19.
20.

f=Inx, a=1 n=286
f(d=tanx, a=0,n=3

Calcule los polinomios de Taylor que se piden en los
Fjercicios 21-26, utilizando polinomios de Taylor o
Maclaurin conocidos y cambiando las variables, como se

hizo en los Ejemplos 6-8,
21. Py(x) para e alrededor de x = —1.
22, Pg(x) para e * dlrededor de x = 0,
23. P,(x) para sen” x drededor de x = 0. Sygerencia:
., 1—cos2x
sen‘ x= ———
2

24. P;(X) para sen x drededor de x = z.
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. Pg(®) para 1/(1 4+ 24%) alrededor de x= 0.
. Pg(x) para cos (3x — n) alrededor de x= 0.
. Calcule todos los polinomios de Maclaurin P,(x) para

f=x.

. Calcule todos los polinomios de Taylor P,(x) para

fd=xenx=1,

Calcule el polinomio de Maclaurin 7, ,(x) para
senh x combinando adecuadamente en los polinomios

x

para e 'y e ",

. Combinando adecuadamente las polinomios de

Maclaurin para In(1 + %) y In(1 — x), obtenga el
polinomio de Maclaurin de orden 2n+ 1 para
1 1+x
= — i
tanh™" (x) > ln(1 —.r)'
Escriba la férmula de Taylor para f(¥ = e * con

a =0 y utilicela para calcular 1/e con una precisién de

cinco cifras decimales (se puede utilizar una
calculadora, pero no su funcién &%).

m Formas indeterminadas

En la Seccién 2.5 demostramos que
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32. Escriba la forma general de la férmula de Taylor para

f(x) = senx en x = 0 con resto de Lagrange. ; Qué
valor necesita tener n para asegurar que la
correspondiente aproximacién del polinomio de Taylor
proporcionaré el seno de 1 radidn con una precisién de
cinco cifras decimales?

. ¢(Cudl es la me%or aproximaci6n de orden 2 a la funcién

f(x) = (x— 1)* en x = 07 ;Cudl es el error de esta
aproximacién? Responda ahora las mismas preguntas
para g{x) = x* + 2¥ + 3x + 4, ;Puede ser mejorada
(es decir, hacerse mas pequenia) la constante 1/6 = 1/3|
en la férmula del error para la aproximacién de grado 27

. Factorizando 1 — ¥"*! (o0 mediante divisién de

polinomios), demuestre que

+1

(9

A continuacién demuestre que si |x] < K <1, entonces

pptt 1
+1
’1—11“““1—3"“” |

Esto implica que ¥"*'/(1 — x = O(¥"*") cuando
x—0 y confirma la férmula (d) de la Tabla 4. ;Qué
dice entonces el Teorema 11 sobre el polinomio de
Maclaurin de orden n para 1/(1 — x)?

1
—=1+x+F+L+ -+ X+
1—x l—x

. Diferenciando la identidad (*) del Ejercicio 34 y

sustituyendo después n por n+ 1, demuestre que
W=1+2x+ 3¢ 4+ o+ (n+ 1)x"
n+2—(n+1)x

(1 - %
Utilice después el Teorema 11 para determinar el
nésimo polinomio de Maclaurin para 1/(1 — ¥,

f+l

Senx
¥ _=1

X

Esto no se puede ver inmediatamente sustituyendo x = 0 en la funcién (senx)/x, ya que tanto
senx como x valen cero en x = 0. (senx)/x se denomina forma indeterminada del tipo [0/0] en
x = 0. El limite de esa forma indeterminada puede ser cualquier nimero. Por ejemplo, cada uno
de los cocientes kx/x, x/x* y x¥’/¥* es una forma indeterminada del tipo [0/0] en x = 0, pero

kx
lim — = k
=0 X

== lim % =0
- 02

Existen otros tipos de formas indeterminadas. Se muestran, junto con un ejemplo de cada tipo,

en la Tabla 5.
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Tabla 5. Tipos de formas indeterminadas

Tipo Ejemplo
Senxy
[0/0] E"& T
In (1/¥)
[m’rm] x—=0 cot (Xz]
[0+ 00] lim xIn 1
=0+ X
1
Lo pal X—olg;rnf;)— (tanx_n—Ex)
[0°] 11131 X
[009] lim (tanx)*=*
x=(7/2) —
1 X
[1%9] ;E.To (1 +;)

Las formas indeterminadas de tipo [0/0] son las mé&s comunes. A menudo se pueden evaluar de
forma bastante sencilla utilizando las férmulas de Taylor conocidas.

2senx — sen(2x)
| Eiomplo 1 BT, B e
Solucion Tanto el numerador como el denominador tienden a 0 cuando x — 0. Sustituyamos las funcio-
nes exponenciales y trigonométricas con sus polinomios de Maclaurin de grado tres més los correspondien-
tes términos de error utilizando la notacién O
Z2seny —sen(2x)
x=026"—2—2x— ¥
3 i
E(X—S—I“r O{A;'])—(EX—S—!‘F O{Xa])
= lim
x=0 X‘z XB 4
2[1+x+=+=+0))—2—2x— ¥
2l 3l
£ 48

)

Observe cémo se han utilizado las propiedades de la notacién O presentadas en la seccién anterior. Necesi-
tamos que los polinomios de Maclaurin sean al menos de grado tres porque todos los términos de menor
grado se cancelan en el numerador y en el denominador, -

Inx
Ejomplo 2 [RTTLL
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Solucion Este limite es también de la forma [0/0]. Comenzaremos por sustituir x= 1 + £, Noétese que
x— 1 es equivalente a f— 0. Ahora podemos utilizar el polinomio de Maclaurin conocido para In(1 + ).
Para este limite servird incluso el polinomio de grado uno P,(#) = ¢ con error O(#).

-~ Inx In(1+9 In{l+ 4
x1 ¥ —1 o (L+82—1 im0 2647

t+ Of) ]lm1+0(r)_1

5 BB g6 Bl 2

Reglas de I'Hépital

Muchas formas indeterminadas del tipo [0/0] se pueden resolver mediante métodos algebraicos
simples, en general simplificando factores comunes. Se pueden encontrar ejemplos en las Sec-
ciones 1.2 y 1.3. En otros casos se puede utilizar el método de los polinomios de Taylor, si se
conocen o se pueden calcular facilmente los polinomios apropiados. Desarrollaremos a continua-
cién un tercer método denominado Regla de 'Hépital', que se utiliza para calcular limites de
formas indeterminadas de los tipos [oo/o0]. Los otros tipos de formas indeterminadas se pueden
reducir generalmente a una de estas dos mediante métodos algebraicos y tomando logaritmos.

TEOREMA () Primera Regla de PHopital

Supongamos que las funciones f y g son diferenciables en el intervalo (a, b) y que
£(x) # 0 en dicho intervalo. Supongamos ademaés que

() lm f(9=lim g =0y

x—d+ X—+ &
fx
i} lim ——= L (con L finito 0 o0 0 — c0).
@) lm 5 =L )
Entonces,
f(x)
lim ——=1L
x—a+ g(.l’}

Se obtienen resultados similares si cada aparicién de lim, _,,. se sustituye por lim, ,,_ o
incluso lim,_, , siendo @ < c < b. Los casos a= — oo y b= oo estdn también permitidos.

DEMOSTRACION Demostraremos el caso en el que interviene lim,_, ,, para a finito,
Se define

_ff» si a<x<b _fglw si a<x<b
Fm_{{) si x=a y G(X}_{D sl x=a

Entonces F'y G son continuas en el intervalo [a, ] y diferenciables el intervalo (& x) para
todo x perteneciente al intervalo (a, b). Por el Teorema del Valor Medio Generalizado
(Teorema 16 de la Seccién 2.6) debe existir un nimero cen el intervalo (a, x) tal que

f) _ A _FW-Fa _F@ _
gy G GW-Ga GO g0

' El Marqués de 1'Hépital (1661-1704), de quien toman el nombre estas reglas, publicé el primer libro de texto de
calculo, El acento circunflejo (*) no se empez6 a utilizar en el idioma francés hasta después de la Revolucién Francesa, El
Marqués hubiera escrito su nombre como «I'Hospital»,
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Como a < ¢ < x, st x— a+, entonces necesariamente ¢— a+, por lo que tenemos

W _ P
»]-1-21 g(—x} .:u]-1+-5+ g i

El caso en el que interviene lim, ,,_ para b finito se demuestra de forma similar, y los
casos en que 2= —oo 0 b= oo se siguen de los casos que ya se han considerado reali-
zando el cambio de variable x= 1/t

1 1N/-1
= 7 et I i
w_ G TGFE) e
x]in:og(_lﬁ_t-]-];gl 1 _t]-{gl IN/—-1 _x]}*ngog(x]_i
i)~ o()(F)

e
1
m Vuelva a calcular lln} % (Véase el Ejemplo 2).
Inx 0
Solucién Tenemos que lim 1 m —— [ﬁ]
1/x 1 1
i
|

Nétese que al aplicar la Regla de 1'Hépital se calcula el cociente de las derivadas, nola derivada
del cociente.

Este ejemplo ilustra cémo se realizan los cdlculos basados en la Regla de 1'H6pital. Cuando se
ha identificado que el limite es de la forma indeterminada [0/0], se sustituye por el limite del
coclente de las derivadas, La existencia de este ultimo limite justifica la igualdad. Es posible que
el limite del cociente de las derivadas sea todavia indeterminado, en cuyo caso se puede aplicar
una segunda vez la Regla de I'Hépital, Se puede ir aplicando asi repetidas veces hasta que final-
mente se pueda obtener un limite, lo que justifica todas las aplicaciones anteriores de la regla.

Observacion La solucién anterior parece mas facil que la del Ejemplo 2, y podriamos estar
tentados de pensar que las Reglas de 1'Hopital son maés faciles de utilizar que los polinomios de
Taylor. En este caso resulté més facil porque sélo tuvimos que aplicar la Regla de 1'Hépital una
sola vez. Si intentamos rehacer el Ejemplo 1 utilizando la Regla de 1'Hépital, tendremos que uti-
lizar dicha regla tres veces (lo que corresponde al hecho de que en el Ejemplo 1 se necesitan
polinomios de tercer grado).

. 2sen x — sen (2x)
Ejemplo 4 lim
jemp S Y e v

Solucion Tenemos que (utilizando la Regla de 1'Hopital tres veces)
2senx — sen (24 I:{]]

10265 —2 — 2x— & 0
2cosx — 2cos(2x)
—Eﬂ Y simplificar las 2
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cosx — cos (24 0
ey g - O [0]

—seny + 2sen(2 0
. % v [2]

x=0 e—1
_ —cosx+4cos(29 —1+4
=i & I

Eimplo s [ANNUREIEL
cile ) - costx Y bl M Inx’

Solucion
- 2x—x 0
aJ x—(m/2) — COSEX 0
2
= m — = _m
¥ (mj2)— —Z2SenXcosx

(b) No se puede utilizar la Regla de 1'Hopital para calcular lim,_,, , x/(Inx) porque no es una forma inde-
terminada. El denominador tiende 0 cuando x— 1+, pero el numerador no tiende a 0. Como Inx > 0
para x > 1, tenemos, directamente,

Si hubiéramos intentado utilizar la Regla de 1'Hoépital habriamos llegado a la respuesta errénea
lim,,,, (/(1/%) = 1. -

w0+ \x¥ senxy/

Ejemplo 6 eI (E—L)

Soluciéon [a forma indeterminada en este caso es del tipo [0o — oo], a la que no se puede aplicar la
Regla de 1'Hopital, Sin embargo, se puede transformar en una forma indeterminada del tipo [0/0] tras com-
binar las fracciones en una sola.

1 1
lim (—— —) oo — o]
x—0+ \ X Seny
seny — x 0
x—0+ XSenxy 0

cosx— 1 0
= lim —— i
x—0+ Senx + XCcosx 0

Wi oo 0
x—0+ 2cosx — xsenx 2
H
Se puede obtener una versién de la Regla de 1'Hépital que sirve para formas indeterminadas del

tipo [oo/o0].

TEOREMA () Segunda Regla de IHopital

Suponga que fy g son diferenciables en el intervalo (a, b) y que en dicho intervalo
£ (x) # 0. Suponga también que



320 cALcuLo

() Im gy = too,

x—+at

T - -
(ii) x]_.l.[;l 70 L (siendo L finito, 0 o0 0 — o0).
Entonces,
flo
L

De nuevo, se obtienen resultados similares para lim,,,_ y para lim,,, y los casos
a= —o0 y b= co estan permitidos.

]

La demostracién de la segunda Regla de 1'Hépital es técnicamente mucho més dificil que la de
la primera Regla, y no la presentaremos aqui. El Ejercicio 35 al final de esta seccién da una idea
de la demostracion.

Observacion No se debe intentar utilizar las Reglas de 1'Hopital para calcular limites que no
sean formas indeterminadas del tipo [0/0] o [e0/o0). Esos intentos casi siempre conducen a con-
clusiones falsas, como se observé en el Ejemplo 5(b) anterior (en sentido estricto, la segunda Re-
gla de 1'Hopital se puede aplicar a la forma [a/cc], pero no tiene sentido hacerlo si a no es infi-
nito, ya que en ese caso el limite es obviamente 0).

Observacion No se puede extraer ninguna conclusion sobre lim f(x)/g(x) utilizando la Re-
gla de 1'Hopital si limf(x)/g(x no existe, Deben utilizarse otras técnicas. Por ejemplo,
lim,_, , (sen x)/x= 0 por el Teorema del Sandwich, incluso aunque no exista lim,_, ., (cos %/1.

ST Calcule (a) lim f y (b) lim x*lnx siendo 2> 0.

X=>0 Ex =0+

Solucion Ambos limites se contemplan en el Teorema 5 de la Seccién 3.4. Lo resolveremos aqui me-
diante la Regla de 1"Hopital,

omt [2

x—oo &% o
2
= lim = todavia [f]
x—0 € oo
— 2 m—
= lim ==
De forma similar, se puede demostrar que lim,_,,, x"/e* = 0 para todo entero positivo n, aplicando repetida-
mente la Regla de 1'Hopital.

(b) lim #lnx (a=0 [0 (— o)]

x—+0+
Inx —o
lim — o
x=0+ X [» 4]

1 s
m —% = ym =g
x=04+ —aX

0
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El modo més facil de resolver formas indeterminadas de los tipos [0°], [o0?] y [1%] es tomar
logaritmos de las expresiones que aparecen, Los dos ejemplos siguientes ilustran la técnica,

(ST TAGR- N Calcule lim x*

x=0+
Solucién Fsta forma indeterminada es del tipo [0°]. Sea y = x*, Entonces,
lim Iny= lim xInx=0

x—0+ x=0+

por el Ejemplo 7(b). Entonces llrré ¥=lim y==1

=0+

K= 20

ST LR N Calcule lim (1 +sen%).

X

3
Soluciéon Eh este caso la forma indeterminada es del tipo 1, Sea y = (1 i sen;) . Entonces, tomando

logaritmos en los dos miembros,

3
lim Iny= lim xln (1 + sen—) [o0+0]
K= K= X

oiom)

=i 1 0
X
; ( 3)( 3)
cos— || —=
¥
1 +sen— x dcos—
= lim = lim =3
K=+ _i X=2 0 1 —|—Sen—
X X
3 X
Entonces lim (1 +sen—) =g
e X
[ |
Ejercicios 4.9
cos3x Infex) — 1
Calcule los lfmites de los Ejercicias 1-32. 11, lim 12. lim njed--1
. In(@2x—3) x—f2 T — 2X ¥—1 Senmx
X o,
1. lim 2, im—— 1 X— senx
x—0 tandx -2 ¥—4 13. im xsen— 14. lim
, X=o0 X x=0 XS
sen ax — cosax
Ll 4. im ———— X— senxy 2— ¥ —2cosx
3 x-l:% sen bx x—0 1 — cos bx 15. lim 16, im —
¥—0 ¥— fanx ¥=0 e
5. 1 =n_x 6. lim 201 sen’ x Insenr
. lim 2 —_—
¥=-0 tan"lx -1 ¥ —1 17. lim 18. lim
. x—0+ tany — x rem2 COSI
— cosX
LA ot im —— sen f accos x
% . geocx D 19, lim — 2. lim
Er 10x E" tsmi2 | x—1- x—1
sen —
9, lim 10. lim 21. lim x{2tan 'x—x) 22, lm (sect— tani)

twnr I— T =0 X X—on t—(m/2) —
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2.

#15,

#27.

#29,

31,

1 1
lim (— ——m) 4. lm /%
t—0 \ [ fe x=0+
lim (csc™™* #26. lim X —L
x=0+ * =1+ \x— 1 Inx
3sent — sen 3¢ sen ¥
lim— . lim [——
w0 3tanf — tan3t - ,..u( P )
cscx
lim (cos 24/ 30, lim ——
=0 x—-0+ Inx
Insennx i
lim #32, lim (1 + tanx'*
x—l- CSCTX x=0

33. (Un cociente de Newton para la segunda derivada)

34,

+35.

Calcule lim,, st _2? i S R

una funcién dos veces diferenciable,
Si f tlene tercera derivada continua, calcule
flx+ 30 —3flx+ hH+3fx—h — Ax—3h
lim
B0 Iid

(Demostracién de la segunda Regla de 1’Hopital)
Complete los detalles del sigulente esquema de
demostracién de la segunda Regla de 1"Hupital

Repaso del capitulo

(Teorema 13) para el caso en el que ay L sean los
dos finitos. Sea a < x < t < b y demuestre que existe
un valor cen (x, ) tal que

) — £ _ f(g

gw) — g0 g9
Trabaje ahora algebraicamente con la ecuacién
anterior para llegar a la forma

. f@ flo)
i (¢
a0 gl +3IXJ( =0 g(d)
Se deduce entonces que

Eit]

7] L’

< @—L +—(Ifﬂl Igfﬂl| D

£(9 60 g0

Demuestre que el miembro derecho de la inecuacién
anterior se puede hacer tan pequefio como se desee
(por ejemplo, menor que cualquier nimero positivo €
escogiendo primero f y después x suficientemente
cercanos a a.

No hay que olvidar que limg, .. (f(d/g() =Ly
limx-a+ Ig(le

Ideas clave

¢ ;Qué significan las siguientes palabras, frases y
afirmaciones?

<
<
<
<
<
<
<
<
<
<

R

Punto critico de £,

Punto singular de f.

Punto de inflexién de £,

ftene un valor méximo absoluta A,
ftiene un valor minimo local en x = c.
Asintota vertical,

Asintota harizontal.

Asintota oblicua,

Linealizacién de f(¥) en x= a.

El polinomio de Taylor de grado n para f(x)
drededor de x = a

La férmula de Taylor con resto de Lagrange.
) = Ollx — a)") cuando x — a.

Una raiz de (¥ =

Un punto fijo de f(x).

¢ Una forma indeterminada,
¢ Reglas de |'Hapital,

¢ Explique ¢omo estimar el error de una

aproximacién lineal (recta tangente) al valor de

una funcion,

e Explique ¢omo calcular una raiz de una
ecuacién f{x®) = 0 utilizando el Método de
Newton. ;Cuindo funciona bien este método?

Ejercicios de repaso

1. Si el radio rde una bola crece con una velocidad del

2% por minuto, jcon qué velocidad crece el volumen
de dicha bola?

2. (Atraccidén gravitatoria) La atraccién gravitatoria que

ejerce la tierra sobre una masa m que esta a una
distancia r del centro de la tierra es una funcién
continua de rpara r = 0, dada por

mgk*

F= T si _r}R

mkr st 0gr<R®R



siendo K el radio de la tierra, y g la aceleracién debida
a la gravedad en la superficie de la tierra,

(a) Calcule la constante £ en funcién de gy de X.

(b) F disminuye a medida que m s aleja de la
superficie de la tierra, bien hacia arriba o bien
hacia abajo. Demuestre que F disminuye cuando r
aece desde K al doble de velocidad con la que
disminuye F cuando r decrece desde .

3. (Resistencias en paralelo) Dos resistencias variables
R, y R, se conectan en paralelo de forma que su
resistencia combinada R se expresa como

1 1 1

R R R
En un instante en el que £, = 250 ohmios y £, = 1000
ohmios, R, crece con una velocidad de 100
ohmios/min. ;Con qué velocidad debe cambiar %, en
ese instante (a) para mantener K constante y (b) para
que K aumente con una velocidad de 10 ohmios/min?

4. (Ley de los gases) El volumen V (en m?), la presién P
(en kilopascales, kPa) y la temperatura T (en grados
Kelvin, K) de una muestra de un clerto gas cumplen la
ecuacién pV'= 50T

(@) ¢Con qué rapidez se incrementa la presion si la
temperatura es de 400°K y se incrementa a razén
de 4 °K/min cuando el gas se mantiene encerrado
en un volumen de 2 m

(b) ¢Con qué velocidad disminuye la presién si el
volumen es de 2 m” y se incrementa a razén de
0.05 m*/min si la temperatura se mantiene
constante a 400 “K?

5. (Tamafio de una tirada de imprenta) A una editorial
le cuesta 10 000 € la imprenta para una tirada de un
libro, y los castes de material por cada libro impreso
son de 8 €. Ademas, los costes de mantenimiento de
maquinas, costes laborales y costes de almacenamiento
afiaden unos costes de 6,25 € x 10"’ si la tirada es
de x copias, ;Cuéntas copias debe imprimir la editorial
para minimizar el coste medio por libro?

6. (Maximizacién del beneficio) Un mayorista de
bicicletas debe pagar al fabricante 75 € por cada
bicicleta, Las investigaciones de mercado indican al
mayorista que si cobra a sus clientes x € por bicicleta,
puede esperar vender M%) = 4.5 x 10°/¥ bicicletas,
;Qué precio deberia poner para maximizar su

beneficio, y cuntas bicicletas deberfa pedir al

fabricante?

7. Calcule el maximo volumen posible de un cono
circular recto que se puede inscribir en una esfera de
radio R.

8. (Minimizacion de costes de produccién) El coste (%)
€ de produccién en una factorfa varia con la cantidad x
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de producto que se fabrica, El coste aumenta
rapidamente con x cuando x es pequefio, y mas
lentamente para valores mayores de x debido a las
economias de escala, Sin embargo, si x se hace
demasiado grande, los recursos de la factoria pueden
resultar gravados en exceso, y el coste puede empezar
a aumentar rapidamente de nuevo. La Figura 4,59

muestra una grafica tipica de la funcién de coste C(x).
C

-~ (x, Clx))

-

e ; Cix) ;
-~ pendiente = —— = coste medio

Figura 4.59

Si se fabrican x unidades, el coste medio por unidad es
de C(X)/x €, que es la pendiente de la recta del origen
al punto (x, Clx)) en la gréfica,

(a) Sise desea escoger x para minimizar este coste
medio por unidad (tal como seria el caso si todas
las unidades producidas se pudieran vender por el
mismo precio), demuestre que x debe ser tal que
haga el coste medio igual al coste marginal:

X
D _cw
(b) Interprete geométricamente en la figura anterior la

conclusién de (a).

(c) St el coste medio es igual al coste marginal para
algin valor de x, ;minimiza necesariamente ese
valor de x el coste medio?

9. (Disefio de una caja) Se cortan cuatro cuadrados de un
rectangulo de cartén cuyas medidas son 50 cm x 80
cm, como se muestra en la Figura 4.60, y la pieza
resultante se dobla en forma de una caja rectangular
cerrada con dos solapas, ;Cuél es el maximo volumen
pasible de dicha caja?

lado solapa
I I 1
I | 1
I | 1
I | ]
lado | fondo | lado | tapa 50 ¢m
I I i
I | 1
I | ]
lado solapa
80 cm
Figura 4.60
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10. (Produccién de un huerto) Cierto huerto tiene 60
arboles y produce un promedio de 800 manzanas por
arbol y afo. Si se aumenta la densidad de arboles,
disminuye la cosecha por arbol. Por cada arbol
adicional que se planta, la cosecha promedio por arbol
se reduce en 10 manzanas al afo, ;Cuantos arboles
més se deberian plantar para maximizar la cosecha
total anual de manzanas del huerto?

11. (Rotacién de una antena de seguimiento) ;Cudl es la
maxima velocidad a la que debe girar la antena del
Ejercicio 41 de la Seccién 4.1 para seguir al cohete
durante toda su trayectoria ascendente vertical?

12. Una mesa ovalada tiene su borde exterior con la forma
de la curva ¥ + y* = 1/8, donde xe yse miden en
metros. ;Cudl es la anchura del recibidor méas estrecho
en el que la mesa puede girar horizontalmente 180°7

13. Una bola hueca de hierro cuya pared mide 2 cm =5
de espesor pesa la mitad de lo que pesaria si ==
estuviera construida de hierro macizo. jCuél es el
radio de la bola?

14. (Alcance de un cafién disparado desde una =
colina) Una bala de cafién se lanza con una 22
velocidad de 200 ples/s con un 4dngulo de 45° sobre la
horizontal desde la cima de una colina, cuya altura a
una distancia harlzontal xde la cima es
y=1000/(1 + (x/500)°) pies sobre el nivel del mar,
£ Qué distancia horizontal puede cubrir la bala de cafién
antes de llegar al suelo?

15. (Aproximacién lineal de un péndulo)
Como sen # = @ para valores pequefios de |6, la (&8
ecuacién no lineal del movimiento de un péndulo
simple s

Be sl
- Lsenﬂ
que determina el angulo de desplazamiento 6(1)
respecto a la vertical en el instante f para un péndulo
simple, se aproxima con frecuencia por la ecuacién
lineal més sencilla
ah__& £
df
cuando el maximo desplazamiento del péndulo no es

muy grande, jCuanto vale el error porcentual del
miembro derecho de la ecuacién si |#] no supera los 20°?

6. Calcule el polinomio de Taylor de grado 6 para sen® x
en x= 0 y utilicelo como ayuda para evaluar

o 3serfx— 3¢ + &
x=0 XB

17. Utilice un polinomio de Taylor de grado 2 para tan™'x
en x= 1, para calcular un valor aproximado de
1{1.1). Estime el tamafio del error utilizando la
fdrn'mla de Taylor,

18. Larecta 2y = 10x — 19 es tangente a y= f(x) en
x =2, Si se hace una aproximacién inicial x, = 2 para
una raiz de f(x) = 0 y se aplica una vez el Método
de Newton, /cudl sera la nueva aproximacién que
resulta?

19. Calcule todas las soluciones de la ecuacion =
cos x = (x — 1)? con una precisién de 10 cifras
decimales,

20. Calcule la minima distancia del punto (2, 0) =
alacurva y=Inx EE

21. Un coche viaja de noche por una carretera curva
sin pendientes cuya ecuacién es y = €*, En un
clerto instante sus faros iluminan una sefial localizada
en el punto (1, 1), ;Dénde esté el coche en ese
instante?

il

Problemas avanzados

1. (Crecimiento de un cristal) Un tnico cristal ctbico de
sal crece en un vaso de precipitados con una solucién
salina, El volumen del cristal V arece con una
velocidad proporcional al area de superficie y al
volumen que le resta para llegar a un volumen limite
Va:

dv
— =k~ 1

slendo x la longitud del lado del cristal en el instante £,

(a) Utllizando V= ¥, transforme la ecuacién anterior
en otra que exprese la velocidad de cambio dy/dt
de la longitud del lado x en funci6n de &

(b) Demuestre que la velocidad de crecimiento de la
longitud del lado del cristal disminuye con el
tiempo, pero permanece positiva mientras
x<x=W

(c) Calcule el volumen del cristal cuando la longitud
de su lado crece a la mitad de la velocidad inicial,

*2. (Una revisién del cilculo) Suponga que estd en un
tanque (la variedad militar) moviéndase por el eje y
positivo hacia el origen. En el instante t = 0 estd a
4 km del origen, y 10 minutos después estd a 2 km del
origen. Su velocidad est4 disminuyendo; es
proporcional a su distancia al origen, Usted sabe que
un tanque enemigo est4 esperando en algin lugar del
eje x positivo, pero hay una pared alta que sigue la
curva xy = 1 (todas las distancias se miden en
kilémetros) que le impide ver realmente dénde esta.
{Con qué velocidad debe ser capaz de girar el caién
de su torreta para maximizar sus posibilidades de
sobrevivir al enfrentamiento?

3. (Economia de los andlisis de sangre) Suponga que se
recesita realizar un analisis de sangre a un gran
niimero N de personas para detectar la presencia de un



virus. Si cada anélisis cuesta C' €, entonces el coste
total del programa de andlisis serda NC €. Sila
proporcion de gente en la poblacién que tiene el virus
no es grande, este coste se puede reducir mucho
utilizando la siguiente estrategia. Se dividen las N
muestras de sangre en Njx grupos de x muestras cada
uno. Se junta toda la sangre de un grupo para realizar
un solo andlisis de ese grupo, Si el andlisis es negativo,
no es necesario realizar més analisis a los individuos de
seguro, Si la muestra del grupo resulta positiva, se
analizan todos los individuos del grupo.

Suponga que la fraccién de individuos de la poblacién
infectada con el virus es p, de forma que la fraccién de
personas no infectadas es g =1 — p. La probabilidad
de que un individuo determinado no esté infectado es
g, por lo que la probabilidad de que todos los x
individuos de un grupo no estén infectados es g*.
Entonces, la probabilidad de que una muestra conjunta
esté infectada es 1 — ¢", Cada grupo requiere un
andlisis, y los grupos infectados requieren x andlisis
extras, En consecuencia, el niimero medio total de
analisis a realizar es

N N 1
T=;+;(1—¢]X=N(;+l—qz)

Por ejemplo, si p= 0.01, de forma que g =0.99 y

x = 20, entonces el nimero medio de analisis
requeridos es T'= 0.23V, una reduccién aproximada
del 75%. Pero es posible que los resultados puedan ser
mejores si tomamos un valor distinto de x.

(a) Para g =0.99, calcule el nimero x de muestras en
un grupo que minimiza T (es decir, resuelva
dTjdx= (). Demuestre que el valor de x que
minimiza T cumple

(0.99) ~¥?
—In{0.99)

(b) Utilice la técnica de iteraci6én del punto fijo (véase
la Secci6n 4.6) para calcular x en la ecuacién de
(a). Comience, por ejemplo, con x= 20,

(Medida de variaciones de g El periodo P de un
péndulo de longitud L se expresa como

P=2n\/ITg

siendo gla aceleracién de la gravedad.

(a) Suponiendo que L permanece fijo, demuestre que
un incremento de un 1% en g produce una
disminucion de aproximadamente un 0.5% en el
periodo P (las variaciones del periodo de un
péndulo se pueden utilizar para detectar pequefias
variaciones de g entre lugares diferentes de la
superficie de la tierra),

(b) Para g fijo, jqué cambio porcentual en L producira
un 1% de incremento en P?
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5. (Ley de Torricelli) La velocidad a la que se vacia un

tanque es proporcional a la raiz cuadrada de la
profundidad de liquido en el tanque por encima del
nivel del desagiie, Si V{#) es el volumen de liquido en
el tanque en el instante ¢y {7 es la altura de la
superficie del liquido por encima del desagie, entonces
dVidt= —RJ}. siendo & una constante que depende
del tamafio del desagile. Para un tanque cilindrico con
drea de secci6n cruzada constante A y desagile en el
fondo:

(a) Verifique que la profundidad y(f) de liquido en el
tanque en el instante f cumple la ecuacién

dy/dt= — (K A/

(b) Verifique que si la profundidad de liquido en el
tanque en #= 0 es yp, entonces la profundidad
instantes posteriores durante el proceso de vaciado

- s

(c) Si el tanque se vacia completamente en un tiempo
T, exprese la profundidad y() en el instante fen
funcién de y, yde T.

(d) En funcién de T, jcudnto tiempo tarda en vaciarse
la mitad del liquido del tanque?

. Si un tanque cénico de radio R en su parte superior y

profundidad H se vacia de acuerdo con la Ley de
Torricelli, y tarda en vaciarse un tiempo T, demuestre
que la profundidad del liquido en el tanque en el
instante ¢ (0 < f< T) es

~ 1__{ 2/5
J’-J’u( T)

siendo yp la profundidad en ¢ = 0.

. Calcule la maxima 4rea posible de un tridngulo

rectdngulo cuyo perimetro es P,

. Calcule una tangente a la grafica de

y=x"+ a¥* + bx+ ¢ que no sea paralela a ninguna
otra tangente.

. (Angulos de bifurcacién de cables eléctricos y

tuberias)

(a) La resistencia ofrecida por un cable al flujo de
corriente eléctrica que circula a través suyo es
proporcional a su longitud e inversamente
proporcional al 4rea de su secci6n cruzada. Por
tanto, la resistencia & de un cable de longitud L y
radio res R = AL/, siendo k una constante
positiva.

Un cable largo recto de longitud L y radio r; se
extiende desde A hasta B, Un segundo cable recto
de radio menor r; se conecta entre un punto Pen
larecta ABy un punto C'situado a una distancia A
de B de forma que CB es perpendicular a AB
(véase la Figura 4,61), Calcule el valor del 4ngulo
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6 = /BPC que minimiza la resistencia total del
camino APC, es decir, la resistencia de AP méas la

resistencia de PC.
A L B
g |
i
[
C
Figura 4.61

(b) La resistencia de una tuberfa (por ejemplo, un vaso
o) al flujo de un liquido a través de ella,

por la Ley de Poiseuille, es proporcional a su
longitud e inversamente proporcional a la cuarta
potencia de su radio: R = &L/, Si la situaci6n del
apartado (a) se representa con tuberias en vez de
cables, obtenga el valor de # que minimiza la
resistencia total del camino APC. ;C6mo se
relaciona su respuesta con la respuesta del apartado
(a)? ;Se podria haber predicho esta relacién?

10. (Alcance de un chorro de liquido) Un tanque de agua
cilindrico situado sobre una mesa horizontal tiene un
pequefio agujero localizado en su pared vertical a una
altura h del fondo del tanque, El agua se escapa del
tanque horizontalmente por el agujero y después se
curva hacia abajo debido a la influencia de la gravedad
hasta llegar a la mesa a una distancia £ de la base del

, como se muestra en la Figura 4,62 (se ignora la
resistencia del aire). La Ley de Torricelli implica que
la velocidad v a la que sale el agua del tanque por el
agujero es proporcional a la raiz cuadrada de la
profundidad del agujero respecto a la superficie del
agua, Si la profundidad del agua en el tanque en el
Instante fes y{(#) > h entonces v = &,/ y — K siendo &
una constante que depende del tamafio del agujero.

(a) Calcule la distancia R en funciénde vy A

(b) Para una profundidad dada y del agua en el tanque,
Ja qué altura habria que poner el agujero para
maximizar ?

Figura 4.62

(c) Supéngase que la profundidad del agua en el
tanque en el instante = 0 es y, que el alcance R

del chorro es R, en ese instante y que el nivel de
agua desciende hasta la altura / del agujero en
T minutos. Calcule, en funcién de ¢, el alcance
R del agua que escapa por un agujero en el
instante £,
+11. (Disefio de un recogedor) Se cortan E
cuadrados iguales de dos esquinas adyacentes de
una plancha de metal cuadrada cuyo lado tiene una
longitud de 25 cm. Las tres solapas resultantes se
doblan, como se muestra en la Figura 4,83, para
formar los lados de un recogedor. Calcule el maximo
volumen de un recogedor construido de esta forma.

v |25 cm

— 25 e —

Figura 4.63



‘ CAPITULO 5
44 Integracion

Hay en este mundo personas optimistas que piensan que
cualquier simbolo que empiece con un signo de integral
debe indicar necesariamente algo que tendrd todas las
propiedades que debe tener una integral. Por supuesto es-
to resulta molesto para los matematicos rigurosos. Pero lo
que es incluso més molesto es que al hacerlo asf a menu-
do se llega a la solucion correcta.

E. J. McShane
de Bulletin of the American Mathematical Society, v. 69, p. 611, 1963

Introduccion El segundo problema fundamental del que se ocupa el célculo es
el problema de las 4reas, es decir, el problema de determinar el drea de una regién
del plano limitada por varias curvas. Como el problema de las tangentes considera-
do en el Capitulo 2, muchos problemas précticos en diversas disciplinas requieren el
célculo de areas para obtener su solucién, y la solucién del problema de las édreas
necesariamente requiere utilizar la nocién de limite. A primera vista, el problema de
las areas parece no estar relacionado con el problema de las tangentes. Sin embargo,
veremos que los dos problemas estdn muy estrechamente relacionados. Uno de ellos
es el inverso del otro. Calcular un érea equivale a obtener una primitiva o, si prefe-
rimos decirlo asi, calcular una integral. La relacion entre las areas y las primitivas
se denomina Teorema Fundamental del Célculo. Cuando lo hayamos demostrado,
podremos obtener las dreas que deseemos, suponiendo que podamos integrar (es
decir, obtener primitivas) las diversas funciones que aparezcan.

Seria interesante tener a nuestra disposicién un conjunto de reglas de integracién
similares a las reglas de diferenciacién obtenidas en el Capitulo 2. Utilizando dichas
reglas de diferenciacién, es posible obtener la derivada de cualquier funcién diferen-
ciable, Desafortunadamente, la integracién es generalmente més dificil. De hecho,
algunas funciones muy simples no son derivadas de funciones simples. Por ejem-
plo, € no es la derivada de ninguna combinacién finita de funciones elementales,
Sin embargo, emplearemos algiin tiempo en la Seccién 5.6 y en las Secciones 6.1-
6.4 en desarrollar técnicas para integrar tantas funciones como sea posible. Poste-
riormente, en el Capitulo 6, examinaremos c6mo aproximar édreas limitadas por gré-
ficas de funciones que no se pueden integrar.
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Sumas y notacion sigma

Cuando empecemos a calcular dreas en la seccién siguiente, aparecerdn a menudo sumas de va-
lores de funciones. Es necesario tener una notacién conveniente para representar sumas de un
nimero (posiblemente grande) arbitrario de términos, y también desarrollar técnicas para calcu-
lar el valor de dichas sumas.

Utilizaremos el simbolo Y para representar una suma, Se trata de la letra griega mayiiscula
sigma, equivalente a nuestra letra S, aumentada de tamano.

DEFINICION 1 Notacién sipma

Si my n son enteros con m <n, ysi f es una funcién definida en los enteros m, m+ 1,
m+ 2, ..., n, el simbolo » 7., f(J) representa la suma de los valores de f en dichos enteros:

S f) = flm) + flm+ 1) + f(m+2) + -~ + £(n)
La suma explicita que aparece en el miembro derecho de la ecuacién es el desarrollo de la
suma representada utilizando la notacién sigma en el miembro izquierdo.

5
TR 5 F=rr+ 22+ 37+ 42452 =55
=1

La i que aparece en el simbolo ) 7., f() se denomina fmdice del ssmatorio. Para calcular
3 f=m £(i) se va sustituyendo sucesivamente el indice 7 por los enteros m, m+ 1, ..., 1, y se su-
man los resultados. Obsérvese que el valor de la suma no depende de la forma en que denomina-
mos al indice. El indice no aparece en el miembro derecho de la definicién. Si usdramos otra
letra en lugar de jen la suma del Ejemplo 1, dicha suma tendria el mismo valor:

5
Y E=12+22+3"+ 42 +5 =55

El indice del sumatorio es una variable auxiliar que se utiliza para representar un punto arbitra-
rio en el que se evalua la funcién para obtener un término que se incluird en la suma, Por otra
parte, la suma ) 7., () depende de los dos niimeros m y n, denominados limites del sumato-
rio; mes el inferior y 1 es el limite superior.

IEETTXE] Ejemplos de sumas utilizando Ia notacién signa)

20
Y j=1+2+3+ ..+ 18+ 19 +20
=

I

¥ x=absataPaaal o

=0

1

g; +1+1+.-+1
m.énnl.nos

3 Aako1 2o,

*; F49 85§ LB va” 1
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Algunas veces se utiliza una variable con subindice a; para indicar el /-ésimo término de una
suma general, en vez de utilizar la notacién funcional £(1):

n
Z a; = am+ Ay _+'am+2+ N +aﬂ

i=m

En particular, una serie imfimita es una suma con infinitos términos:

Sa=atatat--

n=1
Cuando no se pone un término al final, detras de ..., se sobreentiende que los términos contintian
hasta el infinito. En el Capitulo 9 estudiaremos las series infinitas.

Cuando se suma un nimero finito de términos, el orden en el que se suman carece de impor-
tancia, ya que cualquier orden producira el mismo resultado. Si todos los niimeros tienen un fac-
tor comun, entonces dicho factor se puede extraer de cada término y multiplicarlo después de
calcular la suma: ca+ cb= cla+ b). Estas leyes de la aritmética se convierten en la siguiente
regla de linealidad para sumas finitas. Si A y B son constantes, entonces

i (Af() + Bglf)) = A i f(i]+BEﬂ: 2

i=m i=m i=m

Las dos sumas ) 7207 f()) y Y=o f(i+ m) tienen el mismo desarrollo, es decir, f(m) +

m

+ flm+ 1) + .-+ + f(m + n). Por tanto, las dos sumas valen lo mismo.

m+n n

Y f)=Y fli+m
Jj=m

i=0

Esta igualdad se puede obtener también sustituyendo j por i+ m allf donde j aparezca en el
miembro izquierdo, teniendo en cuenta que i+ m= m se convierte en i=0y que i+ m=m+n
se convierte en /= n. Muchas veces es conveniente realizar cambios de fmdice en un sumatorio.

m Exprese 17 /1 + f de la forma Y7, £().

Soluciéon Sea f= i+ 2. Entonces j= 3 corresponde a { = 1 y f = 17 corresponde a /= 15. Por tanto,

£ .f1+f=‘z S0+ ([+2)2
J=3 i=1

Célculo de sumas

Existe una forma cerrada para expresar la suma Sde los n primeros enteros positivos, concreta-
mente,

nin+1)
2

Para ver esto, escribamos la suma hacia adelante y hacia atrds y sumemos las dos, con lo que se
obtiene

S=Y i=1+2+3+ - +n=

fm= ]

s= 1 + 2 + 3 +..+m-1+ n
S= n +n-NP+@-2+.--+ 2 + 1

2S=m+D+0+)+ W0+ +-+m+D+n+1)=nn+1)

La férmula de S se obtiene entonces sin mas que dividir por 2.
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En general, no es tan facil obtener una forma cerrada para cualquier suma. Sélo se puede
simplificar ¥ 7. ,, f( para un pequefio conjunto de funciones £, El Teorema 1 recoge las férmu-
las que necesitaremos en las secciones siguientes.

TEOREMA () Férmulas para sumas

@ Y 1=1+1+1+4..+1=n
J'zl [ . —J
n términos

Z nln+ 1)
b) ¥ 1=1+2+4+3+ .- +n= 5
=1

_ nln+ 1)(2n+ 1)
. 8

(©) §112=12+22+32+-.-+n2
=1

(d) Er“‘=1+r+12+r'3+---+f"“=—1 sir#1
=1

DEMOSTRACION La férmula (a) es trivial; la suma de nunos vale n. La demostracién de la
férmula (b) se ha presentado anteriormente, Otras tres formas se sugieren en los Ejercicios 34-36.
Para demostrar (c), escribiremos n copias de la igualdad

k+ 1P -EF=38+3%k+1

una para cada valor de k desde 1 hasta n, y las sumaremos:

28 — 18 = 3x1® 4+ 3x1 + 1

33 — 23 = 3x22 + 3x2 + 1

43 — 33 = 3x3 + 3x8 + 1

P -(-1% = 3r-1% + 3m-1 + 1
(n+1°% - n = 3’ + 3n + 1
(n+1)® — 13 = 3.8 + 30,0 + =n

3n(n+1)
= 3L, + —5— + n

En la ultima linea se ha utilizado la férmula (b). En la ecuacién final se puede despejar la suma
deseada para obtener la férmula (c). Nétense las cancelaciones que se producen cuando se suman
los miembros izquierdas de las n ecuaciones, El término 2* de la primera linea se cancela con el
término —2° de la segunda linea, y asf sucesivamente, dejandonos sélo con dos términos, el tér-
mino (n+ 1)* de la n-ésima linea y el término — 1° de la primera linea:

n

Y (k+1P-B=@m+17-12

f=1

Esto es un ejemplo de lo que se denomina suma telesobpica En general, una suma de la forma
f=m(fli + 1) = f()) se reduce en forma telescépica a la forma cerrada f(n+ 1) — f(m), ya

f=m

que se cancelan todos los términos excepto el primero y el dltimo.
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Para demostrar la férmula (d), sea s= Y 7, ! y restemos s de rs:
(r=ls=ms—s=+rP+r+ -+ —-01+r+7F+.+r}

=r-1
_.

El resultado se deduce dividiendo por r — 1.

(64 —4k+ 3), siendo l < m< n

Ejemplo 4 JFeINTIY
k=m+1
Soluciéon Utilizando las reglas de las sumas y algunas de las férmulas del Teorema 1, se calcula

8Y F—4% k+3 3 1
k=1 =1 k=1

f B — 4k +3) =

=1
=Bn{ﬂ+1](2ﬂ+1)_4n{ﬂ+1)+3ﬂ

6 2
=21 + 1 + 2n
Por tanto,
; (ef—4k+3)=f (ef—4k+3)—f BE — 4k+ 3)

k=1 k=1

||

=2 +1f +2n—20f — nf —2m

k=m+1

Observacion Maple puede calcular las expresiones en forma cerrada de algunas sumas, Por

ejemplo,
> sum(i 4, i=1..n) ; factor (%) ;
1(n+1)5 1( +1)“+1[ +1)°
= ——(n —(n R e
5 2 3 30 30
1
5n{2n+1}{n+l}{3ﬂ2+3n— 1)
Ejercicios 5.1
Desarrolle las sumas de los Ejercicios 1-6, 10 1 +2x+ 3% + 4% + .- + 100%™
1 E":P e v J W I+x+2+ 8+ + 2
= s O i |
. {I"_ll"f(_l], 121 -x+2F -2+ .+
3 E 3J 4 1 1 (_l)n—l
i=1 =0 1+1 | L O s W R N 1
i (_2}! n JE 4 9 16 7
5-;=3U_2:'2 &J;E 1 2 4 2k
M4 -+ +—F =
Escriba las sumas de los Ejercicios 7-14 utilizando una 2 4 8 18 2
notaci6n sigma (ndtese que las respuestas no son Gicas). Exprese las sumas de los Ejercicios 15 y 16 de la forma
7. 5+86+7+8+9 3 =1 A
99 m 1
15 sen 16 T
Jg'u U] kgsf‘l‘l

8 2+2+2+ ...+ 2 (200 términos)

8 2% 32+ 4254 ... 99"
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Calcule los valores en forma cerrada de las sumas de los
Ejercicios 17-30.

1000

17.if+21 18 Y (2/+3)
i=1 J=1

19. }E (n*—3) 20. i @2/ —
k=1 =1

21, i Inm 22, i i
m=1 I=0

23. La suma del Ejercicio 8.

24. La suma del Ejercicio 11,

25. La suma del Ejercicio 12.

+28 La suma del Ejercicio 10. Sugerencia: Diferencie la

suma ¥ % x'
+27. La suma del Ejercicio 9. Sugerencia La suma es
49 19
¥ (2% RE4 1P =¥ (—dk=1)
k=1 k=1

*2R Lasuma del Ejercicio 14. Sugerencia: Para esta suma,
aplique el método de demoastracién del Teorema 1(d).

28, Verifique la férmula del valor de una suma telescopica:

Y (fi+1) - ) = fln+ 1) — flm
=m

;Por qué se utiliza la palabra «telesc6pica» para
describir esta suma?

En los Ejercicios 30-32, evalte las sumas telescdpicas
dadas.

30. % (n*— (n—1)% 48 f @ =2

=1 J=1

2m 1 1
=56
EEAY 450

1 1 1
38. Demuestre quer_'_ 0 _j_j-l—_l' y a partir de aht,
2 1
evalie :
Jg'lﬂ_f-Fl:l

34 La Figura 5,1 muestra un cuadrado de lado n
subdividido en n* cuadrados mas pequefios de lado 1.
¢Cuéntos cuadrados pequefios estdn sombreados?
Obtenga la expresién en forma cerrada de }'7_, f
considerando la suma de las 4reas de los cuadrados
sombreados.

Figura 5.1

35. Fscriba n copias de la igualdad
(k+ 1)® — ¥ = 2k + 1, una para cada entero k
desde 1 hasta n, y simelas después para obtener la
férmula

i1=n(ﬂ+1)
=1 2

de una forma similar a la demaostracién del Tearema
1{c).

36. Utilice induccién matematica para demostrar el
Teorema 1(b).

37. Utilice induccién matematica para demostrar el
Teorema 1(c).

38 Utilice induccién matemdtica para demostrar el
Teorema 1(d).

38, La Figura 5.2 muestra un cuadrado de lado

Yi—1 1= n(n + 1)/2, subdividido en un cuadrado
pequefio de lado 1 y n— 1 regiones con forma de L,
cuyos lados cortas son 2, 3, ..., n. Demuestre que el

drea de la regién con forma de L cuyo lado corto vale f
es 1, y a partir de aqui verifique que
& #(n+ 1)

=
jg'j 4

. ®  E e n
Figura 5.2



#4L Escriba n copias de la igualdad
(k+ D)*— K =48 +6£ + 4k + 1

una para cada entero k desde 1 hasta n, y simelas
después para obtener la formula

n 2
y porat 1y
i=1 4

de una forma similar a la demostracién del Teorema
1{c).

m Areas como limites de sumas
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41. Utilice induccién matemética para verificar la férmula
de 1a suma de cubos dada en el Ejercicio 40.

42, Fxtienda el método del Ejercicio 40 para obtener Q
una expresion en forma cerrada de ) i_, 1, Puede
utilizar Maple u otro sistema de mateméticas por
computador para facilitar los desarrollos algebraicos.

43 Utilice Maple u ofro sistema de matemticas por ([5J
computador para calcular ¥ 7, # para k=5, 8, 7, &
Observe el término con la mayor potencia de nen cada
caso, Prediga el término de mayor potencia de y
Y 7 1'° y verifique su prediceion,

En el Capitulo 2 comenzamos el estudio de las derivadas definiendo lo que se entiende por tan-
gente a una curva en un punto dado, Es interesante empezar el estudio de las integrales definien-
do lo que se entiende por d&rea de una regién plana, pero esa definicién de 4rea es mucho mas
dificil de dar que la definicién de tangente. Supongamos (como hicimos, por ejemplo, en la Sec-
cién 3.3) que conocemos intuitivamente lo que es el érea e indiquemos algunas de sus propieda-

des (véase la Figura 5.3).

(i) El drea de una regi6n plana es un nimero real no negativo que se mide en unidades al cua-

drado.

(i) El 4rea de un rectangulo con anchura wy altura h es A= wh.
(i) Las areas de regiones planas congruentes son iguales.
(iv) Siuna region S estd incluida en una regién R, entonces el 4rea de Sserd menor o igual que

el 4rea de R

(v) Si una regién £ es la unién de (un nimero finito de) regiones que no se solapan, entonces
el drea de & es la suma de las 4reas de esas regiones.

D C D

'

C C ]

n@R

A w B A

area ABCD = wh darea § = area R

C

w B

area ABC'DY = wh

drea ABC = ; uh

suma de dreas de triangulos

drea del poligono =

Figura 5.3 Propiedades del area.
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Utilizando estas cinco propiedades, se puede calcular el drea de cualquier peoligomo (una regién
delimitada por segmentos rectos). Primero, téngase en cuenta que las propiedades (iii) y (v) per-
miten demostrar que el drea de un paralelogramo es la misma que la de un rectdngulo con su
misma anchura de la base y altura. Todo tridngulo se puede acoplar con una copia congruente de
sf mismo para formar un paralelogramo, por lo que el 4rea del triangulo serd la mitad del pro-
ducto de la anchura de la base por la altura. Finalmente, todo poligono se puede subdividir en un
nimero finito de tridngulos que no solapan, por lo que su area serd la suma de las areas de di-
chos triangulos.

No podemos ir més alla de los poligonos si no tomamos limites. Si una regioén estd limitada
por una curva, su 4rea sélo se podrd aproximar utilizando rectdngulos o triangulos; el célculo de
su area exacta requiere la evaluacién de un limite. En la Seccién 1.1 vimos cémo se puede hacer
esto en el caso de un circulo.

El problema basico del area

En esta seccién vamos a considerar la forma de calcular el 4rea de una regién R que estd por
debajo de la grafica de y = f(x), una funcién f continua con valores no negativos, por encima
del eje x y entre las rectas verticales x=ay x= b, con a < b (véase la Figura 5.4). Para ello,
procederemos como sigue. Se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos utilizando los puntos
de divisién:

A=< <H<p<-<X_<x,=Db

¥ = f{x)

b +  Figura 5.4 El problema basico del area: calcular el area de la region R

Denominamos Ax; a la longitud del iésimo subintervalo [x,_,, x}:
A’l‘?:’l‘rj_‘rj—ls (—'f:]-: 2: 3: '"!H}

Construiremos un rectangulo vertical sobre cada subintervalo [x;_,, x;] cuya base serd de longi-
tud Ax; y cuya altura serd f(x). El 4rea de este rectingulo es f(x)Ax; Formamos la suma de
estas dreas: .
S, = fle)Ax, + f) Ax, + F(6)Ax, + - + fx)Ax,= ¥ f(x)Ax,

=1
En la Figura 5.5 se muestran estos rectangulos sombreados para una funcién decreciente £, En el
caso de una funcién creciente, las partes superiores de los rectdngulos estarfan por encima de la
gréfica de f en vez de por debajo. Evidentemente, S, es una aproximacion al 4rea de la regién B, y
dicha aproximacién mejora cuando n crece, suponiendo que los puntos a=x<x <. <x,= b
se escogen de forma que la anchura Ax; del rectdngulo més ancho tiende a cero.

Por ejemplo, obsérvese en la Figura 5.6 que subdividir un intervalo en dos pequefios subin-
tervalos disminuye el error de aproximacion, al reducirse la parte del 4rea bajo la curva que no
estd contenida en los rectdngulos. Por lo tanto, es razonable calcular el drea de R calculando el
limite de S, cuando n — oo, con la restriccién de que la maxima anchura de los subintervalos Ax;
debe tender a cero:

Areade R= lim S,

=00
méx Ax—+0
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y= f(x)
Ax Ax Ax Ax; Ax
1 2 3 ! i Figura 5.5 Aproximacion del drea
xp x| X X3 Ximl X An—1 Xn *  bajo la grafica de una funcién
—u =p decreciente utilizando rectangulos.

y=fx)

error anterior

|

y= f(x)

CITOr Nuevo

+ Figura 5.6 Al utilizar méas rectangulos disminuye el error.
Algunas veces, pero no siempre, es (til escoger los puntos x; (0 < /< n) en [a, b] de forma
que las longitudes de los subintervalos sean todas iguales. En ese caso tenemos

b_ ¥
Ag=Ax=""%  y—a+iAx=a+-(b-4
n n

Célculo de algunas éareas

Vamos a dedicar el resto de esta seccién a presentar algunos ejemplos en los que aplicaremos la
técnica que acabamos de explicar para calcular 4reas por debajo de gréficas de funciones, apro-
ximéndolas con rectdngulos. Empezaremos con una regién de drea conocida, por lo que podemos
comprobar que el método proporciona el resultado correcto.

Calcule el 4rea A de la regi6n que queda por debajo de la recta y= x+ 1, por encima
del eje x y entre las rectas x=0y x= 2,

Solucién Se trata de la regién sombreada en la Figura 5.7(a). Es un trapezoide (un poligono de cuatro
lados con una pareja de lados paralelos) y su 4rea es de 4 unidades al cuadrado (se puede dividir en un
rectangulo y un tridngulo, cada uno de ellos con 4rea de 2 unidades al cuadrado). Calcularemos el drea co-
mo un limite de sumas de éreas de rectingulos construidos como se ha descrito anteriormente. Dividamos
el intervalo [0, 2] en n subintervalos de Ja misma longitud en los puntos

2 4 6 2n

=0 xn=—X%6=—X%=—, .., X= 2
0 1 n 2 n 3 n 11 A
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21 2(i—1) 2
El valor de y= x+ 1 cuando x = x;es x; + 1=H+ lyel}ésimosubmtewalo,[ ( - ),E!],esdelonr

2
gitud Ax,=—, Obsérvese que Ax,— 0 cuando n— oo, La suma de las 4reas de los rectangulos de aproxi-
n

macion que se muestran en la Figura 5.7(a) es

2 @ F T i+ 1] (Uso de las partes (@) y (b) del Teorema 1)
1

=y =
(E)I:Eﬂ{ﬂ—irl) ]
=== +n
n/|n 2
n+1
=7 2

Por tanto, el 4rea pedida A se expresa como

+1
A=]imSn=]jm(2ﬂ +z)=2+2=4wndadesa1cuadrado.
T=cn n

=00

Calcule el 4rea A de la regi6n limitada por la pardbola y = # ylas rectas y=0, x=0y
x= b,siendo b> 0,
Soluciéon El 4rea A la regi6n es el limite de la suma S, de las 4reas de los rectangulos que se muestran

en la Figura 5,7(b). De nuevo se han utilizado subintervalos de la misma longitud, cada uno de ellos de
longitud b/n. La altura del #4simo rectangulo es (ib/nf. Por tanto,
* (N D OB oA B n(n+ 1)(2n + 1)
s=5(3) i F B rw %

por la férmula (c) del Teorema 1. Entonces, el drea pedida es
(n+1)@n+1 P

n

A=ﬂhﬂsﬂ=m ET=Eumdadesalcuach'ado
¥ v=x+1 Y PO -
E ] y=ux /
L
A
77
z /
[ 4]
v b 2 3 uh_, X

% % % % . mn n ] e 1 Figl.". 5_7
n {a) La region del Ejemplo 1.
(a) (b} {(b) La regién del Ejemplo 2.
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El calculo del 4rea bajo 1a grafica de y= x* en un intervalo Ise va haciendo més y més dificil a
medida que & crece, si continuamos intentando subdividir 7 en intervalos de la misma longitud
(véase el Ejercicio 14 al final de esta secci6n el caso de k= 3). Sin embargo, es posible calcular
el drea para un valor arbitrario de k& si se subdivide el intervalo Ien subintervalos cuyas longitu-
des crecen segin una progresion geométrica. El Ejemplo 3 ilustra esta idea.

Sea b> a> 0y sea k un nimero real cualquiera excepto — 1. Demuestre que el 4rea A de
la regién comprendida por y=xf, y=0, x=ay x=bes

bk+1 = a‘i"'l
A= T unidades al cuadrado

Solucién Sea t= (/3" y sean
pw=ax=a %=af, x=at, . x,=a’"=bh

Estos puntos dividen el intervalo [a, b] en n subintervalos en los que el subintervalo tésimo, [x;_,, xj, tie-
ne una longitud de Ax; = a#~!(t— 1). Si f(x) = &, entonces f(x) = a*#. L.a suma de las 4reas de los rec-
tAngulos que se muestran en la Figura 5.8 es:

Sp= E fl)Ax

a*r*"af‘ Yr—1)

~..
||M= [

.t-+l tk E 1Lu+l)u—l]

atti(t— 1) E =1 dendo r= tf*!

= 2t mﬁ% (por el Teorema 1(d))
r[k+l}n_1

RN i Iy e W

=4 (f ljtt t.E+l -1

'/ y ordenemos factores para obtener

o (O e

a

Sustituyamos ahora ¢ por el valor (5/8)

=
-1
C(ﬁ+l]lfn_ l'

De los tres factores en la linea final anterior, el primero no depende de n, y el segundo, /", tiende a
¢® =1 cuando n— oo, El tercer factor es una forma indeterminada del tipo [0/0], que se puede calcular
utilizando la Regla de L'Hépital. Hagamos primero u = 1/n. Ahora

1 -1 0

Jm c‘**“e’" e = o T R
¢Ine 1
i (k+ 1)c*Dene k+1

=+ — 4 donde c=—2
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¥ R
————"‘P_F:’ » Figura 5.8 FEn esia particion las longitudes
a at gt g at"~! ai" = b ¥ de los subintervalos crecen exponencialmente,

Por tanto, el rea pedida es
b,(-+l _ ak+1

1
_ - +1 _ _k+1 -
A= lim &, (B 4 :"‘1"“1 o unidades al cuadrado

Este ejemplo es largo y més bien dificil, Omfitalo o témese su tiempo

it ATENCION 11 ") cle cuidadosamente cada paso.

Como se puede ver, puede ser dificil calcular areas limitadas por curvas utilizando el método des-
crito anteriormente, Afortunadamente, hay una forma mas facil, como veremos en la Seccién 5.5.

Observacion Por razones técnicas ha sido necesario suponer que a > 0 en el Ejemplo 3. El
resultado es también valido para a =0, suponiendo que £ > —1. En este caso, tenemos que
lim,_q, a1 =0, por lo que el 4rea bajo y= ¥ por encima de y=0, y entre x=0 y
x=b>0es A= bf“;’ k+ 1) unidades al cuadrado. Para k= 2, el resultado concuerda con el
del Ejemplo 2.

n

—1i
TR ldentifique el limite L= lim ¥ HT con un 4rea, y calcdlela,

=0 =

Solucién El término #ésimo de la suma se puede escribir de forma que dependa de i/m

2 FAYE |
Ll 2 (1—5)5

Los términos se pueden interpretar ahora como areas de rectangulos de base 1/ny alturas 1—x; (1 <i<n),
slendo
X - Xp = = X ot =1
A S B
Por tanto, el limite L es el 4rea bajo la curva y= 1 — x desde x = 0 hasta x = 1 (véase la Figura 5.9). Esta
region es un tringulo cuya drea es de 1/2 unidades al cuadrado, por lo que L = 1/2,

¥  Figura 59 Interpretacién en forma de una suma de areas,




CAPITULO 5. Integracion 339

Ejercicios 5.2

Utilice las técnicas de los Ejemplos 1y 2 (con
subintervalos de la misma longitud) para calcular las 4reas
de las regiones especificadas en los Ejercicios 1-13.

1. Por debajo de y = 3x por encima de y= 0, desde
x=0hasta x=1.

2. Por debajo de y = 2x+ 1, por encima de y = 0, desde
x=0hasta x=3,

3. Por debajo de y = 2x— 1, por encima de y = 0, desde
x=]1hasta x=3.

4. Por debajo de y = 3x+ 4, por encima de y= 0, desde
x= —1hastax=2,

5. Por debajo de y = &, por encima de y = 0, desde
x=1hasta x=3,

& Por debajo de y = ¥ + 1, por encima de y = 0, desde
x=0hastax=2a>0,

7. Por debajo de y = x* + 2x+ 3, por encima de y =0,
desde x= —1 hasta x =2,

& Por encima de y= x* — 1, por debajo de y = 0.

9. Por encima de y= 1 — x, por debajo de y =0, desde
x=2hastax=4,

10. Por encima de y= ¥* — 2, por debajo de y =0,

I} La integral definida

11. Por debajo de y= 4x— ¥ + 1, porencimade y= 1.

+12. Por debajo de y = &*, por encima de y= 0, desde
x=0hastax=5b>0.

#13. Por debajo de y = 2* por encima de y = 0, desde
x=—lhastax=1,

14 Utilice la formula Y 7, £ = rf(n + 1)*/4 de los
Ejercicios 39-41 de la Seccién 5.1, para calcular el
drea de la region comprendida bajo la curva y = ¥,
por encima del eje x y entre las rectas verticales x= 0
yx=5b>0

15. Utilice la subdivisién de [a, b] dada en el Ejemplo 3
para calcular el drea comprendida bajo la curva
¥y = 1/x por encima de y= 0 desde x = a > 0 hasta
x=b > a. jPor qué no es sorprendente su respuesta?

En los Ejercicios 16-19, interprete la suma S, en forma de
una suma de dreas de rectingulos que aproximen el drea de
una clerta regién del plano y calcule lim,, ., S,.

2 1 2 2 2
lﬂSn=j;1;(1_E) 17.5;1:!;[;(1—31)
7 2n+ 3

18 5,=F — :13.5,,=f§,ﬁ1—(jfﬂ]2
i=1 J=1

En esta seccién realizaremos y haremos més preciso el procedimiento utilizado para calcular
dreas que se ha desarrollado en la Seccién 5.2, y lo utilizaremos para definir la integral definida
de una funcién f en un intervalo I Supongamos por ahora que f(x) estd definida y es continua
en el intervalo cerrado infinito [a, b]. Ya no supondremos que los valores de f son no negativos.

Particiones y sumas de Riemann
Sea Pun conjunto finito de puntos de la recta real ordenados entre a y b, es decir,
‘P= {‘m! Xl, X2, X3, .., X;;—l: XJ’]}

siendoaa=x <x <X <x3<--<x,.; <x,= b Ese conjunto P se dice que es una parti-
ddm de [a b]. Divide al intervalo [a, b] en n subintervalos y la longitud del i-ésimo subintervalo
es [x,_,, x]. Diremos que son los subintervalos de la particién P. El niimero n depende de cada
particién particular, por lo que escribiremos n= n(P), La longitud del i€ésimo subintervalo de
Pes

AXy= X — Xy (para 1< i< n)
y el maximo de esos nlimeros Ax; se denomina morma de la particién P, y se indica como ||F]|:

IAl = max Ax;
l<i<n
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Como f es continua en cada subintervalo [x;_,, x;] de P, toma sus valores méximo y minimo
en puntos de dicho subintervalo (por el Teorema 8 de la Seccién 1.4), Por tanto, existen niime-
10s /iy u;en [x;_q, x;] tales que

f(l) < f(x) < f(u)  slempre que x,_; < x< x;
Si f(x) =2 0 en [a b], entonces f([)Ax;y f(u)Ax, representan las dreas de rectangulos en el
intervalo [x;_;, x;] cuya base esta en el eje x y cuyas alturas pasan por el punto més bajo y mas
alto, respectivamente, de la grafica de f en ese intervalo (véase la Figura 5.10), Si A; es la

parte del drea comprendida bajo y = f(x) y por encima del eje x que estd en la banda vertical
cuyos limites son x = x;_; y x = Xx; entonces

fDAX < A < flu)Ax;

*  Figura 5.10

Si f puede tomar valores negativos, entonces uno de los valores f(l)Ax; y f(u)Ax;, o ambos,
pueden ser negativos, y representardn entonces el drea negativa de un rectangulo que estd por
debajo del eje x. En cualquier caso, siempre tenemos que f(J)Ax; < fu)Ax;

DEFINICION 2 Sumas de Riemann superior e inferior

La sumna inferior (de Riemam), I( £, P, y la ssma superior (de Riemamn), I{f, P, de
la funcién £y la particion P se definen como:

L(f, P = f(l)Ax + f(h)Ax, + -+ + f(])Ax,
= f f)Ax

i=1

Uf, B = flu)Axy + fu)Ax, + - + flu)Ax,

= 3 flu)hx

=]

La Figura 5.11 ilustra estas sumas de Riemann como sumas de dreas de rectdngulos con signo;,
toda 4rea que esté por debajo del eje x cuenta como negativa,

\_\' = f(x)
il Figura 5.11 (2) Una suma
- = =up inferior de Riemann y (b) una
XX X R [ + suma superior de Riemann de la
=t B =y =uy 2 funci6n decreciente £ Las areas
) de los rectdngulos sombreados
€N 0scuro cuentan como positivas;
las dreas de los sombreados
(a) (b) en claro cuentan como negativas,

13 Xn
=/ =iy
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Calcule las sumas de Riemann inferior y superior de la funcién f(x) = 1/xen el intervalo
[1, 2], correspondientes a la particién P de [1, 2] en cuatro subintervalos de la misma longitud.

Solucién La particién P estd formada por los puntas x, = 1, x; = 5/4, x, = 3/2, x, = T/4y x, = 2. Co-
mo 1/xes decreciente en [1, 2], sus valores minimo y méximo en el subintervalo i€simo [x,_,, x| son 1/x
¥ 1/x_,, respectivamente, Por tanto, las sumas de Riemann inferior y superior son

1/4 2 4 1 533

1 4 2 4\ 319
fPA=—(1+-+-+=-)=—-=0755
- 4( 5 3 ?) 420

Calcule las sumas de Riemann inferior y superior de la funcién £(x) = ¥ en el intervalo
[0, a] (siendo a > 0), correspondientes a la particién P, de [0, a] en 1 subintervalos de la misma longitud.

Solucion Cada subintervalo de P, tiene una longitud de Ax = a/n, y los puntos de divisién son x, = ia/n
para i=0, 1, 2, ..., n Como X es creclente en [0, a], sus valores minimo y méaximo en el subintervalo

I4simo [x;_,, x] se producen en /; = x;_; y u;= x; respectivamente. Por tanto, la suma de Riemann infe-
rior de f para la particién P, es

Lt P) = f (0 )"Ax="5 ) f (i — 1)
=1

g el 33 (n—Dnn-1)+1) (a—)@n—1d
Ef 8 - Br’

donde hemos utilizado el Teorema 1(c) de la Seccién 5.1 para calcular la suma de los cuadrados. De forma
similar, la suma de Riemann superior es

W, Py = z (x)°Ax

*nln+ )@2n+1)  (n+ 1)@+ 1)d°

‘ﬁ 8 - 17

q,al R I
||M=
%Im

La integral definida

Si se calculan L( £ P) y U(f, P) para particiones P que tienen cada vez mas puntos colocados
maés y més cerca, es razonable esperar que, en el limite, esas sumas de Riemann convergerdn a
un valor comiin que serd el area limitada por y= f(x), y=0, x=ay x=bsi f(x) =0en [a
b]. Este es de hecho el caso, pero todavia no lo podemos demostrar completamente,

Si P, y P, son dos particiones de [a, b], de forma que cada punto de P, pertenece también a
P,, se dice que P, es un refinmmiento de P,. No es dificil demostrar que en este caso

L(f P) < L(f P) < Uf, P) <UL P

Afadir méas puntos a una particién aumenta la suma inferior y disminuye la suma superior (véase
el Ejercicio 18 al final de esta seccién), Dadas dos particiones cualesquiera, P, y P,, podemos
formar su refinmmiento commim P, formado por todos los puntos de P, y P,. Asi,

LfP)<LfB< UL P< UL P)

Por tanto, cada suma inferior es menor o igual que cada suma superior, Como los niimeros reales
son completos, debe existir al menas un nimero real /tal que

L(f, A <I< Uf P, para cualquier particién P
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Si sélo hay un nimero que cumple lo anterior, se denomina integral definida de f en el inter-
valo [a B].

DEFINICION 3 La integral definida

Supongamos que hay un tnico mimero [ tal que para toda particién P del intervalo [a, b]
se cumple que

LfPA<I< UL P

Decimos entonces que la funcién f es imtegrable en el intervalo [a, b] y el valor [se de-
nomina imtegral defimida de f en el intervalo [a b]. La integral definida se expresa me-
diante el simbolo

La integral definida de f(x) en el intervalo [a, b] es un nimero; no es una funcién de x. Depende
de los nimeros a y by de la funcién concreta f, pero no de la variable x (es una variable auxi-

Ear como la variable 7 del sumatorio Y 7., f(J). Si se sustituye x por cualquier otra variable el
valor de la integral no cambia:

b b
J’ f(x}dr=f f(f dt

b
Todas las partes del simbolo j f(x) dx tienen su propio nombre:

a8

(i) | se denomina sigmo imtegral; recuerda a la letra Sya que representa el limite de una suma.
(if) ay b se denominan limites de integraciém; 2 es ¢l limite inferior y ) es ] limite supe-
rior.
(i) La funcién f es el integrando; x es la variable de i
(iv) dx es el diferendal de x. Sustituye a Ax en las sumas de Riemann, Si un integrando de-
pende de mas de una variable, el diferencial nos indica cudl es la variable de integracién.

m Demuestre que f(x) = X es integrable en el intervalo [0, a], con a > 0, y calcule jgf dx,

Solucién Calcularemos los limites cuando i — oo de las sumas inferior y superior de f en el intervalo
[0, a], obtenidas en el Ejemplo 2 anterior,

m-)@n-1)& _&

ilm L(f, P) = lim

el 817 3
ilm UE Py = Hm (n+ 1)(2n+ 1].33=a_3
' 617 3
8L P) = U(f, P,), debemos tener que /= &/3. Por tanto, f(x) = ¥ es integrable en el intervalo

[0, al, y
J f{xjdr=J. fdx=§
[1] (1]

Para todas las particiones P del intervalo [a, b] tenemos que

b
Ltms.;f 00 de< UCE P

a
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Si f(x) =0 en el intervalo [a, b], entonces el 4rea de la regién R limitada por la gréfica de
y= f%r}, el eje x y las rectas x= a y x= b tiene un valor de A unidades al cuadrado, siendo
A= {3 f(xdx Si f(§) <0 enel intervalo [a b), el area de Res — 3 f(x) dr unidades al cua-
drado. Para una funcién f general, [% f(x) dx es el 4rea de la parte de R que est4 por encima del
eje x, menos el 4rea de la parte de & que esta por debajo del eje x (véase 1a Figura 5.12). {4 £(x) dx
puede verse como una «suma» de «dreas» de infinitos rectdngulos con alturas f(x) y «anchuras
infinitesimalmente pequefas» dy; es un limite de las sumas de Riemann superior e inferior.

b
Figura 5.12 j f(x) dx es igual al area

R, — drea R, + area K,

Sumas de Riemann generales

Sea P={x5, Xxi, X, ..., X}, cOn a=xy < X; < X5 < +-» < X, = b, una particién del intervalo
[a, b] con norma ||A| = méx,; ¢;c, Ax. En cada subintervalo [x;_,, x;] de P seleccionamos un
punto ¢; (denominado etigueta). Sea ¢ = (¢, 6, ..., ¢,) el conjunto de esas etiquetas. La suma

REP =T flo)Ax
=1
= fle)Ax, + f()Ax% + flc)Axs + - + flc)Ax,

se denomina susma de Riemanm de £ en el intervalo [a, b], correspondiente a la particién Py a
las etiquetas ¢
Nétese en la Figura 5.13 que R(f, P, ¢) es una suma de 4reas con signo de rectangulos com-
prendidos entre el eje x y la curva y = f(x). Para cualquier seleccién de las etiquetas ¢, la suma
de Riemann (£, F, ¢ cumple
L(f A <R P 9g< UL P

Y y= fx)

/‘\

N
| /|
by . J

o

o

%

E\\ | - II - T T 4
x| x2 | I ! L/ X %
=4 \: : : / =b
i o5 \ : y e Figura 5.13 La suma de Riemann
\.—: / R{J’,Rdglasmnadelaséreas
= de los rectingulos sombreados en

oscuro menos la suma de las dreas de
los rectangulos sombreados en claro.
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Por tanto, si f es integrable en el intervalo [a, b], entonces su integral es el limite de esas sumas
de Riemann, donde el limite se toma cuando el nimero n(P) de subintervalos de P tiende a infi-
nito de forma que las longitudes de todos los subintervalos tienden a cero, Es decir,

b
lim R(f P g=| f¥dx

AR =0 a
(A0

Como veremos en el Capitulo 7, muchas aplicaciones de integracién se basan en reconocer que
un limite de sumas de Riemann es una integral definida.

TEDREMAe Si f es continua en el intervalo [a D], entonces f es integrable en el intervalo [a, b].

e

Como se ha indicado anteriormente, todavia no podemos demostrar este teorema de forma
completamente general. La demostracién se basa en el uso de la propiedad de completitud de los
nimeros reales y se presenta en el Apéndice IV. Sin embargo, podemos hacer la siguiente obser-
vacién, Para demostrar que f es integrable en el intervalo [a, b] es suficiente que, para cualquier
nimero positivo €, se pueda encontrar una particién P de [a, b] para la que U(f P — L(f,
B < e Fsta condici6n evita que haya mas de un nimero / que sea mayor que cualquier suma
inferior y menor que cualquier suma superior. No es dificil encontrar esa particién si la funcién
f es no decreciente (o no creciente) en el intervalo [a, b] (véase el Ejercicio 17 al final de esta
seccién). Por tanto, las funciones continuas no decrecientes y no crecientes son integrables, Tam-
bién lo es, por tanto, cualquier funcién continua que sea la suma de una funcién no decreciente y
una funcién no creciente, Esta clase de funciones incluyen a casi cualquier funcién continua que
nos podamos encontrar en aplicaciones concretas del célculo, pero, desafortunadamente, no in-
cluye a todas las funciones continuas,

En la Secci6én 5.4 ampliaremos la definicién de integral definida a ciertas clases de funciones
que no son continuas,

2 2 21— 13"
SETTGRE N Exprese el limite lim ) — (1 + T) como una integral definida.

n=w (5 N

Solucién Deseamos interpretar la suma como una suma de Riemann para f(x) = (1 + x)'/ El factor 2/n
sugiere que el intervalo de integracién es de longitud 2 y esta dividido en n subintervalas iguales, cada uno
de ellos de longitud 2/n Sea ¢;= (21— 1)/npara i=1, 2, 3, .., n. Cuando n— o0, ¢ =1/n-0y
¢, = (2n — 1)/n— 2. Por tanto, el intervalo es [0, 2] y los puntos de la particién son x; = 2i/n. Obsérvese
que X, = (21 — 2)/n < ¢; < 2i/n= x, para todo i, de forma que la suma es en realidad una suma de Rie-
mann para f(x) en el intervalo [0, Z]. Como f es continua en ese intervalo, es integrable en él, y

2 2 e Al Sl
lim E—(l-l- ) =J (14 0" dy
]

i 1 i j=|ﬂ n

Ejercicios 5.3

En los Ejercicios 1-6, sea B, la particion del intervalo dado & f(¥) =€"en [—2, 2], conn= 4
[a, b] en n subintervalos de la misma longitud 4 f(x) =Inxen|[l, 2], con n=5,

Ax;= (b — a)/n. Calcule L(f, P) y UL f, P) para las
funciones f dadas y los valores dados de n.

1. f(¥) =xen |0, 2], con n=8,

& f(¥) =senxen [0, n], con n= 8.
& f(x) =cosxen [0, 2z, con n= 4,
En los Ejercicias 7-10, calcule L(f, P) y U(£, P, para las

2 fly)=4xen|0 4], conn=4 funciones f dadas en los intervalos [a, b] dados, siendo P,



la particién del intervalo en n subintervalos de la misma
longitud Ax= (b — a)/n. Demuestre que

lim L(f F) = lim £ Py)
y a partir aqui, que f es integrable en el intervalo [a, 5]
(zpor qué?). ;Qué es (3 £(1) d?
7. f¥=x [a b= [0, 1].
& f=1—x/[abl=]02]
9 f(x)=x [a b =10 1].
10. f(9=¢' [a b]=1[0, 3]

En los Ejercicios 11-16, exprese los limites dados en forma
de integral definida,

T 1 i 2 1. =1
11. lim o 12 lim - —
n—san g’,ﬂ\/ﬂ n—+an ngﬂ I
2 R® T 7 2 2
12 i ,2.5*“(}1) 1% f..'%ff.t,;;’“(”zf)

21 21—1
+15 lim Y —tan“( )
=G0 f=lﬂ Eﬂ

n

A8l ) FiF
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+17. Si f es una funcién continua y no decreciente en un
intervalo [a, b], y P,es la particién de [a, b] en n
subintervalos de la misma longitud (Ax, = (b — a)/n
para 1 < I < n), demuestre que

(b—a)(f(b) — (3)

n

Como podemas hacer el miembro izquierdo tan
pequefio como queramos escogiendo n
suficientemente grande, f debe ser integrable en el
intervalo [&, b].

+*18 Sea P={a=x<x <X < - <X,= b} una
particién del intervalo [a, b] y sea P un refinamiento
de P con un punto més, X, que cumple, por ejemplo,
que X; ; < X < x,para algiin valor de ientre 1 y n,
Demuestre que

LD <LLP)< UL P)< UL B

para alguna funcién continua f (Sugerencia:
Considere los valores méximo y minimo de la
funcién £ en los intervalos [x_,, X, [x—1. X]y
[¥, x]). A partir de aqui, deduzca que

(LB <L, P)<s UL P)< UL P)st P

es cualquier refinamiento de P,

Uf, P — L(f, P) =

m Propiedades de la integral definida

Es conveniente ampliar la definicién de integral definida (% £(x) dx para permitir que 2= by
a> b, asi como a < b, En esta ampliacion intervendran particiones Pcon xy = ay x,= b, y con
puntos intermedios ordenados entre los dos puntos de los extremos, de modo que si a= b, en-
tonces debe cumplirse que A x; = 0 para todo 4 y por tanto la integral es cero. Si a > b, tenemos
que Ax; < 0 para todo 1 por lo que la integral serd negativa para funciones f positivas y vice-

VEersa.,

El siguiente teorema resume algunas de las propiedades méas importantes de la integral defi-

nida.

TEOREMA
Entonces:

Sean 'y g dos funciones integrables en un intervalo que contiene a los puntos a, by c

(@) Cualquier integral sobre un intervalo de longitud cero es cero.

Ja fyde=0
b

(b) Al invertir los limites de integracién, la integral cambia de signo.

a b
I f(x) dx = —j f(x) dx
b a
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(c) Una integral depende linealmente del integrando. Si Ay B son constantes, entonces
F (Af(3) + Beto) die = A f £ e+ B f e

(d) Una integral depende aditivamente del intervalo de integracién.

[ rnars [ awan= [ oo o
(e) Sia< by f(x) < glx) para a < x< b, entonces

b b
| rorars | gtiax

(f) Designaldad del triimgulo para integrales definidas. Si a < b, entonces

b b
j fwaﬂs«:j |9 di

(g) Laintegral de una funcién impar en un intervalo simétrico alrededor de cero vale cero.
Si fes una funcién impar (f(—x = — f(x), entonces

r fyde=0

(h) La integral de una funcién par en un intervalo simétrico alrededor de cero vale dos
veces la integral en la mitad positiva del intervalo. Si f es una funcién par
(f(—x) = f(x), entonces

—-a 0

r f(x) de=2 r f(x) dx

—

Todas estas propiedades se pueden deducir partiendo de la definicién de integral definida. La
mayorfa de ellas son intuitivamente razonables si consideramos las integrales como éreas (con
signo). Por ejemplo, las propiedades (d) y (e) son, respectivamente, las propiedades (v} y (vi) de
las dreas mencionadas en el primer parrafo de la Seccién 5.2 (véase la Figura 5.14).

y ¥
y= f(x) y=g(x)

y=fi{x) §

5 ; ; area § =< drea R
area Ry + area R = area R =

I [ (. b b
L L L A J pigs L L L B Figura 5.14
(a) Propiedad (d) del Teorema 3,
(a) (b) (b) Propiedad (e) del Teorema 3.
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La propiedad (f) es una generalizacién de la desigualdad del tridngulo para nimeros:

_El x| < -21 ||

Se deduce de la propiedad (e) (suponiendo que |f] es integrable en el intervalo [a b]), ya que
—| f(¥| < f(x) < |f(x)|. Las propiedades de simetria (g) y (h), que se ilustran en la Figura 5,15,
son particularmente 1tiles y conviene tenerlas siempre presentes, ya que pueden ahorrar trabajo
innecesario al calcular integrales definidas.

|x+ Y <|x|+ |y, o, de forma més general,

¥t y = flx) (impar) AR
L (
R ¥y = f(x) (par)
4
a x
R R: Ry
—i{l o by
drea Ry — drea Ko =0 drea Ry + drea R» = 2 drea R»
Ir Sixyde =0 J‘ flaydex =2 J[ Filxydx Figura 5.15
~ — ! (a) Propiedad (g) del Teorema 3,
(a) (b) (b) Propiedad (h) del Teorema 3.
Todavia no disponemos de un método sencillo para calcular integrales definidas. Sin embargo,
algunas integrales se pueden simplificar utilizando las propiedades presentadas en el Teorema 3,
y otras se pueden interpretar como &reas conocidas.
Ejomplo 1 (TR
2 3
(a).l. (2 + 5x) dx, m)r{2+.ﬂdr y {c]J J9— £dx
—2 0 -3
Soluciéon léanse las Figuras 5.16-5.18.
¥t
y=x+2 (3.3)
¥ ¥ P
y=2 y=+/9—x?
2
—2 2 x 3 X -3 3 x
Figura 5.16 Figura 5.17 Figura 5.18

() Por la propiedad de linealidad (c), [, (2 + 5x) dx= [ ,2dx+ 5f*, xdx. La primera integral de
la derecha representa el 4rea de un rectangulo de anchura 4 y altura 2 (Figura 5.16), por lo que su valor
es 8, La segunda integral de la derecha es 0 porque el integrando es impar y el intervalo de integracion
es simétrico alrededor del 0. Por tanto,

2
J 2+50dxr=8+0=8

-2
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(b) f3 (2 + B dx representa el 4rea del trapezoide de la Figura 5.17, Sumando las 4reas del rectangulo y del
tridngulo que forman dicho trapezoide, se obtiene

A 1 21
J +dr=3%x2)+-(3x3)=—
0 2 2

() %5 /9 — ¥* drrepresenta el 4rea de un semicirculo de radio 3 (Figura 5.18), por lo que
9

3

J Jg—fdx=%rc(32] =§
-3

||

Aunque las dreas se miden en unidades de longitud al cuadrado, las integrales definidas son ni-
meros y no tienen unidades, Incluso cuando se utiliza un 4rea para calcular una integral, no se
asignan unidades a la integral.

Un Teorema del Valor Medio para integrales

Sea f una funcién continua en el intervalo [a, b]. Entonces f alcanza un valor minimo m y un
valor maximo M en dicho intervalo, por ejemplo en los puntos x = /y x = u, respectivamente:
m=f() < f( < fluy=M para todo xen [a, b]

Para el caso de la particién P de 2 puntos del intervalo [a, b] con x; = ay x; = b, tenemos que
b

nﬂ—d=ﬂ£ﬂ£jfm&£MﬁB=Mw—m

a

Por tanto,

b
) = méﬁ L fde<s M= f(u)

Por el Teorema del Valor Medio, f(x) debe tomar todos los valores entre () y f(u) en algin
punto entre !y u (Figura 5.19). Por tanto, existe un niimero c entre /y u tal que

1 b
fle) = FEJ. flx) dx

Es decir, | b f(0) dx es igual al 4rea (b — a) f(g de un rectdngulo cuya anchura de la base es
b— ay su altura es f(d para algin valor c entre a y b, Este es el Teorema del Valor Medio
para integrales.

TEOREMA ({J) El Teorema del Valor Medio para integrales

Si f es una funcién continua en el intervalo [a, ], entonces existe un punto cen [a, b] tal
que

b
IRCESUREYC

e

Obsérvese en la Figura 5.19 que el area por debajo de la curva y= f(x) y por encima de la recta

¥ = f(c) es igual al drea por encima de y= f(x) y por debajo de y = f(¢). En este sentido, f(c)
es el valor medio de la funcién f(x) en el intervalo [a, b].
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m
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Figura 5.19 La mitad del area entre y= f(x)
y la linea horizontal y = f(c) esta por debajo
de dicha linea, y la otra mitad estd por encima

|
1
|
|
1
|
|
1
|
|
1
|
-
|
1
|
|
L&

=
| |
1 |
a | * de dicha linea.
DEFINICION 4 Valor medio de una fimcién

Si f es integrable en el intervalo [a, b], entonces el valor medio de f en [a, D], que se

indica como 7, es

. 1
f=mj‘ f(X}dX

a

m Calcule el valor medio de (¥ = 2x en el intervalo [1, 5].

Solucién El valor medio (véase la Figura 5.20) es
5

1 1 1
Ff=——| 2xdr=—(4x2+-(4%x8) |=6
B—T1Jy 4 2

i 5 Y Figura 5.20 r 2xdx = 24,
1

Definicion de integrales de funciones continuas por tramos

La definicién de integrabilidad y de integral definida, dadas anteriormente, se puede extender a
una clase de funciones mas amplia que las funciones continuas, Una extensién simple pero muy
importante es a la clase de funciones continuas por tramos.
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Considérese la gréfica y= f(x) que se muestra en la Figura 5.21(a). Aunque f no es continua
en todos los puntos del intervalo [a, b] (es discontinua en ¢; y ¢,), es claro que la regién encerra-
da debajo de la gréifica y encima del eje x entre x= ay x= b tiene un 4rea determinada. Esa
drea puede representarse como

o G b
J f(x}dx—fj f(x}dr-l-j f(x) dx

a o] L=

Esto es razonable ya que existen funciones continuas en [a, ¢], [¢;, 6] ¥ [c, D] iguales a f(x)
en los correspondientes intervalos abiertos (a, ¢,), (¢, 6) ¥ (6, b).

y y

¥y = f(x)

;

Figura 521 Dos funciones
continuas por tramos.

DEFINICION 5 Funciones contimias por iramos

Sea ¢y < ¢; < ¢, < +++ < ¢, un conjunto finito de puntos en la recta real. Una funcién f
definida en el intervalo [g, c,], excepto posiblemente en alguno de los puntos c;
(0< i< n), se denomina contimea por trames en dicho intervalo si para todo f
(1 < i< n) existe una funcién F; continua en el intervalo cerrado [¢;—,, ¢}, tal que

f(x) = F{x) en el intervalo abierto (c;_,, )

En este caso, se define la integral definida de f desde g, hasta ¢, como

r fde= ¥ J F{®) dx

G =1 Je_,

1-# s 0gxg1

WCMCMErﬂxldzsiendo B =<2 st l<x<?
0

b i’ si 2<x<3

Solucion El valor de la integral es la suma de las areas sombreadas en la Figura 5,21(b):

1 2 3
rﬂx)dx=J .Xl—fdx+j 2dz+J (x — 2) dx
0 0 1 2

1 1 7+ 10
=[-xgx1?|+@2xDN+[=x1x1})=
R i
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Ejercicios 5.4

b c £
1. Simplifique J. () dy + J fx) dr + J flx) dx.
a b c

2 3
B.Slmpijﬂque-l. 3f{x)d¥+r3f(,ﬂdr—-|. 2 f(x) dx
0 0

] |

Calcule las integrales en los Ejercicios 3-16 utilizando las
propiedades de la integral definida e interpretando las
integrales como 4reas,

3 A dv,

bl 31
25. J —dt 26 J —ds
s £ 14 S
Calcule los valores medios de las funciones de los
Ejercicios 27-32 en los intervalos dados.
27. f(x) =x+ 2en [0, 4]
28 gx)=x+2en[a b
29, f(h=1+senten [—mz, n]

30 k() = £ en [0, 3]

. fW=./4—Fen]0 2]

3. gls) = Ifsen [1/2, 2]
Funciones continuas por tramos

"2

33. Calcule sgnxdx. Recuerde que sgnx vale 1 si
1

x:}{]yu—lslx‘:{].

2
I+x st x<0
uCalculeu_S f(¥) dx, siendo f{xj—{z S —
D | pde s gt 2 U]
cue.ug{x % sendo glg = ¥ s l<x<g?2
3
36. Calcule

wz 2
3 (x+ 2) dv 4 (3x+ 1) dx
J-2 Jo
mh 2
5 xdx G (1 — 29 dy
J o1
cﬁ =0
7. J2—Edt 8 J2— Xdx
. _ﬁ o _'\/i
a9 sen (x°) d 10 (a—|s) ds
"‘l " h!?
11. (P — 3 +m)du 12 2x— X d
al e | al
md 3
13 (6 — e M dx 14 (2+H./9—£dt
J —4 J -3
] 2
A5 4 — ¥dx AG | /4 —Xdx
1] 1

a

a

*37. Calcule

o

38 Calcule

|2 — x| dx.
0

2
J4— ¥sgn(x— 1) dx

135

|x] dx, siendo | x| el maximo entero

“ a

Sabiendo que J Fdy= - calcule las integrales de los
0

Ejercicios 17-22.

w2 3
17. | 6Fdx 18 | (¥ —4)dx
40 J2
w2 2
19. (4 — F)dr 20 | W -v)av
o —2 J0
ml B
2. | F+/1-PHdr 22 £(2 + senx) dx
40 J —86

La definicién de In.x como un 4rea, realizada en la Seccién

3.3, implica que
X
1
J —di=lnx
1 £

para x > 0. Utilice ese resultado para calcular las integrales
de los Ejercicios 23-26.
|
24 | - d
J 2

1
ﬂj—dx
l‘r

Jo
menor o igual que x (véase el Ejemplo 10 de la
Seccién P.5).

Calcule las integrales de los Ejercicios 39-40 observando
las graficas de los integrandos.

4
m._l. (x+ 1] = [x— 1]+ |x+2) dc B8]
-3
¥ —x
nj de &%
olx—1]

4. Calcule el valor medio de la funcién
f(x) = |x + 1|sgnxen el intervalo [—2, 2].

42 Sia<by fesuna fmgidn continua en el intervalo
[a, b], demuestre que J (f(x —fde=0.

48 Suponga que a< by que f es continua en el intervalo
[a b]. Calcule la constante & que minimiza la integral

b
J (f) — B dx
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[ J-8 El Teorema Fundamental del Calculo

En esta seccién demostraremos la relacién que existe entre la integral definida presentada en la
Secci6n 5.3 y la integral indefinida (o primitiva general) presentada en la Seccién 2.10. Una con-
secuencia de esta relacién es que aprenderemos a calcular integrales definidas de funciones
cuyas primitivas seamos capaces de calcular.

En la Seccién 3.3 planteamos el problema de calcular una funcién cuya derivada fuera 1/x.
Resolvimos este problema definiendo la funcién deseada (Inx) en funcién del area encerrada ba-
jo la grafica de y= 1/x Esta idea motiva el siguiente teorema, y es un caso especial del mismo.

TEOREMA ({J) Teorema Fundamental ddl Calculo
Supongamos que la funcién f es continua en un intervalo I que contiene al punto a.
PARTE 1. Sea la funcién F definida en I

Fw=J F(9 dt

Entonces F es diferenciable en [ y F(x) = f(x) en dicho intervalo, Por tanto, F es una pri-
mitiva de fen [

d x
EL £ dt = (3

PARTE II. Si G(») es cualquier primitiva de f(x) en I, de forma que G (x) = f(x) en [ en-
tonces para todo b en Ise cumple

b
J f9 de= G — Gla

DEMOSTRACION Utlizando la definicién de derivada, podemos calcular
+ h) —
F() = lim Flx+ h — F»

=0 h

1 x+h x
= }11‘[*‘2 7 (J.a f(h dt — J.E f'(t}dt)

1 x+ b
= lim — j f(d dt por el Teorema 3(d)

f=0 j] i
];
= }]ma 5 hf(d para alguna ¢ = c(f) (que depende de A
entre xy x + /i (Teorema 4)
=lim f(q ya que ¢ — x cuando h— 0
=f(x ya que f es continua.

Ademés, si G(x) = f(x), entonces F(x) = G(x) + C en [ para alguna constante C (por el
Teorema 13 de la Seccién 2,6), Entonces,

j'x f(hdt=Flx = Gx) + C

a
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Sea x = ay obténgase 0 = G(a) + C mediante el Teorema 3(a), de forma que C'= — G(a).
Hagamos ahora x= b para obtener

b
j fddt= GlB) + C= Clb) — G

Por supuesto, se puede sustituir ¢ por x (o cualquier otra variable) como variable de integra-
ci6n en el miembro izquierdo.

ﬁ

Observacién Hay que recordar las dos conclusiones del Teorema Fundamental, ya que am-
bas son ttiles, La parte I trata de la derivada de una integral; nos indica c6mo diferenciar una
integral definida con respecto a su limite superior. La parte Il considera la integral de una deri-
vada; nos indica como calcular una integral definida si se puede obtener una primitiva del inte-
grando.

DEFINICION 6

Para facilitar el cdlculo de integrales definidas utilizando el Teorema Fundamental del
Calculo se define el simbolo de evahmacion:

b
Fly| = Fb) — Fla

a

b
I flx) dx= (j- f(x) dx)

donde | f(x) dx indica la integral indefinida o primitiva general de f (véase la Seccion 2.10).
Cuando se calcula una integral definida de esta forma, omitiremos la constante de integracién
(+ C) de la integral indefinida ya que se cancela en la resta:

b
=Hb +C-(Fla+Qq=Fb - Fa=Fx

Por tanto, ,

a

b

(Flo + O)

Cualquier primitiva de f se puede utilizar para calcular la integral definida.
a 2
m{hlcule{a)-[ Ldx y (h)J (& — 3x + 2) dx
1] -1
Solucion
“par=liof=la_lpoZ AE
(a) J.ﬂfdx—gxs _533_50 =g (yaquedrg—xz)

2

a
0

2 1 2
(b]J (f—3x+2]dx=(§x3——f+2x)
-1

ra

=K

[9%]
M| w

1 1 3
=5(8)—5(4)+4—(§ (-1 -3 {1)+{—2))=

Hay que prestar atencién y tener en cuenta todos los signos menos al

LA sustituir un limite inferior negativo.
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CALCULO

Calcule el drea A de la region plana que esta por encima del eje xy por debajo de la curva
y=3x—x.

Solucién Necesitamos obtener los puntos donde la curva y = 3x — ¥ cruza al eje x Esos puntos son las
soluciones de la ecuaci6n

0=3x—¥=x(3—%
Las tnicas rafces son x =0y x= 3 (véase la Figura 5.22). Por tanto, el 4rea de la regi6n es
A =-[ Bx— ) de = (Ef —Ef)

0

[1]

27 27 27 9
e (0_0)=E=Eun1dadesalcuach'acio

y=3lx—x

v  Figura 522

B

m Calcule el 4rea bajo la curva y = senx, por encima de y =0 y desde x= 0 hasta x= =,
Solucion El 4rea pedida, que se ilustra en la Figura 5.23, es

T

= —(—1— (1)) = 2 unidades al cuadrado

0

A= r senxdyr= —cosx
(1]

¥ =senx

T x  Figura 523
|

Noétese que, aunque la integral definida es un nimero puro, un 4rea es una magnitud geométrica
que implicitamente requiere unidades. Si las unidades del eje x y del eje y son, por ejemplo, me-
tros, el 4rea debe expresarse en metros cuadrados (m®). Si no se especifican las unidades de lon-

gitud de los ejes xe y, el 4rea se expresard en unidades al cuadrado.

S TG R Calcule el drea de la region R que estd por encima de la recta y= 1 y por debajo de la
curva y = 5/{x* + 1).

Solucién La regién R se muestra sombreada en la Figura 5.24, Para calcular las infersecciones de y = 1
e y=5/(¥ + 1), debemos resolver la ecuacion:

’ 5
T E+1

porloque ¥+ 1=5¥=4yx= £2,
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Hl 4rea A de la regién Res el 4rea bajo la curva y= 5/(¥ + 1) y por encima del eje x entre x= —2
y Xf= 2, menos el 4rea de un rectdngulo de anchura 4 y altura 1. Como tan™ 'x es una primitiva de
L + 1),

A= 2 dr—4=2 s B dx — 4
T a1 I PN |
= mtan“x[ — 4 = 10tan™ ' 2 — 4 unidades al cuadrado

Obsérvese el uso de la simetrfa par (Teorema 3(h) de la Seccién 5.4) para sustituir el limite inferior de inte-
gracién por 0, Es més facil sustituir 0 en la primitiva que —2.

v

Figura 5.24
||
m Calcule el valor medio de f(x) = e™*+ cosxen el intervalo [—=/2, 0].
Solucién El valor medio es
1
?=—r (e”*+ cosx) dx
Bl e 2 ) 000
2
2 D
=—(—e*+seny
n —(m/2)
2 2
=—(—14+0+ 62— (—1)=—e"
n n
||

Hay que tener cuidado con las integrales de la forma [5 £(x) dx, donde f no es continua en todos
los puntos del intervalo [a, b]. El Teorema Fundamental no se aplica en esos casos.

d 1
ST TGNl Sabemos que Erln|x| - si x # 0. Sin embargo, es incorrecto decir que

1 dX 1
j — = In|x|
1 X

aun cuando 1/xsea una funcién impar. De hecho, 1/xes indefinida y no tiene limite en x = 0, y no es inte-
grable en [—1, 0] ni en [0, 1] (Figura 5.25). Obsérvese que

1

1
1

lim j —dy=lim —lnc=w

=0 + ‘.X c=el 4

por lo que las dos regiones sombreadas en la Figura 5.25 tienen 4rea infinita, Las integrales de este tipo se
denominan iintegrales imgwropias, [.as consideraremos en la Seccién 6.5.
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Figura 5.25
|

Presentaremos a continuacién algunos ejemplos que ilustran la primera conclusién del Teorema
Fundamental.

(SN TG Calcule las derivadas de las siguientes funciones:

3 5x X
(@ Fl) =J e “d, (b G =X2J. e fdt () H) =J et
—4 At

x

Solucién Para obtener las soluciones hay que aplicar la primera conclusién del Teorema Fundamental
junto con otras reglas de diferenciacién.

(a) Obsérvese qug AY=-[3 e~ dt (por el Teorema 3(b)). Por lo tanto, por el Teorema Fundamental,
F(®=—e"*,

(b) Por la Regla del Producto y la Regla de la Cadena,

sox d Sx

G = 2x e tdt+ ¥ — e tdt

J -4 dx | _4

e

=2x e T dt + xPe B9 (5)

J -4

PSx

=2x e Pdt + 5P ¥
J -1

(c) Se divide la integral en una diferencia de dos integrales en cada una de las cuales la variable x aparece
s6lo en el limite superior.

2 2

HL¥]=J e“’c.&—-l. e tdt
L] L]

H®) =e " (34 —e "2y

=3¢ ¥ —2xe ™

Los apartados (b) y (c) del Ejemplo 7 son ejemplos de las siguientes férmulas que incorporan la
Regla de la Cadena en la primera conclusién del Teorema Fundamental.

J
EL £(0 dt= Fgg W

d £
-~ j f() dt= F(gNg W — FENHR
h(A
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X

ST TALR: M Resuelva la ecuadién integral (0 = 2 + 3 J £ dt

4

Solucién Diferenciando la ecuacién integral se obtiene £(x) =3 f(x), la ecuacién diferencial del creci-
miento exponencial f(x) = ce”, Sustituyendo ahora x = 4 en la ecuaci6n integral se obtiene f(4) = 2, Asi,
2 = Ce'?, por lo que C= 2e~ ' Por tanto, la solucién de la ecuacién integral es f(x) = 26 12 =

Concluiremos con un ejemplo que muestra cémo se puede utilizar el Teorema Fundamental para
calcular limites de sumas de Riemann.

1 & jn
n=0 HJ=Z1 oo (E)

Solucién En la suma aparecen valores de cosx en los extremos derechos de los n subintervalos de la

particién

Ejemplo 9

x oo m
"2n' 2n' 2n" "7 2n
del intervalo [0, n/2]. Como cada uno de los subintervalos de esta particién tiene longitud n/{2n), y como

cas x es continua en el intervalo [0, n/2], tenemos, expresando el limite de una suma de Riemann como una
integral (véase la Figura 5.26),

n T2
a E cos(‘ém—ﬂ)=-|. cosxdy =senx
0

T=+c0 EJ=I

/2
=1-0=1

0
La suma obtenida difiere de la suma de Riemann sélo en que no estd el factor 7/2. Por tanto,

2
lim — % cos("‘—x)=—
T=r 0 I]J=|_ 2n n

y=Cosx

T 2w iw

2n 2In 2n

2n

Figura 5.26

Ejercicios 5.5

"—‘J'I.'ll'ﬁ ‘I'l'lfs
Calcule las integrales definidas en los Ejercicios 1-20. 9 cos x dy 10 sec? 0 df)
g i o _:Tlﬂ' o
3 r2m
l-iulsdx 2 uﬁdx 11. senf df 12, (1+Senu)du
i peliey o o a
B | “__E(F_F)'ﬂ 13 | el M| (- dr
w2 2 2 ‘23 -qg 1l
5. (3" — 4x+ 2) dx 6 (; = E)d" 15 | £dv (a>0 16 2* dy
o -1 a 1 o -1
(e 2 1 o dx 2 dy
7. (o + 3)* dx 8 ( x— —)dx 17. 18
J -2 4 f \/;' _—11+X2 0 /1 —¥
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dx dx
A0 P m +20. J‘D_2 112
Calcule el 4rea de la regién R especificada en los Ejercicios
21-32, Es qtil realizar un dibujo de la regi6n.
21. Limitadapor y= ¥, y=0, x=0y x=1,
22, Limitada por y =
28 Por encima de y = ¥ — 4xy por debajo del eje x.

24 Limitada por y=5—2x— 3%, y=0,x= —1y
x=1,

25 Limitadapor y=# —3x+3yy=1

I{x y=0, r=eyx==¢,

28. Por debajo de y= ﬁy por encima de y= %

27. Por encima de y= ¥ y a la derecha de x = )/,
28 Por encima de y= |x| y por debajo de y =12 — £,
28 [imitada por y= ¥ — ¥%, y=0,x=0y x=1,

30. Por debajo de y= e™*y por encima de y= 0, desde
x= —ahastax=0,

31. Por debajo de y= 1 — cosx y por encima de y = 0,
entre dos intersecciones consecutivas de estas gréficas,

82 Por debajo de y= x~ ' y por encima de y = 0, desde
x =1 hasta x=27.

Calcule las integrales de funciones continuas por tramos en
los Ejercicios 33 y 34,
3sgn(x—2)
M -I.l T I'_.EY

En los Ejercicios 35-38, calcule los valores medios de las
funciones dadas en los intervalos especificadas.

3. fW=1+x+x+en]0 2]
38 f(x) = e*en [—2, 2]
87. f(¥) =2%en [0, 1/In2]

0 st 0<t<1
k-, 4 =
&0 {1 s 1<tg3

32
n J |cos x| dx
0

[0, 3]

X3 El método de sustitucion

Calcule las derivadas indicadas en los Ejercicios 39-46.

w2 [ Jsenx
dr
senr
_J' _— X.EJ‘ senu
dx
‘' cosy d [<=? 1
ﬂ. M“d — — dy
e B ) yng T =2

45 d—ﬁ(ﬁ). st (Y =J cos () dx.
X 0

I
=31J e
4

8 H'(2), st Hx) —igy

47. Resuelva la ecuacion integral fx)== (1 + | Ad dr).
48 Resuelva la ecuacion integral f(x) J b db.
+48 Critique el sigulente célculo erréneo:

SRR | R S

v x|y -1

(Dénde ocurre exactamerte el error? jPor qué no es
—2 un valor razonable de la integral?

+»3 Utilice una integral definida para definir una funcién
Flx) cuya derivada sea lser; para todo xy que
cumpla M17) =

2x— 2t

1
+8l. ;Tiene la funcidén Flx) = J cos (m)dr un
1]
valor maximo o minimo? Justifique su respuesta.
Calcule los limites en los Ejercicios 52-54.
+3 lim

(05 (-3

T n n in m
#3538 lim —(sen—+sen—+sen—+ +sen—).
n=co J1 n n 1 1
£ ]:l.l'n £ L + L + + -
F+1 n2+4 "+9 2t )

Como hemos visto, el célculo de integrales definidas se realiza mas facilmente si se puede obte-
ner una primitiva del integrando. En esta secci6n y en las Secciones 6.1-6.4 presentaremos algu-
nas técnicas de integracion, es decir, métodos para obtener primitivas de funciones. Aunque las
técnicas que desarrollaremos se pueden utilizar para una amplia clase de funciones, no funciona-
ran con todas las funciones que podriamos desear integrar. Si la integral definida tiene un inte-



