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Ejercicios 10.5

Identifique las superficies representadas por las ecuaciones
de los Ejercicios 1-18 y dibuje sus gréaficas.

1. ¥+ 4 +97 =38 2 X+ yF+4F =14
R 24 +2)f+2F —4x+8y—12z+27=0
4 P +4/+97 +4x—8y=28

5 z=x+ 2/ 6 z=x — 2/
.- yp-—7F=4 & —F+yF+F=4
8 z=xy 10 ¥ + 47 =4

. #— 47 =4 12 y=7#

18 x=7F+z 14 ¥ =y + 27

15 (z— )'=@x—2°+ (y—3)°
16 (z— )2=(x—-2%+(y— 30 +4

Describa y dibuje los objetos geométricos representados por
los sistemas de ecuaciones de los Ejercicios 17-20.

z=14+x =1

21. Obtenga dos familias de rectas dependientes de un
pardmetro que estén contenidas en el hiperboloide de

una hoja
By 2
& e
22, Obtenga dos familias de rectas dependientes de un
pardmetro que estén contenidas en el paraboloide
hiperbélico z = xy.

238 La ecuacién 2¥° + )* = 1 representa un cilindro con
secciones cruzadas elfpticas en planos perpendiculares
al eje z Obtenga un vector a tal que las secciones
cruzadas del cilindro perpendiculares a €l sean
circulares.

m{z?=x2+f m{f+2ﬁ+322=5

*24. La ecuacién Z = 2x* + ) representa un cono con

secclones cruzadas elipticas en planas perpendiculares
al eje z Obtenga un vector a tal que las secciones
cruzadas del cono perpendiculares a €l sean

1. {f +¥+7=4 18 {f +y=1 circulares, Sugerencia: Haga primero el Ejercicio 23
x+ytz=1 z=x+ty y utilice el resultado.
([IX @ Un poco de dlgebra lineal

El cdlculo diferencial es esencialmente el estudio de las aproximaciones lineales a funciones. La
recta tangente a la grafica y= f(x) en x = x proporciona la «mejor aproximacién lineal» a la
funcién f(x) en las proximidades de x;. La diferenciacién de funciones de varias variables tam-
bién se puede ver como un proceso de obtener Jas mejores aproximaciones lineales. Por tanto, el
lenguaje del algebra lineal puede ser muy 1til para expresar clertos conceptos en el calculo de
varias variables.

El algebra lineal es una materia muy amplia y generalmente se estudia de forma indepen-
diente del calculo. Esto es desafortunado, porque la comprensién de las relaciones entre las dos
materias puede mejorar grandemente el entendimiento y la apreciacién de cada una de ellas. El
conocimiento del élgebra lineal, y por tanto la familiaridad con el material considerado en esta
seccién, no es esencial para un estudio fructifero del resto de este libro. Sin embargo, comenta-
remos de vez en cuando el significado de algin aspecto del calculo desde el punto de vista del
algebra lineal, Con este fin, necesitamos conocer al menos un poco la terminologia y los conte-
nidos de esta materia, especialmente los aspectos relacionados con el manejo de matrices y de
sistemas de ecuaciones lineales. En el resto de esta seccién presentaremos un resumen de este
material. Algunos estudiantes ya estaran familiarizados con este tema y otros lo estudiarén poste-
riormente, La presentacién no intenta ser completa y, por tanto, referimos a los estudiantes
interesados a los textos estandar de algebra lineal, donde pueden encontrar las demostraciones de
algunas afirmaciones. Los estudiantes que vayan maés alld de este libro y estudien calculo avan-
zado y ecuaciones diferenciales necesitaran seguro un conocimiento mucho mas amplio del alge-
bra lineal.
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Matrices

Una matriz s de dimensiones m X nes una disposicion rectangular de mn nimeros formando m
filas y n columnas. Si a; es el elemento de la fila 7 y la columna j, entonces

dyy dip - dig
sl =
dy A v dgy

En algunas ocasiones, como notaci6n abreviada, se escribe s = (a;). En este caso se supone que
ivarfa desde 1 hasta my jdesde 1 hasta n. Si m = n, se dice que ¢ es una matriz cuadrada. Los
elementos a; de las matrices que utilizaremos en este libro seran siempre niimeros reales.

La traspuesta de una matriz s{ m x n es la matriz 4 n x m, cuyas filas son las columnas
de o:

dyy dy v dp
AT=(22 82 * dum
dyp day vt dpp

Una matriz s se dice que es simétrica si 7 = . Las matrices simétricas son necesariamente
cuadradas, Obsérvese que (#4)”= s para toda matriz . Muchas veces ser4 conveniente consi-
derar un vector de n componentes como una matriz n x 1 con n filas y una columna:

P ]

En ese caso, x se denomina vector colmmma x’ tiene entonces una fila y n columnas, y se deno-
mina vector fila:
x = (g X; - X,)

Nétese que x y x” tienen las mismas componentes, por lo que son idénticos como vectores, aun-
que parezcan diferentes como matrices.

La mayor parte de la utilidad de las matrices se basa en la siguiente definicién de producto
de matrices, que permite que las matrices se combinen en una sola, de forma que se mantengan
las relaciones lineales.

DEFINICION 7 Producio de madrices

Si o = (a;) es una matriz m x ny % = (b;) es una matriz n x p, entonces el producto
AR es la matriz m x p € = (c;), cuyos elementos son

n

ij:.{'z a.iirbb's = L ) j= L P

=]

Es decir, c; es el producto escalar de la fila i de s y la columna j de % (que son ambas
vectores de n componentes).

Notese que solo se pueden multiplicar algunas parejas de matrices. El producto #{%® s6lo esta
definido si el nimero de columnas de s es igual al nimero de filas de %.
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10 3 . Lo 5 1 13 15
( o -1 s 1)=( )
2 1 1 ) 0 4 5 3 1 1 4
El factor de la izquierda tiene 2 filas y 3 columnas, y el factor de la derecha tiene 3 filas y 4 columnas. Por
lo tanto, el producto tiene 2 filas y 4 columnas. El elemento de la primera fila y la tercera columna del

producto, 13, es el producto escalar de la primera fila, (1, 0, 3), del factor de la izquierda y la tercera co-
lumna, (1, 3, 4), del segundo factor:

I1x1+0x3+3x4=13

Con un poco de practica podemos calcular facilmente los elementos de un producto de matrices moviendo
el dedo indice izquierdo por las filas del factor izquierdo y el dedo indice derecho por las columnas del
factor derecho y realizando a la vez los productos escalares. -

1. 2 3 [x x+2y+ 3z
01 —-1}f{y)= y—z
—2: '3 0/ \z —2x + 3y

El producto de una matriz 3 x 3 con un vector columna de 3 componentes es un vector columna de 3 com-
ponentes, -

La multiplicacién de matrices es asociativa. Esto significa que
A(BE) = (AB)€

suponiendo que s, B y %6 tienen dimensiones compatibles con la formacién de los diversos pro-
ductos, Por tanto, tiene sentido escribir #{%%. Sin embargo, la multiplicacién de matrices no es
conmutativa, De hecho, si s es una matriz m x ny % es una matriz n X p, entonces el producto
AR esta definido, pero el producto Bsi no estd definido a menos que m = p. Incluso si o y B
son matrices cuadradas del mismo tamafio, no es necesariamente cierto que 4% = B.

| Ejemplo 3
CIE)-C ) m (ND()

Se deja como tarea al lector verificar que si el producto s{% esté definido, entonces la traspuesta
del producto es el producto de las traspuestas en orden inverso:

(AB) =BT

Determinantes e inversos de matrices

En la Secci6n 10.3 presentamos los determinantes 2 X 2 y 3 x 3 como ciertas expresiones alge-
braicas asociadas con matrices cuadradas de dimensiones 2 x 2 y 3 x 3, En general, es posible
definir el determinante det (s) de cualquier matriz cuadrada, Dada una matriz s{ n x n, definimos

dyy dip o Ay

3
det(of) = |72 P22 7 G

dy ap -t dp
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No intentaremos aqui dar una definicién formal de determinante, pero si diremos que las propie-
dades de los determinantes que se establecieron para el caso 3 x 3 en la Seccién 10,3 continfian
siendo vélidas. En particular, un determinante n x n se puede desarrollar en menores sobre cual-
quier fila o columna y, por tanto, se puede expresar como una suma de productos de determinan-
tes (m— 1) x (n— 1). Continuando con este proceso, siempre se puede reducir el calculo de
cualquier determinante n X nal cdlculo de (quiz4 muchos) determinantes 2 x 2 0 3 x 3. Es im-
portante darse cuenta de que el método de la «diagonal» para calcular determinantes 2 x 2 y
3 % 3 no se puede aplicar a determinantes 4 x 4 o de orden mayor.

e sk g 2 1 1] |2 1 1
1011
oo sl==| ¥0 2= 01
-1 1 0] Is 02
¥ 3 I @
B 311221 l11
- 10 =5 4 3 2

=30-DN+22+1)+1(2—-3)=2

Se desarrolla el determinante 4 x 4 en menores sobre la tercera columna para obtener dos determinantes
3 x 3. El primero de ellos se desarrolla sobre la segunda fila y el otro sobre la segunda columna,

Ademés de las propiedades indicadas en la Seccién 10.3, los determinantes tienen otras dos pro-
piedades muy importantes, objeto del siguiente teorema.

TEOREMA €)) Si i y % son matrices 1 x n, entonces

(@) det (4”) = det (sd) y
(b) det (s49B) = det (s4) det (9B).
e

En esta seccién no demostraremos ningiin teorema. Se remite al lector a los textos de algebra
lineal. El apartado (a) no es muy dificil de demostrar, incluso en el caso de n general. El aparta-
do (b) no se puede demostrar en general sin dar una definicién formal de determinante. Sin em-
bargo, se recomienda que el lector verifique (b) para el caso de matrices 2 x 2 por célculo directo.

Se dice que la matriz cuadrada s es simgular si det (sf) = 0. Si det () # 0 se dice que s es
no singular 0 invertible

Observacion Si ¢ es una matriz 3 x 3, entonces det (sf) es el producto escalar triple de las
filas de & y su valor absoluto es el volumen del paralelepipedo generado por dichas filas. Por
tanto, s es no singular si y sélo si sus filas generan un paralelepipedo de volumen positivo; los
vectores de las filas no pueden estar todos en el mismo plano. Lo mismo se puede decir de las
columnas de .

En general, una matriz n x n es singular si sus filas (o columnas), consideradas como vecto-
res, cumplen una o més ecuaciones lineales de la forma

CX + X+ +c,x,=0
donde al menos hay un coeficiente ¢; distinto de cero. Un conjunto de vectores que cumplen la

ecuacion lineal anterior se denomina limealmente dependiente porque uno de dichos vectores se
puede expresar siempre como combinacién lineal de los otros; si ¢; # 0, entonces

Gz Gy Cn

B =a—— T e
1 Clﬁ Clx.% ‘11
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Todas las combinaciones lineales de los vectores de un conjunto linealmente dependiente de n
vectores en R” debe estar en un subespade de dimensién menor que n.
La matviz identidad n x n se define como

10 w0
=010
00 - 1

con un valor de 1 en todas las posiciones de su diagonal prindpal y un valor de 0 en todas las
otras posiciones. Evidentemente, I conmuta con toda matriz n x . I = sdf= si. Ademas
det () = 1. La matriz identidad tiene el mismo papel en algebra de matrices que el nimero 1 en
aritmeética,

Todo nimero x distinto de cero tiene un inverso x™ ' tal que xx™' = x"'x= 1. Enel caso de
matrices cuadradas se puede plantear una situacién similar. La imversa de una matriz cuadrada
no singular sl es una matriz cuadrada no singular s¢ = que cumple

A ' = d =1

1 1

Toda matriz cuadrada no singular s tiene una inversa tnica s{ = !, Ademss, la inversa cum-
ple
@ det(sf™)) = !

det (o)’

(b) (4797 = (4",
)

No necesitaremos calcular inversas muchas veces, pero hay que indicar que se puede hacer re-
solviendo sistemas de ecuaciones lineales, como ilustra el siguiente ejemplo,

m Demuestre que la matriz s = G N 1) es no singular y calcule su inversa,

1 —1
Solucion  det {d]=’1 1’= 1+ 1=2, Por consigulente, #f es no singular e invertible, Sea
A 1= (i j,). Entonces d.sd ! = I es decir,
1 0\ _/1 —1\fa b\ _fa—c b—
0 1 1/\e d atc b+d
por lo que a, b y c deben cumplir el sistema de ecuaciones
a—c=1 b—d=10
a+e=10 b+d=1

Evidentemente a= b=d=1/2, c= —1/2,y
|

En general, la inversién de matrices no se realiza mediante el método del ejemplo anterior, sino
mediante un proceso de ordenamiento de ciertas operaciones sobre las filas de la matriz para
transformarla en la matriz identidad. Cuando se realizan las mismas operaciones en las filas de la

Pal= =
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matriz identidad, se obtiene la inversa de la matriz original. Una descripcién més detallada del
método se puede encontrar en los textos de dlgebra lineal. Una matriz singular no tiene inversa.

Transformaciones lineales

Una funcién F cuyo dominio sea el espacio m-dimensional R™ y cuyo rango esté contenido en el
espacio n-dimensional R” se denomina tramsformacién lineal de R” en R” si cumple

F(ix + py) = AF(x) + uF(y)
para todos los puntos x e y de R” y todos los niimeros reales A y u. A esa transformacién lineal
F le corresponde una matriz § n x m tal que para todo x de R™,

Fx =5x

o, expresado en funcién de los componentes de x
X
Flx, %, .., %) =F 2
2

Se dice que ¥ es la representacion matricial de la transformacion lineal F. Si m= n, de modo
que F transforma R™ en sf mismo, entonces ¥ es una matriz cuadrada. En este caso F es no sin-
gular si y sélo si F es uno a uno y su rango es el espacio R” completo,

Una composicién de transformaciones lineales sigue siendo una transformacién lineal, y por
tanto tendrd una representacién matricial. La motivacién real que subyace en la definicién del
producto de matrices es que la representacién matricial de una composicién de transformaciones
lineales es el producto de las representaciones matriciales individuales de cada una de las trans-
formaciones que se componen.

Si F es una transformacién lineal de R™ en R” representada por la matriz 5 de dimensiones
nx my si G es una transformacién lineal de R” en R” representada por la matriz § de di-
mensiones p x n, entonces la composicién GeoF definida como

GoF(x, xp, ..., x,) = GF(x;, %, ..., X))

es asimismo una transformacién lineal de R™ en R’ representada por la matriz 85 de di-
mensiones p x m. Es decir,

G(F(x) = s5x
e

Ecuaciones lineales

Un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas:
apX, + apXy + o+ ax, = b
Ay Xy T Xy T oo+ ApX, = by

anx, + apX, + o + agX, = b,
se puede escribir en forma compacta como una unica ecuacién matricial,
dx=b
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siendo
ay ap - a, xl b
I D I S A T
3;11 3;]2 ”" dny ‘x.’n b

Compérese la ecuacién s§x = b con la ecuacién ax= b para una sola incégnita x. La ecuacién
ax= b tiene solucién tinica x = 2~ 'b siempre que a # 0. Por analogia, el sistema lineal s{x = b
tiene una solucién unica dada por

x=d"'b

siempre que s sea no singular, Para ver que esto es asi, basta con multiplicar por la izquierda
los dos miembros de la ecuacién six=bpor f !\ x=F =" 'dx= s "'h.

Si ¢ es singular, entonces el sistema six = b puede tener o no tener solucién, y si existe
solucién no serd tnica. Considérese el caso b= 0 (el vector cero). Entonces, cualquier vector x
perpendicular a todas las filas de s{ cumplira el sistema. Como las filas de s estin en un subes-
pacio de dimensién menor que n (porque det (sf) = 0), habra al menos una recta de tales vecto-
res x Por tanto, el sistema s x = 0 no tendr4 solucién tnica si § es singular. Lo mismo se pue-
de decir del sistema s4"y = @ existiran vectores distintos de cero y que lo cumpliran si o es
singular. Pero entonces, si el sistema six = b tiene una solucién x, debe cumplirse

(yob) = y'b=y'sdx = (x4 %) = x0)7= (0)

Por consiguiente, s{x = b s6lo puede tener soluciones para aquellos vectores b que sean perpen-
diculares a toda solucién y de s’y = @

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas puede tener o no tener soluciones si
n < m, Tendré soluciones si algiin niimero m — nde las ecuaciones del sistema son combinacio-
nes lineales (sumas de miiltiplos) de las otras necuaciones. Si n> m, entonces podemos intentar
despejar m variables de las m ecuaciones, con lo que obtenemos una solucién que dependeré de
las otras n — m variables. Esta solucién existira si el determinante de los coeficientes de las m
variables que despejamos no es cero, Este es un caso especial del Teorema de la Fundién

que presentaremos en la Seccién 12.8,

- 2x+y—3z=4
Ejemplo 6 QISIANE {x+ Sy + Bz=5 expresando x e y en funcién de z

Solucién EHl sistema se puede expresar de la forma

X 4 4+ 37 z 1
d({y)=(5—62)' siendo d=(1 2)
2/3 —1/3
-1/3 23

R\ g (AH30) (2B 13\ (4+37) _ (1447
5-6z) \—-13 2/3)\5-6z) \2-5z
La solucién es x= 1 + 4z, y = 2 — 5z (por supuesto, esta solucién se podria haber obtenido eliminando la
variable x o la variable y de las ecuaciones dadas, sin necesidad de utilizar métodos matriciales).

Eldeten’rﬂnantede.sﬂmSysuinversasﬂ"=( ).Portanto,

El siguiente teorema establece un resultado de cierta importancia tedrica, que expresa en funcién
de determinantes la solucién del sistema s x = b cuando & es no singular,
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TEOREMA () Regla de Cramer
Sea s una matriz n X n no singular. Entonces, las componentes del vector solucién x del

sistema
dAx="b
son
g det (.5511}! g det (.ﬂg}’ g det (sd,,)
det (s4) det () " det ()
siendo s, la matriz & donde se ha sustituido su columna j por el vector columna b. Es
decir,
ay v A by aj+1y 0 i
det(eay = | T Fomn B deen 2
8y v Agy-1) Dn ey v 8m

—

El siguiente ejemplo ilustra de forma concreta el uso de la Regla de Cramer para resolver un
sistema lineal especifico. Sin embargo, la Regla de Cramer se usa principalmente en un contexto
mds general (tedrico); no es eficiente utilizar determinantes para calcular soluciones de sisternas
lineales.

Calcule el punto de intersecci6n de los planos
x+ y+2z=1
x+6y—z=10
x—y—4z=3

Solucién La soluci6n del sistema lineal anterior proporcionara las coordenadas del punto de intersec-
cién, El determinante de la matriz de coeficlentes de este sistema es

1 1 2
det{sd) =|3 8 —1|=-32
1 -1 -4

por lo que el sistema tiene solucién dnica. Tenemos que

e é é ? .
=% —37
i =]
e ; é i— el
Y=g —37
;.8 =
e ; é é— B g
=T = Tap "
1 -1 3

El punto de interseccién es (2, —1, 0).
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Formas cuadraticas, autovalores y autovectores

Si x es un vector columna en R" y s = (a;) es una matriz n X n, real y simétrica (es decir,
a; = aypara 1 < i, j < n), entonces la expresién

Q) = x'sdx= Y axx
if=1
se denomina forma cuadratica en R” correspondiente a la matriz . Obsérvese que Q(x) es un
nimero real para todo vector x de n componentes.

Se dice que o es defimida positiva si ((x) > 0 para todo vector x distinto de cero. De forma
similar, se dice que o es defimida megativa si ()(x) < 0 para todo vector x distinto de cero. Se
dice que o es semidefinida positiva (0 semidefinida negativa) si Q(x) >0 o Q(x) <0 para to-
do vector x distinto de cero.

Si Q(x) > 0 para algunos vectores x distintos de cero y (x) < 0 para otros vectores x (es
decir, si & no es ni semidefinida positiva ni semidefinida negativa), se dice que s es indefimida.

ST RN [a expresion Qx, 3, 2 = 3% + 2)° + 57 — 2xy + 4xz + 2yzes una forma cuadrética en
R’ correspondiente a la matriz simétrica

3 -1 2
d=(-1 2 1
2 15

Obsérvese cémo se obtienen los elementos de la matriz a partir de los coeficientes de @) Los coeficientes

de ¥, y* y # forman los elementos de la diagonal principal, y los coeficientes de los términos producto se

sittian divididos por dos en los términos simétricos correspondientes de las otras posiciones de la matriz,
La matriz s es definida positiva ya que Xx, y, 2 se puede escribir de la forma

Qx y =5+ x—p*+ (x+22* + (y+ 2*

de donde se puede ver que QXx, y, J >0 paratodo (x, y, 3 y Qx, y; 2 =0s6losi x=y=2z=0. n

En la Secci6n 13.1 utilizaremos la definicién positiva o negativa de ciertas matrices para clasifi-
car como méximos y minimos locales los puntos criticos de funciones de varias variables, Exis-
ten criterios ttiles para encontrar la definicién de una matriz &{ que se pueden expresar en fun-
cién de los autovalores de dicha matriz,

Se dice que 4 es un atovalar de la matriz cuadrada n x n sl = (3;) si existe un vector co-
lumna x distinto de cero tal que slx= Ax o, en otros términos,

(4 — ADx=0

siendo Fla matriz identidad n x n El vector x distinto de cero se denomina audovector de s
correspondiente al autovalor 4 y s6lo puede existir si s§ — AFes una matriz singular, es decir, si

ay — 4 ap ay,
a — A4 a
det(sf — AR =| %2 %2 : =9
dp dno L A

Los autovalores de o4 deben satisfacer esta ecuacién polinémica de grado n, por lo que pueden
ser reales o complejos. Los siguientes teoremas se demuestran en textos estdndar de algebra li-
neal,
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TEOREMAo Si s = (a;)f ;=1 es una matriz real y simétrica, entonces

(@) Todos los autovalores de s{ son reales,

(b) Todos los autovalores de sf son distintos de cero si det (sf) # 0.

(c) s es definida positiva si todos sus autovalores son positivos.

(d) s es definida negativa si todos sus autovalores son negativos.

(e) o es semidefinida positiva si todos sus autovalores son no negativos.

(f) s es semidefinida negativa si todos sus autovalores son no positivos.

(g) s es indefinida si tiene al menos un autovalor positivo y al menos un autovalor negativo.

.

TEOREMA o Sea ol = (a;)] ;=1 una matriz real simétrica y considérense los determinantes

ay ap - &
p=|" 2 7 paral<i<n
s o
a; dp
dy dp
(@) SiD;>0 para 1 < i< n entonces o es definida positiva.
(b) Si D;> 0 para los niimeros pares ide {1, 2, ..., n} y D; < 0 para los niimeros impares i
de {1, 2, ..., n}, entonces & es definida negativa.
(c) Sidet(sd) = D, +# 0 pero no se cumple ninguna de las condiciones anteriores, entonces
6Xx) es indefinida.
(d) Sidet(sf) =0, entonces s no es definida positiva ni definida negativa y puede ser se-
midefinida o indefinida.

Ast, Dy = ayy, Dy = = dyydyp — dypdy = dydey — 3%2- etc.

]
ST Dada la matriz o del Ejemplo 8, tenemos que
4w if & =i @
D, =30, D;=’_1 2’=5>D, =|-1 2 1|=10=0
2 1 &

lo que vuelve a confirmar que la forma cuadratica de ese ejercicio es definida positiva,

Ejercicios 10.6

Calcule los productos de matrices en los Ejercicios 1-4. 5. Calcule sty o1* = sl od, slendo

3 0 -2
1. 1
=1 1 =1

1 2

S | 1 T 1
3 90 013 1
0 =2 ‘ﬂ_0011

1

1 1 0 0 0
1 1) 6 Calcule xx’, x'x y x"six, slendo
0

o g 24
x=|y| vy d=|p b r
z gr c

(69



En los Ejercicios 7 y 8, calcule los determinantes,
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17. Utilice el resultado del Ejercicio 16 para resolver el

40 21 1 23 4 Xx—z= —2

7. 8 o e
10 -1 1 -2 02 4 P gt i
-2 0 01 3 -3 2 -2 2x+y+3z=13

8. Demuestre que si sl = (&) es una matriz n x n
para la que a, = 0 siempre que i> j, entonces
det (sf) = []i=, au. el producto de los elementos de la

18 Resuelva el sistema del Ejercicio 17 utilizando la
Regla de Cramer,

19. Resuelva el sistema

diagonal principal de .

11
10. Demuestre que ’x y’ =y—xy

ntont+xnt+x=0
htntx—x=4
ntx—x—x==08
1 1 1

x y z|=(y—0z—-z—p

XI_XE_X3_X,|=2

20. Verifique el Teorema 5 para el caso especial en el que

£ L
Intente generalizar este resultado al caso n x n,

11. Verifique la propiedad asociativa (%)% = o(B%)
mediante calculo directo para el caso de tres matrices
2 x 2 arbitrarias.

F y G son transformaciones lineales de R® en R,

En los Ejercicios 21-26, clasifique las matrices simétricas
dadas como definidas pasitivas o negativas, semidefinidas
positivas o negativas o indefinidas.

1 2 0\
12. Demuestre que det (s¢) = det (sd) para matrices n X n = g =k 1 e (2 1 0
mediante induccién en n. Comience con el caso 2 x 2. 1 -2 00 1
13. Verifique por célculo directo que
det (4B) = det (sf) det (%) se cumple para dos 2 11 1 1 0)
matrices arbitrarias 2 x 2, 2 (1 2 1 2411 1 0
cosfl senfl 11 2 00 1/
14 Se - . De
a sy (—senﬂ cosﬁ) muestre que c . i
() "= (stg) "' = ¢ 25 (0 1 -1
Calcule las inversas de las matrices de los Ejercicios 15 y 186. I -1 1
11 1 0 -1 2 0 1
1|0 1 16 | -1 1 0 26 (0 4 —1
0 0 2 1 3 I =1 1
«[IWA Uso de Maple para calculos con vectores y matrices

El uso de un sistema de 4lgebra por computador puede facilitar muchas tareas tediosas necesa-
rias en el calculo, Esto es especialmente cierto en el caso del calculo multivariable y vectorial,
ya que las operaciones pueden volverse rapidamente inmanejables cuando el nimero de varia-
bles crece. El Doctor Robert Israel, colega del autor de este libro, ha escrito un libro excelente,
Calculus, the Maple Way, que muestra como utilizar Maple de forma efectiva en la realizacién
de operaciones de calculo con una variable y con varias variables.

En este libro presentamos algunas veces la potencia de Maple para realizar calculos con fun-
ciones de varias variables y funciones vectoriales de una o mas variables. Esta seccién ilustra
algunas caracteristicas basicas del cdlculo con vectores y matrices. Los ejemplos se han realiza-
do utilizando Maple 9, pero Maple 6 o posterior producird un resultado similar.

Las capacidades de operacién de Maple con vectores y matrices no estdn en su niicleo, sino
que se encuentran incluidas en un paquete de procedimientos denominado LimearAlgebra



684

CALCULO

Por tanto, es imprescindible cargar este paquete al comienzo de la sesién donde se va a nece-
sitar:

> with(LinearAlgebra) :

Los comandos de Maple se finalizan en general con un punto y coma, en vez de con dos puntos,
Al utilizar los dos puntos se suprime la salida. Si hubiéramos usado un punto y coma para finali-
zar el comando anterior, se hubiera producido una lista de todos los procedimientos definidos en
el paquete LinearAlgebra.

Maple incluye también un segundo paquete de dlgebra lineal denominado lmalg pero es in-
ferior a LinearAlgebra, especialmente para la realizacién de cdlculos numéricos de alto coste
computacional, utilizando matrices grandes; ademaés es algo més dificil de usar. Sin embargo, el
paquete linalg ya estaba presente en versiones de Maple anteriores a la 6, y todavia esta presente
en la versién 9. No utilizaremos aqui linalg, pero se utiliz6 en vez de LinearAlgebra en la quinta
edicién de este libro.

Vectores

Hay varias formas de definir vectores en Maple; la mas facil es utilizar las construcciones vec-
tor([,]) 0<,> donde se incluye una lista de los componentes del vector separadas por comas
dentro de los corchetes o de los paréntesis angulares. Ambas construcciones producen vectores
columna:

> Ug :=Vector([1l, 2, 3]) ; Vc :1=<a, b, c>;

Uec:=

Ve:=

Para producir un vector fila se puede utilizar vector[row] ([,]); también se puede definir un
vector fila utilizando «|» para separar sus componentes:

> Ur :=Vector[row] ([1, 2, 3]) ; Vr :=<a|b|e>;
Ur:=[1, 2, 3]
Vri=|a b c]

Los vectores pueden tener cualquier dimension; basta con incluir el niimero apropiado de comas
o de componentes separadas por |. También se puede usar la construcciéon vector () con dos
argumentos, el primero de ellos un entero positivo que indica la dimensién del vector y el segun-
do, o bien una lista de componentes encerradas entre corchetes, o bien una regla de asignacién
que permita obtener el valor de la componente i-ésima:

> <5|-2|3|x>; W i=Vector[row] (5, i ->1 2) ;
[5, —2, 3 A
W:=[1, 4, 9, 16, 25]
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También es posible construir un vector con componentes arbitrarias como éste:
> X :=Vector (2, symbol=x) ;
Y :=Vector[row] (4, symbol=y) ;

M
K=
Xo
Yi=[n Yo Yo yal

Las componentes de un vector se pueden referenciar afiadiendo el indice de la componente, en-
cerrado entre corchetes, al nombre o constructor del vector. La cuarta componente del vector w
anterior es W[4]:
> W[4] ; Vector(l6, i -> 3*i - 1) [10] ; X[2]+4Y[3] ;

16

29

Xt 0

Los vectores de la misma dimensién y tipo (fila o columna) se pueden sumar, restar y multipli-
carse por escalares utilizando los operadores ordinarios +, - y *:
> Uc + Ve; Ve - 3*Uc ;

1 + &]
2+ b
| 3¢
SRS
b-8
Lo=0

En la mayoria de los calculos con vectores no importa si consideramos los vectores como fila o
como columna, pero en algunos operadores de LinearAlgebra hay que considerar la diferencia; si
se intenta sumar un vector fila con un vector columna, o dos vectores de diferentes dimensiones,
obtendremos un mensaje de error.

El paquete LinearAlgebra define también las funciones producto escalar Dot Product y pro-
ducto vectorial crossProduct, cuyos argumentos de entrada son dos vectores. En el caso de
DotProduct los argumentos de entrada deben ser de la misma dimensién. En el caso de Cross-
Product, ambos argumentos deben ser de dimensién 3. Sin embargo, ninguna de las dos funcio-
nes exige que los argumentos sean del mismo tipo (fila o columna). El producto vectorial dara
como resultado un vector columna a menos que ambos argumentos sean vectores fila,

Tal como est4 definido en el paquete LinearAlgebra, DotProduct puede producir algunos re-
sultados extranos, Consideremos, por ejemplo:

> DotProduct (Uc, Ve¢) ; DotProduct (Ve, Uc} ;
DotProduct (Ur, Vr) ;

a+2b+3c

a+2b+3c

a+ 2b+3c

(Qué esta pasando aqui? Las barras sobre las cantidades desconocidas 4, b y ¢ indican los com-
plejos conjugados de esas cantidades; el paquete LinearAlgebra estd disefiado para satisfacer las
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necesidades de un gran nimero de usuarios del algebra lineal, no sélo los estudiantes de célculo
para los que todos los vectores se supone que tienen componentes reales. En realidad, DotPro-
duct (U, V) suma los productos de los complejos conjugados de las componentes de U con los
componentes de v sin conjugar si ambos vectores son vectores columna, y viceversa si ambos
vectores son fila. En el primer ejemplo anterior, las componentes de Uc son niimeros reales, por
lo que no aparece la barra que indica conjugado sobre ellos; en los otros casos las componentes
de ve o vr requieren conjugacién, y como Maple no sabe si son reales, pone las barras.
Para evitar esta dificultad cuando se utilizan vectores reales, se incluye el argumento "conju-
gate=false" como tercera entrada de la funcién DotProduct en el paquete LinearAlgebra:

> DotProduct (Ur, Vr, conjugate=false) ;

a+2b+3c
También es posible utilizar el punto *“."’ como operador binario para calcular un producto esca-
lar. Sin embargo, el punto también representa multiplicacién de matrices, por lo que hay que
usar un vector fila a la izquierda del punto y un vector columna a la derecha para asegurarse de
obtener un producto escalar.

> <a|b|e>.<x, y, 2>; <a, b, c>.<x|y|z>;

a+ 2b+ 3¢

a b ¢
2a 2b 2c
3a 3b 3c

LinearAlgebra tiene también una funcién CrossProduct, que sélo se aplica a vectores tridi-
mensionales. No importa si sus argumentos son vectores fila o columna. La forma de 1lamar esta
funcién es CrossProduct (U, V) O U &x V,

2c—3b
I:Sa—c:|
b—2a

[2c—3h 32— ¢ b— 23]

> CrossProduct (Uc, Ve) ; Ur &x Vr;

LinearAlgebra tiene una funcién denominada Norm () para calcular la longitud de un vector, De-
safortunadamente, Maple conoce muchas definiciones diferentes de longitud de un vector, La
que utilizaremos es la longitud euclidea. La longitud euclidea de un vector v se obtiene como
Norm (V,Euclidean) 0 Norm (V,2) (en el dltimo caso el 2 indica el hecho de que para calcu-
lar la longitud se utiliza la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las componentes).

> Norm({Ur, Fuclidean) ; Norm (<1, -1, 2, -3, 1>, 2) ;

Ji

4
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Las funciones Normalize (U, Euclidean) O Normalize (U,2) se pueden utilizar para obtener
un vector unitario en la misma direccién que U. Por supuesto, siempre se puede multiplicar u por
un escalar que sea el inverso de su longitud:

> Normalize (<2|-2|1>, 2) ; (1/Norm(Uec, 2)) *Uc;

2 -21
3’ 3'3

1
1 14
1
?Jlli
3

LinearAlgebra tiene una funcién denominada vectorangle que devuelve el angulo entre
dos vectores. No importa si los vectores son fila o columna. El resultado esté en radianes, por lo
que tendremos que multiplicarlo por 180/z para obtener el angulo en grados.

> VectorZAngle (<2, 2, 1>, <1, -2, 2>) ;

1
5™
Para ilustrar algo més estas ideas, hagamos que Maple calcule una ecuacién del plano que
pasa por el punto (2, 1, —1) y es perpendicular a la recta de interseccién de los planos
2x+3y+z=5y3x—2y—4z=1.

> (<2|3]1> &ex <3|-2|-4>) . (<%, y, z2>-<2, 1, —1>) =0 ;
—10x—4+11y—132=0

que también podrfamos haber escrito como 10x — 11y + 13z= —4, Nétese c6mo, para calcular
el producto escalar, hemos utilizado el producto vectorial de dos vectores fila (que es, por tanto,
otro vector fila) a la izquierda del *'."" y una diferencia de dos vectores columna (que es, por
tanto, un vector columna) a la derecha del *'."",

Finalmente, utilicemos Maple para verificar la identidad

UxV)xW=(W.UV- (WeVU

En primer lugar, definimos U, V y W como vectores con componentes arbitrarias. En vista de
los dos productos escalares del miembro derecho de la identidad, haremos que W sea un vector
fila y los otros dos, vectores columna:

> U :=Vector(3, symbol=u) ;
V :=Vector (3, symbol=v) ;
W :=Vector([row] (3, symbol=w) ;

]
U=|w
| U |
-0,
Vi=11,
| U3
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Ahora s6lo necesitamos restar el miembro derecho de la identidad del miembro izquierdo y sim-
plificar el resultado:

> simplify((U &ex V) &xW - (W, U) *V+ (W, V) *U) ;

0
0
0

El resultado es el vector cero, lo que confirma la identidad.

Observacion Maple 8 y versiones posteriores disponen de un nuevo paquete denominado
VectorCalculus, que dispone de més funcionalidades que el paquete LinearAlgebra para operar
con funciones vectoriales y funciones de variables vectoriales, Ilustraremos el uso de este paque-
te en capitulos posteriores, pero nétese aqui que también define las operaciones sobre vectores
consideradas anteriormente, pero no todas las funciones matriciales consideradas mas adelante,
VectorCalculus devuelve vectores en forma de combinaciones lineales de vectores de una base,
en vez de como matrices fila o columna. Las bases por defecto que utiliza estdn formadas por
los vectores e, e, e, (en vez de i, j, k) para vectores de dimensién menor o igual que 3, pero
€4, €y, ... para dimensiones superiores a 3. No obstante, aunque no sea claro por la forma en la
que VectorCalculus muestra los vectores, mantiene todavia la distincién entre vectores fila y co-
lumna, y por tanto no nos dejard sumar un vector fila con un vector columna, Una gran ventaja
del paquete VectorCalculus sobre LinearAlgebra es que VectorCalculus utiliza la definicién ha-
bitual de producto escalar (incluso cuando utiliza la notacién “*."’), por lo que el orden de los
factores en un producto escalar es irrelevante y no se utiliza la conjugacién compleja. Si se de-
sea utilizar el paquete VectorCalculus y tener todavia acceso a todas las operaciones sobre matri-
ces que proporciona el paquete LinearAlgebra, basta con cargar el paquete VectorCalculus des-
pués de cargar el paquete LinearAlgebra, con lo que se sustituirdn las definiciones de
operaciones sobre vectores del paquete LinearAlgebra con las nuevas definiciones del paquete
VectorCalculus.

> with(LinearAlgebra) :
with (VectorCalculus) :

Incluso con la salida suprimida, el segundo with anterior producird unas cuantas lineas de avi-
sos debidas principalmente al cambio en las definiciones de algunas operaciones sobre vectores,

> V1 :=<2, -3, 4>; V2 :=<a|b|ec>»; V3 := <2, -3, 4, -5, 6>;
V1:=28,— 35, + 46,
V2:= ae, + be, + ce,
Va:=2e, — 3¢, + 4, — 5e, + be,
> V1.V2; V2.V1;

2a—3b+ 4e
2a—3b + 4e

Como V1 es un vector columna y v2 es un vector fila, cualquier intento de calcular una combi-
nacién lineal de estos vectores generara un error, como también los intentos de calcular M.v2 o
v1.M siendo M una matriz 3 x 3. Por supuesto, M.v1 funcionara bien, como v2.mM, aunque el
resultado serd una matriz de una fila en vez de un vector. En capitulos posteriores volveremos a
utilizar VectorCalculus.
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Matrices

El paquete LinearAlgebra proporciona también diversas formas de definir y manejar matrices.
Una matriz se puede definir como un vector columna cuyes elementos son vectores fila, o como
un vector fila cuyos elementos son vectores columna:

> <<1|1]|1>, <2|1|3>>; <<1, 2>|<1, 1>|<1, 3>>;

111
= @ i

Las matrices también se pueden definir utilizando la funcién matrix. Esta funcién puede acep-
tar una lista de datos que especifican las filas de 1a matriz, o bien dos enteros positivos (el niime-
ro de filas y de columnas, respectivamente), junto con una regla para calcular los elementos de
la fila iy la columna j

> L s=Matrix([[1, 1, 1], [2, 1, 3]]) :
M :=Matrix(3, 3, (i, j) ->i—3} ;

111
L‘_[z 1 3]

g -1 ~2
M.=11 ) =1
2 1 0

Una matriz P con 2 filas y 4 columnas con elementos arbitrarios p, ; se puede construir de la
siguiente forma:

> P :=Matrix(2, 4, symbol=p) ;
Pi= B:l Prz Pis P1,4:|
1 Pz P2z Pau

Como en el caso de vectores, se accede a los elementos de una matriz encerrando los indices de
fila y columna entre corchetes, precedidos por el nombre de la matriz.

> P[1, 2] :=Pi; P[1, 4]+P[2, 4] ; P ;
Py=n
Prat Poa

P T Pis P1,4:|
1 Pe2 P23 Poa
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Existen también construcciones abreviadas para tipos especiales de matrices, como las matri-
ces todo unos o todo ceros, las matrices identidad (cuadradas) y las matrices diagonales:

> Matrix(2, 3) ; IdentityMatrix (3) ;
DiagonalMatrix([a, b, c]) ;

0 0 0
(0 0 0
1 0 07

010
[0 0 1]
[a 0 07

0 b o0
[0 0 ¢

La traspuesta T de una matriz se obtiene utilizando la funcién Transpose.

> T :=Transpose (L) ;

El producto AB de dos matrices A y B se calcula utilizando el operador binario .; es decir, se
calcula a.B. Por supuesto, el nimero de columnas de A debe ser igual al nimero de filas de B,

> L,T: T.L:
3 6
6 14

3 3 7
3 2 4
7 4 10

El determinante y la inversa de una matriz cuadrada se calculan mediante las funciones pe-
terminant ¥y MatrixInverse.

> A =<<1]|1]|1>>, <2|1|3>, <1|1]|2>>;
DetZ :=Determinant (&) ; Ainv :=MatrixInverse(d) ;

1 11

A=12 1 3

1. 1 2

DetA:= -1
1 1 —2
Ainp .= 1 =1 1
—i 0 1

> A Ainv =Ainv.A;

1 0 0 1 00
01 0l=|0 1 0
00 1 00 1
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Ecuaciones lineales

Un sistema de n ecuaciones en n variables se puede expresar de la forma AX = B, siendo A una
matriz n x n, y X y B vectores columna de n componentes. Por tanto, la solucién se expresa
como X = A™'B. Por ejemplo, el sistema

x+y+z=2, 2x+ y+3z=29, x+y+2z=1

tiene como matriz de coeficientes la matriz A definida anteriormente, y B es el vector columna
<2, 9, 1>, La soluci6n del sistema es:

> X :=~RAinv.<2, 9, 1>;
9
X:=| -6
i
es decir, x=19, y= —6, z= — 1. LinearAlgebra proporciona una forma sencilla de resolver el

sistema AX = B; s6lo necesitamos utilizar la funcién LinearSclwve (&, B):

> X :=linsolve (R, [2, 9, 1]);
9
X:=| -6
=]
Para resolver sistemas de ecuaciones lineales es mejor usar LinearSolve que inversién de ma-
trices, ya que LinearSolve puede resolver algunos sistemas en los que la matriz es singular o no
es cuadrada. Consideremos los sistemas
x+ y=1 x+ y=1
2x+2y=2 7 2x+2y=1
El primer sistema tiene una familia de soluciones dependientes de un pardmetro, x=1 — ¢
¥ =t para valores de t arbitrarios. El segundo sisterna es incoherente y no tiene soluciones.

> Li=Matrix([[1, 1], [2, 2]]) ; Bl :=<1, 2>; B2 :=<1, 1>;

ol ]
e[}
[}

> X :=LinearSolve(L, Bl, freee=t) ;

e |:1 - t2:|
&

Se ha incluido el argumento extra free=t para obligar a LinearSolve a utilizar la variable ¢ con
subindices para indicar los pardmetros. Es més seguro utilizar siempre un argumento de entrada
de este tipo, ya que omitirlo puede hacer que la salida tenga un aspecto extrafio (pruébelo para
verlo). Si el sistema tiene solucién tnica, el argumento free=t simplemente se ignora.

> X := LinearSolve(L, B2, free=t);

Error, (in LinearSolwve)} inconsistent system
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Autovectores y autofunciones

El paquete LinearAlgebra tiene procedimientos para calcular los autovectores y autovalores de
matrices, En el caso de una matriz real y simétrica, los autovalores son siempre reales,

> Ki:=Matrix([[3, 1, -1]1, [1, 4, 1], [-1, 1, 311} :
K:= 1 4 1

> Eigenvalues (K) ;

4
3+./3
s- Vs

La funcién Eigenvalues produce un vector columna con los autovalores de la matriz cuadrada
que se introduce como argumento. En este ejemplo, los tres autovalores son positives, por lo que
K es una matriz definida positiva. La principal utilidad que tendran para nosotros los autovalores
serd la de clasificar los puntos criticos de funciones de varias variables. Para este uso, no es ne-
cesario conocer los correspondientes autovectores, pero si necesitiramos conocerlos, se puede
utilizar la funcién Eigenvectors (K). La salida habria consistido entonces en dos elementos
separados por una coma. El primer elemento es un vector columna que contiene los autovalores
de K; el segundo elemento es una matriz cuadrada cuyas columnas son los autovectores corres-
pondientes a dichos autovalores (si un autovalor tuviera multiplicidad m, habria m columnas li-
nealmente independientes en la matriz).

> Eigenvectors (K) ;

2+ B3 (-2-/3)/3

-3+2./3 -3-2./3
3+4J§ R Y A o
3- /3 —31+2J§ —31—2J§

1

Maple no siempre realiza perfectamente las simplificaciones. Si utilizamos el comando simpli-
fy (% [2]) sobre la salida anterior, veremos que la fila superior de la matriz de autovectores es,
en realidad, mas simple de lo que parece.

Observacion Todas las matrices y vectores utilizados en los ejemplos de esta seccién son de
dimensiones muy pequefias. El paquete LinearAlgebra es capaz de manejar matrices grandes con
cientos de filas y columnas, pero en ese caso es mejor evitar las expresiones simples como
2*M-3*N 0 M.N para realizar combinaciones lineales o productos escalares, y utilizar en cambio
MatrixAdd (M,N,2,-3) yMatrixMatrixMultiply (M, N), que realizan los cdlculos de forma
mucho més eficiente, De forma similar, es conveniente utilizar MatrixVectorMultiply (M, X)
en vez de M.X si X es un vector columna y ScalarMutiply (M,c) en vez de ¢*M sl ¢ es un
nimero,
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Ejercicios 10.7

Utilice Maple para calcular las magnitudes de los Ejercicios
ly2
1. La distancia entre la recta paralela al vector (3, 0, 2)
que pasa por 2i + j — 2k y la recta paralela al vector
(1, 2, 4) que pasa por el punto i + 3j + 4k
2. El 4ngulo (en grados) entre el vector i —j + 2k y el
plano que pasa por el origen y contiene a los vectores
i—-2j—-3kyzi+3j+4k
Utilice Maple para verificar las identidades de los
Ejercicios 3 y 4.

T U(VxW)=Ve(WxU)=WeUxV)

4 UxV)xUxW) = (Us (VxW)U
En los Ejercicios 5-10, defina funciones de Maple que
permitan obtener los resultados indicados. Puede utilizar
funciones ya definidas en LimearAlgebra

3. Una funcién sp (U, v) que produzca la proyeccion
escalar del vector U sobre el vector distinto de cero V.

6. Una funcién vp (U, v) que produzca el vector
proyeccién del vector U sobre el vector distinto de
cero V.

7. Una funcién ang (U, v) que produzca el &ngulo que
forman los vectores distintos de cero U y V, en grados
y como niimero decimal.

& Una funcién unitn(u, V) que produzca un vector
unitario normal a los dos vectores no paralelos Uy V
en el espacio tridimensional,

9. Una funcién volr (U, v, W) que produzca el volumen
del tetraedro del espacio tridimensional generado por
los vectores U, Vy W,

10. Una funcién dist (&, B) que produzca la distancia
entre dos puntos cuyos vectores de posicién son A y B.

Repaso del capitulo

Utilice esta funcién para calcular la distancia entre
[1,1,1,1]yI[3 —1,2 5]

En los Ejercicios 11 y 12, utilice LinearSoclve para

resolver los sistemas dados.

(u+2v+ 3x+4y+ 52=20

Bu—v+b6x+2y—3z=0

M {2u+8 —8x—2y+2z=8

utv+tx+y+z=5

\10u— 30+ 3x—2y+22=5

(u+v+x+y=10

u+y+z=10

12 (ut+x+y=28

utvt+x+z=11

wty—z=1

18 Calcule el determinante de la matriz de coeficientes del
sistema del Ejercicio 11,

14 Calcule los autovalores de la matriz de coeficientes del
sisterna del Ejercicio 12, Exprese sus respuestas en
forma decimal, con cinco decimales de precisién
(utilice evalf). ;Plensa que algunos de ellos son
realmente complejos?

15. Calcule la inversa de la matriz

1 12 13
A=|172 113 14
13 14 15
16. Calcule, en forma decimal (utilizando
evalf (Eigenvals () )), los autovalores de la
matriz A del Ejercicio 15 y los autovalores de su
inversa. Utilice pigits := 10. ;JCémo explica el
hecho de que algunas autovalores parecen ser
complejos? ;Qué relacién parece haber entre los
autovalores de A y los autovalores de su inversa?

Ideas clave
o ;Qué significa lo siguiente?
< Entorno
¢ Conjunto abierto
¢ Conjunto cerrado
< Frontera de un conjunto
¢ Interior de un conjunto

< Vectar en el espacio tridimensional
¢ Producto escalar de dos vectores
¢ Producto vectorial de dos vectores en R?
< Producto escalar triple
¢ Producto vectorial triple
< Matriz
¢ Determinante
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< Plano

< Recta

< Cono

¢ Cilindro
< Elipsoide

< Paraboloide

< Hiperboloide de una hoja
< Hiperboloide de dos hojas
¢ Traspuesta de una matriz
¢ Inversa de una matriz

< Transformacién lineal

< Autovalor de una matriz

* ;Qué es d dngulo que forman los veciores u y v?

. ;Cd:?nseduianxwhhhmde
ny

¢ ;Cudl es la ecuaciin del plano que pasa por F, y
es normal al vecior N?

e ;Cuil es la ecuacién de Ia recta que pasa por Fp
y es paraldla al vecior a?
* Dadas dos malrices 4 y B de 3x 3 jo6mo se
calcula AB?
. ﬁuéshﬂut‘n&uhﬂdphn
+By+Cz+ D=0

e ;Qué es Ia Regla de Cramer, y ofano se usa?

Ejercicios de repaso

Describa los conjuntos de puntos en el espacio
tridimensional que cumplen las ecuaciones o inecuaciones
dadas en los Ejercicios 1-18,

Lx+3z=23 2y—z=21

S x+y+zz0 4 x—2y—4z=38
SRy=1+¥+7 6 y=7

7. x=y —# & z=xy

8+ 447 <4 10 #+ ¥ —4F =4
1. ¥ — f— 47 =0 12 ¥ — - 4F =4
AR (x— 22+ =1 Al (x— 2 + =72
15 {x+2y={] 16 {x+y+22=1

z=3 x+y+z=10

A% {f:y}i—;i: 4 = {ijz;-‘él

Calcule las ecuaciones de los planos y rectas especificados
en los Ejercicios 19-28,
19. El plano que pasa por el origen y es perpendicular a la
recta
r—d yad -2+
2 -1 3

20. FEl plano que pasa por el punto (2, —1, 1) y (1, 0, —1)
y es paralelo a la recta del Ejercicio 19.

21. El plano que pasa por el punto (2, —1, 1) yes
perpendicular a los planos x— y+ z=0y
2x+ y—3z=2

22. El plano que pasa por los puntos (—1, 1, 0), (0, 4, —1)
y (2,0, 0).

28 Fl plano que contiene a la recta interseccién de los
planos x+ y+ z=0y 2x+ y — 3z= 2 y pasa por el
punto (2, 0, 1).

24 El plano que contiene a la recta interseccién de los

planos x+ y+ z=0y Zx+ y—3z=2yes
perpendicular al plano x — 2y — 5z= 17,

25. La ecuacién paramétrica vectorial de la recta que pasa
porel punto (2, 1, —1) y (—1, 0, 1).

8. La ecuacién en forma estandar de la recta que pasa por
el punto (1, 0, —1) y es paralela a los planos
x—y=3yx+2y+z=1,

27. La ecuacién paramétrica escalar de la recta que pasa
por el origen y es perpendicular al plano
3x— 2y +4z=15,

28 [a ecuacién paramétrica vectorial de la recta que une
puntos de las dos rectas

r=(1+0i—-g-(2+2)k
r=20+({-2)§j- (1+3)k
y es perpendicular a ambas rectas,

Exprese las condiciones o cantidades dadas en los
Ejercicios 29 y 30 en funcién de productos escalares y
vectoriales.

28, Los tres puntos cuyos vectores de pasicién son ry, ¥, y
r; estin en la misma recta,

30. Los cuatro puntos cuyos vectores de posicién son 1,
I, I3 y ¥y no estan en el mismo plano,

31. Calcule el 4rea del triangulo cuyos vértices son
(L2 1,4 -1, 0)y(34 -2,

32, Calcule el volumen del tetraedro cuyos vértices son
(1,20, 4, —L1, 8.4 -3y 2.3
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38. Demuestre que la matriz

1 000

2 1 00

4=13 2 1 0

4 3 2 1

tiene inversa, y calcule su inversa s ",
11 1
34 Sead=|2 1 0} ¢Quécondicién debe cumplir

1 0 -1

el vector b para que la ecuacién ¢ x = b tenga
soluciones x? ;Cuéles son las soluciones x si b cumple
la condicién?

3 -1 1
35. ;s la matriz | —1 1 —1 |definida positiva,
E =1 2
negativa o ninguna de las dos cosas?

Problemas avanzados

L. Demuestre que la distancia d desde el punto P hasta la
recta AB se puede expresar en términas de los vectores
de posicién de P, A y B mediante la expresién

|(xq —xp) x (15— 17|

d=
[rq — x5l

2 Dados vectores cualesquiera m, v, w y x, demuestre que
(mxv) x (wxx)=(mxv)ex)w— ((mxv)ewx
=(wxx)euv— (wxx)evu
En particular, demuestre que
(mxv) x (mxw=(mxv)ewn

& Demuestre que el area A del 0 cuyos vértices son
(x, ¥, 0), (x5, 3%, 0) y (x5, ¥, 0) en el plano xy se
expresa como

X yl 1
X, )e 1
X3 Ja 1

4 (a) St L, y L, son das rectas que no son paralelas ni se
cruzan, demuestre que existe una pareja de planos
paralelos P, y P tales que L, estien P, y L; esta
en b,

(b) Obtenga planos paralelos que contengan las
siguientes rectas: L, que pasa por los puntos (1, 1,
0) y (2, 0, 1) y L, que pasa por los puntos (0, 1, 1)
y (1,2 2).

& ;Qué condicién deben cumplir los vectores a'y b para
asegurar que la ecuacién ax x = b tiene soluciones? Si
se cumple esa condici6n, calcule todas las soluciones de
la ecuacién. Describa el conjunto de soluciones.

a"-=§| I







CAPITULO 11

Funciones vectoriales
y curvas

La filosoffa estd escrita en este gran libro, el universo,
que estd continuamente abierto a nuestra observacién, pe-
ro que no se puede entender a menos que uno aprenda
primero a comprender el lenguaje e interprete los caracte-
res en los que esta escrito. Esté escrito en el lenguaje de
las matematicas, y sus caracteres son fridngulos, circulos y
otras figuras geométricas, sin las que es humanamente im-
posible entender una sola palabra de ese libro; sin ellos,
uno simplemente estd vagando por un laberinto oscuro.

Galileo Galilei (15641642)

Introduccion Este capitulo trata de funciones de una sola variable real cuyo va-
lor es un vector. Estas funciones se pueden ver como representaciones paramétricas
de curvas, y las examinaremos desde un punto de vista cinemdtico (considerando la
posicién, velocidad y aceleracién de una particula en movimiento) y desde un punto
de vista geométrico (considerando tangentes, normales, curvatura y torsién). Final-
mente presentaremos un desarrollo simple de las leyes de Kepler del movimiento
planetario.
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Funciones vectoriales de una variable

En esta seccién vamos a examinar varios aspectos de calculo diferencial e integral aplicado a
funciones vectoriales de una sola variable real. Estas funciones se utilizaran para representar
curvas paramétricamente. Es natural interpretar una funcién vectorial de la variable real ¢ como
una posicién, en el instante ¢ de un punto o «particula» que se mueve en el espacio. Las deriva-
das de este vector de posicién serdn entonces otra funcién vectorial que dara la velocidad y la
aceleracién de la particula. Para motivar el estudio de funciones vectoriales, las consideraremos
una descripcién vectorial del movimiento en el espacio tridimensional. Algunos de los ejemplos
que presentaremos serdn de movimiento en el plano; en este caso la tercera componente de los
vectores sera 0 y se omitira.

Si una particula se mueve en el espacio tridimensional, su movimiento se puede describir
dando las tres coordenadas de su posicién en funcién del tiempo £

x=x(0, y=y0 y z=29Y

Sin embargo, es més conveniente sustituir estas tres ecuaciones por una tinica ecuacién vectorial,

r=r()

que expresa el vector de posicién de la particula en movimiento en funcién de ¢ (recuérdese que
el vector de posicién de un punto es el vector que va desde el origen hasta dicho punto). En
funcién de los vectores de la base estandar i, j y k el vector de posicién de la particula en el
instante fes

posicién: r=w() = x(Hi + y()j + z(Hk

A medida que t aumenta, la particula se mueve por un camino, una curva € en el espacio tridi-
mensional. Si z(# = 0, entonces € es una curva plana en el plano xy. Supondremos que € es una
curva continua; la particula no puede saltar instantdneamente de un punto a otro punto distante,
Esto equivale a requerir que las funciones de las componentes x(), ¥(f y z(f) sean funciones
continuas de f, y diremos, por tanto, que r(f) es una funcién vectorial continua de ¢

En el intervalo de tiempo desde ¢ hasta ¢+ Af, la particula se mueve desde la posicién r(9)
hasta la posicién x(t + Af). Por tanto, su velocidad media es

r(t+ A — r()
At
que es un vector paralelo al vector secante que va desde r(f) hasta ¥(¢ + Af). Si la velocidad me-

dia tiene limite cuando At — 0, se dice que r es diferemciable en ¢ y denominaremos al limite
vector velodidad (instantdnea) de la particula en el instante ¢ Llamaremos w({) al vector velocidad:

vector velocidad: v(9) = lim i "f’t 9 _ Edrr(t}

El vector velocidad tiene una direccién tangente a la curva € en el punto v(f) (véase la Figu-
ra 11.1), y apunta en la direccién del movimiento. La longitud del vector velocidad o(f = |v(d)|
se denomina velodidad de la particula:

velocidad: (8 = |w(t)|

Siempre que exista el vector velocidad, sea continuo y no se anule, la curva € es una curva sua-
ve, es decir, tiene tangentes que varfan de forma continua. La curva puede no ser suave en pun-
tos donde la velocidad sea cero, aunque las componentes del vector velocidad sean funciones
suaves de .
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vt}

r(t + Af) G

Figura 11.1 El vector velocidad w(f) es la derivada de la
posicién ¥(f) y es tangente a la curva del
movimiento en el punto cuyo vector de
posicién es r(f.

Considere la curva plana r = £i + 2£j. Sus funciones componentes £ y £ tienen deriva-

das continuas de todos los drdenes. Sin embargo, la curva no es suave en el origen (f = 0), donde su veloci-
dad v = 3/i + 2t§ = O (véase la Figura 11.2). La curva sf es suave en todos los demés puntos donde w(f) # @

|“‘

r=rli+1%j
Figura 11.2 Las componentes de x{f son funciones suaves de ¢, pero la curva
x no es suave en el origen, donde v =0

Las reglas de la suma y la multiplicacién por escalares de vectores implican que

_ar

Y

. (x(t+ A) — x(D At+Ad — ), z2t+ Ad — 2D
_Eo( At i+ At I At k)
G B &

& +drk

Por tanto, la funcién vectorial r es diferenciable en ¢si y sélo si sus tres componentes escalares,
X, ¥y z son diferenciables en ¢ En general, las funciones vectoriales se pueden diferenciar (o
integrar) diferenciando (integrando) sus funciones componentes, suponiendo que los vectores de
la base con respecto a los que se expresan dichas componentes son fijos en el espacio y no cam-
bian con el tiempo.

Continuando con nuestro andlisis de la particula moévil, se define la aceleraciém de dicha
particula como la derivada con respecto al tiempo del vector velocidad:

dv dr
aceleracién; a() = o

La Segunda Ley del Movimiento de Newton establece que esta aceleracién es proporcional a la
fuerza F que produce el movimiento y en su misma direccion: si la masa de la particula es m,
entonces dicha ley se expresa mediante la ecuacién vectorial F = ma
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Describa la curva r= fi+ £j + £k Calcule los vectores velocidad y aceleracion de esta
curvaen (1, 1, 1).
Solucién Como las ecuaciones paramétricas escalares de la curva son

x=t y=F y z=§8

que cumplen y= ¥ y z= ¥, la curva es la interseccion de los cilindros y= ¥* y z= ¥, En cualquier ins-
tante £ los vectores velocidad y aceleracién se expresan como

dr
'_E‘_H 26§ + 3Fk

—dv—E +6&k
a—df—j

El punto (1, 1, 1) de la curva corresponde a ¢ = 1, por lo que la velocidad y la aceleracién en ese punto son
v=1i+2j+3kya=2j+ 6k respectivamente, -

Calcule el vector velocidad, la velocidad y la aceleracidn, y describa el movimiento de
una partfcula cuya posicién en el instante fes

r=3cosowil + 4coswtj + 5senwik
Solucién El vector velocidad, la velocidad y la aceleracién se pueden calcular inmediatamente:

dr
L —3wsenofi — dosenwlj + Swcoswik

v=[¥ =50

a= %= — 3w’ coswf — 40’ cos 0 — 50°sen otk = — o
Obsérvese que |rf = 5. Por tanto, la curva que describe la particula estd en una esfera cuya ecuaci6n es
¥+ +2 =25 Como x=3coswt e y=4coswt, dicha curva también estd en el plano vertical
4x = 3y. Es decir, la particula se mueve siguiendo una circunferencia de radio 5 centrada en el origen y que
estd en el plano 4x= 3y, Obsérvese también que r es periédico, con periodo 27/w. Por consiguiente, la
particula tarda un tiempo 27/ en realizar una revolucién sobre dicha circunferencia, La aceleracion esta
siempre en la direccién de —r, es decir, hacia el origen. Para describir esa aceleracién «que busca el cen-
tro» se utiliza la expresién aceleracdén centripeta -

SEIGTIE Y (El problema del proyectll) Describa el camino que sigue una particula que experimenta
una aceleracién constante hacia abajo, — gk, debida a la gravedad. Suponga que en el instante { = 0la posi-
cién de la particula es xy y su velocidad es .

Solucién Si la posicién de la particula en el instante ¢ es r(d, entonces su aceleracién es d’r/df. La
posici6n de la particula se puede obtener resolviendo el problema de valor inicial
dr dr
?=—gk E =VD, l‘({]] =rg
=0
Se integra la ecuacién diferencial dos veces, Esta integracién introduce un vector constante de integracién
que se puede determinar a partir de los datos proporcionados, evaluando en ¢ = 0:

dr
E=_grk+"u
r= gr?k+ v+

B
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FEsta tiltima ecuacién representa una parbola en el plano vertical que pasa por el punto cuyo vector de po-
sicién es m, y contiene al vector v, (véase la Figura 11.3). Las ecuaciones paramétricas escalares de la para-
bola son

X= lpt + Xp

gt

Z=—?+ Wn.f+£§]

siendo my = Xl + JoJ + 2ky v = i + vgj + wpk

Figura 11.3 La curva que sigue un proyectil disparado desde la posicién r,
con velocidad .

W Un objeto se mueve a la derecha sigulendo la curva plana y = ¥, con velocidad constante
v = 5. Calcule el vector velocidad y la aceleracién de dicho objeto cuando esta en el punto (1, 1).

Solucién La posicion del objeto en el instante fes
r=xi+ 1j

slendo x la coordenada x de la posicién del objeto en funcién de f. El vector velocidad, la velocidad y la
aceleracion en el instante f se expresan como

de dv dy dx
\"—E—El-F 2XE_I—E{1+ 2).:')
dx
v=|v|= = 1+(2;:)2=E,;’1+4;z2

_dv_aﬂxl dx\?
I—E—?( +2):j] +2(E)j

En el calculo de la velocidad se ha utilizado |d/di = dy/dt ya que el objeto se mueve hacia la derecha.
Tenemos el dato de que la velocidad es constante: v = 5. Por tanto,

dx 5

dt 1+ 42

Cuando x =1, tenemos que dx/df=5/,/1+ 4= \/3 por lo que la velocidad del objeto en ese punto es
v= /51 + 2,/5j. Ahora podemos calcular

dx d 5 ( d 5 ) dx

& dt 1142 \& J1142) dt
o 5 . 5  100x
T 21 + 4932 &2 m_ (1 + 4592

En x=1, tenemos que o’ x/df’ =—4. Asl, la aceleracién en ese punto es a= — 4(i+2f) + 1Qj= —4i+2j.
|
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Observacion Notese que en el ejemplo anterior hemos usado x como pardmetro de la curva,
por lo que podriamos haber utilizado ¢ para el tiempo. Si se desea analizar el movimiento por
una curva r = r(#), siendo ¢ un pardmetro, no necesariamente tiempo, entonces habra que utilizar
un simbolo diferente, por ejemplo 1 (letra griega «tau»), para indicar el tiempo. En ese caso, la
velocidad y la aceleracion fisicas de una particula que se mueve por la curva son

_dr_ dt dr _ & _dtde (dt\dr
“d da T T x T wd \a&) &

Hay que tener cuidado con la forma de interpretar ¢en problemas donde el tiempo sea relevante,

v

Diferenciacion de combinaciones de vectores

Los vectores y los escalares se pueden combinar de varias formas para formar otros vectores o
escalares. Los vectores se pueden sumar y multiplicar por escalares, y también pueden ser facto-
res en productos escalares y vectoriales, Se pueden aplicar las reglas de diferenciacién apropia-
das a todas esas combinaciones de funciones vectoriales y escalares; se resumen en el siguiente
teorema.

TEOREMA ({J) Regdas de diferenciacion de funciones vectariales

Sean u(f) y v(9) funciones vectoriales diferenciables, y sea A(f) una funcién escalar diferen-
ciable, Entonces w(f) + w(f), A(dwu(f), w(d e v(d, w(f) x v() y w(4(d) son diferenciables, y

@ < (ulh + () = () + V()

B 2 Gow = 10w + 0w

() QE; (u(h e w(h) = w() e v() +u(hev()
@ 3 0 xv(t) = w(o xv) + w)x V0
@ 2 @) = Howao)

Ademas, en todo punto donde w(f) # 0,

u(f) ew'(d

d
(f) alﬂ(ﬁ|=w

Observacion Las formulas (b), (c) y (d) son versiones de la Regla del Producto. La férmu-
la (e) es una version de la Regla de la Cadena. La férmula (f) es también un caso de la Regla de

la Cadena aplicada a |u| = ,/mewm. Todas ellas tienen la forma obvia. Nétese que el orden de
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los factores es el mismo en los términos de los dos miembros de la férmula del producto vecto-
rial (d). Es esencial conservar el orden ya que, a diferencia del producto escalar o del producto
de un vector por un escalar, el producto vectorial no es conmutativo.

Observacion La férmula de 1a derivada de un producto vectorial es un caso especial del de la
derivada de un determinante 3 x 3 (véase la Seccién 10.3), Como todos los términos del desa-
rrollo de un determinante de cualquier orden son un producto en el que interviene un elemento
de cada fila (o columna), la Regla del Producto general implica que la derivada de un determi-
nante n X n cuyos elementos sean funciones serd una suma de n determinantes n X n, y en cada
uno de ellos los elementos de una de las filas (o columnas) estaran diferenciados. Para el caso

3 x 3 tenemos que

d an(h  apl
& an (B ax(d
ay ()  axn(d

anl)  ap(l
+ |an(@  ax(d
as () az(l

ajs(h
()
axs(

ajs(f)
as(f)
ax5(1)

any(g  ap(d
= lay() ax()
ay () axn(

an(®  ap
+ lan(@  axn(d
ay () axn(h

a0

ay5(0)
ap()
(1)

ST LN Demuestre que la velocidad de una particula mévil permanece constante durante un inter-

valo de tiempo si y sélo si la aceleracién es perpendicular al vector velocidad durante dicho intervalo.

Solucién Como (v(#))? = w() » ¥(), tenemos que

b d

Eﬂ(f) E = E

w(®)*

Tt

d
(w(2) »v(D)

=a()ev() +v()eall) =2v() eal)

Si suponemos que v(#) # 0, se deduce que dy/df =0 si y solo si vea =0. La velocidad es constante si y
solo si el vector velocidad es perpendicular a la aceleracién,

ST Siowes tres veces diferenciable, calcule y simplifique la derivada del producto triple

d

dt

{e(35)

_E.

nh(chdﬂ

dt™ df

(&%)

Solucién Utilizando varias versiones de la Regla del Producto, se calcula

')+..

=04+0+me|—

dt e

L X W

da d'a N da d’m
FENE

)

da da
dt’ b

El primer término se anula porque dw/dfes perpendicular a su producto vectorial con otro vector; el segun-

do término se anula porque es el producto vectorial de vectores idénticos.




704 cCcALcuLO

Ejercicios 11.1

En los Ejercicios 1-14, calcule el vector velocidad, la
velocidad y la aceleraci6n en el instante fde la particula
cuya posicién es r(#), Describa la curva que sigue la
particula.

Lr=i+4§ 2r=Frit+k

Sr=j+ik Ar=i+4+k
Sr=A-f+k & r=d+7+k
7. r=acosti+ asenfj + ctk

& r=acosewt + bj + asenwtk

A r=3costi +4cosfj + Ssentk

10 r=3cos+4sentj + tk

1L r=adi+ bej + cc'k

12 r = atcoswfi + atsenwifj + binrk

18 r=¢'cos ()i + e "sen(d)j — €k

14 r=acostsent + asen’ fj + acostk

15 Una particula se mueve por la circunferencia
¥ + ¥ = 25 a velocidad constante, realizando una
revoluci6n en 2 5. Calcule su aceleracién cuando esta
en el punto (3, 4).

16. Una particula se mueve hacia la derecha por la curva
¥ = 3/x. 5i su velocidad es 10 cuando pasa por el punto
(2, 3), scudl es su velocidad en ese instante?

17. Un punto P se mueve por la curva de interseccion del
cilindro z= ¥ y el plano x+ y =2 en la direccién
de valores de y crecientes, con velocidad constante
v = 3. Calcule la velocidad de P cuando esté en el
punto (1, 1, 1).

18 Un objeto se mueve por la curva y= ¥, z= x* con
velocidad vertical constante dz/dt= 3. Calcule el
vector velocidad y la aceleracién del objeto cuando
estd en el punto (2, 4, 8).

19. Una particula se mueve por la curva
r=3ul+ 307§ + 2u’k en la direcci6n
correspondiente a valores de u arecientes, con una
velocidad constante de 6. Calcule el vector velocidad
y la aceleracién de la particula cuando esti en el
punto (3, 3, 2).

20. Una particula se mueve por la curva interseccién de
los cilindros y = — ¥ y z= ¥ en la direccién en la que
x arece (todas las distancias estdn en centimetros). En
el instante en el que la particula esta en el punto
(1, —1, 1), su velocidad es de 9 cm/s, y esta creciendo
arazén de 3 cm/s%, Calcule el vector velocidad y la
aceleracién de la particula en ese instante,

21. Demuestre que si el producto escalar de la velocidad y
la aceleracién de una particula mévil es positivo
(negativo), entonces la velocidad de la particula es
creclente (o decreciente).

22, Verifique la férmula de la derivada del producto
escalar dada en el Teorema 1(c),

23, Verifique la formula de la derivada de un determinante
3 x 3, que se presenta en la segunda observacién que
sigue al Teorema 1. Utilice esta férmula para verificar
la férmula de la derivada del producto vectorial del
Teorema 1.

24 5i los vectores de posicién y de velocidad de una
particula mévil son siempre perpendiculares,
demuestre que la curva que sigue la particula esta en
una esfera,

25. Generalice el Ejercicio 24 al caso en el que el vector
velocidad de la particula es siempre perpendicular a la
recta que une la particula con un punto fijo P,

8. ; Qué se puede decir sobre el movimiento de una
particula en un determinado instante cuando sus
vectores de posicién y de velocidad cumplen
rev> 07 ;Qué se puede decir cuando rev < 07

En los Ejercicios 27-32, suponga que las funciones

vectoriales que aparecen tienen derivadas continuas de

todos los érdenes necesarios,

. l'l'l'l.lESeq’l.]l?ﬂi.r dfxﬂﬁ_'z

_da d'u
T a&de

28 Exprese la Regla del Producto para aﬂ; (me (¥vxw),

28, Exprese la Regla del Producto para aﬂ; (ax (vxw),
d da dm

30. Desarrolle y simplifique: 7 (lx (E x?))

3. Desarrolle y simplifique: gr (m+ m") o (mxw)).

3. Desarrolle y simplifique: % (mxw) e« (@ xu’),

33. Si en todos los instantes ¢ las vectores de posici6n y
velocidad de una particula mévil cumplen w(f) = 2r(3,
y si #(0) = 1y, calcule () y la aceleracién a(f). ;Cual
es la curva del movimiento?

¢34 Verifique que r= rycos (w) + (vo/w)sen (wi)

satisface el problema de valor inicial

#
Z=—dr ¥ =w

Es la tinica solucién, Describa la curva (). ;Cual es
la curva si x, es perpendicular a v;?

ri0) =r,
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©35 (Caida libre con resistencia del aire) La posicién siendo ¢ una constante positiva, Si r= 1, y dr/dt =y
de un proyectil que cae bajo la accién de la gravedad en el instante f=0, calcule r() (Sugerencia. Sea
y es frenado por la resistencia del aire, que es w = ¢%(dr/dl). Demuestre que la solucién tiende a la
proporcional a su velocidad, cumple del problema del proyectil presentado en esta seccién
Fr 4 cuando ¢— 0.
£ E g

kPl Algunas aplicaciones de la diferenciacion vectorial

En muchos problemas interesantes de mecanica interviene la diferenciacién de funciones vecto-
riales. En esta secci6n se realiza una breve presentacién de algunos de ellos.

Movimiento de una masa variable

El momendo p de un objeto en movimiento es el producto de su masa m (un escalar) y su velo-
cidad (un vector) v: p= mw. La Segunda Ley del Movimiento de Newton establece que la velo-
cidad de cambio del momento es igual a la fuerza externa que actia sobre el objeto:
_dp_d
F=2=a™

Sélo en el caso de que la masa del objeto permanezca constante esta ley se reduce a su forma
més familiar F = ma. Cuando la masa cambia debe considerarse el momento en vez de la acele-
racion,

SEIGTIR N (Cambio en la velocidad de um cohete) Un cohete acelera quemando el combustible que
ransporta, i los gases de la combustion se expulsan del cohete con una velocidad constante v, relativa al
cohete, y sl el cohete expulsa pP6 de su masa inicial mientras sus motores estin funcionando, jcunto cam-
biara la velocidad del cohete? Suponga que el cohete esta en el espacio profundo, de forma que se puede
despreciar la fuerza gravitatoria y cualquier otra fuerza externa que pudiera actuar sobre &I,

Solucién Como no actiian fuerzas externas sobre el cohete (es decir, F = @), la ley de Newton implica
que el momento total del cohete y de los gases que expulsa permanecera constante, En el instante £ la masa
del cohete es m(d y su velocidad es w(f). En el instante f+ Af la masa del cohete es m+ Am (slendo
Am < (), su velocidad es v+ Av, y la masa —Am de los gases expulsados ha escapado con velocidad
v + ¥, {relativa a un sistema de coordenadas fijo en el espacio). Igualando los momentos totales en f y en
t + At se obtiene

(m+ Am)iv+ Av) + (—Am) (v +v) = nw
Simplificando esta ecuacién y dividiendo por Afresulta
Av  Am
A
y, tomando el limite cuando Af— 0,
dv dm
T dr
Supongamos que el motor se enciende desde t = 0 hasta f = T. Por el Teorema Fundamental del Calculo, la
variacidn de la velocidad del cohete sera

" dv "1 dm
\'{T] —‘"{U:I =-|.u Efff= (J.D E Etﬂ)\'e

_ _ — om0
= (Inm(T) — In m(0))v, = ln(mm 4
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Como m(0) > m(T), tenemos que In (m(0)/m(7)) > 0 y, tal como se esperaba, la variacién de la
velocidad del cohete se producird en la direccién opuesta a la velocidad de expulsion v.. Si p%
de la masa del cohete se expulsa durante la ignicién, entonces su velocidad cambiaré en la canti-
dad —w.In (100/(100 — p)). -

Observacion Es interesante advertir que este modelo no impone restricciones en la magnitud
que puede alcanzar la velocidad del cohete, suponiendo que un porcentaje suficientemente gran-
de de su masa inicial es de combustible. Véase el Ejercicio 1 al final de la secci6n.

Movimiento circular

La velocidad angular Q de un cuerpo en rotacién es su velocidad de rotacién medida en radianes
por unidad de tiempo. Por ejemplo, la lampara de un faro que gira con una velocidad de 3 revo-
luciones por minuto tiene una velocidad angular de Q = B radianes por minuto. Es titil repre-
sentar la velocidad de rotacién de un cuerpo rigido alrededor de un eje en funcién de un vector
velocidad angular en vez de representarla simplemente respecto a la velocidad angular escalar.
El vector velocidad angular Q tiene un médulo igual a la velocidad angular Q y su direccién
coincide con el eje de rotacion, de forma que si el pulgar extendido apunta en la direccién de Q,
entonces los demés dedos rodean al eje en la direccién de la rotacién.

Si el origen del sistema de coordenadas est4 en el eje de rotacién, y si ¥ = r(f) es el vector
de posicién en el instante f de un punto P del cuerpo en rotacién, entonces dicho punto se mueve
siguiendo una circunferencia de radio D = |r(f)|sen 6, siendo @ el dngulo (constante) entre Q y
r() (véase la Figura 11.4), Por tanto, P recorre una distancia 2z D en un tiempo 27/Q y su velo-
cidad lineal es

distancia 2=/D
tiempo  2m/Q

Como la direccién de Q se define de forma que Qxx(# apunte en la direccién del movimiento
de P, la velocidad lineal de P en el instante ¢ se expresa como

= QD= |Q||r(d|send = |Qx r(d)]

g= vil) = Qxr()

Figura 114 Rotacion con velocidad angular @: v = Qxr.

w El vector de posicién x(#) de una particula P en movimiento satisface el problema de valor

inic
dr—zl
i x ()
r(0) =i+ 3j

Calcule x() y describa el movimiento de P.
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Solucién Hay dos formas de resolver este problema. Lo haremas de ambas.

METODO L Tenlendo en cuenta la presentacion anterior, la ecuacién diferencial dada es compatible con
una rotacién alrededor del eje x con un vector de velocidad angular 2i de forma que la velocidad angular
es 2, y el movimiento se produce en sentido contrario al de las agujas del reloj visto de lejos desde el eje x
positivo, Por tanto, la particula P se mueve sigulendo una circunferencia en un plano x = constante y cen-
trada en el eje x. Como Pesti en (1, 3, 0) en el instante ¢ = 0, el plano de movimiento es x = 1, y el radio
de la circunferencia es 3. Por consigulente, la ecuacién paramétrica de la circunferencia es de la forma

r=1i+ 3cos(df)j + 3sen(i)k

P recorre una vez la circunferencia (27 radianes) en un tiempo ¢= 2r/4, por lo que la velocidad angular es
A. Por consiguiente, 4 = 2 y el movimiento de la particula se expresa como

r=1+ 3cos(24j + 3sen(2hk

METODO IL Se descompone la ecuacién diferencial vectorial dada en sus componentes:

de, dy, d&

EI+EJ+Ek_Elx(‘d+}d +Zk:| ——2Z_I+2yk
dx dy dz
P

La primera ecuacién implica que x = constante, Como x(0) = 1, tenemos que x{#) = 1 para todo . Diferen-
clando la segunda ecuaci6én con respecto a ¢ y sustituyendo en la tercera ecuacién, se llega a la ecuacién del
movimiento arménico simple en y.

&y dz

? =72 Ei‘ =— 4}’

Una solucién general de esta ecuacion es
y= Acos(2f) + Bsen (24

Entonces, z= —3 (dy/df) = Asen (28 — Bcos (24, Como y(0) = 3 y 0) = 0, tenemos que A=3y B=0,
Por cmsigmeme la particula P se mueve en sentido contrario al de las agujas del reloj siguiendo el camino
circular

r=1i+ 3cos(2fj + 3sen(20k

en el plano x= 1 con velocidad angular 2. -

Observacion La Segunda Ley de Newton establece que F = (d/dj(mv) = dp/dt, siendo
p = mv el momento (lineal) de una particula de masa m que se mueve bajo la mﬂuenma de una
fuerza F. Esta ley se puede reformular de forma apropiada para describir el movimiento rotacio-
nal, Si r(# es la posicion de la particula en el instante ¢ entonces, como vxv =0,

= rxlﬂ—E(rx(m}}—vx(mv}+rx£r(mv}—rxl?

Las magnitudes H = rx (nwv) y T = rx F son, respectivamente, ¢l momento angular de la par-
ticula respecto al origen y el tomque de F respecto al origen. Hemos demostrado que

El torque de las fuerzas externas es igual a la velocidad de cambio del momento angular de una
particula, Esta expresién es la andloga de F = dp/dt para el caso de movimiento rotacional.
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Sistemas en rotacion y el efecto de Coriolis

El procedimiento de diferenciar una funcién vectorial diferenciando sus componentes sélo es va-
lido si los actores de la base no dependen de las variables de diferenciacién. Este no es el caso
en algunas situaciones en mecénica. Por ejemplo, al modelar fendmenos meteorolégicos a gran
escala, el analisis estd afectado por el hecho de que un sistema de coordenadas fijo con respecto
a la tierra es de hecho un sistema en rotacion (con la tierra) con respecto a direcciones fijas en el
espacio,

p:}’ara entender el efecto que tiene la rotacion del sistema de coordenadas en la representacién
de la velocidad y de la aceleraci6n, consideremos dos sistemas de coordenadas cartesianas (es
decir, sistemas de ejes con los correspondientes vectores unitarios de la base), un sistema (fijo)
cuya base es {I J, K}, que no rota con la tierra, y un sistema en rotacién cuya base es {i j, k},
unido a la tierra y, por lo tanto, en rotacién con su misma velocidad angular, concretamente,
n/12 radianes/hora. Supongamos que el origen del sistema de coordenadas fijo es el centro de la
tierra, y que K apunta al norte, Entonces la velocidad angular de la tierra es = (n/12) K. El
sistema fijo se mueve con la tierra en su érbita alrededor del Sol, pero no rota con la tierra y,
como la rotacién orbital de la tierra alrededor del Sol tiene una velocidad angular de 1/365 de la
velocidad angular de rotacién alrededor de su eje, podemos despreciar este efecto, mucho menor
de la rotacién de la tierra debido a su 6rbita alrededor del Sol.

Tomemos el origen del sistema de coordenadas que rota en la posicién del observador en la
superficie de la tierra, por ejemplo, en un punto £, cuyo vector de posicion es R, con respecto al
sistema de coordenadas fijo', Supongamos que P, tiene una colatitud de ¢ (4ngulo entre R, y
K), que cumple 0 < ¢ < =, de forma que F; no esté en el polo norte ni en el polo sur, Suponga-
mos que i y j apuntan, respectivamente, al este y al norte de P, Entonces, k debe apuntar direc-
tamente hacia arriba (véase la Figura 11.5).

Figura 115 Los sistemas de coordenadas fijo
y local,

Como los vectores i j, k y R, estdn rotando con la tierra (con velocidad angular €), tenemos,
como se ha demostrado anteriormente en esta seccién,
di dj dk dR,

a=ﬂxi, E=ﬂx.], E=ﬂxk y ?=nxlﬂ

! H autor desea agradecer a su colega, el Profesor Lon Rosen, la sugerencia de este enfoque en el analisis de un siste-
ma de coordenadas en rotacién,
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Toda funcién vectorial se puede expresar en funcién de cualquier base. Sean R(f), V() y A(f 1a
posicién, velocidad y aceleracién de un objeto en movimiento con respecto al sistema de coorde-
nadas fijo, y v(#, w(f) y a(f las mismas magnitudes con respecto al sistema de coordenadas en
rotacién, Entonces,

R=XI+ YJ+ZK r=xi+ )+ &k

dx_ dY_ dZ dx, dy, dz
Vgl gt gh wegle aE gk

i A d&x, dy, dz
A=ttt gk a=gltgltek

(Qué relacién guardan los valores de estos vectores en el sistema de coordenadas en rotacién
con los valores en el sistema de coordenadas fijo? Como el origen del sistema de coordenadas en
rotacién es Ry, tenemos que (véase la Figura 11.6)

R=R,+r

objeto en movimiento
r

P{:
R ohservador

Figura 11.6 Vectores de posicién respecto a los sistemas de coordenadas fijo
centro de la tierra y en rotacion,

Cuando se diferencia con respecto al tiempo, hay que recordar que Ry, i j y k dependen del
tiempo. Por tanto,
_dR _dRy, dx, di dy, dj dz dk
V_E_?+EI+XE+EJ +_}'E‘+’ak+2E
=v+OxR; + Qxi+ ) Oxj+ Axk

=v+OxR, + Qxr

=v+OxR
De forma similar,
A= Bens.w
_dt_dt‘r xR)
d*x dy di d"zy dy dj d*z dz dk dR
=i+t — —+—2jt= o+ k+— —+Qx—
a2 dt di o ded T dt dt  de o d dr o dt

=a+QOxv+QOQx(V)
=a-+20xv+Ox(QAxR)

El término 2Q x v se denomina aceleracién de Caridlis, y el término Qx (2 xR) se denomina
aceleracién ceniripeta
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Supongamos que nuestro objeto mévil tiene una masa m y que actiia sobre él una fuerza ex-
terna F. Por la Segunda Ley de Newton,

F=mA=ma+2mlxv+ mx (QxR)
0, en otros términos,

F
a= e 20xv — Ox (Q2xR)

Para un observador situado en la superficie de la tierra, el objeto parece estar sujeto a F y a dos
fuerzas adicionales, la fuerza de Cariolis, cuyo valor por unidad de masa es —2Qxv, y la
fuerza cenirifuga, cuyo valor por unidad de masa es —Q x (QxR), Las fuerzas centrifuga y de
Coriolis no son fuerzas «reales» actuando sobre el objeto, Son fuerzas ficticias que compensan el
hecho de que estamos midiendo la aceleracién con respecto a un sistema que estamos conside-
rando fijo, aunque en realidad esta en rotaci6én y, por tanto, tiene aceleracion.

Obsérvese que la fuerza centrifuga apunta directamente hacia el exterior del eje polar de la
tierra. Representa el efecto correspondiente a que el objeto mévil desea continuar moviéndose en
linea recta y «despegar» de la tierra, en vez de continuar su rotacién con el observador. Esta
fuerza tiene su méximo en el ecuador (donde Q es perpendicular a R), pero su magnitud es muy
pequena: |QR;| ~ 0.003g,

La fuerza de Coriolis es de una naturaleza muy diferente a la fuerza centrifuga. En particular,
es cero si el observador percibe que el objeto est4 en reposo. Es perpendicular a la velocidad del
objeto y al eje polar de la tierra, y su magnitud puede alcanzar un valor de 2|€Q| |v| y, en particu-
lar, puede ser mayor que la de la fuerza centrifuga si |v| es suficientemente grande.

Figura 11.7

(a) Componentes tangencial y normal
de la velocidad angular de la tierra
en los hemisferios norte y sur,

(b) En el hemisferio norte, la fuerza
tangencial de Coriolis modifica la
direccion de los vientos hacia la
derecha cuando se dirigen hacia
el drea de bajas presiones B, por
lo que los vientos se mueven en

b3 sentido contrario al de las agujas

(b) del reloj alrededor del ceniro de B.

(Vientos que giran arededar del gjo de una tarmenta) [a circulacién de los vientos
alrededor del centro de una tormenta es un ejemplo del efecto de Coriolis, El ojo de una tormenta es un
area de bajas presiones que absorbe aire hacia ella. La direccién de rotacién de la tierra es tal que la veloci-
dad angular Q apunta al norte y es paralela a su eje de rotacién, En cualquier punto P de la superficie de la
tierra, podemos expresar £} como una suma de una componente tangencial (a la superficie de la tiemra) y
una componente normal (véase la Figura 11.7(a)),

QA = 0(P) + QP

Si Pestd en el hemisferio norte, (P apunta hacia arriba (en sentido contrario al centro de la tierra). En
ese punto la «fuerza» de Coriolis € = — 20(P) x ¥ que actiia sobre una particula de aire moviéndose con la
velocidad horizontal w tiene componentes horizontal y normal

C=—20,xv—20,xv=Cy+ C;
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H efecto de la componente normal de la fuerza de Coriolis se puede despreciar, ya que el aire no es libre
de viajar grandes distancias en sentido vertical. Sin embargo, la componente tangencial de la fuerza de Co-
riolis, Cr= — 20 x v, estd orlentada a 90° a la derecha de v (en el sentido de las agujas del reloj respecto
a v). Por tanto, las particulas de aire que estdn slendo absorbidas hacia el ojo de la tormenta experimentan
una desviacién de Coriolis hacia la derecha y realmente recorren una espiral hacia el ojo en sentido contra-
rio al de las agujas del reloj. En el hemisferio sur, donde la componente normal £ esta dirigida hacia el
centro de la tierra, ocurre lo confrario, La fuerza de succién F, la velocidad v y la componente tangencial a
la superficie de la tierra de la fuerza de Coriolis, €5 de una particula de aire en dos posiciones de su cami-
no alrededor de un 4rea de bajas presiones en el hemisferio norte se muestran en la Figura 11.7(b). -

Observacion Los fuertes vientos que se mueven en espiral hacia dentro alrededor de un 4rea
de bajas presiones se denominan ciclemes. Los fuertes vientos que se mueven en espiral hacia
fuera alrededor de un 4rea de altas presiones se denominan amticiclomes. Estos tltimos se mue-
ven en espiral en sentido contrario al de las agujas del reloj en el hemisferio sur y en el sentido
de las agujas del reloj en el hemisferio norte, El efecto de Coriolis es también la causa de la alta
velocidad del flujo hacia el este de las corrientes en chorro de las capas altas de la atmésfera en
latitudes medias en ambos hemisferios, cuya energia es suministrada por la subida de aire tropi-
cal caliente y su posterior movimiento hacia los polos.

Las relaciones entre los vectores de la base en los sistemas de coordenadas fijo y mévil se
pueden utilizar para analizar muchos fenémenos. Recuérdese que R, forma un angulo ¢ con K
Supongamos que la proyeccién de Ry en el plano ecuatorial (que contiene a I'y a J) forma un
angulo 0 con I como se muestra en la Figura 11.5. Una observacién cuidadosa de dicha figura
deberia convencernos de que

i=—senfI + cosOJ
J = —cos ¢cos 01 — cos ¢psen OF + sen pK
k = sen ¢ cos 0 + sen ¢psen 0F + cos gK
De forma similar, o despejando I J y K de las ecuaciones anteriores,
I=—senfi— cos¢cosj + sengpcosfk
J = cosfi— cos ¢psenfj + sen ¢psenfk
K = sen ¢j + cos ¢k

Nétese que cuando la tierra rota alrededor de su eje, ¢ permanece constante, pero 6 se incremen-
ta a razén de (r/12) radianes/hora.

Ejemplo L3 Suponga que la direccidn al sol estd en el plano de I'y K, y que forma un angulo ¢ con L.
Por tanto, el sol esta en la direccidn del vector
8 = cosgl + sencK

¢ = 0 en los equinoccios de marzo y septiembre, y ¢ & 23.5° y —23.5° en los solsticios de junio y diciem-
bre, Calcule la longitud del dia (el tiempo que transcurre entre la salida y la puesta del sol) para un obser-
vador situado en una colatitud de ¢.

Solucion El sol ser4 visible para el observador si el 4ngulo entre § y K no es superior a #/2, es decir, si
S+k > 0. Por tanto, el iempo que dura el dia corresponde a

cosesen ¢pcosf + sengcos ¢ = 0
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tang

tan ¢

za la igualdad. Concretamente, cuando

A -1 (_lang
0= 0, = +cos ( tan¢)

si tal valor existe (existirdi si ¢ =0 = 00sin — ¢ = —g = 0). En este caso, el tiempo que dura
el dfa para el observador es

20, 24 sy tang
om x 24 = . cos ( tan¢)Mras

Por ejemplo, el 21 de junio en el circulo polar artico (donde ¢ = o) el dia tendra una duracién
de (24/n)cos™}(—1) = 24 horas. =

0, en ofros términos, cosf = . La salida y la puesta del sol se producen cuando se alcan-

Ejercicios 11.2

L ;Qué fraccién de su masa total inicial debera quemar
como combustible el cohete considerado en el Ejemplo

1 para acelerar en linea recta desde el reposo hasta la
velocidad de expulsion de sus propios gases? ;Y hasta el

pasar al satélite directamente por encima de él. ;En
qué direccién le parece al observador que se mueve?
Desde el punto de vista del observador, ;cudl es el
valor aproximado de la fuerza de Coriolis que actia

*2 Cuando actia con su maxima

doble de esa velocidad?

potencia, el motor de un
vehiculo autopropulsado puede acelerar dicho vehiculo
(cuya masa es de Mkg) en una pista horizontal a razén
de a m/s’, El tanque de combustible est4 lleno en el
instante cero, pero su contenido se pierde por un
agujero en su fondo con una velocidad de k kg/s desde
el instante inicial, Si el coche esta en reposo en el
instante cero y se aplica toda la potencia a partir de ese
instante, ;con qué velocidad se estara moviendo en un
instante f antes de que el tanque se vacfe?

®3 Resuelva el problema de valor inicial

dr
E=er' ri0) =ixk

Describa la curva r = x(f).

sobre el satélite?

+ @ Repita el Ejercicio 5 para un observador situado a una

* T

latitud de 45° en el hemisferio norte,

Describa las componentes tangencial y normal de la
fuerza de Coriolis que actiia sobre una particula que
se mueve con velocidad horizontal v en (a) el polo
norte, (b) el polo sur, (c) el ecuador. En general, ;cudl
es el efecto de la componente normal de la fuerza de
Coriolis en las proximidades del ojo de una tormenta?

(Localizacién de la salida y puesta del sol) Amplie
el argumento del Ejemplo 4 para determinar dénde
saldra y se pondra el sol en el horizonte de un
observador situado en Fy. Concretamente, si p es el
angulo que forman j y 8 (la direccién al sol) en la
salida o en la puesta del sol, demuestre que

seno
¢4 Un objeto se mueve de forma que su vector de S &
posicion x{f) satisface
& Por ejemplo, si ¢ =0 (los equinoccios), entonces
—=ax @ — b u = m/2 en todas las colatitudes ¢ el sol se levanta

y r(0) = r,. a, b y r, son vectores constantes dados,
con @ # @ Describa la curva que sigue el objeto en su
movimiento,

9.

exactamente por el este y se pone exactamente por el
oeste en esos dias,

Vancouver, Canad4, estd a una latitud de 49,2° N, por
lo que su colatitud es de 40.8° ;Cuanto tiempo estara
el sol visible en Vancouver el 21 de junio? O, de otra

El efecto Caridlis

+& Un satélite describe una 6rbita baja, circular y polar
alrededor de la tierra (es decir, pasa sobre los polos
norte y sur), Realiza una revoluci6én cada dos horas,
Un observador situado sobre la tierra en el ecuador ve

manera, ;cudnto tiempo serfa visible si no estuviera
lloviendo y no hubiera montafias alrededor? ;A qué
angulos respecto al norte sale y se pone el sol?

10. Repita el Ejercicio 9 para Umed, Suecia (latitud
83.5° N).



