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INTRODUCERE 

Studiul fizicii începe obligatoriu cu studiul mecanicii, deoarece în cadrul 
mecanicii se înyaţă noţiunile fundamentale : traiectOrie, viteză, acceleraţie, 
forţă, masă, lucru mecanic, energie, impuls, moment cinetic etc. şi se sta
bilesc legi fundamentale : principiile mecanicii, teoremele· impulsului, mo
mentului cinetic, energiei cinetice, conservării energiei mecanice eţc., noţi

uni şi legi folosite în toate capitolele fizicii. 
Să facem cîteva observaţii generale astl.pra fizicii, apoi asupra mecanicii. 
1. Fizica - ştiinţă a natnrii. Fizica (physis = natură, in llmba greacă) 

otudiază cele mai generale şi mai simple forme de mişcare a materiei (me· . 
canice, termice, electromagnetice etc.). 

Prin materie se înţelege realitatea obiectivă care există în mod inde
pendent de conştiinţa umană şi este reflectată adecvat de aceasta. 

Atributul fundamental al materiei, modul său de existenţă, este miş· 
carea. Prin mişcare 'se înţelege orice schimbare sau proces : deplasare meca
nicii în spaţiu, reacţie chimică, radiaţie electromagnetică, proces bi(}logic, 
gîndire. 

Formele fizice de mişcare a materiei participă totdeauna şi la formele 
superioare, mai complexe, de mişcare (biologice, sociale etc.), fără a epuiul 
lnsă esenţa lor calitativă. Astfel, legea conservării energiei se aplieă tuturor 
pr(}ceselor : chimice, biologice etc. ; legea atracţiei universale se aplică 
tuturor corpurilor : simple sau complexe, vii sau neînsufleţite ş.a.m.d .. 

Scopul fizicii este descrierea, explicarea şi prevederea fenomenelor naturii, 
pentru a le putea stăpîni şi folosi. 

Dezvoltarea fizicii a fost stimulată de necesităţile practice ale oamenilor. 
l.a rîndul lor descoperirile şi realizările fizicii stau la baza dez\>oltării teh
nicii ; metodele de cercetare fizice şi aparatura creată de fiziCieni se aplică 
şi in celelalte ştiinţe ale naturii (de exemplu, in chimie, biologie). 

Fizica stabileşte legi pe baza observaţiilor şi a experimentului ştiinţWc. 
Legea eocprimă legătura necesară şi esenţială intre fenomene, legătura dintre 
cauză şi efect, care condiţionează o dezvoltare determinată a fenomenelor. 

Observaţia este studiul fenomenului In condiţiile sale naturale de des
făşurare, în timp ce experimentul ştiinţific este reproducerea fenomenului 
In diverse condiţii create artificial, cu scopul de a descoperi legităţile fe
nomenului. 

1,egile fizicii pot fi stabilite (descoperite şi formulate) numai într-o anu
mită etapă sau grad de dezvoltare a practicii social-istorice, a ştiinţelor, 
a tehnicii şi de· obicei în urma nnor nenumărate şi îndelungate cercetări. 



După milenii de dezvoltare istorică a civilizaţiei au putut fi stabilite, de 
exemplu, legile mişcărilor planetelor (!J. Kepler 1609, 1619), legea inerţiei 
(Galilei 1632), legile mecanicii (I. Newton 1687), legea atracţiei universale 
(1. Newton 1687), legile mecanicii relativiste (A. Einstein 1905), legile me
canicii cuantice (1925) etc. 

Descrierea şi explicarea fenomenelor trebuie să fie cantitativă - condiţie 

fundamentală a ştiinţelor exacte - de aceea matematica este un instrument 
indispensabil fizicii. Dar cantitatea se determină numai prin măsurări, 
de aceea măsurarea este un proces fundamental în fizică. 

ln proprietăţile materiei.se evidenţiază ideea dezvoltării şi interconroiunii, 
precum şi principiul cauzalităţii - bază a prevederii desfăşurării fenomenelor. 

Dezvoltarea fizicii duce inevitabil la concepţia materialist-dialectică 

.asupra lumii, anume că aceasta este, prin natura sa, materială. Materia,_ 
necreată şi indestructibilă, este unicul izvor a tot ce există. Conştiinţa 
este un produs al dezvoltării istorice a materiei. Conştiinţa poate reflecta 
adecvat materia, ca atare lumea poate fi cunoscută. în acest sens, activitatea 
practică a oamenilor este hotărîtoare. 

2. Teoria şi practica. Domeniul fenomenelor studiate de fizică s-a lărgit 
odată cu dezvoltarea practicii social-istorice a omenirii. Obiectul şi 

metodele fizicii au evoluat. De exemplu, în secolul 18 a predominat meca
nica, în secolul trecut- electromaguetismul, îu secolul nostru fizica 
atomică etc. 

Practica apare îu triplu rol : de izvor al cunoştinţelor noastre, de crite
riu al adevărului şi de scop al cunoaşterii. 

Cercetarea ştiinţifică realizează unitatea dintre teorie şi practică, in 
care rolul practicii este hotărîtor, iar rolul teoriei conducător. Practica fără 
teorie este oarbă, iar teoria fără practică este sterilă. 

Teoria explică un ansamblu de fenomene folosind un număr mic de 
ipoteze sau legi fundamentale, numite de obicei principii, care sînt abstrase 
din experinţă. Din acest sistem de legi fundamentale sînt deduse teoretic 
toate legile cunoscute sau încă necunoscute, care privesc domeniul cercetat. 
Orice teorie trebuie neapărat verificată în practică. 

Noţiunile şi mări mile fizice nu sînt creaţii subiective .arbitrare, ci reflectă 
realitatea obiectivă, tot mai precis şi mai deplin odată cu dezvoltarea fizicii 
(de exemplu, noţiunile: atom, electron, foton, cîmp etc. sau mărimile' 

energie cinetică, impuls, lucru mecanic, energie potenţială etc.). 

Ceea ce am spus despre legile fizicii este valabil şi pentru noţiunile şi 

mărimile fizice. Ele se obţin în urma strădaniilot mai multor savanţi şi chiar 
generaţii de savanţi. De exemplu, mărimile impuls (cantitate de mişcare) 
Şi energie cinetică (,.forţă vie" mv2

) au fost introduse de R. Descartes (1644), 
respectiv G. Leibniz (1686) în urma a nenumărate cercetări şi dispute ştiin
ţifice asupra măsurii mişcării mecanice. Caracterul vectorial al impulsului 
a fost descoperit de elevii lui Descartes, iar coeficientul 1/2 din expresia 
energiei cinet1ce (denumire propusă după 1850) a fost introdus de G. Coriolis 
(la începutul secolului trecut). Abia teoria ·relativităţii (1905) a unificat 

impulsul şi energia totală într-un cuadrivector - măsură 'spaţio-temporală 

a mişcării, legată de omogenitatea spaţiului şi timpului. Alt exemplu; no

ţiunea de foton a apărut (1905), dupa citeva secole de dezvoltare a opticii 

(teoria corpusrulară a luminii - Newton, teoria ·ondulatorie - Huygens, 

Fresnel). 

Teoriile fizice actuale nu trebuie absolutizate şi eternizate. Ele suferă 
o dezvoltare treptată cantitativă ducind la un moment dat la crearea prin 
salt a unor teorii calitativ noi, care reflectă mai bine realitatea obiectivă 
C6nţin ca un caz particular sau caz limită teoriile precedente şi arată tot~ 
odată .. domeniullor .de vala.b~litate (principiul de corespondenţă). Astfel avem 
succe:nunea: mecamca clasica, teoria restrînsă a relativităţii, teoria generală 
a rel&.tivităţii, mecanica cuantică, teoria cîmpurilor şi particulelor elementare~ 

. 3~ Schemati_zarca ; modele. Materia este infinită şi inepuizabilă în pro
pnetaţile sale, m formele sale de organizare şi manifestare. Obiectele şi feno
menele tlin natură se găsesc în nesfîrşite interconexiuni şi interdependente. 
J?e~ acee:, în studiul. f~n~~enelor naturii sîntem totdeauna nevoiţi să simPli
ficam,_ sa "schemabzam procesele studiate, s,ă creăm "modele" teoretice 
ale obiectelor şi fenomenelor. Fără schematizarea fenomenelor studiate fizica 
n-ar ţ:>ntea. lolosi aparatul matematic, n-ar avea o teorie, n-ar putea conferi 
expenenţe1 un scop determinat, adică ar fi total neputincioasă. 

Un model 9?rect. trebui~ să ia în c?nsiderare particularităţile principale 
ale fenomenu!~ (o~Jectulm, procesulm) studiat în problema pusă, lăsînd 
la o parte trasaţunle secundare, neesenţiale, necaracteristice. Numai astfel 
se P_?t ~tabili l~gile ş! rela~iile cantitative. Arta fizicianului este de a şti 
ce sa pastreze ŞI <e sa neglijeze in problema propusă. 

~dat.ă c':' d~zv•Itarea fizicii, modelele sau schemele sînt perfecţionate 
can~tativ ŞI. chi.ar_ ;ch1mbate calitativ, pentru a putea exprima mai fidel 
rea.htate~ ?biectiva. Exemple .de schematizări şi modele: punctul material, 
sol~dul n1pd, gazul perfec~ (Ideal), gazul Van der Waals, lichidul ideal, 
atomul lm Bohr, atomul dm mecanica cuantică etc. · 

4. Unităţi de măsnk Măsurarea este procesul fundamental in fizică. 
:'- măsura o ~ărime !~seamnă a stabili de cite ori se cuprinde în ea o altă 

m/J.nme _de aceeaşz nat~ra, ~.ine defin.ită şi aleasă prin convenţie drept unitate. 
Notam cn [A) .u:utat~a.de _măsură pentru mărimea fizică A şi cu a 

valoarea sa numenca, mas"'ata, atunci : 

a •~. Af[A], A =a[ A]. (1) 

Dacă unitatea [A) se măreşte 0" n ori, valoarea măsurată a se micşorează 
de n ori. . 

. Orice ~ăsurare Ji!t!că ~s~ inlotdeauna un proces de interacţiune între 
ob~ectul . masurat ŞI d!spozltl.vul dt măsură, proces care modifică şi starea 
~bzec~ulu~ măsurat (pentru mwroparl\cule această perturbare este principial 
mevJtab!lă). ' · 

Nici o mă~urare !izică nu ~te p~fectă; orice măsurare fizică implică 
totdeauna erorz de masurare mat man '~au mai mici. Odată cu dezvoltarea 
ştiinţei şi tehnicii se perfecţionează şi t•hnica măsurărilor. Astăzi în multe 
do_menii (de exemplu, în _?Ptică şi în a~rdnomie) s·a atins o precizie de 
masurare extrem de inalta. 1 ', 

. În pdnci~iu, pentru fi~care. mă~im~. fizţă se poate alege o unitate pro
prte . arbttrar.a,. d~r a tune~ _legile f~~Icn s~a1, exprima prin formule care ar 
conţme. c?efiC!enţi numenCI .!'arazzţ1, d~p':.n\enţi de unităţile folosite. De 
aceea, ţtntnd seama de relaţille care exista ll.tre diferite mărimi fizice, se · 
alege totdeauna un. număr mk de mărimi, nunite fundamentale, şi pe baza 
acestora s~ con~t:meşte un s1stem coerent de unlţ_ăţi, astfel încît în cele mai 
frecvente Şl _ ~m. l~porta_n~e formule fizice să di&;tară coeficienţii paraziţi. 
Celelalte manm1 ŞI umtaţ1, legate de cele fundarn•ntale prin legi ale fizicii 
se numesc mărimi şi unităţi derivate. ' ' 



Nu există vreo lege a naturii care să ne impună ·alegerea anumitor mă

rimi drept mărimi fundamentale sau să ne indice numărul acestora. Do 

aceea, în principiu, s-ar putea alege o singură unitate arbitrară pentru o 

singură .mărime considerată fundamentală, toate celelalte fiind astfel derivate, 

(cu ajutorul constantelor fizice universale se poate construi un sistem ,ab

solut" sau "intrinsec" de unităţi bine determinate, in care toate mărimile 

fizice să fie adimensionale). 

' 5. Unităţi fnnda.mentale. ln practică se aleg totdeauna cel puţin trei uni

tăţi fundamentale. Intrucit materia există şi se mişcă în spaţiu şi timp, 

care sînt formele sale de existenţă, se aleg în primul rînd lungimea şi 

durata ca mărimi fundamentale. I..a aceste·caracteristici externe ale materiei 

se adaugă cel puţin o mărime caracteristică internă a materiei, cum este 

masa sau sarcina electrică (curentul electric). 

De exemplu, în sistemul CGS (Gauss) se aleg trei unităţi fundamentale' 

centimetru! (C), gramul (G) şi secunda (S). 

În sistemul internaţional SI (adoptat de Conferinţa Generală de Măsuri 

şi Greutăţi, Paris, octombrie 1960) se aleg şapte unităţi fundamentale, din

tre care numai primele trei (metrul, kilogramul şi secur.da) intervin în 

mecanică. 

Metrul a fost definit iniţial (1795) ca 1/107 din sfertu' meridianului care 

treee prin Paris şi pe baza măsurătorilor de atunci (1 ':92) a fost construit 

un etalon (din platiuă-iridiu). Ulterior s-a definit metnl ca distanţa (la O"C) 

dintre cele două trăsături (repere) de 'pe etalonul păs!rat la Biroul Interna

ţional de Măsuri şi Greutăţi de la Sevres (lîngă Pa:is). Începînd din 1961 

metrul este definit pe baza lungimii de undă .AKr în vid a radiaţiei portocalii 

a :izotopnlui kripton 86 (tranziţia .între nivelele 2>IO şi 5d,) : · 

1 mdc1 1650763,73 f..,. (2) 

Sei:unda a fost definită iniţial ca 1{8640P din ziua solară medie. Cum 

rotaţia dinrnă a Pămîntului nu este uniformă ;oscilaţii de z 10-6 %), ulterior 

(1956) s-a definit secunda astfel : 

l s de! 1/31556 925,9'747 din a1UI tropic la. 1.!.1900. (3) 

Annl tropic este intervalul de timp dintre două treceri succesive ale Soarelui 

(in mişcarea sa vizibilă pe ecliptică) •. prj.l punctul corespunzător echinocţiu! ni 

de primăvară (punctul vernal). Anul cropic scade cu "' 0,5 s pe secol, de 

aceea s-a precizat ânul 1900. 
Începînd din 1967 secunda este definită pe baza perioadei T 0 , a unei 

anumite radiaţii emise de atomii d' cesiu (~; tranziţia hiperfină 4,0-3,0 

a stării fundamentale 2 s,,,) : 
1 s de! J 192 631 770 T Ce· (4) 

Kilogramul a fost definit .:niţial ca masa unui decimetru cub de apă 

pură la 4"C (cînd are densita;e maximă) şi pe această bază a fost construit 

un etalon (tot din platină-~idiu), păstrat la Sevres. Ulterior s-a luat masa 

acestui etalon drept definţie. a kilogram ului. 

După măsurătorile "'tuale, 1 dm' de apă distilată la 4°C are masa 1 

m (l dm' apă Ia 4"C) = 0,999 972 kg {5) 

şi deci 1 kg <te apa 1a '!: L an~ vu!uwu1 \ucuu1pa. .u.u~.1a.1a. " ..................... ,. 

V (1 kg apă Ia 4°C) = 1,000 028 dm' de! 11 (6) 

1ncepînd din 1979 litru! este definit ca fiind identic cu 1 dm' (se pro

pune. şi simbolul I.. pentru a nu confunda pe 1 cu cifra 1). 

Pentru multiplii şi submultiplii diferitelor unităţi se folosesc următoarele 

prefixe : 

Multipli 
1 

unităţi 

11 
Submultipli 

1 

unilăl! 

deca~ da- 10 deci- d- 10-1 

hecto- h- 10' centi- c- 10-· 

kilo- k- 10• mili- m- w-· 
mega- M- 10• micro- !'" 1o·u 

giga- G- ' 10• nano- n- 10"'9 

tera- T- lQU pico- p- w-u 
peta- P- 1QU femto- !- 10"'11 

exa- E- 1Q18 atto- ·- 10-ll 

Se recomandă a nu se folosi simultan două prefixe la aceeaşi unitate 

şi a nu se folosi prefixe la numitor. · 

ln afara unităţilm: SI şi CGS se folosesc pe larg citeva unităţi tolerate, 

ca de exemplu, kilogram-forţa (kgf), cal-putere (CP), torrul (sau mm Hg), 

pe care le vom defini mai tirziu. 

6. Formule dimeusionale, Dacă notăm cu L, M, T .unităţile mărimilor 

fundamentale lungime, masă şi timp, atunci pentru oricare unitate mecanicii 

avem ecuaţia . 
(7) 

numită ecuaţie de dimensiuni sau formulă dimensională a manmn A faţă de· 

mărimile fundamentale alese. ExpoJ!~nţii cx, ~. y sînt numere întregi pentru 

mărimi mecanice {pot fi fracţionare in sistemul CGS pentru mărimi neme

canice). 
Constantele care intervin în legile fizicii pot fi atît dimensionate cit şi 

adimensionale (în ultimul caz nu intervin in formula dimensională). 

Deoarece nu se pot aduna sau egala decît mărimi fizice de qceeaşi natură, 

fiecare formulă fizică trebuie să fie omogenă din punct de vedere dimensional, 

adică ambii membri ai egalităţii, cît şi fiecare termen al unei sume alge

brice, trebuie să aibă aceleaşi dimensiuni fizice, altfel formula n-are sens. 

Acesta este principiul omogenităţii dimensionate a formulelor fizice. · 

Observăm că o aceeaşi mărime fizică poate aVea dimensiuni difer'ito 

î-;;=sisteme de unităţi diferite şi două mărimi de natură diferită .Pot avea 

i';';'ti~un sistem dat aceleaşi dimensiuni (de exemplu, lucrul mecanic şi mo

mentul forţei în S I)t 

ExeL.lple. a) Pentru )lefinlrea unităţii de viteză folosim legea mişcării rectiltnU uniforme 

ll.xdlt = const. Cu f) unitate arbitrară pentru viteză, ecua~ia mişcării se scrie :r: = kot, unde .R 

este un. coeficient numeric parazit. De exemplu, dacă [ v] = viteza sunetului tn aer la lt'Q, 

L = 1 m," T = 1 s, atunci k = 331. 

13 



fntr .. nn alatem eotnnl de unitl)i punem k = 1, atunci 

•=-=-.1 •1 = lxll[tl = ~ = L·T-'. 
t T 

(8) 

de unde 

I•J = 1 m(s In SI sau 1•1 = l cm(s in CGS. (81 

Unitatea de ultetll este egală cu viteza unui mobil care se deplasează rectiliniu uniform, 
parcurglnd unitatea de lungime (1 m) tn unitatea de timp (1 s). 

b) Pentru def.hrlre.a unităţii de acceleratie folosim legea vitezei in mişcarea rectilinii 
uniform accelerate. IC:risă .fără coeficient parazit : 

l'-V0 l LT-1 

a=--,[a =1•11111=--=Lr', 
1 T 

(9) 

1•1 = 1 m(s' In ~! sau [•1 = 1 cm/s' in CGS, (9') 

fln1tateu dt aeceluafi• este egală cu acceleraţia unui mobil care s.e deplasează rectiliniu 
u11form 1wceterat ~! B l;?lrui ,·.iteză creşte cu o unitate (1 mjs) Jntr~un timp egal cu unitatea 

1 •>· 
7 \ualiz;t rlimNisionaiă. Principiul omogenităţii dimensionale a formu~ 

lelor fizicb tu pt·: mite să găsiin chiar forma unor legi fizice. De exemplu, 
;tiind din e"f'e"Hlţ~ că perioada unui pendul simplu depinde de lungimea 
'a 1 si de ar,~elcra~ia gravitaţională g, scriem 

T = const. l•gP, 

•tade <X şi ~ sînt constante. Trecind la dimensiuni : 

T = L"(LT-')P= L•+PT-2~; 

prin identificarea exponenţilor, găsim 

O ="' + ~. 1 =- 2(3, de unde 
1 

<X=-, 
2 

deci perioada pendulului simplu : 

T = const. Jlfg, 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

unde const este o constantă adimensională de ordinul unităţii (ştim că 
este 27t), Vom Intilni şi alte exemple de aplicare a analizei dimensionale. 

8. Obieetul meeaJlicii. Mecanica studiază mişcarea cea mai simplă a 
corpurilor solide, lichide şi gazoase, anume deplasarea lor in spaţiu şi timp, 
precum şi cauzele care o produc. · 

€inematlca studiază mişcarea in spaţiu şi timp, abstracţie făcînd de 
cauzele mişcăFii. Dinlllllica studiază mişcarea corpurilor ţinînd seama de 
forţele care o produc. Statica studiază echilibrul corpurilor sub acţiunea 
forţelor. 

Mecanica este capitolul de bază al fizicii. Noţiunile şi legile mecanicii, 
- forţă, lucru mecanic, putere, energie (cinetică, potenţială), legea funda· 

mentală F = m;, principiul reciprccităţii forţelor etc. - se aplică 1~ 
toate celelalte capitole ale fizicii. Mecanica este cea dintîi aplicaţie a mate
mati<:ii la studi"l cantitativ şi cauza! al fenomenelor naturii. 

.. 

9. Observaţii istorice. Cunoştinţe de mecanică existau Inel In antichi· 
tate, mai ales in problemele de statică. Astfel, Arhimede (287-212 l.e.n.) 
a conceput teoria pirghiei, teoria centrului de greutate (~ 250 -!.e.n.), a pus 
bazele hidrostaticii, a făcut numeroase invenţii tehnice. . 

Dezvoltarea intensă a mecanicii începe în epoca Renaşterii. I.eonardo 
da Vinei (1452-1519) dă o teorie a mecanismelor, studiază legile frecării, 
teoria planului inclinat, defineşte şi aplică momentul forţei etc. Ghristian 
Huygens (1629-1695) descoperă pendulul fizic, introduce noţiunile de forţă 
centrifugă, moment de inerţie, centru de oscilaţie. Pune bazele teoriei ondu
Iatorii în "Tratatul despre lumină". 

Iniţiatorul dinamicii este Galilea Gali/ei (1564-1642) care a descoperit 
legea inerţiei, legile căderii corpurilor, legile pendulului etc. I.egile dinamicii 
şi construcţia mecanicii teoretice au fost date de Isaac Newton (1643-1727) 
în celebra sa carte "Philosophiae naturalis Principia mathematica" (1687). 
Tot aici se formulează legea atracţiei universale şi se aplică la mecanica 
cerească. 

Mecanica a fost dezvoltată mai departe de Leoriard Euler (1707-1783), 
Jean d'Alembert (1717-1783), Joseph Lagrange (1736-1813), William Ha
milion (1805-1865) şi alţii. Stabilitatea sistemelor dinamice a fost studiată 
de H. Poincare (1854-1912) şi A. M. Liapunoo (1857-1918). Dinamica 
corpului cu masă variabilă a fost elaborată de I. V. Meşcerski (1859-1935) 
şi T. Levi-Civila (1873-1941). 

La noi in ţară contribuţii valoroase în mecanica teoretică şi aplicată 
au adus Anghel Saligny, Spiru Haret, Andrei Ioachimescu, Ion Ionescu, 
Gh. Em. Filipescu, V. Vâlcovici, O. Onicescu (mecanica invariantivă) şi alţii. 

10. Limitele meeanieii.- Concepţiile mecanicii newtoniene au exercitat 
o puternică şi îndelungată influenţă asupra. întregii fizici. Astfel s-a născut 
concepţia mecanicistă asupra lumii, după care toate ştiinţele naturii trebuie 
reduse Ia mecanică, toate fenomenele naturii explicate prin mişcări meca
nice, legile naturii reduse la legi mecanice. Această concepţie a fost infir
mată Ia sfîrşitul secolului trecut odată cn imposibilitatea reducerii feno· 
menelor electromagnetice la mişcări mecanice. S-a încercat atunci crearea 
unui tablou "electromagnetic" al lumii, adică explicarea tuturor fenomenelor 
prin cele electromagnetice. Dar nici această explicaţie nu este posibilă, 

deoarece forţele nucleare, de exemplu, nu pot fi reduse la forţe electromag
netice. Materia fiind infinită şi inepuizabilă, nici o teorie dată nu poate fi 
universală şi ultimă (definitivă). 

Domeniul de valabilitate al mecanicii clasice newtoniene este restrins 
la corpurile de dimensiuni obişnuite sau mari (macroscopice) şi la viteze 
mici în comparaţie cu viteza luminii în vid (c = 3·108 m/s). Pentru viteze 

foarte mari, apropiate de viteza .luminii, a fost creată (1905) mecanica relati
vistă (Albert Einstein 1879-1955). Pentru particule de dimensiuni atomice, 
a fost creată (1925) mecanica cuantică (E. Schriidinger, W. Heisenberg, 
I., De Broglie, P.A.M. Dirac şi alţii). 

Teoria gravitaţiei a lui Newton a fost;depăşită de teoria generală a re
lativităţii a lui A. ·Einstein (1916). 

Teoriile de mai· sus sînt calitativ deosebite de mecanica newtoriiană, pe 

care o conţin însă _ca un caz particular sau ca un ,caz limită (principiu 1 
de corespondenţă) . 



PROBLEME 

i Să ie aerle ecuaţia mişcării rectilinii uniform variate, dacă unitatea de viteză [v] este 
qalA ·cu 'Viteza 1unetului tn aer tn c.ondiţii normale, iar unitatea de acceleraţie [a] este egală 
.. acceJ.eratfa standard (normală) a căderii libere• 

R. • = x, + 331v0t + 4,90 at~. 
z. Ştiind că presiunea exercitaiă de o coloană (pătură) de fluid depinde de tniDţtmea 

caroatmea) sa h. de densitatea fluidului p si de acceleraţia gravitaţională g 6ă se găsească 
formula presiunii bidrostatice, folosind analiza dimensională. 

R. p = const. pgh. 

a. Se poate construi un sistem de unităţi alegind o singur~ ~1ărime. fundame~~lă, de ~xem
plu, a) lungimea L = 1 m sau b) timpul T = 1 s şi punind ~o~diţ1a ca v1_teza Iu~nnu c=l Şl c~n
ltanta lui Planck li = 1. Ce dimensiune vor avea atunci timpul, lungimea, VIteza, acceleraţia, 
masa, forţa, energia ? . . . . ( a ) R. a) [t] = L = 1 m =timpul de propagare .a :.uminu pe ~nitatca ~e Iungime_

1
P!, . m 

f(t = xfc), [vJ = 1 (adimens~onală) =viteza lununu, [a]= L 1 = 1/m, ~m] = L ilfm; 
!Fl = r• = 1/m' [W] = L '= lfm etc. . • . . , _ b) [l] = T = 1 s =distanţa parcursă de lumma in umtatea de timp (in:_ s),

2 
_!:'1_ --; lud!mensională) =viteza luminii; [a] = T-1 = 1/s, [m] = T-1 = 1/s, [F] - T- - 1/s • 

! WJ = T-1 = 1/s et~. 

CAPITOLUL 1 

CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL 

1.1. RELATIVITATEA MIŞCĂRII. SISTEi\ffiLE DE REFERINŢĂ 

Deplasarea unui corp are loc în raport cu alte corpuri. Fără aceste alte 
corpuri nu se poate vorbi de deplasare, care este totdeauna relativă. O de
plasare absolută fără raportare la alte corpuri este lipsită de sens. Relati
vitatea mişcării este legată de relativitatea poziţiei sau a spaţiului. Nu se 
poate vorbi de poziţie într-un spaţiu absolut, independent de corpurile aflate 
In el, ci numai de poziţie faţă de alte corpuri. 

Corpul care se consideră prin convenţie fix şi faţă de care se studiază 
deplasarea altor corpuri, se numeşte corp de referinţă, de exemplu, camera 
unui laborator, Pămîntul sau Soarele. De corpul de referinţă este legat 
rigid un sistem de coordonate (prescurtat SC), de exemplu, un sistem cartezian 
ortogonal de 3 axe. Pentru măsurarea timpului trebuie ales un proces 
periodic, de exemplu oscilaţiile unui pendul. Sistemul de coordonate pentru 
măsurarea poziţiei şi ceasornicul pentru măsurarea timpului constituie un 
sistem de referinţă sau reper (prescurtat SR). 

Mişcarea unui corp arată în general diferit in SR diferite. De e.<emplu, 
In SC propriu, adică în SC legat rigid de corp, acesta este în repaus (&G 
propriu prezintă interes, de exemplu, în teoria relativităţii pentru timpul 
propriu, lungime de repaus, masa de renaus etc.). 

In principiu, orice SR este admisibil pentru descrierea mişcării unui corp. 
Practic însă, se alege totdeauna un SR astfel, încît fenomenul studiat să 
arate cît mai simplu (aşa cum de exemplu, în geometria analitică, în diferite 
probleme de intersecţii, locuri geometrice, proprietăţi ale figurilor, se aleg 
axele de coordonate cît mai convenabil). Vom vedea că din punct de vedere 
dinamic, se evidenţiază o clasă foarte importantă de SR, numite inerţiale. 

1.2. PUNCI' MATERIAL. MOBIL 

Un corp material este un sistem extrem de complex. O primă simplifi
care este neglijarea deformării corpului, adică considerarea corpului rigid 
(distanţele mutuale dintre părţile corpului presupuse fixe). Dar chiar şi aşa 
mişcarea este complexă. De aceea se studiază mai întîi mişcarea unui corp 



. . .. .. i t neglijabile in problema dată. Acesta ale cărui dimensiuni ŞI rotaţu proprn s n. . a (vom folosi şi termenul este punctul maiteri~l, car~c!erizat num~t~~~~:z~,a Je aceea punctul material de particulă). .n cm~~atica ma~a nu t ·c care se mişcă. Un corp oarecare devine un mobz/, adwa un pune geome n . 1 
P

oate fi considerat acum ca un sistem de puncte matena e. . -.._-==- f" 1 t o moleculă o piatra, un corp Un punct materi~ poate 1 u~ e e~J0r~t unct mat:rial într-o problemă cosmic etc. Un a_celaşi corp_p~te fi con~~ eglo?ul terestru se poate aproxima şi nu, intr-o altatp~ob1 lei m~işc:r:~e:,:p de' revoluţie in jurul Soarelui, dar nu cu un punct ma ena n -· 
în rotaţia proprie diurnă. . - "d t. d In mişcarea de _tr~nslaţie, toate punct~:~i c;;J'a~lt~iri~:a~IŞ~: ~e~~i~c'mi: ~~~:: ;::~ţ~~~iuc~~~~~~~~[eie~~c~ea~i:~~siunile acestuia, deci putem aplica 
modelul punctului material. 

1.3. TRAIECTORIA. ECUAŢIILE MIŞCĂRII 

Se numeşte traiectorie linia sau curba descrisă de mobil în ti~pul mişcării sale adică locul geometric al punctelor prin care tre~e mobtl_ul. Traie~toria poate fi rectilinie sau curbilinie (în particular' Circulară). 
Forma traiectoriei depinde de SC folosit. . d ordonatele Poziţia mobilului la un moment dat t este determmată, e co d sale, de exemplu, x, y, z într-un se ortogonal (fig. 1.1) sau altfel, e voc-

z 

A X 

Fig. 1.1 

~ · · ·· ( te) pe axele Oxyz sint tocmai torul de poziţie r, ale cărm prOiecţii componen ' coordonatele x, y, z : 

...... -+ -+ -+ 2 2+ '+ '· r = xi + yj + zk, r = x Y z , 
(1.1) 

versorii axelor, IÎJ = lll = (kl = 1. 

~ - ~ In figura 1.1 r = OP este diagonala spaţială a paralelipipedului, punc-tul P se proiectează ortogonal pe axe după diagonalele feţelor In punctele A, B, C. 
Conform principiului perfectei loca/izări, se presupune că punctul material descrie o traiectorie continuă bine determinată, că în fiecare moment ocupă pe traiectorie o poziţie bine determinată şi că această poziţie variază în timp în mod continuu. Aceasta înseamnă că coordonatele punctului material x, y, z sint funcţii finite, uniforme şi continue de timp : 

X = f,(l), Y = f,(l), z = fs(l), 

-;. =X'i + yJ + zk = f,(I)Î + f,(I)J + f,(t)k =-;(Il. 

(1.2) 

(1.2') 
Mai mult, vom presupune că funcţiile (1.2) sînt de două ori derivabile, ceea ce este în general adevărat (eventualele singularităţi, de exemplu, în teoria ciocnirilor, trebuie analizate special). 

Cele trei ecuaţii (1.2) se numesc ecuaţiile cinematice ale mişcării şi reprezintă ecuaţiile parametrice ale traiectoriei, în care parametrul este timpul. Prin eliminarea timpului din (1.2) se obţin ecuaţiile traiectoriei sub forma : 

F1(x, y, z) =O, F,(x, y, z) =O. (1.3) 
Fiecare ecuaţie de aici reprezintă o suprafaţă, iar ansamblul lor reprezintă_ curba de intersecţie a celor două suprafeţe. 

Mişcarea poate fi descrisă, de asemenea, cu ajutorul traiectoriei (1.3) şi a legii de mişcare pe această traiectorie, numită şi legea spaţiului (deci tot 3 ecuaţii) : 

s = f(t), (1.3') 
unde s este coordonata 'curbilinie a mobil ului, adică lungimea arcului de traiectorie măsurată de la un punct origine O de pe traiectorie, ţinînd seama de sensul pozitiv ales pe curbă. Presupunem funcţia (1.3') de două ori de-rivabilă. · 

!1..4. Vri'EZA PE TRAIECTORIE 

Fie P şi P' poziţiile mobilului in momentele 1 şi 1' (fig. 1.1). Dacă s, s' sint coordonatele curbilinii ale punctelor P, P', atunci fis =S'- s =arc PP' reprezintă deplasarea cur~ilinie a mobi!ului in intervalul de timp !!.t = t' - t. Deplasarea curbilinie 6.s poate fi pozitivă sau negativă şi ea nu coincide In general cu distanta parcursă de mobil ţin intervalul 6.1 (de exemplu, dacă In timpul !:J.t mobilul revine in P, rezultă l!.s =O, în timp ce distanţa parcursă este diferită de zero). 
Viteza medie pe o porţiune de traiectorie PP' de lungime !:J.s, parcursă în intervalul de timp !:J.t, ·se defineşte prin raportul 

(v) ·. il.s/11!. (1.4) 



Viteza instantanee sau momentană în punctul P la 
momentul t se obţine 

trecînd la limita P' -+ P : · 
d•fJ. L\s ds '() • V= JID-=- =S f =S1 

"'~o Al dt 

(1.5) 

adică se obţine prin derivarea coordonatei curbilinii s în raport cu timpul. 
Dacă v > O, mobilul se mişcă în sensul ales pozitiv pe traiectorie. Deriva ta 
(1.5) există în virtutea ipotezei derivabilităţii lui (1.3'). 

Exemplu. Dacă pe o traiectorie Oarecare se parcurg distanţe egale in timpuri egale. mi~~ 
carea se numeşte uni(ormd pe traiectorie sau curbilinie uniformd (~e exerhplu, circulară u.nifo,rroă)~ 
ln acest caz deplasarea curbllinie !ls coincide cu distanţa parcursă şi viteza pe traiectorie este 

constantă l 

tls = const =•= ~; ( ds = ( vdt, s(l) = s, + vt, (1.6) 
!;t' dt)) ' 

unde~.= s(O) est~ coordonata iniţială (la t = O) (fig. 1.2). Mal general. integrarea din (1.6) dli 

S:= s, + v(t- 10), (1.61 

V S 

tga:; =v<O 

D 

Fig. 1.2 

unde s. este coordonata la momentul t,. Prin Urmare, coordonata !; este o func~i-e Ciniard. dt 
Ump şi se reprezintă gra!ic printr-o linie dreaptă. Panta dreptei reprezintă viteza. 

Viteza medie (v) = flsJDJ., definită. mai Inainte, coincide cu viteza constantă a unnt 
mobil fictiv care ar parcurge uniform aceeaşi deplasalle ÂS tn acelaşi interval de· timp IJJ.. 

1.5. VECTORUL VITEZĂ. 

Cunoaşterea mzşcarn pe traiectorie implică cunoaşterea direcţiei şi sen
sului mişcării mobilului. Direcţia este dată de tangenta la traiectorie, iar 
sensul este dat de creşterea san descreşterea arcului s cînd timpul t creşte 
(fig. 1.3). 

Vectorul deplasare este prin definitie Ar~- ; - i' şi coincide ca direc/it 

şi lungime cu secanta PP'. 
Vectorul vitezl! medie (;;) se defineşte prin raportul: 

~ /),.-; 
(V)=

Al 

şi are direcţia vectorului deplasare, adkă a secantei PP'. 

(1.7) 

:ba limita P' ..... p (A o mentană : t -+ ) obţinem vectorul viteză instantanee sau mo-

.... def r /),.-;. d; .... , :. 
v , .... :~oM= dt = r (t) = r. (1.8) 

6'~c~rul viteză este derivata vectorului de pozitie !n raport cu ti 1 
m trecem la limită, secanta PP' se roteŞte în 3·urul lui p mşp'd' · . 

tang t" 
1 

. 1 evme 
en ~ a trmectorie. Pri.n ur·mare vectorul viteză momenta " - . . 

tangentez la traiectorie (este tangent la traiectorie) (G. Robe~~ar :~~5~~rectza 

Fig. 1.3 Fig. 1.4 

Deoarece la limită lungimea arcului de curba" ds 

d 
. ~ coincide cu lungimea 

coar ei subîntinse [dr[, de exemplu, la cercul de rază R (fig. 1.4): 

. 1 df't' =Iim 1 Ari =Iim 2R sin(M/2) _ . sin(M /2) · 
ds t"-'~o As âM RM -1~~0 M/2 = 1, 

unde A6 este unghiul la centru (în radiani) 1 . 
2 R sin (A6/2) care sub întinde arcul de lungime R~6 coardlet':. d: lungime - u , rezu a ca derivata 

drfds,. avînd modulul 1, trebuie să fie un versor şi anume 
gentei la curbă şi în sensul creşterii coordonatei s : în direcţia tan-

l
d-;1 dr ~ ~ 
ds = 1' ds = t, [t[ = 1• (1.9) 

~ 

unde t este v.ersorul ~angentei (în sensul creşterii arcului· s) ( ~ a nu se confunda 

versorul tangentei t cu timpul t) p . · . nn urmare, 

dr dr ds ~ ds 
v =- = -- = t - = vt 

dl ds dt dt ' 
(1.1()) 

!lectorul viteză este tangent la traiectorz'e şz· • d zn reptat In sensul mişcării. 

In 

Obser~aţie, De obicei not:im modulul unui vector cu literă fără săgeată l lai= a în (110) 
să, D =s = ds1dt nu lnseamn·J. dul 1 -+ -+ · • • . ' mo u lui. ci :b IVI (:b după sensul mişcării) şi anume, 

viteza pe traiectorie s este comp'menla v-ectorului viteză vPe direcţia tangeutei la tr:iectorie t~ 
; = u7. unde v = ~ = ds{dt = ± 101. 

tn_:oueral. din contP-xt se inţelege· d:lcă v este modulul vitezei sau 

'Yiteză v pe directia tangentei la traiectorie (viteza pe traiectorie). 

(1.11) 

componenta vectorului 



Pentru componentele vitezei Intr-un SC cartezian ortogonal rezultă: 
~ _,. ....... -.dr d~ 7-+ 

v = o i + v,j + v,k =-=- (x1 + YJ + zk) = • dt dt 
(Ll2) 

-+ -+ -+ -+ -+ 

= ;,r + ili + ik = r;<t>i + rW>i + rw>~<, 
v, = x,= r;(t), v, =il = {;(t), v, = .i = f~(t), 

(Ll3) 

~=~+~+~~~+~+~-~+n+h-
componenta vitezei pe o axă este egală cu derivata fn raport cu timpul a 

coordonatei respective (în se carte~ian or_togonal) ... - .. .. 
Derivatele există în virtutea 1poteze1 denvabllrtaţu funcţnlor (1.2) (o~: 

servăm că, continuitatea funcţiilor nu implică derivabilitatea ; există funcţn 
continue pe un interval şi nicăieri derivabile). · . . .. 

Legea de mişcare pe traiectorie (1.3') s = f(t) se obţme dm ecuaţnle 
cinematice ale mişcării (1.2) astfel : 

v =·; =~, ds = vdt =f± Jv;,+ v~+ vidt = ± Jx'+ !i'+z' dt,. 
dt 

de unde 
t ' t 

~ = s, ± J J7+ y'+z' dt = s, ± J J f{' + f;' + f~' dt. (L14) 
te ·~ 

ln mişc~rea rectilinie direcţia vectorului viteză v~ este fixă. 
Observa/le. Spre deosebire de mecanica clasică. In mecanica cuantică part.iculele atomtce 

nu~au 0 traiectorie bine definită şi nu au simultan poziţia şi vitez.a bine detennm.ate (conform 
relatiilor de nedeterminare ale lui Heisenberg). 

Exemplu. Fie mi..şcarea rectilinie uniformă (pe scurt, uniformă). ·; =. ţonst ... Aţ;uncJ 
~ t 

-+ dr -+ - - - ~~ ~ ~ o = - • dr = vdt. r = r0 + vdt = r 0 + v(t- 1,). (1.15) 
dt 

•• 
Aceasta este forma vectorială a legii de mişcare 

rectilinie uniformă (fig. 1.5). Ecuaţia (1.15) esh 
totodată ecuaţia vectorială. parametrică (in t), a 
traiectoriei - linie dreaptă In spaţiu. Pe componente. 
proiectind ecuaţia vect orială pe axe lntr~un se car~ 
tezian, avem : 

X= X 0 + Vz(l_- io)• Y = Yo~+ Vv(l- lo), 
(1.16) 

z = z0 + v:(l - l0), 

care reprezintă ecuaţiile clnematicc ale mişd'irii uni~ 
Fig. 1.5 forme şi in acelaşi timp ecuaţiile parametrice ale 

traiectoriei - liniei drepte tn spaţiu. 
Alegind axa Ox chiar pe dreapta mişcării avem o singură ecuaţie: 

X= Xo + o(t- 10), (V= :; ) ' (1.16') 

Aici v nu este modulul vitezei, ci ~ mărime algebrici'i (viteza pe traiectorie). 

LB. ACCELERAŢIA 

lntr~o mişcare curbilinie oarecare viteza ;; variază şi ca mărime şi ca 
direcţie. O măsură a acestei variaţii este vectorul acceleraţi•. Analog vectorului 
viteză, definim acceleraţiile medie şi instantanee (momentană) : 

. -+ -+ _, 

~ !:w -de! . !!.v dvi ~, :.. (a)=-, a=hm- =- = u (i)=v, 
!!.t at-o !!.t dt 

(1.17) 

- d ~ d ( d-;)' d2f" - -'+ 
a=dlv=dl dl i= dt' =r"(t)=r, (1.18) 

• " f"(t) . " f:"(t) . " ''"() Uz =Uz =X = 1 , Uy = U11 = y = 2 , U:: =Uz: = z = /3 t ; 

adică 

a'=~+~+~=e+u'+i'=~+~+~ 
acceleraţia ;; este derivata întîia a vitezei ;; sau derivata a doua 

rului de poziţie i', în raport cu timpul t. 

(1.19) 

a vecto-

Componentele acceleraţiei sîut egale cu derivatele componentelor respec
tive ale vitezei în raport cu timpul, sau cu derivatele de ordinul II ale 
coordonatelor respective (într-un se cartezian ortogonal). 

ln timp. ce viteza este totdeauna tangentă la traiectorie şi are sensul 
mişcării, acceleraţia în mişcarea curbilinie este totdeauna orientată spre "int•
riorul" traiectoriei, adică spre partea concavă ·a traiectoriei., partea spre care 
se roteşte vectorul vitezei tangent la traiectorie (fig. 1.6). 

Ducînd vectorul viteză ;; dintr-un punct fix O, virful său Q va descrie 
In timpul mişcării mobilului o curbă numită hodograf (W. Hamilton 1'846) 
(fig. 1.7). Acceleraţia medie are, direcţia secantei QQ' la hodograf, In timp 

o 

Fig~ 1.6 

ce acceleraţia momentană este tangentă la hodograf. Viteza de deplasare 
a punctului reprezentativ Q pe hodograful vitezei coincide cu acceleraţia mo-
bilului (traiectoria mobilului este .,hbdograful" vectorului de poziţie f). 

Observaţie, Conform formulelor ,i.L;), (1.12-13) şi (1.19) mişcarea unui punct material tn 
spaţiu se descompune -în 3 mişcări rectilinii ale proiectiilor sale pe cele 3 axe ortogonale de co-;; 
donate (MacLaurin 1742). In fiecare moment viteza şi acceleraţia mobilului se compun (vecto
r!al) din vitezele şi acceleraţiile acestor proiecţii (H. Resa! 1862}. 

Viteza şi acceleraţia există. functiile (1.2) riiud presupuse de două ori derivabile. 



1.7. CURBURA ŞI RAZA DE CURBURĂ 

In cazul unui cerc, raza să R este totodată raza de curbură. Curbura ~e 
defineşte ca inversul razei de curbură: C = 1fR. Cercul are deci în toate 
punctele sale aceeaşi curbură C = 1/ R. 

Trei puncte vecine necoliniare pe o curbă oarecare definesc un cerc şi 
un plan conţinînd· acest cerc (fig. 1.8). Raza acestui cerc dă cur bura "medie" 

Fig. 1.8 Fig. 1.9 

a curbei pe porţiunea P,PP,. Cercul limită, obţinut cînd P, şi P, tind 
către P, se numeşte cerc de curbură sau cerc osculator al curbei în punctul P 1 
el are trei puncte comune confundate cu curba (în P) ; raza sa dă raza 
de curbură şi centrul său dă centrul de curbură al curbei în punctul P. 
Planul limită se numeşte plan osculator, el conţine cercul de curbură. Pentru 
o linie dreaptă R - oo şi C =O (planul osculator devine nedeterminat). 

O altă construcţie echivalentă este următoarea (fig. 1.9) : ducem în donă 

puncte vecine P, P' tangentele t, t' şi planete normale (perpendiculare pe 

tangente). Tangentele t, t' duse în P definesc un plan, iar planete normale 
se taie după o dreaptă perpendicnlară pe acest plan. La limită, cînd P' - P, 
planul tangentelor devine plan osculator al curbei în P, iar dreapta de 
intersecţie a planelor normale devine dreaptă polară, care trece prin centrul 
de curbură şi este perpendiculară pe planul osculator. Aceaştă construcţie 
generalizează pentru curbe oarecare construcţia similară pentru cerc (dacă 
planul figurii 1.9 este planul tangentelor duse în P, atunci pentru o curbă 
strîmbă P' va fi deplasat în spatele sau în faţa figurii). 

Prin definiţie, curbura 

C def Iim M = dO , [ C] 
AS-'>0 6._s ds 

rad 1 ds 
R =-=-, 

C dO 
=-.-

m 
(1.20) 

unde i\.0 este unghiul (în radiani) dintre două tangente vecine, duse iri două 
puncte vecine la distanţa curbilinie 1\.s între ele. 

Din construcţia figurii 1.9 se vede că i\.sfi\.0 este raza unui cerc care 
aproximează arcul 1\.s, prin urmare la limită i\.sfi\.0 va da raza cercului de 
curbură (osculator). 

Curbura C = dOfds măsoară gradul de abatere a curbei de la o linie 
dreaptă : de la tangenta sa în punctul co'!siderat. Curbura este egală cu 
unghiul (în rad) dintre două tangente la curbă în două puncte vecine, ra· 
portat la lungimea arcului de curbă dintre ele, sau altfel, curbura este 

egal~ cu unghiu~ cu care s~ roteşte tangenta Ia curbă, atunci cînd ne de
plasa'? pe curba cu o umtate de lungime. ln sfîrşit, curbura este egală 
cu "v1teza" de rotaţie a tangentei în raport cu deplasarea pe curbă. Prin 
urmare, cur~ura (gradul de ~batere de la o linie dreaptă) într-un punct 
da~ al curbei es~e mare, daca este mare unghiul de rotire a tangentei pe 
umtatea de lung1me a curbei, în vecinătatea acelui punct. 

Normala Ia curbă (adică perpendiculara pe tangentă), conţinută în planul 

osculator, se numeşte iwrmala principală (versorul ~ îndreptat spre centrul 
de curb~1ră). N ~rmala la cu~bă, perpendiculară pe planul osculator, se nu
meşte bwormala; versorul ei se alege conform produsului vectorial : 

-+de(-+ -+ 

b=t X n (1.21) 

(în fig. 1.9 de la cititor spre figură). Astfel, în fiecare punct al curbei avem 

un triedru ortogonal (t, ){, h), numit triedru principal sau ~atural (sau triedru 
Frenet). 

Din figura 1.9 se vede că 

1 

1\.t/ = 2/tl sin(M/2) = 

M M 
sin(i\.6/2) ~ 

M/
2 

· - 1 cînd M -o, (Iti = 1); 

prin urmare derivata dtfdO, avînd modulul 1, este un versor. Cînd P' - p 

pe curbă (LI.O - 0), versorul t' se roteşte în jurul lui P, astfel încît At 
devin~ perpendicular pe t şi orientat spre centrul de curbură, după versorul n. 

Pnn urmare, în modul, direcţie şi sens : 

. At dt ~ 
hm- =- =n, 
Aa~oAO d6 

dt dt dO ~ ~ 
- =-- =Cn=-· 
ds d6 ds R 

(1.22) 

Aceasta este prima formulă a lui Frt!net. 

Observaţie: Un vector variabil u-: dar de modul cOnstant, de,exemplu, un versor, nu se 
poate ~eciţ rott (modulul fiind constant). Deci ducindu-1 dintr-un punct fix, vtrf~ său descria 
o curba Sttuată pe o sferă (de rază egală cu modulul 

vectorului fig. 1.10 ; pentru vcrsorul l sfera este dese
nată parţial punctată in fig. 1.9). Variaţia vectorului 
do modul constant va fi egală ·cu coarda (secantă) la 
această sferă 1 

- - .ae lllul = 21Uisin- · 
2 

(1.23) 

La limită, cind .6.6 -+·o, 11fi devine dU" tangent Ia sferă, 
deci perpendicular pe vector. Aceasta rezultă Şi din 
condiţia 1 

-- -+-+ - -u u = const-+ udu =O. deci duj_u. (1.23') 

Din ( 1.23) rezultă la limită ~ 
1 

~ ~ 1 d;; 1 ~ ~ ldUI = 1Uid6, da =lUI, dacă lUI= const. (1.24) 
Fig. uo 



De aici rezultă, analog demonstraţiei date p~ntru versor~lt, că diferen
ţia/a oricărui versor este egală !n modul cu unghwl de rotaţre a versorulu! 
(1 dtl = dO), iar ca direcţie este perpendiculară pe versor, a_dică derivata 
unui versor !n raport cu unghiul de rotaţie este un versor perpendrcular pe vtr· 

sorul initial( dt =; _L t)· 
. dO 

1.8. ACCELERAŢIILEJ TANGENŢIALA ŞI NORMALA 

Derivăm (1.10), ţinînd seama de (1.22) : 
~ 

- ~ - •-+ ...;. • .,. dt. 
a = v = (vt)· = vt +rit = iJt + v ds-s = 

(1.25) 
·- v2 -+ - - _,. -= vt+-n= a,t + a.n =a,+ a., 

R 
dv d's ·· v' 

a =il=-=-- =s, an=-, ab:=O. 
' dt dt' R 

(1.26) 

Prin urmare, in fiecare moment acceleraţia -;; s~ află !n _pl~nul osculator al 
traiectoriei şi se descompune intr-o componenta tangenţzala a, de-a luneul 

tangentei la traiectorie, deci paralelă cu vite~a ; (dacă v. creşte, atunci 
a > O), şi o componentă normală pe trazectone a., mdrep!ată . spre 

' centrul de curbură (numztă ŞI ac

;;-, 

Fig. 1.11 

celeraţie centripetă). 
Componenta a, se datoreşte va

riaţiei modulului vitezei, iar compo
nenta a., se datoreşte variaţiei di-
recţiei vitezef. .. 

O variantă a demonstraţre1 re-
~ . 

zultă din figura 1.11; t.,p_ provme 
din variaţia modulului vitezei (se 

~ 

anulează dacă v' = v), iar t.~v pro-' 
vine din variaţia direcţiei vitezei 

(se anulează dacă ; nu se roteşte): 

i:l =1 v' ~ v 1 =1 ~: 1-+\ ::1· 
(1.27) 

. 1 t..7,,_ 2vsin(M/2) =V sin(M/2) M -+V dO. 
t.t - t.t t.o 12 t.t dt · 

. ... - ~ 
J.a limită cind P' ... P(t.O ... O), t.;;, devine paralel cu v (sau cu t), iar A..• 

4 ~ 4p· 1 
devine perpendicular pe v (sau pe t) deci paralel cu n. rm urmare, n 
modul, direcţie şi sens : 

d,; = lim Ă,; = dv t; 
dt Al~o t.t dt 

d 7, t. ~ dO~ 
-•- =Iim-"- =V-n 
dt AhO tJ.t dt 

(1.28) 

şi deci 

... . Â~ . 1 ... - d;·;, d"-; 
a =hm-=hm-(t.,v+t..v)=-+--

At~o t.f AhO tJ.t dt dt 

(1.29) 

dv -+ d6 - _,. d9 - · ...,. v2 -
=-t + v-n =rit+ v-sn =rit+- n. 

dt dt ds R 

O mişcare curbilinie este totdeauna accelerată din cauza variaţiei direcţiei 
· vitezei (a. = v'fR ,;; 0). Dacă a, =zi =O (v = const), mişcarea este uni
formă pe traiectorie sau curbilinie uniformă şi acceleraţia se reduce la accele
raţia normală a •. În mişcarea rectilinie a. = O (R ... oo ). 

Aplicaţii 

a) Dacă viteza pe traiectorie v variază cu cantităţi egale in timpuri 
egale, mişcarea se numeşte uniform variată pe traiectorie sau curbilinie uniform 
variatii (de exemplu, circulară uniform variată) şi acceleraţia a1 este con
stantă : 

flv dv ~ ~- . · ' - = const =-=a,, dv = a,dt, v = v, + a,(t- t0), 
flt dt 

(1.30) 

~ds =~vdt~~(v,+a,(t-t,))dt=s,+v,(t-t,)+ ~ a,(t-t,)2 ; 

sau mai simplu (dacă condiţiile iniţiale, poziţia s, şi viteza v,, se refera la 
momentul t, = O) : 

. 1 
v = v, + a,t, S=S0 + v,t + -a,t2• 

2 

Eliminînd timpul t rezultă formula generală a lui Galilei : 

v2 = v~ + 2a,(s- s0), 

şi eliminînd acc,eleraţia, rezultă 

~+v ~+v S=s,+--(t-t,) =So+<v>(t-t,), (v) =--· 
2 2 

(1.30') 

(1.31) 

(1.32) 

In mişcarea uniform 'variată rectilinie (Galilei 1638) : R -+ oo şi a. =O, 
astfel încît în (1.30-31) a, coincide cu a, 

Grafic, viteza se reprezintă (în funcţie de timp) printr-o linie dreaptă. 
Pa'!ta dreptei reprezintă acceleraţia tangenţială, iar aria mărginită de dreaptă 
reprezintă deplasarea curbilinie 11s. Coordonata s ~e reprezintă printr-o 
parabolă (fig. 1.12). Panta tangentei la parabolă reprezintă viteza. Viteza 
se anulează in dreptul minimului (a,> O) sau maximului (a1 <O) parabolei 
(deoarece v =ii). 



ln cazul a, <O, (v, > O), mişcarea este uniform încetinită sau frinată 
(întîrziată) pe traiectorie şi există un moment tm cînd corpul se opreşte 
(v =O); 

v, lv'\ v~ v5 p = v0 + a,t =O-+ tm=--;;; = -;;; : Sm=So- 2a, =So+ 2latl· (1.33) 

a 

v. 

Fi~. 1.12 
i 

v.s 

1 

Atingînd distanţa maximă s,., corpul se opreşte şi apoi se întoarce accelerat, 
parcurgînd aceleaşi puncte cu viteze de acelaşi modul, dar de semn schimbat. 

ln cazul a,> O (v, > O), mişcarea este uniform accelerată, dar dacă 
prelungim mişcare<~ în trecut (t < 0), vom găsi şi o etapă de mişcare ince
tinită (fig. 1.12, a). 

în cazul mişcării rectilinii, bineînţeles at coincide cu a. 
Din (1.30) rezultă că unitatea de acceleraţie este egală cu acceleraţia unui 

mobil în mişcare uniform variată, a cărui viteză creşte ·CU o unitate .(1 m/s) 
Intr-un interval de timp egal cu unitatea (1 s) : 

a = Av ... [a] = [v]J[t] = L-Ţ-2 = 1 m/s2 în SI. (1.34) 
At . 

--+ ...... ...toT'! 

b). Mai general, fie o mişcare cu vectorul acceleraţiei constant a = const 
(mişcare uniform variată generală). Atunci 

~ t 
"""' du """' ..,. '""' -+ ~~ ~ ~ a=--+ dv= adt-+ v= v, + adt = v, + a(t- t0). 

dt . 
1 to ' 

(1.35) 

Aceasta reprezintă de fapt e~uaţia vectorială, parametrică, a hodogrâfului 
.vitezei - o linie dreaptă (fig. 1.13). Mai departe, 

~ t 
- dr ~ - - ~ ~~ ~ v =-. -, dr=vdt, r=ro+ vdt =ro 

dt 
'· 

t 

+~[ii',+ c;(t- t,)]dt = 

'· 
- -+ 1- 2 = r0 + v,(t- t0) +- a(t - t,) . 

2 

(1.36) 

Dacă ;o ·este coliniar cu (;, obţinem o mişcare rectilinie 'uniform variată. 
Altfel miŞcarea este plană in planul definit de vectorii ;;, şi ;; şi ecuaţia 
(1.36) reprezintă ecuaţia vectorială, parametrică, a traiectoriei, care este 

o parabolă in acest plan, cu axa de sim~trie paralelă cu Q, şi cu concavi-

v l'L=const." 

1 
1 

O' --------' 
Fig.1.13 

• ă::consl. 
l ' 
·, v,=consf 
J. 
1 

J â 
1 

ă 

Fig. 1.14 

tatea?,:ientată, bineinţeles, in sensul lui <! (fig. 1.14). Dacă alegem axele 

de coordonate Oxy in planul mişcării cu axa Oy paralelă cu Q, atunci pe 
componente (proiectăm ecuaţiile vectoriale pe axe) : 

1 

Vz = Vo. J X = X0 + Voz(f- t0) 

v, -=. "•• + a(t- t,) şi l Y = Yo + v,.(t- t,) + ~ a(t -t,)' (1.37) 

(v, = O) (z = O) 

(a. = O, a" =a, a, = 0), 

de unde, eliminînd timpul, rezultă ecuaţia traiectoriei : 

+ v,,, ( ) 1 a 2 Y=Yo -· x-x, +-- (x-x,), 
Vo: 2 zfO:J: 

(1.37') 

care este o parabolă (fiind de forma y ~Ax'+ Bx + C). 

1.9. MIŞCAREA IN CIMPUL GRA VFI'AŢIONAL (în vid) 

Experienţa cu tubul lui Newton - tub vidat, suficient de lung, conţi
nînd diferite obiecte - arată că toate corpurile cad în vid cu aceeasi accele
raţie g, independentă de masa, natura, dimensiunile sau forma ·corpului. 
Vectorul acceleraţiei g este orientat vertical spre centrul Pămîntului. Acce
leraţia l!ravitaţională g variază cu altitudinea, şi chiar la nivelul mării, 



variazli uşor cu latitudinea, datorit-ă turtirii Pămîntului la Poli şi .rotaţiei 
diurne: Ia ecuator g11 = 9,7805 m/s', la pol gp = 9,8322 mfs', la paralela 45": 
g, = 9,80'616 m/s9• · · 

In aer, pe lîngă greutatea corpului G = mg, acţionează şi forţa de rezis
tenţă a aerului F,. Pentru corpuri mici şi grele G ~ F, şi obţinem rezultate 
apropiate de mişcarea in vid. 

1.9.1.. MIŞOAiREA iPE :P-.AaAJBOLA 

Alegind axele ca in figura 1.15 (viteza iniţială i;, in planul Oxy) avem: 

a: = dv:& =O, 
dt 

(a,= 0), 

de unde prin integrare : 

dx dy 
- = V:z; = Uo:z;, - = v._ = Vosr - gt, (vz = Voz = O) ' 
dt dt 

şi printr-o nouă integrare : 

x = x, + v,.t, y = y, + v,,t - _]__ gt2
, (z = Zo = O), 

2 

Do: = Do COS /Xo, Vo 11 = Vo SÎD IXo· 

(1.38) 

(1.39) 

(1.40) 

Mişcarea este plană. Constantele de integrare au semnificaţia d~ ':_itez~ ini
ţială şi poziţie iniţială (la t =O). Pe orizontală proiecţia P' se mtşca umform 
cu viteza Vo:z; ·= v0 cos cc0, iar pe verticală proiecţia P" se mişcă uniform 
variat cu ·viteza- iniţială Vou = Vo sin CXo şi acceleraţia a 31 =- g. 

Eliminind timpul din (1.40) se obţine ecuaţia traiectoriei, a parabolei : 

y 

o 

' ' g(x- :x")2 
Y- Yo= (x- X.) tg <x,- • 

· 2v~ cos2 o:o 

--, 
' \ 

P' YOJ!' 

\ 
1 
1 Curba 
\ balistic6 

1 

Fig, 1.15 

(1.41) 

X 

Alegind pentru simplificare x, = y, =O, să calculăm înălţimea maximă 
Ym a traiectoriei şi distanţa maximă b pe orizontală (bătaia). Avem pentru 
coordonatele maximului traiectoriei : 

' 1 ' . 2 y (x) = 0-+ Xm=- v, sm cx", Ym 
2a 

1 2 • 2 =- V0 Slll a:0 
2g 

(1.42) 

sau altfel 

VJI = 0 ----> lm =_!_ Vo SÎD!lo, 
g 

care introdus in (1.40) dă x.,, y.,. 
Din simetria parabolei sau din .condiţia y =O rezultă bătaia b: 

~ 

v2 
o 

2g 

v: 
4g 

b 2 1 ' . 2 = Xm =.- v0 sm cx" după 
g 

y 

Ym 
r, 

2 
T = 2tm =- V0 sina0 • 

g 

X 

(1.43) 

(1.44) 

Există încă o parabolă care atinge ţinta M (fig. 1.16), sub unghiul com-
plementar n/2 - cx, : . · 

b 1 •. 2("' ) 1 =g- Do Sin 2 - CX" =-;~sin 2 "oi 

Pentru v, dat, bătaia este maximă dacă cx" = 45": · 

b.,. = ~fg. (L45) 

D_acă IXc = n /2, obţinem cazul aruncării In sus pe verticală. 
T1mpnl de urcare (egal cu timpul de cob<>rire) şi înălţimea maximă sint 

ln arest caz : 

v, 
t .. =-. 

g 
h".=~. 

2g 

care se pot ob-ţine şi din (1.33) punind a, =- g. 

(1.46) 

Tra~e~ria reală,, ţinind ~ama de rezistenţa aerului, nu .. mai.. este o 
parabola, CI aşa-num1ta curbă ba/i$tic'ă (fig. 1.15), sensibilă la, forma corpului. 

. ObsenaJie, Mişcarea In cimpul graVita\ional terestru In vid (g = const) eate o ~· 
umform variată generală şi cOnform lui (1:36) se scrie vecto.rJal astfei 1 

-~-- ---- l-J r;r = U0 + gt, r = r, + uJ.+-gtr. 
2 

(1,47) 

Proiect~nd aceste, ecuaţii pe axele unui SC ortogonal com·enabll. regăsim ecuaţiile (1:39-.W) 



1.9.2. !PARABOLA DE SIGURANŢA 

Pentru a atinge un punct (x, y) dat, unghiul «o de aruncare trebuie să 

verifice ecuaţia (1.41) (alegem originea O în punctul P~ de aruncare, atunci 

x, = Y• =O): 

y = x tg«,- gx' (1 + tg2 cx0). 

2zfo 
Aceasta este o ecuaţie de gradul doi în raport cu tg «,.· 

Dacă discriminantul acestei ecuaţii, 

vg gx2 

t.~ -- y--
2g 2v~ 

(1.48) 

(1.49) 

este negativ, nu avem soluţii reale pentru tg cx,, deci punctul (x, Y). nu poate 

fi atins. Dacă discriminantul este pozitiv, avem două soluţii reale distincte 

pentru tg cx, : punctul (x, y) poate fi atins prin cele două traiectorii para

bole distincte. Nn,ulînd discriminantul, obţinem ecuaţia aşa-numitei para· 

bole de· siguranţă 

V~ gx2 
y =----, 

2g 2v~ 
(1.50) 

locul geometric al punctelor atinse de o singură traiectorie. Pentru punctele 

exterioare parabolei de siguranţă discriminantul este negativ şi nu avem soluţii 

reale pentru tg cx;. 
Pacă_ se arun_că. corpul cu aceeaşi viteză Vo sub diferite_ ~nghiu:ri <X0 , 

atunci toate traiectoriile parabole sînt înfăştirate de parabola de siguranţă 

(de fapt un paraboloid cu axa Oy), care este atinsă de o traiectorie dată 

într-un punct de abscisă. şi ordonată: 

r?. 
x, =V~'/gtg"'o> Xm, Yt =~ (1- c,îg2 «o) < y;.. .(1.51) 

. 2g . 

Numai punctele situate sub această parabolă de siguranţă pot fi atinse de 

un corp aruncat cu viteza iniţială v, (prin două traiectorii dacă _ţi!'ta. !'Ste 

inte.rioară. şi printr- o singură traiectorie dacă ţinta este pe parabola de 

siguranţă). · · .. · 

Viteza pe 
fig. U7): 

unde 

1.10. MIŞCAREA CIROULARA 

traiectorie sau viteza liniară este (R = const, ·a în radiani, 

v = ds = d(6R) = d6 R = OlR, 

dt dl dl 
. (1.52)' 

(1.53) 

e-ste vile:a unghiularcl (instantanee sau mom~ntanrt) .. Acceleraţia tangenţială 
este : 

du dw 
at =- =-R=ER, 

di dt 
(1.54) 

unde 

def d(t.) · d28 ·· 
<=-=W=-=6 

di dt' 
(1.55) 

este acceleraţia unghiularll (instantmie_c) în mişcarea circulară. Acceleraţia 

normală sau centripetă este : 

(1.56) 

şi acceleraţia totală: 

a =)al+ a};= R)e' + Ol4 • (1.57) 

Yitcza şi acceleraţ.ia pot fi scrise vectorial dacă introducem vectorul 

vite:d unghiulanl ~ situat pe axa cercului în ~ensul dat de regula. burghiului. 

Atunci vCctorul accclera·ţie unghiulară -; =; va fi situat pc aceeaşi axă 

(;ii<-:;) (fig. 1.18). 
Se vede imediat că 

Fig. 1.17 

raeo J [J 

{ 

Fig .• 1.18 

v 

(1.58) 

(1.59) 

âi =txR 

Exemple. a) În cazul mişcării circulare uniforme se parcm;g arce egale in timpuri ega!e : 

!!..s{b.t = const = v. Atunci w = vfR = const. e =~=O. at = eR =o. dar a
11 

= v2fR tF O! 

1'>6 d6 ~ 
- = const=- = w -4 El= oodt. El= 00 + w(t- lo) 
l'>t dl 

sau ,,El = 00 + ro!, dacă !0 = O. (1.60) 

Unilalca de vilc:ă unghiulară este egală cu viteza unghiulară a unui mobil care tntr·o 

tni1'2are circulară uniformă descrie un unghi la centru de 1 rad in unitatea de timp (1 s) 1 

6 
"' =-. (<>] = [6]1(1] = T"' = 1 s·• !n SI (sau 1 radfs). 

l 
(1.61) 



Frecven1a v sau turaţia n se exprimă prln ro astfel : 

v = n = ~, cu= 27tv, 
2r. 

[v] = 1 ,-• = 1 Hz, [n] = 1 s·• sau rotfs. 

Perioa~a (timpul unei rotaţii complete) este 

1 2r. 
T =- =-; [Tj = 1 s. 

V c.> 

(1.62) 

(1.63) 

(1.64) 

b) În mişcarea circulară neuniformă (o) este variabil, funcţie de timp. De exemplu,. 
In mişcarea circulară uniform variată avem 1 

l!.c.> dc.> 
- = const=- = e, oo = c.>0 + d, 
/!,t dt 

(1.65) 

(1.66) 

o = e, + "'' + "' t = e, + (c.>)t, <w>= "'• + "'. 
2 2 

(1.67) 

Numărul de rotaţii efectuate: 

N = (O - 6,) : 2r.. (1.68)< 

Unitatea de acceleraţie unghiulară este egală cu acceleraţia unghiularli a unui mobil aflat 
ln mişcare circulară uniform accelerată a cărui viteză unghiulară creşte cu o unitate (1 radfs) 
Intr-un interval de timp egal cu unitatea (1 s) : 

• = /!,"', [•] = [ro]= T-• = 1 ,-, (sau 1 radfs'). 
Llt [t] 

(1.69) 

c) Există o analogie intre mişcarea circulară (uniformă, uniform variată etc.) şi mişcarea 

curbilinie sau rectilinie. corespunzătoare (uniformă, uniform variată etc.), mai e..-xact intre 
mărimile unghiulare şi cele liniare, in baza formulelor (1.30-32) şi (1.65-67). Mărimile care: 
se corespund sint următoarele : 

Mişcare curbilinie 

1 

:Mişcare circulară 

11 

Mişcare curbilinie 1 Mişcare circulară · 
(mărimi liniare) (mărimi unghiulare) (mărimi liniare) (mărimi unghiulare) : 

• . o v2 = v~ + 2a1s c.> 2 = (!)~ + 2€0 
t t s=vo+vt O=(o}o+!.t)l 
u=s "'= e 2 2 

s=s0 +ut 6=0,+ot t.", =- U0 fa, lm =- OOofe 

a,= u = s €=~=6 S 111 =- v~f2a1 0111 =- oo~/2€ 

u = V 0 + a,t oo=ooo+d, 
1 1 

s = S0 + V0t +- a1i2 O= 00 + oo0t+- <i' 
2 2 

1.11. MIŞCAREA OSCILATORIE ARMONICĂ 

Proiectînd pnnctul P care se mişcă uniform pe cerc (fig. 1.17), pe dia
nletrul AA' al cercului, obţinem (notăm aici raza cercului cu A) : 

x =A cos 8 =A cos (<of+ cz). (1.70) 

Mişcarea punctului P' de-a lungul dreptei AA', descrisă de ecuaţia .(1.70), 
se numeşte mişcarea armonică (sau sinusoidală) şi joacă un rol important 
în natură. l\lărimca x se numeşte elongaţie şi reprezintă distanţa punctului 
pînă la centrul mişcăr~i; A este amplitudinea mişcării, adică elongaţia ma
ximă (- A < x < A) ; argumentul e = wt +" se numeşte faza mişcării, 
v. este faza iniţială (adică 8 pentru t =O) ; w = 2-.v = 2-.jT se numeşte 
frecvenţa unglzialan1 (sau pulsaţie). Viteza şi acceleraţia punctului material 
sînt: 

v = x = -wA sin (wt +") = wll cos (<oi+ ; + "), (1.71) 

- wA ~ v ~ (I)A, 

a = iJ = i =- w2A, cos (wt + ") = w2A cos (wt + r: +a) =- w'x, (1.72) 

Viteza este defazată înaintea elongaţiei cu r:/2 sau T/'1, iar acceleraţia 
-eu r: sau T/2 (fig. 1.19). Viteza se anulează cînd elongaţia este maximă şi 
jnYers, viteza este maximă pentru X = O (de exemplu, oscilaţiile mici ale 
cmui pendul sau oscilaţiile verticale ale unui corp suspendat pe un resort 

(JA 
A 

x, v,a 

1 
1 

..-, 

~· ' 

1 

Fig. un 

·elastic). Acceleraţia este în opoziţie de fază cu elongaţia şi proporţională 
cu elongaţia, fiind îndreaptată tot timpul spre centrul mişcării. 

In ecuaţia (1.70) poate fi luat tot atît de bine şi sinusul în locul cosi
nusului (adică proiecţia mobil ului pe diametru! vertical), aceasta revine la 
schimbarea fazei iniţiale cu r:/2. 



1.12. PRODUSUL SCALAR ŞI PRODUSUL VECTORIAL 

1.12.1, iPRODUSUL SCALAR 

Expresia analitică a produsului scalar într-un se ortogonal se obţiDe 
astfel : 

Deoarece 
...".z -+' ...".2 -->--l> ->-+ _,_,. 

i = i = k = 1, ij = jk = ki =o, (1.73) 

rezultă imediat : 

-;,b = (a.f + av1 + a,k) (bxl+ bvJ+ b,k) = a.bx + a,bv + aA (1.74) 

l?e de altă parte (notăm 1Ji =a, 1 bj = b) : 

-;; 
Cii!= ab cos (Ci, b). de nude cos (<i, b) 

ab 

Produsul scalar este nul, dacă vectorii sînt perpeudiculari. 

Exemplu: 

(1.'15) 

-;.2 -2 z , z , z a2 " , z ' z ., (1.",'6' a = a a = ax 1 av 1 az = , r = x- -r y -r z = r, " 
~' ' 

(pătratul scalar a este egal cu pătratul modulului a2
), de unde prin derivare 

în raport cu un parametru: 

c<i)· =(a')· = 2(a.â. + aya·v + a,a,) = 2aa~ = 2aa. (1.77) 

1.12.2. !PRODUSUL VECTORIAL 

Expresia analitică a produsului ucctorial într-un SC ortogonal se ob
ţine astfel : 
Deoarece: 

-r x i = r x r = k x k =o, r x r = k r x 1\: = -r, iZ x r = r (1.78) 

rezultă imediat : 

â X b = (axl + aS+ a,k) X (b;i + bvJ + b,I{) = (avb,- a,bv)T + 
+(a,b.- a.b,)J+ (axbv -avbx)k 

sau sub formă de determinant : 
-> 7 ~ 

~ ~ 
i ] k 

ax b= a. a" a, 1;; X bl = ab sin (Ci, b). 
bx by b, 

Doi vectori paraleli au produsul vectorial nul. 

(1.79) 

(1.80) 

1.12.3. PRODUSUL MIXT 

Cu ajutorul formulelor de mai sus pute1n demonstra expresia produ
sului mixt, care este simetric la permutări circulare : 

;I(C X Ci (1.81) 
ax ay az 
b, bv b, = 'b(;! x <!) = 7:(<i x b) =(Ci, b, [). 

Dacă doi vectori din produsul mixt- sînt egali sau paraleli, produsul mixt 
este nul. 
Produsul mixt este numeric egal cu volumul paralelipipedului construit pe 
cei trei vectori. 

1.12.4. DUBLUL PHODUS VECTORIAL 

Folosind expresiile analitice de mai sus, putem verifica următoarea dezw 
voltare a dublului produs vectori al: 

(1.82) 

PROBLEME 

1.1. Care este hodograful: n) :vitezei; ll) accclera~iei, unei pietre aruncată sub un ·ungl:li 
o:

0 
fa ţii de orizontală cu viteza iniţială V0 ? 

n. a) Segmentul de drcnpttl : v.,. = Vo cos O:o, !Vv! ~ Ve sin O:o; (fig. 1.20); 
b) Se reduce la un punct. 

Fig. 1.20 

1.2. Care este hodograf11l vitezei şi acceleraţiei unei particule in mişcare circulnr.:i 1mi-
formă cu viteza v pc un cerc de rază R? 

R. Cerc de razi't v; cerc de rază v2 fR. 
1.3. Care este hodograful vitezei unei particule in mişcare circulară uniform yarintă? 

n. "Spirala" V~= R2 [ui~ + 2e:(O- 6o)] =V~+ 2a,R(6- So)• 

1.4. Un corp aruncat oblic in cîmp gravitatiClDal în vid atinge înălţimea ma:xfmă 
h = 14,7 m, raza de curbură a traiectoriei fiind în acest punct R = 9,8 m. Să se afle Yiteza 
iniţială V0 şi unghiul ci e<0 (U ori1.m1tala. 

n. Po =V 9(21L + R)- 10,G mjs; IXo =-8rctfr:Y2ltjl? = 60°. 



UJ. Un corp se mişcă pe o traiectorie după legea s = b11 v11 - c11 ( b, c, n - constant& 

!POZitive), la momentul iniţial t =O, coordonata iniţială fiind sa =O. Să se deducă legea 
variaţiei vitezei in funcţie de timp. 

n-1 __________ ___ 

V'" n-1 n. v ~ -- + ---- 1. 
b"-t nb11 

1.6. Într-o mişcare tncetini"i:ă diagrama vitezei ln funcţie de timp este reprezentată 
printr-un sfert de elipsă din primul cadran (fig. 1.21). Viteza inilială este v0 = 10 mfs şi 

timpul pînă la oprire lm = •!O s. Să se calculeze distanţa s 111 parcursă piuă Ia oprire. 

ll. Sm = ~Vim = 314111. 
4 

El !!JSă 
Fig. 1.21 

o 
1 

" 1.7. Cunoscind acceleraţia tangcnţială a 1 = f(l) şi timpul pinii la oprire lm al unui mobil. 

sa se scrie legea vitezei în funcţie de timp şi să se exprime distanţa sm pin:'l. Ia oprire printr~o 
singură integrală. 

t t 

fi. V~ - ~ {(l)dl; Sm ~ - ~ 1{(1)<11. 

t ' o 

1.3. EcuaţiiJe cinem.atice ale mişcării unui mobil slnt : x = A cos wt, y = B sin wt. 
(A, B, w - consbmte pozitive). S~1 se afle: a, .. traiectoria ; h) viteza v(x, y) ; l') hodograful 

vitezei; 11) acceleraţia totaEi a şi acceleraţia normală a11 ; e) raza de curbură a traiectoriei. 

R. a) Elipsa X
2 /A 2 + Y2 /I12 = 1 parcursă in sens trigonometric; b) v = ABwflz = wD', 

unde Iz = A 2 B 2 JJI B~x~ + A 4y~ este distanţa de la origine (centrul elipsci) ptnă la tangenta la 

elipsă, D' = semidiametrul conjugat cu ra7.a ·vcctoare; c) elipsa v!fA2+v;JB2=oo2 (asemenea 

cu traiectoria); (l) a= w 2r, r =Jfx2 + y~. orientată spre centrul ~lipsei, an= 00 211; e) R = 
= A2B2jfl3. 

1.9. Ua mobil descrie uniform cicloida (fig. 1.22) 

x = R(a- sin a), y = R(1- cos a) 

y 

2TTR >t 

Fig. 1.22 

cu viteza constantă v. Să se arate că proiecţia accclemţici mobilului pe axa Oy este constantă. 

Clcloida este .curba 'descrisă de un punct dat al unui cerc de rază R care se rostogoleşte 

fără lunecare pe o dreaptă fixă (Ox). 
Reciproc: Un mobll se mşică uniform pe o curbă plană cu viteza constantă v. Să se 

găsească ecuaţia curbei, dacă proiecţia acceleraţiei pc o dreaptă din plan care taie curba, 

este constantă (ali= const < O). 

n. a) ali = - V2j4.R ; b) cicloida (pentru l = o alegem X = o. y· = V, X = y = O) • 

x = R arc cos ( 1 - ~ ) - Vu(2R y), (R = - v2 j4av)· 

1.10. Un lanţ (sau un fir omogen) suspendat de capetele sale ia sub acţiunea greutăţii 

forma ·curbei ,.lănţişor" (cosinus hipcrbolic): 

X b 
y = b ch- ~--- (e~~''/1 + e-"' 111), (b = const). 

b 2 

Un mobil se deplasează uniform pc lanţ cu viteza constantă v. Să se calculeze acceleraţia şi 

raza de curbură in funcţie de poziţia (x, y) a mobilului. 

It. a= bv2fy2, R = y2Jb. 

1.11. Să se arate că ::!.lcglnd convenab.il scările pentru viteză şi acceleraţie, unghiul sub 

care se vede vectorul acceleraţiei normale din virful vectorului viteză este egal cu unghiul 

sub care se vede vectorul viteză din centrul de curbură al traiectoriei. 

1.12. Să se calculeze, in funcţie de viteză şi acceleraţie, lungimea coardei interceptate pe 

cercul de curbură de către linia de acţiune a acceleraţiei. 

R. l = 2v 2 ja. 

1.13. Un mobil descrie o traiectorie plană astfel, incit v"' = c = const. Să se arate că 

atunci acceleratia se scrie 

unde v este viteza mobHului şi R raza de curbură. 

l.U .• Să se arate că in cazul unei mişcări plane viteza pe traiectorie a mobilului se scrie c 

V=± Iiâ. 
unde R este raza de curbură a traiectoriei~ iar O unghiul dintre vectorul viteză (sau \'ersoiUl 

tangentei la traiectorie) şi o dreaptă fixă din pl'aiml mişcării. 

·1.15. Un, mobil se mişcă in plan astfel, incit unghiul et. dintre viteză şi acceleraţie este 

... vnstant. Să se arate că vUeza pe traiectorie a mobilului se scrie 

unde O este unghiul dintre vectorul vitezei (sau vcrsorul tangcntei la traiectorie) şi o dreaptă 

fixă din plan. 

1.16. Ecuaţiile mişcării unui mobil sint următoarele: 

x = r cos wl, y = r sin wt, z = ct, (r, w. c - constante pozitive). 

Să se afle 1 a) viteza; b) hodograful vitezei; c) acceleraţia; d) raza ele curbură. 
2rr 

R. 'I'raiectoria este o elice (dreaptă) de rază r şi pas Il= c---; unghiul de inclinare 

"' 
tga=2r.rJll=rwtc; a) v=Vr~w2 +c2 -rw/sinr.~.=const; b) cercul v;+v;=R2w' din 

planul v., = c (viteza descrie suprafaţa unui con) ; t) a = an = rw2 = v~ sin~ et./r = v~ jR. 

a-+.1 Oz şi taie Oz ; d) R = r jsin2 a. 



1.17. Un mobil se mişel uniform varla:t· pe. un cerc de rază R = 10 cm. ·Să JSC afle· acce
leraţia normală «11 a mobilului după t = 20 s, ştiind că· după N 0 = 5,0 rot· de :Ia por~e 
viteza mobilului a fost V0,= 10 cmjs. 

v·lp 
n. a., = o = 1,0. cmjsz. 

1 G r.~ N~R 3 

1.13. Un mobil se mişel pc o tr:l.i~::torie circular.l dup::t legea s = ct3, unde c = 0,10 cmjs5• 

Să se afle accc\emţi!l bing:enţiaEl «e in momentul clnd viteza este v = 0,30 mjs. 

r n. rt. 1 = 2V3cv = u,oz:cmfs2• 

1.19. Un mobil se mişel pc un cerc de rază R astfel, incit unghiul ce dintre viteză şi 

acceleraţie este constant. Sl se exprime viteza in funcţie de timp, viteza iniţială fiind v0 • 

v,R 
R. V = ---'-"-'--

R- V0l ctga 

1.20. S:î. se calculel.C amplttndin~J. A şi pericacl:t Ta o:.::Uatiilor armonice ale unui mobil 
cunoscînd vitezele mobilnlui v1 , 2 corespunzătoare clongnţiilor xl>~· 

1.21. Două particule se mişcă cu vitezele constante v1 ,~. La un moment dat ele au vec

torii de poziţie G, 2• C:1.re este condiţia ca parncnlcle slt se ciocncască? 

-· R. v 1 - v~ 

IV:-V:l 
1.22. O p~rticulă porneşte cu Ylteza iniţială v0 avind acceler.1ţia a= +w2x. Să se afle legea 

vHezei şi legea mişcării. 

IL v =Vvg + w 2x2 _ v~ ch wi: x ,-;-: 2sh wl. 

"' 
1.23. O p~1rticulă descrie o curbă plan·ii· astfel Iucit dreapta suport a acceleraţiei trece 

prlntl'-tm p tmct fix. S:t se arate c1 acceleraţlă se poate exprima as tfcl : 

a= ±v dojdr. 

Cum trebuie tratat cazul singular al mişcării circulare uniforme? 
1.24. Si\ se demonstreze că tl·aiectoria unui punct a cărui viteză este constantă in modul,. 

iar acceleraţia trece printr-un punct fix, este un cerc. 

r 

CAPITOLUL 2 

PRINCIPIILE DINAMICII 

Mecanica clasică (newtoniană) se :hazenz[l pc trei legi generale sau prin
cipii, formulate de Isaac Newton iu ... celcbra sa carte "Principiile matema
tice ale filozofiei naturale" (1687). 

2.1. PRINCIPIUL INERŢIEI (LEX PRIMA) 

Experienţa arată că un corp în repaus faţ".rt de Pămînt rămîne în repaus
atîta timp cît asupra sa nu actioncază alte corpuri, care să-i modifice aceasHt 
stare. De asemenea, experienţe efectuate cu bile netede şi dure (de exemplu, 
de metal) lansate pe snprafe\e orizontale netede şi dure (de exemplu, pe
gheaţ-_5), cînd. greutatea bilei este ncutralizată de rcacţ".iunea normală a pla
nului şi forţele de frecare sînt mici, arată că mişcarea bilei se apropie tot 
mai bin~ de mişcarea rectilinie UIJ.lf'ormtr.. De aici, prin ·abstractizare, se ajunge 
la prineiJ)iul sau legea inerţiei (prima lege a lui Newton), cunoscută încft: 
de Galilei (1632) : 

· Un punct material râmine in repaus sau in mişcare rectilinie zmi{ornu'f 
atila timp cît asupra sa nu ac[ionea=tr. alte chrpuri care să-i schimbe aceasfâ. 
Sl(l._re de repaus s"au de mişcare rectilinie uni{ormfl. . 

Principiul. inertici nu poate fi verificat direct experimental, deoarece
nici un corp nu poate fi su.str~s complet acţiunii altor corpuri, de exemplu~. 
atrac-ţiei gravitU-ţionalc a PămîntUlui. Dar este verificat prin toate conse
cinţele sale. 

Experienţa arată de asemenea că la orice acţiune exterioară care caută: 
să schim·be starea de repaus sau de mişcare rectilinie uniformă a corp1ilui,. 
cQrpul se _opune, re~cţ.ionează, adeseori destul de puternic. 

Proprietatea unui corp de a-·şi menţine starea de repaus sau de mişcare 
re.ctiliniC unifOrmă, în ab~enta acţiunilor exterioare, sau de a se opune' la. 
orice acţiune exterioară care caută să-i schimbe starea de mişcare, se nu
meşte inerţie., 

Astfel, corpurile sînt inerte în sensul că nu-şi pot schimba de la sine· 
starea lor de repaus sau de mişcare rectilinie uniformă. ln virtutea iner(iei 
corpurile se mişcă rectiliniu uniform în absenţa acţ.iunilor exterioare şi da
torită inerJiei tind să-şi menţină această stare de mişcare, opunîndu-se sau 
:reacţionînd Ia acţiunile exterioare. 



Conform principiului inerţiei, mişcarea rectilinie uniformă se auto întreţine, 
adică nu necesită nici o acţiune exterioară pentru menţinerea ei. Dimpotrivă, 
orice acţiune exterioară strică o astfel de mişcare, curbînd traiectoria şi 
modificînd viteza, adică produce o mişcare accelerată. 

În practică se întîlnesc frecvent mişcări rectilinii uniforme, dar totdeauna 
produse de acţiunea altor corpuri, de ex.emplu, un tren tras de o locomotivă, 
o ·sanie trasă de un cal etc. În asemenea cazuri există totdeauna actiuni 
opuse, de obicei frecările, astfel încît în total acţiunile exterioare se ~om~ 
pensează reciproc. Prin urmare, principiul inerţiei se aplică şi în cazul cînd 
rezultanta tuturor acţiUnilor exterioare asupra punctului material este nulă. 

Din principiul inerţiei rezultă de asemenea că mişcarea rectilinie uniformă 
joacă în natură un rol deosebit, privilegiat. 

2.2. SISTEniELE DE REFERINŢA INERŢIALE 

În ~ormularea principiului inerţiei nu se spune nimic despre'' SR~ ·: Or, 
este evident că mişcarea rectiliflie· uniformă faţă de un anumit SR i;m rriai 
este astfel faţ.ă de alte SR accelerate faţă de primul. Prin urmare, priiicipiul 
inerţiei în nici un caz nu poate fi valabil faţă de orice SR. Dacă însă 
principiul incrţiei este valabil într-un SR dat, atullci el va fi automat valabil 
în toate SR care ,se mişcă rectilil)i!l uniform faţă de acesta, şi sigur nu va 
fi valabil faţă ele SR care ·se mişcă· accelerat faţă de acesta (v. 2.7). 

Sistemele de referinţă în care este valabil principiul iner(iei se numesc 
sisteme de referintă illerţiale. _· · . · · · · 

Newton a pres~ pus existenţa unui spaţiu absolut şi a unui timp a~soiut: 
"Spaţiul absolut nu este, din c:iuza· naturi,i sale însăşi, în nţci ur(fel de 

.raport cu vreun obiect _oarecare, fiin.c! mereu acelaşi şi ;în nenlişc:ire''_~· 

. "Timpul absolut, adeVărat şi matC.matic, se scurge_prin.natUra sa inSăşi 
uniform, fără nici o relatie cu Vreun 'obiect "oare.ca·re''. · · · 
. . "Mişcarea absolută este deplasarea unui cotp' dintr, o poziţie absolută 
spre altă poziţie absolută". , · · .· · , .. ' . 

În spaţiul absolut se alege un SR absolnt, adică fix şi invariabil. Drept SR 
absolut era considerat sistemul de· coordonate astronomic legat de stelele 
fixe şi nebuloasele îndepărtate, şi timpul sideral. Experienţa arată că faţă 
de acest SR principiul inerţiei este valabil cu toată precizia 'atinsă astăzi. 
Un sistem inerţial foarte bun este siste'1'ul helio'centric al lui Copernic .. 

On SR legat de Pănijnt nu este riguros inerţial, aşa cum confirmă expe· 
rienţele, din cauza rotaţiei diurne a Pămîntului. Abaterile sînt însă mici şi 
în primă aproximaţie le putem de obicei neglija, considerînd SR le.gat de 
Pămînt ca fiind practic inerţial., , : , 

Din punctul. de vedere al principiului inerţiei toate SR inerţiitle 'sînt 
absolut echivalente, nici unul din ele nu· poate fi considerat fix sau ab~olut. 
Aceeaşi ,concluzie rezult~ şi di:n celelalte principii ale ~ecanicii, astfel_ J~cît 
se poate afirma că nu e:Xistă .un.şpaţiu absolut, carisă poată fi luat drept SR. 

Mai mult, în teoria relativităţii se arată că spaţiul şi timpul sîntJegate 
între ele şi proprietăţ.ile lor sînt determinate de materie şi mişcare. . , 
.: O formulare mai cuprinzătoare şj niai profundă a prinCipiului 'inerţiei 

~~ţe; următoarea : · · · · · · 
. Partic.ule suficient-IJe. depărtate unele ,de ~Itele (izolate între. ele) si. ,mişcă 

unele faţâ de altele rectiliniu uniform. 

2.3. NOŢIUNEA DE FORŢA 

Noţiunea de forţă are la origine senzapa de efort care apare atunci cînd 
ridicăm sau ţinem o greutate, cînd tragem sau împingem un corp pe o su~ 
prafaţă. Totodată putem indica direcţia şi sensul în care îndreptăm efortul, 
precum şi punctul unde aplicăm acest efort. De aici se obtine prin abstrac
tizare noţiunea de forţă ca vector. Prin intermediul forţel~r corpurile actio-
nează unele asupra altora, transmiţînd mişcarea mecanică. ' 

Forţele produc efecte statice de deformare a corpurilor (sau de echilibrare 
a altor forţe) şi efecte dinamice de modificare a vitezei, adică de creare a 
acceleraţii/ar. , 

Exemple de forţe: greutatea corpurilor, presiunea sau tracţiunea produse 
de corpuri sau fire, reacţiunea elasticrt a unui resort deformat, rezistenta 
opusă de fluid la înaintarea unui corp etc. · 

Măsurarea forţelor se face pe baza efectelor lor. Există corpuri, numite 
elast1ce, la care deformaţiile (nu prea mari) dispar· odată cu îndepărtarea 
fortelor care le-au produs, de exemplu, resorturile. Se poate considera că 
deformările elastice sînt proporţionale- cu for! ele care le produc. Dinamo· 
metrele sînt resorturi elastice prevăzute cu riglă gradată pentru măsurarea 
alungiri]or, deci şi a forţelor respective. Un etalon mai bun îl constituie 
greutatea . unui anumit corp de referinţă într-un anumit loc pe suprafaţa 
Pămîntului. · 

Astfel, unitatea ldlogrcm-for(ă (kgf) est.c grcuinten (în v:d) a rtnlcnului rna~ă de 1 kg 
(păst:at la Shrcs) in cimpul gravitaţionalncrmal (slor.clo1d) Un = 9,80665 rn(sa care coincide 
practic cu valoarea g0 = 9,80616 mjs~ de la niVelul mării şi r.aralela 45°, 

Experienţele (nerelativiste) araHt că forţele se compun după regula para
lel?g!an;ului (!feron din ~ntichitate, S. Stevin- 1605, G. R'oberval- 1636), 
ad1~a ~.Int manmi veclonale. De aici se abstrage principiul independellţef · 
aeţmnn forţelor (formulat separat de Newton): ' · 
. Uri corp s~b acţiunea: simultană a donă forţe descrie (pornind din repaus) 

.dwgona/a unm paralelogram avînd ca laturi aceste forţe, în acelaşi timp în 
care 'ar descrie separat fiecare latură sub acţiunea forţei corespunzătoare., 

2.4. PRINCIPIUL FUNDAMENTAL (LEX SECU~DA) 

Dacli aplicăm unui punct material diferite forţe F, punctul ·material 

cap_ăt{ ~ccderaţii ;; coliniare şi proporţionale cu forţele aplicate (fig. 2.1) ~ 
--) F .... --) ·d,; 
a=-, .J? =ma =m-, 

m dt 
(2.1) 

unde m este un parametru 
pozitiv, caracteristic punctului 
material, numit ·masă.- Newton-,_ 
a1, definit· masa unui corp· ca· 
măsură a cantităţii de materie · 
conţinute· în corp. Cu cit masa 
unui corp este mai mare, cu· 
atit acceleraţia, produsă' de o Fig. 2.1 



fJrţă datr1, este mai mică. De aici rezultă că masa unui corp este o mi'isură 

a ;ner[iei sale, adică o rnăsurfl a gradului de opunere sau de reacţiune a 

corpului Ia acţiunea forţelor exteriOare care îi schimbă starea de repaus sau 

de mişcare rectilinie uniformă. în a:ceastă calitate de mlisură a inerţiei, masa m 

s·e numeşte masă inertii sau inerfială ·şi se manifestă deci sub dublu aspect, 

pasi...- şi activ: în absenţa forţelor exterioare corpul îşi păstrează mişcarea 

Tectilinie uniformă, conform principiului inerţiei, iar sub acţiunea unei forţe 

.exterioare admite o acceleraţie invers proporţională cu masa sa inertă, con

form principiului fundamental. 
Ecuaţia (2.1) reprezintă legea fundamentală a dinamicii (legea a doua 

a lui Newton, 1G87). · 

Observatii: 1) Ecuaţia iJ = m1 nu n~ SlJlll1~ ·m:mc dc'ipre1nalrtra forţei; ea poate fi de 

m.tur.l gravitaţională, electro:nagnctică, nllclear.l sau in particullr, forţă ebstică, forţă de 

frecare etc. 

În ccuaţin F = m1.~ forţa apar:! sub form1 abstractă ca un m)dcl nl'!canic al oridrei inter..:. 

acţiuni a corpurilor, independent de. natura fizică a acestei intrracţiuni. În modul acesta,· 

ecuaţia F = nl"C:', pc lingl caracterul de ligc a ·natllrii. poartă şi cil.ncterul de dcfinific dina

micd a forţei. D~ nce~:l. p:mtr:1 d2tenninar~a mişclrii unui sistem trebuie cunoscută şi legea'· 

t~i~i-:-<Ie exemplu, pentru o:;t!ilatornl elastic trebuie cunoscută leg~a lui Hooke, pentru sistemul 

s~'"=-..:--leg2a· atracţiei graYitaţionale, pentru atom - leg21 lui Coulomb a interacţiei clcctro

statice (mai general. elcctrom::tgnetice) etc_. 

2) Experienţa arată că principiul fundamental C'stc valabil num1i in SR incrfiale, la fel 

ca Ş{ principiul inerţiei. Legea ftmdamentnl.1 (2.1) nu se schimbă cind trecem de la un SR 

inerţial la altul, deoarece nici mlrimea forţCi (măsurată cu dinamomctrul,{ deci cu ajutorul 

rigtelor ,şi Cc:l.sornicelor). nici mi.rimca acceleraţiei nu se schimb!l in acest caz (după cum 

vomlvcdea în 2.7). 

Vom stabili ma! tirziu mcdnllin care se scrie legea fum!amcntaiă· in cazul unHi SH ne

inerţial (cap. 10). 

3) În ic.?rla r:~slr!n.-;:1 a r~Calivilă(ii a lui .Ein':itein (1005} se arată, şi C"'\perienţele confirmă~ 

ci ia \itcze fo:~.rte m1ri, apnpiate de viteza luminii in vid c = 2,09792)·108 m{s, masa 

cot·pnlni nu rlmine constantă, ci cre5te cu viteza după le~ea : 

-f 

dp 
= r 

dt Traiector{a 

Fig. 2.2 

(2.2) 

unde m~ este masa corpului in r>epaus. 

Atunci legea fundamentală (2.1) tre

buie scrisă corect astfel (aşa a scds-o 

şi Ne\, ton): 

....,. d(mU) 
F= --. (2.3) 

dt 

Produsul m'J reprezintă d-eci o mă
ri~e impor~antă .. (cantitatea de miş~ 

~1"fC"S;U~P'"iilS~'J~ pli'riCtUi~iîffiâtCrTai) 
(fig. 2.2). 

Thicco.'l.nica ·clasică nu este vala

bilă nici tn domeniul atomic, undc:se 

aplică. mecanica cuantică. 

[ 
i2.5. GREUTATEA ŞI MASA 

Greutatea unui corp este în esenţă forţa cu care el este atras de Pă· 

mint (v. § 10.2). Static, greutatea se manifestă prin forţa cu care corpul 

apasă pe un plan orizontal sau întinde firul ele suspensie. Dinamic, greutatea 
produce căderea corpului lăsat liber. Experienţa arată că în vid, cînd nu 

acţioneazh decît forţa de greutate, toate corpurile cad (într-un loc dat) cu 

aceeaşi acceleraţie g independentă de masa, natura, dimensiunile sau forma 

corpmilor, cleei conform ecuaţiei (2.1) : 

G=mg,g=Gfm. (2.4) 

Această relaţie este fundamentală pentru milsurarea masei, deoarece reduce 

.compararea maselor la compararea greutlifilor lor, într-un acelaşi loc : 

G,fG, = m,fm,. (2.5) 

l\Ht:surarea masef se face cu ajut6~·~1 balantei. 
Unitatea de masă·,; numită kilogram, este egală cu masa prototipului din 

platinh-iricliu păstrat la Biroul })lternaţional de Măsuri şi. Greutăţi de la 

'SeYres (Franţa). 
în SI masa se alege ca mărime funda mentală, forţa fiind atunci o mă

,rime derivată. Unitatea de forţă rezultă din legea funda·mentală: 

[FJ =[m][a] ~[F] =MLT-' =1kg·m/s' =1 N în SI 
(2.6) 

sau [F] - 1 g ·cmfs2 =' 1 dyn = 10-5 N în CGS. 

iUnitatea de forţă (1 N) este egală cu forţa care .aplicată unei mase egale cu 

unitatea (1 kg) îi imprimă o acceleraţie egală cu unitatea (1 m/s2
). 

Unitate::t kilogram (or(ă (l<gf) din sistemul tehnic 1\H(fS este egală cu greutatea unui 

J!..:HOJram-masă ln cimpul gravitaţlonal normal Un = 0,80665 m/S2 sau, in altă formă, este forţa 

-t!,lr.:: aPlicată un:ci ·maSe de l kg ii imprimă o accelcrriţie egală cu· acceleraţia· gravitaţională 

,;.wt'tn:l.l.l {J1, = O,SOG65 m{s2 : 
. ; . . . 

1l<gf = i kg•9,80665 mjs2 =·9,80665 N· ~ !.1.8 N. (2.7) 

De aici se vede că intr-un cimp gravitational normal (standard) masa unui corp exprimată in 

k~ coincide numeric cu greutatea sa exprimată 1n kgf. nu însă tn alte cîmpuri gravitaţionale. 

D-.! cxernpln, pc Lun::i, nu corp cu masa de 1 kg arc greutatea de 0,105 l<gf (gL = 1.62 m{s1), 

;iar pe Soare: 27.~ k;Jf .w~ = 271 m{s2
). 

.Subliniem încă o dată deosebirea dintre greutatea unui corp şi masa sa : 

•Greutatea unui corp· este·a·'forţă, egală cu forţa de atracţie exercitată de 

'Pămînt. Ea variază cu altitudiuea· Şi latitudinea, fiind dependentă de cîmpul 

graYitaţioi~al. Greutatea se. măşOară cu dinamometrul. l\1o.sa e'ste. .. o m,ăfiine 

.scalarll, ,·o ·caracteristiCă internă a Corpului, independentă de altitudine şi 

latitudine. i\Iasa se măsoară ctr balanţa (se poate măsura şi cu dinamometrul 

;prin metoda substifuţiei : se măsoară alungirea produsă de corpul măsurat, 

.apoi se înlocuieşte cm·pul cu mas~ etalon pînă se obţine aceeilşi alungire). 

Proprietatea corpurilor de a atrage alte corpuri şi de a fi atrase de ~lie 

..c.orpuri, exprimată în ·J~gea atracţiei universale a lui Ne.wton (Cap. 8), 

.este cea de-a doua manifestare a masei (alături de inerţie). In această calitate 

45 



masa se numeşte masa grea sau 'gravifică (sau gravitaţională) şi este o măsură 
a interacţiunii corpului cu cimpul gravitaţional. Datorită masei gravifice 
corpurile creează un cîmp gravitaţ.ional şi suferă acţiunea unui cîmp gravi
taţional; de aceea masa gravifică se .mai numeşte şi "sarcină" gravifică, 
fiind analoagă sarcinii electrice. 

Experienţele confirmă cu mare precizie faptul că cele două proprieWţi, 
inertia. şi gravitatea, se datoresc unei mărimi unice: masa corpului, cu alte cu
vinte, masa inertă este egală eu masa gravifică. Acest fapt stă la baza teo
riei generale a relativităţii (a cîmpului gravitaţional) a lui Einstein (1916). 

In baza acestei egalităţi, aceeaşi formulă (2.4) exprimă forţa gravitaţia· 
nală static prin masa grea şi în acelaşi timp dinamic prin masa inertă. Cu. 
ajutorul balanţei măsurăm masa grea, deci automat şi masa inertă. 

2.6. PRINCIPIUL ACŢIUNII ŞI REACŢIUNII (LEX TERTIA) 

Experienţa arată că acţiunea unui corp asupra altuia poartă totdeauna 
caracterul unei interacţiuni, adică acţiunea unui corp asupra altuia naşte 
simultan o reacţ.iune a acestuia din urmă asupra primului, - corpurile ac
ţionează deci unul asupra celuilalt. 

Principiul III afirmă că fiecărei acţiuni i se opune totdeauna o reacţiune. 
egală in modul şi de sens contrar, sau, altfel, acţiunile reciproce a două corp ud 
(puncte materiale) sint totdeauna egale in modul şi dirijate în sensuri contrare: 
(legea a treia a lui Newton). Cele două forţe, acţiunea şi reacţiunea, slut 
aplicate simultan şi la corpuri _diferite (de-a lungul dreptei care uneşte cele 
două corpuri). 

Subliniem că aici este vorba de o interacţie mutuală simultaml şi nu de o 
cauză şi un efect. 

Exemple. În statică : un corp aşezat· pe un plan orizontal apasă asupra pianului cu grm
tatea sa •. dcformindu-1. Se naşte .simultan. o 'reacţiune din partea ,planului. egală în modul 
şi de sens.opus.-aplicată corpului. În·dinamică: dacă tragem accelerat un cărucior cu o ·ror1:'î 
dată~' resimţim simultan asupra noastră o. reacţiune. egală in medul şi de sens contrar din 
partea căruciornlui. · · 

Acţiunea şi rcacţiunea apar nu numai la contactul a două corpuri, ci şi !n cazul inter
acţiunii prin intermediul unui cimp .. ·De exemplu, atracţ1a g1 av1taţională rcc:procă dintre
două· corpuri, interacţiunea dintre două corpuri cu sarcmi ck~tr.tcr.ttt. 

2.7. TRANSFORMĂRILE LUI GALILEI 

_ U11 ev_eniment (de .exemplu, ciccnirea -a două particule, prezenţa unei 
p~rticule' clasice într-un anumit 1 e i,<:i" rin~ ~uiti mit moment etC.) .eSte: crirac
tetizat prin patru coordonate: loctir·- prin 3 coordonate spaţiale ·x, y, z. 
şi lliollientul "- prin timpul t (coordonata temporală). 

Uu :aceiaşi ·eveniment sau proces .(de exemplu, mişcarea unei particule)
·poate -fi studiat din două SR diferite "'"- vom spune de către doi observatori 
diferiţi, fiindcă oricînd putem presupune, fără a restrînge generalitatea, 
-~ă în fiţcare .. SHse află cîte un obs~rvator care studiază evenimentele 
Şi reciproc, de fiecare observator este legat un SR propriu (SC, riglă şi cea~ 
sornic).: ·Fiecare observa tot măsoară: coordOnatele evenimentelor ·cu instru
mentele sale (rigfa şi ceasornicul) şi stabileşte legile exprimate în aceste_ 
coord~nate. 

[ 
' 

2.7.1. TRANSFORMARILE LUI GAL'!IJEI 

Este important de stabilit legătura dintre coordonatele unui eveniment 
măsurate de diferiţi observatori (adic>t din diferite SR), adică transformările· 
de coordonate care dau trecerea de la un SR la altul. Astfel putem vedea· care 
aspecte ale fenomenelor şi legilor sînt relative, adică _dependente de SR şi 
care sînt absolute sau invariante, adică independente de SR (aceleaşi pentru 
toţi observatorii). 

Vom presupune că riglele şi· ceasornicele diferiţilor observatori sînt 
-construite şi. etalonate identic, adică după aceeaşr "reţetă" (acelaşi procedeu 
tehnologic). 

Fie două SR notate cu S şi S' (fig. 2.3). Presupunem că S' se, mişcă 

faţă de S rectiliniu uniform cu viteza constantă ~·. Din punctul de vedere al 
observatorului S, aplicînd regula adunării vectoriale, rezultă conform fig.-2.3: 

.... -+ ~, -+ .... 

r' = r - 00 , dar' 00' = r, + ut, 

deci 
- .... -+ -r' = r - f 0 - f.I.[, t' = t - fo, (2.8) 

unde toate mărimile sînt măsurate cu instrumentele din S. Dar .nu această 
legătură ne intefesE:3.ză. Noi· vi-em să sţU.bilim legătura dintre coordonaţ~le 

(;, l) ale evenimentului P, măsurate de observatorul S cu instrumente!~ 
sale, şi coordonatele· (;.'., t') ·ale aceluiaşi e'>:eniment dar măsurate de' bbser
vatorul S' cu instrumentele sale. Or, instrumentele (rigla şi ceasoruicul) din 

--..... -S' se află în mişcare faţă de S 1 Dar atunci vectorul O' P =r' măsurat:.de 
fiecare observator din S şi S' cu instrumentele lui, va da acelaşi rezultat_? 

Fig. 2.3 

1n mecanica clasică newtoniană se consideră că lungimile (distanţele) şt 
4uratele (intervalele de timp), măsurate în diferite SR, sîni aceleaşi,_ adie~ au 
an caracter absolut sau invariant, adică rezultatele măsurătorilor de lungime 
,şi durată nu depind nici de mişcarea instrumentelor de măsură (rigle şi 
oceasornice), nici de mişcarea obiectelor măsurate. 

Această ,ipoteză este foarte bine verificată în domeniul vitezelor· obiş· 
..uuite :(chiar pentru viteze cosmice)., dar în domeniul vitezelor foarte. mari, 



apropiate ele viteza lun1inii c = 3-108 m/s. (ele ~xemplu, în cazul particulelor 
elell)entare), această. ipoteză nu mai este exactă şi trebuie aplicată mecanica 

. relativistă. 
Rămînînd în cadrul mecanicii clasice, în baza caracterului absolut a1 

lungimilor, riglele din diferite SR (construite şi etalonate Ia fel) vor indica 
aceeaşi lungime, dimensiunile unui obiect sau distanta spaţială dintre două 
evenimente va fi aceeaşi în toate SR. La fel, în baza caracterului absolut 
al duratelor, ceasornicele din diferite SR (construite şi etalonate la fel), vor 
arăt~ ace~caşi durate sau intervale de timp ale proceselor, durata unui proces 
sau distanţa temporală dintre două evenimente va fi aceeaşi în toate SR. 
Timpul va curge Ia fel în toate SR. Evenimente simultane într-un SR vor 
fi simultane în toate SR (pentru toţi observatorii), adică simultaneitatea 
evenimentelor are caracter absolut sau invariant. 

Aumiţîncl această ipoteză, putem considera că în relaţiile (2.8) toale 

mărimilc fără accent, adică -;, t, sînt măsurate de observatorul S cu instru

mentele sale, iar mărimilc cu accent, adică?, i', sint măsurate de observatorul 
S' cu instrumentele sale, adică (2.8) ne dau chiar legătura căutată dintre 
coordonatele unui eveniment P, măsurate în S, şi coordonatele aceluiaşi 
eveniment P măsurate în S'. 

. Relaţiile (2.8) se numesc transformările lni Galilei; ele dan trecerea de 
Ia un SR Iri altul, mişcat rectiliniu uniform faţă de primul. Cunoscînd eom·do

natele (;, l) ale unui eveniment, măsurate într-un SR dat (eu instrumentele 

din acest SR), putem calcula ·coordonatele (;', t') ale acestui eveniment, 
măsurate în oricare alt SR, în mişcare rectilinie uniformfL faFt de cel dat, 

2.7.2. COMPUNEREA VITEZELOR 

Scriind trnnsform[trile inYerse, care dau trecerea de la S' la S: 

-;. =? +;::, + !',(!' + 1,), t = t' + lo. 
difcrenţiindu-le: 

df' = d? -1- ~d1'. dt = dl' 

'şi impărţindu-le membru la membru: 

<Il 

el;.' .L ,-~It' 

cit' 
ci? -=-+u, 
<It' 

găsim legea clasic<! de compzmerc {scw de transformare) a· vite:clor: 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

-adică viteza-;, faţă -de S, este egală cu viteza "relativă" -;', faţă de S' plus 

viteza de "transport" U a sistemului S' faţă de S. 

2.7.3. COMPUNEREA ACCElJERAŢIILOR 

Diferenţiinel relaţiile (2.11) şi împărţindu-Ie Ia eli= c!t', obţinem iCf!C<!• 

de compunere (sau de transformare) a acccleraţii/or: 

el,;= <1/?, (dzî' =0), eli= <It', 

~ ' dv dv -+ -, 
-=-,a=a, 
. <It c!t' 

(2.12) 

adică accclera{ia este aceeaşi în toate sistemele de referin!ă care se mişcc'i recti-

iinizz zzniform (!', = eonst) zzncle faţă de altele, adică acceleraţia este invariani<l· 
fată de sistemele de referinţă aflate în translatie relalivl'i uniforml'i. 

' Dac[t acceleralJa este nuW într-un sistem S, adică particula este -în repaus. 
sau se miscă rectiliniu uniform faţă de S, atunci accelerapa va fi nul[; in, 
oricare alt' sistem S' miscat rectiliniu uniform fal:[t ·de primul, adică particula_ 
Ya fi în repaus sau în' mişcare rectilinie uniformă în toate aceste sisteme
de referinţft aflate în translaţie uniformei unele faţă de altele. 

Dacft acum principiul iner{iei este valabil faţă de nn SR, cleei acesta 
este inertial, atunci acest principiu va fi valabil în toate SR aflate în trans
laţie uniform[L fată de primul, care vor ... fi de ~scmenea _inerţiale (şi si~t~I' 
nzz va fi valabil faţă de SR accelerate faţ.a ele pnmul), deci avem o fanuhc. 
de SR inerţiale care se mişcă unele faţft de altele rectiliniu uniform . 

Reciproc, dacă două SR sînt inerţialc, atunci ele se aflrt în translaţie 
uniformă unul faţă de celălalt, altfel invarianţa acceleraţiei (2.12) ar fi violată 

(z7 "e eonst; <IL;f<It "e O) şi (; =O într-un sistem n-ar implica ;;' =O in ce
lălalt sistem. 

2.8. PJUNCIPIUL RELATIVITĂŢII 
(DIN MECANICA CLASICĂ) 

Cele trei principii ale mecanicii .sau legi ale lui Newton sînt suficiente
pentru a cl5di -întregul edificiu al mecanicii clasice cu toate legile sale. 

Primul principiu (al inerţiei) este valabil în toate SR inerţiale, deoarece. 
este ehiar folosit pentru a defini aceste sisteme. 

Al doilea Ţ>rineipiu (al acţiunii forţei) este de asemenea va.Ia~il în toa!c· 
SR inertiale. ln adevăr, pe de o parte, acceleraţJU este aceeaşi (1nvarwnta} 
faţ~ de -i:oate SR inerţiale, după cun1 am arătat, iar masa se consideră con-

stanW în niecanica clasică newtoniană, deci m{;_ este invariant. Pe de altă 
parte, măsurarea fortei cu din~mometrul se reduce la măsurarea alungirii
unui resort, adică Ia măsurarea simultană a coordona~elor capetelor resor
tului, ceea ce, în virtutea caracterului absolut al Imigimilor şi duratelo-r· 
(în particular, a simultaneităţii), va conduce Ia acelaşi rezultat pentru forţ[t 

în diferite SR, deci ecuaţia fundanientală a dinamicii ţ· = m(;, este aceeaşi 
în toate SR inerţiale. 

In sfîrşit, al treilea principiu (al acţiunii şi reacţiunii) este şi el valabil 
în toate SR inerţiale. 



Pl'incipiile mecanicii newtoniene fiind aceleaşi în toate SR inerţiale. 

<rezultă că toate legile mecanicii (care sînt consecinţe ale principiilor) sînt ace-
·{eaşi în orice SR inerţiale. . . . . . 

· Acesta este conţinutul principiului relativităţii în mecanică, găsit încă 
•de Galilei (1632). · 

Folosind transformările Galilei, putem enunţa principiul relativităţii 

-astfel : 
Legile mecanicii clasice newtoniene sînt invariante la transformările Galilei, 

,pe scurt, sînt Galilei-invariante sau G-invariante. 
De aici rezultă că din punct de vedere mecanic toate SR inerţiale sint 

·absolut echivalente; nici un SR inerţial nu poate fi considerat fix sau absolut, 
•toate sînt egal îndreptăţite. 

·Prin urmare~ nici o e-xperienţă Inecanică efeCtuată în interiorul unui-la~ 
'<borator inerţial nu ne permite să determinăm mişcarea sa rectilinie uniformă 
•faţă .de stelele fixe (faţă de, alte SR inerţiale). De exemplu, nici o experienţă 
·mecanică efectuată într-o cabină închisă a. unui vapor sau avion, aflat în 
,mişcare rectilinie uniformă faţă _de. Pămînt, nu ne permite să determinăm 
·mişcarea acestui vapor sau avion. într-adevăr, nu ne putem da seama dacă 
vaporul (trenul) merge rectiliniu uniform sau. stă. ,pe loc, deoarece toată 

.acti:vitatea noastră decurge absolut la fel în cele două cazuri. Lucrurile se 
'schimbă radical într-un SR neinerţial. În acest caz legile lui Newton nu 
·~a,i sînt yalaPile şi cu ajutorul experienţelpr mecanice efectuate în interiorul 
'Sistemului (pe. baza abaterilor de la legile lui Newton) putem determina 
·acceleraţia acestuia, de exemplu rotaţia sa, faţă de SR inerţiale {faţă de stele); 
.A.stfel se poate dovedi cu ajutorul experienţelor mecanice efectuate intr-un 
'hiborator pe Pămînt, că Pămîntul se roteşte (abateri. în căderea liberă a 
·corpurilor, rotaţia planului de oscilaţie a unui pendul). · · 

Principiul relativităţii din mecanică a fost extins de A. Einstein (1905) 
tia Intreaga fizică. ·Astfel, toate legile fizicii (mecanice, electromagnetice; op
·tice, nucleare etc.) sînt aceleaşi în toate SR inerţiale, sau altfel, nici o expe
rienţă de fizică efectuată în interiorul unui laborator inerţial nu ne permite 
osă determinăm mişcarea rectilinie uniformă a acestuia faţă de alte labora
•toare inerţiale {faţă de stele şi ·nebuloase 'îndej>ărtate). 

Trebuie observat că spre deosebire de mecanica clasică newtoniană, în 
•mecanica relativistă lungimile şi duratele se schimbă atunci cînd trecem de 
•la. un SR inerţial la altul (contracţia lungimilor şi dilatarea duratelor), de 
caceea se obţin alte transformări. de coordonate (transformări le Lorentz) în .locul 
•tr~nsformărilor Galilei (v. cap. 11). 

PROBLEME 

2.1. Să se considere ca"zul partlcul3.r al transfer~ lrilor Galilei ctrid sistemele S, S' au axele 
lparalele. se mişcă de-a lungul axei comune Ox şi lat= l' ·=O orlginpe lor coincideau (fig. 2.4). 

n. 
~stu 'pe componente: 

--- -+-+---> r' = r- ut, ,t' = t şi. reciproc 1 r = r' + .111', t = t' 

IX'= X- ut 

y' = y 

l
z' = z 

t' = t 

J
x = x' + ut' 

y= y' 

şijz=z' 
t = l' 

(2.13) 

1 1.14) 

Yţ ~----------~ţ· r ----:----- .................. --- -.':::: p 

o X X' X' 

z Z' 

Fig. 2.4 

de unde compuncna vitezelor : 

~ ~ ~ 

v = v' + u sau Vz = v; + u, Vv == v;, Vz = v; (2.15) 

şi invarianţa acceleraţiei 1 

(2.16) 

2.2. Se poate construi un sistem coerent ,,gravitaţional" de unităţi, scriind legea atracţiei 
gravitaţio~alc F = -m1Yljr 2

• Păstrînd unităţile fundamentale L, ~11, T, care ar fi atunci di-. 
mensiunîle' forţei şi energiei? Cum s-ar scrie principiul II 1? 

ll. (F] = 11i2L -: = kg2 /m 2 = forţa de atracţie dintre două particule de cite 1 kg Ia distanţa 

de 1 m; [WJ = ~ll~L-1 = kg2fm ele.; F =_!_ma, unde y = 6,G7·1o·-u ~este constanta. 
y kg·82 

gravitaţională. 

~ • l ' ' 



CAPITOLUL 3 

DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL 

Din legea fundamentală a mecanicii jl = P rezultă trei teoreme: a im~ 
puls ului (sau cantitrtţii ·.d!; mişcare), a momentului cinetic şi a energiei ci

netice. Aceste trei teoreme sînt valabile atît în mecanica clasică, cit şi în 

n1ecanica relativ'istă, cu deosebirea că în mecanica clasică masa se consideră 

constantă, iar în mecanica relativistă masa creşte cu v'iteza după leg::!a (2.2) 

:şi de aceea. expresia energiei cine[ice este alta. 

3.1. TEOREMA IMPULSULUI 

Legea fundamentalli n mecanicii : 

_,.dcf _,. 
P=nlV, (3.1) 

unde p =mi: este impulsul punctului material (cantitatea de mişcare), afirmă 
că forţa aplicată punctului material este egal<l cu derivata impulsului punctului 

material in raport cu timpul. 
Din ecuaţia (3.1) rezultă 

F d! = d(mVJ = dp, (3.2} 

t, 
...;.dcf.\....,. -> -+ -+ __" 

Ii , ) F dt = p, - p1 = !:.p = !:.(mv) = rn,v, - m,v,. (3.3) 
t, 

iin mecanica relativistă masa este constantă, de acc·e1 (3.3) devine : 

·-=(- - -
Ii=) F dt = mv,- mv,. (3.4) 

t, 

Integrala iJ se numeşte impulsul forţei (în teoria ciocnirilor se mai numeşte 
,percuţie). Ecuaţia (3.3) exprimă teorema impulsului. 

Teorema impulsului: Impulsul forţei rewltante aplicate punctului material 

d!sle egal cu variaţia impulsului punctului material. 

Dacă rezultanta forţelor aplicate este permanent nulă, impulsul punctului 

.material se conservă, adică punctul material rămîne în repaus sau în miş

-care rectilinie uniformă. Un punct material nu-şi poate schimba de la sine 

impulsul s[m (măsura mişcării mecanice), ci numai sUb acţiunea unei forţe 

.aplicate lui. 

Conform pi"incipiului III, forţa F este efectul interacţiunii punctului 

;material cu alte corpuri, asupra cărora se exercită acţiunea P' =- F din 

;p~~rtea pulF'.tului material. Putem, astfel, scrie 

(3.5) 

~prin urn1are, creşterea vcctorială a impulsului punctului material 6C obţine 
-ve seama scăderii corespunzătoare n impulsului corpţtrilor care au acţionat 

,asupra sa. Asem deci un transfer de impuls de la un corp la altul, realizat 

prin intermediul forţei, în procesul interacţiunii. Impulsul este o mi1sură 

YectoriaEl (ele tip spaţial) a mişcării (din punctul de vedere al translaţiei 

-spaţiale). Teorema impulsului exprimă_ o lege_de conservare a mişcării materiei. 

•E:dstenţa.- mărimii fizice impuls şi a iegli fizice de conservare a impulsului 

este legată de proprietatea de. omogenitate a spaţiului (simetria la translaţii). 

!mpulsul se măsoară în N ·s = kg·m/s (în SI) sau dyn·s = g·cmjs 

-(în CGS). 
În procesele de ciocniri, unde apar forţe puternice în intervale scurte de 

timp, impulsul forţei se mai numeşte uneori percuţie (sau percusiune). 

3.2. MOMENTUL FORŢEI. MOMENTUL CINETIC 

Dacă un rigid are un punct fix (o articulaţie) în jurul căruia se poate roti 

ciber, atunci aplicînd o forţă rigidului~ el se va roti în jurul unei axe trecînd 

,prin articulaţie, perpendiculară pe planul definit de articulaţie şi forţă 

•(fig. 3.1). Efectul este acelaşi, oriunde am aplica forţa pe suportul său (de 

exemplu, prin intermediul unui fir 
;!ung). Dacă suportul forţei trece prin 
.a-i'ticulaţic, rigidul evident nu se ro
•te?te. Efectul de rotaţ.ie este dcter-
·J:riinat de fortft şi de distanţa su
portului său pînă la articulaţ.ie 

-(braţul forţei). Ţinînd seama de di
frecţia axei şi sensul rotaţiei, putem 
spune că efectul de rotaţie este dat 

<1e momentul forţei fa!.t! de polul O, 

,definit prin produsul vectorial:. 

_. def _,. ____... 
.ZH= rx F, M"=rFsin<r. =.Fb, 

(3.6) Fig. 3.1 



unde""! este vectorul de po~iţie al pundului de aplicaţie al forţei, iar b- braţul 
forţei, adică distanţa de Ia pol Ia dreapta de acţiune' a forţei (fig. 3.1) (Ch. 
Huygens 1693, L. J. Lagrange 1793). Momentul forţei se măsoară În N ·m., 

Momentul forţei este numeric egal (ca Ia orice produs vectorial) cu aria 

paralelogramului construit pe cei doi vectori (""!, F) sau cu dublul ariei 

triunghiului construit din O pe F. Momentul nu se schimbă dacă forţa lunccă' 
pe suportul său. 

Dacă dgidul are o axc'i fixă în jurul căreia se poate roti liber, atunci O· 

forţă paralelă cu axa de rotaţie sau concurentă cu aceasta nu produce rotaţ.ie .. 
Efectul ,de rotaţie este produs numai de componenta transversa/ă (pe axft) a 
forţei, înmulţită cu bra-ţul ei, adică de momentul forţei în raport cu axa 
(fig. 3.2) : 

(3.7) 
--+ - -+· 

Acesta este egal totodată cu proiecţia pe axă a vectorului moment 1\11 = r x Y 
faţă de un pol de pe axă: 

-+-+ -- --). -- - -1\1111 = eM = e(r x F) = e (b X l'J.), e -- versorul axei. (3.8)• 

Cealaltă componentă 1\11 .L tinde să rotească doar axa de rotaţie. 
La fel ca mai sus se defineşte momentul oricărui vector, de exemplu, mo-' 

meniul impulsului, numit moment cinetic (sau moment unghiular) (fig. 3.3) ::, 

- d~f- - -
L=rxp=rxm~ 0-~ 

Momentul cinetic se măsoară În J •s (sau erg·s). 

Derivînd r" 
prin forţă, conf 

' ' t; fxmV · 

. ·; 

Fig. 3.2 Fig. 3.3 

3.3. TEOREMA MOMENTULUI CINETIC '•;. 

a (3.9) în raport cu timpul şi '!niocuin'd derivata impulsuluii 
, m ecuaţiei fundamentale (3.1), obţinem 

di: d; - - dp - - ·~ 
-=-xp+rx-=rxF=M, 
d dl dt ' 

deoarece 

" ' 

~ 

mv = O, fiind vectori paraleli, deci 

-+--d--M=rXF=-(rxp) 
dt < 

dl ~ 
=-=L, 

dt 
- .:, M=L, (3.10) 

Momentul forţei este egal cu derivata momentului cinetic în raport cu timpul. 
Momentul forţei şi momentul cinetic se consideră faţă de acelaşi punct (pol) 
fix într-un SR inerţial). 

Se poate spune că (3.10) este o "transcriere" sub fornia unghiu/ard 
a lui Iex secunda (care are forma liniară). 

, , Analog ca la, teorema impulsul ni obţinem teorema ~o~entului cinctic : 

->dcflt - . -> - _,. - -
K=JMdt=frx dH=!::.L=L,-Li, 

tl . .. 

adică impulsul momentului (sau momentul impuls ului} forţei aplicate punctului 
material este egal cu variaţia momentului cinetic al punctului, material. 

Dacă momentul forţei rezultante este permanent nul, mome'\tul cinetic 
:al punctului material se conservă : un punct material nu-şi c poate' schimba 
momentul său cinetiC decît sub acţiunea unui moment al forţei. 

Exemple. n) în mişcarea. rectilinie uniformă il :=·0, 11Î ::=:O, deCi impulsul P se con5ervii 

:Şt· momentul cinetic Z faţă de orice pol se cOnservă (fig. 3.4) ,Aceasta rezultă şi direct, căcl 
momentul unui vector nu se schiml)ă dac.1 vectorul (mi':= const\ lunecă pe suportul său. . 

h) In mişcarea circulară uniformă fo'rţa este ·centripctă, trece permanent prin centnil 
cercului, deci momentul ei faţă de acest centru este permanent 1.ero (fig. 3.5). Atunci momen
tul cinetic al particulci faţă de centrul cercului se conservă (fip. 3.6) A.cest lucru se găseşte 

-şi direct căci ].L] = j-; x m;j = rmv = mr1(J) =,const (fiindcă o =1-; 1 · = const, w = const), 
.~.· ' ' ~ ~ ' 

4ar direcţia şi sensul lui L de asemenea se conservă : L -= mr~w este perpendicular pe pla· 
nul cercului (fig. 3.6). 

c) tn mişcarea unei planete tn jurul Soarelui, fOrţa asupra planetei trece permanent prin 
.centrul Soarelui (forţa de atracţie gravitaţională), deci momentul ei faţă de Soare este perma· 
nent 1.ero şi atunci momentul .. cfnellc al plan,etei fată de Soare .se conseroă,, deşi orbita nu este 
,J~-~.:meral circul~r1, cţ eliptică, Soarel~ afltndu-s.e lntr-unul din focar.ele elipse1 (fig. 3~7). 

M'OmEmtul cinetic 'definit mai sus sC mai numeşte şi _momellt cinetic or-· 
bita/ sau extern, deoarece· este legat de mişcarea particulei pe o orbită 
(traiectorie), spre deosebire de momentul cinetic propriu sau inl ern, numit 
şi spin Ia particule elementare . 

t: !x m V: const 

m 

.c ' Fig. 3.4 
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Momentul cinetic este şi el o măsură a mişcării (din punctul de vedere· 
al rotaţiei) : Teorema momentului cinetic exprimă o lege de conservare a 
mişcării mecanice 1 fi·ansmise de la un corp la altul prin intermediul foqei in· 
procesul interacţiunii. Existenţa mărimii fizice moment cinetic şi a Jegiii 
fizice de conservare a monientului cinetic este legată de proprietatea de
izotropie a spaţiului (simetria la rotaţii). 

Observaţie. În mecanica cuanUcii. se arat:'i. şi experienţa confirmă, că in de meniul atl n:ir 
se manifestă caracterul discret, cuantificat al momentului cinctic: 

L. = lfl, 1 =o. 1. 2 •...• 

[li:=_!;_ = 1.054.5 ·10-31 ,l· s (h - constanta Planck). 
2;; 

Spinul p·oate avea şi valori scmiîntngi (multipli de fl/2). 

' . 
. 3.4. LUCRUL MECANIC. PUTEREA 

3.4.1. LUCRUL MECANIC. 

Forţele pot produce depla'sări al'c corpurilor pe o direcţie oarecare. O· 
măsură a efect ului util al forţei în aCest proces este dată de lucrul mecaniC~ 
definit prin produsul dintre deplasare şi componenta for/ei pe direcţia deplasârii. 
deoarece componenta .. normală a forţei nu- poate_, contribui Ia .deplasarea dată 
(fapt. observat încă de Euler) (fig. 3.8). Astfel, Juerul mecanic este definit 
prin produsul scalar dintre for fa care acfioncaZ('i. asupra .punctului material şi 
deplasare: 

r~ def - ,-> --~ dcf r - ..... ( 
dW=Fdr =Fvd!, 11'=) Fdr =) F,dc+FvdY 

~- ~- (F,v, + Fvvv + F,v,)<lt, (3.13)• 

d7- = d(xi + vT + :k) = i<Lr +]du+ kdz. 
In cazul 'forţei constante (fig. 3.\J) : 

W = ~ Fd7-:: P ~-dr = };(]·,-~-,) = F~;. = Fd cos(i<', d), F = const. 

(3.14}1 

Fig, 3.8 Fig. 3.9 

Docft forţa este tot timpul perpendiculoră pe direcţia deplasftrii, lucntl 
rmeeanic efectuat de forţă este nul. Prin urmare, într-o mişcare curbilinie 
>11nmai componenta tangenfială a forţei cfcctncazfl lucru mecanic, şi nu com-
1poHenta normală. 

Pentru unitatea de. lucru mecanic rezultă : 

[W] = [F][d] = L'JIT-' = 1 kg·m'fs' = 1 J în SI (3.15) 

:sau 

[W] = 1 g ·cm' fs' = 1 erg = 10-7 J în CGS. (3.16) 

UnilatCa de lucru mecanic (1 .J) este cg1li:i cu lucrul m.ecaJ?-iC efectuat de 
o forţă unitate (1 N) pe un drum egal cu unitatea (1 m) în direcţia forţei. 
() unitate des folosită este kilowatora : 

1 kWh = 1 kW·1 h =3.li·l0' J. (3.17) 

3.4.2. PUTEREA 

Acelaşi lucru mecanic poate fi efectuat în diferite intervale de timp. 
Der!nim puterea medie în inter':mlul de timp Llt prin raportul dintre lucrul 
m~-eanic IY efectuat în ace'st interval şi intervalul Llt: 

w 
(P) =

tlt 

şi p-uterea instantanee sau momentană : 

(3.18) 

dor W dW 
P=lim- =-· (3.1\J) 

"'~o tlt dt 

Do.că lucrul mecanic este efectuat uniform, limita din (3.19) coincide cu ra
portul (3,18). Ţinînd seama de (3.13), rezult[t 

d\V - d; --p =-·- = F' -. =l~,v, 
r!t dl 

(3.20) 

adică puterea rlezuoliatrl de o for{rl este egală cu prorhrsul scalar dintre forJif 
şi vUCză. 



Pentru unitatea de putere rezultă: 

[P] = [W]j[t] = L 2MT-' = 1 kg·m2/s' = 1 W = 1 J js în SI (3.21} 

sau 

[P] = 1 g·cm'/s' = 1 ergjs în CGS. 

In sistemul MK!S o 

[P] = 1 kg mfs = 1 kgf ·mfs = 9,S0665 W. (3.22} 

tn sfirşit, o unitate tolerată este calul putere: 

1 CP = 75 kgm/s = 730 W. (3.23} 

3.5. TEOREMA ENERGlEI CINETICE 

lnmulţind ecuaţia (3.1) scalar cu ct7- = ;;dt, obţinem 

- . . 
- - d(mv) -+ -+ _,. -) - -dW = Fdr = -- vdt = vd(mv) = v dm + mvdv = v2dm + mvdv, (3.24} 

dt 
• 

unde -; = Z:; = v2 , care prin diferen·pere dă 7J d-;, = v dv. 
Spre deosebire de celelalte două teoreme, nu putem înainta 

departe fără a cunoaşte concret dependenţa masei de viteză. In 
clasică m = const, astfel încît 

unde 

- - ( 1 ) dW = F dr = mv dv = d "2 mv2 = dE" m = const, 

2 

r--W = \ .Fdr = f';.E, 
"t 

= Ecz- Bel 

E dof 2.mv' _ p
2 

c- - , m =.const, 
2 2m 

aici mai 
mecanica 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

se numeşte energie cinetică a punctului material (în mecanica relativistă se 
obţine o altă expresie pentru energie cinetică). 

Teorema energiei cineticc. Lucml· mecanic efectuat de forţa rezultantă. 
aplicată punctului material, este egal cu variaţia energiei cinetice a punctului 
material. 

·Dacă rezultanta forţelor aplicate este permanent nulă, energia cinetică 
a punctului material se conservă: un punct material nu-şi poate modifica 
~'!'ergia sa cinetică decît sub acţiunea unei forţe aplicate lui. · 

Energia cinetică este egală cu lucrul mecanic cheltuit pentru· a aduce 
particula din repaUS pînă la viteza V sau altfel SpUS, CU lucrul mecanic necesar 

_pentru_ a opri particula sau, în fine, cu lucrul mecanic restituit (Ie particulă 
la opnrea sa. 

Enerşi~ c.i.ne~i~ă este o. mi'lsunl scalarr1 (de tip temporal) a mişcării. Exis
t~nţ~. marnnn f1z1c~e energ1e c~netică şi a legii fizice de conservare a energiei 
cmel!ce .. este legata de propnetatea de omogenitate a timpului (simetria la 
translaţu temporale). 

Mişcarea mecanică se transmite de la un corp la altul în procesul inter-
2 

actiunii lor prin intermediul forţei. Impulsul forţei H = ~ F dt, impulsul 
1 

momentului forţei lucrul mecanic ··ai forţei 

2 

·w=~i'df' măsoară cantitativ mişcarea mecanică transmisă, fiind egale 
1 

Tcspectiv cu variaţia cantiEtţii de mişcare P = m[;, a momentului cinetic 

L = ;: X 1-; = ; X m; şi a energiei cinetice Ee = mrJ2 /2 a punctului material. 
Impulsul ca măsură a mişcr1rii a fost introdus în mecanică de Descartes 

(1644), iar energia cinetică (de fapt ,.forţa vie" mv') de Leibniz (1686). 

Observăm că. exisM în general o funcţie L(r7 ,;j (Lagmngc), astfel incit impulsul şi energia 
partrculei se cxprim:1 astfel: 

...,. ?L 
P =-=grad v•L, E = p-;._ L. (3.28) 

c<! 
unde pentru particula liberă 1 

L =ma~ /2 = Ee• dacă m = con<>t (3.29) 
(In mecanica relativistă expresia Iagrangeanului este alta). 

3.6. ENERGIA POTENŢIALĂ 

3.6.1. FORŢE CONSERVATIVE 

Fie punctul n;aterial într-un cîmp de forţe i(0. Există cîmpuri de forţe, 
numite conservatwe, de exemplu, cîmpul gravitaţ:ional sau cîmpul electro~ 

static, pentru care lucrul mecanic efectuat de forţele cîmpului asupra pune· 
tuh~i .~at.er.i~l I~ll c!ep_ind': .de traie~torie sau de viteza- punctului, ci numai qe 
pozJţnle ;mţwla .ŞI fonala. Atunc1 lucrul mecanic efectuat de cîmp asupra 
punctulm matenal pe o traiectorie închis<l este nul (fig. 3.10) : 

\V1a2 = \Vlb2' \Vw2- lV1b2 =0, 1;v~1a2 + \V2bt =0, 

Reciproc, se poate 
servativ: 

i ,, . .l: ~ -
''ta2bf..~O saujFdr =0. 

lua această proprietate drept 

(3.30) 

definiţie a cîmpului con-

Un cîmp de forţe este eonservativ dac<[ lucrul mecanic efectuat de forţele 
cîmpului asupra punctului material este zero p~ un drum închis. 



3.6.2. ENERGIA POTENŢIALĂ 

Fig. 3.t0 

mecanic efectuat de forţele 

Alegind un punct de referinţă fix arbitrar P,. 
(adesea la infinit), numim energic potenţială a 

punctului material într-un punct P(r) lucrnl mcw
nic, cu semn schimbat, efeduat de forţele cimpz~lui" 
pentru a aduce punctul material din p~mctul de· 
referinţâ P, în punctul considerat P sau lwrul" 
cimpului pentru a deplasa punctul material din 

P(;) în punctul de referinţâ P,: 
p p, 

- dcf ( - - ( - - dof - ~-U(r)=-;) Fdr = + ) F dr, dU= - F c r. (3.31)· 

"'Po P 

Atunci lucrul mecanic efectuat de cîmp intre două puncte P,,, Ya fi egal cu 
minus variaţia energiei potentiale între acele puncte : 

2 o 2 

w =( .Fd; = f fdr' + C fc1J.' = uc;,)- uc;,) =- ~u. 
~ ~ t J ---

(3.32)· 

ceea ce se obţine şi direct prin integrarea relaţiei F d-; =- dU. 

Invers, cunoscînd energia potenţială u(i~) putem calcula prin deriNu'e
forţele (fortele uerivă elin energie potenţială, precum cîmpul elin potenţial) : 

-dU = F d-;= F, clx + Fy dy + F, rlz, 

. oU cU oU _ . n d-: 
aU=-dX +-dy+-d- =grad u• 1, 

ax (}y az 

i!U cU • . cU _ - U 
Fx=--=-OxU,Fv=--==-ovLi,Fz=-=- iJz ===-o;;' 

Ot 2y 

~ cu~ 
F = -- grad U = - --:-:-=;:-' 

<r 

(3.33)· 

adică forţa este gradientul w sen;n sclrimbat al ene~giei potenţiwe (gradi:ntnl 
unui scalar eSte un vector ale carui componente Sint de~l\· atele pa.rţmle ale 
scal arul ui). 

3.6.3. SUPRAFEŢE ECHIPOTENŢ,IALE. 
UNU DE FORŢĂ 

Suprafeţele pe. care U = const se nwnesc s~rpmfeţe echi~otcJ:ţinle. ,
1 Dacă ne deplasăm pe o astfel de suprafaţa dU =O, dar dU=- d\, 

=- f dG deci dW =O şi J.' Ld;, a clică lucrul mecanic este nuL iaT 

forţa F este perpendicular<! pe suprafeţele 
echipotenţiale şi îndreptai<l în sensul des• 
creşterii energiei potenţiale (fig. 3.11). (Gra
dientul unui scalar este totdeauna perpen
dicular pe suprafeţele pe care scalarul 
este constant şi îndreptat în sensul 
creşterii scalarul ui). 

Liniile de forţă sînt curbele de-a lungul 
clirora vectorul for{ll este tangent,· ele sînt 
normale pe suprafeţele eclzipotenţiale. Fig. 3.11 

3.7. CONSERVAREA ENERGIEI MECANICE 

Să considerăm mişcarea particulei într~un cîmp de forţe conservative_ 
Atunci, aplicînd teorema energiei cinetice (3.26), obtinem 

W= ~F-dr-= t:.E, =E,,- E" =- t:.U = U,- U,, (fiinddt W =- ~U), 

t:.E, + t:.U = t:.(Ec + U) =O, E, + U = E = const, (3.34) 

E" + U, = E" + U, = E = const. 

Aceasta este tcol'ema conservăi·ii energiei mecanice, adich a energiei cinetiee 
şi potenţiale : 

lnfr-zm cîmp de forfe conservative are loc în timplll mişct'1rii q transf(,J'JJWr~ 
reci procll a energi e.i cinetice şi potenţiale a par tic ulei, suma lor ]'((mîn ind consf(UJ t (1, 

Pentru un cîmp de forţe neconservalive (disipative), cînd lucrul me-canic 
depinde de traiectorie şi de modul de mişcare, nu există energi~ poten·tfală,. 
şi atunci energia mccanicli. (cinetică) nu se conservă, ci se transformă în alte 
forme de energie nemecanice. De exemplu, în cazul forţelor de frecare~ cind: 
lucrul mecanic depinde de lungimea drumului şi nu este nul pe un drum 
închis, energia mecanică se transformă în căldură (se disipcază în mediu 
trecînd în energie internă). 

Să presupunem acum că punctul material se află într-un cîmp de forţe

conservative F(-;) care derivă deci dintr-un potenţial U(J.'), şi este supus în 

acelaşi timp- la o forţă ncconservativă (disipativă) F'. Aplicînd din nou. 
teorema energiei cinetice (3.26), obţinem acum 

w = ~ (F + F') c!; = t:.E, = ~ ff dr' + ~ F' d-; = - t:. u + W', 

(3.35) 

r ~ -W' =) F' dr = t:.(E, + U). 

Lucrul mecanic al forţelor neconservative ( disipative) aplicate punctului 
material este egal cu ·variaţia energiei mecanice ·a punctului material. 

De exemplu, lucrul mecanic al forţelor de frecare, care este totdeauna 
negativ, deoarece forţ'ele de· frecare sînt didjatc în sens contrar mişcării,_ 
produce o scădere a energiei mecanice, transformind-o- în căldură. 



Exemple. a) Cazulnnidimmsional. Fie cazul cînd energia polenţiahî. depinde de o singură 
-eoordonată (de exemplu·, distanţa pînă la un centru al forţelor) (fig. 3.12). În absenţa forţelor 
·disipative (neconservative), energia mecanică totală E =Ee+ U se cOnservă şi energin_ cinetică 
·se obţine ca diferenta Et = E - U. în figura 3.12, tn cazul energiei totale B = "'PĂl avem 1 

U = PN şi Ee= Nl\1.. Deoarece totdeauna E~ ;;: O. punctul material se poate mişca fie numai 
tn ;,groapa de potenţial" AQB (s 1 ~ s ~ s~) din care nu poate ieşi, fie tn regiunea de Ia C 

Jla'infinit (s ~ s~) şi nu poate escalada .,bariera de potenţial" BTC. 

u 
[' 

E ---~-
1 
1 
1 
1 

T 

A~---,c 
i ,o : i 
1 1 1 1 
1 1 1 1 

o S' S1 

Fig. 3.12 
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in punctele unde energia potenţială U arc extreme, derivatele ei. deci forţele (v. 3.33) 
;:;e anulează şi punctul material aşezat in repans în aceste puncte va.fi in echilibru. În cazul 
·minimnlni energiei potenţiale, echilibrul este stabil, deoarece la o deplasare a mobilului, U ar 
-creşte şi ED ar deveni negativă (deci viteza imaginară J) (in fig. 3.12 poziţia Q{s0)). Dacă i se 
imprimă mobilului o viteză mică. el va oscila tot timpul in jurul poziţiei de echilibru stabil 

:-spre deosebire de cazul maximului lui U, cind mobilul se va depărta de pozitia de: .~~~lilibru 
instabil (fig. 3.12, poziţia T). (L. J. Lagrange 1788, G. L. Dirichlet 1846). · 

Dacă există frecări, energia mecanică va scădea şi oscilaţiile particulei se vor amortiza. 
b) Pentru cimptLl graoifatlonallercsfru in apropierea suprafeţei Pămîntului, lucrul meeanic 

·efectuat de forţa de greutate mfj intre două puncte P 1, 2 depinde numai de diferenţa de nivel, 
.astfel incit (flg. 3.13) : 

U=- ~(-mg) dz = mgz. 

o 

(3.36) 

'Suprafeţele echipotenţ"iale sint plane orizontale. liniile de forţă sint drepte yerticnle şi forţa 

-mU este îndreptată in jos, in sensul descreşter1i energiei potenţiale U l 

F 11 =- auu =o, (3.37) 

Dacă avem o suprafaţă netedă, :fără frecare, cu profilul ca -tn figura 3.i2. ahmci Cncrgia 
ipotenţială a unui punct material aflat pc această suprafaţă in cimpul gravitaţional terestru 
va fi dată- de aceeaşi curbă U,......, z, dacă s măsoară distanţa pe orizontală. De aceea mişcarea 

z IUomgzJ 

o mg 

Fig. 3.13 
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unei particule (săniuţc) pc această suprafaţă 
tn cimpul gravitaţional terestru va ilustra 
perfect- mişcarea parti cu lei in cimpul considerat 
U(s). De aici provin şi denumirile: "groapă" 
de potenţial ,"barieră" de potenţial, a "esca
lada", efect .,tunel" etc. Observăm că in me
canica cuantică. spre deosebire de mecanica 
clasică, există o probabilitate nenulă ca parti
cula să ţreacă prin bariera de potenţial BTC 
din figura 3.12 (efect "tunel"). 

[ 

) 

3.8. FORŢELE DE FRECARE 

La contactul dintre două solide apar forţe de frecare. Ele se datoresc· 
intrepătrunderii asperităţilor şi neregularităţilor microscopice ale celor două, 
suprafeţe care se ating. În planul de contact există, desigur, două forţe. 
de frecare: acţiunea şi reacţiunea, egale în modul şi de sens opus, una ac
ţionează asupra unui corp, iar cealaltă asupra celuilalt corp. Chiar inainte· 
de a începe lunecarea apar forţe de frecare între solide, numite forţe de· 
frecare statică sau de aderenţă. În cazul lunecării ele se numesc forţe de frecare, 
cineticri sau de frecare la lunecare. 

Pentru a deplasa un obiect 
pe podea, ele exemplu, un dulap, 
trebuie să împingem obiectul cu 
o anumită forţă minimă, necesară 
pentru a~I urni din Joc, adică 
pentru a învinge înţepenirea (ade
renţa) iniţ.ială, de repaus. Există 
deci o fortf1 ele frecare statică sau 
de adere~ţă, maximă, fs· Dar, 
odată corpul urnit din loc, este 
necesară o forţ_ă mai mieei. pentru 
a-1 menţine în mişcare de June
care, pe podea, adică pentru a 
învinge forţa de frecare cinetică 
sau de lunecare, f, <f, (fig. 3.14). 

3.8.1. li8GILE FRECĂRII 

Experienţele conduc la urmă
toarele două legi ale frecării: 

1. Forţa maximă de aderenţă 
f, şi forţa de frecare la lunecare f, 
între douâ corpuri nu depind de 
aria suprafeţei de contact dintre 
corpuri-. 

2. Forţa maximă de aderenţă f, 
şi forţa de frecare la lunecare f, 
sînt proporţionale C1l forţa de 
api1sare normală 1V, care se exer
cită între corpuri la suprafaţa lor 
de contact: 

f, -y.,N, f, = !J.,N, f, > {" 
(3.38) 

unde V·• este coeficientul de ade
renţil, 'iar !J.c este coeficientul d'e 
frecare· la lunecare. 

f 
G 

N=-6 

t . ' 

F=f<fs 
1---c â=O 

~ v= consr 

Fig. 3.14 



Aceşti coeficienţi de frecare nu depind de aria suprafeţei de contact 
dintre cele douft corpuri (nelubrifiate), ci de natura materialelor şi felul 
preiucr~rii suprafe.ţ.elor .de. contact (gradul de şlefuire sau de contaminare 
-cu oxizi sau alte substanţe). Coeficientul p., este practic independent de 
viteza relativă de Innecare a corpului (la început scade puţin cu creşterea 

vitezei, apoi creşte). 
Dacă aşezăm un corp pe un pla·n înclinat, atunci unghiul maxim de 

·echilibru <p, este dat de tg <p, = p., şi se numeşte nnglti de aderenţtl. La fel 
unghiul planului pentru care corpul lunccă uniform. '?c este dat de tg 9c =fLc 
şi se numeşte 1.ţ.nghi de frecare la lunecare. 

În probleme de staticii. (echilibru cu frecare) sau de rostogolire ft11'l1 lu~ 
necare intervine f..l.s• iar în probleme de cinematicâ în care apare lunecarea 
·corpurilor intervine fl-c· Uneori deosebirea dintre !J.s şi fl.c poate fi neglijaU1, 
deoarece valorile lor sînt apropiate între ele. 

Cele două legi ale frecării au fost descoperite experimental de Leonardo 
<la Vinei (1452-1519) şi redescoperite în 1699 de inginerul francez G. Amon
tons. Ulterior savantul francez Charles A. Coulomb (173G-180G) a efectuat 
multe experiente asupra frecării şi a subliniat deosebirea dintre frecarea 
-statică şi cea cinetică. în cinstea lui cele două: legi îi poartă nut~_ele. 

____ : • ._......_.._~=.:.·~.., 

; 3.8.2. EXPLICAŢIA LEGILOR FRECĂRII. 

Aceasta rezultă din analiza microscopică a suprafeţelor în contact. Oricît 
de şlcfuitc ar fi suprafeţele, ele prezintă nenumărate neregnlnrităţi sau aspe
rităt.·i microscopicc. Atunci aria realtt. a con tactului este mult mai mică decît 
~ria aparenitl macroscopică (poate fi de zece mii de ori mai ·mică). Această 

arie renlă de contact este proporţionalrt cu apăsarea normală, deoarece 
vîrfurile ncregularităl".ilor, dacr1 sînt supuse la apăsare sporită, se defor
mează plastic (presiunea este foarte mare din cauza ariei mici) şi aria reală 
d.e contact creşte practic proporţional cu apăsarea. În cazullnnecării aceste 
contacte-suduri dintre suprafete sînt rupte şi se formează continuu altele noi. 
l.a rostogolire asperitr1ţile sînt mai" degrab[\ "netezite" sau "călcate':, decît 
rupte ca în cazul Junccării, de aceea frecarea la rostogolire este mult mai micli. 
(de sute de ori), decît frecarea la lunecare (aşa se explică rolul rulmenţilor). 

Este bine cunoscut rolul frecării în natură şi în tehnică. 

3.8. PROBLEMELE DINAMICII PUNCTUIJUI MATERIAL 

În mecanica punctului material se pun următoarele două probleme : 
I. Cunosci'nd legea de mişcare a punctului materieţl, si1 se determine forţa 

sub acţiunea C([reia se produce aceasW mişcare. 

Problema se rezolvă prin derivarea succesivă a ecuaţiilor cinematice ale 
mişdlrii. Întîi se obţin componentele vitezei, apoi ale acceleraţiei. Înmulţ.incJ 
acestea din urmrt cu masa, obţinem componentele fortei. 

II. Problema fundamentală. Cunosclnd forta care acţionează asupra punc
tul /.li material, poziţia inifiahl şi viteza iniţiaW, să se determine legea de mişcare 
a punctului material. 

Problema se: rezolvă prin integrarea succesivă a ecuaţiilor diferenţiale ale 
dinamicii punctului material : 

m? = F sau mx = F" my = Fv, mz = F" (3.39) 

în care forţa este în general funcţie de coordonate (poziţie), timp şi viteză : 

F(r, t, !:). La aceste ecuaţii se adaugă de obicei anumite condiţii restricti\·e 

pentru mişcare şi anumite condiţii pentru for~e, de cxem~lu pentru fortele 
de frecare (F1 = p.N). ' 

Pentru a stabili corect foi· tele t·t·cJJtti·c • 1 ·· 1 • d · · · 
._. • . • · Il pumu rm prectzat buw ststemul 

~l . .:.IC pe care.-t studiem. _Ap~i îl izolăm mintal de mediul înconjurător şi repre
zentam 7acţn~ne~~ m~dtulm asupra :orp:Ilui prin forţele corespunzătoare: se 
~pun~ C~l "ehbeiai?- r.orpul de ~egatunle sale (cu mediul), dar introducînd 
ICacţwmle respective ale legtlturilor. Obli· 
nem astfel corpul "liber", supus Ia fort~lc 
cor~s.p_unzăto~ar~, şi putem aplica legile ~e- T. 
canwn (alegmd_ convenabil un SC). N 

. On:ar~ forţa pe core n repre:::enWm tre-
b~lle sa Jze ~ exercltaW neap(lrat de un corp -
dt.n mediul znconjurător. Pentru a nu <1resi -F, 
este bine să urmărim următoarele trei c~: 
tegorii de forţe : 

- for~e exercitate prin cfmp, de exem

plu geeutatea ~ng (forţa electrică qE etc.) ; 
. -.forţe actwe de tracţiune sau împingere '-1'7 

pnu f1re sau tije; r' 
- forţe de co_ntact cu alte corpuri. 
La contactul n două corrJuri solide npnr F' 315 •tg •. 

totdeauna dowl forte: reactiunea normall1 .~..\· 

şi Jorţa d~(recare F, (fig.,3:1:5). Reacţ!unea non~wlă N se datoreşte defor· 
m.<:trn elastice a corpulm dm .medml uJconJU!·a- tor cu ca I t r ~ . re corpu nos TU 

stu< IUtA este In ~<_lntact. J;?orţa de_ frecare se. opune deplasării corpului şi este· 
- In cazul nealunecl'trii : o .::::;; FI ~ r~~ = p.)\l, . 

(3.40) 
în cazul lunecării : .F1 = {. = u N 

îl _Dac!t corpul est~ în_c~ntac·t ccu u~;cfl~id, atunci rolul reacliunii normale 
)Oaca _forţa arh1medică · (verticalft), im' forţa de fi·ccare ~·a fi for la de 

rcz1stenţ:a (funcţw de vitez{t), intîmpinată de corp la înaintare. 
Exemple. S.'i .con-siderăm ci.tcva cazuri simple de miscare rectilinie. 
a) Forta dcpmde numai de lirhp. Se·poritc n:plica di~cct teorema in1puls'ului · 

t t • 

mv - mvo·= \ F(l) dt. V=. V o + _2._ r F{l) dl = v(l), 
) m ) 
o o 

1 
(3..!1) 

d.t: = v dl, x = x0 + ~v(l) dl = x(l). 

o 
b) Forţa depinde numai de fx:l:ific. Se poate aplica dirc~t teorema energiei cinctice: 

+ mv2 ~ + mv~ = r F(x) d:r, V = ± [v: + . 2 c F(.t:) d.T]l/:!. = v(x). 
- -. ) m) 

x, x, 
X 

(v~ = V~ + 2 ~a(~) dx = v~ + 2(a)(x- x0) - formula 

x, 

dl = d.t". 

" 
de t~nde se poate exprima x = x(l).· 

X 

\ 

d.r 
1 = -- = l(x), 

_ v(x) 
,., 

Gnlilci). (3A2) 



c) Forţa depinde numai de vilc:ii : 

dv. 1,) m-= •(v, 
dl 

dl = mdv. 
F(v) 

V 

~ 
dv 

l =m -= i(IJ), 
F(v) 

Dacă se poate determina de aici v = v(l), atunci continutun integraren : 

t 

dx = vdl, 

Altfel, determlnl'nn x = x(v) 1 

x = x, + ~ v(l)dl = x(l). 

o 

d" F dx = m - dx = mv do, 
dl 

mv dv 
dx=--, 

F(v) 

" 
x = X0 + m -- =x(v). ~ 

v dv 

F(v) 
V o 

Eliminind v din (3.'H--·15), putem obţine ecuaţia -~lşcării x = :r(l). 

3.10. OSCILATORUL ARMONIC 

(3..13) 

(3.44) 

(3.-15) 

In baza legii fundamentale, ţinînd seama de expresia acceleraţiei (1.72), 
avem 

· F =ma= mX =- m6}X =- kx, X+· w2x =O, (3.46) 

adică forţa este proporţională cu 'elonguţia şi îndreptaltl spre centrul atractiv. 
Reciproc, se poate lua. această lege a for!:ei . F = - kx pentru definirea 
mişcării oscilatorii armonice. . 

Perioada se exprimă prin constanta cvasielastică k = mw' astfel : 

1 . ' VT ~k =meu , w = _, 
. m 

T- '>-, jm __ ,. VT' (3.47) 

Energia potenţială a punctului material în cimpul for!ci elastice F=- J;x 
este 

X :t~ 

U =- ~ F d.t =- ~ (- kx)dx= ~ kx
2 (3.48) 

o o 

şi se reprezintă deci printr-o paraboltl (fig. 1.16): 
Energia mecanică a punctului material se conservă: 

1 " 1 2 " • "( + ) Ee =-mw=-mw 11-snr cui ~, 
2 2 

U =2_kx' =..!_ kil 2 cos2(o>t+a.), 
2 2 

(3.49) 

E =E,+ 1 " " " U =-m(u· + wx·) 
2 

1 " 1·• 1 1 A" t - mw-J - =- { - =COnS • 
2 2 

(3.50) 

[ Energia cinetică se transformă permanent in energie pot.rnţiaHt şi reciproc. 
în punctele extreme Ee = O şi U este maximă, iar în centrul mişcării U =O 
şi Ee este maximă. _, 

O forţă constanf<l F (de exemplu, mg) aplicată oscilatorului armonie nu 
face decit să deplaseze punctul de echilibru cu F/k. 

UJ 

Fig. 3.16 

X 

Exemplu: Uo corp de masă m suspendat pc un rcs~rt elastic de constnnti't k oscilează 
\·ertical cu un oscilator armonie. 

Obscrvaiic. În mecanica cuanliciî se arat:1 că energia totală E a· unui oscilator armonie 
este cuanlificalâ, adică poate lua .un şir· discret de valori·: 

E = fiCJ) (n + _!_ 1, 
2 1 

7l = o. 1, 2 ....• 

(3.51) 

fi. = hj2-:: = 1,0515 ·10:-:u J .·S (h - constantn Planck). 

3.11. PENDULUL GRAVITAŢIONAL SIMPLU (MATEMATIC) 

Pcndulul gravitnţional simplu este un punct material suspendat 
printr-un fir inextensibil de masă neglijabilă, care .. poate oscila intr-un 
plan Yertical în jurul punctului de suspensie· Sub ·acţitinea g·rCut'ăţii sale 
(fig. 3.17). Forţele de frecare se ncglijeazrt. 

Alegînd pentru unghiul de deviere O 
sensul pozitiv cel trigonometric şi axa Oz 
perpendicular pc figură spre cititor, mo
mentul forţ.ei şi momentul cinetic faţ.ă de 
punctul de suspensie O se scriu astfel : 

:11, = M =- mg/ sin O, L, = L = mul = 
= mOI' (3.52) 

(tensiunea din fir F nu dă moment 
fa\ft de 0). Ecuaţia (3.10) drt atunci 

J'd, = i" - mgl sin O = ml' ii, 
.. q 
e +-'-sine= o, 

l 
(3.5:3) 

o(. 

h 

' '-., 

1 ' _, 
F' ' 

mg 

Fig. 3.17 



unde masa in s-a simplificat, deci oscilatiile •nu depind de masa punctului 
material. Ecuaţ-ia· poate fi rezohT~rtă 'imediat -pe:htru oscila ţii sub unghiuri 
mici e ~ 1 rad (0 < 6'). Atunci sin O "" 0 (în rad) şi obţinem ecuaţia osci
latorului armonie: 

O + JZ.. 0 =O sau ii + ,,,'0 =O, O = cr. cos(wl + <p), 
1 

(3.54) 

de unde rezultă (a nu se confunda 'frecvenţa unghiulară cu cu viteza unghiu
lară momentanft O) : 

(3.55) 

şi legile 'cunoscute ale pendulului, simplu: 
J. Legea substantci. Perioada nu depinde de masa şi natura substanţei 

punctului material (indiferent de amplitudine). 
2. Legea izocronismului qscilaţiilor mici. Oscilaţiile mici sînt izocrone, 

adică perioada oscilaţ:iilor mici (O < 6') nu depinde de amplitudinea lor 

unghiu(ară. 

.3. Perioada oscilaţiilor este llirect proporţion~lă cu rădăcina pătrată 
din lungimea pendulului şi invers .proporţ:ională cu dtdăcina pfttratft ·din 
acceleraţia gravitaţională. 

Aplicaţie 

Putem calcula uşor şi tensiunea F din fir (pentru orice nmplitudineet. de oscilnţie), scriind 

ecuaţia fundamentală F F 1!1-;, pe direcţia radială : 

V' ) r.~ - mg-cos O = ma" = m- . (3.56 
- l 

Dar din- conservarea energiei me.ca~icc : 

de unde 

1 ' 
- mv' = mgl! = m!Jl(cos O - cos.o::), 

2 

F= mg(3 coso·...:..:2 cos o::). (3.58) 

Tensiunea din fir c~te maximă pentru O= O, ~<liC::i.în mcn~cn1.ul cind fiflll trece. prin poziţia 
verticală: 

Fm~ = mg(3- 2 cos o::). (3.50) 

ln particular pcn1.ru oscila ţii cu amplitudinilc "- = 60° şi .V0° (bineinţeles, oscilQţiilc nu mai siu1. 
armonicc) avem 

(3.60) 

Tensiunea din fir estC minimă in poziţiile extreme: F 111 ," = mg cos o::. 

' 

r 

3.12. MIŞCAREA CIRCULARĂ 

In mişcarea circulară oarecare, forţa are componentele (fig. 3.18): 

dv d's 
=In--= m-, 

dt dt' 

sau F, = mzR = m.;,R = mfJR, 

Fn ~man =mv2 /R =ffi(I}
2R =IHcvv, 

vectorial : 

mv2 _,. 
--R 

R2 ' 

P. a, 
tgt-' =

a, 
=-. 

w' 

(3.62) 

(3.63) 

(F, =mii = m~) 

Forţa F(F,, F") poate fi de orice naturft: Fig. 3.18 

(3.61) 

elastic{t (fir întins, roţi), graYitaţională (pla- . 
nete, sateliţi), electrostatică (electroni în atom în modelul Bohr), 
forţa de frecare solid-solid (autoYChicule pe şosea) etc. 

În mişcarea Circulară.uniformli v ·::;::;:r c.ons{(dar -:i #. const);·.'deci ·at :::;=:V =O 
(dar a, = v2 f R) şi F, =O (~ =O) - acceleraţia este centripetă şi fort.a 
este centripetă. 

PROBLEME 

3.1. Pc o masă este întins un lanţ. Un c.1p~'tt al lanţului, de care este prins un corp greu 
de dimensiuni ncglijabilc. atirnă liber pc5te marginea mesei. Clnd porţiunea de lanţ de pe masă 
are lungimea /0, lanţ11l incepe. să lunccc cu frecare ·de pc masă. Să se calculeze vite~a lan~ului 
tn momentuL cind el părăseşţe masa. · 

R. 

3.2. Un tren Incepe să frînezc uniform, parcurgin<l o distanjă sm = 180 m _pînă la oprire. 
Un p<'n<lul simplu suspendat în vagon a deviat cu ln1 unghi maXim 'Xm = 10° dnpă li~c~perea 
frinării .. Care a fost viteza iniţială a trennlni? . . 

D0 =J 2g~m tg(et.m/2) =-17,5 m/S2• 

3.3. Peste un scripete ideal este trecut un fir cu două corpuri ident"ice de mas~ ~fiecare, 
attrna.te fa capete. Peste unul d·iwcorpmi este aşezat tm Corp adiHonai de.'ma~fi /~•m,ş.i ~n firul 
de suspensie respectiV eSte interralat tm res~rt fin de cons1.antă ciJastică 'k. Să se 'calculel'.e: 
a} Diferenţa Ro - R dintre apăsarea statică si cea dinamică exercitată d.e scripCte asupra lagă
relor sale; b) ap:1sarea f exercitată de corpul adiţional D.m asupra corpului pe-care este ::_t-şezat; 
e) alungirea suplimentară Llx a resortului în timpul mişdirii. 

. (llm)'g n. 'a) Ro- R= ; 
2m +Llm 

2gm.D.m 
b) r = ; 

. 2m + /J.m · 
)
., . (m+llm)llm 

c ux= -g . 
. · k(2m + llm) 



:J.cl. Cll ce acceleraţie trebuie să Coboare un automob1I de masă jtf pc dc::J.supra unei scîn
<luri de m1slt m a.5czată pc un plan ln::linat de uugbl o:, pentru ca scindura să lunccc uniform 
tu sus pe planul itt.:lirnt "! Go[}fi_cientut de frecare intre s~~ndură şi J!lanul lncl!tmt este !-'-· 

;.J. n. a= !7(1 + mf~l1) (sin o; + f1. cos .x), 

3.5. Variind lttclinarea unui plan inclinat s-a găsit că un corp aşc?.at pc acest plan rămîne 
tn repaus plniî. la un unghi lll'lXim eg:tl cu tp = 30°. Fixind inclinarea la un unghi .x = 45° s-a 
găsit cti viteza lim,t.i de luuccurc liberă a corpului in jos pe plan atinge valoarea c = 4,0 mfs, 
Iorţ.'l de rezisten.ţil a aem\ui fiind proporţională cu pătratul vitezei corpului. Lansind acum 
corpul cu viteza iniţială v~ = 2.0 mjs iu sus pe plamtl inclinat (cu o: = 45°), să se afle cu ce 
viteză se ltltoarce corpul inapoi la baza planului. 

1 n. v'2 = v~ ---:---:----:___-,------. v' = 1,0 mfs. 
vUl 2 + sin(o: + q>)/sin(o:- ~) 

:1.6. Un pendul simplu de masă m este fixat înL1·-un cărucior care: a) urcă, respectiv co· 
boară, cu o acceleraţie constantă a pc un plan inclinat de unghi .x.i.JJ) urcă sau coboară llbCr 
pe acel plan, ungbln\ de frecare fiind cp. Să ·se afle 1 unghiul de devi~re O al firului de suspensie 
faţă de verticală şi tensiunea R dln fir tu poziţia de echilibru relativ a pendulului, precum ~i. 

perioada micilor oscilaţii in jurul poziţiei de echilibru relativ. 

-acasa:, 
Il. a) tg O = . . , 

u±asmet 
R = mJu~ +a:~± 2uasina, 

V
-
ml T=2r. -l 

. Il 
lJ) O = 9 ± a. R = mg cos a:' 

. . . COS)) 
~ ~ 2~v~ cos 9. 

, QCOSct 

3.1. Un corp suspendat de un resort oscilea·lă cu perioada T1 = ,0,50 s. Adăugincl un corp 
suplimentar, perioad..1. devine Ta= 0,60 s. Cu cit a coborit Centrul" de ·osciiaţii i.' · · 

n. fix=_!!___ (Ti - Ti> = 2,7 cm. 
4it~ 

3.8. Un punct material cx.ccută oscilaţii miel pc o curhă netedă situată in planul vertical. 
in jurul minimuhti curbei, sub acţiunea greutăţii~· Să se arate că peri o..'\ da oscilaţiilor mici este 

T =c 2", ./ R,!g, 

unde R~ c'itc raza de curbură a curbei in punctul de mnum. 
3.9. O particulă se mişcă pc o axă orizontală Ox într-un cimp de fortă, dependent de ca-

ordonată. conform graficului din figura 3.1!1 (F~ = 10 t'). Asupra particulei acţionează de 

asemenea şi o forţă de frecare. cu 1 F; 1 < F,. _P.lrticula pleacă din punctul A de abscisă Xa = 
= 0,10 m, fără viteză iniţială. 

a) Să se 'calculeze căldura degajată priri' frc_care, pfnă la oprirea jJ3.rtiCulei~ 

b) Considerind 1 F"1 1 = 'cOnst, s{ se .reprczinte, calitativ, vite:? a pţtrticulei l::t;t _funcţie de 
coordonată (traiectoria in spaţiul fazelor). 

n. a) Particula se mi~că în gt·oapa de potenţial u = Fo l X l (fig. 3.20), Q = Ff'l'lo = 1,00 J i 

b) figura 3.21. . ,. 
3.UJ. O barcă de masă m intiuipină din partea apei o. forţă de rezistenţă proporţională 

cu păti-atul vitezei, cu con~tanta dO proporţionalitate k. După' Cît timp vite1.a iniţială V0 ·a 
bărcii se micşor~ază ·de Ii ori? 

Il. ~ = m(n -- 1) 
1.-v~ 

3.11 •. 0 barcă cu motor inthnpină din partea apci_o forţă fle:_~·e_zisţenţă proporţională cu 
piitt"atul vitezei. 1n momentul cinci viteza bărcii este v0 = 10 m/s, motorul este oprit şi după 

---------1 F0 =iON 

··------

,,: 

A./x0 =0.10m) x 

o 

·t., ~; ------------

1 

Fig, 3.19 

U =~/X/ 

Fig. 3.20 

V 

-- ' 

Fig. 3.21 

Segmente de 
parobo/6 

X 



un timp '"= 17,2 s viteza blrcii de\·ine de c ori m:ti mică (c =baza lo~aritmiloc naturali). 
Să se calculezo distanţa parcursă de bneă in acest timp. 

R. :tm =~ = 100 m. 
e- 1 

3.12. O barcă de masă m :::..: 100 kg intîmpină din partea apei o forţă de rezi~.tenţă pro
porţională cu vitezl. 1n mom:mtul cind viteza bărcii este D0 = 1,00 m,'s motorul este oprit 
şi după un timp 't' = 10 s v.teza b:ircii se micşorează de e ori (e =baza Iogaritmilor naturali). 
Să se afle la) constanta de proporţionalitate din le,qea forţei de rezistenţă; b) distanţa parcursă 
tn timpul indicat: c) distanţa parcursă pînă la oprire. 

m n. a) k =1:- (= 10 kg/s; 
· e -1 

IJ) X= ':'V0 -- = 6,3 ro: 
e 

c)xm = 't'O• = 10 m. 
,< 

3.13. O particulă cade liber i'n aer făt:a viteză iniţială. Ea intlmpină din partea aerului 
o forţă de rezistenţi\ propot'ţiotnlă cu viteza. Să se calculeze după cit timp particula atinge 
99% din viteza sa lim:tă de cădere liberă, care este c = '!,!) cmfs. 

Il, 
2c 

l = 2.3 · - = 23 ms. 
o 

3,1.1 .. O parliculă cade in aer fără viteză iniţială şi Îlltimpină din partea aerului o forţă 
ae rezistenţă proporţion'ltă eu viteza. Stiind viteza limită de cădere liberă c, să se exprime 
viteza şi coordonata pa.rticnlei ln funcţie de timp. 

R, c' 
v = c(1 - e- atfc). x = el + - (c- gtfc- 1). 

9 

3.1ii. Un corp cade lh· aer fără viteză inilială .<;>i înllmpină din partea aerului o for~ă de 
rezistenţă proporţională cu pătratul vitezei. Ştiind viteza limită de cărfere liberă c, să se e:-:
prime: a) viteza în funcţie de timp; lJ) coordona la in funcţie'de timp;~) coordonata tn functie 
Od- . . 

n. gl 
a)v=cth

c 

c2 , gl 
b) x = - ln ch- ; 

9 c 

c' 1 
el x=-ln ----

2g 1- V2 fc1 

3.16. Un corp este aruncat vertical in sus in aer cu viteza iniţială V0• Corpul întîmpină 
din partea aerului o fortă de rezistenţă proporţională cu pătratul vitezei. Cunoscind viteza 
limită de cădere liberă G, :,ă se afle: a) timpul (le urcare tm şi înăHimea maYimă h 111 la care se 
ridică corpul: 1)) timpul de coborire C şi vite.i.a v' cu care corpul ajunge inapoi pe Pămint. 

R. a) 

b) 

c v c2 

lm. =- at'('tg __!,:![IIm= -ln(1 + v~fc~); 
g J c '2g 

t' =~In (t10 fc + V1 + v!fc"), o'= (ljv;) + 1/c2)-Ifz. 
9 

3.17, Intr-un j~heau curbat sub fMmă de circu.mferinţă orh .... atală ele rază R lunecă un 
corp cu coeficientul de frecare !..1. ~i viteza iniţială v0• Să se afle: a) coordonata curbilinie s in 
funcţie de viteză; b) viteza iniţială. necesară pentru ca acest corp să înconjoare complet cir
cumferinţa. 

n. a) s = - arg sh - 0 
- arg sh R ( v' 

2!' R9 

~ + Vt+(v~{Rg)~ 
;: ) = ~ In _R~v~:-:-:-;;.:::::;::;::::;;::::, 

-' + V!+(v'fR9)' 
Rg 

l1) V~ = Rg sh 4r:[J.. 

3.18. Un corp de masă m lunecă.' pe suprafaţa interioară a unei sfere de rază R, cu coefi
cientul de frecare la lunecare !..1.• pornilld f:lră viteză iniţialii din extremitatea unui diametru 
orizontal al sferei. Si se exprime energia cinetică a cprpulni in funcpe de unghiul la centru 6 
descris de raza vectoare a corpului. · 

n. mv' 

2 

3.1!1. Să se arate că la mişcarcn·liberă a unei particule in aer, oricare ar fi for\a de rezis
tenţă a aerului, avem 

d~y = g 

d:t:~ -v!' 
tmdc v"" este componenta vitezei pc axa ori:iontală. 

3.20. O particulă este aruncată în aer cu viteza iniţială vG sub ungl1iul o:0 faţă de orizon
tală. Forta de rezistenţă din partea aeruh1i este proporţională cu viteza. Cunoscind viteza li
mită c de cădere liberă, să .se l>Cl'Îe: u) comppncntele vitezei Vz.v tn funcţie de timp; J1) coordo
natele x, y in funcţie de 11mp; c) timpul de urcare t"' pînă Ia inălţimea maximă; d) coordo
natele inălţimii maxime; e) ecuajia traiectoriei şi asimptota ei. 

R. 3) V:z: = V0 COS O:o~-gtlc, Dy = (c + 1.10 SÎll o:0)e-gt/c- C; 

bl c· _ c' ( "• ) x = - V0 cos o:0(1 - e gt/c), y = - 1 +-sin o:0 11 

g {f c 

t) 1111 = ; In ( 1 + :o sin 0:0 ); d) Xm = 
v~ sin 2o:0 1 

2g 1 1 
1 +- v0 sino:0 

c 

el 

C ,,, ( V ) 
Ym=goosino:0 -UUln 1+-;sino:0 : 

p = __ c;.:x:.___ (1 + . Do sin O:o) + ~ 
V0 COS 0:0 c g 

ln(1-
9

x ·)· 
CV0 COS 0:0 

asimptota verticală ~ 
c 

~ = -D0 COS ~0 • 

9 

3.~1. Să se arate că in orice mişcare pw11ă a unei particule momentul său cinctie tii 
raport cu o axă oarecare din planul mişcării se conservă şi are valoarea zero.~. 

~ 

R • .Impulsul mtl este incident sau paralel cu aXa, deci Lu '= O, 

vectorul L faţă de un pol din plan este perpendicular pc plan. 
3.22. La pendulul ccmic (particula descrie un cerc orizontal, iar firul de suspensie, pinza 

unui con), faţă de care punct se conservă momentul cinetic al parttculei şi ce valoare are 1 
Care este variaţia pe unitatea de timp a momentului 'cinetic faţă de purictul de suspensie 1 

R. a) Faţă de centrul cercului: L_ = mvr = ml sin2 e< Y !JI/COS<X,l estevertical::'b) 1 'd'lidll = 

= 1 M 1 = mar = mol sin o: ; L = M este tang('nt Ia cerc. 

3.23. O particulă se mişcă Hber, fără frecare. sub acţiunea f.orţei de greutate, pc supra~ 
faţa interioară a unei sfere. Să_ se arate că momentul cinctic al parti(ulei in raport Cl,l dia me-
trul vertical al stCrei se conservă. · ' 

R. M1 =O căci mâ este paralel, iar. N este.incident cu diametru! vertical. 

3.24. Două particule se mi.<;>că rectiliniu· uniform cu viteZe egale tn modul dar l•' ~cnsuri 
opuse pe două drepte paralele. 5ă se arate că mCmmtul cinetlc total in raport cu oric~ Punct 
din spaţiu se conservă şi nu depinde de alegerea acestui punct, 

n. L = dmv. unde mv este imPulsul unei particule şi d - distan1a dintre drepte (Z este 
perpendicular pe planul mişcării). 

3.25. O bilă de mafă m = 100 g, Yegată de un centru fix printr-un fir de lungime 11 = 
= 60 cm. ·execută o mişcare circulară uniformă pc un plan orizontal neted fără frecări cu tu
raţia n1 = 1,00 rotfs. Ce tura tie va avea blla dac3 firul se scurtează ptnă la lungimea 1, = 
= 30 cm 1 Ce lucru mecanic a efectuat for~a care a scurtat firul 1 

Il. 



. Fig. 3.22 

3.26. Peste un cilindrn Jix este trecut uP fir astfel 
incit ungbiul la centru al porţiunii :lnf:işurate este 6 
(fig. 3.22). Pentru ce raport al tensiunilor din fir, T1./Tt, 
firul va incepe să lunccc. dacă coeficientul de frecare 
Ia Innecare dintre fir şi cilindru este tJ. 'l 

Considerind că O = r. şi că la· capetele nrului atirnrl 
două corpuri de mase m1 ,~, care este condiţia de lunecare 
şi cu ce acceleraţie se mişcă ·corpurile daci't această con-. 
dlţle este inqcpliniîa: 

m~/111 1 ...:.. e;-;~ 
a=g ' 

m~fm1 + e..:g 

2m
2
g · 2m2_qc":t!J. 

~= T~= 
m~/m1 - cntJ. m~flnl - c":ttJ. 

3.27, Un punct material de masă ·m porneşte (]in repaus (din origine) sub a~tiu~ca forţei 
F = z-;: cos NI. ~n _se scrie lcg~a tnlşc~trii. 

F" n. x = --(1- cos (i)t). 
mCJl~ 

3.28. Un lanţ de htnP.im'c l şi m;s-ă m osle tinu.t ~ni~ial de C..'l?ătul ~u~~rior a:;tfel incit capătul slu inferior atinge 0 masă. apoi se lasă să cade~.llber. Ce forţa va exe1c1ta lanţul asupra 
mesei şi ce impuls total tranşmite el mesei:'? · 

11. 
2mvP ~- 2gl. 

. 3 . 

a.29. 0 p:uticulă loveşte p~rCcct elastic (.şi oblic) o altă pa1t~culă identică aflată tn repaus. 
S:i s~ ar.1tc cii vitezele plrticnle\or după ciocnire sint.perpendtculare intre .el .. ~· 1·_-· • : : 

, 3.30. Pc. a masă: cu: pernă de aer descrie c mi.~care circular~ un dis.~ de masă._n.l ~;ins,pt;ill
tr-un rir orizontal, trecut printr-un orificiu In masă şi tras in JO~ cu vttcza. c~m~ta_nta u. Care 
este tcnsiunc:t din, fir tn funcţie de raza .r, dacii pent~u r .= r~ vttez~ ~mghtul~ra era Ul~? 

11. 
' ' • •' 1 

3.31. Un şlep porneşte din repaus tras·de o forţă· o~izontală cons_tant~ F • . E! !n~~mpină .:l~n· 
partea apei 0 :fo~ţă .de rezistcnţi"l p_ro.~or!i~~ală cu: a) VIteza ( ~kv). ~-b~_ p:.ttratul.\l.t~;zet, ( -1\_V ). 
Să se ~crie legea vitezei şL legea mtşcuru. 

· ~ · ._ . rp -.. Fm ···· , 
Il. a) V=- (1- c-~llm), X='-:-l + -.-- (c-l:ttm-1) i 

k k ~ 
. .~1'' 

b) v~:l{··i··~tit!.. .. J~F,,:x~·~·tn ch~~kF,·x·=· :!.tn.I·~:~.~·~·:· ~~-)~.i·}:::~ 1

./ le n1 le In .· ... "!·'' ·"·'' _.,, 

3.:12. Un~~lonţ·porue~L'e ct\ viteza i.lliţială·o~. El-.-~~tinir>~n~ di~ ~::t::t~a aerulUi} ~o~~ă d~ rezistenţ1 proporţion:;J,l~, c,t- G!-1-~~l vitcl.Cl : ;;!tol.J~.::,Jiq _l!ld gM\ tt,a ţul, S~l .s~- .~[19 .lf!_.,e~ .. \_,teze 
şi legea mişcării_. · · · , _.1 ,_ ,,,.-.• 1• • -' ; _. 

1.: 

•• 1 .-. ·,--~ ' :-•·: ••• 

;' ~~ ' 

CAPITOLUL 4 

DINAMICA SISTEMULUI MECANIC 

Prin sistem mecanic vom înţelfge un sistem de puncte materiale, care nu 
sînt independente, ci supuse la Ie"gătur.i r~ciproce, astfel încît formeazii un 
"intreg" mai mult sau mai pnţin deformabil (R. Boscovich 1758)., Exemple: 
un corp considerat ca ansamblu de particule (molecule, io'ni), o maşină ale 
cărei părţi pot fi,aproximate prin puncte ·materiale, .sistemul solar etc.' 

Pentru a deduc_e legile sistemului mecanic nu este ·nevoie dei'priri(·.ipii 
noi, ele se deduc, din principiile formulate pentru punctul material. 

4.1. FORŢELE INTERNE 

Asupra fiecărui punct material m 1: din sistem se exercită, pe de o parlc, - . forţe interne (/' kl di.o.,partea celorlalte puncte materiale m 1 ale sistemului şi, -pe de altă parte; forţe externe l:o\ din partea corpurilor externe care nu fac 
parte din sistem. Forţele interne sînt forte de interacţiune dintre particulele 
sistemului (molecule, ioni etc.). Conform principiului III, forţa·, (acţiunea) 

q n exercitată de. particul;a ,m 1 asupra .particulei mk este egală 'in modul şi 
de sens opus cu forţa reciprocă (reacţiunea) 7}: 11, exercitată •de particula m, -asupra particulei :JJi, : 

(4.1) 

adică forţele interne sil\t totdeauna perechi, două cîte două egale in medul 
şi de sens opus (forţe de interacţiune), de aceea insumate fiind pentru intregul 
sistem dau o rezultantă nulă : - -rt:·~~ rt: ,i ~o .. 

lr,l 

Forţa internă rezultantă asupra particulei nik este : 

(N - n~mărul total 
.particule din sistem) 

. ('1.2) 
• 1 

de 
('1.3) 



şi prin însumarea asupra tuturor particulelor din sistem regăsirn (4.2): 

l\'lomentul rezultant al forţelor interne este, de asemenea, nul: 

7iz ~ :Ef'1, X q k ~ :Ef'1, X gkl ~ 0. 
i.: /;,1 

În adevăr, ultima sumKi este formată din 
perechi de termeni cnre dau zero : 

(4.5) 

--~ -·- ---(7:·-· 
I'r X (j1e. + l'e. X .rj:'21 := 1'1 X J-]'2 -- 1':!. X 

X q" ~ (7,- 7,) X f;f" = 0, 

ml + 
--- ... --1m3 

1 

d.coarece ;r X {j:1 2 = ~ x· .(ll:J reprezintft 

momentul aceleiaşi forţe f;f" faţă de ace-

laşi pol O, sau altfei, d~oareee 
paralel cu q" (fig. 4.1). · 

Se poate judeca şi astfel : 

- -1'1 ~ r,'2 eslc 
·Fig. 4.1 

1 
-1 
"121 

(4.6) 

unde am ţinut seama întîi de (4.1), apoi am schimbat notaţiile indicilor_1e 

sumare fi'ldici ,.muţ,i::). Luînd scmisum~ celor două expresii pentru J)l : 

-

~ 1 ..... ~ 
.JJl ~-·-· :E (r<- 1 1) x f;f .. , ~O, 

2 1.',1 ·• "). 

deoarece ;Yectorul ri.:- r1 este .paralel cu. ry:,d. \·.:.· 

(4:7) 

, 

·Teoremă. Rezultanta forţelor interne şi momentul retu/lant al forţelor in
terne faţă de orice. pol sînt mile. 

Lucrul mecanic al forţelor interne rw este însă în. general nul:: 

- ..... r- ...... -> ..... -• ....,. 

ifv 1dr. +· r;;:~~..dr, = ':f'."d(r~c- r,) ""'f;f" 1dr", 

···:,:.'·~···..:.. 

d70: ~ :Ef;f~cdr·, 
(:..__,·' 

=-:Ef;f,.,drd> · · · · 2 . 
(4.8) 

In cazul corpurilor rigide. (uedeforinabilo\ distanţele reciproce rkl sînt 

constante : 

-~ - ..... -~ - ..... 
r"ll f;f~Ci ~ dr., _L r;;:,, ~ f;f 1, 1dr" '=O, (4.9) 

- ..... - . ' 

deoarece q T:l este paralel cu· r,: 1 şi perpendicular pc dr1:z. deci lucrul mecanic 
( 4.8) este nul. 

Pentru· corpurile rigide (nedeformabile) lucrul mecanic al for!eior inferne 
·es/e nul. 

În caZul corpurilor dcformabile însă, forţele interne efectucaz{t în general 
un lucru mecanic de deformare. 

4.2. TEOREMA IiVIPULSULUI TOTAL* 

sr, aplicăm ecuaţia fundamentală (3.1) fiecitrni. punct material al -siste
mului: 

el -· d -> -~ -

-d (m,v,J ~-d fJ~c ~ f;fl, + F,. 
1 . 1 

( 4.10) 

Prin însumare asupra tuturor punctelor sisteniului, -obtinem : 

-+ 
d ""' dP __,. -~ -:... -

- :E p,, ~ - ~ :E f;f, -1- :E F, ~ :E F, = F, 
dt le d/ h h '' • 

( 4.11) 

dcoa rece :E (j:, ~ :E (j:"' ~ O. 
1; k,l 

Tco•·emă. Derivata în raport w timpul a impulsu/ui Iota/ P al sistemului 

este egală cu rezullanta F a forţelor externe aplicate sistemului. 

Dacă rezultanta forţelor externe este permanent nultl, impulsul total al 
sistemului se conservă: Sistemul nu-şi poate schimba impulsul său total decît 
sub acţiunea nnei forţe rezultante exterioare, care de fapt transmit~ impuls 
din partea corp,urilor exterioare, cu care sistemul interacţionează. Focţele 
interne pot doar redistribui impulsul între părţile componente ale sisterimlni 
(de exemplu, prin ciocniri între particulele sistemului); · 

Sub formă integrată avem: 

__,.. c~ ~ - _ .. 
H = )Fdl= !:J.P ~ P2 - P,, { 4.12) 

analog teoremei impulsului pentru punctul material. 

4.3. TEOREMA MOMENTULUI CINETIC TOTAL 

Să aplicăm ecuaţia fundamentală sub forma (3.10) fiecărui pu·nct mate
rial al sistemului : 

* Teoremele care urmează sint valabile in SR iuerţialc. 



Insumind după toate punctele sistemului rezultă : 

~ - -d ~ 
-~L,, 
dt k 

dJ -
=- =~r,, 

dt k 

~ -X F 1: = 1lf, M = ~ M,, (4.14) 
k 

deoarece 

Teoremă. Deril1ala in raport cu timpul a momentului cinetic total J al 

sistemului faţă de un punct dat (pol) este egaW cu momentul rezultant M al 
forţelor cxtl>rne faţă de acelaşi punct (pol}. - ~ Dacft JI = O faţă do nn pol, atunci J faţă de acel pol se conservă, adicft 
rămîne constant în timpul mişcclrii sistemului. La fel, dacă faţ.ă de o axă 
l\1

11
:::: O, atunci momentul cinetic în raport cu acea axă J 11 se conservft. 

Fort.elc interne pot doar redistribui momentul cinetic între particulele com
ponente ale sistemului (de exemplu, prin ciocniri). 

Prin integrare ob~incm : 

(4.15) 

analog teoremei momentului:. cinetic pentru punctul material. 

4.4. TEOREMA ENERGIEI CINETICE TOTALE 

Scriem teorema energiei· cinetic&"(3;25) (nerelativist) pentru fiecare punct 
·material 31 sistemului: · · 

·J·· 

d( ~ m,c~,~) =<'7=. + "F\)dr',=d70.f.: nv,. (4.1G) 

Însumînd pentru toate· punctele sistemul~i şi intrgrînd, obţinem 

(4.17) 

(4.18) 

Teoremă~ Variatia energiei cinetice totale a sistemului este egaltl cu ;lucr.ul 
mecanic efectuat de. toate forţele, atît .exteme, cît şi interne. 

i, FOrţ.ele i'ri.tCrne pot mă i-i :sml' mic;ora· energia -Cilletică totală a siste1nului 

pe seama altor forme de energie (prin intermediul lucrului mecanic. al forţ_el~r 
interne). 

Exemple. Prin explozia unui obuz anat inilial în 1cpaus (•îcci cu cncr~ia cinct.ict't iniţială 

nulă) fOrţele intern~.- creează o energic cinetică a schijelor pe seama energiei chimice. Prin ar
derea combustibilului unei rachete se creează prin lucrul forţelor interne energia cinetică a 
rachctei. Un cosmonaut, chiar izolat în stare de imponderabilitate, işi poate mişca membrele 

şi instrulncntelc cu ajutorul forţelor proprii etc. 

În cazul solidului rigid, luerul mecanic 70 al forţelor interne este nul 

şi numni forţele externe pot schimba energia sa cineticr1. 

Sisten1 eonservativ 

Un alt caz important este acela cînd [orfele interne sînt conservative, atunci 
se poate introduce energia potcnpală_ a sistemullli, funcţje numai de poziţiile 
tuturor punctelor materiale ale sistemului, adicrl funcţie numai de configu
raţia sisternului: 

(4.1 0) 

Teorema energiei cinetice devine în acest caz : 

(4.20) 

Prin urmare, variaţia enegiei nleCanice, cinelice şi potenţiale, a unui ~istem 
eonservativ este egală cu lucrul mecanic al forţelor externe aplicate. De aici 
rezultă teorema conscrvării energiei mecanice (cinetice şi ·potenţiale) a unui 

sistem conservativ izolat. 

4.5. MIŞCAREA CENT~ ULUI DE !\'IASA ' 

Se numeşte centru de masă al unui ·sistem mecanic punctul, definit prin 
veclorul de poziţie 

' 1 . . 
Xcm =-L mj;X,h Ycm 

m 

N 

m =~mk, 
k=1 

1 
=-~m,.y," 

m 

sau pentru o distribuţie continuă a masei : 

.. (4.21) 

(4.21') 

7!l 



-Dacă sistemul se descompnne'îh păr ti J.l1 8 cu centrele de maSă cunoscute Rcm 8 , 

atunci grupînd sumele (4.21) pc nceste părţ.i, avem: 

- 1 -fcm =- ~ Jf8Rcm n ( 4.21") 
m s 

Centrul de mastt (C!\I) este un anumit punCt geOmetric asociat sistemului 
mecanic; în acest pnnct pot să nu existe pnrticule sau masă distribuitrl, 
de exemplu .. CM al unui inel sau nl unei prtturi sferice. 

Dacă un corp omcgen posedă un plan sau o axă de simetric, CM se vn 
găsi în ace! plan sau pc acea axft, iar dacrt corpul omogen posedă un centru 
de simetric, Cl\I Ya fi în ncel punct. 

Centrul de masă joacă un rol e:rcepfional în studiul mişcării sistemului, 
dupft cum se Ya vedea mai jos. 

Deri\'Înd formuln (4.21) ·obtinem : 

( 4.22) 

-· . Teorema J, Impulsul total P al sistemului este egal w masa ma sistemului 
înmul(iti'i cu uitcza D'cm a centru! !li de masfl, ca şi cum întreaga masă a sistenw
lui ar fi concentrattt. in C.~\-1 şi s-ar mişca Cll viteza acestuia. 

-~- ~ -
Dacă sistemul ·este izolat: F "-" P ~O, p = const (impulsul total al sis-

temului izolat se conscrv{t), cbr ]_) = ml7cm• deci 17cm = const. 
In raport cu un reper inerţial, centrul de masă al unui sistem izolat se mişeii. 

rectiliniu uniform sau este în repaus. (Aceasta este leg~a inerţ.iei pentru un 
sistem.) 

Derivînd încă o d1tă (4.22) şi pnînd. seama de (4.11), obţinem 
.:;. ..... ..... ~ - -

n11'cm =In Ilem = IIlClcm = p = F = ~ 1~'~.. .• 
k 

~ 

(4.23) 

Teorema 2. Jlczullanta for{elor e:rlerne F este ega/<1 w masa sistemului m 
înmulţii<l cu acceleraţia CM. 

Centrul de masă al sistemului se mişcfl ca un PUflCl material cu masa egală 
cu masa sistemului şi âsupfa -căruia se apliâ1. rezultanta fortelor e.~;terne (teo· 
rema mişcării centrultli de masă), ca şi crun toate forţele externe s-ar aplica 
,în Cl\I şi întrcag1,, mas~ CI sistemului ar n concentrată în CM şi s-ar mişca 
cu acceleraţia acestuia. 

Din (4.23) rezultă sub formă integrală : 

~ r-· . -·· Ii = JF dl = mlluim·. (4.24) 

Impulsul forţelor externe este egal cu masa sistemului înmulţită cu ••ariaţia 
vitezei centrului de ·masă. 

Consecinţă·: ·Fortele il1tcrne nu :pot schimba mişcarea centrului de masti. 
. De exemplu, după explozia unui obuz în ~·id, centrul .de masă CO)lţinuţi 
s.ă se mişte neperturhnt pe parabolă." Ca şf Cum Pimic n~I ·s-·ar fi întîmplat. 
deşi schijele se împrăştie în jurul traiectoriei (fig. 4.2). fn. momentul în care 
una ·din sc.Jti.ie atinge/ Pămîntul, inter\'ine 6. forţ"ă· externă şi, bineînţeles. 
CM îşi schi_mbă miş~ar::~a. 

on 

Un cuplu de forţ_e, oriunde ar fi aplicat, nu poate schimba mişcarea ccn~ 
trului de masă (rezultantă nulă!), ci doar roteşte corpul în jurul centl'lllm 
de masă. De exemplu, dacrt într-o barcă uşoarrt de cauciuc (pneumaticf1~ 
punem în diferite locuri un bloc de plumb şi aplicăm hărcii în diferite locun 

o 

/ mg 
7/lllll//17/lllll!IIII!;-!IJJ/1/111711177?111111177771 

Fig. 4.2 

r 

Fig. 4.3· 

un cuplu de forţe orizontale, nu Yom 
putea urni din loc CM al hărcii, a cărui 
poziţie coincide practic cu cea a bloeului 
de phrmb ; barca se va roti de ficcnrc 
dată doar în jurul CM (fig. 1.3). 

4.6. MIŞCAREA lN JURUL 
CENTRULUI DE MASĂ 

TeOI·emcle de descompunere 

Sistemul 'de coordonate inerjil!l legaL 
de laborator se numeştf" "sistem de coc·r· 
donate de laborator", notat prescurtat SL. 

Alegem un S C mobil" cu originea 'în CM· al siste.mului şi cu· axele· de bricn
tare fixă (de ');3emplu, paralele) faţă de SL, care se mişcă deci prin transla!ie, 
solidar cu CM. AcestSC se numeşte "sistemul centrului de masă", notat pre
scurtat SCM. Subliniem că SCM se ·mişcă prin translaţie faţă de SL, indiferent 
de mişcarea CM, dar nu se roteşte faţă de SL. 

Atunci mişcarea punctelor materiale ale sistemului se descompune intr-o 
mişcare de translaţie, egală cu translaţia centrului de masă şi o mişcare rela
tivă Îli jurul centrului de masă, anume în ,SCM: Avem (fig. 4.4): 

(4,25) 

Prin i.nmulţ.irt cu mk şi sumare avem 
. ~ ' ' __", 

l;mkrk = l;mk1::~ + l;mkr; sau '!''om = mr,m + l;mkrk,. 

adică 
.. 4 . 1 : ·""">, o . 

I'cm = -. ~mkrk ~ ' m . . 
( 4,26) 



z .. 

@ 

X 

Fig. 4.4 

ceea ce era C\'ident, deoarece Cl\:I coincide cu O' şi deci Yectorul său de poziţie 

relativ f~m in SCIVI este automat zero: 

4.6.1. IMPUL\SUL 

DcriYînd (4.25) aYem 

( 4.27) 

deoarece 

vers?rii SCl\ţ:,s·c mişc'it prin traJ~sla!ie, deci derivatele lor sî'nt nule. 
Înmulţind (4.27) cu m 1,. şi sumînd avem 

-· -· .P =<Sm·~;Vk ·= ~mkz7:·m -1--~mkiT; =.m-;cm -1- ~m-kiT; =·Î> + ~mkV!,. 
de unde 

(4.28) 

adică impulsul relativ. al siştemului, calculat în SC!,II. (impulsul prppriu sau 
intern), este identi~ nul. Aceasta este evident deoarece CM coincide cu O' 

şi ''deCi Yiteza sa "J;m în SCM este automat permanent zero. De altfel relaţia 
(4.28) se obţine direct prin derivarea relaţiei(4.26) .. 

. ~ ~ 

Prin urmare, impu(sul total .al sistemului P = ~m•"• coincide cu impulsul 
, • - :.,.... j ' . -..---- • -

orbita/ sau extern P "'= mu,m, impulsul propriu sau intern P' ___: ~m.v~ fiind 
Wmticnul. , . 

Teorema impulsului total, valabilă in SL, va fi valabilă şi în SCM numai 
. - .. ' . - --+ 

dacft acesta este inerţial, atunci in mod ·banal F =O şi P' = O. 

4.6.2. MOMENTUL, CINETlC 

Sft transformăm, conform lui (4.25, 27), expresia momentului cinetic, 
calculat în raport cu originea SL : 

Ultimii doi termeni se anulează conform lui (4.28, 26), astfel încît rezulUt 
descompunerea : 

- > --> ) -> .;"._. ·- - -
J =L:r" X p" =rom X m1~,m + z::r: X p~ =rom X P + S =L + S, 

(4.20) 

adică momentul cinctic total J (in raport cti originea SL) este egal cu momentul 

cinetic orbita! sau e.xtern L al centrului -de ma~<l, iiz care ar fi concentralil toalll. 
~ 

masa si9temului, plus momentul cinetic propriu sau intern (de "spin") S calculat 
în SCM (in raport cu C?\'1). 

Deri,·înd ('1.29) şi ţinind seama de (4.14), rezultă 

dar 

-· --· -) 

fcm X P = Vcm X Inl'cm =O, 

astfel încît 

~ --> . -

(L = r,m X F), 

de unde reZultă teorema ntomentului cinetic relati\1
-: 

(4.30) 

- ~ ~ ~~ 
D.S = S,- S1 . )M'dt, (4.31) 

adică teorema momeiiltului cinetic se exprimă la fel în SL şi în SCM, oricare 

ar fi mişcarea. de· translaţie a SCM. 

4.6.3. ENERGIA CINETICĂ. 

Să transformăm acum şi expresia en·efgiei cinetiCe : 
. . .. . 

~ -> . -> . · · 2 -. ·. 1 2 1 -:+ __,., 

l1~; = Dcm +V~, l~ = Dcm + l1;; T 2VcmD~. 



Înmulţind cu m 1: şi înstlmînd, ultimul termen drt zero, conform lui (4:.28), 

şi obţinem teorema lui S .. Kiinig (1751) : 

E 1 2 1 2 . 1 . 1 '2 ' 
c = z; -m,.vk =-mvcm -r .L:- ml.V;,; = E'cni +Ee, 2 . 2 2 . 

adic{t energia cinetică loială a sistemului E, (în SL) este egală cu energia cine· 

Licâ de translaţii!. (oi'bitali1. sau e.rternâ) E'cm a centrului de mas il, Îl! care ar fi 

concentrată toală masa sistemului, plus energi.a cineticli relalivil (proprie sau 

interncl) E; in SCM. (Termenul de ".interferenţă'" dintre ele dispare numai 
în SCM !). 

Teorema energiei cinclice (4.17) deYine acum: 

~ ............ --+- ............. 

= ~ rJt",.drcrn + F drcm + L:(if=~:· + Fk)dr~, 
-dar ::E r;/ 1, ~O şi 

~ (1 )" ~-= F- d 
2 

mv~m :== Fdrcm ( 4.33) 

aslfcl încît rezultă teorema energiei cinetice relath:e~ 

(4.34) 

t!.E; = E;,- E;, = FJ (q,, + .F';,)dl;, = 70'+ W,' ('1.35) 

adică teorema energiei cineticc tot~le se eJ.;primâ la felîn SL şi în SCl\I, cricare 

ar fi mişcarea de translatie a SCM. 
ln concluzie, teore~ele de! mai sus ni arată· că mişcarea unui sistem 

mecanic se descompune în mişcarea de translaţie (orbitală sau externă) a 

centl'lllul de masă în care ar fi conceJ}.tratli. toată masa sistemului şi în care 

s-ar aplica rezultanta forţelor externe, şi Îll mişcarea relativă (proprie sau 

internă) fată d.e ,centwl de mas<l .. în ,S,CM. 

Ob.~enaţii, a; Lucrul mecanic al forcelor intern"e c~(c acelaşi înlSL"!şi" in SGM, ·fiindcă o 

trans!:.1ţic g:lolnl:1 a sisternulut m:!:tmic nu modifică lucrul. mecanic al forţelor interne~ 

(<1.36) 

(·1.37) 

r 
b) Un cimp gr"avilationa[:nnif:mn nu inflilenţe::n~ă cu -nimic momcriLul ein"c.Lic relativ (pro~ 

prin sau,intcl'll) şi energia cinetică relativă ale sisl,cmului ln SCM. In .adc.\::lr, conform .lui 
(426. 28): 

( 4.3~) 

(4.39) 

Rezultatul c.-;tc evident, deo:trccc centrul l.lc ma!>:"t coincide cu centrul, de greutate, adică cu 

punctul de apli\:..'l.ţie al rczuitantci il'~ m[i a forţelor de greutate paralele 17;. = mJ:g....,.şi deci 

momm~tul lui G faţă de C:\1 este nul (~,n = O) şi putcre:-t dczvoltat.:'t de G este nulă (;;;m = O). 

4.7. CIOCNim 

Prin ciocnirea, a dourt_sau ~ai mu~te corpuri se înţelcgc.ln.general un 
p~oycs ~le inierac[ie, in care at_ît înainte cît şi după interacţie corp.urile se 
găsesc la distanţe m1ri (infinite) unele fal;ă de altele, adică nu interacţionează 
îria'intc şi duprt ciocnire, deci inleracţia durează un timp finit. 

. 4.7.1. CLASIFICAREA CLOCNJRILOR. 

·.Dacă iA urma c·iac'nl}ii s{area internă a fiecărui .corp nu se schiinbă~ cioc-
nUca se rilimeste C1asticiL" · · 

:Vom considera ciocnirea corpurilor macrosco[iice. 
În momentul atingeri.i corpurile încep să se deformeze, viteZa lor relativă 

(a unuia faţă ,de cdălalţ) se. r,educe la zero, energia cinetică relativă. se trans
formă îfi eriei·gia· de deforiÎlare şi în alte forme de energic. Aceasta este etapa 
dC· 'c·omj)i'imare. ·. u'rmeaZă apb_i etapa a· doua, de"' sepcl.rarc· a· corpUrilor; clefoi
maţ"file· se reduc·, viteza relativă creşte· şi energia cinetică relatiVă se "restituie 
partial. 

în ciocnirea elaslicli. deforma ţiile se anulează şi energia cinetică .relativă 
se restituie integral, f.ărci. a se transforma în alte forme de energic.. _ 

În ciocnirea total neelastic·ll (plastică) corpurile fuzionează (se cuplqază) 
şi continurt'. miŞcarcâ împrc~nă; eli o viteZă corriună. .. · · : 

.in realitate, ciocnirile corpurile macrosc<lpicc ·nu sînt (perfect) elastice, 
ci mai mult sau mai puţin -neelasticc. 

· Dacă descompunem viteza relatiYă de ciocnire "t:r = ;t- ~~ (a corpului 1 
faţă de corpul 2) ·după linia de ciocnire NN' şi pla1iul de contact, tangent, 

TT' (fig. 4.5), atunci ambele componente se 
schimbă în general prin ciocnire, deoarece cor- 1 
purile nu sînt nici perfect elastice şi nici abso
lut netede. 

Componenta vitezei relative, normală pc 
planul de contact, v"" îşi schimb~. semnul pr! n 
ciocnire, deoarece înainte de ciocnire corpurile 
se apropiau unul de altul, iar după ciocnire se 
depărtează unul de altul. Corpurile .nefiind 
perfect elastice, componenta normalii a vitezei 
relative după ciocnire v;n este in modul mai 
mică decît înainte de· Ciocnire, ! v;n 1 < 1 llw j. Fig. 4.5 

11 



Componenta vitezei relative, conţi'nută în planul de contact, Vrb repre
zintă viteza de lunecare a unui corp peste celălalt în momentul ciocnirii. 
Datorită frecftrii, aceastft vitezft se micşorează în urma ciocnirii, l';t < Vre. 

Dacă linia de ciocnire j'V N' trece în momentul ciocnirii prin centrele de 
masft ale celor doui"t corpuri, ciocnirea se numeşte centric(l, în caz contrar, 
acentrică. Dacft înainte de ciocnire corpurile se mişcau după linia de ciocnire 
NN' (vrt ·= 0), ciocnirea se numeşte frontală, în cilz contrar, oblică. 

Pentru sfere omogene ciocnirea va fi totdeauna centrică, dar în general 
oblică. 

4.7.2. LEGILE DE CONSERVA.."F!.E 

În procesul de ciocnire se exercită forţe de interacţiune îlltre corpuri, 
deci forţe interne, care nu pot scilimba impulsul total şi momentul cinetic total 
ale sistemului. Lucrul mecanic al forţelor interne este însă în general diferit 
de zero şi produce o variatie a energiei cinelice a sistemului, conform 
teoremei (4.17-18). 

În intervalul de 'timp foarte ·scurt cit durează ciocnirea, variaţ.ia de im

puls şi variaţia de moment cinetic, prod,usc de eventualele forţ.e externe 
se pot n'eglija în compara tic cu varinţ_Hic de impuls, şi de· moment cine tic 

ale fiecărui corp în parte, prpduse de forţele interne, care deşi durează puţin, 
sînt mult mai mari decît forţele obişnuite externe. 

De aceea impulsul total şi momentul cinelic totUl ale corpurilor. care Se CioC
nesc, imediUt înainte· dii'ciocnire, sini egale cll iiltpulsultota(şf morile.ntul cine~ 
tic tOtal ale cOrpllrilo.r hnediat după ciocnire, adică impulsul total. şi mOmentcJl 
cinetic Loial ale sistemului de corpuri care se ciocnesc se conserVl1 în Jn·ocesul 
ciocnirii. 

Eventualele forţe externe aplicate produc o variaţie de impuls şi de ma~ 
m:ent cinetic · neg1ijabile în ţirnpul foai·te, scurt cît dureazrt· ciqcni.rea. .. 

Pentru fiecare corp separat putem scrie (4.24) şi (4.15). (în timpul foarte 
sciirt al ciocnirii. corpul practic nu se deplasează): 

- - - - - ~ . II ~ ~ H, :___ mti-;!,., şi E ~ ~ r, x H,, ~ !iJ. (4.40) 

4.7.3. CIOCNIREA PLASTICA 

ln cazul ciocnirii total nccla<tice (plastice) a două corpuri, ele se cuplează 
astfel încît collservarea impulsul ni tOtal dă: · · '., 1 

• 

· m1z;1 "-1:... nh,;-2 

m1 +-m2 
~ -, 

unde v,, '· v şînt vitezele centrelor de masă ,(fig. 4.0)., 

(4.41) 

Energia cinelţcă pierdută,. adicrt. transfor
mată în alte forme de energ:te (mat ales căl-

( ·d • t l··1e p1·oprii) : dură), \'a Ii nu cons1 eram ro a.11 

1 , L 1 2 
-tiE,~ Q ~-m,v; -r -m,v,-

2 2 

1 ) ,, -- (m, + m, v -
2 

rn 11n!! ..... 
p. = , llr =' l/1 - li:!, 
,~ Illt +- m:! 

(1A2) 

-----

Fig. 4.6 

unde f1. se niuneşte masa redusă a celor două corpuri, 
relativă (a corpului 1 faţ{t de corpul 2). 

iar v~ este viteza lor 

4.7.4. CIOCN]REA ELASTLCĂ 

... l' • 
· In ca·zul ciocnirii perfect elastice, pe lîngă impulsul total se conserva .ş• 

enercrin cinetică total{t. Co.nsiderînd ciocnirea centrică şi frontală, corp~r~le 
înai:te şi după ciocnire se mişcă pe, aceeaşi direcţie (dreaptă) (cazul umdi

mensional) şi avem 

de ulidc 
. ( 2 . ") . ( ,, ') ' m,(v,- v;) = m,(vi-"- o,),· m1 v1 - "1 ~ m, v,- v, ., 

şi împărţind membru, In membru 

v, + v; ~ "; + v, sau v; ~ v;- "; ~ -(v, :- v,) ~ -v" (4.44) 

adică viteza relativă îşi schimbă doar semnul. Această ecuaţl~ .;i.i,'pr~ună 
~\}:prima" ~c~aţie din (4.43) dau : 

v~ = 2v'- Vu v~ = 2u' - V2, unde v' 

., ' 

mtl'' -i- m!!l'2 
m1+m:1 

(4.45) 

viteza v' de aici este. viteza comună a corp~rilor ~.n ,mo~~I!~pl c.ind, se ter
'fniriă. prifua etapă.· a· C.ollip_r,irnădi ş:f i_nc.epc·. ~(.· dol!.a etap·ă, a separ.ării. 

I~xcm1,te. a) Dacă mascie. si~t egale, m; = mt• rezultă din (4.45): ,, 
··.(4.45') 

~diCă particulele schimbă vitezele in{rc ele., ~ca Şi cum ar -~rece una pc ll~gă c~~~:tă ~ăr~ _s_ă s~ 
ciocncască. 



bl Dacă una din particule c~te in ·rcpau~ jnaintc de ciocnire, de exemplu u2 =· 0, ob!i· nem din (4.45): 

Dacă m: > m2 • .Particula m~ lovită cap:'ită o viteză v; > u1 şi particula mt continuă să se mişte Inainte. Dacă m1 <. m~, particula m1 ricoşează inapoi. Dacă m, = m~ prima particulil. se opreşte, tar a doua (lovită) pleacă cu viteza celei dintii. 

4.7.5. COEFICIENŢII; DE CIOCNIRE 

O măsură a caracterului m~ti mult sau mai pu t.in eJastic al ciocnirii este coeficientul de restituire (Newton), 'definit prin raportul dintre componenta normală (pe planul de contact) a vitezei relative, după ciocnire v;n = = V~n- v;n şi înainte de ciocnire Vrn = Vw- V2n, anume:. 

14.47) 

Se introduce şi u.. coeficient de frecare momentană f definit prin raportul dintre componenta tangen{ia/i1 (în planul de contact) a vitezei. relative, după ciocnire' v~t ~ zj~t - v;t şi înainte de ciocnire Vrt _:_ Vu- v2t, anume : · · · · 

(4A8) 

Acest coeficient este de obicei apropiat de 1 şi se pune adesea egal cu 1 (la ciocniri 'apropiate de ciocnii'i frontalc, sau ]a corpuri'· netede). 
Pentru ciocnirea total neelastică 7·; =O, (;;; = ;;) şi deci k =O, f =O. Pentru ciocnirea perfect elastidt v;n =-IIm de exemplu (4.44), deci k = 1 şi f ~ !. Bilele de fildeş se apropie cel mai mult de o ciocnire elastică. 1n cazul ciocnirii .unidimension::~.Je cu coeficientul de_ restituire le., obţinem din conservarea impulsului : 

, , + km, ( ) v1 = v v2 - V1 , 
m1 + m, 

. (4.40) 

şi energia cinetică pierdută : 

- b.E,= Q 
1 m,m, (1 /·')' . . )' 1 (1 k')'·'· . - \ \ul- V2 =- fJ. - tr,.. 2 m1 +m, 2 · 

(4.50) 

1!1.7.6. CIOCNIREA CU UN PERETE 

Iri cazul ci_ocnirii Perfect -~lasti'ce·, centrice şi ţ'r~_n'tale,, q~ .l_I_P.. pe~~te, adică cu un corp· ·de masă foarte mare, m, ii> m1 , din (4;45) rezultă . . 
v~ ~ 202 - v1 , v~ = v2 • · 

În particular, pentru un perete- în repaus, v2 =O, rezultă 
v~ 7 ---:-110 ~; = V2, 

adică· corpulj 1 se întoarce înapoi cu aceeaşi viteză (în medul). 

(4.51) 

(4.52) 

iN 
1 

-- ln cazul ciocnirii oblice {(perfect 
e"iastice) cu peretele î~ repaus (fig. 4.7) : 

.1 V= Vi- V 
1 

adică viteza incidentă -; şi viteza reR 
flcctată "J sînt -în acelaşi plan cu nor
mala şi unghiul de :reflexie r::-' este egal 

1 

l 

1 
1 

1 '/, 

~ 1 ,, 1 
.... ,, 

cu unghiul de incidcn-ţ.ă a (ca la re- Fig;'4.7 
flexia luminii). . 
Dacă notăm cu 't" d~rata ciocnirii, atunci forţa medie eXercitată de perete 

f!supra particulei va fi 

2mv cos a 
(f) = . ..=.:-- (4.54) 

erpendiculară pe perete. Conform pn11cipiulni acţiunii şi reacţiunii, o forţ~ ~e1ală în m~dul şi de sens contrar se exercită perpendicular asupra peretelui o 

din partea particulci. 

4.8. MASA VARIABILA 

Dacă într-un timp infinitezimal dl corpul cîştigă sau pi~rde o ca~1titat,e · r· ·t z'mal"a de masă dm fortele de alipire sau expulzare smt forţe mterne . IfillllC .. I • , --+ ... şi nu pot schimba impulsul totc:,l al sistemului. Notind ~u F !o~ţa extern~ 
aSUJ1ra corpul).\Î d)< masă m,:~\l 11 viteza qeest~ia ~a CM.) şt cu .u .v•.teza masei dm, ·aplicăm teore~a impulsului total, constdermd cazul ahp1m (fim> O) 
(fig. 4,8) : 

~ d(m;) -·dm · · dJ F=---u-.-=m-
dt dl dl 

·~ - dm 
=';>. 

F 
I njţial 

Fig. 4.8 

·- ·dm · _.. - -
V'-.-, ·V'= U- V, 

dl 

F 
Fmal 

(4.55) 



(termenul infinit mic de ordinul doi dm ·d-,; dispare prin trecerea la limită), 
unde fi este viteza relatiYă faţă de corp a particulelor alipite. Aceeaşi ecuaţie 
se obţine şi în cazul expulzării (dm <O) (fig. 4.9): 

-+ -• -> _, r~ .... -> 

F dt = (m - 1 dm l)(v + dv) + 1 dm 1 u - mv = (m + dm)(v + du) 

- dm·z7- mi:. 

&. 
r 

Initial . Final 

Fig. 4.9 

Ecuaţia (4.55) este ewa{ia lui 1. V. Jleşcerski (1897) (dm > O pentru captare, 
dm <O pentru emisie); 

Se poate scrie şi astfel: 

unde 

--: . - dm d(m;;) 
1· -t· li dt = ----;]/ 

·_, 
- -• <1111 · do - - .... 
F-!- v' -- = m- san F + Fr =ma, 

dl dt 

-+ dcf -> dm 
l''r=ll' --

d/ 
(•1.57) 

este forta reactinl· care acţioneaz[l asupra col·pulul; ea estC propbrţionalrl cu 

viteza relativă c;;. de expulzare (sau alipire) a pa;·ticulelor şi cu debitul ma'sic 
de expulzare (sau alipire). In cazul expulzftrii (ejectării), masa corpului scade, 

dm <o şi forţa rea"ctivă :pr. este de sens opus vitezei de expulzare v~ a par
ticulelor. 

Ecuaţia (4.56) se aplică in problema mişcării rachetelor (navigaţia intcr
planetară), a avioanelor şi proiectilelor cu reacţi'e, în unele probleme astro~ 
nomicc de captare a mcteoriţilor şi chiar in fizica atomidt (la dezintegrarea 
alfa). 

E....:cm1'le. llişe;uea fUt'helel. a) Ca exemplu de aplicare a ccna1iei (4.56). fie o rnclll't:l in 
cosmos pornind din repaus, de masă iniţială mno care e:xpulzcază continuu gazele de ardere 

tn direcţia mi~cări_i cu viteza-;;, romlaJllă faţă de rachetă .. Eclm\ia (4.5G) dc\·inc atunci. pro-
~ 

iectată pc direcţia mişcării (F =O): 

v'dm =m dP, 

dt dt 
du= v' dm 

m 

ln lllo. 

m 

Prin unnare, viteza rachetci este Ot>Usă vitc~ci de cxpul~arc v' şi dacă masa se reduce, de 

eX:.:!mplu, Ia jumătate, viteza atinsă va fi 11 = ..,...O,G93 "'::::: -0,7 v'. Dacă masa rachetei se re~ 

duce de e = 2,718 ori, viteza deVine "= -u'. 

b) O mchelălama~ăde pe Păminl. Neglijăm frecarea cu aerul şi variaţia lui q, a lunci (17 = m;, 

;: = c:mst): 

- -dm mg+v'-
d-1~ . 

=m -MIU 
dl 

...... -•dnt __" 
g dl + v'- = du, 

m 

ceea ce dă prin integrare 

dl 

- -+ __,. -+ · mn 
v = V0 + gi - 11

1 ln- . 
m 

în cazullanstirii l'Uchclci pc verticală din repaus (v' =contin jo.s), avem 

V= [v'[lnm0 -gl 
m 

!jOi condiţia de desprindere de Pămlnt 

F, ;,?;: m 0 tJ, 11 -

1 
,dml 

<Il 

l
dml . unde D = - cslc delnlul de cxpulzarc a gazelor ar:<;c. 
dl . . . 

PROBLEME 

(1.60) 

(-1.61) 

(-1.62) 

".i.i. T;cihărci merg una du,p_ă nita cu vitc·,.a v fiecare. In fiecare barcă se aClă cîte un om! 
astfel incit masa băr~ii şi_ a omului este ~11. iar in barca .din mijloc mai există doi saci de masa m 

ficc..·ue. Din barca din mijloc sint aruncaţi cei doi saci, unul spre barca din faţă, celălalt spre 

barc..'1 din spate, Cll aceeaşi viteză relativă u faţ:"i de barcă. Cttrc vor fi vitezele finale ale băr 

cil01', dacă sacii sint aruncaţi: n) simultan: b) succesiv? 

m m n. •l v1 = u+ "· "~ = "· IJ~= v- u: 
M+m .1.1! +- m 

m m' 
b) vl = u+ "· Vr =V+ 

11, 

M+m 1'\t(.iH + mj 

m(.M + 2m) 
u V:=IJ+ 

m(M + 2m) 
"· v, V- sau 

(Al+ m)" (J.l-1 + m)~ 

m~ m 
V~= V- u. VJ =V- "· 1l1(M + m) Jl + m 



4:.2. O particulă de masă m se mişcă cu viteza v1 şi ajunge din urmă un perete care se mişcă 

cu ,v_iteza vf şi de care se ciocneşte frontul cu coeficientul de restituire k. Să se afle ''itezele după 
ciocnire. variaţia de impuls şi de energic cinetică a particuJei incidente în urma ciocnirli. 

1 
!>E, = - 2 m(l + k)(u, - u,)fu, + u,- k(u,- u,)J. 

4.:1. O particulă de masă m 1 loveste o altă particulă de masă m2 aflatii în repaus. Consi· 

dertnd ciocnirea tmidimensională cu coeficientul de restitt1ire k. si't se afle vite?Cle partictl1elor 
după ciocnire şi energia cinetică pierdută (Căldura degajată). 

n. m1- km~ v; = Vp 

m 1 +mJ 

4:.4. Dou:i bile de mase m" in2 sint suspendate pc fire paralele, astfel încît bilelC se ating. 
.t'rima bilă este deviată pînă Ia o 1năltime 111 şi liisată liber. Ştiin<l coeficientul de restituire k 

şi considerind ciocn!rea frontală, să se afle la ce tnăltime se ridică bilele după ciocnire şi căi· 
dura degajată prin ciocnire 

1 • _ 1 (m,(1 + k) )' 1~- /1 , 

m 1 + m~. 

-f1Ec = (J 

4.!"i. O pat·ticulă t:lc ma~ă m1 lovcşh• o all:'i part.icuH't de masă m 2 aflată in rc.paus. Con· 
•idertnd ciocnirea unidimensională cu coeficientul de restitu;re k, să se afle ce fracţitme din 

energia cinetică iniţinlil a particule! 1 este transferată particuJei 2 ~i ce fracţiune se transformă 
1n căldurii. 

n. a) 

4.6. Două particule de mase m 1, m 1 se ·află în repaus pe un plan orizontal la distan1a {0 

una de alta. Particulei 1 i se aplică un impuls li iut:lreptat spre parti< ula 2. Pe ce di~tanţă 

se deplasează particula 2 după ciocnire (tmidimensională), 'dacii coeficientul rle rcstitnţic este k 
fi coeficientul Uc freeare peritnl- amhcle pnrticulc cl1 plnntll este i-L? 

n. 1 = l • -- - 2p.gt~ . m'(l -" k)' ( Il' ) 

2p.g(ml + m~F m; 

•• 7. Pe o UJet.lptă sînt aşezate in repaus n particule (biJe) de mase ml> m2 , , , ,, m~. I se 

Imprimă primei particule o viteză 11,. orientat:i de-a lungul dreptei spre celelalte particule. 

Considerind civcnirlle plnstiec, să se afle viteza finală comtm::'1 a particulelor. Dnr. (}aett cioc· 

nirea se face cu coeficientul de restitutie k. care va fi viteza ultimei particule? 

-------~m~,m~,~-·~·~m~,~'~(1~+~k~)'_'-_' ______ __ 
~~= ~-

(ml + m~)(m: + m._) .•. (m11 _J + m") 

4.8. o bilă de masă m cade liber in vid, fără viteză iniţlală, de la o lnălţimc 11. Ştiind că 
a fiecare ciocnire cu podcaua cocficicntnl de restituţie este k, iar timpul de contact cu podcaua 

constituie 0 fracţiune f din timpul de c:1dcre respectiv, s:'i se afle timpul total plnf1 la oprirea 
bilei şi căldura totală degajatrt. 

R. T ~ 1 + k + {V 21< : Q = mgh. 
~ ~ k g 

4.9. Două bile de mase m1, m 2 se mişcă pc direcţii perpendiculare cu vitezele Vp rcspectiY v2· 
După ciocnire bil8. m~ se opreşte. Care va Ii viteza primei bile după ciocnire? 

n. 1v22..l- 2~ v1 =- m1v1 , Dl2 v~. 
m, 

4..10. Asupra unui punct material de masă m care arc viteza--;; acponează o forţă de cioc

nire in urma căreia yiteza punctului devine ;J. Să se arate c::'t lucrul mecanie cfcltuat de forţ:t 

de ciocnire in timpu!' ciocnirii este ll' = l!!.p-.lf*: tmde f).p este impulsul transferat p111wtului 
-~ -> 

• • -> V+ JJ' 
mate.nal. Jar v* = ----- . 

2 

· 4.11. Două bile de mase m1 = 0,20 kg, m 2 = 0.40 kg se n~,işcă cit viteZele vl =:10 m/s• 
v~ = -15 'mjs. una :spre ccalalHi, Forţa de interaCţ,iunc O intre. ~il~ se poate aproxima ·printr-o 

Fig. UO 

linie frîntr1 ca in figura 4.10. Considerind Ciocnirea mlidimcnsio~'l.lă, să se ca~euleze dldnra 
degajată pri1i ciornire. 

n. , . Fo" 
V 1 ·= V 1 :--- -- • 

2!111 

4..12~: O navă cost~ică ~u. masa m0 se. ;uişd cu viteza v7 = ~ollst tn a·b:scnţa forţelor ~~·tc
rioare. Pentru ·o_.j modifica dirCeţia de' mişcn'rc se acţionează un mo.tor cu r~acţic car.e <'JCt'
tează rtaZcic cu viteza •v' constantă-faţă de navă şi perpcndtculnră pe viteza navei. La sfirşihll 
funcţi~n:irii motorului masa navei a. devenit m. Cu ce unghi a deviat dirceţia navei 'l 

11 . 
v· m~ 

0=- In 
ll0 m 



CAPITOLUL 5 

CINEMATICA SOLIDULUI RIGID 

Toate corpurile din natură sînt mai mult sau mai putin d<'{ormabile. 
Nu există corpuri absolut rigide. Atunci cînd în problema considcratrt se pot 
neglija deformările corpului, obţ.hlem aProximaţia solidului rigid (nedefor
mabil). La viteze foarte mari, apropiate de viteza luminii (c ~ 3 ·108 mfs), 
deformaţiilc corpurilor nu mai pot fi neglijate (orice corp este dcformabil) 
şi modelul solidulul rigid nu mai este vabbil (nu se aplică în mecanica rela
livistă). 

5.1. TRANSLAŢIA ŞI ROTAŢIA 

5.1.1. TRAl'\fSLAŢIA 

1\iişcarea de translafie il- 'solidului este acea mişcare in care orice dreapW 
legală rigid de solid se mişctl paralel cu ea insclşi. 

Toate punctele corpului au traiectorii, viteze şi acceleraţ:ii identice, de 
aceea mişcarea de translaţie este complet determinată de mişcarea unui singur 
punct arbitrar al corpului (se aplică modelul punctului material). Viteza de 
translaţie este deci un vector liber, al cărui punct de aplicaţie poate fi ales în 
orice punct al corpului. De ascinenea şi acc.eleraţia de translaţie este un vector 
liber. 

5.1.2. ROTAŢIA 

ivlişcarea de rotaţie a solidului este acea mişcare in care toale punctele soli
dului descriu cu aceeaşi viteztl unghiularcl cercuri p:ll'alelc ale căror centre sint 
situate pe o dreaptă, numiW axă de rotaţie. 

Viteza unghiulară <U = 8, aceeaşi pentru toate punctele rigidului. se re
prezintă printr-un vector de modul <U, situat de-a lungul axei de rota-ţie în 
sensul dat de regula burghiului. Vectorul ;;; este vector qlisant (alunecător), 
al cărui punct de aplicaţie poate fi ales în orice puncl al axei de rotaţie. 

r 
1 

-+ 
Alegînd un punct arbit'rar O pe axcl şi ducînd vectorul de poziţie OP = 

~ 7, putem scrie (fig. 5.1): 

il'~ r ~ w X r ~ w X if. (5.1) 

în adevăr, direcţ:ia şi sensul lui 

cu x t eorcspund lui ;;, iar ca modul 

. 1 ;;; X -;: 1 ~ wr sin rt. ~ wR. 

În general mişcarea de rotaţie poate 
fi neuniformă şi însăşi axa de rotaţie se 
poate scl2fmba. Vcclorul acceleraţie un-

ghiu/ani z este prin. definiţie : 

--> def dZ: _:, 
<=-= w. 

dl 
(5.2) 

Dacă Yectorul ~ variază doar în modul, -; 

va fi paralel cu ;, în acelaşi sens cu (V 

dacă modulul 1 ;;; 1 creşte. Dacă axa de 

rotaţie se înclină, adicft ~ variază şi 

o 

Fig. 5.1 

ca direcţie, atunci ; va fi oblic faţft de axă (faţă de Z:): 

5 . .2. DEPLASAREA SIS~EMULUI DE COORDONATE 

5.2.1. DERIV ATA UNUI \TECTOR 

I .. ~Ină: Deri'vata unui vector variabil dar de ·modul constant ·este perpendi
culaf(1. pe .acest vector: 

Prodnsnl scalar fiind nul, ~; este perpendi

cular pe ~ (aici derh>'Uta poate fi în raport 
cu un parametru oarecare). Exemple am 
întîlnit la cleduccrea formulei (1.22) (deri
vata unui versor este un vector perpendi
cular pe acel vcrsor) sau a lui au din 
figura 1.11. 

Dacă vectorul ~·se mişcă prin translaţie. 
derivat a sa este evidenl nulă, deoarece el nu· 
sufcrfl nici o v:uiaţ.ie: nici ca modul, nici ca 
direcţie sau sens. de aceea excludem acest 
caz banal. Atunci un Yeetor de modul con-

(5.3) 

ti.'if =const. 

Fig. 5.2 

sta rit nu se poate h1ngi sau scurta, ci doar roti. Ducind vectoi·ul u dintr-un 

p U net fiX, V ÎrfuJ SăU SC Va deplasa pe SUprafaţa U JlCi Sfci·c de rază j. r;. j = COllSt. 



Creştere~ sa finită Il; va fi coardă (sccantă) la sferă, iar creştere.a infinile

::imală d~ va fi iangenlli la această sferă, deci perpcndiculară pe rază, adică 
pe-;; (fig. 5.2). Prin urmare, în adevăr 1! = d(;jdt este perpendicular pe ZI, 

(-;; dâ'=O). 

Derivata ; are semnificaţia vitezei de variaţie a vectorului; sau a vitezei 

de deplasare-a.vţrfului vectorului li. De aceea se poate introduce viteza un-- ..,...., 
ghiulară momentană (sari instantanee) w de rotaţie a vectorului Il: 

u = w X u, 
.; 

1 ;;J ""' const, (;; j_ u. (5A) 

Vectorul ~·nu est~· complet determinat, dar trebuie să fie situat intr-unylan 

perpendicular pe-;; pentru ca ;;; X ZI să dea corect direcţia doriYalei (;, de 
exemplu: 

1 
(t} =

ll:?. 
" u X u, (~ _L i7 şi ~ _L "i7). (5.5) 

Un exemplu esle mişcarea de rotaţie a rigiduhti ~in·ngura 5.1, în care 

veclorul Je poziţie ·7 are modul constant" şi deri\'aia sa-~= ;;_~e exprimă p~·in 
(5.1). 

Tinind seama că deriyata. unui yect.or de directie. fixt1,.~ variabil doar în 
modul, este paraleltr. cu vectorut putem enunta: · · · 

Teorema : D_erivata unui ·vector eşte .in g~neral ohlică {afli. de vector şi se 
descompune lntr~o compimenl<l longiiZidinalrl, parale/il cu vectorul dat, care pro
lline din variatia moduf,ului, şi o componeil.W. fJ:ansver~ală, normaU1. pe vectorul 
d_at, care provine din variatia ilirecţiei vectorului. 

, Exemple 1 Dcrivata· v.ectorului de· poziţie r-~ ;; (viteza) este .oblică faţă de ? (v. § .8.5); - -) _,. 
d_erivata vitezei v =a (acceleraţia) este oblică faţă· de viteza v; dcrivata Vite:zci" unghiulare 

; = ; (acceleraţia unghiulară). este· oblică faţă de ;;; (fat::i de axa de rotaţie, dacă acen.sta lşi 
schimbă direcţia in spaţiu). 

5.2.2. FORMULELE T :UI POISSON 

Teoremă. Derivatele versoriloi' unui SC Orlogonal mobil se ,exprimă iri 
fiecare mnmenl prin produsele vectoriale 

J = w X j = -wJ + (•)1}.-, (5.6) 

_,. - ........ _,. -· 
k = (!.) X k = w11i -' (,lj, 

unde (rj este un vector unic determinat nn g~~~ral variabil), adicrt rezultă 

dintr-o rotaţie infinitezimalil cu -viteza unghiularli momenian(1 ;;;, 

[ 
Vom adta crt e:risW o rotaţie ntomcntanrt (•) care 3encn•azft dcri\'atele 

versorilor conform formulelor (5.G) şi crt aceasl.ft rotaţie w cslc uniccl. 
-> -

Să demonstrrun întîi unicilalea. Dacă cxistrt doi Ye·clori w şi w' t[lre sa-
Lisfac (5.G), atunci trebuie să avem 

:..,.~ ..... --~ -
i = (•) X i = w' X i -+ ((•) -(o)') X i =~ 0 

sau 

deci 

(un vector este nul dacă componentele sale--sînt nule). 
Analog, din expresiile celorlalte derivate rczultrt că şi wx = C•)x, adică - -w = w'. 
Să demonstrrlm acum existenta vectorului rZ (în cazul l.ranslaţjei lui se, 

Yrrsorii nu suferrt nici o varia·ţic şi evident ~ = 0). 

Conform lemei precedente! f este perpendicular pe i, cleei se descompune 

după versorii r IZ: Analog se descompun celelalte derivate: 

- _.., ..... 
j = az 1i + O + a:! 3k, 

Deoarece însă, 
. . rr = o -· <Tii· =iT+ iT~ o. 

elin primele două descompuneri, prin ÎlltnUlţire scaJară. Cl~ r rrspe.:liV t rezultă 
_,._, ~-

i j = a 12 , i j = a.!1, deci a.!t :.:..-= -al:?. 

si analo(r a31 = -a13 , a3 z = - az3. Prin urnnrc, matricea coeficienţ.ilor au 
~ste anti~iinet.ric"ă : ~ltJ = -a1, şi depinde deci numai de 3 pat:l mcLri indepen-

denţi. Pria comparare cu formulele (5.6) rezultri imediat d nclorul ,~'căutat 
este 

. . . 
-;:, = i(J't7) + J(k i) + k(i]). (5.7) 

Ob.o;er\'uţfe, De -(apt rotaţia este totdeauna UescrisJ. de o m:1.lrice (tcnsor) nntisimetric_~ 

(UH. ·= -cu.t1 şi mul1ai în sp:tţiul tridimensional i se poate asoc:a un vcclor dual ;; de-a lungui 
norma lei la planul rotaţiei (vector axialt mai sus W 1.t = aa)· 



5.3. DISTRIBUŢIA VITEZELOR 

5.3.1. FORMULELE LUI EULER 

Să inlroduct'rn un sislem de coordonare S' lrgat rigid (invari::1bi!) de 
corp şi tare se mişcă deci solidar ('ll corptil, lll!Inh se pi'O}H'in. C{jnform 
figurii 5.3 : 

-> -> -> ...... 

r' = :r'i' + y'j' + .:'k', 

unde/~' este fix {al.i1 de .C'' (,-,,·,,·c," x', !J', ·' J't'•·t) l · • 1· t' 1 · t 1 ' • "" ·"'"~,<ar se mtşca a;a < e sJs ('ffitt 
de coordonate S, ndaiă cu S''. Prin derivare obtinem 

. . . 
; = -;.0-+ ?, 

~ . . . . 
r = v7 1: = ~- ? = x'? + y'f + z'l~, (5.1\) 

unde 1; esl.(' YÎ[{'ZH punctului[>. htr 
Aplidnd· formulele> lui Poisson, 

_, 
110 - viLcza punclului 0'. 
avem 

-) ->-> ->-> ...... > 

r' = .r'c•) ~< i~ + y'c•J ~< j' +· :'c·; X].;:',-."""' c•) X r', ( 5. \!) 

ast.fPl îndL oh~ia<•m fonnulclt· lui J~'ulcr 

(:).1 O) 

(>.1 l) 

ceea ce însC'amnă că depl;tsarca infinit.czimalii a solidulni ct7 i; df se descom-

pune în fiecare momcnl înlr-o translaţie. infinilczimnlă df~ "'= ;~ dl ~i o ro!a!ic 

infinitezimalii dl~'= ~;rot el/ în jurul unei axe lrceîncl prin 0'. eu yileza unghiu

lară C: (~ şi 07 sînt în general funcpi de limp). 

l'em·cm:"t. In [iccari~ nwmcnl viic:a oricilrui punct J> al ri.rJidului este egaw 

cu viteza wwi alt Jlllllcf oarecare O' al iigidului. ~~~. plus o 'vile:(i de ro/a fie ln 

X 

Fig. 5.3 

jurul unei axr lredntl prin at'el 

pun el O', ~~~oL =;;·X 1-:;', adie ii mi.~
carca ri,qidului se dt'Sf'Ol11JJUI1t' ln 
mişcarea de transla(ie a unui punct 
oar('earc al ri,qidului plus o rola(il~ 
îi1 jurul unei a:re lrcclnd prin 
ac~est punct. 

Descomptlncrea în 1 ranslaţic 
şi ro ta! ie se poal e fa ee J'nl r-o in
fini taie de moduri după nlegt•rea 
arbilrnrh a pund ulni de redu ee re 
O' uumil pul şi plasarea acolo a 
axei de rol a! ie. adkii a \'ed oru-

lui (~;. 

5.3.2. INVARIANŢII 

Vo1h demonsl ra că oricare ar fi 
descompunerea, viteza unghiulară 

l ~ j. direcţia ~1xci de rotaţ.ie şi com-
ponenta translaţ ici în direc-ţia axei ~, 
de rolaţic, sînt n.cclea~i (Jig. 5A)~ 

Teorema 1; Vijc=a- un ghiularil CJ) 

este o caraclcrislicil inlrinseci1 a mi.~
cârii corpului, adic{t t;1odulul şi di-

rccl'îa vectorului (;;. sînt indepcn
dct{lc de sistemul de coordonate S' 
propriu ales, doar axa de rota-ţie se 
dcplascazft paralel cu ca însăşi în 
noul pol ales. Cu alte cuvinte, prin 

schimbar~a polului, ueclorul ~se dc
plascazi1 et·hipolent În noul pol. 

În adevăr, putţ:!m trece de la S' 
inilial la oricare ·altul S", în dourt 
cla.pe: Întîi rotim S'/ astfel încît' a-

Fig. 5.-1 

xele să devină paralele cu S", atunci c';;' devine;;;' faţă de S' rol..il, dar din 
condij:ia 

...... -4 ...... ...... -4 ...... ...... 

V = v0 + (0 X f
1 = Vo -\- 0/ X r', 

rczullă 

(z.;- ~') X? = 0 ->- z.; = (:', 

droarccc ? csLc arbitrar. Acum trecem de la acest sistem roliL 1:1 cel final S". 
prinlr-o translapc. Dar o translaţ;ic nu afectează deriv[ltclc vcrsorilor, deci 

z;, nu se schimbă şi rămlnc egal cn C:. 
Teorema 2. Toate punctele corpllllli tlll in fiecare m'>IHhd accca.~i pro{ccfie 

(cnmponcnW. lonyilwlinaltl) a vitezei pe ara de rotaţie, ind~pcndcnirl de S' 
propriu ales. Aceasta este cea de-a doua caracl:ct'istic[t intrinsecă a m-işcării 
corpului. 

În adevăr, ii11nulţind relaţia (5.10) scalar cu (,-;şi Pnind seama că 
;.; x ? = V:·ot este perpendicular pc (~ ~i d:::ci prodn;;nl lor scalar este nul, 
obtinem 

de unde 

(5.12) 

Prin urm:tre, toate punctele corpului au acL~eaşi proicc\ic v:l a vitezei 
pc axa de rotaţje, adică aceeaşi componentă longitudinală a Yitezei, egală 
cu viteza de translatie de-a lungul axei de rotaţie, Vo,J· Deoarece viLe~a de 
lranslal,ic este viteza punctnlui ales ·u,:cpt pol şi deoarece axa ·de rolal_ic se 
poa.te deplasa doar JHll"fţlel, este clar crt oriunde am alege polul ohtmen~ 
aceeaşi componentă longiţudin~ltt a ;transla\iei .- rota(ia _generează numai 
viteze pcrpCndkulare pc,-:~~:~ de rotaJ.i? 1 



.tn .rezumat, J!lllcn~ deplasa veclorul z; paralel cu el însuşi (cchipolcnl), 
sclumbwd polul Şl stlumlnnd (·or<'spunziitor doar componenţa lransn•rsală a 

transla{id, cea lon,qitudina/(i IH'JHI!ind fi schiml'af{f. Produsul scalar c-:;;;" este 
un invariant. 

Obs('r\'a!ie Introducerea sistemului propriu S' nc-:1 snvit n_iei doar ("a un a 1·tifiriu pc1;.tru 

a putea ~pli<:a f~rmulclc I_ui~ Poiss~n, deei a nr:lla cxislcnia unui ~; llr.ic pclllru rigid (5.~1) şi a 
deduce_ astfel fOI~nulelc luJ Euler (.dO), de aecca tonle formulcJr. earc urmează se rcfcr:i Ja SL. 
. ~~e~nplu. M1~earca de rostogolire Iăr:'i lune('arc a mmi cilindru de mză R pc un plan poate 

ft pnv1tu ca o rotaţie eu viteza unghiular:.l w în jurul axei cHimlrului plus o trnns!upc u 1 vi
teza _v =.~R, pe~pcn(H('Uiară pc ax;.'i, deci v11 = 0,- sau, :.tllfcl, ca o rotatie de aceea.<;; vitez:1 
unglu~l~ta ~. '.n J~n·;~l ?cn_er~1~oarei de contact eu planul (axă momcnl:ln:·1 de rotaţie, mobilă; 
Descrutes lb3S) .51 111/'a \'Jtcza Uc translatie. ş.a.m.d. 

5.4. MIŞCAimA ELICOIDALA 

.. 'l:l~orema lui Llla~h• . ..;: .Uişcarra inj'inift•:imalil a unui Ji{jid se descompune 
z~ {tecarc nwml'nl. 1nlr--o rola!ie inj'initl'::imalii. ln jurul unei axe instantanee 
Şl o lransla(ie infinitt>:inwhi. dt• .. a lunuul an•stci c;.Tc (miscare e!icoidalci. mu-
mentancl). · 

În ntL~Y~ir, d~lcă lransla(ia momrnlnni:i ;~ (Yilt•za punctului O') nu Pste 

para!eiii cu axa d:~ rotntie ~.;din O' p11Lem anula componenta transYersalrt 
a translat,it·i ch•plasînd l;,aralel axa d~ roUt(ie, de l'XC'mplu, in punctul urm<"t~ 
tor: 

~~~. unde 
' 1 ~ 

I'c=.-::.-(0 X llu. 
(•):! 

Noua Yil.ezrt de transl~ti.J.t'. ''•· cl."l.'t ele .·Jcc•s·l. flt>l 1·,. 1 1' ,, cs l' rga a cu c·olllJH!Ilt'nla 

longillldina](, a lui 1111 , adicft este paralclft eu 11011a axft de rola!,ie <~;,. du,.;{i 

prin ;::. i:n ~ldeY~tr, fu!usind formula dez\·o!Lfu·ii prcdusu!ui \"l'<"({JJ·i~:l dttl.J!u 

{1.82), a\"em. pentru Yit.eza punctului 1:;: 
_, 

f!o -1- (•) :< re 

deci ve esle paralel eu (•). 

1 -> 

X --,; ( <•l (3.H) 
(•.)-

Viteza de translatie l!c in lung<ll axei tlc rolal,ic c.~: il (•;, coincide <'LI pro~ 
iecţia ,·iLczcl(Jr o pe axa (•): inmultind (5.1·'1) scalar clL ~;; an•m, <'oHfonn 
lui (5.12), 

c.:;) -~Pc .=c..: /J1I = l!uj[• ,(3.15) 

Prin 1\l'lll:ln', ·ln ficrurc 1110/lll~ll[, (:orpul l~.runt<t"'o I;iÎ-~can: ditoidalci. inj'ini

tezima~~; ana!crgă miş6u·ii ULUi şuru.b (ş11n:h drept d::că :;>O şi ~;tiJJg 
dacă wu < 0) .. \xi1 eli<:oidalf1 (I. }fozzi 1/()(i) 'rst·e loeul ~:'nllH:OI ric al }HLIH.:

telor care au Yi\{'za utinimft in momentul considrrtr!. 

r 
1 

Dacă ;
0

, ~sînt consh:.nte, mişcarra clic-oidală se numeşte- uni[urmli. Dacă 
in plus IJ

0 
=O, mişcarea este o ro ta ţif' nniformă. În general însă, nxa elicoi

dală \'ariază atît faţă de corp, descriind o suprafaţ'ă riglaUi numilft axoidci 
mobilă, cH şi fa\ă de reperul fix, descriind o supra~a!)i rig!ată numită axoidil 

fixe!. 
In fiecare moment deplasarea solidulni repre:zinll7 o rostogolire a a;roidei mo-

bile, legatc7 rigid de corp, peste axoida fixtl, in jurul a:rci elicoidalc ~c (generatoa

rea de contact dintre axoide) plus o translaţie ~de-a l1wgul acestei axe (Louis 

Poinsot 1834). 

5.5. DISTRIBUŢIA ACCELERAŢIILOR 

DrriYin<l (!i.10) şi folosind (5.D), ohpnem ·: 

-· :.. 
?+~ Î~' =-:. -,;0 + ? +~· ?r Il =V =fiu+ (>) X X E X / ( ,., X 

- (1' -+-- ;; . .L ~; • 
- u ' !;; 1 (o)' 

(5.16) 

(5.!7) 

Primul termen reprezintă acceleraţia translafiei a0 = z;~. Al doilea termen re

prezintă contribufia acceleraţiei unghiularc ; = ;, datorită neuniformităţ.ii 
rotaţiei, se numeşte acceleraţie "roti/oare" şi se anulraz5 in cazul rotaţiei uni~ 

forme cind~ = const. Al treilea termen reprczinl(L acccl~ratia "a:.ripetţl", per

pend:eulară pc axa de rota(ic 
(a nu se confunda cu accelera-

ţia a", perpen<).iculară pe tra-
i.cctorie). 

ln ad:;\·ăr. fie ;.;, Yersorul 
normnlci, col>orîtc din punc
tul P pc axa de rotnUc şi n' 
dista_p(a ·punctului P pîn{t la 

~ - ~ axă:. R' = C'P = -J?.'n'. A 

nu ·se confunda Yersorul ~~; l_;,; 
cu \'ersorul ; 31 normalei prin
cipale ·la .traiectorie, şi dis·-

tanţ'n H' pîn{t 'Jn axa (~; cu 
raza d:: curhurrt R a lraiec
loriei'. · 

Atu rid 
(fig. 5.5) 

? Qi:C + ]( 
şi ultimul tC'rmen 

( 

/ 
/ 

\ 

...-

' ----
O' 

Fig. 5.5 



din (5.16) devina (,;;·oi ,= .;;; ->K -;? .= w x R') :· 
; . . ' . 

;;w·=·;; x (-;:,'x;') ;';-;;;')'( (; xÎ~')=-w'ÎI.' ~w'R'"i{' (5.18) 
.. .. . . .. ···d!' . . - ,·· 

(deoarece·-~ X {j'·C' ~- d ·Şi =Qif :-~ '0), d"eCi rCprezirl.tă o aCceleraţie peq)en-= 
diculară pe axa de rotaţie: 

. ·....,.:. .. ·i·-, . . :- ----
aCiJ =~(!} R =<il X Vrot 

:::·, .• 

1 2 
= -VroV 

R' 

(5.19) 

(v,·ot = wR'). 

Acum (5.16) se mai poate scrie asl!el: 

.... - . -' ""1 ~ '·: ,,.-, ·. . a =It;+ < X r -~ ,,,-1( (teorema lui Rivals). (5.20) 
.:. 

Exom;1le. a) D1c:l. dii'CC~ia a~·!i d:! J,'~t;tPc (deci a vcctonllui ;;;) nt! se schimbă, e = 00 va 
- ..... - -> .... ....:. .;, ' .... . .... ' 

11 paralel cu oo şi ae = e X r' = e X R'. În acest caz ae şi a00 stnl exact acceleraţiile tangen
~ială şi normctlă în miscarea de rotaţie momcntauă a rigidului in jurul axei trecind prin pol, 
adică accclera(ia oricărui prwcl al rigidului c_~.tc egală cu accelera/ia unui alt punct oarecare (pol) 

al ri(}idului U:. plus accclcra(ia <U: + (;w = C:,, + <:11 .) care provine din rotatia momentană a rigi
~tllui In Jurul unei axe lrcciml prin pol, an:1~og descompunerH vitezelor. 

b) În cazul mi5cldi de rob. pe i~ jurul ~u:ei h~c. fărU translalie: a0 =O, e-= ooÎl;;; şi ----- ---at = e X r' = e X R' coincide cu acceleraţia tnngcnţială a,, iar aw = -oo:R' coincide cu 

accclcraţ!a nol·mam a7. 1n. acest caz ir ·= n_,.- vcrsorul normalci principale la traiectorie, 
R' = R - raza de curbură (ca la mişcarea circulară) (fig. 1.12) ~i acceleraţia deviue 1 

. ·• ,,. ,.· ., ; : ., . ' -·--- __ .... ---
-~· = ,E: X r + oo X {_oo, X r) =a~* aw =a,+ a11 , 

- - - -· ae = «1 ~ 'e X· R,. a1 = eR, (5.-21) 

~-. - . ..... . -~ ..... ' 1 ..... 
· aw·:=··a,i"= oo ·x·v;"t == '-'- <v 2 R''='=....:.. -· u~0tR• an·= w~R, 

R' 

a= Va~+ a;,= R11e: 2 + cv'. (R; = R). 

t>) !n cazul t~1i5cării elicoidale·pni(orme (;;: 11 ;;;) : U: =O, i·= O şi a-coincide cu· a7 (117 ·=ti. 

Fig. 5.6 

R' - raza cilindrului pe care este 1nrăşurată elicea, 
R - raza de curbură a traiectoriei. adică a elicei) 
(fig. G.G): 

1 
a= «w·=an =-

R' 

v2- p2sin~.a:- "t,._.. 
rot n = -·-- n =·-'n;' 

R' R 

(5.22) 

unde oc este nng:hiuf dinţrc I:;";şi: tu (unghiul' de tn~
nare al eli cei). inr R = R' fsin 2 a est(! ra~ de curbură 
a c!i<.·ci. 

' ~ 
In general însă, Ue nu coincide cu acceleraţia 

tnngcntlaHi u1 şi aw nu coincide cu acceleraţia .. nor

maltl ~n· 

[ 
5.6. MISCAREA PLAN-PARALELA 

' . 
In această mişcare traiectoriile punctelor solidului· sint paralcl_c eu un 

plan fix. Toate punctele solidului si luate pc o normalft la. ani plan s9 
mişcă identic. De aceea mişcarea plan~paralelă se reduce la mişcarea unei 
figuri plane (o secţiune a corpului paralelă cu planul fix) in planul s{tu (miş

care plană) . 

Vectorii "/, ;;, C: sînt con tinuti în planul figurii (O:ry), iar vcel orii <.0 şi 
~ ~ ~ 
c: = w sînt perpendiculari pe plan (k = 0). NoHim (Vz =(Il, ~ .. = E:, cv > O 
inseamn[l rotaţia în sens trigonometric. 

5.6.1. DISTRIBUŢIA VITEZELOR 

în fiecare moment mişcarea corpului se compune din mişcarea tpwi punct 
arbitrar al său plus o rotaţie momCntană in jurul acrstui punct (pol), adică 
viteza orin1rui puncl este egalli cu viteza pollilui (ales Cll'bi!rar) plus o tJitC:fl de 
rotatie momentanll în jurul polrrlui. 

Trans!ap~, fiirid conl·inută in planul figurii, cst.e pcrpcndiculară pe axa 
de rot~ţic, deci poate fi dcsfiin~ată .. mutînd a-xa convenahil Intr-un punct C 
care se cheamft centru instantaneu de rola(ie (in planul fix) sau cen/rul uite
zelor (in planul mohil al figurii), deoarece vi1cza sa esl.c nu![t în acel moment 
(fig. 5.7). În cazul translaţ.iei pure a figurii centrul inslant.aneu cslc aruncat 
la jnfinit pc ·dixccl.ia pcrp~ndiclliadi pc lrnnsfa_ţje. 

Vectorul de poziţ-ie 

sau eoonlonat:cle een
trului inslanla!ICţl c; 
sint date de (5.1,:>): 

1 ~ 
-(0 X Vo, 
w' 

~ 1 ~ r; = - w X V0, (5.23) 
w' 

deoarece vi teza acCs tu i 

punct, ;r: (5. 1~1), în ca~ 
zul· ·miŞcădi plane ·esle 

nulft cz;;;: ~ 0). Luind 
]'le· C dl.-Cpt pol, :l\·~cm 

~ -v ..o. w X r', (r'· -='·CI'), 
adicft vitezele tuturor 
punctcl01:- figurii sîţ1ţ in 
fi'e.Care moment p~q)en~ 
dictilai·c pc razele care le 
unesc cn centrul instan
taneu C si an valoarea 
wr' = C•) .(.·p, ceea cec<)
rcspundc rotaţ.iei momen
t.anc a [igurii în jurul 
centrului C'cu Yitcza un
ghiulară inonl.etltaJ~~l CJl 

(fig. 5.8). 

V."· o 

\ 
\ 

Vr.ot::: 
.=wxr, 

1 
- \/ 
vrot " 

1 

tgoc~ w 

V:WxT',.,."' 
, v~LJ.CP. ,...~ ,.. 
; / 

/Î . 
/ ' - / ,...:, 

/' \ 

C ~oo 

Fig. 5.8 . 



Locul gcomctric .. -nl·.c.entrclor. insţantauce de rotaţie se numeşte cenlroi(.[ă 
fixă (sau baul) în S, reşpeetiv cen/roidtl mobilă. (rostogolitoare sau rulant<l) 
în S'. A~oidefe.'tigidltlui' s'îht rn: ·cazul.Iiostru suprafete ·cilindrice '{~·u gene~ 
ratoarele ·perpe~dic'u}Ure· pe 1 P!~(niii dat, iar i'ntersecţi'a· lor cu aCest ·'))Iau dă 
eenlroidde .. :' ·:·· '' · . o;• ." ·.. •. 

.; : 

~orp 
P~ ·v==w'xcP 

:q .l 

Ru!antO 

,:. !, 

' ... , .. 
... i·: 

Fig. 5.9 

In fiecare moment mişcarea· figurii plane repre:intă o rostogolire fără lune
care a rulantei peste bază (mişcare epicic/oidală). Punctul lor de contact este 
centrul instantaneu de rotaţie C (centrul vitc:elor). 

Rumplit: Rostogolirea Utră lunecare a unui cerc (elip•ă, parabolă etc.) 
peste o curbă fixă (linie dreaptrt, alt cerc etc.) (fig. 5.9). 

5.6.2. DISTRIBUŢIA .ACCELERAŢIILOR 

Formula accelcratiilor (5.20) devine Îll cazul plait: . 

.~ ~ ~ -> - - "'1 ?-1 

(1 = llo + (le + aw ::::::::..a o +· z X 1' - wMr ' (5.24) 
.:, 

unde ~ .=. w cstC····pe~p.eridiculit;· pe plan ca şi z;, deci. a: est_e perpendicular 

pe ?, iar.~-) este centripet c{tlre pol. . . . : 
ln fiecare moment acceleraţia oricclrui punct este egală cu accelera/ia pol ului 

ales arbitrar (.!;) plus o ac6e1cra{ie datorii<l rotatiei momentane în jurul pol ului 
..... ~ ..... ___,. 

(ae +a()). ~a,,+ ([ 11 ,). 

Există .în .fiecare moment un p\tnc.t 1V a cărui acJeleraţie este hulă' în 
acel moment, numit centrul accelera(iilâr., Din (5.24)' ·rezUltă atunci _pentru 
acest punct (fig. 5.10): · · · 

:! ' 
~ ...... ..... -(( =o --+ lf~ =-(le- a(J), lle j_ aw, 

1 rl;, 1 .'7i ~:,~?- w'? 1 'e"r'J•'+ w', 

- ·-w2ao.+ .. 'e: X Clo 

e:2 + w" 
(5.25) 

r 
, / 

_",.. .o\y_, 
- :;O.l / 

, O o ~7---:-oc--c:o~>· 
\ 

\ 
\ 

Fig:. ·s.to ' 
··: '· 

': 

•• :t 

Observăm că, spre deosebire de cenlrul vitezelor C, poziţia h_li VV depinde 
de neuniformitatea rotaţiei (de e:). În cazul rostcgolirii uniforme (z =O) a 
rulantei peste bază, centrul acccleraţiilor se numeşte centrul geometric al 
~ccelera tii! or (G). 

Luînd pe \V drept po!Jfig. 5.11), rezultă imediat că accelcratiile tuturor 

punctel~r fac acelaşi unghi,·~ (lg B ~ z/w', indcp~tidcnt de 7') cu razele care 
le unesc cu centrul accclera!iilor 1F şi au valoarea a ·= r' '\/ e:~ + w4

, ceea 
ce corespunde une'i ratat. ii momentanc a figorii în juţ·ul centrului ·'\V cu viteza 
şi acceleraţia unghiulare mor.nentanc (U şi z. 

Fig. 5.11 

a =:a; .. â. rC.:::oJ 
• (1; J o 

tgj3= [fW2 

a ::: r .. Vc{" W 4 

Cele doutl rotaţii momentane ale fi'gu'rii, considerate din punctul de vedere 
al distribuţiei vitezelor şi cel al distribuţiei aCcelera.ţiilor, sînt deci dis/inele 
(C '1" W). 

5.7. MIŞCAREA SFEIUCĂ 

Un alt caz particular de mişcare a rigidului este mişcarea rigidului care 
are un punct fix (mişcarea sferică). În acest caz axoidele devin conuri cu vîr
ful comun în punctul fix şi mişcarea este reprezentată prin rostogolirea făŢă 
1unecare a conului mobil peSte conul fix. 

PROBLEME 

5.1. Să se deducă ecuaţia axei elicoidalc : 

-·- __,. 1->-> ~ r' = r; + ).w = - w x 110 + ),w, ).. - parametru. 
w' 

Indicafie. Dacă r; este lungimea pcrpeudicularci din polul O' pe axa elicoidală. atunci 
trebuie să avem 1 

~ . ~ 4 . ' - . 
r~ = p.<U X ,IJ11 sau_r~ =.!J.WV0.:.L ŞI Va_L = wr;. 



C: 5.2. Folosind formulele lui Frinei t 
~ 

t -=-- b +-. 
T 

unde T este rar..a de torsiunc, şi formulele lui Poisson, să se arate că mişcarea triedrulul FrCnet 
asociat mohilului P in m.şc:~rca sa pe traiectorie cu viteza v este o mişcare elicoidaJă cu para
mclr ii l 

R(Rt + Tb) 

R~ + 1'~ 
;;; = v ( ~ + ~) , axa clicoidală '"~trece prin punctul 

J!t = _ _:R:.:;::, __ (fig. 5.12). 
1 + R 2 /P 

5.3. C:lpclclc unei Uje AR de lungime llunecă pe două. drepte -~rtogonale Oxy. Stt se afle: 
n) centrul vitezelor C; b~ IJ.tt..a şi rostog:>litoarea j c) centrul geometric al accelera Pilor G. 

il .. , 

Il. Figura 5.13. 

c 
' ' ' H 

n- V o 

Fig. 5.12 

-(,J 

' 'axa 

.y 

Fig. 5.13 

r..1. Să se at·ate că: :t) punctul C' al rigidulni care coincide la un momCnt dat cu centrul - - - -vilezclor C are in acel mo:ncnt acceleraţia a~'= - w X u,, unde ac este viteza de deplasare a 
centrului C pe bază; b) traiectoria lui C' are in C un punct de intoarcere cu tangenta perpen
dicuhră pc bază şi ro;;togolitoare (după normala lor comună);~) acceleraţia de mai suse~te in
dreptatCt spre centre~! !f!ll;n~lrlc al accelcraţiilor G a cJ.rui po1iţie e;;te dată~~ vectorul (f,ig. 5._14) 1 

~ ~ 

C
-G = _ w >< Uc ll -> .__,. -+ 

- CG= -~ , (uc = w X CG). 
(,)2 (,) 

Fig. 5.14 Fig. 5.15 

ii.\i. sr. se ar:tlc că punclclc figurii planc care au la un moment dat acceleraţia normală 
nulii se g1sesc pc cercul de diametru CG (numit cercul inflex:iunilor, dco~rece traiectoriile au 
acolo puncte de inflexinne), iar punctele figurii care au acCc!eraţ~a tangcnţială nulă se g::isesc 

pe un alt eCr.c de· diamrtrn CT = wit~f~ 

cer?~ll',i se ta!e in C. ~i W (fig. 5.15) .. 
5.G. Să s'c dcffionstreze relaţiile: 

.. _,. -
~ ~ ( n n') 
~=v,x n-n-. 

(CT Cl>te·t~iJ:grlll:l' ccnnm.:i a· axoidelor). Cele două 

i. 1 
(!le = (J) ·C(/), -=-:l:-. 

CG 13' 1( 

unde â, J;',_ R, 1\' slnto vcr.sorii normnll'lor. rcfipr< tiv rnnlc <!(' cml;t:l::i ale· ~xoidelor in punctul 
de contact C (('entrul vitezelor). uc este vile:- a de dtplnsnrc n cct~tJ't\lui C pc bază; Jar G este 
centrul gcometr,c al accelcrnţiilor. · , ,, . •'. . ' ' •,' . 

,. 5.7. Fi~ planu_! mobil legat soli dar de axele. intrinsrci p(l: ~ ale unui mobi1 P care se 
mişcă cu viteza v pe traiectoria sit Plan:i.. Să se arate co\,: n) w:::;; 11jR. -lmde R este 1;aza de 
curbură; b) centrul vitezelor C e~te in c.entrul de Ctlrbură; l')·nceelcm!ia t:mgcnţială a mobi-

ului a 1 = ·v = e.R + wR; d) accelcra!in punctului C l'1-:1c n,. = wii. şi este parnlclă cu 1; 
e) viteza ccn~rului'C .pe'baz~ este uc =-l~·şi cdcJmri1J.i.·~{l ·c~.? (flg. ~-._16}.· 

1 de v 

· 5.8. Un cerc de rază R se rostogolc!;-tc Itlră hmccare pc axa Ox cu viteza u. Să .;;e afle 1 

a) baza şi rostogo1itoarcn, poziţia (Cnlrului \'itc;-clcr; l1) \'llc~a w şi ~lrtcl-crapa cale cercului; 
e) coordonatele unui punct P de pc cerc în func(ic de Ullbhiul O dintre raza GP şi verticala GC 
(fig. :3.17) j d) vitezele v,q,, vale pl.nclului P; c) descompunerea vitezelor faţă de G; f) unghiul 

y 

i( 

Fig. 5.17 

~-

o 

1 

1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 

7/'f/ 

---

a= ..ţ(v. u); g) ·viteza r' a punctului superior C'; h) accclcratiile a~,ll; i) desccrrpunerca accc-

leraţiilor fa ţii. de G; J) poziţiile centrelor accclcratiilcr; k) 8ccclew!ifJ nOJmală-~11 şi pozitia 
centrului de curbură R al tn1icclmici (cicldC<d); 1) h;r.gin·ul s0 a 1:nd lucie a ciclcidci. 



It. u) B'lZ:t e5tc :t?Cl O.c, iar.rostogolitoarea e<i'te·c;t_Q'rcul ; centrul vitezelor In C; b) w = ufR, 

e = ;l/R; t1) ciclo.id.t : x = R(O -sin 6), y = R(l --cos 0) = 2R sin2 J!.; d) v~ = u(l -('OS 6)'= 
2 

= 2u sin2 _Q., vv = 11 sin O, v = 2u sin _! = w ·2R sin~ = w ·CP, C: Indreptat spre C'; 
2 . 2 2 

c) --; = ~ + z; x tTP. ;;',.,1 = u( -cos 6, sin 0); i) o: = .ţ PCC' = rt/2 - 6/2; g) ,;: = 2u; 
. l . 1 - . - . h)' ((X = u(l -· (~os·OJ + - uv sin o, a,= u sin O+ - U2 cos a; i) -ao·= (u, 0), (le·= U{ -cos 6, 

, . .Il . R · ·· · 
--- ..... - 1 .; ' . sin 0) tangenbi In cerc (j__GP), a")= -w1GP = -- u:(sin O, cos 6) radială (centripetă) spre G; 

R 
.i) llc = ll, __ CG = rrd!u = ufW = R, deci tn ·_centrul cercului; CW =· R. cos~. unde tg [3 = . [ u . . 
= e/oo~ = llRju 2 ; 1~) a11=- tt2sin- ,- Pf{ = 2PC; 1) ~~-= 8R. 

Il 2 

r,.!J. O ro::tUt de m:d r se t'o3tog:oleşte fără lunecare pe o altă roată fixă de rază R, In cx
Lerior sau interior, inct.ujurinrl-o cu o frecvenţln. S.l se afle viteza un_,;b.iulară oo a roţii r. 

H. oo = 2n:n(l ± R/r). 

-~ ~ - -· 5.10. S.l se co n:.nn1 mişcarea elicoidală (v, (1)) cu o translaţie v', sub unghiul oc faţă de oo 

R. Axa elicoidală se deplasează cu distanţa _2_. ~ Xl i:' 1 translaţia rezultantă v+v' cos oc. 

"'' 
- ~ -!o -!o 5.11. S:1 se co·n:;>:tn1 do:tă mişcări elicoidale antiparalele (v, w) ş.i (-o, -oo), ale căror axe 

elicoidale se află la distanta b intre ele. 
R. T,·JrHLtţia vd =cu> ~Jr)!aiiculară p:! 'plan :ti ax~lor eUcoidale (in sensul dat de regula 

burghiului). 
ă.t2. Un con cu deschiderea 2~ se ro3togoleşte fără lunecare pe un plan orizontal, cu virful 

fix, mlturind plan al cu viteza unghiulară !l (perpcndiculală pe plan). Să se afle viteza unghiu
lară proprie sau relativă oo 0 şi cea absolut.1. (sau rezultantă) oo ale conului. 

IL Axoidele sint planul orizontal şi conul insuşi. Axa elicoidală este gcneratoarea de con
tact, Ula= O/sin o:, Ul "·"'= n ctg ~. 

CAPITOLUL 6 

DINAMICA SOLIDULUI RIGID 

După cum am văzut, mişcarea solidului rigid se descompune într-o miş
care de translaţie şi o mişcare de rotaţie în jurul unei axe instantanee: 

-!o - - -> - -, ..:., - -, v = v0 + V ro t --= V 0 + w X r , r = (r) X r = Vrot· (6.1) 

Dinamica mişcării de translaţie coincide cu dinamica punctului material· 
Să studiem acum dinamica mişc(1rii de rotaţie a solidului rigid în jurul axei 
insl"anlaucc. 

G.l. ENERGIA CINETICA DE ROTAŢIE 

Alegînd un SC cu originea O pe axa ele rotaţie (fig. 6.1 ; omitem aici ac
centele de pc coordonate pentru simplificare), să calculăm energia cinetică 
de rotaţ.ie a rigidului : 

• " 1 • Erot = ~- mJ:v;01 /; sau 
" 2 . 

Erot= 

Tinind seama că vitezele particulelor sint - - - - -Vrut.k =(•) X r,, :::::::' (l) X Rb Vrol k = (·)R,,., 

Vrot = wR, (G.3) 

unde '7,. sînt Ycctorii de poziţie şi R" dista.nfele 
parliculelor m, p1n<l la axa de rotaţie, obţmem 

1 R' ' Erot = L:- m,;. kw = 
/. ') . ~ 

(GA) 

unde 

\ _!_ V~ot dm. J2 

Fig. 6.1 

(6.2) 

,, 

(6.5) 

este momentul de inerţie al rigid ului [aţel de axa de rotaţie (Ch. Huygens 1673). 
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fn cazul distribuţiei conlinuc U.e masă, suma U.e mai sus se înlocuirşte cn 
jntegrala : 

1' 1 '''~11' dm ~ ~R' p d\', (dm~p dF), (6.G) 

unde R este dislnnta elementului de masă drn = p dV p~n(t la axa de rolaţiP. 

G.2. lVIOiVIENTUL DE INEHŢIE FAŢA DE O AXĂ 

lHomcntul de inerţie es~ c o mftrime aditivti în sensul că csle C'gală cu suma 
momenlclor de inertie ale particulelor componente o ale corpului. l\fomentili de 
inertie al unui punct material faţ[t de o axă este egal cu produsul dintre masa 

punctului material şi pătratul distanţei sale pînă la axă : mR' (fig. G.2) : 

(6.7) 

Vom nota cu Rk distan~elc pînă la axă şi cu rk distantelc pma la pol. 
Se numeşte ra:c1 de· incr{ie sau ~c gira(ie faţă de o axrt, distan(a R 

9 
defi

nită prin relapa : 

1 = Sm,J12 ~ mR; sau 1 = ~R~ dm = mR~, (ni = ~m~..), (6.8) 

li'--
1 

'" li' u-- ....... nlk 1; 

111 

Fig. 6.2 ' 

(6.\l) 

adică rnza de inert-ie R 9 este dis
tanta de la axa dată unde ar tre
bui concentrată ioatc1 masa corpll~ 
lui pentm a da acelaşi moment de 
inerţie faţă de acea a:ul. 

Dacă cunoaştem masele pru·
ţilor componente M 1 şi razele lor 

de giraţie R,1 faţă de o axă, 

atunci momentul de inertie nl 
corpului întreg (compus) faţă de 

acea axă este evident : 

I ~~ M1R~,~~ 11, 11 ~ l\I1R~ 1 , 
j j 

fiindcă 

~ m.Rz 
(j) 

(6.10) 

orice sumă par{iali1 
poate fi înlocuită cu 

momentul dr inertie 111 1 11~ 1 = ! 1 al păr\ii componente respecti\·e de masă l\1
1 

şi" raz5 de inrrtic Ru;· 
Dimensiunile momentului de iner!·ie sînt: 

[IJ! ~:[ni)[H'] ~[ML' ~ kg-m' în SI. (6.11) 

Comparind expresiile energiei cincliec de lransla~ic ~i de. rola\ie: 

]' 1 2 
~ tr =- 111Vtp 

2 
E 1 1 o 

rot =- (1}-, 

2 
(6.12) 

se vrde eli rolul masei m din mişcarea de translaţie îl joacă în mişcarea de 

rotatie momenlul de inerţie I [aţJl de axa de rntalie. 

Aşa cum masa unui corp eslc o măsurfl n incrtici sale în mişcarea de 

translatie, tot astfel momentul de iner{ie {a{(l de o a:ctl rs/e o mlisurtl a inerţiei 

corpului la mişcarea ele rotafie În jutlll acelei a:rc. 

\""aloart•a momentului de incr~ic depinde nu numai de mărimea maselor 

particulelor corpului, ci şi de· modul cum sînt distribuite ele (adidl distanţele 

lor) faţ(t de axa de rotaţie. La o aceeaşi masă totală, corpul care arc ffiaseJe 

mai depi1rla/c de axă va avea un moment de irierţie mai mare, de exemplu, 

momentul de inerţie· al unui inel (cilindru gol) este mai mare decît al unui 

disc (sau cilindru) omogen din acelaşi material şi de aceeaşi masă, faţ.ărde 

axa lor de simetrie. Pcnlru a obpne un momcnl de inerţie cît mai mare, 

materialul trebuie distribuit cît mai dcparle de axa de rotaţie. 

G.3. LUCRUL MECANIC, PUTEREA 

Lucra/ mecanic elementar efectuat de forţele aplicate rigidului în rotaţie 
~ 

(!a rigid forţele interne nu fac lucru mecanic) este (peste tot mai jos "• = 
- - - ~ ~ Drot k =<0 X I'r.: =1" 1.:): 

- ..... -- ~--!- - -- - --d\V,.,, ~ ~f<\ dr, ~ ~Fkvk dt ~ ~F1,(w X r,,.)dl ~<v(r. x 1'1,-)d/ = Mw d/, 

(6.13) 

unde M cslc momentul rezultant al fortelor fatrl de un pol de pc axa de ro

taţ.ic şi unde am folosit proprietatea de simetrie ciclică a produsului vecto

rial mixt (1.81). 
Pulerea clc7.vo!Lată ele forţele aplicate va fi deci 

. -~--

Prot = 1Vrut = iH(o), (6.14) 

analog puterii la lrnnslaţje p;;, Forlei de la mişcarea de translaţie îi cores

punde momentul forţei la mişcnrea de rotaţ.ic. 

într-un SR inerţial putem scri.e teorema energiei cinetice: 

rj ) ~~ . ~~ 
dE L =el -Jw'!. =d1Vrot =1\Ic..ld!, Erot =Prot =i\.1(0, 

ro ') 
\~ 

(6.15) 

(~~ ( 1 '') W,., ~ )M<u dl ~ b.E,., = .:1 2 f<"· , (6.16) 
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ceea ce se obpne .~i tlired: prin derivarea energiei cincticc: 

~=Y(i:',_-,1·-:,-:;,_.),r(,) v,,[:,_) ...,-:,(--;. x_l,') 1 ,-._"(_, x0:) ;->1-· - '· ,, ,, = .t::.... '-" !: 'k 1 .c..,. (,) 1'~; '(i 1, o o-: .il {•J. 

6.4. MOi\-IENTELE DE INERTIE FATA DE UN SISTEM , , 
DE COORDONATE 

l\.fomcntul de inertie al unui corp depinde de axa fa~ă de care se calcu

lează, de aceea nu este o. mărime scalară (descrisă de o singură fnnqie) şi 
nici vectorială (descrisă fa(ă de un se prin trei funcţii), ci una mai complexii 
(tensorială). 

În adcvftr, sft deducem expresia analitică a energiei cineLicc de rotatie 

faţă de un se cu originea pc axa de rotaţie (ng. G.l; omitem acccnlele pent~·u 
simplificare) : 

sau 

'-rut '= - u;ot dm = - (w ] ' ~ 1 o ~ 1 -
2 2 

xi)'dm; 

1 .....,. -> -

Erot = L 2 m,.-[i((•)y:{;- (;)z!h) -+ j(w;X}:- W:rZk) + k(w:rYI:- (0y:r~...)f 

1 ' 
~ 2:2 m,[(c-,":,,- ,,,_.,!J.)' + (w,>·,- o,,:,)'+ (w,y,,- Olyx,.)']; 

]_. -- 1 I ' , 1 1 ' , 1 ' 
'n,t ··- - :r.r<Vx -r - yy(JJy T - J zz:Wz + 

2 2 2 

u n eL~ 

se num<'se momente de inerţie fată ele axele de coordonate, iar 

l.rz = 1 z:z =- 2: mk:rkzk 

se numesc momente centri{ugal< (sau de deviaţie). 
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(G.17) 

(6.18) 

(G.l8') 

l\Iomentelc ele inc~·pe (6.18) ~int chiar momentele ele inertie fală de axele 
de coor.d'onate în sensul în care am definit mai înainte, prin (G.5), momentul 
de inenic fată de o axă (y~ + :[. este pfttratul distanţ.ei particulci m 1; pînă 

la axa Ox; =~ +- ;T~ - pătratul distantei pînă la axa Oy etc.). 
În cazul distrihutici .continue a masei, momc1itclc' ele inerţie sînt 

Ixx "'' ~ (y' + z')dm ~ ~ (y' + z')p d V etc. 

(fi.l \l) 

"" r c1 r d 1· lxu=ly:t:=-):ry 111=-):ryp 'etc. 

Prin urmare, energia cinelicâ de rotatie este o formă pătratică in compo
nentele uitc:ci unghiulare, ale cli_rei coeficienţi sînt momentele de inerţie. 

Momentele de inerţie sînt descdsc dPCi într-un se prin () functii şi se 
reprezinUi prin matricea simelricil (tensor de ordinul doi simetric) : 

l ~ r ~:: ~:: ~:: 1, Ixv = Iv" · ... , (G.20) 

l Iz.'l: Izv lzz: 

unde cl('tncnlclc diagonale sînt momentele de inerţie fată de axele de coor
donate, iar elementele nediagonale sînt momentele de inerţie centrifugale. 
A nn se eonfunda matricea momentelor de inerţie 1 cu momentul de inerpe 
la\tl de o ax[L I. 

6.5. MOMENTUL CINET!IC DE ROTAŢIE 

G.5.1. COMPONENTELE MOMENTULUI CINETIC 

a) Ftd.ă ele nn pol de pe axa de rotaţie a rigidnlui, a1cs drept origine a 
si:..;temt:lui de coordonate (fig. G.l), aven1 

(G.21) 

sau 

J," =~7 X ('Z, X ;:)clm ~ ~ clmi[y(w.y- wux)- =(<o,X- wxz)J+ 

- (G.21') + ... ~u.+ ... 
cu componentele 

J x = fxxWa: + lxyWy + f:rzWz, J 11 = I ~:rWx + 1 uvWy + I yzNz, 

(6.22) 

J;; = fzxNx + fzyWy + lz:zWz, 

care sînt forme liniare în componentele vitezei unghiularc. 

De aici se vede că în general componentele momentului cinetic J nu sînt 

propor~ionale cu componentele corespunzătoare ale lui ;,;, adică vectorul J 
nu este in general paralel cu vectorul ;, deci momentul cinelic J n'u este în 

geneml paralel cu axa de rotaţie (;;;). 
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Dacă reprezentăm vectorii J, (-:; prin matrici co!oalw, putem scrie : 

sau 

[ J,ll l;t:!: fxy 1" l r::: ]~ lj ") /J) = '~!: ~. ]!IX 1!1.'1 1., 

I :.t 1 ;;y 1" 

J = 1;.; = ~ r' x (; x ;)um. 

Înlr-un sn inertial pul.cm scrie teorema momentului cinelic: 

.:..,. d ~-" -J. J,,. =-(lw) = M, 
dl 

ceNI ce se ob\ine şi direct prin derivarea momentului cinctic: 

6.3.2. FORME BILINIAHE ŞI PĂTRATICE 

(6.23) 

(G.24) 

Produsul scalar -!tl; a doi Ycctori reali se poate scrie ca produs dlnlrc ma

tricL~a linie a primului Yeclor ~i matricea coloruu7 a celui de· al doilea vector: 

(13.25) 

Yom reprezenta vectorii prin matrici colormti, iar covectorii prin matrici 

lin~e cu elemente- componentele complex, conjugale ale vectorului respectiv:. 

r
!lx] 

1 a)= av· ·- wctor (bra); (a/= [a; a; a;]- cowctor (kcl) 
_Uz · 

(d~numirHc bra şi ket au fosL introduse de P.A.J\L Dirac de la cn\·întul 
brackct = parantczli). 

Prodllsul scalar se va dc.fini atunci astfel: 

(a :.h) ~[a; a; ai] r ~: ]= a~bx +· azb, + a;b,. (6.2()) 

Pe.nLru vectori retlli rcgăsim expresia cunoscută de mai sus (0.25). 

O expresie \a 1 ~lÎ j, b) Inseamna o formt1 biliniaril 1n vectorii a~· b şi 
UilUmc prod~tsul scalar dintre vectorul ;;.şi vectorul JI.Aib. (care rezultă din 

ll.J 

înmulţirea matricei pătrate ]\Ai. cu vectorul-coloană Îl) smt alLfci, este pro~ 
dusul dii~ţrc .covectorul .(a 1 - matrice linie a vectorului l~ complex con-

A 

jugat şi vectorul 1111 b) - matrice coloană care rezultă din înmulţ.irca ma~ 

tricei :.fi cu vectorul j b) matrice coloană a Ycctorulni b: 

(aj M j b) =[a; a; a;][ 
l\1:r;c 

J.lf y:c 

M"' 

+ a;Jf.:uby --j- a;11lz:cbx -t- a~]Vlxzbz = lHxxa'ib:c +- 1\1y 11 a;by -\- Jlzza;bz+ 

+ J11;~.·ya;b 11 --j- ..:11 11 xa;bx + 1\111 zaZbz -t- 1\Izya;by -\- Jl·i;;xa'ibx --i- J!xza~bz. (G.27) 

Se poate vcri'ficn uşor proprietatea : 

(6.28) 

unde JÎ+ este matricea lzcrmilic conjugată (transpusft şi comple<x conjugalii). 

Dacft matricea JÎ1 este hcrmiliană (după numele lui Hcrmite), adică l1ermilic 

au/oconjugată: iJ+ =li, atunci 

(a 1 J~l 1 b)* = (b 1 li 1 a); (a 1 iÎf/ a)* =(ai li1 a); dacă JfJ+ = /\1, 
(G.20) 

deci forma pătraticU respectivă este realll. 
in particular, în cazul real, cînd vectorii şi matricile au componente 

reale, avem 

(G.28') 

A A 

Condiţia de hermicitate deYine condiţia de simetrie: K1 = 11e1. Dacă 
A 

matricea kl este simetrică .(şi reală) avem 

-+A-'> _,.A-~ A. A 

(a, Mb) = (b, Ma), <Iacă 111 = M, (G.29') 

iar forma pătralică. se scrie în acest caz desfăşurat astfel : 

(ti: 1~1,;) = Mxxa!E + j\fvv"; + M"a; + 2Mxvaxau + 2Mv,ava, +· 2M"a,a,. 

(6.29") 



0.5.3. ENERGIA CINETICA DE ROTAŢIE 

Hclaţia (li.17) se scrie acum cu ajutorul matricei momentelor ele inertie 1 
(ll.21) ca form<l p<ltra/ic<l 

(G.30) 

şi ţ.inlnd seama (b expresia momentului cinclic (G.2;~). putem srric : 

1 -· __ , 1 -
F,. 0 , ~- (<•O, lw) ~~-(<o, J) 

: 2 ' 2 

1 _,. _,. 1 " 
=-tu.f =-Iw-, 

2 2 
(fi.31) 

analog energiei cineticc· de translatie 

(6.32) 

numai cft J__.. nu eslc în general' p3ralcl cu w. 

Ikoarcce J~'rot > O, rczulUi cos a> O, [ ") . -CY. E O, 2 , ndică J formcazft tot-

U:-auna un ung~1i <\seuţil: c11 Ycclori1l w. 

Nolînd cu li' Y~rsorul axei 

(G.33) 

pulem exprima momentul de inerţie 1 faţă de axă prin matricea momen

telor d.; incrţje Î., ca formă păt.raticft în cosinusurile directoare (A: L. Cauehy 
1827) : 

r ~ (;:, î~~) ~ ! ... ~ cos2 a.-.+ ... ' ~r cos~ cos N ' 
• ·" ,,, 1 ··1- .... .r!) -·x >h!J 1 (G.34) 

expresie care rezultă uşor din (G.Sl) punînd z; =;;cu. 

0.5.4. MOMENTUL CINETIC IN RAPORT CU AXA 

Proiecţia momentului cinetic J pe axa de· rotaţie (momentul cinelic ln raport 

cu axa) se poate găsi imediat prjn compararea expresiilor energiei cinetice: 

> 1 --·. 1 
l:.rot =-.fw =- Jcu 

2 2 

d~ unde! (fig. G.3) : 

cr..35J 

1 1 (.! 

deci I;;; ne dll numai componenta longitudinală· a momentului cinetic, paralelă 
cu axa de rotatie adicli. ne dil momentul cinetic in raport cu a:ra de rotaţLe. 

Expresia l.ui' Ju se poate obţ.inc şi direct. Avem din figura 6.1 : 

..... ..... _, 
cum vk = w x_ 1'~: ==cu x R 1: este trnnsvcrsal, eom-

poncnta longitudinaltl este chlrl de termenul al 
eloilea : 

Ju ~ :L,I1, x m,;,, ~ :L,H, x m,(C: x H,..) 

unele am elczvoltat dublul produs vectorial după 

(1.82) şi ;:;n, .. ~o. Fig. 6.3 

6.6. VARIAŢIA MOMENTULUI CINETIC DE ROTAŢIE 
ŞI VARIAŢIA ENERGIEI CINETICE DE ROTAŢIE 

6.6.1. DERIVATA MOMENTULUI Oll\I'ETIC DE ROTAŢIE 

Aceasta se poate calcula direct din sumele respective (reamintim că 
.:. 
fk =;X f~. = ~ot k = ;JJ: 

J,., = :L,(7, .. x m,;,). = :r,r', x m,!:, ~ :L,r, x m,,(C: x r',)· 
= i;, X m.(;,' X-;,..) + :r,f', X m,(~ X ;,). 

Primul termen este identic ca structură cu forma pătratică a lui J,., (6.21) 

nu·mai că în loc de Z:. avem aici ;, deci este egar cu 1; Al doilea termen, 

dezvoltat, elă - I;t:,,(f',m,,.;), (r:v-: ~ 0), la fel_ cu şi ;;; X J: 
;;; X J =;;; X (L;~·" X m,7,,) =- :L,m,,7,,(~;;.,), (;;;;, = 0). 

Prin urmare, 

(6.36) 

6.6.2. DERIVATA ENERGIEI CINETIOE DE HOTAŢIE 

Se obţine efectuînd deriYarca 



şi. permutînd ciclic produsul mixt,: 

· 

1 

'Erot = 'L"';_·(-;k x m,..;~..) = -;;'=:=- (;, î~) = (~. î~. ., 

(! este matrice simetrică), dar din (6.36): 1; ~]- Z: x J, atunci 

Erot = (~, ] - ~ X ]) = (~, J)- (~, ~"X J) = (;J, 
utţde ultimul produs scalar (mixl) esle nul. Prin urmare, 

E:,., ~ (~ 1C::) ~ (;;;, E) ~ ],~ ~ .7,;;: (6.37) 

'Intr-un SR inertial aYem teoremele (6.2,1) şi (6.15), deci 

(6.38) 

\ 
6.7. TEOREMELE DE DESCOMPUNERE. 

Dacă descompunem miŞcarea rigidului în mişcarea de translaţie a cen~ 

trului de masti şi mişcarea de rotatie în jurul unei axe instantanee trecînd 
prin centtul de 'rrillS<1, atunci se nplieă teOremele de -descompunere din capi· 
tolul 4 : 

unde 
..... -> ..... ..... ..... -~ ...., 

L =fcm X I1Wc~1 =fcm X P ~i S = Î0 w, 

EE ']' 1 "+li" c =· 'tr -,~ :.rot. = -Tnvclli - o(l)-, 
:l 2 

unde 1 " . ' l " 1 --? 1- 1 ..... ....,. 
Etr =.-JJWCm !;il l::..rot =~-Io(J)- =- (w, oW) =- s(!); 

2 . 2 :l 2 

. (6.39) 

(6.40) 

(6.4!) 

(6.42) 

unde 1, este momentul de inerţie fatfl de axa de rotaţie ccn/rald (~ar~trece 
prin CM), iar 1, este matricea momentelor de inorţie faţă de SCM. Dacă des
compunerea s-ar face faţă de un punct (pol) diferit de CM, atunci in des

compunere ar apare termeni suplimentati "_micşti'1 , de ."interferenţă" între 
mişcarea de translaţie şi mişcnreil <le rotatie. 

Teoremele generale de la capitolul 4 devin: 

Teorema momentului cinctic i 

j ~ l + :s ~ M ~ L-;.,, X F, = I'cm 
s s 

(6.43) 

_,._,. ~> ..... -~ 

L =(rom X nw,mJ" ~ r,m X F, (6.44) 
- !_,. -4 -> - -+ ..... ....,. 
S ~ ( ,w)" = 1,c + "' x S = M, ~ Lr; x F,. (6.45) 

Teorema energiei cinetice: 

Ee = f.: tr + Erot = P = ~Fkv: = F~:m + ~Fk{;;, 
. ( 1 )" -~ E tr = _

2 
llW~m = P tr = Fl!cm• 

Forţa rezultantă : 

6.8. AXELE PRINCIPALE DE INERŢIE 

(6.46) 

(6.47) 

(6.48) 

(6.49) 

Se poate demonstra că rotind convenabil SC din figura 6.1, există o po
~iţie pentru care momentele centrifugale se anulează. Axele obţinute .se numesc 
axe principale de inerţie Oxw!:•3 , iar momentele de inerţie respective se. numesc 

momente principale de inerţie 1",,3 (J. A. Segner 1755, L. Euler 1758). Faţă 
~e aceste axe (notate cu indicii 1, 2, 3) avem deci_ 

1 o o 1 2 
(1 o + 1 o + 1 - "J),,- ~-1'·'' = -. 1 cos"' et. 1 ::cos- "-:: 3 cos .-. ...... ....... 

2 2 
(6.50) 

(6.51) 

tinde <X ,.sînt une1hiurile pe care le face axa de rotaţie w_,. cu axele prillcipale. 
1,2, b 

de inerţie (fig. 6.4). Trecerea la noul SC înseamnă aducerea formei pfltra

tiee (6.17) (deci şi a matricei Î) la forma dia-
gonală (6.50), adică la o sumă de pătrate. 

- Condiţia ca o axă, de exemplu, axa Oz, să 
fie principală este ca cele două momente cen-
trifugale referitoare la acea axă să fie nule : 

1,. ~ -~zx dm ~O, 1,v == -~Z!J dm ~O. 

Conditia ca cele trei axe O.oyz ale unui SC 
ortog~nal să fie principale este ca cele trei 
momente centrifugale de inerţie să fie nule . 

'Fig. 6.4 

. - Faţă de axele principale .energia cinetică de rotaţ:ie apare ·atunci ca o 
sumă a energiilor cinetice de rotaţie, -în mod independent, în jurul fiecărei 

axe principale, cu viteza unghiulară corespunzătoare (componenta lui ; pe 

axa respectivă). 

119 



1\fomcntul cinetic devine 

(6.52) 

ca şi cum rigidul s~ar roti în mod independent în jurul fiecărei axe cu Yiteza 
unghiulară respectivă. 

Dacă rigidul_sc roteşte în jurul nnri axe principale de iner\ic, de exemplu, 
Ox3 ,- atunci momentul cine tic este paralel cu axa de rotaţie : 

- -> 
J = ]3 (1), dac[l cv = (•) 3 , (•) 1 = (t)!! =O. (6.53) 

In general însă, vectorul J nn este paralel cu axa de rotatie (•). 
U1; corp pentru cnre 1, ~_J, ~ 13 se numeşte titirez (sfi;·lenză) sferic (ă), 

atunci momentul de Inerţie (b.51) este acelaşi pentru orice axă care trece 
pri~ centrul respectiv (deoarece cos!:! o: 1 -l- cos2 o:2 + cos2 a3 = 1) şi (G.52) 
devme : 

(G.53') 

adică-J este:para]P.l ~11 ~pentru orice axă dC rota~je care trece priri,centrul 
respectiv. 

Cînd- axa trece- prin centrul de masă al corpului, ea se numeşte axă cen
trală de inerţie, iar momentul faţ[t de aceasl:I axă se numeşte moment central 
de inerţie. 

O al·ă principali( centrală este principalii pentru toate punctele sale. 
Pentru carouri omogene regulate momentele principale ccntr9-le de inerţie 

se pot calcula usor şi se găsesc in tabele. 

Dacă un corp omogen posedă o a.rli. de simelrie, ea va fi axei principalll cen
trali( de inertie (la sfera omogenă orice <linmetrn este principal). 

În adevăr, dacă de exemplu, axa Oz este axă de simetrie, atunci pentru 
orice element de mosă dm (.T, y, z) se va găsi un element identic aşezat sime

tric dm(-x, -y, z) (fig. 6.5) şi în inlegrnlcle 1,. ~ -~zx <lm, 1,. ~ -~zy dm 

termenii corespunzători se -vor anula reciproc. 

X 

Fig. 6.5 
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6.9. TEOREMA LUI STE[NER 

Pentru o axă cenfralli. oarecare, mo
mentul de inertie se calculează cu for
mula (6.51), cunoscind momentele prin
cipale cenlralc, iar Pentru o axă necen
tral[l ("exterioară'') oarecare se aplică 

tcOI·ema 1ui Stcinm· (cunosCută de Huy
gcns şi demonstrată de Eulcr în 1749): 
momentul de inertie 1 fat<! de o ·a.'X.ă oare
care este egal cu momentul de inerţie 1o faJă 

de o axă pat'alclrt centtalt'i. plus .produsul dintre masa corpului şi pătratul' dis-
tantei dinlre axe: ' ' · 

1 =lo+mT?~. 

Teorema lui Stelner este analogă teoremelor de descompunere 

faţă de CM : 

(6.54) 

(6.39-42) 

Momentul de inertie 1 fat il de o a.că oarecare este egal cu momentul de inerţie 
orbita/ sau extern al corpului presupus redus la un punct material în CM (mR~) 
plus momentul de inerţie propriu sau intern lo 
{aţă de o ·axă cent.-ală, ·paralelă Cll axa datei. 

Pentru demonstraţie alegem Oz de-n lungul 
axei date, iar O' z' de!- a lungul axei parolele 
centrale (fig. G.G, axele Oz şi O' z' sînt_.perpen
diculare pe planul figurii). Atunci 

I ~~(x'+y')dm ~ ~(a-f-,:')'dm+ ~(b--;.y')'dm ~ 

~ ~(x'' + y'')dm +~(a' + b')dm + 
+ 2a~x' dm +:2b~y' dm~~ l, +miii, 

y y' 

y 

o 
Fig. 6.6 

ultimele două integrale fiind nulC deoarece O' coincide cu CM, adică 

:r~m = ...:!:._ ( x' dm =O, 
. m) 

=__1_ r y' dm ~o. 
m) 

dm 

X' 

l\'lai general, matricea momentelor de inc~ţie I [aţtl de lm se oarecare este 

egahl cu matricea momentelor de inertie orbi/ale Îcm ale corpului presupus redus 
ta un punct material în C:\-I, plus matricea momentelor de inerţie proprii î, faţă 
de un se centrul parnle 1 Cll cel dat : 

6.10 .. MOMENTELE DE INERŢIE. 
EXEMPLE DE CALCUL 

a) Tijc1 sub[ire omogenft <le masă m şi lungime l (fig, 6.7): 

1/2. 

1, ~ 1, ·=· ~ z' dm, 

-//2 

dm =~ d:, 
1 

-l/'.!. 
m ~ ., l . ,. ' /·., 

11 = !';! = --- .::- c z =- m -. 
. . l . . 1 ~ 

l, ~o. 

-li:!. 

(6.55) 

(6.56) 



Faţă de o axă la capătul barci (perpendicularii pe bară) găsim, aplicînd 
teorema lui Steiner: 

1 = 2 =-m[w -~ l1l- =-ml-, ] ' 1' 1 ., ( 1 )' 1 o 

12 2 3 
u; ~o). 

!---- l/ 2--~~- Z ~dZk----
1 1 
1 1 

o·------
Y' 

z ,dm 

l'"ig, ().7. 

b) Pentru o. fignrri planâ (Oa·, j_ pe planul figurii): 
13 ~ I, + f,, 

deoarece (fig. 6 .8) : · · 

3 

l, ~s y2 dm, I, ~ ~ x' dm, {, ·~ ~ (x' + y')dm ~ I, + !,. 

(6.57) 

(G.5S) 

De exemplu, pentru o coroanil rircularii rmc genft de. masft m şi razcic R 1 2 

(fig. 6.9) avem 13 ~ 1, + 1, şi din moliw de simetric [ 1 ~ I" deci ' 

I, ~ I, ~ .!__ I,, I, ~ ( (.~ 2 -i- y')dm, (6.5\l) 
' 2. J 

dm ~ cr dS ~ cr·2TC rdr, (<> - densitatea sllpcrficială), 
~ . . . 

'I ~ ·' 2- · 1 "" '1'4 1'4 ) 
1 

(R' ' !';) · 3 = 1 v , .. H r = - ( 12 - \ 1 = - m 111 -r2 • 
' . 2 . 2 

(l\.60) 

u, 

dm 

1 1 
'f' 1 . 
1 1 

x dx 

Fig. 6.8·· 

ln particular, penlru un inel-subţire cmcgcn de ma.si:i m şi rază R rezultă 
(R, ~ R, ~ R): 

1 
I, ~ I, ~- I,, I, ~ mH' 

2 
şi pentru un disc subţire omtgen de rază R ~ R" 11, ~O : 

1 I 11 ' 1 o , ~ ; ~ 
2 

3 , Ii~ 
2 

mR·. 

(6.6 1) 

(G.62) 

c) Pătură sferic ii. omogcn[l de masti m şi· raze· Ri.::. : 

. . . ~- .· .. 
2 ~ o 2 ~ , 1 o 1 s" 1 (R- • ~-. rpdV~-p r-';;r·tr~-p- 2-lil)~ 
3' 3 .. ;) .. :) .. 

J<, 

(G.G3j 

In particular~ tlentru o pilllll'(l s{ericii subţire omogenă de masă m şi rază 
R ~ R, ~ R, :-

şi, .. pentru ·o. sfert!. pliiul· omogenrt (U.2 = R, 
R, ~O): 
,·· . 

') 

!1 = l2 = 13 =~mi(. 
~ 

(G.G5) 

d) Pălurll cilindrice/. omcgcnrt de masă 
m, taze'·R;,,' şi· înrtlţime h (t'ig. G.lO) : · · 

B, 

/ 3 = ~ r:: dm = ~ r 2p2r.r dr·h = 
Il, 

(!i.Gl\) 

(?.G4) 

3 

~-

.· .. · 
Fig., 6.10 

'. . 1 .. : . 1 ~- ' ' . o) 1 ··. 1 ~·'o 1 ·, ~ o d I, ~ I, ~-(1, + I,) ~- (y' + :' + x· +=· 'm ~- r- < m ,- z·. m ~ 
.. ,, . . . 2· . 1;: ·2' . . ' 2' ,,. . ' ,. . 

.. ,,,, (G.G7) 
··. '• 

ln particular. pentru o piltllfll cilindricll SllfJ[ire de masrt m. razrt R = 

= R 1 = R 2 şi înăltimc h rezultă: 

1 .. 1 /o I I'' I, ~ [., ~-mJI· + -m t·, , ~ m ,-
- 2 12 

(G.68) 

şi pentru un cilindru plin o'mo:Jcn de masă m, razrt R şi înălpme h (Rt =O, 
R,•-'ec. ;R) : · · · · ' · · · 

. . 1 ( 1. , . 1 . : . 
J, ~ !,-~- m li' -i--;- h')· J, ~~mR': , · •(G,69) 

: . . •l .. . 3. ' 2 . 



6.11. ROTAŢIA lN JURUL AXEI FIXE. 
CONSERVAREA MOMENTULUI CINETIC 

6.11.1. ROTAŢIA IN JURUL AXEI FIXE 

ln cazul unei axe fi:xc 0:: avrm C•>z = C•>. (c•):r =" CJ)u:::..:.. 0)·, 

Jz = lzzCJ>z sau Jll = Jcv. 

Ecuaţia momentului cinelic eHi: 

.:. ~ . d(lt•l) 
J =M ~J, =M, sau-- =M, =iHn. 

dl 

(6. 70) 

(6.71) 

unde lvlz =~III este mcmenlul for~elor ln raport cu a;ra de rotaţie, adică 

proiectia pe Oz (axa de rotat,ie) a momentului rezult.ant M (calculat în raport 
cu un punct de pe axă). 

Aceasta este ecuaţia fundamenta/el pentru mişcarea de rota{ie, analoga· · 
d(mv). 

ecuaţiei = Ft pentru mi~carea de lranslrqic. Dacă 1 = const, avem 
dt 

d(Icv) dc·J 
--=!-=iz = :1111, (I =consl). 

d[ dl 
(6.72) 

'\• 

Exemple·. ri) Pc un cilindru onwgcn de mas:.i 1."tl şi rnză R este infăşurat un fir. subţ~re. La 

capătul liber al firului este atirnat 1111 t'orp de mas:'1 m1 de care c~te lcgnt tn cOntinuare prin

tr-un alt fir UJ.l alt corp de masă m~. Se neglijează frecările. Să se afle acceleraţia corpmilor 
şi lensiunile ·din fire (fig. G.ll). 

RezolvaJe .. T1 R =je,. În 1 g + T~- 1'1 = m1a, m~a- T~ = m~a, T =_.!_ 1\IU2
• 

2 

Condiţia de· nea_IUnccare a. firului pc cilil1dru : G = d?. 
Rezolvind sistemul.- găsim r 

; ·' 
a = ___ __eY ___ , 1', Mg m~u --,---.,..,-=::."--- , T, ~' __ _...::c"'-----

2 + M/(1111 + m2) 1 + 2{11l1 + m~)JM 
b) Un cilindru omogen de rar.ă R este adus in stare de rotapc cu tura pa nr in jurul axei 

~le şi aşezat In unghiul dicdru dnpl ,.a ilt figura 6.12. Cunoscind ('ocfidcnţii de frecare la tune

care 1J.1,t, să se afle <'ite ture cfccturază cilindrul plnt'1 la oprire. 

Rezolvare. 1Y1 - mg + F1~ =O,·,· Nz- F11 =·O, le= - (F/1 + Fn)R cu conditiiJe 

F11 = f.11 N 1 , F 11 = JL~N1 • Rc:.-.olvînd sistemul; g:isim l 

şi ah~nci 

!J-1(1 +·SJ.~) mglt 

1 + J-l•1J1.: j 

2r.n~ 
1V=---= 

2o 

1 + !1-J!J.~ 7:11~ u 
!J.J(1+1J.~) ,2{1 

«:) Momentul forţelor de frcuu c dintr·nn lngftr este proporpmml cu vilcra unghiulară r 

M, f'oJ (o). Ştiind că sub aC'ţitmea unui...mc.1ncnt. moto~ (al ti\) JIJ = l ,CO u,· ·m, rotorul cu mo· 
;mentul de Inerţie I = 20,0 ·kg·m?, atingc·luraţhr'li'lllii.ftj(illâ'.l~iimt) p6 = 1200 rot/min, să se 

afle după cJt timp rotoruf atinge ~H% <.lin acras.Hi tul'a\ic şi dte rotaţii face in acest timp. 

d(J) . 
Rc:olvort. h = M- .'1!1 sau J- === Jl --- /."«J, Cind se alinţJc Lurapa limit:i, w =O 

dl 
sn u Jl = .li, = kc<la· deci k = Jl fw0 • 

Jdw 

JJ - },'(!) 

R o----

)' 
m, 

X 

Fig. 0.11 

de unde_ intcgrtml cele dou:l ccunpi tcu w iniţial nul)· 

l = .!_ w 0 ln 
1 

= 11,5 s : O =· 2-:-:N = !__ {•)o ( (J)u In.,---."--
Jl 1 ,- «J/«Jo · .11 . , 1:---;- w)wu 

1 ) ---cu = 1~:~0 rol. 
jJ 

6.11.2. CONSERVAREA MOMENTULUI CINETIC 

Dacă J:lf11 =O, din (G.7I) rczull[t conscn·area momentului cinelic in 
raport cu axa de rotaţie: 

:1111 ==O _, .1 11 = f<,, = const. (G.i3) 

ConserYarea momentului cincl.ic ](•) se dcmonslrează uşcr cu ajulorul 
scaunului (taburctului) lui JukoYsld -- o plalformi:'t orizonlalri ,rotnth·i:'t pc 
rulmcn~i. Un om aYînd grcutrtţi în mi.ini se ro1C'şlc imprcuni:'t cti platforma. 
Depărtind latera·l n1iinile, creşte I şi deei scade (•L Jn\·crs, npropiind miin_ilc 
de corp, scade 1 şi creşte oJ (fig. tU:3). 

fntr~o al1:t expcrienţr1, un om, inil,ial în rcp:t11s. l,inc în mîni:'t o roată 
(Prandll) cu axă verticală. (fig. U.t:1). Punind-o in mi:;;carc (].(• roUt\i<', plai
forma cu omul se Ya roti în sens invers, pentru cf1 momentul cinctic total 
este nul. · 



Dacii omul, inipal în repaus, primeşte o ~·oatrt în rotaţie cn axă verticală 
şi apoi întoarce axa ci" cu 180°, el se va roti in sens opus, şi intorcind r•oata 
înapoi cu 180°, el se va opri şi poate restitui roata. . . . 

Ca ordin de mărime, momentul de inertie al unui om fală de aXa sa lon
gitudinalrt (verticală) in ·poziţ.iile : drept - '1 ,2 l\g ·m2, ghcm~i"t - 2,3 J.:g ·m2 , 

I~ig. 6.13 

pc un picior cu braţele depitrtate 
şi celălalt picior depărtat -
8 l\g•m2

• În jurul axei centrale 
sagitale (st'înd drept)- 17kg·m'. 

Legile mişc·ării de rotaţie ex
plicii funcţion'nrea volanţilor. V o
lantul este o roaEt (disc) cu mo
ment de inertie mare, care posedă 
deci un moment cinetic mare şi 
o energic cinetică de rol.;:qjc mare. 
Volanlul serveşte penl.ru unifor
mizarca mişcării de rotaţie a ma
şinilor. În ndev{tr, la maşinile eu 
explozie forţele dczvol talc nu 

sînt constante şi nu cfectueaz(t uniform lucru rnccanic, de acrca mişcarea 
pistonnlui n-ar dn o mişcare'- de rotaţie uniformft. Fixînd pc arborele motor 
tm volant, ncesta joactt rolul l.tnui "rezervor" de energic cinctic[t carr com
pl~nscazi:i variaţiile lucrului mecanic produs de moLOi·, astfel încît variaţiile 
turaţ·icî vor fi _mici (fiind invers proporţionale cu momentul de inertie al 
volantului). Rolul volantului poate fi îndeplinit şi de rul:oarclc lurhinclor 
sau ale motoarclor electrice. 

6.11.3. ANALOGIA DINTRE TRANSLAŢIE ŞI ROTAŢIE 

Între mişcarea de translaţie şi mişcarea de rotape cxistr1 o .analogie .ilm;
tralft de tabelul de mai jos. 

s, [m] 

V=~[mJsJ 

v:. [mjs] .. ~ 
[mfs']. 

(/:;:: ;:. [m/s~J 
m. [kg] 

:f'. [N] 
F 1, [NJ 

.. p :=::= m-;, fl~g·mis] 
- ; ~. dj/ 
F .~p~...,-

. : . ()[. 1;: 

F·t = 111at 

1 
E, ~ _ n:v', {J] 

''2 . ' 
c~w·~ 1·/:(u. [J]· 

P ~ ;;;: fWJ 

' ' 

'.il" 

1· 

,. 

l\rişcania de rotaţie 

. O, [rad] 

"'~li, [radfs] 

Z. [radJs] 

Eri ,;; c:). =' o·, [ t'!Hl/s~J 
-; :..."": ~ .(rnd·;s:J 
1. [1q~· •Jn\] 

Ai~ [N·mJ 
Jiu. [N·m] 

.7 = j,: fJ ·:-.1 
. - ..:,. '.(î] 
M~J~

dl 

•<[ ll' ~ iÎi:dt, f.!J 
p = jJ~. f\\'1 

G.12. PENDULUL DE .TORSIUNE 

Un fir (sau bară) claslie, Ycrlical, răsucit cu ajutcnli unui cuplu de forte 
şi lăsat liber va efectua oscilaţii de torsiune (fig. G.l'-1). Pentru unghiuri mici 
de rftstH·irc momentul [()rl,clor <•lastice 1lf ·este propurţional cu unghiul de 

răsuci re O (în radiani)·: 

M ~ --CO, (G.71) 

unde C cslc constanta de torsiunc a 
firului, a\'înd dimcmdunilc: 

[CJ ~ [M] ~ L'~rr-' ~ 
(G.75) 

=N·m san ?\·m/rad ·în SI. 

Rcla~ia (G.7,1) este analcgul unqlliular 
al cazului lini;n· F == _"."kx. SCinnul 
minus din (G.7t1) arală ctt" momentul 
elastic J1 dezYoliaL de firul răsucit 
este· opus creşterii nnghiului de r[tsu
eirc O. Ecua!ia (G.72) dă 

1s = M = ~co, 10 + co =o, M:.-C9 

(G.7G). . Fig. G.14 
c ··. 

ii i- ·--O ~O sau ii+ ,.,'O ~O, 
. I 

F 

adică cunoscut·a ccual,ic a oscilatorului armonie, de unde prrio:ula oscila~iilor 
de Lorsiunc (a tiu se· confi.tndri (l =vi leza Uiighiular!î eu c~ de mai sus =frec
venţa ungh(nlari"i a oscil"a_tiilor): (•) ~v ~' T~2rr V~' [ anakg lui T ~ 2ro V7)- (G.77) 

Prndulul de t.orsiunc c~t.e folosit, de c~emplu, la dclcrmimp·ca ~xpcri
me·nt.~il~wt .a rYwmcnt:el,qr de incr.lic, a_.,constanl.ci grayi:la.Ponale .1~nh:crsalc ele, 

6.13. PENDULUL FIZIC 
,,,.' 

Un corp rigid care poate oscila in jurlll" ·unei axe ori::ontalc fia:c de 
suspensie, sub ac{iunca greută[ii sale, conslUuic un JH'IHlnl ~izie (fi~. -G.l5}:1 
Se ncglijcadt for!ele de,frecarc.:Eenaţia (G.72) dft (Il,-- distanţa eenlrulm 
de greu tale G pin[L la axa de suspensie O): . 

JO ~ M ~ -mgl/0 sin O, (6.78) 

(~~omcrl~tul Al rslc cJe sc.mn.opus {mghil~I~dO). Pe·~~~:~;u u~~fn~·im:i m'id (()"~ 1 rad 
sau ·o< 6"),· sin O ·~:e e în 1°ad Şi· (G.78) deYinc: · · . . · ' ' · 

(j + mall, O ~.-O, <·>' ~ }ng/1.,' , ; ·. (6.7\J) 
I . · . I 

de unde perioada oscilaţiilor mici: 

T ~ 2r.Vn,;li, ~2;: V~' (G.SO) 



unde f este momentub de•Inertic' {aţeL de a:ra:de suspensie, O, inr lr- lungimea 
r~dusa a pendul_ui.ui fizic, adică lungimea unui pendul simplu (malct~Hitic) 
smcron cu .cel fizic. -

18 
1 
1 
1 

' 1 -~ __ ........... 

1 
1 
1 mg 

Fig. 6.15 

I~egca izocl'onismulni· IniciiOr osCilain : 
'Osci_la!iile mici sînt izncl·onc, adie il periol;dd' tor nll 
depwde de amplitudinea _unghiu/ard.' · · 

Conform :teoremci.lui Steinc1:, 

(fi.81) 
de aceea 

' 
Io+mR5 _ 10 ,, 

= Ro -+ -- = Rn -i ·. R& > R0 , 

mRD--. mJ?D 

R,R~ = I,fm. (G.82) 

Dacrt schimbăm .;-txa ~le s,uspensic. din .() !n O' 
(fig. G.lG), pcrio~_da __ nu se schim)l{t (0' se nu·_ 
mcşlc centrul ·de pscila{ic) : 

T.'::;, ;,~v J, + mR;' - ?-VB, + n;- T ' . ...... . ' ' - ...... - . 
i ·. ·g~lRo g . 

(l\.83) 

Pendnlul rcvcrsibil (M. R. Prony 1792, H. Katcr 18)7) csle ".un pendul 
p;n.~ru care st~bi!~.~ .experimental pozitia axelor O, O' astfel ca perioadele 
sa liC cqale. Atunci distanta dintre aceste axe va fi lungimea rcdusft lr si cu 
(G.SO) putem calcula pe g = drr'l,/1'2 , (/,. = 00'). · 

6.14. AXELE LIBERE (SPONTANE) ŞI AXELE 
PERMANENTE DE ROTAŢIE 

6.H.l. AXELE LIJ:lERE 

TroriU âl~ată Şi ·experienta eo"i1fin~1rt -crt'atunci 'ciitd' ui1 C()rp (•Mf.dh)irrat 
să se rotească în jUrli.I1 ·unCi' axe fi±e, dife'ritc clef·a axll prindpahi' ccntra'lc'i.'bde 
inertie, corpul reacţioneaz{t asupra axei şi lagrtrclor cu for[·e de reactiune 
care depind în general dc.pă-tratu\_ _,yitezci unghiulare <•) si. de ac:cclr~·atia 
unghiulară c: = ~. putînd defon~w sau cl~i,ar r-npc axul la tm:al:ii mari. Astf~l 
m.1 disc fixat excent1:ic sau -înclinat :îndoaie· axul·şi apnsrt a~upra lagăre! o; 
(Lg .. G.lG). , , . 

·'In adevăr, forţa rcznltanlcl,·ccinfot·m lui (5.2G).(polul pc:axa de rota[.ie): 
- _,. -> i_'_;····i ., '.:,. 4'-+ ":· 

F = I1Hlcm =.mz_ X ~'cm + nl(._> X ((1) X I'cm) (!i.R4) 
. ' .. 1 1 •· - ·: 

Y.a fi nul(t <lac~t axa c_~ţc ,r:f:lli(t,tlt~,,'qcl~crt_CM se _află pe axa_dc.rola\i(', căci 
•. _, ~·" - ' ., l ~ ,1• i"• ·.'fiii_ •'•.)' . . ' ' ' : ··:.-· ,., 

atunci l'c 111 Il w Il ~; alt-fel foqa };:.t 1 dcp.indC. d,c._ p_rttralnl vitezei unghiularc: w 

şi de neuniformitatea rotatiei (de " = <~). ,,· 

Alegind. ca mai înaini:~. ~~xa 0:: de· a lm;g'nl axei de rotaţie ;;, PXpre
sia (G.84) devine analitic : · 

•i. 

(G.R5) 

şi daert Ci\! anulcazi:i. 

o b 

Fig .. 6.16 

La fel,- mnmenlul rezultant, conform. lui (G.38): 

'i\1 ~j ~ r; +-;;; x J ~~; + -z: x o:> (G.SG) 

va fi paralel cu axa de. rotaţie dacă aceasta- esle principali1 1 cac1 atunci -z; x 

X J =o (J Il;:) şir.: se rc<lucc la 1;, paralel cu-;;;; altfel, axa va fi supusă 
la un moment lU ..1.. cpre îndoaie axa. · ' 

i\nalitic, ecuaţia (G.8G) devine : 

M =T(I.,•- I"'w') +TU.,~+ I,,w') + 1~1"• (G.S7) 

şi daclt Dz este aXă principaUi (atunci lxz = I uz =O);. atmiei componentele 

trans\·ersalc Ule momentului se anuleazrt .(1\1., = J1l.1 =O) şL)\T va fi .J;', 
•. . '. - -Jo 

parrilcl cit"axa de i·otaţic (cu <•>). . , 
De acCea, pentru ca_ axa de rota~ic Sft llll fie supusă la. eforturi, trebpJe 

ca fortele de inert-ie centrifuge cu care corpul reacţioneaztt asupra axei- Să 
se echilibreze reciproc (sft dea rezultantă nulă şi moment rezultant pat'alel 
cu axa), ceea ce reprezintă tocmai condiţja ca axa de rota{ic scl fie axil prin· 
-cipa/rl ccntraltl de iner{ic (fapt remarcat încft de Euler). Pentru aceasta pie
sele în rotaţie (volan ţii, roţile, turbincle) trebuie bine centrate şi ·echilib~:ate. 

Dacă în experienţele din figura.G;lG. axa de rotaţie .a corpului .este- o axă 
prinripaW_ centraW .de. in~rţie, atunci lagărul superior poate .fi indepi1r.lat şi 
co_rpul se ,~a roti liber în jltnll .aXei sale.ve~,-ti~ale (ca' un Litircz). În a'cest caz, 

. . . - -
forţele .<lin lagărnl inferior dan M_t_ e= O şi deci J = Iw păstreazft dircqie 

.neschimbată. 
Dac't1 mwi rigid neSllJHtS la nici o for!ă extcrioarcl i se imprimcl o rotaţie 

:in jurul unei axe principale centrale de inertie, el va.confinua la nesfirşil stl se 
to[easrii uniform lnjural acestei axe (analogul unghht1af al legii incrtiei privind 
translaţia CM, § 4.5). . · 

În adevăr, dacft de exempl~t-,· 6) = (0 3 ,- ·(•l 1 , 2 =-~· atunci 

de unde' 

d ~ _,. ~ 

- (J3w) = ;u =O - J3 w = consl, 
dl 

(1) = const. 

(G.SS) 

J\XelC prilicipale ·ccnlnllc de inerţi'~ ·~e inai 'iJ.'uni.csc._dC aceea şf axe [(be;C (spOn-
tane) dc·rotaţic. · 



6.14.2. STABILITATEA ROTAŢIET 

Rotatia rstc stabihl în jurul axei libere de moment de inerpc e~rlrema[ 
·(maxim sau minim) şi este instahilă în jurul axei lihcre de moment de inrnie· 
intermediar. Aslfcl 1 dacă rotim prinlr-un fir o harii uşoar[t suspendati 
(fig. 6.17), forţele centrifuge Fc1 Y(n· stabili pînă la urmă o rolalie slabilft 
în jurul axei transYcrsalc. Tol aslfel se înlîmpl:"t cn un disc (sau inel) de car
ton sau cu un lănţişor uşor (cu capetele legale între ·ele). Dacrt înccrcflln să_ 
perturb[un mişcarea, corpul revine la rotaţia sa -stabilă. 

Experiente şi rnai simple se fac cu o farfurioară sau cu o moned:'i. Ele 
se pot roli Iiher şi stabil pe o mas[t în jurul unui dia'nwtru Ycrlital. Dacii 
ÎnSfl farfurioara este OYUJrt StiU lllOJl{'(la·tcşil-ft Ja forma OYa]I\, putem S[l Jc 
imprimfnn o rotaţie liherft -stabilă în jurul diametrului lwig, dar nu în jurul 
celui scurt, deşi momentul .de inertie· în jur'ul diamelrului sem'!' Psle mai
mare decit in jurul celui lung (dar mai mic decit in )urui a'xci pcrpcndictllare 

1 

~ 
Fig. 6.17 

pe planul diScului). Farhli-Îoata o':ală salL:moncda oY:ilft in·c·el ·mai hun·caz: 
se va ridica ·şi se Ya roti în jurul d!amelntlui lung·. 

În sfîrşit, putem arunca ·in aer o cutie _paralclipipediefi (de ~:igări, de chi
brituri etc.) impdffiîndu~i o rotUţiC libcJ:ă slabilft in jurul unei axe perpen
dicula-re pc faţ·a de itrie ina·ximft sau minimă, nu înSft de ariC ·intermediară 
(momentul de_ inerţie respectiv va fi maxim,_ mţnim sau intermediar). 

6.14.3. LEGEA INERŢIE! 

Dacă un ri~(d este izolat (J! =0, .1.lf =0), atunei momentul sftu.einetic 

J şi energia sa dnct id't E,. se conserYi't. Cum în acest caz C~T se mişcă recti

liniu uniform (i/ = 0), rczullr1 ci"'t' m_oniCntul tineti~ orhital se ~onserYft: 
-+ -+ -> 

L =l'cm X nwcn1 =const şi encrg:a dnelicr1_~de translaţie sc_,.conservă: 

r 

r 

1 o 
Etr =-JniiCm 

2 
= consl. Atunci şi momentul cinetic propriu 

deoarece--]= l + S, şi energia cinelictl proprie de rotaţie se conservcl Erot = 
1 ->---+ . 

=- Se•>, d~oarece Ee = E tr -1- Erot· 
~ 

Din coi1sr.roarea lui S nn re::ulW in general conseroarea uc'clorului ;;, deoa· 

rrcc ~ llll -este in ,general_ paralel- cu Z:. 
Co1~scrvarea rola~_iei- uniforme are totdeauna loc penlru tiiireznl sfc~ 

ric (G.5:)') : · · 
~ ~ ~ 

11 = J;! = [ 3 -~ I, S = Iw = const ->- (1) = const, __ . (6.80) 
~ 

precum )i în cazurile (fl.53, __ G.SS); În general insă,-- Ye-elorui·_c,> se sChilllhă 

faţă de S~ = const~ dar aStrCi -'încît 

E,,' 1 =.!:., 7;-;, = const, (S = consl). 
2 

(li. \10) 

Dilcil ·un rigld Csie _izril~lt., atunci' centrul 'stlrl de mdst~ (CM) _c_ste in repaus 
sau in mi:ttcare. rectilinie uniform il_, şi in acelaşi timp ri-gidltl se poate roti ·fa 
W'sf'lr~il ll;1if'oi-m ln jurul unei l1.1:e }lrinCipale centrale 'tii:. inertie. 

6.14.4. AXE PERMANENTE 

În sfirsit, se poale arr1ta că, .·.dacft unui corp mobil în jm:ul unui- punct 
fix şi .supl;S la_forţe externe lrccînd prin asel punct,_ i se impi .. ~mă o mişc~rc 
de rotaţie îii jurul Unei axe principale de ine_rpe trecînd Jlrin_ ft.Cel punct f1x, 
.el va continua s[t se rotească unifonn în jurul acestei axe. De aceea axele 
principale de inerţie se mai numesc'· şi axe permanente de rotape.- După cum 
am Yftzut, axele permanente de rotat-ie trecînd prin centrul de nwsrl se nume_se 
axe libere. de 1:otaţie. 

13.15. GIROSCOPUL 

Gimscopul este wt corp care e[cclucazll o mişcare de rolafic (cu tura{it~ mare) 
ln ;urul unei ·axe de .•.;imclric libere (principale centrale), de moment de iner[ie 
ma·.1·in1. El tinde sft păstreze neschimba((l în spaţiu direcţia axei sale de rotape 
si este cu atît mai slabi! cu cît viteza unghiulară este mai mare şi cu cît -mo
;nC'ntnl dr inertie fată de axa. de rotatie este mai mare. Giroscopnl a rost 
.illY(."ntal" de 'Fo;tc·a-ull în 1852 (cu scoPul de a doycd.i roltlţ.ia Pftmintnlni). 

6.15.1. TEORIA ELEMENTARĂ 

Giroscopul in suspensie ca~·danic~l îşi păstreazr1 axa ne.schimJ~a.Ui în spatiu 
oricum am roli suportul (fig. G.18). In adcvftr,-nefiind supus la mcillll moment 
al forţelor exterioare, datoril[t snspcnsici cardanice, I}lomcnl-ul. d.nelic al giro· 
s_copulltţ_ ~c· ronserYft: · 

-~ -~ --s ::=.le•) ·~~--=- consl-Jo (t)' =· consL (G. 91) 



z 

Fig. 6.18 Fig. 6.19 -Dacă aplicfun giroscopului. un moment J11 perpendicular ţJC axa sa de 
roto [ie, el se va roti Î.Jl jurul celei de-a treia axe (fig. (l.J 9). 

In adevăr (consil!le1;ăm CM în repaus in originea SL, atunci SCi\I coincide 
cu SL): 

~ d7 -
J=-=M d( , 

~ -dJ =il[ dt 

~ ~ ~ 

şi considerînd că J Tămîne practic egal ctvhu rrzullf1 că· axa de rota~ie N·(ini-

ţial paralclrt cu' 0.1:)se va. roti ,în juhillui Oz, momentul Jlriind după Oy. D~ 
aici rezu~tă ·l:rgula : · · · ' 

. , Giroscop uZ tinde sti aşeze axa sa de rola{ie .Z par.alcl Cll a.Tţl ro/ţt{ici for

ţate (impuse) M. 
Notînd cu n viteza unghiulară în jurul axei O:, <1\"Clll''(considerind crt 

~ ~ 

Q < w, astfel ca J ::;, I w) : 
- -)> --+ 

d·p = n d!, dJ = J <1 7 -~ nJ d'; d.J = u x J dt, 
~ 

dJ - ' --+ - ' - - - ~ --+ 
-= i1 X .J =M,deundeM =il X.! =f.l X <ul. dl . . . " . . . ·. . . (G. 93) 

Invers, dacă axa giroscojntlui ; (initial paralelă cu O:i') este rotitfL în jurul 

axei Oz ~rl vftC,za ·TI,_ c~ Ya_\:Xerc;ifa asuPra iagă_fefor forţ-e de. _reaCtiune (forţe 
giroscOpice) cu momentul · 

- - - -M' =- ill =- n X wl, (6. 94) 
antiparalcl axei Oy (efect giroscopic). 

6.15.2. TITIREZUL 

Fie ·mi giroscOp cu ·plmCt dC Sprijin· nx·, :în ·cîmpul gr~Yita~ional terestru 
(titirezul sau sfîrleaza) (fig. 6.20). Momentul cuplului fonilat de for[ a de greu-- ~ -tate mg _şi reacţiunea normală 1\' =-'- mg, anume ..:\/ = mgl sin~, este tot 

. --timpul perpendicular pc planul (o>, g), 
.. : . ·- -

de aceea şi capătul ve<:torului J = lt.Jl 
-> 

se depla.scnzrl în acelaşi sens cu j}f, deci -axa de rotatie· w descrie un con cu 
.axi"i vţrlica.lll : 

-+ - - - ~ . Mdt = d.J = i1 X .Jd/, \.l 1 = 
= [l.J sin ~ = jl[ =mal sin (1., 

n = mrtl • (G.95) 
l<o 

Titirczul cfcctucazr1· o· miş-Care de fn·e---cesie rr··în jurul verticalci, în acelaşi -sens cu ro ta pa proprie (.}. 

,/---ţ-:=--i,: M 

\__ i----
\ ---1- .-

\ . . 
\ L __ G/ 

' -' N 
' ' \ 

o' 
Fig. 6.20 

6.i$.3: AJPLICAŢII 

Giroscopul arc mai multe aplicaţii tehnice. Pt:oprictatca giroscopului de 

.a~ş·i ·păstra fixă· dirccpa axei" Sale este folositii pentru· stabilizarea direcţ.iei 

de zbor a torpilclor sau raehctelor: un giroscop în suspensie cardanicft nc~io
neaz·ii ·asupra dispozitivului de dii·ecţie al torpilei (sau rachetei).· 

De as·e:nlcnca, datOrită.tmor- ghillturi în teava tunului;.'proicctilclc capătă· 

o rota~ic proprie rapid[t care le ~tnbi1izează. direclia-axeL· În .. navigatia mari
timrl şi acrianft se foloseşte busola giroscopicf1 (compas giroscopic) în enre axa 

_g.iro.scopului arntrt mereu. dire~tia Şud-Nord. 
Giroscoape mari sint folosite pentru atenlwrea balansului vapoare1or 

datori.t._ă -valt;~rilor (stahi!izaţonrc gil~oscopicc).-
. Er~Ctci~ .. gjrosţopice pol. fi şi dăunătoare. Astfel~ la vir:ajul vapoarelor 

S"au ·aviOriilelor, axa longiţ.udi~wl ă a ·ttirbinelor va· 'cx"erclta pi·cSilmi asupra 

l·agru·cloi'~ ·producînd "Osci1c.qii ·saU chiar distrugerea rulmcnţilor. 

·'-. 

•-·-:---·-·-·-·--1<·Soare 

-Il 
Fig. 6.21 



f>t1mlnful, datorilJt rotaţiei sale diurne, rep~·c:z.intft uq. jmcns giroscop, cu 
>~xa. indinală cu 23°30' fa!:ă de planur" ccliplic~i:· Datorită ncsfcriciti\ţii Pă
mlntului- rezultanta fortelor de atracpc· soia fă -n~1 ii·eCe pi·in Cenlrul ~Pflmîn
tului, ci dfl un mm~cnt ca în figura "(5:21, ·carc··rhCe ca axa- PăfntntiihlÎ s'ă 
execute o -mişcare d'e precesi~, descriind un con; cu o- perioadă de ~ 25 800 
ani. DatorHfl i~1fJuenţci Lunii, p'olul ceresc descrie de-a Jungul Circtimfcrinţei 
de prcccsie. o ci1rhă asemănătoare Slnusoi<lei .. Ac<;astă _mişca~e s-e. ~mmeşte 
Iwla(it, şi a1:e o perioadă de·~ 19 ani. 

6.16. MIŞCAREA PLAN-PARALELA 

6.16.1. MIŞCAREA ÎN SPAŢIU 

In cazul mişcării rigidului în spaţiu aplicăm ccuaţ:iilc (6.49) pentru miş
.carca de traJ.lslapc în SL : 

-· ; - .- '- _.,,_)-' - . : . ....:.]Il-''·"__.::·· -
)< = ll1llcm =n~ao + me: X .!'<>m ŢJ11W X... (Co>_ .0 .I"cm) (G.9G) 

. -~: - '____,. '- . . .. . . -.. ; . 
şi ccua(ia (G.45) M 0 ~.J,o +. w X S în SCl\!. Această odin urmă· ecuaţie se 
poate scrie pc componente faţă de ·llll se propri-H C!l· originea în Ci\1, dar cu 
vectorii-;,; şi ; calcula/i -ln SL s'an SCl\l:' 

-_, c-1-, ~ .-,-;"' -:--:+ .. "l'~ M ~ ~r, X F, ~ l e + <•l X ( w), (6.97) 
' 

unde 1' este malriera momentelor de iricrţiC ale dftid-ului·faţ3 de u·n SC pr-oprill: 
- ,____,. - ---+ ' cu originea in Cl\I al rigid ului(!'= const), (Uşi .E. =.(•) sînt vilcza şi_ ~~cclcraţia 

unghiularc ale rigldului {a{(1 de SL sau S'Cl\I şi. ii'. este momenb.tl rezultant 
al forţelor {a{r/ de CM. 

6.16.2. AXA DE ROTAŢIE FIXA 

In cazul mi~e[trii plan-paralele axa de rotaţie cs,tc pcrpendiculară pe 
planul mişdtrii. Srt considerăm mai întîi a.ta de rola{le fixt1 şi să alegem ca de 
obicei axa 0.: parftiCU'i cu~ (Pcrpeiidictll::irfl pC-:·'planul fl:tişcftrii). Este comod 
să SCrÎCill ceuatiilc \'Cctoriale pe COtnponcntcfUt[l.(iC Ull SC J>fOptill Cll originea 0' 
în CM. Alegem axa O'z' paralelă cu Oz, iar axa O'i' astfel ca ~ă trcaeă prin O 

~ ~ . 
(fig. G.22), 00' = New Atunci w şi E nu au_ ~IecH c~mponente pc Oz(O' z') : 

(!l. 98) 

r 
-'-· 

l_ 

r 
1. 

Ecuaţia mişcării de transln(oie a C~l (G.OU) devine: 

- -> -~ -F = mz X Rcm -- 1Ht.l
2 Rcm = mRcm(-(·l·, E, 0), 

(G. 99) 

Ecuapa mişcării de rotrqic (6.07) devine: 

(0.100) 

l Z' 

Y'. y· 

/Planul m;scâNii 

a 
l'ig. 6.22 

~ 

Acest moment con~inc o par le para/cUt cu F: 

~ 

restul fiind perpendjcular pc F: 

b 

(6.101) 

plus cuplul longitudinal (G.fOI). ~ 
··' Dacrt J~ ~O,. fOI: tel~ se. Tedl!c numai la rczullanta F (6.99), aplicată 
în ccntrul·de,oseilaţ.ie {6.1.02) situatia distan[a . 

. Ji,., - R,~, + 1;, Jn1Rcm ~ I"Jmll,m (6.103) 

IaţJ1 de axa Oz ("lungimea rcdusrl"). 



Pc clircc!in axei ele rotn[ie: ecuaţia (6.100)· <lio. · 

M;;= I;,s, (6.104) 

adică, momcnllll rezultant zn raport cu a.'t:Q centrală de rotatie, 1\J;z, cs/c egal 
cu momenlul de iner{ie în raport Cll aceaslli axll, I;,p lnmlll!il cu accelera{ia 
unghi ulari1 e:. 

6.16.3. MIŞCAREA PLAN-PARALELĂ 

l\Ii~carca se descompune în mişcarea <le translaţie: F = m;om şi mişcarea 
<le rola!ie în jurul unei axe centrale (care trece prin CM), perpendiculare pe 
.planul mişcftrii: (6.100), care dă în particular ecttn!ia (6.10•1) (alegem planul 
·mişcării trecînd p·rin CJ\-1). La aceste ccuaţ.ii se adaugrt tie ollicci condi.ţii 
:suplimentare, fie restrictii pentru mişcare, <le exemplu conditia· de nealu~ 
:nccarc la rostogoliri, fie condiţii pentru fortele de frecare la lunccare. 

Ohscrvftm cft ecuaţ.ia rotaţiei (6.10•1) se poate scrie şi faţă de acel punct 'P, 
<lin planul mişcftrii a cftrui nccelerape a, este zero (centrul accelerapilor W) 
.-;au este îndrcptatftspre CM (trece prin CM): i 

M" = I "o. · (11.10,1') 
.:.:.c~ ~ 

In ade\•ăr, trebuie)îndcplinită condiţia (H0 = 1',-CM) : 
-)o • ~-+ 

1\i;z• -:1\izz- (Ro X F)zz = J~zE = (liz -"}hli~)e: ~ 

Rr~ X F .=-mR5; dar F = m~cm = m(U:' ~t- ; X Ro ~~w~ R.0), 

de unde l'C'Ztliifl condipa' 

Exprimîndu-1 pc a0 (prin_ ("Tem), rezultă c:"'t puw~tul P 0 trl!huic să fie pe 
-+ ~ -+ 

nnrmala din CJJla acm (sau la F =·Inllcm); · 

de unde 

- i"!o = ),; X ({cm• Ro = )"cacm Ustrel ea 'lcm, = zR-. 

......... :._ .1 . 
--H0 =·-- E X 'fl~m:, · R~ ~-({cmi·~. 

, !. E:! 

Laz ul· JH'ac LiC impor.Lri nt este·· aCCia Ci lu.t' ·a-xa· O' z' :este cCnti·aL~· /Ji·{riClJ;(iill~ 
catunci ceua!ia (0.100) se reduce doar la (6.104) (I~, = 1;, =O) sau rcst)eetiv 
la (G.!M'). Aşa se întîmplă, de exemplu, în cazul rostogolirii corpurilor ro-
tunde omogene in jurul unei axe principale CC!~lr~lc_. _ _ _ 

Deoarece cent~·ul l1itezclor C arc totdea'uila hccdeJ~apa J).erp'Chiiicdlâfă 
:pe tangenta comuli.ă a centroidelor,-atunci da'cft,Cl\1 se· aJlă' pc normala- Îll' C la 
.accastrt tangentă comună, ca Îlr cazul obişnuit al :rostbgDlirii.- coq)urilor omo
gene t·otun<le (cilindri ,~~\1 sfere), putem scrie ecuaţia (6.104') fa!<! de ccnlrut 
vitezelor C (acesta coincide cu "puri.ctul <le cOntact in cazul ncalunecării. 
llcm = sRo etc.). 

r 
"~ . 

1 

r 
' 

1 
r 
1 

·. '·EhiD})f('. a) Peste un scriJ)dc de ·masă 'm;·momcnt>dc i:rierjic· 1 ·şi rază R stnt tnfăşu
ratc simetric in senslll'i opuse dm1ă fire, unul fiind fir de suspensie, înr celălalt avind atirnat la·. 
capăt un corp de masă M ca in figm·a 6.23. Să se afle acceleraţia· 
C!\.·1 a scripeţelui şi tensiunile .din ~~re. 

Rczolvare.l\1g - T, = 1\{a', a'= 2Re, mg + T:- T1 =ma, 
a = eR, l'e = mgR + T~ ·2R, unde 1' = 1 + mR~. 
Corpul }\! nu poate avea o a(celcrn1ic a'> g. Calculiim T: 1 

1'\fg . 4M 1 
I: = -- (IfmR~- 1), unde C = 1 + -- + --

C . . m mR~ 

Dacă '1'2 > O, adică 1 > mR~(a' < g),[ obţinem 1 

a-- +--, t-·-- ---- --'-'-" g ('l ,2M) T _'Mg[·.l·+'' I.( 1 + 1.)J· 
~le- ··m ·n·c ·: ··.R~ m M 

uacri·I < mR·~. trebuie pu's 1'1! ~'ti :(Ct''= g) şi ritunC._i eC~iaţiilc sint 

mg-- Ti= ma, I'e = mgR; a--= eR~ 
; t; 

de und_e, .. 

· .. T ... ,, . 
T,=mg-., (T,=O). 

. 'J'. - . . 

11 

Fig~. 6.23 

h) P~. ~ ~a:.ă o;izontală se ,~f1~. u·~ .mds~r' .de .a1a de ma-să m, raze r, R. 'U-i.omcri.t- de inerţie 1 

şi .c-oefi!!ient de frecare la h.mecar·e. fl· De capătul firului_sci_trage-cu o forţă F care !ace. 
unghiul a cu orizontala (fig. 6.24). Să:se calculeze acceleraţia CM. 

Rezolvare, 1\Iosorul se poate-rost.ogoli Jntr-llll scns.san alt11l dt1pi'1 cut~l suportul .fortei F 
trece de o parte sau de alta a punctului de contact C. 

Fcosct -1Ţ1 =ma~ F-sinct + N- mg =·P; F1R -_Fr =le. 

fi _./ C .. 

a b 

.. Fig •.. 6.2.4 . 

În cazul rostogollrli fără lunecare, a = r::R, şi obţinem : 

F COS IX- r/R 
a=-

m 1 + IJmR2 



Condiţia de ncalunccat·c este evident F 1 < fJ.N = fL(ntg __,., F sin'*)· 1\Iosorul_s-c va rostogoli. 
spi'c noi (a> O) dacă cosoc> rfR. 

in cazullunecării F1 = p.N (şi a =P eR) şi ecuaţiile sint., 

Q< 

1 
1 

F COS IX- p.N =ma, F sin IX+ N ~'m{i·~-~.· p.NR- Fr = je:. 

de unde 

. F . . . - , 
a = -(cos IX + !1. sin tZ) - fl.!/• 

m 

e = IJ.R (mg- F s!n ct) - Frfl. 
' 1 . 

Pentru fL -::-"-O rUosornllnnecă spre nOi(~> _O); rotindu-se 
tu -sens invers (inapoi) ( e < O). 

1 

Il 
<') O pj_ă omogenă:de lung}mc .I _ş:t masă m .este prl'nsă 

·la nu capăt printr-o articulaţie de o axă verticală, intr-o 
poziţie lnclinată de·unghi IX, celălalt capăt al-tijei fiind legat 
printr-un fir orizontal de axă (fig. 6.25). Să se calculeze forţa 

de rcacţiunc ii din articuhtic şi tensiunea din fir, cind tija se 
roteşte cu viteza unghiulară <.U = const:~n jurul axei verticale. -

~ 

Fig. G.25 

Bc:olva;e. Putcnl apliCa for'r~mlelO'StUbiilte pentru rotaţia 
in jurul ~:{ei fixe, d1r unem•i se aplică direct ecuaţiile: 

(6.106) 

'Sî aplicăm ultima- ecuaţie fată·dc artiCulaţie (artici.Iiriţia fdMlă nu dă moment): 

1 . 
mg-stn a+ T/eos 

2 

r 1/l cr. = )reosa·rsina·<.U2
·-

1
-

o 

. 1 . 
dr = :-;-sin a cos ct mt~w~. 

" 

de unde 

T = !!!..(2 <.U~l sin a - g tg IX)· 
2 3 

Deo:~.rcee trebuie ca T > O (altfel tija se apropie ·de ax:l), pm-.iţia· t1in tigttr:l este posibilă 

3 {! 1 ~ 
pcnlru w~ > - - -- = tup. 

2 l cos a 

Ecuaţia i? = m-;_;cm d.l (fig. G.25) pc componente : 

1(., - 1' = - m ·-
1
-sin IX ·<.U~. R 11 - mg = O, 

2 

de unde 

m(l . . ) l(r = -- - <.U 2 sina+ gtgcr. , 
2 3 

R" = mg. 

Pentru w = <.Uo• Rx dc\'',m• : n., = 
3 

mgtga 
4 

StudiaU CllZt~l (•l < Wu· 

.r 

~ r~ - . ObscJvofic. Rezultanta fortelor nplicale F =)a dm = nwc111 şi momentul forţelor ::plicate-

- r"' .. , ~ M =) r x a dm pot fi reduse numai la rcwltanta F dar aplicată in ccJJln:l de oscila(ie ()'situat. 

Ia distanţa 
2 

Rco = -1 de la artlculaţic. În adevăr, 
3 

1 1 
F·J\c0 COSIX = Jilsan m-_ siniX·W2 ·Rc0 COSIX= -siniX·Cosa·mPw'. 

2 3 

2 
de unde Re..,= -1. 

3 

d) Un punct O al unei plăci planc, care se mişcă in planul său aşezat orizon1.al, cs1.c la un 
moment dat fixat. Înainte de fixare viteza punctului O era v0 şi viteza unghiulară (tl 0 • Să se 
afle viteza unghiulară a plăcii imediat după ftxarca punctului O, cunosclml r"a1n de g:·mpc R6 

a plăcii fa~ă de Chl, dist'arlţa R~ dîilti-e O şi ClVI, şi ungbil1l ~ dintre ;o şi 0- CM (fig. G.2G). 
-. ' .. 

Rezolvare. Aplicăm CcuaţHle (4.40): 

iÎ ~ tnÂV:m şi i{ = t::.S (faţă de. Cl\1), 
unde în cazul nostru al ciocnirilor: 

inainte de fixare luăm pe O drept polr 

şi'-după fixare! 
__,.. __,. .:.:. 
V~m = <.U X Ro. 

Cele două ecuaţii dau 1 

j(_ = - Ro X iÎ = l0L\~ = Ii~ - ~D). 

Faţă de SC ales, avem pe componente 1 

· H~ = - mv0 cos a, llll = mR0(w- CJ>0) - mv0 sin et.. 

]{, =- IIIIRO = lo(OO - <.Uo), Uo = mn;). 

y 

-H 

Fig. 6.26 Fig. 6.27 

(0.107) 

(6.108) 



de unde rezultă 1 

(1.) = Wo + VoRo sin a 

R~+ R; 
(') Două roţi dinţate de raze Rt.~· momente de incrnc I 1 ,e şi turaţii n1 , 1 avind axele de 

rotnFe p:u·alelc, sint la un mom('nt d.1t cuplate, ca In flg:tra G.:n. Sti se calculeze turaţUie dupA 

<:up!arc şi cantitatea de căldură degajată. 

Rc:ollmre. Aplicăm ecuaţia il.= !1], In cazul nostru K = 1~;, separat pentru Cieca~t 
i'oal:1 (c.onsidcn1m n, w pozitive In sens trigonometric): 

- JIR, = J1(<.u~ - tu1), - IIR~ = le( fu; - w~) 

şi conditia de cuplare: 

<le tmdc rezultă 1 

neleRt - n1I 1Re 

11R!. + J,R~ 

Q 1]1 1 2 1 1 1 1 

=- ,c...:-1 +- I~w2 -- 11 W 1
2

- --:-· Iew3
1 = 

2 2 ' 2 2 '· 

1 

2 

PROBLEME 

G.J. S:1 se demonstreze formulele de mal jos pentm momentele de inerţie fut~ de un sp 
cenll·nl eu axa Oz = O.r~ şi cu axele Oxy rotite cu unghiul a faţă de axele principale centrale 
O.r~.t·~ (fig. 6.28) 1 

y 

Fig. 6.28 

1 

I:r:r. = I,coS2 !X +/=sin: !X, 11111 = J1 sin2 !X + J~cosz!X, -lu = [ 3 ; 

. ) 

I.z 11 = (1~- I 1)sincccosa, 111 , =O, I.~e =O. (G.109) 

G.~. O placă Sltbţire om_ogcnl dreptunghlulară se rotc?t"c ift jurul unei laturi ale Sale aşe

zate vel·tical. Fiocare element de 'suprJ.faţă,nl plil .. cll.intlmpin:'l din pu·t.ca aerului 0 fOrţă de 

rezistenţă pr-oporţională cu aria elementului şi cu pătratul vitezei sale .. Cunoscind turaţla iniţinlă 

no = 10,0 rot/s a plăcii şi timpul 't' = 1.00 s după ·care această tura ţie se reduce la iumătate. 

să se calculeze numărul de ture efectuate de placă in timpul acesta -r. 

n0 l w 
U. N = In - 0 = 110 ": In 2 = 6,9 rot. 

6l0 /W - 1 (.o) 

r 
' ./ 

G.3. O tijă subţire omo;:tl}rlă de lungime l şi masă m se roteşte Intr-un plan orizontal tn 

jurul unui capăt fix (ng. 6.20). S1 se afle rezultanta F ri. forţelor aplicate tijei, in momentul ctnd 

viteza." un;,t~liular.l a tijei este w şi acceleraţia unghiulară e:. 

1 1 . 1 J -
n. F1=-md,F~=-mw

2l,F=-ml w 4 +e2 , 

2 2 2 
2 

aplicată in centt·nt de oscilaţie situat la distanţa-·-· l de capăt. 
3 

6.4. O tij1 subţir~ om JgJn1 se po1te roti liber intr·un plan vertical in jurul' unei articulaţii 

care tmp~utc tija in SCJ:nentc de lungime a, b. ·rija este rotită uniform cu viteza unghiul~ră Cll 

a 

Fig. 6.29 l'ig. 6.30 

.!a jurul unei axe v~rttcale trecind prin articulaţie (fig. 6.30). Sl se calculeze unghiul cu care 

dcviazii tija do la poziţia verticală. 

n. 3.q a-b 
COS CG = -- ~....::~..::...-:-:-

2 (t.)
2 a2 - ab + b2 

G.:l. Un disc subţire omogen de rar.ă R şi m3.Să m se roteşte unifOrm cu vitcr.a urighiulară 6) 

·In ·jllrul ui{ci axe ver-ticale centrale Care .face ung"lli~tl CG cu normala Ia· disc. s~l se calculeze mo

.mc·ntnl cuplului· rezultant al fo1·ţclor ·exercitate de axă ri.supfa disc~lui. 

n. 
-+ nt _. -+~ 

.~1 = -wR!cosx·n ~ w,n- versorlll aJrmalei la disc. 
4 

6.6. Un om de masl m se află pe un dlsc orizontal care se poate roti liber in jurul axei 

.:a:lle verticale fixe, a vind momentul Ue inerţie J. Iniţial sistemul este in repaus, npoi omul.lllccpe 

să me..')rgl pc disc- cu viteza constantă u faţă de disc pe .o circum{erinţă de razi\ R.- Să- ,se afle a 

.. u) turaţia n a discului; b~ deplasarea un:5i.il!lnră· Oa a omului faţă:.de pămlnt la -o tură com-

pletă pc disc; c) forţa' P ex:ercitată de o:u asi1pra discului. 

R. n) 
11 1 

n = --- -----; 
2rrR __ 1 + IlmRt 

b) o. . 2~: 
--'""'-- ;:(') co:nponPota verticală L', =-ma. 
L+ mR2 /I 



G.7. O. tij:'i suJ)tiJ'c omogenă de hmgimc -l se poate roti liber in spaţiu in jmul unui capăt 
:al .său fixat intr-o articulaţie. Se aduce tija in poziţie orizontahl şi i se imprim:'i o viteză unghiu
Inr:'i inilială "'G in planul orizontal. Să se afle_ unghiul minim pc care-I face tija cu \'Ctticala In 
timpul mişc:Irii. 

R. cos et. 111 = ]1 o~ + 1 - b, unde b = lw~ JGă. 

G.U. O tijl subţire omogenă şi miifonnă, sub formă de arc d~ cerc (de rază R), este sus
pen,htllla m:jloc pc un cut b~1tut în perete. Să se afle. perioada micilor oscila ţii in planul vertieal 
paralel cu peretele. 

IL T = 2;;1/'2H (independent de lungimea an:ului de cerc). ' u 
(UJ. O IJar:i subţire omogenă şi unifom:l de lungime l cblc su.!>prndaU't la dislunta x de 

centrul barci pc un cui bătut în perete. Care este perioada minimli :t micilor oscila ţii in pianul 
vertienl paralel cu peretele? 

H. T.a = 2:-; ·y z penti'll . un (raza de inertie). 
1 

Xm=--

2]13 

G.IO. S~ se-ar~te că pcrioad:t oscilaţiilor unui pendul fizic nn ~c schimbă dac:l In ecntrul 
de oscilnţie,sc adau~l o masă punctiformă arbitrară. Să se afle Ia ce distanlă R 171 de C~I al pcn
duluhii de mas::i m şi moment de inerţie central 10 , trebuie să trcaeii axa de rotaţie pentru ca 
pcl'ioad.i. oscilaţiilor mici srt Iic minimă. 

G.ll. Peste m!:· scripete de masă m, moment dc._in<'.r!ie 1 Şi razrt J?._estc înHl~urat un fir. 
Un cnp:'it al firului este prins de tavan, iar celălnlţ are''afirnat lni' corp dC masă M~ Să se aile 
acceleraţia ·cu ·Care coboară scripctcle şi tensiunile din fire. 

Il. 
- gmfl2_ mgl: 

a = , T! = ~1lg + --"-- , T~ = 11Ig. 
1 + mR2 1 + mn~ 

6.12. Peste un s~ripetc ideal, care se role~tc in jurul axei sale-orizontale fixe, este trceut 
un fir. De un cap.Jt al firului este le-gat un corp de mas:l m, iar celălalt tnpttt este infăşurat 

pc un alt s~ripcle de aceeaşi masă m,. de r~ză J_l şi de moment de inerţie J. u_) Să se mlculczc 
accelcraţla acestui din ur,n,:i_s::ripcte şi tensiunea din fi.r. h) Cit devine această acceleraţie dacă 
corpat m de la celălalt caplt. al 'ftrulni se de.zleag~~:ş·i ilqocu1 sttU se Lrage in _joS cu o forţ:l 
eg1ltt cu greutate:l corpului dezlegat (ma)? 

g mg 
H. :t) a = ---'---, T = ---"''----; h) a = O. 

1 + 2lfmR2 1 +_mR2 /21 

6.13. U11 cilindru omogen rigid de masă m = 2,0 kg şi rază U = ·LO cm, căruia 1 sc·lmprimii 
; o tura ţie n = 15,0 l'ot fs, este aşeza-t pc o masii orizontală rigidă cu cOeficientul de frecar·c la 
lunc:::arc p. = 0,10 .~i lăs::tfllbcr. Să. se afle: a) -după clt timp mişcarea Cilindrdui trece in rostogo
lire f.Jră lunccarc; l1) cite rotaţii _efectuează cilindrul in acest _timp ;--c·) cită căldură se dcgaj:1 
In accsl timp ; d) ce m:şcare şi ce turaţic arc eilindrul după acest timp. 

H. a) •= 2..::·nn = 1,57 s; 
:l;.J.9 

b) N = 4itn~R 

0ft9 
= 15,7 rot; <·) 

d) rosto.~J~ire uniformă cu turatia n' = n/3·=.5 rotfs. 

' 

G.H. Pc un disc omogCn de masă m şi rază· R 
este Infăşurat un fir lntins orizontal cn in figura 6.31 
(firul nu fl·cacă de m:ls1), apoi trecut peste un scripete 
idea:t şi legat la capăt de un corp de masă 11!. Să se 
calculeze: forţa de frecare, tenSiunea din· fir, accele
raţia discului (se dă coeficientul de frecare la lunccare !J.)· 

R. a) în c~zul ncalunccării,. totul va fi In repaus 
sau roStOgolire uniformrt :şi, }.[ ln repaus. 

a= O,. T = _Mg, F1-=- T = JJg, 11· > i\Jfm. 

h) În cazu! lunccării: Fig. 6.31 

1 + 3fL T =Mg--.:o....:.._:x._, a =g 
111 - f!11l 

m + 3_J! 

, ·e = 2g, M - flnl ' a' = 39 JI - !J.IH 
'. R ,m + 3:11. m + 3J! .1.+ 3Jlfl!' 

G.t;i. Pc un plan inclinat do unghi o:: se rostogoleşte liber in jos mt corp rotund omogen 
(cilindru sau sferă) "de masă m, rază R şi moment de inerţie cml.trat.l. SJ. se afle: a) forţa de 
trcC..'\rc şi coeficientul de frecare la lnnecarc.minim necesar,pcntru ca.corp\11 să nu lnncce, b) ac
celeraţia C~I; c) acceleraţia unghiulară; d) distanţa axei instantanee de rotaţie plnă la C~l. 

n. în cazul nealunecării: F 1 
_ _:n:.:1'!..9.:'::11C.1 .:~~, condiţia t.le nealunccare : tg o:<~J-(1 +mR2 fl). 

1 + mR2 jl 

a 
g sin a 

1+1/mR~ 
'E = afR,Rc = n. 

în cazul Iunedrii: F 1 = 11-mg.~os a. a= o( sin a. - [1. cos rx), e = fJ.11l!l R cos o:fl, Re= 
= afrz = J(tg o::- [1.)/!J.mR. 

G.IG. Un corp rotund omogen (sfoni., cilind!'U) de masă m,'rază.R şi moment de inerţie 1 
este asezat, cu coeficientul de frecare la lunecarc f!• pc o scindură do masi'i m', aşezată la rindul 
-ci pc ~ masl fixă cu coeficientul de frecare la Iunecarc !-L'· Scindura este trasă orizontal cu o 
forţă F nstfellnclt lunecii. pc masă. Să se calculeze: a) forţa de frecare dintre corp şi sclndnră 
şi condiţia de ncalunccurc- a corpului pc scîndură; b) acceleraţiilc scindllrii şi corpului ; c) acee
icraţfa unghiulară a coriJului; d) poziţia axei instantanee de rotaţie a corpului. 

U. a) în r .. nzul 

h) a=F1fm 

F - fL'(m + m1a ncalunccării, F 1 = _..:_ _ _.!:.O:::....C.C::'-l-''---, F, < [1.1n!1 ; 
1 + (1 + mR'fl)m'Jm 

1 . . 
a·=- FJ(! + mR'fl); <·) < = F1Rf.I; d) Il,= JfmR, 

m' 

in cazul lunccllrli · n) F 1 = p.m!J ; 
1 

h) a = f'C• a' = - (F- fL'(m + m')g - fLW9]' 
m' 

. c) _e =. !)ftt{JJ!-fl; d) ~c = IJ.mR, 

· G.17. Pe ~o m'::ts:î. orizontală este aşczat:i:vertical_o m'că halterii 
formată din două bile rriici -identice, le.'~ \te printr-o tijl· subţire. de 
masă nc~lijabilă, avind distanţa l între ele. Bilci superioare i se 
imprimă la un moment dat, printr-o lovitură, o v:teză init[alii. 
oCJrizontală v (C:g. 6.32). n) Clt trebuie s5 fl~ ace1stă viteză pentru 
.ca hiln lnfct·loarl s1 se desprindă Imediat de masă? b) Cit trebuie 
sr1 fie această viteză_ pentru ca bila infcrlcară .s5. se desprindă imediat 
de masă şi haltcra să ca~ă,~pc.i_pc.rna~ tn ,P?Zi\ie orizoJţtală? .. 

n. n) v > J'2r9; h) "=.::'.Vii; V2tg. 
2 

. 

.1 

Fig. 6.:l2 



6.13. Un om pnc ln mină de un capăt o tijă subţire uniformă-de lungime l_. La ce distanţă 

de mină trebuie Ioviti'i.;tija pcntfu ca omul stt nu simtă lovitura?-
~... . 

2 . d 
ll. ----:-f - lungimea l'C(Tusă.a pen ulului fizic (in_ccntrnl.de OSCilaţie). 

3' . 

G.Î9. O placă plană se află in repaus ln planul orizontal. Raz:r de g:raţic u plăcii in r'aport 

cu, 'C11.Ccstc Rv· Se aplică phtcii un impulS orizontal cu braţul b fată de CM. Să se afle pozi!ia 

CClltrului instantaneu (le rotaţie după lovire. Unde" trebuie fixat, imcaiat după acca~ta, un punct. 

al plăcii pentru ca_ ca_ să-se oprească? ---

rl:. În centrul de oscilaţie_(!' situat la distanţa n;Jb de CM pe linia pcrp~l:dintim-f< pc J7. 
În O carC, reciproc, est~.centrul de oscilnţie faţă de:O' (fig. G.33). 

6.20. O bară neuniformă de masă- M se poate roti lihCl".ln jurul unei articulaţii la frpttul 

superior. La distanţa li de la articulaţie> ca:_cste lovită .perpmdicular de mf.glcnţ de mr.sii m, 

care rtunîne infipt in bară.,·Ştiind ·unghiul;nfaxim .a de· deviere a J:m-ei, di~tunţa _-]?,J a GM al 

barci pînă-Ia articulaţi~ şi momentul de iner\ie 1 Inţ:"t.-dc artic.ulaţic, si'i -se afle vito·a·glwţltlui. 

n. V= 2 s!n..::.. . V g(h + MR1>jm) _(1 + I Jmll~). 
2 

Fig. G.33 Fig. G.34 

6.21. De utl stitp cilindric vertical de rază R este prins un Cir de lungim~ l (în planul 

orlzontnl) avind la c:1păt o btlă (fig. 6.3·1). I se imprim:l bilci o viloză orizontală v perpendicular 

pc fir. Negujind rr~cărilc, să sc·nnc după cit timp bila lOveşte siu~~l. 

u. 1' 
l "o-- .. 

2llv 

6.22. Un disc omogen de rază Il. ·tinut orizontal· Şi :pus' în rda\ie lu· jmul axei s·alc nr

tlc.flţC _q1 ':'itcza unghiulară w este aşc_zaţ PC:llll plan orizontal. Cunoscind -~o_eficientul de frecare 

la Iu'nccarc J1- şi, coas!dcrinll că presiunea _ex('reitată de disc pe· plan _este .unlfornră. să .se afle 

după cit timp 'discul se va opri. 
' ·. 

·,.,. 

6.23. Un rtendul con!c eStc:fofmat ditib;-o tijă sul1l[re ot~()gcnă de lu~:gi'me i.-r·are ·se rotCŞL~ 

In jurul axt i vcil'tlcnle t'U vite7n unglli~larli (J} (cil'i)ătut·sn'pelicr- C~tc pl-inS illtr-o artfnilttţle fiir:1· 

frccări). Să se a fi{' u~gb!ul O dintre tijă ~·i axn vei t:< ;:tiU. 

n~ Cos O= :Jgf2oo:·z. 

. . 

CAPITOLUL 7 

STATICA SOLIDULUI RIGID 

Statica studiază cehi/ibm/ corpurilor sub acţiunea for~elor. Vom arf1ta 

că in cazul solidului rigid toate fortele aplicate pot fi reduse la o sin"ură forUl 
şi la un cuplu.· · ' o · 

7.1. STJ\,TICA PUNCTlJLUI MATERIA.L 

. Pentru echilibruJ pun~tui ui material cs te ·necesar· şi suficient· ca rczul u·mta 

tuturor forţelor aplicate să fie nul{!: 

(7 .1) 

sau pc componente 

Fx=:EF8 x=.0; Fu=~Fsu=O, F'z=LFbz=O. (7.1') 

' s 

1n acest caz, conform legii fundamentale a dinamicii : 

~ -+ ~ ~ 

ma·=F =0, a =0, v =const.. (7.2) 

şi dacă iniţial particula era în repaus, ea va rămîne şi mai departe in repaus. 

Grafic, poligonul forţ.elor trebuie să fie închis. 

!n cazuri particulare ·cele trei condiţii de echilibru se pot reduce la două 

(forţe in pl~n) sau la una singur~ (forţe pe aceeaşi dreaptă suport). 

7 .2. DEPLASAREA FORŢEI 

a) Pentru solidul rigid forţa poate fi dcphtsatr• <le-a lungul dr~ptei suport, 

adică este un vector glisant (alunecător) (P. Variţ,non). Aceasta cslc cehi· 

valent cu introducere~( sau snpriinarca unui sistem de două forţe .<•gale; in 



modul şi de sensuri opuse, situate pe aceeaşi clreaplti, ceea ce nu schimbă cu 
nimic starea rigidului, deoarece acesta este nedeformabil. 

Introducem in punctul B un sistem identic nul de două forte rgale in 
- ---l- - -+ -+ -modul şi de sensuri opuse (F', -F') cu 1 F [ = 1 F' 1 (fig. 7.1). Forţele F,-F' 

nu au nici un efect asupra solidului rigid şi pot fi suprima te, astfel încît r:'i-
~ ~ 

mîne forţa F', adidt rezultatul <leplasi\rii forţei F din A. în B. 

~-------./. F 

Z- r.: .---fs 
..-·;.;..- 11:'. 

A --- - -f· 

Fig., 7.1 Fig. 7.2 

În cazul corpurilor deforma bile for(a nu poalc fi deplasalft pc_ 'suportu-l 
său, fiindcft astfel ar produce alte efecte de ddormare (de exemplu, o bară 
impinsrl la un capftl sau trctst1 cu aceeaşi for~ft d~ cclftlalt capăt). 

b) O for\ft poate fi deplasalft paralel cu ea insftşi (adică cchipolcnf), da1· 
.atunci apare şi un cuplu_ de for~r.. adică douit fo_r\c par.alc:e, rg<de în modul 
:şi (L~ sensuri opuse (fig. 7.2). În adc\'[tr, inlrGtLtcem- în 13 ·un sistem identic 

nul d.: două forţe rg.1le în modul şi de sensuri opuse(z?, -P') cu 1 fi' 1 = 1 i\ 
Atunci ·forţa F din A apare deplasată în ll, anume P' .~iar apare_ un cuplu 

de forţe (i"!, -ih. 
c) J11nmentulunui cuplu d·!. forţe fa tit de nrice punct din spaţiu este acelaşi 

(fig. 7.3), deci este o proprietate intrirse('(/ a cuplului' 

Jll =-;:; X F +;:; X (- ~'> = (G -- G) X T = ;: X j1 ~ - i\: X ( - i0. (7 .3) 

1 

.f 

o 

1 

.1.. 
1 

Flg. 7.3 

iL{,xf 

--- 1 

f -- b 1 - ' ----~ -F 

b 

~ ~ ~ 

Vectorul M este perpendicular pe planul (F, ~f) şi are m< dJlul : 
. . . . 

1\I =e Fr, sin a = f.,b, (7.4) 

'mdc b este braţul wplului, adică distanţa dintre suporturile celor d0uă for!<'. 

1 

Cuplul (F, -P) din figura 7.2, generat de deplasarea forţei F din .4 în B 
-~ -- --~ (r, = A JJ) arc momentul r0 X (-F') = - r, X F. 

d) Forţa .J! din ;1 în figura 7.2 arc ~ată de punctul B acelaşi moment 
- -+-+'-+ -+-+ -

---'r, X F = r, X ( -F') ca şi cuplul generat (F; --F'), forţ.a F' avînd moment 
nul faţă de JJ. 

~ 

Prin deplasarea unei for~c F (!i'n punctul ;1 înlr·l111 punct B cu Yedorul 

~ -r 0 = AB (fig. 7.1) momentul ci faţf1 <le un pol oare-
care P se schimbr1 cu 

-----~ llfl'l = r' X F' - r X F = - - -·· - - - -= (r' - I') x- F = 1'0 X F' = f 0 X F, (7.5) 

adică minus momentul cuplului generat prin depla
sri-fea·~:torţei sau minus- momentul forţ-ei inq.iale faţ.ft 
de 'noul punct. Prin· urmare, dac<1 deplas((m echi

polent o fort(( F cu segmentul ~~~. trebuie s<1 iillro- Fig. 7.4 

ducem un cuplu compensator ft1 =-;:;X i1 egal cu momenlnl for{ei iniţiale 
fafc1 de noul punct (moment care svar pierde prin deplasarea forţei in acel 
punct) . 

7.3. COMPUNEREA FORŢELOR PARALELE 

I.nt~·o.duccm două. forţe {. ------:{egale. în modul şi de .sensuri opuse în A, 
respectiv. B, pe care le colnpunrm eu forţele date. Obţinem douit forle con
·<;t_lrentC pe ·care .~tim Să le co~npunc·m duprt regula. paralelogramului' (fig. 7.5). 

p 

/, 

r.,. r 
' 2 

Fig. 7.5 

Din .asemănarea trilln!ihiurilor :rezultă: 
f F, . . {F,., · 
b, = PO ~ F,b, = f-PO; ~ ~ PO ~ I·,b, ~ f·PO, 



d c unele 

F = F, + F,, F,b, = F,b, sau FJF, = b,/b" (7.G) 

. ~-

adică condiţia ca momentele celor dou{t forţe F"; [aţă do un· punct (O) de pc 

suportul rezultantci să fie eg,1lc în n1::~du!· şi opuse·ca sens (dind l11)ITIJnt rer.ul

tant nul, ca şi rezultanta lor). Rezultanta este cg1lă cu sum1·forţeior F = 
= F, + F" este. paralelă cu forţele date şi situatft la· distanţele b,_, (7.6) de 

forţele date,' m1i aproape do forţa nui 1111re. · 

1 t;r r ,,------
1 1 ---1 ' 1 -' 1 -1 ' 1 

' -' 1 -
' 1 

8 D; A 1 
~ 

;;--------

r.r 
' ' 

Fig. 7.6 

O construcţ.ie analogii pentru for\:c · antiparalelc (diferite în modul) ne 

dă rezultanta F = 1 F, - F, 1, paralclrt cu forţ:cle <hte şi situatftla <listan(:cle 

.b,_, (7.6) de forţele date, <hr în afara segmentului ilB. do partea forţei mai 

mari şi în sensul forţ.ei m1i mari (fig. 7.6; b1 ,!!; din fignră nu sînt chiar distan

ţele dintre forţe, dar sint proporţionale cu ele şi deci (7.G) este valabil). 

Dacă F 1 = F 2 avem un cuplu cu rezultanta nulă, aruncată la infinit. 

O demonstraţie mai rapidă şi mai directă se obţine <\,plasind eclzipolen t 
forţele date (conform rcgulii stabilite) în punctul O, definit prin raportul dis

tallţelor sale b,,, pînă la forţele do te, astfel ca F,b, = F,b, (interior sau exte

rior segmentului AB după cum forţele sînt paralele sau antiparalele) şi com

ptmînd forţele în acest punct O. Cuplurile generate prin deplasarea forţelor 

se anihilează reciproc tocm:1.i chtorită condiţiei impuse z~-;_b1 = F2 b2 • 

7 .4. COMPUNEREA CUPLURILOR 

Un cuplu dat, do moment iJ, ,poate fi transformat în cazul rigide/ar în -oricare alt cuplu de mJmont echipo/ent cuM. Cu alte cuvinte, cuplul poate 

fi deplasat oricum în planul său sau într-un alt plan paralel şi poate fi schim

:bat braţul cuplului s'himbind însă in raport invers forţele, astfel ca vectorul - . 

moment M să rămln{t acelaşi. Prin urmare (Louis Poinsot 1804) : 

1 
- l'enlrll rigide un Cllplll de forţe este complet caracterizat de momentul său 

1\lf considerat vector liber. 
O ilustrare este datrt în figura 7.7. 

a 

ed--- ' ----l, 
-F'=·f-i 

-f 

( 

Fig. 7.7 

' ' ' 

! 

D 

F 

Cuplurile se compun prin adunarea veclorială a momentelor lor, conside-

rate vectori li beri. · 
În adevăr, dacft donrt cupluri sînt în plane paralele, deci şi momentele 

lor sînt paralele, îi aducem în- acelaşi plâ:n,, îi transformăm ca să aibă acelaşi 

braţ şi adunăm (sau scăd om) forţele, 

al unei se adună (sau se scad) şi mo

mentele lor: 

F = F1 ± F,, Fb = F1 b + F,b, 

M = 1\11 -1- M,. 

Dacă cele două cuplud sînt 
în p!ane secante, îi transformăm srt A 

aibă aceleaşi forţe, aducem_ fortele 1 

opttse pe linia ·de 'intersecţie a pla- L. -
nclor, unde ele se vor anula (punclul 

c: fig. 7.8) şi răinirie niplul <lin A., 
n. Triunghiurile :fmc şi CMM, 

sînt asemenea, deoarece au un unghi 
b ,F' M, 

Fig. 7.8 

M 'bz F 
2 



egal -1: ABC = -1: CM,Jl1 (an laturi perpendiculare) cuprins între laluri pro
porţionale : 

CM, = b,F = ;lC·F, M,M = b,F = CB·F. 
Rezultă că şi latura a treia : 

M = 1 :V, + M, 1 = AB·F = bF 
şi este perpendiciilarrt pc ;lB, deci momentul cuplului-rezultant eslc în adeYiir 
suma vcctorială a momentelor cuplurilor componente. 

7.5. REDUCEREA UNUI SISTEM DE FORŢ'E 

7.5.1. REDUCEREA 

Alegem un punct arbilrar O, numit 'puncl (centru) de rcdnccre sau pol. 
Deplasiim eclzipolent toate forţele în acest punct - atUnci apar şi cuplurile 
respective. Problema s-a redus astfel la compunerea fortelor concurente in 
punctul O, conform regulii paralelcgramului, şi la compunerea cuplurilor 
respectiYc, adic'ă la compunerea" mrimentCIOr lor, tot după rrgula paraJclo
gramului (fig. 751). :Momcnhli oricfu·ui cuplu ge1ierat este rgal cu nromentul 
forţei respccliYe fa(ă de pol. · 

(7.7) 

Te01·emă: Un sistem arbitrar de forfe F~> aplicate wmi rigid sc.rcduce, i'n raport 
c-> ~ 

cu un anumit pol, la o rc:ullanill F = '1:-F~; aplicalli in pol, şi la llll cuplu al cârlli 

1 

/ 
/ 

/ 

/ 
<_ 

' ' ' 

---1--
'-· 

----

Fig. 7.9 

moment M c.ste egal c11 suma momentelor forţelor 1afl1 de pol,·. iJ = z:J], = 
~ ~ 

= ~r, X F,. 
Daclt acum reprezentăm cuplul Xf prin c~l~ două forţe asLfcl ca una din 

ele să fie aplicată în pol şi o compunem acolo cu rezultanta J!, reducem astfel 
sistemul numai la doucl for(e: 

Un sistem arbitrar de forţe aplicate unui rirJid se reduce fie la un cuplu (dowl 
forţe antiparalele), fie la două forţe strimbe in spaţiu (neparale/e), dintre care 
.ww aplicaill ln polul ales şi avind o direcfic a/casti.· 

Î.5.2. INVARIANŢII 

Mflrimca rcznltanlei cslc independenlfl. (le alegerea polului : 
ne:ultanta se deplaseaztl ecllipOleill in· J(onl pol. 
Cuplul însă se schimbă, deoarece deplasind rezullanta în noul pol 0 1

, 

'•a apfrrea un cuplu suplimentar, după cum ştim (fig. 7.10): 
- --+ -+-+ --1> 

" Jl' = ~ r; X F, = ~ (r, - r,) X F, = 
s s 

~ ~ -= M- r, X F, (7 .8) 
-adicft exact momentul rrzult.antci din Ycchiul 
j)Ol O t"a'\ft de noul pol O' (in-concord:tn~ft cu 
regtt~a d~plasftrii forţei). 

:\Iom~ntul lUI se schinlhă dacrt polul 
.se deplaseaz(t pc suporlul rezultant<'i 

(otunri;:: il FJ. Fig. 7.10 

Dac<l rezultanta este nulă, momentul este independent de alegerea polului 
.şi sistemul se reduce numai la 'un cuplu. 

lnmul[in<l scalar (7.8) cu F rezultfr .(produsul vectori;! 'mixt este nul 
-dac[t doi vectori sînt egali sau paraleli) : 

JS.1t' = Ji:17 = FJI' cos(f\ 1ll') = 1'.11 cos(/;.: JJ), 
1\1'

11 
= J1 11 = invar, (7.0) 

proiecţia lnomeiitului pe [arfa re;liltantli eSte independenlll de alegerea polului 
(cnmponenta longitndinalc1 a momentului este un invariant sau produsul scalar 

F X:Feste un invariant). 
.Componenta lrnnsYersală a momentului, pcrpcndiculară pe forţa rezul

tantft, se schimb[t prin· deplasarea pol ului. 

7;5.3. AXA CENTRALĂ 

Putem· alege ._told ~a una polul astfel ca să anulăm componenta trans
Ycr:sal:"'t __ a- momentuJuj, deci _ca momentul rezultant să fie paralel cu forţa 
rezultantă. 

Tt"H'emă. Sistemul. âe forţe aplicate unui rigid se poate reduce totdeauna· 
lâ o ~L';u(tanW şi un cuvlu situat in planul perpendicular pe rezulianti'i, adică_ 
Cll nwm_ellt paralel .cu rezultanti'i. . , 

__ D~·e·apta S\lp~rt a ~;~zulta~1t~i se nume~ te în acest caz axa c·enlrlllii a sistC-
mulur de forţe. . · · 

_ln ~devăr; dacă M _nu este paralel .cu. J!, ·alegem drept pol, de_exemplu, 
punctul 

-+: .' 1 - ...:. 
r,=-·FxM. 

F' 
(7.10) 



~ 

Atunci, conform l.ui (7,8), noul moment 111' ,va fi: 
~ ~ ....:... - . - ·t; ··~ ·- -
M' = M- r, X 1•' = M- -. , (F X Jf) X F = 

F" 
- 1---+-- - 1--- -

=III+ F
2

FX (F.x·M) =J1+ F"F(FJI)-M= (7' 11) 

"l - -~- .....:j. 
=-F(FM) paralcl·cu F,· 

]<'.!. ' 
~ 

adică in adev[tr, noul niomcnt este paralel cu F. 
Prin urmare, printr-o deplasare parale/li. adecvatrt a rczulta,nLci pnlPm 

totdeauna anula componenta transvcrsalll a momentului rezultant, compo-
nenta longiludinalii {ii1ic! însi1 invarianţti. _ 

Consideraţiile de mai sus privitul -reducerea unui sistem de forţe aplicrilc 
rigidului-la o re.Zultant.(t ~i un cuplu seamruiă ·cu cOnside·rapilc privind -redu
cerea mişcării unui rigid la o rotaţie şi o·translaţie,' adică reducerea \"itezelot· 

Ia o viteză qe rotaţie (unghiularrt); şi o viteză de translaţie-;:. Fo"rţri i7corrs

punde vitezei unghiulare -;, iar cuplul M. co~·espunde .vitezei de translaţie~ 
(vom vedea mai tîr~iu că un cuplu de ratatii este echiYalent cu o translaţie). 

17.5.4. TEOREMA LUI P. VÂRIGNON (1725) 

l\Iomentul în raport cu un pol oare:carc al rezultantci unui _sislem de 
forte Coricurente este rgal cu suma 'vectorială a ·momentelor for~elor cOJnpo-
nentc faţă de pol : · ' 

-4 ~ -4-4 

r, X LF, = Lro X' F,. 
Aplicaţii. a) Sis/em de forţe conţinute in plan. Dacă rezultanta este nulf1, 

sist~mul este ec~ivalent cu un .. cuplu. Alrgind polul în plan, momentul rezul

i";z 
- ---~'E· :----l~ 

tant Ya fi perpendicul~r pe 
plan, şi dacă rezultanta (con· 
ţJnutr1 în plan) ·nu '·C nnHi, o· 
putem. deplasa convenabil ·ca 
să Unul{tm momentul (eat~c c 
transversal), deci în acest caz 
sistemul este echivalent cu o forfi1 
reZ'Ultanlti sitllaU1. pe o anwni/l1 
dreapi<l - axă centrală. Mo
mentul rezultant faţă de orice. 
punct este de fapt· momentul 
acestei rezultante uniCe fată de. 
acel punct.. / 

/ 
/ 

/ 

;r,h 

Fig. 7.11 

Obscrvafli. 1. Cazt~l plnt.l POatt;} 
fi tratat elementar, compunîml for
ţele SuCcesiv după regulri · purrilelo- · 
·gramului. fiind ncccsa~·~ pentru a<>cas
ta doar deplasarea forţelor pc supor-
tul lor. · 

' . . -4- ' . . 

·oc-cxemplU, in flgtira 7.11~ ·compunem forţele F1 ,-F~ dcplashidu-lc pc suporturil<rlor ptnă 
~ -4 ~ -+ ~ ,,. 

tn punctul lor de intersecţie: F 1 + P~ = F1y Apoi compunem Fu cu Fao dcplaSindu-lc pe 
~ ~ ~ 

suporturile lor plnă in punctul de intersecttc: F 12 + F 3 =:- -F1 u ş.a.m.d. Pinii Ia urmă obţinem 
~ ~ . 

o rezultantă F = ~Fl situată pc un Clfl:J.mit suport-axa cenlralU a sistemului pian de fcrţc. 

Reciproc, orice forţă po:~.tcdi dcsco:npusă dllpl âriclle dirc~ţii d1tc, coplrunrc cu c:t, proccdlnd 
invers ca mai sus. . , 

2. l"orţ:i rezultantă a unui sistem' de forţe pl::mc (iwt fi şi forţe paralele) sC Poate obţin 
,pritl mcloda poligonului funicular. · · · · · 

Sl considerăm pentru ilustmre cazul a trei forţe (fig. 7.12). Construim poligonul forţelor 
{fig. 7.12, b). Pentru a ana axa centrală sau suportul rczultantei. ducem dintr-un pol arbl-

-+
/ 

-r 1-2 

.·}' 

o b 

I•'ig. 7.12 

tr.:tr O .,raze" C:ll'C sl-1 U!li.U.scă cn origine:~. şi cx.trem:tatc:l fiecărei forţe din poligonul for~clor 
.. . -

{fig. 7.12. b). Ap:>i pr:ntr.un p:tn::t arJitr.1r de pe suportul' primei forţe Fl ducem o paralel:l 
la prinn "r.tz1" tX şi o ptnlel.\ la r.nt 1-2 pln\·1~ intersecţia acesteia din urmă cn··suportul _, ~ 

forţei F 2 • D:n acest pan~t dnccm o p:u·.:tlcl::i la raz1 2-3 plnlla inre,rsecţia sl\portului forţei l-'3 

şi :15:1. nui d~p:trtc ptnl la. ittterse:ţia supot·tulni ultimei forţe. Din acest ultim punct ducem 
c p:tralelă la ultim:t razl w. L"l intcrse:ţia prim3i raze !X cu ultima(!) g;l.sim un punct -al rczul-
tantci sau al axei centrale. · 

În adev.:it•, fie:!:tre forţă e>tc dif~t·c:-tţa ve:!toriali'i. a celor două raze. T1·asindu-lc ·pc laturile 
po\igo:1:Llni funicular. ace~ te raze se reduc donl cite doul (fiind opuse şi pC: ·acelaşi suport) 
.:.tfar..i. de razele eXtreme IX şi w, care dau rezultanta. 

D.tcă.s:.S.tcmul dJ forţe e'itc in echilibrrr (t•eznltantii nulă şi inoment rezultant nul). atunci 
poligon~! f Jrţclor St? ln~!~'d:e şi poligonul ftmic_nlar se inchide (razele oc. şi w coincid). 

D1că sistc:nul de forţe se reduce la un ctlplu, poligonul forţelor se inchide, iar poligonul 
fuaicular rilm~ne desCbi.:i: ccle.două raze extreme IX şi w vor fi paralele distincte. 

b) Sis/em de. forţe paralele în spaţiu. Rezultanta arc aceeaşi direcţie cu 
foqele (care pot fi paralele sau autiparalcle). Momentele sînt perpendicu
lare pc for!c, deci con[inut.e .în planul perpendicular pc rezultantă. Sistemul 
se n:((uCc fie la un cui>i u, daCă' rCzultatl-la es-te llulă, fiC 'Ia o, rcz~Itantă situată 
pe o dr~aptă dcLe~·minată - a:ca centralrl, paralelă cu cl'ir'cC'ţ:id forţelor date 
(v, com'pimerca foi·tclor jJ'ai:alele). Momcntit!Tezultant'faţă de ·o;'ice punct este 
·<le fapt mom·entu-1 accStci-f(n•te·linice· faţă(Ie aCel puncL ln·particitlar, obt'inem 
regulile cunoscute de. compunere a douft forţe paralele (sa:u antiparalele), 



:Mai mult, un sistem de for! e paralel c .ln ;()pa fiu (cu ·rczu/ianlcl·nciwltl) admite· 
un centru al fortelor paralele, în sensul că rotind întrc:gul sistem ele fOrţe 
paralele, rezultanta (sau axa ceutralft) trece printr-un punct fix, definit pri11 
Yectonil de poziţie': 

-J. 1 - -J. 

r,. ~~ - ,~ F r (F ·~ "'F,,.) , 1<' ~ 1: !.-. ~ (7.12} 

-J. -J. -J. -

und~ 1'~: sint Yeclorii u~ poziţie ai fortelor, iar l•k = F~:n. (F~: =-+- j F~.; :) .. 
~ 

unde n este un versor ales pe cl'recţia forţelor paralele (fig. 7.13) (centrul se. 
schimbă dacă forţele sint cbplasate de,a lungul snporturilor lor). 

În acbv[tr, momentul rezultant al forţelor -I>araiele 

-J. -J. --+ - """"'+ -J. 

l;r, X F 1, = l;r 1 X F"n = l;F1r1 X n 

trebuie sft fie 'idcnlic cu momentul rezultanlci aplicate în cenlrul foqelor 7c 
(7.12): 

------re X F =l'c >< Fn =Frc X n, 

ind~pendent u~ directia sistemului (b forte :paralele, adicrt independent de 
~ 

\'ersorul direci,Jei lor, n : 

Fig. 7.13 

- -} -+ 
sau (2: F,.r, - Fr,.) X n =O, 

X 

.. . 

1 

G 

01~~-'-+· ,_··~
y 

Fig. 7.14 

ceea ce, în •drl.'utea definitiei (7 .12)"; cs_tC in tidevăr valabil pe1it ru Orice direttie 
-J. " .. r· . . 

n a forţelor paralele. 

ln·_.parti~ular, {orţ~l~. de _greutate da~ .... o .. r'ezul_t,antft.:b.i,J~e d~ţenninat t1 ([ 

care trece prin centrul de .. greutale (coincidc:CU centrul de mast1) ;.:nll aşa enu"k 

l-am defii1it. (fig. 7 .l:J): .. În adev-rtl·, Ilentru orice orientare a ·lui !/;'momentuL 

r 
rczuitai~tci m~·- lrChuic s[t fi"e egal cu mJm~ntul rezulbq1t al for~.Clor de" ~reu
t:a te paralele elcmCnlnre : · 

7;m X m"â ~ ~ r: X g din san .(m;:m - ~ 7 dtn) >(g·· ~o,' 

. . . ' ', ·'· . -' --Jo: '- .· .: :'· -
.ceea ee cstc.adcY[lrat pentru orice orientare:a.lui -[j, datorită d-e[ini~jcj lui rcm· 

7.6. CONDIŢIILE DE ECHILIBRU 

Mişcarea rigiclului se 'cles·com:)unC în mişcarea de translatie a centrului 
~ ~ 

de masrt sub actJun~n rezultantei forţ-elor aplicat-e (F = IJHlrm) şi într-o mişcare 
de rotaţie în juftill1nei axe trecînd prin Cl\I sub ncpunca momentului rezultant 

~ . . 
(i\Ia = clS/dl). Pentru n nu produce mişcarea de translatie a centrului de 
masr1, rezullantrl tuturor forţelor trCbuie .~(1 fie nuW. Pentru a nu produce 
rotat·ia rigidului în jurul eentrului dC mas(t, momentul rc::u/Lanl al tuturor 
forţelor aplicate trebuie si1 fie nul: --- -~ --, F =LF.. ~·O, M =l;M.,~l;r., x F,, ~O. (7 .13) 

s 

ObserYftm dt deşi rezultanta şi momentul reznllant al forlclor intern~ 

sînt totdeauna nule, totuşi In corpurile de{ormabilc sistemul fortelor interne 
nu este în general în echilibru _J, 

Scrise pc componente într-UI,l se ortogonal (p;)Iul csl.c în originea sis te-
mului de coordonat<·). ecuaţiile Yeclorinl~ (7.13) da)t: 

!
F~. = ~. F.", ~O, M,. ~ ;M,, = ~(yJ'"- :,F..v) =O, 

F,; ~ 2; F'" =O, Jf v ~ z;_1f;v = l;(z,F,x- x,F") =O, 
. ~ ,N s 

F, = 2: F" =O, M, = L.1f.,, = l;(x.,F.,v- y,F,x) =O. 
,-; S, 's 

(7.1•1) 

Momcnlele pol fi luate nu numai faţJ1 de C!\I, ci fa~Jt de orice punct, întru-
.. . -J. 

.c1t ·în Yirtutea p"rimei condiţii (rezultantă nulă F ~-=O) momentul rezultant nu 
va depinde de alcg~rca ilolului. 

Pr_·in urmare, flllem în general (j condifii rmioersale de echilibru pentru un 
.solid rigid: 3 pentru forta rcznltanHt şi':) pentru momentul rezultant. 

Pentru a scrie conditiile. de echilibru, izolăm minlal ri idul de mediul 
sflll şi rcprczc.ntr;~~l toate ·f'qrf~_le car~ a1cponea~ă 'as"u"p"ra sa elin partea medi~tlui 
.srw exterior, adi~rt. "clihcrăn~':J.'igidul tle· legrlturi" dUr inlroducinci reacpuniiC 
-corespun:f.fttoarc ale legă'turil·oi::-·Pentru r(gidul "liber" nslfcl ob'(hmi, adică 
eliberat ~~~ -1 1egături dar supus-la forţele de reac\iune âlC lcg~.turilor, scriem 
.condil,iilc universale de echilibru. · 

În cazuri particulare, numărul conditiilor de echilibru se poale reduce. 
Astfel, dacă toate fortele sînt conţ.inute înlr-un plan, aYem 2 condiţii pentru 
Jorţa rezllil~nl{t şi 'i 'condil(e peiÎtru iltomcntul rezultant, dc~i în t-otal3 condiţii. 



Dacă for~·clc sînt conr.urenle în spaţiu, avem iarrLşi numai 3 conditii penlru 
rezultantă, şi dacă sînt concurente in plan - numai 2 condiţii penlru rezul
tantă. 

Dacă fortele' sint paralele ln spaţiu, avem 3 condiţii : 1 pentru rezultantă· 
şi 2 penlnt moment. 

E:..-::cmplu. O S!!ar."i. uniform;i. este sprijinită de un perete. Cunoscind cocficienţii de fl'ccare 

cu pode:1ua !Lt şi cn peeetcle l·b s1 se determine unghiul IX dintre· scar:'i şi podea în momentul 
limită cind scara incepe să luncee (fig. 7.15). 

y 
Rc:olvarc. Considet·ăm cazul limită, adic:l exnet pozi

ţia cînd seara lwx~pc să Iunece, atunci !Grţele de frcearc de
vin eelc ill·tltate in figura 7.15 (F1 = !J.N) şi avem 

.(forţele de frecare nu dau m~me_nt .faţă. de origine:.'\ O) .. 
. ·ue un~e rezultă: 

01--..:..C.,~!--~~i .. 
JJ, N, 
Fig. 7.15 indellCIHlcnt de mns1 şi lungimea sciirii. 

7}. REDUCEREA "FORŢELOR DE INERŢIE" 

Să reducem la o re7.ultantrt. şi 'un··~Uplu "forţ:ele': m,.;:. 
Deoarece rezultanta fortelor- interne este nulrt şi momentul n·,zult.ant 

al fortelor interne fntft de orice pnl este nul, sistemul de forţe externe aplicate 
rigid ului se reduce fată de or_ice ·pol într-un SR inertial e.'Cactla aceeaşi rczul-

" ~ . 

tantrt şi acelaşi cuplu (moment) ca şi ,.forţele" m,,a" (faţă de acelaşi pol). 
În adevăr, să ra·ccm accastrt reducere faţă·· de originea unui sistem de 

coordonate S cartezian ortcgonal (nu ncapttrat "inerţial). 

În virtutea ·.·definipei: centr~Iui ~le m~sft 7cm =~ ( 7dm, avem pentru: 
. . .. .. m J 

rezultantă : 

(7. j 5} 
~ 

'Dac[t sistenlul de coordonal_C S estC incr[iâl,. atunci bin(dntelrS 'macm 
~ ' ' J 

= F- rezultanta forţelor externe aplicate rigiduluL 

Pentru .~~~'O.mentul rezulţant vom face descOrfipu.~erea {afli de CM : 

~-; X ; dnl = ~ ·c;cm + 7') X [i7cm + --; x_'? + ~ X. <"~ X 7)]d/n 

';, '. (7. 1 6) 

unde cei!alţ'i termeni s-au anulat din tauză că~? (bll = n;;~m:::: O şi am folC:: 

~ ~ ~ -~ --). .~ ~ -
sit faptul că r' X [w X (w X r')J = oJ X [r' X (w X r')]. ceea ce se Yerifică 

imediat _prin dezvoltarea clublclor produse vectoriale din parantezele marL 
Heamintindu-ne de calculul analitic făcut la mome~1tul cinetic, pulcm 

scrie 

r~ -· ~ ~ 
) r' X (<o x r')<lm = 1' "'· 

' 
(7 .17) 

unde 1' csle matricea momentelor 'de iner!ie fn!ă de un sistem :de coordonate 
S' C!l originell în CM (acest S' în rest poate fi arbitrar. de exemplu, se propriii 

~ ~ 

al rigidului cu originea in CM, însrt cu w şi e: calculaţi în sistemul de coordonate 
ini tiai S). Prin urmare, 

17.18) 

primul termen <lrt momentul rczullantei (7.15) aplicate în CM (este partea 
orbilalrt sau cxterntt), iar ccilalp doi termeni dau momentul faţ-ă de Cl\I 
(partea proprie ·sau intcrnit). 

Daert sistemul- de coordonate- S este inertial, atunci momentul 

r~ ~ ~ 
) r X a dm ==7-:~11 --momentul fortelor cxlcrne aplicate rigidului. 

Pcscompunîn<lu·l pc i7 faţ.ă <b CM : 
~ --). -+ ~ --1- ~ 

M =~r, X F, ~~(r,m+ri) X F, ~ 
--+ ~~--). -+-+ 

= l'cui X ",EF~. -1- ",Er:x Fs 7I'cm:X F' Ţ JI', 

şi ţ-inînd seama crt m~m = P, rer.ultrt faţft de Ci\'! : - - - ~ M' ~ 1' < + oJ .X (Î' w) faţit <le Ci\1. (7 .19) 

Am regăsit astfel rezt{!tatele cunoscute. 

Observafie. Dact'i lle Hngă forţele externe reale aplicate rigidului, repreZentăm şi .,foJ"ţc1e 
~ . 

de inerţie" (-m~.a~.), reduse Ia o rezultantă Şi llll cuph1 faţ;l de l'JJ }JOI ales convenabil, a Lunci 
rîgidul apare in "rchilihru" sub acţiunea tuturor acestor forle şi putem scrie condiţiile de echili
bru pentru ansamblul acestor forţe (mcloda- cinelo~laficli). 

7.8. TEOREMELE LUI GULDIN ŞI PAPPUS 

I. Aria suprafetei generate prin rotire~, unui ar,c de curbă plană în jurul 

unei axe situată în planul acestui arc dC- curb{L şi ncintersectîndu-1, este 

egalrt cu produsul dintre lungimea arcului de curbă şi lungimea cercului 

descris de centrul de masă al arcului de curbrt. 

II. Volumul corpului gCnerat prin rotii-eU unei figuri plane-'în jurul unei 

axe, situatrt' în planul figurii şi ncintcrsectîpd-o, este egal cu produsul dintre 

aria figurii şi lungimea ce1:cuhii descris dC centrul de mUsă al figurii. 



Teoremele au fost descoperite in sec. III de matematicianul şi. mccani
ciam•l grec Pappus din Alexamlria. 'ln sec. XVII P. Guldinle-a "descoperit" 
în volum\ll VII al. operelor lui Pappus. . 

Dcmonstraiie. a) Aria se oh!inc prin însumarea (integrarea) ariilor late
rale ale tr.uncÎ1iurilor de con .elemental·e .'[aria laterală a un ni tni~1c~1i .. de' con 
este 1tG(r+ R)] (fig. 7.16): '· · · · 

dar Ycm ·=- y ds, 1 ~ -
. ,1 

de. umie. în adcvrtr. 

)' 
y 1 

ds· '[;\! A 

Ycm 

(], rlx X o 
Fig. 7.16 Fig. 7.17 

b) Analog, sumînd volumele tnfnchiurilor~ de'., con 

(V~ ~ h(r' + R' + rR)) (fig. 7.17) _: 

V~ ~ r:y' dx - ~ -.y' <lx ~ ~ -.(yl- !Ji)d.r, 

(1) (2) 

dar 

clerilcntare 

1 r . '>u .. 1 (. 
Yom ~A) (y,- y, ;t• Z !h + !h)~ _1 r _1_ <Yl-- yi)d.r, 

. . ' il ) 2 

de unde în adevrtr 
V,= 2<-Ycmti. 

Exemple. a) S:t se caictileze uriri şi volmt~ul ~imi lor tlc raze r. R. 
Rc:oltmrc. Aplicind teot·emclc Guldin-Pappus : 

S = 2rtT·2"R = 4r.~rR, V= ;rr~ ·2rrR = 2TI~r~u. 
b) Sii se afle volumul corpului generat prin rotirea unui trilmghi <lrC'plnnghic cu catclcle 

a, b, in jurul ipotennz'ci. · · 
Rc:olvarc. 

PIIOHJ~EJIE' 

7.1. Să se deducă ccuaţieţ axei cc~in;le 

-+-+ ....... 1'.~' -)<',..... ': ' 

r =re+ ),[o'=- F X M X ),F, ), - pai·amctru. 
. F~ .. 

·,, 

r 

lndica(ic. Dură l't este lungimea pcrpcndil'ularei f.lin poh1l O pc axa centrală, trcbui,c si\ 
avem: 

;:; = rF X Ai sau Te= J.tF.Mj_ şi .Mj_ =reF. 

7,2, Să se afle locul geometric al extremităţilor vcctorilor-forţil n.plicntc hltr-Ull punet dat 1t. 
~ . 

care dau acelaşi momcnLl\1 fală de un pol_ dat O. 
~ n. DrcapHi paralelă la .ttO situatrt in planlll pcrpcndielllar pc M. la diS-i.anta N /.1 .. 0 de 

dreapta AO. 
7.3. Asupra unui rigid lucrcaz:1 for! ele sihmtc ln plan şi reprezentate prin poligonul for

telor ~in Jigurn. 7.18. Să se rctluc~l acest sistem la originea primului vector. 
n~ Rezultanta este linia de inchidere A~F a conturului poligonal, iar momchlnl este ct,':ll 

în modul cu dublulm·iei poligonulni Al1CDEF şi este pcrpemlicular pc plan. 
7.4. Să se afle Jocul geometric al cxtrcmit;iţilor vectorului moment al rezultant ci unui sis

tem de for!c in plan, cakuJat in raport cu toate punctele acc&tui plan. 

X 

Fig. 7;18 

l 

\ ----:::::-..,----:.-. 
.,_.... d r.2 __.-·" 1 
./\ 2 / r"'-" --- l 

1 .· [ 1 
1 d, ., 1 
1 o ·, 1 
1 
1 

F. 1 ....... 
' 1 / ___ ;..., ___ J.."' 

Il. Un plan care taie planul for-ţelor după axa ccntrnlii. 

y 

7 .5. Să se arate că momentul rezultant ln raport 'cu o axă ·eSte proiecţia pc acea axă a 
momentului rezultant calculat ln raport cu 11ii punct arbllrar de pc a:xii. 

7.6~ Un sistem-de- forţe poate fi redus, după cunl Ştim·; la dou~ forţe, ca de exem}lln fn 
figura 7.19. S:1 se arate că axa centrală intersectează IlOl'trial' pcrpcndinllara comm1:'! a Celor 
două forţe la dista~tţcle 

. al.~= d(F~;l + Y.·l·p~) :'(!~·'+' Ff); ph~:1 la forţe, (el= d~ + dt)· 

7.7. Peste un semicillmlru fix de nn~ă R, aşezat orizontal, se sprijini't transnnal o tiji'1 
uniformă de lungime I; ca in figura 7.20. Coeficientul de frecare Ia lunecarc dinlrc tijo'"t şi cilindru 
este flt• iar dintre tijă şi plan ~-t~· Să se calculeze ctg ama;~: Ia echilibru. 

Il: 

lm/.~m 
Fig. 7.20 Fig. 7.21 



-7.8. O b:1.ră omogenă AB de. grcutntc G se sprijină pc două planc pcrpcndioulare. intre 
ele ca tn figura 7.21. Cit de mare este unghiul ~ lu po:-:iţia de echilibru, dacă unghiul de frecare 
al bar"i cu planete este rp ? 

a- 2rp::::;;;::3 :::;;=a:+ 29. 

7:9. Un punct ·rintcrial greu Se po:tte deplasa c~ ·frecare pc un -~cre (lz~ ihicrior.şi tii eXt~rior) 
de rază R aşezat lntr~un plan vcL·tical. La ce tnălţiini faţă de centrul cercului poate fi' in echilibru 
!)Unctul material~. ,da.că unghiul de frecare est.~ rp_? 

R. 11:::;;;-Rcosrp_ ~i /I~Rcosrp._ 

7.10. Un ciHndru circular drept este· menţinut în echilibru pe·un ph'ir1 inclinat ctl ajutorul 
unui fir inftl.şnrat pe ci.lindru şi .tras paralel cu planul ca-in figura 7.23 .. Să se afle condiţia de 

F 

Fig. 7.22 

' . ~ . - \ 
echilibru şi forţa cu care trebuie să tragem de fir, ştiind unghiuLo:: al planului, coeficientul de 
frecare la lunecar~ !J. şi greutatea cilindrului G. - · · .. 

n. 1 . 
tgo:::::;;; 2u. F = ~--Gsmo::. 

' 2 

7.11. O pl~nic contcă cu deschiderea 2x se roteşte Cll viteza unghiulară (!) tn -jurul axei 
sale verticale. latre ce 'Î~ălHmi lt 1 .~ poate sta pe suprafaţa plini ei un corp -mi~ (ără să Iunece, 
ştiindu-se unghiul de frecare <?? 

n. 

7.12. O placă omogenă lriunghiulară de greutate. G, stă orizont~.! sprijinirtdl_t~se cu virfurile 
sale pe trei rcazeme. Să se uflC' rcacţiunile reazemclor. 

It. G f3. . ' • . · · · ·. • 
7.13. Să se afle cu ajutorul teoremelor Guldin suprafaţa, respectiv volumul, corpului ob· 

ţinut prin rotirea unui arc de cerc, respectiv segment de cerc, cu unghiul la centru 20( şi raza R. 
111. jurul coardei sale. · 

n. 

7.U. Un lanţ greu, omogen şi uniform, de lttţlgizne l şi greutate G este fixat de C.'1pcle în 
douii punCtc_situate pc aceeaşi oriz·ontală. Cunoscind săgeota f; să se afle tensiunea In f?npcte. 

Il. 
P + r~ 

T= --G. 
21( 

7.Hi. Un lanţ greu, omogen şi uniform, de lungime l, osle atirnat cu capetele sale de o tijă 
fixă orizontală prin intermediul :).'doUă inele mici, care pot luneca pe tijă cu unghiul de frecare ?• 
Să se afle distanţa maxi_~nă dintre inele pentru care lanţul este in echilibru. 

n. d = 1 tg ~ ln_ctg ~/2. --

CAPITOLUL 8 

GRAVITAŢIA 

Legea atracţiei universale a fost <lescoperită ele Isaac Newton şi publi
cată in cartea sa "Principiile matematice ale filozofiei naturale" (1687), 
unele este aplicată la mişcarea sistemului solar. 

8.1. LEGILE LUI KEPLER 

Pe baza observatiilor astronomice de mare ·precizie ale lui Tycho Brah-e 
(15,16-1601), după ~a leule ele aproape două decenii, Johann J(epler (1571--: 
1630) a stabilit următoarele trei legi <lc.mişcare a planetelor în jurul Soarelm 
{primele două in iG00~ a treia în 161n): , -

I. Planetelc se mişc!l în Jurul Soarelui pe traiectorii eliJl!ice, Soarele af/în-
du-se in unul din _focar~~c elipsei. , -·. '("· :_ _ .. _ : . 

. II. Lege~ .ariilor. RazCle vectoare, {fuse de la Soare }â,.plwJet!l,m<llLir<t arii 
egale îii timp'1hj egi1le, (zdiccl viteza areola!'<t s.au sectorwlli ~ste .constantct (f1g .. 8.~)

Ill. P!ltmtele tim/nLrilor 'de revo/uţLC a planetelor w )111'111 'Soarelm swt 
propor!iq1_wle cu cuburile semiaxelor mari ale elipselor: ' -

·:· T"'= const·a'. (S.1) 

: ;,: .'!' 

. .. 
\J. 

Fig. 8.1 Fig. 8.2 

Stiind că aria unui triunghi esţe egală cu j,umătate elin p~odusul a .<!ouă 
latu'rf Pri:h' Sinusul UnghiulUi ·cu pl-ins, Să·· caiCidăm dria elementară 'dS mă
turată ele raza vectoare în timpul dl (fig. 8.2) : 

!::>..S ~ ~r(r +!::>.r)sin M, 
•. 2 



de unde la limită (a nu se confunda dr = QP' cu J dr'j = P P') : 

dS = _!_ r' de sau 
2 

1 - __,. ....,. ....,. 
dS =- J r //cir J sin(r, dr). 

2 
(8.2) 

Ultima elxpresie ne arată că aria elementară se p.oate reprezenta printr-un 
vector perpendicular pe arie : 

- 1 - __,. dS =.,.,..rx •. dr., . 2 ... (8.3) 

Viteza areolară este prin definiţie variaţia ane1 
toare a mobil ului, raportată la unitatea de timp: .. 

mrtturate de raza YCC-

< ' 1 ~ ' ' - • • ' ' : ' ' • • 1 ) " ' • • • 

·f·. ·,,[ 

rtdctd·:S 1....,. d; 1<-+::,.r~> . . -1 .4> !,-Jo_· ;:;}.;-4 
••=-=-rX-. =-rXv=--r>ep=--L, 

ili 2 dt .2 ~ ~ 

de unde per"tru mişcarea •plană (n şi dS păstrează direcţie fixă): 
- -- ' 1 ' • '· ; • • • ' ' ._ ' ' • ' \ : ~ ' • 

'a· .. :ds · 2. ~'de ..:.:_!_r~6;L".2rr.n ~mr'e =fii. · 
d! 21 dt 2 . . . . . ' . . . . . ' · .. 

: ' "\ \ ,-~ '' . ~- ~ '· 

(8.4) 

. (8.~) 

Legea a I~-a a lui Kepler afirm~, ,co)1sttinţ~ :.<it~~ei are o! are a planetelor 
fată de Soare~'Prima'Şia doua lege afidnă constimţa vectorului 'viteză.areolară 
-+' · ~~~- · .· '.;\\1 ,... •··-+ ,'. ·n' ·1 ", '. '•·. \ >l•- · r· · · 'li' 

a sau.~ vector.uTui. mQm~nt cinetic L a.l ·plal)etei ·faţă· de .Soare .. ·:Vom ·prefera să 
folosim momentul ci:rţet_iţ,. care ~Ste- o noţiune mai pr.ofq';ndă. decît viţeza are o
Iară. (aşa cum este impulsul faţă .de viteză, datorită legilor de conservare). 

8.2. LEGEA ATRACŢIEI UNIVERSALE 

Di1degile lui·Kepler, pe baza legii fundamentale a dinamicii, Newton a 
dedus legea,atracţiei universale {1687). · 

Să considţrăp;t ·pentru simplificare o traiect'lrie circulară (elipsa.reală a 
planetel!>i" diferă puţin de un cerc). Atunci din legea a doua a lui Kepler (8.5) 

1 ' ' • ' • 
rezultă că pla11.eta,se mişcă cu vitezele unghiulară (6 =; w)Şi linia,ră (v = VR) 
constante pe-cerc;!.deci·este,supusă la o forţă centripetă, egalft cii masa ori 
acceleraţia centripetă"':- . ' . .', . 

'R 4 ' R mw = n m-· 
T' 

(8.6) 

Conform ,legii a III:a a lu(Kepler T', =kR'(k = ~onst), dc~i (8.6), de· 
vine 

(8.7) 

unde constanta k este aceeaşi, pentru .toate planetele .. Prin .. urmare, forţa de 
atracţie 'exercitată de Soare asupra pi1l'D.etei este direct prophţţioÎlală eu masa 
pianetei Şi inver; proporţlon~lii .cu pătratul di~tanţei 'dintr~ pl~;,~tă şl 'sd~re: 
Co_nform Wil1cipiului' rti,.a.\. acţ_iul):iiji reacţiupi,i! ,O îqţ{ă' ~gafă in. mo<ll1' ~i 
de sens .opus se. exercită asupra Soarelui-din ·partea ·planetei, deci: trebuie· 
să fie proporţională cu ni~sa· Soarelui. Aceleăşi' legi ::ţie lui Kepler,guver.1ează 
şi mişcarea sateliţilor pianetelor, iie exe~plu, sateliţii lui Jupiter şi Saturn', 
Introducînd o nouă constantă, astfel ca să apară masa astrului- central, <Jbţi
nem legea· atracţiei universale a lui Newton:· · 

. •;i 

: ,·,: '' · inM'· n11m 2 F =.-.y--. sauF =-y-.. -... ,. ·- ·Rz . ... 'r2 ., (y, = const), (8.8) 
;,; .. . '••' 

: . rl ·," _ __: ''":_i .. !i·rr·:·· , .', · '' , · 
unde semnul 'mimis"indiCă' caracterul atractiv ai forţeJ. . 

:·· '·1· '" :- > .(· ·:.". ."_, . -- .. ' ' ,; . i • J'. . ,;,. 

Două corpuri .punctiforme se atrag între ele C.!l o. forţă direct propor/iona!IJ. 
cu produsul maselor lor şi invers proporţionalâ c11 pătratul distanţei dintr~ ele. 

Constanta gravitaţională y are dimerisiuriile: · '- •· 
,,., ' '' ·, ·. · · -[F] [R2

] · ·. • ·· • . '' •· 
· [y] "",,.... .. z. ~ =; L3M,~1 'r-', ,;"" m•J~g ·s2 =;,N ·m2/kg2 in SI. . 
.. ' . ..[m], ' . , .. ,. ·•··, , . .,,' .. ·• ,, ,,,., ·• • .... , . 

. (8.9) 

.l '' 
',1:. 

y = 6,670·10-u N·m2 jkg2
• 

Două mase punctiforme egale fiecare cu unitatea (1 kg), situate la distanţa 
unitate (1 m) 'se 'atrag cu. o forţă egală numeric cu' constanta gravitaţiollală 
y(6,67 .JO-u N). 

· În. cazul a două Jmase.oarecare, forţa de atracţie este rezultanta' lioctorialiJ. 
a ,:forţelor de atracţie dintre perticulelc•·care compun·corpnrile.' 

· · Rec;proci ·din lege:t•atracţiei universale', pentru' orbite planetare· circulare; 
rezultă· uşor_!<ielelalte• două legi ·ale' lui •Kepler·: .•. , -" '·· 

' ) ' ; " ' '. ; '; ~ . 
'p . . mM. ·'. 'R ' '" e' "' . . . .. ' ) ·,__ •' , .. 
• 1 =~y-- =_...;,.!mw~ ·:....+.w·::k. · ~-con:st(R·....:....const ,":...&'==:oCOnst., 

R:?. . _, . ·, .. ··: 

- 4it2 R' - kR',. 
- . -, •;J yM . 

(8.11) 

, Forţele gravitaţionale"dey,in importante nurr>ai dacă. unul din parteneri 
este de dimensiuni astronomice (piatră-Pămînt) sau între corpuri ce~~şti. 

observaţie. Trecerea: 'de 1~. ,observaţiile ,empirice' _ale· lui :Tycho- Brahe ·la -Iegile·ltii Kepler 
şi ap_olla leg el atracţiei universale (şi mai apoUa teoria relativistă a. gravitaţiei) ,reflectă dez .. 
vollaTea dialectică a crzriOh.'şteiii~ · · · · · · -·, : 1 • ::' -:. • • 1 · ' ' - ' 

Su~~eşi,unel: istoricii :a. cunolşterii luaţ~- _. tn momentele, Sf:l,le _prinCipale, curăţată: de exte
rior şi acclclenta\, treb_;tie s1 r.eflc:!tc succesiunea logică, a cunoaşterii. Ea ~orespnnde trecerii 
de 13. sing:tilur prin plrticul:lr Iri: ganeral~ ~ corespilndo inairitării cunoaşterii 'de· la fenem.ea la 
os~ntă, de la. esenta ,~ţ-~ ·'?rd,inul. !la e,senta -~e ordinul I.I ş.a·.m.do)n profunzinie~ · · 



·· E~tc foar:tc: important şi _titil să Culegi informa~ii astipra obiectului ·prin exPerhi1ent, să 
construieşţi gmfi<;e.şi_ ţabele dc,,constantc prl~lnd. comportarea .şi proprietăţile obiectului. Dar 
o simp~ă colecţ~~ de' date, ori_cit de completă' şi bogată ar fi ea, mi este incă şliinţă. Pcntr_u pl;O
ccsul cuno:tşteru- este· mult mai· important de a ridica dalele empirice la forma generală de deler.:. 
minări_canlflali~c pe ÎJla!!u.lnecesiUiji( şi_ gencralilăfil,_ ca momente ale unei legi. Mai mult~. Inseşi. 
legile trebuie demonstrat'e, 'deduse din ·calităţi sau din co'ncepte pfimare cum sint spaţiul şi timpul. 
Ca1itatea ti·cbuie Să _-treacă -tu cantitate, care im este altc~va dec!t calitatea depăşită. - · 

". E~1,lt"ţienţa _pune· intrebarea·: cum-? şi, este ·descript~yă .. Teoria_, pune. intrebar.ea-, dc··ce t 
şi este demonstrativă._ TeOria ,t.rebuic să arate necesitatea lpgilor ci şi, să_ le ded11că, d'eoarecc 
st:fCiri.a unei teorii csf~ dC a demonstra eXistenţri şi deterrriinitţiile 'Obiectelor eL· · 

'Iată ce-spune Hegel (Ştiinţa: logicii, Ed. Acad. R.S.R.:· Bucureşti, 1966,-pag. 320): 

"Este un llUII"e merit să cunoşti numerele empirice;alcnf:tţurli,·dc._ex:emplu dis~anţele dintre 

planete; dar este un merit nemărginit mai mare să faci să dispară cîtimile empirice, ridicîn
du-le la o formă generală de determinrtţii cantitative, astfel lnc_it_ ~le să devină momente ale unei 

legi sau măsuri : merite nemuritoare şi_-:?-U. cîştigat, de cxCmplu, GO.lilei cu p~·ivire la c:'idcrc şi 
J{cplcl' cu privire la mişcarea corpurilor·- ccrt>şti. Aceştia au demonstrat legile descoperite ele ci, 

arătînd că acestora le corespun~c întregul cuprins al partieularităţi1orfu~·nizatc dc_p:ercepţic~ 
Trebuie însă să ecrcm. o .rl~liwn'slJ:a}id şi illai tnaHăa ac.cs.Îoi· ICgi_:p.ehtr·~ J ca dctcrtiifnatiiiC ~~~ 
cantitative srl fie cmiosc'utc --diU calităihc· Sau C.'OnceptCIC ·dctcir~llimi-i:C· la· carC ele ·se r~fcră 
(cum .sint timpul şi'-spaţiul)!'.'· .. --~;, . ",·:• .. ' , 

Înţclcgere.1. deplină, în escntă, a le~ilor Keplcr, poate fi. atinsă nu moi pc baza cuno.··lştcrH · 

legii mai profunde a atracţiei universale şi a acesteia pe baza teoriei rclativlste a gravila1iei 

(Einstein) şi aşa ~!lai cţeparte ... Numai cu,noscind struţturile_ mai c6inplcxe,; superioare, putem 
ln~elcge deplin, itt. cSCn.tă, st'r'uCtui'ilc silllple, inferioarC (de exemplu; iifbiolO-gie, cunoscind orga

nismul uman, putem înţelege mai bine organismul maimuţei şi al altor ·animale, şi nu invers). 
Nu ne putem opri la formularea legii atracţiei universale, trebuie să o deducem din con

cepte mai profunde (de exemplu, legea 1{r~ ·a foi·ţei şi carncicrui trmin-iensioll<'tl a:·l spnţittJui 
etc.). 

"· 

8.3. MĂSURAREA CONSTANTEI GRAVITATIONALE 
- ' ' - ' ' ' . . ,_ -. . --' - "' " . ' . 

Pentru prima dată coi1stantn. y .;_a foşt -determinată experimental d'e 
Cm>endislz în 1798 cu ajutontl·unei balanţe de. torsiune (fig. 8.3) .. Două sfere de 
plumb grele kl (ţ58 ,kg) s}nt. suspen.<late pe o bară .. care se poate.,roti. Alte 

două bile mici de plumb m (0,73 kg) sînt fixate ·la capetele unei tije suspendate 
pe un fir elastic. Apropiind sferele j\J de bilele m, se constată o răsucire a firului 
Jor de suspensie. La. echilibru, mo_mentul. fortelor _elastice C" __ este egal cu 
momentul forţelor ·.de atracţie .FÎ.: ·. . 

. • · ' milf · r'C" 
C" o~I-l =r-.-1,· y =--· 

· r- mMl 
(8.12) 

Cunoscînd 1\1, m;·t, C_şi măsurîn~ distanţ~ r·şri~nti~1iul de·l:ftsuch;e o:, se·poate 

calcula y. "· 
O altă metodă mai precfsă este ilustrată de figura 8.4 (Richartz 1898,. clupft 

o idee a lui Jolly). Cele două bile sîrit în prealabil echilifn:ate pe o babnţă; 
apoi aşezate ca în figitră-."Echilibrul se stdcft, deoarece bila superipară ._;este 

a trasă în jos ele masa de: plumb (100 t)" iar bila inferioară în sus (influ'enţa 
r.irnnnln i f'T':lvihl Honnl fP.rc>st.rn a 'fost P.Ji mi'nată Drin · echilibrarea ini tială) ~ 

[ 
·'. 

" 

1, 

Fig. 8.3 Fig. 8.4 

Observa fie. După publicarea legii atrac~iei universale (1687)- a. trebuit să treacă plsle un 
secol per.tru ca să se măsoare exp~rimenta~ constanta atracţie~ t~niversale (~a_vendis.h 1798). şl 
apoi rncii. un secol pcntr11 ca să o masoare R1chartz in 1898. Astazi trec doar c1ţ1va am sau chiar 
luni de la- publicarea unor descoperil·i şi aplicarea lor in fizică sau tehnologic. 

În adînca antichitate preistorică puteau trece milwii fără să se descopere practic nimic. 
Civilizaţ_iile antice, de exemplu Slmlero~akkadiene, egipteană, chineză, _indiană, ;au ncce,sitat 
mii <ic ani pentru 'a ajunge· la· g·1·adul lor' de· dezvoltare cnnoscuL Înflt:~rfrca civilizapc_i Greciei 
antice a:cuprlns citeva- sute dc·ani._ În sfirşlti epoca Rcnnşterii marchează· o dezvoltareimpţtu-
oas:'i a ştiinţei,_ artei şi fot'lclor de producţie. . ~ 

Putem spune că dezvoltarea- ştiinţei şi·tebnologiei·ţn general urmează o lege (cu~·hn) cxpo-
ncnJială (dublaro la intcnialc -l•gale de timp).- ·, ' ' 

3.4. PROBLEMA A DOUA CORPURI 

Cunoscind legea inleracfiunii dintre datul pal'ticule de mc:se m 1.2 şi condiţiile 

ini{iale (pozi!iile şi vitezele lor la un moment dat), si1 se afle mişcarea celor doutl 

particule. 
:-_în raport cu un referenţial inerţial, .cele dOuă----Corpuri interacţ.ionează, 

. ~ ~ 

conform prin?Jp_iului reciprocităţii forţelor, cu forţele F, - F, de atracţie 

sau :de. respingere (fig. 8.5): 

(8.14) 

!-Jlţima .ec~~ţ_i~- rep~czin.tă conse~·vare·~ imPuls ului· tota-l al· 'sistemului_ din cele 

două particule, presupus izolat. Vectorul de poziţie_;cm şi ":iteza ;;cm ale cen

trului de masă sînt : 

1' cm-
m1r1 + mz.-;:2 

JH1 + J112, 

~ 

Vcm =l'cm 
m1;1 + m2;2 

m1 +m2 
(8.15) 



!n virtutea lui (8.14) rezultă V: .. = const, adică centrul de masă (CM) al 
celor două particule este în repaus sau se mişcă. rectiliniu uniform, întrucît -+ _,. - ··_; ~ 

forţele interne (F, -F) nu pot influenţa mişcarea centrului de masă. Problema 
s-a redus astfel la mişcarea celor două particule faţă de cent<~! lor de masă, 
care se mişcă rectiliniu uniform, adică faţă de SCM. ··•· · · 

i' ) o 
.j :·· 'i.' 

Fig. 8.5' · 

. . . :·· :-_. . ,,-,· ' ·'!)'; :-: - _. ---- ,,· .. ;· . ' ·•.,., .: ·:· : . Introdu~em. poziţia-, ·viteza .. şi accel~raţia-, .relative,. ale .. particulei m1 fa.ţ.ă 
de particula m;.considerînd un SC•cu originea în m,·şi· în·translaţie.faţă de SL. :. . . . <"· ·'[ : ._.,. 

g..:; -+•' -+ ",-+' -+'' -~; -- -..... :_.,..;.· .__,. ::.. ·-·- •·'-+ ., r=r1 -r2, v =1' =r1 -r2 --:-:-V1-·-_,v2,·a =v.-:-·,lh-:-.Pz (8;16) 
(în expresia vitezei relative şi a acceleraţiei relative am ţinut seama de miş
carea prin translaţie a se legat de m,, altfel ar apărea termeni suplimentari, 
de exemplu acceleraţia Coriolis). Atunci, 

·re J~: _.,--,, .--.~--- -
.:. 

m1m2v2 = - m1ft, 
.; \ '\ ._, . ·.-.. .. ·<. 

. ,_·, ·', m1m,(v:~.v:) ·= (m1 + m,JF7 
'• :·· 

(8.17) 

unde fJ. = m,m,f(m1 + m,) este masa redusă a celor <!ouă particule .. Prin urmare, 
în SC legat de m, şi mişcat prin translaţie faţă de SL., mişcarea este descrisă 
de Vectorul relativ;= T: __;_ ·r: a.l unei_p·arfi'cule ficti"ve de masă redusă!..!. supusă 
la forţa F trecînd prin m,. Problema s-a redus la mişcarea unei particule în 
clnip central, adică" într-un cîmp de forţe care trec permanent printr-un punct 
dat - centrul forţelor (în cazul nostru prinm, =originea se consider~t). 

'Putem foril'te 'bine' consi'dera mişcarea particulei fJ. în SCM,':c'u' vectorul 
de poziţie'/ şi Iegea>forţei:F (fig. 8o5); · 

Cunoscînd '/ = r(l), obţinem imediat mişcarea fiecărei particule faţ'ă'ie 
centrul de masă : 

' 

de .unde 1:, ,. 

(8.18) 

~, t" ] ~(t) d"CI. trar·ectoria fiecărei particule faţă de adică r1•2 sînt propor ,wna e cu r .~ • 
CM este asemenea cu traiectoria particulei fictive fJ. faţă de m,. Traiectoriile celor 
două particule .fa·ţă .de CM sîJlt. asemenea şi 
între ele, dar particulele sînt situate mereu 
diametral opus faţă de CM (fig. 8.6). 

Dacă m2 p mv atunci 

(8.19) 

~m,'~~ 

---------fSB 
adică într-o primă. aproximaţie centrul de 
masă coincide cu m, (Soarele) în .jurul 
căreia are loc mişcarea pai'ticulei fJ.:~_·-ml 
(planetă), supusă la o forţă de atracţie (sau Fig. 8.6 
respingere) exercitată de m,. ., ·.· . 

In raport cu SCM, ambele corpuri se miŞcă _în jurul CM comun, 
traiectorii asemenea, conform lui (8.18) (fig. 8.6). 

8.5. MIŞCAREA IN CllţlP CENTRAL 

8.5.1. VITEZA ŞI ACCEDERAŢIA . 

m2 

descriind 

Fie o mişcare plană. Alegînd un se polare în plan Wg. 8. 7), viteza se 
poate descompun~ într-o componentă radială v, şi o componentă transversală 
"• (perpendiculară pe raza vectoare): ,,, . 

·. d; · -:> dr·+.., dO' 
-=1- Jr -, 
dt dt dt 

<!f 
v, =- =f' 

dl 

·.· d6 . . 
v0 =r- =rB, 

dt 

(8.20) 

(8.21) 

Derivatele versorilor sînt, conform figurii 8.7 (derivata unui verso~e 
totdeauna perpendiculară pe versor, diferenţiala unui versor fiind egală in 
modul cu unghiul de roTaţie averso\·ului: f/ÎI =dO _: r df D : 

. . : 
(8.22) 



. ' 
(caz particular al formulelor lui Poisson cu -; ~li k, k ~ const), astfel încît 
acceleraţia este : ~ 

. . . 
; ~ ; ~ 'i-r + i-r + i- o f + rii T + ro r ~ 
~ (i - ril 2)f + (rO + 2i·B)J ~ a;f + a0~ . 

unde ar este acceleraţia radialrt şi" a0 acceleraţ:ia transvcrsală: 

dÎ//j 

Fig. 8.7 

Observăm că acceleraţ.ia transversală a0 poate fi scrisrt astfel : 

.· • 1 d ( o dO) . ·. 1 •· '· · 2 . a0 ~ -- r- - ="'- (r'O)' ~- D.. 
r dt dt r I' 

Legea fu'n~Iariientală a· dinainicii se ·s.C"ric p-e ~·omPon.Chte-: ·,- · 
J·:·· .i.." -}o 

·,;,· 

ma = F -)o ma, = f 0 _ n~a0 .'=-F0 , 

,, 

8.5.2. INTEGRALA MOMENTULUI CLNETIC 

" 

'(8.23) 

(8.24) 

(8.25) 

In cazul cîmpului central de forţe al~gem polul în centrul forţelor, atunci 
F0 ~O, Fr = F, deci şi acceleraţia este centrală, adică a0 =O. Ace·asta re
ZUltă şi din co~servarea 1nomentuli.li cinetiC faţă de centrul forţelor. în adevăr, 

( 1) 
1 

:. 1 1 - • '1. ·.--,-· 

L ~ 2mD., . mrii) ~ const 
(integrala momentului cinetic sau a ariilor) 

·') 

(8.26) 

r _,,_ 

1 
l• 

adică mişcarea este plană şi viteza are-olară ·este ··constantă (legea a doua a 
1 ui Kcpler) ; 

. .. 1 .. 1 
D. ~ 1'1'6 + ~r'O ~ -ra0 .=O 

2 2 
sau 

L ~ -nu·(rii + '2i·O) ~ mta0 ~ O ~ a0 · ~ O. 

Ohser\~ăm că acceleraţia se poate pune sub;t~rmăt~~rea ~ormă: 

a ~a, = __ L_'-(2.. + _d_:'('-,1':--/r'---) )· (J. 
. /n~r~ r d02 

·. 

Binet) . 

_8.5.3. INTEGR.A:LA.ENERGIEI 

Ecuaţjile mişcării se reduc la ecuaţia: 

· m(r- rO') ~ F sau m;. ·._ · F + F', 

unde F' este forţa centrifpgă : 

, ·" L' d ( L 2 
' dU' 

F ~ mr0" ~ -- ~-- --) ~ - -, V'=_!!__ 
2mr2 ' mr3 dr 2mr2 · dr 

(8.27) 

(8.28) 

(8.2!l) 

(8.30) 

unde U' ~ L' f2mr 2 este energia (pot~ntială) centrifugă. Introducînd forţa 
•FI(r)' şi energia potenţială-''corespunz'ăto~re U'(r), problema se reduce Ia o 
problemă unidimensionaUl în 'raport cu· r (partea raclială a mişcării, în care 
se reflectă partea unghiulară ~ mişcării prin forţa centrifugă F'), dacft forţa F 

- · ... , · '· ·- ·· · ;·. n ... ·; 1·- "· -· •. -. - ... , 

este funcţie numai de r. '" ----- · · · ···; -
Energia cinetică este, conform lui (8.29) şi (8.26) : 

1 o 1 <'o+ oo'·•) Ee=-mv- =-mr r- = 
. ' 2 2 . .- . . 

.. · 1 · "- Lz, . 1 .. -." _._ 
1 =-nu·2 + -- =-mr + U. 

2 . . 2mr' . .2 . , . 
(8.31) 

'-·'' '1 ',\' ,··:t;•\' -,;;'1 ' "; ,, - ·. ; ' ';- - ' - q 
.. ,Inriuilţind ccuaţfit mişcării (8.29) cu dr sau aplicînd direct teorema.energici 

-billetrce-,' ob-ţilleni·: . j_ ·--~- .'-' - .- .- ~-~ , __ '-_: '· __ • .• -. 

1 . L' ) ' . L : 

dE, ~ d (-mr2 + --
0 

= F dr ~ dW. 
· 2 . 2mr 

(?-~-S-ă presupunem acum că· fortele sini' con's'erualfve, ·atunci 

. . . ., 
{Il) 

,. 

F~f;~Fdr~_-dU, U(r).----~F~~·! ., 

d(E, + U) ='O, Ei+ U ~·E ~ const, 

1 . L' " .•.. c '. 
· -'-nir' + --+ U ~ E ~ const 

2 2nu·2 

(i,ntcgrala energiei) 

(8.32) 

(8.33) 

(8.3•! 



"8.5;4,•INTEGRAREAEGUAŢIILOR .· 

Introducem deriva ta lui r ·în raport cu O : 

. dr dr · dr L 
r=- =-0 =--, 

dt dO 'dO mr' 

L dr 
dO=--· 

mr2 _ i· 

Atunci din (S.34-35) rezultă: · 

unde 

.-..2 ----.2, - . L2 
1 =-(E-U)--

m m2r2 ' 

L dr dO =_!:._d.r 
lnr2 r t

2 .J2m(E- U) ~ L'/r2 

d(Ljr) 

../2m(E- U)- L'/r' ..j 2m(E~ U - U'), 

"'.,. 

.,,, 

. , . - r -. co 

U(r) •:_r·~.~dr=~Fdr, .···. 
' · · ''' : \ co' · · · ' · r · '· ·· 

este energia pote~ti~Iă în Cîmpul ,.central de forţe. 

:\. 

8.6. PROBLEMA LUI KEPLER 

. \ . '1- ''.\ 

(8.35) 

(8.36) 
) ·-;) 

',, 
•• (8.37) 

1 '): 

Să presupunem că forţele sînt atractive şi invers proporţionale cu pătratul 
distanţei. Acesta 'est~ 1bhul hr'acţiei'gravifrrţ!or:iat~ sa'if ai 'afiacţid 1J\ectrosta
tice (legea lui Coulomb): ',.,. .. ,;:•o ' · "•· 

- -~ 

. -- . ._,_, : - '. 

:·.1 ''1 . 00 '.' 

z;'- ~ F, dr ~ ; 1; =.-. f . "" (8.38) 

r 
',, l \!: 

În cazul gravitaţional 'cx = ymM, iar în cazul electrostatic "' = - qQ/4ne. 
Conform § 8.!(, .p,obl~J,Ua c.elor două.corpuri se re.qJice'Ia problema miş

cării unei parţicule de masă.redusă fL în cîmpul central ·(8.38),- deci Ia problema 
unidimensională (partea "radială" a mişcării) cu energia poten'ţială (fig. 8.8) : 

l _. \ ·- . -- ~ -

1 IX --L2 

U+U.=~-+-.·-. 
' . · ... r 2w~ 

: {'. 

(8.39) 

r 
r 

1. 

" 1 

1 

1 

" 

Ecuaţia. (8.36) .. devine.: 

dO 

-. / 2fLE + 2fl"' - Lo·' .. V.. r r. 
' fl

2
"'

2 
( .L Il"')' 2"E+-- ---

'" L' , r L 

(8.40) 

AI~gînd originea de măsură a unghiului O astfel încît c~nstanta de inlcgra
r~ O, -: O·Şiintroducînd notaţiile 

p ~L'fflr<, e =;e J'"l.-,..,., -,2""E""·L"''"'!v-."'.;,,-.= )1 +21-.]J/OG, (8.41) 

obţinem ecuaţia t~aiectoriei în coordonate polare: 

r = .,-,--:Pc___" 
1 + e cos 8 

(8.42) 

Aceasta este ecuaţia unei wnice (cu focarul în origine) cu parametrul p = b'fa 
şi excentricitatea e =efa. Dacă e < 1 avem elipsă, e > 1 hiperbolă, e = l 

•)'· . . ' . . . ' ' : . ,·._:. ' ' ·' . 1t' 
parabolă. Pentru 6 =O, r este minim (fig. 8.9). Pentru O =-, r = p. 

2 

U+U1 

, r 

Fig. 8.8.· 

Ecuaţia conicei (8.42) se obţine direct din ecua\ia lui Binet (8.28): 

fla, =- L'. (.2.. + (!'( 1 :r)) = F = - ~ ' (8.43) 
fl1'2 r · dO- · r 

tl
2
(1 fr) + _!.: _ fLC<.. d' (·..!. _ Il" )·.+ (..!..-'- fLC<) ~ O. 
d0 2 r - L'' dO' r · L' · r L 2 



Dar aceasta este o ecuat,·e ! t' 1 ţ' · ·1 1 
< e 1pu ecua Iei os ci atom ui at·monic" (!!" + 

+a•y = O)_::şi are soluţia , 

1 !J.IX . 
- -;: -L' = A cos( O- 0,). 

Alegînd O, ",;;O, O =O va corespunde la 1' minim. si punind constanta A 
IJ."' e , 

sub forma A = e- =- regăsim ecuaţ.ia conicci (8.42). 
L' p 

Fig.8.9; 

a) Pentru _E <_O r_e_ z_ u_ltă_ e .. < 1, deci· tt·a,·ectOJ'J·a t 1' t' • · · 1 es e e .lJ> ţClt ŞI scmtaxe e 
sînt 

p 
b' 

a 

a =--p- =- ~ 
1- e' 2E 

e =~. c =Ja 2
- b2

, 

a 

(E < 0), b =Jap 
L 

(8.44) 

(8.45) 

Cazul E <O (dar E'>·E,~i~- =--' !J.oc212I;')- ~or~spunde stărilor legate (în 

"g_roapa de potenţial" a energiei potenţ:iale U + U' din figura 8.8). Pentru 

mişcarea planetelor A este periheliu, B.- afeli.u. Se1~inxa mare depinde numai 

de energie, pe cînd semiUX.a~_niipă cleri~~e-ş:i ~e m·o~Clltul cinetic. 

Din (8.26) prin int~grare pe o,_peâqadă-aTolaţiei,,obţinem perioada T: 

·,_ - ./ 
' dS" 2 . ·· 

L =2fLD. =2fi-- ; dr,;;;.J':ds, 
dl LI -

2fL 
T=-5= 

L 
2fL 1t-ab·. -- V 1" 

-~~a 

,L . . - 2E' 
. ' ., 

T2· = :- 7t2cx\t ~ , 47t2f.Wa d-' ~ j<, ~ 

=-. ----~. p.a", 
2E' " "' 

(8.40) 

(8.47) 

adică pătratul perioadei de revoluţie esic proporţional c[, eubul semiaxei mari a 

elipsei (legea a III-a a !iti Kepler). - --

1 
_,~_ 

r 

1 ,. 
1 

1 

' ' r 

1 r-

,. 

; :VJ ~.'-:.u"~"'::..._•_.-- -..-,,&_~.,..~-.-...,..-· -- ' . -

cula vine de la infinit cu viteză nenulă. Pentru E =O, rezultă e = 1, traiec

toria este parabolică şi particula ~re la infinit vilc.ză nulă. 

Cazul E ;. O corespunde stărîlor nelegate (in cazul electrostatic al ato

mului - stărilor ionizate). 

In cazul cîmpului gra"ilafiondl, traiector'iile eliptice. corespund planetelor 

sau sa teliţilor, ili.r ·traiectoriile: hiperbolice corespund; ·anumitor cornete, care 

nu aparţin sistemului solar. 

Am obţinut mai înainte legile 1 şi II ale lui Kepler (valabile pentru orice 

cîmp central). Ecuaţia (8.47) ne dă legea a III-a a lui Kepler: 

o 41t2 1 4r:2 1 
(1. = -vml\1. r~ =- a 3 .z- -·a3 =~ const· a:l, 

,y m.+ M y iVI 
(8.48) 

'I\in nrniare, legea a i:ir-a a lui Kepler (8.1) nu este riguroasă (constanta 

dcpi~de de masa planete_i). . . -. .. . · , . 

8.7. CIMPbL <>RAVITAŢIONAL ŞI POTENŢIALUL 
, .. GRAVITAŢIONAL "". 

Interacţiunea gravitaţională a două corpuri se realizează prin intermediul 

cîmpului gravitaţional. Fiecare corp ,.creează" în jurul să~ un <?împ gra:_\·.ita

ţional şi de asemenea suferă acţiunea cîmpului gravitaţional "creat" de alte 

corpuri. Cîmpul gravitaţional reprezintă manifestarea l!nei stări deosebite a 

.m~diului sau a proprietăţil'ordeosebite ale.spaţiului şi timpului. 

8.7.1. OIMPUL· GRAVITAIŢIONAL .. ' . 

·" · • In't~nsitdit~ c.înivuiui gtdiiilâţiJr,al 'si( defineşte prin raportul·dint;e· forţa 
::.....: : 't - . ;_'./ • • ' .. ' ; . -' ;· - - -- • -. 

'F cxel·citată ·asupra ~nei:p~r.ticul~ ptţ:q.ctiforme de ;;·pr9Dă ''.:şi:-masa acesţ_eia m : 
.• 1 ' •, ' ~- • • • • 

. (8.49) 

-- - -t1Ci:-·- -_ _ -_:·- - ---···-. __ 

Definiţia este analogă dinpului electr'ostatic (E= F{<i), I1l jucîncl rolul sarcinii 

gravita ţionale (m:aSa :gravitaţională sau: grea sau, încă,. _masa·-gravifică). Con~ 

form legii fundamentale ~,cţinamicii: F = m(;, unde m eSte ·mrrsâ·-·illertă, dar 

Îll v{rb~lţ·ea egâhtătif llirifr~ masa Îne·ftă ŞÎ masa grea, r,e?=:glţă .:-Că O particulă 
. . 

. 
m supusă numai c.împului gravitaţipnal :fi va căpăta o acceleraţie egală chiar 

cu f\ independentă -de--niaSa sa- nl,-!:fe'--n~f~-rU-~ sli~stariţei~ -de dimensiunile sau 

de forma sa: ... ,, 

F =mÎ' =mC:, 
~ --> 
a =r. (8.50) 

( lti· p'articular rezultă de aici legea căderii corpurilor în vid (r = g). 
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,,_ 

(8.52) 

cîmp»_J ~vitaţional ~~-ti"de~i ~-n ·l~Î'~-~-c- · ._ -"-·- · __ --, · , .. · , . 

acelaş> timp şi energia potenţială a celellaltnser~~lw. Ace~st~ energie. este în 

este energia de interactiun'e a celor două'p~~tf:~J'c.ule ~I. m, cJm~ullu'l!l• deci 

maselor lor şi invers proportional" cu d'st 1 de' ;.P~?Po~ţ!Qn~la cu produsul 
• .. l an.a mtre ele. ,_ , · i. 

8:!·2· POTENŢif\LJ!L. GilAVITAŢIONAL 

P&tenţialul cîm~ului s~ ~efi~e t . , . ·•· . · · .' ·. · . ; ~ 
pro:bă raportată Ia masa acesteia ş s: prm ener~m potenţ.tala a particulei de 

forţele eimpului. pentru a d 1 u a~tfel pnn lu_crul mecanic efectuat de 

. aee.steia, . ep asa. partrcula. m· la 1 mfmit; ·împărţit Ia masa 

ln 'cazul, ~nei' ma~e .p~nctiftrm.e Mo:. .... iL· . ,. ·• 

(8.53) 

(difere":ţa .de_ potenţial între două puncte 
~s_t_e mznus-: ·,;lucrul. mecanic" al cîmpului 
mtre ac_este P":ncte~. Liniile de cîmp în cazul 

· ;(~.·5·3) smt r~d)~l~, Jar .. suprafeţele echipoten
ţ>ale sînt sferice (fig. 8.10) (liniile 'de cîrn 
totdeauna se termină pe particule).. . · P 

8. 7.3. ENERGLA DE INTERACŢIUNE 

Energi(J. de interHcţiune a, ;două parti-
cule m1, :m2 s~_ scrie-.nc.um :· -

U ~ ~ rri,m, · 1 · ( m ) 
FII:'. il.w . ~ .. Y7 ~2m, ~ Y-f + 

;t- 2lm,(~ y m,J ~ .. 21 m, V,+ _1_m, V, 
r · ·· 2 • 

(un~e V, este potenţialul gravitaţional în punctul m) . t · . 
, p.a.:rtJ&ule : . . . . ' ŞI pen ru un s1stem de 

(8.54) 

' .1'" 

' '. 
f 

' 

(unde v. este potenţialulgravitaţional în·punctul m,)•sauin cazul distribu

ţiei continue a masei : 

U ~ .. ·~~V dm. 
(8.55) 

, .. Energia de .interacţiune a unui sistem de particule, luată cu semn schim

bat, 'reprezintă> energia de legătuni â siste'mului, adică energia necesară pentru a 

d~sface sistemul }n partic,ulele compone~te, îndepărtate la infinit sau altfel, 

este lucrul mecanic care trebuie efectuat,'împotriva forţelor de coeziune pentru 

a desface sistemul, sau, în sfîrşit, e&te energia degajată la formareasistemului 

din particule libere aduse de la infinit. (Particulele libere nu pot forma o stare 

legată, decît dacă se elimină energie.) Exemple:: e~ergia de legătură a unei 

molecuie este e~ergia necesară pentru a desface 'molecula în atomi saa ioni 

(eJiergia 'de disocia ţie); energia de legătură a unui atom este energia de ioni

z~~-e c~mpletă a a,cestuia ; energia de legătură a uriui nuclţu -~te en~fgia n-eee

sară..J?.entru a descompune nucleul în nucleoni (proporţh)nală cu defe.;tul de 

masă); energia de legătură a unui solid este căldura de subfimare"etc- _ ., , 
··-..._ 

6.7/t,O~MPUL ŞI POTENŢIALUL GRAVITAŢIONAL 

.DimensiunilE\ cîmpului·:şi potenţialului gravitaţional sint următoar.ele .. : 
.qr.:,-; , ;.-, . •' :, 

[r] =',[;FJ ='LT-2 ~ rrifs' în SI,.. '·' . 
·:· . "'[m]·•''' ,, . . . •· .· .... · ... 

,<;eea ce coincide cu dimensiu~~a ac~eleraţi~_i,; 
\) .. :.--

:>:... ~~;;~~·l~t~~~·î:~:.: (~.~:) .. ~7~ . :: '- ~--
ceea ce coincide cu dimensiunea pă~ .':' ·= -, ...." i · 

tratului vitezei. ·- · 1 ' ' 

·Legătura dintre cîmp şi-potenţial·· · - \ 

este. aceeaşi ca dintre forţă şi energia · 

~qte~.·t!~ .. I;ă'.~:.· .. =~~.:· ·_ · .L':f'··:· .. >·.- -.~--~ ~::_:.·:_ 1 " 
' • : ; -~ • ·' ; ; 1 : ; '~ 

dV ~- f d7, Î' ~~grad V, 

av ·· · · · .. 
r. ~~---~~aN;·'· 

1 
"; .' ,.,1{,>,~1'3··> 

' ' 

,-,. 

(8.56) 
.. :, 

,·,·.-

_!;<·~.~·:.l. 
~ ,-\ .\ :. {~:;: .. 

· .• :l;_:.:il! :c3.Ţ,·n·:. ,, _,.· . .. ~ Fig~! ~.11: .: ! ': 'î ~; 

. ~ ' 

. '(8.58) 
' 

Cîmpul este;_perpendicular pe' suprafeţele echjpotenţia.leşi indreptat in sensul 
- - . . -



Dar aceasta este o ecuat1'e d t' 1 ţ' · · e 1pu ecua 1e1 oscilatoru!ui ·armonie n (!!" + 
+a'y = O):şi are soluţia· 

1 1"" ·. 
~---.=A cos(O- O) 

-_ r L2- o· 

Alegînd O, ..c O, O =O va corespunde la r minim şi punincl constanta A 

sub forma A = e ~~ =; regăsim ecuaţ.ia conicci (8.42). 

X 

Fig .. 8.9; 

a) Pentru E <O r~znltă e, < 1, deci traiectoria este eliptică şi s~ 1;iaxe!e 
sînt 

b' 
p (8.44) 

a 

a =--p- =- ....'!.. 
1 - e' 2E J- L 

(E < 0), b = ap = . 

.J- 21-'E 
(8.45) 

Cazul E <O (dar E>·B;~~~· ·=- fL<X 212L')· ~or~spunde stărilor legate (în 

.. g.roapa de potenţial" a energiei potenţ.iale U + V' din figura 8.8). Pentru 

m1şcarea planetelor A este periheliu, B.- afeli.,u. Semi.axa mare depinde numai 

ăe energie, pe cînd ·semiax.a::·miFă tleri~P.e_ş:i ~e moniCntul cinetic. 

Din (8.26) prin integrare pe o,periqadă·<i'rolaţi~l,.obţinem perioada T: 

(8.46) 

(8.47) 

adică ni11ralul nertoadei (te reVolutie esie nroTJorlional c'rl cubill semiaxei mari a 

1 

1 

i .. , 

1 

r 

r 
! 
1 

b) f'entp,r ,E > O, ·rezultă e > 1;, de.ci. traiectoria.este hiperbolică şi parti

cula vine de Iri infinit cu viteză nenulă. Pentru E =:O, rezultă e = 1, traiec

toria este parabolică şi particula ~re la infinit vite,ză nulă. 

Cazul E ;;. O corespunde stăl'Îlor n'elegiitc (in cazul electrostatic al ato

mului - stărilor ionizate). 

În cazul cîmpuiui granifa(iondl, tra{eetoriile eliptice corespund planetClor 

sau 'sateliţilor, iar-traiectoriile' hiperbolice corespund·'·anumitor cornete, c.are 

nu aparţin sistemului solar. 

Am obţinut mai înainte legile I şi II ale lui Kepler (valabile pentru orice 

cîmp central). Ecuaţia (8.47) ne dă legea a III-a a lui Kepler: 

• 41t2 1 4ro2 1 
a= ymNl; T- =- a3 ;:::- -·a3 = const·a!l, 

,.y m + M'> y M . 
(8.48) 

· f'Fi11 urmare, legea· a I.II·a a lui. Kepler (8.1) nu este riguroasă (co11stanta 

depinde de masa planetei) . 

8.7. ClMPbL GRAVITAŢIONAL ŞI POTENŢIALUL 
; , ,.GRAVITAŢIONAL '··'· 

·Interacţiunea gravitaţională a două corpuri ·se realizează· prin intermediul 

cimpului gravitaţional. Fiecare corp ,.creează" în jurul său un cîmp gra:_Vita

ţional şi de asemenea suferă acţiunea cîmpului gravita"ţiori.al" "Creat" de alte 

corpuri. Cîmpul gravitaţional reprezintă manifestarea unei stări deosebite a 

•m~diului sau a proprietăţilor deosebite ale spaţiului şi timpului. 

i]: . J . ·, . 8.7.1; OIMPUh GRAVITAITIONAL · 
. . ._ '. 

·" , • I111~nsi.tdtc'a c.îiii,Juiili gr~i>iliiţidnal 's{ ddfineşte prin raporful·dint~e forţa 
:~- :' ' ''.'-r ... --; ·.•:. ' •,' . - -· 

F exercitat~ asuPr.a_~neiJ~ar_tic~l~ pqp.cţifor_mc de ,;pr!)l:iă":şi;-masa acesteia m: 
' - ' ' ' ' ·--.- . . -. : - ; 

.. 
(8.49) 

Definiţia este a~alogă cHnpuhii electr"ostatic (E
11

'
1Fiq), m jpcînd i:ol~l sarcÎnii 

gravitaţ.ionale (rriasa: :graVitaţională- Sau.- grea sau, încă,_ ~nasa-·gravifică). <;:on-

form legii fundamentale ?-,dinamicii: F = m(;, unde m eSte ·masa ··illertă, dar 

în Vil·ţllţea· eg~lităţ_i.f dirifr~ riulsa ine-ltă şi masa grea, t:e~}:~lţft_-că o particulă 

m supusă numai c_împului gravitaţ.ipnal -~ va căpăta o acceleraţie egală chiar 

cu r' independentă 'de--masa sa m;~crc--n~t:._ura~ slib_stririţei, 'de dimensiunile sau 

de forma sa: '· '--- '' 
, "' ' . t'' 

. -. ...... ...... 

'· hi' particular rezultă de aici legea căderii corpurilor în vid (r = g). 



8.8. FLUXUL CI.l\'IPULUI GRAVITAŢIONAL 

8.8.1. UNGfii SOLID 
Un element de suprafaţă · dS se reprezintă printr-un vector perpendi

cular pe suprafaţă şi de modul egal cu dS (fig. 8.12). 
Fluxul d<D al cî'mpul~i r prin accst~elertient dS se defineşte prin produsul scalar: - -- ·: ·'- ' - - ·-. ;· 1 .-: =' ;_ ' -·- ,- ·: 

. '; <l<D<'''rds .=, r ,fscp's" ; rn ds,= r(dS)., (8.59) 

~ 

dS 

ld,S) 0:· .T''·, :F.1 
Fig. 8.12 -- -:- .-' 

- ; : ~ 

'·c, 

')'--,_ 

:adică la flux nU'COiitl·ibui'e decît CO!lll)oi).enta•.ndrma/ă• r.:a cîn\puluLsaupro-
iecţia ariei dS pe planul normal la cîmp. .· . . . 
.··,;Fie un con oarecare,cu.vÎl·ful în .O (fig~8~1•3).. · , 
y- s~ numeşte unghi sa'ua sAuspaţial, detirift de:un con, raportul dintre aria s 
interceptată de con pe o sferit cu centrul în vîrful con ului şi pătratul razei sferei : 

n'<~ci&; s '- Ri[{' . • :.:" . '\i{6ci) 
. R2 

Unghiul solid_nu depinde derm;a sferei alese şi eolii'Cid~ nnhl~riccu' ~ria inter
<:eptată pe·sfera de rază unitate •. :Unghiul solid se măsoară în steradiani (se). 

Unghiul solid elell\entar ·dD. sub e~te sr vede din•origine ~lJ\ element d<> 
suprafaţă dS este ·e~ide!lt'.(fi~.' 8.14) : . . , : , . 

' - • ' '1 ~-· ._ ---· •• ' '• - - ·~ 

/\ dD. dcf (dS)n . dS r . " (8'.61) 
. -. , . - -~7::=:=·,"~: --;::,· :. _;. -._ : : .:!,·.\ .... :!. 

Unghiul solid sub care se vede dintr-un punct un semispaţiu este.e.v.ident 
27tR2

/ R' = 27t; iar ung~iul solid total din jurul unui punct este 47tR2
/ R'' = 4 ";_ 

·8.S.2. FLUXUL GRAVITAŢIONAL 
Să ealculăn\.'fluxul total al cîmpului creat de o sarcină punctiformă m. 

Înconjurăm particula cu o suprafaţă închisă oarecare şi considerăm un element 
de suprafaţă qS cu __ no_rmala orientată. ~pre exterior. Flux,ul elementar prin 
acest element va fi (fig. 8.14) : 

(8.62) 

.. 

unde 

adid1 este proporţional cu masa particulei şi cu unghiul solid sub ,care se vede 
acel element de suprafaţă din loculun<le se află particula In. Integrînd pe toată 
~uprafaţa, rezultă: . 

(8.63) 

' -~ Fig. 8.14 ·,, .. 

Semnul minus arată ,că,flu.xuL ~steînqreptat ~preJt,tedor.ul,s.ferei (P\',l't\CJ•lele 
1n sînt ,;izvoare'riegative" de flux.: lini_iic de cîmp se·tennină pc ţlc)~ --· . 

'. Dacă•.particula' ar· fi· în-exteriorul 'suprafeţei închise, atu il ci .fluxul-total 
prin acea suprafaţă închisă ar fi nul, deoarece pentru fiecare•element.desupra
faţă .există un al doilea situat în acelaşi unghi solid elementar, astfel încît 

. cele două fluxuri elementare sînt egale în modul şi de sensuri opuse. În inte
riorul suprafeţei închise nu av:ern izvoare şi _ţoat~rJi_nj~tc: .. de_ cîgtp care __ intră, ies.·: "--~T • •• •· .• ,:~ '·, __ ._, '-: ·_: •. ·---"'\-- :_, ·J .. :~,. ... -.- ., 

Dacă avem mai multe particule, atunci insumind contribuţ-iile lor rezultă 
(teorema lui Gauss) : 

<Il = ~ r d .s = ~ 47'~ ~ mk '_ :_ 47tyJli, (8.64) 
k 

unde 
.,.-_., 

M ~·~m" = ~ p dV;:(dm, p'dV);• 
: ,-, ' '' ,'· r V' ' ~: I ' •O ' ''• '';'l,., 

(8.65) 

este masa particulelor din interiorul· suprafeţe.i 'închise considerate; 

8.8.3. EOUAŢIA LUI POISSON 

în cazul distribuţiei continue a masei, integrala pe suprafaţa închisă 
din (8.65) se poate tran~forma (în anumite condiţii, de continuitate şi deriva
bilitate) în integrala de. volum .(coi1form unei t~oreme a ll!i"Gauss) : ''. : 

~ r dS = ~ div-i' dY, (S.GG) 

S V 



unde divergenţa vectorului r este prin definiţie scalarul : 

div r =-!-- r. +~ r. +~ r, = a;r, + a.r. + a,r,. 
i!x oy az 

(8.67) 

Co'mbinînd cu (8.65) rezultă 

~ div r~dV =- 4roy i p dV sau div r =-:-- 4;;;yp (8.68) 
V V . 

(vol'u mul V fiind arbitr~r) şi introducînd potenţialul V (8.58), obţinem ecuaţia 
lui Poisson : 

- , 0 2 V .- cr~v o:!v 
lap V= .6.V =- + -+- = 4royp, 

.· . ax' oy' . az' . . -..., 
(8.G9) 

unde lap f sati . .6.f est~laplaceanul (operatorul lui·Laplace): 

lap f = l!..f = a'r+ a'! + a•r = (~ +.a'.+ !l·) f, 
ax' ay" az'. ax' ay'. az' . 

a' a'l a• 
lap =Ll =-.-+-

0 
+-• 

ax' aw az' 
(8.70) 

Ecuaţia lui Poisson (8.69) ne. permite să âflămpotenţi'ahil Vşi deci cim-
·, \ '. -....+:· . . . . ')'' ' ' : -~: ) _,_. !'! -1 • ' 

pul gravitaţional· r =..".,grad V •. dacă cuno.aştem ,de11sitatea p de, distribuţie 

a ~asei şi condiţiile pe frontieră·; · . " · . .,· 
_-; " -' 

: ;r: ,_. i. ' -} . 
. . . _ .n; ·1 'JJ.I • \ ~ , .. _ , :- ··., . 1. ~ ·: , " . . _ _ _ _ ., . · ,, , , 

8.9. CIMPUL GRAVITAŢIONAL AL UNEI SFERE OMOGENE , 
.. -. _ji : ,' . • : •• ' • ' -~ < • ' ' 

8.9.1. ciMPUL SI POTENŢIALUL 
. . - ' .-- ·... '' . (_ 

Să calculăm cîmpul gravitaţional al unei sfere omogene (sau formată 

din pături omogene) de masă m şi rază R (fig. 8.15). 1n virtutea sim~tri~i 
sferice, cîmpul este;radiuZ.şi· depetideuţ• numai de r;r 

a) În exteriorul sferei teorema lui .Gauss ne dă (integrăm pe sfera de rază r, 

ţinînd seama, că' r.'.este;radial 'şi;constant .. pe.această sferă) : · •' '·,;·.ce · · .,. '!: · 

'· '• . "'i •· ., (8.71) 

Prin~urmare~ cîmpiil' grabitd./ional ai uii'ei sicrii omogene îii 'exteriorul d coinCide 
' ' •• ""' ; \ :. ! •. • ' • -· ' ;., • '' '< -· ;; '.' ' ' ' ' ',' ' ,,,,_ t" -1 i ,':'• ' ·' ': 1; .; 

cu 'Cimpul' unui punct material de masă iil situat'!n centrul sferei; . ' ' . '" . 

· L.a fel, expresia (8.53) a .potenţialului se aplică şi în exteriorul unei sfere 

omogene. 

'·. b) .În interiorul sferei omogene,•aceeaşi teoremă·nc dă:: 

un~e mi'este _1~U·s8. sferei de rază·,, iriteri~ară -f~t~:·de plln~tul ales. 
!.,J. .• , •, .. " • -· 

. Fig. 8.15 

. ! ~-:. 

\ i ... · 

\ 
\ 
1 

. '1 

1 

:::· 

Fig. B.IG 

(8. 72) 

r 

La sup~afaţa sfere! cîmpul .este ~axim în modul, spre exterior scade iU\'('rS 

pr:oportwnal cu J!atrat~ll. dJstanţeJ· d.e la ccntri1Lsferei, iar în interior este 
proporţwnal cu od'sl;:nta .Pînă. ia' centm (fig. 8.16). 

Pentn: o patura sfencă omogenă cîmpul în interiorul cavităţii este nul, 
?eoarece '.n (8.72) membrul drept va. fi nul. 

Potenţmlul în ·interiori1l unei sfere Q/nogene este 

ln centrul 

! 

v = fra; =: f(~~yrr) dr + f(__,, ;~:) dr = 

.-c r , r . R , ·. · , 

= .2_ ym r' _ 2 ym = __ 1_ ym ( 3 r') 
2 R• - 2 R 2 R - R' ' 

sferei (r =O) potenţialul va fi · 

Yo = ___: ~- y _!!!.. •• 
2 R 

r ~ R. 

8.9.2 .. ENERGIAPOTENŢIALĂ GRAVITAŢIONALĂ 

(8.73) 

. Energia. pot~t_:t:ială gravitaţi~nal ă a u-nei sfere omogene se. calculează 
aJutorul,Im (S.bo): ' cu 

dm = p4ror2 dr, 
(.· .. 

1 ~ - /Il ~R( . o ) . - · o · 
U =- v. dm. = _ ::r____e . r , · ·· 3 1n- · 

2 . . . .• , 3 - -. r dr =- - y -. 
· · · - · ··· · · R R' . 5 R 

o 
(8.75) 



Energia potenţială (8.75), luată 'cu"· semn schimbat; reprezintă energia ele 

legătură grauitaţionaW, adică energia necesară pentru a împrftştia particulele 

sistemuluLia .infinit.·sau, _altfel,. lucrul ffiecanic care trebuie efectunt- impotriva 

forţei oi· grâvitaţionale pentru a desface sistemul în materie difuză împrăştiată 

la infinit sau, în sfîrşit, energia care se degajă la formarea sistemului (prin 

acţiunea forţelor gravitaţionale) din materie difuză împrăştiată Ja infinit. 

Astfel, energia de legătură gravitaţională a unei sfere cu masa m = 1 l<g 

şi diametru! 2R = 10 cm, este - U = 8 -10-1' J. " 

Dacă raza sferei scade, energia potenţială scade (creşte în Yaloarca a~so

lută). Diferenţa de energie potenţială se transformă în căldură. Astfel se ex

plică în parte (Kant, Laplace, Helmholtz) incandescenţa stelelor, presupuse 

formate din materie cosmică foarte rarefiată, prin contracţie gr~vitaţională 

(restul energiei provine din reacţii nucleare). 

8.10. ACCELERAŢIA GRAVITAŢIONALĂ 

a) Considerînd Pămîntul sferrt omogenă sau format din pături sferice 

omogene, putem aplica formulele de la punctul material. Fie M, R masa şi 

raza Pămîntului, m -'- ma~ a _unui corp la altitudinea h. Atunci, 

r =-yM =- yM 
r' (R + Il)' =-g, 

·M 
V=-y-= 

r 

. . mM ymM. .. , . G .. 
F =-y -·-· ==~ · ='-mg =- r, 

. r'. (R +Il)'·· . ·. -, · .. · · · 

9= yJ'" . ·. j.""'' •. , . ' ... ·-. 
M • "·'"· . . . ·r· R . J' . 

(R + h)'' 9o 'C"Y R'' 9 =9o R+ li' ' 

yM 

(8.76) 

(8.77) 

(8. 78) 

unde g, este acceleraţia gravitaţioualr,.lri·3J,iveiul !Jlărij.· Cîmpul gravitaţiono.l 

terestru coincide cu vectorul acceleraţiei·:gravitaţionale. 

Pentru înălţimi mici deasÎtpra solului (h ~ R) avem aproximativ : 

U
. . ' -v- . rin. M .. " mM(R c, li) ~ 

=In =- --·=-y 
· . R+h R 2 - h2 

mM mMh 
~ - -1 -- +y--

2
- = const + mg,l! ; 

R . R 

g .~cg'L +\
1 
~)' ", g!"(i·~ ~·r: pertthi IY<i R. 

' ,- '.. • - -. • 1 ') • • • 

(8.79) 

(8.80) 

In 1930 a fost adoptată următoarea formulă p'entru g(q>- latitudi~ea, 

h·- altitudinea în metri) : 

9 = 978,049(1 + 0,0052884 sin2 q>- 0,0000059 sin 2q>)- 0,00030&6 h; cm'/s'. 

(8.81) 

b) ~unoscînd Y: R şi g, putem calcula masa Pămîntului din (8.78) precum 

şi densitatea medte: 
' 

M =g,R2 _!_ =6·1024 kg, (p)=M ==5,5.gfcm3:· 
y V 

(8.82) 

In r~alitate, scoarţa. terestră are o densitate de 2,5 g{cm'; de unde rezultă că 
densitate~ nucleulu: terestru trebuie să fie mai mare de 5,5 g{cm'. 

Energta de legatură gravitatională a' Pămîntului' rezultă din' (8 75) · 

- u = 2,25-1032 J. . . . 

Pentru o variaţie mică a razei, obţinelll din (8.75) prin diferenţiere: 

3 
!:..U=-

5 
m' 

y-t:..R 
R' 

!:..R 
=- U-· 

R 
(8.83) 

Dacă raza terestrif s-ar micşora cu 1 m, prin contracţie gravitaţională a 

globului, ar rezulta o energie 

- !:.. u "';" 3,5 ·1025 .J 

de peste .un milion de ori mai mare decît producţia mondială. anuală actuală 

de energie.electrică (~3·1019 J). · . . . " 

Masa Soarelui M se poate,c~Iqula din (8.48) : .. 

l<g; 

unde a = 149,5·10' km este distanţa Pămînt-Soare şi T perioada de revo-

luţi'O a Pămîntului (1, an). .. .. . ·.. . ·· 

• c) Acceleraţia 9failitaţlo~wti1 iereSf.ră variază pe st;prafaţ;.,' Pămîntului 

datorită depsităţilor,,diferite '))e straturilor g_eologice (pe ace~sia se ~azează 

şi o meto(lrt de prospecţiune- geol~gică pe' baza anomaliifO·r' gravl~etric~)'. 

Variaţiile lui g se pot măsura cu ajutorul barometrului universal al lui M. v. 

Lomonosov (1757), (fig. 8.17). In balol\ul A este aer, iar în balonul B este 

mercur, deasupra fiind 'jidul,bar?m~tric.App.r4ţul, ~sţ,q Ijleitţinut laO'C (într-o 

cuvă cu gheaţă şi apă în echilibru ter- · · · 

mic). Temperatura aerului din A fiind 

c_onstantă, se aplică(_:l.~g~a: ~qyle-1\1'a:_., ;_ 

rwttc pentru transformarea izotermă: · 

PY .= const. ~resiuneap este însă echi-., 

libratii,de c~lp~IJft,de me~cur il; =" p gh.' 

_:qa~ă:pnya,~·f~z.~,-)~a~iază l~' .9-e~i- şi ~oi; _ _ . 

Jţtffilţl n,erulqi_ .din A, cleei meniscull\.1' , 

sq. q.epl_aseq~~:· .. în tJJ]?,uL, ~~pi~~-r ·-' Dţqă~ c 

rece suprafaţa .s este fqarte mare fată 

de secţ:iunea capilarultli·, ·.înăltj~ea .h 

practiC nu· variază. Precizia măsurăto-

filor este foarte mare. 

A 

-'n;: 

·;' .. 

• • • ' ~ . i 

Fig. 8.17 



8.11. SATELIŢII ARTIFICIALI · 

Sateliţii artificiali se supun legilor mişcării ale lui Kepler. 
l'entru simplificare orbite circulare, avem.: 

Considerînd 

F~ ymM 
(R+ il)' 

mv2 

= mg = 
. , '· R +il 

de unde , 'vit~za şi perioa~la 'sai'eiituhii: '' 1 

...,-- , V g, .v='yg(R+l!);=R .. · , 
R+il 

La nivelul mării rezultă (prima viteză cosmică) : 

vr=Jg,R"' 7,9 km/s, Tr =-2rcJRTi."' lih 25 min. 

(8.85) 

(8.81\) 

(8.87) 

· Pentru '!putea părăsi definitiv cîlnp'u!' de :atracţie terestru; coq:iul trebuie 
să aibă o energie cinetică cel puţin egală cu energfa sa ·potenţ.ială sau cu lucrul 
mecanic efectuat împotriva forţelor de atracţie: · · · 

"'' · mv2 ~ ' mMJ . · --· 1~ km -- = mg,R = y -- dr, vn = .J2g,R = v 2 ·Vr ~ 11,2 - , 
2 r 2 s 

(8.88) 

r 

- cea ·;d~:d,-J·o~~ ;;it~-zcl coslnici{ · -- _·~ i' , . , , 

. Există şi __ o -~ :tre~q vitez~,- cos~ică, }lCccsară cofpullii _pentru _.a putea:. ieşi 
diri cîmpul gravitaţional al Soarelui, ded pentru a părăsi sistemuls'olar·şFa·ieşi 
în spaţiul cosinic)ntetstelar (între13 şi' 75 km'js, 1(\·lailsarea de'pe P'ămînt)'. 

.1 ,- .. - . ' -, 

8.12. MASA INERTA'şz MASA GREA. 
' PRINCIPIUL ECHIY ALE;NŢEI 

8.12.1. MASA INERTĂ ŞI MASA GREA 

ln ·legea fundamentală a_.dinamicii intervine m'asa ·inertă sUU iner.ţial'~ 
m,- a corpului, adică măsura inerţiei sale, a tendinţei corpului de a• şi păstra 
starea de mişcare rectilinie ui1iformă, ş~-dC a se Opune, reacţion~,-l~rtO_rţe··apli
cate. !n legea. atracţiei universale intervine masa grea' sau gravifică (gravita
ţională) m

9 
a corpului, adică prOprietri.tea· inasei dC:a _genera un e;împ -gravi

taţional şi a suferi influenţa ulmi cîmp gravitaţlonal :. 

F=mta. 
· · ·: mgl\1~ 

F =-y--· 
rz 

(8.89) 

. Aceste legi fiind independente, sca pus problema dacă ·masele inertă şi grea 
sînt diferite sau reprezintă o aceef!şi mărime ,fizică: Experienţele de mare 
precizie ale lui Eotviis au ar:ătat că c.ele două mase.sînt:proporţionale, şi în 
unităţi adecvate (de exemplu, în SI); sînt·egale (primele experienţe au fost 
făcute chiar .de I. Newton). Experienţa lui Eiitviis se bazează pe faptul că 
greutatea aparentă a unui corp este·,cga- . · . · · , 
lă în modul cu tensiunea din firul de · 
suspensie (fig. 8.18) măsurată de exem- ·, 
plu cu un dinamometru. Direcţia firului· 
de suspensi(!.- ri"ţ1 coincidţ ,-cu __ direcţia.;· 
razei terestre:. În adevăr, tensiunea. T 
din: fir, compusă cu forţa de atracţie gra-

vita-ţională .mg"i;' Îrt' cine intervi-ne· nlasa 
grea, trebuie să dea forţa rezultantă 
centripetă (din cauza mişcării corpului 
pe cercul para\~l.odijtă cu rotaţia diurnă .. 
a Pămîntului), .m,o> 2 R cos 'P (conform 
' : - . ',' : ,, -·· 
Iegiifundamentale 'F = m,li), 'în care, 
'intervine masa iriertă; . 

-Pentru unghiul de deviere o: rezultă ; 
' ·. • · · · m;o>~·R cos q, sin•~ · tg 0: = --'----,-'-:-~'-

;;·; · - · ~ ·mggrJ ....;.;. __ m€·(1) 2 R :cos2 · cp 
" · 'o>2 R tbs· tp sin tp · 

= 

w 
N 

; . ~ (8.90) 
.m~ ·do~~~tl~-_R-~bs·~-t:p' :J.: 1:: . ~ .. •, :'; : 

,,· 
,,., 

:mi ,; ;:~. 'd -Fig. s.is"J ;i' 

: · 
1 Dată mâ~el~ iri;,'~ 'sînt pr~porţional~;· u~ghlul ~vafl 'ac~! aşi pentru t~ate 

corpurile (adică 'direcţia firului de suspensie-rălnîri'e invariabil a dacă ·schimbăm 
!'.orpuri~e ~uspendatţ), ,ceea qe este, confirmat. de .experienţ~.··Prin urmare, 
:i!i:er,{ilf şi gr,avit~,feq;~lnt,.prppriet!Jţi. ale unei 1masc unice.,, , . . ,., . · , : .. · ·, , 
, ... _.,; ŞiflL puţ,ţ,~ cov..~ţrqi! q-ri, .siste;m. d.e-~ q;nitUţL "gra:vitaţionaJ.'f :în· Care y~ i= 1. 
Aţi,t,~.ci .~di.~ensţu·~e_ri 1 Jt;n;ţeţ! a_r--fi _:-: :·J : _ ... :, f·;" .. ;;"i· - :: , · •· _-;·ri:i,:·, .:(·:, 

,, , ·> ·. : .,,,.Jfl.=~~~' ;.,:M2L-z.~l'g'.fm.', ''· . ''.,',, 'cs.9i) 

i~·;sCiiirhb,·-tn_:I:egea ·-fuii"daDienttilă· ri diii~nliCti'·, ai a:Păreh. ull.'tO:eric~~~t~p_afaii{:: 
·- -'J, ·.·::·:·~·r '::,_;)::. ,_,:; .:;:-,-~/ . ;·, __ .. F . ·'M2 ·..:.2···-· _·i._.·_.· :_. ·.1.·_ •.• , . ". 

' :; .. :·:'F kma; P<P=" [.J. ""'.'' L ·· .'L"•MT2, ·• • (8:92) 
':!i ::;.r.; .... ," · • ... [m][a];;,•·MLT~"· , ·· ... · ·; .; " 

'"vînd; yaloarea:,rk,,.,., ·1-/y .:..,.;101•1 /6,67 ·kg·s2 /m'i Sistemul SI est'e· deci un 
si:;tem--;,_dinamiC".- (sau·;,;,iner;ţial!î); •':;:. ::i)' 

1. ,: ··,: 

8.12 .. 2. PRINCJJPIUL EOHIVAIENŢEI 
.. ;. : o .. ; i: . .: •. " --· -'\ ')'. J (:: \' ' •o<: . .- . - . 

__ = __ ',;·p~~~: ,S~.~- :~pLVăzqt~-- ~~~J1#ttic~-~-~;.~~:- ip~~ă .·fl:. ~ 4ţiaţ.ă .ţ~t-~:~_:~1;~~. cîffip · grâ~ 
vitaţional r capătă o acceleraţie ·a =P;·indepimdehtă de masa· pafticulei. 
Pe'd~ altă pqrte; d parti~ulă 'izolată, considerată într: un S.R n~irietfial, care ş~ 

',!,, .",._ ;)f!"'"'' . .-.~··;, ' " .. ''" ·1-- • ·- - .... :, 

deplasează•eu•acceleraţia• a·fa'ţă· de SR iner'ţiale, .se comportă itil:al.og, anume 
- . " .... ', . ' ' ' : : j ' 1 : -1 • : ' ' :..... : _, J _, • • • ' • ' • \ • ' •• ' ' (! - : ' ~ i ' ! . ' ' ' ' ' ' 

are o acceleraţie _:_ a, independentă de ·masa particulei. ·Fie, de· exemplu, ·o 



rachetă care' se mişcă în spaţiul interastral, departe de stele, astfel încît cîmpul 
·gravitaţional să poată fi neglijat; Cît timp racheta se mişcă rectiliniu uniform 
faţ'ă de SR inerţiale (de exemplu, SR ·astronomic, legat ·de stelele ,,fixe"), 
toate obiectele din rachetă vor: fi în stare de ,;imponderahilitate'\ în pozitii 

indifere~te, fixe, faţă· de- rach'etă. Da'că ~qch-eta. 1 Capă(~. o. ~c:c_C_Iţrd·lie _·;·raţă 
de SR inerţiale, toate obiectele din intedqrul_ 'ei voi: ·,,;cădCa" Cl~. ac~clcraţja 

_,. - --jo' .-.' -~ . 

-a, corespunzător forţei complementare; F,, ==~-!ma. Dar,.cÎn:acelaşi mod 
s-3.r comporta corpurile din interiorul -rachetei, dadi. ea s-ar. ·mişca-;iner{ial 

.. -- -+ 
şi în schimb'· ar aqio'na un cîmp gravitaţionar Omogen r · = - r a, gcl1erînd fol·ţa 

-+ . -)o - • ' . ' '- '• • -

de greUtate P = mr =Pc. Nici O experienfăt:crcctuatfr 1 îii intr.riOritl-rach·Cte'i 
n-ar putea "distinge dacă·1~e aflăm întf::o' i·D.'clfetă în 'riiiŞcii·I;e aCt'Clei·at5 fil.ţă 
de SR inerţiale sau ne mişcăm inerţial (fată.,de stele) dar: ne aflăm intr-un 
cîmp gravitaţional echivalent. ;'' · .,,., · 

/ Reci.Pr~·c,·\_dadă racheta se mişcă liber-, îiitr~liii c:îffip.--g'râ~ritd-ţionar "i~;, ct'e 
exemplu_ un ·satelit artificial în cîmpltll}Jravitaţi'onal. 1 tereSţrli, rituild'j ea 

---) -~ ·:o···:·'._,. ; :::·_.u)-1 .-~·;:!.~:,.,._:;' 

Capătă--o acceleraţ.ie a =- r, deci conStitUie-_ui1 SR Iieip.erti~r în mişc_arc cu 
' • '_: .··j '· -~·." . ·--_;. ·-~~- -.~_: .... 

a~eastrt accelera-ţie (în cazul satelitului, acceleratie gra\:iţaţi9_~aH}.:;-9J··---D_~:r 
. _· . ' ' - . - ---) 

cO.mportarea obiectelor într-un SR neinerl:iaL-in ·rnişr:are--cu a:ccelera:tia ·creste 
identică, după cum am văzut, ,Cu cornportarea,Iqr:Jntr:--un~ SR -inerţial în care 

ar acţiona un cîmp gravit~ţ.i~nal -~care tOCm~ii·Gomp·e~;ea~~~~~îmP~I gra
vita ţional dat ÎI!' care se miscă liber racheta. Ca rezultat,. obiectele din inte
riorul racll.etei- -d~vin·· "impo;ulerabile'\i :Comportînd~:.-s~'..:Ji· iei-Ca- 'tfltr.:un SR 
inerţial şi în abseriţa cîmpului gravita ţ:ional.· Prin m·mp.r!-'!;:c:OnsiderŞnd.mişcarea 
faţ{t de un,ŞH. n~incr[ial mişcat adecvat, putem "anihila" (local) cîmpul 
gravitational. Un alt exemplu celebru este "liftul lui Einstein". ,Dacă)iftul 

.. : '1; ; ~,;·:·;:f :.·,.:.,·,•; i"• -~ :· i!-; .. - :_ : ,·::; ..:!..t-}-:'•ff' -.' '•.' '_._,.- ', --;.;;:,._ . '- _\_ 
cade liber ·.CU ·acceleraţia g~;avitatională,g;• toate ,obiectele· din.icabiuă .devin 
;,. ", ... ·-· ·,_,,,,_. ;.- .. ";_ •-· •'''·-·-'-'·"~-' ''1 . . -- . . .. 

.imponderabile.(cad.larfel, cu riceeaşi' acceleraţie i.· c\t ·(ii 'e:iijletienţa·tu't,tibi]I 
lui Newton), ca şi cum liftul·at sta•pe loc· şi ar'dispărea CÎinpul gravifaţionaL 
.Reciproc; dacă liftul este -tras .vc\•ticaF in' su's cu aceeltiratia g~ torite•o]Jiectelc 
din cabină devin de două ori mai grele, ca şi iin·m· lirtur:tn~·Sta ·pe, lOC' şi Et:ffiPul 
gr~vita ţional s-ar dubla. . 

1 
. 

· ·Comportarea identici( it corpurilor înCr-un cimp gravitaţ.ional şi intr-un 
SR neinertial. constituie principiul .cchiualenţâ .. dintre .. gra\'itaţie. şi. :inerţie 
(dintre 'roH~ie ·cre 'gravitaţie şi forţC!c il~,!ncrtie) .. Acest'·princi'J,i'u rczuită din 
.egalitatea dintre masa·incrlă şi_masa grea' şi stă .la bazll teoriei relativiste a 
gravitaţiei (teoria generală a relativităţii creată de A. Einstein in 1915-191 G). 

Trebuje.-însă observat· că echivalenta amintită are -caracter 'local (pe in' 
tervale mici de spaţiu şi timp) şi nu global, cîmpiirile gravitaţ.ionalc reale fihid 
totdeauna neon~ogenc. 

Problemă l'ezoh·ată. O navă cosmică de masă 1\I = 12 t se mişcă in jurul Lunii pe o_ orbit:\ 
drculnră la altitudinea "-=100 km. Pentru a trece pcorbita de aselenizare se conectează pentru 
·scurt timp.'motorul. Viteza dC ~jcctarc'a· gO.zetOr,_u::::: 1'0' kffifs~ Raz3. Lunii R~_= 1,7·103 km •. 
acceleraţia-căderii lib~n! la stlpr-afata>Ţ.unii;_O!. = _1.6· mis~.: ,__ · ' . _ · 

a) Ce cantitate de_ conibustibil trebuie consumat pentru ca, prin conectar.ea mol_or,ului rn 
'regim de frinarc in pliilctul A al traicCt'or.i<'i nava"iiă aselenizcze in puitctul B (fig. '8.f9, â) ?' 
. ~ b) îll_ a doua variantă a aselCiiizării, i se comunică~ navei. 1n·p1mctuLA: un·_hripuls inârcp

·tat spre centru'! Lunii pcritni a o ticce pc_ o orbită tangentă la Lună. in punctul C (fig. 8.19, b)~ 
;Ce Cfllltitate, de .conibnstibil;ti"cbuie consumat'- in aceSt. caz-.?.; · , ·;·" .<:; •• ·' 

-

a b 

Fig. 8.19 

Re::olvarc. a) D.lp:i. impulsul de frimre. nava arc viteza '{;A in acelaşi sens cu viteza-; 
de diruinte. Conform legii lui Kcplcr nava se va mişca pc o clipsă cu centrul Lunii in focarul 
elipsci şi cu virfurile elipsei in A (,.apogeu") şi B ("perigeu"). După incetarea funcţionării mo
torului scriem ecuana conservării energiei mecanice (cincticc şi potenţiale) şi a momentului 
cinetic fat.ă de centrul Lunii (pentru punctele. A, Il) 1 

1 • M,(M- m,) 1 M,(M- m) 
(1lf- mc)VĂ - y ' _ · = - (.M- mc)v~ - y · c • 

2 .·. R~ + IC ~-- . Rr, 

(M- mc)v.~(Rr, + /1) = (1\-l- mc)VnRr,. 

Din aceste ecuaţii obţinem i 

VA =V') ll1r,RL 
. .. -Y (R,. + li) (2RL + li) 

imde afn tiilllt seama că. OL = y.l.h(i?.f. 
!) .- ~) 

Viteza iniţialii a navei se obţine din legea fundamentală 1 

11[ r.M l\lv 2 
• V M v·--a-.-_ - ,_ . ·. 

Y (R,_ + Jr)2 = R + h' v_= y RL~·~~ = RL RL~h ~ 1.6 kmjs. 

8(;1·i~~h: cOns-~i-\·arC'â irnptilsulU.i' .i1:1 proceSui.-dc. frlriare : 
;, .... ,,_;- -.: '. " .. ' 

de untle 

Dar 

!:' v[ l,-(1-~)]~ .v -
1
-' !:' 2·1 m{s. 

.' ·.. ·- ·4RL 4R,_ ·. 

În snrşit . 

ffic = _j1[___ V- _vA ~ }.f V- VA;::; 29 kg ... 
. .-~_+v-:vA u 



Se poate folosi dir_ect- formula lui 1Jeşcenki: 

,~ llf 
v-V,11 =uln _ ·

~111"--_:.·mc_ 

' 1 . ·r . -m,) -m, =u_ln .ţ:; ul_n )+-· -· ţ:;U-
1 - m~/J.11 _ __.. ··M ·111 

1 , 'I . ) , · M L (M- m,) 
- (lr - ll1 0 llc: --::- y . , 
2 - ' 1 RL 

unde v, este viteza imprimută rnu:n.J către rcl:inll Lmiii. 
Scriem conservarea rilomentuhli cinctic (fa \ti de cmtn1I Ltmii) : 

unde componenta vr nu contribuie evident; Ia moţUcntul cinetic. 
Din aceste ecuaţii obţinc~n: 

Din C<?nsenarca im:pulsului pe direcţia radi~lă, ~vcm i· 

O= '(:Li[- mc)v~ .:....··meU;. 
; :lv - ... ; 

M-"- "' 115 kg. 
u 

PROBLEME 

8.1. ~ă se calcUleze 'cimpul ·gravitaţional r 3.1 unui' inel· sUbţire <.le masă m şi rază R. Ia 
o distanţă z de-centrul inelului, pe axa acestuia. La ce dist.an1ă rlmpul este maxim şi ce va~ 
Ioare are? · 

n. 

8.2. D(..uă sfere omogene de raze R1 ,: şi mase m1 , 2 _aflate la dislanţa l dintre centrele lor, 
pornesc din repaus sub acţiunea forţelor dC · a'tracţic grav1taţioh3Iă. Cu ce viteză relativă 5e 

vor ciocni ele? 

___ 1)· 
L-

8.3. Două particule de mnse m1,t• aflate Iri. distanţa l dintre ele, pornesc din repaus ~;ub 
actiunea f6rţelor de atracţie gravitaţională. După clt t~mp se ci,ocnesc ele? 

"'· ;= ~~ rr V 2y(~, l + ni,) • 

8.4. Un corp este arunCa-I: \·ertiral ln sus de Jâ Sllprafaţa' P::imlntului cu viteza iniţinlă vf' 
Neglijlnd rezistenţa aerului. să se afle Ia ce· lriălţimc · mal.imă se ridid. corpul ~i timplll de 
urr"U'e (se ţine seama de variaţia lui g cu altitudinea). · 

Il, 
vo 

llmaz = R -; fu 
2gR- V~ 

3.i). Un corp de masă m· cade Qe la- lnilţime m1re h, fără vltcz:l: intţială.,_Neglijlnd. rezis· 
tenţa aerului, să se afle energia cinetică cu care ajunge corpul la suprafaţa Piimlntului ~i timpul 
de cădere. - · ( 

n. E, = mghR: .Iz' '1 •• =~ v~ ~ h[~R~ + (Rt h) arcsinVR ~ h] •. 

8.6. CuUos~i-nct· 'd~ra.ta an~lt~·r· T ~ '365 zile= 3,16·107 s, di.S.tânt.d Păt'ntnt~Soare R
11

, .= 
~ 150_ ·101 }{m :şi llllgh_lul _sub :care se _ved,e .. de pe Pă~lnt -discul solar oc·-~,32/ să se calcuiCze-
aCceleraţia gravd~ţioniâă d~.~căder~ l_iDe_~~-·_la 'sup!a~aţa Soarelui .. · ' 

n. 
!'Gn2 

Oiiţ:;--

"' 
L j' 

U.7. O planetă d.H::rie o elips:1 cu excentricitatea e. Ştiind viteza v
1 

a planetei la peri
heliu, _s:l se afle vlt~~a eLia afeliu. 

n. 1-"e 
v, =---v,. 

1 + e 

3.3. Pentru m1şcarea unei planete in jurul Solrelui p_e o ·cupsă c~- semiaxa mare egală cu a, 

s1 se arate că 1 a) v'=yM c -;) ; [.b) "• = V y,
1
; ., c). vv;v; = "··- unde v,,, sint 

vitezele lu e'\tr.:! n:t1ţile unui d:~un3tru al orb:tei şi v ='vi 
m r=_a• 

·- .// 

B.9. U11 s:-~telit se mi~că pc o orbită circulară de rază r cu p~tioada de r~~oluţie T. Dacii 
i se imprim1 Slt~Utu!ui o vitez1 radlală u s::ttl o v1teză suplimentară ta~ijeniială u. el trece pe 
o orbit:1 elipti~ă. Cuc va fi nou:t p::n·io:td1 dc revolu~ie in cele două cazuri? ·-

n.· 
::;·~ ~;; 

.-. [ (uT)' , uT]c'" T, = T 1 + - '-- · · . 
: 2nr nr 

3.10. Pentru miş::.::trca unei plan:!te pc o orbită eliptică, de excentricitate e' ~i parametru p, 
să se deducă ur:n:i.h:~ 1r,le formulc pentru co:nponcntele vitezei 1 - - -- _ ' 

respectiv i: 

respectiv (0. e VyPM)-

8.11. O cOmctă·:se m!şCă ·P'e: o or'bită' p:tr.lb'Olici'l.''de p:n~rimeti-u p.'-LU'b'editeli·u· Viteza el 
e:;te Vu· Să se afle viteza ·co~nete,i ia distan~a r: cţe· Soare. 

Il. 
V=V ~~p' • 2r 



~. 8.l2o- Să sC arate că Ia -mişcarea in' cimp central; enei·gtU cinetid't se poate sCrie s\1b f(n:.f:na ' 
' ;: 

E, = !!._ []__ + ( d(l./r).l']· 
2m r2 · dO 

8.13. Un pt{nct material se mişcă. sub acţilmea unei for~c-centrale intr~lm mediu rczl.-;tcnt. 

Să se arate că oricare ar fi legea forţei de rezistcnţă,punctul descrie o traiectorie plan:! al ~ărei 

plan trece' prin- centrul forţei. · .. , · . '· ,·' , · . 

8.14. o particulă de masă m, ~~tb aCţim~ca··unct'forţc centrale '<le ~-tr~c-ţie,:·dcscric un-· Cerc 
de rază R, centrul forţei fiind situci.t J}~ cerc. Ciri(I Pftrtic'uia; Se g5sCştC la distan-ţa 2Ii de 'cCntr.ul 

forţei. viteza ci este v0• Să se afle viteza particulci şi ICgea forţei in funcţie d~ distantr!. r pînă la 

centrul forţei. 

8.15. O navă se roteşte cu viteza unghiulară Ctl0• Pc navă ·e;cistă un vOlant· crirc:p(lntc fi rotit 

de un motor in jurul aceleiaşi axe ca şi nava (fig. 8.20). Ştiind momentul de incrli~ nl vol~nl.ului 1 

Fig. 8.20 

şi al navei Intregi 10, să se cilc~-~~~~-~ ce)uci·u mccaniţ trebuie sti efcc~uczr_mctorul pentru a opri 

rotaţia navei. 

n. 

U.lG. Ştiind distanţa minimă_ r 1 (pcrilieliu) şi cea. maximă r::. (nfeliu) ale unei planete de 

masă m, faţă de So:t.rc, de masă JH. să se afle perioada de revoluţie T şi momentul cinctic L 

ale planetei faţă de So:t.L'C. Se dă constanta gravitaţională y. 

8.17. ·~tiind perioada de_ revoluţie Ta unciplanetc Jn jurul Soarelui, să se calculeze 1n cit 

ţimp cad~ pc Soare (neglijind dimc_nsiunile Soarelui) un corp de _la o distanţă egal:l cu ~rar..a 

Orbit ci planetei. 

8.18. Să se calculeze_ presiunea p datorită_ gravitaţiei, în interiorul un~i sfl'.rc omogene de_ 
~ 

masă m şi rază R (se dă constanta gravitaţională y) (grad p = p1'). 

n. p=--1--. 3ym' ( r' ) 
SnR~ R~ 

CAPITOLUL D 

CINEMATICA MIŞCĂRILOR RELATIV A 
. . . ŞI ABSOLUTA 

Mişcarea corpurilor este totdeauna studiată în raport cu un SR. Oricare 

ar fi SR ales, el se află la rîndul său în mişcare faţă de alte corpuri. Este im
portant de ştiut cum se schimbă mrtrimile fizice cînd trecem de la un SR la 

altul, ce este intrinsec (absolut), independent de,SR şi ce este relativ, depen

dent de SR ales. 

9.1. MIŞCĂRILE ABSOLUTA, 

RELATIV A ŞI DE TRANSPORT 

Fie două SR; unul din· ele se consideră prin convenţie fb• (S), iar celălalt 
va fi atunci.numit mobil (S'). Mişcarea corpului fată de SR fix se numeşte 

absolută, iar' fată de SR mobil - re", 
latiuă (Mariotte)'. Mişcarea SR mobil, 
împreună cu toate punctele legate rigid 
(solidar) de el, faţă de SR fix, se 
numeşte mişcare de transport sau de 
antrenare (fig. \J.l). 

Corp 

Miscare 
relativă 

Exemple: a) l\lişcarea unui pasager fală de 
vapor este mişcare relativă, mişcarea aceluiaşi 

pasager fală de ocean - mişcare absolută,rm:ş~ 

curea \.aporului fa!tl de ocean - mişcare de 

transport. S fix 'Jlg~~Zo~? S'mobil 

b) Mişcarea ,uimi satelit faţă de PHmînt - · ,, · 

t · 1 · - Fig. 9.1 . 
cs e-- mişcare re ati va, IŢlişcarca -aceluiaşi satelit. · ·. · . , 

fală de Soare - mişcare absoluUi, mişcarea Pămîntului fată de Soare - : mişc_are·. de transport. 

9,2. COMPUNEREA DEPLASARILOR ŞI A VITEZELOR 

9.2.1. TRATAREA SINTETICA 

Fie un punct material, P a cltrui mişcare este studiallt sau raportată lit 

dou{t SR (repere), unul considerat fix S şi altul mobil S' (fig. 9.2). După 

un interval <k timp, f'lt = t1 - t mnhilul se deplaseaz(F (privit din S) din P 



z 

y' 

y 

X 

Fig. 9.2 

in P" iar reperul mobil se de
plasează din poziţia S' în po
ziţia S~ (fig. 9.3). Deplasarea 
absolută a mobilului, faţă de 
,<:.)este 

-+ ~ - -J. 

~rabS = PP1. = ft- r. 

Pentru a găsi deplasarea 
relativă trebuie să marcăm 
mai. întîi faţă de s~ poziţia 
ini~ială a mobilului aşa cum a 
înregistrat-o şi o consideră în 

'Continuare observatorul mobil 
(din .:S'}.~'(<jic}\ poziţia punctu
lui P deplasat solid ar cu S'. 
'Acesta este punctul fi situat 

faţă de S~ exact la fel ca P faţă de S'. Pentru observatorul mobil punctele 
P, P se confundă deoarece reprezintă pentru el· poziţia iniţială a mobihilui. 

y 

Fig. 9.3 

Yi' 
l'' i'' 

- '\:' 

. ',. 
)(' 

'_•)'' 

Deplasarea PP reprezintă pentru observatorul fix, {din. S), deplasarea unui 
punct P legat rigid de reperul mobil S', deci reprezintă deplasarea de transport 
sâu de antrenare : ' · · · , · ' · , 

Pentru observatorul mobil poziţia iniţială şi cea finală ale mobilului sînt 
r•·- •• ~ ...... 

P şi P 1 şi deci deplâ.sare~t"' relativă 'Sf;e; -· PP1 = 1I-?. Aceste poziţii 

~, 1{ Şi. această deplasare fi·- f5. în intervalul (l~ t~)- pe'ntru a fi con~idera te 
relative la S' ti'ebuie inăsurate- cu instrumentele de măsură (rigle şi· ceasornice) 
proprii ·Obsetvatorului- mobil S', adică: "aflate. "la _-bordul"' lui -s\--deoarece, în 

adevăr, obserYatorul mobil· măsoa:r~ "~lementele -m"işcă!·ii· -rela:_tive (/ hi t'-,' 

R 1~ 1;, unde t' ::,:_ fimp\Il măsuradn S'), deci fa ţii de el, c,u' mijloacele sale 
proprii. Instrumentele din S' pot~j_<)~'exernplu transportatfdi,n S sau et'alo-, 
nate (sincronizate) după cele din s; lă'un m'omeJit dat, dtipă un 'anumit proce
dţu sau construite după aceeaşi "reţetă". 

'' Se pune întrebarea' diiCă mfistirînd 'aceeaşi dista~ţă (de exemplu, PP,) 
sau lungime a unui,,obiect ,sau dllr~tăa unui proces (de ex,mplu, I:J.t = t, - t, 
respectiv I:J.t' = t~'- t'), din difeiite'SR,'se obţin aceleaşi rezultate sau, altfel, 
dacă rezultatele măsurătorilor, de lungime şi durată, depind de starea de mişcare a 
instrumentelor sau a obiectelor· măsurate. 

În mecanica clasi.că- se: conside:~;ă .ci!.)_ungimiJe: şi cţuratele, măsurate în 
diferite SR, sînt egale, independente de mişcarea SR sau inuariante la schim
barea SR sau, altfel, au liP caraCter absolut (desigur cu rlgle şi ceasornice 
etalonatc identic). 

O scrie de experienţe efectuate, la sfîrşitul secolul.ui trecut, privind pro
pagarea luminii, au dus la concluzia că la yiteze mari, apropiate de viteza 
luminii în vid (c = 3 ·108 m/s), ipoteza de' inai sus llu mai este corectă. Astfel 
s,a născut teoria relativităţii (A. Einstein, 1905). De mecanica relativistă ne 
voin ocupa într-tin capitol aparte (Cap. 11). ' 

Rămînînd în cadrul mecanicii nerehtiviste (viteze obişnuite, deci Jil.Îci 
faţă de viteza luminii), este valabilă ipoteza caracterului absolut allungimilor 
şi duratelor. Atunci, conform figurii-. 9.3, în relaţia 

- ~ : --!i~:· '· ~ 
PP, =c PP + PP,, (9.1) 

deplasarea PP, are aceeaşi valoare în S şi S', deci poate fi considerată depla-

sare relativll Llf;ei> adică măsurată r:u inr.trumentele din S'. Obtinem astfel 
legea de compunere a deplasărilor: ' · 

__";· ~ ' . -lo -}o ; __"'· \'-!o' 

I:J.r,.,, =c I:J.r~,1 + I:J.r,, sau, dr,., =" dr"1 + dr",'' (9.2) 

Cmr1 am presupus şi caracterul absolut ai du!'ntelor I:J.t - t, - t = !:J.t' .:__ 
""t;- t' sau dt=c dt', impărţind,~:elaţiile de mai sus]a I:J.t = !:J.t', respectiv 
la dt =dt', obţinem,legea de compunere a vitezelor: . . , 

. . ' ,· ' , - ' '· ' .... , 

dr abs·, d;r<ll 1 dr~r 
--=---r---

dt dt' dt 

(9.3) 

9.2.2. TRATAR;EA ANALITICA 

Să deducem acum analWc compunerea deplasărilor şi a vitezelor. Conform 
figurii 9.2 : 

~ ~ -
dr = dru + dr', (9.4) 

-"', ,7ţ ,-:>, ' i ' :, 1 0 ' j 
Ur = d.!:·l +_dy J -t- dz k + x ch --1- y dJ + z cll.- = 

( 
d .. <:' ,, _;_ dy' -,, . 1 dz' !:', \ 1 ' 1 - "l d 

= -,-- 1 1· --, J --r --,. \ C [ -T W X f f, 
d! cii . ' dl J ' 



unde 1' este timpul în reperul S' şi am aplicat formulele lui Poisson. In vir
tutea ipotezci caracterului absolut al duratelor şi lungimilor : t = t', dt = 
=dt' şi coordOnatCie x', y', z' ca şi dx', dy', dz' coincid cu cele relative, măsu~ 
rate cu instrumentele din S', prin urmar~, 

-, --)- -> -'4 -· . --)- -__, _,._ 

dr = Vr!ll dl + <U X .r' dt, r' = Vrei + cu X r'. (9.5) 

Observăm că- d1[dt __: l: = 'i!abs _în timp Ce- d7' jdt #= p;ch Ci 
.... , --)-- -> ..,., 

dr /dl =v"1 +"' x r. (9.5') 

Rezultă astfel legea· de compunere a deplasărilor : 

_.,:· ·-·- ·-)-->- -+ 

drab' =dr =V dt =dr, + Ol Xr' dt+ V"1 dt = · 

= [/rei dl + (;o + ; X ;')dl = d;rc~ + dr:r (9.6) 

şi legea de comptuierc a .. yitezelor: 
--)- __, -+ --)- --)- _, -)' _,. -

Vabs =Vrei+ Vtr' Vab::~ :- T, ~tr-,,, !'o-+· W X r' (9.7) 

V iieza relativă este· 

(9.8) 

unde în calculul vitezei relative varirtz"ă · doar;·ţoordonatele relative x', y'_, z' 
ale mobil ului faţă de S' cu f, (, k' considera'p ficşi. 

Vifc;a ele transport sau de antrenare este 
.:' 1 :-> .,_ _-+ ..:> -> ~- --i . 

·· · Vtr = V o + W X r' ~-~I1o ~.~·. ·v~·ot (9.9) 

este vite•a mobilului p considerat legat rigid de se mobil sau, altfel este 
viteza punctului: ·;;suport''\lin S'·prii{care trccC"~mobilul P în momentu'l res
pectiv sau, înc't, este viteza mobil ului faţft de S. clacâ mobilul s-ar opri în acel 

moment faţă deS' şi, ar fi doar antrenat: de S';Viteza de transport-;,, se com

pune în general din viteZ~ 'de 'trallslaţie' ;o· a originii i\ii' 8' Plus. o viteză ;r<Jt da

toritfl rotatiei rep~~-i~lui _ş_~ __ în ju~uJ axei ;;, ·-aşa cum~ am văzut la mişcarea rigi-
d ului. ' . · ·· ·. ' · 

9.3. COMPUNEREA ACCELERAŢIILOR 

Dcrivăm (9.7) : 
.:. 

. ~ . - -
• 1 ,. Ua.bs -:- Ua.bS' :=-Urei ·+)vt:~; 

. . 
unde însă, ;rei nzz coincide înc{t cu flrc-11 la fel cum ; nu coincide cu. Vn:l 

anume: . , 

. . . • _,-:+,. ~ ,7>; ~ ., --),;- -> -- --- -+ 
+X 1 + y J ,- Z k = ""' + Ol X ""'" 

(9.5), 

(9.10) 

.:. -La fel, Dtr nu coincide cu Utr• anume 
. . . . 
;tr = V: + z; X ? + z; X ? = a: + -; X r' + 

(9.11) 

Obţinem astfel legea de compunere a acceleraţiilor (G. Coriolis 1831): 

(9:12) 

unde 

arel = x'i' + jj'r + ~-'i( (9.13) 

este evident acce1eraţia relativă; 

(9.14) 

este acceleraţia de transport (sau de antrenare), adică acceleraţ.ia acelui punct
suport din S' prin care trece mobilul P, aşa cum am văzut la mişcarea rigi-
dului (Cap. 5); ' 

- --), --), --J,.l ~ """il 
Ucor = 2w X Vrel = 2tJ) X Vrei, ( W X Vrei =O) (9.15) 

este acceleraţia Cori o lis (matematician francez 1792 -1843). Această acce

leraţie suplimentarfl este perpendiculară pe axa momentană de rotaţie ;;; şi pe 

viteza relativei. ;rei• şi apare numai a tun ci cîn.d S' se roteşte şi mişcarea -relativă 
a mobllului are o componentă transversalti pe axa de rotatie. Acceleraţia 
Coriolis este un efect· de "interferenţă"· dintre mişcarea relativă şi cea de 
transport. 

Apariţia acceleraţiei suplimentare Coriolis se poate explica astfel': chiar 
dacă mobilul 'S-ar mişca cu viteză relativă constantă faţă de se mobil S'; faţă 
de se fix s însă, vectorul;;,.,, se roteşte datorită rotaţiei se mobil, ceea ce dă 

- _,. 1 -!o - - ....... 

o acceleraţie absolută suplimentară w X Vrel =- acor (pe lîngă Urei dacă V rel 
. . 2 

nu este constant faţă de S'). Cealaltă jumătat'c _.!:_ fl," provine din faptul că 
2 

mobilul trece în mişcarea sa relatipă (faţă de S') prin puncte-suport? avînd 

vitezele V:.at = ~ X ;, diferite, datorită variaţ-iei lui? cu d? = f7ret dt, ceea ce 
-!o - 1 -!o -!o 

dă o acceleraţie absolută suplimentară w X Vrei=- acor (pe lîngă Utr), egală . 2 . 
deci cu variaţia vitezei de transport datorită deplasării mobilului faţă de Ş', 
pe lîngft cea datorită mişcării lui S' însuşi. 

Exemple 

1) Sistemul mobil S' în rotaţie uniformă, fără translaţie (alegem r, 

= 0), deci ;o =O. ~ = const, ; = ~ =O. 

Viteza de transport se reduce la !:,,, (deoarece ;;:, =O) : 

-+ -!o - -!o - -~o, 
Vtr = (l) X r = Urat = (1) X R . (9.16) 



Acceleraţia de transport se reduce la (;w (deoarece ~ =O, ; = ~ =O) : 

v;.ot -, 
=--11 

R' 
(9.17) 

Să considerăm acum trei cazuri. Mobilul se miscă uniform faţă de SC 

mobil: a) paralel cu ;;;, b) circular în jurul axei ;;;, ··c) radial faj:ă de S' 
(fig. 9.4-6). 

o 

Fig. 9.4 

-~j Y;bs 
1 
1 
1 
1 

w 

o 

Fig. 9.5 

a) In acest caz (fig. 9.4) : 7trct =O deoarece ;rei nu variază faţă de S' ; 
-+ -+ -? ~ 

acor = O deoarece v,.1 este paralel cu w şi deci '·' X ~v O At · a~ " ...... rei = . unei ubs se 
reduce la ;;,, (9.17). 

Mobilul descrie o elice înfăşurată pe cilindrul de rază R', avînd o mişcare 

elicoidală uniformă 01' = r;- versorul normalei principale Ia traiectoria 

absolută; ({n.bs = f4~ - accelera tia normală la traiectoria absolută; R' fSin2 a= 
= R- raza de curbură a traiectoriei absolute). 

b) În acest caz (fig. 9.5) : (;rei = 7t' v;cd R', mişcarea fiind circular[t uni

formă şi -;rei variind ca direcţie ; 

- - l';el ""'; vrr _",, -'> -
<labs ---11 +--11 +2w X V 1 R' R' re' 

(0.18) 

flcor = 2;,; X li rei = 2wv1.<'~ ~'este centripetă. 
Pe de altă parte, deoarece avem algebr1'c v v 1 It' a·bs = rei -- Vtn rezu ·a 

direct : 

Uubs ---11 = -- -- Il 
_ v;lJs _",, ( v;ci + vir + 2VretVtr } -•, 

R' R' R' R' ' 

ceea ce coincide cu (9.18) deoarece 

(0.19) 

Mobilul are o mişcare circulară faţă de ambele SC (;;' = n, R' = FI., 
~ ~ 

Uaus = an)• 

Jumătate din acceleraţia Coriolis provine din faptul că vectorul ;"1 este 

rotit solidar cu S', deci apare acceleraţia suplimentară ~ X ;"1. Cealaltă 
jumătate a acceleraţiei Coriolis provine din faptul că viteza de transport 

iltr = ~ X 7 = ~ X R' variază datorită deplasării relative, faţă de S', a 
mobilului, a?ică _datorită variaţ.iei lui 

; sau R'; 1: = R' =~el! deci apare 

acceleraţia suplimentară ~ X ;;rei (vi
teza de transport este tangentă la 
cerc şi schimbă direcţia atunci cînd 
mobilul se deplasează pe cerc în miş
carea sa relativă). 

c) In acest caz (fig. 9.6) : 
~ ~ ~ 

arcl =O,atr =w2R'n', 
~ ~ ~ 

a," = 2w X v"1 (9.20) 
(este tangenţială). 

Jumătate din acceleraţia Coriolis 

ilcor provine din faptul că viteza rela-

w 

o 

Fig. 9.6 

tivă [;rol este rotită so1idar cu S', iar 
cealaltă jumătate din faptul că mobilul în mişcarea sa relativă se depărtează 

de axă şţajungc in puncte cu alte.viteze de transport z;tr· 
Mobilul descrie o spirală parcursă accelerat. . :.. 
2) Sistemul mobil S' în lranslaţie, frlră rotaţie: ~ =O. Atunci e ="' =O 

şi nu există accelcraţje Coriolis: fll'or =O, 
- -'> - -'> -+ 
aabs = flrci -j- Cltr =Urei+ ao, (9.21) 

unde a
0 

= l;o este aCceleraţia traxi·slatiei sistemului mobil. Prin urmare, în 
cazul transJafiei reperului mobil legea de compunere ~ acceleraţiilor este ase
mănătoare cu legea de compunere a vitezelor, fără al treilea termen (accelew 
raţia Coriolis fiind nulă). 

Dacă SC mobil se mişcă rectiliniu tmiform faţă de SC fix (translaţie uni-

formf1), atunci il, =O şi 

(9.22) 

adică acceleraţia unui punct material nu se schimbă atunci cînd trecem de la 
un SR dat la oricare altul, care se deplasează rectiliniu uniform faţă de primul, 
sau altfel. spus, acceleraţia este invarianlă faţă de astfel de schimbări de SR, 
sau încă, acceleraţia es[e aceeaşi foţă de [oale SR care se afW în translaţie uniformă 
unele faţă de altele. · 

In particular, mişcarea rectilinie uniformă ({{=O) într-un SR va fi lot 
rectilinie unifornul [aţâ de oricare alt SR care se deplasează rec/iliniu uniform 
faţâ de primul. 

Dacă un SR este inerţial, atunci toate SR în translaţie uniformă faţă 
de el vor fi de asemenea iner"ţiale şi, reciproc, oricare două SR inerţiale se 
află în .translaţie uniformă unul faţă de celălalt. 



9.4. COMPUNEREA TRANSLAŢIILOR ŞI ROTAŢIILOR 

Experienţa arată că, dacă un mobil este solicitat la două mişcări, rezul
tatul final este acelaşi, indiferent dacă mişcr1rile au loc simultan sau succesiv 
într-o ordine oarecare. Altfel spus, mişcările efectuate simultan de un mobil 
sint independente una de alta. Acesta este principiuUndependenţei mişcărilor, 
găsit şi enunţat de Galilei. 

Se spune că un rigid este animat de două mişcări simultane, dacă are o 
mişcare relativă (de translaţie şi de rotaţie) faţă de un sistem de referinţă S' 
şi o mişcare de transport (de translaţie şi de rotaţie) solidară cu S' faţă de un 
sistem de referinţă fix S. \ · 

A compune cele două mişcări înseamnă a găsi mişcarea absolută (de trans
laţie şi de rotaţie) a rigidului faţă de sistemul de referinţă fix S. 

Rezultatele de mai jos sînt valabile în mecanica nerelativistă. 
Compunerea translaţii/ar finite sau infinitezimalc se face după regula 

paralelogramului, deplasrtrile fiind reprezentate prin vectori liberi cores
punzători. 

Compunerea rotatiilor w se reduce lot la regula paralelogramului (G. Cori o
lis), dar ţinînd seama de po:zifia axelor de rotaţie, deoarece vectorii~ nu sînt 
liberi, ci glisanţi (alunecători). 

Mai jos considerăm rotaţii infinitezimale sau rotaţii uniforme (~ = 
= const). 

a) Axe de rotaţie conwrente. Alegînd punctul de reducere (polul) în punctul 
de intersecţie al axelor, aYem 

(9.23) 

adică se aplică direct regula paralelogramului (fig. 9.7). 
b) Deplasarea axei de rotaţie. O deplasare paralelă a axei w cu segmentul 

b generează o translaţie transversală Z, X b (fig. 9.8). În adevăr, alegînd polul 
în O' apare o translaţie suplfment-ară ~ X b, egală cu viteza acestui punct, 
iar axa c.u se mută paralel în O' : 

(9.24) 

Am folosit dealtfel aceastr1 proprietate în cap. 7. 

p 
wxo 

o 
Fig. 9.7 Fig. 9.8 

c) "Cuplu" de rotaţii. Două rotaţii egale îu modul, cu axele paralele, dar 
de sens contrar (Z:, -;;;),dau o transl«ţie b x Z, = (--b) X(-;;;), perpendi
culară pe planul lor şi egală cu "momentul" cuplului (fig. 9.9). Această trans-

la ţie se obţine deplasînd o a_xă peste ce~laltă,e~~~~~~~a r~gb~~Îcl~~~~edente. 
Exemplu : mişcarea rezultanta de tran~laţie ~ f .' tu! O' definit prin 

d) Axe de rotaţie paral~le~ Deplas~m axe c m pune ' 
raportul distanţelor sale pma Ia axe . 

b,fb, = w,fw,, (;;;, + ;;;, #O), (9.25) 

interior sau exterior după cum vectorii ~J:..2 s~~L 
paraleli sau antiparaleli (fig. 9.10). Tr~nslaţHI_" 

-r>JiJ 
-(J M -v b 

lîxw 
Fig. 9.9 generate astfel sînt de sensuri opuse ŞI se am

. bţ" o hilează, deoarece w1 h1 = W2 b2, Şl se 0 Ine 0 r -
. - ~ _, , O' ( l compunerea forţelor paralele). • -tabe pura c.u1 + W2 lll ca a ... întîi aralel una din axe pina 

· e) Axe de rotaţie.neconc::re_nte. Deplasa:, a col/ du ă ~egula paralelogra-
la in~ersecţia ~i cu ceat~altla şlai ;:rec~:pg~~erează o trm;slaţie. Deplasăm apoi 
mlilui; dar pnn aceas a c ep 

(\ 

1 \ 
1 \ 

1 \ 
Wll \ 

/ \ 

w 1 

1 

1",- -----
1 ', 

1 ', 
1 ', 

1 ' 

1 w, 

Fig. 9.10 

. + ntru a anula componenta translaţiei, transver-vectorul obt.tnut (1)1 W2 pe . 
~ . ~ It- d . "Ina- la urmă o miscare elicoidală. InYers, o mzş-

! - + w · rezu a cc1 P ' • ( 1 d ·· sa a pe Wt 2 ' -. " ~ d ... rotatii neconcurente ana og re ucern 
care elicoida/ă poate r· descompusalzn t ou~g"dului la două forte neconcurente). 
unui sistem arbitrar de forţe ap Ica e Il 1 • . -

• v • unei artimle intr-un plan. Intrcduc~;m un s1stcm de Exemplu. Să considcr;Lm mişcarea . P . 0 .. trecînd pel manrnt prin punctul P tn 
coordonate S' cu aceeaşi origine O'= O Şl cu axd~ '' 1

1r" OEl" ([;g g 11) Descompunerea pc 
t . 1 calaltă axă fiind perpen JctL a ~~. •· · · · rt' care se află par !CU a, c ~ .. 1 entclc radiale si transvcnak. :Miştarca pa. I: 

aceste axe corespunde dcscompunerll f, co_m~~n m ca fiind Cfrrpusă din mişcarea relabva 
culei pc traiectoria sa absoluta po.atc 1 pn~.1 

1 
.. ac~ 0 mÎ"(aJ"e de tu;_mpCii de rc.taţic, {l(]ată cu 

rectilinie de~a lungul axei Or - n1lşcana ra .a a, ŞI ~ . 
S' _ mişcarea transvcr.sală. 

Compunerea deplasărilor 1 

d7 = drÎ' + rd01'. ct7ats = fu. d-;1e1 = ctri', d7t.- = rctOf. 

de unde compunerea v!tezelor 1 

;; =~V+ râ j\ ={;rei +.D':r• V:bs = 7, Vnl = r = Vr, 

Vt:r = v~ot =rO = ''O' 

· 1 t' .. im- rcmpcnenta ti-ansversală ve= rf Conrl'onenta radialU a vitezei Vr = 1" este viteza re a-lva-
este viteza de transport. 
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deci 

Compunerea accelernliilor : 

~ ··~ 
arci = r i', 

- -+ -+ •• ....;. 
acor= 2w X Vrei= 2r0j', 

Fig. 9.11 

r 

~ ~ ~ 

aab$ = arct + atr + (lc'lr = (~:_- O'r)~ + (6r + 2i· 0)7'. 

unde la componenta radială ar= j.'- flr contribuie n.t't 
rrcreleraţia de transport, iar ln componc> t t. , J vaccclcr~Jia rcl~t.ivă cit şi o ·parte din 
accclcraţ· 1 t 1 a Iansvcr'mh ao- Or + oo t · · 

• H1 ce ransport şi acceleraţia Coriolis A r; . _ - - r con rtbmc restul din 
coordonate polare. · m reg:lstt astfel formulele cunoscute pentru 

Observăm că acrelcraţia transversală poate fi scrisă astfel : 

ao = .!:_..<!_ (r'~) = .!:.(r'O). 
r dl dl r 

PROBLEME 

. 9.1. Un plan o_-c'y'_ se rotc:~.t~ î.:l jurul Ol'i"inii O c r'l , . ~ 
l~~UI punct faţă de acest plan mobil este- d- t? d , .u .':I cz.a un~l:mlar,t ~ = t•lU). l\Iiscaren 
Su se afle componentele accelel'u.ţiei absolnt'caf·lţ~ edcuuţt!le cmemattce x' = x'(l) şi y' =li '(l). 

< < ,t f' a:<ele mobile Ox'.lJ'. 

n c' "' . . '' ' 
• l;;; =X - 2oo!J' - (u2x'- 1/'(!), 

c; =ii' + 2w~X:' - oo 2y' + x'~·); 
Dac<1 punctnl se mişc:l de-a ltm_o:tul axei O • " 

1 
~ .v' : Y = Y = Y =:= O şi ret-:1sim rewltatele de· la 

cxemp u\ J.'i·e:.~d 1.mt (x' = r, w = 6). 
9•2 · 0 p.trtic~llă P porneste din virful O alt · . 

pc gc_ncratoarca cont~\ui cu vltczn v. Conul insus·mu~ ~on ~e d_escnider~ 2z şi se mişcă uniform 
unghmlarU w (fig. 0,12'. Să se afle m~ . ,I se lo ~ş~" umform in Jurul axei sale cu viteza 

:tl'lmea acceleraţteJ absolute a punctului. 

RJ:a = oov sin ~V(v~t~ + 4. 

9.3. Un tren (sau vapor) se mişcă cu viteza v d 
raţia absolută a trenului in funcţ·c d 1 t't d' e-a lungul meridianului. Să se afle accele-

I e a 1 u mea cp. 

R. 1 
a= Ji [v~ + 2w 2R 2(1 +sin2r.p)v2+fl4~4 cos2 9 ]112. 

• 

• 
1 

r 

r 

9.4. Un corp~~ roteşte in jurul unei axe orizontale ux ~.:u a";..,"a._~ .. P"" .... 0u·-·--- - ---
e1, La rindul său axa Ox se roteşte in jurul unei axe verticale fixe Oy cu acceleraţia unghiulară 
constantă ED• Să se afle viteza unghiulară a rotaţiei rezultante, dacă iniţial corpul era în repaus. 

Care sint axoidele? 
n. w =Ve~+ e~·l; axoidele sînt două conuri circulare cu axele Ox, Oy şi gcncratoarea 

comună sub unghiul arctg e~fs1 • 

H z 
o 

'-
'-- Wz 

:-;·, 

o 
iJ 

X 

Fig. 9.12 

9.ă. Să se compună rotnţiile din figura. 9.13. 

n. 1\lişcana clicoidală : w = V(!)~ + oo;, V = - (!)
1

(!)
2

C 

Vwi + w~ 

................ 1 / 

---'""' "- y 

Fig. 9.13 

axa elicoidală trece prin 

(o.o. "''"''' ) . w: + w~ 
9.6. Două rigide se rotesc uniform cu vitezele unghiularc <;; 1 .~, respectiv in jurul axelor fixe 

Ox, Oy. Să se calntleze viteza lmghiulară şi accclera\ia unghilllari't ale rigidului 1 {afă de rigi-

dul2. 

-)o - -)o -)o 

E"rcl = - W2 X Wrcl = - W2 X W1, E"rul = W,W2. 
4 

9.7. Un mobi1 se mişcă pc suprafaţa PămintuJui cu viteza 1 IJ 1 = consl l'a re face 1m unghi 
a= const cu meridiannl JocUlui. Care va fi traiectoria mobih1lui, dacă el polllcşte din punctu: 

cu latitudinea cp =O şi longiludinca O= O? 

R. tg r~- ~) = c- octg:et (curba loxodromă). 
4 2 

r.tobilul atinge polul (r.p = n/2) înconjurindu-1 de o infini1.a1c de ori (O -l' oo). Proiccţi~ 
loxodromei pc planul ecuatorului este o spirală ayînd ccn1.ru1 sferei ca punct. nsimptotic 



CA.PITOLUL !O 

DINAMICA MIŞCĂRILOR RELATIVĂ ŞI ABSOLUTĂ. 
SISTEME DE REFERINTA NEINERTIALE , , 

Legile mecanicii clasice newtoniene sînt valabile faţă de SR- inerliale 
(in mişcare rectilinie uniformă faţă de stele şi nebuloase). Fată de SR neiner
ţiale (c~re se :r'işeă acc~lerat faţă de stelele "fixe") legea inerţi~i şi legea funda
mental_a nu stnt valabile; corpunle nesupuse la forţe se mişcă accelerat, iar 
corpunle s_upuse la forţe se pot afla în repaus (relativ). Experienţe mecanice 
efectuate Intr-un laborator neinerţial ne permit să determinăm acceleraţia 
s~ faţă de SR i?erţiale (faţ.ă de stele). (Apare totuşi o dificultate legată de 
crmpul gravttaţwnal de care vom vorbi mai departe.) 

10.1. FORŢELE ~OMPLEMENTARE 

a) Fie mişcarea punctului material raportată Ia un SR neiner[ial S', 
~ 

faţă de care acceleraţia este arci· 
Atunci, 

~abs =(;rei+ '(;tr + ({cor• 

·de unde înmulţind cu masa : 

F = m(;abs = ma7e1 + ma~r + ina-:oro 

.p -.mC:,r- mrlcor = mcl;el snu F + Fc = mC:rel· 

{10.1) 

(10.2) 

(10.3) 

Prin urmare, într-un SR neinerţial, în legea fundamentală .trebuie adăugată 

la forţa reală F, o forţă fictivă F, numită forţă complementară sau pseu-d~ 
forţă (sau for ţii aparentă) (numită, impropriu, şi forţă de .inerţie) : 

...... def _,. ...... _,. ...... 
F, =-ma,,- ma," = F,, + F,." (10.4) 

F
_,. def ...... _,. ...... ...... _,. -+ ...... , 

'tr=-ma,r =--ma0 -ma.:-maw =-ma0 -m:: X r-

?M 

i 

_,. elef ...... _,. _,. 
Fcor =- Inllcor =- 2m W X Prcb (10:6) 

unde F,, este forţa complementară de transport şi f,., este forţa complementară 
Coriolis. 

b) Conform principiului III, forţei F aplicate corpului i se opune forţa 
~ ~ 

reciprocă fi'' =- J.-.' exercitată de corp asupra "legăturilor" (firelor, barclor 
etc. care trag sau împing corpul), adică asupra celorlalte corpuri cu care el 

interacţionează. Forţa reciprocă (de reacţiune) i:;' se datoreşte iner[iei corpului : 

corpul se opune forţei F care îi imprimă accelera pa (;a.bs: 

unde 

- ...... . _,. [_,. ...... - .,. 
F

1 
=- F =- maabs = Fc- marci = Fc + F;, (10.7) 

(10.8) 

se poate numi forţă complementară "relativă". Prin urmare, forţa reciprocă 

Î<'', reală, exercitată de corpul accelerat, datorită inerţiei sale, asupra legcl
turilor, adică asupra corpurilor care-I accelerează, este cchipolentă cu rczul-

t:inta tuturor forţelor complementare fictive F, + ff;, presupusă aplicată 
corpului însuşi în reperul neinerţial. Forţ-a reală, F' =- F, aplicatălegt1turilor, 
a fost numită de Newton forţă de inerJie (fiindcă se datoreşte inerţiei corpului). 
Prin extensiune (nepotrivită), forţele fictive complementare (presupuse apli
cate corpului în reperul neinerţial), echipolente cu forţele reale de inerţie 
newtoniene, au fost numite tot forţe de inerţie. 

c) In particular, dacă asupra corpului nu acponează nici o forţă reală 

(F =O, ~.b, = 0), el se va mişca totuşi accelerat fa! li de reperul ncinerţial 
(sub acţiunea forţei complementare 1',) : 

...... _,. ...... _,. 
aabs = 0, ar<'l =- Utr- acoro (10. U) 

(10.10) 

Forţele complementare îşi fac echilibru şi forţa de inerţie ncwtonianii nu 
există. 

d) O categorie importantă de SR sînt SR proprii ale corpului sau SR 
care se mişcă rectiliniu uniform faţă de SR proprii. ln astfel de SR corpul este 

evident în repaus (SR proprii) sau se mişcă rectiliniu uniform (-;;"' ~ 0), 

deşi acţionca«l o forfă reală J.·. ln acest caz ecuaţia (10.3) devine 

(lO.ll) 

adică forţa compl€mentară F, este egală în modul şi de sens opus cu for!a 

reală F, deci este echipolentă cu forţa de inerţie newtoniană aplicată legă
turilor. In acest caz, rezultanta forţelor reale F aplicate este în "echilibru" 

cu forţa complementară Fc. ln general însă, într-un reper neinerţial oarecare 

(10.12) 



~ 

adică rezultanta forţelor reale aplicate, F, este în "echilibru" cu rezultanta 
tuturor forţelor complementare 

"F, + .F; =- m7z,., =- .F = F' (10.13) 

si rezultanta tuturor fortelor complementare F, + F; este echipolentă cu 
'rorta de inertie newtonim;ă aplicată legăturilor (10.7): Problema de dinamică 
se ~educe astfel "formal" la o problemă de statidt (metoda cinetostatică). 
Prin urmare, numai în SR proprii (cînd ((,.,1 =O, f.; = 0), forţa comple
mentară fictivă ffc aplicată corpHllli este echipolentrl cu forţa rc~lă de reac
ţiune f/' =- ff aplicată legc'1llll'llor, adică cu forţa de inerţie newtoniană; 

altfel F' = Fc + F~. . 
e) Subliniem că forţele complementare (10.4) sînt forţe fictive (în c~Ldrul 

mecanicii newtoniene) care trebuie adăugate la for~.elc rca!e pentru a asigura 
valabilitatea ecuaţici fundamentale a -dinamicii în SR ncincrţial conside~at. 
Ele nu sînt forte de intcrac[iune, nu putem indica corpul ~arc le-ar ~xerCita, 
de aceea nu li se aplică nici principiul III al forţelor rec1proce. Deş1 pentru 
observatorul inerţial forţele complementare nu exist~, pentru observatorul 
neinerţ.ial ele apar ca -forţe reale, indiscernabile în ca~rul. res~rîn~. al lab~ra
torului său (adică prin mijloacele locale) de forţele grav1taţwna1e, fnn~ aphca
te fiecărui punct material şi proportionale cu masele acestora, ca ŞI forţele 
gravita~ionale. 

Aplicaţii " . " " . " . a) într-un vagon .1nişcat _accelerat se afla o bila netcda. de masa. m, 
aşezată pe o masă netedă fără frecare şi prinsă cu un rcsort-dinamom~tru. de 
peretele anterior al vagonului (fig. 10.1). ~ ~ 

Pentru.observaton~l terestr.u S bila se mişcă cu acceleraţia a = aa.bs• ca 
şi vagonul, fiind trasă de ·roi·i,:a F = n1â, căreia i se opune reactiunea bilei (for_ţa 

-, - - 1· " t 1 · de inerţie ne\vtoniană) F =- F =- ma, ap lcata resor u Hl. 

- J-~~~ ~~ 
F F'= -t= ~ -a -· m 

Fig. 10.1 

Pentru observatorul S' legat de vagon, bila este în repaus, deşi este trasă 
de foi-ţ.a f. indicată de dinamometru, deci lege,:; II ':u· e valabi~ă peut~u \'~ 
Ad1fucrînd însă forţa- complementară ficti~~ă Fc = Ftr, = ~ ma,r. = -pw, 
aplic:tă bilei, Qbţinem rezultantă nulă: F + F, =O şi ex~Iicăm astfel ".chi
Iibrul bilei şi întinderea resortului. Forţa complementară F, este e_:hipolentă 
în cazul nostru ( S' este propriu) eu forţa de inerţie newtoniană F' aplicată 
... o"n,.tHllll 

i 

r 

r 
1 

r 

Tăind firţ~l, bila se va m·iŞca rectiliniu uniform pentru observatorul terestru 
S, în virtutea inerţici, nefiind trasă de nici o foF(ă. Pentru obserYatorul S' 
însă, bila se va mişca cu acceleraţia l4~1 =- l: faţă de vagon, şi pentru a 
expiica această mişcare accelerată trebuie introdusă fol"ţa complementară 

fictivă "Fa = m~cl = - nu7 = 
=- F~, căreia însă nu-i mai 
corespunde acum o fort-ă reală, 
echipolentă, de reacţiune iner
ţială (forţă de iner(:ie) asupra 
legăturilor (S' nefiind propriu, 

(;rei :f:. O' fi' = iJc + F7 :=:o O Şi 
nu există fortă de inertie new-
toniană). ' · 

o 

~ 

Fig. 10.2 

b) Fie acum o platformă în mişcare de rotalie uniformă cu viteza unahiu
Iară CI) în junii unei axe verticale. O bilă netedit pusă pe podcaua netedă

0 

fără 
frecare a platformei $an suspendată pe Pămînt în dreptul marginii platformei 
(fi.g. 10.2), rămîne în repaus faţă de Pămînt (F =mit""' = 0), însă este în 
mişcare circulară (-CI>) fată de vagon. Pentru a explica aceasta în reperul S' 
legat de platformă, introducem forţa complementară fictivă aplicată bilei : 

~ ~ ~ 

Fc = - Jna tr - ma cor• 

"7lh .. = <.0 2 RÎ~ (centripetă), i?tr =- m<.0 2R'};_ (cenlrifugă), (10.14) 

acor =- 2wVrcl; =- 2w 2Rf:. (ccntrifugă), Peor = 2'mw 2 R;_ (centripctă); 

(10.15) 

Acesteiforţe complementare J.', nu-i corespunde nici-o forţă reală, echi
polentă, aplicată legăturilor, S' nefiind propriu pentru bilă (nu există forţă 
,de inertie newtoniană, F' = F,. + ~ =·0). · . 

Dacă acum bila este legată de centru printr~ un fir cu resort-dinamometru 
şi se află în repaus faţ'ă-de platformă (fig. 10.3), atunci faţă de Pămînt bila 
are o mişcare circulară unif<Jrmă (w) produsă de 
forţa centripeti1 dată. de resort (fig. 10.3) : 

(10.1G) 

Dat?rită incrţ.iei, bila react.ionează asupra re~ 
sortulm cu forta centrifugă de iner~ie: 

- - - -7 F' =- F =-ma" =- mw 2 Rn. (10:17) 

Faţă de platformă însă, bila e în repaus deşi este 

trasă de forţa centripetă Pa resortului. Pentru a 
Fig. 10.3 

e:xplica echili~.r~I~ în S' introducem forţa complementară fictivă aplicată bilei, 
care srl eomp~nscze forţa resortului F :_ 

P. (10.18) 



Reperul S' fiind acum propriu, forţa complementară ff, este echipolentă cu 

forţa de inerţie centrifugă aplicată resortului. · 

c) Fie o platformă în .rotaţ:ie uniformă cu viteza unghiulară w în juf·ul 

axei verticale centrale. La marginea platformei este suspendat un· corp 

(fig. 10.4). 

w 

Fig. 10.4 

Pentru observatorulterestru S corpul este supus la forţa de greutate mg 
şi tensiunea din fir Ta căror rezultantă "f este centripetă şi explică mişcarea 
circulară unifo~mă a corpului : 

F =ing -t- T =m;:; •• , '= mw 2RJ7. (10.19) 

Pentru observatorul S' legat de platformă'corpul este în repaus (iÎ,01 =O) 

deşi este supus la forţa centrlpetă F = mg + f. Cum e~plică observator~! S' 

deviaţia firului de suspensie şi. echilibrul relativ al cor{lului ?: - Introducînd 

forţa complementară 

(10.20) 

obţinemiechilibrul relativ : 

"F + "F, =:o, ('ii,.; =o). (10.21) 

Reperul S' fiind propriu, forţa complementară 

Fa. = .-- F = -m7ta·bs ' (10.22) 

este echipolentă cu forţa de in~rţie newtoniană aplicafă firului (-T) şi Pă
mîntului (-mg). Pentru observatorul S' corpul este în echilibru sub acţiunea 

celor 3 forţe : mâ, f şi Fc. 

1 

Î 
1 

1 

r 
1 • 
1 
' 

' 
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'. 
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,, 
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10.2. VJ>RTICALA 'l'.tlR~l>TRA lJ!U~UL \..U CLUllll>J 

In SR legat de Pămînt trebuie introdusă forţa complementară legată 

dt rotaţia diurnă a Pămîntului: 

27t 
"'=-

T 

2 '
3

•1
4 = 7,27 ·1o-• rad/s, 

86 400 s 

'(; tr = N
2 R COS q> .);.', (;cor = 2c.v X V:ei• 

F; =- mw2 R cos cp·n7 - 2m(l)-+ X u7e1~ 

(10.23) 

(10.24) 

(10.25) 

In particular, direcţia fi.rului cu plumb (direcţia verticalei terestre) nu 

coincide cu direcţia razei terestre (fig. 10.5). 
ln adevăr, asupra corpului acţionează forţa de atracţie gravitaţională 

G, = mg, după direcţia razei terestre şi forţa de tensiune Ta firului de sus

pensie (san reacţinnea normală a planului orizontal pe care este aşezat cor

pul). În se heliocentric (inerţial) s avem (q>- latitudinea): 

4 -). -+ 2 -, 

G0 + 1' =ma •• , = mw R cos q> •n. (10.26) 

tn SC terestru S', trebuie adăugată forţa complementară, care se reduce 

la= Ftr (ffcor =O, deoarece V:c1 = O) : 

a-: + f + Fc = m;rC]l dar _;re] = o, 

-w 
N 

Fig. 10.5 

G~ + ~ 'R ~, O , T- mw cos q>·n = , 

(10.27) 

(10.28) 

c.eea ce evident coincide cu (10.26); Forţa de greutate rezultantă va fi : ' 

-+- ---- "1 
G -:-.- 1' = mg = G, + F, = mg,- mw'R cos q>·Il, (10.29) 
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(10.30) 

G Go - Pc cos cp 
= mg i>' G, - F, cos 'P = mg, - mw' R cos' ro 

cos a T" 

(10.31) 
(unghiul " este foarte mic, cos " i>' 1) ; 

G =Go 1---cos"tp =Go 1- -cos2 tp · 
( 

<u
2 

R , ) ·( 1 ) 
. g, . 289 

(10.32) 

" C~mpo~enta o~izontală a lui F; îndreptată spre ecuator explică şi turtirea 
Pammtulm la Poh (umflarca la Ecuator). Tinind seama si de efectul turt" ·· 
P~ ~ . " _. .. , Iru 

ammtulm rezulta global, la nivelul mării: · 

G = G, (t - -1
- cos' 'P) sau g = g, (t --1

- cos' 'P) 
191 191 ' 

(10.33) 

unde G, şi g, = 9,832 mfs' sînt valori la PoL 
Abaterea direcţiei forţei de greutate (a firului cu plumb) de la raza teres

tră va fi (fig. 10.5) : 

tg a= Pc sin <p ....., mw2 R cos cpsin cp 

G, - F, cos 'P G, 
(10.34) 

-w 

Fig. 10.6 

- -+ -+--+ 

w2R 
tg " "' o: =--sin 2'J', 

2g, 
(10.35) 

deviaţia este nulă la Poli şi 
Ecuator, şi maximă la paralela 
'P = 45° (o: z 11'). 

10.3. LEGEA LUI BJ{R 

_Fie mişcarea unui tren sau 
curgefea unui du dC-a lunrrul 
unui meridian spre Nord. o în 
emisfera nOrdică. Atunci în a
fară 'de efec,tul micşorării greu~ 
tă!ii de mal sus, avem şi forţa 
complementară Coriolis apli
cată mobil ului (fig. 10.6) 

Peor =-ma cor =- 2mw X Vrei• Peor = 2m11r.·I(r) sin <p, (10.36) 

dirijată spre Est (de-_: lungul paralelei). O forţă de reacţiune echipolentă se 

a~lică pămîntului: F' = Fcor (celelalte forţe Ftr• F; sînt în ,planul meri
dian}· ~ş: se ex?lică uzuraşi:'ei drepte la CF duble sau săparea malurilor drepte 
la nun, m em1sfera nordwa (Ze·gea l!li Biir, descoperită la rîurile siberiene). 

r 
1 

1 

r 
r 

i: 
1 

1 

r 

• 

Pentru observatorul solar nu există forţă Coriolis şi fenomenul se explică prin 
faptul că mergînd spre Nord, apa sau trenul se apropie de axa de rotaţie a 
Pămîntului, adică se deplasează mereu spre regiuni unde viteza liniară de trans" 
port, tangentă la paralela terestră, este tot mai midt, deci vine cu un surplus 
(exces) de viteză spre răsărit şi loveşte malul răsăritean (în emisfera nordică). 

În emisfera sudică se uzează şina 
stîngă şi se sapă malul stîng al rîurilor. 

În cazul mişcării de-a lungul unei 
paralele spre Est (sau Vest) apare o mic
şorare (respectiv, creştere) a greutăţii 
corpului şi, de asemenea, uzura şinei drepte 
la Cl' duble sau săparea malului drept 
al riurilor, în emisfera nordică (fig. 10.7). 

10.4. CADEREA LIBERA 

Dacă un corp cade liber (în vid), ac
celeraţia sa relativă.faţă de Pămînt va fi : 

~ ~ 

Urcl = Uabc;.:...... Utr- Ucor = go-

'R ~, 2 ~ 
- (U COS q>•n - (U X Vrei= 

(10.37) 

(J w 

Fig. 10.7 

Alegem un SC cu axa Ox spre Est, Oy spre Nord şi Oz verticală în sus, 
în emisfera nordică (omitem accentul la coordonatele relative) (fie(. 10.8).: 
~ 

·Vrei =(X, {/, i), (10.38) 

w 
y 

Fig. 10.8 

z 

-a,., = (i:, "y, .z) = g- 2:, X -;,.1,. (10.39) 

în expresia (10.39) putem aproxima D;.,, "" 
i>' (0, o, z), (0 fiind mic, 

;;; = (0, w cos tp, '"sin c;>), (10.40) 

g = (0, -g sin "'• -g cos o:) "" 
i>' (0, o, - g), (10.41) 

unde am pus ct ==O, deoarece ct este 
foarte mic,· şi, X = fJ =O deoarece vi
teza orizontală ·ae deviere este negli
jabilă faţă de viteza verticală de că
dere: 

-> ~ 

i j iZ 
cu X Prcl =- -O (Jl cos q> cu sin q> . 

o o i 

= (iw cos tp, O, 0), (10.42) 

astfel încît (10.39) dă pe componente : 

x=-2zwcos.tp,.·y=0, z.=-g 
cu condiţiile iniţiale : 

(10.43) 

t =o, ;= (0, o, h), ;;,,. = (0, o, 0), 

adică corpul cade de la înălţimea h cu viteză iniţială nulă. 



----
Integrarea succesivă dă (considerăm g practic constant): 

{J = O, i = - g/, x = gt'w cos cp, 
1 . 

x =- gt'w cos cp, y =O, 
3 

. 1 
z =h--g/2

• 
2 

(10.44) 

Prin urmare corpul deviază spre răsărit (în emisfera ·nordică), adică în sen
sul forţei Coriolis Î<'cor =- 2m~ X U:ci· .. 

Devierea totală la sfîrşilul căderii va fi· 

1' 2 V 2/z ~ . V 2h Xm=;Sh gWCOScp,dupa/m= g· (10.W 

De exemplu, pentru h = 1 000 m, cp "'= 45° rezultă Xm :::; 40 cm. 
Experienţele (de exemplu, Reich 1831) confirmă această abatere şi deci 

rotatia Pămîntului. 
Pentru observatorul solar, corpul, avînd iniţial o viteză de transport 

tangenţială de-a lungul cercului paralel, coboară spre Pămînt unde această 
viteză este mai mică (se apropie de axa de rotaţie a Pămîntului S-N), deci 
vine cu o viteză mai mare spre răsărit, deci cade·deviat spre răsărit. 

10.5. PENDULUL FOUCAULT 

O altă experienţă celebră este rotaţia planului de oscilaţie al unui pendul 
(Foucault 1850 şi alte experienţe anterioare). Pentru oscilaţii mici, mişcarea 

corpului se face practic în planul orizontal. Atunci forţa Coriolis- 2m;;; x V:,. 
deviază corpul mereu spre dreapta, astfel încît el descrie o rozetă (fig. 10.9) : 

a b 

Fig. W.9 

a pendulul pleacă din··poziţia deviată A fără viteză iniţială ; 
b pendulul pleacă. din O cu viteză iniţială. 

Componenta verticală w, = w sin 1' roteşte planul orizontal (podeaua 
laboratorului) în jurul verticalei cn per!oada · 

T, = 2rr:/w, = Tjsin cp, (T = 24 h) (10.46) 

• 

în sens trigonometric, de aceea planul de oscilaţie a pendulului se roteşte 
aparent în sens contrar,. adică în sensul acelor unui ceas.ornic, eu această 
perioadă. Tot astfel sînt devia le spre dreapta corpurile care se mişcă în planul 
orizontal pe suprafaţa Pămîntului, în emisfera nordicft. 

Componenta orizontală wy = w cos tp roteşte planul meridian Yertical 
S-N (peretele S-N al laboratorului) în jurul orizontalei S·-N cu perioada 

Ty = 2r:fwu = Tfcos 1' (10.47) 

şi explică abaterea spre Est a corpurilor în căderea liberă (în emisfera nor
dică). 

Prin urmare, cu· ajutorul unor experiente mecanice locale, efectuate 
într-un laborator pe Pămînt, se poate dovedi rotaţia Pămîntului faj{t de SC 
astronomic inerţial. 

Ob~crvatic. Expericn1e cu pendulul an fost cfc(tuate pentru p.rimn <lată de Vivhmi la Flo
renţa in 1661, apoi de Bartholini tn 1833 .• Tcan Bcrnard LCon Foucault(1Sl9-18G8) a efectuat 
expcri.enţcle sale (fără· să cunoşscă ·experienţele precedente) la Paris în 1850-1851. Lungimea 
firului de suspensie '67 m, sfcră de cupru de 28 kg, pcricad:'i(dc[ost'i!a!iC peste 16 s (suspensie 
specială a firului pentru a nu se torsiona). 

La sediul Naţiunilor Unite din New-York există tm pcndnl din sfcră aurită de 91 kg legată 
de tavan Ia înălţimea de 7,6 m deasupra podelei vestibulului. Fin1l de suspensie este din oţel 
inoxidabil şi pl'rmite oscila ţii libere (fără torsicnarc). Sfera oscilează im~dlat deasupra unui 
inel metalic cu diametru! de 1,8 m ridicat dcasllpra pcdclci. Pcrir~<ln de rotaţie a planului de 
oscilaţie 3G h 45 min. 

Aplicaţie 

a) Fie un pendul elastic cu resort-spirală (analog celui fixat la acul unui 
ampermetru), ea în figura 10.10, aşezat orizontal pe o platfoTmă care se poate 
roti în jurul axei sale verticale. 

În se propriu (ales ca în fig. 10.11) trebuie introduse forţe de transport 

-m,<:, care dau o rezultantă şi un cuplu. Faţă de CM avem (6.99) şi (G.!OO). 
Dar să facem acum reducerea faţă de punctul O; atunci rezultanta se depla
sează echipolent în O, iar cuplul se schimbă cu momentul rczultantei din CM 
faţă de O. 

Rezultanta : ff; =- m~m' 
F~ = mw'(R- R,), 

F; = -me(R- R,). (10.48) 

Cuplul: NÎ~ = (l~zw 2 - l~zZ; 

-J;,e + me(R- R,)R,), Fig. 10.10 

de unde momentul in raport Cll axa de rota{ie din O a pendulului : 

Ml1 = mo(R- R,)R,- I;e = meRR,- I' <, (10.49) 

unde I' este momentul de inerţie al pendulului faţă de axa sa de rotaţ.ie (iar 
I~ faţă de axa Oz'). 



Dacă platforma se roteşte uniform (z =O) acest cuplu este nul şi deci 
pendulul rămîne în echilibru (faţă de platformă) orientat p~rmanent spre 
centrul platformei, aşa cum a fost potrivit de la început (eclullbrul va h sta· 
bil dacă resortul este suficient de puternic şi rotaţia platformei nu este prea 

rapidă). Lucrul era de aşteptat 
întrucît în acest caz avem for
ţe de transport numai centri
fuge, fără componente trans
versale pe pendul. 

Y' 

Fig. 10.11 

Dacă însr1 platforma se ro
teşte neuniform(< of O). atunci 
pcndulul se va roti im:.:-diat fa
ţă de platformă, sub acJiunca 
cuplului (10.49). Şi totuşi pu
tem construi pendulul în aşa 
fel încît să rămînr1 insensibil 
la orice acceleraţie unghiulară e 

a platformei! (adie{, oricum am roti platforma într-un sens sau altul). Condi
ţ:ia necesară rezultă din anularea momentului faţă de axa de rotaţie (10.49) : 

1; = mR0(R- R,) sau I' = mR,R. (10.50) 

Or, aceasta nu este altceva decît condiţia (6.103) : 

R = R, + I;fmR, = I' fmR, = 1" (10.50') 

adică O şi C sînt puncte reciproce :·centru de oscilaţie -: centru de suspensie, 
distanta dintre ele fiind ltmcrimea redusă a pendululm. ·-, ~ 

. 1 
Exemplu. Tijă subţire omogenă: J~ =- ml2 şi_ (10:50) d!t P = 12R0(U- !?o)· Pentru 

12 
o distanţă R = o;5o m şi o· tijă { = 0,50 m. rezulttt R 0 = 13 cm. 

b) Fie acum î:ntr-o cabină a ·un~i ~vi_on u~ pen~u"l fi~ic suspexuţat p1_·int~-o 
articula tie astfel încît axa 0-CM sa flC axa de sunetfle, deCI automat pnn· 
cipală c~ni:rală şi de asemenea orice aX:ă centralrt transversală va fi princi
pală. 

Dacă avionul stă î_n repaus pe suprafaţa Prtmîntu~ui sa.u. se mişcă .cu 
viteză constantă de-a luurrul unui. cerc paralel sau unut mendxan sau clnar 
de-a hmcrul oricărui cei'c ~are, pendulul--va rămîne în echilibru faţ.ă de cabină 
şi va fi ~·ientat spre centri1l Pămîntului, Udică va indic_a verticala terestră (sau 
respectiv orizonllll terestru). . . . ·. 

In adevăr situatia este analoagă problemei precedente, numai că rolul 
momentului de .rest~bilire elastic al resortului spiralat îl joacă acum cîmpul 

~- ' o , 1 , ~ t . . l ~ l gravita ţjonal terestru ·g şi deoarece axe1e x y .:: sxn pnncxpn e cen.:ra e, 
cuplul (10.48) va fi nul ( s = 0). 

Dacrl însă avionul va zbura accelerat .pe suprafaţa Pămîntului, atunci 
pendulul va devia imediat, aşa cum ştim foarte bine despre obiectele suspen
date într-un vehicul care accelerează, frînează sau virează. 

Si acum vine ideea inr:renioasă de a proiecta pendulul astfel încît să fie 
' b 

insensibil la orice mişcare accelerată la suprafaţa Pămîntului, adică st'i. arate 

1 

permanent lJerticala terestrt1. sau orizontul terestru. Condiţia este exact aceeaşi 
ca la problema precedentă : 

1~ = mll0(R- R,) sau I' = mR,R, unde R ~ llp = 6 400 km. (10.51) 

Deci lungimea _redusă a pendulului trebuie să fie R f;; Rp. At~1nci perioada 
de oscila ţie : 

. . v-I'- vR 11 ?" T = 2.r -. - = 21t". - = 1 _:J 
mgR, . g . 

min. (10.52) 

Pentru o tijrl omogenă rezultă condiţia 

1' 
~--

- 12R' 

ceea ce practic este irealizabil. Şi totuşi problema a fost rezolvată cu ajutorul 
giroscopului avînd perioada de precesie (10.52). 

J.\.Iai mult, o acceleraţie arbitrară a avionului se descompune într~o com
ponentă orizontală şi una verticală. Deoarece acccleraţja verticală nu influen
ţează pendulul nostru, înseamnă că pentru orice mişcare accelerată a avionului, 
pendului astfel construit va indica mereu verticala terestră sau oriZontul 
artificial (în condiţiile de zbor fără vizibilitate), 

PROBLEME 

W.t. Într~ un tub orizontal care se roteşte uniform ru \'iteza ungh'uinră oo în jurul axei 
vertitale trecînd printr-1m capăt al său, lunecă fără frecare un punct material de maSi1 m 
(fig. 10.12). La momentul iniţial: x = x0 şi v =O. Să se afle legc..'1 mişcării relative şi rcacţiunea 
orizontală a tubului. 

n. X = XoChrol. Nh = 2mw~.toshrul. 

m 

Fig. 10.12 Fig. 10.13 

10.2. Un punct material de masă m, fixat de capătul unui resOlt orizontal de cOnstantă 
k, se aiiU in echilibru intr-un tub, la distanţa x0 de axa verticală (fig. 10.13). Să se afle 
legea mi.<;>cărH reia ti ve a punctului, dacă tu bul illcePe să- se rotească in jurul axei verticale cu 
vltezn unghiulară constantă oo. 

x= Xn +2--'"':..'·;;:x"'-- (1- cos Vw"'', -.,:-:-.;-_ ·l), dacă W 0 =V-1'-· >: (!}; 
00~ _ 00 z ·· m 

n. 



10.3. 

1 
x= X 0 + -(r)2Xgt:, dacă <o>0 = (!). 

2 

Punctul de suspensie O al unui pendul, construit d_intr-o tijă omogenă de lungime l~ 

-a 

Fig. 10.14 

se deplasează orizontal cu acceleraţia constantă a (fig. 10.14).: 

Si se afle ungb.iul de devle~e a pendulului in poziţia de 

echilibru relativ şi perioadl inicilor oscilaţii iu jurul aces

tei poziţii. Dlr d:~.că punctul de suspensie O oscil1:lază pe 

orizontală după legea x =A sin pt, care va H ecWlţia micilor 

o.;cilaţii, ştiind că la mo:n:m.tul iniţial pendulul era in re

paus? 

a V 21 n. a) tg6,= -. T = 2" 1 

o · sVa'+o' 

b) O Ap' ( . l p . t) 
= l(w~ p2) s1np - -;-sm w , '"=V+· 

10.~. Pe suprataia interio:tră netedl a unei pllnii conice cu deschiderea 2cc poate lumea 

fără frecare un pUnct m1terlal P. Pilnia se roteşte ullifoi'm cu viteza unghiulară w În jurul 

axei sale verticale (fig. 10.15). în momentul iniţial t =O punctul se găsea Ia distanţa r~ de 

Fig. 10.15 Fig. 10.16 

virful pllniel şi avea- ·viteză relativ _Uulă. Să se afle legea de mişcare a oarticulei~ Pentru ce 

viteză ro punctul urcă ~ 

R. r = gcoscc- + (r _ 
· ro2 sin2 a; 0 

. 

gcosa ) 
2 

• 
2 

ch((l)tsinct) ;pentru w> 
(1) Slll IX· 

urcă1 
V~ . punctul 
r0 sm o:. 

10.5. Pe suprafaţa interlolră netedă a unei sfere de rază R. care se roteşte tn jurw 

diametrului siu vertical cu viteza unghiulo~.ră constantă (1), se mi5că fJ.ră frecare un punct ma

terial P (fig. 10.16). a) Si. se afle viteza rClativă a punctului in funcţie de unghiul la centru 

1 

6. ştiind că la m:>:nntul tnlţill unfli:.Il era O~ şi viteza relativă zero. b) Care vor 

de echilibru relativ stabil şi perioadele micilor oscila ţii in jurul acestor poziţii 'l 

R. l 2g 1'" n) v,e1 =R Ci>~(sin2 O - sin2 00) +R (cos 00 -cos O) , 

-g 2nR(I) .. yu 
b) O=arccos--, T= daca (1)> -, 

(1)2R VR2Ci>' gt R 

O= R, T = 2nV R dacă Ci> ::;;;;;V 0 
• 

g- Ci>2 R R 

fi poziţiile 

10.6. Un mobil se mişcă cu o viteză relativă V:a~= const, faţă de Pămînt, in planul ori

zontal, la latitudinea cp. ce mişcare absolută are mobilul, ţinind seama de rotaţia diurnă a Pă

mtntului ? 

R.IMişcare uniformă pc un cerc de rază vrd (presupusi ~ R- <aza P.imtntului) 
2w sin cp 

unde c.> - viteza unghiulară a Pămîntului). 

10.7. Un tub, curbat sub formă de cerc de rază R, se roteşte intr-un plan orizontal cu viteza 

unghiulară w = const in jurul unui punct al său A. în interiorul tubului se mişcă liber fără fre

care o bilă de masă m. D.1că O este unghiul dintre raza vectoare a bilei dusă din centrul cercului O 

şi raza OA, cunoscind Vr~l = v, pentru O = 00 , să se afle viteza relativă a bilei, reactiunea ori

zontală a tubului şi perioada micilor oscila tii ale bilei in j urui poziţiei de echilibru relativ. 

R. v"1 = Vv~+ 2R2oo'(cos O cos U0), R"' = mR[(w + v,.dR)2 + Ci> 2 cos 0], T = 2n/<U. 

10.8. O particulă grea de masă m se mişcă liber fără frecare in planul zOx, care se roteşte 

cu 0 = const in jurul axei verticale fixe Oz. Sli se sci-ic ecuaţiile mişcării relative, ştiind condi

ţiile iniţiale (lat= O) :·x0 , z0 şi vre 1 =O. Să se afle şi rcacţiunca planului care se roteşte. 

R • .x = X 0 ch (l)l, z =· Z 0 -:- "gl2 /2, R = 2mx0'<ol 2 . sh (!)!. 



CAPITOLUL Il 

MECANICA RELATIVISTĂ 

T<;o~ia restr~nsă a relativităţii (sau teoria relativităţii restrînse) a fost 
creata m esenţa de Albert Einstein în 1005. 

11.1. POSTULATELE TEORIEI RELATIVI'rAŢII 

.ţn 1863 J. C. Ma~well a. formulat legile eleetromagnetismului. şi. a dat 
teona eleetromagnetJea a lummii. Ecuatiile lui Maxwe_ll 1111 si'nt I'n " G · · r'ant d' ... ~ . . · sa -Ill\·aI e, ~ Ica nu Sint n~van~nte ~a transformările lui Galiiei, deci legile feno-
mcnclOJ electromagnetice ŞI optice ar trebui să difere de la un SR inertial 
1~ al~~l. Or, aceasta ar permite determinarea ·mişcării relative a SR in eri ia le t CVI enţierea un~i SR ah~olut, presupus legat de eterul cosmic, unive;saL 

_eea ce n~a permis mecamca, ar permite optica. Dar, nenumăratele cx lC
nen[e optice, de exe~lu e:pe~·i~nţele lui Miehelson şi Morley de la sfirşAul 
se~o u~u1 trec~t, a~ ara~at ca mei pnn miJloace optice nu se poate determina 
ffilŞ~atet- u:m s_R Inerţial. Astfel, s-a găsit că viteza luminii în vid este in de
pe~ en a. e. mişcarea inerţ,ială a sursei Sau a observatorul ni deci aceeaşi fdaţ~ d_e difente SR. Aceasta contrazice legea clasică de adunm:e a vitezel~r 

eet ŞI transformările lui Galilei. • 
. Contradicţia ivită a fost rezolvată clar şi precis în 1905 de către Albert 

Emstem (1870-1955) pr_m e~earea .teoriei relativităţ:ii (TR). Pe baza rezul
t1at~lor expen.me~tale, Emstem extmde principiul relativitătii al lui Ga!ilei 
a mtreaga fiZica : ' · 

. (~) Toate legile fizicii, llll munai cele mecanice sînt aceleasi în toate SR znerţzale. ' ' 
Nici o experienţă fizică, efectuată în interiorul unui sistem inertial nu 

ne_ permi.te s~ determinăm mişcarea rectilinie uniformă a acestuia fată de 
alte SR I~erţwle. Toate SR inerţiale sînt absolut echivalente din pun~t de 
vedere fiZIC.; nu _există deci un spaţiu absolut, care să poată fi luat drept SR 
absolut. Prmci1nul relativităţii al lui Einstein constituie primul postulat al' 
teonei relativităţ:ii. 

. (Il) Cel de-al doilea postulat afirmă că viteza maximă de propagare a 
Interacţwmlor sau a energiei este finită, şi aceeaşi în toate SR inerţiale (in 

virtutea echivalen·ţei lor), deci o constantă uuivcrsal{t a îizieii. Această vi
teză absolută coincide cu viteza luminii în vid. 

Pe aceste două postulate se bazează teoria restrînsă a relativităţ.ii (TR). 
Din al doilea postulat rezultă imediat inexistenţa corp!lrilor absolllt rigide, 

deoarece cu o bară absolut rigidă, prin simplă împingere a ci, s-ar transmite 
instantaneu energie altui corp. De asemenea, al doilea postulat contrazice, după cum am spus, legea clasică de adunare a Yitezelor, deci şi transformările 
lui Galilei. Din cele două postulate se pot deduce acum noile transformări 
corecte, care coincid cu transformările lui Lorentz, deduse de acesta drept transformări care lasă invariante ecuaţiile lui I\Iaxwell ale clectromagnetis
mului. Prin urmare, ecuaţiile lui J\'laxwell sînt corecte. În schimb, legile meca
nicii lui Newton, invariante la transformărilc lui Galilei, nu sînt exacte, la 
fel ca şi aceste transformări. 

11.2. TRANSFORMARILE LUI LORENTZ 

Noile transformări trebuie să fie liniare, la fel ca şi transformărilc lui 
Galilei. În adevăr, ecuaţiile de grad mai înalt au mai multe soluţii şi atnnei ohsen·aţiile dintr-un SR s-ar interpreta neunivoc în alte SR, or trebuie să existe 
o corespondenţă biunivocă între coordonutelc aceluiaşi eveniment, înre
gistrate în diferite SR. De asemenea, noile' transformări trebuie să coincidă 
practic cu transformările lui Galilei pentru feuomenele mecanice obişnuite, 
unde se aplic'ă cu mare precizie mecanica clasică. 

Fie sistemele de coordonate alese ca în figura 11.1. Atunci coordonatele 
y şi z nu sînt afectate de mişcarea reciprocă a sistemelor, fiind transversale 
pe direcţia de mişcare, deci y' = y, z' = z. în adevăr, fie y' = ax + by + cz + dt. Pentru un eveniment oarecare 
din planul Oxz avem y =O şi y' =O, deci O =ax+ cz + dt pentru oricare 
x, z, t, ceea ce implică a = c = d =0, deci y' = by. Sistemele fiind echivalente, 
trebuie să ave1n şi reciproc: y = 
=' by', adică b' = 1, b = ± 1, şi 
pentDt.::.a-ceeâŞ(Orientare a axelor, 
h'7='-L J udeeînd analog pentru 
z', găsim y' = y, z' = z. 

Pentru coordonatele x', x 
trebuie să avem : 

x' = "'(x- ul), (11.1) 
o 

z Z' 

'-...., l P 1 x,y,z,f) 

O' 
CD' u ! X' 

- ' 1 // 
............ _ 1./ _____ .......::::::tr 

~tndc-:x nu depinde de,coordonate, 
ci eventual de viteza u de trans- Fig. 11.1 
port dintre cele două SR. În . adevăr, relaţia trebuie. să fie liniarr, şi pentru punctele x = ut din planul O'y'z' 
trebuie să rezulte x' =O în S', deci polinomul liniar al lui x' trebuie s~ fie di
vizibil cu x-rzt,. adică să fie proporţional, cu x-ut. 

Analog, trebuie să avem : 

x = o:(x' + ut'), (11.2) 

deoarece pentru punctele x' = - ut' din planul Oyz trebuie să rezulte x =O 
în S, deci polinomul lui x trebuie să fie proporţional cu x' + llt'. 



Coeficientul " trebuie să fie acelaşi în virtutea echivalenţei SR, altfel trecerea de la un SR la altul ar fi diferită şi unul din ele s-ar evidenţia, contrar postulatului J. Putem considera că S se mişcă cu viteza -u faţă deS', atunci coordonatele din S vor fi considerate cu accent, iar cele din S' fără accent, deci trecerea inversă se obţine din cea directă prin substituţia (x, t, u)=(x', t' ,- u): 

x' =<X( X- ut) = x = <X(x' + ut').-

ln cazul transformărilor Galilei " = 1. 
- Să folosim acum postulatul II pentru a afla pe ce. Să presupunem că în momentul iniţial cînd originile O, 0 1 coincid, ·se emite un semnallun1inos din 
origine în sensul axei comune Ox. Un punct oarecare în care'ajunge semnalul 
are coordonata x = el în S şi x' = ct' în S', cu aceeaşi viteză c a luminii·. Apli
cînd transformările (11.1-2) pentru acest punct în care ajunge semnalul 
hi'iiiinos, obţinem: 

ct' = <X(c- u)l, ct = <X(c + u)t', 

de unde, înmulţindu-le membru cu membru :. 

1 1 
J1- u'jc2 = J1- ~ 2 ' 

(11.3) 
. u 

~ =-, 
c 

deci 

'· x -- ut_ 
X= J ' ~- 1- u2/c2 

x' + ul' 
x = J1- u'jc2 (11.-l) 

Introducînd prima relaţie în a doua, sau invers, obţinem formulele pentru 
transformarea timpului : 

t' 
t- uxfc' 

J1- u'fc'' 

l' + ux' fc2 

Jl- u2 jc2 
• 

(11.5} 

Reunind rezultatele; avem următoarele transfcrmări Lorentz, care dau tre
cerea de Ia un SR inerţial Ia altul care se mişcă faţă de primul cu viteza con
stantă u de-a lungul axei comune Ox: 

1 X- lll 
X =J ' 1-u'fc' 

y' =y, z' =Z, 

t - uxfc' t' 
= J1- 11

2 /c2
' 

x' + zll' 
x -J1- u2 fc'' 

' ' y=y,Z=Z, 

:..t''F+~';;'x~-' /~c=:<' t= J!- u2fc 2 

(11.6) 

Transformăriic lui Ga1ilci se obţin de aici ca un caz limită cînd c --+ oo, sau, 
aproximativ, cînd " ~ c (~ = ll/c ~ 1), neglijînd puterile superioare ale lui 
~ = ujc. 

Conform postulatului I, toale ewa!ii/e fizicii trebuie sâ fie invariante la 
transformările lui Lorentz,- pe scurt, Lorentz-invariante sau L~invariallte. 

Mecanica clasică este invariantă la transformările Galilei şi nu Ia transformările Lorentz, de aceea nu este exactă pentru mişcări cu viteze comparabile cu viteza luminii şi trebuie înlocuită cu mecanica relativistă. 

11.3. CONTRACŢIA LUNGIMILOR 

Un acelaşi corp are dimensiuni în general diferite dacă sînt măsurate în SR diferite. În adevăr, fie o riglă în repaus în S de-a lungul axei Ox, avînd lungimea 1, = x,- x1 (diferenţa absciselor capetelor riglei). Lungimea riglei măsurată în S' va fi dată tot de diferenţa abscise!'or capetelor riglei, lllafc în acelaşi moment t' în S' : 

1 = (J·;- x;)[,• =(x, J1- u2/c2
- ut')- (x1 J1- u2/c2

- ut') = 

= (x,- x,) J1- l1
2 /c2 = /0 J1- H

2 /c2 < /0, (11.7) 

deci lungimea riglei măsurată în SR faţă de care ea se mişcă (longitudinal) este mai mică, decît măsurată în SR faţă de care ea este în repaus. Reciproc, ţie acum o riglă în repaus în S' de-a lungul axei O'x', avînd lungimea /0 = x;-x~ în S'. Lt~ngimea riglei în S, faţă de care ea se mişcă cu viteza ll, va fi dată de diferenţa absciselor capetelor ei, măsurate în acelaşi moment 1 in S : 

l = (x,- x,)[, = (J~Jl- u'fc' + ut) -(x;j1- u'fc' + ul) 

(= (x;- x;) J1- u'fc' = l, J1- u'fc',~-

adică acelaşi rezultat: 
lungimea riglei .m<lsurată in SR propriu (faţă de care rigla este în repaus) este 
maximă. 

Numai dimensiunile longitudina/e faţ.ă de direcţia mişcării sînt diferite în SR diferite, cele transversale pe direcţia mişdtrii sînt aceleaşi (y' = y, =' = zj, de aceea volumul corpului apare contractat în acelaşi raport, de exemplu, elementul de volum dV: · 

. dV = dV,JI- V (11.8) 

Un corp sferic în SC propriu apare turtit în direcţia mişcării în SR faţă de care el se mişcă._ 

11.4. DILATAREA DURATELOR 

Fie acum într-un punct de abscisă x în S un proces care durează 
't"e = t2 - lv de exemplu, două indicaţii succesive ale unui ceasornic aflat în 
acel punct sau timpul de viaţ.ă al unei particule elementare. Durata acelu-



mş1 proces, măsurată în S', este dată de diferenţa momentelor corespun

zătoare în S' considerate pentru aceeaşi a bscisii x : 

l, - uxfc' 

J1- u2 fc2 = 

(11.9) 

deci durata unui proces într-un punct aflat în mişcare faţă de SR considerat 

este mai mare decît dnrnta aceluiaşi proces măsurată în SR faţă de care acel 

punct este în repaus. 

Reciproc, fie acum un proces într-un punct x' în S' care durează 

To = t;- i~ în S'. În S durata aceluiaşi proces Ya fi dată de diferenta momen

telor eorespunz[ttoare în S considerate pen Lru acelaşi x' : 

-. = (1, - I,)Jx-
t; + ux' fc' 

J1-u'fc' 

t; + ux' fc' 

J1- u'fc' = 

1~- i~ 't'o 

=J =J > 'To, 
1- u'fc' 1- u'fc' 

adică acelaşi rezultat: 

durata indicaUi. de un ceasornic este minimă în SC propriu ([aţâ de care cea

sornicul este în repaus). 

Din (11.8) şi (11.9) rezultă c[t produsul dV dl este invariant relati\ist: 

(11.10) 

Din transformărilc Lorentz rezultă ca: ... cterul relativ al simultaneiti"i.ţii : 

două evenimente simultane în S, (x,, 1) şi (x,, 1), de exemplu capetele unei 

rigle ca mai sus, nu mai sînt simultane în. S' : 

, 1- ux,fc2 , t- ux,fc' ( ) 
i1 = J :F i2 = , X 1 # X 3 • 

1- u'fc' .j1- u'fc' 
(11.11) 

Viteza limiill sau llile:a ma:rimâ c, egală cu viteta luminii În vid, nu poate 

fi depi1şiW. Altfel, transformările Lorentz ar deveni in1aginare şi ar pierde 

sens fizic : coordonatele evcniinentelor în iwul reper S' ar deveni imaginare ! 

Pe de altă parte, cînd u -~ c, dimensiunile longitudinale ale corpurilor tind 

către zero (pentru u > c, devin imaginare!), spaţiul tridimensional degene

rează într-un spaţiu bidimensional, devine un plan perpendicular pe direcţia 

mişcării. Duratele proceselor tind către infinit (pentru u > c, devin imaginare!) 

cu alte cuvinte orice proces încetează (secunda durează o eternitate) 

dinamica degenerează în statică. 

11.5. COMPUNEREA VITEZELOR 

?iferenţiind transformările 1 
obţmute la ultima, avem: ui Lorentz şi împărţind primele trei ecuaţii 

-'5'1~'··dx' + u dl' 

dx=J1 '!"'d!J=dy',d d' 
- ll cw z = z J 

di = dt' +u dx' fc 2 

. J1- u'fc' 

dx = dx' + " d!' 

d! dt' + ll dx' fc 2 

dy'.Jt - u'fc' 

dt' + u dx' fc' ' 

sau Vz = v; + u 
1 + v;ufc' ' 

clz- dz'.j1- u'fc' 

dt - d!' + ll dx' /c2 

- ,,; J1 - ucfc' ' (;----"-,--, 
Vv - - Vz V 1 - u2fc2 

1 + v ;u fc2 ' v z - ~1f'-;-:,--C:;-;,:_ ·1- v;ufc2 

şi formuleie in,re'rse (se obt,:in 

sau 

(11.12) 

mutînd accentele şi schimb,"nd pe u în -u): 

1 - v,ufc" 
v; = Vy J"t- ll2/c'!. 

1 - v,ufc' 
• - v, J 1 - u'fc' 

v, - ,~--...;,:. 
1 - v,ufc' 

Reamintim c· S' . • (11.13) 

a se mtşca cu viteza ll fată de S d . 

0.~-ca în fioura 11-1 (' .t _,. c •' e-a lungul axei cbmuD.e 

1 1 _ 0 c . • v -v1·eza relativă u ·t d -

anso.ut n). Faţă de legea clasică n ;t . --VJ eza e transport, v - viteza 

l:gea relativistă apare- numitorul le" ~~an:!.u .de compunere a vitezelor, in 

s,.Jeî apare 1~ numără tor radicalul +L z /el, rar la componentele transver-

n cazul hmită c -)o 
oren z. 

ela . "' sau pentru Il ~ c nea]"• d R" 

• Sic~ newtoniene de comp'Uner·e a 't •
1 

o 1J111 1-' ... , obţinem formulele 

F ' Vl eze or 
- . ormulele relativiste de com uner . . , . 

ca vzle~a .c 1_1ll poate fi depăsită Dp e ~ Vltez~lor ne arată de asemenea 

aceeaşi directie şi sens (Ox) . ea el exemp3 u, daca .compunem două viteze de 
. ' o a e cu c/4, obţinem: . 

v, = v; + " _ 3c/4 + 3cf-l 2·1 

1 + v~ufc' - 1 + 9f1G ~ ·r c < c. 
-~ 

Dacă u·na din viteze este eg .p-

est~ aceea'şi în toate SR .__ 0~~~~a~~)~zultatul cslc t~t c, udică viteza luminii 

. •+~ . r+c 
V, = r---+ - 1 " = C, Vi = -:-----

Cll c· 1 + C·cfc' 

C~:mform formulelor clasice ne~vtoniene ar fi trebuit să 

v, :_ v; + u = 3c(4 + 3cf'! = 3c/2 > c, 

Vz = c +- ll > c, Vz = c + c = 2c, 

=C. 

obţinem, respectiv : 

în contradictie cu experient (d 
Morley). . ,a e exemplu, experienţele ·lui Miche'lson şi 



11.6. SPAŢIUL MINKOWSKI 

Introducem un spatiu cu 4 dimensiuni E4 :trei dimensiuni spaţiale _(x, y, z~ 
şi una temporală (el).' Un eveniment se reprezintă printr-un punct m aces 
spaţiu, avînd coordonatele : 
~.,:.)'-·'. 

:>llfZP" -lllDri!.U ,_ 
(11.14) 

unde entru omoge~izarea dimensiunilor, ti~p ... ul t se-înmulţeşte cu constant~ 
univer~ală c. Transformrn·ile Lorentz reprezinta o _transformare a coordona 
telor evenimentelor sau punctelor din acest spajlll E.,. 

11.6.1. CUADRIINTERV ALELE 

Fie un semnal luminos care pleacă din punctul (x~, y,, z,) la mome~t:l 
1, şi soseşte în punctul (x,, y" z,)la. ~om~ntul 1,: atunci distanţa parcursa e 
semnal este egală cu viteza lum1nn on timp · 

(x, _ x,)' + (y, _ y1) 2 + (z,- z,)' = c2(t2 - 11)
2

• [[ (11.15) 

Trecînd la S', adică aplicînd transformările Lorentz, găsim: 

• • • ') 2 2 (1' 1')' (l'; - x;)' + (y;- y1)" + (22 - z, = c z- , , (11.16) 

~ 'j tf,l(~~-~~~ . .., 

ceea ce se poate scrie şi direct în ~aza.p_ostulatului II al constanţCI v1.eZ< 
luminii. Prin urmare~ expresia patratica: 

s' de! (x, _ ~·,)' + (y, _ y,)' + (z2 - z,)' - c2 (1, -• 1,)
2 (! 1.17) 

este Lorentz-invaritinHi. şi nulă pentru propagarcda ~~~~ini_i,l \ se(f~lf7e)ş~eu ~~:~ 
driinterval. Pentru două evenimente oarecare cua run en a u s · 
nul, dar rămîne L-invariant. 

s = s' = inv, (11.18) 

ate verificâ imediat Cuadrlintervalul dintre două evenimente 
~eea' ce ~~~ ~7;tanlei dintre punct~le reprezentative corespunzătoa;e in spa: 
Joac.t ro , . 1 E d .• defineşte metnca acestUI ţiul cuadridimensional al evenimente ur :!.4, a 1ca . . _.... . r 
. ţ' Cuadridistanta (11.17) diferă de distanţa olnşnmta .<!n:tr-un .~pa,t~ 
~~~i~~nslonal euclidian doar prin semnul minus al ~llimulUI patrat (umpu 
rămîne calitativ diferit de spaţiu 1), de ac~ea splţiUI mtr~dus se d~f~~eş~= 
spaţiu pseudoeuclidian (metrică pseudo~u~.I~Janţa ~·g~om~o~~ ;~ncte aflate 
geometria euclidiană. De exemplu, pentru ~~-an a )m r: . 
în planul Oxt (y, = y, =O, z, = z, =O) (ftg. 11.2 a\em. 

s' =" (x, - x,)' - c'(l, - 1,)2
, 

adică pătratul ipotenuzei este egal cu diferenţa pătratelor catetelor Şi nu cu 

suma lor ca în planul euclidian. 

Există puncte (evenimente) distincte între care 4-distanţa este nulă 
anume punctele (evenimentele) legate prin propagarea luminii (11.16). 

Analog rotaţiilor dintr-un spaţiu euclidian, care lasă invariantă dis
tanţa, tot astfel lransformările Lorentz reprezini<l o pseudorotaţie in spa{iul- • 
timp relativist pseudoeuclidian E,, care lasă invariant wadriinlervalul: s =s'. 
Transformările Lorentz particulare 
(11.6) reprezintă o pseudorotaţie în 
planul spaţio-temporal (x, t). 

In mecanica clasică avem doi in
varianţi la transformările Galilei; dis
tanţa spaţială şi distanţa temporală 
dintre două evenimente. În locul lor, 
în TR avem un singur invariant la 
transformările Lorentz: cuadriintcr
valul s (11.17), dar mai avem o viteză 
absolută c. Existenţa acesteiconstante 

c:;t -LJ----- 2 J 5 1 clt2-:, J 
1 ' 
1 ct 1 - - - - -- --<' 

11 1 
J x2 -x, 1 

o X 

universale a fizicii permite unificarea Fig. 11.2 

invariantă a spaţiului şi timpului, şi 

invarianţa cuadriintervalului dovedeşte interconexiunea dintre spaţiu şi timp 
ln această unificare timpul şi spaţiul se disting calitativ prin signatura me
tricii, adică prin semnele + + + - în expresia intervalului. Un alt L-inva
riant din acest spaţiu este elementul de cuadrivolum (hipervolum) dV dl, 
conform 1 ui (11.10). 

11.6.2. CLASIFICAREA CUADRIINTERVALELOR 

Un interval s real, adică 

s2 = (x, - x,)' + (y, - y,) 2 + (z, - z1)
2

- c'(l, - 11)
2 > O, (11.19) 

se numeşte interval de tip spaţial. Dourt evenimente separate printr-un inter
val de tip spaţial sînt absolut separate spaţial sau absolut independente şi nu 
pot fi legate cauza! între ele, deoarece nici un semnal nu le poate uni, viteza 
necesară fiind supraluminoasă, conform lui (11.1 9) : · 

(1·, - :r,)2 + (y,- y,)' + (z,- z,)2 " 
'-"---''-_;__=--"-''-_;__.:__::__--"'- > c-. 

(1, - t,)' 

Nu există un SR in care cele două evenimente să apară în acela~i loc, deoarece 
ar trebui ca în noul SR să avem: 

ceea ce este imposibil, dar există în schimb un SR in care cele două evenimente 
srl fie simultane; atunci : 

., ( .• ·')' 1- ( ' ')' + (·' -')' 2 o s = :?.z-:?.1 - Yz-Yl "'2-'"1 =S > · 
l1n interval s imaginar, adică 

s2 = (x,- ~·,) 2 + (y, - y,)' + (z,- z,)'- c'(l,- 1,) 2 < O 

se numeşte interval de tip tempera/. 

(11.20) 



Două evenimente separate printr-un interval de tip temporal sînt absolut 
separate temporal sau în succesiune temporal<l absolută şi pot fi legate cauza/ 
între elf'. 

Nu există un SR în care cele două_ evenimente să fie simultane deoarece 
ar trebui ca în noul SR să avem : 

s' 2 = (:r;- :r;)' + (y;- y;)' + (z;- z;)'' =s' <O, 
ceea ce este imposibil, dar există în schimb un SR în care cele dourt eveni4 

mcnte să se producă în acelaşi loc ; atunci : 

s'' = - c2(t; - t;)' = s' < O. 

De exemplu, cuadriintcrvalul pentru două pozit:ii succesive ale unei p~rlicule, 
care se mişcă cu viteza v este (dl = v dl) . 

ds' = d/2 - c2 dl2 = (11
2

- c2
) dl2 <O, (11.21) 

deci este totdeauna de tip temporaL 
ln reperul propriu al particulei ds2 = -c' dl~ şi din (11.21) rezult:t 

dl, 
dt =J ' o . 1 - v'/c-

în concordantli cu dilatarea duratelor (11.9) (t - timpul cosmic, t, - timpul 
propriu). · · · 

ln sfîrşit, intervalul s este nul pentru două evenimente legate prin pro-
pagaren 1 uminii. 

11.6.3. HIPERCONUL LUMINOS 

Evenimentele separate de evenimentul·orlginc prin interval ILtl veri
fiert condi~.ia 

s2 = x'' + y2 + z' -- c2f' =O, (11.2:<) 

adică în spaţiul obişnuit sînt punctele de pe sfera de rază ~r ----: ct, cn. ccnt:ul 
în orirdne adică unda sferică luminoasă care sr. propaga. In spa lml 1\lAin
kowslZi, (1 1.22) reprezintă un hipercon, numit conlnminos (sat~ iz~trop). Luind 
pentru simplificare doar două axe spaţiale x,_y, o~~"inem rnnul dm ftgu_ra 11.3, a; 
luînd 0 singură axă spaţială :r, obţinem .doua drepte sec~nte (b1sectoarEle 
cadranelor) din figura ll.R, b. . . . . Hiperconul luminos dus prin origine împarte cuadnspa~.Iul c\ cmmen-
telor in două regiuni: .. . . . . 1) oiitorul absolut şi trecutul absolut f~rmatc dtn eve;u~eJ;tde .<iln wtc: 
riorul conul ni, separate de evemmentul-ongtne prn~tr-un 1nlcn _al de t1p. te_m 

1 2 o t > o respectiv t <O· aceste evemmente pot fJ legate cauza! para s < , cu , ' !" f " d , · t 1 de eYenimentul-oricrine şi succesiunea lor tempor::c a aţa e e\ e~tmcn u ~ 
origine (posterior-a~terior), este absolută, adică nu poate fi inversata (aceeaşi 
în toate SR) ; 

2) e\·enimentele absolut dep.ărlate, ~ituate in cx~erlorul_ co~t~ti :i s~a~ 
rate de evenimentul-Clrigine pnntr-un Interval de hp. spatw_l s --- ~, ac~st.... 
evenimente nu pot fi legate cauzal de evenimen~u~-ong~n .. c ŞI succ~s:u~e~ _Io~ 
temporală faţă ele evenimentul-origine este relativa, adiCa poate f1 rnversata 
faţă de diferite SR. 

Mişcarea unei particule se reprezintă în cuadrispaţiu printr-o linie nu
mită linie de univers, situată mereu în interiorul pînzelor superioare ale conu
rilor luminoase duse în punctele succesive ale liniei, deci înclinată sub un 

X 

el 

~---
'~ 

-- P "' Con 

ct 

ViilOI"'U{ 

__ "'":_ "":;y- luminos 
s= O s::O 

a 

1 

ct= /lx 2 ... y2 

1 y 

----:..:::.~ ...... y 
IP' 
/ct::-v'x2

+Y2 
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b 

unghi mai mic de 45° faţă de axa ci, deoarece v < c (vfc<1), adică ds este 
de tip temporal: ds2 <O (11.21). Pentru o particulă în repaus linia de uni
vers este paralelă cu axa ct. 

11.7. IMPULSUL ŞI MASA 

După cum am ''ăzut, ecuaţiile mecanicii clasire newtoniene sînt G-in
variante, de exemplu, legea conserv[trii impulsului unui sistem izolat este 
valabilă în mecanica clasică În orice SR inerţial dacă aplicăm transformările 
lui Gali)ei. Deoarece în TR viteza se transformă altfel decît în mecanica cla
sică ne\vtoniană, dacă am considera masa independentă de SR, legea conser-
v[trii impulsul ni definit prin m-; n-ar fi L-invariantă, adic[t n-ar fi Yalahilă în 
orice SR inerţial. 

Prin urmare, dar.ă păstrăm definiţia impulsului (cantitătii de mişcare) 
ca produsul dintre masă şi viteză, mi:; şi cerem valabilitatea legii conservării 
impulsul ui pentru sisteme izolate în orice SR inerţial conform trans[ormărilor 
Lorentz, trebuie să admitem că masa depinde de SR fată de care o măsurăm, 
analog lungimilor şi duratelor. Masa corpului măsurată în SR propriu, adică 
in SC legat rigid de corp, faţă de care corpul este în repaus, se numeşte masa 
de repaus m 0 , atunci faţă de alte SR masa va fi diferită, dependentă de viteza 
corpului fa!.ft de acele SR. ~Iasa de mişcare lrehuie să depindă de modulul 
vitezei, altfel SH n-ar fi echivalente şi s-ar eviden~ia o direqie prh·ilcgiată. 

Putem găsi 1:-gea \·ariaţiei masei cu viteza considerînd un exemplu de 
ciocnire perfect elastic[t a două bile identice. Dacă două bile identice se mişcă 
înainte de ciocnire cu viteze egale în modul şi ele sens opus, impulsurile lor 
vor fi egale în modul şi de sens opus, deci impdsul tolal va fi nuL .-\tunci şi 
după ciocaire impulsul total trebuie sf1 fie nul, adică şi după ciocnire impulsu-



riie bilelor trebuie să fie egale în modul şi de sens opus. Din condiţia ciocniri! 

perfect elastice rezultă că impulsul fiecărui corp în parte nu se schimbă în 

valoare absolută prin ciocnire, adică masa şi viteza în modul a fiecărui corp 

în parte (bilele fiind identice) nu se schimbă prin ciocnire (fig. 11.4). În acest 

caz energia cinetică (dependentă de masă şi viteză) a fiecărui corp în parte 

nu se schimbă prin ciocnire, adică este XC3pectată condiţ,ia de conservare a 

energiei cinetice în ciocniri perfect elastice. 
Alegînd sistemele de referinţă ca în figura 11.4 (vx nu se schimbă, v,1 schimbă 

semnnl prin: ciocnire), cerem ·respectarea legii, de conServare a impu~sului şi 

în s.' care se mişc[t cu viteza ll = Vz· Atunci vitezele bilelor în S'' înainte şi 

după ciocnire se calculează uşor cu ajutorul formulelor de compunere a vite

zelor (11.13); 

1 
Înainte de ciocnire 

1 

După ciocnire 

Biln 11 o, v, O, - V!! 

V1 - v;fc1 ~/1 - v~fc~ 

--, 

Bila 2\ -2v.., - u11.V1 - u; {c 2 -2V: L'1 111 - u;,fc~ 

i 
1 + v;jc2 1 + v~fc2 1 + v;{c~ 1 + v~.Jc2 

Conservarea impulsului pe direcţia Ox este automat verificată pentru 

fiecare bilă în parte. Pe direcţia Oy trebuie să avem ; 

--==---:----;::.=_---= 

)1- v~{c' 
sau 

m,v.J 1 - v';,{c2 

1 + v'!,{c' 

m1V 11 + m2vv J 1 - v;;c.:. 

)1- v'f,fc' 1 + v~fc' 

1 + v~{c' 
m2 = m1 , 

1 - v~{c2 

( 1 1.23) 

de unde se vede că masele de mişcare ale celor două bile nu sînt egale, deoarece 

au viteze diferite. Relaţia (11.23) fiind valabilă pentru orice ""' "v• la limită 

cînd Vv -+O, m1 va deveni masa de .repaus m0 (în S'), iar m~' Ya 

vitezei de mişcare v = 2vxf(1 + v'f,fc'), astfel încît obtinem din 

mula variaţiei masei cu· :viteza : ' 

m = mo - mo 
, )1 ~ v2 {c 2 - )1-[l' 

şi impulsul (cantitatea de mişcare) : 

corespunde 
(11.23) for-

(11.21) 

""""""-+· mv 
/)=IDU= 

0 
• (ll'Y) 

.J1-u'fc' .-:> 

, Cînd 11 ~ c, masa şi impuls.u1 tind către infinit (pentru v > c, ele devin 

llllfiginare !). l\Iasa este minimă :.î,n se- proprill. 

11.8. FORŢA· 

Prin urmare, impulsul unu'i Sisieni izolat 

impu1sului se ·datoreşte forţei ·aplicate·: 
se conservă. Atunci variaţia 

~ 

F= 
cl(m;;) dp el m,v -• 
-.-,- =-- ~- =lllll 1 

'dt cit ,dt )1 ~ u'fc' , . ' 

'' ... : · ·"""""" ·- ,dnv'7fc2.J: """""".· ·-- , , 

~ma-~- a 
1'-'u'fc' '' · 
'. ' ·l·· :·.-. .. , 

·'! 

c2 -- u?. 

. (11.26) 

ciCLi în gcn'el·~l forta· nU cstC c'olinial·rt cu aCc~ie'fa\hl. ·Pentru t~t co, ultihi~i 
termen tinde către zero şi r~[lsim ecuaţ.ia clasică. Descornpmiî;1(I acceleraţia 

în ·cele dou[t componente, aYcm: 

- - m ~ 
F = ma ----Le ---- a 1 = -r;==:=,T7, 

, . " ' 1 - u'fc' .j.I:~ v~fc' 

Prin urmare, pc direc\.ia. nol'JlULlil 

de exemplu· în m_işc;uea circtilai;<1 'uni:· 
fol'mă, pntCln sc1:ic F =ma, ·u;1de m 
csle (11.24). 

Dacrt particula arc! viteze rela-u'
Yiste (apropiate de viLcza luminii) -atunci forţa F aplicală parti cu; ci pro-
duce o accelera tie Inai mică decît_ în 

cazul clasic şi ,dcvi,ată spre nor·~~ala Ia: 
1 

::, 

b~a,ieclorie, d~ci aeceler~fia:. I{tc .mai 

este riguros coli'niară cu forţ-a (este 

di~1 ce în ce mai greu de modifi<-at mr.

dulul vitezei în conlparaţie cu direc-Ua 

''itezei) (fig. 1 1.5). 

(1 1.27) 

, 1') 

Fig. 11.5 



11.9. ENERGIA 

Lucrul mecanic al forţei aplica1c punctului material trebuie srt fie egal 
cu Yariatin energiei cinctice a punclului material~ deci 

dW 

= v2dm + m;; d;; = I1
2 ~m +- nw d11, 

dar din (11.2·1) avem 

dm 

astfel intît, 
d W ~ u' dm + (r:' - v') dm ~ c' dm ~ dE, .• 

~ ... ... In0c
2 

... 

J~~- = mc- - Illoc- = .J 1 ---:-; ~J2fc~ moc-' 

(11.28) 

(11.29) 

(11.30) 

unde Eo = m11 c'.! ·rslc energia de repaus~ iar_ E --~ mc2
- este- energia totală. În 

cazul vitezelor mici, 1>/c ~ 1, (11.30) devine: 

. "( 1" 3" ') • - "·__ , .. v- v -- - ._ -~ 

E, ~ m,c- 1 + ---;;- + ~ - +. . . - ll]0C "' 
2 c 8 c'1 · · 

(11.31) 

adidt se oh~inc in prima aproximaţic·cxpreşia clasicft a energiei eineliec. 
O scrie întrcag(t de considcrat:ii teoretice şi de experiente (de exemplu~ 

emisia şi absorbţia radiatiei clectrorriagneUce, rcacţ.iile nucleare) nratft c[t 
p~opor(ionalitalea _di[llry mast( şi __ energie es:tc unioersal Palabilti (pc;ntru_ or.ic.e 
fel ele energii) : 

(' [ 

D ~ mc' ' (il.:l2) 
!1 "' ·• C"' i1 _ r.,' -...j -· WjC V r 

(cînd u --· r, E --;> oo. iar·pcntrn 11 > .c. E devine imaginar). Prin urmare .. oriee 
variape de en~rp;ic csle însotilrt de o varia[ic corcspunz[ti.oarc a masei. -şi 
reciproc. 

Legea conscrotirii energiei este .~i lryC ·a cfJiJscrdl1.rii mr,sd. 
De cxrmplu, daci'l un corp nhsoadJ:c o·lUntit-atc dC ·_ci'tldurrt Q = 1 J~ 

masa lui creşte cu 

in = 

O energic de 500 mifiardc k\Yh coJ·cspundc· unei mase de 20 lq~. 
·. . ~ ' - . 

fn spa\inl-timp -re1ativist impulsul 1 /J ::do-. iilh şi energia E'= mC:!'s(• unifidi 

într-un enadrivecl'or : trei componente silatiale _/;.şi compo~1enla a· p<1ll:~ : 
Efe = mc. Pf'ttrat.ul accsliii cuadrin_.clor ·se c'dlctllCazn ca şi p{tfratul cit~idriin-
ten:alului, conform meldrli spa~itlhii-·timp: -' 

=-= p!- m:!c 2 · = -· n;g,;:1 =in,·. 
. ' ;!. 

( 11.33) 

(11.3•1) 

în locul formulei clasice. E 
(foton, nentrino) : 

= p2 f2m. Pentru paeticule cu n1asa de repaus nul{l 

E ~pc, (m 0 ~ 0). ( 11.35) 

Tot nslf0l se u'nificrt toate m{lrimilc fizice în cuadriveClorl sau, în general, 
în tensori (de exem-pln~ C~fmpul electromagnetic). 

Te<jl'Îa rclativitrlpi ri J~st strrtlucit vcrifieată cxpedmerital. Astfel, expre
sia relal'.iYistrl a impulsnlhi •ş'i varia·tia m·a'sei Cu viteza se v·crifică lit particul.cle' 
elcnu·ntarc accelerate la viteze mari. l\Iasa unui electron accelcral pînă la o 
energic de :-!O l\-IcV creşte de 130 ori (mec2 = 0,5-11 l\IeV), iar_:masa utm:i proton 
accelerat pină la 50 GeV creşte de peslc 50 de ori (m;oc' =c• 938,2 MeV). 

Dila.tarea duratelor se verific{t în calculul timpilor de viaţ?t ale rnczonilor 
in SC de laborator faţ:ă de SC.propriu. Helaţ:ia dintre masă şi cnergiţ se verifică 
'i 11 toale rcac('i:Ic nuclcar_c _şi în tqate_ transformă riie _rccipr.occ ale pai·ticulclor 
dcmenbu'l'. Astfel,·un foton se po"ale·transforma într:- o pereche clectron-pozi
tron, numai dacft energia sa h•J este cel puţin egal{t cu' ma!ia de repaus a celor 
dou:t particule 2 m0 c:.l: 

hv > 2m0c2 = 2 .g, 1-to-:n kg ·D ·1016 m2 /s:! = 1 ,G4 ·l0-13 J = 1,022 ~IeV, 

) .• ~1' c h c ~-<--' 
G,(\2·.10~' 1 J •s 

'J 2tn0 C 

~1.21·10~'' m ~ 1,21·10~' A. 
Aslrtzi este în plin{t crea pc o teorie cuanlidi. rclativ"tslr1 a . cîmpurilor şi 

parliculelor elementare. 

··,) 

l I.l. La moment nil = O se em:tc din originea comună a sistemelor .c.,·, S' un semnal luminos 
1n toate direc\iile:'Dtlp::i un timp ·t, observatorul din S constată că frontul de uwU. reprezintii 
o sfet'[t cu ' .. centrul în originea O a sistemului slln de rcfc'rin~ă S. de' Ccua~ie -x~'+ u~ + z~ = 
= r~ = c~l 2 • Cu ~9nstată, t;.cliilalt observator_,'? 

R. ConsLat3. accln5i lucru: froatul de un(l:! reprc;dnU o sfer:1 cu centrul în originea O' 
a sistemului s1u de referin~lt _S', de ccuupe :· x'2 +Il'\+ ::'2.!=. T:2. =.c~c~. (im·arinnla 
cuadJ'iintcrvalului !). '· · ·, ' ' 

11.2. Să se ar"t~e că tr.unform!rilc Lorentz se pot scrie sub forma: 

x = x' Ch ~ + el' sh ~· c( = x'sh y + ci' ch ·~· 

lHHlc th Y = Il /C. 
Da_c~i.;;ll9l~un,:th rt =;= EJfc, th ?' = v' /_c,. atuaci lc_::~a Uc compt~J_lcrc a :vitezelor .(1 J .12) dc

vil.lC :, y. '?' c;/ + :.t)J. , 

JJ.a. :\Iczonii ;;± generap in la!Jorator an un timp de via~U .-11 = 2.G·lo-~·s·. Se <'ohstatd 
experimental c~t mcY.onii :-:± n(tscu~i la. Î!l~Himi nuri. 11 = 10-;..20 km, ajung totu~i la suprafaţa 
Pămlntului. deşi s-ar plrc:1. că nu pot parcurge o distan(·ă mai-mare dedt ;:;~1 "x = .-0c = 7,8 m. 
Sti se explice acest fapt. 

IL Dilatarca duratelor pentru observatorul terest,~:t;l, din ~,1: s~u contra~p~l. Iung_it,nilor 
' pentt.-tl':sR In·oprill al mczOniiOr. · · ·· 

llA. Cu clt crc.5te masa de repaus m0 = 1,00 t a unui satelit care iese din eîmpul gra,·itn.~ 
ţi01ml terestru'! , _ . . . 

U. Llm = 111;/Hic~ ~ 0,7mg, ('R -·raza 'p{~;ti·î·~lt~lni). 



1 I.:io O particulă ·ln repaus' de masă m~ este lovită de o alt.1 particulă cu masa de repaus 
m1 şi viteza v,. pe care o nbso.1.rbe. Să se afle masa de repaus m' şi viteza v' a particulei com
puse rezultante. 

m, + m~ j/1---:- vrtc~ 

lloG. O pat·ticulă .în repaus de masă m fisioncază 1ln două parti<'ule ele mase de repaus ml,. 
m1• Să se afle energiile tot.ale E~' E: ale celor două particule rczulţante., 

n. m 2 - ·m~ + m~ 
2m· 

c'. 

11.1. în sistemul S' o·parli'Culă se miŞcă ln plnnul O'X'!( <·u;yitcza i? sub unghiul 6' fa~ă 
de axa O'x'. Core va fi unghiul respectiv· O al vitezei ;: in S? 

n trro'- v'Vl ll~jc~·-Siri. f)' o în" particulnl·. pentru propagarea luminii (:lbcraţin In-
o'='- v'cosO'+u 

)Il - u2'jc~ 
minii): tg O = sin 0'. de unde pentru unghiul de aberaţie D.O = O' - O ~ 

ll/c.+ cos O' 

~ ..!:_ sin 0'.·· 
c 

11.8o S::i se scrie formulele de tr:i~~sformare pentru cuadrivcctorul impuls J} = (P, E fc)~ 
(i ~ 1, 2, :l, •l). 

Il. 

dcf d.t:"~ . dxi ( ;; 
11.9. Cuadrivcctorul viteză este u' =- = 1c- ~ , 

dl0 ds Vl- v'jc2 Jl1 v"1c2 
c 

) , (i ~ 

""" 1, 2, 3, 4), (!
0

, timpul propriu). Să se arate că cuadrivectorul impuls pi = nl0llt. 

calculeze pătratul (in E,) cuadrivectorull~.i vitc1,ă. _, 

n. -c2, 

S:i se 

.t , <lef d~/ '·.·. dn1 cPx1 ··'·(Px'' 
cs c a .= - = lC - ·- c~ --· ~ -- (i = 

dl 0 ' ds dS2 · dl~ ' 

~ 1, 2, 3, 4). Să se arate că el este "pcrpendic~lar'; (în' E 4) pc C\ln·urivcctorul Viteză u;. 

ll.llo Cuadrivcdornl forţă este 1 
dCr dp~_ .. dp' .·· du' drt1 , , . f =- = lC- = l1110C- = nt,- .= D10<1.', 

dle ds ds df0· · 

(i = 1, 

( 
F 

2, 3, 4). Să se arate că fl ~. ~V;;o.l==:;o=; v2;c2. 

p-; .. ) . -:-;o===;=c. şi că el este "perpendicular" 
c }/1- v 2 jc 2 

(ln E~) pe cuadrivectorul viteză. 

11.12. Un mczon [1. sc·mişcă in SL cu- viteza v şi a parcurs o distanţă- sl4e Ia generarea sa 
ptnă la dezintcgrarea sa. Să se calculeze durata de viaţă proprie şi distanţa parcursă "din punct 
de vedere al mezonului". 

Uo Tn =..!... Vt-- V2 /C~~ 'i'Se = ~ v·!;--v"'"J""c2• r 

V 

' 1. "' . :, . ;:.'•· -: 
11.13o O partic.uHi cu maSa cl.e rCpaus m0 pleacă di~·rr.paus s~1~,~cţimlt;m _.u~1ci' forte con-

stante F. Să se exprime in functie de timp, viteza şi coordonata. 

R. 

11o14. O particul:1 de sarcină q şi masti de repaus mu descrie un cerc de razi't R intr-un cimp 
magnetic uniform 11. Care este viteza particulci? 

c 
11. V ~ :-;o=~~== 

j/t + (mucfqrB)~ 
11.15. Un foton se transformă intr-o pereche elcctron·pozitron, care intr-un cîmp de in· 

~ 

ducţie maJ;,'Itcticl li, transversal, au razele de curbură nlc traicctoriilor B. Care a fost lungimea 
de und:l a fotonului? 

ll.tG. Un mezon 7t in repans se dezintegrează astfel: 1t -~o [1. +~.Care este encrg:a cinctieă 
.a mezonului p. format? .. se cunosc masele de repaus mn:, m!J.. 

Il. 

ltol7 •. S.1 ~c .. găseas.că'ICgea vitezCi şi legea rriişcării rclalivistc uuifoTm accelera le pentru o 
.particulă carc'se mişcă 'CU ·acCckraţia a0 ,· conslanh\ în SC prop'riu. · 

n .. 

timpul 

V 

. ' 
a,l c' 

x =-(V 1 + lt~l~jc2- 1), 
a, 

. c· ;: ,. : .. 
proprm l 0 = _arcsh(a 0ljc)o 

a, . 

1 
• . :1 t.in: b'duă'P':i~UC·Ui~. :Hf:<\•ite'~Ci_li~:~·în ~r:": ~vnb~a rClativ~· 3 p:~t:licui~f 1 raţă 'oc partici!Ia 2 

eslc' vitCZll:'ci iri SGM; ii •part1eulcl·2. Să se a ne 'mOd1Tlul vitezei'relâtivc. ,' ' . ' l .. 

- • • •• ");•:·.·, • '·· 1 

Il · · :i . <0: _.;i)!l·-n{ll1 K 1J~) 2 /c.2 
• Vrd 

. .(i ~·~-;;2·JC~)~. 
- ) 1 '. ' 1 ~ .. '1-~ '·f.. ·• . • • .• 

. llo1,~. 0 p.1r~iculă,japată -in n~p\l,us, C~l masa . .IYL 1se dezintegrează, in trei pnrticule cu ma
~Cl~ de r_ep,Q.ţts n!~-~,ao S:'ţ se n~le Cne~:gi~_,n.\'"'xJn;ă P~, c~rc o poate prc,hm,un.a din cde lrci p~H'lieulc. 

n. 
:) 

. , . 

.: ' .•• 1 
:, . 

'), 
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C:APDTOLU'L ·12'· .. !.' ·: '•:'•. 

MECANICA SOLIDULUI ELASTIC 

Un' ~odcl in~('fidei --~~L t'<>~·P-uriţor ;~-~~~· cst~.JllodeiUl so:lr~i'u
1

it.!i,.-:.-~[a'~Lif:,_ 
care ţine seama âe def~rffiaţ.iile corpurilor (va.l~bil pentru deformaţii nu 
prea mari). 

·12.1. TENSIUNILE ŞI DEFORMAŢIILE '·:· 

~ricc cprp ~lin. ~~~t~udt .. ~~ţr. nwi_ r~ruH._._sa~t n~q.Î..·P.~-~;)n .... dc:~o;'(-~~~~l?V·.~ .Sub 
ac\iunea forrelor c~teqo·qr:e, u1 Intt~pqrul ţQI'J!.ţ_ll.li-l. at:Hl.i')~nsnl.m rnten.I_C,·-dato-
ritti dcformrtrii corpului. Atomii snu ionii care fornH_~.azrt corpul se deplasează 
puţin din poziţiile lor de echilibru; atunci for(:ole ·,tc,interacţiun,e.(delfgă
tur[t) dintre ei se opun acestei cteplas[tri ca fort;c i11tern~. 

Dcforma~.iile care dispar după suprimarea forţ:Cfor Care . le-nu produs, 
se numesc ela.~li'c;e._::cele_ care 'nu dispar ·.se_- nu_rn_·~·~_-e·:p/k~tice::_'.: ·,.·,,:~_: i .. 

Pentru dcfdhiul-~ii"ClaSti~~C"irih ])rea '·ni.'ml'-"d;tc·I_Vafa1>ili''t 'lcge·al"C5{pei'iffie·n.: 
talit a lui Hobcrt J-Jookc (1G3q-,-1703), <lescope.ritft în ţG\lO şi publicaHt în 
167G. dup[L care d'efnrmaţlile cliisticc slli(fjfO)>or(icuide ·cu· telJSidili~C ~{ rcc~i>r~c: 

Vom considera mai jos numai corpurile omogene (acclcaş1 propneta\t 
fizice în toate puncte!e eorp11lui - invarinnta la transli1(ii) şi ;:otrope (ace
lca~i proprictrtl.-.i' fizice în toate dirccl_-.iilc ·-· invnrianţa ln roia {ii). Aslfel sînt 
mal.erialclt> po!krist.alinc (de exemplu, mctnlclc), formate din mierocristale 
orientaLe haotic. 

Dcformapilc elast.ice se împart în palt·n cate:;ori"i slfrlple: a) înti~dcr_e 
(tractiune) sau comprinnrc (comprcsinne), h) forfecarc (1unccare), c) flcXI
une (incovnierc) ~i d) lorsiune (răsucirc.). 

Frecvent accslc tipuri simple se suprapun (coexistă). 

12.2. TRACŢIUNEA (1N'l'INDEREA) BAREI 

12.2.1. TENSIUNI ŞI DEFORMAŢII 

Fie o har[l de lungime iniţ.inlrl (ncclcformaUt) /fJ şi scct.innc transvcrsală 
ini\.iaEt (nedeformali•) S, supus[t la o fortft de întindere F (fig. 12.1). Dacă • . . dc.f 

r-cp-rezenl[un grafic tensiunea elasliti1. (efortul uni/ar} G = F{ S.o în funqie de 

. _ de[· , 
de{ormafie (alungire. re/CI/Îv<l) z.~, lll/1,, oh[inem curba cxpcriment.aHt din 
figura 12.1, carc:estc asc~ncnca (p.roportionalrt) cu curba for~ ci de trntţ.iune F 
în fqncli~.dc.alungircn harcţ.~J = l- lo . 

,, lf 

So 

s 
. 1 : 

1 '·-
1 : 

; •J ro i·: : • 
l 1 

'j,l 

11 .,: •. ;..,__. 

1 l " 

r'"-;::1-

a 

,:• 
1 1,' 

Portiunea rcctilin~c OP rcprczinl.[t legea lui I-Iookc: 

. . F .. , 61 · 1 - 1, 
. . G ,., Eo sau .- = ], - = E--, 

[E] 0 
[ S] 

s.. 1, '· 

1 N /m' în SI. 

(12.1) 

. ( . 

unde E este modulul de·.elc:slidl«le la trac[iune (Yriung) (E"' 2·JOi• Ntm' la 
metale). Punctul P (s:1., a1.) reprezintă /imi/a de propor(ionalilate (limita dome
niului Hookc). DcformnpHc elastice se întind însă- de obicei eev·a mai departe 
de limita de prop0-1-"ti-ol\rilit:rlc, pînft la limita de elasticitate, după care începe 
qo..rneninl deforma\ii)or plastice,, 

-Punctul critic S(z8 ,a,.,. ) repi·czintrt limita de curgere sau de fluldUale. 
Dincolo de accastn limită dcformatiile crese neregulat Hir[t vreo sGlicitare 
suplimentară; ._materialul .,~curge".-; esle regiunea de- prelucrare plastidi a 
.mctalel,or.,:~; :•. . ;" .. -,· 
· l\'Ini departe, d,up:ft ,terminarea. curgcrii, tensiunea .creşte ·din, nou o;dată 
cu:_deformarea,"pînrt la·;U-mita.tle_·rc:istent_tţ,_B(c 1h, crr.) cînd:, începe o gi'tuirc 
pronnntatrt a harei Îlţtr_~un:anumit,Joc şi. ruperea ci, corespunzăloarc--punclu
lui de rupere Z ( Ez, O'z). 
'·l ,.:Pacă am raporta f?IJ~l uc· t~_·actiunc p_nu la scctiuilCU ini{ialft So. ci la 
Se·Cţiilnea realrl _S--{carc'sc micşorează fiindcrl·_])âra·--sc subţiUzi'1), atnnd am 
-obţine o curbft' n:ionolon crescătoare (punctată). 



Dacă înlăturăm forta de întindere într-un punct din regiunea deforl11a:
ţ_iilor plfiSticC, cbrpul _1:ămî.ne cu o deforma ţie reniaz:tent~ ·e:';em~ .. La_.? .ll?u~l' 
experimentar'e a prohei se constată ·că' limita ·.cre. ji'toporţfonali'tate. ;creşt~::· 
u; > · G f'• Acesta este feno menut" de:· intlirite rţ · _niht'e'fi3.h~l ilţ · ţ>(Tn ·. pr~! il~"r_area 
sa (deformare plastică) la rece. '· 

l2.2.2. CONTRAC'j'IA TRANSVEJ;tSĂ.LĂ 
. . . . ' . 

Experienţa a~·atrt că în ·tj~npul~_.întindcrii barci, .dil!lensiunile sate· ~:r~ns
vcrsalc se micşoreazrt; hara Se -cc;mtra.~Ut şi :aceasu·\ Contracţie est~ pr(~por
ţ.ională cu alun:{irca (în (bm~ninl e:IaSt.ic)·:. 

!!. b 1!.1 r; 
' - = -- !.L- =- JJ.::: = :-- [.L-::- J 

b, 1, ' ' .·. 'E 
.(12.3) 

unde fL este coeficientul lui Poisson (ndimea~imin!) ,:(pentru melale.':fL:id,0,3 
sau 1{3). . .. . , .. : :·, 

Relaţii analoage celor de mai sus s·c·. aplicrt 'şi \o"mprimftrii. În, ~,<'~est caz 
e < 0(1!.1 <O), l!.b > O şi a se considerf1 negativ (în locul contmcţ•~rtrans-
versale Poisson avem acum o umfla~~ ţr~nsYcrs[ţl~, Pqisson). ': 

Vâ.ria ţia rclath~_ă: de volum este "· 

t.V 
e:v =-

V, 
S,(l- fLO)'I,(l + <)- So'o ;.; (12.4) 

unde am ncgHjat termenii superiort 111 E, deoarece e ~ 1. Vom vedea mai 
jos cft totdeauna 1 - 2u. > O, astfel încît volumul creşte prin tracţiune 

(e > 0), respectiv scade' prin comprimarc (o < 0). 

12.2.3. LUCRUL MECANIC. 

Este cfcc\ ual de forţa aplicată şi 

energic potential ft de deformare: . 

~ 1 • • • • " 

"Inmagazinal hi" bară sub formft de 

z ni 

W, ~ ~ F dl ··~ ~ aS,d(l-1,) 

, In O 
~' . [.'- 1,,. ' ~' 

~ .crS,I,d---=5,1, r;de 
. ~. .. ' 

' o . . ,, o 

sau raportat .la vo lumu 1 iniţial nedeformat:,. ·.' .i 

(12~5) 

Pc <rra-ficul d-'E:!'~lccst h.t'Cru ihiCCaniC ·pc uitita:tea··de- vOluin :s·au ·cten:Hiatea 
de e~cryie potenţială este dat(ă) ·d~ aria mărginită de curb~ tensiunW 1e}as.tiCe, 
axa deform<iti"ildr elastice şi ordonata deforinrtţici·qnale e:.·. 1

' 

·In dome~ilil e'lastici.cste valahl!'ă·legca··luYHoolic'· a''.!b·Ee; ·astfel: încît 
integrare·a· dtt- ciiCrghr chistică pC· tt'nitatca.· tle··voliini"-: ' -:: :1''' 

• . . ..... ,:· \:'< ' .·,·.,' ..• 

.. ~::, ;= ~ .cr (1~;~1~ ~'· de~~ Ş.~; =.·· '.' ~ q·e.';= ~.· .;;·.·:, : ', (i2,ţl} 
. H ·' . o-··· -t!' ... ' ., .".~ •· .•. · .••. ·.! . .. , ·.·J~:i!· 

... .... :• 

' 

:,. 

Prin. urmai;<'; în fiecare ~tn1itatc dc1. ',·alum ·a cc)q)tllui se _."înmagazi.nează'\ 
atît la intindere cît şi la eomprimare, o.encrgie .f1otenţialrt proproţiorială cu 
pătratul dcforma~·iei eitrstiCc ·sau cu pătratul tensiunii elastice. 

In practică, a tita .timp c.it iiC 1~cstrî"ngem lh do1i1eniul e[(lsfic, unde dcfor-

maţiilc sînt mici (~ ~ 1 %),. pntc~1 scrie a",;,F{S, •= !!.l etc., neglijînd pu-
. - . " . / 

terile supcrioitrc mici ale defo_rmaţ:ici e. 

Întinderea sau. compri~11area.'·.barei dă c:Ţeformaţii omogene, adic[t toate 
fibrele longitudillaic ·ale barci sillt deformhte identic. În cazul incovoierii 
unei bare avem deformaţii .. ncomogene: fibrele interioare (spre concavitate) 
sînt' comprim·ate;{n timp ce fibrele.exterioare (spfe convexitate) sînt înt.inseJ 
şi există fibre neutre de lungime neschimbată. 

12.3. COMPRESIBIUTATEA 

12.3.1. INTINDEREA 
(SAU COMPRilviAREA) _· 
UNUI P ARALELIIPIPED 

Fie un pnralelipiped supus ·în
tinderii sau comprimării pc toute feţele 
sale (fig. 12.2). Deformaţia rezultantă 
este o suprapunere a ct·eformaţ.iil.or 

generate separat şi independent de 
cele 3 soliciti\ri pe cele 3 direcţii Fig. 12.2 

perpendiculare (cleformaţii presupuse , 
mici) (principiul suprapunerii valabil în aproxima~ia liniară). Ca urmare a 
solicitării a pe o direcţ.ie, rezultă o alungire afE pe acen dircc\ic şi o contracţJe 
transvcrsal·ă ·; Poisson ~· p.<r{E pe: celelalte dou!1 direcţii perpendiculare 
(transversale) astfel încît pentru cele'; 3:·solicitrn:i 'l·ezultfl nrmf1torul tablou 
al deformaţiilor : 

'· T'âbloU.l dC{il'rib.a[iilor cl.itslicc ':::: 
' 

. ' . 

~\\ · Ox 

1 

Oy 
1 

Oz 

. 

;··a;(: f1;:;/E -!J.Gx/E -;!LUx/ E 

c, -(J.rr11 /E a)B ·· -f.la 111E 
... 

. -(J.Gz[E· ' !\ :1 
-{J.)1z/E / a.!E 

·- a, 
1 / 

.. ~ 
I;rin însumarc, găsim defm;ma\iile rczulh:nte'pc ficctifc dirrrţic: 

; !!.l,, r;,- .~(crv ,+ cr,) . 1!.1; . <i"- fJ.(O'x-+ a,.) 
-E:;x =·-- ',; 'Ey =-- . • 

lu E ~ A 

1!.1, r;, - fL( a, -1. o-") 
,. ·- . E:z =-- ~ 

1" E 
(12.7) 



D.:-fn·rmatiile fiind considerate miei, le putem asimHa cu difcrcnţialcle-,. astfel 
ÎIH.;Î'C pentru variaţ:ia -de volum avem: 

'. 
V ~l,lyl" In V ~lnl,-f-h)l,-1-lnl,, 

d V ~ dl;, -1- d/11 -1- dl, _, <v ~ Ll. V ""'Ll.i, -1- Ll./11 + Ll.l, • 

V lx ly Iz V0 loz. z-o/J ll.lz. 

{12.8) 

Ddormaţia elastic[[ (relativ{t) a volnmului, <v,· se po~t~. obţine şi astf~i: 
Din (12.7) avem 

f1{x = Zxlo.r. SaU lx- lo.v = f-xfox SaU lx = (1 + Zx)lox• 

d~ aceea volumul deformat este 

V ~ 1,!111, ~ l0.,l,,l"(1 -1- z,)(1 -1-. e,) (1 + <,) .. : 

D::'fl::tl"{'Cc în domeniul elastic dcformaţiilc sînt mici (e\...., 1 %! sau E ~ 1), 
.av·em în primă aproxima tiC: · 

V = F.,(l + <,) (1 + o11) (1 + e,) ",; F,(l -1- e, -1- o11 + o,), 

<le unde 
i ., :' 

Ll. V V- V, 
Ev =- =' __ ___:: =. E:c. -\- Ey +- E'n 

Y0 V0 •. 

:1dirJ formula preccdcntrt (12.8). 

12.3.2. COJ'ifPRESIUNEA UNIFORMĂ. COMPRESIBILITATEA 

h cm:ul comprimru·ii uniforme de tip hidrostalic.a unui corp, se defineşte 
rn .. '{i,·ir:nful de comprcsiune (sau ~c compresibilitate) prin relaţia: 

1 6.V 
(><) ~- --, 

V, !::.p 

dd 1 CV 
X.=---> 

F, ay, (12.9) 

arli.:-;l x este numeric egal cu ·dcscrcşterea unitrtl:ii de volum 'Ia o crc.)tere egală 
c11 ~1nilatca a presiunii. 

Experienta arată că LotUeauna la o creştere_ a presiunii volumul scade,. 
ded--x >O. · 

Inve~sullui x se numcştcpwdulul de comp~csiutl~: 

1 doL'- __ iJp 
K 7- ~-.V,--· 
· · x .,. ·) · ·av (i2.10) 

F~)rmulclc -(12.7-8) da_U_ în a-ccst_caz (br.p > Q_.Jn.sCaiJ;l.I?ă o comprimarc, <.leei 

G < 0, adie() G. '=- Llp) : > 

(12.11) 

ilV , ··_ 1-2ft 
<v~--=0<=-3 D.p~-x'~p, 

V, E 
(12.12) 

X 3(1-2ft),l{~2_ E 

_ _ . E _. x 3(1~21") 
(12.13) 

Ctim X> o, rezultă 1 - 2ft > o, deci totdeauna ~· < 0,5., 
La metale !( ~ 1,5 ·10" N /m2

, la apă~ 2 ·109 N /m2
, la mcre.ur ~ 2,6 ·1010N/m2

• 

Energia clastică ~.înmagazinată" prin deformare, pc unitatea de volum 
(densitatea de encrgi~_). este: 

w 1 -
-,- =- ( ExO'x + Eyt:Sy +- ZzGz) 

\'o . 2 

1 1 o (!::.p)2 

=-f.vcr =-Kzy =--· 
2 . _ 2 2K 

12.3.3. DEFORMAŢIE UNIDIMENSIONALĂ 
' : - ' ' 

(12.1,i} 

Să. conS~derttm acum_ întilldcrca unei bare, prinsă lateral alît de rigid, 
îD.Cit dimensiunile transvcrscile nu se pot schimba (de exemplu, c-ompri~ 

m.ărilţ,.şi rar~fierile în unda sonoră care se propagrt înt:.r-nn mediu e'lastic 
ne-In_~ginit, .nu pot produ.ce :contrac"ţia sau umflarea 1-ransYefS[ll[L Poisson)~ 
J?.atodtă .reacţiunii.·pcreţilor laterali, care împiedic[t um'Ilarca (sau contrac
ţia) ţrllll')Versalli. a, barci; în bară apar: tensiuni elasLice, transY·crsalc a_ căror 
mărime: se determină din conditia ca dimensiuniletransversnlc-să· nu se schi mbc. 

· , FiC .deci tensiunea ax. în.di~ccţia a,xei.O:r,:;att~.nei ţ.rebuic s'ă ~YC~n _:· 

V1i·-=- Ji(Gx + Gi) ·= Q, Zz = Gz -'-- fl.(Gf:·,+ G 11 )· =-·--= Q, 

E E 
de unde 

,\· · .. ·• 

.sau 

' . • . 2ft ' 
ay T G·::,' =-.- Gx, 

,, 1-.fl 

deformaţia longitudinală Ez rezultă: 

"x -!"(vy + cr,) ~ 1--:- p.- 2p~~ ~ · · 
E , . • E (l-y.) . ,. : 

(1 + p.) (1 __: 2p.) . 1 ' • 
E(1 - ft) . Gx ~ E' Gx '-

(12.15) 

(12.16) 

<Ix ~E'<x, unde E' =·E 
1

-IL (12.17) 
! . ' (1 + ft) (1 -c'2;l) ' '" . 

Pentru fl 1':! 0,3 (metale), avem. aproxilllat~v.,E' oe 1,35'·E. · 
Vom folosi acest rezultat la studiul 'propagării sl,lP,efului in medii elastice 

nemărginite.· · 
'·;,~': •· ••• '\'· 1 • :-.:. ,.:! 1 •• :~ ... :.-·~~( ii'ri· .. -~ 

'-
;. ; : , .. -: ., i!l: :: -. ' ~ : . .;, 

.. : ,: .• '~ ·'' ·f<. '• ' 1 1-';. 
12.4. FORFECAREA (SAU LUNECAREA) . :' •;;; 

fn cazul îi1tinderii sau comprimărikmriază y.oh;;;;~l: '~~;b·ui;,L (12.4). 

Există deformaţ.ii în care volumul rămîne-. constant, :·schi-J)lhî~d~t-s,e-:);ţu~ai 
forma. :~~ !;.:.; .. <! .. ~.; \\· 



12.4.1. FORFECAREA SAU LUNECAREA 

}\('casta cslc deformnrca în ·care unele straturi Itinecă peste al lele. Dacă 
apliC::"'ttn dourt cupluri de forţe Ia două perechi de fete opnsc ale unui paraleli
pipe<! (fig. 12.3), straturile se vor deplasa unele faţă· de altele. Pentru de
fornB~ii miei, cxpţ.rien\·a dă o proporţion~litat_c_ între ţmghiul ·r (in __ -~ad) 
şi efortul tangential -r =-:: F/ S0 : · • 

l; . , • . Â,{ , -' . T 

-·.~ =tg-( ~ y =---· 
·1,; .. ;._. G . ·•J 

-r ~~ Gy (legea Hooke); (12.18) 

[G] oo 1 Nj1n' -în SI,· (12.19) 

unde G se numeşte modulul de 
lunccare sau de forfecare. 

' ~ ' -~ 

12.4:2. LEGĂTURA _CU ELAS
. T~CITATţ:A LATRAO'j'HJNE 

Deformaţ.ia de forfeea1'c· e"ste 
cchiv'rilc'rită' Cu· hltiridereri fibfelor 

. Fig, 12·3 ·. ·•pm'alele'eu didgonala AC şi"coi:n-
primaroa fibrclor paralele cu cenl:iltă diagoniltă T3D. Tensiunea de 
întindere şi" ce~ de·· comprimare_ -sînt··cgal'e ···I_'e:SpeCtiV-·,c·u ±_":, de'oarec·e. 
proiecţia celor douft forţe F pc direcţia AC sau BD'i:iă ±'2FccJs 4G0 ~± Ji'fi, 
iar aria scGţiunii diagonale Ia care sînt rapOrtate este S0..j2, de unde cr = 

= + FJzis,J'i = ± T. · ·· . 

i\lungirea diagonalei AC S1U comprimarea diagonalei nn sînt <·gale cu 
e: = ± yf2, deoarece alungirea sau, comprimarea absolută a diagonalei esle 
± /:,/cos 45' = ± /:,1/J'i, iar lungimea diagonalei, la care trebuie raportată 
alungirca este t,J'i, de unde e = '± /:,1/210 = ± y/2. Dar dcformaţia de alungire 
a dia.g-onalei AC, e =y/2, se compune · "1 

• '· · 

din deformaţia de alungire efE ~o 
= 7/l~ datoriUi întindCi"ii ei cu tensiu
nea a =~ -:- şi din umflarca Poisson 
fl-rfl:: datorită cornprimării trans\'Crsalc 
cr =- T pc direcţia Bp : 

E = :!_ =.2_-\- !L'r = (1 -\- fJ-).2.._ 
2 E E li 

şi cum 1 = -;/G, rezultă 

.. Ei 
r; = 2(i"c~ (l.) 

(12.20) 

(pcnl.!:u materiale obişnuite, G ţ,; 0,4 E). 
Dcformaţia de forfccare apare la 

1ăicrea tablei, la solicitarea niturilor 
<'IC. (fig. 12.4). . ,, 

Deforma!)a de l-unocare de mai sus 
c·stc omogenă.' O defdrmaţle de lune.;.~ · 
care' rteorh.og-enă·cste ·răsucirea--sau torsi· ,·_·,~·--· ' 
unea unei tij-c S3.U fir. 

~ 
--r-·zt~ 

1 1 
1 1 

--t'l.jP. 

b ''· 
Flg; 12.-1 

Prin urmare, proprictrtţile, elastice ale unui solid izolrop sînt caracteri· 
zatc numrii de două constante elastice independente, de exemplu, E şi G. 
!n cazul corpurilor ani::otrope însă (cristalcle) sînt_necesarc mai multe con· 
stante : ele Ia 3 la cristnlelc cubice, pînă la 21 la cristalele triclinice. 

12.5. lNCOVOIEREA (FLEXIUNEA) 

12.5.1. FORŢE INTERNE 

Vom studia încovoierea barclor, considef'î_ild- ~ă dime~siqnile lor transver
salc sînt mici faţ.ă de lUngimea lor, i.ar deforrriaţiilc sînt miCi şiiâmîri in dome
niul elastic (legea HOoke). Presup-unein de as~menen 'că'toate forţele sînt ver
ticale şi ~lcponc·az[t în planul de simetrie vertiCal, longitudinal", al-barci. AtunCi 
:în orice sccţ.iune a barei forţele interne se reduc la. o for(ă lransvcrsalii. (lăie
toare) Q şi la un moment încouoictor (cuplu) M. 

În adevăr, să_ seq:ionăm hara la distanţa x de capătul său sting A şi să 
îndepărtăm partea din dreapta. Deoarece partea stingă a fost şi rste în echi
libru, înscamn[-t c[t partea dreaptă a actionat asupra celei stîngi prin forţe 
jnternc- în secţiunea, S, care se reduc la o rezultantă Q arlicală în centrul 
secţiunii S şi un cuplu jlf . 

.Desigur că şi recipro-c, conform principiului III al forţelor reciproce 
partea stîngă acponează asupra celei drepte în aceeaşi secţiune S printr-o 
for~f1 şi qn cuplu de sensuri opuse. 

Din condiţiile de echilibru pentru oricare ,parte ~- har.ei rezultă: 
For[ a transversal<l (tăietoare) Q şi cuplul.' (momcn/ul încnooictor) M din/r-o 

sec[iune S a barei reprezintă rcoultanta şi 1J10mentul rezultant {af<l de cenlrul 
secţiunii S al· forţelor externe aplicate pclrţii drepte a barci (sau minus rezultanta 
şi minus momentul rezultant al forţelor externe aplicate păr( ii. stîng,i a barei). 

(Evident, se poate face o altă com·enţie schimbînd rolul păi·\ilor.) 

" 12.5.2. FORŢA TAIETOARE ŞI MOMENTUL !NCOVQIETOR 

Alegem axele ca în figura 12.5. Să izolăm un element d.r din bară, supus 
numai la forţe distribuite continuu q (forţa pe unitatea de lungime a barei) 

y 

rig. 12.5 



(fig. 12.G). Din condiţia -de echilibru pentru rezultantă (pc axa Oy) rezultă: 

- Q + qdx + Q + dQ ~ O, l l 
dQ 

( c un< c - = ... q. 
d.r 

Dcrivata forţei /ransversale 
(L<lictoare) Q in raport Cll · abscisa 
x este egalil cu minus densitatea 
liniartl '1 a fortei distribui_tc. 

Din conditia de echilibru 
pentru Inomcn-le (J'ţ ··este cOt~SiM 
-derat; pozitiv· -~n sCns trigonome-"_ 
tric !) rezul Ut (luîiid ·momentele 
fa~ft de 'sec.:~itfnCa Stîngă) : · 

L .. 

. . 

-oj 
f) 

·11 
Jx 

Fig~ 12.6. 

' 
-M· + (Q ~- dQ) d.r + q dx d.r + JJ +cUI ~o, . ' . ' . 2 .'· . 

(12.22) 

de undt\ ncgliji~d termenii. infinil_ezimali- su_pcriori (care se anuleazf1) : 

· dM "'~o. (12.23) 
d.t: ... ' ""' 

Deriva/a_ mon~cntului încovoielor J..f in r_dport Cu _iliJscisa _x est(; egal it cu fOrta 
transversaW (WieLo(u;eY c_u s~nui _schin1bat ...,.-- Q. . .. _ . 

EYident, formulele (12.22-23) nu se aplică pentru sectiunile 'unde lu
crează_ for\·c· c~tc'rile ·_şi momcntc·.,cx_terne_ tonc:~illrale (ac.o1o deriYatcle sînt 
disconlinue). · 

Din (12.22--23) I;eztill5: 

d2M dQ 
- ~ ·--- ·~~ q. 
dx' · ţlx . 

(1 2.24) 

12.5.3. DEFORMAŢII ŞI TENSIUNI 

Prin încovoicrra unei harc fibrelc Iongituclinale dr. pe partea convexă se 
nlungese, iar cele de pc partea <·-onca\'ă se contraetiL Existr1- un strat în .care 
t'ihrelc doar se cnrbează dar nu-şi schimbă lungimea- stratul reull'll (fig. 12.7). 
Intersecţia sa cu planul secţiunii transvcrsale dă axa neutră (Oz). 

Strat 
neutru 

Fibre alungite 
:.Fig. '12.7 

Se.cUunile transversale, planc înainte de dcformaţ.ic, r5.mîn plane şi după 
dcform~t.ie, ele doar se rotesc în jurul axei neutre rămînind perpendiculare 
pc strat~! neutru (ipoteza lui Bernoulli). 

S{t calculăm deforma ţin unei fibre situate la distanta y de stratul neutru 
(fig. 12.18). Fie R - raza de curbură a stratului neutru, atunci cLt = RdO 

-11 
1] 

Fig. 12.8 

y Secliune 
transversalâ 

z 

şi alungirea va fi (ll- y)dO- RdO =- ydO. ~aportî~d:o la lungimea ini-
ţialft ncdeformatrt d.r ~ RdO, obţinem deformaţ1a elaslica: \" 

e =- .JL · (12.25")~ 
R 

Defarmatiile fi brclor sîni dirccl proportionale cu distanţele lor pil!(t la stratul 
neutru. 

Aplicind legea lui Hooke, gru~im tensiunea elastidl 

a ~Es =- E.JL. (l2.2G) 
R 

.ln stratul. neutru (y =O) tensiunile normale cr sînt nule. 

12.5.4 .. MOMENTUL DE INERŢIE GEOMETRIC 

Pe direcţia longitudinală Ox tensi,nni1e elastice., care 'acţionează ,intr-o 
secţiune transversală,(llyz) trebuie să dea forţa rezultantă nulă-(am presupus 
că toate fdrj:ele.externe sint verticale): 

~ 
,c ' . ~. y . . 

crdS = O, - E-·- dS =O, 
. R • 

S:lu- ordonata Yo a ".centr_ului de greutate'~ al s·e.rţiunii : 

· !!o >= 1~ ~ !JdS =,O, (12.27) 



(4 - aria· secţiunii trans~:ersnle), ceea .ce însea·mnrt că a:ra nculrii luce prin 
,·,·c.entrtt,rfc greutate'.', ai-.";ectiunii. , __ ,,.: 

Cum fo.q:ele elementare normale cr d.S aplicitte sectiunii transversalc au 
:i·~ rezultanta ·nulă (12.27),:. ele, dau tln 

cup/!l~~·rezultant al cărui· moment este 
cllinr mon~entul încoYoietor (fig. 12.0): 

) a dSy ~ :u, ~ E;~' dS ~ M, 

EJ .u ~-· Fig. 12.0 R 

def r 
J~Jy'dS, [J] C- m', (12.20) 

unde J se num_eşt~ Jnomcntul.~de inertie geometric al sectiunii faţft de axa 
neutrft. 

I\Iomentc're·' dC-·iil'ef-ţie geometrice· se calculează analog cdor fiziee J. În 
figura 12.10 sînt date .cîteva secţiuni cu momentele lor _de ineiţic geometrice ; 

. ' 

[oj_bhJ 
!2 ' J _JI. IR'-r'i - 4 

; ::Fig. 12.10'· :'; -~ 

>--~B__j 

J o6/BH·t'bh0} · 

. L' ... 

pentru momente de inerţ.ie egale sînt c'Ompnrate ariile I or A ; din punctul 
de vedere al economiei de mat~rial, secţ-iunea mai economică este c~a inelarrt. 

12.5.5. ECUAŢIA Ll.tNIEI ELASTICE 

Sub ncţiuncn forţ.elor a~licate. nxa bnrei '~e curnează, fiindcă centrele 
secţjunilur transversale ·se .deplaseazrl, i~r s~ţ-ţiunilei însele se rotesc în jurul 
âxefor·lor :heutfe .. Vdm.~presupupe -d~·piil.Săti 'mieL _. . ·: r . · . , . _· 

Axa brifei ·ih, pfi'ri.: in.Covoiere, fm~rria unei curbe -piahg 'nu'r'nită,linie e.lGS[îc_'(t. 
Raza de curbură a stratului neutru, de'ci şi a' 'Iillici efaslice, este dată rie 

(12.28). Pe de altă parte;, elin maţematică se cunoaşte expresia curburii unei 
curbe plane : · ' · · 

.Jzyfdxz !!" lf2y . " 
~.-.- =.Y 

(1 -((dy/dx)'J·i' (1 !- y''J'f; 'ctx' 
(12.3p) 

. unde am neglijat dyfd.7: ~ tg O.~ O ~ 1, eonsiflcrînd că unghiul de încovoiere 
este mic. 

Prin urmare ecuaţia"· dif~renţială a liniei elaslicc este 

d'l/ EJ-· ~M. 
dx2 

(12.31) 

Prin integrare obţinem ecuaţia liniei elastice y ~ f(x) în c~r~ :·or np:trea 
două constante de integrare, care se determină din condiţiile la hnuta (margme). 

12.5.6. BARĂ INCASTRATA. 

Presupunem la capătul barci o forţft vertiCalft P. Momentul încovoietor 
într-o secţiune x este (fig. 12.11) : 

M ~- P(l- x). 

Atunci (12,31) 'ciă ecuaţia diferenţială : 

de unde, 

EJ dy ~ 2_Px'
dx 2 

-Pix+ C. 

Pentru x ~O avem O 
2·0, dyfdx ~O, deci 
c ~o. 

. 1 
EJy ~ -Px'-

6 

-]_Pix'+ C'. 
2 

Pentru x ~ O avem !f ~ 
~O, deci C' ~ O. Ecua
ţia nxei barci devine 

EJy ~ 2_ Px'(.::...-,--z). , 
,. . .. 2 ' 3 ' .· 

(12.32) 
de unde săgeata 

d'y EJ- ~ P(x '- /), 
. dx2 

y 

.. 

Fig. 12.11 

X 

·r·r 

(12.33) 



12.5.7. BARA SPRIJINITA LA CAPETE 

, Presupunem la mijlocul barci o fortăycrt:icală P (fig. 12.12), atunci momcn~ 
tul incovoictor : 

yt 
P/2 

o --' '/ 

! P/2 

---- [. ___ ---~~ 

Fig. 12.12 

X 

X 

X 
~ 

1' 
JI ~- x pentru x <;;; 1/2, 

2 

p 
M =-(/ - x) pentru 

2 

X :;, 1/2 

şi ecuaţia difercnpală a li
nici elastice 

]·:] d'!!_ ~~_2_ J'.r·, ·•· <: 1/~ 
• .c ~ -· 

d.r~ '2 

dar pentru :r = l/2, tl =-O, 
deci C =- I'l'/16; 

];.Ty = _1_ l'.r" - _1_ l'l'x ,· (;', 
12 1 G 

dor pentru x =O, y =O, deci C' O. 

1 . ( r' 1' 
],'Jy =- l'.r :__ -- -)' 

·1 3 •1 
pcnt ru x ~ 1/2. 

Pentru ccalallrt jumftbtte a barci curba claslicii este eYidcnL simctridi cu 
accasla. · 

Săgeata este (x = 1 /2) : 

f=- _1_ J>/" • (12.35) 
48 EJ . 

Formulele (12.33) şi (12.35) permit, de exemplu, calculul modulului E. 

12.6. TORSIUNEA 

Fie o tijă, un tub sau un fir răsucit (fig. 12.13). Baza sitperioar{t a sufe
t·it o lunecarc faţ.ă de baza inferioară, dreapta AB s-a rotit in poziţia AB', 
unghiul y fiind unghiul de lunecarc la distanţa r de axă: · ·" 

BB' rO 
.:1 [) = tg- ·{ ~ 'Y (12.36) 

Acestei .lunccări îi c.orcspundc o lcnsiunc tringcrl~inHt 

. 7 ~ Gy = GrO /1. (12.37) 

For~ a: corespunz5toarc dF a})Jieat.ft arici elr_mentare· dS Yil. fi dF = -:dS şi 
momentul ei faţ-ă ele axri : 

dM = rdF~~ G.!!_ r' dS. 
1 

~lomentul de torsiunc tcHal, aplicat' ha
'zci supefioare rczulUl dt~ aki prii1. in

tegrare: 

M 

M =- r-d =-- = "• G e ~ • s· GJ • e' c" (I 2.38) 1--'--t-R--J 
1 . . . 1 . 

1 1 . 

1 -±·-- .1 /rf· __ "'--'+-, / ' .. l·. -· - ...... ( .·.' -,~ .. 
(12.3\l) 

.... - _. _.b •. ../ A _______ ... 

.. ·. GJ . . ' c,:;" ,----E, [C] =l N·injrad, 
' 1 

(12.'10) 
Fig. 12.13. 

itnde J P este mo'mentul.dc inerl,ie geometric i)(}lai· al _sc~ţuiiii', iat ·c Cohstanta 
de tors.iune.· 

Pentru un ti1b cilindric -de raze R, r: .· 

1< 

'(· '"(1''···) Jp =) r··27tr dr=z 1 - I". (12.41) 

.. -, ,. 
în particular, pentru un fir sau tijft cilinclricft :· 
' . . ' . 

7t .j_ .. <1 
J. ~"-R, C=-GR. 

' 2 ·, 21· 
(12.12) 
·.' :···t' 

~t,i;·i-Uehful de torsiune ~plicUi est~ prop~uţional _cn t~ngli_iuJ ·.ţlC- -i·~şg·d~rc, 
iO:r' con~ian.i(i' de torsiune' es[e proporfiqm~lii CI! pul crea a '4-a g m:er, 'fii;qf<ri. 

I~i~~'t";~~l ~e-~aniC 'efectuat Ia., 1;-ăstic'ire va fi 
- .... ·, ? 1. . . 1 . j\[· 

=-C8'=-M0=-· 
.2·. • 2- ·, 2C · 

(12A3) 

Dacă printr-un arbore se transmite o p'ute'h>: .P·.· atu1ici ·unghiul: 1e:!e ·r:ttsu~ 
circ n arb'Orelui. va,. .fi ' · · ':_. 

M P P·2! 
o="-=-=-,--· . 

c· · .. Cw "' ,.c R'1 
(12.4,1) 



Răsucirea unui fir este .folosilă in balanţa de torsiune pentru măsurarea 
momentului unui cuplu de forţe foarte slab, de exemplu, în experienţele lui 
Cavendish. Se folosesc fire subţiri de cuarţ de 1-100 f'm, iar unghiul de 
rrăsucire se măsoară cu ajutorul deplasării unui spot 1 uminos reţlectat de o 
oglindă foarte mică fixată pe fir. Sensibilitatea este extrem de mare. 

12.7. FRECAREA LA ROSTOGOLIRE 

O bilă foarte dură (de exemplu, din sticlft), lansată de-a lungul unui plan 
orizontal dur (de exemplu, tot din sticlă) se rostogoleşte mult timp aproape 

' uniform. Dacă bila ar fi perfect dură şi 

Fig. 12.14 

planul ·orizonfal perfect dur şi n-ar exista 
frec.J.rea cu aerul, bila s-ar rostogoli la 
nesfîrşit rectiliniu uniform, deoarece nu 
apare nici un cuplu. de fr:inare. 

ln realitate, Şi bila şi planul se de
formeaul, în fata bilei se formează con
tinuu un ,.val" (vizibil, de exemplu, la 
rostogolirea unui tăvălug greu peste o 
bucată de cauciuc moale) şi punctul de 
aplicaţie al rezultantei N a forţelor de 
reactiune normale se deplasează pu-ţin 

Inainte cu distanţa_ f, dînd un moment 
de frînare (fig. 12.14). Totodată apare o forţă tangenţial{t de frecare 
~a rostogolire'· Fr care se opune l unecării. 

Pc măsură ce forţa de tracţiune il creşte, se de.pl,asează înainţe şi fort;a 

de reacţiune normală N piuă cînd corpul porneşte, după care aceastrt deplal. 
Sare { rămîne practic Constantă. Q putem gfLSÎ din COndiţia de rostogolire 
l!llli{orm ă : 

F-F,=O; F,R-Nf=O, 

:şi reciproc, forţa de frecare la rostogolire 

f= R F, , [{] = 1 m 
N 

N . 
F,= f-, (legea lui Coulomb), 

R. 

(12.45) 

(12.4fi) 

umrie r se numeşte coeficient de frecare ld rostogolire (el este de obicei de ordinul 
&\aui milimetru). Se vede că forţa de frecare la rostogolire F, este proporţională 
eu apăsarea normală,~'ca şţ forţa ."de fp!cafţ)a'hiileca're F" dar este ,J?Ult mai 
mică. De exemplu, la o 'roată de camion· cu raza R = 0,5o· m, pe teren ,dur: 

. . '''( 
F1 =f'N, F,=-N, . . . R 

F,jF, = f'Rff = 0,4·0,50-: (1·10-') = 50, 

..,r l"'ntru roţile de tren: F1( F, "" 2 000. . 
D~că corpul se rostogoleşte liber pe un plan orizontal (N = G)::-

F ;,'f9.. 1 

' · R 1 + l(mR2 
(12.47) 

"'J;I,f 

Co~ficicn{ii de frecare la rostogolir~ 

noalfl. el~ fier pe cale ferri·t'rl 
T\oa\ r1 de fier pe asfalt 
C8.uduc pc teren dur 

PROBLEME 

.. :· "3 ~·1 o-o:m 
1-10-'m 
4-10-'m 

... ~ • rl". l i m'ls1 m se rote5te uniform cu viteza ungh~u: 
J2.1. o hara omogen:1 subţ1re. de lun.."L'_ll~ ~t r. (fig 1') 15) Să se afle tensiunea elastlca 

Inr1 <•} într-un plan orizontal in Jurul unut cap.l. tx . -· . 

Fig. 12.15 

din harA la distnnla x de capătul. fix şi rcacţ~unea R ~ lo.gilrului. Cunoscind secţiunea A a ba rei 
şi modulul de clasticitate E, s:i. se afle nlungtrca haret. 

1 mw~l1 

F(.··) = ~ (1)~([2 _ x~). R = - - m(•>2 l. !li=--· Il. ~ 2 2AE 
21 

1'"'..., O bară subţire omogenă şi uniformă de ~nas~ m 
. lttn~;i;e l ~scilcază llhel· cu amplitudil~eu un_ghl~lara oo; 

;;1 pla7ml yertical in jurul capătului sup·~rior· ·ftx~i. h~tr~o 
articulaţie (fig. 12.16). Să se. aţ_lc_In ~uncţ~e de~~~? uu r{ .c 
deviaţie O:· ·a) viteza şi accC!craţia tm;.;luulara a bai.e~: h))fo ~~ 
(le presiune exercitată ·de bari'i asupra. a~·ticul~ţJct' c. m_o 
mcntul· incovoietor l']a Jldistanţa' ·.·x de a'rtLculaţ\C . .',ca~e, este_ 
sccţiunCu periculoasă? · . , · . -:-.. 

P.. 

' 1 1 ' 

3n ' 3g . :· O . 
) ~ = 2 (cos O ~ cos a). e: = - -· sm ; 

a ~ l ') . , 2l 

b) F, = ~ n~~J(5 cos O - 3 cos o:). 
2 .. ,'1'1 . 

. .. l ' ·. ' 
Fa= . .:....- m{J s:n O; 
. . : ' ·1 . ' 

't:.'"l 

1 

1 

1 

Fig. 12.16 

1 li'' :\! = _ mgl sin 6 pentru x = .J. 
4 t/IDZ 1) 

!,i 

12.3• ~!ba;ă de·l~Li;h~e·l. sedthme,'rt. şl masă ~.es_t~ susp":ndată)~. capătul superior.:·Să s& 

nfl~ atuivJir~il .l,'~aiCI d'ltor_I~ă )lr.Op~!c"i sale greutăţi. .. 

•l = .mgl n. u 
.2EA 



două ~2·~· ~ ba~.ă unif~rmă·wde I~mgim? l ş! moment geometric J se sprijină liber la capc.1c pc 
t-~· t eazen.c-_!und Jncărcnta c-~1 o for!<~ mufonn distrdnubi q rn in Jiguru 12.17. S:l se nf!P fortu. 
aJe ~are ~naxJmil, momentul mcovoit!tor mn:-,::i~n ;i siigca'l;n. 

Fig. 12.17 

1 . 
Jlm=- qP, 

8 

.fnmr~rmiJJ) 
Q 

M .• .. ·,· 

Fig. 12.18 

. ~ ' 
, .. · 12.ă .•. · 6 b;ri'i,'lmifor;rnH;·,dc hmg·m'c:I 
· ŞI:·:~lOmcl').t geometric •..L1.estc înm&tl nUi 

·.J.:;t ţtn capăt .şi. 1 ~11Ci!rc::~ti'i,cu .o forlil .imi
form Uistr.buiUi. it, ca .. tnfi~unt 12:18. s{1 
se afle forta tăi doare maxim il, m<Jm<nt11 J 
incovoictcr mnxi~l şi săgeata. 

~ 1 ' ' • ' n. 'Qm = -ql, J]jm'·= 

1 ql• 
= -- ql 2

, f...:. - -- • 
2. .SEJ 

12.G. CC' Pr.csi~ne intcrimml poat(' 
suporta un tnb cilindric, respectiv un bn
lo,~. sfe~h;, 'dacă raza e::;tc R, grosinw~1 
pcrc\"il(·r' d1 ( <:S 11) ·Şi tensiunea clm:ticU 
de rupere ·a.? 

·r 
n. p ~ a,<!/!1. p ~ 2o,d/l?. 
'. .... .; . ·, - '; ' ~·' ; 

12.7. Ce Iucr·u: rnccnnk trebuie crrc~ 
tnat pentru a curba lntr-un cerc o ba11dă 

idc. q~.cl :ge· lqpgimc 10. lăţime b .. !<i: gro
şin~c./t.,_cun'?sc_lnd mc:;dulul E.'l Se l'onsi· 
deră'· UcrQTmri.ţiile ;.elas·ticic.1 

• ' ··< · 

n. 

•,; 1 

CAPITOLUL 13 

MECANICA FLUIDELOR 

PI'(Jblcma funclamentalft a mecani~i,i 'rluid,:lor csle determinare·. diStri
bu1.i~i .Pr9sinn:Ior şi v.itczcluciiJ.tl'-Ull flui.~l. 

13.1. STATICA FLUIDELOR 

1 ntr-un fluid în repaus presiunea ~stc izotrop~·, pc [h.."Care clement ele 

suprabtă d.f în interiorUl fluidului se e~·erci!rt' 6 1'orţf1 perpendicular pe su-
~ ~ 

prafaUt şi independent de orientarea elem.cntului de suprafaţ-ă:. ctr: = pdS. 
'', '/ 

13.1.1: PRESIUNEA HI,DROSTATICA 

D:ttoritft greulăţi'i'lor;··prrturile de fluid cXcrdtă presiuni unele asupra 
.altoro.. Varia\:ia de presiune dp între douft suprafeţe de nivel z, .: -1- d: este 
datft de greutatea ·.prtturii de fluid 
de gr?sime dz,ex.crcilaţfl. pc uni·ţatea 

de suprafaţ,fl (fig. 13. t). 

.!' /'_ 
· . . ,i:y .~:: 

(13.1) 

z 

z 

•,'1 

~t~~ 
......... ' ··g 

__ pt-dp 

p 

Mai general, presiunea ·p' înt\:· un··· 
fluid este o funcţie de punct, p = Fig.l

3·1 ·. "' 
= p(x, y, z). Variaţi~ ci se datoreşte greutăţii păturilor de fluid, adică prezen-

··,'· '·- -· --'1- .·· ' . ' 
ţci cîmpului gravitaţional I' "C'.g (a forţelor masic.e). Gradicntul presiunii, 
;Care caracterizează variatia -pi!Csiii'riii în sf}aţlu.şi 'este dat de derivatele parţiale 
ale acesteia, este un vector '·perpendicular pe· suprafc'ţele de presiune 



constantă. (în sensul ~reştcrii presiunii), deci este perpendicu~ar pe supra
~eţele ~e Cimp gravJtatwnal eonstant în sensul acestui cîmp. în cazul particular 

d
e mm sus a~este suprafe[.e sînt orizontale şi cîmpul este YCrtical in ·105 
e aceea o-rachentul pre · ·· · d · · ' 

(
.. ::. ~ smnu s-a IC us numm la componenta vcrtical(l (13.P 
In SC ales). Jn general aYem } 

grad p = C:p = P-;;= ,.-1~ = clm -1._,_ ciP 
~-> :J 1"' ~-

<'r d\T d\1' 
(13.2) 

gradientul presiunii este egal cu 'ariel pe "t 1 1 J' wu a ea ( e volum (densitatea volumici1. 
de {or!<l). · 

. Ln lichide densitatea p este practic constantă, tf 1 .. .. ( mtegrarc: as. e lllCit 13.1) cUt prin 

p,- p, ~- pg(z,- z1 ) sau jllpj ~ pgh, (13. 3) 
unde h este grosimea stralt(lui de fluid. 

' • 1 ,1' ' ' . •1' ,' 

d 
Ob.~ervafie. Presiunea ( 13.1- 3) este ·nurilită. · liidrO'st'atică ·sa ii · ~ero.\(alică spre ·a 0 d ·1 · 

e presmnea cinetică de 1 cosc H 
tilor vasului. a gaze, tarc se datoreşte bombardamcu1ului molcculnr asupra pere-

' ' ·:·. •' .. ·,,,. ', .·, 
13.1.2. UNITĂŢI DE PR,ESIUNE 

Rearrii{ltim unită'ţn~: de presiune : 

fF] 
[p] ~ (SJ ~,L-'1'riTc' ~ 1 Nfm2 

, l,Pa în SI, 

., [PJ,~ 1 dynfcn; 2 = 1 bttQ~~ =.011, .Ntm: in CGS. 

1 bir= foa bnryc1= 1· Mbn.ryc =.1os Nfm2·. 

Alte unităţi tolerate, folosite curent sînt, tirmlitu~rele :: 

(13.4) 

Ia' oo~o~:lll (saa mm H_g) ~~>te egal cu presiunea c:ccJCil~lii. 'de o colch'nă ·de' mercur liWllil de 1 
~L ln clmp {Jramla/wnal normal (standard). Folosind (13.3), rc;:nltii. : .- , , 

mm 

1._Torr = [pgl1J = 13,50!11· 1QJ l.;g ·J,800G5 ~-1·10-~ 111 = 
· ma 8 2 

7 133.322 N/m 2 ~ 133,3 N/m2, 

O atmosferă (ilică este ,egală cu 760 Torr : 
de! '' ... ' . :) . . ' 

1 atm = 760 Torr = 760 ·133,322 Njm~ = '10 132:5 Nfm~ ;:::: 

~ 1",013·105 Njm~;==: 1,013 bar. 

o~~almo;;feră tehnică 'e-s:h' . 
1 

,,, . 
. · dcf ·· · . ·. · 
·1 at-·1Ji:gfjcm2 :::::; 08066,5' N/.i!l~-~ ~.:8·10~ N/mt,-

. : ... ,,r., '·•i \\ . '·:•;•Î' 
~ aţ_ ~ _735,3_~2, J~rr ~: 73~ -.Tor,~. · 

1 atm = 1,03323 at"' 1,033 at .. 

( 13.5) 

(13.6) 

: • 1 i: 
(13.7) 

.HWmclr11l coloanll 'de 'apă (mm H~O): 

r . 1_ mm I:I~O ~ 0,8 N'/n~2 ·;- _1 ·torr;::::: 13-,'G mm I-I~O, 

1 atm ;:::::.10,3,3 m- l-I20, 1 at ~ ·10 m I-1 20. 

13.1.3. LEGEA LUI PASCAL 

(13.8) 

. "(13.9) 

Pnsiunea exercitaU1 din e:cteriar· la suprafaţa miui lichid incompresibil se 
transmite cn ar;ceq.~i intensllale .in toate direcţiile in licl!id. 

Legea poate' ·fi 'dei:lusă şi te-· 
orcr-ic dii1 ·considerati'ilC de· con- '':dF = pds7 • 1. 
s<.'n·nrc a energiei: lucrul mecanic 
cfc•cluat de forţa dF1 pe dis
tan~a dxt trebuie srt fie egal cu 
lucrul t1).CCal1ie ai' fortCr d-F:1 j1C 
distanţa ci.~~ (fig. ·13.2): rlf.',â.r,, ~ 
;o_-~ dF:!cLr~, da-r din·condiţia dC in

~ompresibililale,: .dS, cb;,,~clS,d:r, , 
de unde împ[tr~'.ind mc'mhru la 
nH·mbru, rczul tft.: · 

dF,/dS, ~ dP,jdS, ~ p. 

Fig. 13.2 

'\l 

(13.10) 

Cu ajutorul legii lui Pascal se cxplicrt funcţionarea prcselor hidr·aulice. 

13.1.4. LEGEA LUI ARHIMEDE 

Un corp. Clrfwulat'Jli1lr- wi· fltlitl este impim/lle jos 'în ~slis 'cu O for!li e!}Qzl'1 
ca qrcutatea oolumului de· fluid de::loCuit de'· ·Corp. ' 

Pcnlru demonstratie putem folosi urrnftlorul .ralionarnent siniplu, inge
nios :;i cle[l'an·t. "Si:i delimiUtin. in ·intcric)r'tll · fluidullii tin vol'liill 'oai·ectire V 

' '-' ' ' ' ' ' ) . ·" ... ,, ' 
de fluid. Putem presupune de exemplu, că l-am 

. tJelimitat pr~nt-r-o p~Jiculi:'t infinit de şu~ţ:ire, im~ 
p16ii.det;~.1dă,:; 

1 
perfect f'rx_ibi_lă şi inext.Ansibilă, 

ceea C.c· nu 'modHicft
1 

cu nimic echi1ibrlll volu
mului 1dc fluic.LastJel delimitat., sau putem pre
supune că acest yolun1 de fluid s-a "solidificat" 
(fig. 1 3.·3). AsuprU ·aceStui volum ·acţioneaz-ă. fo,1~ţU 
de greutate iJ1 = m{i, precum şi forţ.elc de- ·j1l'e
siune exercitate de restul fluidului, perpendicular 
pe suprafaJa ce _d,climitc~r.ă volumul V. Deoarece 
acest volum ele 'flUid este în echilibru, rezultanta 

Fig. 13.3 ţţ1ţ_uror for_l~lor .. :ele prcsiun~ exer~_ţţrţe!_ .. nm;mal 
:pc sup'i·rtfaţ.a: sa _de ;restul fluidu~'u( JI~C.bui.~. ·-.S~ 1

1 :f~c. egnlrt ·ÎI1- modtil- şi de sens 

<l[)US cu· o-rcutntea- G
1 

a fluidul.ili 'delimitat, cu· punctul d·e aplicaţi'er în ccntful 
de greut;te al· vol umnl ui de .fi uid- considerat. Înlocltind Uotun iaccst ,; :\'olum 

?4C) 



de fluid cu Yolnmul identic al unui corp oarecare, rezultanta forţelor· de preSiune 
exercitate de fluid pe suprqfata corpuhd nu se schimbă cu nimic, adică r[unine 
ca inainte, egală iri modul şi ele sens opl1s cu greutatea volumului 
de fluid d~~zlocuit de corp. :lYÎIHl punctul de riplica!:ic în centrul de greutate 
al Yolumului de fluid dezlocnit (centrul de presiune). 

O!Jserl'a(lc. Lc~:!.t lui Arhimctle po:1tc fi demonstrat:! matcmatie pc Jmza formule-i hidra
statice ( 1:~.2). 

Hczunanta for~c!or de presiune: 

( 1:3.' 1} 

unde prima intcgraJr, rcprc:r:intlt snma (i·czultanta) ti.1t11ror for16lor· de prcsilmc cxcreitnh• pe 
suprafaţa îm:his:"t onre('arc Sin interiorul f/uiduh1i şi <.nrc dc:imitea:a·t\YolunHJl V. 2\iai.dep~rtc 
am f,olos. t o formul:1 m:1 tcmatid t unostlltrt (/'- func1 ic smlar(t ni 'dcriyatc continue),: 

. - !· ; ' ; 

~ {ti.;:_= ~grad { ~Il1• 
S F 

Ultima integmlă din (1:3.1l) reprezintă greutatea fh1idului_din intcriorul_suprţtfc!.ei_lnehis<~.s~ 
Be:.~tllanfa fortelor de presiune e:n'I'Cilatc pc o suprafaftl ,tnchisil in interiorul unui fluid este 

tgală in mOdul şi o pasii ca sem; cu arcutalea oo/wlw/ui.dc (L11id· cupJ•ins··cfc acea supra{afii. · 
l\lomc~tul rezullant nl forţelor d(: wCsiunc: ,; i .: 

_, 1' -> P!J d ,. =. - r >: 
/ Il . !: -V 

~ ~ 

unde· rot· 'ti insc:unni't-r-?tm·ul vectorului; a·: 
~ ~ 

j k 
-> de[ . -~ -> -> 

rot a= C:x i}!, 2z =.l(C!Iaz -_J}=~I_.,) + j,U'z(("- {)Jpz) + kti':ra..,- ?11 a.,.) 

a., ali a: 

şL Ulll folosit următoarele teoreme mntcmatiec cU \'C( tor. cu dcriyntc contim;e) . 

. ~ c7 x di' = ~~-·~:·ot ;i·dv,: r.~~(·{li) ~ grnd f ~·«~+{ro~ a~~ (ro~~-/~:= O). (l3.l:l) 

s ". : • '- 1 

Jlon~wlul rc:;ultanl al {or/clor ,dt 
1 
presiune cxruilalc pc o S!Ipra{afti încl!i~li din!J-1 n fluicl 

este eaalln modttl.~i de scn.~ opus Cll nwmenllll re:ullanl al fortelor ele yrcutall' ale 1'r l!.n 1.!1.1 de 
flufd · cuprivs ~de, :acea ~lltmt{afci. · · r; 

:Gl'c~ll.Jif·(l apa'I:'e;1ţt~ :a .l'ul{I
1

f':~~~~P. cti~u,t~d.~'t:rîptr-un fl~~id Ya __ fj__(p1_- densi
tate a fi ţti_d ql ui_, p s, -.; dcnsil a te; a, s?li d li~ ui),.: · · 

Qa~·ă Pf:.< 
(pluteşte). 
_.,·; 

.lf 

(lo.JC} 

P;s'corpul SG );c,uf.up(ţ~,.dp~:[t p:r;:;> p.~ .cor~ml se ridică la suprafaţă 

I:d.5. ELUIDELE ÎN SR .4.CCELERATE 
' ' • ' ' ; ! ' i ~ : -' ' ' . ; 1 1 ' .. 

'Dacă jffUi(Iul Se -~[jă_ in rCpUu-~···i:cl~rliv. inh·;~~tt~n SR accelerat,_ [l[llnd c.sic
c'ornod sh-1 1:st:ucficirl ili'·SR Jir~prili ;r·c·Oltshl~r~tţiile de hidrostatk-rl :sP· .:-1plicft 
int.o:cmai :· i·n:ţro.ducind. bi neint:elcs f'or{de i. de :_[JiUil$ pori (forţ-cl c , Cori o lis .,siu t 
nule dacrt Iil)idul· este ·.ili rep-aus;,În!, aed••'sistcnl).' 1,. 

Dc exemplu, suprafal:a liberă a.: 

fluiduiai va fi pcrpcndiculară pc .. _\::::IT .. 
rez-ultanta forl-.elor masicc: gravitn-
l.ionale si de transport; la fel dis-
Îrihuti::l 'straturilor de fluid de den-
'ilitli. diferite (scpamtorul eentrifu- . ~-.1 W 
o··t!)·· forta arhimcdică se schimbă 
bL ' ' 

core:-;punzlttor ele. Totul se petrece 
ca si cum s-ar adftuga un cîmp sn-
plii~enfar de forte graviLa~:io~1alc Fig. I:JA 
ctr~'llc cu forţele de transport. 

.____. A SH ncincr\ial considerat: atunci mai l\Iai gcne~·al, da~rt. fluidul c~I.rg: 111 

trebuie adlnigatc Şl lorţ_elc Co1whs. . -~ . 
. ' 1 ~ · ·.t. 11 n \""S inchis arde o lumînare (fcn_La ·de curenţi D'· exemplu <nea 111 1· "· · - 1· ·(1 . · 

,___ ·. ' .. 1 1" 111 o 1·(l'in·ca unui dise orizontal IH rola.tc a 11ldŞina dP aer) si punem \·asn " n :-. ' •. 
1 

· ( . .. 1 . t·
1 cen~t~~r·ug~), a tun~i fl a~"ă~~~e~e1) :::c(\~~~ i1sl1~:~~"~·:~~~~:~~

115 ~~~s~~~r~~-'t.a ~l~11 ~c a~,~c< ~11 
1 ~c~~ 

[ ic) SI SC IllCOVO<ll.C Sj)l-~, < -< < ' • 

lritf(;nomctric) (fig'. "13.'1). . . · 
1 

l 
o~ .i. . • i .. ··l f ·maL{t dintr-nu. c,llrenl de ga:e {wrbw{t <.: ~.c~-

In ad~'·u:.!.l,Ltc.l~,~ .c.s .. lc ?1;~ .. · .... ·"m iti fortcloi· dcl'ti-nnsjJort·ecillq
si tate nun _pu~a dccJ. t ~1 ~ 1 ul '. _de . ~<:ee~ .Il~ ( .1 ~ .: {; :1 ('} c · CoriOlis -. ( c'ttr'e · .. a'C li6.: 
f li ·nae.itfa: se închna· ·radtnl cat: re centi u, 1a1 ot .- - ...... _ 

1 
. , . _ • 

U:-.C ~ • • '. - ., ., • 1 . f"c ·binli Cit:rc se miScft) '0'înc6Ymue spre dreapla. ncaza numai usupt .t g.tze OI 1 1 , ... . .. . ·) . . . 
. wloO' dacrt lftsftm srt eadft- [if)('l' un fclinar (fcnl..dc enrcntu ~le .H'~~, .1L~~n~1 

A • ~\': ('.i lcrii fl•lc[lra Se stirio·e', -fiindcft lipseşte forta asccnsJnnald slat~c.l, 
~~r~J:t~rrl:td~;~~u·tcze g,~zele arse al~ fl[tcării \ded Y<: fi împiedicat accesul oxtge

n u! td). 

,,.. ,'( \' .r r "' '~ 

\l3.2. BCUA"ŢIA DE CONTII\'UITATE i r 

·.: L • 1 ;r:: · r- · · 

, Flqidul 
vn··:;i1_~nilor 

este caracterizat 
(timp scalar) : 

pt:in, ~listributia ,~jCrzclor (cimp Yectorial) şi a 

DJ.dt 
in il'!]im 

-:--- . . ) V=,,,v(r, /),,p o~p(r;t. 
: ! " ' 

şi presiunea nu depi_wl de timp,_ curgerea Yi teza 
pernwnenl. 

·. '1 

. L, : <- •. '·' 

·I:l.2.1. LINIILE DE CURENT 

' (d-Fl 
este s/a(ionar(l S(lll 

.r; 



13.2.2. FLUXUL DE FLUID 

, ~Cantitatea d~ fluid ~m care trece în timpul dt printr-Lin clcrricnt de supra-
faţa dS este ev1dent (f1g. 13.5): • ' · 

(13.13) 

V. 

s 
Fig. 13.5 Fig. 13.6 

i - .' • 1 ! •• ' • ' 

~nde ~ ·este -d,_eJ~il~ll~a. cu~eJ~llJ{ ~li (flt\~t~l-u,i) 
1 

dG Jl uic,'( cgal.ft Jiun_lcri~ ctl nu1sa. 
de __ f_h.!Hl)~nr~._;Lre~c).n u_J~~tnlen ~e, P:mp .prin, t,mitn_tca ~c ~uprnfaţft aşezată 
pe~pcn~1Jcular pc <hrcc,ţw _.p\q·cntuluL: · . ,' ':i'J ---,. 

1
::· 

Ji·, dm ,,, = pv,-. fJ. = pv. (\.3.1S') 

13.2.3. ECUAŢIA DE CONTINUITATE 

S[t dclimitrun in-intcr:i9n!l fhtidului-Hn Yolum arbitrar V de Utlid mr:rninit 
de suprafata înch'·Sfl S(fig. 13.G). Masa de fluid conţinută în \'Ol"n;lll v"eslc 

~;dm = Î p(r: 't) dV. (13.1U) 
V 

r Pdnbr-un clement de suprafat,rt dS iese cantitatea 
unde prin toată suprafaţ.a iese cantitatea de' Ituid : 

de fluid (13.18), de 

<11 ~~ds = dt,~p;; ds: " 
s s 

ceea ce .duce Ia sc<~derca co_respunzătoarc a masei (13.10) conlinul.c 
mul V (mtegrala 13.1D depmdc de tţmpu),t 9a de un parametru): 

, , .. ~ d ~per: t)dV=- ,~ ~ dl~v ~.f p;; <~S dt,, 

de. unde 
' 

~ Cip j' - - ' . 
- -::-dV~<>pvdS; 

_:,, ., J r 1, - r v' ,ot . : .. : . l. 

(i3.20) 

in volu-

(l:J.21) 

' . s 
scă_dere·a m·asetde 'fhi'id· COn'ţinutC: 1hi'_ 1 i'ntr-d0rul 1 Unei"Su.Pr'ide~~· inchis-C s·. 1·n 
unrtate~ de ~_imp; este egală ·cu ,fluxul•de. masă care' iese'priil suprafa!; s 
(exprcsta Jegu de conservare a masei). ! 

Aplicînd teorema lui Gauss (--;; - vector arbitrar cu dcrh·atc continue): 

--- - ( -> -dd 'J'a dS =)diva dV, div a=Ox«x +- C'va;; --1- Oza~, 
S V 

(13.22) 

mcmhnllui drept din (13.21), obţinem 

~ (aa~ + div p z;) dV ~o. (13.23) 

V 

Cum volumul V este arbitrar, intcgrandul trcbuiC si'l. l'ie nul : 

~+ div p ;;=0. 
8l . 

Aceasta este ecuaţia de continuitate (sau ·ee un tia continuitătii) - expresie a 
legii de conservare a masei fluidului. 

O ecua-ţie absolut identică este valabilă pentru densitatea de sarcină 

electrică p (expresie n legii de c;onservarc a sarGinii cJcclricc). 

13.2.4. REGIM STAŢIONAR 

In cazul regimului· sta!ionar (perlnancnt), densitatea. fluidului nu' de-
pinde de tinip, opfcl ~o, Şi (13.24)' de\·ine: . 

'' 

div p-;, =O sau\ div pvdV ~ h; dS ~o. 
. V ' S 

1 1 . ' '. 
Să aplicăm ultima ecuaţie unui tub de curent între două secţiuni S1 ,·!'! 

(fig. 13.7). Pe suprafaţa lateraH1 :-; ds =O, de aceea : 

( ~ ~ 
~) pu dS "C" O, 

s, 

unde în: ia mbele integrale din 
. ~ 

s, 5 l 
membrul drept, dS ·se ia în sen-. 
sul curgerii. Prin urmare, 

Fig. 13.} 

Q", = ÎPz; dS = \ pz; dS = const, 
sl s2 

(13.2G) 

adică, in regim staţionar dcbitul de masli Qm este {(ce/aşi prin fiecare secfizme 
a unui tub de Clll'<'nl. 

Pentl·u un tub snbţire, astfel încît densitatea şi viteza fluidului să .fie 
practic constante pe secţiunea tubului, obţinem: 

() ~ p 11 S = p.u,S, =puS = const . .., m 1 1 1 -

13.2.Ş., FLUID INCOMPRES!BIL 

în cazul curgcdi u'nui (lliid incompresi bil, p = const, 
2p/2x =O etc., şi (13.24) devine: 

<liv ;;=O sau Î div;; dV ~~ z; dS =O. 
V .. · S 

(13.27) 

deci cpfi!t =o şi 

(13.28) 



Aplicînd unui tuh de curent, ca mai sus obt.inrm. 
'' :- •' 1 ,. : ' ' • 

Q,. =\V' dS ;..j V'cts = const, 
s1 s2 

(13.29) 

unde în ambele inlcgrale dS · • · · · . 
.. _ .. .' < se Ia 111 sensul curO"erii deci 

d · 111 c;'-.',11 curgcm fluid ului incompresibil; atlt d~bitui de volum cU şi debillll 
e masu .'illll constante de· a lungul unui illb ele .. l . 

L • 1 · t 1 · wren . 
tune VJ ·eze e mediate, pe secţ_iunea tubului, ecuatia (13,-29) devin,e: 

Q, ~ <v>S ~ const şi 'o",'"= r<v>S ~ const. , (I:o.:lO) 

AcOlo unde .t~_hul se îngusteaZă, ,:it:cza fluidului c.restP. Rezultă 
acolo unde lwule de- curent se lndescsc lJite-a· {llll.l 1 : l atunci că 

. . · '· . ...... l a w creş a. 

, 1 ~ 

·l3.3. -ECUAŢIA LUI BERNOULLI · 

C
Se nwneşt~ fluid ideaL un' fluid incomjJI'esi bil şi lipsit de viscwitate 
.u o precizie ·destul de bun~ 1' 1 'd 1 · 1 · · • · 

prCsibilc. DCŞi ·azCle' Sî'nt tisor a':: 
1 ~•.1 ~ .~ .e re~-~ 1~ot: f1 c<;>n~~~~rnl.e incom· 

manifestă abia E'1 curgeri cu ·~,itc~~r:p~-~51~~~:~ dţph~ŞI. compre_sibi~tt~tea l~1r s~ 
ara,t,rl_crt un mare număr de lichid ~ P. ·. ~ vttez~ st~netuhu. Expcncnţ.a 
imil t in ai mici dec·it vitCza stuÎetul uln (fc~\w\ g~~c; .- ~T~ca\ ~\·11~ezcl c. a_ccstora sînt 
satisfăcfltor fluidului ideal V ..•. nr~d~EnlH 'ItezclOJ sint mJct, corespund 
ideal ' ,., " . . . om studw li~ acest paragraf curgerea unui fluid 
• • ". ·· ,r,·. · ·.· l;'j')· ' . "(·· •;r 

·' ·'' .1,. 

13.3.1. ECUAŢIA LUI BERNOULLI 

mitSaftt lcao'Ic~asid~t~ă·I.dri-·Idl~tid~tl ilfc?l ~i ull --·ţ.ub de curent infinil de sub Lire dcli~ 
• ,pe e e. oua seeţnuu dS dS ·· ' 1· ' · ' 

astfel delilnitate teo. . .· t' ,· 1•,_ • ~ ŞI sa ~pIcam cantilfqii ele fluid 
rema 'aua ICI cnero'ICI mcc·lmee (fier 1? '') ·1 t' 1 1 

sistemul . l l ~ , b , . b' J.o . n nnpu < l 
_ se < cp aseaza de·a lungul tubului din poz}tia ;fB in .. pozitia A'•l3' 

Totul se petrece ca si cnm d' ·[·· ' · ' · . ,_:~ "'. Inpm,.tnneaAJt aydispiircamasadm=pdS v·dt---
= p d1' cu enerrr' . t' ~ l <) • 1 Jl -·-

bw Cine Ica c m•Vi/2 ŞI cu energia .potcnlială dm ;y1h1 ~ iar :in 

}i' 

1; 

Fig. 13.8 

porţiunea BB' ar apftrca o masfl cgaHt (daloril{t incompresibiliUtţii tlm.<tultu 
jdeal) dm = p dS

2 
ll2 dl = p tlV cu energia cinetidt drn·v~/2 şi cu energia po

tenţial[• clm·gh,. 
Variatia energiei mecanice (cincticc şi potenţiale), a sistemului este deci 

dE~~ dm (Pi--Pi)+ dm g(h, :__il,) 
2 

(13.31) 

şi trebuie să -fie cgalrt cu lucrul mecanic---al fortelor de presiune exercitate 
asupra sistemului considerat : 

dW ~ F, ds,- F, cls, ~ p, clS,v, dl- p, dS, v, eli 
= p, el V-- p, dV, _cJV =0 dm/p; (13.32) 

forţele de: presiune laterale nu Cfcctucaz[t lucru mecanic şi nu aYem for~c 
tangenţiale de frecare, fluiclnl fiind presupus ideal (fărrt viscozitnle): 

. lE' d. ' 1 o + 1 L 1 2 ' 1 c · = W -:• p 1 -,- 0 pv; , pg '• ~ p, -, 0 pu,-,- pg ,, 
• 1 - .... 

sau . 1 o 

P -1-- ozr --1- pgh = ·const. 
2 ' / . 

(13.33) 

Aceasta este ecua{ia lai Daniel Bernoulli (1700--' 1782). Constanta diferă în 
general :de la o ~inie de curent la alla (este aceeaşi la curgere.a f[tr[t YÎrtejuri). 

• • : 1 ; ', • dcf 1 _.., . , : . _.' 
Presiunea p,',este:·prcsiunea statici1. ·; Prl = 

2
1 pv- se numeş~c presmne 

1 • • • • • .~ '; • • 1 ' ' ' ' '), i " J • 

dinamic_tl, ea se.-.~latoreşle energiei cincticc aJlt,tiduţpi,, fiÎluţ, 1 ~galrt cu cn~rg;,a 
cineticrt a unit[t~Ji de volum, iar p gh este presiunea de ,.poziţje" (sau,.poLen .. 
ţială"), d_atorită .eJ}ergici- potenţiale, fiind egală cu. Pncrgi~ potenţjal[t a. uni~ 
tăţii de volum.; · .. · ,,., ';., . 

13.3.2. LEGEA LUI BERNOULLI 

Presiunea lotalll într-un (l!lid perfect este constanW de-a lungul unei linii 
de curent. 

Presiunea statică __ .se·- cxCreiUt aSupra unui clement ---dC supraf[_L \ [t aşezat 
paralel cu linii de ctit~ent, de exemplu pe""pereţiftubiiliri (clC aceea t•ste uneori 
numitrt rpresiunea pc pereţi), sau exercilatft asupra unui clement de suprafaţă 
orieatat arbitrar dar mişcat solidar cu fluidu1. Presiunea staticft se măsoară 
cu sondele de presiune. 

Presiunea totală se exercitrt asupra unui element de suprafaţfl aşezat 
perpendicular pe Jiniile de curent şi se măsoar[rcu tuhul Pitot avînd deschi~le
rea aşezată perpendiculur pe liniile de curent. Presiunea dinamidt se mrtsoară 
cu tubul Prnndtl (fig. 13.0). 

Pentru conducte orizontale ecuaţia lui Bcrnoulli dcYine 

1 1 .., 1 .2 ' . 1 " ( 3 04) 
p, '- pv; = p, + - pVz = p +- pu- = const. 1 "' 

2 ' 2 2 
Pentru linia de curent care intrrt în tubnl Pilot v2 =O şi deci presiunea 

indicată de el p, =-P• +_!_ pui=·-presiunen tolnlfl. 
2 '.' 

255 



13..3.3. PARADOXUL HIDRODINAMIC 

Int'rînd intr· o porţiune îngustă a nnui tub de ·curent Yiteza particulelor 
creŞte (debitul fiind constant), adicft ele se mişcă accelerat, de unde rezultă 
că presftinea in fluid în porţiunea largă a tubului h;ebuie să fie mai mare 
dec'ît în porţiunea îngustă. 

'rub 
Pitot 

Sondâ Ga? 
de 

·pres1une .,. 

Sondti 
de _prestune 

l_ 
Ps 

T 

Fig. 13.9 

T 

Tub P1tot 

'Tub 
Prandtl 

ln adevăr, deoal'cce in porţiunile i,iguste ale tubului viteza fluidului 
creşte. (conform ·ecuaţ.ici .,de c·Oiitinuitatc), creşte şi presiun~a dinamică, de 
aceea ţrebuic srt sca~_li presiunea statică, adică presiunea. pe pereţ".i, pentru ca 
stirria lor ·sft·'·rrtpiînă con;Stan~:ă, ·conf.orm· ecuaţie:i lui Be.rnoulli (paradoxul• 
hidrodinainic). · -:~· . 1, :~ _i·:-

. 'Prcsiuilca la :·gîtnitură poate s·c~dea chiar 'sub presiunea atnlosferică, 
astfel încît apare fenomenul de aspiratie pe care se bazează un·Cie arlicaţii 
practice, precum pulverizntorul, trompa de apă, lampa Bunscn etc. 
(fig. 13.10). 

~-----~---,~~, 
'<~ H2 o Q 

., ' 

b 
Fig. 13.10 

A 1lieatii. a) Fortn!zla lui 1'orricclli. în cazul scurgeri~ U1llli lichid pl'lftlr-un orifi_cit~ S 
intr-m~ va~, sub ac~iunea greutăţii, Ieg:ea lui Bernonlli dlt pentru tubul de curent delmutat 
de sectiunile S' şi S (fig:. 13.11) : 

11 + ..!..pv'~ + p gh =Il+ 2..·pv2 _: S'v' = SzJ, 
2 2. 

v s· ~H 
s' 

- -= 
v· 

ii• 
""' 

·~J- V 

5 H ~'~ 

a D 

Fig. 13.11 

de UtldC 

J/2{/h 

v=----=~~ Vl- S'/S" 
(13.35) 

Dacă S' ~ S, obţinem [ornmla lui Torâcelli (seamău;l cu formula lui Galilei de la ei:idcrea liberă) 1 

1.' = J'2gh; (13.35') 

viteza de scurrtcre coincide cu viteza particulelor în. ci'tdcrca liberă. 'l fi :d 
1 

. 
'se vede si din figura 13.11 ci't acolo· unde liniile de curent se îndcsesc, Vl cza t.ll u UI 

creste. , . · 'd " 
1

r·ntr o conductă 
. b) Rcaclirlllcrt. fluidu[ui asllpra comlucfci C!lrbalc. Un fim care Clll';:.C } 1 _w d· .· r 

curbată cx.cfcită asupra acesteia. o forţr1 de reacţiunc F' care poale fi calculata _. lll vaucaonm 
' · · ' · j ·t t 1 t' lrccc j)rintr-o scc~mnc a ~ impulsului, raportaU\ la unitatea de tunp. n mu a ca < e tmp . . _. . · t c lă 

ductct masa de fluid Q111 = pS1v1 = pS 2v~ (dcbitul masic), a căret vanaţ1e de Impuls es e ga . 
cu forta exercitată de conductă asupra flnidului (fig. 13.12): 

Vj \ <:y 

vl j_!:-

Fig. 13.12 - - -~ -F = Q111 6V = Q 111(V~- VJ), (13.3G) 



-de unde forţ( de reacliune F' exercltat:l de fluid asupra conductei o 

-+ - - - - -F' = - F = Q,ll(v1 - v2) =.pSu(v1 - U:)• (13.37) 

R'temJJiu: Un tub de cauciuc, legat cu un capăt la robinetul de ap;.1 şi cn ccliihllt capăt 
tncolăclt pe mas:1. se va indrepta prin curgerea apei. 

13.4. VISCOZITATEA 

La viteze nu prea mari curgerea fluidelor este laminarâ (în straturi 
paralele), adicrl liniile de curent sînt bine determinate şi nn se intersectează 
nicăieri între ele, fiecare particulă de fluid rămîne mereu în interiorul unui 

z 

v:: v{zJ 

dS 

-
-

Fig. 13.13 

acelaşi tub de curent:. La viteze mari miş· 
carea devine turbulentii., neregulală, por
ţiunile de fluid se amestecă şi se formeazli 
virlejuri (există şi curgerea fluidului ideal 
cu vîrtejuri). 

a) Dacă straturile de fluid aluned 
unele faţă de altele, intre ele apar forţe 
de frecare internl1. sau de visco::itate. Stra
tul cu viteză 1nai mic[l va frîna stratul cu 
vitezft mai mare cu care este in cont~1ct, 
şi invers, stratul ctl viteză mai mare va 
accelera stratul cu vi tez[L mai mieii peste 
care el l unecă. 

Aparipa acestor foqc, situate în planele de lunccnrc, se explic[L prin 
variaţia de impuls a straturilor datorită trecerii moleculelor dinlr-un stral 
în altul. Vom presupune cf1 direcţia de curgere a fluidului este aceeaşi peste 
tot şi că vit.cza de curgere variază ca modul numai în direcţ-ie pcrpcndicular[l 
(transversnlft) pe direcţia de curgere (fig. 13.13). 

Experienţa arată că forţa de frecare internă care apare in planul de June
care pe unitatea de suprafaţ:ă este proporţională cu gradientul vilt•zei (legea 
lui Newton) : 

dF dv 
'!'=-- =·1)--, 

dS dz 

dv 
dF =1)-dS, 
· dz 

(13.38) 

unde ·ry este coeficientul de viscozitate (dinamică), dependent de natura flui
dului (şi de temperatură). 

b) Dimensiunea coeficientului de viscozitate este 

L -'MT-2 

[·o] = = L -'MT-' = kg/m·s = N ·sfm' în SI. (13.39) 
' LT 'L ' 

Unitatea CGS este poise P (după numele lui Poiseuille): 

1 P = 1 g/cm·s = 0,1 kg/m·s, ( 13.40) 

deci unita/ca SI es[e egalrl cu decapoise (daP). 
La lichide ·1) esle de ordinul a JQ-3 daP, iar Ia gaze ·1) csle cu dour1 ordine 

mai mic: ·ry ~ w-' daP. 

,. 

Visco::ităfi în 10-~ da P 

11 

O'C 
1 

20°C 
1 

100'C 

apă 1,786 1,002 0,283 

mercur 1,68 1,55 1.23 

aer 1.7·10-~ 1,8·10-~ 2,2 ·10-s 

Viscozitatea ·ry împftrţ.ită prin densitatea p a fluidului se numeşte visco
zilatea cinematic(l: 

'1=..2 [v] 
p 

Unitatea CGS esle .stokes (StY: 

L'T-'=m'fs in SI. 

1 St = 1 dm2 /s = J0-4 m2 /s. 
1, 

(13.41) 

(13.42) 

La lichide '' ~ JO-' m2 /s, la gaze v ~ JQ- 5 m2 /s (mai mare decit la li
chide). 

Viscozitatea ·1) la lichide scade sensibil cu creşterea tcmperaturii, în timp 

ce la gaze creşte ca 1/T. 
c) Existenţa frecării interne (a viscozităţii) se arată experimental uşor 

suspendînd printr-un fir un disc sau un cilindru sub care se roteşte un alt 

disc sau cilindrn (fig. 13.14). 

/ 

Fig. 13.14 

Stratul de fluid imediat adiacent corpului rotit aderă de acesta şi este 
antrenat de el. Celelalte straturi sînt antrenate cu viteze din ce în ce mai 
mici pînă la ultimul strat ~llipit celuilalt disc sau cilindru asupra căruia se va 
exercita astfel o forţ [t de frecare care îl va roti. 



•13.5. FORMULA LUI POISEUILLE 

Să studiem curn·erea laminarcl stationare{ a unui fluid vlscos printr-un 
tub. Curgerea lamii;~rrt are loc In viiez~ nu prea mari sau la diamclre nu prea 
mari. 

Să dclimitrun un L11b de cure>ni de rnzrt r (fig. 13.15). 
1 ! 1 

1\ R z :\ - ,, \ 
v r r __ l. 

--=-1-HI!--...L ·-·~-· -,-,-·,+-=--
P1 1 ~ 1 p2 

CL+-----------~,------------~,~, 
\ J 

Fig. 13.15 

Asupra fluiclulni din ~1ccst tub ac~.ioncază fortele de presiune de Ia ex.trc
mităti cn rcz11llanTa: p 1;:.r"!.- p~r:r?. şi for~a de frecare internrt pe .suprafaiJl 
later~Ei, cxcreit.ată de restul fiHidulni, clat.oriU1 viscozită~ii: -r2;rr/. Curgerea 
fiind sta{ionarli (cu viteză constantă), fortele îşi fac cr.hilihru: 

(p 1 -- p,)-;-;r2 ~" '2,-;r/"" 
sau ţ.inînd semna de (13.~-~8) : 

d/1 
(p, -- p,),. ~ -2/r,-, (1:1.4:1) 

dr 
unde semnul minus se daf·orcştc semnului negativ nl gradicntlli11i Yi\czc>i: 
dvfdr <O; Yitcza pe axa llilmlui este maximf1 :;;i scade spre prrcpi lllhu.h:ii, 
fiind nul:'i la 1wrcle, în stratul adiacent. 

Prin integrare obtinem: 

dn = p,-p'rclr 
2/·~ ' 

V~ p, -- p, ·' 1 c· 1 .. - ~' 

4/·~ 
unde constanta de integrare C se dclcrminlt din condi[ia clt la peret-e_. 1wntru 
r = n, viteza este nulă: 

u(r) ~ p, - p, (R'- r') = v,.,(1 - r'j R'), 
11l·fJ 

u,., == p,- p, R', uju,., ~ 1- (r/11)'. 
1/·~ 

Distrilml:ia vitezelor este deci parabolicr1 (fig. 13.15). 
Sft calct;lăm debilul l>ulwnic: 

11 

Q,=~vdS ~~v2-.rdr 
u 

2-;-;(p, - p,) 

'li-~ 

"o_ ~ -;-;(p, - p,) J" S< > d < > . . , ~ v , un e v 
"' Xl·fJ 

Aceasta csl:c fomwla lui Poiseuille (18•!1). 

n 

~ ( R 2 
- r 2

) r dr, 

() 

p,- p, R'. 
8l-1j 

(13.-15) 

Debilul este proportional cu C({deJ'ea de presiune pe unitatea de lungime 
a tublilui şi cii puterea a 4-a a razei liibului. 

Aceasllt formulă poate fi folosită pentru determinarea Yiscozitlttii flui
delor (de exemplu, in viscozimctrul lui Ostwald). 

Legea lui Poiseuiiie explică unele asprcle ale fiziologiei eirc:nlatiei san
guine. In adevăr, rc\caua capilarfL a omului insumeazlL 10·'; km! Dnpft ncYoilc 
organismului debiLul sîngeh1i cslc reglat uşor prin conlracţ.ia sau di!ahtrca 
vaselor sanguine (,-.,.; n·t !) (sîngele Iu:c<.•sar este luat din ~,depoul de sînge", 
în primul rind din splinrt ~i ficat). 

13.6. LEGEA LUI STOKES 

13.6.1. STRATUL LIMITĂ. LEGEA STOKES 

Atunci cinci un corp se mişcă într-un fluid, kl suprafata sa aderlt un slrat 
foarte subtire de fluid, antrenat de corp. În regim laminar, deci la viteze 
nu prea m~ri, în vecinălalea corp11lui existi\ un slrat rclaliv snhtin', numit 
strat limit<l, în care viLeza scade pîni:i la zero şi in care se manifesl.rt forţ-ele de 
frecare datorilc Yiscozi tălii. 

Putem evalua grosimea d a stratului limit{t aslfcl. Notăm lungimea şi 
Iăţ:imca stratului limitlt cu h şi b. Atunci forţa de frecare internrt dup{t lt~gea 
lui Newton este 

"/ F ~ -0~hb. _,./ d 
(13.'!6) 

Pe de altă parte, forta de frecare intcrn~i poate fi găsiU:i din Yariaţ"ia de impuls 
a fluidului (de la slralul cu viteză zero pînlt la cel cu vitt•za v) pc unitatea 
de timp: 

F~ Q",u ~pdbv·u ~pdbv'. (13.-17) 
Din acesl.c două expresii rcznltlt 

Vl;;;:;-
d:;:; -pv· (13.48) 

Dadt considerăm raportul hbjd din (13.16) ca 
corpului, atunci for!a de frecare (13.46) dcYinc 

o lungin1e taractcrislică l a 

F o~ const. -~III (legea lui Stokrs). (13.40) 

Legea lui Stokcs. Forta de frecare F lulimpinaW de corp (in regim !aminat 
dC curgere) este propor{ionalcl cu viscozilatea {laidului ·IJ, cu dimensiunea liniarl1. 
caracterislicli l a· corpului şi cu vite::a sa li. 

ln cazul sferei se obţine formula lui S.tokcs: 

F = G'-.:·r; rv, 
unde r esle raza sferei. 

13.6.2. VITEZA LII\fiTĂ 

Cu ajutorul formulei lui Slokrs se _poale calcula viteza 
limifll pc care o atinge nn corp sferic în cftdere liherlt într-un 
fl nici. La început viteza fiind mic{l, foi· ta·· de frecare- Stokcs 
este mică şi corpul cade aceclcrat suh aqiunea greutăpi apa
rente. Pe măsur[t ce crt'şlc viteza, creşte şi forta de frecare 
Stokrs (13.50) pîn[l cind devine egală cu grcuta.tea aparentă 
şi sfera cohoarrL atunci uniform cu viteza limită (fig. 13.16): 

. 'hrr3 

G-;-;"1) rv ~ mg(1- p1 /p,) ~ (p, ~ p/)3 g, 

(13.50) 

6 TTrtrV 

m 

. .Jlf 
mg(/-~J _j)S 

Fig. 13.16 



t 

Fig. 13.17 

de unde: viteza limită 

(13.51) 

Vi leza limită este proporţională cu pfltratul 
razei. Ea se atinge practic foarte repede. 

Pentru particule foarte mici, viteza va 
fi foarte mică (cea!că, nori, praf fin). For

. mula (13.51) a fost folosită de Millikan pen
tru determinarea sarcinii electronului. 

13.7. EFECTUL i\'IAGNUS 

Fie un cilindru în rotaţie aşezat într-un 
curent de fluid, în regim laminar, perpendi
cular pc axa cilindrului (fig. 13.17). 

Datorită forţelor de frecare (viscozităţii) 
cilindrul antrenează straturile de fluid din 
vecinfttatea sa, în sensul mişcării sale de ro
taţie. În punctul A viteza fluidului va fi 
mai mare decît în punctul B, unde cilindrul 
se roteşte în sens invers curgerii fluidului. 
Conform legii lui Bernoulli, presiunea statică 
latcralrl asupra cilindrului va fi mai mare în 
B decît în A, astfel încît apare o forţă rezul
tantă transversaW spre partea unde viteza 
fluidului este mai mare. Acesta este efectul 
Magnus. 

Ca regulă practică corpul este împins 
transocrsal din regiunea Cll liniile de curent 
raf.'e spre regiunea cu liniile de curent dese. 

Efectul poate fi ilustrat punînd în ro
taţie un cilindru de carton şi aruncîndu-! 
orizontal. După sensul rotatiei, traiectoria 
cilindrului va curba lin sau brusc spre pă
mînt (fig. 13.18). Se poate folosi şi un plan 
înclinat pe care se rostogoleşte (şi lunecă) 
un cilindru. 

O altă experienţă se poate face cu un 
mosor din carton uşor pCste care este înfă
şuratrl o bandă subţire şi uşoară de pînză, 
ca în fig. 13.1 O. Trăgînd brusc orizontal 
banda de pînzfl (fixată ele un beţişor ţinut 
orizontal), mosorul se va roti foarte repede 
şi \;aluneca. Părăsind masa, îl1 foc să cadă 
dupr..··parabolă, mosorul va zbura jn sus de
scriind o bucirL. 

V -., 
" '-.. 

" \ 
'\ 

\ 
\ 

l'ig. 13.18 

Fig. 13.19 

13.8. CURGEREA TUitBULENTĂ 

13.8.1. FORMULA LUI. NEWTON 

/ 
/ 

Dacă viteza de curgere depăşeşte o valoare cdticr\, regimul laminar devine 
instabil şi trece în regim turbulent. Se formează virtcjuri, a căror origine este 
legată de fm•ţele de f1·ecare (viscozitale). Uniile de ·ct>rent dispar; intreaga 
masă de fluid se mişcă dezordonat. Viteza nu ·mai este o functie continuă 
de punct. Curgerea de,·ine nestaponarfL Viteza şi presiunea variază în 
fiecare punct, fluctueazrt în jurul· unor valori medii. Forţa de ·rezistenţă 
exercitatrt asupra obiectelor creşte şi devine proporfiOJwlll CII densitctlea flu~ 
idului. şi cu pătratul vitezei. 

ln adevăr, la viteze mici, in .regim la-minar,. prcd&mină'· forţele··dc frecare 
care depind de viscozitalea ·~···UC viteza relativă· L>·w.f!ttidului··faţă de- cor.p ... 
şi de dimensiunile linin-re l ale corpului. Din consideraţii dimensionale. re-· 
zultă uşor legea .lui Stokes : 

F = const. "1"/PvY, LMT-' = (L-·'MT->)•LP(LT-')', 

de unde "= 1, y = 1, ~ = 1, 
F = const. ·~/v (legea St<>kes) ..... (13.52) 



ba viteze man, 111 regim turbulent, predomină cfcclcle inerţiale, data~ 

ritc energiei cinetice sau presiunii din~unice. Vlrtcjurile consumă energic cine~ 

ti'Cf"de rotaţie în dauna energiei cinctice de translaţie a lichid ului. Formarea 

vîrtejurilor în urma corpului (rig. 13.20) duce la o creştere a forţei de rezis~ 

F.ig. 13.20 

tenţft la curgere fa~·.ă ele regimul laminar. Virtejurllc se amortizează treptat, 

energia lor cineticft trnnsformindn-sc în căldură (în energia internă a fluidului). 

Viscozitatea se· manifestă doar într-un strat limită foarte subţire. 

Din consideratii dimensionalc rczultft uşor. formula lui Newton: . . . . 

F = coilst·l•vBp\ I.MT-' = L"(LT-1)B(!1fL··')Y, 

de unde y = 1, 0 =2, ;.·.·.=2; 

F =-
1
-CSpv' (formula lui Newton), 

2 . . .. 
(13.53) 

unde C esle o constantă adimensională, sensibilr1la forma corpului (fig. 13.21), 

S - aria sectiunii transvcrsale. 

1-~--Em1~~~-~T/~~----5fer6 __ -~"!_ti aero'!'_n!!_"'.'._C\ __ _ 

- •, / .. 
--- ---- ..__- ,.:... _,_ ---- - - - _:-:_s.::.c-... ~::-::. 

1.1? • ··1).3, . . , 
..... o.z, 

Fig. 13.21 

Forta de rczislen[ll F este propor!ionalli cu aria LrmisrJersalll S oprisă [lui~ 

dul1ii·, .cu dcnsiliţtcicp ·a "flniilului•şi" c·u' ptlfratul vitezei v (cu presiunea dil)amică 
p~/~. . ' .. . ' . 

Trebuie obSe.n·Ut' ~r1 Ya' orice \··ÎLczC (la orice regim, '!Uiniua~· sau t.u~~ulcnţ), 
în forl:a de rc~istenţ_~ ~ontribuic ambele efecte, al viscozită~ii şi al energiei 

cinelicc, numai crt r.:l viteze' miCi predomină primul cfec't (energia cinetică 

sau presiunea dinamicft este ncglijabilft faţă de fortele de' frecare'· i-nternă 

datori te yjscozilftţii), iar la ''i·tCZc ntad predomină al, doilea efect. 

1; 

1 

1 

Viteza limiti1 de cădere liberă a unui corp intr-un fluid (aer), în regim 
... 

turbulent (de exemplu, paraşută), Ya fi: :; 
1 v?V . 2 

CSp1v' = mg(1- p1/p"), u = -c~ (p,/p1 -1) 
"-' 

(13.54) ' 

şi in cazul unei sfere (C = 0,21) (R - raza sferei) : 

Trecerea de la regim Inminnr la C'Cl turbulent trebuie s:ă aibă loc.la viteze 

pentru care cele două foqc (1 3.52), (13.53) dcYin comparabile între ele: 

C,-r;lv - C,pv'l', ';;/- ~: · (13.56) 

Raportul adimensionnl 

ne ~ lp" ~ .!"__ (13.57) 
·r; 'J 

se numeşte nl!nu!rlll {cifra) lui O. Reynolr!s (1833). 

Experienţa ara tii cft trecerea de la regimul .lnminnr la cel turbulent are 

loc pentru anumite Yalori ale numărului Hcynohls, şi <:\nume, conforn1 con

diţiei (13.5G) pentru ne - C,fC" drrr această valoare ·critică a numărului 

Reynolds C1 /C2 trebuie determinată experimental, intrucit nu cunoaştem 

constantele C1 , C2 din cele două lrgi nlc forţei de rezistcnţ.[l-, constante care 

sînt sensibile 1a forma corpului. 
Astfel, .pentru conducte tubularc cu pcre~i netezi această valoare critică 

a numărului Re esle (D- diametrul conduclci) : 

Du 
Re=-z 2300. 

V 

(13.58) 

Deci regimul turbulent apare la viteze suficient 'de mari sau la diametre 

mari (pentru un fluid ideal Re ~ oo ). 

în general fort:a de rezîstcntf1 se poate scrie sub forma: 

F = f(Re) · pv' S, (13.59) 

unde f(Re) este o funcţie adimensionnlă tie numărul lui Reynolds. De exemplu, 

in cazul legii Stokes (regim lnminar) pentru sferă : 

12 
{(He) =-• 

Re 

şi condiţia de valabilita~e~a legii Stokes este: Hc <{ L 

(13.60) 



Fig. 13.22 

In cazul curgerii turbulente prin
te-un tub, distribuţia vitezelor medii 
pe secţiunea tubului este complet dife

rită de legea parabolică Poiseuille de la 
curgerea laminară (fig. 13.22) : 

vfvm = 1- (r/R)7
• (13.61) 

13.8.3. TEORIA SIMILITUDINII 

l\Hşcrtrilc care di[cr{t prin parametrii p, ·IJ, u, l, dar au acelaşi număr Rey
nolds, se numesc asemenea. Intregul tablou al mişcării fluidului diferă atunci 
doar prin scara caracteristicilor sale. Astfel, comportarea avionului -poate fi 

studiată pe modele in tunele aerodinamice (în aviaţie, num'ărul Re ajunge 
la - 106

). . 

Există şi alte numere adimensionale folosite în teoria similitudinii. De 
exemplu, la plutirea vaselor, alături de forţele de rezistenţă proporţionale cu 
pl'v', joacft rol foeţ.a aehimedică pl'g. Două plutiri vor fi asemenea dacă rapor
tul acestor forţe 

,,, 
Fr=-• 

lg 

numit nllm<lrzzl llli Frollde (1870), este acelaşi. 

(13.62) 

La viteze de oedinul vitezei sunetului, rezistenţa este proporţională apro
ximativ cu eubul vitezei pentru ca la viteze supersonice să devină din nou 
proporţională cu pătratul vitezei. 

13.8.4. ARIPA DE AVION 

p În cazul aripii de avion 
(fig. 13.23) apare o forţă re
zultantă a cărei componentă 
orizontală R, numită rezis
tenţă frontală, trebuie învin
să prin acţiunea elicei, şi o 
componcntrt vertical{t, nu
milrt portan(ll (sau forţă 

portantă ; ea este denumită 
şi forţă ascensională dina
mic<! spre cleosebire de cea 
statică din legea lui Arhi· 

___ ...,. _____ _ 
------ -----

Fig. 13.23 

mede); care învinge greutatea avionului (y este unghiul de atac). 

Şi aici se aplică regula practică: corpul este împins trai1Soersal din 
nea cu liniile de curent rare spre regillnea cu liniile de curent ţlese. 

--
regiu· 

,, 
1 

i' 

1 

1 

PROBLEME 

13.1. Un vas cublc este umplut complet cu llll lichid, greutatea lichidului fiind G. Să se 
afle forta de presiune rezultantă exercitată de lichid asllpra unui perete lateral al vasului. Unde 
tie află punctul de aplicaţie aJ acestei forte?. 

B. F = G/2. It= 1/3. 

13.2. Un corp pluteşte pc suprafaţa mcrcunl1ni (de densitate p) astfel tnclt este cufundată 
o fracţiune k din volumul său. Ce fracţiune k' din volumul corpului va fi cufundată 1n mercur, 
dacă se toarnă deasupra apă pJnă se acoperă corpul'/ 

R. k'= pk- Po. 
P- Po 

13.3. Pe suprafaţa unui lichid de densitate p9 plutc.5te o cană cu pereţi foarte subţiri, de 

aecţiune S, umplută parţial cu acelaşUichid. în cană se introduce un corp de greutate G, care 
pluteşte. Cu cit variază nivelullichidului 1n e.'Xleriorul şi ln interiorul cănii,faţă de cană ? 

R. llH = ll/1 = G/po!JS. 

13.~. Dacă o barcă (saU: yapor) care pluteşte pe un lac se scufundă, ce--SC,fntlmplă cu nivelul 
apei din lac '1 \ 

R. Scade. \ 
1 

13.5. într~ un yas cu apă pluteşte o bucată de gheaţă care conţine tn interior incluziUlli, 

de exemplu o bucată de plută. Cum se schimbă nh·e1u1. apei din vas 1n timpul topJrii gheţii? 

n. Pentru incluzi uni cu p < p(J:pd nivelul nu se schimbă; Jlentru inc1uziuni cu p > p!>:pd 

nivelul va scădea. 

13.6. Un disc de gheaţă de secţiune S şi grosime ll plute.5te pe apă. Ce lucru mecanic trebuie 
efectuat pentru a cufunda complet discul in apă '1 

R. W = gS h'(Po- p)'. 
2p, 

13.7. o·bmi urcă cu viteză constantă lntr~un lichid a cărui densitate este de n ori mai 
Qlare decit a bilci. De cite ori forţa de rezistenţii este mai mare decit greutatea bilei? 

R. F,JG = PlfPc- 1 = n- 1. 

13.8. O tijă subtire omogenă de greutate G arc un capăt fixat lntr-o articulaţie de peretele 
Interior al unul vas, celălalt capăt fiind cufundat ln lichidul din vas de densitate Po• Tija se 
poate roti liber fără frecare in articulaţie. Să se afle densitatea p a tijci dacă la echilibru lungi
mea rămasă afară reprezintă o fracţiune k din lungimea tijei. Care este forţa de reacţiune din 
articulaţie? 

- - rk R. p=p,(l-k'), F=-G--! 
ll + k 

13.9. Intr-un vas tnchis, umplut cu lichid, citeva corpuri plutesc şi citeva corpuri stau pe 
fundul vasului. Cum se vor deplasa corpurile, dacă punem vasul intr-o maşină centrifugă? 

R. Corpurile care plutesc se deplasează spre centru, iar cele de pe fundul vasului spre 
periferie. 

13.10. Un vas cilindric de rază R conţine un lichid de densitate p şi se roteşte uniform 
eu viteza unghiulară (>) 1n jurul axei sale verticale. Să se afle ecuaţia suprafeţei libere a Uchi
dului şi presiunea ln lichid (fig. 13.24). 

oo~ oo' n. t: = h + -(x2 + y1) =li +- r 2 - paraboloid de reveluţie cu axa verticalăJ 
2g 2g 

1 
p = pg(h- :) +- pro'(x' + y•). 

2 



n. Q,. = s,s,]! };9_~\; . 

o V IBJL ---' 

~---5' 5? 
Fig. 13.21 Fig. 13.25 

13.12. Printr-un tub cu gituitură cu s:::~ţiuni!c Sp s~ se· suflă aer (de densitate p) cu debi

s, 

Fig. 13.26 

tul volumic Q~. S:l se afle diferenta de nivel a apei 
dintr-un manometru in formtt de U, ca în figura 
13.20. 

n. Q' p 
fill=--

2g Pu 

s;- s~ 

s;s~ 

1:1.1:l. În cît timp se evacuează scrul dintr-o se
ring1 ţinută orizontal, d,1C::'l asupra pistonului se 
apasă cu o forţă coa'itnntă F? Secţiunea tubului se

riugi.i este S,, a orificiului este S 2 , iar lungimea cursei 
pistonului este L 

n. 1 = zli_,_ V ps, (1- Sl/SD "'. z~ V pS, . 
s2 2F -"'~ st 2F 

13.H. Dintr-o ţcav.l ţlşncştc un jet de ap::i de ~ccpune S, cu dclJitul volumic Qr- Care 
va fi scc\junca jet~Ilni la înii.lţimea h deasupra cap.:i.tului ţevii? 

n. S- S~,=~ 
f - J1i - '2ghSilfJ~ 

13.1iJ. Înlr-un vas se toarnă uniform im lichid cu dcbitul volumic Qv. Care trebtlie să fie 
aria sec~iunli orificiului din fundul vasului, pentru ca lichidul din vas să rămlnă la un nivel 
comlant Il? Scc~iuaea vasului este mult mai m:tre declt aria orlficinlui. 

1_ ~') Q" 
H. S=--· 

V2u1t 
-.."1 

13.16. Un vas cilindric de inăHimc II şi secţiune S' este plin cu un lichid. Pe fundul va~ 
sului se află un mic orificiu de arie s. În cît timp se goleşte o fracţiune r din volumul vasului ? 

V21! _ v21! S' _ 
n. t= -(S''/S'-1)(1-VI-rJ~ --(1-VI-{). 

9 9 s 

r 

13.17. O şalllp1 se mişcă re::tiliniu uni[orm, fiind propnlsată cu ajutorul unui motor de tip 

re1c.tlv care abso:trbe apa printr-un orificiu de intrare şi o cjcctcază pril1tr-un orificiu de ieşire. 

Să se afle randamentul mecanic al motorului, ştiind că aria Ol'ificiului de ie5ire este de n ori 

mli mică decit aria orificiului de intrare. 

2 
H. ~=--. 

1 + 11 

13.13. O picătnr.l de plo:t.ie cad:e ltl aer (p,,~r = 1,29 kg/m~) cu viteză limită 1n regim Iamlnar • 

Viscozitatea aerului este 'IJ = 1.8 -10-:s daP. Ştiind num:irul Reynolds critic de trecere de la 

regim laminar Ia cel turbulent, in condiţiile d:tte, Re= 0,10, să se afle valoarea maximă a 

razei picăturli. 

V D·~'I1c _ 
It. rll= !=:::2·10-~m. 

1 

; •!PaorPap11.0 

13.1!1. Un vas este umplut cu apă (de densitate p~) şi petrol (de densitate p). Ştiind grvst ... 

mea stratului de apă /10 şi de petrol il, să se afle viteza de scurg0re a apei prtntr·un mic orificiu 

la fuadlll v.1sului. rl t.oi 

u: 
' 1:J.2f). C·.1rJ~rca Iamln'lră ln jurul um! sfere cb !'ază R1, care s'\dcplascază lntr-un lichid 

de dea<>iLate Pr şi viscozitate "'lt• are loc pcr1tru viteze care nu dcpăşc;;c ·ft· Cu ce viteză minimă v, 
trebuie să se d:!pLlsezc o bitrl de rază R~ intr-un alt lichid de d~nsitate P2 şi viscozitate YJs 

p~:1tru a avea lo~ o cmgere tnrbulent:l 'l ' 

u. Prl?!·fJ~ 
V 2 = Vr--- · 

p~Ri.-fJt 

13.21. Printr-un tub de luagim·c I şi razl R cur;e lamirnr un fluid vls~os de dcn'>itate p 

şi vi'icozitatc "IJ· Viteza pc axa tu0ului e~te v0 • S:i se afle t di!bitul volnmic Q, energia cinetică 

a fluidului dialub Ee• for~n d...l Irc:nr.! di.1tre tub şi fluid F1 şi diferenţa de prc~iune dintre cape· 

tele tubului, 

IL 

13.22. C:n>id!rlnd ro)rd·.11nta C~lr:lilinic s d..J·a lung'_ll unei linii de curent, să se deducă 

eruaţîa 

do Op 
p-=-- + pg,. 

dt ().'{ 

unde (1, este pr::>ie~ţla accele:r'aţiei gravitaţion1le rJ Pc lini:t de curent. Să se arate cii din :l.Ceastă 
e;;u::tţie se po:tle o:,~ine e~tlaţia lui Bcrnoulli. 

1J.!.!3. P:il1ll'·Ull t'Jb de se::ţiune S. C!Hl.nt s:Ib unghi :.il o:: •. carge un lichid ile deJ.sitate p 

c:I dcbitul volumic Q. Cwe este re1cţiunea nsupro. tubului curbat? 

Q' ~ 
F= 2o -c:::s-. ' s 2 

n. 



CAPITOLUL 14 

OSCILA ŢII 

. O~cilaţiilc prezi~tă o importanţă covîrşitoare pentru fizică şi tehnică, 
mr dmtre ele cele simple, smusoidale au rol fundamental, fiindcă orice osci
laţie poate fi obţinută prin suprapunerea unor oscilaţii sinusoidale (teorema 
Fourier). 

14.1. OSCILATORUL ARMONIC 

OscilaLorul armonie este un punct material care execută oscilaţii sinu
soidale pe o dreaptă sub acţiunea unei forţe atractive proporţionale cu dis
tanţa pînf1 la centrul atractiv (centrul mişcării). 

14.1.1. ECUAŢIILE MIŞCĂRII 

Reamintim relaţiile stabilite mai înainte. Elongaţia : 

x ~A cos (wt + oo), -A " x " A, (14.1) 
unde A este amplitudinea mişcării, q> ~ wt + " - faza mişcării, "' - faza 
iniţială, w = 27C\l - frecvenţa unghiulară, v = 1/T - frecvenţa, T- pe
rioada mişcftrii. 

Viteza: 
v ~x ~-wAsin(wt+oo) = 

=<vA cos ( wt +"' + ~), -wA" v" wA, (14.2) 

viteza este dcfazată înainte cu -r./2 (sau T/4) faţă de elongaţie. 
Acceleraţia : 

a =il = :i' = -w'A cos (wl + oo) = -w2x = w'A cos (wt +"' + 7t), 

-w'A " a " w'A, (14.3) 
acceleraţia este defazată cu " (sau T/2) faţă de elongaţie, adică este în opo
ziţ.ie de fază cu elongaţia (fig. 14.1). 

Forţa : 

F =ma = -mw2~ = -kx, k = mw 2, 

w = J kjm, T = 2-rr) mjk. 
(14.4) 

(14.5) 

1 

l 
r 
1 

Ecuaţia diferenţială a oscilatorului armonie: 

x + w'x =0. (14.6) 

Mişcarea armonică poate fi reprezentată geometric prin proiecţia pe o 
axă a unui "vector" (fazor) de modul A care se roteşte în sens trigonometric 
cu viteza unghiulară w (fig. 14.2). Proiecţia A' a extremităţii acestui vector 
execută mişcarea armonică (14.1). 

A 
CJA 
w'A 

o 

x, v.a 

\ /. 
-w'A -Y a 

T,IZ 
De 1 azaju 1 , 1--~'-----:----1 

T/4 

-wA v'--
-A 

··---~ 

Fig. 14.1 
' 

Analog, viteza şi acceleraţia în mişcarea armonică sînt date în fiecare 
moment de proiecţiile extremităţii vectorilor de modul wA, w2A, defazaţi 

Î'iJ'--; ' 
1 " 1 \ 

cu rt/2, respectiv "' faţ.ă de 
\'CCtorul A (fig. 14.2). Ne 
putem imagina, de aseme
nea, că în loc să se rotească 
\'CCtorii, se roteşte axa OX · 
în sens invers. 

CJA 

1 

1 \ 

1 

1 
1 ,A 

1 1 
1 
1 

J4.1.2. ENERGIILE 

1 

1 
1 

'A' 
r:;-~'-b~-.L.L-----::-'~-:-<- X 

X (-(J Jt Energia cinetică, Ee, po~ 

tenţialrt U şi totală E a 
oscilatorului armonie sînt: Fig. 14.2 

E, =.2.mv2 =.2.mw2A 2 sin2 (wt + oo), (14.7) 
2 2 

1 1 1 
U =- kx' =- kA 2 cos• (wt + Ct.)=- mw2A 2 cos' (wl + oc), (14.8} 

2 2 2 

Ee maz = Umtt.n 

1 1 1 
E = E, + U =- m(x' + o> 2x') =- mw'A' =- kA'. 

2 2 2 
(14.9} 

Energia totală este constantă (se conservă) şi este proporţională cu pă
tratul amplitudinii şi cu pătratul frecvenţei. 



Energia potenţială U se reprezintă printr-o parabolă, iar forta 

F = -dU/dx = -kx (14.10) 

printr-o dreaptă (fig. 14.3). Forţa se anulează acolo unde energia poten[ială 
este minimă. 

14.1.3. ENERGII MEDII 

Reamintim dcfinit,ia valorii medii a llllei· m,"I'I.nli·, de ' [ " exempn1 x ~ (1) 
(fig. 14.4) : 

(:r) ""' ·-. -
1

- f {(1) eli, (x )(b-a)= C f(l) cii = S, 
v-aj J (14.11) 

" a 

Au F ' . 

E 

X 

.". ..", F=-kx 

Fig. 14.3 Fig. 14.4 

ad}dt. a:·i~ dreptunghiul ni avînd înăl ti mea (f) şi baza b-a este egală cu ariaS 
marg1mta :le cu~·ba {(1), ca şi c:'m am "net;zi" curba {(1) pe porţiunea (a, b) 
astfel ca sa obţ.1n_em. cu_ o curb~ ,,onzontala" (f) = const aceeaşi arie. 

Valoarea medw depmdc de mtervalul pe care se face media. 
P~entru functiile periodice, intervalul de mediere se ia egal cu perioada 

(daca IH1 se specificli contrnriul). 
• Din defini[ia Yaloriin1cdii (14.11) rezultă imediat următoarele proprie-

tati ale valonlor med11 : · 

<f + g) = ({) + (g), (const·f> = consto({), 

dar în general (f- g) .ţ ({) (g ). 
(14.12) 

Deoarece v2lonrca medie a sinusului sau cosinusului pe o pcrioad{i este 
cYid'cnt nulă, rezul!ă, imedi[lt: 

<''') 1( 1 1 1 
su1· 9 ~--;; 1- <ccs 2 ;o))~-.-; (cos' 'f') =- (1 + (cos2 rp )) =-, 

.. 2 2 2 

(sin('?+ i<) sin (;o+~))·.~ (ce~ (9 +o.) cos (rp +~))=+cos (o.-~), 

(sin(?+ u.) ciJs (cp + ~)) =-
1
-sin (cc- ~). 2 . (1-1.13) 

1 

1 

o 

Energia ciuclic[t medic este egală cu energia potcntială medic: 

(E,) =_2_m,o'.tl'(sin2 (Coli+ o.)) =_2_ llH•l'A' = E, 
2 4 2 

(U) 1 o 10 < o ( • ) > 1 =- mcv~.~ ~ cos~ cut -r· CI. =-
2 4 2 

E 

14.1.4. ARJ.I![ONICITATEA OSCILAŢIILOR MICI 

(14.14) 

Mişcarea armonicrt joacă un rol important în fizică. Dacă o particulă 

(de exemplu, atom, ion) este tleplasatrt din poziţia sa de echilibru, în care forţa 
este nulă, apare imediat o forţrt din partea sistemului (de exemplu, cristal ului) 
orientatrt înapoi spre poziţia de echilibru. Pentru deplasări mici forţa este 
practic proporţională cu deplasarea (primul termen al dezYoltării în serie 
de puteri Taylor), adică curba forţei poate fi aproximată în jurul poziţiei de 
echilibru printr-o dreaptă, iar energia potenţială printr-o parabolă. Prin 
urmare, oscilaţiile mici s·înt totdeauna armonice. Efectele anarmonice apar la 

oscilaţii de amplitudine mare. 

Obscrva{ic. În mecanica cuantică se arată că energia totală a unui oscilator armonie csty 

cuanli[icaiă, adică poate lua un şir discret de valori~ · 

E =tiCo> ( n + +), n =O, 1, 2, 3, .. ,, (14.15) 

unde w este frecvenţa unghiulară, it= 11[2'" = 1,0545·10-s.• J·s, iar iL= 6,6256·10- 34 J·s 

este constanta lui Planck. 

Exemple, Reamintim exemplele date mai înainte tle oscilaţii armon!cc . 

l. Pcndullll elastic. Un corp de masă m suspendat pc un resort de constantă elasticit k 

efectuează oscilaţii verticale (fjg. 14.5, a): 

F =- kx, T = 2n Jlmjk. 

T 
..... ---o---

;:8 
~ ~-kx 
~oooooooc'Cooooo• ... 
;~ 

rn 

1 1 
00 

a b 

Fig. 14.5 

Bineinţeles, poziţia de echilibru corespunde rcsortulni alungit cu Xa = mgjk. 

Putem fh:a. resortul orizontal, puntnd corpul pe un suport cu rotile ca în figura 14.5, b• 

Atunci corpul efectuează oscilaţii pc o dreaptă orizonlal;l (poziţ"ia de cchillbru corespundcresor .. 

tului nedcformat). 



2. Pendulul simplu (malemalic) gravltajlonal. Componenta mg cos 0 a greutăţii compusA 
cu reacţiunea firulul dă acceleraţia normală (centrJpetă) (fig. 14.6). Componenta F, = mg sin O ~ 
:::-.; mg e (pentru unghiuri mici) dă acceleraţia tangenţială. Coordonata fitnd :c ;;;; 16. rezultă 

că forta este de tip elasttc : 

mg mg l{-1 
Ft ~- -l X=- kx. k = -l . T = 27t v_--;-. 

3. Pendulul fi:ic (fig. 14.7). Ecuaţia mi~căril de rotaţi(': 

R 

M =- mg lsln e = 1s = 16. 

ij + mg e = o (osrilaţ!i miel), 
1 

, mgl , v-1-
w =-. 1 =27t, -. 

1 mgl 

- X 1 __ , 

--1--
0 = mgsinB 

mg mg 

Fig. 14.6 Fig. 14.7 

4, Pendulul de lorsiune (fig~ 14.8). Momentul forţelor clastlce']12.38). (12.42) 1 

1 

Fig. 14.8 

"G M = - - R•e = - ce (unghJurl mici), 
21 

ecuaţia oscilaţiilor de torsiunc: 

.. c -ce= Iti, 6+- e =o. 
1 

"' = ~ • 1· =27< V ~ . 

(14.17) 

(14.18) 

(14.19) 

(14.20) 

(14.21) 

14.1.5. LEGEA IZOORONISMUILUI 

Subliniem că frecvenţa oscilaţiilor armonice depinde numai de proprie
tăţile sistemului oscilant (constantele k, m) şi nu depinde de amplitudinea sau 
faza oscilaţiilor. Aceasta este legea izocronismului micilor oscilaţii: oscilaţiile 
mici sînt izocrone, adică perioada lor nu depinde de amplitudinea oscilaţiilor. 

Dimpotrivă, amplitudinea oscilaţiilor depinde de condiţiile iniţiale ale miş
cării, adică de clongaţia şi viteza punctului material la un moment iniţial dat. 

Anume, în baza lui (14.1-2), avem pentru 1 =O : 
:t'o =A cos <X, V0 = -wA sin o::, 

de unde amplitudinea şi faza iniţială : 

1 Vo A =yxg+v~f"''· tgo< =- -. 
"'X o 

14.2. REPREZENTAREA COMPLEXĂ 
A OSCJi.A.ŢIILOR SINUSOIDALE 

(14.22) 

Oscilaţ.iile armonice, sinusoidale, pot fi reprezentate şi ca parte reală 
(sau imaginară) a unui număr complex de modul A şi de argument egal cu 
faza oscilaţiei '1' = "'1 + o:. 

il4.2.1. NUMERE COMPLEXE 
de! 

In adevăr, nn număr complex z =a+ ib (a, b E R, i2 = -1) se re-
prezintă în planul complex z (fig. 14.9) printr-un punct sau prin vectorul 
respectiv. (A nu se confunda 
planul reprezentării numerelor 
complexe cu planul real. În planul 
complex z numai axa OR este 
reală.) 

Notăm partea reală, partea 
imaginară, modulul şi argumentul 
numărului complex z astfel : 

a = Re{z} =Re{ a+ ib}, 

b = Im{z} = Im{a + ib}, 

(14.23) 

1 z 1 = p = J a'+ b2
, 

b 
arg z = 6 = arc tg- . 

a 
In baza formulelor !ni Euler: 

-J 

1 

i 

o 

J' 

8 
a 

Fig. 14.9 

z 
1 

lb 
1 
1 

e" =cos e + i sine, e-10 =cos 6- i sin 6, 

COS 6 = ..!__(eiO + e-!0) sin 6 =]__(ei O_ e-!0) 
2 ' 2 i 

putem scrie 

Z = a + i b = p( COS 6 + i sin 6) = peiO = 1 Z 1 et&rgz, 1 eiO 1 = 1. 

0 

R 

(14.2~) 

(14.25) 



14.2.2. REPREZENTAREA COMPLEXA 

D.1că acum pt'ivim vectorii din figura 14 .. 2 ca reprezentînd numere com
plexe în planul com~re·x, axa OX fiind considerată axă rcalrl, putem scrie 

(14.26) 
unde 

dcf 
Â ~il ch, 1 1i 1 ~A (reamintim că 1 cioc 1 ~ 1) ( 14.27) 

?stc amplitudinea comple.tl1.: modulul ci dă amplitudinea obişnuită reală A, 
Iar argumentul ei dă faza iniţială a. Factorul temporal etwt este util să-l scpa
r[un, punîndu-1 în evidentă (uneori este chiar omis în calculele intermediare 
pun-inelu-l la .nevoie 'în rezultatul final). ' 

Deoarece operapa de luare a părţii reale Re este comutativă cu operaţia 
de sumare L : · 

(14.28) 

sau 

Re{ z1 + z, + ... } ~Re { z,} + Re { z,} + ... ' 
putem face întîi operaţiile de adunnrc algebrică, înmulţire cu numere reale, 
d~.ri:'arc ~sau~integrare asup!:a nnnDrelor c_omplexc reprezentative şi apoi, la 
sfifŞJt, _sa luam partea reala a rezultatulm obţinut. Acest procedeu prezintă 
avantnJc, deoarece operaţiile cu functiile exponenţiale (mai ales derivările şi 
integrările) sînt mai uşoare decît cele cu funcţiile trigonometrice. Pentru 
simplificare, semnul Hc de obicei se omite în calculele intermediare, scriindu-1 
la nevoie doar în rezultatul final. 

Vom nota numărul complex reprezentativ cu aceeaşi literă ca şi mă
rimea reală reprezentată dar cu o bară deasupra. 

14.2.3. P..EGULA DE DERIVARE 

Derivarea mărimilor sinusoidale în raport cu timpul revine la înmul
ţirea lor cu iw=weir./2 (unele i = cir./3), adică la înmulţirea lor cu w şi defa
zarea cu ~t/2 înainte. 

Mai general, înmul~:irea cu un număr complex peiO înseamnă amplifi
carea cu p şi clefazarea înainte cu 8. 

De exemplu, pentru viteză avem : 

V = i; = (lÎ eiwt). = i w A eiwl = i w.f = w.A ei(wl+r./2) = 

(14.29) 

de uncb viteza reală : 

v ~Re {wA e1Cwt+~+"/2l) ~ wA cos (wt + "'+ T:/2). 

1n figura 14.2 se vede clar cum vectorul amplitudinii a fost înmultit cu (1} şi 
rolit In sens trjgonometric cu rc/2 pentru ·a da vectorul vitezei. 

Penlru acceleraţ-ie avem : 

:a =V = i cu V = i cu.t = i w(i w.t) = -w'!i = -c,)'!Â~iwt 

= w2A ei(wl+rt+:tl, (-1 =cir.), 

d~ und-; acceleratia realft: 

a = Re{ cu'! A eiCwt+:L+-;t)} = cu~ il cos ( C•)f + :t. + r.). 

(14.30) 

În figura 14.2 se vede cum prin derivare vectorul vitezei a fost amplificat 
cu (U şi rotit în sens tdgonometric cu r./2. 

14.2.4. EXPRESIA ENERGIEI 

Energia nefiind liniară, ci pătratică în amplitudine, nu se pot înmulţi 
direct numerele complexe reprezentative, dooarecc Re { z'} "f [Re { z} ]'. 
Putem însă ocoli dificultatea folosind numerele complex conjugale: 

z = a + i b = p eiO, z* = a - i b = p e-ia, 

(* - conjugarea complexrt), 

zz* ~ a2 + b' ~ p2 ~ 1 z 1', z + z' ~ 2 Re { z}, 

(z • )* - •*•* (•*)* - -1-"2 - -1~21 - - ...... 

(14.31) 

(14.32) 

Deoarece modulul numărului complex reprezentativ este egal cu umpli~ 
tudinea mărimii respective (adică egal cu valoarea maximă), de exemplu: 

lxl' ~x.r* ~ĂA* ~IĂI' ~A',Ivl' ~vv' ~w'A', 
rezultă că energiile medii (14.14) şi energia totală se scriu astfel: 

• 1 __ 1 
1
_

1

• E > 1 vv' 
(v-)~-vv'~-v-,(•, ~-m-, 

2 2 2 2 

1 ii* 
~-k--

2 2 

(14.33) 

(14.34) 

E ~ (E,) + ( U) ~_2_ m Vii'''~ _l k i.i'* ~-1- m 1 ii 1' ~ 2_ k 1 i 1'· 
2 2 2 2 

(14.35) 

Reprezentarea co1nplexă a oscilaţiilor armonice se foloseşte curent în 
electrotehnică şi în electrodinamică. 

14.3. COMPUNEREA OSCILAŢIILOR 
ARMONICE PARALELE 

14.3.1. TRATAREA ANALITICA 

Să considerăm mai întîi compunerea a două oscilaţii de aceeaşi direc
ţie (p~ralele) şi do aceeaşi frecven!ă (supraparrerea oscilaţiilor paralele). 



Rezultatul este tot o oscilaţie armonică de aceeaşi direcţie şi de aceeaşi frec-
venţă. In adevăr, · 

x = x, + x, =A, cos (wl + oc,) +A, cos (o>l + oc,) =A cos (wl +a), (14.36) 

unde A, <X sînt amplitudinea şi faza iniţială a oscilaţiei rezultante. Dezvoltind 
cosinusurile şi făcînd identificărilc avem : -

A1 cos Cl1 + A2 cos IX2 = .A_ cos ct, A 1 sin IX1 + A2 sin o.: 2 = A sin a, 

de unde rezultă amplitudinea A şi faza iniţială o: a oscilaţici rezultanlc: 

A = J Ai-!- A~-!- 2A,A, cos (o:,- o:,), 

sin o: = _2_ (.1! 1 sin o:,-!- A, sin o:,), 
A 

cos oc = ~ (A, cos o:, +A, cos oc,), 

Acelaşi rezultat se obţine cu ajutorul reprezentării complexe : 

(14.37) 

(14.38) 

După cum am spus, de obicei, scriem direct ultima relaţie, omiţînd de Ia bun 
început factorul temporal e1 ~1 • 

Cum modulul şi argumentul unui număr complex sînt date de (14.23), 
(14.32), obţinem imediat amplitudinea şi faza iniţială a oscilaţiei rezul
tante: 

A 2 =A A* = (A, + .4,)(A, + A,)* = A,Ar -!- A,A,* -!- A,A; -!-

-!- Ă!A, =Ai-!- Ai-!- 2 Re {A,Ă~) =Ai-!- Ai-!- 2 A,A, cos (o:,- cx,); 

A =A, cos o:1 -!- A, cos o:, + i (A, sin oc, -!- A, sin :x,), 

A = 1 A 1 =J Ai-!- Ai-!- 2A,A, cos (o:,- o:,), (14.39) 

t t A
- A, sin oc, -!- A, sin o:, 

g" = g arg = 
.11 1 cos <Z1 + A 2 cos ce::! 

14.3.2. TRATAREA GRAFICA 

Grafic, compunerea oscilaţiilor sinusoidale revine la compunerea vec
torilor reprezentativi după regula paralelogramului (construcţia grafică a lui 
Frcsncl, fig. 14.10). În adevăr, suma (algcbricft a) proiecţiilor mai multor 
vectori este egală cu proiecţia rezultantci lor (liniei de închidere a poligonului 
format cu vectorii respectivi). Astfel, din 
triunghiul OA 1A avem, conform teoremei 
cosinusului : 

A'= Ai-!- Ai-2A,A, cos (rc-(o:,-o:,))= 
= -1l-!- A,i -!- 211,_4, cos (o:, -a,), 

iar din triunghiul OAC avem 

AC tgo: =oc 
BC-!-AB 

OD-1- DC 

A1 cos a1 + A 2 cos ct2 

A 

c 
Fig. 14.10 

Amplitudinea oscilaţiei rezultante depinde de diferenţa de fază a, - o:1 a 
oscilaţiilor componente. Astfel, de exemplu : · 

A =A, +A, pentru o: 2 -a, = 2nrr, 
A = 1 A, - A, 1 pentru o:,- o:1 = (2n- 1) rr, (n- număr întreg). 

(14.40) 

ln primul caz oscilaţiile sînt în fază şi amplitudinea rezultantă este egală cu 
suma amplitudinilor componente (amplitudinile se adună), în ultimul caz 
oscilaţ.iilc sînt în opoziţie de fază şi amplitudinea rezultantă este egală cu 
diferenţa amplitudinilor componente (amplitudinile se scad). 

!14.3.3. FENOMENUL BATAILOR 

Dacă frecvenţ.ele oscilaţiilor componente diferă între ele, oscilaţia rezul
tantă nu mai este armonică. ln adevăr, vectorii rcprezentativi se rotesc 
cu viteze unghi ula re diferite, deci unghiul dintre ci· variază, dar atunci rezul
tanta lor val'iază ca modul şi totodată nu se 
roteşte uniform, ceea ce ar însemna amplitu
dine şi frecvenţă variabile. · 

În cazul particular A, =A., deşi ampli
tudinea rezultantă este variabilă, frecvenţa 
rezultantă este constantă. Paralelogramul 
devine romb (fig. 14.11), astfel încît ampli
tudinea şi faza oscilaţiei rezultante rezultă 
direct din construcţia grafică : 

A = 2A, 1 cos -i-( '1'• - '1'1) 1 = 
o 

=2A0 Icos-i{(w,- o>,)l + a,-o:,}l, 

Fig. lUl 

1 1 . 1 
'1' =2('1',-!- '!'•) =2 (w1 + <u,)l-!-

2 
(a, -!-o:,) 

.. , .. 

(14.41) 



sau transformînd direct suma de cosinusuri ·în produs: 

x ~A, cos (w1t + e<1) +A, cos (w,t +a,) 

~2A,cos[-f(w2 -w1)t+-f(o:,-o:,)Jcos[ ~ (w 1 -f-w,)t+ ~ (cx1 -f-e< 2)]

(14.42) 

Rezultatul acesta se poate obţine şi cu ajutorul numerelor complexe, 

{·..!_(Wl+C..)~)l+_!_ (a1+o:~)] 
scoţînd "forţat" factorul temporal c 2 2 şi anume : 

.i ~A, ei(Q.t+~,) + A,e!!::'•'+•,) ~ 2A, cxp i+[(w1 + w,)l + "' -1- a,]· 

1{ .1 1 } '2 exp '2[(w,- w,)l +o:,- o: 2 ]-l-cxpi 
2 

[(w,- w,)t+ e< 2 -cx1 ] • 

Primul factor temporal dă oscilalia sinusoidalc1 de frccventă-1- (w, -1- "'") . , ' 2 ~ ' 

iar paranteza mare dă amplitudinea (conform formulei lui Eulcr pentru cos O). 
.. Schimbind convenabil originea !,impnlui (momentul iniţial), putem dcs
fnnţa faza o-: 2 - o:1 şi obţinem astfel C:xiJrcsia mai simplă: 

x ~ 2A, cos-+ (w 2 - <•>,)!·cos [-i ( w, + w,)l + "]. (14 .43) 

Observăm că amplitudinea oscila\iilor este daLă de (14.41), adică de modulul 
cosinus ului respectiv. 

În cazul cînd frecvenţele b) 1 ,2 sînt foarte apropiate între ele: 

'"' "' w,, 1 "''- w, 1 <ii w,,,, (14.44) 

oscilaţia rezultantă va fi aproape sinusoidală, de frecvenţă+ (co1 -1-w,), avînd 

însă amplitudinea lent variabilă cu frecvenţa 1 w,- w, 1 (modulul sinusului 
sau modulul cosinusnlui arc frccven[ct dublă), conform lui (14.43). Acesta 
este fenomenul btli<lilor (fig. 14.12). 

În cazul frecvenţelor acusticc, sunetul de frecvenţă+ (w, + w,) se aude 

succesiv întărindu-se şi slrtbindu-sc cu frccven·ţa şi perioada bătăilor : 

27C 
(14.45) 

2'iT 

" - 1 - b .lw~ Wr! 1 
1 ., 47! 

' . --r-+ :-6}1 +Wz 1 • - 1 1 1 / 
1 

L1Î ~.1.1 
1 1 

I',J\' 
o '\~ ~)!"'< yY'\' 

/ ·, 
_:.. ' ..... "'-'-

Fig. 14.12 

14.3.4. OSClLAŢil MODULATE 

Fenomenul bătăilor de mai sus este un caz particular al aşa-numitelor 
"oscilaţii sinusoidale modulatc" (ca în radiofonic), adică oscilaţii de tip sinu
soidal, dar cu amplitudine variabilrt lent c\upft o anumită lege. De exemplu 
(fig. 14.13): 

27r 
X 7.T • 27r 

~ 

MB r· -
Wo 

A -."- ,--
A-8 il fi71- 1\7\-t 

o JJJJLI )Lil.. - -~ / ~ -
Fig. 14.13 

x =(A + B cos o>l) cos w01, w <ii w,, B < A, 

se compune din trei oscila ţii armonicc .de frecvenţe diferite: 

B B 
x ~A cos w01 +- cos (w0 + w)l +-cos (cu,- w)t. 

2 2 

(14.46) 

(14.47) 

In radiofonic, w este frecvenţa sunetului (audiofrccvcnţa) (frecvenţa "anve
lopei"), w0 - frecvenţa purtătoare, înaltă (rac\iofrccvenţa), w, ± w sînt 
frecvenţele laterale. 

Mai general, o oscilaţie compusrt din oscila ţ".ii armonice este caracteri
zată de spectrul său - o diagramă în care sînt reprezentate frecvenţele osci
laţiilor sinusoidale componente şi 
amplitudinile lor, nu apar însă rc
prezCntate în această diagramă d'efa
zajelc relative. De cxemphi, peritru 
oscilaţia modulată (14.46-47) spec
trul este reprezentat în fig. 14.14. 
Dacă se transmite un sunet compus 
(Yorbire, orchestră), atunci vom 
avea două benzi laterale. 

~L ________ _ 

~12 

o 
[Jo- {,) {,)o 

Fig. 14.14 

14.4. COMPUNEREA OSCIIĂŢhLOR-· 
ARMONICE PERPENDICULARE 

14.4.1. FRECVENŢE EGALE 

(J+l.J GJ 
' ' o 

Să considerăm mai. întîi ·compunerea oscila~·iilor de dire·cţii perp.endicu
larc şi· de aceeaşi. {tecvenţl1; 

x ~A cos (wl +o.), y ~ B cos (eul -1- ~). · (14.48) 



Aceste e~uaţii repr~zintă. c.oordonatele punctului material, deci şi ccuaţ.iilc 
param~tnce aletratectonet sale (1- parametru). Prin eliminarea timpului 
se obţme ecuaţm une1 elipse: 

x2 !J:J 2.1.:!) ., 

A'+ B'- A.
13 
cos(~- a) =sin·(~- o:). 

In particular, dacă f:l- cx =O sau "· elipsa degenerează în două 
confundate de-a lungul cărora oscilează punctul material : 

13 
y =±-x, dacă A_cx =0 sau-A ~-" ..... 

(14.'19) 

drepte 

( J.j .50) 

_ Da?ă ~ifer~n(a .. de fază f:l- "' = r./2 sau 3r./2, elipsa va avea axele de 
Slmetne In direcţule oscllaţjilor cdmp-onentc: 

x2 y2 
- 3-

__ L __ 1d'A ,. ,,. 
A. 2 r- ., - , nea r-- et..=-sau-. 

n- 2 2 
(14.51) 

Pentru ~-o: = 7t/2 ccua(iile (14.48) devin 

x =A. cos (wl + cx), y = 13 cos (wl + "'+ rr/2) = -IJ sin (<•>1 + :x), 

de unde se vede că elipsa (1•1 c.1) t - • · · 
I ... .;> cs e parcursa 111 sens Invers trigonometric. 
n celalalt caz (A - "' - 3-f'') el1'psa e t· - • · 

... ~ 1-' - ' •• - ~ s .e parcursa 111 sens trJgOnomctric. 
Daca m plus A = B, elipsa devine cerc. 

----, ............ _ 
/ -

/' A''' 
/ ,,, 
~ 1 1 ' 

• wl•ot 1 ", 

., Wf+cx. 1 / / 

Este interesant că da.crl suprapunem 
două miş'cări circulare, parcurse în sensuri 
opuse (cu faze egale în modul), ob(incm 
o oscilaţ:ie armonică linianl de amplitu
dine dublft (fig. 14.15): 

x = 2A sin (col+ a). 
\ 1 1 -,./' 

\ 1 ,/' Invers, o oscilaţie armonică liniară 
',, ~/ poate fi descompusrt în dourt osdlatii 

......... _._,.",; circul3.re de aceeaşi frecvcnţ:ă, de scnsu.ri 

Fig. 14.15 opuse, şi de amplitudini pc juii1ăintc. 

· Acest fapt îşi găseşte o aplica pc în oplicrt 

pentru legătura dintre lumina .. polarizată liniar şi lumina polarizată circular. 

14.4.2. FIGURI LISSAJOUS 

Dacă frecvenţele sint diferite, punctul descrie o traiectorie complicată. 

Daclj. raportul frecvenţelor este raţional. (adică raport de numere· intregi), . 

traiectoria este stabilrt (fixrt), dar forma depinde şi de diferenţa· <le fază. 

Traiectoriile obţinute se numesc iu· acest_ caz fi.guri Lissajous (fig. 14.16). 
''i' 

Raportul dintre numă
rul punctelor ele tangenţă 

a traiectoriei cu o dreaptă 
verticală şi una orizontală 

sau raportul dintre numărul 
punctelor de intersecţ.ie a 
traiectoriei cu o dreaptă ver
ticală şi una orizontală este 
egal cu raportul frecvenţelor 
oscilaţiilor componente. 

Dacă raportul frecven
ţ:elor nn este raţional, punc
tul descrie o curbă care 

acoperă treptat o arie. 

8 ~ ) 

Fig. 14.16 

14.5. OSCILAŢIILE AMORTIZATE 

14.5.1. ECUAŢIA OSCILAŢIILOR AMORTIZATE 

-··· 

Datorită interacţiunii cu mediul in care efectuează oscilaţii, particula 

pierde continuu energie prin radiaţie sau prin frecare. Cnm energia oscila

torului este proporţională cu pătratul amplitudinii, înseamnă că amplitu

dinea scade cu timpul, adică oscilaţiile se sting, se amortizează. Disiparea 

energiei oscilatorului datorită interacţiunii sale cu mediul nu este un proces 

pnr mecanic şi poate fi explicată pc baza altor capitole ale fizicii (termo

dinamica, fizica statistică, elcctrodin.amica), dar în multe cazuri efectul me

diului poate fi descris fenomenologic printr-un model de forţă de rezistenţă. 

De exemplu, în cazul unui mediu vîscos, în regim laminar de curgere, 

forţa de rezistenţă (frecare) poate fi considerată proporţională cu viteza parti

culci (Stokes); in regim turbulent forţa de rezistenţă este proporţională cu 

pătratul vitezei; pentru frinarea datorită radiaţici electromagnetice forţa de 

rezistenţă (de frinare) este proporţională cu derivata acceleraţiei; in cazul 

frecării uscate solid-solid, forţa de frecare este constantă in modul, schimbin

du-şi doar semnul. 
Vom studia mai jos numai cazul forţei de frecare proporţionale ·cu viteza 

particulei, ca, de exemplu, în cazul unui pendul gravitaţional sau elastic aflat 

intr-un mediu vîscos. Forţa de rezistenţă a mediului micşorează viteza parti

culci, fiind orientată in sens opus vitezei : 

R =- ri!, R = -rv = -cf, [r] = kg/s in SI, (14.52) 

unde r se numeşte coeficient de rezistenţă. 

Ecuaţia oscilaţiilor amortizate este deci 

nlx = -kx- r.X, mx + r:i:+ kx =O sau x + 2b.X + w'x =O, (14.53) 

unde 

b dcr_r_ w' =}'__ [b] = s-', 
2m' m' 

(14.54) 

unde (1) este frecvenţa oscilaţiilor proprii în absenta amorti.zării, iar b se nu

meşte coeficient de amortizare. 

.?R~ 



Soluţ.iile ecuapci difcrcnpale liniare omorrene cu coeficienti constan'i 
(14.53) sînt de forma Ce''· Introducind această solutie in ecua\ia (14 53) 
obţinem ecuatia caractcrislicll pentru p : ' <- • ' 

p2 + 2bp + cv' ~O, p1, 2 ~- b .l. .j b'- o>'. (H.55) 

Soluţia generală este o suprapunere a celor doui't solutii: 

x = C c'•' + C, c''' ela că p1 7". p2 • (1·1.5G) 

Distingem trei cazuri, după cum rădăcinile ccualiei caracteristice (1L1.55) 
sînt complexe conjl'gale, reale distincte sau confu,ndalc. 

14.5.2. OSCILA ŢII AMORTIZATE PSEUDOPERIODICE 

Dac~1 b < w, :alică coeficirntnl de amcrli.zare este suficient de mic 

(r < 2 jmi;), r~dăcinile p,,, sînt complexe. Obţinem solu!ii reale dacă şi con· 
stantele C1,·2 smt complex conJugate între ele, anume 

unde Ao, IX sînt alt:e dou{l constante arhilrarc reale. Solutia 
ţinînd seama de formulele lui Enlcr (14.24), as1fel : · 

se scrie atunci~ 

X = Jl, e-bt cos (o,' 1 + e<) ~A cos (o,' 1 + e<), 

' --t 
A =.A o c-bt = ..4 0 e 2m ~ 

w' ~ Jw'- b' ~ .j kjm- r'f4m' < w = )kJm; 

' --· x =A, c ''". cos (Jkfm- r'f4m2 ·1 + <Z), 

(1<1.57) 

(H.5S) 

(H.5S') 

unde w' este frccv.cnţa oscila~iilor libere amorli::ate, numită şi psetulofrecpcnhl 
(sau pseudopulsaţiC). Ea este mai micli decît frecvenţa oscilatiilor prop;·ii 
(1) = :jk./m în abscn~;a amortizării (frcc{trilor), deoarece frecărilc totdeauna 
se ?Pu.~ mişcării şi o intirzie, mărind perioada, deci micşorînd frccYenta 
osctlaţnlor. · 

Oscilaţiilc amortizole (14.57) sînt de lip sinusoidol, <lar cu amplitudinea 
descrescătoare exponcnpa!: A =A, e-" (fig. 14.17). 

Raportul elmJgaţiilor sau al amp1itudinilor Ia un intcr\'al de timp egal 
cu perioada T' este : 

x(f) 

a:(t + T') 

A, e-" cos (w'l + oo) = cbT'. 
lA,e-'l'+T'l cos[co'(l+ T')+ e<]. 

Logaritmul natural al acestui raport se numeşte decrement logarilmic: 

D ~ bT' ~ 2dJ ~ 2"b 
' J " b" (1) (J)w~-

7:1' 

m.j kfm-r2 j4m2 

Spre deosebire de coeficientul de amortizare b = r/2m, decrerncnlul 
logaritmic D este adimcnsional şi caraderizenz.ă de asemenea gradul de amor
tizare a oscilatiilor. Cu ajutorul lui se poate compara gradul de amortizare a 
oscilntiilor de naturi diferite (meeanice, clcctritc, ncusticc eLe.). 

..._ ----
o 

Fig. 14.17 

O măsur{t a duralt'i oscilaţjilor amorlizatc este inYcrsul coeficientului 
<le amortizare b, numit timp de rcla:rare (sau "timp de Yiaţă") "= ljb = 
= 2m/r. El ne aratrt în cît timp amplitudinea A =An e-ut scade de c = 2,718 
ori. InYrrsul decremcniului logaritmic cslc atunci egal cu numiirul oscila
ţjilor efccluatc înlr-un timp rgal cu timpul de relaxare: 

_1 = _1_ = 2_ ~ N,, ("' = _]_b ) . 
D bT' 1" 

(H.GO) 

'Timpul de lnjwnc'1Hi.!ire TJ 12 a ampliltHlinii rezulli'l elin condi!ia 

In 2 , 
T"'~-b-=ln 2·-r ~0,603 -r. (H.61) 

DacCt amortizarea este mică, adică b <;; w (sau r <;; Jmk), atunci (w' "" ol): 

1 ", 2 b "r 1 (b ) . 1 D=l'l ~ 7!-~J-~, ~CV,l:\' 0 =-}>1, 
w mk D 

adică în timpul de Yiaţă se cfcctueazrl un număr mare de oscilaPi. Atunci 
amplitudinea oscilapi!or amorliza.te aproape crt nu se schimhi't în timpul 
unei perioade şi putem calcula în acest caz enl~rgia oscilatorului cu formula 
cunoscută de la oscilatorul armonie, neglijînd varia~ia ampliludinii, adică 
a factorului e-bt; pe timpul unei perioade: 

. 1 1 1" " "'·t = -nuv -A;:; e--" 
2 

' - -t 
= Eo c-~ut = Eo e 111 (H.G3) 

adică energia scade cxponent·ial cu timpul cu coeficientul de atenuare 2b = 

~rfm. 

?.R!l 



14.5.3. MIŞCAREA AMORTIZATĂ APERIODICĂ 

.1? cazul b > w (sau r > 2Jmk), adică coeficientul de amortizare este 
suficient de mare, rădăcinile P1·2 sînt reale negative şi soluţiu gcncral{L este 

X =el e-(b + 1/b2-W~)t + C2 e-(b-1/b2-W) t = 

X 

Fig. 14.18 

(14.G4) 

adică elongaţia tinde asimptotic către 
zero, corpul poate trece cel mult o 
singură datrt prin poziţia de echilibru, 
în funcţie de condiţiile iniţiale 
(fig. 14.18). Mişcarea se numeşte 
amortizată aperiodică (riguros vorbind, 
orice mişcare amortizată este aperi
odică). 

În cazul b = w rădăcinile p1> 2 

coincid şi solutia generală este 

(1.1.65) 

A.ce ... sta ~~t!~ un caz ... p~rticular al mnortizru·ii aperiodice, numit mişcare aperio
dzcu crztzca (seamana cu fig. 14.18). 

14.5.4. DISIPAREA ENERGIEI 

Energia oscilatorului scade în timp. Să calcul{tm scăderea cnerrtîei în uni-
tatea de timp, adică puterea disipat<l. " 

Deoarece variaţia energiei mecanice este egalli. cu lucrul mecanic al fortelor 
neconseruative, avem · 

dE . 
dE=- r.\; d x, -- = E = -r:i:2 = -ru2 =- 2bmu2 • 

d 1 

Expresia pătratică în vileză 

dcf 1 . ., 1 ., ., 
Q ~- rx- ~- rzr ~ bmv-

2 2 

(14.66) 

(14.67) 

se numeşte functie de dislpajie. Ea are două propriet[tti : derivala sa în ra· 
port cu viteza este egală cu fort:n disipativă cu semn s~himbat: 

P, = -- d Q ~ - r.\- ~ -- rv 
cU 

şi pulcrca disipat[t este egală cu dublul functiei de disipapc : 

-E ~ 2Q ~ r.i:' ~ rv'. 

(1<1.68) 

(14.69) 

14.6. OSCILAŢIILE FORŢATE 

14.6.1. ECUAŢIA DU'ERENŢIALĂ 

Datorită forţei de frecare -6;, care .. consumtt" din energia oscilato
rului, osciJaţiile sînt amortizate. Pentru a întreţine oseilaţ:iile trebuie să in
tervenim cu o forţă din afară asupra sistemului oscilant pentru a compensa 
,~pierderile" de energie datorită frcclirilor. 

Să presupunem că asupra particulei acţioneaz[t o forţă periodică (cazul 
cel mai interesant practic) : 

P = P, cos !21. (14.70) 

Experienţa araH1 că după trecerea unui regim iranzitori u, se stabileşte rrgimul 
permanent în care particula cfectueazlt oscilaţii fntre[inute de amplitudine 
constantă şi w frecvenţa forţei periodice exterioare, numite oscila ţii forţate. 

Ecuaţia diferenţială este 

mx ~ - h - r.i: + P, cos nt, 

x + 2b.i: + <u'>: = -
1
- P, cos D.t. 

lll 
(1<1.71) 

ln matcmatic[l se demonstrează c[t soluţ:ia gencral[t a ccuaţiei cu partea 
dreaptă (14.71) se compune din soluţia genera/el a ecuaţiei omogene corespun
zătoare (fără partea dreaptă), plus o soluţie particu/arcl a ecuaţ.iei complete. 

Soluţia generală a ecuaţici omogene, fără membru drept, reprezintă 

oscilaţiile libere (proprii) care au fost studiate în paragraful precedent. Solu
ţia particulară a ecuaţiei complete (14.71) reprezintă tocmai oscila ţ.ii!e forţate 
care rămîn în r<'gimul permanent, după stingerea oscilaţ:iilor proprii (datorită 
factorului exponenţial descresc{ttor e ·bt). 

14.6.2. SOLUŢIA PAHTICULARA 

Soluţj particulară a ecuaţ.iei (14.71) se ob\ine uşor cunoscînd metoda 
de compunere a oscilaţiilor sinusoidale (14.37). 

Deoarece membrul drept este periodic cu frecYcnţa n, trebuie ca şi mem-i 

brul stîng să fie periodic cu aceeaşi frecvenţă, de neeca căutăm soluţ.ia particu-\ 
Iară de forma .1: =li cos(Dt + ~), de unde · 

. _-'.; = !2 13 cos (!21 --1- ~ + "/2), X = -!12 B CGS (!21 + ~). 
Introducînd în ··ecuaţ:ia -'{14.71), avem: 

-02 B cos (OI+ ~) + 2bi2D cos (!21 + ~ + "/2) + o>' B cos (0.1 + ~) 
1 

=- F0 cos Q[, 
lll 

B(w'- 0.') cos (0.1 + ~) + 213Db cos (DI + ~ + "/2) = -1
-F, cos Dt. 

m 

In membrul stîng aplicăm formula de compunere a oscilaţiilor sinusoi~ 

dale (14.37) şi obţinem: 

JJj(<v'- D')' + 4U'b'·cos (0.1 +o.) = -
1 

F, cos Dt, 
!li 



unde faza rezultantă ct. trebuie să fie nulă ca in membrul drept: 

O =sin o: = 
l;l(w'- !2') sin~+ 2B.Qb sin(~+ c;/2) 

B.j(w'- !22
)

2 + .4!2'b' 

1
, . . . B(w'- !2') cos~+ 2BD.b cos(~+ "/2) 

. =COS<r.= Bj(w'·-!2')'+4il'b' ·· ' 

de unde rezultă 

B= ~ ~ 
' m)(o>2

-; !22
)

2 -l-4il'b' nJr' + (ilm-l;{Q)' 

-2.Qb · · . ~r 
sin~ = J = J <O, 

(w'- !22
)' + 4i2'b' r' + (Qm- k{.Q)' 

deci ~ e (0,- ro), 

(t)~- .Q.2 

cos ~ = -JT:<""w'"'' =o"'""''>"'' -7i-""4"'n"''""b' 
k{Q- m.Q 

Jr' + (Qm- k/!2) 2 

penlt;u Q <O>, COS~> 0, deci ~E ( 0,- ~), 

pentru .Q .> w, cos ~ < O, cleei ~ E (-~ , -ro) ; 
... . 2 

2i111 r 
tN B -- ---,---

" 
1 

- w2
- i12 nm- kfi1 

14.6.3. TRATAREA COMPI:.EXĂ · 

(11.72) 

(11.73) 

(11.74) 

Soluţia particulară a ecua tiei(14.71) se ob\ij!C .uşor sub f~rma c~mplexă, 
prin metoda reprezcntării complexe a oscilaţ.iilor sinusoidale (fig. 14.19, 
~ < O după cum am văzut) : 

X =Bcmt =J3ei(nt+Pl, :f =iQX, ;[; =-Q2:C~ 

~traducînd în ecuaţia diferenlială (14.71), obţinem: 

(-i12 + 2i m + w')x =-
1
- F,e"" sau (<u 2

- .Q' + 2i .Qb)B =-
1
-F, 

m m 

(14.75) 

(am omis, ca de ohicei, facl'orul tcmpOri-11 cint), de nude 

(lOG) 

cu ampliludinea B = 1 x 1 şi faza iniţială ~ = arg B : 

Fo Fo 
8 

= m J(co'- !2')' + 4!2'b' = -;:n:-J~r'""+7.""<"'n~m=· =I"'•f"'n"")';=-

r_./a 

tg ~· = -2nb = r 
. w.2 - !22 . flm- k{O 

b 

X 
a 

• /n'a 
n?B-rJzs/-._,; , 

\ / "'/// 
2bflB 

' . . 

/ 

' .. 
' ', 

\ r=o/m 
/ 

' '/ 
/ 

Fig. 1U9 

Din (1,1.7G) rezultft soluţia reală: 

x =Re { B e1<flt+PJ) = B cos (Oi+ ~): = 

... '' = .j F, ' . co~ ( IJ) + ")' 
m (w' -i12)'+4il'b' · P 

X = --;:::77,=~~~=~~ COS i1t+arc tg r , 1~ ( ) 
o.jr2 + (ilm- k{.Q)' Qm- kj.Q 

(14.72) 

(14.74) 

(14-77) 

Soluţia generalăeompfetă va fi datft de suprapunerea .oscilaţiilor proprii 
cu oscilaţiilc fortatc: 

X = A 0 e-ll cos (w' l -1- ,-_) + R cos (Qf + ~). (14,78) 



14.6.4. OSCILAŢII FORŢATE 

Regimul tranzitoriu se termină dup:I un timp suficient de lung (ca ordin 
de mărime după t.impul de relaxare -r = 1 f b), cînd primul termen care dftr. 
oscilaţiile proprii (lcvine neglijabil. 

Dupft stingerea oscilaţiilor proprii amort.izal.c rămîne reginllll perma
nent. Ne vom ocupa mai jos de osci/a{iile forfate. 

Viteza particulci este 

'' = :i: = -D.ll sin (D.I -1- ~) = D.B cos (D.I -1- ~ + "/2), (1·1.7g) 

,,, = D.B D.F, l 
. . ' 

F, 
(14.80) 

J r' + (ilm- kjD.)' 
Trebuie subliniat faptul c:l : 
- frccvcn~·.a oscilat.iilor forţate este cgalrt cu frecvenţa fortei exterioare; 
- amplitudinea şi dcfazajul oscilaţiilor for~atc depind de structura 

sistemului oscilant (!.-, m) şi de frccvcn{a forţei exterioare, şi nu depind de 
condiţ.iile inqialc; 

- oscilaţ:iilc forţate nu sint amorlizate, deşi în sistem există forţe de 
frecare (care inl'lucnt.enză valoarea amplitudinii oscilaliilor forţate). 

14.6.5. ANALOGIA MECANO-ELECTRICĂ 

Prin analogie cu mărimile electrice, se definesc urmfllonrelc 
Rezistenţa mecanică (activă) : 

r - coeficientul de rc;.:istcn~ă (real). [rJ "--= kg/s. 
Rcactanţelc mecanice: 

X D. (. . 1 ) .X k ( 1 . ') 
..: 111 = .. m. Inerţia ă , .., !; = Q C HSlJCa , [X]~ kgjs, 

sau sub formă compleXă: 
/; 

=-i-· 
n 

(14.81 f 

în care m este analogul mecanic al induclan~ei L şi lj/,· eslc nnalogul mecat1ic 
al capacităţ.ii C. 

Reaclanţ"a mecanică totală: 

X " k 
4 =:!.!.In--, 

D. 
X.., ·(o k) = I .. _m- i1 ' (1·1.82) 

Impedanţa mecanică a oscilalorului ·amorliznt este analogul impcdnn\ei 
uillli circuit oscilant scrie: 

Z ~J r' +X' ~Jr' +(X"- X,f=V.r' +( D.m- _li_)'· 
• . .C D. 

., , X' , ·(n k) . m [~~b ·, . (Oo o)] 
...... =1"1. =1'-;-I .... In--=---- -1-1 ----(·}-, 

. . . D.. li .. 

Z = 1 Z 1 = ~J4U'b' -;- (li'- w')'; [Z] ~ kgfs. 
n 

(14.83) 

Cu noile not<lţ.ii putem scrie : 

Fo 
B=--, 

D.Z 

r r Fo 
t<r ~ =- = ---- , Vo=- · 0 

X Xm-Xk Z 
(14.84) 

Viteza este analogul intensităţii curentului electric, elongalia x analogul 
sarcinii cle'ctricc (proporţională cu tensiunea la bornele condensatorului), iar 
forta este analognl tensiunii electrice. 

l\Iărimi mecanice 

forta F. [~] 

viteza v. [mfs} 
erongaţia x, [mJ 
rezistcn\a r, [kgfs] 
masa m, [kg:] 
constanta clastfcă k, [NfmJ 
rem·tanţn incrţiahi. .O.m, [kgjs] 

rcactanţa elastieă kf.O., [kgfs] 

Analo{lia mccano-clcclricli 

Mărimi electrice 

tensitmea U, [V] 

intensitatea. curentului i, {A] 
sarcina clectrlcil q, [C} 
reziStenta R, [.0.] 
inductanţa L, [I-I] 
inve1sul capacităţii 1/C, [1/F) 
rcactanţa inductivă wL, [O] 
readanţa capaeitivă 1 {wC, [.O.] 

i;ntH•tlaaţa Z = r + i(!lm - k/0.), _[kg:Js] impcdanţa Z = R + i ("'L- -
1
-), [O] 

wG 

Z = 1 z 1 =V r' + (!lm k/!l)', [kgfs] z = 1 z 1 =Vll· + (.,r. --~·:-!'·[o] 
.,c' 

F., 
B=-, [m] 

nz 
F, ( ' ] V0 =-, m 1s 
z 

. dcfazajul ~ dintre x şi F 

~ defazajul ~ + ...:::._dintre v şi F 
2 

tg {1= r 
Qm-kJD 

q"= V" • [G] 
c.>Z 

!"= u. '[A] 
z 

dcfazajul -lp - . ...: din'trc q şi U 
2 

defazajul -9 dintre 1 şi U 

· 1 ·. &!. - lfwC 
tg 9 = 

Il 

1 ( " ) P =- F 0 ·0.Dcos ~ +- , [W] 
1 

P = - U ml p; cos 9 = U ]l'OS 9• (Wj 
2 ' 2 2 /~/ 

14.7. REZONANŢA 

14.7.1. REZONANŢA ELONGAŢIILOR 

Atunci cînd frcCvenţ.a forţ,ei exterioare D. variazrt, ampliludinea 13 a 
oscilaţUor forţate variază ([ig. 14.20). Maximul amplitudinii JJ arc loc pentru 
frecventa care face minimă cantitatea de sub radical (anulăm deriYala în 
raport ~u D.') : • · 

( " o··) 4b·' o r1 1 ., "'b .. -2 w-- ... -- + - = ---)o-- = Clln·z = '\/ w--- - = 

=Jk/m- r:!j2t~z'!. < w', dacii b < (u/J2 sau r<J'2mk. (].J.85) 



Pentru această frecvenţă are loc rezonanta elongafiilor (fig. 14.20): 

o 
il 

Fig. 14.20 

F, 
(H.SG) 

r.Jw'- b' 

Curbele din fig. 14.20 se numesc 
curbe de rezoJwn{l'i; cu cit maxi
mul est'c mai inalt şi curba mai 
îngustrt~ cu alît rczonan1.a este 
mai ;,ascuţ"itrt". Este intere
sant de comparat accasH1 
amplitudine de rezonanţă cu 
clongaţ.ia stalic(l produsă de 
foqa F,: 

Fo F, 
~-~--, 

k . /11(•) ':! 

(H.S7) 
crea ce rezullă şi dili (14.72) 
penlru' n =o; 

nm;o.x 

· Bstat 

(o) 

21>.j1- (b/ol) 2 

(14.88) 

Pentru amorlizftri mici, b,; ~ (O, rezullrt o cr-eştere mare a amplitudinii: 

b/w <{ 1, 
Dmn:-::. (•) )mk 1 
--;=:::-~--> ' 
Bstat 2b r 

uneori sistemul se poatc-!chiar distruge la rczonan~rt. 

. (14.80) 

.Jmk 1 1 r . . 1 VL 1 .. Raportul-·-·estc ana ogu 1actorulw de calrfatc- -C de a circmlcle 
r Il . 

oscilante. _. 

Ecuatia curbei pc _care se situează ampliludinilc maxime se chline eli:.. 
minînd coeficientul de amortizare· b din (14.85-86) : 

(14.00) 

14.7.2. REZONANŢA VITEZELOR 

Duprt cu,m se Ycc~e di.n 04.80), maxi_mul amplitudini~ viţe.zei, adică rc2o
na'n!,a Uilczelof,. are .loC pelltru ~rcc\~e'nta: 

Q ~ ,;, ~ .Jk/111 cînd X ·~ Qm :.___ k(Q =O, 

F 
= (O.B)max =-'

.2111 b 
(14.91) 

ln aCCst caz amplitudinea B nu· este însă maxim[\: 
Î<'~ · .. · ~ Fo Fo 

Bo = -- < Bmax =--, , (w' < w). 
.21~1,w b lrw rw 

\1·1.02) 

. 13,' . "' 1 .J-
-.. -- =~- ~ -. mk; 
Bst.at 2b 1' 

ultimul raport se mnhcşle ·"factor de calitate" al sistemului oscilant (analog 

factorului de calilalc ~f V ~ de la circuitele oscilantc). 

Prin urmare, trebtiie Să · di'stingem rezonanta elonga{iilor, cînd ampli
tudinea este maximă la frecventa 

(14.03) 

Inai mică. decît' ff~~~~dnHi ·os~iiaţiilor libe~e; şi :rez.ofzanfa vitCzelor cind ampli~ 
tudinea vitezei este maximă la frecvenţa Q = <.0, egală c·u frecventa oscila
ţiilor proprii in. abqe1,1ţa amortizării. 

D:lc[t ·cieficienf:ui de: ··ai1fortizarc b este foarte mic, b ~ N, atunci cele 
două rezonanţe praclic coincid şi au loc pentru frecvenţa Q ;;;:; w, maximul 
amplitudinii Ia rezonanţă v.a. fi. foarte mare şi curba de rezonantă va fi foarte 
ascuţită (pentru b--). O, ii1;1ax --). ~).· PCntru amortizări mari, b > ())JJ2 
sau r > J2mk, nu exisHt o rezonanţă a elongaţjiJor, curba amplitudinii B 
s.Nu:).~ ·.monoton cu frcC"'.'JH1.la .0., dar ·ex-is.tă o· rezonanţă a vitezelor. 

... ,;. "14.7.3:. DEFAZAJUL . ·: 

Din (14.73) se vede c.i"t; osci/aţii/e for) a te totdeauna întîrzie fa\ft de forţa 
extei;oarii (p < O). . . . . 

Cînd Q < w, defazajul p 'dlntre elbngaţie şi forţă este în cadranul IV 
(fig. 14,21-22).· Gînd· trecem ·prin rezonanţa vitezelor n = "'· p. = ,_....,../2: 
elongaţia csle în cuadratură cu forta, în timp ce viteza va .fi în fa::â c-.r1 for,( a 
extcrioanl, conform lu.i._414,.70). 

;:: 

'' 

Fig. 14.21 •. . Fig. 14.22 . 



Cinci !J. > <•>, ~ < -rt/2 şi trece elin cadra mi! IV în cadranul III, iar 
dnd n~ CJ:l, ~~-;;;,adică la frecvenţe foarle îna/[e .. elongaţia este în opoziţie 
-<le. fazri cu forţa. 

L" rezonanta vitezelor (!J. =o>) forţa activă F, cos !J.t devine c.wct egală 

in modul şi de sens opus cu forţa disipativă (de frecare) -rx= -ru, care, 
in adc,·ăr, la rczonanţa vitezelor devine, conform lui (14.79, 92) 

-ro =-noB, cos wl = -F, cos <ut,- (D.- = w). 

14.7.4. DISIPAREA ENERGIEI-

1n regim permanent (staţionar), cînd sistemul efectuează oscila ţii forţ.ate 
( 14.77). c11ergia sa medie rămîne constanlft, fiindcă energia absorbită continuu 
de sistem pc seama sursei forţei externe, J.Fv dl, CS:t~_continuu disipal<1 prin 
intermediul frecărilor, J F'rv dt. · _ . · . 

1 1 . 1 . . . ... 
U =-mv2+-.-h2 =-mD.'B.'sin'(nt+P)-f-

2 2 . 2. . . ~ 

• 1 . ' . . + -kE2 cos2 (!J.I + {3), 
. 2 . . ' 

1 D.2 -~ w 2 . 
(E) =- mB2 · · =const: 

2 2 
. (14.94) 

Puterea dezvoltatft de fort.a extcrioarft este _(analogu! lui ui): 

Fv = F, cos D.t·D./3 cos (!J.t + ~ + "/2) 

F5 cos ht·cos Uit+ {3+ rr/2) 

Jr'-J-(!lm-k/0.)~ '·· 
(14.95) 

La rezonanta uitczc/or ([3 = -7t/2) viteza este Îlf (aZil Cti forţa extcrio(ml ,<i PU' 

/crea va fi tol timpul pozititNl. __ · '"' · · 
Puterea disipală de forta de frecare este (nnaÎ~gtil·lui /li'): 

. • rF5 sin2 (nt + ~) 
/• 11 - 1'1'" - (11.96) 

' - . - r2 + (ilm- kf!l)' . 

!Al rc:onanţa uite:clor cele dow'l puteri sînt permanent egale intre ele: 

F' . 
~cos' o>t, (n =<o, F = F,). 
·J' 

Pulcrilc medii (pc o perioadă) sînt cgnle înlTc ele: 

P = (F11) F5 cos ({3 + ;;;{2) = (F v) 

J r'-t-(!lm-k/fl)' . ' 

1 rFg - . 

2 _.,r,--;-+'<"n:..:",-'!....-,-k t"'n"'r"" =' P( h) · 

unde am folosit (H.73) pentru c.os ({l + 7t/2) =-sin!'--

(14.07) 

(14.98) 

La rezonanfa vilezeldf puterea absorbiW şi clisipntă este ma:rimc'f : 

]7' 
PnHH'( = 

2
; • 2r2 

Se pare că "adcvăt.ata" rczonanţft, fizică, este cea a vitezelor. 

14.7.5. VECINĂTATEA REZONANŢE! ASCUŢITE 

(14.99) 

In aprOpierea re:zonanţei, cind ) Q- (,) l ~ w, şi pc11tru amorlizări mici 
b ~ w (deci BmaY. ~ J~~jnu), cind curba Uc rezonanţă este foarte ascuţită, 

putem face urmiitoarclc aproximaţii. Scriind amplitudinea oscilaţiilor sub
forma: 

U)'(2w r D. w)' + 4b'(w + fl w)' 

se vede cft sub radic~·l:a.,.'~~n deja mări~1ile mici .Q- {,)şi b la păt.ral, de aceea 
putem neglija D.- o>. fată. de w, adică w + n = 2w -1-- (D.- <•>) ~ 2w şi 
4H~b~;::::; •l{t) 2 b:!; păslrînd- deci mărimilc mici pînă la ordinul doi inclusiv,. 

adicrt pă~lrind prima· ~lpro:Ximatic nenulă: 

· .. Fo 
13 "' . --

- 2mw.j(o>-"- !1)" + b' :;;: )1 +(<o- 0)2 /b2 • 

(14.100} 

ln imcdialn Yccin,ttlatc -a rezonant:ci, anume pentru 1 Q- <V 1 <:{. b. 
(B, 100) \lft JJ~B.,.,: A,mpliltHlinca începe să scadă sensibil cînd/ w - D ! - 1> 
şi" anume,-_ pentru ! w ,"--_ .Q 1 = b 
sau [! = _<,) ~-b' an.1p{iludi~1ea B/8 m::·~· 
devine 11maxf V 2 =t;_:.fJ?f{fi;::. B,r.ax· 
Prin urmare, coeficientul (je omor-
ti zare b _= r /2m carac:tcri zeaztl 
semili1rgimea curbei_ ·-d-e .-rezon an! it 
(fig. 14.23). 

Prin ţ(1tgimea curbei de rczo

nnntă se intelt•ge intervalul de 

rrCcvenţe !.12 - n.. unde o.J,:! 

Sint frecven{ele unghiuliiJ·e pentru 

eri. re ordonata curbei·: de rczo
nanţ·ă se reduce la 1/J'i =·0,707 

din maxiJnul curbei: 
In cazul nostru (fig. '14.23): 

-'-=07--'---
v-2 . 1 

o 
W-b W W•b 

JL, fl.z 

Fig. 14.23 

2b ~ n; ~ n;, · b:=_r_ =-
1
- ÂD. =-

1
- (!J.,- D.,). 

. ··.2m 2 2 

_Q 

(14.101) 

In caz'ul repi .. cz~ntării ul~~i ·niărimi imergelice, care cs-lc pătralic<l în amplitudine~ 
!ă'~iirieri curhci trcbllic"hint5 la 1/2 din maximul curbei (pentru a ob\ine 
coeficientul de n-moi'tizare).- · 



Prin urmare •. di1ţ gi':<1.ficul cqrbe~ d~.,n~zq_nf.lnţă. B:·.= ~(fi.) _(d.c!Gi\, ac.e~stă 
curbă este "ascuţită", b·~ w, şi nu "aplatisată"), fuind semilărgimea curbei, 
o}JJincm coeficientul de amortizare b = rj2m. 

··nacă amortizarea estc-_mică (b <%; (.)), dec;i rczonariţa este ascuţită, atunci 
înainte de rezonanţă (Q < w) defazajul ~ este aproape zero, iar dl!pă rezo
nanţfl (Q > w) .defazajul ~este aproape~"· În eazul:idea! (b.~ O) defaza,jul ~ 
ar fi nul inainte de rezonanţ_ă (oscila'ţiile forţate în fază cu forţa) şi egal cu 
-r. după rezonanţă (oscilaţ.iile în opoziţie de fază cu forţa); pentru Q = w 
defazajul ar avea UI! salt dela O 1~.-~7t ~~fr~c;ările. ţns,ă _"lărgesc" acest salt. 

Dacă amOrtizat:ea· est~ mic.rl, făcînd 'aceleaşi apl~Oximaţii ca -p;entru ampli
tudinea B (co + Q ~ 2w), ayem: 

.. ·.' (14.102) 

Pentru Q = w 'f b, tg ~ = 'fl sau ~ = -·7t/-1, -3r./4, prii\ urmare pe 
inten·alul îngust el~ frecvenţe (w- b, <» + b) c\cfazajul.~.variazfl cu "/2 tre
cînd de la ~7t/4 la -3r./4 (fig. 14.24). Ducind drcptcle orizontale cu faza 

· -.nf,.1,. ~371:/4 şi interscctîn
·-dn.,.Ie · CJ curba Uefazajului~ 

7T 

3~ 

4 

6J-b W Wtb 

Fig. 14.24 

tP 1 r-·,7;JA 

Ir'-------~ 
1 
1 
1 

1 
_:__l __ 

1 

1 

1 

·n 
ilh·tinem • Wrgimea 2b = rjin, 
·analog lărg'imii curbei. de rezo
nanţă; pe intervalul îngust 2b 
defazajul ~ suferă o varia

. ţie ,7t/2rg.llă cu jwmltate din 
t oatrt \·ariaţia sa. 

:- în·.;_,e'riinătatca rcz:ona:~ţei 
'('îl\ tltzul amortizărilor 'mici), 
să: facem· în (14.D8) aceeaşi 
aproxima[ie'· ca în (14.100): 

·· .. 
· F' l ·. P(Q) ~ 'o· 1 · . · . 

·. · · · 4m (Q- o>)'+ b' 

~ F5 --=---cc:-:c: 
2r 1 +(n- ,.,)'(b' 

( 1•1.103) 

Ultima formuifl ne dă 
_pui.e~~ţa. ab_~orbită .. ele către 

.·si.$tcmul oscih.wL (egală- cu 
. c~~l âis.il;·~ tă) .in .. \·ccinătatea 

. ·' 
rczonantei, în cazul rc;.::onanţ.ei 
·;s~t~tjt~:··curba este simetricft 
f~~ă Qc frccvcnţ.a._de rezonanţă 
Q "' w (fig. 14.25). Forma 

:-;;t------;1-;:----;';--7;:';::-o---;.-;;n.i"':". . (14.103) .l\ . ,reia[iei _dintre 0 1··· .. :' · IJ-b tJ,, .tJ,b,., . ····ri~:ţ~~~n:·q~s\>rh.iH,,~i.f!:~~Y~"ţă 
Fig. 14.25 se !WJne~Le .. <li$pcrsi:Qcl., 

r F' P '·pfo '), o 
mnx __: \(j)' =--' 

2r 
(14:104) 

cee'a ·ce coincide, bineînţeles, cu (14.99). . . ' . 
Pentru 1 Q- w 1 = b, adică Q = w ± b, puterea abso;·hită sau d1sipată 

se 1·evu,cc.Ia jumătate, p.ri11 urm.are 2b dă lărgimea curbc1 .s~u altfel, sem~
lărgimra curbei _puterii este egală cu coeficientul de amort~?~~·e b ... C_u .~It 
amortizarea este mai mică, cu atît. maximul (14.103) este ma1 malt ŞI C!lrba 

·mai _Ingii-sfă, adiCă .. r·e~:O_ilaiiţa ·este 
1
!liaC "ascuţită", dar ai·ia inărginîtă de 

c\Jrliă este· aceeaşi. '' · ·' · · ' · · 
~ 

In adevăr, această .arie este dată de integrala J P(Q) dQ. Deoarece 
~ 1' ' ' • . .. " • • ' o -

P(Q) descreşte:repede o ·d~tă: cu.,,d€2accrdul" (Q- w), put.em face aproxi.-
maţiil~: .. ! ... _ 

.. oo· .. 

~ P(Q) (14.105) 

o 

unde limita inferioară' '~:U{b <li. -1 şi de aceea putem lea aproximativ ... :, ... -
~~·~:·t~ z--~~ ·. = tt. :, ; .: .... 

-~ ... _" . 

14.8~ OSCILAi'IILE SISTEMELOR CU MAI MULTE GRADE 
. . . . . DE LIBERTATE 

Numărul gradelor de liberlale ale unui sistem este nnmflrul coordonatelor 
(para.mctrilor) independente necesare pentru descrierea mişcăr!i sistemului. 

Fie s numărul gradelor de libertate, xi - coordonatele, masurate de la 
valorile lor de echilibru (i ~ 1, 2, ... , s). Energia potcnţi,ali\., măsurată de la 
valoarea sa minimă de echilibru, an4log cazului unidimemHonal~ este o funcţ.Je 
'fălratică în coordonatele ·x,: ~-

1 . 
U =-~kiJX;XJo (k<J =k,,), 

2 i,j 
(14.106) 

iar energia ch~etică- o ~u~cţie pătratic~, pozitiv dc[iniUi î_n ':i,lczele X-i: 

(14.107) 

'· '1 
Există un sistem· dC co'ofdonatl~i: milliite riot/nâle~··(sau prinCipale~; in 

care ambele forme pătratice (14.106-:-10.7) se aduc simultan la forme dwgo-
nale : ' 

.qi.:;d=~·CikXk;:_i =1,·-~'·'·:•$j ~· 
k 

1 . 
Ee =2: ~ miq7, 

.. 1 . . . . 
u ~-~ k,rft, 
... 2' i ... 

-, .· 

(14.108) 



astfel !ne il energia totală se scrie ca o sumă a cncrgiil.or~ de tip (14 .. 9) ale unor 

<>scilatori liniari, independenti, care efectuează oscilaţ.ii simple, armonice, 

numite oscila fii normale, cn frecvenţele proprii (l)i : 

E=-1-~m,(tf, + wlqi); ij, + wlq, =0, i =.1, 2, .. . ,s. 
2 

(14.109) 

O.scilapa gcncralrt a sistemului va fi o· annniită .:sJ.I.ptapuncre a Oscila-

{iHor normale. . 

I'olosirca coordonatelor normolc. reduce astfel problema oscilaţiilor unui 

~~stcm cn s grade de libertate, In problema osdlaţ:iilm:. a s oscilat:ori liniari 

:independenti. 

Exe-mplu. Vom considera un sistem cu douli grade de libertate şi anume 

·două pcndulc fizice, identice, cuplate printr~ un resort fin orizonlal de constantă 

~lasticii k, fixat cu distanţa It mai jos de punctele. de suspensie ale pcndulelor, 

Fig. 14.26 

\ 
--:'\ 

Bz \ 
\ 

--
\ 

\ 
_...).. 

ca in fig. 14.2G. Coordonatele sistemului 

sînt cele dourt unghiuri de deviere eh 62 

măsurate 'etc la poziţiile verticale, res

pective, de echilibru. 

Vom considera oscilaţii mici. Atunci 

alungirea resortului de cuplaj Ya fi ;::;;: 
1::: h(O, - 0,), for\a kh(O,- 0,) şi momen

tul ei faţr. de axa de ro ta \ie ± kh'(O, - 0,). 

Ecua\.iilc mişciirii de rotaţie (oscilaţie) 

a penduldor se scriu {110 - distan\a de la 

axa de suspensie la C~1): 

JO·, =, -mgR,O, + kl•'(O,- O,). 

ni; = -mgR,O, - klt2(0, - O,). 

(14.110) 

Introducind nola\iile: 

2 maRo 
Wo=---

1 

" /;lJ'!. 
(t)~ =--, 

1 
(14.111) 

ecuaţiile deYin: 

ii,+ wi0 1 + w;(O,- 0,) ,;",O, O,+ o.~),+ <u;(O,- 01) =O. 
(14.112) 

Frcevenţele proprii pot fi gftsilc pc două căi. Intii direct, căutînd soluţii 

simple armonicc ale sistemului (14.112), anume de forma: 

(14.113) 

care introduse in (14.112) dau, după simplificare cu factorul temporal e•~• : 

-w'A, + w~t\ 1 + w:(A,- ;!,) =O, 

-<U
2A, + wiA, +",;(A,- A,) =O. 

(14.114) 

r 
1 

1 

Acesla este. un sistem algebric omogen ·în ampliludiuilc A 1,:r şi pentru a avcrt; 
soluţii neidentic nule (nehanale) deter.minantul sistemului trebuie sf1 fie nul : 

\
--:"'' + w& + w; · -"'; ~ j~o .. 

-CU~ -~\ + N5 + W~- • 
(1.1.115} 

Aceasta este o ecuaţie pătratică în w 2 (numită ecuaţie carar:teristică) cu rădă

cinile : 

{•) 1 = No, Wz = V w5 + 2w~, (14.116) 

care constituie frecvenţele oscilaţiilor proprii. 
Cea de-a doua cale este trecerea la coordonatele normale, adică sepa

rarea oscilaţiilor independente. În cazul sistemului nostru (14.112) aceasta se. 

face imediat prin adunar'e:1 şi scăderea celor două ecuaţii: 

(0, + O,) .. + w&(O, + O,) =0 deci w, = 010 , (H.117} 

(01 - 0,) .. + (w5 + 2w~)(O,- 0,) =O deci ;", ~"1/co~ + 2w;, 

coordonatele normale fiind q,,, =O, ± 0,. 
Cele două oscilaţii normale se rcalizeazrt dcviind inili~ll pcndulrlc cu 

acelaşi unghi, în acelaşi sens ((r}1 = <Uo - oscilaţia simetricr1), resprctiv in 

sensuri opuse ((r} 2 - oscilaţ.ia antisimetrică). În primul caz resortul de cupla} 
rămîne de fapt tot timpul ne deformat (şi poate fi scos), iar .in al doilea coz el 

este solicitat In maximum. 
Oscilaţia generală va fi o suprapunere a Celor douii oscil"aţii normale: 

q, =A, cos (w,l + oc1), 

1 o, =-i (q, + q,), 

q, =A, cos (w,L + <Z,), 

1 
O, =-(q,- q,). 2 .. (14.118) 

unde constantele A 1•2 , o:. 1 , 2 se determină din condiţ.iilc iniţiale. De exemplu, 

ţinînd în momentul ini\ial i =O primul pendul fix O, = 6, =O. iar al doilea 

deviat cu unghiul 0, adică 62 = 0, 02 =O, grtsini. soluţia: 

1 
O,=- 0 (cos w,l - cos cu,l) ·= 

' 2 . 

= 0 sin _!_ (w,- w,)t-sin_!_ (",, + o;,)l, ( 14.11 0) 

2 2 \" 
. 1 . 1 . 1---, . 

02 =- 0 (cos w,t +cos w21) = 0 cos-(w,- o> 1)1· cos- ,w; + co,)l. 
2 2 2 

De aici se vede că dacă frecventele proprii (1) 1 ,2 sînt apropiate. între de (cupla. 

slab): 
(t)~ 

6)o -ţ.- ·--, 
· Wo 

(14.120; 

oh\incm fenomenul btilăilor, adică oscilaţ.ii de tip slnusoidal de frecvcr.ţl 

·~ ("'1 + "',), mcdulatc, ndieă cu ampliludinc lent variabilă cu frecwnţ' 

(bf•lăilor) : 

(14.121: 



Pc~măsură ce. amplitudinea oscilaţiilor pendulului-·2·ş'<mdc spre zero, amplitu· 
dineu oscilaţ'.iilor pendulului 1 creşte spre un max4mum, ~apoi procesul-se des
fă!5oară în sens invers. Energia cinetică trece succesiv de la un pendul la celă· 
lai t, ~le fiind în rez~nantă (pendul ele pot fi puse în osCilaţie şi în plane perpen· 
dieularc pe planul figurii 14.2G). ,,_ 

14.9. ANALIZA ARMONICĂ (FOURIER) 

14.9.1. OSCILAŢII PERIO:Qi:(;E-

Func{ii/e periodice, în condiţii foarte generale (condiţiile lui Dirichlet), 
pol fi descompuse într~ o scrie . trigonometric5. de forma : 

~ ~ 

{(1) =~(a,. cos nw/ + b,. sin'n<ol} =~A,. cos (nw/ +a.,.), ţl4.122) 
n~o n=O 

A~ =a; -:1- b~, tg rt.n = __:_ _bu '(14.123) 
. ·an 

unele co-e[icienţii 0 11 , b1i se obţin ·uşor înmulţincl".âccaStă dezYollare·cu·cos kCiJ(, 

res.pecliv sin kwl şi integrînd pc, o perioa4ă . T. ~ _27. -~· 

În adeYăr, ţ.inînd seama că 
1' 1' 

\ ~ 
T 

c.os lU·ll ·sin kwt· d l =O; cos nwt ·cos kwi·dt = 011 ~:- • 
. ') . -

!1 o 
T 

~ 
. . . T . 

sin li<Uf•Sill kwl•dl = 31ll:- •. 
2 . 

o 

on~: = (simbolul lui Kr•onecker), 
, ~0, dacă 11 i- k · . 

1, dacr, 11 = k 

n'zultt1 formulele pe!~tru coeficienţi :· ,. 

(14.124) 

(14.125) 

a, ~+ ~ {(/), dl = ({)_(valoare~ medic afunc(i~i), (14.12G) 

o 
1' T 

a, =2.. r {(/}cos 11<ul d/, b"=~_3_ r f(l) ~i~ ,·,:~[ d [, 11 #o. 
1' J 7' J 

o o .. 
Folosind formulele lui Eulcr (14.24), dezvoltarea Fourier (14.122) se 

po;.1tc scrie cu-,_aj_ut.o.r~l fu.ncţiilor expo:ne?-ţiql_~: 

f(l) =·.~ Cne1 n~e. Cn=__!__(a,;-;-ibt)),;.• 
~=-oo - . 2 · · (14.127) 

T 

Cn =-1- ~ f(/) e-1 nhlt d/, c_,. = <:.. 
1' J (14.128) 

o 

Prin urmare, oscilaţiile periodice oarecare se ~escompun- în oscila ţii ar
monice, sinusoidalc, cu frecvenţe egale cu multipli întregi nw ai frecvenţei 

?-
funda mentale cu = ~ , unde 1' este perioada oscilaţiei. Spectrttl oseilaţiei 

.T . . . . 
este dat .de diagrDITI'l în care _sînt reprezentate amplitudinile în funcţie de 
frecventrt. El este format din linii verticale echidistante de diferite inălţimi 
(propori:ionalc cu amplitudinile). . . 

Descompunerea oscilaţiilor în oscilaţii' sinusoidale ţste importantă de 
exemplu în acustică Ia analiza sunetelor sau în electrodinamică. 

14.9.2. OSCILAŢII APERIODICE 

Dacă oscilatia este aperiodici1, atunci în locul seriei Fourier cu spectru 
de linii (discrei), vor apftrea o_scilaţiile sinusoidale cu frec_venţele cup:inse 
într-un întreg interiJal, deci cu spectru continuu. Seria Founer trece în Inte
grala Fouricr: 

~ ~ 

f(l) = f a(w) cos [<•>1 + a.(w}] dw =fa,., cos (oll + e<w) d <·> 
. o o 

( 14.129) 

sau sub formrt complcxft 
~ 

{(!) = J e(w} e'"' dw, c(-o>} = c*(<•l), (1<1.130) 
-~ 

unde densitatea de amplitudine sau densitatea spectrală ("anvelopa spcctn:lui") 
este 

~ 

c(c->) =-
1
- r f(l} e-iw< d/. 

2it ) 
(14.131) 

Spectru'! este reprezentat de graficul densităţii de amplitudine a(<u) (densitatea 
spectrală). 

De exemplu, oscilaţia amortizată din fig. 14.27 are spectrul continuu 
din fig. 14.28. 

III! 1 

1 

Fig. 14.27 . Fig. 14.28 _ 

IntegTala~Fourier devin~mai simplă în cazul~~n~i fu~cţ.ii pare: 

- .. co -- . . 

f(t) = -~ aw cos wt dw, 

o 

~-

2 r a o,=-;;- ) f(l) cos col dl 

[) 

CJ 

(14.132) 



şi în cazul unei funcpi impare: 

"' "' 
f(i) = ~ hw sin eul d w, 

o 
bw = : ~ [(l) sin wl dl. 

o 

(14.133) 

Exemple. 1. OscilaţiHc drcptunghiularc din fig. 14.29 fiind simetrice .fnţtt de SC ales yor 

contine numai cosinusuri : · ' 

h-. IU.iYC 
Oa=-=--, 

'1' 2rc 

211, 't' 2/i.l 
au= -srnnn- = -sm-nw'!; bn ~O; 

rrn T nn 2 

f(l) = ~ ...!!._ si.n ~~. lnNe 

n=-co ~~~ 2 

h't' . "? 21! . r.n't' 2nnl 
=- T 2:; -Slll-- • COS--. 

'1' n=l r:-n T T 

1 (/} 

·.· 

z 

J:iJ 

Fig. 14.29 

Spectrul este re~Jrczcntat în Iig. 14 30. 

,wzw ---

1 
1 

.----
Fie. l-1.30 

1 

(14.13·1) 

(14.135) 

T 
1 

2. \lişcarca aperiodict1 ((l) = .\. c-bl, t ~O (fig. U.31). se descompune 111. integrala Fou

a-ier: 

sau 

00 

{(l) = ~ c(ro) c1
"" do>. 

-oo 

00 

{(l) =~ awcos (O> l + •w) dO>, 

o 
1 A oo 

a = 2 1 c(w) 1 =- ; a = -arg C(C.l)=arc tg- · 
(<) 7t } b~ + (o)l '-l b 

Spcrtml este dat de a,.> şi este reprezentat In fig. 1<1.32. 

/(fi 

1 

Fig. U.31 Fig. 14.32 

14.9.3. FORŢA OARECARE 

(H.136) 

(11.137) 

(14.138) 

Dacă asupra sistemului oscilant acţionează o forţă oarecare F(l) perio

dică sau nu, atunci descompunînd-o in serie sau integfiilă Fourier, calculăm 

QSCilaţiile forţate produse separat de fiecare oscilâ"ţie sinusoidală compo

ncntrl. Deoarece ecuaţia diferenţialrt a oscilaţjilo~ amortizate este liniară, 

suma sduţiilor individuale este de asemenea o soluţie (principiul suprapunerii). 

Hezultatul va fi deci suprapunerea (suma) oscilaţiilor forţate individuale. 

Prin urmare, oscilaţia forţată rezultată va fi reprezentată de seria (sau inte

grala) Fourier corespunzătoare. 
De exemplu, 

F(l) = 2:;.1, cos (nD.t + x,); x = L;B, cos (nD.I + ~.), (1-!.139) 

unde 
An ) 

n. = v . tg <~ .. - "-• -
nD. r'+(n!1m- k/nU)' · nD.m- kfnil 

r (11.140) 

D tcă un1 dln frecvenţele eomponentc n.O. coincide sau este foarte apro

pial[t de frecyenţa de.rezonan\ă {l)rcz a sistemului oscilant, acesta intră în rezo

nanţă, şi dacă amortizarea sa este mic.ă, rezonanta va fi foarte ascuţită. Astfel 

se explică faptul că putem. obţine rezonanţă cu ajutorul unor impulsmi (de 

formă oarecare) dar cu frecvenţa de repetiţie egală cu un submultiplu întreB 

. .al frecvenţ.ei de rezonanţ:ă. 

Dacă avem un set de rezonatori cu amortizări foarte mici, .atunci vot 

intra în rezonanţă acei rezonatori ale căror frecvenţe proprii de rezonanţ.ă 

<:oincid cu frecvenţele componente ale oscilaţiilor aplicate. Astfel se poatE 

face analiza oscilaţiilor (de exemplu, frecvenţ.rnetrul cu lamcle rezonantE 

folosit pentru curentul alternativ indust.rial). 



PROBLEME· 

14.1. O particulă se miş<;ă dc~fl: lungul axei O.t: d11p<'i Jcgra x = C ccs~' (o)[ +o:). s~\ se afle 

amplitudinea *i perioada oscilaţiilo~. Care este ecuaţia "traiectoriei" ln spaţiul fazelor (v, x)? 

.il. A= C/2.: T =~nfw; v2 = 4w:x(C- x). 

14.2. Un pendul simplu ~ravitaţional a ciirni bilă ar<: UCits~lntc p este cufundat tntrMm1Jichid 

de densitate Pa· Care este perioada micilor oscn_aţii? 

n. T=2r. V _z _P_. 
Q . .. P- Po 

14.3. De capiaul mmi resort vertical de constantă clastică k este fixat un corp de masă m. 

Cu ce distanţă rnnximă cohoarii. corpul lăsat liber; d.1.(ă tn h1Cmcn{t:Jl initial viteza lui este zero 

şi resortul m1 este httins? 

ll. Xm = 2mgjk. 

14.4. Un corp de masă m este suspendat de 'un fir pcrfctt flexibil şi pcrfcl.t ~Jastk de con

&tantă clnstico1 k. Corpul este deplasat în jos şi lăsat apoi liber să OSciJeze pe verticală. Care 

este deplasarea maxlni;1 a?misibilă pentru ra oscilaţiiJe s;1 fie armonice? 

n .. .:t-1-in:\~- ~--muik 

H.5. Un arcometru (sau densimctru) de masă m şi cu d[nmdn!l tuLului cilindric vertical d 

efectuează mici oSciib.ţii ·tcrticale cu pcricada T intr-un lid1id. Care Cstc dcns:tntea lichidului? 

n. lG~m 
p~--. 

gPd~, 

H.G. Un; corp de mâ~-ă- ~ este suspendnt de u-n resort. O particuHi de masă' n·l' cade "cu vi

t'Cza v pc 'corpul fii de·carc-'s.c"lipCşte>Aiunlfrca stdtică prc<lusă'cie'purtirula m' este x
0

• Sil Se 

â._ne · amplitu~inc:i o'icHaţiilor si~temullii (m_ '+ !Ii'), 

H-.7. Pc un platan de masă neglijabilti, atirnat de 1111 rc~OJ t. rnde fl'lrti .viteză iniţiali'! un 

co·rp dC Ia înălţimea /1 deasupra platanului. Considerind Că ·ciocnirea corpului- cu platanul este 

plastică, să se afle amplitudinea oscnaţiîlor platanl!lui. La cchiliJH"ll acelaşi corp nlungcştc 
resortul cu x0• 
•'!'- ''' 

n. .tlo =.'ro V 1 + 2h/Xo· 

· ·11.tC fii_ mijlocul u~ci corZi c!mtiCc oi·i''lcntriJC-(J.c ]ungime· 1. h:tiiîsh cu for(a rmlstnntă F, 

~s~e susp~ndat 11n cOrp ·de masă m. S.1· se afle jJerioadD. miChot SnJc oseilaţ'i: (Se· 11cglije:.1Ză 
gravitaţia).· ,J · · • · :.. · · • · · · · 

H. T =" V:mlf/.'. 

14:9. O parţ_ţ.~ulă osci.Ipază de-:a l~mgtll _axei Ox dt·pă l.~Sca x :;=· ... 1 c_e~ (wi +a).' Su se r;I

-~uleze qensit~tea. de P:r:o~ab~Uţa.t~ W(x) ... midc w(x). dx ·este pro_babilifatcn de-il găsi partjcula 

P.~ 111:tc_rvalul (.x,. x + dx\: ' - · 

n. . 1 . 
H>(x) "" -===~ 

~Vr1~-x~ 

r 14.10. O scindură omogenă este aşezată orizontnl şi tnlllsvcrsal p_c doi cilinclri In -rotaţie, 

ca in~ [iţt. 14.33. Distanţa dintre axele cilindrilor este [, iar cociidmtul de fH(flf.C la lurrecare 

este ~. Să se arate că sctnd_ura -..·a oscila sinllSoidal şi să se afle pericada; 

1 m 
k k 

Fig. 14.33 Fig. 14.34 

14.11. Un manşon de masă m poate culisa fără frecare pc o tijă orizontală, fiind prins cu 

două resoarte identice, de constantă k, de pereţii vasului din fig. 14.34. Să se cnlcuJcze pe

rioada micilor o?cilaţii ale manşonului, .dac~ vasul .este rotit cu viteza unghiulară ro. 

n. 
/ 

14.12. Un corp de masă m, aşezat pc o masă netedă, este legat printr-un resort orizcntal 

de ffiasă m' Şi co~stantă· k ~c L l perete. Să se afle fÎ'ecvcnţU Oscilftţiilor corpului (se 1Icgli

jcâ.7..ă frecărilc şi Je consideră~ î toate punctele resort ului oscilcaz~'i în fază). 

n. V z, 
w= m+m'f3. 

14.13. De capetele unui resort cu conslm1la clastică k sînt priJ~se d~u5 hilc de mase mp~· 

Neglijînd for.fele grnvitaţionale, să se afiC freCvcn_ţa de oscilnţie a rcsortului, iniţial ·h~~ins (sau 

con~primat) Şi apoi lăsat liber. 

14.14. -La capetele unei ti_je fine orizontolc cu constnda de torsftme C slnt fi_;:.: a!('_ două 

,_discuri cu momentele de_inerţ(e I 1;a· Care.Cstc pcricnda osc.ila~iilo(dc[tors;nle ale tij_ci? G 

14.15. Un pendul este format dintr-o tijă subţire rigidă avind la capăt o sfcră de rază R 

cu pereţii fOarte subţiri~ ·cohţiilind un lichid ideal. Distanţa du Ia axa de suspensie pînă la cen

trul-sferei este l'(fig.14.35). De' cite ori Creşte pcrioada·mrcilor oscil3.ţU, dacă llchidl1l .jrighcaţă 

cncglijlnd variatia de volum prin solidificarc)? 

n. T'fT ~V 1 +.2.. ~. 
5 1' 



IIIG O t'"ă • d 
~ · •• • IJ omogena o masă m şi lungtmc l poate o~ila intr-un plan vcrtiC'al avlttd lttsă 

capatul Infer'or pr' 1 · 'I · · · ' 
1 ms a lniJ oc:ul umu resort orizontal de constant:1 elastică k (fi" 14 36) s-~ 

se afle frecvenţa micilor oscilatH. ' o· · · u 

n. "' = v~ ( 1 + 81;1) . 
21 mg 

1 

J 

1 

k 

Fig. 14.35 Fig. 14.36 Fig. 14.37 

H.l7. U11 cilindru omogen de m:1si m executii mici oscila ţii <Îc rostogolire făfă lnnccare 

pe wun plan orizontal, fiind prins la periferic de mijlocul unui resort orizontal de constantă elas

tica k.. ca In Cig4 1<1.37, Care este perioada oscilatlilor? 

n. T=~V3m_ 
2 2k 

14.18, Un pendul fizic este rotit cu 180° faţ::'l de pozitia sa verticală de echilibru 5• l'snt 
J"b Şt·· d ă 1 ,I '

1
' 

1 e_ri un c· c trece prin poziţia vcrticnl:i. de echilibru cu viteza unghiular:1 <•>, să se ~flc 

pcnoada micilor oseilatii ale pendulului. -

fl. T = 4
11' 

"' 
_11.19. Un pendul fizic oscilează cU frecvenţa (!) 1 • Dacă i se ataşează un corp m:c de masă m 

la dtstanţa h de axa de suspensie, frecvenţa de,·ine w:. Cwe este momentul de inerţie al pen

dulului fizic faţă de axa de rotapc? 

n. 1 = rn112 c.)!- U/1' 
wi - 1.1)~ 

. 14.20. Două pcndulc fizice au p~rloadclc Tl e si momcntcle:de inerţie Il'~ faţă" de axa de osci· 

laţtc. Dacă le cuplăm rigid, ce pcrloaf..!1·va avea pcndulul fizic rc7.Ultnnt. in jurul aceleiaşi a;c. 
de suspensie? -

Il. 

14.21. La capătul liber al unei bare orizontale (de masil ncglijab1H'i), lncastrată la celălalt 

capăt, este atirnat printr-un fir un corp de mnF-<;.;. in. Bara are Jungimtll l, mOmentul gcom<:tric 

J şi modulul de elasticitate E. Care va fi perioada oscilaţiilor corpului? Pentru ce amplitu

dine a os:::Hatiilor firul de suspensie va Incepe să se stringl? 

Il. 
ml moP V
-

T=21tl -,fA>-.. 
. 3EJ 3EJ 

14.22. L:l mijlocul unei bare orizontale (de maso1 neglijabilăj. sprijinită orizontal la capete 

pc două re..'lzeme, este aşezat un corp de masă m; Bara arc lungimea l, mrmmi.ul geometric 

J şi modulul de elasticitate E. care va fi perioadq__oscilntillor {OlP1llui? Pmtru n amplitu-

dine :1 1 srilaţmor cm pul Incepe să se desprindă de bară? 

n. V
-

mi 
T=2r::l ---, 

48EJ 
A 

mgZS 
>--. 

48 E.l 

:;·u.-.23. Să se afle amplitudinea iniţial:l~A 0 şi faza ini"ţiaHi un oscilaţiilol' mnorti1ate. ~tiind 

constantele m,[k~.r, precum şi condiţiile iniţ:'alc: poziHa :1.' 0 şi viteza _V0 la t =O. 

n. 
:rn 

a= arc cos-. 
A, 

14.24. Un pendul simplu graviht\ional al'c lungimea l. Ştiind timpul de relaxare .. a osci

laţiilor am ol'tizate. s!i se calculeze dccremcntnl log1ritmic. 

R. D = 21t V 1 . -:;--,=1~= 
, .. g V. 1 

1-
g,• 

11.25. Un pendul simplu gravitaţional oscilează amortizat, dccrcmclltullogaritmic fJind D. 

Ştiind că după un timp •cncrg;a mecanică a pendulului a scăzut de·c oriosă se afl~ \ungi

mea pendulului. 

Il, 1 
'{ + 41t'/D' 

14.26. Un corp de masă m suspendat Ia capătul u~ui resort de ('Onstanlă- claslh::1 /.', efec

tuează oscila ţii verticale amortizatc. Ştiind că după N 0 os~ilaţil, amplitudinea ·osclJaţiilor S('ade 

de e ori, să se afle decremcntul logaritmic, perioada oscila Pilor amortizO.tc, coeiicicntttl de 

amortizare.· 

Il. D=.2._• 
N, V-v 1 nt 1 

T = 211: -· 1+--· 
k 4:-ts:N~ 

14.27._ De cite ori trebuie să crească coeficientul de amortizare pclltru ca oscilatiih~pseudo· 

peri~di~e· cu'· d~remCJitul D ·să treacă in mişeal-Ca amortizată nPcrio.dică? 

Il. b'fb =VI+ 4rt'/D'. 



H.:!B. S1 se s::ric cxprcsirt vitcz~i oscilaţiilor amorlizatc. De cite ori se micşorează după 
o pcrio:ul1 vitcz:t ua:.ti corp ce execută os~ila~ii arnortiznte cu dccrcmentullogaritmic D? 

n. v = w..--10 e-111 cos ((J)'l .+o: +_i_ +arc tg~): . _V(L). = cD. 
2 w' v(l + T') 

14.:!9. O p:uticulă deplasată din poziţia sa de echilibru cu A 0 este lăsată libcn1. Ce distanţă 
parcurge p:trticula pinii la oprirea sa complebi, ştiind decrcm'entul lOgaritmic D ? 

_ H.30, Un corp de mas_ă m, aşezat pe lli.!.Jllan orizontal cu cOefiCientul de frecare la lnriecart- IL• 
este lcg:1t printr-un resort orizontal ncdeformat, de constant<i k, de un perete.· Corpul- este de;. 
plasat astfel Î!lCit renrtul St> lung:e~tc cu A .• apoi lăs:tt liber. S:1 se afle perioada oscHatiilor corpului 
şi numrtrul de oscilaţli efectuate plnă la oprirea corpului. 

' Vf' k 1 H. i,T=2n -, N=A----, 
k 4fi.mg < 

11.31. Să se calculez') raportul Bm,..·~'B, 1 "'' cunoscînJ ilecromentullogaritmic D. 

14,32. A:npJltuUinoa 03~ilaţHlor forţate esto aceC:-t'ji pentru dou(t frecvenţe QP~· Să se afle 
frecventa de rezonanţă .a eloniaţiilor. 

1·1c.:n. O bilă do mlsl m alua~~?te static ll!l resort cu a·0• Ştiind că bila efectucaz:'i. a"scilaţii 
vel·ticalo forlato pe resort, sub acţiunea unei forţe sinusoi<Lile periodice de nmplituc.line F0 , 
cu Uecremeutul lOJll'itmic D. s:l se afle frecventa de rezonanţă '?i amplitudinea la rezonanţă 
(rezonanta otong:aţiilor). 

n, V g _:_1_~--=D__:'ic:'t.:.:"_' B _ FoD.r;· ( 4"') Wrez.= , ma:~:- 1+ • 
x 0 1 + D2 j-1r:~ 4nmg D~ 

H.3i. Un pendul elastic m·e perioada cscila~iilor ncmnortizatc T. Asupra corpului acţio
nează o f01·ţă sinusoidală de amplitudine FI) şi o for~ă de frecare· proporţională cu viteza'. La 
rezonanta vitezelor, amplitudinea oscilaţiilor este B0 • Sil. se afle coeficientul de rczlstcnţă şi 
puterea medic disipată la rcz:manţa vitezelor. 

n, F,T 
r=---· 

2rtB0 

14.3:;, Pentru doul frecvenţe Ql.•:. ale forţei sinusoldule pcrturbutourc, amplitudlnen.vitezcf. 
se reduce la jum1tate Uln valtn.rca maximă. Să se afle frecvenţa de rezOnanţă a vitezelor şi 
<!oeficientul de nm:.Jrtiznrc. 

n. Vn n b-- Q,, - Q, 
Ol= "'"" · 2 jl;~ 

"r~.·31L Sl se di'termiriC rapJ~hti' .('I,Q): 'Pm~~ 1~ fcio~nrit.a C!on'ga~Illor. ştiind ~ap·ortu~ wjb. 

ll, 

1 • ' -.,. • • • 

P(@rez) = W 2 /b~- 3 

Pmu: w 2 jb 2
- 1 

fip. 

31.37. S1 se dezvolte in scrie trigonometrică os:ilaţiile triunghiulnrc din fig. 1-1.38 
00 41! flb)"C f(l) = ~ --- sin2 -- . clnwt = 

n=-oo 7t't'Wn2 4 
lt, 

11< 00 2hT . 7UI':' = -, + 2:: --., Slll
2 
-,-, -<.OS 11(•)1 

21 n=lrt"'t"fl· 2'1 

t 

l''ig, 14.38 

H.3B. Să se dezvolte tn scrie trigonometrică oscilaţiilc în .,dinţi de ferăstrău" din
1
fig. 14.39. 

IL f(l) = _l_z + i• _h_ ~i'(nwH:CI2) 
· 2 n=-oo 2~n 

Il oo.h. 
=-- 2;- .smnwl. 

2 n=l ;:n 

11 t 1 

Fig, 14.39 

14.39. Să se dezvolte tn scrie trlgonomctrică siuusoilla .. rcdresată" f(l) =A [sin cull din 
14.40, 

') ·\ 1 2A ~ 4.'\ 1 ') l A!sinwfl= ~ ..::.:..---cenwt=::-- ,c., ----·COs-nw. 
n=-oo ;ţ 1- 4n~ <. n=l 7t 4112 - 1 

n, 

t(t)=A[sinwtl 

Fig, 14.40 

11.40. Să se desc_ompună ·tn in-tegrală Fourier' oscila ţi~ amortizată aperiodică: 
{(1) =A 0 -bJtl, 

n. 
00 

.2 f cos{,)/ 
=-A.b,---clN. 

-;-:: • ,J {J! + (..)". 
o 



CAPITOLUL 15 

UNDE ELASTICE 

· Mediile continue: gazele, lichidele, solidelc, sînt sisteme de particule 
legate, adică de particule (molecule, atOmi sau -ioni) care inlcracponcază 
între ele. De aceea, dacă una din particule oscilează, Yor oscila după ea şi 
particulele vecine; oscilnţiilc se YOr propagH ·în mediu de la particulrtla parti
culă sub formfl de unde, numite unde elastice (spre deosebire, de exemplu, 
de undele electromagnetiee în vid sau în substanţ-f1). Această nelocalizabilita/e 
a oscilatiilor este camcterjstică tuturor mediilor continue. Propagarea undei 
nu se face inslantaneu, ci cu o Yit:ezr, finită c. 

15.1. UNDA PLANA PROGRESIVA NEATENUATA 

Dacă toate parliculelc situate intr-un plan perpendicular pc ·dir'ect.fa 
de propagqre a undei oscileaz[t identic; unda se numeşte plantt. 

Fie o undă plană care se propagrt {tlrtl atenuare îtl. direcţia axei O:r cu 
viteza constantă c. Dadi în orjginea x = Q elongaţja ~ a partîculei unxJcaz[t 
o anumită lege: · 

i;(O, 1) = {(t), ( 15.1) 

atunci în oricare punct x de pe axa Ox elongapa ~(J·, 1) a parliculei de acolo, 
măsura[ll de la pozitia sa de echilibru, va parcurge aceleaşi valori ca în origine, 
dar cu o anumită întîrziere xfc, dată de timpul necesar undei ca să ajungfl din 
origine pînă în punctul x considerat. Prin urmare, rn puiictur .:r la momentul 1 
elongaţia trebuie să fie aceeaşi ca în origine la momentul 1- xfc: 

~(x, 1) = ~(0, 1- .T/c) = {(l- xfc) = F(x- ct). (15.2) 

Elongaţiile ~(x, 1) ale particulelor, măsurate .de \a .pqziJiile lor .de. echi
libru x, pot fi atit în direcţia de propagare a undei, atunei unda se numeşlc 
longitudinală, cit şi într-o direcţie perpendiculară pe direcţia de propagare, 
atunci unda se numeşte transversal el. 1\'lai general,~ poate d<'.semna ş.i o. măfimc 
fizică ondulatorie oarecm~e, preCUm dri1pul e!Cctfic Sau. magnetic într-o undă 
el ectro magn eli că. 

Expresia (15.2) reprezintă ecuatia unei unde plane proyresivc _care se 
propagft frtrrt atenuare în sensul paziti:' al axei O:c ~u viteza c. Pentru unda 
care se propagă in sensul invers al axct O.r, c trece 111 -c: 

~(:r, t) = f(l + xfc) ~~ F(.r + el). (15.3) 

Parlicu1elc situate într-un plan perpendicular pc direcţia de propagare a undei 
oscileazft identic, de aceea unda se numeşte plancl. 

X 

Fig. 15.1 

Pentru unda plană progresivă este caracteristică dependenţa elongaţiilor 
~ de combinaţia u = Ffxfc (sau x=fcl) şi nu separat şi independent de 
x şi t. Dacă egalăm "faza" u cu o constantă, x=fct = const, găsim legea de 
propagare rectilinie uniformft x =±el+ consta fazei Jsau frontului) undei. 

Dacă unda planft se propagă în direcţia ver:orului n (fig. 15.1), elongaţia 

parlie-ulei dintr-un punct P de rază vectoare r va fi aceeaşi ca a: particulci --P'(x'), x' = r n: 

(15.4) 

15.2. UNDA PLANA MONOCROM;ATICA 

in unda plană monocromatic<l, oscilaţiile în fiecare punct sint armonice 
(sinusoidale), de o anumită frecvenţă w: 

!;(0, 1) = r1 COS (O/ = {(/), 

l;(x, 1) = {(l -- .~fc) =A cos w(l- xfc). (15.5) 



··. _El?n!aii:o ~ es:e ~u numai periodică ·în· timp, cu perioada T ~ 2"/w, ci 
perwdlca şz zn spa/lll, 11~ raport c·u coordollata. :r:_'.cu perioadq },, nurnitrt lun-

gimede zmd<l, care rezultă din condiţia de perioclicitate sp~(ială: · · 

( t 
-"' + ),) . . ( :r) cv), . ·cos w --- =cosUl _r-- ·--).- ..__; 'J-_ _.,,, 

c. ' ' c - . c ' 

A = 
2

7i:C = cT =.!:_ • 

"' '1 
(15.G) 

_lungimea de und:l.csfc cgalli cu ~~listan[a parcurs~'i de undă în timpul unei 

perwade T, sau altfel spus, cu distanta dintre două maxime (minime sau anu
lări) succesive ale-undei în spatiu la. un moment dat. 

Ecuaţia undei (15.5) se mai poate sc.rie sub forma: 

~ ~A cos w(f- -~fc) ~A" cos 2n(+ ~ x.)·· ~A_ 'cos (wt- h), 
T A. . · 

(15.7) 

' ~lcf 2;: 2~ w 
k_:_-~-~-

").. cT c 
(15.8) 

u?-dc k se numeşte nunulr de llndă, egal cu numărul de unde -care se cuprind 

în 2n unităţi de lungime. l\Iai general, se defineşte vectorlll de zmdil k avînd 

modulul k = 2rr/A = cufc şi fiind orienţat în direcţia şi sensul de propngare 
a undei: 

->dcf -.. '2;.:- Ci)-). 

k=lal=-.11=-11. 
), c 

Atunci ecuaţia undei plane monocrcmaticc care se prOpagrt 

direcţiei şi SenSul Ycctorului de undă f SC· scrie: 

~ ~A cos (wt- li) ~Re {Ae'l<><-"ki"}} 

Argumentul cosinusului se numeşte faza undei : 

rlcf _".-.. 
'? = wl- kr. 

(15.9) 

în spaţiu în 

(15.10) 

(15.11) 

Suprafetele de. JIHd)t sînt suprafeţe de fază constanl<l şi e(e sînt perpendiw
lare (în medii izotrope) pe direcţia de propagare a undei. ln adevăr, ecualia 

CJli- k-; = const repre:zintll ecuaţia unui plan in fiecare moment, vectoi-ul, /. 
fiind perpendicular pc acest plan. . · 

Norma/ele pe suprafefele de undrl se numesc raze. 

În cazul considerat mai sus, suprafeţele de undă sînt plane, normale pc 
direcţia de propagare. 

:Vilczn undei plane monocromatice coincide cu viteza de deplasare a faz~i, 
nunlittt vitezâ de fază. Dacă faza din punctul x la momentul t a ajuns în 
p·uncl ul x + dx la momei1tul t + dt, înseamnă că 

'? ~col- kx ~ w(l + dt)- k(x + dl) -> d'f' ~ w eli~ k dx ~O,. 

.dx ''' ). 5 12) v1 ~- ~--~- ~c. (1. 
dt k T 

I-mportant, a· studiului undelor jJlane mOiwcromalice (15.10) este deosebită, 
deoarece o undă o~trecare poate-fi descompusă totdeaun~ în unde plane mono~ 
cromatice (descompunem, de exemplu, funcţia f(t) (15.1) în serie sau integrală 
Fonrier). mwlog descompunerii unei oscilaţii oarecare în oscilaţii armonice 
sinusoidalc. · 

Undele elastice se numesc şL unde sonr:re sau sunete şi se împart ·În 3 
game: in[raSunete Ctî frec\;cnţc ·sub lG 1-Iz; sunete au:zibile cu frecvenţe între 
1 G !-Iz şi 20 'kHz (lungimi 'de undă în aer între 20 m şi 2 cm) şi ulfraSilnete 
cu frecnn(e pestc,20 kl-Iz (pînfl la- 10 GHz). · · 

. ' . ' ' ' ' - . . 

. :·: 

J.5 .. 3. DEFORiVIAŢIA SOLIDELOR PRODUSĂ DE UNDE 

.. .1 ., 1: 

Undele longitudinale se pot propaga atît în s~llidc cît şi în fluide, în timp 
ce undele t.ran.Sversale-se pot propaga numai în solide;·cteoarecc în fluide nu 
cxisl[\ ror!:c elastice la forfecare, adică for~-e proporţionale cu distanţa de lune· 
care a, unui stl:at fatft de altul,· care să transmită oscilaţiile transversale. -_ 

15.3.1. DEFORMAŢIILE lN UNDA LONGITUDINALĂ 

sr1 considerăm întîi o undă planrt longUudinaUi. Din cauza deplasării 

prt.rliculelor în direcţia propagării, Iflcdiul elastic este în fiecare moment de· 
format. Să calculăm deforma{ia relativă e(x, t) în punctul (planul) P(x) la 
momentuL 1. Pentru aceasta. sfl considerăm un punct (plan) infinit apropiat 
Q(x + d.t) (fig. 15.2). Coordonatele x; x + dx reprezintă. poziţiile de repaus 
(de echilibru) ale particulelor, astfel încît PQ ~~ c!x este lungimea nedeformată 
a stratnlui. La momentul t particula din P(x) are elongaţia ~(x, t).şi deci se 

P!x! 
Fig. 15.2 

dx 

f(xJ J 

1 

Q!x·dx! ____ P"l 

J! 
dx+ax~ 

·-·---O' ___ _ 

f(X+ dx,f )=s(x,l )r Jx dx 

aflfl deplasată în P' (x + !;), iar par.ticula din Q(x + d.r) se află atunci depla

sată în Q'(x + dx + ~+a~ dx), deoarece elongaţia din punctul infinit . "' ax . 
vecin Q(,r + d.r) este ~(x + dx, 1) ~ ~(:~, t) + 0 ~ dx. Lungimea segmentu

ax 



lui fstmtului) l'Q ~ d"; deYinc deci la momcnttil 1 egalft cu l''Q' ~ dx + 
f-

0 ~ 1 \1 ·. b 1 t" r· 1''0' 2 ~ - ~ < .-r. 1 unguea a so 11 a Ya 1 -... ~ PQ =-· d:r, de unde deforma-

''"' 0.1: 
ţia rclaliYă : 

z(.r, 1) E~ =-· (15.13) 
Ox 

s+ il dx 
Jx 

Cealallă dcrivaHl part.ială a clmma

tiei dă evident viteza particulei : 

(15.14) p' ::::li[ ~ - - -
R 

.. ( ) . 3~ " 
V .1:, i ·~- ~-. 

i}t s lx,t J 
15.3..2. DEFORilfAŢJTLE 

Pix) 
IN UNDA TRANSVERSAL\ 

a (X+dX} 
-r------P-~=-"'~x In cazul propagării undei traml•fl'wie 

ctx -=- - în direcţia axei Ox, particulele au de-

Fig .. 15.3 plasiiri i;(:r, l) transversalc (pcrpcndicu-

. . . . Iare) pc direcţia de propagare 0.1·. Dou:'i 
puncle mfuut vec1nc cu pozi[iile de eel!i/ibr11 în P(x), Q(x + dx) se vor 

afl~"depfasatc la momentul 1 în poziţiile!''("; ,ţ),' respectiv o{"+ d;r, :; + 

+ ~-~d";} (fig. 15.3). Unghiul de lunccare (forfecare) ··r al planuhti din Q 

faţă de ~planul d.in P, unghi considerat mic, rezultă din rapor~ul cate!.elor 

RQ' ,::; 1 . ' . . 
=~ < :c Şl P R = d.r, deci 

(;:X 

(''ţ 

y(.r, l) ~~. 
' ():r 

(15.15) 

ne{orma{ia elastice{, de alungil'e sau de [unecf:.lre, este egaW Cll dcriva[a par-
ţia[ll ·a elongâfiei in raport cu ·coordonata. · . 

15.3.3. DEFORMAŢIILE PRODUSE DE UNDA PLANĂ PROGRESIVA 

ln cazul u·ndei'plane pro_gresive nealcntlate (15.2) avem (v- viteza parli
culclor) : 

Cu 
i;(x, 1) ~ [(1- xjc) ~ [(11),_ unde 11 ~ t- xjc, - ~ 1, 

Ct 

i· ll 

i·x c 

?~ ar er ou of 
11 -- ~- ~-- ~-

u Ci (1u Bt Ou 

de unC:le 

21; of i'[ (iu ' i:[ ( 1) 1 iJf 11 

,.ax = Cx ~au ()x = c..·u --;;- =-~Oi =- --;;' 

dCfOrmatia relativă sau unghiul de Illner.are.: 

2~ 1of " 
<(:r, 1) sau y(x, 1) =- ~--- =--

C:x e i!t c 
(15. lll) 

f).-:fnrmaţia de alungire sau lunccare este egaUi. cu raportul, cu semn sclzim

bal. dintre uileza parLiculei şi viteza Hndei. 
Pentru unda progresivă care se propagă în SCIL'ml invers (negativ) al axei 

O.i: avem : 
. a<, 1 ar 11 

Esau y =- =+-- =-. 
Ox c Cl c 

(15.17) 

Dcformaţia e(x, l) sau y(x, l) este maximă acolo unde viteza particulelor 

l'(x, l) este maximă, deci în punctele unde particulele trec prin poziţiile lor 

de cchilibrn. Acolo unde vilcza particulelor o este în acelaşi sens cu sensul de 
propagare al undei longitudinalc avem o regiune de comprimare (e: < 0), 

iar acnlo unde viteza particulelor esle în sens opus avem o regiune de rarcfiere 

(s > 0). 

15.3.4. DEFORMAŢIILE IN UNDA MOJ'10CROMATICA 

In particular, în cazul undei plane nwnocronwlie(· (15.7) avem: 

) ( 
<•lA . . , ) 2r. . ~ ( l .T ) 

'Z(.r, t sau l' .r, l) = -- s111 (t)(f- .'tfC =-A sn1 ... ,-; --- = 
. c l T ~ 

= kr1 sin (<•li- h). (15.18) 

D~fonn:~.tiile sint n•Jlc a~olo unde clonguţ.iile sînt.1naximc şi reciproc, sînt 

nl'lximc acolo unde dongaţ.iilc sînt nule. Aceasta se vede uşor pc o undă 

lrans\·crsală. ln fig. 15.4 am reprezentat porţiuni egale din două plane: vecine, 

in punctele de maxim şi de zero ale clongaţiilor. ln maxime cele două plane 

vecine sint egal deplasate transversal din poziţiile lor de echilibru şi defor
maţia de lunecare (a unui plan faţă de celălalt) este nulă; în schimb Îil punctele 

de zero, cele două planc vecine 
sînl deplasate în sensuri opuse 
şi lunecarea este maximă. 

La fel, într-o undă longitu

din3lă, eomprim{u·ilc şi rnrefie· 

riie vor fi maxirnc_-în punctele 

de zero ale elongaţiilor: ncolo 

două plane vecine (de o parte 
şi de ccalalLrt a 'punctului de 

zero) se apropie san se depăr

tcazrt inlre ele, pc cînd în pune· 
tele dr maxim ele se mişcTt la 

fel fn accla~i sens. 

D 

f(x 1) 

'' ' 
-( -'-

\ 

' -r 

J 

J.'ig, 15A 

~, 

/ ' 1 
1 

Ca ordin de mărime penlrn sunctelc.obişnnilc·: 

(._;_;t l 'J A ') 
=-=~A =-rc-,..... ... -n-

c ' ), 
w-• =O,Ol'!u. 

X 

(15.19) 

Ca ordin de mllrime de[orma(iile relative sini egale eu raportul dintre; ampli
ludinl!(l de oscilfl[ie fl particulelor. ~~·i lungimea de undl1. 



15.4. ECUAŢIA UNDELOR 

DeriYind încă o datft pc C{/i:r, ohlincm ecuaţia undelor: 

(15.20) 

Prin urmare, und-ele ~(x, l) ~ {(/Cfl'/c) verifică această ecuaţie diferen[ială 
cu derivate parţiale şi_, r.eciproc, solu~ia generală a acestei ecuatii esle 0 sum·a-
punere a celor două soluţii, undele {,(1-- xfc) + f,(t + xfc): · • 

În cazul propagUrii Jntr-o direcţie oarecare în. spaţiu, ecua(ja undelor 
se poate ohţine. analog, pornind de la unda planii (l5.4) : 

( 
-;;~~) . 117 1 ' r /-- ={(11), li =l--.. =1--(nxx+n,y + n,,), 

c c c 

ar = of au 
21· i!u ot 

Cu 
-=1, 

. i'l 

ar ar -=-· 
a t · au 

CfOu ou'' ·a[· ~-;) .. n:r -- - =- -·- - __:_: ____:_• 
au (!x •. _Cx ax C. - c .~ 

cf = ~·!'.:.. i!f =- 11x of 
a.'"C c au c at 

. - .. ' 

Sumînd derivatele paqittie (n~ ·+ 1~; -+- r; = n2 =. 1), re~ uită ecua{f.a undtlor 
(pentru medii omo~;cne.şi izotrope): ,. 

1 a'r a'r a'f a'r · 
. c' i!t' = 01'' + cy' + 2:' = D.f = lap r (15.21) 

(/:, este operatorul lui I.aplacc, pe scurt laplacean) sau 

D.--:;- ~- f= or =dai r =o ( 
1 •• ) . 

c d 2 
. 

(15.22) 

(0 este operatorul lui D'Alembert). Pentru unda plană care se propagft in 
direcţia axei 0.>: regii iim de aici ecuaţia (Hi.20) .. 

Vom avea nevoie de ecuaţia undelor pentru calculul vitezei de propagare c, 
care apare la pătrat la numitorul derivatei după timp. Ecua\ia undelor se 
obţine din ecuaţia fundamentală a dinamicii scrisă pentru un element 
dm : dm·a ~ dF. 

15.5. VITEZA UNDELOR 1N SOLIDE 

15.5.1. VITEZA UNDELOR I.ONGITUDINALE 

Sft caleulăm viteza undelor longi!mlinitlc într-o l.;aril şi "într-un mediu 
elastic ncnulrginit. Legătura dintre tensiunea elaslică a(x .. L) = Fj S0 şi defor~ 
maţ.ia longitudinală t(.T, /) este dată de legea lui Hooke (12.1) .. respccliv 
(12.17): 
burti : 

. 1 . . (·~ 
cr(.T, 1) ~- F(1·, l) ~ Ee(x, 1) ~ E-; 

~·o Cx 
(15.23) 

mediu elastic ncmi1rginiL: 

,, E(1 - !l) (1'' 1 3" E) c(>·, 1) ~ h e = e, ' . "' , D ' • 
(1 + 11Hl - 211) 

(15.24) 

Un strat infinit de sublirc dx cu masa dm = p0 S(\ dx (po ~.densitatea . au ; . . 
în absenţa undei) Ya fi supus la forţa rczultanlă dF ~- dx· S, (fig. 15.5) . 

. . ()x 

ConfOrm legii fundamentale a mecanicii : 

â'i', i!a ii'i', oa 
dm- =·dF ~- dx S,, p0 - ~-. 

(}(!. Clx ()[~ Cx 
(15.25) 

Pentru harrt : 

(15.26) 

1$11.[} 

-Ufx,t) 

Q' 

Fig. 15.5 

de unde, in virtutea ccuaţ.iei undelor (15.20), rezultă Yilcza undelor longi
tudinalc in bară (indicele lui p0 de obicei se omite in rezultatul final): 

V
E . 

c1 ~ - (formula lui Newton). 
p . 

(15.27) 

. .... ~,., 



Pentru mediu -elastic Itemftrginit, con[urm lui (15.24), Yileza undelor 
longitudinale va fi : , · 

' 1/ E' V E(1 - [L) ( ' 
c, = V-; = (1 + tL)(t- 2r"lP > c,, "•"' 1,1Gc1). (15.28) 

Ca ordin de mltrime: 

15.5.2. VITEZA UNDELOR TRANSVERSALE 

Pentru undCle transversale for~a rezuita··ntrt asupra elementului de masă dm 

este transversală pe direct:ia propagării, fiind dată de efortul elastic tan~ 

genţial datorit forfccftrii (luncdrii): dF = ~·:- dx dS (fig. 15.G). Scriind 
. (}X 

legea fundamentală a mecanicii pentru elementul de masă dm obtinem analocs . .. - ~ 

lui (15.25) : 

C2
; a-r c; 

p - = -, '"' = Gv = G -
81" ix · ' 2.r 

de unde Yileza undei or transYersale : 

c, =V(; =V . E < c,, (G < E), 
p 2(1 + fL)p 

G ~ 0,4 E, CI z O,G2 c,, 

unde G este modulul de forfccarc (sau luuccare). 

dx 

Fig. 15.6 

Raportul \"itezelor .in meâiul elastic nemftrginit este_ 

(15.30) 

(15.31) 

Penlru [.1.=0,3, rczultrt r;/c 1 =J3,5 = 1,87. Accas1rt deosebire in vitr.zele 

de propagare a celor douft tipuri de unde rste folosiHt în seismologic pentru 

determinarea pozitiei cpicenlnilui cutremurelor. lnt.îi soseşte unda longitu~ 

dinală care apare ca o Yibraţie (trepida ţie) a podelei (fig. 15.7), apoi dnpii un 

anumit timp (cîtcYa zeci de secunde) soseşte unda 1ransvcrsnlă care apare 

ea o vibra~ic sau oscilaţie orizontală (lrgănarc). 

f,_y ____ _ 
Fig. 15.7 

Vilc:a swJClului ln solide 

E. Cocf. c,. 
c't. 

[ N l p. Poisson, [mi>] 1Qtn _ [gjem 3J [mfs] 
1112 fi. 20"C 

Alnm:'i. ~.o 8,·1-8,7 0,35 3 400. 4 500 
Alti miniu 7,0 2,70 0,3•1 5 240 G 400 
Arfint 7,7 10,5 o.:n 2 soo 3 700 
Cupru 11,0 8,89 0.34 3 600 4 700 
Fier 21,0 7,S6 0,28 5 130 5 uoo 
Lemn O,IJ-1,7 0,7-0,IJ - 3 600-4 000 -
~ichcl 21,0 8,8 0.30 4 900 -
0\el 20-22 7,8 0,2-8' 5 100 G 000 

Platin:1 17,0 21,,15 0,39 .2 800 3 960 

Sticl:l (crown) fi, O 2,·1-2,8 0,25 5 000 5 700 

Zinc 8,0 7,1 0,23 3 800 4 170 

Valori extreme : Granit 6 000 
Cauciuc vulcanizat (O~C) 54 m/s. 

15.6. DENSITATEA ŞI PRESIUNEA FLUIDULUI 
IN UNDA SONORA 

15.6.1. VAHIATIA DENSITATII 

C:. 

[mfs] 

2 100 
3 130 
1 694 
-
-
-
-
-
-

3 300 
-

Considerînd un cilindţ·u (le fluid. de ·secţiune S, in directia de propagare 

a u'ndei-plan~, a~1alog-hnrei din fig. -15.Q (secţiunea nu,se schimbă, fie că. flui~ 

dul este inchis într-un tub rigid, fie tă este un mediu ncmărgini1), putem 



calcula variaţia de densitate datrrită prezentei undei, asLJcl (p0 :-- densilalca 
fluiduiui tn atsen[a ~mcl~i, fig. 15.Ş) : 

dm ~ p0 S dx ~ pS (dx +il; dx) ~ pS dx(1 +oi;), 
· cx ilx 

ac, · · a; · a~; ai; 
P- Po ~ ~P ~ -p- ~- Po -;: ·- (tJ- Po)-"" - Po 

Ox âX Ox ()x 

p 

X 

~p ~p ~ Po 

Po fio 

dx_ 

dm/ Tt ~dx 
p!x.t J 

D Jo 

Q 

x+dx 

J 
p' 

X•} 

Fig. 15.8 

ax 

dX• 3; dx 

(15.32) 

unde am neglijat ultiliutl termen, deoarece în general deformaţjile.sînt foarte 
mici 1 c~ / i'x 1 <{ 1 şi deci 1 p - Pol ~ 1 ~p 1 <{ Po· (Termenii de ordin superior 
sînt tratati .î:O "acustic[l ncliniar~", noi vom trata numai aproximatia liniat(l.) 

Penlru unda plan<l progresim1 (15.2), (15.16): 

~P ~-a~ 
p0 ox " 

c 
(15.33) 

Varla!ia rclativil a densllă!li l·mul fluid într-o wuhl progrcslvil este cgalt1 
cu rapor!ul dintre viteza· patliclllelor şi viteza undei. 

15.6.2. VARIAŢIA PRESIUNII 

Variaţia dcnsitătii dă naştere Ia o variatie a presiunii. Dac(t în absen!U 
undei densitatea este p0 şi presiunea corespunzătoare p0 , atunci în prezenţa 
undei : 

P- Po ~ t!.p ~ -. · (p - Po} + · • •"" - ~p, (ap) " . (ap)' 
iJp o Dp o 

(15.34) 

unde tcrrnenii superiori din dezvoltarea Taylor pot fi ncglijaţi, deoarece 
~p şi ~Jl sînt mici : j t!.p 1 <{ ·· po, 1 ~p 1 <{ p,. 

Deoarece oscilaţHle sonore se efectuează foarte repede şi conducLivitatca 
termică a fluidelor este mică (faţă de cea a solidelor), căldura nu are timp să 
treacă "de Ia un element al mediului! a altul, ·deci trebuie presupus că propa
gDrca sunetulUi CSte u-n ·proces- abia batic,- adică în: timpul propagării ·sunetul ni 
JIU se fac.e.scbÎ)nb .de căl<lur.ă între diferitele porţiuni ale mediului. Această 

ipoteză este confirmată de experienţă, de aceea în expresia (15.34) variaţia 
presiunii în raport cu densitatea, iJp/iJp, trebuie calculată în condiţiile unui 
proces adiahatic: 

t!.p ~ P- Po ~ (i!p) ~p ~- (i!p) Po 
0 ~ · 

iJ p •• . ' a p •• ax 
(15.35) 

15.7. VITEZA UNDELOR lN FLUIDE 

Aplicînd legea fundamenta!rt a mecanicii unui strat infinit de subţ.irc 

de fluid, supus forţei rezultante dF ~- ~ dx·S (fig. 15.8), avem: ax 
a't; ap ("~') a'~ dm - ~ dF ~ - S - dx = S dx - Po - 2 , at' . i!x op ,. ax 

unde iJpfiJx se obtine derivînd (15.35). Prin urmare, 

aa't~ ~ (:~ L ~:~ , (15.36) 

de unde viteza sunetului în fluid: 

V( i!p) c- - . , ~ Op net 
(15.37) 

Atunci (15.35) dă 

~p ~ c' ~p. (15.38) 

Varia(ii/e de presiune ~p ~ p- p0 în unda sonoră sînt proporţionale cu 
variaţiile de densitate ~P ~ p- Po ale fluid ului, constanta de proporţionalitate 
c2 fiind pătratul vitezei de propagare a undei. 

Reamintindu-ne de modulul de compresiune 

K,. ~-~V - ~ p - , (i!p) (i!p) 
i!V· •• iJp '" 

(15.39) 
j 

unde K,. este modulul de compresiune adiabatică, putem scrie formula 
vitezei .astfel : 

(15.40) 



Variaţia de presiune (15.35) se poate scrie acum astfel : 

A· _ , A , a~ a~ t.>p - P- Po = c '-'P =- c po- = - K,, -. ax ax 
(15.41) 

Variaţiile de presiune şi de densitate ale fluidului sînt proporţionale între 
ele şi sînt maxime acolo unde deformaţia mediului este mal·imă. 

Pentru unda plană progresivă neatenuată 

l!>p = c21!>p = K,, ..'!... = p0cv, (15.42) 
c 

adică variaţia de pre~iune l!>p este proporţională cu 11iteza partiwlplor. 

Vlleza sunetului fn lichide 

e 
1 

c 

1 

l(l<tot 
(oCj [m/s] [10' N{m'] 

apă o 1407 2.04 
petrol 25 1225 1,45 
mercur 20 1 451 26,2 
alcool etilic 20 1177 1.3 

15.8. VITEZA UNDELOR IN GAZE 

15.8.1. VITEZA SUNETULUI 

Iniţial, Newton a presupus că procesul de propagare a sunetului în gaze 
este un proces izoterm, care se produce la temperatura gazului. Atunci, folo
sind ecuaţia Boyle·Mariotte a transformării izoterme, obţinem uşor modulul 
Kizot : 

pV = const, In p +In V =In const, dp + dV =O, 
p V 

(
dp) =- L, K;,,, =-v(dp) = P· 
d V.-' izot _ V dV izot 

(15.43) 

Modulul de compresibilitate izotermă al gazelor este egal cu presillnea 
gazului . 

Viteza sunetului ar fi atunci c =Jp/p .. Experienţa însă.infirmă c·ategoric 
această formulă. Laplace a dat o explicaţie corectă, considerînd că procesul 
de propagaee a sunetului este adiabalic şi nu izoterm. 

Folosind ecuaţia transformării adiabatice a lui Poisson 

pVY = const, "( = C.fC, = Cp/c,, (15.44) 

unde y este exponentul adiabatic, egal cu raportul căldurilor molare sau spe
cifice la presiune şi volum constant (y > 1 ; pentru gaze biatomice y ~ 1,40), 
putem calcula modulul adiabalic K.,: 

dp dV 
lnp +yln V =lnconst,- +y- =0, 

p V 
(15.45) 

(
dp) =- y ..J'_, K,d =yp =yKtzob 
dV ., V 

(15.46) 

deci viteza sunetului în gaze ideale este (omitem indicele zero la p0 şi Po în 
rezultatul final) : 

unde am folosit ecuaţia de stare a gazelor perfecte: 

m 
pV =-RT, 

fL 
P = PfL , 

TR 

(15.47) 

(15.48) 

1.1. - masa molară (kg/kmol), R = 8 314.,3 Jfkmol·K - constanta gazelor 

perfecte,"' =--1- K-' - coeficientul de dilatare izobară sau coeficientul 
273,15 

termic al presiunii lizocor). 
Viteza sunei<;/ui In gaze creşte deci cu temperatura şi n11 depinde de presiune. 

!n aer, la 20°C, c = 340 mfs, iar în apă la 20'C, c = 1 480 mfs. 

Viteza sunetului tn gaze (mjs, 0°C) 

aer (uscat) 331,46 NH3 415 ' 
co, 260 N, 333.64 
H, 1286 CI-14 430 
o, 315 

15.8.2. VARIAŢIILE DE PRESIUNE ŞI DE DENSITATE 

Din (15.45) rezultă pentru \'aria\ii mici (dV =- ~e.; căci 
V P 

m) p=-v: 

l!>p Ap 
-=y- (15.49) 
Po Po 

şi în particular pentru o undă progresivă: 

/:;p /:;p V 
-=y-=y (15.50) 
Po Po C 



15.8.3. VITEZA SUNETULUI ŞI VITEZA TERMICĂ 

Reamintindu-ne de viteza pălrutică medie (viteza termică) vr a moleculelor 
unui gaz: 

1- v3RT Vr=..;(v2 )= -fJ.-, 

putem scrie pentru viteza sunetului în gaze : 

' V RT V-; 1 
C= y-fJ.-= 3 -vr<vr,c> -/3 

0,58 Vp < C < 0,75 Vp. 

(15.51) 

(15.52) 

Pentru gaze monoatomice y' = 5/3, deci c ~ 0,75 Vp; pentru gaze biato
mice (aer) y = 7j5, deci c = 0,68 Vp; pentru gaze poliatomice c se apropie 
&0,6~. ' 

15.9. DENSITATEA DE ENERGIE A UNDEI 

Energia cinetică a particulelor care oscilează raportată la unitatea .de vo-
• . dm v2 1 · 

lum nedeformat (m absenţa unde1) este w, =--=- p0v2
• 

dV, 2 2 
Am calculat în capitolul 12 energia elastică de deformare pe unitatea de 

volum (nedeformat) :. 

wp =_!_E•2 (bară); w" = -
1
-(llp)2 (fluid). 

2 . 2K · 

Ţinînd seama de expresia vitezei undei elastice c2 = Efp0 (15.27) sau c2 = 
= K,,jp, (15.40), de expresia deformaţiei E = -vfc (15.16) şi a variaţiei 

de presiune !lp = p0cv (15.42) în unda progresivă, energia elastică (poten
ţială) de deformare pe unitatea de volum devine: 

1 2 1 2 Ee = -p0V =Wc, 
2 2 

1 (A )2 1 2 
Wp= -- up =- poV = Wc, 

2K,, · 2 

(15.53) 

deci coincide cu energia cinetică a unităţii de volum. Prin urmare, energia 
cinetică şi cea potenţială a undei plane progresive variază în concordanţă 
de fază, spre deosebire de cazul oscilatorului armonie individual.. Energia 
totală pe unitatea de volum va fi atunci: 

dW = w = p,v' = _1_ (!lp)2. 
dV, p,c2 

In cazul undei plane monocromatice : 

w = p,A 2U> 2 sin' (U>I - kx), (w) =_!_ p0U>2 A 2. 
2 

(15.54) 

(15.55) 

Densitatea de energic a undei este propor{iona-1(1. cu ptllralul cunpliludinii 

de nscila[ie a JHltlicu!elor şi cu pli.lratnl frecvenţei (şi cu densitalca rncdiului). 

Ca ordin de mru·imc, pentru sunetele obişnuite în aer: 

15.10. FLUXUL DE ENERGIE. 
INTENSITATEA SUNETULUI 

Propagîntln-se, unda sonoră pune în mişcare oscilaloric no1 ŞI noi parti
culc; ln faţa frontului ele undă mediUl este în repaus, în fimp ce în spritele 
frontului de undă particulele me- -
diuJni oscileaz[t; prin · urmri.re 
unda transporW energie. Acest. 
transport (transfer) de energie 
nu este însoţ.it de un transport 
ele suhstanţ.ă, deoarece particu
lele mediului execută în Umpul 
propagr1rii undei numai oseila"ţii 

în jurul pozi[:iilor lor ele echilibru. Fig. 15.9 

15.10.1. FLUXUL DE ENERGIE 

Srt caleulăm canLitatca de energie transportalft de unda progresiva In

tr-un limp dl printr-un element de suprafaţă dS_~. aşezat perpendicular pe 

directia de propagare a undei. După trecerea timpului dl vor fi excitate în 

faţa elcmcntnlui dS.L toate particulele cuprinse într-un cilindru cu baza dSJ.. 

şi înfll ţ.imca cel/ (fig. 15. 9), ·prin urmare : 

dW = wdS_~.cdt=wd S-;:dl. 

l•'luxul de energie reprezintă energia care trece printr-o suprafafli. oarecare 

da/<1 in unitatea de timp (se măsoară în J fs = W). 
Fluxul de energic elementar prin suprafaţa elementară dS va fi deci 

d\V -+ ~ ...... - -~ ...... 
d<l) =-·-· =wcc!S =i dS, i ~rvc, 

eli 
(15.56) 

de unde dCilsilate'(l flu:r.uiui de energie, adică fluxnl· de energic prin ui1ilatea 
de arie aşczatfl f)crperidiculc:lr· pe dircq.ia de· propagare : ,; 

(D.p)' "' - [l'.] =--, l =WC, 

PoC 

dW , 
j - . - =' WC = p0CVw 

dld s .l 
w (15.57) 
m:!.i 



15.10.2. INTENSITATEA SUNETULUI 

Valoarea medie a densită{ii flua:ului de energic se nwnrştc inlensitatt•a su..

netului (sau n undei) : 

1 ""<·> <"> o 1 = 1 = p0c vw = p0CV~t =- <(L'.p)') =-1 (!lp)g,, 
paC p,c 

[I] = 1 W/m' în SI, 

unde am introdus valorile efective: 

<l"J< '>' Vcr= lJ ' 

( 15.58) 

(15.59) 

Vom numi prrsiuuc sonoră valoarea efectiml a uaria{iei de JJresiune: 

p,, <lof (f:.p).,, =J <(f:.p) 2
), p, = Pofl\·r· 

Atunci intcnsilatea sunetului: 

1 2 p; ( ) 
= poCI'cr =- = PsVcr' Ps == PoCl'er · 

poe 

În cazul undei plnne monocronwlice: 

1 ., ·> 1 2 ., 1 A )" jl; 
I =- Oot(•)-Jt- =-poCI!max=PuCV~r= --('-'P ~1ax =-· 

~ ' 2 2poC poe 

(15.GO) 

(15.ll1) 

(15.G2) 

Intensilalea sunetului este proporţională cu pătratul valorii c(ecliue a vUc:::ci 

de oscilaţie a particulelor sCw cu pi'itratul presiuni~ sonore. 
Ca ordin de mărime pentru sunetele obişnuite: 

1 ~ <w)c- 2,5·10-5 ~ ·3'10 
111 

c=8,5·10-3 Wfrn', 
m3 s 

/)., -._ p,r.· Jlol- 1,~ l<g ·3·10-m ·10-' o 10 o N' o 
-___ _ ·- _ L m·~;r 3s- 1 ~ L. 1 1 m-. 

J2 J2 m' s 

15.11. ANALOGIA ACUSTICO-ELECTRICĂ 

Prin analogic cu mărimile caracteristice cţuentului alLernath·, produsul 

p,c = R,, se numeşte rezislen{rl (impdan{rl) llCLlSlÎcrl (în kg/m'· s = N ·s/m'). 
Viteza particulelor v corespunde intcnsităt,ii momentane i a curentului, iar 

variatia de presiune tlp corespunde tensiunii alternative u. Intensitatea 

sunetului l corespunde puterii (medii) P a curentului alternativ. 

Pentru ner în colH.litii nonnalc: 

~ 1,2D3 l<g ·334~ ~ 428 N ·s/m'. 
m3 s 

.Analogia awslico-clcctriciî 

:Mărimi acusticc 
1 

l\Iărimi clcdricc 

viteza V, [m/s] intensitatea curentului i, [A] 

varia\'ia de presiune t:1p, [N/m'] tensiunea rr, [V] 

presiunea sonoră p., [N/rn'] tensiunea. cfeetivă u, [V] 

[ N·•] rezistenţa acustică Ra = poe, m' rezistenţa R, [Q] 

D.p = p0C ·V = BaU u = Ri 

P~ = p0c·vr/ = Ru11rt U=RI 

intensitatea sunetului J, [W/m'] puterea P, f\V] 

2 p; U' 
I = p0CVer=- =fJ,Vct P= RI' =- = UI 

PoC Il 

15.12. UNDA SFERICA 

In cazul undelor sferice (în mediu lipsit de absorbţie) fluxul de energie 

prin orice suprafată sfericft (de orice rază) cu centrul în sursr1 este constant, 
egal cu puterea sursei : 

<ll =(densitatea fluxului)·(aria sferei) = const, 
de unde densitatea fluxului de energie trebuie să fie invers proporţională 
cu aria sferei deci. cu pătrat~1l distanţei pînă la sursă. Prin urmare, în cazul 
imdei sonore· 'sferice,: iiitensitatea sunelullii variază invers proporţional cu.pă-

lratul dislanfei pinii la sursă. . 

Cum ~lcns{tatca fh.~xului de ene~·gie a undei monocromatice este propor
ţio_nală cu p(ltratul amplitudinii, rezultă că amplitu'dinca u'ndci sfcrice· mono

cromatice trebuie 1S{t fie invers proporţională cu distanţA pînă la centrul- :un

delor sferic~. ·R'ezultă cft eio~ga!:iile particulelor in unda sferică progresivă 
,]· . .. 

monocrOinatic{t sînt : 

;\ 
l;(r, i) =- cos(wl- kr), 

r 

unde r este distanţa pînă la sursa l~ndelor sfericc. 

15.13. UNDA DE ŞOC 

(15.63) 

Dacă un corp (glont, aviOn ·supersonic, chiar o navă pe snprafaţ.a apei) 

se de"plaseazrt într-un fluid ·cu viteză mai niafe decît viteza undelor (Sune
tului), atunci apare aşa-numita undă de şoc. 



1_n adevăr, dacă la un moment dat corpul se află În puncltd .'1 (fig. 15.10), 
dupa trecerea lJmpHim /, corpul se deplasează În punctul B cu Al! ~ ut, 
iar-frontul undei emise în A va avea raza--AC--=Cl <VI; Fronl11l undei Ya 
avea forma unui C'~tl _cu ~·îrful în corp şi semideschidcrca et., ~ată de 

sin-'X -:= Cju. 

Fig. 15.10 

(l:).IH) 

v >·c · 
Sl/7 Ct. ::; Cj V 

Vîrful undt·i de şoc (\·Jrful conului) se deplasează cu \itrza va corpului, 
iar suprafaţa laterală a co'ill!IUi Se deplasează pc' direcţia normni:J lt:l g(•!lera
toar<'n r.omtlui cll vil.l•za c < P. 

• • 1 ;·:" 

::') 

15.14. INTERFEI{ENŢA' 

Dar.ă ) n. l);l_rdi Il- cx h. f}l mfll .multe _S\1 r~e. cJ.e:oscila ţii,. atunci in Iiwdhl se pro
pagă mai_ multe proCC$G onduJalorii -_şi particulele. mediului sinl solicitate 
si m_ulti"tn l:i 'wa~ I.n.ul te I~tişch_d Oscihl tarii. 'uupă c~1~n ~ra(~ 1 -,~xpyr_i~ .. n t'a, ~1 ~J ţl
gaţJa rczullanla a parLirnle1 se compune ueclorw,l d1n clongatiilc produse 
separat· şi indeJiCndeill ele· fiCcn 1·e oScilâ ţie: -Ace·sta e'Ste· jJrin'djJfLlt-/nl prap ·uncrii 
(superpozi~iei) :u~Hlelor, adică·'-? suprapUnerii ind"ependenu·. â· procesclorj Oifclli
l~toriî sau os_cil;t,torii. Două unde :"trec 1Ulla-. prin cealal!tă" JărlVa se- p(·r·lll rha 
rec_i pt;?c. Ji\i.nc.ipiţi.l,. Â ~rprn pn nerii __ c~te. o .Gpnsţc~Hţă ma te~nati,qă ri .,1 inipri [fl {i_i 
ecuat.ulor ·dJferent:mlc care descnn procesele ondulatorii (surp._a mai __ n1ulLor 
soluţji ale ccnatiilor liniarc este de asemenea o soluţ.ie): Desigln·; "Ccltti[iile 
diferentiale liniarc rcprczinL[t doar o p~imă aproximare a procrsclor din 
mediile reale. 

Fenomenul suprapunerii undelor, cu întărirea sau sHibirca rceiproeă a 
oscilaţiilor,_ se numeşte intcrfq·enfa .. mul~lor. - ,· 2 , 

Interes deosebit îl prezintă cazul a două surse care oscilează eu aceeaşi 
frecvenfil şi au diferent-a de fazrt a oscilaţiilor conslantli.; astfel de surse se 
numesc coerente. În acest caz, tabloul de iu-tcrferenţă este staţionar, ampli~ 
tudinile oscilnpilor în diferite punct_e -sînt constante în timp. 

Fie dour1 surse coerente 81 ,~ care oscilează în fazll şi nn pui1ct J> situat 
la distanţele r~.~ de surse (fig. 15.11).··Elo~gatiile-~1 , 2 _pro'duse ele ficcare.unrli'l 
şi_presupu~e pc, aceca,<:i .di1:er{i~. :SC adună, .rtlunc;.i,: algcbric:; 

(l:i.H5) 

Analog calculului de la§ 14.3, amplitudinea rcznllanlfr YH l'i: 

A ~ jAJ +Ai+ 211 ,A·, cos k(r,- r,). (l:>.liG) 

Mărimea ampli·(udinii rczultant.e -~lcpinde de t~ifPrrnta de r~:li'i ~? = 
= k(r2 - r 1) sau de difen~n~a de J:rl!lll !J.r :== r .... -- r1 a cei<Jr dol'ft oscihqiî 

.. -' : 

Fig.: 15.11 

care se suprapun. ,\rnp!ittHlinca rrzultnnt[t esll' m~~xim~i cîEd difrrenţa de 
drum :rste .. _un mul.l_iplu! înltrg .de lunghni -de u_ndiî sau un _mpl~iplu par 
de semi~nH1c.; (adi~:ă de jt~m~1ăţi de lm)gime cjc t<IHlr~): 

.4 ~A,+ A,, r, -- r, n - înt rcg, (15.G7) 

şi. minimă,·cîncl diferen~·â ·de: dl·um estic un mllltii~ln imrar de scmiunde: 

Da.că .. a rn:pH lu.di n;il e. comp o,nenl ~- s Îţl t egal_(', mi !li mei c se, r~(1H c 1 a, zero.. , ·, ~ ·1. 
, :,- Fenomcn:ul_ -,~e .. interferţn'ţă este fnî.rnos iltlslrat:,de u_wlrh• _d_c, s~~pr~~ntă 
·car·e·Se ·ror~t;az'rt pe ripft'Ia aru'nCr:.rl·a simultitnrt a dollft pic·triccl'e:-lri ·o anumită 
distantrt între rlc. · 

15.15. UNDELE STAŢIONARE 

Un caz i'nlci·csa.nt de inrcrferenţ[t -esie sujHapunerea undei incide-nte cu 
unda reflectată pe aceeaşi direcţie Ox. In general unda reflectată va fi defa
zată faţ-.ă de eea-incidentă cu un- anumit unghi ~. clcpenclent dc.condiţ,iile 
fizice ale rcf!exiei, şi-·va avea amplitudinea mai mică, deoarece o .-parte din 
unda incidentă este transmisă niai departe în ·mediul al doi! Ca. Considerînd 
pcnlru simplificare aml_lii.udini egale, elongaţ.ia rezultant ii c Ya fi: 

i',(.r, 1) ~ 1l ccs(wl- b') + A ccs (wl + kx + ~) 
~ 2.4 cos ( /,x + .~ ) ·cos(,,,[+%) 



sau cu ajutorul reprczentării complexe : 

~(;r, t) ~ Ae•c~•-••> -1- Ael(wiH.<+~> ~ AelC<·>I+P/2) (c-•C••+P/'l-1-

+ e•C•·•+P/')) ~ 2J1 cos ( h -1- ~ )el(wi+P/2) 

sau elongaţia reală : 

~(x, t) ~211 cos(kx -1- ~)·cos( wt -1- ~)~A' ~os( wl + ~)· (15.69) 

Se obţine astfel o unrl<l sta!iorwră (fig. 15.12). Pentru unda staţionar<l este 
caracteristică separarea fazei wt-kx de la unda progresivă într-un factor 

sinusoidal spaţial şi unul sinusoidal temporal. Fiecare particulă oscilează 

armonie, sinusoidal, conform factorului temporal cos(wl-1- ~12), dar cu 

amplitudinea A' variabilă de la punct la punct, conform factorului spaţial 

A' ~ 2rl cos(k.,; -1- ~12), spre deosebire de unda progresivft (plană neatenuată) 

în care particulele oscilează cu aceeaşi amplitudine. 

In punctele pentru care cos( k.r + ~) ~ ± 1 am_Jlitudinea este m1Ximă, 

egală cu 2A (ventre sau umflrtturi). ln punctele pentru care cos ( kx -1- ~) ~O 

amplitudinea este nulă, particulele de acolo sînt permanent în repaus (noduri). 

Distanţa dintre dourt ventrc sau două lloduri succesive eSte dată dt! 
condiţia : 

L'.rp = kL'.:r ~ "'• 1'..1: ~ "AI2. (15.70) 

ln fig. 15.12 sînt reprezentate elongaţiile particulelor în cinci momente 

succesive, la un interval Tl8; în momentul 3 din figură toate particulele 

trec simultan prin poziţii1e lor de echilibru. 

Particulele situate între două noduri vecine (succesive) oscilează toate 

în faul : toate se· depărtează sau se apropie de poziţiile lor de echilibru,~ trec 

simultan prin pOziţiile· de echilibnl· şi Simultan· îşi. ~t,i_ng elong~ţiile maxime 

o 
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Fig. 15.12 

' ./ 

• X 

(amplitudinile). La travcrsarca unui nul faza m;cila~iilor se schim1tt eu n 
(amplitudinea schimbă srmnul), spre dl•uebîrc de UJH1a progrcsh i'i în ('are 
faza variază în mcd continuu de la pc net la punt"l. 

Pentru de{orma{ia relrrth·ă în unda stationr.ră avem: 

'" 
E(snu y) ~o<, = -2kA sin (kx + ~12) ccs (oll -1- ~12), 

ax 
(15.71) 

adică amplitudinea deformaţiei este ma.rinu1 în noduri şi nul<l În venire. 
De exemplu, în unda staţ.ionară longitudinală comprimările şi rardicrile 

au amplitudinea maxim[l în noduri. Anume, de o parte şi aUa a unui nod 
particulele se mişcă în sensuri opuse, pe cînd înlr-un vcntru paJ·ticulclc se 

mişcă ÎB. acelaşi sens. 
Varia[ia densităţii şi presiunii 1n(r-un fluid i'ntr-o multi sta{ionarc1 lon

giludinaUi are amplitudine maximit lot in noduri : 

L'.p ~- po ~~ ~ 2 kA P• sin (k:t + ~12) cos (w/ + ~12), l:!.p ~c'l:!.p. (15.72) 
i'x 

Pc suprafaţa pc care se produce reflexia se formează un nud, dac[t me
diul pe care se reflectă unda este mai dens decit mediul în care se propagă_ 
unda. În acest caz, unda îşi schimbă prin reflexie faza cu ~ = 7t, astfel încît 
elongaţ.ia îşi schimb[t semnul şi prin compunere cu clongapa incidentă rezultă 

un nod, altfel spus, unda pierde prin rPflcxic o jumătate de lungime de undă. 

l</2 (corespunzător defnzării cu r; ~-' .. ). 
în cazul reflexici re un mediu mai pupn dens, faz~1 undei nu se .schimbă 

prin reflexie, astfel încît eldngntiile se adun[t şi se cbţinc un \'Cntru pe 

suprafa!a de separaţie. 
Dacă unda reflcclalft arc amplitudine mai mică decît: unda incidentă, 

Ar< A, rcznllft o suprapunere de undă progresiY[t şi undă slnţionară, în 
ventrc amplitudinea este maximă A -ţ-. A,., iar în "noduri" este minimă 

A- A,. 

15.16. PRINCIPIUL LUI HUYGENS. 
DIFRACŢIA UNDELOR 

Dacă în drumul undei se află 'un o})stacol de dimensiuni comparabile cu 
lungimea de wuUi sau un paraYan cu un orificiu (sau fantă), se observă 

fenomenul de ocolire a obstacol ului df Cl1ire wuW sau de cur bare d razelor (care 
sînt .perpendiculare pe front.ul de undă) (fig. 15.13). Acesta este fenomenul 
de difracţie a undelor, crirc impretmă cu interferenţ-a, reprezintă două· feno

mene tipic ond ulalorii . 

Construc~:ia frontului de undft şi a razelor se poate· fncc cu ajutorul prin

cipiului lui Huygcns (1620): 
Fiecare punct al mediului la care a q;uns frontul de wult1 consliluic·o ·nouă 

surslf de oscila fii care se propagd înainlr. lnfllşurătoarea tuturor acestor suprafete 
de uncW elementare dll noul front de rmdtl . 

Douf1 orificii mici (sau fanlc înguste) într-un ecran, atinse de frontul 
de und{l, constituie dou[t surse coerente de oscilaţ.ii, ast.fel încît în spatele 
ecranului se obţine un tablou de difractie şi intcrfercntă (Thcmas YOung, 

1802). 



Undele sonore (cu frecvenţele v"' 20 + 20 000 Hz) nu în aer· (c ~340 m/s) 
lungi mile de undlt A ,..._ 2 cm + 20 m, de aceea pentru undele ·sonore fenOmenul 
de difracţie se observă foarte ·uşor pentru obstacole obişnuite: ferestre des~ 
chise, vehicule etc. 
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Fig. 15.13 , 

Astfel, stînd în cameră, chiar la un etaj superior, auzim uşor sunetele 
de pe strad~, care ,plttrund prin fereastra cţeschisă. La fel auzirp. vorbirea tţnui 
om aflat în spalele unui autobuz sau unui gard înalt. 

15.17. REFLEXIA ŞI REFRACŢIA UNDELOR 

Unda incidenlă pe suprafaţa de separaţie a două medii suferă parţial 
o reflexie şi partial o rcfracţ.ic. 

.15.17.1. .REFLEXIA UNDELOR 

Fie o undă plană cu suprafa[:a de undă AB, care ajunge la· suprafaţa· de. 
separaţie (fig, 15.14). Unda c·are se propagă din punctul B ajunge după'un 
anumit tiinp. t în B', parcurgînd- distanţa ;c1 t ==· B B'·. =A B'. sin a1 • lrr acelaŞi 
timp unda reflectată din punctul A ajunge în A', parcurgînd' o· distanţ.ă 
egală: c1t =.AA' = AB' sin.o..~, de un'de rezl,ltă ·a~. = oc1. 

Unghiul de reflexie este egal cu unghiul de incidenţă. 

•Vectorii de ·uridă, incident f 1 şi r~flectat f~/sînl·egali în tnodul : 

2î! w 
k1 =- =-··= k{, :(/:i', =A~), 

)',1 Ci , . 'f •· · 

î3r ~roiecţiile, I~r pe; plnnul de separ;·ţie' '~înf ''~fpile : · 

k1 sin a 1 =li'~ sin 7.~, (k1 = k{, cx 1 = =..::~). 

(15.73) 

(15.74) 

Introducînd versorul normal ei ~ la suprafala de separa ţie, putem scrie vec
tori al : 

(15.75) 

c~ca c_e înglobeazii şi proprietatea că_ rara incidenft1 x:l şi cea reflectată k~ sînt 
!n acelaşi plan cu normala ii'. 

15.1!7.2. REFRACŢIA UNDELOR 

ln timp ce"unda din B ajunge în B' unda refractată din punctul A se pro
pagă în acel_aşi timp în celălalt mediu în A", parcurgînd distanţa c2 l = AA" 
=ABI: sin Gt:H de unde rezultă· legea refracfiei: 

sin a1 = ~, 
sin cc:2 c2 

sin at = sin a2 = ... = sin a = const, 
c1 c2 c 

(15.7G) 

· Din legea refracţiei rezullă egalitatea ccmponentelor tangenţiale (la 
suprafaţa de separaţie) ale vectorilor de undă: 

k1 sin a 1 = ka sin o: 2 = k sin ce: ~ collst (15.77) 

astfel încît ambele legi a rellexiei şi a refracţiei se pot scrie sub formă 
vectorială : 

(k1 ~ w/c1 ~ k;, k, ""'wfc,), 
U:J?-~~ ;; este ve~sorul normal ei la suprafaţa d~. ~epar~ţie. 
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Fig. 15.14 

(15.78) 



Dacii C2 <Cu din (15.7G) rezultă a~ < a 1 , adică raza deviazl1 lotdeauna 
spre regiunea de 11itezil de propagare mai mlcli. 

De exemplu, în gaze. viteza sunetului creşte cu temperatura. Vara, la 
amiază, pămîntul este înficrbîntat şi temperatura aerului scade cu înălţimea, 
atunci razele sonore deviazft în sus şi audibilitatea este scrtzută. Scara, pă
mîntul se răccştc şi apare o creştere a tenlperaturii aeru'lui de la sol in sus, 
razele sonore deviază în jos şi audibilitatca este mai-bună. 

15.17.3. REFL(EXIA TOTALĂ 

Dacă unda vine dintr-un mediu cu viteza c1 mai mică decît viteza c2 

din celălalt mediu, se poate produce pe suprafaţa de separaţie reflexia totală: 
raza refractată dispare. Pentru acea~ta unghiul de incidenţă o:1 trebuie să fie 
mai mare decit unghiul limită dat de condiţia: 

(15.70) 

În realitate, chiar în cazul rcflexiei totale, unda pătrunde şi dincolo de 
suprafata de separaţje, în mediul 2, dar este rapid atenuată. Dacă insă mediul 
2 este foarte îngust, urmat din nou de mediul 1, atunci o parte din undă se va 
propaga în mediul 2 ("efect. tunel"). · 

15.17.4. PRJ!NCIPIUL LUI FERMAT 

Legile renexici şi refracţiei se pot obţine din condiţia ca timpul de pro
pagare a undei de-a lungul razei re·ale să fie minim (principiul lui Fermat). 
ln adevăr, pentru re[lexie avem construcţia siffiplă din fig. 15.15:' iar pentrU 
refracţie, din fig. 15.16 rezultă condiţia pentru timpul de propagare: 
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Fig. 15.16 

l Diferenţ.iind ecuaţiile: 

el, sin "• d + d, sin"' 1 _ 0 . 
2 0:.1 2 (0:.2- ' 

__ rl:..., - de<, + __ d.:.,- do:,~ o, 
cos2 a 1 cos2 

IZ2 C1 cos o:.1 c2 cos o:.2 

trecînd al doilea termen în dreapta şi împărţind ecuaţiile obţinute membru 
la membru, obţinem legea refracţiei (15.76). 

· Consideraţiile de mai sus stau In haza unor principii foarte generale şi 
importante în fizică : principiile uaria!ionale (al minimei ac!iuni) Lagra.nge, 
Hamilton. 

15.18. EFECTUL DOPPLER 

Efectul Doppler constă în uariafia frecvenţei înregistrate de un receptor R 
atunci cînd sursa S sau receptorul R se apropie sau se depărtează unul faţă 
de celălalt. Nu intervin î11 acest efect decît componentele longitudinale ak 
vitezelor pe direcţia sursă-receptor şi nu cele transversale pc această _dircc(ie. 

Fenomenul se explică prin faptul că unda care se propagă în medm apare 
extinsă sau comprimată după cum se mişcă sursa sau receptorul faţ,ă de mediu. 
De exemplu, dacă receptorul se deplasează în întîn1pinarea undei, el va înre
gistra o frecvenţă mai rriare, iar dacă se îndepărtează- o frecvenţă mai 1~ică. 
Astfel, o hard ce vine în întîmpinarea valurilor sau fuge din faţa valunlor, 
va fi lovită de valuri cu o frecvenţă mărită, respectiv micşorată, faţă de cazul 
cînd ar sta pe loc sau s-ar deplasa paralel cn valurile. 

Vitezele se consideră prin convenţie pozitive atunci cînd sursa san recep
torul se apropie între ele. 

Dacă primul maxim al elongaţiei, emis de sursă în poziţia S, fig. 15.17, 
ajunge la receptor în poziţia R olnpă timpul!, = SRfc, atunci al doilea maxim 
va fi emis de sursă după timpul T = 1/v în poziţia S', cn SS' ~ u,T, şi va 
ajunge la receptor în poziţia R', după timpul 1, = S' R' fc sau la momentul 
T + 1, socotit dela emiterea primului maxim. Dar diferenţa de timp (T + 1,)
- t1 dintre sosirile celor două maxime succesive ale elongaţiei, înregistrate 
de receptor, este tocmai perioada înregistrată T' ~ 1/v', deci T + t, - !, ~ T' 
şi RR' ~ u,T'. Din figură reztlltă: 

u, T + u,T' ~ c(l,- 1,) ~ c(T- T'), 

c- 11 C + Vr 
T' = T --8 sau v' = v -'--'---'- (15.80) 

c+vr C-V3 

Fig. 15.17 

Aceasta este formida cfectnlui Doppler. 
· Dacă sursa sau rereptorul se apropie unul de celălalt (u, > O sau u, > O) 
frecvenţa înregistrată v' va fi mai înaltă decit frecvenţa v în cazul repausului. 
Dacă sursa sau receptorul se depărtează nnnl de celălalt (u, < O sau v, <O) 
frecvenţa înregistrată va li mai cohorîtă. Efectul nu este simetric faţă de 



vitezele sursei şi receptorului, fiindcă depinde separat şi in ·mod diferi_[ :4~-'viteza 
sursei {aţel de media şi de vitcz~ receptorului f'a!(1 de mediu şi nu de viteza 
relati,uli. a n1wia~faţ_ă de celălalt. ·Pentru viteze mici fâtă ·de viteza sillletului 
efectul depind-e," in primii aproxTrflaţie, ·d~ viteza· tCl~tiYă : · · - · ' 

(15.81) 
"\-:"'. . . ; ;,, ... . •, f': . '' ... · . 

_Es.~e.llşor. de ohsc:~·\·at: cfect~II·, de exemplu, __ la trecerea unui t:fen· rripid 
prin-ti<o gar[t da_că Jl·enul fluieră,_ sau Iâ trecerea· pfi"It ra'ţa·. iio'it-stfă a Unei 
maş'ihi sau motocidcl'c care claxohcaZă: Variaţia ··~;eiUtivă·,;dC· ri!Ccvellt~ ~>'a··n 
în acest caz : · ' · 

(15.82) 
• V 

.. Existrt. UI~: (:_kc_t auaJ.og şi î_n cazul undelor e_lectromagp.etice (Doppler
Fizeau), dar este si,mcl.rţc Jn_ce1e U~mt"t_~·iLez~c (drpi.llde':de .";it~za'relath~ăsu):~~
receptor). Pe. asemcnca"cxistrtla undde elect.rp,inag-nţ,ţice şi un efcct._Dopi)Ier 
tr?I~S\CI'sal (mulL m:~.i slab)._ ! .• !:;·. ·j- · · ,,,. ,_, · 

15.l9. DISPEl.iSIA. VITEZA DE 'GRUP 
• ' '' ., 1 ~'' .. ·; • • • ' ' - ',.. " 

•'.•' 1'' (' 

Dacâ ·viteza de propagare a undei (viteza d.e· fază) depinde de lungime~ l{e 
wulcl sau de {reclJ{mţii, c _7_c(v), se obs~rt)(1 fenomenul. 4.~ dispţrsie: undel_e;de 
diferite frecven[e (san, lungimi de nndă)·se propag<l- cu.· viteze di(ţri/e. : · 

O undă sinusoidal[t, infinitrl în sPa\:in şi timp, cu amplitndine consta-nţă', 
nu: poartă nici 'o' inf.ormaţie. Ntun.ai· semnalele, mărgini te ·în ~spaţiu şi timp, 
formate dintr·~ un .grup· (p«chet),dc unde ·cu· frecvenţe ~} apropiate întte ele ·şi 
. ' .• ' ~ . ' ,-, ' '. . _. ' ' ' - ' _.__, 
v~~tori de un_dă k, ap'ropia ţi·între ei, ·poartrt o anu:tn'ită hiforrri~iţie ( dc-e·xempl-u, 
o sin,u&bidfl înţrcrup trt ·-în:t:-u n'. h hnni.i t ritm)! ·-na·to'ri tă -inf:Crferenţei- u ridC1 Of 
~q-r4pOD.Cnt~·; se.mnalliL_Cste lli.ă_rgi·1li t ·în spaţiU' Şi' timp.' )\1 ai:l.mill ·alripliţbd.inii 
rCzulta:nte, ·.c.bCi_.- şi, .al densităţii d_e enirgiC (pă_traf.icăliîn am!Jlitudine}".se v~ 
propaga ·c·u-·o ·viteză·, 'nti-mită vitczfJ'de [Jr-iijJ ~;-~,· difcrftă_·_:hf gem~t~al cie-,1 iţCZ'a 

undelor componente. · 

-'--
15.19.1. CAZUL ADOUĂ UNDE 

Srt con3ichrăm la . început pentru __ siriipl!_ficar~ __ dv~ţă unde de frecvenţe 

w1, 2 şi numerele de .undă k1, 2 care se propagă în sensul rixei Ox. J1a:t:imul 
amplitudinii r\.':zultant.e se_ya găsi la momentuL tu în punctul_x0 în care fazele 
coincid (sau diferă -.prin· 2':-nn-)-: . -·- ----> ~-.- _ : G 

i ·--·-:: ' ' . 
Cflt --=·wllo- k1:t:0 = Cj)2 - Wilo -· k2Xo ·· 

sau 

6.q> = q>, - q> 1 = ( w, :;-c ·w 1)1.,, C'· {1<2,--." •k,),.-,;0 , '= 0 •.. 1 , 
11 

1~. ~o.menfui' tirrri'ritik t;.+ d i rmicfit('de inaxi\'ria' ~mj)Iitndjrie' s}; .:.a· găsi_ 
<)"~plasatîn x; + d:>:, (~.i,:= u, d t)';în care fazele de aseî:nene·a coincid'!' · · ·n 
~·· ,_ . ' •!"··"". --· .. ' . '·"' .. -, .,. -, . ;~··:~ · .. ':- .. ;; 

· '· o (<o;:_ w,)(l; +dl) ~ .(k, ~:'k,)(x;r+ d;)~-- O. · .. 

1 

i 
i 
1 

1 

Ţinînd seama de prima. condiţie, rezultă 

(w 2 - w1) dt- (k, - k,) d.t =O 

de unde vi teza de grup 

dx 
V-
u- dl 

. 15.19.2. CAZUL :UNUL GRUP DE UNDE 

(15.83) 

Fie actun.'Un ·grlzfi de .unde;·CU :fh~cvenţele într-un int~ni_~l. mic ~w şi vec

torii 'de' ·utidă' I7:într~un int~ryril tricfimensi_onal mic 113 /c~ l\Iaxi_mul amplitu
{Ii:I~ii .. s~'u ~l'.d~~~·sAăţii de' C-neriie.,(~·e·ntr_~l 'g·rupu~ui) Se va gftşi Ia· ~~mcntul to 
în .punctul r,:. unde fazele' cp = w{~ r; ale: osyilaţiilo_r componente. co'incid 

(san diferă prin mărimi mici de ordin superior), astfel încît interferenţa lor 
este constructivă şi nu destructivă. Aceasta înseamnă că în punctul de maximă 
amplitudine (centrul .de energic) al grţ.Ipnlui (pachetului). de unde trebuie să 
nsem: 

d•p: =" l,dw - 1: dli'~ 0.> . 

in momentul următo·r .f0 + dl, centrul grupului se va găsi deplasat în r: + 
-+- df: (el-;= ,Z:fl_dt), unde de asţmenea fazele ~oincid: 

' . . ..,,,· , .. , . ' 

'. • • • ~ _,. '.-~ 1 

(1, +''dl) dw ...:.. (r, + dr) dk =O. 
' . '): . ' 

Prin . urmar~, _[).vcm conditia 
•:. '.j,• 

Scriind dezv ol trt t 

C(·_) _,. ~ 
= ck dk.=gradtw·dk, 

rezultă imediat viteza de grup 

~ _. 0<~ . . 
v u ==--::-::::;- = gradkw. 

Ck 
(15.84) 

Aceasta' este viteza de grup cir care se-deplasează centrul de energie sau- maximul 
amplilridinii· gnWiilui',de unde. 

. · Dacă· ft:ec~~11(a o} depinde numai de [f[ ='k (mcllii izotrope), aturi~i 
:·' '; ''j'_; !''' -.·:; ;• I , : •• ·-'; " : •,. _• : •:, , .. " •_": •' 

viteza de grup arC valo·area · .. : .. · . .. 

Du_~---'· V,~c=- ' dw ·( · '")' 
. "' dk.. " k . 

'(15.85) 

spre· deosebire de viteza de fază c ·.-:•&>/"-' 
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c= c 1 :A) 

Sub altă formă avem (formula lui 
Rayleigh) : 

dOJ d(ck) • d(c/).) 
Vg =-- =-- = -),~-- = 

dk dk dA 

- de 
=C-A-· 

dA 
(15.86) 

Dacă viteza de fază c nu depinde 
de lungi mea de undă A, adică în ah-

. senţa dispersiei, viteza de grup v 9 co-
F,g. 15.18 . 'd 't d f V . - IllCl e cu VI ·eza e aza c ; forma gru-

pulm de unde nu se schimbă în timpul propagării, pachetul de unde sau sem
nalul nu se deformează. Altfel, în cazul dispersiei, forma semnalului se schim
bă, datorită vitezei diferite de propagare a undelor componente. 

a5.19.3. INTERPRETAREA GEOMETRICĂ 

Se poate da o construcţie grafică pentru viteza de grup (fig. 15.18): 
de 

OB =AC-DC =c-BDtg" =C-),--=v,. 
dA 

Se vede şi din construcţia grafică, fig. 15.18, că intervalul de lungimi de 
undft (sau de frecvenţe) ale grupului de unde trebuie să fie suficient de 
mic, pentru ea viteza tie grup să fie bine definită. 

In caztll dispcrsiei normale, cînd undele mai lungi se propagă mai re
pede decît cele scurte (cazul din figură), dispersia de/dA> O şi "• < c. 

In cazul undelor sonore, viteza de fază practic nu depinde de frec-
venţă de aceea dispersia sunetelor este neglijabilcl. · 

15.20. UNDELE DE SUPRAFAŢĂ 

La suprafat-a apei (lichidelor) iau naştere binecunoscutele unde de supra
faţă. Experienţa arată că la amplitudini nu prea mari traiectoriile particulelor 
de lichid sînt cirwlare. Particulele de la suprafaţă descriu cercuri cn razele cele 
mai mari, iar cele din profunzime descriu cercuri cu raze din ce in ce mai mici. 
De aici rezultă imediat, prin construcţie grafică, forma undei de suprafaţă 

(fig. 15. HJ), care nu este sinusoidală: vîrfurile (dealurile) sînt mult mai ascuţite 
decît adîncilurile ('diile). Amplitudinea undei este egală cu raza cercului de
scris de particulele de lichid. 

a) Se poate arăta că pentru undele foarte lungi (de exemplu, mareele), cînd 
i. ~ b, (), ~ 100 km), unde b este adîncimea apei, avem 

c = .Jgh. (15.87) 

1 GX§Q@@(bQG) 
1 

1 c 1 

GQOQQQ()@ 
Fig. 15.19 

Pentru undele de suprafaţă obişnuite (), < h) : 

VgA 2ncr . f" - 1- (15 88) c = 
2

" + -pJ:, cr - tensmnea super ICia a, . 

unde primul termen reprezintă contribuţia .r~rţelor gravita_ţioJ~ale, iar al doile_a 
contribuţia tensiunii superficiale în restabilirea suprafeţei onzontale de echi
libru a lichidului. 

b) Pentru undele marine obişnuite preclomin>t primul termen, contribuţia 
for[.elor capilare fiind neglijabilă : 

V gA T 
c = 2n = g 2n ' (15.89) 

de exemplu, pentru T = 10 s, c = 56 km/h, A = 156 m. . V 

c) Dimpotrivrt, pentru undele cu A ~ h, (A::; 1 cm), predomma al doilea 
termen: undele capilar.e ("încreţiturile" la suprafaţa apei) : 

C= vw. (15.90) 

Viteza (15.88) are un minim cînd cele două viteze (15.89) şi (15.90) sînt 
egale între ele : 

Cmtn =""
4

/f'!JLpentru Am =2rrV cr · \( ? pg 
(15.91) 

Pentru apă (fig. ·15.20) ·, 
Cmln = 0,23 ·m/s pentru Am = 1,7() cm. (15.92) 

Undele de suprafaţă manifestă net fenomenul de dispersie: 
c ,;." f(A) (15.88), caracterizat de dispersia ~e/dA.. V 

Peiitrl.l undele marine (15.89): "' = c/2 (d1spersw normala), 
undele capi! are (15.90): ve, ,;";. 3c/2 (dispersia anomală). 

iar pentru 

15.21. ABSORBŢIA UNDELOR 

· In .. prpcesul . .p•·opagării. undelor are _l?c totdeau~a ·o tr_ansform~re_.~re
versibţlă (cl~şipar.e) :;l Clfer~iţţ son~re! ad1_~~ a .cner?Iel. mecamce a ~sCilaţnlo~ 
ordonate ale particulelor, m energm mtcrna a medmlm (căldu~ă). Dm aceasta 
cauză:se produce absorbţi_a sunetului, adică intensitatea undm scade treptat 

339 
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l'ig. 15.20 

P~ m{tsura propagării ei. Pc o _porţiune infinitczim~Iă dx-.(fig. 15.21) amplitu, 
dmea undei A scade cu o cantitate mfinitezi,mală propor(:ională cu ·porţiunea 

de medm parcursă dx. şi cu amplituclinea A 
sau altfel spus, scăderea relativă a amplitudinii 

X 

A, A 

l'ig. 15.21 

dx 

A+dA 

dA<O 

-dA/A este ·proporţip~ală cu grosimea dx a 
slratului străbătut: 

c!J1 ~ -·xA dx, 
dA 

A 
=-X d.-r, 

(15. 93) 

unde x este constanta ·de atenuare a amplitudi
nii, [x] ~L - 1 ~ m-1 : Prin integrare rezultă: . ' '' .. ' '.' 

(15.94) 

unde Ao este amplitudinea la x =O şi x este dislan~·a străbătută de undă. 
Prin ~tnnare, amplitudinea scade exponenţial cu distanţa parcursă. 

Pe o clistanFt () = 1/x, numiUt lungime de a/enuare, amplitudinea scade 
de c =: 2,718 ori. 

Intensitatea niiclci fiind propor\ională cu amplitudinea la prttrat, se \'a 
atenua după legea : 

(15.95) 

unde 2x este coe{icicnlul de absorbţie sononl al mediului. In !luide acest coefi
cient depinde de viscozitate (frecare internă) şi de conductivitatca termică, de 
asemenea de frecventa sunetului şi densitatea mediul ni. De exemplu, la lichide 
x I'J -.;'!·, iar la solide x I'J v. 

Ecuaţia undei plane monocromatice, într-un mediu absorbant devine 
acum : 

~(x, i) ~A, e-x• cos ( wl - kx). '(1~.06) 

In cazul propagt1rii unui grup dt un:'e (semnal), forma sa la sosire poate 
diferi de original, din cauza atenuării diferite a unde]o~· componente. 

Constantele de-atenuare x în 10-3 m-1 

_2,_4 

' 
Frecventa. v, kHz 1 G 8 10 

----

aci', 20C)C 0,3 1,0 
1 

3,8 8,4 14,5 22 

Pentru frecvenţe mari, v "" 10 MI·Iz, avem pentru apă la 20°C : x = 
~25-1o-is '12 • Pentru'"~ 10 J\IHz aYem pentru o\el x ~ 5 m-1 şi pentru 
slielă x = 2 m-1

• 

PROBLEME 

Iti.l. Ecuaţia unei unde sonore in aer este 

~(x, t) = 10"' cos 2~(340 t- x). 

Să se calculeze la) frecvenţa, lungimea de undâ şi vi-leza ~c propagare a~ sunetului; b) Ăinpu .. 
tudiuea variaţi~i relative n densităţii aerului şi a presiunii tn unda sonoră; t') Intensitatea 
s.u.netnlui •. ştii_nd de1.1siţatea aerulu)_ P:= 1.3 I{g/m3

• 

n. a) \1 = 340 Hz, A= 1,00 m.:c = 340 mls; 

b) ( Ll.p) ="'A =:6,3·10·•, ("-P) =y (Ap·) = 8.8·10-• ;' 
Ptm C Po1n Pom 



15.2. O und1 sonoră cu lungimea de tmdă A = 44,3 cm se propagă tn aer aflat in -con

diţii normale (?o= 1,29 l<:Jf.n~, c = 33-Ln/s). AmpHtudinea de vibraţie a particulch•r 

A = 1,00 ·10-s m. S1 se cal..!ulezt:: a) variaţia efectivă a densită~H aerului; b) presiunea 

sonoră 1 e) intensitatea sunetului. 

n. r A 
n) (~p),, = 1 2n-

' "' \ 
1 
1 
1 

--1-.; 1 

ic 

r) 1 = p~/R". = 0,33 \V fm~. 

---,... 

', 1'---
/ 

Fig. 15.22 

15.:.J. Un avion cu reacţie zbon.ri'i. cu viteza constantă v = 500 mfs Ia altitudinea li = 

= 6,8 km. C1.re este for.na frontului undui dJ şo~ prudusi de avion? La ce- dlstan~ă de o 

r.asă se află nvionul in momentul cind ~pannrHe casei incep s:l vibreze? Viteza sunetului 
c = 310 mJ:;. ' 

n. Con cu se:n:d<):i~hido.!l'ea ~. sin~ = C/V (fig. 15.22), 

d = lwfc = 10 km. 

15.4. Si se calculeze indicele de refrac~ie a sunetului la suprafaţa de separaţie aer-sticlă, 

cunoscind densitatea stiC!lci p = 2 600 kgfm~. modulul de clastiCitate E = 7 ·1010 N/m 2 şi viteza 

sunetului în ner c = 310 m/s. 

n. 11 = c V.f = 0.065. 

15.5. Ştiind viteza c0 a sunetului ln aer la 0°G, s:1 se calculeze timpul de propagare a sune

l\l.lul in aer de la sol pină la o inil~imc h. d:tc1 temperatura variază liniar pe această dlstan~ă 

de la T 1 la T 2 ciup:'i legen T = a- by2• 

n. 

15.G. Să se calculeze densitat® de energie ·cinetică. potenHală şi fotală medie Intr-o undă-· 

staţionari\ ~(x, 1) =A cos (kx + ~)cos (<>1 +a) .. 

1 . 
wP =- p0c-.>~.,p sin~ (T.-x+(l) cos~ (wl+a).:. 

2 - -

15.7. Un observator fix ascultă sunetele emise de două diapazoane identice de frecvenţă 

v = 1 000 Hz, dintre t·are unul se dcpărteazi:i, iar celălalt se apropie de observator ('U ar('caşi 

viteză. Observatorul aude bătăi de frecvenţă v~ = 10 Hz. Care c.ste viteza diapazoanelor, dacă 

vi,teza sunetului este c = 340 mfs? 

n. llv;:; c v,/2v = 1,7 mjs. 

15.8. O sursă de frecvenţă v = 1,00 kHz se mişcă pc normala la un perete, cu vitew v = 

= 3,4 mfs. Viteza sunetului în aer <' = 340 mfs, Un receptor este aşezat pc aceeaşi normală 

la perete: a) Intre sursă şi perete S-R-P; b) tn exterior R-S-P: <·)fixat solidar pc smsă. 

Să se calculeze frecventa bătăilor inrerţistrate de receptor. 

2cl• v 2v v 
R. a)O;h)vb=v--- .:::::2v-=20Hz;<') V1J=V---;::;:2v-=20I-Jz. 

c2-v~ c ,·+v c 

15.9. Pc normala Ia nu perete se află o sursă sonoră de frccvent,..1 v = 1,00 kHz şi un re

ceptor. Dacă peretele se depărtează cu viteza. v = 1 ,O m/s ce frecvenţă a bătăilor inr~islrcază 

receptorul? (Viteza sunetului c = 340 mfs.) 

V V 
Jl. vb=2v--- .:::::2v-=5,9Hz. 

c +V C 

15.10. Pe o axă se află o sursă Ele sunele de frecvenţă v = 1.00 kHz care oscilează de~a 

rad . 
Jungul axei cu frecvenţa unghiulară <-l = 34- Şt amplitudinea A = 10 cm. Ce Interval de 

s 

frecvente aude un observator fix situat pc axă? (Viteza sunetului c-= 340 mfs.) 

n. 2wA/c 2wA 
!1v = v --==:...._- :::e v- = 20 !-Iz. 

1--(wA/c)' • 

15.11 Un tub OA se roteşte tntr·un plan vertical in jurul unei axe orizontale prin O, c.u 

viteza unghiulară ,n = const. în tub se află o bilii grea fixată printr-un resort de capătul O. 

La t =O tubul este orizontal, bila in repaus şi resortulnetntlns de lungime X0• Să se afle legea 

de mişc.c'l.re a bilei f 1ţă de tub şi frecvenţa de rezonanţă, ştiind frecventa oscilaţiilor libere N ale 

bilci pe resort pcnlrn tubul orizontal fix (se neglijează frcci'irile). 

n. x= Xo (w~- s.v cos V N~- n~ ·l) + g (sin O.t 
w~- .0,2 w2 _ 2Q2 

pentru n < (1) ; 
g t 1 l" g . l 

X = Xo+- + -X0<.U 2 ·-- Stil W , 
(1) 2 (,)2 

pc;~hu .Q = W; Wrez = wf'l2. 



CAP l 1' O L U L !6 

SISTEME ACUSTICE 

J. Sistemele· acnsti'cc .. ,sînt. sisteme oscilante, .care generează ··unde sonore, 
prccnin_eq_n.r~r· ~~cmbranc,-.pJ:~c,t ~·ibrantc, tuburi :sono~e, sau rec~pto,are qe 
sunete. Urechea omenească este un receptor exccpponal, el analizează sunetul 
ca un aparat· st)cctr.al; dcscompunîndu-1 îri.-· speCtrul Oscilaţiilor arin onice 
simple (spre deosebire de ochiul omenesc). 

16.1. COAJWA VIBRANTA. 

16.1.1. VITEZA UNDELOR TRA,NSVERSALE 

Sft studiem vibra tiilc transversalc al~ unei coarde întinse de .o for~:ă F. 
Vom presupune că oscHa(.iile tuturor punctelor coardei se pi·oduc într-un 
acelaşi plan fix, pc care îl alegem plan O.r~ (fig ... 16.1). Presupunem coarda 
elasl:ic;_\, omogenă şi abs~Jlut f-lexibilă, adică terisîithea · F este tangentă la 
coar(Ll (Etră forţe i:r~1nsversnlc), adică este valnhilft legea I-Iookc. Neglijăm 
forţele de [recarc cn mediul exterior şi neglij[un greutatea proprie a cmudei. 

Considerăm numai oscilaţiile mici, asi:fel încît coarda deviazrt foarte 
puţin ele la linia dreaptă O:c. Atunci unghiul a dintre tangenta la coardă şi 
axa Ox va fi mic : 

-/- C:(x~ t) = tg a ~ a, sin a. ~ a, cos a :::J 1. 
OX 

(16.1) 

Să considerăm un segment infinitezimal (elementar) ds de coardă de masă dm. 
Deoarece punctele coardei se mişcă transversal, nu avem acceleraţie şi forţă 
în direcţia O.t (in cadrul aproximaţiilor E1cutc), de aceea: 

F'cosa'-Fcosa =0, cosC!.'~ 1, cosa~ 1---+F'~F, (1G.2) 
ad~crt în primi aproxim:l.ţ:ie tensiunea este aceeaşi de-a lungul coar·dci (inde
pend:::nUi d·::! :r). La fel, lungimea·arcului ds coincide în primă aproximaţie cu 

dx, deoarece d:r ;; cls cos a ~ ds, deci şi densitatea -răţnine aceea-şi în primă 
aproximaţie. - . 

Pe direcţia trm~_sversalrt·-fof\"ri rczullantrt asupra cl~mentulm dm este 

p\ sin rt.' - F sin" "; F(a' ~ C<) "' F[ .() !'lr + cl.r, 1).- -#-. ~(.T, l)] ~ ' . . - cx . : ; ox. 

a a .; "( ~ F- [';(.r + dr, l) --.!';(.o, /)] ~ F -- ~ .r, ax i::r C·:c 
(16.3) 

F' 

1 

Fig. 16.1 lp 

o 

'1 (F 5 ;- -'- dx 
1 ax 1 

1srx,t! 
X 

şi conform ecuaţiei fundamentale a dinamicii 

a~ . a~ . a~ F-dx.~dm-·~oScLr-., ax':'. (3[ 2 
' ar 

1 

X +dX X 

de unde rezultă ~cuaţia diferenţi~lă a \~ihn:.·~~Flor 
libere, ecuaţia bineclinoscntrt a undelor : 

transvcrsale ale coa:rdci 

(16.4) 

c =V F =1(;;' 
pS r p 

F VF : .... 
G ~--:' c =. "C"""' (p, = pS) . . s. p; 

( 16.5) 

unde c este deci vUeza undelor transvcrsale în coardll (pz = pS- densitatea 
liniar(l a, coardei). Expresia ei este analoagă vitezei unch~.lor elastice î~tr-un 
solid (c, ~JE/p, c, =JG/p) sau într-un fluid (c =JK,i/p), în pacrt:~t~av 
in gaz (c ~-J yp1p), rolul modulului -elastic- _îl·-joacă-ac~m- te~lsmnea ~la_stiQ~ a 
din coardă. 

16.1.2. FRECVENŢELE PROPRII ' 

Ecuaţia und!C'lor (1G.4) admite ca soluţii atît u~cle progreei:ve.e}\ Şi})ndc 
statidnare : · · · . · · · · · ~ , , ,,.. 

' . . , , !;(~, l) ~A cos(k; + ~) cds(<ol +~). • ··. ' (lfi.G} 



În adevăr, derivatele par1iale sînt 

a'~ a'l; 
- =- w'l;. - =- lr'l;. dar c 
(){!. D.'t'J k 

(16.7) 

şi ele :,eri~ic.ă.ecuaFa undelor (16.1). Constantele A, "- şi ~ se determină din 
cond1ţnle 1mţwle ŞI la margine (pe frontieră). . 

De exemplu, pentru o coardă fixată la capătul x =O trebuie să aYem 

acolo permanent 1;(0, t) =O, adică un noe/, de aceea 

l;(x, t) =A sin kt·cos wt. (1 6.8) 

Prin alegerea factorului spaţial sin k.,-, condiţia pentru capătul x = 0 este 
automat verificată. 

Dacă şi celălalt capăt ~: = l este fixat: (nod şi la acest capăt), atunci: 

W. t) =O, sin kl =O, kl = n;;, 

c 
V11 =11- = nv 

2l li 

), 
l = n- nEN, 

2' 

c 
Yt= -, 

2/ 
(16.9) 

Lun_gimea corzii cuprinde un nunu/r intreg d~junultăţi de lungime de unc/
1
) (de 

semzunde). 

Frecvenţele Vn se numesc frecvenţele proprii ale. corzii. Frecvenţa v
1 

= 
c 

21 este frec,~ent:;l fundamentahl (prima armonictt) ; frccYenţele vn, 

TI> 1, sînt frecYcnţele m·monicilor superioare, egale cu un multiplu întreg 

al frecvenţei fundamentale (fig. 16.2). 

Fig. 16.2 

Undele staţionare sînt în realitate totdeauna amortizatc din cauza frecări
lor cu mediul exterior. 

O vib:aţie arb.itrară a corzii reprezinUt o suprapunere rţ vibra·ţii!or p~oprii, 
cu anumite amphtudini şi faze iniţiale. · 

16.2. TUB.URILE SONORE 

Analog coardei vibrante, Şi în c~lzul tuburjfor sonCn·e avem un şir infinit 

de vi~ra(ii proprii, Frecvenţele proprii se obţin din condiţiile la margine.' La 

tubunle sonore obişnuite excitarea undei .·staţionare în coloana de aer se 

face la un capăt al tubului cu ajutorul unei lame pusă în vihra~ie prin suflarea 

aerului, prin urmare la acest capăt aYcm un ventru şi ecuatia undelor staţio

nare va fi alunci : 

l;(x, 1) =A cos b: cos wl. (16.10) 

CeHtlalt capăt al tubului poate fi inchis (tuhuri sonore închise) şi acolo se va 

forma atunci un nod, sau deschis (tuburi sonore deschise) şi atunci se va forma 

acolo un ventru (fig. 1G.3). 

/~~\ 
1 1 .. 

1 \ 
1 • 
1 1 / 

1 ,v 
\/1 

1 
•• 1 1 
··. 1 

"!"·:-' 
)" ..... 

1 1 ) 

1 ' ..... 
2--1 •' . 

1 •• ('{ 
· ... \ 

l· \ 
i \.\ 
o 

n=J nd { . 

]~~-~.·-'\ ... \ 
1 \ \ 

Tub inchis Tub deschis 

Fig. 16.3 

La tuburi închise: 

n A 
cos kl =O, kl = (2n- 1) Î, l = (2n - 1) "4, nE N, 

c 
v=(2n-1)-=(2n-1)v" v, 

41 ' 

c 

41 
(16.11) 

deci lungimea tubului închis este egală cu un număr impar de sferturi de lungi_Ine 

de undă A/4 şi se pot forma numai armonici impare: frecvenţele proprii sînt 

multipli impari ai frecvenţei fundamentale. 

La tuburile deschise: 

cos kl = ± 1, kl = ll7t, 
A. ' ), T 

l =n- =2n-, ne1\, 
2 4 

c 
vl =-, 

21 

deci lungimea tubului deschis este egală cu Illl număr par de A/4 (sau 

intreg de A/2) şi se pol, forma toate armonicile. 

Frecvenţa fundamentală a unui tub sonor deschis este de două 

mare decît frecvenţa fundamentală a aceluiaşi tub sonor închis .. 

(1G.12) 

număr 

ori mai 



16.3. NIVELUL SONOR 

Urecl1ea omenească este un spcctroscop cnrc delermină intensitatea 
vibraţiilor ÎntrMo scară logaritmicli şi frecventele lor (între anumite limite). 

De exemplu, pentru v,...., 1 kHz, intensitatea minimă n pragrdni auditiv infe

rior ! 0 ~ I0-
12 

W/m
2 şi intensitatea maximă a prag-ului auditiy s.upcrior 

lm ~ 10
2 

\Vfm
2

, deci un intc!'val de intensită!'i excepţ-ional de întins: 

Im/10 ;;; 10
14 

J deci 14 ordine de mlirime! Dacă tinem seama că suprafaţa tim

panului este sub 1 cm
2

, atunci energia incidcntrL .PC seeundft, la pragul auditiv 

inferior, este de ,...., I0-16 J J Capacitatea de a aprecia sunetele ca intensitate 

este de aproximativ .!11(1 ~ 0,25, iar ca frecventă de aproximativ !1vfv ~ 
~ 0,3 (între 1 şi 6 kHz). 

16.3.1. LEGEA LUI WEBER ŞI FECHNER 

Conform legii Wehcr-Feclmer variaţia intensitr1ţii senzaţiei este proporţi
onală cu logaritmul raportului dintre intcnsiliifile respective ale excita fiei: 

!1S ~ S, - S, ~ k lg 1' sau 
1, 

1 
S- S0 =klg-. 

1, 
(16.13) 

Dacă intensitatea e:rcitajiei creşte în progresie geoinetric;l, intensitatea senzatiei 
creşte ln progresie aritmetică. 

Deşi această lege nu este riguroaslt, ca csle mult mai apropiată de reali

tate decît, de exemplu, o lege de proporţionalitate. 

16.3.2. NIVELUL DE INTENSITATE SONORA 

De aici rezultă necesitatea de a introduce penlru caracterizarea mărimilor 
electroacusticc (în telefonie, radiodifitziunC etc.) mărimi corespunzătoare 
intensităţii senzaţiei, confbrm legii Weber·Fcchner. Astfel se defincş,te nivelul 

de intensitate sonorâ L măsurat în beii (B) (după np,mcle lui Beii) sau î~ neperi 
(după numele lui Neper) : · ' · . 

••• 1 1 
L ~1"-În B sauL ~ln- în Np, (16.14) 

b ] 0 lo 

unde 10 este' ·intei1slt"ăt~a de -~·-eferinţrt;··de obicei pragul auditiV inferior la 

1 kHz: 1, ~ 10-'
2 

W/m2
• Practic, se foloseşte unitatea dccibel (dE). Cum 

intensitatea sunetului este I?ropor~ionnhl cu pătratul presiunii sonore, rezultă: 

L ~r10 lgL ~ 20 lg (!1p),l ~ 20 i'g !!::._ în c!B', • · 
1, • .. (!1p),: ·. • p" . . 

(16.15) 

unde presiunea sonoră ·j>., ~:2;10- 5 'N/ni' corespunde pragiilui intensităţii 
I, ~ 10-'2 W /m2 • 

16.3.3. NIVELUL DE INTENSITATE AUDITIV A (TARIA SUNETULUI) 

In~ensitatea senzatiei auditive depinde nu numni _de intensitatea sonoră 
a. excita·ţiei, ci şi de f;ecvenţă, fiind maximă ·între 1 Şl 3 kHz, de aceea legea 
Weber-Fechner (16.13) se scrie astfel: 

. 1(v) 
S(1, v) _ S~1,, v) ~ k(v) lg J,, (16.16) 

unde constanta de pronorţionalitate k depinde de frecvenţa snnetu!ui, avînd 
un maxim aproape de 2 kl-Iz, unde urechea are sensibilitate maxima. 

D v 1 ·ntenst"tatea sonoră de referintă ]0 variabilă cu frecvenţa, 
aca a egem 1 ' ' . V ' v • S(I ) _ 0 

corespunzător pragului auditiv in feri o~, .?_diCa c?r.espunzato~ hu . o. v. - ' 
deci Io('J), obţinem formula inlensila[u senza[lCl 111 functie de Intensitatea 

excita ţi,ei .' 

S(I, '!) ~ k(v) 
1(v) 

lg--, 
J,( v) 

(16.17) 

unde 1,(v) descrie curba pragului auditiv inferio; (fi~. 16A). r1o;)m~nf. co~~ stanta k(v) la valoarea k ~ 10 pentru v ~ 1 k}·Iz, fm ~ula (1 . e m~ş 
nivelul intensităţii auditive sau trlria Sll/lClalm 1n phom (phon). 
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Fig. 16.4 

Prin urmare tăria sunelului exprimati'i. in plwni' este egală cu nivelu.l ~onor 
exprimat în decibeli al sunetulai de referfnţă de 1 kflz care produc~.aceeaşlmten-
sitate a senzaţiei auditive. . .. .., 

Phomil este deci unitatea pentru senzafw.audctwa. · . 
11

.. _
1 

t• 
Un phon corespunde aproximativ putem de rezol2'ţ!C a uree n re ~~v 

la tăria sunetului (puterea de rezol}lţie în frecv;nţa este !1.v/vv "" ~' ~ 
Pract1·c re"lăm intensitatea sunetului de refennţa de 1 kHz pma obţtmle ") 

' o . . · · ( · t" · biectiva a sune· u m 
aceeaşi in_tensitate_ a senzaţiei audttive aceeaşi ane su _ __ . __ _ 



cu cea a sunetului de măsurat. Atunci niYelul sonor in decibrli al .~tunetului de 
referinţă (etalonat de exemplu după presiunea sonoră) ne d{t Utria. în phoni a 
sunetului măsurat. 

Intensitatea senzaţiei m:dith:c a oric'ărui sunet, de orice frecvenţă, se 
întinde de la zero phoni la pragul auditiv inferior, cînd sunetul nu se mai nude~ 
pînă la 140 phoni la pragul auditiv superior cind începem sfl percepem o 
presiune sonor{t dureroasă. 

Constanta l;(v) din (16.17) se poate determina experimental. In afara 
domeniului auzibil (16-20 000 1-Jz) ca este nulă. 

16.3.4. URECHEA UMANĂ 

Intervalul de frccvcnţ(' auzibilc este cuprins între 1 G Hz ~.i 20 kHz. 

Jnfrasunetele (.0-16 I-Iz) sînt percepute de anumite animale: păsări 

şi peşti; dacă se stîrneşte o furtună ele aud infrasunetele respective şi se refu
giază sau se retrag din zona respecti•vă. La fel, în cazul cutremurelor, unele 

animale percep infrasunetclc însoptoare şi intr{t în panică, înainte ca omul să 

sesizeze unda seismică. 

La om infrasunctele de annmile frecvente produc somnolcn~ă, iar altele 

efecte foarte neplăcute (se pare, unele efecte de rezonanţ{1, de exemplu, cu 

bătăile inimii). 
Tot astfel, unele animale: liliccii, dclfinîi, emit şi percep ullrasunete ('J > 

>20 k!-Iz). Deoarece ), < 2 cm. ultrasunclele maui[cstă net proprietăţi de 

dircctivitate. Emitind impulsuri de ultrasunete dirijate şi rccepţionîndu-Ie 

reflecta le pe obiecte, aceste animGle se orientează în spaţiu (pot sesiza şi mişca

rea obiectelor pe baza efectul ni Dopplcr). Ultrasunetcle de anumite frecvenţe 

produc efecte de iritaţ-ie asupra animalelor ca şi asupra omului. 

În caZul urechii umane, pe baza multor m~1surători Ia diferite persoane, 

se ob~in curbele mediate din figura 1 GA. Se vede că întreaga scală a intensităţi

Ior auditiye cuprindc_140 phoni pentru oricare frecventă audibilă: zero phoni 

pentru pragul auditiv inferior (pentru oric.are frecvenţă) şi 140 phoni pentru 

pragul auditiv superior (pcnlru oricare frecven\lt audibilă). 

Tabtl de Wrii SOIIOI"'! 

Sursa 

Tic-tacul unui ceasornic, la distan\·n <le 1 m 
Cameră liniştită sau şoapte 
Paşi sau vorbire înceată, la distan\a de 1 m 
Vorbire obişnuită, la distan\a de 1 m 
Vorbire tare, In distanţa de 5 m 
Vorbire tarc, la distan~a de 1 m 
Stradă zgomotoas:l 
Orellestră mare sau zgomotul unei motocidclc 
Zgomotul unui mot~r de avion (la 3-5 m) 

Tărin, plwn 

co 
30 
•lO 
GG 
70 
80 
DO 

100 
130 

După cum am spus, urechea arc sensibilitate maximă în Intervalul l-
3 kHz, pr~gnl auditiv inferior atinge aici valoarea I, ~ _10-1

" W /m'. Pre: 
siunea so"noră efectivă, în aer, corespunzătoare acestUI prag, este dupa 
cum am spus, p,. ~ 2-10-' N{m': 

I .=(Âp);, ==p;' p, =JIR. =V J0-12 w,·428N·: =2,06-10-5 N/m'. 
. poC Ra mw m 

(16.18) 

Amplitudinea corespunzătoare de vibraţie a moleeulelor, la frecvenţa de 1 kHz : 

1 'A' A =~v2I = J = - poC<U , l2 (\) Ra 

1 v2·10-12 W/m' o O 1 A = 1,09·1 -n m = , , 
2r.·10' s~1 428 N ·s/m' 

(16.19) 

adică o zecime din diametru! unui atom de hidrogen 1 La p;·agul anditi':: supe· 
rior· intensitatea sonoră ajunge Ia I,n ~ 100 'V/m2

, presiunea sonora__ PB::::: 
~ 200 Nfm2 , iar amplitudinea de vibraţie a molecul~lor Il~ 11<~1~ : :4- "' 10 ~ m= 
= 0,1 rom. Urechea eSte deci un aparat care masoara marunt de la mvelul 
atomic pînă la ni11elul macroscopic 1 (la fel c.a şi ochiul). 

16.4. ANALIZA SUNETELOR 

16.4.1. SUNETE MUZ1CALE 

O oscilaţie periodică, adic{t un sunet muzical, se p~at_e .des.compune într-o 
serie de oscilaţii sinusoidale sau tonuri muzicale (sene Founer) : 

'oo 

~(l) = ~ A,. cos(nwl + a.). 
Il= 1 

(16.20) 

Deoarece urechea a·menească nu este sensibilă. la ~e~azajel~ oscilaţ~ilor ·co~.;, 
ponente (G. S. Ohm), spectrul snnctulni (amplrtudJ~ll_: Aa !n funcţiC de frec: 
venţă) este suficient pentru_ a caracte~JZ~ .~nnettJI, adiCa d?ua sunete ~uacelaş1 
spectru dan aceeaşi senzaţ1e andJ~\Va. 1unbrul snnetulm este determmat de 
prezenţa şi intensitatea armomcclor. 

16.4.2. ZGOMOTE. 

Zgomotele sînt sunete aperiodice, cu amplitudine variabilă neregulat. 
Ele nu mai au un spectru. de linii, ei un spectru continuu dat de integrala 

Fourier: 
00 

~(1) ~ \ a(w) cos[o>l +~(<o)] dw, (16.21) 
. . o 

unde graficul densităţii spectrale san densităţii de a m,Jlitudine a(w) dă spectru· 

continuu. 

351 



· Prî'n urmare, ~I;ice oscila t-ic este pînă la urmă o suprapunere (discontihuă
discretă sau COntinuă)" de ·oscilnţii· ărmoniee, cu sp.-eclrn de liliii (frecVenţe 
discrete) sau speCtru contihllll. · · 

Aj 

1· 

1 

UJ 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

~ 

(J 

·A1Hiliza sunetului ·se- p·oate 
face cu ajulorul unor_ aparate 
electroacuslice c:·are --trUnsformă 
in prealabil oscilatiile ·sonore în 
oscila~ii Clectrice de aceeaşi formă 
~i. acesl,ea din urmă sînt apoi 
dcseom'p1lse · în oStila ţii sinusbi
dale. 

16.4.3. SPECTRUL 

O siilusoid5 (sau o undă 
plană monocro~aţicrt), infinită 
în sp~t}u _şi timp,_ are spectrul 

· f.ormat ~lintr-q_ singm_:ă linie oo 
de amplitudine JL Un fragment 

:·de sinusoidr1~ mărgi-nit \în spaţiu 
(Lh') şi timp (lll), are spectru 
continuu ele lărgime .6.(1) in jurul 
frecvenţ-ei C.) (fig. HL5). Cu rît 
_scgmenlul de sinusoid{t este mai 
restrîns in spaţiu şi timp, cn atît 
spC'ctr_ul său cslc mai larg: 

1 
~(o.),__,-. 

!':.L 

( l G.22) 
Fig. 16.5 Cînd ~x -~ co, D..t -~ oo, spectrul 

·se îngustează şi tinde eMre o 
singură .linie spectrală, .bine determinatrt (il<u --1- O, /11; - 0). Dimpotrivă 
_eînd Llx --+O şi 11!._--t q,-'s}J,ccl.rul se lărg9şte ln.:nesrit~Şi</~~) - oo, Ll{•;,~;d~): 
• ' --> ..... . • 

Ştiind cr1 p~lllru o parl:icuJ·ă ·-crcinetitnră _: E_ = h0), jJ· "~ M.-,· rc.găs:ifn în 
(16.22) relapil e de nedclermin~I:e ale l ni Heisenberg. ·· "·· 

·. :": 

16.4.4. EFECTE NELINIAitE 

Nof nc-a·m .r:nărgin'it numai l'a· "acusti'Ca liniaril";''8.tlic[t ~m pa·su·a't numai 
ternlenii .liiii'ari'în difCrit'~ rela(.ii; negfijîi1dTermenii ~uperiori (a.ni. "line~lriz:ţt" 
ecuaţiile sau nc~am restrîns la prima aproximaţie liniară). 

',1' 

La amplitudini mari se. manifestă şi termenii pttti·atici, care dau efecte 
specifice ("acustica neliniarli."). De exemplu, în t:adiotehnică, pentru ampli
tudini mari ale semnalului, caracteristica tuburilor.clc.ctronice·.nu mai poate 
fi aproximată printr-o linie dreaptă şi a lunci termenii pătratici dau frecvenţe 

nedoi:ilc, eum ar fi.diferen[a sa_u.<>uma fren·cntelor a donfl s1:nctc (UJ,.~·. (Ohs~r· 
~::'im cfl la apnralele eu medic fn·cYcnţft - accas\;1 se oh\HlC tocma1 cu nJU-
tund unei cnracicristici Iwlininre.) y • 

. ! Astfel dacă pc lîngrt termenul liniar, a\'l'm şi un l.(•rnwi_l patraLH\ atunci 
:1cesL lcn~1en \"a· da :,. 

J(C,) - C,' ~(A, cos ,.,,1 + A, cos,.,,/)' 7 

' ' .· ' : . ' .1 . ' 
= 2_ Jll(l + cos 2 w,l) +- Ai(l + cos 2o,,l) + 

2 . 2 . 

+ A,A,[cos(<o,- "'') L +cos (<•l, +.oJ,)I]. 

FrecYcntelc 2c.) 1 , ~(·)~_sîril .ma~. putiil slq~i!'t~~toiu·r,_.~·5~i ~rllin:b_ă ~(m~wul-squ 
{cs (u 1'((10111c1iiul nuiibil, suma·(ţ) 1 + 6) 2 poate de as~mcnca sa Jasa dm dome-
nil;I au~ibil, iil sChinlh diferenţa·(·)~--· (•)~ Csil'.,Au_prtrrlioarc . .- . . . 

Dea'I'trel şi urechea oillencasdl c~te "ucliniar{t", la ,amplrl1:dnu man ale 
sunetelor, pc lîngă două ·tonuri (•);,~ auzim.ş,i tonul de frccYcn\,u (U_;- (•)~ sau 
chiru~ alle tonuri "combinate" : _(,) 1 ·f- (U_, 20) 1 -\- C.)~, C.)l + 2(•)2. l•enomenelc 
fi~icc leg:ţtc d~ aţtf. ;;în_tsludialc Ît~ _acustica [i:io!Qgic{l. 

16.5. ULTHASUNETELE 

Ul!i·asunelelc au frcc·.:;cnVe de la 20 ki-Iz în su$, pînrt 1~· frccYen~e d~ 
urdinul 10 GHz (10' 0 Hz). . . · . . . . " , .. 

Ultrasunetele se obţin cu a_Jutornl nnunutor cnstale, nunll.lc~ple.d)CtCdnce 
(piezocristale), care manifestă fenomenul 

1 
de ele/ros trir fi u~1 e, ad1_ ca de enntrac

lie sau dilatare sub acţiunea unui cîmp electric. Cel ma1 folosit este e1:nrţul, 
~lin care se taie o placă (larrţă) c~1 .o.mn1milft orientare fa~i:i de axelc,cnslnlo-

grafic.c (piezocuarţ). Grosimea 

jJlrlcii se alege aslfcl încît s~i 

Yihrezc in rczcnanlă cu cimpul 
('!C'cl ric al lcnw tiv aplicat (prin 
intermediul unui' condensntor). 

Astfel, penlru '' ~ 1 MI-lz gro" , , 
si mea pliteii "" fi (c ~ 5,5 km/s) (fig. 1G.b): 

Fig. 16.6 

1 ~ 2:, ~!.... ~ ii 500 m/s ~ 2,7 mm. 
2 2v 2·10us 1 · 

(1G.2J) 

\ -· 1 ' scJ'\'"Stc şi C·t rccC])lor de ultra.slniclc, dţ1lorilf1 cfreLÎ;liii 
1: CCC'USI ftll1,l '-•, < • l l 

· . . J11't1·j11d în vibratie de rczonant_n sub acţiunea undei u lrasonorr, :.~ma 
Jll'-eiS. ' · . · · · 1· l • \l ·wttJ\'t' 
se olarîzează alt-ernativ, adică pc feţele sale a~ar_ sarc1m e _ce .nce. a ci __ c -. : 

PSe poalc folosi şî fenomenul de _magnetoslnc{ll~lllC :, \'f~rwţw ~I?lcns_nn~Ilm 
miezului magnetic al miei ho'bine suh ac\iunca :m~pulm m~lgnclic, c1eat de 
curentul allernativ care strr11Jate î'nfăşu~·arra hohtm:J .• ·. A 1;: :. : • 1" 

1 Ullrasunelclc sînt absorbite putenue Jll ga~e WŞJ sLt~ m li~h~d~ ş~ ~~J J( c." 
I ntcnsi ta Lea ul Lrastl ne l el or poate a Linge va 1 ori lll_ na l ~ 1 O· ~\- 1 m- ~ WI P1 csJU nc_d 

~ :' 1· 1() •tliil ·Deo·Hcce inLensit·atcn <'Sl<' propor~lcn:tla cu patratul amph-pulot . .1 "' ' • ' 



tudinii şi pătratul lrecvenţei, 1 ~ ~ p0cw2A2
, amplitudinilc de vibeaţie a 

particulelor nu sînt mari. 
Datorită lungimii de undă miCI, fenomenul de difracţie este slab expri

mat pentru obstacolele obişnuite, astfel încît se ob-ţin fasciculc înguste, bine 
diriJate, de ultrasunete. 

1n lichide, în momentele de rarefierc, la intensităţi- mari ale ultrasune
tului, se pot produce ruperi ale lichidului :formarea de goluri sau caviUiţi, în 
care pătrund gazele dizolvate şi vaporii lichidul ni. Acest fenomen se numeşte 
cavita{ie. In momentele imrciiat următoare, de comprimare a cavitrttii, se 
nasc presiuni foarte înalte. Cavitaţia explică de exemplu, distrugerea unor 
suprafeţe solide (elice la vapoare). 

Naşterea unor presiuni alternative mari şi a unor acccleraţji mari ale 
particulelor în lichide în unda ultrasonoră explică o serie de efecte fizice ale 
ultrasunetelor şi îşi găseşte aplicaţ-ii tehnice. Astfel cităm:. formarea de emulsii 
din lichide nemiscibile (mercur şi apă), dispersarea solidelor în lichide (sulf, 
mică, camfor în apă), coagularea-- acrosolilor şi hidrosblilor, fisionarea unor 
macromolecule sau accelerarea unor reacţ.ii chimice. 

Pe absorbţia diferită a ultra'sunetclor în gaze şi solide se bazează dcfec
toscopia ultrasonorli (nedestructiYft) a pieselor metalice, ·adică descoperirea de 
goluri sau fisuri în interiorul piesei. 

Hidrolocal,ia ultrasonortt, adică detectarea obiectelor sau obstacolelor 
submarine, se bazeazrt pc ohţ.inerea fasciculelor înguste, dirijate, de ultra
sunete. Comunicapa între submarine se-poate mci1ţinc cu ajutorul ultrasune
tclor. 

Ultrasunctclc au aplicatii şi în biologic, ~le .. cxcmpl_u (~~slrugcrca unor 
microorganismc (bacterii) etc. 

PROBLEME. 

tG.l. O coardă.intinsă cu fnrţa F 1 = 160 N·dă l>ăt:iî ile ·frecvenţă \It>= 20 Hz ru un 
tliapazon. întinsă-fiind cu Ior~a F~ = 250 N. ea vibrează Ja unison-cu diapazonul. Slt se afle 
frccve_nla tliapazonulni. 

n. v ---•o:•==- = .100 I-Jz. 
1- v z.·,w, 

1G.2. Sunetul fundamental emis de o coardă produce v 1,_= 10 I-Iz, băt:ti pc sccundrt, cu 
sunetul emis de un diapazon_. ·Dad1 se scurlează coarda cit' frru:ţiunen .'= 0,01 = 1% din lnn
!fimea ci. ea intră ln rezonanţă l'll dinpa~onuL S:1 se afle frecven~a dinpnzonullti .. 

Il. 
1 

v = -v~> = 1000 I-Iz. 
' 

16.3. O co~rdă de mnsit m este fixată la capete. Ea vibrează pc frecventa sa funUa
mcnlal:t (1) cu amplitudinea maximă (in vcntru) Am· Să se calculeze energia cincticit maxim;1 a 
corzii şi energia· cinetică medic ' 

n. 

16. i. Un .tub sonor încllis emite tonul· fuudaJn~nlal, ;d~ frecvenţă v. = 250 Ilz. Cunoscind 
viteza sunetului în aCr c = 3-10 m 1s, srt se· aflc'llingimca' tubului şi frecvcnt,a t'Onului funda
mental emis de ,acelaşi tub dacă il 'dcsc~iidcm. 

R. l = :_____.= 0,34 m, v' = 2v = 500 Hz. 
4v 

· IL 1 1 1 · au ::\(cea şi lmof(mc. 'ttlhtll d•·~chi~ 16; Doui'i tuburi sonore, unul închis şt n l' ( e'5l us. , . . lll~a n tu\;tl\ui 
arc frc~·,:cnta fundmnentală •J= ·110 Hz. Să se ea!cH!czc [rccvcnţa ntmonJCll a 
deschis şi r'rccvcn\a armonitii a 3-a H tolmiHi îJwh:s. 

n. •J~ = 3v = 1 320 I-Iz; ·.·~ = 3 .::_ =UGO J-lz. 
2 

16.6. in timpul vorbirii normale prcsimH'a sonor{t csle 
N 

p, =-'--" 0.20 -·-_ la frccvcn\n 
111~ 

_ 
400 

Ht: S·l se calculeze viteza efectiv:\ a particulelor, amplitudinea osd]aţiilor ş~ intc1nsilatc~ ~nctului:·cu.noscî;ld rezistenţa acustici1 a aerului Ra = 400 N·sjm3
• Cnrc este mv<.'lu sonvt 

P A= {2 Pl = 0,28-10-0 U. V.,r = -~ = 0,5 ·10-3 tn/S · lll, 
Ra wHa 

' J =.!!.!.... = 0,10·10-3 \VJtn~, L=20 lg.J!.!_= 80 
p, 

c\G. 

n<! 
16.7. Cite smse solto•·c identice trcln~ie rc~m.itc !>cn.Lru 

b.S = 10 phon fajă de nivelul dat de o stngura sursa? 

n. N = 10 .6.SI•o = 10. 

ta nivelul aml.tlv sft cHn!'.dt <'.H 

La distanţa r=20 m de o sur&1 sonoră punctiformă de rrccventt't 'v =.~.O 1~1-Iz nivel~tl 
auditi:~~~ste s = 20 phon. La ce distanţă sunetul nu se mni amk 'l ~se ncglJ)Cal-':a absorh~1a 
In aer). 

11. !',.rp = 1/iJ. 
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