CAPIiTULO 8

Conicas, curvas
parametricas
y curvas en polares

Todo el mundo sabe lo que es una curva, hasta que estu-
dia suficientes matematicas y queda confundido por el
gran numero de posibles excepciones... Una curva es la
totalidad de puntos cuyas coordenadas son funciones de
un parametro que se puede diferenciar tantas veces como
se requiera.

Feix Klein (18491925

Introduccion Hasta el momento, la mayor parte de las curvas que hemos encon-
trado han sido graficas de funciones, y nos han proporcionado informacién visual de
utilidad sobre el comportamiento de dichas funciones. En este capitulo vamos a
considerar las curvas planas como objetos de interés por su propio derecho. Prime-
ro, examinaremos las secciones cénicas, que son curvas con ecuaciones cuadraticas
que se obtienen como interseccién de un plano con un cono circular recto. Seguida-
mente, consideraremos curvas descritas por dos ecuaciones paramétricas que pro-
porcionan las coordenadas de sus puntos como funciones de un pardmetro. Si este
pardmetro es el tiempo, entonces las curvas describen el movimiento de un punto en
el plano. Finalmente, consideraremos curvas descritas por ecuaciones en un nuevo
sistema de coordenadas denominado sistema de coordenadas polares, en el que cada
punto se localiza mediante su distancia y su direccién desde el origen. En el Capitu-
lo 11 ampliaremos nuestro estudio a las curvas en tres dimensiones.
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Conicas

Los circulos, las elipses, las pardbolas y las hipérbolas se denominan secciomes ofmicas (0, mas
sencillamente, cdmicas) porque son curvas resultantes de la interseccién de planos con conos cir-
culares rectos,

Para concretar, supongamos una recta A fija en el espacio, y sea V un punto fijo de A. El
ocono dircular recio de eje 4, vértice |/ y semidimgulo vertical o es la superficie formada por
todos los puntos de las rectas que pasan por V'y que forman un angulo a con la recta A (véase la
Figura 8.1). El cono tiene dos mitades en lados opuestos de vértice V. Todo plano P que no pase
por V cortara al cono (a una de sus mitades o a las dos), formando una curva € (véase la Figu-
ra 8.2). Si una recta normal (es decir, perpendicular) a P forma un angulo 6 con el eje A del
cono, siendo 0 < 0 < /2, entonces

€ es una circunferencia si 0=0

€ es una elipse si D-::Ei{g—oc
n

€ es una parabola si 9=E—oc

€ es una hipérbola si

clipse parabola hipérbola
Figura 8.1 Un cono de Figura 8.2 Planos que cortan a un cono formando una elipse, una pardbola
vértice V, eje A y semidngulo y una hipérbola.

vertical a,

En las Secciones 10.4 y 10.5 se demuestra que los planos se representan mediante ecuaciones de
primer grado y los conos mediante ecuaciones de segundo grado. Por tanto, todas las cénicas se
pueden representar analiticamente (respecto a un sistema de coordenadas cartesianas x e y en el
plano de la cénica) mediante una ecuacién de segundo grado cuya forma general es

A¥ + Bxy+ CY + Dx+ Ey+ F=0

siendo A, B, ..., F constantes. Sin embargo, una ecuacién como ésa puede representar también el
conjunto vacfo, un solo punto, o una o dos rectas si los factores del miembro izquierdo son fac-
tores lineales:

(Aix+ Biy+ C)(Ax+ Boy+ C)) =0
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Después de las lineas rectas, las secciones conicas son las curvas planas més simples. Poseen
muchas propiedades que las hacen qtiles en aplicaciones de matematicas, y por ello las inclui-
mos aqui. Una buena parte de este material es opcional desde el punto de vista de un curso de
calculo, pero el tener familiaridad con las propiedades de las cénicas puede ser muy importante
en algunas aplicaciones. La mayoria de las propiedades de las conicas fueron descubiertas por el
gedmetra griego Apolonio de Perga, sobre el afio 200 a. C. Resulta notable que fuera capaz de
obtener estas propiedades utilizando sélo las técnicas de la geometria euclidea clésica. Actual-
mente, estas propiedades se expresan de forma mas conveniente utilizando geometria analitica y
sistemas de coordenadas especificos.

Parabolas

DEFINICION 1 Parsdbolas

Una pardbela est4 formada por todos los puntos del plano equidistantes de un punto dado
(denominado feco de la pardbola) y de una recta (denominada dimectriz de la parabola). La
recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco se denomina eje primdpal (0 sim-
plemente eje) de la parabola. El vértice de la pardbola es el punto donde la pardbola corta
a su eje principal. Se encuentra en dicho eje a medio camino entre el foco y la directriz.

Calcule la ecuacién de la pardbola cuyo foco es el punto = (a, 0) y cuya directriz es la
recta L de ecuacién x= —a.

Solucién E eje de la parabola estd en el eje x y su vértice es el origen (véase la Figura 8.3). Si
P = (x, y) representa a un punto de la parabola, entonces la distancia de Pa F es igual a la distancia desde
P al punto mas cercano de ¢} en L, Por tanto,

Jae—at+yF=x+a
P-2ax+ P+ =¥+2x+ 2
o, tras simplificar, y* = 4ax.

I o

Figura 83 PF= P{) propiedad de definicién de la parabola,
|

De forma similar, se pueden obtener ecuaciones estandar de pardbolas con vértices en el origen y
focos en (—a, 0), (0, 8 y (0, — a):
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Tabla 1. Ecuaciones estindar de parabolas

Foco Directriz Ecuacién
(a, 0) x=-—a Y =Aax
(—a 0) x=a Y =—dax
©, 2 y=-a X =4day
0, —a) y=a ¥ =—day

Propiedad focal de la parabola

Todas las secciones cénicas tienen propiedades focales interesantes y ttiles, relacionadas con la
forma en la que las superficies de revolucién que las generan reflejan la luz si dichas superficies
fueran espejos. Por ejemplo, una circunferencia reflejara claramente de vuelta y por el mismo
camino cualquier rayo de luz emitida por una linea que pase por su centro, Las propiedades focales
de las parabolas, elipses e hipérbolas se pueden obtener a partir de las propiedades de reflexi6n de
una linea recta (es decir, un espejo plano) mediante argumentos geométricos elementales.

En medios con densidad éptica constante (es decir, medios donde la velocidad de la luz es
constante) la luz viaja en linea recta, Esto es una consecuencia del Principio del Camino Mini-
mo, que dice que al viajar entre dos puntos, la luz toma el camino que requiere el minimo tiem-
po de viaje. Dada una linea recta L en un plano y dos puntos A y B en el mismo plano y al
mismo lado de L, el punto P de la recta L para el que la suma de las distancias AP + PB es
minima, cumple que APy PB forman angulos iguales con L o, de forma equivalente, con la nor-
mal a L en P (véase la Figura 8.4). Si B’ es un punto tal que L corta al segmento BB’ en dos
mitades iguales, entonces P es la interseccién de L y AB'. Como la longitud de todo lado de un
tridngulo debe ser menor que la suma de las longitudes de los otros dos lados,

AP+ PB= AP+ PB'= AB' < AQ+ QB = AQ + QB

B

> ' Figura 8.4 Reflexion en una linea recta.

Reflexiim en una linea recta

El punto P de la recta L en el que un rayo procedente de A se refleja pasando por B es el
punto que minimiza la suma de las distancias AP + PB.

Consideremos ahora una pardbola de foco F'y directriz D. Sea P un punto de la parédbola y sea T
la recta tangente a la pardbola en P (véase la Figura 8.5). Sea @ un punto cualquiera de la recta
T Entonces FQ) cruza a la parabola en el punto Xentre F'y ¢) Sean My Ndos puntos de D tales
que MXy NP son perpendiculares a [, y sea A un punto de la recta que pasa por Ny P que esta
al mismo lado de la pardbola que F. Tenemos que

FP+ PA= NP+ PA=NA< MX+ XA=FX+ XA
< FX+ XQ+ QA= FQ+ QA
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Figura 85 Reflexion en una parabola,

Considere las ecuaciones e inecuaciones de esta cadena de una en

jEATERCIaNNY wa. (Por qué es cada una de ellas cierta?

Por tanto, entre todos los puntos ¢ de la recta T, @ = P es el tinico que minimiza la suma de
distancias F¢) + QA. Por la observacion hecha sobre las rectas anteriores, FPy PA forman angu-
los iguales con T'y, por tanto, también con la normal a la pardbola en P (la parabola y la tangen-
te tienen la misma normal en P,

Reflexiin en una pardbala

Cualquier rayo que salga del foco seré reflejado formando una paralela con el eje de la
parébola, En otras palabras, cualquier rayo incidente paralelo al eje de la parabola se refle-

jara pasando por su foco.

Elipses

DEFINICION 2 Elipses

Una elipse est4 formada por todos los puntos del plano tales que la suma de sus distancias
a dos puntos fijos (los focos) es constante,

Obtenga la elipse cuyos focas estan en los puntos (— ¢, 0) y (¢, 0) si la suma de las distan-
clas a los dos focos de cualquier punto P de la elipse es 2a.

Solucién La elipse pasa por los cuatro puntos (a 0), (—a 0), (0, b) y (0, —b), siendo b* = &° — ¢
(véase la Figura 8.6). Ademés, si P= (x, }) es un punto de la elipse, entonces

V=0T +y+ Jx+ 92+ =2a
Pasando un término del miembro izquierdo al derecho y elevando al cuadrado se obtiene

(x— Q2+ F =4F —da S(x+ ¥+ F + (x + 9% +
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{—a,

(0, )

0,—b) —+==1
{ } H- 2

Figura 8.6 Una elipse,

Desarrollando ahora los cuadrados, simplificando términos, ordenando y elevando al cuadrado de

nuevo:
am =&+
F+2cx+ &+ ) =4 + 28cx+ EF
(& — A+ df =4 - AH
Einai]mente, se sustituye & — ¢ por I y se divide por & para obtener la ecuaci6n estandar de
elipse:

XN

Las siguientes cantidades describen a la elipse:

a es el semieje mayor
b es el semieje menor
c=./d& - F esla semidistancia focal

El punto que est4 en la mitad de los focos se denomina cemire de la elipse. En el ejemplo ante-
rior es el origen. Nétese que a > b en este ejemplo. Si a < b, entonces la elipse tiene sus focos
en (0, 9 y (0, — 9, siendo c= /b — &’ La recta que pasa por los focos (] gje mayor) y la
recta que pasa por el centro perpendicular a la anterior (el eje memor) se denominan ejes primdi-

pales de la elipse
La uullri:ihd de una elipse es la razon entre la semidistancia focal y el semieje mayor.

Expresaremos la excentricidad como &, En el caso de la elipse Z + 7= lcona=> b
e J&-F
g=E—=-——
a a

Nétese que & < 1 para cualquier elipse; cuanto mayor es el valor de ¢, mas elongada (menos cir-
cular) es la elipse. Si g = 0, de forma que a= by ¢ =0, los dos focos coinciden y la elipse se
convierte en una circunferencia.
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La propiedad focal de la elipse
Sea P un punto de una elipse cuyos focos son F; y Fz. La normal a la elipse en P es la bisectriz
del 4ngulo que forman las rectas F1 Py F, P,

Reflexiin en una dipse
Cualquier rayo procedente de un foco de la elipse se reflejard hacia el otro foco.

Para ver que esto es asi, obsérvese que si ¢) es un punto cualquiera de la recta T 'tangente a la
elipse en el punto P, entonces F;§) cruza a la elipse en un punto X entre F, y @ (véase la Figu-
ra 8.7), de forma que

FiP+ PFR = F\X+ XF, < WX+ XQ + QF;, = FQ + QF;

Entre todos los puntos de 7, Pes el que minimiza la suma de las distancias a F} y F,. Esto im-
plica que la normal a la elipse en P es la bisectriz del angulo F PF,.

Figura 8.7 Un rayo procedente de un foco de la elipse
se refleja hacia el otro foco.

Directrices de una elipse
E‘;g a>b>0, las dos rectas x=afe y x= —a/e se denominan direcirices de la elipse
2 + J§ = 1. Si Pes un punto de la elipse, entonces la razén de la distancia desde P a un foco de

la elipse y la correspondiente directriz es igual a la excentricidad & Si P= (x, J), F es el foco
(c, 0), @ es la correspondiente directriz x= a/e y P es perpendicular a la directriz, entonces
(véase la Figura 8.8)

PR = (x— g + y ;
=x2—2c:x+c2+b2(1—?)
=x2(—32;2b2)—2cr+a2—b2+b2
=g —2eax+ &  (yaque c=¢a
= (a— &ex*

Asf, PF'= a — ex. Ademas, QP = (afe) — x = (a — &x)/e. Por tanto, se cumple PF/QP=&.
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Figura 8.8 Un foco y la correspondiente directriz de una elipse.

Una pardbola puede considerarse como el caso limite de una elipse cuya excentricidad crece
hasta 1. La distancia entre los focos es infinita, por lo que el centro, un foco y su correspondien-
te directriz se han desplazado hasta el infinito dejando tinicamente en el plano finito un foco y su
directriz.

Hipérbolas

DEFINICION 3 Hipérbolas

Una hipérbela esta formada por todos los puntos del plano tales que la diferencia de sus
distancias a dos puntos fijos (los foces) es constante,

Si los focos de una hipérbola son Fy = (¢, 0) y F; = (—¢, (), y la diferencia de las distan-
cias de un punto P = (x, ) de la hipérbola a dichos focos es 2a (siendo a < ¢, entonces

ppz_ppl=\/[x+ C)2+}2—J(X—C]2+yz={2_aga mf;zicel:‘adl)

Véase la Figura 8.9. Simplificando esta ecuacién elevando al cuadrado y ordenando términos, tal como se
hizo en el caso de la elipse en el Ejemplo 2, se obtiene la ecuacion estandar de la hipérbola:

£ 0
Z B

siendo b* = ¢* — &,

Figura 8.9
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Los puntos (& 0) y (—a 0) (denominados wértices) pertenecen a la hipérbola, cada uno a una
rama, Las dos ramas corresponden a las intersecciones del plano de la hipérbola con las dos par-
tes del cono. Algunos pardmetros que se utilizan para describir la hipérbola son

a es el semieje tramsversal
b es el semieje conjugado
c=.,/a+ b esla somidistancia focal

El punto medio del segmento F; F;, (en este caso el origen) se denomina cemtre de la hipérbola.
La linea que pasa por el centro, los vértices y los focos se denomina eje tramsversal 12 linea
que pasa por el centro y es perpendicular al eje transversal se denomina eje comjugado. El eje
conjugado no corta a la hipérbola. Si se dibuja un rectdngulo de lados 2a y 25, centrado en el
centro de la hipérbola y con dos de sus lados tangentes a dicha hipérbola en sus vértices, en-
tonces las dos diagonales del rectdngulo son asimtotas de la hipérbola. Sus ecuaciones son
(x/a) + (y/b) = 0; es decir, son soluciones de la ecuacién degenerada

£y
& B
La hipérbola se aproxima tanto como deseemos a esas rectas a medida que nos alejamos del ori-

gen (véase la Figura 8.10). Una hipérbola rectamgnlar es aquella cuyas asintotas son rectas per-
pendiculares (esto se cumple si b = a).

0

asintotas

o | Y

conjugado

Figura 8.10 Términos asociados a una hipérbola.

La excentricidad de la hipérbola es

_c=.faz+b2

g=—
a a

Nétese que &> 1. Las rectas x= +(a/e) reciben el nombre de dimectrices de la hipérbola

(/) — (#/FF) = 1 (véase 1a Figura 8.11). De forma similar al caso de la elipse, se puede de-
mostrar que si Pes un punto de la hipérbola, entonces

distancia de P a un foco _

distancia de Pa la correspondiente directriz

&

La excentricidad de una hipérbola rectangular es ﬁ
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directriz

directrz

foco

Figura 8.11 Directrices de una hipérbola,

Una hipérbola con las mismas asintotas que ¥/& — y*/IF = 1, pero cuyo eje transversal es el
eje y, sus vértices son (0, b) y (0, — b), y sus focos son (0, 9 y (0, — ), se representa mediante

la ecuacién
= —1, en otros términos, g 1
Se dice que las dos hipérbolas son comjugadas entre si (véase la Figura 8.12). El eje conjugado

de una hipérbola es el eje transversal de su hipérbola conjugada. El eje transversal y el eje con-
jugado de una hipérbola se denominan en conjunto ejes

=] |H
(3]

-~ S, |

Figura 8.12 Dos hipérbolas conjugadas
b y sus asintofas comunes.

¥

Propiedad focal de una hipérbola

Sea un punto P cualquiera de una hipérbola cuyos focos son F; y F;. Entonces la tangente a la
hipérbola en el punto P es la bisectriz del dngulo que forman las rectas Fy Py F, P,

Reflexién en una hipérbola

Un rayo procedente de uno de los focos de una hipérbola se refleja en dicha hipérbola de
modo que parece provenir del otro foco.

Para ver que esto es asf, sea Pun punto de la rama derecha, sea T'la recta tangente a la hipérbola
en el punto P, y sea C'una circunferencia de radio grande centrada en F; (véase la Figura 8.13).
Sea D el punto donde la recta F,P corta esta circunferencia. Sea ¢ un punto cualquiera de T.
Entonces @F; corta a la hipérbola en un punto X situado entre @y F), y F,X corta a C en E
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Figura 8.13 Un rayo procedente de un foco se refleja
como si proviniera del otro foco,

Como X esta en la recta radial F>E, estd mas cerca de E que de cualquier otro punto de C. Es
decir, XE < XD. Por tanto,

F,P+PD=FP+F,D- EP
=FRD- (RP- FA
=FRE- (RX- F X
=F X+ FRE-FX
=F X+ XE
SEX+ 3D
<FX+XQ+ QD=FQ+QD

Pes el punto de T que minimiza la suma de las distancias F; y D. Por lo tanto, la normal a la
hipérbola en P es la bisectriz del angulo F;PD. Por consiguiente, T es la bisectriz del dngulo
F\ PF,,

2 Compruebe las ecuaciones e inecuaciones de la cadena anterior de
B TERCIONTY unaen una, asegurandose de que entiende por qué son verdaderas.

Clasificacion de conicas generales
Una ecuaci6n de segundo grado en dos variables,
A+ Bxy+ C¥ + Dx+ Ey+ F=0, (A*+ B+ C*>0)

representa en general una curva cénica, pero en ciertos casos degenerados puede representar dos
lineas rectas (¥* — y* = 0 representa las rectas x = yy x= — ), una linea recta (x¥* = 0 represen-
ta la recta x = 0), un tnico punto (¥ + y* = 0 representa el origen), o ningiin punto en absoluto
(** + ¥* = —1 no se cumple para ningiin punto del plano).
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La naturaleza del conjunto de puntos representados por una ecuacién de segundo grado se pue-
de determinar escribiendo la ecuacién de forma que se pueda reconocer como uno de los tipos es-
tandar. Si B =0, esto se puede hacer completando los cuadrados en los términos en xy en y.

Describa la curva cuya ecuacién es ¥ + 2)* + 6x —4y+ 7 =0,
Solucién Se completan los cuadrados en los términos en x y en y, escribiendo la ecuacién en la forma
F+6x+9+2(f —2y+1)=9+2—-7=4
x+3° -1
4 2

Por tanto, representa una elipse conc centro en (—3, 1), semieje mayor 2= 2 y semieje menor b= ﬁ
Como c= /& — b = \/5 los focos son (—3 + /2, 1). Véase la Figura 8,14,
¥

=1

x242y 46 —dy+7=0

Figura 8.14
|

Si B # 0, la ecuacién tiene un término xy, y no puede representar una circunferencia. Para ver lo
que representa, se pueden rotar los ejes coordenados para producir una ecuacién sin término xy.
Sea un nuevo sistema de coordenadas (con ejes vy ), con el mismo origen pero rotado un dngu-
lo 6 con respecto a los ejes x e y anteriores (véase la Figura 8.15), Si las coordenadas de un
punto P en los ejes antiguos son (x, ) y con respecto a los ejes nuevos son (y, v), entonces un
andlisis de triangulos en la figura permite demostrar que

x=0A—- XA= OUcosl — OVsenfl = ucos® — vsen(
y=XB+ BP= OUsenf + OVcos® = usenfl + vcos 0
Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion
A¥+ Bxy+ CY + Dx+ Ey+ F=0, A +B+C>0)

4
vy -
. P
Vv it
¥
Bl B ”
6 "
0 T U
" X A X
¥ =wucosHd —vsentd
v = usent 4 veost
Figura 8.15 Rotacién de ejes,
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Aqui es necesario un cdleulo largo y tedioso. Los detalles se han omi-

i ATENCION 1T

se llega a la nueva ecuacion,
AU+ Buw+ Co*+Du+Ev+F=0
siendo
1
A= . (A(1 + cos 20) + Bsen 20 + C(1 — cas 20))
B = (C— A)sen26 + Bcos 20
1
= 5 (A(1 — cos 20) — Bsen 28 + C(1 + cos 20))

D = Dcosf + Esenf
E'=—Dsenfl + Ecos@

Nétese que F no cambia. Si se escoge 0 de forma que

B T ..
tanZH—rC_ (o] B—ESIA—GB#D

entonces B’ = 0, y la nueva ecuacion se puede analizar como se ha descrito anteriormente,

m Identifique la curva cuya ecuacién es xy = 1,

Solucion FEs bastante probable que el lector ya sepa que la ecuacién dada representa una hipérbola rec-
tangular cuyas asintotas son los ejes coordenados. Como la ecuacion dada tiene A=C=D=E=0y
B =1, es apropiado rotar los ejes un angulo de 7/4, de forma que

1 1

x=—0(u—1), =—

V2 vz

La ecuacion transformada es ¥ — v* = 2, que es, como sospechdbamas, una hipérbola rectangular con vér-

tices en u = iﬁ. v =0, focos en u =+2, v = 0y asintotas u = +v. Por consiguiente, xy = 1 representa
una hipérbola rectangular cuyas asintotas son los ejes coordenados, sus vértices estin en (1, 1) y (—1, —1)

y sus focos estan en (ﬁ, ﬁ]y(—f. —ﬁ). -

SEITA N Demuestre que la curva 2x° + xy + ¥ = 2 es una elipse y calcule las longitudes de sus
semiejes mayor y menor,

Solucién En este ejemplo, A=2, B=(C=1, D=FE=0y F=—2, Rotamos los ejes un angulo 6,
slendo tan26 = B/(A— () = 1. Por tanto, B’ = 0, 26 = n/4y sen26 = cos26 = 1/,/2. Tenemos que

1 1 1 1 3+./2
A=-|2(1+—=]|+—=+(1-—=]]|=

|20 ) 7 ()

C=%[2(1_%)—\%+(1 +%)]=3—2ﬁ

La ecuacion transformada es (3 + /217 + (3 — \/2)* = 4, que representa una elipse cuyo semieje

mayor tiene una longitud de 2/, /3 — ﬁ y cuyo semieje menor tiene una longitud de 2/, /3 + ﬁ {enla
Seccién 13.3 descubriremos otra forma de preguntar esto). -

(t+v)
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Ejercicios 8.1

Calcule las ecuaciones de las cénicas que se especifican en
los Ejercicios 1-6.

1. Elipse con focos en (0, +2) y semieje mayor de
longitud 3.

2. Elipse con focos en (0, 1) y (4, 1) y excentricidad 1,2,
3. Parabola con foco en (2, 3) y vértice en (2, 4).

4. Parabola que pasa por el origen, su foco estd en
(0, —1) y sueje esta en larecta y=—1.

5 Hipérbola con focos en (0, +2) y semieje transversal
de longitud 1.

6. Hipérbola con focos en (+5, 1) y asintotas
x=1(y— 1.

En los Ejercicios 7-15, identifique y dibuje el conjunto de
puntos del plano que satisfacen las ecuaciones dadas,
Especifique las asintotas de las posibles hipérbolas.

T.X+y+2x=1 & F+47F—4y=0
04X+ ¥ —4y=0 10. 42 — ¥ —4y=10
1. #+2x—y=3 12 x+2y+ 2 =1
18 ¥ — 28+ 3x+ 4y =2

14 94 + 4y — 18x + 8y=—13

15 94 + 4y — 18x + 8y =23

16. Identifique y dibuje la curva que es la grafica de la
ecuacion (x— y* — (x+ =1,

#17. Los rayos de luz en el plano xy procedentes del punto
(3, 4) se reflejan en una pardbola de manera que
forman un rayo paralelo al eje x. La parabola pasa por
el origen, Obtenga su ecuaci6n (existen dos respuestas
posibles).

18 Los rayos de luz en el plano xy procedentes del origen
se reflejan en una elipse de forma que convergen en el
punto (3, 0). Calcule todas las posibles ecuaciones de
dicha elipse,

En los Ejercicios 19-22, identifique la conica y calcule su
centro, ejes principales, focos y excentricidad. Especifique
las asintotas de las posibles hipérbolas.

18 xy+x—y=2

+20. ¥+ 2y + Y =Adx—4y+ 14
+21. 8% + 12xy+ 17/ = 20
*22 ¥ —dxy+ 4y +2x+ y=0

23 La debfinicién foco-directriz de una cdnica define ésta
como un conjunto de puntos P del plano que satisface
la condicién

distancia de Pa F _
distancia de Pa D

siendo " un punto fijo, D una recta fija y & un niimero
positivo fijo, La cénica es una elipse, una parébola o
una hipérbola dependiendo de sie< 1, e=10¢> 1.
Calcule la ecuacién de la cénica si Fes el origen y D
es larecta x= —p.

Otro parametro asociado con las cénicas es el semni-latus
rectmm, que se denota generalmente como £. En el caso de
una circunferencia es igual a su radio. Para otras cénicas, es
la mitad de la longitud de la cuerda que pasa por un foco y
es perpendicular al eje (para una parabola), al eje mayor
(para una elipse) o al eje transversal (para una hipérbola),
Dicha cuerda se denomina latws rectum de la cénica,

&

24 Demuestre que el semi-latus rectum de la parabola es
el doble de la distancia de su vértice a su foco.

25. Demuestre que el semi-latus rectum de una elipse con
semieje mayor a y semieje menor b es £ = b*/a.

28. Demuestre que la férmula del ejercicio anterior
coincide con la del semi-latus rectum de una hipérbola
con semieje transversal a y semieje conjugado b,

+2Z7. Suponga que un plano corta a un cono circular recto

formando una elipse, y que dos esferas (una en cada
lado del plano), se inscriben entre el cono y el plano
de forma que cada una de ellas es tangente al cono en
una circunferencia y es también tangente al plano en
un punto, Demuestre que los puntos donde esas das
esferas tocan al plano son los focos de la elipse.
Sugerencia Todas las rectas tangentes a una esfera
desde un punto dado en el exterior de dicha esfera
tienen la misma longitud. La distancia entre las dos
circunferencias en las que las esferas cortan al cono,
medidas sobre generatrices del cono (es decir, rectas
en el cono), es la misma para todas las generatrices.

+28 Formule y demuestre un resultado andlogo al del

Ejercicio 27 pero con una hipérbola,

+28 Suponga que un plano corta a un cono circular recto

formando una pardbola con vértice en V. Suponga que
se inscribe una esfera entre el cono y el plano, como
en los ejercicios anteriores, que es tangente al plano
de la parabola en el punto F. Demuestre que la cuerda
ala parabola que pasa por F'y que es perpendicular a
la recta FV/ tiene una longitud igual a la del latus
rectum de la parabola, Por tanto, F es el foco de la
parabola,
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m Curvas paramétricas

Supongamos que un objeto se mueve por el plano xy de forma que las coordenadas de su posi-
cién en cualquier instante ¢ son funciones continuas de la variable £

x=1f, y=g0

El camino seguido por el objeto es una curva € en el plano, especificada por las dos ecuaciones
anteriores, que denominaremos ecuaciones paramétricas de € Una curva especificada por una
pareja concreta de ecuaciones paramétricas se denomina curva paramétrica.

DEFINICION 4 Curvas paramétricas

Una curva paramédrica € en el plano estd formada por un par ordenado (£, g de funcio-
nes continuas, ambas definidas en el mismo intervalo I Las ecuaciones

x= (), y=g0, paraten]/

se denominan ecuaciones paraméiricas de la curva €. La variable independiente ¢ se deno-
mina pardmetro,

Nétese que la curva paramétrica € no se define como un conjunto de puntos del plano, sino como
un par ordenado de funciones cuyo rango es ese conjunto de puntos. Diferentes pares de funcio-
nes pueden producir el mismo conjunto de puntos del plano, pero puede ser conveniente conside-
rarlas como curvas paramétricas diferentes. No obstante, denominaremos a menudo curva € al
conjunto de puntos seguido por (x, ) cuando f se mueve por 1. El eje (recta real) del pardmetro ¢
es diferente de los ejes coordenados del plano de la curva (véase la Figura 8,16). Generalmente,
denominaremos t al pardmetro, En muchas aplicaciones el parametro representa tiempo, pero no
es necesario que sea asi, Como f'y gse suponen funciones continuas, la curva x= £(9), y= g(f
no presenta saltos. Una curva paramétrica tiene una direccién (indicada, por ejemplo, mediante
flechas), que es la direccién correspondiente a los valores crecientes del parametro ¢ como se
muestra en la Figura 8.16.

x Figura 8.16 Una curva paramétrica,

m Dibuje e identifique la curva paramétrica

x=£—-1  y=t+1 (—o0 < t< )

Solucién Podriamas construir una tabla con valores de x e y en funcién de valores de £, con lo que se
obtendrian las coordenadas de algunos puntos de la curva. Sin embargo, en este ejemplo es més facil elimi-
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=0}

nar el pardmetro de la pareja de ecuaciones paramétricas y obtener asi una Unica ecuacién en xe y cuya
grafica es la curva deseada:

t=y—1, x=Ff-1=(-1)>-1=y—-2

Todos los puntos de la curva estan en la pardbola x = y* — 2y. Como y— £ oo cuando f— £ o0, la curva
paramétrica es la pardbola completa (véase la Figura 8.17).

Py
p=(}

Figura 8.17 La paribola definida paramétricamente como x= £ — 1,

y=t+1 (-0 <t<ow).
||

Aunque la curva del Ejemplo 1 se identifica mas facilmente cuando se elimina el parametro, al
pasar a la forma no paramétrica se produce una pérdida de informacién. Concretamente, se pier-
de el sentido de la curva como el camino que sigue un punto que se mueve y, por tanto, también
la direcci6én de la curva, Si la variable t en la forma paramétrica indica el tiempo en el que un
objeto esta en el punto (x, ), la ecuacién no paramétrica x = y* — 2y ya no indica en qué punto
esta el objeto en el instante concreto ¢

(Ecuaciones paramétricas de mma recta) Las ecuaciones paramétricas de la recta que
pasa por los puntos By = (%, Jo) y P1 = (x1, y1) (véase la Figura 8.18) son:

{j’:Xﬂ+f[Xl_Xu]

(—wo<t< m)

= yo + {1 — Jo)
Para ver que estas ecuaciones representan una linea recta, nétese que
Y—h_h—kh
= = constante suponiendo x; # X,
X% 4—X% {ipers o

El punto P = (x, ) esta en la posicién F, cuando £ = 0, y en la posicién P, cuando = 1, Si = 1/2, enton-
ces Pesta en el punto medio entre B, y P,. Nétese que el segmento que va de Fj a P, corresponde a valo-
res de fentre O y 1.

+  Figura 8.18 =

(Arco de una circunferencia) Dibuje e identifique la curva x=3cost, y=3sent,
(0 < t< 3nf2).
Solucion Como ¥ + ¥ = 9cos’ £+ 9sen’ £ = 9, todos los puntes de la curva estan en la circunferencia

£+ y* =9, Cuando ¢ aumenta desde 0, pasando por /2 y n hasta 37/2, el punto (x, J) se mueve desde (3,
), pasando por (0, 3) y (—3, 0), hasta (0, —3). La curva paramétrica corresponde a las fres cuartas partes
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de una circunferencia (véase la Figura 8.19). El pardmetro ¢ tiene en este ejemplo un significado geométrico.
Si P es el punto de la curva que corresponde a un valor del pardmetro £ entonces f es el 4ngulo medido desde
el centro de la circunferencia correspondiente al arco recorrido desde el punto inicial hasta P,

|T

Figura 8.19
||

SEG I (Ecuaciones paraméiricas de wna elipse) Dibuje e identifique la curva x = acost,
y=bsent (0 < t<2n), slendo a> b >0,

Solucion Obsérvese que
+§=cm2r+ sen’t =1

Mol 3%

Por tanto, la curva es una elipse parcial o completa, cuyo eje mayor va desde (— a, 0) hasta (a, 0), y cuyo
eje menor va desde (0, — ) hasta (0, b). Cuando ¢ aumenta desde 0 hasta 2z, el punto (x, ) se mueve por
la elipse en sentido contrario al de las agujas del reloj, empezando en (a, 0) y volviendo al mismo punto.
Por tanto, la curva es la elipse completa,

La Figura 8.20(a) muestra cémo se puede interpretar el pardAmetro f como un angulo, y cémo se pueden
obtener los puntos de la elipse utilizando circunferencias de radios ay b Como la curva empieza y termina
en el mismo punto, se denomina omva cearrada

¥ ¥

==2

b

£

t=—1
Figura 820 Hipse
1=—0.5 parametrizada en funcién de un
=0 x é&ngulo y construida con la ayuda
de dos circunferencias,
(b) Una curva paramétrica que se
(a) (b) Cruza consigo misma. .

m Dibuje la curva paramétrica

x=£-3t y=£ (—2<1<2)
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Solucién Eliminando el pardmetro se obtiene
Z=FF-3)F =y y-3?

pero esto no resulta de mucha ayuda ya que no podemos reconocer esta curva a partir de su ecuacién en
coordenados cartesianas, Lo que haremos sera calcular las coordenadas de algunos puntos:

Tabla 2 Coordenadas de algunos puntos de la curva del Ejemplo 5

t 2 4 1 1 0 1 1 3 2
7 2 7 2
9 11 11 9

¥ sl = 2 2 0 . B R 2
8 8 8 8

4 2 1 ; 0 ! 1 2 4
Y 4 4 4 4

Nétese que la curva es simétrica respecto al eje y ya que x es una funcién impar de f e y es una
funcién par de ¢ (en ty —¢ x tiene valores de signo contrario, e y tiene el mismo valor).

La curva se cruza consigo misma en el eje y (véase la Figura 8.20(b)). Para encontrar el pun-
to de intersecci6n, se hace x= 0:

0=x=F-3t=1ft— . /3)(t+ /3

Para t = 0, la curva esté en (0, 0), pero para t = iﬁ, la curva esté en (0, 3). EI punto de inter-
seccién consigo misma se produce porque la curva pasa por el mismo punto para dos valores
diferentes del parametro. 5

[ Observacion He aquif cémo conseguir que Maple dibuje 1a curva paramétrica del ejemplo an-
terior, Nétense los corchetes que rodean a las dos funciones £ — 3ty £, y el intervalo de valor
del pardmetro, seguido por los rangos de xe yen la grafica.

> plot ([t 3-3*t, t 2, t=—-2..2], x=-3..3, y=-1..5);

Curvas planas generales y parametrizaciones

De acuerdo con la Definicién 4, una curva paramétrica siempre estd definida mediante un con-
junto particular de ecuaciones paramétricas; no es sélo un conjunto de puntos del plano. Cuando
estamos interesados en considerar una curva tinicamente como un conjunto de puntos (un objeto
geométrico), no es necesario preocuparse por la pareja de ecuaciones en concreto que representa
a la curva, En este caso la curva es simplemente una curva plana.

DEFINICION 5 Curvas planas

Una amrva plama es un conjunto de puntos (x, 3) del plano tales que x= f(§ e y= g(§
para algin valor de ¢ en el intervalo [ siendo f'y g funciones continuas definidas en I A
dicho intervalo [y al par de funciones (£, g que generan los puntos de € se los denomina

parametrizacién de ¢,

Como una curva plana no esta ligada a una parametrizacién especifica, tampoco tiene una direc-
cién especifica.
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STV [a circunferencia ¥ + )7 = 1 es una curva plana, A continuacién se presentan algunas
posibles parametrizaciones de dicha circunferencia:

(i) x=cost y=sent, (0 <1< 2n)
() x=send y=coss®, (0<s5<./2n)

(i) x=cos(mnu+ 1), y=sen(nu + 1), (—1gsu<])

v x=1-£y=t/2-8 (- /2<t</?

Para verificar que cualquiera de ellas representa a la circunferencia se pueden sustituir las funciones de xe
yen la expresién ¥ + ) y demastrar que el resultado se simplifica al valor de 1. Esto demuestra que la
curva paramétrica es una circunferencia, Después se pueden examinar los rangos de x e ya medida que el
pardmetro varia en su dominio, Por ejemplo, en el caso (iv) tenemos

E+yP=(1-O+{t/2-Ff=1-28+P+2Ff-F=1

y (x, ¥) va desde (—1, 0) pasando por (0, —1) hasta (1, 0) cuando fse incrementa desde —ﬁ, pasando
por —1, hasta 0, y después contintia por (0, 1) y vuelve a (—1, 0) cuando ¢ va desde 0, pasando por 1,
hasta /2.

Existen, por supuesto, otras infinitas posibles parametrizaciones de esta curva, -

(ST TG Si f es una funci6n continua en un intervalo [ entonces la grafica de f es una curva pla-
na, Una posible parametrizacién obvia de esta curva es

x=1i ¥ = £, (fen ) -

Algunas curvas planas de interés

Completaremos esta seccién parametrizando dos curvas que aparecen en el mundo fisico.

ST TR (Ciclaide) Si una circunferencia rueda sin deslizamiento por una linea recta, calcule el
camino que sigue un punto fijo del circulo. Ese camino se denomina dicloide

Solucion Supongamos que la recta sobre la que rueda la circunferencia es el eje x, que la circunferencia
tlene radio a y est4 sobre dicha recta y que el punto cuyo movimiento vamos a seguir estd inicialmente en
el origen O (véase la Figura 8.21). Después de que el circulo haya rodado un 4ngulo £, es tangente a la recta
en T,y el punto cuya trayectoria estamos siguiendo se habrd movido hasta la posicién F, como muestra la
citada figura. Como no hay deslizamiento,

segmento OT = arco PT = at

Q ¢ .

PN R Figura 8.21 El punto F
' ' b traza los arcos de

la cicloide a medida que la

T x rueda realiza una revolucidn
completa,
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Sea Pg) perpendicular a TC, como se muestra la figura. Si las coordenadas de P son (x, }), en-
tonces

x=0T—- PQ=at— asen(n — H = at — asent
y=TC+ CQ=a+acos(n— H =a— acost

Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la cicloide son

x= a(t— send, y=a(l — cos

Obsérvese que la cicloide presenta un vértice en los puntos donde vuelve al eje x, es decir, en los
puntos correspondientes a t = 2nr, siendo n un entero. Aunque las funciones x e y son funciones
diferenciables en £ la curva no es suave en todas partes. En la seccién siguiente consideraremos
estos aspectos.

|

Les problemas de la braguistécrona y de la tautécrona

Suponga que se dobla un alambre desde un punto A hasta un punto més bajo By que una peque-
fia cuenta puede deslizarse sin rozamiento por dicho alambre. Si la cuenta se suelta en el punto
A, se deslizara hasta el punto B. jQué curva se deberia utilizar para minimizar el tiempo que
tarda en ir desde A hasta B? Este problema, denominado de la braquistécrona (del griego «tiem-
po minimo»), Tiene como solucién parte de un arco de cicloide puesto boca abajo. Es mas, la
cuenta emplea la misma cantidad de tiempo en deslizarse desde cualquier punto de la curva al
punto més bajo B, por lo que la cicloide es también la solucién del problema de la tautécrona
(«mismo tiempo»). Examinaremos estos aspectos posteriormente, en los Problemas Avanzados
del final del Capitulo 11.

(Invalucién de una dremferencia) Se enrolla una cuerda alrededor de una circunferen-
cia fija. Uno de sus extremos se desenrrolla de forma que la parte de la cuerda que no est4 en la circunfe-
rencia se extiende en forma de linea recta. La curva que sigue este extremo libre de la curva se denomina
involucién de la circunferencia (la involucién de cualquier curva es el camino que sigue un extremo de
dicha curva cuando se desenrolla empezando por ese extremo).

Suponga que la ecuaci6én de la circunferencia es ¥* + y* = &, y que el extremo de la cuerda que se
desenrolla empieza en el punto A = (a, 0). En algin instante posterior mientras se desenrolla, denominare-
mos P ala posicién del extremo de la cuerda, y T al punto donde la cuerda deja a la circunferencia, La
recta PT debe ser tangente a la circunferencia en T.

Parametrizaremas a continuacion el camino que sigue P en funcion del angulo AOT, que denominare-
mos £, Sean los puntos £ en OA y Sen TE, como se muestra en la Figura 8.22, TR es perpendicular a OA y
a PS. Nétese que

OF= OTcost= acost, RET= OTsent = asent

Como el dngulo OTPes de 90°, el angulo STP = t. Como PT = arc AT = af (ya que la cuerda no se enrolla
ni se desliza en la circunferencia), tenemos que

SP = TPsent = arsen f, ST= TPcos t= afcos t
Si P tlene coordenadas a (x, y), entonces x = OR+ SPe y= RT— ST:
X=acost+ atsent y = asenf — atcost, (t=0)

que son las ecuaciones paramétricas de la involucién,




g 5 P=(x,¥)
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Figura 822 Involucién de una circunferencia,

Ejercicios 8.2

En los Ejercicios 1-10, dibuje las curvas paramétricas
dadas, mostrando su direccién con una flecha. Elimine el
pardmetro para obtener una ecuacién cartesiana en xe y
cuya gréfica sea la curva paramétrica,

Lx=14+2y=F (-0 <t< o)
Bx=2—-ty=t+1,(0<t< o)

1
3x=;,y=r— 1, 0<t<d)

1 ot
_1+?'y_1+r2'(

4 x -0 < F< m)

T
& x=3senzf y=3cos2t, ({]e; rsg)

6 x = asect, y= btant, (—%‘: h:%)

7. x=3sennt y=4cosnt, (-1 <t<1)

& x=cossens, y=sensens, (—oo <5< 00)
8 x=cos't y=sen’t, (0 < £< 2nm)

10 x=1—/A—F y=2+1(-2<1<2)

11. Describa la curva paramétrica x = cosh ¢, y calcule su
ecuacion en cartesianas,

12, Describa la curva paraméfrica x= 2 — 3cosh ¢,
¥y=—1+ 2senht

13 Describa la curva x= fcost, y = tsent, (0 < < 4n).

14

16

17.

18

Demuestre que cada uno de los siguientes conjuntos de
ecuaciones paramétricas representa un arco diferente de
la parabola cuya ecuacion es 2(x+ )) = 1 + (x — y)%
(@) x=cos't, y=sen't

(b) x=sec't, y=tan't

() x=tan't, y=sec't

15 Calcule una parametrizacién de la pardbola y = ¥,
utilizando como pardmetro la pendiente de la recta
tangente en un punto cualquiera.

Calcule una parametrizacién de la circunferencia

¥+ Y= }Eﬂpa:ﬁljzando como parémetro la pendiente
m de la recta que une un punto cualquiera con el punto
(R, 0). ;Falla la parametrizacién en la obtencién de
algin punto de la circunferencia?

Una circunferencia de radio a esta centrada en el
origen O. T'es un punto de la circunferencia tal que OT
forma un angulo fcon el eje x positivo, La tangente a
la circunferencia en T auza al eje x en el punto X El
punto P=(x, ) es la intersecci6n de la recta vertical
que pasa por X'y de la recta horizontal que pasa por T.
Calcule, en funcién del parametro f, ecuaciones
paramétricas de la curva € que describe el punto Pa
medida que el punto T'se mueve por la circunferencia.
Elimine t y calcule una ecuacién de € en funcién de xe

y. Dibuje €,

Repita el Ejercicio 17 con la siguiente modificacién:
OT cruza una segunda circunferencia de radio b
centrada en Oenel punto ¥, P= (x ) esla
interseccién de la recta vertical que pasa por X'y la
recta horizontal que pasa por Y.
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+10

«21.

(El folium de Descartes) Elimine el parametro de las
ecuaciones paramétricas

3t 37
“TEF e WD

y obtenga una ecuaci6n ordinaria en x e y de esta
curva, El pardmetro ¢se puede interpretar como la
pendiente de la recta que une el punto general (x, })
con el origen. Dibuje la curva y demuestre que la
recta x + y= —1 es una asintota.

(Una cicloide prolada) Una rueda de ferrocarril tiene
una pestafa que se extiende por debajo del nivel de la
via sobre la que se mueve la rueda. Si el radio de la
rueda es a y el de la pestana es b > a, calcule las
ecuaciones paramétricas del camino que sigue un
punto P en la circunferencia de la pestafia a medida
que la rueda se mueve por la via (ndtese que, durante
una parte de cada revolucién de la rueda, P se mueve
hacia atras). Intente dibujar la grafica de esta cicloide
prolada.

X

S1i una circunferencia de radio b
rueda, sin deslizarse, por el interior de una
circunferencia fija de radio a > b, un punto de la
circunferencia que rueda traza una curva denominada
hipocicloide, Si la circunferencia fija esta centrada en
el origen y el punto que traza la curva empieza en
(a, 0), demuestre que las ecuaciones paramétricas de
la hipocicloide son

a—b
x=(a— Bcost+ bcos(T t)

=iy
y=1{(a— bB)sent— bsen(a 5 r)
siendo fel 4ngulo entre el eje x positivo y la linea
que va del origen al punto en el cual la circunferencia
que rueda toca a la circunferencia fija.

Sia=2y b= 1, demuestre que la hipocicloide se
convierte en un segmento de recta,

Sia=4y b= 1, demuestre que las ecuaciones
paramétricas de la hipocicloide se simplifican en la
forma a x= 4cost y= 4sen®t Esta curva se
denomina hipocicloide de cuatro vértices o astroide
(véase la Figura 8.23). Su ecuacién en cartesianas es
#B+ B = 4,

Las hipocicloides recuerdan a las curvas producidas
por unos juguetes de nifios muy populares
denominadas espirdgrafos, pero las curvas de los
espirdgrafos resultan de seguir un punto en el interior
del circulo que gira en lugar de en la circunferencia,
y por tanto no tienen vértices agudos,

—4

Figura 823 Fl astroide ¥/ + 7 = 4%%,

+22 (La bruja de Agnesi)

(a) Demuestre que la curva que traza un punto P
obtenido a partir de una circunferencia, como se
muestra en la Figura 8,24, tiene como ecuaciones
paramétricas x = tan £ y = cas” ten funci6n del
angulo ¢ que se muestra en dicha figura
(Sugerencia: Sera necesario hacer un uso
intensivo de la similitud de triangulos).

(b) Utilice una igualdad trigonométrica para eliminar
t de las ecuaciones paramétricas y obtenga una
ecuacién ordinaria en cartesianas de dicha curva.

Esta curva toma su nombre de la matemética italiana
Maria Agnesi (1718-1799), una de las mujeres mas
brillantes de su siglo y autora de un importante libro
de calculo, El término bryfa se debe a una traduccion
errénea de la palabra italiana versiera («curva que
gira»), utilizada para describir la curva, Dicha palabra
es similar a ayversiera («esposa del diablo» o
«brujas).

P=(x,v)

Figura 8.24 La bruja de Agnesi,

En los Ejerciciaos 23-26, obtenga las graficas de las curvas
x=sen(mf), y= sen (n) para los valores dados de my n.
Estas curvas se denominan figgras de Lissajous Aparecen
cuando se analizan sefiales eléctricas utilizando un
asciloscopio. Una sefial de frecuencia fija, pero desconocida,
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se aplica a la entrada vertical, y una sefial de control se para varios valores enteros y fraccionarios de n = 3.
aplica a la entrada horizontal. La frecuencia horizontal se ;Se pueden formular principios que gobiernan el com-
modifica hasta que se observa una figura de Lissajous portamiento de estas curvas?
estable. La frecuencia (conocida) de la sefial de control y la
forma de la figura permiten determinar la frecuencia 28 (Mss hipocicloides) Utilice una calculadora A
Bsconoitda. grafica o un programa de graficos por ordenador

- - para investigar el comportamiento de las curvas cuyas
2 m=1 n=2[§ 24 m=1, n=3 g ecuaciones son de la forma
= m=2 =30y @ m=z n=5 B x—(1+1)msr+1ms(ﬁn 18

mw - n n -

27. (Epiciclaides) Utilizando una calculadora i~ n n

gréfica o un programa de graficos por ordenador,

ecuaciones son de la forma

investigue el comportamiento de las curvas cuyas y= (1 2 l)senr—l sen ((n— 1))
n n

x= (1 s E)ms f— 1 cos (nf) para varios valores enteros y fraccionarios de n > 3.
n ¢ Se pueden formular principios que gobiernan el com-
1 1 portamiento de estas curvas?
y= (1 + E)senf—; sen (nf)

JcJ Curvas paramétricas suaves y sus pendientes

Se dice que una curva plana es suave si existe tangente en todo punto P de dicha curva, y dicha
tangente evoluciona de una forma continua a medida que P recorre la curva (es decir, el angulo
que forman la tangente en Py ofra recta fija, por ejemplo el eje x, es una funcién continua de la
posicién de P).

Si la curva € es la grafica de una funcién £ entonces € sera suave en cualquier intervalo don-
de exista la derivada f"(x} y ésta sea una funci6én continua de x. Puede ser también suave en
intervalos que contengan puntos singulares aislados; por ejemplo, la curva y = x'/* es suave en
todas partes, aunque dy/dx no exista en x = 0.

En el caso de curvas paramétricas x= £(f), y= g(#, la situacién es mas complicada. Aunque
f'y gtengan derivadas continuas en todas partes, esas curvas pueden no ser suaves en ciertos
puntos, concretamente los puntos donde f'(f) = g'() = 0.

Considere la curva paramétrica x= () = £, y = g(f) = £, Eliminando # se llega a la cur-
va en carte ¥ =% 0x=)" que no es suave en el origen, incluso aunque 7'() = 2ty g(d = 37
sean continuas para todo f (véase la Figura 8.25), Obsérvese que tanto f' como g' se anulan en f= 0
f'(0) = g'0) = 0. Si vemos las ecuaciones paramétricas como una forma de especificar la posicién de un

L=

]

I

L
b

t=-—1 Figura 825 Fsta curva no es suave en el origen y presenta alli un vértice.
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punto mévil Pen el instante ¢ entonces la velocidad horizontal es f'(f) y la velocidad vertical es
g (). Ambas velocidades son 0 en ¢= 0, por lo que P se detiene en ese instante, Cuando empie-
za a moverse de nuevo, no necesita hacerlo en la misma direccién en la que iba cuando se detu-
vo, La cicloide del Ejemplo 8 de la Seccién 8.2 es otro ejemplo en el que una curva paramétrica
no es suave en puntos donde dx/dt y dy/dtse anulan.

Pendiente de una curva paramétrica

El teorema que sigue confirma que una curva paramétrica es suave en los puntos donde las deri-
vadas de las funciones de sus coordenadas son continuas y no se anulan simultdneamente,

TEOREMA

Sea € la curva paramétrica x= f(f), y = g(f), donde f'(f) y g'(#) son continuas en un inter-
valo I Si f'(§ # 0 en I entonces € es suave y tiene en cada valor de f una tangente cuya

pendiente es
d_g0

dx £

Si g'(f) # 0 en I, entonces € es suave y tiene en cada valor de ¢ una normal cuya pendiente

es
de__ 1o

dy g0

Por tanto, € es suave excepto, posiblemente, en aquellos puntos donde f'(f) y g'({) sean si-
multdneamente 0.

DEMOSTRACION Si f'(f) #0 en I entonces f es o bien creciente o bien decreciente
en I y por tanto es uno a uno e invertible. La parte de € correspondiente a los valores de ¢
en I tiene como ecuacion ordinaria y= g(f '(x), y por tanto su pendiente es

giriw) _ g
FIF) ~ F@

Y g () 5 ) =
dx 8 dx
Donde hemos utilizado la férmula

- 1

' W=
para expresar la derivada de una funcién inversa, que se obtuvo en la Seccién 3.1. Esta
pendiente es una funcién continua de ¢, por lo que la tangente a € evoluciona de forma con-
tinua con ten /. La demostraci6n para g'(f) # 0 es similar, En este caso, la pendiente de la
normal es una funcién continua de ¢ por lo que la normal evoluciona de forma continua, y
asf lo hace también la tangente.

—'

Si 'y g son continuas, y ambas se anulan en algin punto 4, entonces la curva x = £(f,
y= g0, puede ser o no ser continua alrededor de &, En el Ejemplo 1 se ha presentado un ejem-
plo de una curva que no es suave en un punto de ese tipo.

La curva cuya parametrizacién es x= £, y= £ corresponde a la parabola y = ¥, por lo

que es suave en todas partes, aunque dx/df=3# y dy/df= 6 se anulen simultineamente en ¢ =0,
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Tangenies y normales a curvas paramétricas

Si f'y g son continuas y no se anulan simultdneamente en £, entonces las ecuaciones pa-
rameétricas
x= flfp) + (%) (t = &)

= glt) + &' () (t— 1)
representan la tangente a la curva paramétrica x = (), y= g( en el punto (f(%), glt)).
Las ecuaciones paramétricas a la normal en ese punto son

x= 1) + g {t- )
{r= gl — () (t— 1)
Ambas rectas pasan por (f(4), gf)) cuando t= f,.

(—o0 < t< )

(—o0 < t< o0)

Calcule las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva paramétrica x= £ — ¢,
y=1t + tenel punto donde = 2,
Solucion En{=2 tenemos que x=2, y=6y
d—x=21—1=3 ﬂ=2r+1=5
dt : dt
Por tanto, las ecuaciones paramétricas de las rectas tangente y normal son

o [X=2H3(-D =54
MM Vy=8+5{t—2) =5r—4

2+ 5(t—2)=5t—8
Roemat {y 6—3(t—2) =—3t+ 12

La concavidad de una curva paramétrica se puede determinar utilizando las segundas derivadas
de las ecuaciones paramétricas. El procedimiento consiste en calcular d®y/d¥ utilizando la Regla
de la Cadena:

dy ddy_d g d[g®\dt
dé  drdx dr f’(t}__(f'_[r})_
_ g - 8‘( a1
(£(9)? (9
Concavidad de una curva paramétrica

En un intervalo donde £(8 # 0, la concavidad de la curva paramétrica x= £(8), y= g0
esta determinada por

i&; (g0 — g9

dy* (£(9)?

Dibujo de curvas paramétricas

Como en el caso del dibujo de graficas de funciones, las derivadas proporcionan informacién de
utilidad sobre la forma de una curva paramétrica. En los puntos donde dy/dt= 0 pero dx/dt# 0,
la tangente es horizontal; en los puntos donde dx/dt =0 pero dy/df # 0, la tangente es vertical.
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(—2.4)

En los puntos donde dx/dt= dy/dt= 0 puede ocurrir cualquier cosa; es conveniente calcular los
limites por la derecha y por la izquierda de la pendiente dy/dx cuando el pardmetro ¢ se aproxima
a uno de esos puntos. La concavidad se puede determinar utilizando la férmula obtenida ante-
riormente, [lustraremos estas ideas reconsiderando una curva paramétrica que encontramos en la
seccion anterior.

SN TGl Utilice informaci6n de pendiente y de concavidad para dibujar la grafica de la curva para-

méfrica
x=f=F£-3, y=gd=2~¢ (—-2<t<2)

que encontramos previamente en el Ejemplo 5 de la Seccién 8.2,
Solucién Tenemos que
FH=3F-1)=3t—-1(+1), gH=2t

La curva tiene tangente horizontal en ¢ = 0, es decir, en (0, 0), y tangentes verticales en = + 1, es decir,
en (2, 1) y (—2, 1). La tabla que sigue resume la informacién direccional de la curva entre esos puntos.

t —2 —1 0 1 2
£ + 0o - - - +
g - — - 0 + + +
X - : — s P -
¥ ! ! l ' T T T
curva N 1 ¢ - N 1 2

Para estudiar la concavidad se calcula la segunda derivada d”y/dy¢ mediante la férmula obtenida
anteriormente. Como f"(f) = 6ty g”(f = 2, tenemos que

&y g -gor o

dr* (£ (8)*
C3(2-1@ 2060 2 £+1
B BE-DPF 9 (F-1>3

que nunca se anula pero que no estd definida en = + 1. Evidentemente la curva es convexa
para —1 < t< 1y c6ncava en el resto, La Figura 8,26 muestra la curva.

¥y

1=} x

Figura 8.26
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Ejercicios 8.3

En los Ejercicios 1-8, calcule las coordenadas de los puntos
en los que las curvas paramétricas dadas tienen (a) una
tangente horizontal y (b) una tangente vertical.

Lx=Ff+1y=2t—4 2 x=F-2ty=~F+2t
S x=Ff-2ty="F£—12t
4 x=F-3y=2P+3F
B x=r "2 y=¢"*

& x=senf, y=sent— tcost
3t 3f
BRI AR

Calcule las pendientes de las curvas de los Ejercicios 9-12
en los puntos que se indican,

8 x=F~F+ty=1—-Fent=1
0 x=Ff—-Ff y=F+2fent=—1

] x

7. x =sen2t, y= sent

11. x=cos2i, y=sent, en {= n/8
12 x=¢&" y=t" ent=—-2

Calcule las ecuaciones paramétricas de las tangentes a las
curvas de los Ejercicios 13 y 14 en los puntos indicados.

18 x=Ff -2, y=t+F ent=1
14 x=t—cost y=1—senten i=nf4

15. Demuestre que la curva x= £ — 1, y= £ tiene dos
tangentes diferentes en el punto (0, 1) y calcule sus
pendientes,

16. Calcule las pendientes de dos rectas que sean tangentes
ax=sent, y=senZfen el origen,

(Dénde dejan de ser suaves las curvas de los Ejercicios 17-
20, si es que lo hacen?

17. x=1, y= £

1R x=(t—1)* y={(t—1)?
18. x = tsent, y= P

En los Ejercicios 21-25, dibuje las gréficas de las curvas
paramétricas dadas, haciendo uso de la informacién de las
dos primeras derivadas. A menos que se indique lo contra-

rio, el intervalo del pardmetro en cada curva es toda la rec-
ta real,

2. x=F-2t,y=F£ -4t
2
e

P4 x=F-3t—-2, y=F—t-2

25 x=cost+ tsent, y=sent— tcost (t=0) (véase el
Ejemplo 9 de la Seccién 8.2).

20. x= P, y=1t—sent

2 x=F y=3F-1

28 y=fF -3t ym

m Longitudes de arco y 4reas de curvas paramétricas

Esta seccién esta dedicada a los problemas del célculo de longitudes de curvas definidas paramé-
tricamente, de dreas de superficies de revolucién obtenidas rotando curvas paramétricas y de
dreas de regiones planas limitadas por curvas paramétricas.

Longitudes de arco y areas de superficie

Sea € una curva paramétrica suave con ecuaciones

x= f(9,

y= g8,

(a<t<bh

Se supone que f'(# y g'(f) son continuas en el intervalo [a, b] y que nunca valen cero simult-
neamente, A partir del tridngulo diferencial con catetos dx y dy e hipotenusa ds (véase la Figu-
ra 8.27) se obtiene (ds)* = (d9* + (dy)?, por lo que tenemos

Figura 827 Un tridngulo diferencial.



540

CALCULO

—IE T

La longitud de la curva € se expresa como

e[

m Calcule la longitud de la curva paramétrica

x=¢é'cost,  y=e'sent, 0<t<?2)
Solucién Tenemos que

EY=.s"(<:usr—s;1enr) ﬁ"=.:="(ser1.-f+-::msr}
dt todt
Elevando al cuadrado las expresiones anteriores, sumando y simplificando, se obtiene
ds 2
(E) = e'(cos t — sen #)% + e*'(sent + cos #°

= e (cos® t — 2costsent + sen’ t + sen® f + 2senfcost + cos? f)
=g
Por tanto, la longitud de la curva es

2
5=J ,Kzeffd:=\/§refa&=\/§{e2— 1) unidades
0 0

Las curvas paramétricas se pueden rotar alrededor de diversos ejes para generar superficies de
revolucion, Las éreas de estas superficies se pueden calcular mediante el mismo procedimiento
utilizado para graficas de funciones, con la versién apropiada de ds. Si la curva

x=f9, y=g0, (a<t<bh
se rota alrededor del eje x, el drea Sde la superficie generada se expresa como

sm b b
5= ZEJ |y|ds=2nj 1201 /O + (20 dt

te= g a

Si la rotaci6n es respecto al eje y, entonces el drea es

s=h b
5= j (afels = 2 j NGORER

t= 5 a

m Calcule el 4rea de la superficie de revolucién que se obtiene rotando la curva astroide

x=acos’t, y=asen’t
con a > 0, alrededor del eje x.
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Solucién La curva es simétrica con respecto a ambos ejes coordenados (véase la Figura 8,28), La super-
ficie completa se generara rotando la mitad superior de la curva; de hecho, s6lo es necesario rotar la parte
del primer cuadrante y multiplicar después por 2. La parte del primer cuadrante de la curva corresponde a
0 < < n/2. Tenemos entonces
dx : dy 2
s = —3acos” tsent, i 3asen” fcost

# Figura 8.28

De acuerdo con esto, la longitud del elemento de arco es

ds = \f 94° cos® tsen® t + 9a°sen® fcos® tdt

= 3acostsent./cos’ t + sen® tdt

= 3acostsentdt

Por tanto, el area de la superficie pedida es

/2
S=2x2n J asen” t3acos tsen tdt

0
/2
= 1274 sen’ tcostdt  Sea y=sent,
o dit = cos tdt
! 12nd
=12nazj o du= ’5"‘ unidades al cuadrado
1}

Areas limitadas por curvas paramétricas

Considere la curva paramétrica € con ecuaciones x = f(f), y = g(f), (a<t< D), siendo f dife-
renciable y g continua en el intervalo [a, b]. Por el momento, supongamos también que '(f) = 0
y g()) = 0 en [a b], por lo que € no tiene puntos por debajo del eje x y se recorre de izquierda a
derecha cuando ¢ va desde a hasta b.

El elemento de drea de la region bajo la curva € y por encima del eje x es dd = ydx =
= g(d f'(# dt, por lo que su area (véase la Figura 8.29) es

b
A= J. g (1) dt
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¥4

G

=

*l doe= (1) dt

fla)y fir ﬂlg,, ¥ Figuru 8.29
En los otros tres casos se pueden dar argumentos similares:

b

Si F'(f) =0y gl <0en [a b, entonces A= —j 20 F1(9 dt,
b

Si F'(f) <0y g#) >0en [a b], entonces A= —J 20 F(9 d,

b
Si £() <0y g(d <0en [a b], entonces A= j g0 £ d,

siendo A el 4rea (positiva) limitada por € el eje x y las rectas verticales x= f(a) y x= f(b).
Combinando estos resultados podemos ver que

b
J 20 (D dt= A, — 4,

siendo A; el 4rea dispuesta verticalmente entre € y la parte del eje x formada por los puntos
x= f( tales que g(ff()=0, y A un 4rea similar correspondiente a los puntos donde
gl () < 0. Esta férmula es vélida para funciones arbitrarias g continuas y f diferenciables.
Véase la Figura 8.30 donde se presentan ejemplos genéricos. En particular, si € es una curva
cerrada que no se cruza consigo misma, entonces el 4rea de la regién limitada por € se expresa
como

b
A= J gy f(ddt  siese recorre en el sentido de las agujas del reloj cuando ¢ crece

¥4 ¥

t=a

t=b

] h
P f 2() f'(0) dt i, f O F O dt Figura 830 Acreas definidas por
a a curvas parametricas,
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b
A=~- J. g f'(Hdt  sicse recorre en sentido contrario al de las agujas del reloj

Ambos casos se ilustran en la Figura 8,31,

y
rT.‘J
i__, —a ¢
b * b Figura 8.31 Areas limitadas por
A =f gty f'(t)dt A= —f el firyde curvas paramétricas
C a cerradas.

m Calcule el drea limitada por la elipse x = acoss, y= bsens

Solucién Esta elipse se recarre en sentido contrario al de las agujas del reloj (véase el Ejemplo 4 de la
Seccidn 8.2). El 4rea encerrada es

A=— -r bsen s( — asens) ds
1]

Eb 2n
B J (1 — cos2s)ds
0
ah 2n ab Zn
=—5| ——sen2s| = nabunidades al cuadrado
2 1] 4 0 .

(STl Calcule el drea comprendida por encima del eje x y por debajo de un arco de la cicloide
X= at— asent, y=a— acost.

Solucion Parte de la cicloide se muestra en la Figura 821 en la Seccién 8.2, Un arco carresponde al
intervalo de valores del pardmetro 0 < f< 2z Como y=a(l —cosf) =0y dx/di= a(l — cosif) = 0, el
area bajo un arco es

" o 1 + cos 2f
A=J az(l—msr)zdt=azj (1—2-::05:4—&)0?
1] 0

2
t sen2t
=a"-(:—zsenr+§+ 1 )

2

= 3n4" unidades cuadradas
’ N

Argumentos similares a los usados anteriormente permiten demostrar que si f es continua y g es
diferenciable, entonces también podemos interpretar

t=ph

b
J fmgmahj xdy= A, — 4y

[T ]
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siendo A, el 4rea de la regioén dispuesta horizontalmente entre la curva paramétrica x = £(f),
y=g0, (a< t< b y la parte del eje y formada por los puntos y= g(#) tales que f(fg'(f) =0,
y A, €l drea de una regién similar correspondiente a f(4g°(d < 0. Por ejemplo, el 4rea de la re-
gién sombreada en la Figura 8.32 es [ 5 (4 £'(¢) dt. El Teorema de Green de la Seccién 16.3 pro-
porcionard un enfoque mas coherente para el calculo de estas éreas.

gib)

gla)

=

% Figura 8.32 FEl rea sombreada es A = J flog(d dr
b

Ejercicios 8.4

Calcule las longitudes de las curvas en los Ejercicios 1-8,
1. x=3fy=2F(0<t<g )

2 x=1+7y=1-F(-1<t<?)

8 x=acos’t, y=asen’t (0 < < 2n)
4 x=In(l+7),y=2tan" 't (0<t<)

5 x=Fsent, y=Fcost, (0 <t < 2n)

6 x=cost+ tsent, y=sent—tcost, (0 < t< 2n)
T. x=t+sent, y=cost, 0 <t<n)

& x=sen’t, y=2cost, (0< t< n/2)

9. Calcule la longitud de un arco de la cicloide
x=at— asent, y= a— acost (un arco corresponde
al0<t<2n)

10. Calcule el drea de la superficie que se obtiene al rotar
un arco de la cicloide del Ejercicio 9 alrededor de

(a) el eje x, (b) el eje y.

11. Calcule el drea de la superficie generada al rotar la
curva x = € cost, y = €' sent, (0 < t < n/2) alrededor
del eje x.

12. Calcule el 4rea de la superficie generada al rotar la
curva del Ejercicio 11 alrededor del eje y.

13. Calcule el 4rea de la superficie generada al rotar la
curva x = 3¢, y=2F, (0 < t< 1) alrededor del eje y.

14. Calcule el 4rea de la superficie generada al rotar la
curva x=3F, y=2F, (0 < t< 1) alrededor del eje x.

En los Ejercicios 15-20, dibyje y calcule el drea de la

regién K descrita en funcién de las curvas paramétricas

dadas,

15. R es laregi6n cerrada limitada por x=£ — 4¢, y= £,
(—2<t<2).

16 R est limitada por la astroide x = acos®t, y= asen*t,
(0 < < 2n).

17. K esta limitada por los ejes coordenados y el arco
parabélico x = sen'#, y= cos*t.

18 R est4 limitada por x = cosssens, y = sen’ s
0 < s<n/2), yeleje y.

198, R esta limitada por el 6valo x= (2 + senf) cos/,
y=1(2+senfsent

+20 R esta limtada por el eje x, la hipérbola x = sect,

y=tant y el rayo que une el origen con el punto
(sec fy, tan ).

21. Demuestre que la region limitada por el eje x, la
hipérbola x = cash#, y = senh (siendo { > 0) y el
rayo que une el origen con el punto (cash #, senh #;)
tiene un 4rea de #,/2 unidades al cuadrado. Esto ilustra
la afirmacién hecha al principio de la Seccién 3.6,

22, Calcule el volumen del sélido obtenido al rotar
alrededor del eje x la regién limitada por dicho eje y
un arco de la cicloide x= af — asent, y= a— acosf
(véase el Ejemplo 8 de la Seccidn 8.2).

23. Calcule el volumen generado al rotar alrededor del eje
xla region bajo 1a astroide x= acos® 4, y= asen®ty
por encima del eje x.
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m Coordenadas polares y curvas en polares

El sistema de coordenadas polares es una alternativa al sistema de coordenadas rectangulares
(cartesianas) para indicar la posicién de puntos en el plano. Algunas veces es mas importante
conocer la distancia y la direccién de un punto respecto al origen que conocer sus coordenadas
cartesianas. En el sistema de coordenadas polares hay un origen (o pale), O, y un ¢je polar, que
es un rayo (es decir, una semirrecta) cuyo origen es Oy que se extiende horizontalmente hacia la
derecha. La posicién de un punto cualquiera Pen el plano queda determinada por sus coordena-
das polares [r; 8], siendo

() rladistanciade Oa P,y
(ii) @ el angulo que forma el rayo OP con el eje polar (los dngulos positivos se miden en
sentido contrario al de las agujas del reloj).

Representaremos entre corchetes las coordenadas polares de un punto para distinguirlas de sus
coordenadas rectangulares (cartesianas). La Figura 8.33 muestra algunos puntos y sus coordena-
das polares. En una gréfica en polares se suelen mostrar también los ejes de coordenadas rectan-
gulares xe y. El eje polar coincide con el eje x positivo.

e Figura 833 Coordenadas polares de algunos punios
en el plano xy.

A diferencia de las coordenadas rectangulares, las coordenadas polares de un punto no son
tnicas, Las coordenadas polares [r, 0] y [r, 0] representan el mismo punto siempre que ¢, y 0
se diferencien en un miltiplo entero de 2x:

0 =0, + 2nm, donde n=0, +1, +2, ...

Por ejemplo, las coordenadas polares

o3 BF] oy -7

representan el mismo punto en coordenadas cartesianas: iz' %) Analogamente, [4, #] y
[4, — =] representan el mismo punto de coordenadas cartesianas (—4, 0), y [1, 0] y [1, 2=] repre-
sentan el punto de coordenadas cartesianas (1, 0). Ademads, las coordenadas polares del origen O
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son [0, @] para cualquier valor de @ (si nos desplazamos una distancia cero desde el origen, no
importa en qué direccién lo hagamos).

Algunas veces es necesario interpretar las coordenadas polares [r, 6] cuando r < 0. La inter-
pretacién adecuada de esta «distancia negativa» r es que representa una distancia positiva —r
medida en la direccién opuesta (es decir, en la direccién 0 + n):

[r, ] =[~r 8+ =]

Por ejemplo, [ — 1, n/4] = [1,5n/4]. Si se permite que r < 0, aumenta el nimero de conjuntos de
coordenadas polares diferentes que representan al mismo punto,

Si se desea considerar sistemas de coordenadas polares y rectangulares en el mismo plano, y
se escoge como eje polar la direccion positiva del eje x, entonces las relaciones entre las coorde-
nadas rectangulares de un punto y sus correspondientes coordenadas polares se muestran en la
Figura 8.34.

Ir.6]
»

AT X, y)

¥ Figura 8.34 Relacion entre las coordenadas cartesianas y polares de un punto.

Conversiin polar-rectangnlar
x=rcosf 2+ y¥=r
= =
y=rsenf tanﬂ—x

Una ecuacién en x e yrepresenta en general una curva en el plano respecto a un sistema de coor-
denadas cartesianas, De forma similar, una ecuacién en r y 6 representa en general una curva
con respecto a un sistema de coordenadas polares. Las férmulas de conversién anteriores se pue-
den emplear para transformar una representacién de una curva en la otra.

m La ecuacién en polares de la recta 2x — 3y = 5 es r(2cosf — 3senf)) =50
5

r=———
2cos @ — 3senf]
|

Calcule la ecuacién en cartesianas de la curva cuya ecuacién en polares es r= 2acos 0,
e identifique dicha curva.

Solucion La ecuacién en polares se puede transformar a coordenadas cartesianas multiplicando primero
por I

I = 2arcos @
2+ = 2ax
(x—af+y=4

La ecuaci6n en polares dada r= 2acosf representa, por tanto, una circunferencia con centro en (g, 0) y
radio a, como se muestra en la Figura 8,35, Obsérvese en la ecuacién que r— 0 cuando @ — t+#/2. En la
figura, esto corresponde al hecho de que la circunferencia se aproxima al origen en la direccién vertical,
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L 2=

2a

Figura 835 La circunferencia r = 2acosf,

Algunas curvas en polares

La Figura 8.36 muestra las graficas de las ecuaciones en polares r=ay 6= f, siendo ay f (la
letra griega «beta») constantes. Son, respectivamente, una circunferencia de radio |a| centrada en
el origen, y una recta que pasa por el origen y forma un dngulo f con el eje polar. Nétese que la
recta y la circunferencia se cruzan en dos puntos, cuyas coordenadas en polares son [a, ] y
[—a, B]. Las «curvas coordenadas» en coordenadas polares, es decir, las curvas cuyas ecuacio-
nes son r= constante y ¢ = constante son, respectivamente, circunferencias centradas en el ori-
gen y rectas que pasan por el origen. Las «curvas coordenadas» en coordenadas cartesianas,
x = constante e y = constante son rectas verticales y horizontales. El papel para dibujar gréficas
en cartesianas se encuentra regulado mediante divisiones horizontales y verticales, y el papel pa-
ra dibujar gréficas en polares se encuentra regulado con circunferencias concéntricas y rectas ra-
diales que salen del origen, como se muestra en las Figuras 8.33 y 8.38.

2
Il
T

la. B]

[—a, £]

Figura 8.36 Curvas coordenadas del sistema de coordenadas polares.

La grafica de una ecuacion de la forma r= f(f) se denomina gréfica en polares de la fun-
cién f. Algunas gréficas en polares se pueden reconocer facilmente si la ecuacién en polares se
transforma en su forma rectangular. En otros casos, esta transformacién no sirve de ayuda; la
ecuacién en coordenadas rectangulares puede ser demasiado complicada como para ser recono-
cible. En estos casos hay que utilizar el recurso de construir una tabla de valores y dibujar los
puntos.
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IEETIEEN Dibuje e identifique la curva r= 2acas (6 — 6).
Solucion Procedemos como en el Ejemplo 2,
# = 2arcos (8 — 6p) = 2arcos fycos @ + 2arsen fysenf
¥ + yf = 2acosfyx + 2asenfyy
¥ — 2acos fpx + a°cos® Gy + ¥ — 2asenbpy + & sen’fy = &
(x — acosfy)? + (y— asenfy)? = &

Se trata de una circunferencia de radio a que pasa por el origen en la direccién 6 = 6 + 7, que hace r=10
(véase la Figura 8.37). Las coordenadas cartesianas de su centro son (acas iy, asen fly), que en polares son
[a 6o]. Para 6, = =n/2 tenemos que r= Zasenf corresponde a la ecuacién de una circunferencia de radio a
centrada en el eje y.

Figura 837 La circunferencia r= 2acos (f — 8,).

Comparando los Ejemplos 2 y 3, podemos formular el siguiente principio:

Rotacién de una grifica en polares
La grafica en polares de ecuacién r= f(6 — ;) corresponde a la gréfica en polares de
ecuacién r= f(0) rotada un angulo 0, alrededor del origen.

(SN TG Dibuje la curva en polares r= a(1 — cos 6) siendo a > 0.

Solucién La transformacién a coordenadas rectangulares no sirve aqui de mucha ayuda. La ecuacién re-
sultante es (¥ + ¥ + ax)® = #(¥ + J/) (verifiquese), que no podemos reconocer. Por tanto, construiremos
una tabla de valores y dibujaremos algunos puntos.

Tabla 3
9 5 I It 5 5 1 2n e 3n e om
<8 =1 +3 +3 Fg FTY E3 %
r 0 0.13a 0.29a 0.5a a 1.5a 1.71a 1.87a 2a

Como tiene forma de corazén, esta curva se denomina cardioide. Obsérvese en la Figura 8.38 el
vértice en el origen. Como en el ejemplo anterior, la curva llega al origen en las direcciones 0
que hacen r= f(f) = 0. En este caso, la tinica direccién que lo cumple es # = 0. Es importante,
al dibujar graficas en polares, mostrar claramente en qué direccién se aproximan al origen. =
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Figura 8.38 |a cardioide r = a(l — cos#f)).

Direccién de una grifica en polares en d arigen
Una gréfica en polares r = f(f) se aproxima al origen siguiendo la direccién @ para la que
£(0) = 0.

La ecuacién r= a(l — cos (0 — ) representa una cardioide del mismo tamano y forma que la
de la Figura 8.38, pero rotada un angulo 6, en sentido contrario al de las agujas del reloj. Su
vértice esta en la direccién @ = 6. En particular, r= a(l — sen ) tiene un vértice vertical, como
se muestra en la Figura 8,39,

En general, no es necesario construir una tabla detallada de valores a la hora de dibujar una
curva en polares de una ecuacién simple de la forma r= £(6). Es esencial determinar aquellos
valores de 6 para los que r= 0, e indicarlos en la grifica mediante rayos. También es de utilidad
determinar los puntos en los que la grafica se encuentra més alejada del origen (;serdn donde
f(f) sea méaxima o minima?). Con la posibilidad de una excepcién en el origen, las curvas en
polares serdn suaves siempre que f(0) sea diferenciable con respecto a #.

¥

)

Figura 8.39 la cardioide r= a(l — sen#).
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G Divuje 1a grafica en polares (a) r = cos (26), (b) r=sen(36) y (c) 7 = cos (26).
Solucién Las graficas se muestran en las Figuras 8.40-8.42, Obsérvese cémo las curvas (a) y (c) se acer-
can al origen en las direcciones # = + Fy 6 = £3F y c6mo la curva (b) se acerca al origen en las direcclo-
nes @=0, 7, +%y +%. La curva se traza dos veces cuando @ pasa de — = a 7. También lo hace la curva
(c) si admitimos los dos valores de la raiz cuadrada r = + , /cos (26). Nétese que la curva (c) no tiene pun-
tos entre @ = £y 6 = +3F ya que 7 no puede ser negativo.

La curva (c) se denomina lenmiscata [as lemniscatas son curvas formadas por puntos Ptales que el
producto de las distancias de dichos puntos a ciertos puntos fijos es constante, En el caso de la curva (c),

esos puntos son (iv% 0).
Y ¥ 5

' a3
2-"'-'3’.I ; Imid. ST

w4 4

23’ Y i
Figura 8.40 Curva (a): la curva Figura 8.41 Curva (b): la curva Figura 8.42 Curva (c): la
en polares r = cos (26). en polares r = sen (36). lemniscata # = cos (26), -

En todos los ejemplos anteriores, las funciones f(f) son periédicas de periodo 2z, de forma que
cualquier recta que pasa por el origen puede cortar a la grafica en polares como maximo dos
veces (0 y 0 + n determinan la misma recta). Si f(f) no es de periodo 2x, entonces la curva
puede enrollarse muchas veces alrededor del origen. La Figura 8.43 muestra dos espirales de es-
te tipo, la espiral equiangular r= 0 y la espiral exponendal r = ¢~ las dos dibujadas para

valores positivos de 6.

Observacion Maple incorpora la rutina polarplot como parte de su paquete «plots», que se
debe cargar antes de utilizar dicha rutina, He aqui la forma en la que Maple dibuja en la misma
grafica las curvas en polares r=1y r= 2sen (36) para 0 < 0 < 2

> with (plots):
> polarplot ([1,2*sin(3*t}],t=0..2*Pi,scaling=constrained)

.\l

D1

_/ i

Figura 8.43
(a) La espiral equiangular r= £.
(a) (b) (b) La espiral exponencial r = e~ %?,
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La opcién scaling=constrained es necesaria en curvas en polares para que Maple utilice las
mismas unidades de distancia en los dos ejes (de forma que una circunferencia tenga forma
circular).

Intersecciones de curvas en polares

Como las coordenadas polares de los puntos no son tnicas, el calculo de los puntos de intersec-
cién de dos puntos en polares puede ser mas complicado que el mismo problema en coordenadas
cartesianas. Por supuesto, las curvas en polares r= f(0) y r= g(f) se cortaran en los puntos
[£5, 6o] para los que

fl) =gl y r=10)

pero pueden existir muchas otras intersecciones, En particular, si ambas curvas pasan por el ori-
gen, entonces el origen serd un punto de interseccién, que puede no aparecer al resolver la ecua-
cién f(0) = g(0), ya que las curvas pueden pasar por el origen con diferentes valores de 6. Por
ejemplo, las circunferencias r= cos@ y r = senf se cortan en el origen y también en el punto

(1 fﬁ, n/4]. Pero s6lo se obtiene este dltimo punto al resolver la ecuacion cos @ = sen@ (véase
la Figura 8.44).

Figura 8.44 Figura 8.45

(ST TGN Calcule la intersecci6n de las curvas r=senfl y r= 1 — senf,

Solucion Como las dos funciones de @ son peri6dicas de periodo 2, sélo es necesario buscar las solu-
ciones que cumplan 0 < 6 < 2xn. Resolviendo la ecuacién

senfl = 1 — senf!

se obtiene senf = 1/2, por lo que § = =/6 o § = 57/6, Ambas curvas tienen r = 1/2en esos puntos, por lo
que las dos curvas se cruzan en [1/2, n/8] y [1/2, 57/6]. Ademés, el origen pertenece a la curva r = sen@
(para 8 =0y 0 = 2n) y también a la curva r=1 —sen@ (para ¢ = x/2). Por consigulente, el origen es
también un punto de interseccién de las curvas {véase la Figura 8.45). -

Finalmente, si se admiten valores de r negativos, entonces las curvas r= f(f) e y= g(f) se cor-
taran también en [r), 6] = [, 0] si, para algiin entero £,

0,=60,+Qk+1n y r=£0)=-g0)=-r

El Ejercicio 28 plantea un ejemplo.
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Conicas en polares

Sea D la recta vertical x=—p, y sea ¢ un niimero real positivo. El conjunto de puntos P del
plano que cumplen la ecuacién

distancia de P al origen B
distancia perpendicular de Pa D *

es una secci6én conica de excentricidad e, foco en el origen y directriz D, como se vio en la Sec-

ci6én 8.1 (serd una elipse si ¢ < 1, una pardbola si ¢ = 1 y una hipérbola si ¢ > 1). Si las coordena-

das polares de Pson [r, f], entonces la condicién anterior se convierte en (véase la Figura 8.46)
r

p+ recosf T
0, despejando r,

. &P
r_l—simﬂ

xX=-—p

Figura 846 Una curva conica con excentricidad g,
foco en el origen y directriz x = —p.

Las Figuras 8.47-8.49 muestran un ejemplo de las tres posibilidades (elipse, pardbola e hipérbo-
la). Nétese que, en el caso de la hipérbola, las direcciones de las asintotas son los dngulos que
hacen que el denominador sea 1 — gcosf = 0. En la Seccién 11.6 tendremos més cosas que
decir sobre las ecuaciones en polares de las conicas, especialmente de las elipses.
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Ml":.

i

cos~! {1/e)

TN

C

Figura 8.47 Elipse: ¢ < 1.

[ %]

Figura 848 Paribola; ¢ = 1.

A x
“\ [ 7]

N

Figura 8.49 Hipérbola: ¢ > 1,

Ejercicios 8.5

En los Ejercicios 1-12, transforme las ecuaciones dadas en
polares a coordenadas rectangulares, e identifique la curva
representada,

1. r=3secl L r=—2c5ch
5
r_S—senﬂ—chosﬂ 4 r=senfl + cos
5 rF =csc2f & r=secftanf

2
7. r=sect(l + tan ) 8 r=
/cos? @ + 4sen®fh
1 2
9 r= 10 r=
1—cosf 2 —cosh
2
u'r_l—Esenﬂ iz =1 +sens

En los Ejercicios 13-24, dibyje las graficas en polares de
las ecuaciones dadas,

12 r=1 +senf
18 r=1+ 2cosf

14 r=1—cos(0+ P
1€ r=1— 2senf

17. r=2 4+ cosf 18 r=2sen2f
19, r=cos 38 20 r=2cos4f
21. ¥ = 4sen2f 22 /2 = 4cos3f
23 * =sen3f 24 r=1Inf

Calcule todas las intersecciones de las parejas de curvas de
los Ejercicios 25-28,

ﬁ.r=ﬁmsﬂ. r=senfl
26 =2cos(20), r=1
27. r=1+4cosf, r=3cosh
+28 r=0, r=0+n

29. Dibuje la grifica de la ecuacién r= 1/6, 0 > 0.
Demuestre que dicha curva tiene una asintota
horizontal, ; Tiene r = 1/(f — o) una asintota?

30. ; Cuantas hojas tiene la curva r= cosmf? /Y la curva
* = cos m6? Distinga los casos de n par e impar,

31. Demuestre que la grafica en polares r = £(f) (stendo f
continua) se puede expresar como una curva
paramétrica con pardmetro 6,

En los Ejercicios 32-37, utilice un programa de graficos por
computador o una calculadora grafica para dibujar algunos
miembros de las familias dadas de curvas en polares, e
intente descubrir pautas que le permitan adivinar el
comportamiento de ofras curvas que sean miembros de la
misma familia,

F r=cosficos(mb), m=1,2,3 .. av)

3 r=1+cosflcos(mf), m=1,23 .. :5

34 r=sen(2f)sen(mf), m=2 3,4,5, .. gﬁ

35 r=1+4+sen(2)sen(mf), m=2 34,5, .. :5

3B r=C+cosfcos(26) para C=0, C= 1, Eﬁ
valores de Centre 0y 1, y valores de C mayores
que 1.

37. r=C+ cosfsen(3f) para C=0, C= 1, av

valores de C entre 0 y 1, valores de C menares
que 0 y valores de C mayores que 1.

38 Dibuje la curva r=1In# para 0 < 6 < 2. Esta asi
grafica se cruza consigo misma en el punto P. Por
tanto, existen dos valores @, y 6, entre 0 y 2z para los
que [ £(64), 61] = [£(B2), O2]. ¢ Qué ecuaciones deben
cumplir 6, y 6;? Calcule 8, y 6, y obtenga las
coordenadas cartesianas de P con una precisién de
6 cifras decimales.

39. Dibyje simultineamente las dos curvas r=1In@ y
r=1/f para 0 < # < 2. Las curvas se cortan en das
puntos, ;Qué ecuaciones deben cumplir los valores de
6 de esos puntos? ;Qué valor tienen sus coordenadas
cartesianas con una precision de 6 cifras decimales?



