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Esercizio 570

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studiare la funzione:

Kokok

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X = R — {0}
Simmetrie

f(—x) # £f () = f non ¢ ne pari e ne dispari.
Intersezioni con gli assi

Intersezione con I'asse x:

PreX|f(x)=0)=PPcynz

essendo 7 il diagramma cartesiano della funzione.
Intersezione con l'asse y:

0=0¢X=PAPcyny
Studio del segno

4
3
f(x)>0<:>%>0<:>x6(0,+oo)

Comportamento agli estremi e ricerca degli asintoti

lim f(z) = —o0
z—0~
i ) =

Quindi 'asse y e asintoto verticale.
I limiti seguenti si calcolano immediatamente per confronto tra infiniti:



lim f(z)=—o0
T——00
Calcoliamo:
mq = lim (z) = +00

x—r—+00 €T

mo = lim = +00
r——00
Pertanto non esistono asintoti obliqui.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

3(xt— 1
fey =20 20
£ (z) = 61134:;3- 4

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Determiniamo i punti estremali, che come € noto sono gli zeri della derivata prima:

f(r)=0<=z=+1
Studiamo il segno di f’ (z):

Ve e X, f'(x) € (—oo, —1) U (1,400)

Quindi la funzione & strettamente crescente in (—oo, —1) U (1, 4+00), ed & strettamente
decrescente altrove. Cio implica:

r1 = —1 punto di massimo relativo con f (—1) = —4

x1 = 1 punto di massimo relativo con f (1) =4

La funzione e priva di estremi assoluti.
Concavita e punti di flesso

Br e X | f(x) =0) = P punti di flesso

Studiamo il segno della derivata seconda:

1" (x) >0<=z € (0,+00)

Quindi vy ¢ concavo verso 'alto in (0, +00), ed ¢ concavo verso il basso altrove.
Il grafico e riportato in figura (1).
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Figura 1: Grafico della funzione f (x) = %



1.1 Esercizio 668

Studiare la funzione

f(x)=ze™™

sokok

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X = (—o0, +00).
Intersezioni con gli assi

f(@)=0<=2=0=0(0,0) € v

essendo v il grafico della funzione.
Studio del segno

f(x)>0<=z€(0,+00),

per cui il diagramma giace nel sempiano y > 0 per x > 0, e nel semipiano y < 0 per
x < 0.

Comportamento agli estremi

La funzione e infinitesima per z — +oo:

. . _ . x
lim f(z)= lim ze*=0-0c0= lim — =07
T—>+00 T—+00 z—+o00 €T

giacche e” ¢, per x — +00, un infinito di ordine infinitamente grande. Quindi l'asse x e
asintoto orizzontale a destra.
Per x — —o0:

lim ze @ = (—00) - (+00) = —0
T——00

Poniamo per definizione:

Risulta:

Va >0, lim 19— _
T—+400 g (I)

Y

per cui la funzione e, per x — —oo, un infinito di ordine infinitamente grande. Si conclude
che il diagramma cartesiano e privo di asintoto obliquo a sinistra.

Calcolo delle derivate

Un calcolo diretto porge:

fla)=e"(1-a)
[ (@)= e (& —2)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della f' (z):



() =0 z=1,
quindi g = 1 € un punto estremale.

Studiamo il segno della derivata prima:

f(x) >0<= 2z € (—00,1)

Quindi f e strettamente crescente in (—oo,1), e strettamente decrescente altrove. Cio
implica che z e Tmin € punto di massimo relativo. E facile convincersi che ¢ anche punto
di minimo assoluto per f.

Concavita e punti di flesso.

Zeri della derivata seconda:

ff(2)=0<=2z=2

Studio del segno della derivata seconda:

[ (x) >0 <=z €(2,+00),

per cui 7y ¢ concavo verso 'alto in (2, +00) e concavo verso il basso in (—o0, 2).
In figura (2) riportiamo il grafico per x € [—1,4].

f(Xmax) F

Xmax Xf 3 4

Figura 2: Grafico della funzione f (x) = xe *per x € [—1,4].

In figura (3) riportiamo il grafico completo.
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Figura 3:

1.2 Esercizio 670

Studiare la funzione

Soluzione
Insieme di definizione

-2
-3
—4
—5F

Grafico della funzione f (x) = ze™"

2

f (.T) — e8:p—r —14 (1)

kkxk

La funzione ¢ definita in X = (—o0, +00)

Intersezioni con gli assi

Vre X, f(z)>0)=PpPecynx (2)

essendo v il grafico della funzione. Inoltre:

1 1

Studio del segno

Dalla (2) segue che il diagramma giace nel sempiano y > 0.
Comportamento agli estremi
La funzione ¢ infinitesima per |z| — 4o0:

Jm S (@)

=e *=0% lim f(z)=e>*=0" (3)

T—r—00



per cui l'asse x e asintoto orizzontale sia a sinistra che a destra.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

f'(x)==2(x—4) f(z) (4)
[ () =2f () (22* — 16z + 31)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della [ (z):

f () =0z =4,

quindi x¢g = 4 € un punto estremale.
Studiamo il segno della derivata prima:

f(x)>0<= 2z € (—00,4)
Quindi f e strettamente crescente in (—o0,4), e strettamente decrescente in (4, 400).

Cio implica che g = Tmax € punto di massimo relativo. I facile convincersi che & anche
punto di massimo assoluto per f.

Concavita e punti di flesso.

Zeri della derivata seconda:

84+ /2

['(2)=0<=22"—162+31 =0 <=2z =11, = 5

Studiamo il segno della derivata seconda:

f(x) >0 <= 22" — 162 + 31 > 0 <= 2 € (—00,21) U (72, +00),

per cui il grafico ¢ concavo verso l'alto in (—oo,z1) U (22, +00), ed & concavo verso il
basso in (21, 23). Da cio segue che x4 5 sono punti di flesso a tangente obliqua:

(5] (00

Il grafico completo e riportato in figura (4).

1.3 Esercizio 671

Studiare la funzione

fx)=(2+a%)e™ (5)

Kokok

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X = (—o00, 4+00)
Simmetrie

La funzione & pari: f(—x) = f(x).



Figura 4: Grafico della funzione f (z) = 8"~ 14

Intersezioni con gli assi

Ve X, f(z) >0)= PP cynNz (6)

essendo v il grafico della funzione. Inoltre:

f0)=2=(0,2) eqny

Studio del segno

Dalla (6) segue che il diagramma giace nel sempiano y > 0.
Comportamento agli estremi

La funzione ¢ infinitesima per |z| — 4o0:

2 2
lim f(z)= lim (2+2%) e =0-00= lim +2x =0, (7)

T—+00 T—+00 r—+oo er

poiche e*” & - per & — +00 - un infinito di ordine infinitamente grande.
Dalla parita della funzione segue:

lim f(z)=0"= lim f(z)=0"
r—r+00 T—r—00
per cui l'asse x e asintoto orizzontale sia a sinistra che a destra.

Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

f(z) = -2z (xQ + 1) e (8)
() =2 (22" — 2 — 1) e



Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della f' (z):

Flz) =0 2=0,

quindi o = 0 € un punto estremale.
Studiamo il segno della derivata prima:

() >0<=x € (—00,0)
Quindi f ¢ strettamente crescente in (—o00,0), e strettamente decrescente in (0, +00).

Cio implica che g = Tmax € punto di massimo relativo. E facile convincersi che & anche
punto di massimo assoluto per f.

Concavita e punti di flesso.

Zeri della derivata seconda:

1

DO

f”(x):()<:>2x4—x2—1:0<:>x2:{
Prendendo le soluzioni reali:

T12 = +1

Studiamo il segno della derivata seconda:

f'(z) >0 2> > 1=z € (—00,71) U (1, +00),

per cui il grafico & concavo verso l'alto in (—oo,z1) U (22,4+00), ed € concavo verso il
basso in (z1,x3). Da cio segue che x4 5 sono punti di flesso a tangente obliqua:

3 3
Fl (_17_)7 F2 (17_)
e e

I1 grafico completo ¢ riportato in figura (5).

1.4 Esercizio 675
(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studiare la funzione

f (@) =2z -2 (9)

Kk

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X = (—o00, +00).

A causa della presenza del valore assoluto, conviene distinguere i due casi: x > 0, = < 0.

ro={ pllrso (10



Figura 5: Grafico della funzione f (z) = (2 + 22) e~

essendo:

fi(x) = -2z — %, in (—00,0) (11)
fo(x) =22 — 22, in (0, +00)
Simmetrie

La funzione ¢ pari: f(—x) = f (z).
Intersezioni con gli assi

fr)=0<=2=0,£2 = A(-2,0), B(2,0) e ynz, O(0,0) € v

essendo ~ il grafico della funzione.
Dalle (11) segue che il grafico di f ¢ composto da due parabole raccordate in (0,0).
Precisamente:

v =7 Uz,

essendo:

= -2z — 2> perz € (—00,0)
> per x € (0,+00)

") Y
Y)Yy =2x—x

10



I punto (0,0) € un punto angoloso. La derivata prima eé:
| file)==2(zx+1), <0
r@={ 407200
Quindi:

f2(0) = f1(0) = =2
f1(0) = f3(0) =2

(12)

Possiamo percio scrivere le equazioni delle semirette tangenti 7_ e 7, rispettivamente a

sinistra e a destra nel punto (0,0):

)y=f0)+f(0)z=y=-2
) y=f0)+fL(0)z=y=2z

I1 grafico completo ¢ riportato in figura (6).

Figura 6: Grafico della funzione assegnata.

1.5 Esercizio 676

Studiare la funzione

(13)



Kk

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione & definita in X = (0, +00)
Intersezioni con gli assi

fz)=0<=hr=0<=cr=1= A(1,0)evynz (14)

essendo v il grafico della funzione.
Studio del segno

f(z)>0<=z€(1,+00)

Segue che per x > 1 il diagramma giace nel sempiano y > 0, mentre per x € (0, 1) giace
nel semipiano y < 0.

Comportamento agli estremi

La funzione e infinitesima per x — +o0:

Inz oo m 1 1

1 p— 1 —_—a — ] € s 1 —_— +
LA Sy AL nh S S (15)
cioe l'asse x ¢ asintoto orizzontale a destra.
. . Inzx —o0
Jm f (@) = Jim =2 = g = =0 (16)
Quindi I'asse y e asintoto verticale.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:
2—Inx
"(z) = 17
£ (@) = 3lnz —8

4a2\/x

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della f' (z):

fl(z)=0<= Iz =2+ 1=¢,

quindi 2y = €? ¢ un punto estremale.
Studiamo il segno della derivata prima:

f(x) > 0= z€(0,¢)
Quindi f & strettamente crescente in (0, €?), e strettamente decrescente in (€2, +00). Cid

. . def . . . . S . . . N
implica che g = Zma € punto di massimo relativo. E facile convincersi che e anche punto
di massimo assoluto per f:



Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:

8
f”(x):0<:>lnx:§<:>x:eg/3

Studiamo il segno della derivata seconda:

f(x) > 0=z € (83 +00),

per cui il grafico € concavo verso 'alto in (68/ 3 +oo), ed ¢ concavo verso il basso in

(0, 68/3). Da cio segue che %3 ¢ punto di flesso a tangente obliqua:

8
8/3
F (e ,364/3>

Il grafico completo ¢ riportato in figura (7).

y
1,

f(Xmax) [ /,/
I I X

5
8

Figura 7: Grafico della funzione f (z) =

VT
1.6 Esercizio 677
Studiare la funzione
fa)="m? (18)
X)) = 2 H2
kkk



Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X = (0, +00)
Intersezioni con gli assi

f(x)zO(z)ln%zO(z)x:2:>A(2,0)670x

essendo ~ il grafico della funzione.
Studio del segno

f(a:)>0<:>lng>0<:>x€(2,+oo)

Segue che per x > 2 il diagramma giace nel sempiano y > 0, mentre per x € (0,2) giace
nel semipiano y < 0.

Comportamento agli estremi

La funzione ¢ infinita per x — 4o0:

i (2) = (+00) - (+00) = +2 (19)
Inoltre:
lim /(@) = +00 = 7 asintoti obliqui

r——+00 T
Per x — 07
li Cdim T g 20
S @)= g g =0ee (#0)

Per rimuovere tale forma indeterminata poniamo:

lngzt:>$:2€t,

cosicche x — 01 implica t — —o0, e il limite diventa:

t
li =2 lim te?* =2 lim — =
S =2 D et =2 Im =0
giacché e’ ¢ - per t — —oo - un infinito di ordine infinitamente grande.
Quindi = = 0 e una discontinuita eliminabile.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

f’(x)—g 1+21n§> (21)
Fa)=2+ms

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della [ (x):

2
f’(x):O<:>1+21ng<:>x:—,

D

14



quindi xy = % e un punto estremale.
Studiamo il segno della derivata prima:

2
"(2) >0z | —, +o0
7' (@) v
Quindi f e strettamente crescente in (%, —i—oo), e strettamente decrescente in (0, \%)

e e . def N . . . h . . . N
Cio implica che xg = =, € punto di massimo relativo. E facile convincersi che e anche
punto di minimo assoluto per f:
2 2
m| ——, —
Ve'e

Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:

" () = T_ 3T e __2
f(x)—0<:>ln2_ 5 e 5= =r=n

Studiamo il segno della derivata seconda:

2
f () >0z € (m,%—oo),

per cui il grafico & concavo verso l'alto in (63%, +oo), ed ¢ concavo verso il basso in
2 N 2 . . .
(0, m) Da cio segue che —77 ¢ punto di flesso a tangente obliqua:

2 3
()

Il grafico completo e riportato in figura (8).

1.7 Esercizio 678

Studiare la funzione

fla) =— (22)

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X tale che Inz # 0, cioe X = (0,1) U (1, +00).
Intersezioni con gli assi

PreX|fx)=0= AP cynu
0=r¢X=3APcyny

essendo ~ il grafico della funzione.
Studio del segno

15



f(Xmax) [

1F

-1
-2
-3
-4
-5
-6

_Z

Figura 8: Grafico della funzione f (z) = % In§

f(a:)>0<:>1i>0<:>xe(1,+oo)
nr

Segue che per x > 1 il diagramma giace nel sempiano y > 0, mentre per x € (0, 1) giace
nel semipiano y < 0.

Comportamento agli estremi

La funzione e infinita per x — 4o00:

lim f(z)=+o0, (23)

T—+00

giacche Inz ¢, per x — 400 un infinito di ordine infinitamente piccolo.
Inoltre:

= 0 = 7 asintoti obliqui

Per z — 0T

x 0
li = lim — = —=0" 24
S = e T T 2

Quindi x = 0 e una discontinuita eliminabile.
Calcolo delle derivate

16



Un calcolo diretto porge:

, Inz—1
() = =5 (25)

n-x

y _2—Inx

/i) = z1n®z

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della f' (z):
() =0<=z=c¢,
quindi xg = e € un punto estremale.
Studiamo il segno della derivata prima:
() >0<= 2z € (e, +0)

Quindi f e strettamente crescente in (e, +00), e strettamente decrescente in (0,¢e). Cio

. . def N . . .
implica che xg = Zp;, € punto di massimo relativo.

m (e, e)

Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:
f"(2) =0 <= 2 = €

Studiamo il segno della derivata seconda:

() >0z e (1,¢),

per cui il grafico ¢ concavo verso il basso in (e?, +00), ed & concavo verso l'alto in (0, €?).
Da cid segue che e? ¢ punto di flesso a tangente obliqua:

o2
Fle =
Il grafico completo & riportato in figura (9).

1.8 Esercizio 679

Studiare la funzione
f(z)=(z+1)In*(z+1) (26)
kskk

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X tale che x + 1 >, cioe X = (-1, +00).
Intersezioni con gli assi

f(x)=0<=In(z+1)=0<=2=0=(0,0) € v

17



Figura 9: Grafico della funzione f (z) = =

~ Inz

essendo ~ il grafico della funzione.
Studio del segno

f@)>0<=2+1>0, In(z+1)#0<= 2 e€ X —{0}

Segue che per z € X — {0} il diagramma giace nel sempiano y > 0.
Comportamento agli estremi
La funzione e infinita per x — +4o0:

i f () = +oo, (27)

giacche Inz e, per x — 400 un infinito di ordine infinitamente piccolo.
Inoltre:

i 1) o, 2L

‘In®*(z +1) =1 (+o00) = +00 = 7 asintoti obliqui

Tr—400 €T T—400 €T

Per z — —17:
lim f(z)= lim (z4+1)In*(z+1)=0-00 (28)
z——1+ z——17F

Per rimuovere I'indeterminazione poniamo:

t=In(x+1) (29)

18



Cio implica:

r+l=e=ax=¢ -1 (30)

Dalla (30) segue che quando x — —17, ' — 0, cioe t — —o0, percio:

lim (z+1)In*(z+1) = lim t*'= lim — =07, (31)
z——1+ t——o00
in quanto e’ per t — —oo, ¢ un infinito di ordine infinitamente grande. Quindi x = 1 &
una discontinuita eliminabile.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

f(z)=In*(z+1)+2n(z +1) (32)
() = 2[1 +1hjr<z +1)]

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Per calcolare gli zeri della f’ (z) poniamo ¢t = In (z + 1), per cui
f(2)=0<=tt+2)=0<=1t=-2,0 (33)
Cioe:
In(z+1)=0 N g =0 N o =0
In(z+1)=-2 r+1=e? xlzlg—fz<0
quindi z; 2 sono punti estremali.
Studiamo il segno della derivata prima:
(@) >0<=t<-2,t>0
Cioe, dobbiamo risolvere il sistema di disequazioni:
In(z+1)=0 1—¢é?

uindi f e strettamente crescente in | —1, 1-¢*) 0,+00), e strettamente decrescente
e

. _ o . d . . . . d .
in <1e§2 , O). Cio implica che x, e Tmax € punto di massimo relativo, mentre x, e Tpin ©
punto di minimo relativo:
1—e? 4
M <7’e_2) ) m(0,0)

Concavita e punti di flesso.

Zeri della derivata seconda:
1—e¢

e

1
ffz)=0<=hz+l)=-l<=ar+l=-<=uz=
e

Studiamo il segno della derivata seconda:

19



141 1 1—
f”(a:)>0<:>m>0<:>x€ <—e,+oo>,
1+z e

per cui il grafico € concavo verso l'alto in (%,—1—00), ed ¢ concavo verso il basso in
(—1, %) Da cio segue che % e punto di flesso a tangente obliqua:

()
€ €

Il grafico completo ¢ riportato in figura (10).

N =
=

Figura 10: Grafico della funzione f () = (z + 1) In* (z + 1)

1.9 Esercizio 680
(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studiare la funzione

(34)

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in X tale che > — 1 > 0, quindi X = (—o0, —1) U (1, +-00).

20



Simmetrie

La funzione ¢ pari: f(—x) = f(x), per cui il grafico ¢ simmetrico rispetto all’asse y.

Intersezioni con gli assi

Data l'espressione analitica della funzione, bisognerebbe ricorrere al calcolo numerico,
per cui tralasciamo le intersezioni con gli assi, osservando perd che non ci sono intersezioni
con l'asse y, giacche 0 = x ¢ X.

Studio del segno

Tralasciamo per le stesse ragioni di sopra.

Comportamento agli estremi

wlir% f(z)=In(07) + OLJF = (—00) + (+00) = 00 — 0 (35)

Per rimuovere la forma indeterminata (35) procediamo nel seguente modo_

(22— 1D)n(z?2—-1)+1

Poniamo:
= li —1)ln(*—1)=0-
1 xH{lJr (:U ) n (x ) 00
Poniamo:
ln(:L‘2—1) —t=—ax>—-1=¢
Abbiamo:
ro1tT=2"-1=¢ 50" =1t = —o0,
cosicche:
[, = lim te' = lim — =07,
t——o0 t——o0 6

in quanto e’ & per t — —oo un infinito di ordine infinitamente grande. Ora siamo in
grado di calcolare il limite (36):
L +1 1

1' = = — =
Jim, f (@) = @1 o ™

Quindi la retta = 1 e asintoto verticale. Siccome la funzione e pari, si ha:
lim f(z)= lim f(z)=+c0
r——1" z—1+

Quindi la retta x = —1 e asintoto verticale.
La funzione ¢ infinita per  — 4o0:

lim f(z)=+0c0c = lim f(x)=4o0 (37)

T—+00 f e pari x——o00

giacche Inz ¢, per x — 400 un infinito di ordine infinitamente piccolo.
Inoltre:

21



| 21 | 21
lim T lim n(z ) 4+ lim = lim I (I ) +0"
z—+oo X —+00 T z—+oo I (xz — 1) T—~+00 T
Ma:
| 21 2
lim n(z )zgghm 2x =0
T—-+00 T 00 z—too x? — 1
Quindi:
im £ _o — L@
T—+o00 I f épari x——0c0 I

Pertanto il grafico e privo di asintoti obliqui.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

2z (22 — 2)
"(z) = 38
xt — 322 -2
"
€Tr) = —
P ==t
Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri di f (z):
27 (22 — 2
f’(x):(){:)%:(){:)m:i\/ﬁﬁ (39)
'T —

0 =2 ¢ X, quindi gli unici punti estremali sono:

T1p = +v/2

Studiamo il segno della derivata prima:

f'(x)>0<:>%>0<:>xe (—ﬂ,—1>u<\/§,+oo>

Quindi f e strettamente crescente in (—\/ﬁ, —1) U (\/5, +oo), e strettamente decrescente
in (—oo, —\/5) U (1, \/5) Cio implica che z; 2 sono entrambi punti di minimo relativo

my (—\/5, 1) , Mo (\/5, 1)

Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:

xt—3x2 -2

f// (m) =0 <= (332 — 1)3

<3+\/1_7>

1
= 0=t =32 —2=0 =, = F\/5

Studiamo il segno della derivata seconda:

4_3 2_2
f”(a:)>0<:>%<O<:>x€(x'1,—1)u(1,x’2)

(22 = 1)
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per cui il grafico e concavo verso l'alto in (z7, —1) U (1, 2}), ed & concavo verso il basso
in (—o0,27) U (73, +00). Da cio segue che ) , sono punti di flesso a tangente obliqua.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (11).

f(x')
f(xy) -

Figura 11: Grafico della funzione f (r) = In (2% — 1) + -

rs—1

1.10 Esercizio 681

Studiare la funzione

f@)=h(l+e™) (40)

sokok

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X tale che 1+ e > 0, che ¢ verificata Vx € R, quindi X = R.
Intersezioni con gli assi

f@)=0<=14+e"=1<=e"=0 mail = AP cynNz
f(0)=In2= A(0,In2) eyNy

Studio del segno
Ve € R, f(z) >0,
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per cui il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi
La funzione e infinitesima per x — +oo:

cosicche 'asse x ¢ asintoto orizzontale.
La funzione e infinita per x — +o00

Calcoliamo:
1 1 —T —X
lim f(x): lim n{l+e ):Eg_ lim
T——00 I T——00 T 0 z——oc0 | + e %
1

Per rimuovere la forma indeterminata poniamo 1 + e¢™*

t — 4oc:

= t, quindi per r - —o0 =

=Inl=0

lim [In(1+e™)+z] = lim [Int—In(t—1)]= lim In

T——00 t—+00 t—+oco T —

Pertanto il grafico ammette un asintoto obliquo a sinistra; la sua equazione e:

y=—x (42)
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:
f(@)=— ! (43)
1l 4er
" ex
r)=—"
') =

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeridi f'(x):

bre X | f(x)=0 (44)

Studiamo il segno della derivata prima:

Vee X, f'(x) <0

Quindi f e strettamente decrescente in X
Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:
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Pre X | f(x)=0
Studiamo il segno della derivata seconda:

Vee X, f"(z) >0

per cui il grafico ¢ concavo verso 1’alto.
Il grafico completo e riportato in figura (12).

Figura 12: Grafico della funzione f (z) =In (1 + e~ %)

1.11 Esercizio 682
(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studiare la funzione

f(z) =In (e + —) (45)

Soluzione
Insieme di definizione
Deve essere:
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quindi:

Intersezioni con gli assi

1 1 1

0=2¢ X = AP cvynNy,

essendo 7 il grafico della funzione.
Studio del segno

er+1 r(e—1)+1
>l —mF——

f(z) >0 >O<:>a:€(—oo, )U(O,+oo),

x 1—e
per cui il grafico giace nel semipiano y > 0 per z € (—o0, 7)) U (0, +00) e nel semipiano
y <0 perz e (l—ie,—%)

Comportamento agli estremi
La funzione diverge negativamente per r — —%:

e cio implica che la retta x = —% e asintoto verticale.
La funzione diverge positivamente per x — 0:

lim f(z) = In(+00) = 400,

z—0t

per cui 'asse y ¢ asintoto verticale.
unzione € convergen rx :
Laf one ¢ convergente per r — £00

lim f(z)=In(e+0%) =Ine" =17

T—+00
lim f(z)=In(e+0")=Ine =17,
T——00
cosicche la retta y —1 = 0 ¢ asintoto orizzontale sia a destra che a sinistra. Esaminiamo
se esistono intersezioni al finito con l’asintoto orizzontale:
1 1
fr)=l<=e+—=e<= —=0 (47)
x x
La (47) ¢ priva di soluzioni al finito, donde non esistono intersezioni con l’asintoto
orizzontale
Calcolo delle derivate
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Un calcolo diretto porge:

, B 1

ff(x) = Taler s 1) (48)
y  2ex+1

@)= 22 (ex 4+ 1)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Vee X, f'(x) <0

Quindi f e strettamente decrescente in X
Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:

1
[(z) =0+ 5, =4 ¢ X) — # punti di flesso
e
Studiamo il segno della derivata seconda:
" 2ex+1>0 2ec+1>0
f($)>0<:>{x(e:r—l—1)7é0 { e X <= 1z € (0,400)

per cui il grafico ¢ concavo verso 'alto in (0,400) ed ¢ convesso verso il basso in

(-0,

Il grafico completo ¢ riportato in figura (13).

1.12 Esercizio 683

Studiare la funzione

f(z) = zarctanx (49)

Kk

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione & definita per ogni valore reale di z, per cui X = (—o0, +00).

Simmetrie

La funzione & pari: f (—z) = (—z) arctan (—z) = x arctan x, quindi il grafico & simmetrico
rispetto all’asse .

Intersezioni con gli assi

f(x)=0<=2=0= (0,0) € v,

essendo 7 il grafico della funzione.
Studio del segno

f(x) >0« zarctanz > 0 <=z € (—00,0) U (0, +00),

per cui il grafico giace nel semipiano y > 0 per x # 0.
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Figura 13: Grafico della funzione f (z) =In (e + 1)

xT

Comportamento agli estremi
La funzione diverge positivamente per x — “+oo:

lim f(x):(—i-oo)-g:—l—oo = lim f(z)=+c

T—+00 f & pari z—+4o0

Calcoliamo:

- f=) ™
my = lim = lim arctanz = —
T—+00 €T r— 400 2
. ) s
ny = lim [f(z) —miz]= lim = (arctanx — —> =0-00
Tr—+00 r— 400 2
. arctanz — %5 0 g ) x2
= lm ———F=-=- lim = —1,
T—4-00 = 0 z—+o00 1 + 222

xT

donde la retta y = Sx — 1 ¢ asintoto obliquio a destra. Siccome il grafico ¢ simmetrico
rispetto all’asse x, necessariamente segue che la retta y = —Zx — 1 ¢ asintoto obliquio a
sinistra.

Calcolo delle derivate

Un calcolo diretto porge:

(1+ 2% arctanz + x
(1+22)
2
(22 4+ 1)°

f'(x) =
f" () =

(50)
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Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della derivata prima:

f(2)=0<=2=0
Lo studio del segno ¢ troppo complicato, per cui cercheremo di dedurre gli estremi relativi
e monotonia dalla concavita/convessita. Osserviamo intanto che o = 0 ¢ punto estremale.
Ci aspettiamo comunque una crescenza in senso stretto in (0,+00), e una decrescenza in
(—00,0), donde z( ¢ punto di minimo relativo.
Concavita e punti di flesso.

Ve e X, f"(x) >0

Quindi il grafico e concavo verso 'alto.
Osserviamo che:

f7(0) >0,
per cui resta confermata la natura del punto estremale xq = 0.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (14).

Figura 14: Grafico della funzione f (x) = xarctanz

1.13 Esercizio 684

Studiare la funzione

flx)==x arctani (51)
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Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita per ogni = # 0, per cui X = (—o00,0) U (0, 400).

Simmetrie

La funzione & pari: f(—z) = (—z)arctan (—1) = zarctan 1, quindi il grafico & simme-
trico rispetto all’asse .

Intersezioni con gli assi

PreX|f(x)=0= PP cynux (52)
0=r¢X =3P cyny

essendo 7 il grafico della funzione.
Studio del segno

1
f(x)>0<«<= zarctan— > 0 <=z € X, (53)
T

per cui il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

Abbiamo:
lim f(z)=0%arctan (+o00) = 07" - L (54)
z—0+t 2
Siccome la funzione ¢ pari, deve essere:
li =0t 55
lim f (z) (55)
Cioe:
- _ 0t
ly £ () = 0 (56

Si conclude che z = 0 ¢ un punto di discontinuita eliminabile.
La funzione convergente per x — +oc:

:Cli)riloof(x):(—i-oo)ﬂ:()-oo

Tale forma indeterminata puo essere rimossa ponendo t = %, donde:

lim f(z) = lim 2 ) =1 (57)

r—+00 t—0+ t f & pari z——00

Cio implica che la retta y — 1 = 0 ¢ asintoto orizzontale sia a destra che a sinistra.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

F (x) = arctan <1) _ (58)

T 14 22
2
[ () = —

(2% + 1)2
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Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

J2(0) = Jim f'(x) = —3

z—0~

fL(0) = lim f'(z) =

z—07F

ro| 3

Quindi z = 0 & un punto angoloso. Le semirette tangenti a sinistra e a destra, hanno

equazione rispettivamente:

7r
y=-—5 (59)
o
Y= 2$

Lo studio del segno della f’(x) ¢ troppo complicato, pero si deduce facilmente che la
funzione ¢ strettamente crescente in (0, +00) e strettamente decrescente altrove. Pertanto il

punto angoloso z = 0 € punto di minimo relativo.
Concavita e punti di flesso.

Vee X, f"(z) <0

Quindi il grafico ¢ concavo verso il basso.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (15).

Figura 15: Grafico della funzione f (z) = x arctan
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1.14 Esercizio 685
(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studiare la funzione

f(x) =z —2arctanz (60)

Kk

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione in X = (—o0, +00).
Intersezioni con gli assi
f(r) =0<«= x =2arctanx (61)
Tale equazione va risolta per via grafica tracciando il grafico di y = z e di y = 2arctan z,
oppure per via numerica, ottenendo:

r = 2arctanr <= v = £a, con o ~ 2.331 (62)
Quindi:

A(=a,0), B(a,0) eyNua

essendo v il grafico della funzione.
Inoltre:

f0)=0=(0,0)evny
Studio del segno

f(z) >0<= 2z >2arctanx (63)

Procedendo in maniera simile alla (62):

f(x) >0<= 2z € (—a,0)U(0,+00)

per cui il grafico giace nel semipiano y > 0 per z € (—a,0) U (0, +00), e nel semipiano
y < 0 per x € (—oo,—a) U (0, ).
Comportamento agli estremi

Abbiamo:
Jim f(z) = +oo (64)
Jim_f () = —oo (65)
Calcoliamo:
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mi= lim F®) i (1—2W>:1

T——+00 €T Tr——+00 €T
ny = lim [f(x) —myz] = -2 lim arctanz = —7
T—>+00 r—+00

Quindi la retta y = z — 7w e asintoto obliquo a destra. In maniera simile, si trova che
y = x + 7 ¢ asintoto obliquio a sinistra.

Calcolo delle derivate

Un calcolo diretto porge:

, |

f(x) = PR (66)
. B 4x

@) = (x2+ 1)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

f, (CL’) =0 <= T12 = :|:].,

che sono punti estremali.
Studiamo il segno della f (z):

f(2) >0 z¢&(-1,1)

Ne consegue che la funzione ¢ strettamente crescente in (—oo, —1) U (1, 400). Quindi
r1 = —1 & punto di massimo relativo, e o = 1 € punto di minimo relativo:

T T
M(—1,——1), (1,1——)
2 " 2

Concavita e punti di flesso.

f"(z)=0<=2=0

Inoltre:

() >0 2>0

Quindi il grafico & concavo verso 'alto in (0,400), donde x = 0 ¢ punto di flesso.
Il grafico completo e riportato in figura (16).

1.15 Esercizio 686
(File scaricato da http://www.extrabyte.info)
Studiare la funzione

f (z) = 2* arctan x (67)

Kksk
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/ 1),

Figura 16: Grafico della funzione f (z) = x — 2arctanx

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X = (—o0, +00).

Simmetrie

La funzione ¢ dispari: f (—z) = —f (), per cui il grafico ¢ simmetrico rispetto all’origine
degli assi coordinati.

Intersezioni con gli assi

f(x)=0<=2=0=(0,0) € v, (68)
Studio del segno
fx)>0<=2>0 (69)
per cui il grafico giace nel semipiano y > 0 per x € (0, +00), e nel semipiano y < 0 per
z € (—00,0).
Comportamento agli estremi
Abbiamo:
xEI—&I-loo f (LE) =T f éﬁi)ari J:EIEloo f (37) - (7())
Calcoliamo:
m; = lim 1 (@) = lim xarctanz = 400,
r——+00 €T r——+00
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e in forza della simmetria rispetto all’origine:

T—r—00 X

Quindi il grafico & privo di asintoti obliqui.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

fx)=1 1 fo + 2 arctan m) (71)
v 2[x (2% +2) + (1 + 2?) arctan z
1" (@) = e

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

pertanto x = 0 € un punto estremale.
Studio della derivata seconda

f// (O) — O

Lo studio del segno delle derivate ¢ troppo complicato, per cui per stabilire la natura di
x = 0, valutiamo la derivata terza in tale punto:

x2+3
(22 +1)°

donde x = 0 ¢ un punto di flesso a tangente orizzontale.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (17).

f/// <x> — _2 _— f/// (0) — 67

1.16 Esercizio 687

Studiare la funzione

f(z)=sinz + cosx (72)
* koK
Soluzione
Insieme di definizione
La funzione e definita in X = (—o0, +00). La funzione ¢ periodica di periodo 27, per

cui consideriamo l'intervallo [0, 27].
Intersezioni con gli assi

f(zr) =0<=sinz = —cosx (73)

Risolviamo questa equazione trigonometrica per via grafica, come riportato in figura (73).
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50

=50

Figura 17: Grafico della funzione f (r) = x? arctan z

Figura 18: Grafico di sinz e —cosz. Le ascisse dei punti di intersezione sono le soluzioni
(in [0, 27]) dell’equazione sinx = — cos z.
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Quindi:

3 7 3 7
fx)=0<=z=-m,-71| = A(-7,0),B|-7,0) eynNux, (74)
4 4 4 4
essendo v il grafico della funzione.
Inoltre:
F0)=1—=C(0,1)erny
Studio del segno
f(z) >0<=sinz > —cosx (75)

Risolviamo questa disequazione trigonometrica per via grafica, come riportato in figura

(19).

Figura 19: Ricerca delle soluzioni della disequazione sinx > — cos z.

ottenendo:

fx)>0<=2x¢€ {O, Zw) U (%r, 2#] (76)

per cui il grafico giace nel semipiano y > 0 per x € [O, %’/T) U (;zw, 27r], e nel semipiano
y <0 perze (%7?, iﬂ').

Comportamento agli estremi

La funzione ¢ continua su tutto R; inoltre essendo periodica, non ¢ regolare per x — 4o00.

Calcolo delle derivate

Un calcolo diretto porge:

f'(z) = cosz —sinz (77)
[ (@) =—f(2)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Determiniamo gli zeri della derivata prima:
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' (x) =0 4= cosz =sinz,

procedendo nuovamente per via grafica, come riportato in figura (20).

BN —— =D

Figura 20: Ricerca delle soluzioni dell’equazione cosx = sinx

Otteniamo:

x = ,

o

T
Za
che sono punti estremali.

Per studiare il segno della f dobbiamo risolvere la disequazione trigonometrica:

cosx > sinx

Ricorriamo nuovamente al procedimento grafico, come riportato in figura (21).
Otteniamo:

donde la f e strettamente crescente in [0, E)
(%, §7T>. Da cio segue:
N . . .
T=e punto di massimo relativo
S o .
T = Z—lﬂ' e punto di minimo relativo

Tali punti sono anche di estremo assoluto:
v (§v2)

Studio della derivata seconda

o —\/5)
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BN — =D

Figura 21: Ricerca delle soluzioni della disequazione cosx > sinx

Dalla seconda delle (77) vediamo che gli zeri della funzioni sono anche zeri della derivata
seconda:

3 7
() =0<= 2= i
Inoltre:
y 3 7
f"(x) >0« f(z) <0<z € g
per cui v ¢ concavo verso l'alto in (%ﬂ', ;ZW), ed e convesso verso il basso in [O, %7‘(‘) U

(;17?, 27T]. Da ci0 segue che i punti di intersezioni con I'asse = dati dalla (74) sono punti di
flesso.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (22).

1.17 Esercizio 690

Studio della funzione:

B 1
N 2 + |x|

[ () (78)

Soluzione

Insieme di definizione

Per la presenza del valore assoluto dobbiamo distinguere i due casi: * > 0 e z > 0,
giacche:

r, sex >0
o] = { —x, sex <0 (79)
Quindi:
L sexr>0
_ xé+4x?
f(x)_{ﬁ, sex <0 (80)
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I

Figura 22: Grafico della funzione f (z) = sinx + cosx

N.B. Nella (80) poniamo x > 0 in quanto la funzione non ¢ definita per x = 0.
Definiamo allora due funzioni:

1

fi(x) = g PO € X1 =(0,+00) (81)

fo ) = ——

T2 —

, perx € Xy = (—00,0)
T

Siccome la funzione e pari: f(—x) = f(x), il grafico & simmetrico rispetto all’asse v,
quindi ci basta studiare I’andamento del grafico v; di f;, dopodiche procedendo per simmetria
costruiamo il grafico v, di fo. Il graficodi f ey = U~s.

Studio della f;

Risulta:
Ve e Xy, fi(z) >0
Inoltre:
lim fi(2) = lim —— =~ —+
o0t ! et 2+ 0F ’
quindi 'asse y ¢ asintoto verticale.
1 1

xgrfoo file) = IEIEOO 24z - +00

quindi l'asse x ¢ asintoto verticale.
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La derivata prima:

20+ 1

xr)=——-—

fi(@) (2% 4+ :z:)2
Risulta:

Vo e Xy, fi(z) <0,

quindi la funzione f; e strettamente decrescente in X;. Per la concavita non c¢’e bisogno
di calcolare la derivata seconda: e facile rendersi conto che v; € concavo verso l'alto.
Il grafico di f; ¢ in figura (23)

N =

_2x+1

Figura 23: Grafico della funzione f; (x) = Gt

Il grafico vo di f5 e il simmetrico di v; rispetto all’asse y, quindi il grafico di f e riportato
in in figura (24).

1.18 Esercizio 691

Studio della funzione:

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in X = (0, +00).
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Figura 24: Grafico della funzione f (r) = —~

2+ z|

Intersezioni con gli assi

Per risolvere tale equazione poniamo:
t=Inx

Quindi:

2
%—tzo<:>t<%—1>:0<:>t:0,t:2

Ripristinando la variabile x:

t=0—=hr=0=—=2x=1

t=2=—=lnzr=2=—1=2¢°

Percio:

A(1,0), B(eZ,O) eEyNx

Inoltre:
0=2x¢X=3FPcyny
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Studio del segno

2

f(a:)>0<:>1nx—lnx>0 (87)

Eseguendo nuovamente il cambio (84):

2

§—t>0<:>t<0,t>2

che corrispondono a

Inzr<0<=xe€(0,1) (88)
Inx >2<+<=xe€(2,+00),

cio implica:

F(z) >0 ze(0,1)U(2+0)

per cui il grafico giace nel semipiano y > 0 per z € (0,1) U (2,400), e nel semipiano
y <0 per xz € (1,2).

Comportamento agli estremi

Abbiamo:

lim f(z) = lim (

z—0t z—0t

—lnx) = 00 — 00 (89)
Poniamo: ¢t =lnx

lim f(z) = i t2t—l' (L 1y _ .,
e TSN 2T TR 2T ) T

quindi 'asse y ¢ asintoto verticale.

2
lim f(z)= lim <— - t) = +o0,

r—r—+00 t——+o00 2

Esaminiamo la presenza di eventuali asintoti obliqui:

. f(x) . Inz  Inz
m = lim = lim [ — — —
r—+00 €T r—+00 21‘ €T
In“z . Inz
T——+00 Qx rx—+o00 I

Y

percio:

m = 0 = P asintoti obliqui

Calcolo delle derivate
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Un calcolo diretto porge:

_lnm—l

f(x) = » (90)
=2t

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Calcoliamo gli zeri di f (z):
ff(x)=0<=hr=1<=z=c¢

pertanto x = e € un punto estremale.
Studiamo il segno di f’ (z):

Inz —1

/() >0+ >0<= 1z € (e, +00),

per cui la funzione & strettamente crescente in (e, +00) ed e strettamente decrescente in
(0,e). Quindi = e & punto di minimo relativo per f. Ed ¢ anche punto di minimo assoluto:

( 1)
mle —=

2
Studio della derivata seconda
Determiniamo gli zeri di f” (x):

f"(2) =0 <=z =2+=1=¢

Il segno della derivata seconda:

() >0<=Ihr<2<=ze (0,6,

per cui v ¢ concavo verso l'alto in (0,e?) e concavo verso il basso in (e?, +00). Percid
xr = e ¢ punto di flesso. Notiamo che tale punto ¢ uno zero di f (z), quindi il flesso ¢ il
punto B (eq. 86).

Il grafico completo ¢ riportato in figura (25).

1.19 Esercizio 704

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studiare la funzione

1

J @)= " In (arctanz + 1)

(91)
okok
Soluzione

Insieme di definizione
Questa funzione e definita in X tale che:
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Figura 25: Grafico della funzione f (z) = % —Inzx

{ arctanz +1 > 0 — X = (—tan1,0) U (0, +00)

arctanz + 1 # 1

Intersezioni con gli assi

PreX|fx)=0= HAPcyNnuz (92)

Inoltre:

0=2x¢ X =3FPcyny
Studio del segno

f(x) >0« arctanz + 1 > 1 <=z € (0, +00)

Il grafico giace nel semipiano y < 0 per x € (0,+00), e nel semipiano y > 0 per z €
(—tan1,0).
Comportamento agli estremi

1 1

lim )= — =——— =07,
z—(—tan1)" f ( ) In 0+ —00
cosicche # = —tan 1 ¢ una discontinuita eliminabile.

lim f(x)=—o0, lim f(x)=+o0,

z—07F z—0~

per cui 'asse y e asintoto verticale.
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La funzione converge per x — +oc:

lm f(r) = —

T—+00 - In <2+_7T)

quindi la retta y = ﬁ e asintoto orizzontale a destra.

Calcolo delle derivaftzr

Calcoliamo solo la derivata prima:

1
(14 22) (1 4 arctan z) [In (arctan 2 + 1)]?

f'(x) = (93)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Studio del segno:

Vee X, f'(x)>0

per cui la funzione e strettamente crescente in X.

Determiniamo la derivata destra in @ = — tan 1:
/ . 1
fi(=tanl) =  lim 5
z—=(—tan1)™ (1 + 22) (1 + arctan x) [In (arctan x + 1)]
) 1 ) 1
= lim —_ lim

e—(—tan1)* (14+22) 2(-tan1)* (1 + arctan z) [In (arctan z + 1)]°

Il primo limite non produce indeterminazione, quindi calcoliamo il secondo ponendo
t =1+ arctanz, e cio implica t — 0" se x — (—tan1)"
1 . 1

lim 5 = lim 5
z—(—tan1)* (1 + arctanz) [In (arctanx + 1)]° =0+ £In"¢

Siccome limy_,otIn*t = 0T, si ha:

1
lim 5 = +00,
a—(—tan1)* (1 + arctan x) [In (arctan x + 1)]
donde:
fi(—tanl) = 400
Quindi v “parte” da x = —tan 1 con tangente verticale orientata verso 'alto.

Concavita e punti di flesso.

Non abbiamo determinato la derivata seconda, per cui deduciamo i punti di flesso dal
comportamento di f (z). Siccome 7y “parte” da x = —tan 1 con tangente verticale orientata
verso l'alto, segue che esiste un flesso in xy € (—tan 1, 0), risultando  concavo verso il basso
in (—tan1,xs) e concava verso l'alto in (x4,0). In (0,400) v volge nuovamente la concavita
verso il basso.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (26).
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Figura 26: Grafico della funzione f (z) = 1

" In(arctan z+1)
1.20 Esercizio 691

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studio della funzione:

1 2
f(x)= T g
Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in X = (0, +00).
Intersezioni con gli assi
In® x
f(z)=0<~= —lnz=0

Per risolvere tale equazione poniamo:

t=Inx

Quindi:

2 2

Ripristinando la variabile x:

t? t
——t:0<:>t<——1>:0<:>t:0,t:2
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t=0—=hr=0=—=2x=1

t=2=—=lnzr=2=—1=2¢°

Percio:

A(1,0), B(e*,0) eyNx (98)

Inoltre:

0=2x¢X=—=3PPcyny
Studio del segno

2

Fa)>0e= B2 hpso (99)

Eseguendo nuovamente il cambio (96):

2

E—t>0<:>t<0,t>2

che corrispondono a

Inzr<0<=xe€(0,1) (100)
Inz>2<+=ze(2+00),

cio implica:

f(x) >0<=2€(0,1)U(2,+00)

per cui il grafico giace nel semipiano y > 0 per z € (0,1) U (2,400), e nel semipiano
y < 0 perz e (1,2).

Comportamento agli estremi

Abbiamo:

1 2
lim f(z) = lim (n;v—lnx> =00 — 00 (101)
Poniamo: t = Inx

lim f(z)= 1 e t) = tim 2 (22 =+
xi%l-% )= t—}r—noo 2 N t—ir—noo 2 t =T

quindi I’asse y e asintoto verticale.

2
lim f(z)= lim <§ - t) = 400,

T—+00 t—+o00

Esaminiamo la presenza di eventuali asintoti obliqui:
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percio:

m = 0 = 7 asintoti obliqui

Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

_ln:L’—l

Fa) =L (102)
() = 2 —xinx

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Calcoliamo gli zeri di f’ (z):
ff(x)=0<=Inex=1<=uz=¢

pertanto x = e € un punto estremale.
Studiamo il segno di f’ (z):

Inz—1
/' (z) >0 ne

>0 <=z € (e, +00),
X

per cui la funzione ¢ strettamente crescente in (e, +00) ed ¢ strettamente decrescente in
(0,e). Quindi z = e & punto di minimo relativo per f. Ed & anche punto di minimo assoluto:

1
mle, ——
T2
Studio della derivata seconda

Determiniamo gli zeri di f” (x):

f'(r)=0<=Inxr =2 <=1 = ¢

Il segno della derivata seconda:

() >0<=hr <2< ze (0,6),

per cui 7y & concavo verso l'alto in (0,e?) e concavo verso il basso in (e?, +00). Percid
r = e? ¢ punto di flesso. Notiamo che tale punto ¢ uno zero di f (x), quindi il flesso ¢ il
punto B (eq. 98).

Il grafico completo ¢ riportato in figura (27).
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:1)(:9\/)(:92

Figura 27: Grafico della funzione f (z) = % —Inzx

1.21 Esercizio 698

Studiare la funzione
f(z) =Inz — arctan

Kkk

Soluzione
Insieme di definizione

(103)

Per la presenza del logaritmo la funzione ¢ definita per > 0, quindi X = (0, 400).

Intersezioni con gli assi

f(z) =0<= Inz = arctanz

(104)

La (104) va risolta per grafica o numerica, ottenendo la radice o ~ 3.69. Quindi

A(a,0) € yNx, essendo v il grafico della funzione. Inoltre:

0=2¢X=3FPcyNny
Studio del segno

f(x) >0<=Inx > arctanz <= x € (a, +00),

giacche In z e arctan x sono strettamente crescenti.

Il grafico giace nel semipiano y > 0 per = € (a, +00) e nel semipiano y < 0 per x € (0, a).

50



Comportamento agli estremi
La funzione diverge negativamente per x — 07:

hIglJr f(x) = (—00) +0=—o0,

quindi 'asse y ¢ asintoto verticale.
La funzione diverge positivamente per x — +oc:

. T
Jim_f (2) = (+00) = § = +o0

Calcoliamo:
m = lim f(x) = lim (

x——+00 €T T—r—+00

Inxz arctanz ~0
x x 7

quindi il grafico e privo di asintoti obliqui.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

P -zl
oz (1422
ot — 223 + 222 + 1
22 (2 4 1)

f'(x) (105)

1" (@) =

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Vee X, f'(x)>0

Per cui la funzione ¢ strettamente crescente in X.
Concavita e punti di flesso.
Risulta:

Ve e X, f"(x) <0

Quindi il grafico e concavo verso il basso.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (28).

1.22 Esercizio 699
(File scaricato da http://www.extrabyte.info)
Studiare la funzione

f (z) = arctan (Inx) (106)

Kokok
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Figura 28: Grafico della funzione f (z) = lnx — arctanz

Soluzione

Insieme di definizione

Per la presenza del logaritmo la funzione ¢ definita per > 0, quindi X = (0, 400).
Intersezioni con gli assi

fz)=0<=hr=0<=2r=1= A(1,0)evynuz (107)

Inoltre:

0=2x¢ X =3P cyny
Studio del segno

f(x) >0<=Inz>0<= 2z € (1,+00),

Il grafico giace nel semipiano y > 0 per x € (1, +00) e nel semipiano y < 0 per z € (0,1).
Comportamento agli estremi
La funzione converge per z — 07:
lim f () = arctan (—o0) = 3
im f(z) = arctan (—o0) = —
z—07F 2’

cosicché x = 0 e un punto di discontinuita eliminabile. Quindi:

arctan (Inx), sex >0
f(x):{ z e sex =0

-z
Pertanto B (—g, O) evnNy.
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La funzione converge per x — +oc:

mglfoof () = arctan (+00) = —,

o

quindi la retta 2y = 7 ¢ asintoto orizzontale.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

f’@ﬂ)“gizfqgﬁifgj (108)

x? ((1 + In? x))2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Vee X, f'(x)>0

per cui la funzione e strettamente crescente in X.
Esaminiamo il comportamento di f’ (z) nel punto = 0:

1 x !
"(0)= lim —— = lim ———
+<) x—>0+x(1—|—ln2x) 250+ 1+ In?z
1 -1 1 1
S o x—zgg—lim—:ﬂ)o,
00 220t Ine oo 2z—0tx

cioe il grafico “parte” dal punto B (0, -3
Concavita e punti di flesso.

Zeri della derivata seconda:

) con tangente verticale.

1
f"($)=0<:>x:g
Studiamo il segno della derivata seconda:
" ]‘
f(@<0¢:xeX—{g}

Resta I'ambiguita sul punto x = %, poiché non si tratta di un punto di flesso. Determi-
nando con un qualunque programma di calcolo le derivate fino al quarto ordine, vediamo

che:
f (—1) =f" (—1> = f" (—1) =0, fIV (—1) <0
e e e e

Da cio segue che nel punto x = % il grafico e concavo verso il basso. Allo stesso risultato
si giunge intuitivamente, poiche la funzione e ivi strettamente crescente e il grafico deve
necessariamente essere concavo verso il basso, poiche ¢ tale in ogni intorno di x = %

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (29).
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Figura 29: Grafico della funzione f (z) = arctan (Inx)

1.23 Esercizio 700

Studiare la funzione

f (x) = In (arctan x) (109)
Kk
Soluzione
Insieme di definizione

Questa funzione & definita su tutto R, quindi X = (—o0, +00).
Intersezioni con gli assi

f(r)=0<= arctanz =1 <= =a~ 156 —= A(a,0) eyNx
Inoltre:
0=2x¢ X =3P cyny
Studio del segno

f(x) >0« arctanz > 1 <z € (o, +0),

Il grafico giace nel semipiano y > 0 per x € («, +00) e nel semipiano y < 0 per x € (0, al).
Comportamento agli estremi
La funzione diverge negativamente per x — 07:
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lim f(z) = —o0,

z—07F
cosicché 'asse y ¢ asintoto verticale.
Pertanto B (—%, ) evnNy.
La funzione converge per x — +o00:

lim f(x)= lng,

T—+00
quindi la retta y = In 7 ¢ asintoto orizzontale.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

1
! = 110
/(@) (14 2?) arctan (110)
£ (@) 1+ 2z arctan
r)=—

(1+ 22)* (arctan z)?

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Vee X, f'(x) >0

per cui la funzione e strettamente crescente in X.

Concavita e punti di flesso.

Osserviamo che z arctanz > 0, Vo € X. Pertanto la derivata seconda non si annulla mai
in X. Piu precisamente ¢ sempre < 0, quindi v ¢ concavo verso il basso.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo e riportato in figura (30).

1.24 Esercizio 701

Studiare la funzione

f(.l’) _ earctanm (111)

Kokok

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione ¢ definita su tutto R, quindi X = (—o0, 4+00).
Intersezioni con gli assi

Are X | f(x)=0<=PpPecynx

Inoltre:

f0)=1=(0,1) eyny
Studio del segno
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Figura 30: Grafico della funzione f (z) = In (arctan x)

Vee X, f(z)>0

Il grafico giace nel semipiano y > 0
Comportamento agli estremi
La funzione converge per x — +o00:

lim f(z)=e™?,

T—+00

quindi la retta y = e™? & asintoto orizzontale a destra.

La funzione converge per x — —oc:

: — /2
;tl—1>r—{loo f (%) ¢ ’

quindi la retta y = e~™/? ¢ asintoto orizzontale a sinistra.

Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

arctanx
, €
= 112
)=S0 (112)
f”( ) (1 _ 233) earctanm
€T) =
(1 +a?)*

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti

Studio del segno:
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Vee X, f'(x)>0

per cui la funzione e strettamente crescente in X.
Concavita e punti di flesso.
Zeri di f" (x):

f”(m)zO«z»xz%

Segno di f” (z):

() >0z € (—oo,%),

per cui 7 € concavo veso l'alto in (—oo, l) ed ¢ concavo verso il basso in (%, —I—oo). Cio

2
implica che x = % e punto di flesso:

F (17€arctan(;))
2
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (31).

y
_____________ gLl - -
4,
3,
2,
‘—_———/1
| | | | | X
-5 -1 1 5 10

Figura 31: Grafico della funzione f (x) = e ctan®
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1.25 Esercizio 702

Studiare la funzione

f (.ZTJ) — earctan% (113)
sk
Soluzione
Insieme di definizione

Questa funzione & definita in X = R — {0}
Intersezioni con gli assi

reX|f(r)=0<= AP cynz

Inoltre:

0=2x¢X=3PPcyny
Studio del segno

Vee X, f(z)>0
Il grafico giace nel semipiano y > 0
Comportamento agli estremi

. 1 :
lim ™%z = ¢™2  lim e

z—0t z—0~

arctan% — e—7r/2

Cioe x = 0 € un punto di discontinuita di prima specie. Il salto di discontinuita e:

s = e7r/2 . 6—7r/2
Si noti che la discontinuita non ¢ simmetrica.
La funzione converge per x — +o00:

arctan% — 1 arctan% — 1

lim e ,  lim e
T—r+00 T—r—00

quindi la retta y = 1 ¢ asintoto orizzontale a destra e a sinistra.

Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

1
f/ (x) _ _earctan p (114)
1+ 22
f”( ) (1 _|_ 21’) earctan%
€Tr) =
(1+ x2)2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Studio del segno:

Vee X, f'(x)<0

per cui la funzione e strettamente decrescente in X.
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Determiniamo la derivata sinistra e destra in 2 = 0:

f(0) = lim f(z) = —e ™2

z—0~

£.(0) = lim f'(z) = —€™?

z—0t

Possiamo ora scrivere le equazioni delle semirette tangenti a sinistra e a destra nel punto
di discontinuita x = 0.

T )y = e /2 (1—ux)
) Y= e/? (1—z)

Concavita e punti di flesso.
Zeri di f"(x):

Segno di f” (z):

() >0z € (—%,—i—oo) ;

per cui v e concavo veso l'alto in (—%, +oo) ed & concavo verso il basso in (—oo, —5).
Cio implica che z = —1 & punto di flesso:
2

F _1 8arctanQ
2 Y
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (32).

1.26 Esercizio 703

Studiare la funzione

f () = arctan ('/*) (115)

Kk

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione ¢ definita in X = R — {0}
Intersezioni con gli assi

fx)=0<=¢Y"=0 mail = PFPecyNz

Inoltre:
0=2x¢X=3FPcyny
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Figura 32: Grafico della funzione f (z) = e™ctan s

Studio del segno

Vee X, f(z)>0

Il grafico giace nel semipiano y > 0
Comportamento agli estremi

T
lim arctan (el/m) = — , lim arctan (el/x) =0
z—0t z—0~

Cioe x = 0 € un punto di discontinuita di prima specie. Il salto di discontinuita e:

S = —

2
Si noti che la discontinuita non e simmetrica.
La funzione converge per x — +o00:
lim arctan (el/x) = z+, lim arctan (el/x) _
Tr—+00 T——00 4
quindi la retta y = 7 ¢ asintoto orizzontale a destra e a sinistra.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

f'(x) =

6l/x
g2 (1 + e2/7)
e/ [1+ 2z + /" (22 — 1)]

(1 + /=) g4

(116)

f" () =
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Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Studio del segno:
Vee X, f'(x) <0

per cui la funzione e strettamente decrescente in X.
Determiniamo la derivata sinistra e destra in 2 = 0:

JL(0) = lim f(2) =0
F(0) = lim f'(2) =0

z—0t

Quindi v “arriva” in z = 0~ con tangente orizzontale, e “parte” da x = 0% con tangente
orizzontale
Concavita e punti di flesso.
Zeri di f" (x):
f'(2)=0<= 1420 +e¥* (20 —1)=0

Risolvendo numericamente, troviamo le radici:

a~—048, f=—«
Segno di f” (z):

f”(x)>0<:>{ ”2“6;/;%“”” —s 7€ (,0) U (8, +00),

per cui 7 ¢ concavo veso l'alto in («, 0)U(, +00) ed & concavo verso il basso in (—oo, a)U
(0, ). Cio implica che z = o e © = 3 sono punti di flesso.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (33).

1.27 Esercizio 704

Studiare la funzione

1
~In (arctanz + 1)

f @) = (117)

Kokok

Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione e definita in X tale che:

{ arctanz +1 > 0 — X = (—tan1,0) U (0, +00)

arctanz + 1 # 1

Intersezioni con gli assi
breX|fr)=0= PPcyNnz
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Figura 33: Grafico della funzione f (z) = arctan (e!/%)

Inoltre:

0=2x¢X=3PPcyny
Studio del segno

f(x) >0« arctanz + 1> 1 <=z € (0, +00)

Il grafico giace nel semipiano y < 0 per x € (0,+00), e nel semipiano y > 0 per x €
(—tan1,0).
Comportamento agli estremi

1 1
lim )= — =——— =07,
z—(—tan1)" f ( ) In 0+ —00
cosicche x = —tan 1 € una discontinuita eliminabile.

lim f(z) = —o0, lim f(z)=+o0,

z—07F z—0~

per cui 'asse y ¢ asintoto verticale.
La funzione converge per r — +oc:

1
lim r)=———~
quindi la retta y = @ ¢ asintoto orizzontale a destra.
247
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Calcolo delle derivate
Calcoliamo solo la derivata prima:

1
(14 22) (1 + arctan z) [In (arctan = + 1)]?

f(x) = (118)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Studio del segno:

Vee X, f'(x) >0

per cui la funzione ¢ strettamente crescente in X.

Determiniamo la derivata destra in © = — tan 1:
/ . 1
fi(=tanl) =  lim 5
z—(—tan)* (1 + 22) (1 4+ arctan z) [In (arctan x 4 1)]
) 1 i 1
= lim —_ . lim

e—(—tan )t (1 +22) 2 (—tan)* (1 + arctan z) [In (arctan z + 1)]°
Il primo limite non produce indeterminazione, quindi calcoliamo il secondo ponendo
t =14 arctanz, e cio implica t — 0% se x — (—tan1)"
1 , 1

lim 5 = lim ———
e—(—tan1)™ (1 + arctanz) [In (arctanz + 1)]°  t=0+ £In"¢

Siccome limy_,otIn*t = 0F, si ha:

1
lim 5 = +00,
z—(—tan1)* (1 + arctan z) [In (arctan z + 1)]
donde:
fi(—tanl) = 400
Quindi v “parte” da x = —tan 1 con tangente verticale orientata verso l’alto.

Concavita e punti di flesso.

Non abbiamo determinato la derivata seconda, per cui deduciamo i punti di flesso dal
comportamento di f (x). Siccome v “parte” da x = —tan 1 con tangente verticale orientata
verso l'alto, segue che esiste un flesso in x¢ € (—tan1,0), risultando 7 concavo verso il basso
in (—tanl,xy) e concava verso l'alto in (x,,0). In (0,400) v volge nuovamente la concavita
verso il basso.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (34).

1.28 Esercizio 705

Studiare la funzione

f (z) = arctan (el/x2> (119)

sokok
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Figura 34: Grafico della funzione f (z) = 1

" In(arctan z+1)

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione ¢ definita in X = (—o00,0) U (0, +-00).
Simmetrie

La funzione ¢ pari: f (—x) = f (z).

Intersezioni con gli assi

breX|f(r)=0= PPcyNnz

Inoltre:

0=2x¢ X =3FPcyny
Studio del segno

Vee X, f(z) >0

Il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

lim f ()= (3) Jm @)= (5) =lmf@=(3)

z—0+ z—0— 2 z—0 2

cosicche x = 0 € una discontinuita eliminabile.
La funzione converge per x — +o0:
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lim f(z) = arctan (eo+) = (E)Jra

T—+00

e in forza della parita:

lim f(x) = arctan <€0+) = <E>+

T——00 4
quindi la retta y = § ¢ asintoto orizzontale sia a destra che a sinistra.

Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

, 2¢l/=* 19
fi(z)= ) (120)
217" |2 4 322 + /%" (322 — 2)
[ (x) = (121)

26 (14 62/9”2)2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Studio del segno:

() >0<=2<0

per cui la funzione ¢ strettamente crescente in (—o00,0) ed ¢ strettamente decrescente in
(0, +00).
Determiniamo le derivata destra e sinitra in x = 0:

261/902
/ — J—
+(0) = zlg(% 23 (1 4 e2/7%)
2 1/x?
F0) = — lim ————— =0

20— 23 (1 + e2/7?)

(per il calcolo si suggerisce il cambio di variabile ¢t = %)

Quindi v “arriva” e “parte” da x = 0 con tangente orizzontale.

Concavita e punti di flesso.

Lo studio della derivata seconda ¢ complicato, per cui deduciamo i punti di flesso dal
comportamento di f (z). Siccome 7 “arriva” e “parte” da x = 0 con tangente orizzontale,
segue che esistono due flessi simmetrici rispetto all’asse y, con |x| ~ 2/3.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (35).

1.29 Esercizio 706

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studiare la funzione

f (z) = arcsine” (122)

Kk
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Figura 35: Grafico della funzione f (z) = arctan (el/“2>

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione ¢ definita in X = (—o00,0) U (0, +00).
Simmetrie

La funzione ¢ pari: f(—z) = f (z).

Intersezioni con gli assi

PreX|f(r)=0= PPcyNnuz

Inoltre:

0=2x¢ X =3FPcyny
Studio del segno

Vee X, f(z) >0

Il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi
La funzione e infinitesima per x — —oo:

lim f(z) = arcsin0" = 0%,
T——00

quindi ’asse x e asintoto orizzontale a sinistra.
Calcolo delle derivate
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Un calcolo diretto porge:

fH(x) = N (123)
I (@) = ——— (124)
(1 —e)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Studio del segno:

Vee X, f'(x) >0

per cui la funzione e strettamente crescente in X.
Determiniamo le derivata sinistra in x = 0:

/ .
0) = lim ——— =+
f_ ( ) x—0~ 1 — 2w
Quindi v “arriva” a = = 0 con tangente verticale orientata verso ’alto.
Concavita e punti di flesso.
Segno della derivata seconda:

Vee X, f"(z) >0,

per cui il grafico volge la concavita verso 'alto.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (36).

Figura 36: Grafico della funzione f (x) = arcsin e”

1.30 Esercizio 707
(File scaricato da http://www.extrabyte.info)
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Studiare la funzione

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione ¢ definita in X = (—o0,0) U (0, +00).
Intersezioni con gli assi

breX|fr)=0= PPcyNz

Inoltre:

0=2¢X=3FPcyNny
Studio del segno

Vee X, f(z) <0

Il grafico giace nel semipiano y < 0.
Comportamento agli estremi
La funzione ¢ infinitesima in x = 0. Infatti:

0t
1 =1 = =0
LA L
T 0~
1 =1 =—=0
LR N
Le (127) implicano:
glcl_r%f (z) =0,
per cui x = 0 ¢ una discontinuita eliminabile.
Studiamo ora il comportamento all’infinito:
. . x +00
. ) x —00
a:l—l>r—noof (:C> o x1—1>r—noo 1 — 9tz 0+ -
Ricerchiamo eventuali asintoti obliqui:
1 1
lim @ = lim = = —00
r—+00 I z—to0 1 — L/ 00—
fle) 1

Da cio segue che il grafico e privo di asintoti obliqui.
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Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:

, z(1—2Y") —2Y*n2
(@) STEETEL (130)
2V (14 2Y7) In?2

23 (1 — 2V/z)°

" (@) (131)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti

Lo studio del segno e la ricerca degli zeri della derivata prima ¢ troppo complicato, per
cui ci limitiamo a studiarne il comportamento in un intorno di * = 0. In ogni caso, ci
aspettiamo una crescenza in (—oo,0) e una decrescenza in (0, +00).

z(1—2Y7) —2Y"In2

f(0) = lim

z—0~ z(1— 21/w)2
21/:1:
= lim —In2 lim ————
z—0— 1 — 21/ 20 g (1 — 21/7)
21/w
=1-In2lm ————
=0~ g (1 _ 21/96)
Calcoliamo a parte:
21/I 0 1 21/33
lim s =-= lim S - lim
z—=0" (1 — 21/30) 0 z—0~ (1 _ 21/:(:) —0— T
1 —
w=0~ (1 — 21/7)? -

percio:

La derivata sinistra:

z(l1—2Y7) =22

"(0) = 1
f+ ( ) :cif(l)lJr T (1 — 21/33)2
21/90
a0+ 1 — 21/ z—0t o (1 — 21/1)
21/x
=0-—In2 lim

z—0t o (1 — 21/95)2



Calcoliamo a parte:

lim s = — lim - =
=0T g (1 — 21/x) 0-00 z—0+ x21/w (271/:1: _ 1) +00
poiche:
2t
lim 22Y¢ = lim = = +o0
z—0t =1 t—+4oo ¢
Quindi:
L (0)=0

Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:

Br e X | f () = 0= 7 punti di flesso

Segno della derivata seconda:

£ (x) >0 <=z (1-2Y") >0 mail

per cui il grafico volge la concavita verso il basso.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (37).

Figura 37: Grafico della funzione f (z) =

_z
1-21/z

sokok
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1.31 Esercizio 708

Studiare la funzione

f(z) =xe® (132)

kK

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione & definita in X = (—o0, +00).
Intersezioni con gli assi

f(x)=0<=2=0= (0,0) ey (133)
essendo 7 il grafico della funzione.
Studio del segno
fl@)>0<=2>0

Il grafico giace nel semipiano y < 0 per z < 0 e nel semipiano y > 0 per x > 0.
Comportamento agli estremi

:CEIJPOO f(x)= xkr—il-loo re’ = 400 (134)
lim f(z)= lim ? =0
T——00 r——00 77T
Quindi I'asse = € asintoto orizzontale a sinistra.
Ovviamente non esistono asintoti obliqui a destra.
Calcolo delle derivate
Un calcolo diretto porge:
f(x)=¢"(x+1) (135)
f"(x)=¢€"(x+2) (136)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della derivata prima:

f(z)=0<=2=-1
Quindi abbiamo il punto estremale x = —1.
Segno della derivata prima:

() >0 2> -1,

donde la funzione ¢ strettamente crescente in (—1, +00) ed ¢ strettamente decrescente in
(—00, —1). Da cio segue che x = —1 & punto minimo relativo. Ed ¢ anche punto di minimo
assoluto:
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Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:
f"(2)=0<=z=-2

Segno della derivata seconda:

[ (z) > 0=z > -2

per cui il grafico volge la concavita verso il basso in (—oo, —2) per poi volgere la concavita
verso l'alto in (—2, +00). Segue che # = —2 ¢ punto di flesso:

2
P(2)
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo & riportato in figura (38).

N

fixe) -

in) -

Figura 38: Grafico della funzione f (z) = xe®

1.32 Esercizio 709

f(x)=ae™™ (137)
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Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione ¢ definita in X = (—o0, +00).
Intersezioni con gli assi

fla)=0e=z=0= (0,0)€n (138)

essendo ~ il grafico della funzione.
Studio del segno

f(x)>0<=2>0

Il grafico giace nel semipiano y < 0 per x < 0 e nel semipiano y > 0 per z > 0.
Comportamento agli estremi

. o T o
lim f(z)= lim ze ® = —o0
T——00 T——00

Quindi 'asse x ¢ asintoto orizzontale a sinistra.
Ovviamente non esistono asintoti obliqui a destra.
Calcolo delle derivate

Un calcolo diretto porge:

fl@)=—e"(x—-1) (140)
i) =e"(x-2) (141)
Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della derivata prima:
f()=0<=2z=1
Quindi abbiamo il punto estremale x = 1.
Segno della derivata prima:
f(x) >0z <1,

donde la funzione ¢ strettamente crescente in (—oo, 1) ed ¢ strettamente decrescente in
(1,+00). Da cio segue che z = 1 ¢ punto massimo relativo.

Concavita e punti di flesso.

Zeri della derivata seconda:

fM(x)=0<=2x=2

Segno della derivata seconda:

() >0z >2,

per cui il grafico volge la concavita verso il basso in (—oo, 2) per poi volgere la concavita
verso 'alto in (2, 4+00). Segue che x = 2 & punto di flesso:
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Tracciamento del grafico.
Il grafico completo & riportato in figura (39).

Win) [~
fixe) -

Figura 39: Grafico della funzione f (z) = xze™*

1.33 Esercizio 710

Studiare la funzione

f (z) = e"sign(In |z|) (142)

Kk

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione ¢ definita in X = (—o0,0) U (0, +00).
Ricordiamo che la funzione sign(¢) ¢ cosi definita:

. 1,set >0
s1gn(t):{ —1,set <0

Quindi:
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1,se Infz| >0
—1,se Injz| <0

sign(ln |z|) = {

Osserviamo che:

Injz| >0<= 2z € (—o0,—1)U(1,+00)
Injz| <0<«<=2¢€(-1,0)U(0,1),

Percio:

1, se z € (—o0
—l,sexe(

(1, +00) (143)

. -Hu
sign(ln |z|) = { 0)U (O 1)
):

Ora siamo in grado di esplicitare ’espressione di f (x

1
A
e’ se x € (—oo,—1)U (1, +00)
f )= { —e¥ se v € ( 1,0)u (0, 1) (144)

Comportamento agli estremi

lim f (z) = % (145)

rz——1"
1

lim f( ) _ga

r——171

per cui xg = —1 ¢ un punto di discontinuita di prima specie, con salto di discontinuita
s(—1) = -2,

€

lim f(x)=—e (146)

r—1—

lim f(z) =

z—1t

per cui zj; = 1 ¢ un punto di discontinuita di prima specie, con salto di discontinuita
s(1) = 2e.

lim f(z)= lim " =0" (147)

T—r—00 T—r—00

Quindi I'asse = € asintoto orizzontale a sinistra.
lim f(z)= lim e =+o0 (148)

r—r+00 r—r+00

Ovviamente non esistono asintoti obliqui a destra, in quanto abbiamo una divergenza
esponenziale.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (40).
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Figura 40: Grafico della funzione f (z) = e”sign(In|z|)

1.34 Esercizio 715

Studiare la funzione

1+ 22

f(x):arccos( 2 )

Kk

Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione e definita in X tale che:

2x <
<] = 1+a2 —
‘1+x2 - {11222—1

20 < 1+ 22
20 > —1 — 22

(:}{ (2 =1) >0

e zecR
(@2 +1)2 >0 ve

Quindi X = (—o0, 4+00).
Intersezioni con gli assi

2z

T c=le= (-1 =0<=z=1= (1,00eynNa
T

f(x) =0
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essendo ~ il grafico della funzione.

f(O)zarccost%iB(O,%) eEyNa

Studio del segno

xr2

2z
>0 <~ >0
f(z) arccos (1 n )

Ricordiamo che la funzione arccos ¢ sempre positiva in figura (41).

Yy

Tk

N

Figura 41: Grafico della funzione arccos x

Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi
Osserviamo che:

: 0 _ 0t
xEToo 1+ 22 0 (" | + 22
Quindi
xl—1>I—me (z) = arccos (01) = <g)_ (151)
. N (T\T
JCl_l)IEloof (z) = arccos (07) = (5)

Da cio segue che la retta y = 1 ¢ asintoto orizzontale a sinistra e a destra.
Calcolo delle derivate

,o et —=1 2
@) |22 — 1|22 + 1 (152)
JLA0 P il . (153




Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Esplicitando la prima delle (152):

se z € (—oo, —1) U (1, +00)

se € (—1,1) (154)

2
re={

— A

Da cio segue che f & strettamente crescente in (—oo, —1)U (1, 4+00) e strettamente decre-
scente in (—1,1). Si osservi che x = —1 e x = +1 sono punti di estremo relativo (massimo

e minimo rispettivamente), e al tempo stesso sono punti angolosi, giacche:

lim f'(z)=1, lim f'(z)=-1

z——1— rz—1t
lim f'(z)=-1, lim f'(z)=1
z—1— z—1+

Concavita e punti di flesso.
Esplicitando la seconda delle (152):

o 4r _ _
() = { (ﬁH)Q, se x € (—oo,—1) U (1, +00)

W, se T & (—]., ].)

Zeri della derivata seconda:
["(z)=0<=2=0
Segno della derivata seconda:
f"(x)>0<= 2 € (—00,—1)U(0,1),

per cui il grafico volge la concavita verso I'alto in (—oo, —1) U (0, 1) per poi volgere la
concavita verso il basso in (—1,0) U (1, +00). Segue che z = 0 ¢ punto di flesso:

F(03)

Si osservi che i punti x = £1 pur essendo dei punti di cambio di concavita, non sono
punti di flesso, poiché la derivata seconda ha ivi una discontinuita di prima specie.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (42).

1.35 Esercizio 716
Studiare la funzione
f(z) = arcsinIn (2% 4 1) (155)

kkx

Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione ¢ definita in X tale che:
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Figura 42: Grafico della funzione f (z) = arccos (1_2& 7)

0

]
—

{ In (22 +1) <1 :>{ 2 — (e

1)
In(z?+1) > -1 2+ = >

o IN

La prima ¢ verificata in X; = [—\/e —1,vVe+ 1], la seconda in Xy = (—o00, +00), quindi
X - X1 N X2 - X1
Simmetrie
La funzione ¢ pari: f(—z) = f (z), Vx
Intersezioni con gli assi
f@)=0e=2*+1=1<=2=0= (0,0)cy (156)
Studio del segno

f@)>0e=2>+1=1>0,Vz #0

Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi
La funzione e continua, quindi:

f(xve=1) =2

Calcolo delle derivate

2z
(1+22)/1—1In(22+1)

f(z) = (157)
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Omettiamo il calcolo della derivata seconda in quanto troppo complicato.
Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

f'(2)=0<=2=0

() >0z #0

Quindi f e strettamente crescente in (O, Ve — 1) ed e strettamente decrescente in (—\/e -1, 0).
Il punto x = 0 ¢ di minimo relativo. Siccome f ¢ continua in un compatto, segue per il teo-
rema di Weierstrass che f ¢ ivi dotata di minimo e massimo assoluti. Il minimo assoluto e
(0,0), mentre il massimo assoluto uno dei punti (£ve —1,%).

La derivata prima e discontinua agli estremi:

lim /() =—-0c0, lim f'(z)=40c0
xﬁff( 671)Jr m%( 671)7
Concavita e punti di flesso.
E evidente che il grafico e concavo verso l'alto.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (43).

S

-Ve-1 ve-1

Figura 43: Grafico della funzione arcsinIn (2 + 1)
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1.36 Esercizio 717

Studiare la funzione

f(xz) =Insinhz (158)

Kokok

Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione e definita in X tale che:

sinhz >0 <=2 >« def arcsinhl ~ (.88

Quindi X = [a, +00).
Intersezioni con gli assi

f(x)=0<=sinhr=1<—=zr=a= (a,0)€yNz (159)

Inoltre:

O=0¢dX=PpPcyny
Studio del segno

f(x) >0 <= sinhz > 2 <=z € (a, +0)
Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0 per x € (a, +00) e nel semipiano y < 0 per
z € (0,q).
Comportamento agli estremi

li =In0" =—
Jig, £ (®) =107 = —o0

Quindi I'asse y e asintoto verticale.
La funzione diverge positivamente all’infinito:

lim f(z)=+oc0

T—+00

Asintoti obliqui:

fz) _oowm

m = lim = = lim cothz =1
T——+00 €T xXO T——400

n= lim [f(z)—2]=00—00
r—+00

= lim (Insinhz —Ine”)

Tr—+00
. sinh «
=In lim
r—4o00 eT
. et —e "
=1In lim
z—4oo  2e”
) 1 — e—2x
=In lim
Tr——+00
1
=In-=—-1In2
2
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Quindi la retta y = x — In 2 ¢ asintoto obliquo.
Calcolo delle derivate

[ (x) = cothz
1" _ 1
fi(@) = sinh? z

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

f(2)>0<=2>0

Quindi f e strettamente crescente in X
Concavita e punti di flesso.
Risulta:

" (x) <0, Vz € X,

per cui 7y € concavo.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (44).

Figura 44: Grafico della funzione f (z) = Insinhx
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1.37 Esercizio 718

Studiare la funzione

(160)

Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione e definita in X tale che:

Al 140

Quindi
X =R-{0}

L’espressione analitica della funzione puo essere riscritta osservando che:

e —1=¢" (e“ — e_x) = 2¢ sinh x
Percio:

se x € (0,400)
se x € (—00,0)

PO = o =

N 2|Sll’lh$| N " 2sinhaz’
Simmetrie
La funzione e pari: f(—x) = f (x), per cui il grafico v & simmetrico rispetto all’asse y.
Intersezioni con gli assi

breX|f(z)=0= PPevynu (161)

Inoltre:

O=0¢dX=PpPcyny
Studio del segno

Vee X, f(x) >0

Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

. 1
. 1
Tim /() = — - = —(~00) = 40

cioe:

lim f (z) = 400

z—0

Quindi 'asse y ¢ asintoto verticale.
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La funzione ¢ infinitesima all’infinito:

lim f(z)=0" = lim f(z)=0"
:v—>+oof( ) f & pari :L’—>+oof< )
Da cio segue che I'asse x ¢ asintoto orizzontale a sinistra e a destra.
Calcolo delle derivate
Calcoliamo solo la derivata prima:

cosh x
rooy ) TaamEs sex € (0, +00)
f (.CE) { coshz se r € (—O0,0)

2sinh? 2’

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

() >0<=2<0

Quindi f & strettamente crescente in (—o0,0) ed ¢ strettamente decrescente in (0, +00).
Concavita e punti di flesso.

E facile dedurre che ~ volge la concavita verso I’alto.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (45).

T

_ €
= Je ]

Figura 45: Grafico della funzione f (x)
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1.38 Esercizio 719

Studiare la funzione

fz)=em" (162)

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione e definita in X = R. Inoltre, e periodica di periodo T' = 27, per cui studiamola
solo in [0, 27].

Intersezioni con gli assi

PreX|f(x)=0= PFPcyNnuz (163)

Inoltre:

f0)=1= A(0,1) eyny
Studio del segno

Vee X, f(x) >0

Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0.

Comportamento agli estremi

La funzione e continua; inoltre, essendo periodica € non regolare all’infinito.
Calcolo delle derivate

f'(z) =™ cosx
[’ (z) = ™" (—sin’z — sinz + 1)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Quindi f e strettamente crescente in [O, 5) U

ff(x)>0<=1z€ [O,g)
5) U (2
(37”,271').

™ . . . ™
r = 5 e punto di massimo relativo, con f (5, e)

3, L . 3r 1
T = > e punto di minimo relativo, con f 50
e

Concavita e punti di flesso.
Poniamo sinz = ¢, quindi:

~1++5

f"(2)=0<=t+t-1=0=t= 5
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Cioe:

(I'altra soluzione non & accettabile in quanto < —1)

r=a,r=m—aq,

essendo o < 7, pill precisamente a ~ 0.67. Inoltre:

ff2) >0t +t-1<0<= 1€ [0,0)U(r —a,27]

Cioe 7 & concavo verso l'alto in [0, ) U (7 — «, 27| ed ¢ concavo verso il basso (a, 7 — «)
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (46).

R
(ST
7
5]
>

sin x

Figura 46: Grafico della funzione f (x) =e

1.39 Esercizio 725

Studiare la funzione

f(z) = cosx — cos* (164)

Kkk
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Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione ¢ definita in X = (—o0,+00). Trattandosi di una funzione periodica,
determiniamo il periodo fondamentale:

cosx  ha periodo T} = 27

cos’z  ha periodo Th = 7

Quindi il periodo fondamentale della funzione ¢ T' = 27. Studiamo percio la funzione in
[0, 27].
Intersezioni con gli assi

f(z)=0<«= cosx (1l —cosx) =0<«= cosz =0,cosx =1 (165)
<:>x:z,x:§7r,x:0,x:27r (166)
2 2
Quindi:
7r 3
(0,0) €7, A (5,0) B (§w,o) ,C(2m,0) €y Na

Studio del segno

f(x) >0<=cosz(l—cosz)>0<= cosx >0

s 3
— -7, 2
=1 € [0,2>U<27r, s

Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0 per z € [0, E) U (%7‘(‘, 277] e nel semipiano

2
y <0 perze (g,%w)
Calcolo delle derivate

f'(z) =sinz (2cosx — 1)

f"(z) = 2cos2x — cosw = 4cos® x — cosx — 2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della f":

1
f/(w)zoﬁsinm:(), COS:L‘:§

T 5
= z=0,72m -, -
x 77T7 7T73737T

f'(x) >0 <= sinx(2cosz — 1) >0
<:>x€[0,z>u 7T,§7T
3 3
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Quindi f e strettamente crescente in [O, E) U (7r, gﬂ')

7T \ . . .
r= 3 e punto di massimo relativo

xr =7 e punto di minimo relativo

om | : . .
r = — e punto di massimo relativo

Le coordinate sono:

T 1 5 1
Ml <§7 Z) ) M2 (gﬂ-u Z) ) m(ﬂ-7 _2)

Concavita e punti di flesso.
Zeri della f”

f"(r) =0<=4cos’r —cosz —2=0

1-+/33 1++/33
<:>(:osx:T, COST = ——o—

<~ r=aq, 21 —q, B, 21 — [,

essendo:

1—-+/33 1++/33

« = arccos ————, 3 = arccos
8 8
Segno della f”:
1—+/33 s V33
8

[ (x) >0<4<= cosz < g CosT

Le soluzioni di cosx < %ﬁ si deducono dal grafico di fig. (47).

y

1

_— —
»
S
|
R

(-7)

1k

Figura 47: Ricerca delle soluzioni di cosx < %@

Le soluzioni dicos z > %@ si deducono dal grafico di fig. (48).
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v

ok - — - —- - -

2n—f 2n

1k

Figura 48: Ricerca delle soluzioni di cosx > %@

Quindi v & concavo in [0, 8) U (o, 2m — ) U (27 — 3, 2m]. T seguenti punti sono flessi:

r (6, 3/33 — 13) o <a7_3\/§+ 13)

32 32
3v/33+ 13 3v/33 — 13
Fl2r—a——— |, | 2n— 3, ——
3 ( m «, 39 ) y 44 < ™ ﬁa 39 )
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (49).
2 Esercizio 726
Studiare la funzione
f (.13) _ earcsin\/a? (167)

Kokok

Soluzione

Insieme di definizione

Questa funzione ¢ definita in X = [0, 1].
Intersezioni con gli assi

ﬂxEX]earcsmﬁ:OﬁﬂPEVHx,

essendo ~ il grafico della funzione.
Inoltre:

f0)=1= A(0,1) eyny
Studio del segno
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f(B)

f(a)

Figura 49: Grafico della funzione f (z) = cosz — cos®z

Vee X, f(x) >0

Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

La funzione ¢ continua agli estremi dellintervallo X, risultando f (1) = e™/2.
Calcolo delle derivate

vy J(@)
d (:1:')—2 z(l—ux)

£(2) = f (2) vVr—az2+2r—1

4y/23 (1 — z)°

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Vo e (0,1), f (z) >0,

quindi la funzione ¢ strettamente crescente in X. La derivata non e continua agli estremi

di X:

lim f'(z) =400, lim f'(z) =400

z—0t z—1—
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per cui il grafico “parte” da A(0,1) con tangente verticale e “arriva” a B (1, e/ 2) con

tangente verticale.

LUf—

Concavita e punti di flesso.
Zeri della f”

Vr—12=1-2z

f”(x):()(:){ x#0,x#1

Abbiamo:

S

5
Vi—a2=1-20 <1 = 10

Segno della f”:

r—12>1—-2x

f”(x)>0<:>{ 40141

Risolviamo la disequazione irrazionale:

Vo—z?2>1-2x (168)

Sel—2x>0:
r—a22> (1-2z) _ [ 5t —Br 41 <0
1-22>0 r<i
5—+vH 1
<:>x651:< 10\/_’51
Sel—2x<0:
— 2> 1
{5x .fL'l_O <:)$€SQZ(—,1:|
I>§ 2

Quindi le soluzioni della (168) sono:

reS=5US = (5_‘/5,1]

Percio:

f@)>0eszeS— {1} = (5_\/5,1>

Il grafico e concavo verso I’alto in (5_‘/5 1>, concavo verso il basso in (O, 5_‘/5>. Il punto

107 10
= —5715/5 e punto di flesso a tangente obliqua.

Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (50).

91



fixe) -

o o =

Figura 50: Grafico della funzione f (z) = e¥einve

3 Esercizio 727

Studiare la funzione

f (27) _ 6arctan\x| (169)

Kk

Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione ¢ definita in X = (—o0, 00).

earctan:p’ se T Z 0
e—arctanx’ ser < O

(170)

Simmetrie
La funzione ¢ pari: f(—z) = f(z), Vx. Quindi il grafico & simmetrico rispetto all’asse

Intersezioni con gli assi

Pre X | errtanlel — 0 — AP e vy Nz,

essendo 7 il grafico della funzione.
Inoltre:

f(0)=1= A(0,1) evyny
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Studio del segno

Vee X, f(x) >0

Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi
La funzione converge per |z| — +oo

: — oT/2 : — /2

Quindi la retta 2y = 7 e asintoto orizzontale sia a destra che a sinistra.
Calcolo delle derivate
Calcoliamo solo la derivata prima:

earctanw
, . e Se T Z 0
- — arctan x
fa)=9 5 0
T2 Sed

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:
Va € (0,+00), f'(z) >0,

quindi la funzione & strettamente crescente in (0, +00), ed e strettamente decrescente in
(—00,0). Il punto z = 0 ¢ un punto di minimo relativo. Si osservi che la funzione non ¢
derivabile in tale punto, ma lo e a sinistra e a destra:

f0)=—1, fi(0)=1

Quindi z = 0 ¢ un punto angoloso. Le equazioni delle tangenti a destra e a sinistra sono:

y=uz+1
y=—x+1

Concavita e punti di flesso.

Il grafico e concavo verso il basso.
Tracciamento del grafico.

Il grafico completo e riportato in figura (51).

4 Esercizio 728

Studiare la funzione

Inx —1 1
f (z) = arctan <1E§+1) +§1n (In®z + 1) —l—g (171)
Kok
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Figura 51: Grafico della funzione assegnata.

Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione ¢ definita in X tale che:

2
{ln:r+1>0:>{x>0 (172)

Inz+1+#0

1 1
X = (0, —> U <—,+oo) (173)
e e
Intersezioni con gli assi

Per determinare le ascisse degli eventuali punti di intersezione con l'asse x andrebbe
risolta ’equazione:

quindi:

Inz -1 1 9 ™
arctan (W) + 5111 (ln T+ 1) + 5= 0,

non risolvibile analiticamente, per cui tralasciamo l'intersezione con l'asse x. Inoltre:

0=2x¢X=3FPcyny

essendo 7 il grafico della funzione.

Studio del segno

Ci si ritrova nelle stesse condizioni per la determinazione dei punti di intersezione con
I’asse x, per cui tralasciamo lo studio del segno.
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Comportamento agli estremi
La funzione diverge positivamente in x = 0. Per dimostrare cio, calcoliamo:

. . Inxr—1 m
Ill,%lJr f (x) = arctan (QCILI(I;+ Yy 1> + (+00) + 5 (174)
Calcoliamo a parte:
Inr—1 oo ) lnx(l—ﬁ)
1m = — = Jim ——32*2 —1]
a—ot Inz+1 o0 20t lng (1 + ﬁ)

Quindi

lim f(z) = +o0

z—0t

Perciol’asse y ¢ asintoto verticale.

Inoltre:
lim f(z) = arct i ) Ly, T (175)
im x) = arctan im —In —
e (1) e—(1) Inz+1 2 2
Calcoliamo a parte:
) Inz—1 2 .
11m = —— = o0
w—(1) Inz+1 0~
da cui:
lim f(z)=7+nv2 (176)

o (2)

Calcoliamo il limite destro:

Inx —1 1
lim f(x)=arctan | lim ne + o2+~
a—(2)" s (1) Inz+1 2 2

Calcoliamo a parte:

. Inz -1 2
im = —— = —00
xﬁ(éf Inz+1 0t
da cui:
lim f(x)= Inv/2 (177)

:c—>(%)

Dalle (176)-(177) segue che x = e~! & un punto di discontinuita di prima specie, con

salto:
1
1y _ 178
() . (178)

Studiamo il comportamento all’infinito:

1
lim f(z) = Z + g + 5 In (+00) = +o0, (179)

T——+00
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cioe la funzione diverge positivamente. Vediamo se il grafico ¢ dotato di asintoto obliquo:

f(x) 1 In (In*z + 1)

lim :0—1——lim—:E
r—+oo X 2 z—+o00 T 00
1
Z Yim — =0,
T—>+00 lnx

cioe vy € privo di asintoto obliquo.
Calcolo delle derivate

Poniamo:
Inz—1 1
f1 () = arctan <m) , fo(z) = 5 In (In*z + 1)
Quindi:
' (2) 1 i(lnz+1)—1(nz—1)
T) = .
T T ey
B 1
o (ln2 T+ 1)
1+Inz
/
)= ————
f2 () x(1n2x+1)
La derivata prima e:
Inz +1
!
r)=——7——
f(z) x(ln2x—|—1)
La derivata seconda:
Inz (1n2x +2lnx + 3)
@) = -

x? (ln2 x+ 1)2
Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri di f":
, 1
ff(z)=0<=z=—,
e

ma tale punto non appartiene a X.

Segno di f”:

Inz+1

1
f(z) >0+ >O<:>x6(g,+oo>,

cosicché la funzione e strettamente crescente in (%, —i—oo), ed e strettamente decrescente

in (0, %) Il punto x = % non ¢ di estremo realtivo poiché tale punto non appartiene a X.

Inoltre:

lim f'(z) =07, lim f'(z)=0" = lim f (2) =0

x—>(%> z—>(%)+ a—1
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Da cio segue che v arriva in (%, T+ In \/5) e parte da (%, In \/5) con tangente orizzontale.

Concavita e punti di flesso.
Zeri della derivata seconda:

") =0<=her=0<=z=1

Segno:

1 1 1
f”(m)>0<:>ﬂ<0<:>x€ (O’E) U(;l)

xr2
1

Quindi vy volge la concavita verso I'alto in (O, —) U (%, 1), mentre volge la concavita verso

il basso in (1, 400)
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (52).

a+lny 2 L

foxn + /
12 |

Figura 52: Grafico della funzione f (x) = arctan (%) +im(In®x+1)+2

5 Esercizio 729

Studiare la funzione

f ({L‘) _ earctan 11_'"‘;‘ —% ln(1+|m\—z+:c2)

sokok
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Soluzione
Insieme di definizione
Questa funzione e definita in X tale che:

I+ |zl —z+2>>0
{ e 0 (181)
Risolviamo la prima delle (181):
r>0=2>+1>0, Vx
r1<0=2"-2041>0<=(z-1)’>0=2#1
Cioe
I+ |z —2+2°>0<= 2 € (—00,+00)
La seconda:
l—|z| #£0<= o # +1
quindi:
X = (=00, —1)U(=1,1) U (1, +00) (182)

Intersezioni con gli assi

Vee X, f(x) >0
f(0)=e™t

Studio del segno
Il grafico v giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi
Conviene distinguere i casi x > 0e z < 0:
f (x) _ { earctan }f—i—%ln(l—i—:ﬂ), se = [0’ 1) U (1’ —I—OO)
— se  x€(—o0,—1)U(—1,0)

rz—1"

Per x € [0,1) U (1, +00):

/2
lim f (z) = emcimntroo-3mz _ €7

r—1— W

lim f (I) _ earctan(foo)féln2 _ €

r—1t \/§ ’

cioe x = 1 e un punto di discontinuita di prima specie con salto:

w/2 _ —m/2
s(1) = T \A2sinh (g)

V2

98



Comportamento all’infinito:
1' — 771-/4 Lo — +
i J )= e =0

Quindi I'asse = € asintoto orizzontale a destra.
Per z € (—o0,—1) U (—1,0)

. e7r/4
Jim f(z) = —-,
cioe x = —1 & un punto di discontinuita eliminabile.
Comportamento per z — —o0:
lim f(z)=0",
T—r—00

Quindi I'asse = € asintoto orizzontale a sinistra.
Derivate
Per z > 0 poniamo:

1
fi1(x) = arctan (1 T

), fg(:c):—%ln(l—l—xQ),

donde:

f(@) = f (@) [fi (@) = f5 (2)]

Calcoliamo

La derivata prima e:

La derivata seconda:

Per x < 0:

f(x):m

Non calcoliamo la derivata seconda nel caso x < 0, perché si vede immediatamente che

v volge la concavita verso l'alto per x < 0.
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Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Per x > 0 gli zeri di f":

f(z) =0z =1,
ma tale punto non appartiene a X.
Segno di f”:

f(z) >0z <1,

cosicché la funzione ¢ strettamente crescente in (0, 1), ed ¢ strettamente decrescente in
(1,4+00). Il punto = = 1 non ¢& di estremo realtivo poiché tale punto non appartiene a X.

lim f(z) =0, lim f'(z) =0
lim f'(z) =0, lim f'(z)

e~

Da cio segue che ~ arriva in (1, %) e parte da <1, \;;) con tangente orizzontale.

Concavita e punti di flesso.
Per x > 0 gli zeri della derivata seconda:

ff(x)=0<= 2 =2
Segno:
f”(a:)>0<:>:c2—2x>0<?0>x6(2,+oo)

Quindi per z > 0 v volge la concavita verso 1’alto in (2, 4+00). Il punto x = 2 ¢ un punto

di flesso:
6arctan3
F(2,———-
>F)
Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (53).

6 Esercizio 730

Studiare la funzione

fla)=— (183)

sinx + cosx

Kokok

Soluzione

Insieme di definizione

Osserviamo che la funzione ¢ manifestamente periodica di periodo 27, quindi limitiamo
allintervallo [0, 27].

Deve essere: sinx # — cos x, cioe x # %7?, %7?, quindi:

3 3 7 7
X = {O, Zﬂ') U (Z_LW’ Zﬂ') U <Z7T’27T}
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e

14z 1

arctan 15— 3 ln(1+\x|—x+ac2)

Figura 53: Grafico della funzione f (z) =e

Intersezioni con gli assi

PreX|f(r)=0=PPcynNu,

essendo ~ il grafico della funzione. Inoltre:

F0)=1= A(0,1) €Ny
Studio del segno

f(z) >0<=sinz > —cosx

La (184) puo essere risolta per via grafica, come riportato in figura (54).

Quindi:

f(x) >0z € {0,2%) U (ZW’ 27r]

Il grafico v giace nel semipiano y > 0 per x € [0 4
per x € (%7?, %7?).
Derivate

Risulta

74
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Al

=
C — —t5t

Figura 54: Ricerca delle soluzioni della disequazione sinx > — cosx

F(x) = sinxz — cosx (186)

(sinz + cosx)’
3 — sin 2z

/" () =

(sina + cosx)3

Comportamento agli estremi

lim f(z)=+o0, lim +f(:zc) = —00

(i) (i)
lim  f(r)=-o0, lim +f(:c) = 400
z— (%) z— (%)

Quindi le rette y = %77 ey = ;Z7T sono asintoti verticali.

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri di f":

T
f/(x):()@sinx:cosx@x:? T

W~ Ot

Segno di f”:

() >0 <= sinz > cosz,

che puo essere risolta per via grafica, come riportato in figura (55).

Quindi:

)
ff(x) >0« ze|—, -7
474
La funzione e strettamente crescente in (%, gw). Ipuntiz =75 ex = %71’ sono rispettiva-
mente di minimo e massimo relativi:
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Figura 55: Ricerca delle soluzioni della disequazione sinx > cos x

"(Gva) ()

Concavita e punti di flesso.

Non occorre studiare la derivata seconda, poiche dalla monotonia e dagli asintoti vediamo
che v volge la concavita verso I’alto in [O, %7‘(’) U (gﬂ', 27?], mentre volge la concavita verso il
basso in (%W, ;717r) .

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (56).

7 Esercizio 731

Studiare la funzione

fx) = e (187)

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita per ogni z # —1, quindi X = (—oo0, —1) U (—1, +00).
Intersezioni con gli assi
PreX|f(x)=0= PP cynu,
essendo 7 il grafico della funzione. Inoltre:

f(0)=é=>A<Oé) cynNy
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Figura 56: Grafico della funzione f (z) =

Studio del segno

Vee X, f(x) >0

Quindi il grafico v giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

lim f(x) = +o0, hr}h f(z)y=0"

r——1"
Quindi la retta z = —1 ¢ asintoto verticale a sinistra.
Derivate
Risulta
2f (z)
f(x) = 2
(x+1)

Calcoliamo la derivata seconda:

f() (e +1) —2f () (x+1)

fhiw) =2 @+ 1)

2w
N (x+1)°
2ot (x)4
(x+1)
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Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Vee X, f'(x) >0

Quindi la funzione e strettamente crescente in X. Determiniamo il comportamento della

derivata in un intorno destro della singolarita © = —1:
z—1
. / . ezxz+1
lim f'(z)= lim ———5 =0
r——1t z——1+ ($ + 1)

Concavita e punti di flesso.
Zeri della f":

ff(x)=0<= 2=
Studio del segno di f”:

f"(z)>0<=2<0

Da cio segue che «y volge la concavita verso l'alto in (—o0,0), e volge la concavita verso
il basso in (0, 4+00) . Il punto z = 0 & un punto di flesso:

1
F0)
e
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (57).

8 Esercizio 733

Studiare la funzione

1
f(x) =6sinz —1In (sinx +4/sin® x — Z) (191)
ko

Soluzione
Insieme di definizione
Osserviamo che la funzione e periodica di periodo 27. Infatti 6sinx ha periodo 27,

l) e periodica di periodo 27, in quanto e data dalla somma di

. . < 2
poi In (sm:c—i— sin”x —

sin? x — i che ha periodo 7 e di sinx, per cui In (sinx + 4 /sin®x — %) ha periodo 27.

Quindi limitiamo lo studio della funzione all'intervallo [0, 27]. Deve essere:

1 1
sinx+\/sin2x—1>0<:> sinzx—zl>—sinx (192)
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Figura 57: Grafico della funzione f (z) = e=+1

Poniamo ¢ = sin x, donde la (192) equivale a:

/ 1
t2—-Z > —t (193)

Dobbiamo distinguere i due casi: 1) —t >0, 2) —t < 0.
Nel caso 1 abbiamo il sistema:

t?— 1 >
{ Y (194)

Sia S; = {t € R|t verifica il sistema (194)}. E evidente che S; = @), poiche la prima
disequazione e equivalente alla disuguaglianza assurda —i > 0.
Nel caso 2 abbiamo il sistema:

?—1>0
4_
{ : (195)

Qui ¢ Sy = [%, —|—oo). Percio detto S = {t € R | t verifica la disequazione 193}, risulta:

1
SZSlLJSQ:SQ: |:§,+OO)

Ripristinando la variabile x, otteniamo:

. >1 c T™ 5
sine > — <=z B
-2 6’6
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Percio 'insieme di definizione é:

Intersezioni con gli assi
Tralasciamo l'intersezione con 'asse x.
Inoltre:
0=2¢X = AP cvyny,

essendo 7 il grafico della funzione.
Risulta poi

1
%) :3—1n§:3—|—1n2

ot/

!

7T> =3+In2

Derivate
Derivata prima:

[ (x) =6cosx —

cos T +

Sin:er,/sian—}1 sin

cosx<6@/sin2x—%— 1)
[ 2 1
sin”x —

Per semplificare il calcolo della derivata seconda, scriviamo:

cioe:

f'(x) =

g (x)
(@) = ———,
sin?zx — 1
\/ 1
essendo:
def . 9 1
g(x) = cosx | 64/sin x—Z—l
per cui:

1 Sin & cos x

f" (x) o
B (sian — }L)

Calcoliamo ¢’ (x):

107

/Sin2 T — Z_1l —gq (.Z') smAxQCosac1
sin® z— 3
2

(196)
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/ 1 6 si
q () = —sinx (6 Sin2m—1—1) +COSIEM
,/sian—}1
/ sin x cos &
= —6sinxy/sin® x——+smx+6
\/sm x——
—6Sinx(sm T — )+smstm a:——+681nxcos :p]
,/Sln m—— L
3 1
= smx —6sin2x-|—§+\/sin2a7—1+6cos2x>

SlIl LU——

NH

Quindi

1
"(x) = ——— X
(@) Sln2x—l

[smx( 6sin®z + = +\/sm x——+6cos :z:)

sin x cos 22 < \/sin x———l)
,/sm :1:——

= \/— SlIlI'w/Sll’l ]I——

SlIl {E——

x( 6sin2z + — +\/81n x——+6cos x)
— sinz cos x(Gy/sm x_1_1>]
= —6sin® x\/sm x—

SlIl Tr —

3 1 1 : 2
+—smx sin®z — = +sinx ( sin?x — = | +sinz cos x|
2 4 4
1 . 9 1 .9
= 24/sin x——(1—4sm m)—i—l
.2 1\3 4
)

»M»—‘

Finalmente:

Ising 8 (sinQ:v— }1)3 -1

4 (Sin2x — 1)3

f ()=~ (198)
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Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti

Zeri della f":

in2 1 ; _ V10
f’(x)zO 64/sin” x 1 1 {smx 6
cosz =0 7| 2

Quindi i punti estremali:

7
x:@,xza, r=m—q,

essendo v = arcsin @. Si noti che o 2 %.
Segno della derivata:

.2 _l_ .
f/($>>0<:>{cosx<6,/sm$ 1 1>>0 :>{smx>

V10
6
reX T < (07 %) 7
cioe:
(o]
x o, — T—Q, =T
2 6
Cioe la funzione ¢ strettamente crescente in (c, g) U (7r — a, %W), ed ¢ strettamente
decrescente in (%, a) U (%, T — a). Qundi:

r = «, T — « sono punti di minimo

N . .
xr = 5 ¢ punto di massimo

6 T
, V10 +1 —), M(—,6+1
ml(a n1+\/1_0 5 n
Inoltre:

2 6
,mo (m—a, V10 +1In ——
2+¢§> 2( 1+\/10)

lim f(r) = —o0, lim f'(x)

6)) con tangente verticale verso il basso, e giunge in
B (‘%, f (%”)) con tangente verticale verso 1’alto.
Concavita e punti di flesso.
Zeri della [

Cioe il grafico parte da A (%,f (2

, 0 sinz =0 ) » 1\° .
1" (@) 8 (Sin2 T — %)3 =1 sinz>0 <sm v 4)

Cioe:

sin? z 1 3— ! <:>sin2:v—1 — sinx = !
4 - 64 B sin x>0 o
Quindi, gli zeri di f”:

&
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=~ W
3

Studio del segno di f”:

1\’ 1
f"(x) >0 <= sinx 8\/<sin2x—z) -1 <0<:>sinx>§

Da cio segue che v volge la concavita verso ’alto in (%, %ﬂ'), e volge la concavita verso il

basso in (%, %) U (%W, %77) . Esistono due punti di flesso:

T 2 3 2
F(=,3v2+1 VB Sm3v2 1 )
1(4 n1+\/§> 2(47T RETRYG)

Tracciamento del grafico.
Il grafico completo & riportato in figura (58).

6+10E 2 ]—
24V3

3\/74—10% z 1—
3$*1‘/£2

AN — — — — — — — — — —

w
’°|>!

&
o

Figura 58: Grafico della funzione f (z) = 6sinx — In (sinx + 4/sin® x — i)
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9 Esercizio 734

Studiare la funzione
T
f(x)= B + arctan (199)

Kokok

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X = (—o00, +00)
Intersezioni con gli assi

Tralasciamo l'intersezione con ’asse x.
Inoltre:

f(0)=0=(0,0) €,

essendo 7 il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi
La funzione diverge all’infinito:

lim f(z)=+o00, lim f(z)=—-00
T—+00 T——00

Eventuali asintoti obliqui:

1 t 1
myp = lim /() = lim _+—arc i I
z—+oo I z—+oo \ 2 T 2
T
= i — = i t =—
m = lim [f () — myz] Jm arctana = 7,
quindi la retta
L s
= —X —_
Y 2
e asintoto obliquo a destra.
1
mo = lim J (@) ==
r——00 I 2
: T
ny = lim [f(x) —max] = —7,
T——00 2
quindi la retta
1 ™
= - — —
Y=oy
¢ asintoto obliquo a sinistra. Osserviamo che i due asintoti sono rette parallele.

Derivate
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2 +3

fH(z) = 2@t 1) (200)
y . 2x
@) = (22 + 1)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Ve e X, f'(x) >0,

per cui la funzione e strettamente crescente in X.
Concavita e punti di flesso.
Zeri della [

["(z) =0z =
Studio del segno di f”:

f"(z)>0<=2<0

Da cio segue che «y volge la concavita verso l'alto in (—o0,0), e volge la concavita verso
il basso in (0, +00). Abbiamo il punto di flesso F'(0,0).

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (59).

F ~
[ -~
-
[ —~
-
3F -
-~
[ _
|- -
~
[ ~
_
[ -
—
27 -
-
L~
~
~
_
—
_
_ 1F
_
-
_
—
—~ _
// -
— -
\ \ \ \ -7 \
= X
- =
~ -
—4 -2 2_ - 4
_
-
-
-
—1F -
_
_
-
_
~
-
-
- _2,
-
-~ [
_
~ [
_
- [
-
— _3,
-
- L
_
- 3
~

Figura 59: Grafico della funzione f (z) = § + arctanx
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10 Esercizio 735

Studiare la funzione

v 3+ V9 — Ge* 3
f (z) = arcsin % i SEVIZ o + - (201)
—e 3 —+9 — 6e* 5
* koK
Soluzione
Insieme di definizione
La funzione e definita in X tale che;
5] <1
34067 (202)
3—/9—6e®
Iniziamo a risolvere la prima delle (202), che & equivalente al sistema:
e’ <1
3—e? —

La prima delle (203):
2e" — 3
3—e*
La seconda delle (203):

3
<O0<=zx€ (—oo,lnﬂ U (In 3, 4+00)

3 >0<=e"—3<0<=x € (—0,In3)
_eit

Quindi la la prima delle (202) ¢ verificata per:

r€X;=1z€(—00,In3)U (In3, +00) (204)
Passiamo alla seconda delle (202):
3+ V9 — 6e” >0
3 — 9 — 6e?

Il segno del numeratore:

3+-vVI—6eT>0<= VI —6e*T > -39 —-6c">0

< 3
< x c —OO,1H§

Il segno denominatore

3—V9—6e* >0<+= vV9—6e* <3
<:>{ 9—166 =0 = 9—-6e">0
e* >0
(7o)
1€ —oo,ln§
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Quindi

M >0<«<=zrecX,= (—oo,lnﬂ
3 —+9 — 6e* 2
Questo risultato era prevedibile poiche per x < ln% e garantita la realta di v/9 — 6e® ed
essendo non negativa, implica che 3 + /9 — 6e*. Inoltre per x < ln% e V9 —6e* < 3, per
cui il denominatore ¢ sempre maggiore di zero.
L’insieme di definizione e:

X:leXQZ (—oo,lng]

Intersezioni con gli assi
Tralasciamo l'intersezione con 'asse x.

Inoltre:
T 3+3 T 3+3
f(0)26+1n (3_\@) :>A(0,6+ln (3_\/§>) €EvNy,

essendo 7 il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi

Calcoliamo:
. v ) . e’
lim =0 = lim arcsin =0
r——00 3 — % T——00 3 —e"
so-o0 \3—0—6er)
quindi

lim f(z) =o00—00

Per rimuovere la forma indeterminata scriviamo:

114



<3 +v9 — 6690) x]
T——00 T——00 Vﬂj__ﬁgz
) 3+ \/9 6e” 3
= lim |In +Ines®
\/9 6e®

lim f(z)= lim {ln

(egx.:))—f-\/W)

3 — 9 — 6er

=In lim (egx-3+\/m-3_\/m)
3—v9—6er 3—+9—6e®

[ <3+m>2]

es 6o
3+ Vo0’
=In {6 - (4o00) - (3+ 0)2] = +00,

per cui la funzione diverge negativamente per x — —oo.
Eventuali asintoti obliqui:
f (x)

. 00
m= lim —%t = —
z—>—00 I 00

2 lim ()

1
T—r—00

percio calcoliamo la derivata prima.

Derivate
Poniamo:
£ () = arcs x o) =1 <3+\/9—661’) 3
= arcsin , T) = —x
! 3 ? 39 _6e2) 5
cosicche:
()= fi(x) + fy(2)
Abbiamo:
1 e’ (3 —e") 4 e**
{ (LU) = o2 (3 . ez)Q
L= &or
3e”
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fiw) =24 (208)

5
VI e (3 VI - e (34 VO 0)
3+\/9—66x (3_‘/9_66:1:)2
3 e (3— /9 —6e" 4+ 3v9 — 6e”)
=42
5 6e®
_3_ 3
5 9 — Ge*
Finalmente:
3 V9 —6e®
f’(l’):g—w (209)

Passiamo alla derivata seconda:

B d 9 — 6e”
dr 3 — e~
=" (9—3e") + e (9 — 6e”)

(3 —e*)? /9 — Ge®

[ () =

Semplificando:

(210)

Asintoti obliqui:

T——00
= lim [11(1(3+ 9_66x)+ ]—oo—oo
s L e/ -
= lim {ln(gjL 9_6636)—1-1116””}
o L Yy
. < 3+\/9—6ex>
=1In lim |[e€*
r——00 3 — 9 — 6e
0 lim <6x.3+\/9—6e$.3—\/9—661)
A\ 3T o6 35—V 6e
' [ (3+v9— Gem)2]
=1In lim |e*-
T——00 6e*
2 2
3+ 19 — Ge*
i g OF - ) B
T——00
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Quindi il grafico ¢ dotato di asintoto obliquo che ¢ la retta di equazione:

2
y:—g:n+ln6

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri di f’

V9 —6er 3
flo)=0e= "% =5

= 9¢% + 96" — 144 =0

o4 . L
S 3 (Ialtra soluzione non accettabile, in quanto < 0)
r=In-
3
Segno:

3
V' (z) >0 < 9—66$<5(3—ex)
3—e*>0
— 9—6e*>0
90— 6e” < & (3—e")’
r<In3

<— re X
9e2% 4 96e* — 144 > 0

r<In3
4 3
— reX (:)ze(lng,lnﬁ),
x>ln§

per cui la funzione e strettamente crescente in (ln %, In %) ed ¢ strettamente decrescente

in (—oo, In %) Il punto x = ln%l e di minimo relativo, anzi assoluto:

4 4 3.4
m (lng,arcsing + glng +1n2)

Concavita e punti di flesso.
Studio del segno di f”:

f"(x)>0,Vre X

Da cio segue che v volge sempre la concavita verso 1’alto.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo & riportato in figura (60).

11 Esercizio 737

Studiare la funzione

f(x) =x+Incoshx — 2tanhz + 1 (211)
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Figura 60: Grafico della funzione f (z) = arcsin 3iz + In (gf\/—i Vg:gi) - %m

Kk

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione & definita in X = (—o00,400) poiche I'argomento del logaritmo ¢ sempre
maggiore di zero.

Intersezioni con gli assi

Tralasciamo 'interesezione con l’asse x, perche c¢’e un’equazione che va risolta numerica-
mente o per via grafica.

Intersezione con I'asse y

f(0)=Incosh0+1=1

Quindi:
A0,1)evny
essendo ~ il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi
Ricordiamo che:
lim tanhx =1, lim tanhx = —1
r—r+00 T—>—00

lim coshx = +o00
r—+oo

118



Quindi:

lim f(z)= (+00)+ (+00) =2+ 1= +00

T—+00
lim f(z)=(-00)+ (+00)+2" +1=00—00

T—r—00

Per rimuovere tale forma indeterminata, procediamo in questo modo:

lim f(x)=3" +1,

r—r—00

essendo:

= lim (z+ Incoshz)
T——00

= lim (lne” + Incoshx)
T——00

=1In lim e*coshz
xr—r—00

. et +e "
=In lim & —
T——00 2

2x 1 1+
‘ ; —1n (5 ):(—mz)*:—(mz)—

=1In lim
r—r—00

Quindi:
EEn fx)=3" —(In2)” =(3—-1n2)",

percio la retta y = 3 — In2 e asintoto orizzontale a sinistra. Per verificare 'esistenza di
un asintoto obliquo a destra, calcoliamo:

| h tanh 1
= lim f(:v): lim <1+ ncoshz  tanhz _)
r—+oo0 I xr—+00 xT T X
1 h tanh
— 14 lim =T g gy, AT
T—+400 €T Tr—~400 €T
Calcoliamo:
| h
lim MCOShT o0 H lim tanhx =1
r——+00 X o0 r——+00
tanh 1
lim L =2 gy =,
xr——+00 € [ee) xr——+00 COSh x
Quindi:
m =2 (212)

L’ordinata all’orgine:
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n=n= zl_lg{loo [f () — ma] :$Eriloo (—x +Incoshx — 2tanhz + 1)

r—>—+00 T——+00 &

h
= lim (lnefz + lncoshx) —1= lim In (COS:C x) —1

Calcoliamo a parte:

T 2x
lim In (COth> = In lim M:hl%:—ln2

T—+00 et z—400 Qe

Finalmente:

n=—(1+1n2)

Percio la retta di equazione:

y=2z—(1+1In2), (213)

e asintoto obliquo a destra.
Derivate

f'(r) = 2tanh®*x + tanhz — 1
f"(z) = (1 — tanh®z) (4 tanhz + 1)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri di f’

f'(r) =0 <= tanh’z + tanhz — 1 = 0
tanhx = —1
tanhz = %

tanh x = —1 ¢ inaccettabile poiche lim, , . tanhx = —1, e Va, tanhx > —1, quindi:

Segno:

1 1
f'(:c)>0<:>tanhx>§<:>x>§1n3

Qundi la funzione e strettamente crescente in (% In 3, —i—oo), ed e strettamente decrescente
in (—oo, %ln 3). Il punto z = %1113 e pertanto di minimo relativo.
Concavita e punti di flesso.
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Zeri di f":

1
/" (z) =0 <= tanha = 1

e?® — 1 1 — 1 | 3
= —— T = —1n -
e?r +1 4 25
Studio del segno di f”:
" 1 1.3
f (x)>0<:>tanhx>—zl<:>x>§lng
Da cio segue che 7y volgela concavita verso l'alto in (% In g, +oo). Il punto z; = %ln% e
di flesso.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo e riportato nelle figure (61)-(62).
y
Figura 61: Grafico della funzione f (z) = x + Incoshx — 2tanhz + 1
12 Esercizio 738
Studiare la funzione
arcsin x
p) = resm e 214
fla) = S (211)
ok sk
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Figura 62: Grafico particolareggiato della funzione f (z) = x 4+ Incoshx — 2tanhx + 1

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in X tale che:

z| <1

{ 1‘_'332—>0 —ze(-1,1),

per cui X = (—1,1)

Intersezioni con gli assi
f(x)=0<= arcsinz =0<= 2 =0= (0,0) € v

Segno

f(z)>0<=2€(0,1)

Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0 per z € (0,1) e nel semipiano y < 0 per
z € (—1,0).

Comportamento agli estremi

Ricordiamo che:



cosicche le rette y = 41 sono asintoti verticali.
Derivate

V1 — 22+ xarcsinz

!
T
f@) (1 —22)v1—22
() 321 — 22 + arcsin x + 222 arcsin ©
€Tr) =
(1—a2)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti

Osserviamo che /1 —x? + zarcsinz > 0, Vx € X, e analogo comportamento per il
denominatore (1 —2?)+/1 — 22, quindi ¢ f'(z) > 0 per ogni x. Segue che la funzione &
strettamente crescente.

Segno:

1 1
f’(x)>0<:>tanhx>§<:>a:>§ln3

Concavita e punti di flesso.

Tralasciamo lo studio della derivata seconda, poiche si intuisce che v volge la concavita
verso l'alto in (0, 1). Il punto = 0 ¢ punto di flesso.

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo ¢ riportato in figura (63).

Figura 63:

Grafico della funzione f (x)

arcsin x

V1—z2
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12.1 Esercizio 740

Studiare la funzione

f ($) — earctan$ (215>

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione & definita per ogni z # 0, quindi X = (—00,0) U (0, +00).
Intersezioni con gli assi

Vee X, f(z) >0= PP cynu,

essendo 7 il grafico della funzione. Inoltre:

0=2x¢ X =3P cyny

Segno

Per quanto visto la funzione ¢ sempre positiva, per cui il grafico giace nel semipiano
y > 0.

Comportamento agli estremi

. _ 1. parctan(4o00) _ ,m/2
xlggh flx)y=1-e e

li —1. arctan(—oo0) _ ,—m/2
g £ =10 e

cosicché x = 0 ¢ un punto di discontinuita di prima specie, con salto

5(0) = e™? — e7™/? = 25inh <g>

Comportamento all’infinito:

+
earctan 0 1+

1. p— p— pu— 0+
arctan 0~ 1-
lim f(z)= c = =07,
z——00 —00 —00

per cui 'asse x € asintoto orizzontale.cosicche le rette y = £1 sono asintoti verticali.
Derivate
Derivata prima:
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cosh x

d earctan ﬁ
/ _ 216
fe) = o ( ) (216)

arctan —— sinh?z  (_ coshx o arctan ——
(& sinh |:sinh2 o+1 ( cinh? = ):| COSh X Slnh T - e sinh x
cosh? z
1 . 1
_earctan Smhz — sinh ¢ - earctan ey
sinh? z+1=cosh? = COSh2 xXr
1+ sinh «
=—f(x)————
coshz
Derivata seconda:
" ,, « 1+sinhx d 1+ sinhx
ffla)y==f () ————f@) m—F—
cosh x dxr coshz
Calcoliamo:
d 1+4sinhz  cosh®’z — sinh (1 + sinh )
dx coshzx cosh? r
1 —sinhz
- 9
cosh? z
quindi:
" (1 + sinhx) 1 —sinhx
ff@)=f(@)—m——f(2) —5—
cosh” x cosh” x

3 +sinhz .
—_— sinh z
cosh” x

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della f”:

f'(x) =0<=sinhz=-1l<=¢e"—e =2

Poniamo e* = t:

P —1=0e=t=-1+2

Scartando la soluzione < 0:

t:\/§—1:>x:ln<\/§—1>

Studio del segno:
I () >O<:>sinha:<—1<:>x<ln<\/§—1>

Quindi la funzione e strettamente crescente in (—oo,ln (\/§ — 1)) ed e strettamente
decrescente in (ln (\/5 — 1) ,+oo) —{0}. 1l punto x = In (\/§ - 1) ¢ di massimo relativo:
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S

A4<m<¢i—g,i%_

€7r/4>

f'(x) =0 <= sinhz (3+sinhz) =0 <= sinhz = -3 <= ¢"—e¢ " = —6
x#£0

\)

Concavita e punti di flesso.
Zeri di f":

Poniamo t = e*:

24+6t—1=0=1t=-3++V10

Scartando la radice < 0:
e$:\/1_0—3:x:1n<\/m—3)
Segno della f”:
f"(x) >0 <= sinhz (3+sinhz) >0 <=z € (—o0,0) U <ln (\/1_0— 3) 7+oo>
Quindi vy & concavo in (—o0,0) U (ln (\/1_0 — 3) ,—l—oo). Il punto x5 = In (\/1_0 — 3) e di

flesso.

,——— — €
3v10 — 10

Determiniamo infine il comportamento della derivata prima in un intorno di z = 0:

- (m (Vo - 5) (3 - V10) t>

lim f'(z) =— | lim f(x)} . [lim w} = —¢"/?

z—0+ L—>0+ z—0+ coshx

lim [ (z) = — {lim f(x)] : {hm w} = —e /2

0~ PG z—0+ coshz

Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (64).

12.2 Esercizio 741
(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studiare la funzione

fx)=2—In(1+2) (217)

Kokok
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Xf Xmax

Figura 64: Grafico della funzione f (z) = —1—¢™etan e

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita per z > —1, quindi X = (—1, +00).
Intersezioni con gli assi

f(0)=0=(0,0) €,

essendo ~ il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi

lim f(x)=-1—-In0" = - (—00) = +00,

z——11

cosicché la retta z = —1 € asintoto verticale a sinistra.
Comportamento all’infinito:

lim f(zx) =00—00=
T—r+00

= lim [lne” —In(1+ z)]

T—~400
=In lim ¢
z—+oo | +x
= In (+00) = +00

Vediamo se esiste un asintoto obliquo:
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m— tim 28 gy {1— hl(l“")] ~1
Tr——+00 €T Tr——+00 €T
1
= li — = lim 1 = —
n=Jm (f @) = ma] = Jim In g = oo
per cui v € privo di asintoto obliquo a destra.
Derivate
x
/ —
1
"
r)=—"-

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della f':

() =0<=2=0
Studio del segno:

() >0 x>0

Quindi la funzione ¢ strettamente crescente in (0, +00) ed € strettamente decrescente in
(0,1). Il punto z = 0 & di minimo relativo.

Concavita e punti di flesso.

Risulta:

Vee X, f"(z) >0,

pertanto v € concavo verso l'alto.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (65).

13 Esercizio 742

Studiare la funzione

fz)=xzlnlnz (218)

sokok

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione e definita per z tale che Inx > 0, cioe x > 1, per cui

X =(1,+00)

Intersezioni con gli assi
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Figura 65: Grafico della funzione f (z) =2 —In (1 + )

fz)=0<=hr=1<=r=ec= (1,0) € 9,

essendo 7 il grafico della funzione. Inoltre:

0=2x¢X=3FPcyny

Comportamento agli estremi

lim f(z)=1"-In0" = —o0,
z—1t

cosicché la retta z = 1 ¢ asintoto verticale a sinistra.
Comportamento all’infinito:

li =
S S (@) = oo
Vediamo se esiste un asintoto obliquo:

f (=)

m = lim = lim Inlnz = +c0
Tr—~400 €T T—~400

per cui v ¢ privo di asintoto obliquo a destra.
Derivate
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B Inz-Inlnx +1

f(x) e
p _lnz—1
i) = zln’z

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:
Vee X, f'(x) >0

Quindi la funzione e strettamente crescente.
Concavita e punti di flesso.

Zeri di f":

ff(z)=0<=zx=¢
Segno di f”:

f"(x) >0<=z € (e,+),

pertanto 7 & concavo verso l'alto in (e, +00)
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (66).

Figura 66: Grafico della funzione f (z) = xInlnz
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14 Esercizio 743

Studiare la funzione

In (2% — 22 + 2)
r—1

f(x)= — 2arctan (x — 1) (219)

sokok

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione e definita per x tale che

22 —204+2>0
{ s 140 (220)
La prima delle (220) & verificata per ogni = € R, per cui:
X =R-{1} (221)

Intersezioni con gli assi
Tralasciamo 'intersezione con 1’asse x.
L’intersezione con l'asse y:

s s
f(O):§—ln2:> (O,§—1n2> eynNy,

essendo v il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi

OH . xr—1
= - =2lim

0 e—1 12 — 20 + 2
=0

cosicché x = 0 ¢ un punto di discontinuita eliminabile.
Comportamento all’infinito:

In (22 — 2 2
lim f(m):—2g+ lim n( z+2)

r—r+00 T—+00 X — 1

Calcoliamo a parte:

In (22 — 22 + 2 -1

lim n (@ x—l—):Ethm ’ =0
T—+00 r—1 o0 z—+oo x2 — 21 + 2

Quindi:

Cioe la retta y = —7 € asintoto orizzonatale a destra.

Procedendo in maniera simile per x — —oo:
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lim f(z)=m,

T—r—00
da cui segue che la retta y = 7 € asintoto orizzontale a sinistra.

Derivate
Calcoliamo solo la derivata prima:

g (¢ = 1) —In(a — 20 + 2) 2
, _ x?—2x42 —
f(x) = (x—1)2 1+($—1)2
. In(a®—22+2)
- P

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
La derivata prima puo essere scritta come:

_In 1+ (z— 1)2}

/ (33) = (.1' _ 1)2

Osserviamo che:

VeeX, 1+(@—17°>1=In[l+(x—-1)7°] >0,
cosicche:
In[1+ (z— 1)2]
(z—1)°

Quindi la funzione ¢ strettamente decrescente.
Studiamo il comportamento della derivata intorno al punto x = 1:

Vo e X, >0=VreX, f(z)>0

In (2% — 22 + 2 0 2r — 2
lim ' (x) = — lim n(z x;_ >:—£—1imx—:—1
z—1 z—1 (J; — ]_) 0 z—1 2 (I — 1)
Quindi se prolunghiamo la funzione per continuita:
In(z2—2242
flx) = %—2&rctan(:c—1), x #1 7 (222)
0, r=1
la funzione risulta derivabile in = 1, avendosi: f’(1) = —1.

Concavita e punti di flesso.

Si deduce immediatamente che 7 ¢ concavo in (1,+00). Pertanto 2 = 1 ¢ un punto di
flesso per la funzione ridefinita con la (222)

Tracciamento del grafico.

Il grafico completo e riportato in figura (67).
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ln(z2 —2m+2)
x—1

Figura 67: Grafico della funzione f (z) = — 2arctan (x — 1)

15 Esercizio 744

Studiare la funzione

1
f(x)zé(x—2)2+2x+2ln\:c—3\

sokk

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita per ogni x # 3, quindi:
X = (—00,3) U (3,4+)

Intersezioni con gli assi
Tralasciamo 'intersezione con I’asse x.
L’intersezione con l'asse y:

F(0)=2+1n9=>(0,2+1n9) € v,

essendo ~ il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi

1
limf(x):§+6+21n0+:—oo,

z—3
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cosicché la retta £ = 3 € un asintoto verticale sia a destra che a sinistra.
Comportamento all’infinito:

lim f(z)=+o0
Tr—+00
Meno immediato ¢ il limite:
lim f(z)=00—00
Tr——00

Per rimuovere tale forma indeterminata, osserviamo che:

1 1
~(x—-2)°= 5 Ine@ 2 = In V@27

2

r=1Ine",

quindi:

1
lim {§(x—2)2+2:v+21n|x—3|1

T——00
-3
= lim [ln Vel@=2" 4 21n i — |1
T—>—00 e ”r

2
= lim [ln Ve@=2" 4 1n @]
T——00 e 4T

(z = 3)° \/e<x—2>2]

T——00 e—2x

= lim ln[

=In lim [(:17 —-3)° W}

T—r—00

= In (+00) = 00

Per il calcolo di eventuale asintoti, conviene determinare il coefficiente angolare con la
derivata prima.

Derivate

Osserviamo che la (223) puo essere scritta come:
x2 2
f(x)= E+2+ln(x—3)

E da tale espressione e piu facile il calcolo del limite per x — +oc.
La derivata prima e:
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(22 —3)(x —3) —2*+3x -2

"
€Tr) =
22 —6x+7
(z —3)’
Non esistono asintoti obliqui, poiche:
/
im L) o

r—+o00 xX

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri di f":

f(x)=0<=2z=1,2
Segno di f”:

f(x) >0<=z€(1,2)U(3,+)

Quindi la funzione e strettamente crescente in (1,2) U (3,+0c0). I punti z = 1 e z = 2
sono rispettivamente di minimo e di massimo relativo.

5
m <1, B —|—ln4) , M (2,4)
Concavita e punti di flesso.

Zeri di f":

ff(@)=0e2=3-v23+V2
Segno di f":

[M(z)>0<=zx¢€ (—00,3—\/§>U<3+\/§,+oo)

Si deduce immediatamente che v ¢ concavo in (—oo, 3 — \/5) U (3 + V2, +oo). Pertanto
i punti =3 — V2 e 2 = 3+ /2 sono punti di flesso.

2
Si osservi che i flessi sono simmetrici rispetto all’asintoto verticale.

Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (68).

150 150
F (3—\/5, —3\/§+1n2), F (3+\/§,7+3\/§+1n2)

16 Esercizio 745

Studiare la funzione

f(z) = (225)




2+1o

Figura 68: Grafico della funzione f (z) = 3 (z — 2)* + 2z + 2In |z — 3|

sokok

Soluzione
Insieme di definizione
Conviene esplicitare il valore assoluto:

2
> |_ J 7 sex€(—o0,0]UIl, +00)
z+|e x|_{2az—x2, sexz € (0,1)

Osserviamo poi che deve essere x # 0, quindi:

F ) = ﬁ se x € (—00,0) U [1,+00)
v = \/erj, se x € (0,1)

La funzione ¢ percio definita in X = (—o0,0) U (0, 400).
Intersezioni con gli assi

VeeX, f(z) >0= AP cynuz
0=2x¢X=3FPc~yny

essendo 7 il grafico della funzione.

Segno

Dalla (227) segue che v giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi
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lim f () = 400,

z—0

cosicché 'asse y € un asintoto verticale sia a destra che a sinistra.
Comportamento all’infinito:

lim f(z)=0"

T—300
per cui 'asse x ¢ asintoto orizzontale sia a sinistra che a destra.

Derivate
Calcoliamo solo la derivata prima:

|~

—=, 1z €[l,4+00)
F(z) = =, z€(-00,0)
—1 z € (0,1)

(2z—=x2)3 ’

8 ml ’_‘&M

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

f(z) >0z € (—,0)

Quindi la funzione ¢ strettamente crescente in (—oo,0). Non esistono punti di estremo
relativo. Determiniamo il comportamento della derivata prima in un intorno del punto di
raccordo x = 1:

L) =0, fi(1)=-1

cioe P(1,1) & un punto angoloso del diagramma. Le equazioni delle rette tangenti a
destra e a sinistra in x = 1, sono:

r)y=2-1
) y=1

Concavita e punti di flesso.

E facile dedurre che ~ € volge sempre la concavita verso l’alto.
Tracciamento del grafico.

Il grafico completo e riportato in figura (69).

17 Esercizio 746

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studiare la funzione

1
flx)=1+|z| — §ln coshz — tanh (228)

kK
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Figura 69: Grafico della funzione f (z) = \/ﬁ

Soluzione

Insieme di definizione

Siccome coshz > 0 Vo € R, segue che X = (—00,00). Per semplificare lo studio della
funzione esplicitiamo il valore assoluto:

f (@) = 1+ x— fIncoshz — tanhz  se z € [0,400)
= l1—2z—3Incoshz —tanhz  se x € (—o0,0)

Intersezioni con gli assi
Tralasciamo l'intersezione con 'asse x.
Risulta:

f(0O)=1=(0,1)evyny (229)

essendo 7 il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi

Per rimuovere tale forma indeterminata spezziamo il limite:

. . ) 1
xginoo f(z) = fginoo (1 —tanhz) + wginoo (x — 5 In cosh x)

4 .

g

vV
=0 =00—00

Calcoliamo a parte:
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1 1
lim (x -3 In cosh x) = — lim (ln e — In cosh :1:)

r——+00 %217:%111621 2 r——+00
) e2® 1 , 2e2%® 1 ) 2e”
=— lim In =—In lim ———=—-In lim — =
2a—5+00  coshz 2 aotoce®(l4+e72%) 2 astool4e 2
Quindi la funzione e divergente positivamente per x — 4o00:
D S (@) = oo
Comportamento per r — —oo:
lim f(x)=00—00
T—r—00
Per rimuovere tale forma indeterminata spezziamo il limite:
. . ) 1
lim f(z)= lim (1—tanhz)— lim (x4 -Incoshz
T——00 fﬁfoo ., T——00 2
:2 :ootw
Calcoliamo a parte:
: 1 1 : 2z
lim |2+ - Incoshz = — lim (111 e** 4+ In cosh x)
r——00 2 x:%?x:% In e2z 2 T——00
1 . 9 1 et +e 1 e 41
=_ xl_1>r_noo In (e coshx) =3 In Il_1>r_noo 2o 3 In Il_l}}loo py—
1
=—-In0" = —
5 In 00

Quindi la funzione e divergente positivamente per x — —oo:

lim f(x)=2—(—00) =400

T——+00

Asintoti obliqui:

1 h 1 1 h
mp = lim /(@) = lim (——I—l—tan x)__ lim 05T

2 z—+o0 x

Calcoliamo a parte:

lim tanhx =1
T—+00 X o0 T—r+00

Quindi:

L’ordinata all’origine:
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1 1
ny = lim {f(x)—§x1 = lim (1+§—§lncosha:—tanhx)

T—+00 T—+00

1
= lim (1 —tanhz)+ = lim (z —Incoshz)
g%Jroo , iv~>+oo
;,0 :oo‘,—oo

J/

Calcoliamo a parte:

lim (r —Incoshz)= lim (lne® —Incoshx)
Tr——+00 T——+00
=In lim

z—+oo cosh &

= lnxgriloom = ln2

Percio:
ny = § In2
Si conclude che la retta di equazione:
1
Y= 5 (.I' + In 2) )

e asintoto obliquo a destra.
Passiamo a x — —oo:

1 h 1 In cosh
mo = lim M: lim (__1_tan x)__ iy mcoshz

T—o—00 I z—+00 2 r——o0 T

Calcoliamo a parte:

lim tanhz = —1
Tr—r—00

Quindi:

L’ordinata all’origine:

1 1
ne = lim {f(x)—i——x} = lim (1—£—§lncoshx—tanhx)

Z—>—00 2 T—>—00 2

1
= lim (1 —tanhz)— = lim (z+ Incoshz)
T——00 €—>—OO

(. 4 J

~\~ ~\~
=2 =o0—00

Calcoliamo a parte:
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lim (z+Incoshz)= lim (lne” + Incoshx)
T——00 T——00

=1In lim
z——oo cosh x

2
=In lim —— =1n2
z——o00 1 + e 27

Percio:

1
712:2"—51112

Si conclude che la retta di equazione:

1 1
y:—§x+ (2+§1n2>, (231)

e asintoto obliquo a sinistra.
Derivate
Calcoliamo la derivata prima:

2 1
— = >
f () { tanh”x — 5 tanhx, sex >0 (232)

tanh? z — %tanhx—Q, ser <0

Calcolo della derivata seconda: osserviamo che le due espressioni (232) defferiscono per
una costante, per cui:

d 1
[ (x) = p tanh® z — 3 tanh x (233)

B 4tanhz — 1

2 cosh? z

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta per x > 0

1
[ (x) =0 <= tanhx = 0,5
Cioe
0, tanh L
x = anhz = —
’ 2
Abbiamo ’equazione esponenziale:
tanh 1 et —e ™ 1
anhy = - <— — = —
2 er e 2

che si risolve con la posizione e* = t:

2-3=0=t=4V3

Scartando la soluzione negativa:
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L3
=—In
T3

Quindi per x > 0 abbiamo i punti estremali:

r =0, $:§1n3

Segno per x > 0:

1 1
f’(x20)>0<:>tanhx>§<:>:L’>§1n3,

cio¢ in (0,+00) la funzione & strettamente crescente in (% In 3, +oo), mentre e stretta-
mente decrescente in (O, %ln 3). Pertanto z = %ln3 e di minimo relativo.
Passiamo ora a = < 0, dove I'espressione della derivata prima é:

1
f'(z) = tanh? 2 — 5 tanhz — 2,

Eventuali zeri:

1 1
f’(x<0):0<:>tanh2:z;—5tanhx—2:O<:>tanhx:Z(1—\/@) < —1 mail

per cui non esistono zeri in (—o0,0). Piu precisamente ¢ ivi f'(z < 0) < 0, donde la
funzione ¢ strettamente decrescente in (—o0,0).
Osserviamo inoltre che il punto P (0,1) & un punto angoloso, giacché:

fL(0)=0, fi(0)=-2
Concavita e punti di flesso.
Zeri di f”

et —e "t
= — =

1 1
" — ()<=t hre == _
(@) i 4 et +e® 4

con la solita posizione t = e”:

Scartando la soluzione < 0

Segno di f":

1 1.5
f”(x)>0<:>tanhx>1<:>x>§ln§

Quindi v volge la concavita verso I'alto in (% In %, —i—oo) e il punto x = %ln% e di flesso.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo & riportato in figura (70).
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Figura 70: Grafico della funzione f (z) =1+ |z| — $Incoshz — tanh

18 Esercizio 747

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)

Studiare la funzione

2 1
f(x):\/xz—LH—ln(x+\/x2+1)—2@11' (234)

sokok

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in:

X = (=00, —1)U(—1,400)

Conviene esplicitare il valore assoluto:

flay=4 (235)

7o — I (

jfﬂ—ln(x—f— 2+1) -2, z€(-1,400)
T4+ Va2 +1)+2, z€(—o00,—1)

Intersezioni con gli assi
Tralasciamo l'intersezione con 'asse x.

143



Risulta:

f(0)=-2= A(0,-2)eynNy (236)

essendo ~ il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi

ng_f@%zQ—i%—4n<¢§—l>

i 7 0) = 2= 25 =i (V2-1),

per cui x = —1 e un punto di discontinuita di prima specie. Il salto di discontinuita e:

Comportamento per r — —o0

lim f(z) =2 lim —1In lim <x+\/x2+1)—2

X
T——00 T——00 ’.CC‘ /1+xi2 T——00 g g
=1

=00—00

Calcoliamo a parte:

(ac + Va2 + 1) (x — Va2 + 1)

lim <:E+ m> = lim

T——00 T——00 T — /12 +1
. —1
= lim —M8M—
z—oo p — /22 + 1
_ b 0+
—00
= lim In (m +Va? + 1)
r—r—00
=1In (O+) = —00

per cui:

lim f(z)=—4—(—00) =400,

T—r—00

Eventuali asintoti obliqui:

my = lim f(x): lim [L—lln@—l—v:ﬁ%—l)—z]
x x

r—+00 T——+00 2 +1
_ 2 2 . In(z+Va2+1)
= lim (—————| — lim
T—-+00 2+ 1 x Z—+00 x
-0
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Calcoliamo a parte:

) ln(x—l—\/m2+1) oo H .. 1
lim =— = lim —— =0,
z—+00 €T o0 T—+00 4/ 12 +1

per cui il diagramma e privo di asintoto obliquo a destra. Vediamo ora per x — —oc:

mo = lim f(x): lim {L—lln@—kvﬁ—i—l)—l—z]
x x

r——00 I T——00 1-2 + 1

Eseguendo passaggi simili a quelli per il calcolo di my, segue:

TTI,Q:O

Si conclude che il grafico ¢ privo di asintoti obliqui.
Derivate
Osserviamo che le due espressioni (235) defferiscono per una costante, per cui:

f(x) = % [—;f——ﬂ —1In (x + \/JT—H>] (237)

d 2x d
_ ¢4y N/
dr V211 dr “(x'+ SN )

2 1
_Wﬁ+w_Vﬂ+1
1= x?

(22 4+1)°

La derivata seconda:

[ () = % [(1 _ x2) (x2 4 1)—3/2]

— 2 (2 + 1) =30 (1—2?) (2 + 1)
— 2 (2 +1)7 (2% = 5)
x (z? —5)
(22 +1)°

5/2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri di f":
() =02z ==+1
Quindi abbiamo i punti estremali z =1 ez = —1
Segno di f”:
f () >0 ze(-1,1),

per cui la funzione ¢ strettamente crescente in (—1, 1), mentre e strettamente decrescente
in R — (—1,1). Pertanto x = 1 ¢ di massimo relativo:
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M(l,\/§—2—ln<1+\/§)>

Determiniamo il comportamento della derivata prima in un intorno del punto di discon-
tinuita x = 1:

fL(=1)=0, fi(1)=0,
pertanto la curva “arriva” in x = 1 e “parte” da x = 1 con tangente orizzontale.

Concavita e punti di flesso.
Zeri di f”

() =0 2=0+V5
Segno di f":

() >0z € (—\/5, 0) U (\/5, +oo>

Quindi v volge la concavita verso l'alto in (—\/5, O) U (\/5, +oo). Abbiamo i punti di

flesso:
F (—\/5,2— \/1;0—111 (\/_—\/5)>

A(0,—2)

P (—\/S,—Q—i—\/g—ln (\/6+\/S>>

Tracciamento del grafico.
Il grafico completo & riportato in figura (71).

19 Esercizio 748

Studiare la funzione

x|In x|
)= —— 238
/(@) (Inz — 1)2 (238)
sokok
Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in:
X =(0,e) U (e,+00)
Conviene esplicitare il valore assoluto:
zlnz
7, T € (+1,+00)
_ (Inz—1)=’ ’
x) = o lna 239
f( ) { _(ln;_l)% T € (07 1) ( )
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\
| f()r

Figura 71: Grafico della funzione f (z) = 2= —In (z + V22 + 1) — 2

x+1
V241 +1|

|z

Intersezioni con gli assi
Il numeratore si annulla per z = 1 ¢ X, per cui P € v Ny. Inoltre:

0=2x¢ X =3P cyny
essendo v il grafico della funzione.

Comportamento agli estremi

lim f () = +o0,

xr—e

per cui x = e & un punto di discontinuita di seconda specie.

Per x — 0:
lim f (z) i zlnx
im f(z)=— lim ——
z—0t z—0t (hll‘ — 1)2
Calcoliamo a parte:
|
lim 2lnz =0-00 = lim n_fzfg_ lim = =
z—0t rz—0t o0 z—07F
Quindi:
0-
li =———=0"
:z:i{(l)lJr f (LU) 400 ’

cosicche z = 0 € una discontinuita di prima specie.
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comportamento all’infinito:

1 1
lm f(2) = lm —2 i (i. )

z—+00 T—4-00 (lnx _ 1)2 T——+00

Calcoliamo a parte:

. x o0 H ..
lm — = — = lim z =400,
z—+oolnx 00 a—too

percio la funzione diverge positivamente:

Eventuali asintoto obliquo:

m = lim f(x): lim ln—x: lim ;:O,

ztoo T z=+oo (Ing — 1)2 r=too Ing (1 - ﬁ)

cio implica che non esiste asintoto obliquo.
Derivate

—an:E—i-an:E—l-l7 T E (07 1)

In?z—2Inz—1
f () :{ Fing-ng o @€ (1, +00)
(Inz—1)3

In> m—2lnx—57 = (07 1)

—In’z—2Inz—5
" (z) = { st € (1,+00)
(Inz—1)3

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeridi f'. Per z € (1,400)

fflz>1)=0<= I’z —2lnx—1=0

= lnr=14V2=— 2 =¢!TV2

r>1
Per z € (0,1):
fflr<1)=0+= —In*z+2Inz+1=0
<:1>lnx:1—\/§:>x:€1_‘/5
<
Segno:

In>z —2lnz —1
(lnz —1)3
(ﬁlnx>1+\/§<:>x>el+‘/§

f(z>1)>0+=
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Quindi in (1, +00) la funzione & crescente in (eHﬁ, —|—oo), percid z = e'*V2 & punto di

minimo relativo:

1 2
m (eHﬁ, +2\/_61+\/§>

Per x < 1:

—In?z+2nz+1
"(r<1) >0 >0
[le<d) (Inz —1)3

= lnz < 1-V2<=zc¢€ (0’617\/5)
A

Quindi in (0, 1) la funzione ¢ crescente in (O, el_‘/i> , percid © = e ~V2 & punto di massimo

relativo:

2

M (el_‘/ﬁ, —\/§ _ 1661\/5)

Vediamo in = 0:
£(0) = tim /() =0
z—0t

Cioe il grafico parte da z = 0 con tangente orizzontale.

Il punto (1,0) ¢ un punto angoloso: f” (1) = —1, fi (1) = 1.
Concavita e punti di flesso.

Zeri di f”. Per x € (1,4+00)

ffa>1)=0< -’z +2lnz+5=0

<:)lnx:1+\/6:m:el+‘/g

x>1
Per z € (0,1):
fflr<1)=0+= —In*z—2Inz—-5=0
<:1>lnczc:1—\/6:>x:61_‘/6
<l
Segno:
—In®z+2nz+5
"(z) >0 <= >0
/(@) (Inx —1)%

<:>>11<1na:<1+\/5,<:>xe <e,el+‘/6>

Quindi in (1,+00) 7 & concavo verso lalto in (e, e”\/g), mentre ¢ concavo verso il basso
in (eH\/é, +oo)

149



Per x < 1:

In’z —2lnz —5
"<l >0+ >0
[Hle <) (Inx —1)*

<:1>lnx<1—\/é<z>x€ (0,61_‘/6)
<<

Quindi in (0,1) v e concavo verso l'alto in <0,61_‘/6> ed e concavo verso il basso in

(elf\/é, 1). Abbiamo percio i flessi:

Tracciamento del grafico.
I1 grafico completo ¢ riportato nelle figure (72)-(73).

25F

2

x|In x|

Figura 72: Grafico della funzione f (z) = Tnomi)?

20 Esercizio 749

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)
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X fi Xmax 1

Figura 73: Grafico della funzione f (z) = —222L in (0,1).

(Inz—1)

Studiare la funzione

f(z) =zn|z|| - 2 |z| — In*|z]
Kskok
Soluzione

Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in:

X = (—00,0) U (0,4+00)

Conviene esplicitare il valore assoluto. Osserviamo che:

In ||| = In|z|, z € (—o0,—1] UL, +00)
N —Injz|, z € (-1,0)U(0,1)
Tenendo poi conto di |z|, si ottiene:
zlny —2zxln’z, 1z €[l,+00)
f(z) = rln (—z) +22In’ (—z), x € (—o0,—1]
N —zlnx —2rIn*z, z€(0,1)
—zln(—z) + 2xIn* (—z), =€ (-1,0)

Intersezioni con gli assi
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f(£l) =0= (£1,0) eyNx

Inoltre:

0=2x¢X=—=3PPcyny

essendo 7 il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi

li = — i 1 2x In’
xir(%f(x) mg{r)a(x nz + 2z In®z)
= — lim zlnz — 2 lim zln®z,
z—0t z—0t
Calcoliamo a parte:
1
lim xlnx =000 = lim n—f:fg— lim z =0
z—0t z—0t T o0 z—07F
1 2
lim zln*2 =000 = lim 1 T:EE—Q lim zlnz = 0"
z—0t z—0t X o0 z—0t
Quindi:
li =0
lim f(z) =07,
Inoltre:
lim f(2) = — lim zln(—2)+2 lim 2In®(-2)
z—0— z—0~ z—0~
Ponendo z = —t:
lim zIn(—z) = — lim tlnt = -0~ =07
z—0~ t—0+
lim zln®(—z) = — lim tln®t = —0" =0~
x—0~ t—0+
Percio:
lim f(x)=0"
z—0~
Le (242)-(243) implicano:
lim f (z) =0
cosicche x = 0 ¢ una discontinuita eliminabile.
Comportamento all’infinito:
lim f(z)= lim zlnz(1—2zlnz)=—oc0
r—r+00 r—r+00
lim f(z)= lim zln(—2z)[1 —2zIn(—2z)] = —c0
T——00 T——00
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Eventuali asintoti obliqui:

lim /() = lim Inz(1—-2zlnz) = -0
T—r—400 €T T—r—+00

lim /(@) = lim In(—2)+2In®(—2) = +oo,
T—>—00 €T T—r—400

cio implica che il grafico e privo di asintoti obliqui.
Derivate

;

—2In*z —3lnz+1, z€l,+oo)
/() 2In* (—2) +5In(—2) +1, € (—o0,—1]
N —2In*z —5lnz—1, z€(0,1)
—2In* (—z) +3In(-2) — 1, € (-1,0)
( ——41n;+3, x € [1,+00)

4In(—x)+5
" ) /=, z€(~00,—]]
fiw) = —Anetd o e (0,1)

| w2 0)

xT

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeridi f'. Per x € [1,4+00)

flflz>1)=0«<=2In*2+3lnx—-1=0

3-VTT 34T

(z)lnx:T,lnx 1

Cioe:

_ V1743 V/I7-3
r=e 4 e 4

La soluzione accettabile (in quanto > 1) &

V17-3
Top=¢€¢ 14

Il segno e:

—34+17

ff(x>1)>0<=1Inz < 1

r < X

e . . N . Vi7T— VAVEE NN .
Quindi in [1,4+00) la funzione & crescente in (1,6 g 3), pertanto e Eaal punto di

massimo relativo:

Per x < —1:

fllx<—=1)=0<+=2*(—2) +5ln(-2)+1=0

_\/1_7+5ln V1T -5

<~ In(—z) = 1 (—x) = 1
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da cui:

_ V1745 V175
xr1 = —e 4, Tg=—€ 14

Risulta x; > —1 e x5 > —1, per cui la derivata prima non si annulla mai in (—oo, —1).
Il segno in tale intervallo e:

f'(x<—1)>0<=2In*(—z) +5In(-z)+1>0

VIT+5 V1T =5
S A A > YL °

<~ In(—2z) < 1 (—x) 1

che & sempre verificato in (—oo, —1). Quindi f € ivi strettamente crescente.
Per z € (0,1):

f(r)=0<=2Inr +5lnx+1=0

VIT+5 V1T =5

— lnx = — lnz =
4 4
da cui:
, _ V1745 , V17-5
:El = e 4 s l’2 = e 4

Risulta 27, 2 € (0,1). Quindi abbiamo due punti estremali. Studiamo il segno di f’ in
(0,1):

f'(z) >0«=2In*24+5nzr+1<0
< Inz >Inz), nz <Ina
< x € (2], 7))

Quindi in (0, 1) la funzione ¢ strettamente crescente in (2, x}), percio z/, z, sono rispet-
tivamente punto di minimo e massimo relativi:

Per z € (—1,0):

F(z)=0<=2In®(—2) +3In(-z)—1=0
_VIT+3 V17 -3

<:>1 - = — =
n(—a) () =
da cui:

x’l'—e_q%, xé’zeJif3



Risulta 2! € (=1,0),25 ¢ (—1,0). Quindi abbiamo un punto estremale. Studiamo il
segno di f"in (—1,0):

f'(z) >0«=2In*(—2) +3In(—2) —1 >0

VIT+3 | V1T -3

<~ In(—x) < — 1 n(—z) < 1

— ze(-2/,0
xE(—l,O)x (=21,0)

Quindi in (—1,0) la funzione ¢ strettamente crescente in (—z7,0), percio z ¢ punto di
minimo relativo:

Vediamo in x = 0:

£L(0) = lim f (2) = —o

r—0t

F(0) = lim f(z) = +os,

z—0t

cioe l'origine delle coordinate ¢ un punto cuspidale per il grafico della funzione. I punti
(£1,0) sono invece punti angolosi:

fL(=1,0) = -1, fL(-=1,0) = +1
Cioe il grafico parte da = = 0 con tangente orizzontale.
Il punto (1,0) & un punto angoloso: f* (1) = —1, f1 (1) = 1.

Tracciamento del grafico.
Il grafico completo & riportato in figura (74).

21 Esercizio 750

Studiare la funzione

T) = ——" 244
R — 244
Kskok
Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in:
X = (1, 400)

Intersezioni con gli assi
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Figura 74: Grafico della funzione f (z) = x|In|z|| — 2 |z| — In® |z|

flx)=0<=z=2=(2,0)evynNz

Inoltre:

0=2x¢X=3FPcyny

essendo 7 il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi

In0*
lim T) = = -0
z—1+ f ( ) 0t ’
cosicché la retta z = 1 ¢ asintoto verticale a destra.
Comportamento all’infinito:
| —1
lim f(z)= lim n(x—):O
T—+00 T—+00 x—1

11 limite & pari a zero, poiché per x — +oo la funzione In (z — 1) & un infinitesimo di
ordine infinitamente piccolo. Segue che 'asse = € asintoto orizzontale.
Derivate
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F@) =
21/ (xz—1)°
£ (2) = 3In(x—1)—38
A4/ (xz—1)°

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri di f":
flfir)=0+=h(r-1)=2+=1=¢"+1

Il segno e:

f(2)>0<=z€ (0, +1)

Quindi la funzione ¢ strettamente crescente in (0,e? 4 1), ed & strettamente decrescente
in (2 +1,+00). Quindi €2 + 1 & punto di massimo relativo:

M(ez—l—l,g)
e

Concavita e punti di flesso
Zeri di f":

f'(#)=0<=3n(z—1)—8=0<=z=1+c>Ve?
Segno di f":

fM(x) >0z € (1 +e2\3/e_2,—|—oo>

Quindi ~ volge la concavitd verso I'alto in (1 + e2V/e?, —|—oo), mentre in (0, 1+ ¢? 3/?)

volge la concavita verso il basso. Il punto zy =1 + e2y/e? ¢ punto di flesso.
Tracciamento del grafico.
Il grafico completo ¢ riportato in figura (75).

22 Esercizio 751

Studiare la funzione
e’ —1 T
f(z) arcanez_2+ ]x\—i—Q

Kk

(245)

Soluzione
Insieme di definizione
Deve essere e* # 2, quindi:

X = (—00,In2) U (In 2, +00)
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f(Xmax) [
fx¢) -

Figura 75: Grafico della funzione f (z) = 2&=U

r—1

Esplicitando il valore assoluto:

2

v_q
arctan &= —2r + 3, 1z € (—00,0)

f(x) =

Intersezioni con gli assi
Tralasciando l'intersezione con 1’asse z, abbiamo

(246)

{ arctan &=1 + 22+ %, z € [0,In2) U (In2, +00)

FO)=3=(0.5) evny

essendo v il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi

lim f@»:—f+2m2+g:2m2

z—(In2)~ 2

: o 7r

lim f(zr)=-+4+2In2+ - =7r+2In2,
z—(In2)* 2 2

cosicché o = In2 ¢ un punto di discontinuita di prima specie. Il salto di discontinuita
della funzione e

s(In2) =2In2

Comportamento all’infinito:
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T

lim f(z) = arctan lim 5 + 2 (4o00) + g

T—400 z—+o00 T —
— L (foo) =+
Ty Ty E e
lim f(x):—z—2(—oo)~l—z=~l—oo
T——00 4 2

Quindi la funzione diverge positivamente per z — 4o00.
Eventuali asintoti obliqui:

my— tim L8 o
Tr——+00 €T
m= lim (£ (z) ~ 21]

= lim [ arctan ¢ 5 + 2z + T_ 2x>

T—+00 et — 2
3

= -

4

Quindi la retta di equazione:

e asintoto obliquo a destra.
Per x — —o0:

my = Tim 15 o

Tr——00 €T

ne = lim [f(x)+ 2z]

T——+00

xT

= lim [ arctan ¢ — 2z + T + 2x
z—+00 xr 2 2

e_
; 1 +7T
= arctan ( — —
2 2

Quindi la retta di equazione:

i arctan
Y 2 2’

e asintoto obliquo a sinistra.

Derivate
f, (:L’) _ { —mez—i— 2, €T € [O,IHQ) U (1H2, +OO) (247>
—m—Q, xTr € (—O0,0)
Cioe:
£ (2) = 456%2—2221?, x € [0,In2) U (In2,+00) (248)
e re (-0
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Per il calcolo della derivata seconda, utilizziamo le (247) ottenendo:
e (2e** — 5
f// (I) — . ( ) 5

(2e2* — 6e* + 5)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Per z € [0,In2) U (In2, +00):

(249)

42 — 13t + 10

/
t)y=— "
F(®) 2t2 —6t+5 '

avendo posto t = e”.

2

o

fft)=0<=t=

Inoltre

f/(t) >0 <= 4t* — 13t + 10 > 0,
gicché 2t2 — 6t +5 > 0, Vt. Quindi:

ft)>0<te (—OO,Z) U (2, 400)

ricordando che ¢ = e” e che z € [0,In2) U (In 2, +00), segue che

() >0<=z¢€ (O,Ing> U (In 2, 4+00)

Pertanto in [0,1n 2)U(In 2, 4-00) la funzione ¢ strettamente crescente in (0, In 2)U(In 2, +o00),
ed ¢ strettamente decrescente in (ln %, In 2). Quindi lng e punto di massimo relativo:

5 1 5
M <1n 7 g — arctang +2In 1)
Determiniamo la derivata a sinistra e a destra del punto di discontinuita xy = In2.

Vediamo che ivi la derivata ¢ continua, avendosi:

f(In2)=0= (f (In2) = f, (In2) = 0),

per cui la curva  arriva in (In 2,2 1In 2) con tangente orizzontale, e parte da (In 2, 7 + 21n 2)
a tangente orizzontale. In altri termini, il grafico conserva 'orientazione della retta tangente
nell’attraversare il punto di discontinuita.

Studiamo ora la derivata nell'intervallo (—oo, 0). E facile verificare che & ivi f (z) < 0,
per cui la funzione ¢ strettamente decrescente in (—o0, 0).

Esaminiamo il comportamento della derivata prima in un intorno del punto di raccordo
x = 0. Abbiamo:

fL(0)==3, f1(0)=1

Cioe (O, %) e un punto angoloso del grafico.
Concavita e punti di flesso

Zeri di f":
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Segno di f”:

1.5
f"(x) >0z € (51115,1112) U (In 2, +00)

Quindi ~y volge la concavita verso I'alto in (% In5,In 2) U(In2, 400), mentre in (—oo

volge la concavita verso il basso. Il punto x; = %ln% e punto di flesso

1. 57 V10 — 2 5
Fl-In- + arctan ——— + In -
(2 2’ V10 44 >
Tracciamento del grafico.
Il grafico ¢ riportato nelle figure (76)-(77).

Figura 76: Grafico della funzione f (z) = arctan $= + 2 |z| + 3

23 Esercizio 752

Studiare la funzione

161
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T+ 21lo@2) - _—

210l

Xpax X¢ log2)

Figura 77: Grafico particolareggiato della funzione f () = arctan zz:% +2z[+ 5

f o) = \/|11n—x| (2 _ lnlx> (250)

2lnz — 1

~ Inay/Ing]

Kokok

Soluzione
Insieme di definizione
Deve essere |In x| # 0, per cui:
X =(0,1)U (1, +00)

Intersezioni con gli assi

f(x)zO(z)lnx:%@x:\/Ej(\/é,O)Evﬂx

0=2¢X=3PPcynNy

essendo v il grafico della funzione.
Segno della funzione

2lnx — 1

o >0<= € (0,1)U(Ve,+00),

f(z) >0+~

162



per cui 7 giace nel sempiano y > 0 se z € (0,1) U (/e, +00). Per z € (1,+/¢) 7y giace nel
semipiano y < 0.
Comportamento agli estremi

2lnz — 1 00
m —— = —
e=0t Ingy/|[lnx| 0
Poniamo ¢ = In z:
i 2Inx — 1 I 2t —1 I 2t —1
im ——— = lim —— = lim —,
w0+ Ingy/[Ina| o ty/Jt] 1o ¢ (=)
.o2—1 2
= lim = =0"

t——o00 (—t)1/2 +00

cosicché xy = 0 € un punto di discontinuita eliminabile.

lim f(z) = +o0, lim f(z)= —o0,

z—1— z—1t

per cui la retta x = 1 ¢ asintoto verticale.
Comportamento all’infinito:

2lnx — 1 00

lim ——m—— = —
z=too Inx/|lnx| O

Ponendo nuovamente ¢ = ln z:

2lnz — 1 . 2t — 1

lim ——— = lim —— =
7
zotoo In gy /[lnx|  t=too ty /]t
quindi l'asse x ¢ asintoto orizzontale.
Per i calcoli successivi conviene esplicitare il valore assoluto:

2lnz—1
2mal e (] f o)

f @ ={ e o) (251)
Inzyv/—Inz’ ’

Derivate
Iniziamo a calcolare la derivata prima per z € (0, 1). Per facilitare i calcoli, determiniamo:

d vV—Inz 1 1
— (Inzv -1 = 1 ==
I (nw n:c) . + n:r;2 . < x>

B 3lnz
B 20V —Inx
Quindi:

2lnzy/—Inz + Zx% (2lnz —1)

z€(0,1) = f'(z) = EENER

B 3—2lnzx

22 1n? v —Inx
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Perxz>1

2lnzvinz — 31” (21nx—1)

ln T
3—2nx

27 In? zvIn x

Riassumendo:

321
Fa= B €0
2xln2zrwlr\/Tx’ T e <1’+OO)

Per la derivata seconda in (0, 1), calcoliamo dapprima:

1
vV—Inz

d
— (2$1n2x\/—1nx> =2In’zvV—-Inz+4lnzv—Inz +1In’z -
T

2z +5In%z

vV—Inz

Da cio segue:

—2.2zIn* 2/~ 1nw+(3—21nx)%

42210’z (— Inx)

re(0,1)= f"(z)=

(2Inz —3)(2Inz+5) —4lnzx
4221n® x/—Inz
B 4In®z — 15
4220’y —Inx
Procedendo in maniera simile per x > 1, e riassumendo i risultati, otteniamo:
Cioe:

41n% z—15
422 1In® zvInz’ T (1’ +OO)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Per z € (0,1):

4In“z—15
f// (ZL‘) _ { 4z21n° zv/— Inz’ T < (0’ 1)

f (x) >0, Vo € (0,1)

Quindi in (0, 1) la funzione ¢ strettamente crescente.
Calcoliamo

—21
lim f'(z) = lim 5 it >

x50+ =0t 2xIn?2v/—Inx o0

Poniamo ¢t = — Inx:

3—2mnz . e (3+27)

lim = lim ———* =
e=0t 2 In? p/—Inz  to+oo 124/t
164

(252)

(253)



Quindi la curva v parte da z = 0 con tangente verticale orientata verso l'alto.
Per x > 1

f(z)=0<=z=c¢eVe
Segno:

(1) >0 =z < ee,

cosicche in (1,400) la funzione & strettamente crescente in (1,e4/e) ed & strettamente
decrescente in (ey/e, +00). Da cio segue che x = ey/e & punto di massimo relativo:

8 [2
M 242
<e¢é, 5\/;>
Concavita e punti di flesso

In z € (0,1) calcoliamo gli zeri di f”:

f'(x) =0+=4ln’z —15=0 {(:>)x — VB2
z€(0,1

Segno di f” per x € (0,1)
41’z — 15
Fla)>0es 20" 250 s zc <e*‘/ﬁ/2,1)
In” z z€(0,1)
Quindi nell'intervallo (0,1) v volge la concavita verso 'alto in (e_\/ﬁ/ 2 1), mentre in
(O, e“/ﬁﬂ) volge la concavita verso il basso. Il punto zy, = e~ VI5/2 ¢ punto di flesso

£ <€—m/2 2\/§ (\/B + 1))

’ 153/4

Passiamo ora a (1, +00). Zeri di f”

ff2) =042 -15=0 < z=¢/P/?

z€(1,400)

Segno di f” per z € (0,1)

In® x z€(1,+00)

4In*z — 15
Fra)>0e= 2272 1) = ac (e‘/ﬁ/2,+oo>
Quindi nell'intervallo (1, +00) v volge la concavita verso I'alto in (e*/ﬁ/ 2 +oo>, mentre
in <1, eV15/ 2) volge la concavita verso il basso. Il punto zy, = eV15/2 ¢ punto di flesso

FQ (6\/5/2 2\/§ (\/ﬁ_ 1))

’ 153/4

Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato nelle figure (78)-(79).
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Figura 78: Grafico della funzione f (x) = \/&—‘ (2— =) in (0,1).

Figura 79: Grafico della funzione f (z) i (2 — ﬁ) per x > 1
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24 Esercizio 753

Studiare la funzione

f@)=In(Bz+1)—v2x+1 (254)

kokok
Soluzione
Insieme di definizione
Deve essere
3r+1>0 . _1
20+1>0 3

Quindi:

1
X — _— [®e)
Intersezioni con gli assi

Tralasciamo l'intersezione con 1’asse x, poiche cio richiede la soluzione dell’equazione:

In(3z+1) =22+ 1 <= 3x+ 1 =eV*

che si risolve numericamente o per via grafica.
Intersezione con l'asse y:

F(0)=-1= (0,~1) erNa

essendo v il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi

cosicché la retta 3z + 1 = 0 & asintoto verticale.
Comportamento all’infinito:

Per rimuovere la forma indeterminata, scriviamo v/2z + 1 = IneV?**!, donde:

1
lim f(z)= lim lnggc+ =In0"t = -0

T—+00 r—+00 em
quindi la funzione diverge negativamente all’infinito. Determiniamo ’eventuale asintoto
obliquo con il metodo della derivata.
Derivate

_3\/1+2$—1—3x

J'@) = (14 32)v1+2x
, 922 + 62 + 1 —9/(1 + 22)3
[ (@) =

(1+3z)* /(1 +22)3
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Per I'eventuale asintoto obliquo:

m= lim f'(z)=0,

T—r+00

per cui il grafico € privo di asintoto obliquo.

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri di f’

f’(x):O@x:M

Segno:

ff(x) >0<=z¢€ <—%,M>,

TN . . . 2(14+/3 .
cosicche la funzione e strettamente crescente in (—%, ( ?[)) ed e strettamente decre-
) 2(14+/3 N 2(1+v3) . : .
scente in ( ( J;f) , +oo). Da cio segue che x = ( J;f) e punto di massimo relativo:

2(1++v3) |7 4
M(T,ln<3+2\/§>— g—f—ﬁ)

Concavita e punti di flesso
Risulta:

Vee X, f"(x)<0

quindi v volge sempre la concavita verso il basso.
Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato nelle figure (80).

25 Esercizio 754

Studiare la funzione

f(z) =3z —22\/5[Inz| —4lnx (255)

Kokok

Soluzione
Insieme di definizione
Deve essere

S5lnz| —4lnz >0

Poniamo ¢t = Inx, per cui la disequazione precedente diventa:

5t| — 4t >0

Distinguiamo i due casi: t >0, ¢t <0
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Figura 80: Grafico della funzione f (z) =In(3x +1) — 2z + 1

t>0=5>5t—4t>0=—=1t>0
t<0= -9t >0=1<0

Allo stesso risultato si perviene graficamente definendo la funzione della variabile ausi-
liaria ¢:

il cui grafico e riportato in figura (81). Da tale grafico vediamo che Vt € (—o0, +00),
g(t) = 0.

Ripristinando la variabile x tale che Inx = t, vediamo che deve essere x > 0, percio
I'insieme di definizione e:

X = (0, 4+00)

Intersezioni con gli assi
Conviene esplicitare il valore assoluto:

f(:c):{ x<3—2\/m>, se x € [1,4+00)
3z (1 —2v—=Inz), sex € (0,1)
Per z € (0,1):

/ 1 1
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9(®
35F

30

20 F

15f

Percio:

essendo 7 il grafico della funzione.
Per z € [1, +00):

f(x):O<j>3—2\/lnx:0<:>x:e\éye_5

Percio:
B (e@, O) ceynNuw
Inoltre:
0=2x¢ X =3P cyny
Segno
Per z € (0,1):

1
f@)>0e=1-2V-Iz>0 < 2V/t<l<=t<-

t=—Inx 4
< € ! 1
:L‘ —
2€(0,1) Ve’

Per z € [1, +00):

9
f(m)>0<:>3—2\/lnx>0<:>1nx<z
=€ [1,6\4/5>

z>1
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Si conclude che per =z € (—41\}—@6\‘76_5) il grafico giace nel semipiano y > 0. Per z €
<0, %) U <6\76_5, —|—oo>, la curva giace nel semipiano y < 0.

Comportamento agli estremi

lim f(z) =—6 lim 2v—1Inxz

z—0F z—0t
Eseguendo il cambio di variabile t = —Inx :
. Wit P
g f ) =0 I e = 6007 =0

per il punto x = 0 € un punto di discontinuita eliminabile.
Comportamento all’infinito:

lim f(z)=3 lim x(1—2\/—lnx) = —00

r——+00 r—+00

quindi la funzione diverge negativamente all’infinito. Determiniamo ’eventuale asintoto
obliquo:

lim f(z)=3 lim (1—2\/—1nx> = —00,

T—+00 T—r+00

percio 7y ¢ privo di asintoto obliquo.
Derivate

o] PR so el too)
r) = Vo
(hrianen) e (o,
—2Ilnx
o= mal <Ll

—6Inxz+3
2zlnzy/—1Inz’ sex € (O’ 1)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Per x € (0,1), poniamo ¢t = —Inz, per cui

ViE—2t+1)
Vi

7 =2t

Zeri:

A~ =

ff)y=0=Vt=2t—1<=1t=1,

Segno:

fft)>0e==Vt—2t+1>0,t#0
Risolviamo v/t — 2t + 1 > 0, cio¢:

Vis>2ot—1

Applichiamo il procedimento standard di soluzione di una disequazione irrazionale:
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1.2t—1>0
1) {4t2—5t+1<0
=

1
t>1

1
—tes = {5,1>

2. 2t—1<0
1
{ <:>t652:|:0,§)

N IV
W= O

~+~

Quindi:
VE> 2t —1e=teSUS,=[0,1)

Ricordando che deve essere t # 0:

f(t)>0<=1te(0,1)

Ripristiniamo la variabile z tale che Inx = —t

0<t<l<= —Inz>0, —lhzx<l

—Inax > 0 & sempre verificata percheé siamo in x € (0, 1), percio rimane la seconda

1
—lnz<l<=lhnr>-1 << e (—,1)
z€(0,1) €

Cio implica che in (0, 1) la funzione & strettamente crescente in (1, 1), ed & strettamente

decrescente in (O, %) Percio % e punto di minimo relativo: (1 3

e’ e/’

Inoltre:

lim f'(z) = —
oo @) = o0

Cioe la curva 7 parte da x = 0 con tangente verticale.
Passiamo ora a = € [1,+00). Qui é:
f(z) = 3vlnzx —2lnx — 1
Vinx

Cambio di variabile: ¢t = In z, donde:
C3ViE—2t—1

f (@) 7

Zeri:
1

|

F)=0=3Vt=2t+1,t#0=1t=

Segno:
ft)>0=3vVt>2t+41

Applichiamo il procedimento standard di soluzione di una disequazione irrazionale:
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1.2t+12>0

2.2t+1<0

Quindi:

1
&ﬁ>2ﬁ+1¢:teSﬂJ®:Sp:<ll>

Ripristiniamo la variabile z tale che Inx =t

1
Z<t<1¢:x>em,x<e

x > e'/* & sempre verificata perche siamo in & > 1, percid rimane la seconda
[(x) >0z €le)
r>1

Cio implica che in [1, +00) la funzione ¢ strettamente crescente in [1, ), ed ¢ strettamente

decrescente in (e, +00). Percio e e punto di massimo relativo: (e, e).
Calcoliamo ora la derivata in x = 1. In tale punto la funzione non ¢ derivabile:

Fo(1) = lim f'(2) = —oc

r—1—

fr (1) = lim f"(z) = oo,

r—1t

Quindi P (1,3) & un punto cuspidale.
Concavita e punti di flesso
Il grafico ha un flesso per x = /e, risultando concavo verso l'alto in (0,+/€).

Tracciamento del grafico.
11 grafico e riportato nelle figure (82)-(83).

26 Esercizio 755

Studiare la funzione

(256)

f(x) = arctanx — T

Kk
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Figura 82: Grafico della funzione f (z) = 3z — 2z+/5|Inz| — 4Inzx

Figura 83: Grafico della funzione f (z) = 3z — 2z+/5|lnz| —4Inx
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Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in

X = (—00,+0)

Intersezioni con gli assi

f(0)=0=(0,0) €,

essendo 7 il grafico della funzione.

Tralasciamo eventuali intersezioni con 'asse x per x # 0
Simmetrie

La funzione ¢ dispari, avendosi f (—z) = —f (z), Vz.
Comportamento agli estremi

lirJ]rn f(x)= g ==y = T asintoto orizzontale a destra
T—r+00
, T T . : -
lim f(z) = —5 ==y = —5 asintoto orizzontale a sinistra
T—r—00
Derivate
22°
fl@)=—05
(1+22)
f// (x) _ _4$ ($2 — 1)
(1+a2)’

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri di f’
() =0<=2=0
Quindi abbiamo il punto estremale = = 0.
Segno di f’
f () >0 2#0

Da cio segue che x = 0 non e punto estremante, giacché la funzione risulta crescente in

X.
Concavita e punti di flesso
Zeri di f”
f"(r)=0<=2=0,%1
Segno di f”:

(@) >0 =2 ¢ (-1,1)

Quindi v volge la concavita verso l'alto in (—oo, —1) U (1, 4+00), mentre il (—1,1) volge
la concavita verso il basso. I punti
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r=0r=-lzrz=1

1 =« 1 =x
A(-1,--1% o (S
1( 72 4)7 O(an)a 2<a 2+4)

In particolare, z = 0 ¢ un punto di flesso a tangente orizzontale, poiché per quanto visto,
tale punto € uno zero della derivata prima.

Tracciamento del grafico.

Il grafico ¢ riportato in figura (84).

sono punti di flesso.

y

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, : §+%7

1 1 \ 1 \ 1 \ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 X

~10-9-8-7-6-5-4-3  x/ | xy 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 84: Grafico della funzione f (x) = arctanz — 755
27 Esercizio 756
Studiare la funzione

f(x) =xtanhx (257)

Kokok

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in
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X = (—00,+00)

Intersezioni con gli assi

fx)=0<=2=0= (0,0) € v

essendo v il grafico della funzione.

Simmetrie

La funzione ¢ pari, avendosi f (—z) = f (z), V. Percio il grafico & simmetrico rispetto
all’asse v.

Comportamento agli estremi

lim f(z)=+00 = lim f(z)=+o0

z—+00 f & pari z——00
Asintoti obliqui:

A

Tr—400 €T
lim [/ (2) ~a] =~ lm " =0
ny = lim r)—z]=— lim —— =

! T—+00 T—4o00 72 ]

Quindi la retta:
Yy =2,

e asisntoto abliquo a destra. Siccome il grafico e simmetrico rispetto all’asse y, segue che
la retta

e asintoto obliquo a sinistra.
Derivate

[/ (x) = tanhx +

2
" (z) = I (1 — ztanhz)

cosh? x

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Riscriviamo la derivata prima nella forma:

f(z) = sinhz coshz + z

Vediamo che f’(0) = 0, inoltre per x > 0 & sinhz coshx + 2 > 0, per cui la funzione &
strettamente crescente in (0, +00). Siccome il

il grafico e simmetrico rispetto all’asse y segue che la funzione e strettamente decrescente
in (—o00,0), quindi il punto z = 0 & di minimo relativo.

Concavita e punti di flesso

Segno di f":

cosh?
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f"(x) >0<=1—xtanhz >0
In forza della parita della funzione, consideriamo l'intervallo (0, 400). Definiamo:

o(x) = L — tanh z

x
Per quanto detto:

f”(a:)>0<:>$(é—tanh$> >Oﬁ>¢($)>0

Possiamo procedere per via grafica osservando che ¢ (x) ha uno zero per x > 1, come
possiamo vedere dal grafico di figura (85).

1 ¢

Figura 85: Ricerca delle soluzioni di % = tanh z per x > 0.
Risolvendo numericamente, si ottiene

p(x)=0<=r=E~1.12
Inoltre
o (x) >0<x:>0>:ce (0,¢)

Percio in (0,&) ¢ f” (z) > 0. Tenendo conto della simmetria rispetto all’asse y, segue che
v & concavo verso l'alto in (—¢,&). Pertanto +¢ sono punti di flesso a tangente obliqua.

Tracciamento del grafico.

Il grafico e riportato in figura (86).

28 Esercizio 757

(File scaricato da http://www.extrabyte.info)
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Figura 86: Grafico della funzione f () = xtanhz

Studiare la funzione

f(z) =|2* — 2z € (258)
skok
Soluzione

Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in

X = (—o00,+00)

Esplicitiamo il valore assoluto:

(33‘2 B 2%) e, = (_0070] U [2, +OO)
f(l‘)—{ —(;UQ—ZJZ)GQC, JI€<0,2>

Intersezioni con gli assi

(259)

f@)=0+=2"-20=0<=2=0,2
= (0,0) €,(0,2) eyNuz

essendo 7 il grafico della funzione.
Segno
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Vee X, f(z)>0

Quindi ~ giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

lim f(z) =+o0

T—r+00
Quindi la funzione diverge positivamente per x — +oo. La divergenza esponenziale
implica I'inesistenza di asintoti obliqui.
Inoltre la funzione e infinitesima per r — —oo

lim f(x)= lim

T——00 r——oc0 e %

Da cio segue che I'asse x ¢ asintoto orizzontale a sinistra.
Derivate

(22 —2)e®, x € (—00,0] U [2,+00)

filw) = { (2 — %) e?, x € (0,2) (260)
v (@422 —2)€", x € (—00,0] U [2,+00)
/) = { (—2® — 2z + 2) €%, r € (0,2)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Per z € (—00,0] U [2,4+00) determiniamo gli zeri di f

"2)=0 < z=—V2
[ (@) Son
Segno:
f(x) >0 ﬁ) T € (—oo, —\/§> U (2, 400)

Quindi per z € (—o00,0] U [2,+00) la funzione ¢ strettamente crescente in (—oo, —\/5) U
(2,+00), ed e strettamente decrescente in (—\/5, 2). Segue che v/2 ¢ punto di massimo

relativo: (\/5, (\/§ — 1) eﬁ).

Per z € (0,2) determiniamo gli zeri di f

flz)=0 <= z=+2

2€(0,2)

Segno:

Fl(z) >0 < z¢ (0,\@)

2€(0,2)

Quindi per z € (0,2) la funzione ¢ strettamente crescente in (0, \/5), ed e strettamente

decrescente in (\/5, 2). Segue che V2 e punto di massimo relativo.
Riassumendo, abbiamo due punti di massimo relativo:
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M, (—\/5, <\/§ n 1) e—ﬂ>
M, (\/5 (x/i - 1) eﬁ)

Determiniamo il comportamento della derivata nei punti di raccordo x =0 e x = 2.

f2(0) = =2, £, (0) =2
Quindi (0,0) e un punto angoloso. Sia 7_ la retta tangente a sinistra in (0,0) e 74 la
retta tangente a destra in (0,0). Le loro equazioni sono rispettivamente:

y=—2
y =2

Anche il punto (2,0) ¢ punto angoloso per :

fL(2) = —2¢% fL(2) =2¢

Denotiamo con 7" e 7 rispettivamente la retta tangente a sinistra e a destra in (2,0).
Le loro equazioni sono:

y = —2¢*(z —2)
y = 2¢*(z —2)

Concavita e punti di flesso
Per z € (—00,0] U [2,400) determiniamo gli zeri di f”

f//($)=0<:>x2—|—2x—2:0 — r=-—/3-1

z¢(0,2)
Segno:
") >0 < x € (—oo,— 3—1>U 2,400
Fia) >0 <= ( )
Quindi per z € (—o0, 0]U[2, +00) il grafico volge la concavita verso l'alto in (—oo, —V3 - 1)U
(2,+00) , mentre in (—\/§ -1, 0) volge la concavita verso il basso. Percio r = —vV/3 —1 ¢

un punto di flesso: <— 3-1,2(2v3+3) e_‘/g_l).

Per z € (0,2) determiniamo gli zeri di f”

ffa)=0= 2> +22-2=0 <(:;)x:\/§—1
ze(0,

Segno:

f"(x) >0 <= z € (O,\/§—1>

z€(0,2)
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Quindi per = € (0,2) il grafico volge la concavita verso 'alto in (0, V3 — 1) , mentre
in (0, V3 — 1) volge la concavita verso il basso. Percio x = V3—1¢un punto di flesso:

(ﬂ —1,2(2v3 - 3) eﬁ-l).

Riassumendo, i punti di flesso sono:

A (—x/§ 1.2 (2x/§+ 3) e—ﬁ—l)
jol <\/§ ~1,2 (2\/5 - 3) eﬁ—l)

Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato in figura (87).

| | | | X
Xfl Xmax sz Xmax, 2
Figura 87: Grafico della funzione f (z) = |2 — 2z|¢e®
29 Esercizio 758
Studiare la funzione
f ($> — |$| earctanac (261)

Kk

Soluzione
Insieme di definizione
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La funzione ¢ definita in

X = (—00,+0)
Esplicitiamo il valore assoluto:
B xearctanmy T € [0’ +OO)
f(l’) - { _xearctan:p’ T c (_0070) (262>

Intersezioni con gli assi

fx)=0<=2=0= (0,0) € v

essendo 7 il grafico della funzione.
Segno

Vee X, f(z)>0

Quindi ~ giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

Quindi la funzione diverge positivamente per x — +oc.
Ricerca degli asintoti:

my = lim f (l’) _ earctan(Jroo) _ 671'/2
r——+o00 I
_ . /2 _ w/2
ny xEToo [f (z) — e™?x] e
me = lim —f (z) = —e /2

r——00 I
ny = lim [f(z)+e ™ x| =e?

T—r—00

La retta di equazione:
y = 67r/2l' _ 67r/2

¢ asintoto obliquo a destra.
La retta di equazione:

—7T/2x . 6—7{'/2

e asintoto obliquo a sinistra.
Derivate

' (2) = { e 2€lre) (263)
- z°+x+1 arctanx
iz € ) z € (—00,0)
R e
__(lizg)z earctanx’ re (—OO, 0)
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Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Per 1z € [0,+00) determiniamo gli zeri di f’

Pr|2?+2+1=0= Pz | f(z)=0
Segno:

Vzel0,+o0), f(x)>0

Quindi per x € [0, +00) la funzione ¢ strettamente crescente.
Per z € (—00,0) determiniamo gli zeri di f

Pr|2?+2+1=0= Pz | f(z)=0
Segno:

Ve (—0,0), f(z) <0
Quindi per x € (—o00,0) la funzione ¢ strettamente decrescente.
I punto (0,0) & un punto angoloso, poiche:
fL(0)=-1,f,(0) =1

Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato in figura (88).

arctanx

Figura 88: Grafico della funzione f (z) = |z|e
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30 Esercizio 759

Studiare la funzione
f(x) = el (264)

kK

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in

X = (—00,+00)
Esplicitiamo il valore assoluto:
(265)
Intersezioni con gli assi

Ve X, f(z)>0= PP cynua,y

essendo 7 il grafico della funzione.

Segno

Dal risultato precedente segue che v giace nel semipiano y > 0.

Simmetrie

La funzione e pari: f () = —f (—z), quindi v € simmetrico rispetto all’asse y.

Comportamento agli estremi

lim f(z)=+o0

r—100
Quindi la funzione diverge positivamente per x — +oo. La divergenza esponenziale
implica l'inesistenza di asintoti obliqui.
Derivate

Lo 2x¢”" 1, x € (—oo, —1] U [1,400)
i) = { —2qe" 1, z e (~1,1) (266)
£ (z) = { (422 +2)e” ', z € (—o0, —1] U [1, +00)
T 22— 1) e, v e (-1,1)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti

Per x € (—o0,—1]U[l,+00) la derivata prima non si annulla mai, ed ¢ maggiore di
zero per x > 1, segue che ¢ strettamente crescente in (1,400), e procedendo per simmetria
rispetto all’asse y (la funzione e pari), risulta decrescente per = < —1.

Per z € (—1,1) la derivata si annulla in z = 0 ed ¢ positiva in (—1,0). Segue che &
crescente in (—1,0), decrescente in (0, 1), percio x = 0 ¢ punto di massimo relativo: M (0, e).

I punto (£1, 1) sono punti angolosi, poiche:
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Fo(=1) =2, fL (1) = =2
fL(1)==2,f.(1)=2
Concavita e punti di flesso

Per z € (—oo,—1] U [1,400), f”(x) > 0, per cui 7 volge ivi la concavita verso l'alto.
Per z € (—1,1),

Segno:

() >0<=z¢€ (—1, —%) U (—2, 1)
%

Percio per z € (—1,1) il grafico & concavo in (—1, —\%) U ( ,1). I punti z = jzi2

f
sono di flesso:

Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato in figura (89).

31 Esercizio 760

Studiare la funzione

rz—1

267
lz| + 1 (267)

f(z) = /|z| — arcsin

Kokok

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita per ogni x appartenente all'insieme X soluzione del sistema di

disequazioni:

-l <1

lz|+1 — (268)

x—1
{ |z|+1 > —1
Iniziamo a risolvere la prima delle (268) separando i due casi: x > 0 e x < 0:
—1
r>0— * <1,

r+1

che ¢ sempre verificata.
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Figura 89: Grafico della funzione f (z) = el=*-1]

=-1<1
—r+1

Percio la prima ¢ verificata in (—oo, +00). Passiamo alla seconda delle (268) separando
iduecasi: z>0exz <0:

r< (00—

—1
z>0= > —1,
r+1
che e sempre verificata.
-1
r<0= = _1>-1
—r+1

Percio anche la seconda delle (268) ¢ verificata in (—oo, +00). Si conclude che l'insieme

di definizione della funzione e:
X = (—00,+00)
Per i calcoli successivi ¢ conveniente esplicitare il valore assoluto:
\/T — arcsin (I—H) , x€]0,+00)

— @ 269

/@) {\/—_Hg, 7 € (—00,0) (269)
Intersezioni con gli assi

Tralasciamo l'intersezione con 'asse z, in quanto richiederebbe una ricerca di soluzioni
per via grafica o numerica.
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Intersezione con 'asse y:

f(0) =

essendo 7 il grafico della funzione.

Simmetrie

La funzione non ha una parita definita, avendosi f (—z) # 4 f (x). Percio il grafico non
esibisce simmetrie.

Comportamento agli estremi

7T:><07T)e N
; 5) €Ny

lim f(x)=+o0, lim f(z)= 400

T—r+00 T—r—00
Asintoti obliqui:
1 -1
mq = lim /() = lim — — lim (— arcsinx ) =0
z—+o0 X —+00 \/E r—+o0o \ T x+1
=0 =0
1
my = lim f(x): lim —|—£:0
T——00 €T Tr—+00 —T 2:E
=0
Cio implica la non esistenza di asintoti obliqui.
Derivate
La derivata prima eé:
1 1 dx—1
> (0) = ! = — R
v f(x) 2\/5 1 —\2drx+1
=0
1 |z 4 1 2
2Vr  2yx (z+1)°
- r—1
o+1|=a+1 2¢/7 (z + 1)
1
r<0= f'(2)=—
Riassumendo:
2l _ 2 €0, +00
fl(x) =g 2/ 0, +0) (270)
PN ETA x < (—OO, 0)

Calcolo della derivata seconda:
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ld x-1
T 2deyr(rt1)
L2 (x+ 1) — (x— 1) [ﬁ%(:ﬁ—l)jt\/i
T2 x (x4 1)°
12z (z4+1) —(z—1)(Bx+1)
4 Va3 (x4 1)

r>0= f"(z)

x4l
4z3 (x +1)°
1d 1
0 " _ =% N2
r< 0= f"(2) 2d$(a:) YWaws
Riassumendo:
—z244z+1
fr(@) = { Wt T 0, o) (271)
— =5 %€ (-00,0)
! = tanhz +
f'(z) e cosh? x
2
/" (x) = 5— (1 — ztanhz)
cosh” x

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Per z € [0, 4+00), gli zeri di f’ sono:

ff(x)=0<=2z=1

Il segno:

f(x)>0<=z>1

Quindi per = € [0, +00) la funzione ¢ strettamente crescente in (1,400) ed & strettamente
decrescente in (0,1). Cio implica che x =1 € punto di minimo relativo: m (1,1).

Studiamo il comportamento della derivata in un intorno destro di x = 0, giacche non e
ivi definita. Abbiamo:

li "(z) = —
S @) = oo

Per x € (—00,0) la derivata e priva di zeri ed & sempre negativa. Si conclude che in
(—00,0) la funzione ¢ strettamente decrescente. Studiamo il comportamento della derivata
in un intorno sinistro di z = 0:

lim f'(z) = —o0
z—0~
Cioe:
. 1 .
lim f*(z) = —o0

189



Come ¢ noto, in tal caso possiamo porre:

f/ (O) = —0Q,
dicendo che la funzione ha in x = 0 derivata infinita. Da un punto di vista geometrico il
punto (O, %) e un flesso a tangente verticale.
Concavita e punti di flesso
Per z € [0, +00), gli zeri di f” sono:

f”(:r;):()<?0>x22+\/5
Il segno:
f’(m)>0<§>xe [O,2+\/5)

Pertanto per x € [0,+00) il diagramma volge la concavita verso l'alto in [O, 2+ \/5),
mentre in (2 + /5, +oo) volge la concavita verso il basso. Cid implica che = 24 /5 & un
punto di flesso a tangente obliqua:

14++5
F|2++V5,4/1++V5— arcsin V5
3+V5

Infine, per < 0, & sempre f” (z) < 0, per cui il diagramma volge la concavita verso il
basso su tutto (—oo,0).

Tracciamento del grafico.

Il grafico e riportato in figura (90).

32 Esercizio 761

Studiare la funzione

f(x) =2 = (272)

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita per ogni x # 0, quindi:

X = (—00,0) U (0, +00)

Per i calcoli successivi € conveniente esplicitare il valore assoluto:

22¢"s, x € (0,400)
_ v ’ 273
f (@) { 22 %, x € (—00,0) (273)
Intersezioni con gli assi
Ve X, f(x)>0= PP cynux (274)
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Figura 90: Grafico della funzione f (x) = /|z| — arcsin |£|_+11

0=2¢X =3P cyny

essendo 7 il grafico della funzione.

Segno

Dalla (274) segue che v giace nel semipiano y > 0.

Simmetrie

La funzione non ha una parita definita, avendosi f (—z) # £+ f (x). Percio il grafico non
¢ simmetrico ne rispetto all’asse y e ne rispetto all’origine delle coordinate.

Comportamento agli estremi

Nel punto z = 0:

li =0"-e > =0"
S () =07 e

lim f(z) = lim e T =000
z—0~ z—0~

Per rimuovere la forma indeterminata, poniamo:

r+1 1
= xr = —
T t—1

Inoltre: x — 07 =t — —o0, percio il limite diventa:

t

lim 22+ = lim c = +o00,
r—0— t——00 (t — 1)
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in quanto e~! & per £ — —oo, un infinito di ordine infinitamente grande. Si conclude che

x = 0 e una singolarita.
Comportamento all’infinito:

lim f(z) = (+00) -e=+00

T—r+00
lim f(z) = (+o00)-e ! = +o0
T—r—00
Asintoti obliqui:
myp = lim f (@) — lim ze'v = 400
r——+00 €T x—r—+00
mo = lim f (@) — lim ze " = —o0
T—r—00 €T T—r—00

Cio implica la non esistenza di asintoti obliqui.
Derivate
La derivata prima eé:

TrT— T— d _1
r>0= f'(z)= 21e"T + 126 T — =
dr =z

x—1
T

z—1 2
=2xe = +x°€
22

= (2 + 1)61771

r< 0= f'(z) =2ze” o — a2 s T

_z+l _z+l 1
=2z¢ v —2% w - -
x

xz+1

=2zr+1)e =

Riassumendo:
, (2 +1) e, T € (0, +00)
f(z) = _atl
2r+1)e =, z€(—00,0)
Calcolo della derivata secondas:
" z—1 z—1 1
fflx>0)=2e7+ +2r+1)e= 3

z—1

=e = (2x2+2x+1)
< N 1
f"(x<0)= 2e 5 — (20 +1)e” = (__>

=T (227 420 4 1)

Riassumendo:

7 (2) = e (222 + 22+ 1), x € (0,400)
~r) - _z+1 2
e = (22°4+2x+1), z€(—00,0)
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Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Per z € (0, 4+00) risulta

Vo € (0,400), f (z) >0,

per cui nell'intervallo (0, 400) la funzione ¢ strettamente crescente. Inoltre:

lim f'(z)=0"-e> =07,

z—0+t

cioe la curva ~y parte dal punto x = 0 con tangente orizzontale.
Per z € (—00,0) la derivata si annulla in 2 = —3:

1
f’(fv):0<:>2x+1=0<:>9[;:_5

Segno:

<0

ff(z)>0<==z€ <—%,0)

in (0, + ) la funzione ¢ strettamente crescente in ( %, O) e strettamente decrescente
( 0, —%) i0 implica che = = —5 e punto di minimo relativo:

1l e
m [ —
27 4

Concavita e punti di flesso
Risulta:

Vee X, f"(z) >0,

per cui v e privo di flessi, volgendo la concavita verso ’alto.
Tracciamento del grafico.
Il grafico ¢ riportato in figura (91).

33 Esercizio 762

Studiare la funzione

_ In® |z

(277)

z ||

Kokok

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita per ogni x # 0, quindi:

X = (—00,0) U (0, +00)
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Figura 91: Grafico della funzione f (z) = 225

Per i calcoli successivi € conveniente esplicitare il valore assoluto:

f(z) = { _11}32:_,%) z € (0,400) (278)

, * € (—00,0)

CE2
Intersezioni con gli assi
Intersezione con l'asse

f()=0<=|z|=1<=2=+1= (£1,0) e y Nz, (279)

essendo 7 il grafico della funzione.
L’insieme dei punti di intersezione con l'asse y ¢ 'insieme vuoto!, giacché:

0=2x¢ X =3P cyny

Segno
Abbiamo:

In|z|

f(:r)>0<:>7>O<:>:re(—1,0)u(1,+oo)

Quindi il grafico giace nel semipiano y > 0 per = € (—1,0) U (1,+00). Mentre per
z € (—o0,—1)U(0,1) il grafico giace nel semipiano y < 0.
Simmetrie

'In generale, tale insieme contiene al pill un solo elemento, in quanto stiamo studiando funzioni ad un sol
valore.
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La funzione e dispari: f(—x) = —f (x). Percio il grafico & simmetrico rispetto all’origine
delle coordinate.

Comportamento agli estremi

Nel punto z = 0:

In®z —00

a:liglﬂL f (SL’) B zlif(gl* 2 - O_+ -

Evidentemente:

li = — — i =
xir(gl‘* f (-T) >0 f ¢ dispari xigl_ f (37) oo

Si conclude che il punto = 0 € un punto d’infinito per la funzione. Geometricamente
abbiamo che 'asse y ¢ asintoto verticale per il diagramma cartesiano della funzione.
Studiamo ora il comportamento all’infinito.

In® 2z

xXO
li = i = —
Jm fz)= lm —o = —

Anziche applicare la regola di De L’Hospital, poniamo x = €, per cui:

o In*x . 3 4
lim = lim — =07,
z—4oo T2 t—+o0 2t

giacche e & - per x — 400 - un infinito di ordine infinitamente grande. Per simmetria
segue:

lim f(r)=0" = lim lim f(z)=0"

r——+00 f ¢ dispari —400 z—+00

Si conclude che la funzione e infinitesima per x — 4o00. Geometricamente segue che
I’asse z e asintoto orizzontale sia a sinistra che a destra.

Derivate

La derivata prima e:

3r2In’x -1 —2zx1nx
r>0= f'(z) = 1

T
B 3In’x —2Inx

73
Iz (3—2Mnz)

_3x2 In® (—2) - (=1) - (-1) — 2210’ (—2)

r< 0= f'(z)=

24
31n* (—z) — 210’ (—x)
= — $3
_ In*(=2)[2In (=) — 3]
Riassumendo:
In? z(3—21Inx) 0
n? 2(3—2Inz) +00)
/ ) = 2 3 » L 6( ’ 280
f ( ) { In (_x)[lesn(—Z)—3]7 xr E (—0070) ( )
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Calcolo della derivata secondas:

6lnx~i—61n2x‘%) x3 — 322 (31n2x—21n3x)

[ (x>0)= ( =

B 6lnz —6In’xr —9In’z + Inz
o 4

x
31na:(21n2x—51n$—|—2)
— o,
31nx(—21n2x+51nx—2)
4

[ (< 0) =

T

Riassumendo:

3 1n:c(2 In?z—51n :c+2)

"y o , x € (0,+00)
f (ilf) - 3ln(f:r)[721n2(7:p)+51n(7x)72]

= , x € (—00,0)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti

Per z € (0, 400) determiniamo gli zeri della derivata prima:

f'(z)=0<=1Inz =0, lnx:g<:>x:1,e\/g

Quindi abbiamo i punti estremali:

r=12=eye

Studiamo il segno di f’ nell'intervallo (0, 400):

ff(z) >0« =z¢€ (O,e\/g)

(281)

Quindi in (0,400) la funzione ¢ strettamente crescente in (0,ey/e), ed ¢ strettamente

. < . . . . 27
decrescente in (ey/e,+00). Segue che = ey/e & punto di massimo relativo: M (ey/e, 2%).
Resta in sospeso il punto x = 1. Si noti che esiste un intorno sinistro e un intorno destro di
tale punto in cui la funzione ¢ strettamente crescente, per cui = 1 non ¢ punto di estremo

relativo.
Passiamo ora a (—o0,0). Qui é:

Calcoliamo gli zeri:

f(x) =0<=In*(—z)2In(-2) — 3] =0
3

<~ In(—z)=0, In(—2) = 3

In(—z)=0=2a2=1

3
In(—z) = 5 — = —e/?

Abbiamo percio i punti estremali:
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r=1 x=—e
Studiamo il segno:

In® (—) [2In (—2) — 3]

>0

[ (x) >0
Studiamo il segno del numeratore, ponendo t = —z:
It (2Int —3) > 0 <=t > e\/e
Ripristiniamo x:

t=—a>ees= 1< —ee

N ; : - In?(—z)[2In(—2)—3] . .
Da cid segue, tenendo conto che il denominatore di 2-=2 zn( 2=3 & sempre minore di

zero in (—o0,0):

f'(z)>0 e (—ev/e,0)

Si conclude che in (—o0,0) la funzione ¢ strettamente crescente in (—ey/e,0) ed ¢ stret-
tamente decrescente in (—oo, —ey/e). Quindi x = —ey/e & punto di minimo relativo:
m (—e\/E, —%). Resta in sospeso il punto x = —1, che e di monotonia per la funzione.

Si noti che alle stesse conclusioni si giunge tenendo conto della simmetria rispetto all’o-
rigine.

Concavita e punti di flesso

Per z € (0,400) calcoliamo gli zeri della derivata seconda:

f'(z)=0<=Inz 20’z — 5z +2) =0
<= Inzx=0,lnx = %, Inx =2

r=1,12=+ez=¢e

Studiamo il segno in (0, +00)

f(x) >0 = Inz (2ln*z —5lnz+2) >0

<<z € (1, \/E) U (62,—|—OO)

Quindi in (0, +00) il grafico volge la concavita verso l'alto in (1, /e)U (€2, +00); pertanto
r =1,z = \/e,x = €2 sono punti di flesso. In particolare x = 1 ¢ un flesso a tangente
orizzontale, poiché per quanto visto si annulla ivi la derivata prima.

0. (2).(42)

Per z € (—00,0) procediamo per simmetria rispetto all’origine, ottenendo i flessi:

o (). (3



In particolare, per x € (—00,0) il grafico volge la concavitd verso I'alto in (—e?, —/e) U
(—1,0).

Tracciamento del grafico.

Il grafico ¢ riportato in figura (92).

Figura 92: Grafico della funzione f (z) = 2

34 Esercizio 763

Studiare la funzione

f (37) — 3—arcsina: (282)

Kkk

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione esponenziale e definita su tutto R, per cui l'insieme di definizione della
funzione proposta e quello di arcsin z, cioe:

X =[-1,1]
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Intersezioni con gli assi
Il grafico e privo di intersezioni con ’asse x, poiche

Vee X, f(x) >0 (283)

Intersezione con 1'asse y:

f0)=1=(0,1) evny

essendo 7 il grafico della funzione.

Segno

Per la (77) il grafico si dispone nel semipiano y > 0.

Simmetrie

La funzione non ha parita definita, percio il grafico ¢ privo di simmetria (rispetto all’asse
y o rispetto all’origine).

Comportamento agli estremi

Gli estremi del campo di esistenza appartengono a X, risultando:

f(=1)=3"2f(1) =37/

Derivate
Calcoliamo la derivata prima

- d
[ (x) =372 . In3. 7 (— arcsin x)

3~ arcsin In3
 VI—a?
_ In3-f(x)
-

Calcoliamo la derivata seconda:

/ —2x
f(z) 1_x2_f<x>‘2\/@
1 —a?
g—arcsinz |y 3 . m + 3" arcsin .

(1—a2)°
VvV1—22In3 -z
(1—a2)°

f"(z)=—In3

=—1In3

=In3- f(x)

Riassumendo:

~In3-f(x)
V1— a2
P (@) =n3- f () V1—22In3 -2z

(1 —a?)’

F (@) = (284)
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Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Vee X, f'(x) <0
Si conclude che la funzione e strettamente decrescente. Si osservi che la funzione non
¢ derivabile negli estremi del campo di esistenza. Piu precisamente ha ivi derivata infinita,
risultando:
lim f'(z) = —o0, lim f'(z)=+co (285)
z——1F z—1—
Le (285) hanno la seguente interpretazione geometrica: la curva v)y = f (z) “parte” dal
punto x = —1 con tangente verticale orientata verso il basso, e “arriva” in = 1 conservando
I'orientamento della retta tangente.

Concavita e punti di flesso
Calcoliamo gli zeri della derivata seconda:

() =0<=V1—22In3—2=0
Tale equazione irrazionale ha 'unica radice:

In3

VIn?3+1

Studiamo il segno della derivata seconda:

,CEf:

() >0<=V1—22In3—2>0
x
= V1l-2 > —
7 3
Applichiamo il procedimento standard di ricerca delle soluzioni di una disequazione

irrazionale.

1. x>0 ,

{ 1_;;22>0£T3 =z e S =10zy)
2. 2 <0 L2250

{ $<0— xSy =[-1,0)

Pertanto la disequazione v1 — 22 > %= ¢ verificata per ogni z € S = S; U S, = [~1, 7).
Cio implica che il grafico volge la concavita verso l'alto per x € S, mentre per x € (zy,1]
volge la concavita verso il basso. Quindi z¢ ¢ punto di flesso.

Ia ( In 3 37 arcsin \/I:;%-H)

VIn23+1

Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato in figura (93).
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Figura 93: Grafico della funzione f (z) = 3~ aresine

35 Esercizio 764

Studiare la funzione

eV 986
fla)="7 (256)
sk
Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in
X = (0, 400)

Intersezioni con gli assi
Il grafico ¢ privo di intersezioni con l’asse x, poiche

Vee X, f(x) >0 (287)

Intersezione con l'asse y:

O=2x¢X=—=3PPcyny

essendo 7 il grafico della funzione.
L’insieme dei punti di intersezione con 'asse y e I'insieme vuoto, giacché:

0=2x¢ X =3FPcyny
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Segno

Per la (287) il grafico si dispone nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

Risulta:

lim f(z) = +o0

z—0t

per cui 'asse y e asintoto verticale.
Comportamento all’infinito:

lim f(x)=0"

r—+00
Quindi I’asse x € asintoto orizzontale. A causa della divergenza esponenziale, non esistono
asintoti obliqui.
Derivate
Un calcolo diretto porge:

et vr-1) (288)

fiw)=— VT
€ﬁ — X T

4P

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri di f’:

f()=0<=2z=1
Segno di f”:

() >0<=az>1 (289)

Quindi la funzione e strettamente crescente in (1, +00), ed & strettamente decrescente in
(0,1). Cio implica che z = 1 ¢ punto di minimo relativo:

m(1,e)

Concavita e punti di flesso
Studiamo direttamente il segno della derivata seconda:

ff(@2)>0<=3-3Vr+r>0< —(3y/z—2—-3) >0
T+ 3

=z < 3

E facile verificare che VI < “”T*?’ ¢ sempre verificata in (0, +00), per cui il grafico volge
sempre la concavita verso ’alto.

Tracciamento del grafico.

Il grafico ¢ riportato in figura (94).
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Figura 94: Grafico della funzione f (z) = NG

36 Esercizio 765

Studiare la funzione

1+ |Inx|
- it 290
1 —|Inx| (200)

kkxk

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione e definita per x tale che

1
Inz| #1<=a2>0,z#e, -
e

Ko (00 (L) oo

Per i calcoli successivi € conveniente esplicitare il valore assoluto:

e reXi=(0,0) V(1)
f )= { o) re Xy = [Le)U(e +o0) (291)

quindi:
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essendo per definizione:

def 14+ 1Inx
= 292
g(r)d 10 (292)
Intersezioni con gli assi
Intersezione con 'asse x
x| |nz|=-1= Pz | f(z) =0= PP € yNx, (293)

essendo 7 il grafico della funzione.
Intersezione con l'asse y:

0=2x¢X=3FPcyny

Segno
Osserviamo che:

1 1+1 1
g(x) >0, — >0 <= +nw>0<:>a:eJ1: —.e
g (x) 1—Inzx e
Abbiamo:
1
Jllez(—,l), JlﬂXQZ[]_,e)
e
Quindi:

F@)> 0z e (ANX)UWLNXy) = (%e)

Si conclude che il grafico giace nel semipiano y > 0 per z € (é,e). Mentre per = €

(0, é) U (e, +00) il grafico giace nel semipiano y < 0.
Comportamento agli estremi

Nel punto z = 0:

lim f(z)= lim 5%¥—— = —1
z—07F f ( ) z—0t e +1
Quindi x = 0 ¢ una discontinuita eliminabile. Prolunghiamo per continuita:

1+|Inz|
f (I) — 1—|lnz|’ reX
-1, ze XU{0}

1

e

Nel punto z =

1—Inxz

I — i S
1= e =
1-1
lim+f($): lim ~ o

m_><%)+ 1+Inzx

Percio la retta x = e~! ¢ asintoto verticale.
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Nel punto z = ¢

1+Inzx

li = li =
Hm f@) = g = e
1+Inz
li =1 = —
A f =l oy = o
La retta x = e e asintoto verticale.
Studiamo ora il comportamento all’infinito.
.
1. _ 1 Inz _ _1_
Si conclude che la retta y = —1 ¢ asintoto orizzontale a destra.
Derivate
La derivata prima e:
€ Xy = f'(v) =g (2)
B %(1—1nx)+%(1+lnx)
B (1 —Inxz)?
2
= T 2
z(l—Inx)
d 1 g (z)

re X, = f(v)=—

B 2
z(1+1nz)?
Riassumendo:
2
f/ (l’) _ _$(1+lnw)2’ T E€X
av(lfiwc)27 T € Xy

Derivata seconda:

2(3+Inx)
f// (LL’) _ { x2%1+lnx))3’ T e Xl

2(1+Inz
x2(1n171)3’ T < X2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti

(294)

(295)

Osserviamo subito che Vx € Xy, f’ (z) > 0, per cui la funzione ¢ strettamente crescente in
X,. Passiamo quindi a X;. Quie f' (z) < 0V, donde la funzione ¢ strettamente decrescente

in X;. Vediamo la derivata destra nel punto di discontinuita eliminabile x = 0:

f2(0) = lim f'(z) = =2 lim —————— = —2

20+ v~0* g (1 4+ Inz)”

onde calcoliamo a parte:

lim z(14+nz)* = lim z+2lim zlnz+ lim zIn®z = 0F,

z—0t z—0t Zc—>0+ z—0t

g

~
=0 =0
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percio:

lim f' () = —
o) = e

Allo stesso risultato si perviene per confronto tra infiniti. Infatti, qui abbiamo le funzioni:

che ¢ linfinito di riferimento per  — 0. La funzione ¢ (z) = (14 Inz)® & un infinito
per x — 0T. Piu precisamente ¢ un infinito di ordine infinitamente piccolo, a causa della
presenza del log x:

Va >0, lim &x)a:(fr
z—0t v ()
Percio per av = 1:
lim w:0+:> lim U(I) = lim lim — 5 =+
z—0t v (l‘) z—0+ ¢ (l’) z—0tT z—0* (1 +In x)
Concludendo:
li ! = —
Jim f(@) = —oc

Geometricamente significa che la curva “parte” da z = 0 con tangente verticale orientata
verso il basso.

Il punto di raccordo x = 1 ¢ di continuita per la funzione, ma non lo ¢ per la derivata
prima. Infatti:

L)y ==2, fi(1)=2
Si conclude che P (1,1) € un punto angoloso del diagramma cartesiano. Osservando la
monotonia a destra e a sinistra di x = 1, segue che si tratta di un punto di minimo relativo.
Quindi P oltre ad essere punto angoloso ¢ un minimo relativo per f (x).
Concavita e punti di flesso
Per x € X, calcoliamo gli zeri della derivata seconda:

1
f”(x)zoﬁlnx+3:0<:>x:§

Studiamo il segno in X;

1 1 1
f”(:c)>0<:>L+3>O<:>xe (0,6—3)U(EJ>

zeX; 1+ 1Inx zeX

Quindi in X il grafico volge la concavita verso I'alto in (0, e%) U (%, 1); pertanto x = e%

e punto di flesso.
1
r(52)

PreXo| f/(x)=0

Per z € X,
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Qundi non ci sono flessi.
Segno:
Inz+1

"
/ (x)>0;§;—1+lnx<0;§me(l’e)

Quindi in X5 il grafico volge la concavita verso 'alto in (1, e), mentre in (e, +00) volge
la concavita verso il basso.

Tracciamento del grafico.
Il grafico ¢ riportato nelle figure (95)-(96)-(97).

® -

1+|In z|

nell’intervallo (O, %) La curva “parte”

Figura 95: Grafico della funzione f (z) = ]

da x = 0 con tangente verticale orientata verso il basso. Ha un flesso in F (6%, —2), e un
asintoto verticale in x = e, poiche ivi la funzione esplode in singolarita.

37 Esercizio 766

Studiare la funzione
f(x)=a+¢€" (296)

Koksk

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita su tutto R
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Figura 96: Grafico della funzione f(x) = Lzl olintervallo (2,2). Si noti il punto

1—|Inz|

angoloso P (1,1). In tratteggio le rette tangenti a sinistra e a destra.

X = (—o00,+00)

Intersezioni con gli assi
Intersezione con l'asse x

fx)=0<=¢€"=—x (297)

Questa equazione si risolve per via grafica o per via numerica. Si ottiene un’unica radice:

r=a~—0.567
Quindi:

P(a,0) eyNu

essendo 7 il grafico della funzione.
Intersezione con l'asse y:

f0)=1=(0,1)eyny

Segno
Risulta:

fx)>0<=¢" > —ao <= z€ (a,+x0)
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Figura 97: Grafico della funzione f (z) = % nell’intervallo (0, 10).
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Si conclude che il grafico giace nel semipiano y > 0 per = € (a,+00).
x € (—00,0) il grafico giace nel semipiano y < 0.

Comportamento agli estremi

Comportamento all’infinito:

lim f(z)=+o0, lim f(x)=4o0

r—r—+00 T——00

Ricerca di eventuali asintoti obliqui:

myp = lim f (@) = 400
T—~400 €T

me = lim f (@) =1
r——00 I

ne = lim [f(z)—z]= lim e"=0
T——00 T——00

Mentre per

Quindi il diagramma ¢ privo di asintoti obliqui a destra, mentre ¢ dotato di un asintoto

obliquo a sinistra, che ¢ la retta di equazione:

Yy=x
Derivate
) =1+
f// (.I') — e:C

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Vee X, f'(x) >0

Quindi la funzione e strettamente crescente.
Concavita e punti di flesso
Risulta

Vee X, f"(x) >0

Si conclude che il grafico volge la concavita verso 1'alto.
Tracciamento del grafico.
Il grafico ¢ riportato in figura (98).

38 Esercizio 767

Studiare la funzione

fla)=e"710 (2> - 1),

essendo 6 (t) la funzione gradino unitario:
1, t>0
0(t) = { 0, t<0
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Figura 98: Grafico della funzione f (z) = x + €®
Kok

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita su tutto R
X = (—00,4+0)

Esplicitiamo il gradino unitario:

0, 22-1<0 "’
cioe:
s . _ J 1, e X; = (~o0,~1]UJL, +00)
(x 1)_{ 0, € Xy=(=1,1)
Quindi:
fz) = e 1 re X, = (—o0,—1]U[l,+0)
07 «TEX2:<—171)
Simmetrie

La funzione ¢ pari: f (z) = f (—z), quindi il grafico & simmetrico rispetto all’asse x.
Comportamento agli estremi
Comportamento all’infinito:
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lim f(z)=+00 = lim f(z)=+o0

T—+00 fepari x——00

A causa della divergenza esponenziale il grafico e privo di asintoti obliqui.
I punti x = 41 sono di discontinuita di prima specie:

lim f(z)=1, lim f(x)=0

z——1" z——17F
lim f(z) =0, lim f(z)=1
z—1— z—1+

11 salto di discontinuita e:

Derivate
2xe” ! re X
ORI (300
" o 2696271 (1 + 2[)32) , e X
/@) = { 0, z€X,

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Vee X, f'(x) >0

Quindi la funzione e strettamente crescente.
Concavita e punti di flesso
Risulta

Vee X, f"(x) >0

Si conclude che il grafico volge la concavita verso I'alto.
Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato in figura (99).

39 Esercizio 768

Studiare la funzione

f(z) =sinzf (sinx), (301)

essendo 6 (t) la funzione gradino unitario:

1, t>0
e(t):{o t<0

Kokok
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Figura 99: Grafico della funzione f (z) = e* 10 (22 — 1)

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita su tutto R

X = (—00,+00)

Osserviamo che la funzione e periodica di periodo T' = 27, per cui ci limitiamo all’inter-
vallo [0, 27].
Esplicitiamo il gradino unitario:

. 1, sinz >0
0 (sinz) = { 0, sinz <0’
cioe:
: [ 1, ze]|0,7]
f(sinz) = { 0, z€(m2m) "’
Quindi:

Fle) = { sinz, x€l0,7]

0, x € (m,2m)

Tracciamento del grafico.
Il grafico ¢ riportato nelle figura (100)-(101).
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Figura 100: Grafico della funzione f (z) = sin 6 (sinz) nell’intervallo [0, 27]

—-6n —-5n —-4m -37m -2m -nm 61

Figura 101: Grafico della funzione f (x) = sin 26 (sinz) nell'intervallo [—67, 67]
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40 Esercizio 769

Studiare la funzione

f(x) = |z] e/ (302)

Kokok

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in

X = (—00,0) U (0, +00)

Per semplificare i calcoli successivi sviluppiamo il valore assoluto:

f ) =

{ zet/* € (0, +00) (303)

—zet/* 1 € (—00,0)
Simmetrie

La funzione ¢ pari: f (z) = f (—x), quindi il grafico ¢ simmetrico rispetto all’asse y.
Intersezioni con gli assi

Intersezione con l’asse x

Ve X, f(z)>0= PP cynu, (304)

essendo 7 il grafico della funzione.
Intersezione con I'asse y:

0=2x¢X=3PPcyny

Segno
Dalla (304) segue che il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

6t

lim |z e/l =0-00 = lim — =400
z—0 t=|z| " t—+o0 t

Quindi z = 0 ¢ una singolarita. L’asse y ¢ un asintoto verticale per il grafico della
funzione.

Comportamento all’infinito:

lim f(z)=+00 = lim f(z)=+o0

T—+00 féepari x——00

Ricerca di eventuali asintoti obliqui:

[ (x)

. . +
mq = lim = lim e/* =¢" =1%
Tr——+00 €T Tr——+00
ny = lim (xel/x—x):oo—oo: lim x(el/x—l)zo-oo:
T—4-00 r—+00 =1
t
et —=1 0 g ..
= lim =—=lime=1"
t—ot 1 0  t—ot
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Da cio segue che la retta di equazione:

y=x+1

e asintoto obliquo a destra. Dalla simmetria del grafico rispetto all’asse y, segue che la

retta:

y:_$+17

e asintoto obliquo a sinistra.
Derivate

61/””(93—1)
{ —, € (0,+0c0) (305)

—%, se z € (—o0,0)

—e;f”, se x € (—00,0)

(@) = { %, x € (0,+00)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Per x > 0 determiniamo gli zeri:

Segno

() >0<=z>1

Quindi per x > 0 la funzione ¢ strettamente crescente in (1,+00), ed e strettamente

decrescente in (0, 1), quindi il punto = 1 & di minimo relativo:

(—o0

m(1,e)
Procedendo per simmetria, segue che per x < 0 la funzione ¢ strettamente decrescente in
,—1) ed ¢ strettamente crescente in (—1,0), con z = —1 punto di minimo relativo:
m'(—1,¢e)

Concavita e punti di flesso
Risulta

Vee X, f"(z) >0

Si conclude che il grafico volge la concavita verso I'alto.
Tracciamento del grafico.
Il grafico ¢ riportato in figura (102).
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Figura 102: Grafico della funzione f (x) = |z|e'/I#l .

41 Esercizio 770

Studiare la funzione

f(x) =|z]e" (306)
Kk
Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in
X = (—00,4+0)

Per semplificare i calcoli successivi esplicitiamo il valore assoluto:

ze®, € [0,400)

fl@)= { —ze”, x € (—00,0) (307)

Simmetrie

La funzione non ha parita definita, per cui il grafico non e simmetrico ne rispetto all’asse
y e né rispetto all’origine delle coordinate.

Intersezioni con gli assi

Risulta:

£(0) =0 = (0,0) €~
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essendo ~ il grafico della funzione.
Segno
Risulta:

vz, f(z) =0

Segue che il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi
Comportamento all’infinito:

lim f(z) =+o0

T—+00
Per z — —oc:
lim f(z)=— lim ze"*=0-00=— lim =0,
T—>—00 T——00 z——oc0 %

poiché per x — —o0, e~ e un infinito di ordine infinitamente grande. Quindi I'asse x e
asintoto orizzontale a sinistra.

Osserviamo che a causa della divergenza esponenziale per x — +00, il grafico e privo di
asintoto obliquo a destra.

Derivate

ro={ S0l b, o
yo e“(x+2), x€][0,+00)
f (x>—{_€w(3;+2), se x € (—00,0)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Vo € [0,+00), f'(z) >0

Quindi in [0, 4+00) la funzione ¢ strettamente crescente.
Per z € (—00,0) determiniamo gli zeri di f”:

ffz)=0<=2z=-1
Segno:
f'(x) >0z € (-0, —1)

<0

Quindi in (—o0,0) la funzione ¢ strettamente crescente in (—oo, —1) ed ¢ strettamente
crescente in (—1,0). Quindi x = —1 & punto di massimo relativo:

()

Si osservi che il punto (0,0) ¢ un punto angoloso del grafico, poiché:
fL0)=-1, fL(0)=1
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I due rami del grafico (per x < 0 e per & > 0) si raccordano in z = 0. Tale punto & di
continuita per la funzione ma non per la derivata prima.

Concavita e punti di flesso

Per > 0 risulta

Vo € (0,400), f"(z) >0,

donde il grafico volge la concavita verso l'alto in (0, +00).
Per x < 0, determiniamo prima gli zeri della derivata seconda:

1 . _
f (x)—0<x—z)>x— 2

Il segno e:

f”(m):()ﬁx:xe(—oo,—Z)

Quindi nell'intervallo (—oo, 0) il grafico volge la concavita verso I'alto per € (—o0, —2),
mentre per x € (—2,0) volge la concavita verso il basso. Il punto z = —2 ¢ un punto di

flesso:
2
F (_2, 6_)

Si conclude che il grafico volge la concavita verso 1’alto.
Tracciamento del grafico.
Il grafico ¢ riportato nelle figure (103)-(104).

Figura 103: Grafico della funzione f (z) = |z| ¢” nell'intervallo (—3,1).
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Figura 104: Grafico della funzione f (z) = |z|e” .

42 Esercizio 771

Studiare la funzione

f(z) =In(2” + )
ook
Soluzione

Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in z tale che 2% + z > 0 <= x ¢ (—1,0), cioe:

X = (—o00,—1) U (0, +00)

Intersezioni con gli assi
Risulta:

CVEH1 V51

f@)=0+=2*+tr-1=0=0= 5 5

Quindi:

essendo 7 il grafico della funzione.
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Inoltre:

O=0¢dX = PP cyny
Segno
Risulta:
f@)>0= 2 +2-1>0= & (14,1)

Segue che per x € (—00,z,) U (x5, +00) il grafico giace nel semipiano y > 0, mentre per
x € (24, —1) U (0, ) il grafico giace nel semipiano y < 0.
Comportamento agli estremi

1im+ f(z) =In0" = —co = x = —1 ¢ asintoto verticale a sinistra
r——1
1im+ f(z) =In0" = —co = T'asse y ¢ asintoto verticale a destra
z—0

Comportamento all’infinito:

lim f(z)=+o0

r—+o00

Il grafico e privo di asintoti obliqui:

r—too
Derivate
20+ 1

! — 310
fla) =S (310)

202 + 21 + 1

@) =———5

2?2 (x+1)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Dalla prima delle (310) vediamo che la funzione ¢ strettamente crescente in (0, +00) e
strettamente decrescente in (—oo, —1).
Concavita e punti di flesso
Riusulta:
Bz | 227 + 22 + 1 =0,

per cui la derivata seconda ¢ priva di zeri. Il segno della derivata seconda e:

Vee X, f"(x) <0

Quindi il grafico volge sempre la concavita verso il basso.
Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato in figura (105).
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Figura 105: Grafico della funzione f (z) = In (z* + z)

43 Esercizio 772

Studiare la funzione

fla) = ——— (311)

sokok

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione & definita in X = (—o0, 4+00).
Intersezioni con gli assi

La funzione puo essere scritta come:

e’ + 2
== 312
fa)= (312)
cioe:

Vee X, f(z) >0= PP cynu, (313)

Inoltre:

f0)=1=(0,1)evyny
Segno
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Dalla (313) segue che il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi
Comportamento all’infinito:

lim f(x)=+o0

r—r+oo

A causa della divergenza esponenziale il grafico e privo di asintoti obliqui.
Derivate

¥ — 4e~ % e — 4

e (314)
1 —2x x 631, + 8
f”(l'):g(Se +€)IW

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri di f":

2
f/(iE)=0<:>63x—420<:>3x:21n2<:>x:§1n2
Segno:
/ 2
fl(z)>0<=2¢c gln2,+oo

Quindi la funzione ¢ strettamente decrescente in (—oo, % In 2) ed e strettamente crescente
in (% In 2, —|—oo). Il punto x = %an ¢ punto di minimo relativo:

21 5 1
m | — 1n —
314

Concavita e punti di flesso
Riusulta:
Vee X, f"(x) >0

Quindi il grafico volge sempre la concavita versol’alto.
Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato in figura (106).

44 Esercizio 773

Studiare la funzione

f(x)=2sinhln|lnz|4+2(1 —Inx)[1 + sign (Inz)], (315)

essendo

sign (t) = — =
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Figura 106: Grafico della funzione f (x) = _€I+236’2E

Soluzione
Insieme di definizione
Esplicitiamo sign (In x)

. 1, ze (1,400
szgn(lnx)—{ ’1 x(e (0 1))

Quindi:

. 2, € (1,40
1+szgn(1nx):{ 0 xe((O 1)>

Esplicitiamo ora sinhIn |[Inz|. A tale scopo poniamo t = |In z|:

Int __ _—Int _1 _1 _t2_]‘
(" = )_2(t t>_ 2t

In®z — 1 { Lz 0 e (0,1)

B — 2lpnx ?
2|Inz| Iz p e (1,400)

2Inz 7

N —

sinhlnt =

Quindi:

sinhIn|lnz| =

Percio la (315) si scrive:

1—In?
Lne ze(0,1)

) = lnzz
f( ) { —31In x+4lnx71’ o= (1,—|—OO)

Inz
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La funzione ¢ definita in X = (0,1) U (1, +00).
Intersezioni con gli assi

Per z € (0,1)
f(2)=0 <= hr=+l<=ax=-
z€(0,1) e
Quindi
1
A (—, O) €EvN, (316)
e
essendo v il diagramma cartesiano della funzione.
Inoltre:

0=2x¢X=3FPcyny
Per z € (1, 400)

f(x):0<:1>31n2x—41nx+1:0<:>x:e/é,e
<

da cio segue:

B ({/e,0),C(e,0) eyNa (317)

Segno
Per z € (0,1)

1—In%x
>0 <— —
f(2) z€(0,1)  Inx

1
>0« zx¢€ (O,—)
€

Quindi in (0,1) il grafico giace nel semipiano y > 0 per x € (O, %), mentre per x € (%, 1)
giace nel semipiano y < 0.

Per z € (1,400)

1
f(x)>0<§>31n21’—41na§+1<0<:>1nx>g,lnx<1<:>$€(\3/5,6)

Quindi in (1,4o00) il grafico giace nel semipiano y > 0 per x € (/e,e), mentre per
z € (1,/e) U (e, +00) giace nel semipiano y < 0.
Comportamento agli estremi

lim f(z) = lim ——— = — = lim Inx
x—07F z—07F Inz o0 z—0t

1—-In’z oo ) ( 1

Quindi 'asse y e asintoto verticale a destra.

1—1Inz 1
| =1 _— = — = —
acigl* I (2) xig{ Inz 0~ e
—3ln*zr+4lnzx—-1 -1
1 == l _ — = —
migl* I (2) xir Inz 0+ e
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Cioe:

lim f (z) = —o0

r—1
Percio il punto # = 1 ¢ una singolarita, e la retta x = 1 ¢ asintoto verticale sia a sinistra
che a destra.
Comportamento all’infinito:

—3In*z +4lnz —1 4 1
lim f(z)= lim sln”e +dlne = lim —lna:(S———i——):—oo

=400 =400 Inz z—+o0 Inz Inz

Il grafico ¢ privo di asintoti obliqui a causa della divergenza logaritmica:

—lnz(3- 4 + 1 !
lim M = lim ( Inz lnx) — _3 lim nwr —0
r—+o00 I T—+00 T e _SL’
Derivate
Per z € (0,1)

Per z € (1, 400)

F () = (—61“796 + ﬁ) Inz—1 (—3ln2x+4lnx— 1)
2

In“z
B 1—3Inx
 rln’z
Riassumendo:
1+In2 z
— Iz €(0,1)
Ng)={ L ahbiaw TS 318
1 (z) { 1;?;511“’”, x € (1,+00) (318)

Passiamo alla derivata seconda. Calcoliamo a parte:

1
T (xln2$) =Inz+2-2lnz==1n2 +2Inx
T T

Per z € (0,1)

—2;11_90 cxlnfr — (1 + In? :E) . (ln2x + 21I1$)

22In*

f(z) =
B Iz +1Inz+2

22In®z

Per z € (1, 4+00)
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—622 . zn*z 4+ (14 3lnz) (In*z + Inx)

22In*

[ (x) =
B 3In*z —lnx —2

22In®z

Riassumendo:

gQ In®z

3In° x—Inx—2
== r € (1, +o0)

(319)

In® z+1In z+2
f”(I)—{ L Treris z € (0,1)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Per z € (0,1)
Vo e (0,1), f () <0,

donde la funzione ¢ strettamente decrescente in (0, 1).
Per z € (1, 400) determiniamo gli zeri della derivata prima:

1
f@)=0c=lnz=—2cz=c/V?

z>1 \/3

Segno:
f'(z) > Oﬁ?)ln%— l<0&1xc (1,61/\/§>

Quindi per = € (1,+00) la funzione ¢ strettamente crescente in (1,61/ ‘/§> ed ¢ stret-

tamente decrescente in (el/‘/g, +oo). Cio implica che x = el/V3 punto di massimo

relativo:

M <eW5, 4— 2\/§>

Concavita e punti di flesso
Per z € (0,1) determiniamo gli zeri della derivata seconda

f'(#)=0 < In>z+he+2=0<= (In®z—Inz+2) (Inz+1) =0
z€(0,1)

1
< her=—-1<xr=-,
e

Segno:

In®z +1 2
F () >0 s n"xr+nw+
z€(0,1) Inz

1
>0 ac (0,—)
e

donde per x € (0,1) il grafico volge la concavita verso I’alto in (0, %), mentre in (%, 1)
volge la concavita verso il basso. Il punto x = % e punto di flesso, onde ridefiniamo il punto

(316):
F(Lo)
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Per z € (1, 4+00) determiniamo gli zeri della derivata seconda:

f”(a:):()<:1>3ln3x—lnx—2:0<:> (3In*z+ 3z +2)(Inz—1) =0
r>
hr=1<2z=c¢

Segno:

f”(x)>O<§>lnx—1>0<:>x€(e,+oo)

Quindi per x € (1, +00) il grafico volge la concavita verso 'alto in (e, +00), mentre volge
la concavita verso il basso in (1,e).
il punto z = e ¢ punto di flesso, onde ridefiniamo il punto C' (eq. 317).

F' (e,0)

Tracciamento del grafico.
Il grafico ¢ riportato in figura (107).

Figura 107: Grafico della funzione f (x) = 2sinhln|lnz| 4+ 2 (1 —Inx) [1 + sign (Inz)]

45 Esercizio 774

Studiare la funzione
f(z) = |In x|l (320)
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Soluzione

Insieme di definizione

La funzione ¢ definita in X = (—o0,0) U (0, +00).
Esplicitiamo il valore assoluto della funzione log |z|:

f)=nlz| <= hn|z| >0 |z| > 1<z € (—o0, —1] U[l,+00)

fx)=—Injz|<=h|z]| <0< |z| <1 <=z € (—00, —1)
Cioe:
| In|z|, € (—o00,—1] UL, +00)
flw) = { —In|z|, re(—-1,1) (321)
Esplicitiamo In |z|:
B Inz, z € (0,+00)
n [z = { In(—z), € (—00,0) (322)
Tenendo conto delle (322), I'espressione analitica (321) diviene:
Inz, [1,400)
) In(—xz), € (—o0,—1]
f @)= —Inz, z € (0,1) (323)
—In(-z), ze(-1,0)
Simmetrie
La funzione ¢ pari: f (z) = f (—2z) = il grafico & simmetrico rispetto all’asse y.
Intersezioni con gli assi
f)=0<Injz|=0<=2=+1=— A(-1,0),B(1,0) e yNx, (324)
essendo v il grafico della funzione.
Inoltre:
0=2x¢ X =3FPcyny
Segno

Vee X, f(x) >0

Quindi ~ giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

li =—lim Inx = — i =
xi{(I)lJr f (fE) :vigl* e o0 f & pari a:igl’ f <x> e
Cioe:

lim f (z) = +o0

Quindi 'asse y ¢ asintoto verticale a sinistra e a destra.
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Comportamento all’infinito:
li = lim 1 = — i =
x—l>I—&I-loo f (37) x—1>1-&l-loo n ’J;‘ oo f e pari x—1>IPoo f (:E) o0
Il grafico ¢ privo di asintoti obliqui a causa della divergenza logaritmica:
1
G A

r—+o00 I T—+o00 T f épari z——0c0 I

=0

Derivate
Calcoliamo solo la derivata prima:

L we (=10 UL, +o0)
—1 2 e (=00, —1]U(0,1)

x?

rw =1

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
La funzione ¢ strettamente crescente in (—1,0) U (1,400) ed ¢ strettamente decrescente
in (—oo,—1)U(0,1).

x = —1 ¢ punto di minimo relativo

r =1 & punto di minimo relativo

Si noti che in # = £1 la funzione non ¢ derivabile, risultando:

fo(-1)=-1, fL(-1)=1
f)=-1 fi(1)=1

Quindi i punti A e B (eq. 324) sono punti angolosi.
Concavita e punti di flesso

Il grafico volge sempre la concavita verso I’alto.
Tracciamento del grafico.

Il grafico e riportato in figura (108).

46 Esercizio 775

Studiare la funzione
f(z)=I(e"—e™) (325)

Kkk

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita per z € R | e* — e ™ > 0 <= x > 0, quindi:

X = (0, +00)

Intersezioni con gli assi
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Figura 108: Grafico della funzione f (z) = |In |||

2 T _ 1
f(:r;):O<:>ex—e*”—1:O<:>L:0
e:E
14++v5 1++5
< xr=1In

2x T T
= e - —1=0<=¢€"=
(& (& (& 5 5

1
:>A<ln +2\/3,0> EvNa

essendo v il grafico della funzione.

Inoltre:
0=2¢X=3Pecyny
Segno
1 5
f(z) S0<= e " — 1 >0z € <ln +2\/_,+OO)
Quindi per z € <1n #, +oo) ~ giace nel semipiano y > 0, mentre per x € (0, In 1+2\/5>

giace nel semipiano y < 0.
Comportamento agli estremi



Quindi 'asse y ¢ asintoto verticale a destra.
Comportamento all’infinito:

lim f(z)=+o0

T—>+00

Ricerca degli asintoti obliqui

m = lim f(x>:§£ lim izl
o400 T 00  @too €T — -7
n:mgrlloo[f(x)—x]:oo—oo:mgrlloo[ln(e —e*) —Ine]
—lnlim S —n1=0
T—+00 er

Percio la retta di equazione:

y==
e asintoto obliquo a destra.
Derivate
6232 + 1
! = 326
@) = s (326)
4€2m
)= —— 327
Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:
Vee X, f'(x) >0
Quindi la funzione e strettamente crescente.
Concavita e punti di flesso
Risulta:
Vee X, f"(x) <0
Il grafico volge sempre la concavita verso il basso.
Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato in figura (109).
47 Esercizio 776
Studiare la funzione
f (z) = tan (arcsin x) (328)

Kokok
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Figura 109: Grafico della funzione f (z) =In(e® —e™%)

Soluzione
Insieme di definizione
Deve essere:

lz] <1
arcsinr # 47
Quindi:
X =(-1,1)

Intersezioni con gli assi

f(x) =0<«= arcsinz =0 = (0,0) € v
essendo 7 il grafico della funzione.
Segno

f(x) >0<«<= arcsinz >0 <=z € (0,1)

Quindi per x € (0,1) v giace nel semipiano y > 0, mentre per x € (—1,0) giace nel
semipiano y < 0.
Comportamento agli estremi

233



lim f(z)=tan <Z_> = —00

rz——11 2
T+
lim f(x)=tan <— ) = 400
r—1— 2
Abbiamo percia due asintoti verticali: = —1 e x = 1.
Derivate
1 1
/ —
f(w) = cos? (arcsinz) /1 — 22
1
(1—a?)
3
o) = —22
(1—a2)°

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Vee X, f'(x) >0

Quindi la funzione e strettamente crescente.
Concavita e punti di flesso
Zeri della derivata seconda:

f"(x)=0<=2=0

Il grafico volge sempre la concavita verso l'alto per = € (0, 1), mentre per z € (—1,0)
volge la concavita verso il basso. Il punto x = 0 e punto di flesso.

Tracciamento del grafico.

Il grafico ¢ riportato in figura (110).

48 Esercizio 777

Studiare la funzione

In(1+xz), z€][0,+00)
f(x):{ 1+z|—1, x € (—00,0) (329)

Kokok

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in

X = (—o00,+00)

Conviene esplicitare il valore assoluto. Osserviamo che:
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Figura 110: Grafico della funzione f (z) = tan (arcsin x)

>
N4z —1= z &2l
—(z+1), z<1

Quindi:
In(1+x), z€]l0,+)

f (‘T> = Z, S [_170) (330>

—(z+2), xz€(—00,1)

Intersezioni con gli assi

f(x)=0<=2=0=(0,0) € v

essendo ~ il grafico della funzione.
Segno
f(x)>0<«<= 2z € (0,+00)

Quindi per z € (0, +00) v giace nel semipiano y > 0, mentre per x € (—o0,0) giace nel

semipiano y < 0.

Comportamento agli estremi
Studiamo la funzione solo in [0, +00), giacche per x < 0 si tratta di un andamento lineare.

lim f(z)=+o0

T—r+00

Il grafico e privo di asintoti obliqui
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Derivate

x20:>f'(x):1_il_x
1
x20:>f”(:1:):—m

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
In (0, 4+00) la funzione ¢ strettamente crescente. Il punto (—1,1) ¢ un punto angoloso:

o= ==1 fi(-1)=1

Si noti che l'altro punto di raccordo x = 0 non e angoloso:

O =r0=1
Concavita e punti di flesso
In (0, +00) il grafico volge la concavita verso ’alto
Tracciamento del grafico.
Il grafico ¢ riportato in figura (111).

Figura 111: Grafico della funzione f (x) = { In(l+2), =€ 0,+00)
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49 Esercizio 778

Studiare la funzione

1
=—-1 331
fla)=—= (331)
Kskk
Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in
X = (0, 400)

Conviene riscrivere la funzione nella forma:

fa) = ‘ﬁﬁ (332)

Intersezioni con gli assi

fz)=0<=z=1= (1,00 evynz

essendo 7 il grafico della funzione.
Inoltre:

0=2¢X=3FPcyNny

Segno

f(z)>0<=2z€(0,1)

Quindi per z € (0,1) ~ giace nel semipiano y > 0, mentre per x € (1,+00) giace nel
semipiano y < 0.
Comportamento agli estremi

li =
Jig, £ (o) = o0

Percio I'asse y ¢ asintoto verticale a sinistra.
Comportamento all’infinito:

Quindi la retta y = —1 ¢ asintoto orizzontale a destra.
Derivate
fa) =~ (333)
2v/23
@)= —



Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:
Vee X, f'(x) <0

per cui la funzione e strettamente crescente.
Concavita e punti di flesso
Risulta:

Vee X, f"(x) >0

per cui il grafico volge la concavita verso l'alto.
Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato in figura (112).

Figura 112: Grafico della funzione f (x) = \/LE -1

50 Esercizio 779

Studiare la funzione

f(x)=Q2z—1)In2z — 1|+ 2xlnx —4x +4 (334)

Koksk
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Soluzione
Insieme di definizione
Deve essere:

{ |22 — 1| #0

x>0

(o))

Conviene esplicitare il valore assoluto:

Cioe:

[ (z—-1)In(1—2z)+2zInz—4z+4, z € (0,3)
flw) = { (20 —1)In(2z — 1)+ 2zlnz — 4z + 4, z € (3, +00) (335)
Intersezioni con gli assi
Tralasciamo 'eventuale interesezione con l’asse x.
0=2x¢X=3PPcyny
essendo 7 il grafico della funzione.
Comportamento agli estremi
lim f(z)= lim [(2z —1)In(1 — 22) + 2z Inx — 4z + 4]
z—0t z—0t
=—1-In1+2- lim xlnz +4 =4,
z—0t
=0
quindi il punto x = 0 ¢ un punto di discontinuita eliminabile.
lim f(z)= lim [(2z—1)In (22 —1)] +2 —1n2
1+ 1+
T3 T3
Calcoliamo:
= lim [(2z —1)In|2z — 1],
xe%"’
eseguendo il cambio di variabile:
t=2r—-1
Quindi:
_ Int
| = lim tlnt = 4 =0, (336)
z—0F n

giacche Int &, per x — 07, un infinito di ordine infinitamente piccolo. Il risultato (336)
implica:
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lim+f(:1:) =2—1In2

T

Passiamo all’altro limite:

lim f(z)= lim [(2z —1)In(1 —22)]+2—1n2

1- 1-
T3 T3

N

-
Calcoliamo:

I'=lim (2 —1)In(1 —2z) =0,

-
T3

procedendo come sopra tramite cambio di variabile

' =1-2zx
Si conclude che:
ii_)ngf(x)zQ—an

Cioe il punto = = % e un punto di disconinuita eliminabile.
Comportamento all’infinito:

lim f(z)= lim [2e—1)In(2z — 1)+ 2zlnx —4r + 4] = 0o — ¢

T—-+00 T—+00
20— 1
x

= lim x{

T——+00

4
In (22 — 1)—|—21na:—4+—}
x
= (+00) [1 - (+-00) + (400) =4+ 0] = +o0
Eventuale asintoto obliquo:

lim M = lim
r——+00 €T r—+00

20 — 1 4
[x—ln(Zx—1)+2lnx—4+—] = +o00,
x x

per cui non esiste asintoto obliquo.
Derivate

, 2[In (22 — 1) +Inz], z € (5,400
I >:{ 2[In(1—2x)+Inz, xE((O,%)) (337)
e

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Per z € (O, %) determiniamo gli zeri della derivata prima:

ffla)=0<=n(z—22*) =0 22" +2—-1=0

Ma —2z%+x—1 = 0 & priva di soluzioni nel campo reale, per cui f’ (z) # 0. In particolare
1

per x € (0, 5) e f'(z) <0, per cui la funzione ¢ ivi strettamente decrescente.
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Per z € (%, —|—oo):
f(z)=2In[z(2z — 1)] = 2In (22* — )

Determiniamo gli zeri:
f'(x):0<:>2x2—x—1:0<§>x:1
Segno di f’ 2
f(z) >0z >1,

ac>%
donde per x € (%, +00) la funzione é strettamente crescente in (1, +00), ed & strettamente

decrescente in (%, 1). Il punto x = 1 e punto di minimo relativo:

m(1,0)

Comportamento della derivata intorno alle discontinuita eliminabili.

lim f'(z)=2 lim [In(2z — 1) +Inz] = —oc0

z—sit r—1
lim f' () =2 lim [In(1—22z)+Inz] = —00
z—3 z—3

Cio implica:

(-~

Pertanto P (%, 2—1In 2) e un punto cuspidale.

Passiamo a © = 0:

lim f'(z) =2 lim [In(1 —2z) +1Inz] = —c0
z—0F +
La curva y = f (z) “parte” dal punto z = 0 con tangente verticale orientata verso il

basso.
Concavita e punti di flesso

Zeri della derivata seconda:
f”(a:)z()(z)xzz
Segno:
)
=, +OO

1 1
ff(x) >0z € (0,1)U<2

Quindi il grafico volge la concavita verso 1’alto se e solo se & € (0, %‘) U %, +oo). Viceversa,
) il grafico volge la concavita verso il basso. Il punto z = % e di flesso:

F(i,?)—ln\/ﬁ)

11
perxe(;l,g

Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato in figura (113).
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2 - lo?)

Figura 113: Grafico della funzione f (z) = (2 — 1)In |2z — 1| + 2z Inz — 4z + 4

51 Esercizio 781

Studiare la funzione

Soluzione
Insieme di definizione
Deve essere:

per cui:

11—z 11—z
—= 338
P =i m | (339)
sk
1—

xXr
0 <— +1

X = (=00, —1) U (~1,1) U (L, +00)

Intersezioni con gli assi

La prima ci da:

1—x
2~
1+.1' lJr_:r—_l
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Xz

=0=2=0
x+1

La seconda ¢ priva di soluzioni:

Sl

1+ 1+
Quindi:

(0,0) €,
essendo 7 il grafico della funzione.
Segno della funzione
F@)>0<=In|—=|>0

1—x

= >1
>1<:>{ |1 .

1+x<_

Risolviamo la prima disequazione:

11—z
> 1 <—
1+x 1+2x

Risolviamo la seconda:

<0<=zes =(-10)

11—z
1+

<—1<:>1+x<0<:X>x€52:(—00,—1)U(—1,0)
BAS
Quindi:

fx)>0<=2e5=5USy=(—00,—1)U(—-1,0)
Da cio segue che per x € S il grafico giace nel semipiano y < 0, mentre per x €
(0,1) U (1, +00), il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi
Conviene esplicitare il valore assoluto:

{ i_i> LS (_17 1]

x € (—o0,—1)U(1,+00)

11—z
1+ 2

z—1
z+1’
Quindi, ricordando che deve essere x # —1:

fx) = { =i (551), @ € (~00,~1) U (1, +00)

= (52) re(-1,1)

1+z 1+z/?

Comportamento in un intorno del punto di accumulazione x = 1:

IEI_IL f(x)= g—_Q In <g—_2) = (400) In (+00) = +00 (339)
xlgrh f(x)= 0%111 ((%) = (400) In (+00) = +0o0
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Le (339) implicano:

Jim, f (2) = +o0 (340)
La (340) implica che z = —1 ¢ un punto di discontinuita di seconda specie (punto di

infinito). Geometricamente si ha che la retta x +1 = 0 ¢ asintoto verticale del grafico
y = f(z) sia a sinistra che a destra.
Studiamo ora il comportamento in un intorno del punto di accumulazione z = 1.

lim f(z)=0-00

z—1—

Eseguiamo il cambio di variabile:

+
1—x:t:><x—>1_:>{ lfx_iot )

Ttz — 2—t
Quindi
lim f () = lim ——1In—— — 1 It —1In(2— 1)
im = lim n = lim nt—1In(2—
FucER t=0+tt—2 1—2 ts0tt—
tint tin(2—t
= lim S im L) =0,
t=0t L —2 t=0t 2t
giacche:
: . Int e
lim ¢Int = lim —— =0 (confronto tra infiniti)
t—0t t—0+ ?
— +.
lim tln (2 t):O ln2:()7
t—07+ 2—1 2~

In maniera simile:

z—1+ z—1+ z—1+ z+1

-1
lim f(z) = lim lim In (:c ) =0"

Precisamente, eseguendo il cambio di variabile:

+
r—l=t= (21T = . t=0 t
11m$*>1+:2_4>t

Da cio segue:

lim f () =0~

Cioe x = 0 ¢ un punto di discontinuita eliminabile.
Comportamento all’infinito: la funzione e manifestamente infinitesima all’infinito, poiché:

1—=x
1+

11—z
1+2x

=1-In1=0

r—+o00 r—+o0

lim f(z)= lim ‘

ln‘

Tenendo conto del segno della funzione:
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lim f(x)=0"
r—r—00
L) =0
Si conclude che 'asse x ¢ asintoto orizzontale.
Derivate
Per facilitare i calcoli, poniamo:
r—1 2
¢ (z) = = ¢ (v) =

r+1
Quindi:

Riassumendo:

) _{ oo [L+In(57)], =€ (=00, —1) U(1,+00)

— 2 1+ (2], re(—1,1)

(z+1)* 1+

Procedendo in maniera simile per la derivata seconda:

[:c—2+(ac—1) ln(%)]
1" _ (z—1)(z+1)
@) =9 Lartym(is2)]

(x—1)(x+1)3 ’

, x € (—o00,—1)U(1,+00)

w(8

x e (—1,1)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Per z € X; = (—00, —1) U (1, +00) determiniamo gli zeri della derivata prima:

, B r—1 . x—l_l
f(x)_0<:>1n( +1)— ] <= =

T r+1
e+1
T =
e—1
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Segno

f’()>0<:>$_1>1<:> et
Xz — xX
zeX; ¥+ 1 e reEX, e—1

Da cio segue che per x € X la funzione e strettamente crescente in (%, —|—oo), mentre

e+1

e strettamente decrescente in (1, %) Quindi Ty = &5

(e+1 1)
m ,——
e—1 e

Per x € Xy = (—1,1) determiniamo gli zeri della derivata prima:

e punto di minimo relativo:

11—z 11—z 1
! =0<=1 =1 <= = -
(@) n(l—l—x) I+x e
e—1 1
@x: o
e+ 1 Tmin

Segno

1— 1 1
f(z) >0 TS lemue —1,
z€Xs 1+ € Lmin

Da cio segue che per x € X5 la funzione e strettamente crescente in (—1, %), mentre
min

¢ strettamente decrescente in (m L 1). Quindi 2/, = x_1 ¢ punto di minimo relativo:

,<e—1 1)
m ,——
e+ 1 e

Ora studiamo il comportamento della derivata in un intorno della discontinuita elimina-
bile z = 1:

lim f'(z)= lim

2 z—1
r——1— _z—>—1* ((L’—l-].) |:1+hl <I+1)] = oo
lim f'(x)= lim 2 [l—i-ln (x—l)] = —00
r——171 rz——11 (ZL‘ —+ ].) x+1

Cio implica che se prolunghiamo per continuita la funzione nel punto z = 0

=2 In [ 12|, 2 e R—{-1,1}

f(""”):{o,m reR—{-1}

la funzione risulta comunque non derivabile nel punto = = 0, poiche

fo(=1) = +o0, fi(-1)=—00

Pertanto P (1,0) & un punto cuspidale.

Concavita e punti di flesso

La determinazione degli zeri della derivata seconda richiede una soluzione per via grafica
0 numerica.

Per x € X
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"(x) = = o~ 3.464
" (x) 0:6——){?3: a ~ 3.4643

Segno:

[ (x)>0 e (—o0, —1) U (a, +0)
TEX]
Quindi per z € Xj il grafico volge la concavita verso 'alto se e solo se z € (—o0, —1) U
(v, +00). Viceversa, per x € (0,a) il grafico volge la concavita verso il basso. Il punto
xr = « e di flesso:

Fa, f(a))

Per z € X5 procedendo in maniera simile, vediamo che f” (z) > 0 donde il grafico & ivi
concavo verso l'alto.

Tracciamento del grafico.

Il grafico ¢ riportato nelle figure (114)-(115).

fxy)
ﬂxmln) [

Figura 114: Grafico della funzione f (x) = ;_ﬂ In Hfi‘ in (0, 8).

52 Esercizio 783

Studiare la funzione

f (z) = arctan z* (343)
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121

101

Figura 115: Grafico della funzione f(z) = |[1%|In|{=2]

1+_$ 1+z
koK

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in

X = (0, 400)
Intersezioni con gli assi
Risulta:

Vee X, f(x) >0 (344)

Quindi:

APcyNu,

essendo ~ il grafico della funzione.
Inoltre:

0=2x¢X=PPcyny

Segno della funzione
In forza della (360) segue che il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

lim f(z) = 0" (345)

z—0t
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Per rimuovere tale forma indeterminata, calcoliamo dapprima lim,_,g+ x*, scrivendo:

x _ xlnxz
¥ =e ,
quindi:
hm+ ¥ = hm+ exlnx — ellmz*}0+ zlnz
z—0 x—0
Osserviamo che:
Inx
lim zlnz = lim —— =07,
z—0t z—0t

T
per cui:

™
li =1 = 1l =arctan1™ = —
A g S (7] = arctan17= 4

Cio implica che x = 0 e una discontinuita eliminabile. Possiamo prolungare per conti-
nuita:

fz) = { arctanz®, x>0 (346)

T _
10 SE—O

Comportamento all’infinito:

: X : X ™
lim arctanz® = arctan [ lim z% | = arctan (+o00) = —
Tr—+00 T——+00 2

Pertanto la retta di equazione 2y — 7w = 0 ¢ asintoto orizzontale a destra.
Derivate
Un calcolo diretto porge:

% (Inx
[ (z) = —1(+x2t )

2" 1424 2% — 2% — 22 (2% — 1) Inw — z (2% — 1) In 2]

(1 + 22r)?

f () =

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della derivata prima:

1
f(2)=0<=hzr+1=0<=z=-
&

Segno

1
(@) >0<=z> -
(&

Da cio segue che la funzione e strettamente crescente in (%, —i—oo), mentre e strettamente
decrescente in (%, +oo). Quindi zi, = % ¢ punto di minimo relativo:

1 ; 1
m | —,arctan —=
e’ e
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Ora studiamo il comportamento della derivata in un intorno destro di x = 0:

lim f' () = —
) = e

Cioe la curva y = f(x) parte dal punto x = 0 con tangente verticale orientata verso
I’alto.

Concavita e punti di flesso

Zeri della derivata seconda:

["(z)=0+= 2 =a~1.378
Segno:

f"(x) >0<=2z€(0,a)
donde il grafico volge la concavita verso l'alto in (0,«), mentre in (a,+00) volge la
concavita verso il basso.

Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato nelle figure (116)

Figura 116: Grafico della funzione f (x) = arctan z®

53 Esercizio 784

Studiare la funzione
f(x) =sina® (347)
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Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in

X = (0, +00)
La funzione non ¢ periodica:
S+ 2km) # f (z)
Intersezioni con gli assi
Risulta:
fx)=0<= 2" =knr (348)

Questa equazione va risolta per via grafica, ricercando le ascisse dei punti di intersezione
della curva y = x® con le rette y = km, con k € N — {0}, come riportato in figura 117.

20+

10

Figura 117: Intersezione della curva y = x* con le rette y = km per alcuni valori di k.

Le radici sono le ascisse dei punti di intersezione del grafico della funzione con I'asse x.
Comportamento agli estremi

lim f(z) = 0" (349)

z—0t

Per rimuovere tale forma indeterminata, calcoliamo dapprima lim,_,o+ x*, scrivendo:
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T zlnz

¥ =e ,
quindi:
lim ¢ = lim exlnx — elimz%(ﬁ zlnz
z—0t z—0t
Osserviamo che:
Inz
lim rlnz = lim —— =07,
z—0t z—0t

xT

per cui:

lim 2" =1" = lim f(z)= (sinl)”

z—0t z—0t
Cio implica che x = 1 e una discontinuita eliminabile. Possiamo prolungare per conti-
nuita:

sinz®, x>0
flz) = { sinl, =0 (350)

Comportamento all’infinito:

3 lim sinz = # lim f ()

T—>+00 T—+00
Cioe la funzione ¢ non regolare all’infinito.
Pertanto la retta di equazione 2y — 7w = 0 ¢ asintoto orizzontale a destra.
Derivate
Derivata prima

[ (x) =2 cos (%) (1 +Inx)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Un punto di estremo relativo si ottiene risolvendo 1'equazione (ricerca degli zeri di f'):

1
l+lhnhe=0=— 2= -
e

Lo studio del segno di f” implica che z = e~! & un punto di minimo relativo.
I rimanenti punti di estremi si ottengono dall’andamento della funzione sin. Precisamen-
te:i punti di massimo relativo sono le soluzioni dell’equazione:

xm:g+2k7r, con k € N,

che va risolta per via grafica o numerica.
I punti di minimo relativo sono invece le radici dell’equazione:
3
x"”:7+2k7r, con k € N
e anche questa va risolta per via grafica, con lo stesso procedimento riportato in figura
117, in cui vediamo che nel caso degli zeri, le soluzioni si addensano al crescere di x.
Tracciamento del grafico.
11 grafico e riportato nelle figure (118)
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Figura 118: Grafico della funzione f (z) = sina®

54 Esercizio 785

Studiare la funzione

flz) =o' (351)
Kk

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in

X = (0, +00)
Intersezioni con gli assi
Risulta:

Vee X, f(x) >0 (352)

Quindi:

APcyNnu,

essendo v il grafico della funzione.
Inoltre:
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0=2x¢ X =3PPcyny

Segno della funzione
In forza della (352) segue che il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

lim gV =0t (353)
x—0

Cio implica che x = 0 e una discontinuita eliminabile. Possiamo prolungare per conti-
nuita:

1/x
ro={,"" 770 (354

Comportamento all’infinito:

lim 2'/* = o’
Tr——+00

Per rimuovere tale forma indeterminata scriviamo:

Inz

fla)= et = et

Quindi:
lim /% = elimarre 5
r— 400
Percio cacoliamo
) Inzx .
lim — =0= lim f(z)=1
r—+oco T Tr—400

Pertanto la retta y = 1 ¢ asintoto orizzontale.
Derivate
Un calcolo diretto porge:

f(x) = e (Inz —1)

ff(z)=2= (1-3z+2(z—1)lnz+In’z)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Zeri della derivata prima:

ff(x)=0<=her—-1=0<=z=c¢

Segno

() >0<=x € (0,¢)

Da cio segue che la funzione ¢ strettamente crescente in (0, e), mentre & strettamente
decrescente in (e, +00). Quindi Ty, = € € punto di minimo relativo:

m (e,el/e)
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Ora studiamo il comportamento della derivata in un intorno destro di x = 0:

1-2x
T

lim f'(z)=— lim 2 = (lnz—1)=0"

z—0t z—0t
Cioe la curva y = f (z) parte dal punto = = 0 con tangente orizzontale.
Concavita e punti di flesso
Zeri della derivata seconda:

f"(z) =04+= 2 =a~0.5819
Segno:

f"(x) >0<=z€(0,a)

donde il grafico volge la concavita verso l'alto in (0,«), mentre in (a,+o00) volge la
concavita verso il basso.

Tracciamento del grafico.

Il grafico ¢ riportato nelle figure (119)

y

f(Xmax)

1 Xpax 5 6 7 8 9 10 111213 14 1516 17 18 19 20

Figura 119: Grafico della funzione f (z) = x'/®

55 Esercizio 786

Studiare la funzione

f ) = (355)




Kk

Soluzione
Insieme di definizione
Conviene esplicitare subito il valore assoluto:

|m2—m‘— 22 —x, 1€ (—00,0]U[l,+00)
T oz —a?, z e (0,1)

Quindi:

VT —a] = { \/i:_’g: x € (—00,0l U1, +00) (356)

z € (0,1)

Esplicitiamo il valore assoluto in (356):

—x, z € (—00,0]

Va+|z?2 -z =S =, r € [1,+00) (357)
V2r — a2, x€(0,1)

A questo punto dobbiamo imporre = # 0, quindi:

_%7 YIS (_007 0)
fl@)=1 3 z € (0,+00) (358)
\/ﬁ; z € (0,1)
Da cio segue che I'insieme di definizione é:
X = (—00,0) U (0, +00) (359)
Intersezioni con gli assi
Risulta:
Vee X, f(x) >0 (360)
Quindi:
AP cynu,

essendo 7 il grafico della funzione.
Inoltre:

0=2x¢ X =3P cyny

Segno della funzione

In forza della (360) segue che il grafico giace nel semipiano y > 0.
Comportamento agli estremi

Siccome il grafico di 27! & banale, studiamo la funzione in (0, 1):

1
r) = —=—=, v€ (0,1
@)= *€O
Comportamento in un intorno destro di z = 0:
lim f(z) = +oo, (361)

z—0t
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per cui I'asse y € asintoto verticale sia a destra che a sinistra, giacché per x — 07, si ha
—% — +o00. Il punto z = 1 e di continuita sia a sinistra che a destra:

lim f ()= li 1 1
a:igl* v _;ELI?*,/Q:L»_:EQ B

i = ]lim — =1
Jim f(z) = lim

Quindi:

lim f (z) =1 (362)

rz—1

Derivate
Per quanto detto, ci limitiamo all’intervallo aperto (0, 1):

_ 1 _
f(z) = di (22 — 2?) Ve —3 (22 — 2?) 3/2(2—2x)
x
B r—1
(2¢ — 2)°
d r—1
1 -
f (l‘) - dr (2:[; B 332)3/2
(e -2 (@ -1) 3 (20 -2 (2 22)
B (2x — z2)°
_ (2x—x2)3/2 20 — 22 4+ 3(z — 1)°
(22 — a2)°
B 222 —4x + 3
(2x — x2)°
Riassumendo
—1
J(@) = ——— (363)
(22 — 22)°
i = 2 A
(2x — 22)°

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Risulta:

Vo e (0,1), f(z) <0

per cui la funzione ¢ strettamente decrescente in (0, 1).
Ora studiamo il comportamento della derivata in un intorno di x = 1:

-1
lim f'(z) = lim T
z—1- r—1— (21‘ . :[,’2)3
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Per z > 1¢ f'(z) = —=%, quindi:

. .1
lim f'(r) = — lim — = —1
r—1+t z—1t T
Si conclude che il punto x = 1 ¢ di raccordo per la funzione, cioe e di continuita per la
funzione, ma non lo ¢ per la derivata prima. Piu precisamente, la funzione non e derivabile

in x = 1 ma lo ¢ a sinistra e a destra, risultando:

fL(=)=0, fi(l)=-1
Quindi il punto P (1,1) del diagramma cartesiano ¢ un punto angoloso. Scriviamo le
equazioni delle semirette tangenti 7_ e 7, a sinistra e a destra in z = 1:

) y=1
T4) T=—c+2

Concavita e punti di flesso
Risulta:

Vo e (0,1), f"(z)>0,

per cui il grafico volge la concavita verso l'alto in (0, 1).
Tracciamento del grafico.
Il grafico ¢ riportato nelle figure (120)- (121)

Figura 120: Grafico della funzione f (z) = —Hl —
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Figura 121: Grafico della funzione f (r) = ———— in un intorno di * = 1. Le rette in
v/ T+|z2—x|

tratteggio sono le rette tangenti nel punto angoloso P (1,1).
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56 Esercizio 787

Studiare la funzione

1
f(x)=sinz+ 5 sin 2z (364)

kkx

Soluzione

Insieme di definizione

La funzione & definita in (—oo,+00); trattandosi di una funzione periodica conviene
studiare la funzione nellintervallo [0, 7], essendo 7' il periodo della funzione. Osserviamo
che sin 2z ha periodo 7, mentre sin z ha periodo 27, per cui ¢ T' = 27.

Intersezioni con gli assi

Osserviamo che la funzione puo essere scritta come:

f(z)=sinz (1 + cosz) (365)
Quindi:

f(z) =0<=sinz =0,cosz = —1
— x=0,m27r

Le interesezioni sono:

(0,0) € v, (m,0),(27,0) e yNx

essendo 7 il grafico della funzione.
Segno della funzione

f(x) >0<«=sinx(l+cosz) >0
<~z e (0,m)
Cioe per z € (0,) il grafico giace nel semipiano y > 0, mentre per x € (7, 27) giace nel
semipiano y < 0.

Derivate
Un calcolo diretto porge:

f'(z) =2cos’ v +cosx — 1 (366)
f"(x) = —sinz (4cosx + 1)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Determiniamo gli zeri della derivata prima:

1
f’(x):()<:>cosx:—1,§

T 5
T, —, =T
33

<~
z€[0,27]
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Studiamo il segno:

f’(x)>0<:>cosx>%<:>x€[ g) ( }

per cui la funzione e strettamente decrescente in [ %) (

decrescente in (%, gw) Da cio segue:

}, mentre e strettamente

3
r = g e punto di massimo relativo: M (73T {)

o o 3V3
xr = — ¢ punto di minimo relativo: M , L_
3 3 4
Si osservi che il punto estremale x = 7, non € un punto estremante, probabilmente ¢ un

punto di flesso a tangente orizzontale. Cio verra chiarito dallo studio della derivata seconda.
Concavita e punti di flesso

Ricerca degli zeri della derivata seconda:

1
f”(ﬂl?) =0<«=sinz =0, cosz = ——

sine = 0 <= z = 0,m,27. Per cosz = —% si puo risolvere per via grafica. Cio e
mostrato in figura 122.

|
e
N
Q -
N
N
5
N
N
N
>c

Figura 122: Ricerca delle soluzioni dell’equazione trigonometrica 4cosz + 1 = 0 e della
disequazione 4 cosx + 1 > 0.
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Qui vediamo che

1
cosr=—-=0 <= r=aq, 21 — a, essendo o >~ 1.823
4 z€[0,7]

1
cosT > —— <[T>] z € [0,a) U (2m — a, 0]
xe|0,m

Studio del segno:

f"(x) =0<=sinx(4dcosz +1) <0
<~z € (a,m)U (2T — a,2m)
Si conclude che per x € (a,7) U (2r — o, 27) il grafico volge la concavita verso l'alto,

mentre per z € (0, ) U (7, 2w — «) volge la concavita verso il basso. Abbiamo percio i punti
di flesso:

Fi(a, f(a)), Fp(m0), Fs(2m —a, f (27 — a))

Come anticipato, z = 7w € un punto di flesso a tangente orizzontale.
Tracciamento del grafico.
11 grafico e riportato nelle figure (123)

f(xmax) [

Figura 123: Grafico della funzione f () = sinz + 3 sin 2z
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57 Esercizio 788

Studiare la funzione

f(z)=In(Vz-1) (367)

Kk

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione & definita per  tale che \/z — 1 > 0, cio¢ per z > 1, quindi

X =(1,+00)

Intersezioni con gli assi

f@)=0<=Vr—-1l=1l<z=4= (4,0) eyNu,

essendo ~ il grafico della funzione.
Inoltre:

0=2x¢X=PPcyny

Segno della funzione

f@)>0<=Vr—-1>1<z>4

Cioe per z € (4, +00) il grafico giace nel semipiano y > 0, mentre per = € (0,4) giace nel
semipiano y < 0.
Comportamento agli estremi

Jip /) = -o0

per cui 'asse y e asintoto verticale a sinistra.
Comportamente all’infinito:

lim f(z) =+o0
T——+00

Il grafico e privo di asintoti obliqui a causa della divergenza logaritmica. Infatti, calco-
lando il limite del rapporto f (x) /x si trova:

PAC)

xr——+00 €T

=0

Derivate
Un calcolo diretto porge:

) 1
o=

Omettiamo il calcolo della derivata seconda, poiché la concavita si deduce facilmente.
Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti

(368)
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La derivata prima ¢ manifestamente priva di zeri, per cui non esistono punti estremali.
Passiamo allo studio del segno:

ff(x) >0« Vr<uzx (369)

Anziché applicare il procedimento standard di risoluzione di una disequazione irrazio-
nale, vediamo a “occhio” che la (369) e verificata per ogni x € X, donde la funzione & ivi
strettamente crescente.

Tracciamento del grafico.

Il grafico e riportato nelle figure (124)

y=1v x =1

Figura 124: Grafico della funzione f (z) =In (y/z — 1)

58 Esercizio 789

Studiare la funzione

[ (@) =e=? (370)

Kksk

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita per  tale che 1 — z2 # 0, quindi

X = (=00, ~1) U (=1,1) U (1, +00)
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Intersezioni con gli assi

Ve X, f(z)>0= PP cynx (371)

[(0)=e=(0,e) eyNy,

essendo v il grafico della funzione.

Simmetrie

La funzione ¢ pari: f(—xz) = f (x), quindi il grafico & simmetrico rispetto all’asse y.
Segno della funzione

Dalla (371) vediamo che il grafico giace nel semipiano y > 0.

Comportamento agli estremi

lim f(x)=eF =" =+00 (372)
r——1t

lim f(z) = e = e = 0"
rz——1"

Dalle (372) segue che il diagramma situato nel semipiano = > —1 ¢ asintotico alla retta
verticale x = —1, mentre il diagramma situato nel semipiano x < —1 ha, per z = —1, un
punto di arresto.

Per calcolare i limiti per  — 1%, sfruttiamo la simmetria del diagramma rispetto all’asse
y, ottenendo:

lir{1_ f(xz) =400 (373)
111{1+ f(z)y=0"

Dalle (373) segue che il diagramma situato nel semipiano x < 1 ¢ asintotico alla retta
verticale z = 1.
Comportamente all’infinito:

;r—1>I—Poo f (x) fé:eri z—l>r—noo f (Q?)

Quindi la retta y = 1 ¢ asintoto orizzontale a sinistra e a destra.
Derivate
Un calcolo diretto porge:

X

(a? —1)°

") — 2f ( ot —4x% — 1
@) = 2 ) T

f'(x) =2f (x) (374)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Ricerca degli zeri della derivata prima:

f(2)=0<=2=0
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Quindi abbiamo il punto estremale z = 0.
Studio del segno:

f'(x) >0« 2z€(0,1)U(1,+00)

Quindi la funzione & strettamente crescente in (0,1) U (1,400) ed & strettamente de-
crescente in (—oo,—1) U (—1,0). Da cid segue che 2 = 0 ¢ punto di minimo relativo:
m (0, 2e).

Determiniamo ora il comportamento della derivata prima in un intorno sinistro di x = 1:

. / .

Quindi il ramo del diagramma uscente dal punto (1,0) ¢ ivi tangente all’asse x.
Procedendo per simmetria rispetto all’asse y:

lim f'(z) =

r——1"
Cioe la curva si arresta in z = —1 tangente all’asse x.

Concavita e punti di flesso
Ricerca degli zeri della derivata seconda:

f”(x):O<:>3$4—4902—1:0<:>x:_\/3(2+\/_> \/ <2+\/_>

Studio del segno:

" 3zt — 422 —-1>0
f(:c)>0<:>{ 2 £ 1

LS (xfm _1) U (_17 1) U (1,1']02) )

,/ 2+\/_ xfg ,/ 2+\/_

Il diagramma volge la concavita verso l'alto per z € (w f,—1)U(=1,1)U(1,xyp,), mentre
volge la concavita verso il basso per x € (—oo, xy, ) U (zy,, +00). Qumdl abbiamo i due punti
di flesso x4, xy,:

Fy <— %(Q—I-\/?),e—f?s—l) : F2< %(2+\/7),6—f3_1>

Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato nelle figure (125)

essendo:

59 Esercizio 790

Studiare la funzione

fx)==x (g — arctan a:) (375)
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1

Figura 125: Grafico della funzione f (z) = e1-#?
Kok

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita in tutto R:

X = (—00,+00)

Intersezioni con gli assi

f(x)=0<=2=0=(0,0) € v

essendo v il grafico della funzione.

Simmetrie

La funzione non ha parita definita, per cui il grafico non presenta simmetrie.
Segno della funzione

Risulta:

T m
Ve € X, arctanz < 5 = 5~ arctanx > 0

Quindi:

fx)>0<=2>0

Da cio segue che il grafico giace nel semipiano y > 0 per x > 0, mentre per z < 0 giace
nel semipiano y < 0.
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Comportamento agli estremi

per cui:

(376)

lim z

Per risolvere la (376) utilizziamo il seguente cambio di variabile:
t = arctan x (377)
Cio implica:
r— +o00 —= 1t — E_
5 0
(z - arctan:c) = lim 2 = -2 Jim sin?t=1"
t—»z- cott 0 sz

T—+00
segue che la retta y = 1 ¢ asintoto orizzontale a destra.
Per x — —oc:
T T
lim f(2) = (=00) - (5+5)
Vediamo se esiste un asintoto obliquo a

T——00

Quindi la funzione diverge negativamente.

sinistra:
m = lim f () = lim <Z — arctan 1:) =T
T——00 X rT——00
n= lim [f(x)—mz]=— lim z (E + arctan x)
T—r—00 T—>—00 2

Calcoliamo a parte:
lim =z
r—r—00

T
(— + arctanx) =0-00
Per rimuovere tale forma indeterminata eseguiamo il cambio di variabile (377), osservando

che:
r— —00—1— 3
per cui:
. T . 5+t 0 . .
lim =z (— + arctanx) = lim 2 —_a_ lim sin?t=—1
T——00 t——2+ cott 0 T

Da cio segue:
) T

n=— lim zx (— +arctanx> =1

r—r—00

Pertanto la retta di equazione:
y=mxr+1,
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e asintoto obliquo a sinistra.
Derivate
Un calcolo diretto porge:

f(x)= g —arctans — g (378)
iz _ 2
[ () = _(1 +x2)2

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Per lo studio della derivata prima, poniamo:

de

b (z) =
6(x)

<
| N

— arctanx

x
1+ 22’

onde:

Osserviamo che

VeeR, ¥ (x)>0

Quindi dobbiamo cercare eventuali intersezioni tra le due curve:

M) y=1v(), Y2) y = ¢ ()

La prima si traccia facilmente, tenendo presente l'andamento di — arctanx, per poi
traslare di m/2 nel verso positivo dell’asse y. Riguardo a 75 si ha:

lm ¢ () = 0, ¢ () = ——2

—— >0 e (-11)
z—300 (1+£I§'2)

Quindi ¢ (x) presenta un minimo relativo in (—1, —1/2) e un massimo relativo in (1, 1/2).

Siccome ¢ infinitesima all’infinito ed & ovunque continua, i suddetti estremi realtivi sono
anche estremi assoluti, onde |¢ ()| < 3. Inoltre

1 ™ 1
¢G):z>§

Da cio segue che ¢ (z) > ¢ (), Vo € R, come vediamo dal grafico di figura (126).
Si conclude che Vx € R, f'(z) > 0, onde la funzione ¢ strettamente crescente.
Concavita e punti di flesso

Risulta:

Voee X, f"(x) <0,

per cui il grafico volge sempre la concavita verso il basso.
Tracciamento del grafico.
I1 grafico e riportato nelle figure (127)
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Figura 126: Andamento delle curve v1) y = ¢ (z), 2) y = ¢ (2)
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Figura 127: Grafico della funzione f(z) = z (3 — arctan )
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60 Esercizio 791

Studiare la funzione

fx)=x 21— (379)

Soluzione
Insieme di definizione
La funzione e definita per ogni x # 1

X = (—o00,1) U (1,+00)

Intersezioni con gli assi

fx)=0<=2=0= (0,0) € v
essendo 7 il grafico della funzione.
Simmetrie
La funzione non ha parita definita, per cui il grafico non e simmetrico ne rispetto all’asse
y e ne rispetto all’origine delle coordinate.
Segno della funzione

f(x)>0<=2>0

Segue che il grafico giace nel semipiano y > 0 se e solo se x > 0.
Comportamento agli estremi

lim1 f@)=1 -2 =+c0 (380)
z—1—

; — 1+t .90 _nt+
mlim1+ flx)y=17-2 0

Dalle (380) segue che il diagramma situato nel semipiano x < 1 ¢ asintotico alla retta
verticale x = 1, mentre il diagramma situato nel semipiano x > 1 ha, per x = 1, un punto
di arresto.

Per calcolare i limiti per x — 17, sfruttiamo la simmetria del diagramma rispetto all’asse
y, ottenendo:

lir?_ f(xz) =400 (381)
lir{1+ f(z)=0"

Dalle (373) segue che il diagramma situato nel semipiano x < 1 ¢ asintotico alla retta
verticale z = 1.
Comportamente all’infinito:

lim f(z) = (+00) 27" = +o0

T—+00

lim f(z)=(-00) 27" = —c0

T—r—00



Ricerca di eventuali asintoti obliqui:

x 1
gtoo T z—+oo 9

T——+00 2 T—r+00

1 . 1
ny = lim {f(ﬂi)——:c]: lim x(2i+z—§):0~oo
Per rimuovere tale forma indeterminata procediamo nel seguente modo:

.1
im 2 (275 —2) = lim f(zlfz —1)
Tr—+0c0 2 r——400 2

, 9 porTE —1
= lim —

400l —x 2 2
11—z

. x . 2m%% — 1
= lim | lim ——s—
z—+oo | — xr—+00 1=

J/

Calcoliamo il secondo limite:

. 2= —1 0
N (382)
Eseguendo il cambio di variabile:
. 2
S 1-2’
riconduciamo il limite (382) al limite notevole:
2t —
lim =In2
t—0
Finalmente:
ny=—1In2
Pertanto la retta di equazione:
1
y=35t- In 2 (383)

E asintoto obliquo a destra.
Per la ricerca dell’asintoto obliquo a sinistra, perveniamo agli stessi risultati:
1
mo = §,n2 = —ln2

onde la retta (383) ¢ asintoto obliquo sia a sinistra che a destra.
Quindi la retta y = 1 ¢ asintoto orizzontale a sinistra e a destra.
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Derivate
Un calcolo diretto porge:

%x2+2x(1n2—1)+1

"(z) =2 384
P @ o (33
") — %IHQ[x(IHZ—l)—I—l]

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Ricerca degli zeri della derivata prima:
flf(@)=0<=2+2x(In2—1)+1=0

Osserviamo che il discriminante di 22 + 2z (In2 — 1) +1 =0 &

A=1In2(In2-2) <0,

onde 22 + 2z (In2 —1)+1 =0 > 0, Vo = f'(z) > 0, cioe la funzione ¢ strettamente
crescente.
Determiniamo ora il comportamento della derivata prima in un intorno destro di x = 1:

1+x

21
. ! o . 2 o . .
Jig 7o) = iy 20020 1) iy B
2+5,ln2
Calcoliamo a parte il secondo limite:
270
lim ——— =~
z—1t (1 — ;p) 0
Eseguiamo il cambio di variabile:
1 2
T t—=>1—-—0x=—-
11—z t+1
Quindi:
14 2
21-= t+1
lim o L
z—1+ (1 — x) t——o0 2-t
Percio:
li ! =0

Si conclude che il ramo del diagramma uscente dal punto (1,0) ¢ ivi tangente all’asse x.
Concavita e punti di flesso
Ricerca degli zeri della derivata seconda:

1

" (@) = m2—1)+1= -
/" (x) =0<= z(In )+ 0=z T3

Studio del segno:

273



" () >0<=x € (—o0, 1)U (1,zy),
essendo:

B 1
ARSI
Il diagramma volge la concavita verso l'alto per z € (—oo,1) U (1, zf), mentre volge la
concavita verso il basso per x € (zy, +00). Quindi abbiamoil punto di flesso z:

1 2
F
1(1—1n2’62(1—1n2))

Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato nelle figure (128)

Figura 128: Grafico della funzione f (z) =z - 21+

61 Esercizio 792

Studiare la funzione

f(x) =sin’z (385)

Kk
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Soluzione
Insieme di definizione
La funzione ¢ definita per ogni x € R
X = (—00,+0)
La funzione ¢ periodica di periodo 27, quindi studiamo la funzione in [0, 27].
Intersezioni con gli assi
fx)=0«<=2=0,721r = (0,0) € v, (7,0),(27,0) eyNz
essendo ~ il grafico della funzione.
Segno della funzione
f(x)>0<=x¢€(0,m)

Segue che il grafico giace nel semipiano y > 0 per z € (0, 7), mentre per x € (m,2m) il
grafico giace nel semipiano y < 0.

Derivate

Un calcolo diretto porge:

f'(z) = 3sin® v cos & (386)
f"(z) = 3sinz (3cos’ z — 1)

Studio della monotonia e ricerca degli estremi relativi ed assoluti
Ricerca degli zeri della derivata prima:

f’(x):O<:>ac:0,g

U (;w,%)

0, %) U (%7?,2%), mentre ¢ strettamente

, T, 571', 21

Studio del segno:

f(x) >0<=z¢€ <0,

onde la funzione ¢ strettamente crescente in

decrescente in (7—;, %7‘(‘)

xr = g ¢ punto di massimo relativo: M (g, 1)
3 oo . 3
T=gme punto di minimo relativo: m 3™ —1

Si osservi che il punto estremale x = 7 non e punto estremante. Probabilmente ¢ un punto
di flesso a tangente orizzontale. Cio apparira chiaro nello studio della derivata seconda.

Concavita e punti di flesso

Ricerca degli zeri della derivata seconda:

f"()=0<=2=0,7,2ma,2r —a,f,2r — (3,

essendo:
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1 m
Q. = arccos —, con a € (0, —)

V3 2
1 s
8 = — arccos %, con 3 € <§,7r>

Per lo studio del segno iniziamo ad osservare che:

3cos’z —1>0 <<=z €[0,a)U(B,2r — B)U (21 — a,27]

Il segno della derivata seconda ¢ quello del prodotto sin x (3 cos® z — 1), quindi:

") >0<=2x€0,0)U(B,m)U (2 —B,21 — )

Quindi il grafico & concavo in [0, ) U (5, 7) U (21 — 3,271 — ), ed & convesso in («, 5) U
(7,27 — B) U (2 — o, 27). Abbiamo percio i punti di flesso:

2 /2 2 /2 2 /2 2 /2
Fy (C%g\/;) , By (5,—5\/;) , F3(m,0), Fy <2W—5,—§ g) I (27— @ =3 g)

Tracciamento del grafico.
11 grafico e riportato nelle figure (129)

Figura 129: Grafico della funzione f (z) = sin®z
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62 Esercizio 793

Studiare la funzione

f(z) = sin |z (387)

Kokok

Soluzione
Lo studio di questa funzione e immediato, poiche:

sinz, x>0

—sinz, * <0 (388)

ro={

Quindi il ramo del diagramma nel semipiano z < 0 ¢ il simmetrico rispetto all’asse y del
ramo del diagramma nel semipiano x > 0. L’origine delle coordinate ¢ un punto angoloso:

f’(:}c):{ cosz, >0

—cosz, r<0

Quindi:

fL0)=-1, f1(0)=1

Tracciamento del grafico.
Il grafico e riportato nelle figure (130)

=

0
]
|
|
N
|
oS
N
|
N

Figura 130: Grafico della funzione f (x) = sin |z| nell'intervallo [—27, 27].
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