Cursul 1

Multimi. Relatii. Functii.
Ordinali si cardinali

Incontestabil, fundamentarea unui sistem teoretic al oricaruia dintre domeniile stiintelor moderne
aflate in sfera de influentd a matematicii nu poate eluda notiuni precum cele de multime, relatie si
functie. Respectand un asemenea principiu, cursul de fata face o referentiald expunere a unor astfel
de notiuni, precum si a catorva inrudite lor, tratdnd succint aspecte definitorii ale acestora. Cum,
aproape in majoritate, chestiunile expuse aici sunt, intr-o anumitd méasura, familiare celor carora li se
adreseaza, prezentarea rezultatelor relative la ele nu este facutd si cu demonstratiile de rigoare. Lista
bibliografica din final incearcd atenuarea acestei voite omisiuni, venind in sprijinul tuturor acelora
dintre destinatarii prezentelor note de curs.

Multimi

In viziunea lui Georg Cantor, notiunea de multime apare, definitd in 1897, ca “un tot unitar, cu
elemente distincte, in care ordinea de dispunere a elementelor nu are importantd”. O asemenea definitie
este deficitard insd, deoarece, in virtutea ei, nu orice colectie de “obiecte” constituie o multime. Astfel,
ludnd in atentie ansamblul Ens al tuturor multimilor si admitdnd ca acesta este o multime, putem
sustine cagi M = {X € Ens | X ¢ X} ar fi o multime, situatie in care ar fi valid paradoxul lui Bertrand
Russell, datat din 1899, potrivit ciruia nu am putea decide dacd M € M sau M ¢ M. Evitarea unei
asemenea antinomii se poate realiza fundamentand notiunea de multime pe baza sistemului de axiome
propuse de E. Zermelo gi A. Fraenkel. Acestea, redate aici incepand cu grupajul ZF1 ~ ZF8 si
terminand, dupé definitia intercalata in context, cu ZF4 ~ ZF7, au proprietitile de noncontradictie,
independenta, completitudine si categoricitate intru consistenta teoriei multimilor.

ZF1. Axioma determinarii: “Daca A si B sunt multimi, iar orice element al lui A este in B si
reciproc, atunci A = B.”

ZF2. Azioma multimilor elementare: “i) Existd multimi vide, generic notate cu &; i1) Daca
a este un obiect arbitrar, atunci existd multimea {a} care-1 contine pe a ca unic element; iii) Daca a
i b sunt “obiecte” diferite, atunci existd o multime {a, b} care contine pe a si b ca elemente unice.”

ZF3. Axioma bazei: “Orice multime nevidd X contine mécar un element x aga incat z si X nu
au nimic in comun. Dacd B este o proprietate ( sau un ansamblu de proprietdti ) pentru elementele
x ale lui X, atunci existd o multime Y care contine toate elementele din X cu proprietatea B gi nu
contine alte elemente.”

Definitia 1.1 *) O multime B se numeste inclusda in multimea A, cand orice element al lui B
este in A si acest fapt se consemmneaza prin B C A.

**) Prin submultime ( parte ) a unei multimi A se intelege o multime inclusa in A.

*¥*F) Submultimile lui A diferite de @ gi A se numesc proprii, pe cind & gi A sunt denumite sub-
multimi improprii ale lui A.

ZFj. Axioma submultimilor: “Pentru orice multime A, existd o multime P(A) care contine
exact submultimile lui A.”

ZF5. Axioma reuniunii: “Pentru orice multime A de multimi, existd o multime B care contine
numai elementele multimilor din A.”



ZF6. Axioma alegerii: “Pentru orice multime M de multimi nevide, mutual disjuncte, exista o
multime care contine exact cdte un element din fiecare multime din M.”
ZF7. Axioma infinitului: “Existd o multime C' care satisface conditiile urmaétoare:
a) @ este un element al lui C;
b) Dacd z este din C, atunci si { = } este din C.”
Observatii:
1) Exprimata prin ZF1 ~ ZF7, axiomatica lui Zermelo si Fraenkel elimind paradoxul (antinomia)
lui Russell, cu evidenta.
2) Notatd cu P(A), dupd cum se precizeazd in ZF4, multimea partilor unei multimi A are, cu
certitudine, pe @ ca element, adica @ € P(A), intrucat @ C A, oricare ar fi A.
3) In conformitate cu ZF1, dac doud multimi A si B sunt asa incat A C B C A, atunci spunem
ca A gi B sunt egale, notand acest fapt prin: A = B.

Definitia 1.2 O multime A de multimi se numeste tranzitiva daca, VX € A, X este din P(A).

In conformitate cu aceastd definitie, multimea vidi este tranzitivi.
Relativ la “C”, sunt de mentionat proprietatile din cadrul urmatorului enunt:

Propozitia 1.1  j) A C A, pentru orice multime A;
) AC B si BC A implica A= B;
i) AC B gi BCC implica AC C.
Definitia 1.3 [) Complementara absolutd a unei multimi A este, prin definitie, multimea

ll) Complementara relativa a multimii A in raport cu o (alta) multime B DO A este, prin definitie,
multime B\ A, notata cu C’f, unde B\ A inseamna diferenta multimilor B si A, adica
multimea {z € B si z ¢ A}.

Cand, fixatd fiind, multimea B se subintelege, notatia pentru complementara relativd a unei
multimi A, in raport cu B, se simplificd, scriind Cy4 in loc de Cf.

Definitia 1.4  a) Se numeste reuniune a doud multimi A gi B multimea {x € A saux € B},
notatda cu AU B.

b) Intersectia a doud multimi A gi B, notata cu AN B, este multimea tuturor elementelor care
apartin simultan multimilor A si B, adica: ANB ={z |z € A gi x € B}.

¢) Diferenta simetricd a doud mullimi A si B, notata cu AAB, este, prin definitie, multimea

(A\B)U (B\ A).
Propozitia 1.2 Operatiile de reuniune, intersectie, diferenta, diferenta simetrica si complementariere
au proprietatile exprimate prin urmatoarele egalititi, care au loc oricare ar fi multimile implicate A,

B g1, acolo unde este cazul, C':

1. AUA=ANA= A (idempotenta);



2. AUG =A; AND =0;
3. AU(BUC)=(AUB)UC (asociativitatea reuniunii);
4. AN(BNC)=(ANB)NC (asociativitatea intersectiei);
5. AUB=BUA; AN B = BnNA (comutativitatea);
6. AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (distributivitatea intersectiei fata de reuniune);
7. AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (distributivitatea reuniunii fata de intersectie);
8. Co, = A;
9. Caup =CaNCp; Canp = CaUCp (legile lui De Morgan);
10. A\ (BUC)=(A\B)N(A\C); A\(BNC)=(A\B)U(A\C);

11. (AUB)\C=(A\C)u(B\C); (AnB)\C=(A\C)Nn(B\CO);
12. AU(ANB)=A; AN(AUB) = A (absorbtia);
13. AAA=2; AAB = BAA; AA@ = A;
14. AA(BAC) = (AAB)AC.
Operatiile de reuniune si intersectie se pot extinde la cazul unei multimi (familii) de multimi. Astfel,

daca I este o multime de indici, iar {4;};cr o familie de multimi (indexatd dupa I), atunci reuniunea
tuturor multimilor A;, notatd cu UA,-, este (prin definitie) multimea {z | 3¢ € I, incat x €

i€l
A;}, iar intersectia mAi este multimea {z | z € A;,Vi € I}. Cand I este finitd, de exemplu
el
I ={1,2,...,n} (n € N*), atunci notatiile pentru reuniunea si respectiv intersectia multimilor A;

n n
(1 =1,n), se adapteaza in mod corespunzitor (U A; ¢l respectiv U Ay).
i1 i1

Definitia 1.5 Produsul cartezian a doud multimi nevide A gi B, notat cu AX B, este, prin definitie,
multimea tuturor perechilor ordonate (a,b) cua € A gib € B, adica multimea {(a,b) |a € A si b€ B}.

Pentru un numar finit de multimi nevide Ay, Ao, ..., A,, avem:

A1><A2X...XAn:{(al,ag,...an) | CLlEAl,CLQEAQ,...,anEAn}.

In cazul in care Aj, Ao, ..., A, coincid, avind A; = Ay = ... = A, = A, produsul cartezian
Ay x As x ... x A, se noteazd, mai simplu, cu A™.

Propozitia 1.3 Oricare ar fi multimile nevide A, B si C, au loc egalitatile:
1. Ax (BUC)=(AxB)U(AxC);
2. Ax (BNCO)=(AxB)Nn(AxC);



3. (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C);
4. (ANB)xC=(AxC)Nn(BxC).

Relatii

Definitia 1.6 i} O relatie R de la multimea arbitrara A # & la multimea oarecare B # & este,
prin definitie, o submultime a produsului cartezian A x B. Terminologic, spunem ca R este o
relatie binard intre elemente ale lui A gi elemente ale lui B. Daca (z,y) € R C A X B, citim
ca = este in relatia R cu y (unde x € A siy € B, cu (x,y) € R) si, de cele mai multe
ori, scriem xRy (in loc de (x,y) € R). Multimea {x € A | 3y € B astfel incit (x,y) € R}
se numeste domeniul relatiei R si, notata cu D(R), este, evident, submullime (proprie sau
improprie) a lui A. Multimea {y € B | 3z € A astfel incdt (x,y) € R} poarta denumirea de
codomeniu al relatiei R, fiind notata, ca submultime a lui B, cu Im(R).

i} In cazul in care A = B, o relalie binard (pe A) este o parte a produsului cartezian A% si se
numeste omogena.

iii} Inversa unei relatii binare R C Ax B, notatd cu R™1, este, prin definitie, relatia {(y,z) | vRy}.

i} Daci R C Ax B gi S C B x C sunt doua relatii astfel incit Im(R) N D(S) # @, atunci se
poate defini relatia S o R, denumita compusa relatiilor S si R, ca fiind multimea {(z,z) €
A x C | Jy € B astfel incit (r,y) € R si (y,2) € S}.

v} Pentru o multime nevida A, relatia binara {(xz,x) | x € A} se numeste identitate pe A si se
noteaza cu 14.

Definitia 1.7  a) O relatie R pe o multime nevida A se numeste reflexiva, daca si numai daca
14 CR.

b) Relatia binard omogend R este numitd simetricd, daca si numai daci R~ = R.
¢) Relatia R , pe A, se numeste antisimetricd, daca si numai dacd RN R~ = 14.

d) Relatia R se numeste tranzitivd daci gi numai daca, pentru orice (x,y) € R i (y,z) € R,
avem (x,z) € R.

e) Relatia R, pe A, se numeste totald, daca si numai daca, Yx,y € A, avem (x,y) € R sau
(y,z) € R.

Definitia 1.8 J. O relatie R (pe o multime nevida A) care este simultan reflexiva, simetrica si
tranzitiva se numegte relatie de echivalenta ( pe A).

j4j- Daca R este o relatie de echivalentd pe multimea nevida A, iar a este un element oarecare al lui
A, atunci multimea {b € A | (a,b) € R} se numeste clasa de echivalentd a elementului a in
raport cu R gi se noteaza cu [a]g sau ag.

Jij. Multimea claselor de echivalentd determinate de relatia de echivalenta R pe A se numeste
mulfime cdt si se noteaza cu A/p.



Definitia 1.9 1) O relatie R (pe o mullime nevida A) care este simultan reflexiva, antisimetrica
§i tranzitiva se numegte relatie de partiald ordine (pe A).

2) O relatie binard omogena care este numai reflexiva gi tranzitiva se numeste relatie de preor-
dine.

3) Relatia de ordine R, pe multimea nevida A, se numeste totald daca si numai daca, oricare doud
elemente, x gi y, ale multimii de referinta A sunt “comparabile”, adici sau xRy sau yRx.

4) Daca A este o multime nevida si R este o relatie de preordine/partiala ordine/ordine totala pe A,
atunci perechea (A, R) se numeste, respectiv, multime preordonata/partial ordonatd/total
ordonata.

Definitia 1.10 [/ Date fiind o multime partial ordonata (A, R) si @ # B C A, se numeste ma-
jorant pentru multimea B orice element a € A, astfel incit bRa, Vb € B.

In situatia existentei unwi majorant pentru B, multimea B se numeste majorata.

Il] Analog, numim minorant pentru B un element a € A asa incit aRb, Vb € B. Daca B are cel
putin un minorant, atunci spunem ca B este o multime minorata (in raport cu R).

Il ] Cand B, ca parte nevida a multimii partial ordonate (A, R), este simultan minorata gi majorata,
zicem ca B este o multime marginita (in raport cu R gi A).

lv | Daca a € A# @ este un minorant pentru A, in raport cu o partiala ordine R pe A, atunci a se
numegte cel mai mic element al lui A, relativ la R, $i se noteazd cu ming A.

v ] Cand a € A este un majorant pentru A, in raport cu o relatie de partiala ordine R pe A, atunci
a se numeste cel mai mare element al multimii A gi se va nota cu maxp A.

Definitia 1.11 Daca (A, R) este o multime partial ordonata si @ # B C A este majorata (in raport
cu R), iar un cel mai mic magjorant exista pentru B, atunci acesta se numeste margine superioard a
multimii B si se noteazd cu supp B. Analog, daca multimea nevida B este minoratd (in raport cu R)
st existd un cel mai mare minorant pentru B, atunci acesta poartd denumirea de margine inferioara
a lui B gi se noteazda cu infr B.

Definitia 1.12  a) O multime partial ordonati (A, R) se numeste relativ completa (sau complet
ordonatd) daca gi numai daca, pentru orice & # B C A, minorata, existd infr B gi, pentru
orice @ # C C A, majorata, exista supp C.

b) O multime total ordonatd strict este numita bine ordonatd (altfel spus, cu ordine buna) daca
orice submultime nevidd a ei are cel mai mic element.

Functii

Definitia 1.13 1. Prin functie (echivalent, relatie functionald) pe o multime nevida A, cu
valori intr-o multime nevida B, se intelege o relatie binara f C A x B pentru care D(f) = A si,
pentru orice x € A, asa incdt (z,y) € f si (x,2) € f, avem (cu necesitate) y = z.



2. Domeniul relatiei functionale f C A X B poarta, uzual, denumirea de multime de definitie a
functiet f, iar codomeniul lui f se numeste mul{tme in care f ia valori.

Tot uzual, o functie f, definitd pe o multime (nevidad) A si cu valori intr-o multime (nevida) B, se
noteaza prin f : A — B.

Definitia 1.14 i) Pentru f : A — B, multimea G C A x B, egala cu {(z, f(z)) | x € A} se
numegste graficul functiei f.

it) Doua functit f : A — B gi g: C — D se numesc egale daca si numai daca A=C, B=D gi
flz)=g(x),Ve e A=C.

iti) Pentru f : A — B gi @ # C C A, numim restrictie a lui f pe C, notdnd-o cu Jics functia de
la C la B definita prin fic(v) = f(x), Vo € C.

iv) Daca f: A — B este o functie si & # C C A, atunci multimea {y € B | 3z € C asa incit y =
f(z)}, notata cu f(C), se numeste imaginea lui C prin f.

v) Pentru f : A — B §i @ # D C B, multimea {x € A | 3y € D asa incit y = f(x)}, notatd cu
f~Y(D), se numeste preimaginea lui D prin f sau imaginea inversd a lui D prin f.

Definitia 1.15 i) O functie f : A — B se numeste injectiva (sau injectie) dacd si numai daca,
Vi, x0 € A, x1 # x2, avem f(x1) # f(x2).

it) Functia f : A — B se numeste surjectiva (sau surjectie) daca si numai daca Im(f) = B.

i1i) Cand f : A — B este simultan injectie gi surjectie, atunci f se numegte bijectie (sau functie
bijectiva,).

i) Functia f : A — B se numegte tnversabild daca si numai daca exista o functie g : B — A
astfel incdt go f =14 gi fog=1p.
In cazul existentei lui g, functia unicd g se numeste inversa lui f si se noteazd, uzual, cu f~1.

Definitia 1.16 Daca f : A — B este o functie si (A, R),
f se numeste monotond (in context) daca si numai dac

B, S) sunt multimi partial ordonate, atunci

E

Vay,29 € A, cu x1Rxe, avem f(x1)Sf(x2).

Notiunea de functie caracteristica (indicatoare) a unei multimi asigurd o legdturd in plus intre
notiunile de multime gi functie.

Definitia 1.17 Fie A o multime oarecare. Se numeste functie caracteristicd (indicatoare) a
multimii A # @ si se noteaza, de requld, cu X 4, functia data prin:

1, z€ A

Cind A =@, x4 =0.



Propozitia 1.4 Functia caracteristica a unei multimi satisface urmatoarele relatii
XCA:]'_XA7 VAEP(E),

cuCy=FE\A,
Xa<xp<==ACB

XANB = XA " XB» XA\B = XA — X4 XB:
XAUB = XA+ XB = XA XB: XAAB = XA +XB —2Xa-XB, VA, BcP(E),

unde E este multimea (cea mai ampla) la care ne raportam.

Proprietatile evidentiate de Propozitia 1.4 pot fi folosite la stabilirea si demonstrarea unor relatii
relative la multimi, cum sunt, de exemplu, cele specificate de Propozitia 1.2.

Ordinali si cardinali

Una dintre notiunile matematice cu importanta, printre altele, in semantica limbajelor de progra-
mare este aceea de ordinal, bazatd pe conceptele de multime tranzitivda (v. Definitia 1.2 ) si de
relatie binara de bund-ordine (v. Definitia 1.12 -b).

Definitia 1.18 O multime X este numitd ordinal daca este tranzitiva si bine ordonatd, in raport cu
ordinea prin apartenenta.

Propozitia 1.5 (Proprietati ale ordinalilor)
i) a ¢ o, Yo ordinal.
i) a€fB gifeEy=acy Va,B, v ordinali.
i11) Daca o € B gi B este ordinal, atunci « este ordinal.
iv) Daca « este ordinal, X C a §i X este tranzitiva, atunci X € a.
v) Pentru oricare ordinali o gi B, are loc exact una dintre relatiile: o € 3, a« = 3, 5 € a.

vi) Daca X este o multime nevida de ordinali, atunci (| X este ordinal gi anume cel mai mic ordinal
al lui X.

vii) O multime tranzitiva de ordinali este ordinal.

viti) Daca o este ordinal, atunci S(a) = aU{a} este, de asemenea, ordinal, numit ordinalul succesor
al lui a.. Reciproc, daca S(a) este ordinal, atunci gi a este ordinal.

iz) Daca X este o multime nevida de ordinali, atunci|JX este ordinal si, daca X are un cel mai
mare element, atunci acesta este | X.

Definitia 1.19 Se spune cid ordinalul o este mai mic decdt ordinalul 3, notdind aceasta prin o < (3,
daci o € .



Gratie Propozitiei 1.4 - i) si v), se poate afirma ci orice multime de ordinali este total ordonata
strict, prin ”<”, sau, echivalent spus, prin apartenenta. Totodatd, ”"<” este o buné-ordine pe o
multime de ordinali.

Definitia 1.20 @) Un ordinal o este denumit ordinal succesor, daca existd un ordinal [ astfel
incat o = S(B). Altfel, a este numit ordinal limita.

b) «a este declarat ordinal finit, daci o = 0 sau daca « este ordinal succesor si orice f < « este
fie 0, fie ordinal succesor. Altfel, o este numit ordinal infinit.

Se poate vedea cd multimea tuturor ordinalilor finiti este ordinal. De asemenea, se poate constata
ca orice ordinal limitd este marginea superioard a multimii tuturor ordinalilor mai mici decat el. Cel
mai mic ordinal infinit este notat cu w. Clasa tuturor ordinalilor este notaté, adeseori, cu Ord.

Definitia 1.21 Doua multimi nevide oarecare, A si B, se numesc echipotente daca si numai daca
existd o functie bijectiva h : A — B.

Un rezultat de retinut este cel care stipuleaza faptul cd o multime oarecare poate fi bine ordonata
dacéa si numai daca este echipotenta cu un ordinal. In plus, pentru orice multime A, existd un ordinal
unic «, echipotent cu A, care nu este echipotent cu nici un alt ordinal mai mic decat el.

Definitia 1.22 (a unui cardinal)

a) Se numeste numar cardinal al unei multimi A (sau cardinalul multimii A) cel mai mic
ordinal o echipotent cu A.

b) Numar cardinal sau, simplu, cardinal este numit orice ordinal care satisface a) pentru o
anumita multime A.

Propozitia 1.6 Pentru orice ordinal o, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) « este cardinal;
it) a nu este echipotent cu nici un ordinal B < a;
i11) « este cardinalul multimii c.

Observatii:

1) w este numar cardinal.

)
2) Doud multimi sunt echipotente daca si numai daca cardinalele lor sunt egale.
3) Cardinalul unei multimi A se noteaza cu card(A) sau |A| sau #A.

)

4) Prin conventie, |@| = 0.



Definitia 1.23 j) Pentru doua multimi A si B, spunem cd avem
card(A) < card(B),
daca exista o injectie de la multimea A la multimea B.

7)) Avem
card(A) < card(B),
daca gi numai daca card(A) < card(B) si card(A) # card(B).

Observatie: Relatia binara introdusad prin Definitia 1.23-j) este o relatie de partiald ordine pe
multimea tuturor multimilor, intrucat este reflexiva, antisimetrica si tranzitivd. Mai mult, deoarece,
pentru orice doud multimi A si B, avem fie card(A) < card(B), fie card(B) < card(A), relatia 7 <”
este una de totald ordine.

Definitia 1.24 Se numeste numdr Hartogs asociat unei multimi A, notat cu h(A), cel mai mic
ordinal « care nu este echipotent cu nici o submulfime a lui A.

Propozitia 1.7 Pentru orice multime A, h(A) este cardinal gi card(A) < h(A).
h(A) este cel mai mic cardinal mai mare decdt card(A).

Propozitia 1.8  a) Daca a = card(A), atunci card(P(A)) = 2%.
b) Pentru orice numar cardinal o, are loc inegalitatea:

a < 2%
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Cursul 2

Structuri algebrice de baza.
Multimi fundamentale de numere: N, Z, Q, R si R.
Operatii cu ordinali si cardinali.
Inegalitati numerice importante.

Inevitabil, o prezentare riguroasd a multimilor numerice N, Z, Q si R invoca expunerea prealabila
a unor notiuni de baza ( precum cele de operatie algebrica, monoid, grup, inel, corp si morfism ) din
cadrul teoriei structurilor algebrice, cu méacar enumerarea unor elemente de fundament. De aceea,
pentru inceput, ne referim la asemenea elemente, dupa care, pe rand si axiomatic, ne vom ocupa de
multimile numerice vizate. Cum unele dintre acestea pot fi, prin inzestrarea cu operatii algebrice
specifice, structurate ca o latice sau o algebra Boole, vom introduce aici si astfel de notiuni.In final,
mentiondm cateva inegalitati numerice ( Holder, Cauchy, Minkowski, Carleman ), in R, cu vadita
importanta in contextul prezentelor note de curs.

Operatii algebrice. Proprietati. Monoizi. Morfisme.

Fie M o multime nevida.

Definitia 2.1 Numim operatie algebrica (internd) sau lege de compozitie (interna) pe M o
functie o : M x M — M. Pentru x,y € M, elementul p(z,y) € M se numeste compusul lui z cu
Yy prin operatia .

Pentru simplificarea scrierii, de reguld T se reda prin x o y, unde, dupd caz, “o* semnificd
) ) ) bl ) )
“4“ cand operatia ¢ este aditivd, sau “-“, cand ¢ este multiplicativa.

Definitia 2.2 O operatie algebrica pe M (notata, generic, cu “o“) se numegte

i) asoctativd, daca (xoy)oz==xzo(yoz), Vx,y,z € M;
i1) comutativa, daci zoy=yox, Vr,y € M;

i11) cu element neutru, daca exista e € M, astfel incat

roe=ecox=zx,Vr e M.
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In acest caz, e este unic si constituie respectivul element neutru al operatiei “o

Definitia 2.3 Un dublet (M,o), unde M este o multime nevida, iar “o“ este o operatie algebrica
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pe M, se numeste semigrup dacd operatia “o“ este asociativa. In plus, daca operatia “o“ are i

element neutru, atunci (M,o) se numeste monoid. Daca “o“ este si comutativa, monoidul (M, o)

se numeste comutativ.
Exemple:
1) Daca M # @, atunci (P(M),N), (P(M),U) si (P(M),A) sunt monoizi comutativi.

2) Dacd A # @, atunci (Hom(A),o), unde Hom(A) = {f : A — A}, iar “o“ semnifici operatia

uzuald de compunere a functiilor, este un monoid necomutativ.



Definitia 2.4 Fie (M,0) gi (M', L) doi monoizi. O functie f : M — M’ se numeste morfism de
monoizi daci f(e) = € (unde e i € sunt elementele neutre, din M si respectiv M', ale operatiilor
“o “ gi, corespunzator, “L %) gi

flxoy) = f(x)Lf(y),Va,y € M.

Se noteazd cu Hom(M, M') multimea {f : M — M’ | f = morfism de monoizi}. Se numegte
monomorfism de monoizi orice element din Hom (M, M') care este functie injectivd. O functie
surjectivd din Hom(M, M') se numegte epimorfism de monoizi. Un morfism bijectiv de monoizi
se numegte tzomorfism de monoizi. Cand M’ = M, monomorfismul se numeste endomorfism,
iar izomorfismul, automorfism.

Definitia 2.5 Fie (M,o) un monoid. Un element x € M se numeste inversabil (simetrizabil) in
raport cu ‘o ¥ dacd exista & € M (numit tnversul sau stmetricul lui x), astfel inct xoZ = Tox =e

(unde e este elementul neutru, din M, fata de “o“).

Se poate vedea cd, daca exista simetricul Z, atunci el este unic.

Cand operatia “o“ este aditivd, Z se numeste opusul lui x gi, de reguld, se noteazi cu (—zx), iar
dacd operatia este multiplicativa, inversul & se noteazd cu z L.

Multimea tuturor elementelor simetrizabile ale unui monoid (M, o) constituie ansamblul unitatilor
lui M si se noteazd cu U(M). In cazul in care A este o multime nevidd, avem: U((P(A),N)) = {A},
U((P(A),U)) = {a}, U(P(A),A)) = P(A), U(({zo(A),0)) = Izo(A), unde Izo(A) este multimea
bijectiilor de la A la A.

Grupuri. Inele. Corpuri.

Definitia 2.6 Numim grup un monoid (G,o) pentru care U(G) = G. Un grup (G,o) se numeste

abelian (comutativ) daca operatia “o “ este comutativa.

Exemple:
1) A# @ = (P(A),A) este grup comutativ;
2) Dacd (M, o) este monoid, atunci (U(M), o) este grup.

Definitia 2.7 O functie f : G — G’ se numeste morfism de grupuri (de la grupul (G, o) la grupul
(G', %)) daca satisface relatia:

flxoy) = f(z)x f(y),Vz,y €G.

Se spune cd f : G — G’ este izomorfism de grupuri cind f este un morfism bijectiv de
grupuri. Un morfism de la un grup G la el insusi se numeste endomorfism al lui G si daca, in plus,
endomorfismul este bijectiv, el se numeste automorfism al lui G.

Teorema 2.1 (Maltev) Fie (M,-) un monoid comutativ, cu proprietatea de simplificare (¥ z,y € M,
asa incit x -z = y -z, Vz € M, avem v = y). Ewista atunci un grup comutativ G(M) si un
monomorfism de monoizi iy : M — G(M), astfel ca, pentru orice grup abelian G gi orice morfism de
monoizi f : M — G, se poate defini un unic morfism de grupuri ' : G(M) — G care satisface relatia
floiy = f ( adica diagrama

G(M)

M 2L
|-
G

este comutativa).



“

Demonstratie: Pe multimea M x M se considerd relatia “~* definitd prin: (z,y) ~ (2/,9") &
z-y =y-a'. Se constatd ca “~* este o relatie de echivalenta pe M x M, fiind reflexiva, simetrica si
tranzitiva. Consideram G(M) = M x M /. (multimea claselor de echivalentd din M x M, in raport
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cu “~“). Definim operatia “o“: G(M) — G(M) prin

[(@, )]~ o (@ )]~ = [z 2,y - y)]e, VI y)ls (2 9]~ € GM),

unde [(z,y)]~ este notatia pentru clasa de echivalentd cu reprezentantul (z,y) € M x M. Se vede
cd operatia “o“ este bine definitd pe G(M), nedepinzand de reprezentantii claselor de echivalenta
implicate. De asemenea, se constatd ca (G(M ), o) este monoid, cu elementul neutru [(e, e)]~ (unde e

este elementul neutru din M). Cum, pentru orice [(z,y)]~ € M, avem

[z, 9)]~ o [(y, )]~ = [(zy, 2y)]~ = [(e, €],

deducem ci [(y, )]~ = [(z,9)]<". Deci U(G(M)) = G(M), adici (G(M),0) este grup. In plus, G(M)
este si comutativ.

Definim acum iy : M — G(M), prin: iy (z) = [(z,€)]~, Vo € M. Avem ip(e) = [(e,e)] =€ €
G(M) si

im(@) oinm(y) = [(z, ¢)]~ o [y, €)]~ = [(z -y, e)l~ = im(z - y), Y,y € M.

Deci ips este morfism de monoizi. Cum, in plus, dacd iy(x) = iy (y), adica [(z,e)]~ = [(y,€)]~,
rezultd x = y, se poate spune ci iy; este si injectiv. Asadar ip; este un monomorfism de monoizi.
Astfel, perechea (G(M),ipr) verifica proprietatea din enuntul teoremei.

In continuare, dac# (G, ) este un grup abelian oarecare si f : M — G este un morfism de

monoizi, atunci, pentru [(z,y)]~ € G(M), definim f' : G(M) — G prin f'([(z,y)]~) = f(x)* (f(y)) "
Observam cd, dacd [(z,y)]~ [( y)]~, atunci x -y’ = 2’ -y si deci f(z) * f(v') = f(2") x f(y), adicd
F(@)*(F) ™' = f(@)*(f(¥)) ", ceea ce inseamna cil f’ este corect definitd. In plus, f’ este morfism

de grupuri deoarece:

= ['([(@,9)]~) > f([(& y)]~), V(@) (2, )]~ € GIM).

De asemenea, avem: (' oir)(z) = f'(im(2)) = f'([(z,€)]~) = f(z)- (f(e)™! = f(x), Vo € M.
Deci f'oip = f.

In privinta unicititii ui f/, presupunand c& ar mai exista un morfism f” : G(M) — G asa incat
foing = f, atunci am avea f'oir = f = foir. Adic (f"oir)(x) = /(@ €)]) = ([(z.)).) =

(f' oipr)(x). In consecintd am obtine:
Pz, 9)]~) = (@ e)l~ o [(e,y)]) = fl@) = (f(y) " =
= f'([(z,9)]~), ¥[(x,9)]~ € G(M).
Deci f” = f'. <

Definitia 2.8 Un triplet (A, +, ), unde A este o multime nevida, iar “+ “gi “ “ sunt operatii algebrice
pe A, se numeste inel daca:

i) (A,+) este grup comutativ;



it) (A,-) este semigrup;
i11) Operatia “ “ este distributiva fata de “+ “ adica
x-(y+z)=x-y+z-z 5
(r+y) z=xz-24+y-z Va,y,z € A

G [N

Daca este o operatie comutativa, atunci inelul A se numeste comutativ. Daca are element
neutru, atunci inelul A se numeste unitar. Daci elementul neutru in raport cu “+* coincide cu cel
in raport cu ““ atunci snelul se numeste nul. In caz contrar, el se numeste inel nenul.

Prin conventie, se noteaza: A* = A\ {0} (0 fiind elementul neutru in raport cu “+%). Multimea
unitatilor unui inel unitar A, notatd cu U(A), este urmatoarea {a € A| b€ A asa incat a-b =

b-a =1} (1 fiind notatia pentru elementul neutru in raport cu “ ).

Definitia 2.9 Fie (A,+,-) un inel. Un element a € A se numeste divizor al lui zero (0) la sténga
(respectiv la dreapta) daca exista b € A*, asa incit a-b =0 (respectivb-a =0).

Definitia 2.10 Numim domeniu de integritate (inel integru) un inel comutativ, nenul si fara
divizori ai lui zero, diferiti de zero.

Definitia 2.11 Fiind date doud inele (A,+,-) si (B,o,*), o funclie f : A — B se numeste morfism
(/monomorfism/epimorfism/izomorfism) de inele, daca:

j) fla+b) = f(a)o f(b), Va,be A gi
3j) fla-b) = f(a)* f(b), Va,be A

(/iar f este injectiva/surjectiva/bijectiva respectiv).

Definitia 2.12 Fie (A, +,) un inel comutativ i unitar. O submultime nevida S C A se numeste
sistem multiplicativ daca 1 € S gi, Va,b€ S, a-b e S (adica (S,-) este monoid).

Daca un sistem multiplicativ S nu are divizori ai lui zero, atunci se poate vorbi despre inelul
“fractiilor” relative la S, notat cu Ag si introdus dupa cum urmeazd. Pe A x S se considera relatia

binar “n

~7 definitd prin (a,s) ~ (a’,s') < a-s = a’ - s. Se vede lesne cid “~” este o relatie de

a
echivalenta pe Ax S. Clasa de echivalentd corespunzitoare lui (a, s) € Ax .S, se noteaza, simbolic, cu —
s
g1 se numegte “fractie”. Multimea factor A x S/ se noteazd cu Ag. Deci: Ag = {g |la€ A,0#s€ S}
s
a
(S nu are divizori ai lui 0). Cum — = [(a,s)]~, Va € AsiVs € S\ {0}, se pot defini operatiile de
s
adunare gi de inmultire a fractiilor prin:

ap _ az a2
—fp = i

. ay
=[(a1-s2+az-s1,51-52)]~ 51 —© = [(a1 - az, 51 - 52)]~,
S1

S1 82 52

Vai,ap € Asi sy, so € S\ {0}. Atunci (Ag,®,®) este un inel comutativ unitar si se poate defini
a

morfismul injectiv (monomorfismul) de inele unitare, ig : A — Ag, prin: ig(a) = — = [(a,1)]~ € Ag.

1
In plus, ig(s) € U(As),Vs € S\ {0}.

Definitia 2.13 Un inel unitar (K, +,-) se numeste corp daca U(K) = K* = K \ {0}.



Dacad (A,+,-) este un inel integru, atunci se poate vedea cd Ag, unde S este multimea tuturor
non-divizorilor lui zero (adicad A*), este un corp numit corpul de fractii (caturi) al lui A.

Multimea N a numerelor naturale.

Axiomatic, bazandu-ne pe consideratiile lui G. Peano, s-ar putea introduce multimea numerelor
naturale atata timp cdt admitem existenta a cel putin unui aga-numit triplet Peano.

Definitia 2.14 FEntitatea matematica (N, 0, s), in care N este o multime nevida, 0 € N gi s : N — N
este o functie astfel incdt au loc aziomele

(P1) 0¢ s(N),

(P2) s este injectiva,

(P3) daca M CN,0€ M si¥ne M = s(n) € M, atunci M = N,
se numegte triplet Peano.

Firesc, (P1) ~ (Ps3) se numesc axiome Peano.

Propozitia 2.1 Daca (N,0,s) este un triplet Peano, atunci N = {0} U s(N).

Demonstratie: Fie M = {0} Us(N). Asadar, M C N si, cu evidentd, M verificad (P3) (numita
axioma inductiei matematice). Astfel 0 € M si Vn € M, s(n) € M. In consecinti M = N. <

Teorema 2.2 Orice triplet Peano este unic panda la o bijectie. Mai exact, daca (N, 0, s) este un triplet
Peano, iar (N',0/,s") este un alt triplet, nu numaidecat Peano, format dintr-o multime nevida N', un
element 0' € N’ gi o functie s' : N' — N', atunci exista o functie unica f : N — N’ asa incdt f(0) = 0
st fos=s"of, adica diagrama urmatoare

N Lo
s s’
N LN

este comutativd. Daca (N',0',s") este chiar triplet Peano, atunci f este o bijectie.

Demonstratie: In prima situatie, pentru existenta lui f, considerdm toate relatiile binare R C
N x N’ pentru care avem satisficute urméatoarele conditii:

(I) (0,0") € Rsi
(I2) dacd (n,n') € R, atunci (s(n), s'(n)) € R.

Multimea acestor relatii nu este vida, deoarece cel putin N x N’ este o astfel de relatie (care verifica
ambele impuneri (I7) si (I2)). Fie Ry = [ R (intersectia tuturor relatiilor ce satisfac (1) si (I2)). Se
aratd cd Ry este o relatie functionald ce defineste pe f ( functia cu graficul Ry). Pentru o asemenea
functie, tinand seama de (I7), avem (0,0’) € Ry, adicd f(0) = 0". Pe de alta parte, in virtutea conditiei
(I3), dacd n este arbitrar din N gi n’ = f(n) € N’, adicd (n,n’) € Ry, atunci (s(n), s’ (n’)) € Ry, deci
f(s(n)) =5 (f(n)) = s'(n'). Altfel spus, avem fos=s"o f.

Pentru a vedea ci Ry este intr-adevir o relatie functionald, considersim M = {n € N | 3n’ €
N’ aga incat (n,n') € R} C N si ardtdm ci M satisface (P3) (din Definitia 2.14). In acest sens,
pe baza ipotezei (1), avem (0,0') € Ry si deci 0 € M. Folosind (I3), Vn € M, cu n’ € N’ asa



incat (n,n') € Rg, avem (s(n),s'(n’)) € Rg. Deci s(n) € M. Astfel, in virtutea axiomei (P3),
deoarece (IV,0,s) este un triplet Peano, rezultd cd M = N. Asadar, deocamdata, Ry este o relatie
binar# intre intreaga multime N si multimea N’. In continuare, considerand multimea M = {n €
N | n/,n" € Nsi(n,n'),(n,n") € Rg = n' =n"} C N, ariitim c& M = N, ceea ce ar insemna ci
Ry este o relatie functionali de la N la N’. In acest scop, vedem mai intéi ci, daci (0,n') € Ry
(cum, deja, (0,0") € Rp), atunci n’ = 0'. Daci ins&, prin absurd, n’ # 0/, atunci ludm in considerare
relatia Ry = Rp \ {(0,7')} € N x N’. Cum n' # (', folosind (I1), deducem ca (0,0’) € R;. Daca,
pentru m € N’, avem (n,m) € Ry, atunci (n,m) € Ry si (n,m) # (0,n’). Prin (I3), deducem c&
(s(n),s'(m)) € Ro si, cum (s(n),s'(m)) # (0,n') (cici s(n) # 0, in conformitate cu (Py)), avem:
(s(n),s'(m)) € Ry. Prin urmare, Ry verificd (1) si (I2), ceea ce inseamnd ci ar trebui si avem
Ry C Ry, contrar faptului c4, in realitate, Ry C Ry. In consecinti, contradictia ne asigurd ci n’ = 0'.

Putem afirma acum ci 0 € M, intrucat, daci n’ si n”, din N, sunt aga incat (0,7') si (0,7”) € R,
atunci, in mod necesar, avem n’ =n" =0’.

Mai departe, fie n € M si n' € N’ asa incat (n,n') € Ro. Ardtdm ci, daci avem (s(n),n”) € Ry
(cun” € N'), atunci n” = §'(n’). S& admitem, prin absurd, c& n” # s'(n’). Considerand atunci relatia
Ry = Ry \ {(s(n),n")}, vedem ci Ry satisface (I1) si (I2). Intr-adevir, (0,0') € Ry (ciici 0 # s(n))
(adicd are loc (I7)), iar dacd (p,p’) € Ra, atunci (p,p’) € Ry si (p,p’) # (s(n),n”). Prin (I3), deducem
cd (s(p),s'(p')) € Rp. Dacid presupunem ca (s(p),s'(p’)) = (s(n),n”), am avea s(p) = s(n), adica
p=mn,sis(p) =n". Atunci, cum (n,n') € Ry si (n,p) = (p,p) € Ry, iar n € M, gisim n/ = p/.
Astfel, am gési cd n” = §'(p') = §'(n'), ceea ce contrazice presupunerea n” # s'(n’). Prin urmare,
avem (s(p), s'(p")) # (s(n),n”), adicd (s(p),s'(p’)) € Rz. Cu alte cuvinte, Rs satisface (I1) si (I2) si
ar trebui ca Ry C Ry, contrazicand realitatea consideratd (Ry C Rp). In consecintd, (s(n),n”) € Ry
implica n” = §'(n’), asa cd, dacd r,t € N’ si (s(r),r),(s(t),t) € R, atunci r = t = §'(n’). Asadar
M = N, adici Ry este de tip functional.

Pentru a arata cd f este unica, admitem prin absurd ci mai existd o functie f' : N — N’ asa incat
F(0)=0"si s(f'(n)) = f'(s(n)), Yn € N. Considersm multimea M = {n € N | f(n) = f'(n)} C N.
Observiim ci 0 € M (intrucat f(0) = f/(0) = 0/). In plus, daci n € M, adici f(n) = f(n), atunci
s (f(n)) = s(f'(n)), de unde: f(s(n)) = f'(s(n)). Deci s(n) € M. Asadar, prin (Ps), avem M = N.
Altfel spus, f = f' (peste tot pe N).

Finalmente, ardtdm cid dacd (N’,0',s’) este un triplet Peano, atunci f este o bijectie. Mai intéai,
fie P={n € N | dacdi m € N si f(m) = f(n), atunci m = n} C N. Sesizdm ca 0 € P, intrucat,
dacd m € N este asa incat f(m) = f(0), atunci m = 0. Altfel, dacd m # 0, atunci, in conformitate
cu Propozitia 2.1, existd n € N aga incat m = s(n) si f(s(n)) = f(0) = 0, adica s'(f(n)) = 0/, ceea
ce nu se poate, deoarece, prin ipoteza, (N',0',s") este un triplet Peano si deci, prin (P;), 0’ nu este
“succesorul” niciunui element din N’.

Fie acum n € P, arbitrar. Si aratdm ca s(n) € P. Ludm atunci m € N, asa incat f(m) = f(s(n)).
Este clar c& m # 0. Altfel, ar rezulta ca 0/ = f(0) = f(s(n)) = s'(f(n)), ceea ce ar fi contrar axiomei
(Py), verificatd de tripletul Peano (N',s’,0"). Deci m # 0 si atunci, aplicAnd Propozitia 2.1, existd
u € N aga incat m = s(u). Astfel, avem f(m) = f(s(u)) = f(s(n)), adicd s'(f(u)) = §'(f(n)), ceea ce
implicd f(u) = f(n). Cum n € P, reiese cd u = n, de unde m = s(u) = s(n). In concluzie, P = N si
f este injectiva.

Pentru a ardta surjectivitatea lui f, consideram multimea @ = {n’ € N’ | 3n € N asa incat n' =
f(n)}. Cum f(0) =0, deducem ci 0/ € Q. In plus, dacd n/ € Q, atunci In € N, asa incat n’ = f(n).
Astfel, s'(n’) = §'(f(n)) = f(s(n')), adicd §'(n’) € Q. Concluzia este cd avem @ = N’, intrucat
(N',s',0') este triplet Peano. Asadar, f este gi surjectiva. <

Pe baza Teoremei 2.2, putem considera ca, in definitiv, esential este un reprezentant al tuturor
tripletelor Peano existente. Multimea dintr-un asemenea triplet se numeste, prin conventie, multime
a numerelor naturale si se noteaza cu N. Elementul 0 se va numi prim element al lui N, iar
functia s - functie de succesiune. Drept urmare, elementul s(n) se va numi succesorul lui n € N.



Tot axiomatic, se pot introduce operatiile algebrice de adunare si de inmultire a numerelor
naturale, in raport cu care, atat (N, +) cat si (N, -) sunt monoizi comutativi.

Teorema 2.3 (Axiomele adundarii numerelor naturale) Existi o unicd operatie algebrica pe N,
notatd cu “4” g denumitd adunare a numerelor naturale, astfel incdt sa avem:

(A1) 0+m=m,VmeN gi
(A2) s(n)+m =s(n+m), Vn,m € N.

Demonstratie: Fie m € N, arbitrar fixat. Consideram tripletul Peano (N, m, s). Potrivit Teoremei
2.2, existd o functie bijectivd unicd fp, : N — N, astfel ca f,,(0) = m si s(fm(n)) = fim(s(n)), Vn € N.
Pentru n € N, arbitrar fixat, definim operatia “+” : N x N — N prin n + m = f,,(n). Atunci,
04+m= fin(0) =msis(n)+m= fn(s(n)) = s(fm(n)) = s(n+m). Deci au loc (A7) si (As2). <

Propozitia 2.2 Au loc relatiile:
a) m+0=m,VmeN,
b) n+s(m)=s(n+m), Vn,m €N

Demonstratie: Pentru m fixat arbitar in N, consideram multimile L={m e N| m+0=m} CN
siS={neN|n+s(m)=s(n+m)} CN. Ardtdm cd L si S se supun axiomei (P3) din definitia unui
triplet Peano. In acest fel, obtinem faptul c& L = N si S = N, ceea ce asigurd valabilitatea relatiilor
a) si b) din enuntul acestei propozitii.

Intr-adevir, cum, in N, are loc (A;) din Teorema 2.3, luand acolo m = 0, avem: 0 + 0 = 0. Deci
0 € L. Apoi, dacd m € L, atunci m+0 = m gi s(m)+0 = s(m+0) = s(m), adicd: s(m) € L. Asadar,
L =N (prin (P3)), adica a).

Pentru b), observam ca 0 € S, deoarece: 0+ s(m) = s(0 + m) = s(m). De asemenea, dacd n € S,
atunci n + s(m) = s(n +m) si, mai departe, s(n) + s(m) = s(n + s(m)). Deci s(n) € S, adica S = N.
Astfel, are loc b). <

Propozitia 2.3 (N, +) este un monoid (aditiv) comutativ, cu proprietatea de simplificare (dacam,n €
N sunt asa incit m +p=n+p, cu p € N, atunci m =n).

Demonstratie: In conformitate cu (A4;) din Teorema 2.3 si cu a) din Propozitia 2.2, reiese cd 0 este
element neutru pentru adunarea numerelor naturale.

Pentru a demonstra asociativitatea adunarii numerelor naturale, consideram multimea B = {n €
N|(n+m)+p=n+(m+p),Ym,p € N}. Evident 0 € B. Totodatd, dacd n € B, avem s(n) € B,
deoarece: (s(n) +m)+p=s((n+m)+p)=s(n+ (m+p)) =sn)+m+p, Vm,p € N. Asadar, B
satisface (P3) din Definitia 2.14 si deci B = N.

Comutativitatea adunarii numerelor naturale se dovedeste in mod asemanator, ardtand cd multimea
D ={neN|n+m=m+n,Vm € N} C Nsatisface (P3). In acest sens, constatdm c& 0 € D (deoarece
0+m=m=m+0,Vm €N)sica, daci n € D, atunci i s(n) € D, intrucat avem:

s(n)+m=s(n+m)=s(m+n)=m+s(n),Yym e N.

In consecintd, D = N, ceea ce inseamni ci operatia de adunare este intr-adevar comutativd pe N.

Pentru final, privitor la “simplificare®, fie m,n € N (fixate arbitrar) si H = {p € N | n+p =
m+p=m=n} CN. Vedem cd 0 € H, intrucat n +0 = m + 0 = n = m. De asemenea, deducem
cd dacd p € H, atunci si s(p) € H, deoarece avem:

n+s(p)=m+s(p) < s(n+p)=s(m+p) =n+p=m+p=>n=nm.



Deci H = N. |

Convenind sd notdm cu 1 succesorul lui 0 (1 = s(0)), avem: s(n) = s(n+0) =n+s(0) =n+1,
Vn € N. In felul acesta, reiese ci N = {0,1,2,3,...}, unde, tot conventional, am adoptat notatiile
2 =5(1),3 = s(2) etc.

Se poate ardta cd, dacd m si n sunt din N, asa incAt m +n = 0, atunci, in mod necesar, avem:
m=n=0.

Teorema 2.4 (Azxiomele inmultirii numerelor naturale) Exista o unica operatie algebrica pe N,

notatd cu ““ si denumita Inmultire a numerelor naturale, astfel incat au loc relatiile:
b

L) m-0=0,YmeN;

I) m-s(n)=m-n+m,Vm,n eN.

Demonstratie: Fiem € N, fixat arbitrar, si tripletul Peano (N, 0, f,,,), unde f,,, : N — N este definita
prin f,(n) = n+ m, ¥n € N. Atunci, potrivit Teoremei 2.2, existd o functie unicd, g, : N — N,

aga incat g, (0) = 0 $i fin © gm = gm © 8. Definim atunci operatia de inmulgire ““ : N x N — N,
prin: m-n = gn(n), Vn € N. Astfel, avem: m -0 = g,,(0) = 0 (adicd I1)) si m - s(n) = gm(s(n)) =
(gm 0 5)(n) = (fm © gm)(n) = fm(gm(n)) = fm(m - n) = m-n+m (adicd I)) <

Ca gi in cazul adunarii numerelor naturale, se poate demonstra, in mod cu totul analog, ca au loc
relatiile:

c) 0-m=0,YmeN;
d) s(n)-m=n-m+m,¥m,n € N.

Propozitia 2.4 Inmultirea numerelor naturale este distributivi, la stanga, fatd de adunarea nu-
merelor naturale.

Demonstratie: Fie M ={peN|m-(n+p)=m-n+m-p,¥Ym,n € N}. Avem 0 € M, deoarece
m-(n+0)=m-n=m-n+0=m-n+m-0. De asemenea, dacd p € M gi m,n € N, avem:

m-(n+s(p)=m-s(n+p)=m-(n+p)+m=m-n+m-p+m=m-n+m-s(p).
Deci s(p) € M. Astfel, in conformitate cu (Ps) din Definitia 2.14, deducem c& M = N. Altfel spus,

distributivitatea la stdnga a inmultirii fatd de adunare, are loc peste tot pe N. |

Teorema 2.5 Dubletul (N,-) este monoid (multiplicativ) comutativ, in care, daca m,n € N gim-n =
0, atunct m =0 sau n = 0.

Demonstratie: Asociativitatea inmultirii pe N se aratd considerand multimea P = {p € N | (m -
n)-p=m-(n-p),¥Ym,n € N} CN. Cu evidentd, 0 € P, deoarece: (m-n)-0=0=m-0=m-(n-0),
V'm,n € N. In plus, dacd p € P, avem si s(p) € P, intrucat:

(m-n)-s(p)=(m-n)-p+m-n=m-(n-p)+m-n=m-(n-p+n)=m-(n-s(p)),¥vm,n e N.

Deci P satisface (P3) din Definitia 2.14 gi, in consecintd, P = N.
Cum,Vne N avemn-1=n-s50)=n-0+n=0+n=mn,iar1-n=s5(0)-n=0+n=n,
deducem cid 1 (adica s(0)) este elementul neutru al inmultirii numerelor naturale.



Pentru a vedea cd inmultirea este comutativa, ludm in considerare multimea @ = {n € N | n-m =
m-n,Vm € N}. Vedem cd 0 € @, deoarece 0-m =0 =m -0, Vm € N. De asemenea, dacd n € Q,
avem:

s(n)-m=n-m+m=m-n+m=m-s(n),Ym e N.

Deci s(n) € Q si, prin (P3), Q@ = N.
In fine, daci m,n € N sunt asa incat m-n = 0 i m # 0, atunci existd & € N incat m = s(k) si
avem:
0O=m-n=s(k)-n=k-n+n.

De aici, rezulta ca n =0 si k- n = 0, cu necesitate. <

Definitia 2.15 Pentru m,n € N, scriem m < n st spunem ca m este mat mic sau egal decdt n
(sau, echivalent, ca n este mai mare sau egal decdt m), daca exista p € N astfel incit m +p = n.

Daca m,n € N sunt asa incat m < n gi m # n, atunci scriem m < n §i spunem cd m este strict
mai mic decdt n. In acest caz, existi p € N* = s(N), asa incat m + p = n.

Propozitia 2.5 Daca m,n € N gi m < n, atunci s(m) < n.

Demonstratie: Fie m,n € N, incat m < n. Atunci Ip € N* astfel incat m +p = n. Cum p € N*,
existd k € N incat p = s(k). Prin urmare, avem: m+p=n< m+sk) =n < s(m+k) =n <
s(m)+k=n= s(m) <n. <

Se poate, relativ ugor, vedea ca n < s(n), Vn € N.

Teorema 2.6 Dubletul (N, <) este o multime total si bine ordonata, adica relatia “< “ este una de
totala ordine pe N gi orice submuliime nevida A C N are un cel mai mic element.

Demonstratie: Pentru inceput, deoarece n+0 =n, Vn € N, vedem cad n < n, Vn € N. Deci relatia
“<“ este reflexiva pe N. Luand apoi m,n € N aga incat m < n si n < m, vor exista p si ¢ din N aga
incat m +p = n si n + ¢ = m. Deducem de aici cd m + (p + q¢) = m, de unde reiese cad p + ¢ = 0.
Deci p = ¢ = 0. Astfel, rezultd ci m = n. Altfel spus, relatia “<* este antisimetricd. In fine, daci
m,n,p € N sunt aga incat m < n sin < p, atunci exista r si s € Ncasa avem m+r=ngin+s =p.
Deducem c& m+(r+s) = p, adicd m < p. Asadar, relatia “<“ este si tranzitiva, fiind de fapt o relatie
de partiala ordine pe N.

In scopul demonstrarii faptului ca “<“ este o relatie de ordine totald (numitd ordinea naturald)
pe N, considerdm m € N, arbitrar fixat si, fatd de acesta, multimea P,, = {n € N | n < msaum <
n} C N. Observam ci 0 € P,,, deoarece 0 < m, cu evidentd. Luand acum un n oarecare din P,
deducem cd, dacd n = m, atunci, intrucat n < s(n), avem m < s(n), adica s(n) € Py,. Dacd n < m,
atunci, in conformitate cu Propozitia 2.5, avem s(n) < m si deci, iarasi, s(n) € P,,. Dacd m < n, cum
n < s(n) si “<“este o relatie tranzitiva, avem m < s(n) si deci s(n) € P,,. Prin (P3), rezulta asadar
cd P,, = N. Cum m este oarecare in N, reiese cé ordinea “<* este totald pe N.

Ardtdm acum cd (N, <) este bine ordonata. Fie, in acest scop, o multime nevidd A C N si
Q={neN|n<a,Vae A}. Evident, 0 € Q. Dacd, pe langa asta, Vn € @, ar rezulta ca s(n) € Q,
atunci am avea, prin (P3), @ = N. In consecinti, alegand un @ € A € N = @, am putea spune c&
s(a) € Q. Or, acest lucru ar insemna ci s(a) < a, ceea ce ar fi absurd. Deducem astfel ca, de fapt,
avem @ C N. Exista deci r € @ asa incat s(r) ¢ Q. Ardtdm cd r € A si cd r este cel mai mic element
al lui A. Dacd r nu ar apartine lui A, atunci, fiind din @), am avea r < a, Va € A. De aici ar reiesi cd
s(r) <a,Vae€ A. Deci s(r) € Q (absurd). Asadar, r € A i, cum r € Q, avem r < a, Va € A. Deci r
este cel mai mic element al lui A. |



Observatii

1) In virtutea Definitiei 1.20-b, se poate vedea ci N este un ordinal infinit si anume chiar cel mai
mic, adica w.

2) Vn € N, multimea {0,1,...,n} este, de asemenea, un ordinal gi anume un ordinal finit.

3) Un ordinal definegte un numar natural, daci si numai daca orice submultime nevida a sa are cel
mai mare element.

4) Intuitiv, un ordinal desemneazd pozitii intr-un sir bine ordonat de entitati si, de aceea, prin
analogie cu elementele lui N i se mai spune numar ordinal.

Principiul inductiei transfinite

Varianta I: Fie P(x) o proprietate astfel incat, pentru orice ordinal «, avem:
VB (B <a= P(p) = P(a)

Atunci P este satisfacutd de orice ordinal.
Varianta II: Fie P(x) o proprietate astfel incat:

j) P(0) are loc;

jj) pentru orice ordinal o, P(«) implicad P(S(«));
jjj) pentru orice ordinal limitd « # 0, daca P(f) are loc pentru orice § < «, atunci si P(«) are loc.

Atunci P este satisfacuta de toti ordinalii.

Principiul recursiei transfinite

Fie v un ordinal, adicd un element al multimii Ord, A o multime oarecare gi F multimea tuturor
functiilor (inclusiv cea vidd) cu valori in A i definite pe {f € Ord | § < 7}. De asemenea, fie
H :F — A. Atunci existd o functie unicid G, cu domeniul {« € Ord | o < ~}, astfel incat, pentru
orice a < 7, are loc relatia:

G(a) = H (Gligeord | p<a}) -

Aritmetica ordinalilor

Pe baza principiului recursiei transfinite, se pot defini operatiile de adunare, inmultire si expo-
nentiere a numerelor ordinale. Prin folosirea unor notatii similare celor de la aritmetica numerelor
naturale, succesorul unui ordinal « (adicd S(«)) va fi redat prin «+ 1 si operatiile cu ordinale specifi-
cate mai sus se pot exprima mai lesne, fiind introduse, impreuna cu proprietatile lor definitorii, dupa
cum urmeaza.

Propozitia 2.6  1° FExzista "+ ”7: Ord x Ord — Ord, astfel incdt:

(a) a+0=a, Va e Ord,
(b) a+(B+1)=(a+B)+1,Va,B € Ord,
(c) a+ B =sup{a+~y|~v<pB}, Va,B € Ord, B = ordinal limita, 5 # 0.



2° FExista ”-”: Ord x Ord — Ord, astfel incdt:

(a) -0=0,Va € Ord,
b) a-(B+1)=a-B+a,Va,B € Ord,
(¢) a-pf=sup{a-v|v<pB},Va,B € Ord, § = ordinal limita, § # 0.

& FExista 77 Ord x Ord — Ord, astfel incdt:
(a) @0 =1,Va € Ord,

(b) d(B+1)=(adB) -, Va, € Ord,
(¢) af =sup{ay | v < B}, Yo, B € Ord, B = ordinal limita, B # 0.

Se poate vedea cd adunarea ordinalilor si inmultirea ordinalilor sunt asociative, dar nu si comuta-
tive. De asemenea, inmultirea ordinalilor se dovedeste a fi distributiva fata de adunare.
Observatii

1) O multime A care este echipotentd cu o multime de numere naturale de forma {1,2,...,n} (
n € N*) se numeste multime finitd si are cardinalul egal cu n.

2) O multime care nu este finitd se numegte mul{ime infinita.

3) Cardinalul unei multimi finite se numeste cardinal finit, iar cardinalul unei multimi infinite se
numeste cardinal transfinit.

4) O multime echipotentd cu N se numegte multime numdrabild, cardinalul siu fiind notat cu
No (alef zero).

5) O multime care este finitd sau numarabild se numeste cel mult numdarabila.

1. Se poate arita cd orice multime infinitd A contine o submultime numarabild, ceea ce, formulat
altfel, inseamna cé, pentru A, are loc relatia:

Ng < card(A).

Operatii aritmetice cu numere cardinale

Pentru a = card(A) si f = card(B), se pot defini urmétoarele operatii (cu numere cardinale):

a+ fp =card(AUB), daca AN B = &,

a-f =card(A x B)

o = card({f : B — A})

Observatii

1) Adunarea, inmultirea si exponentierea numerelor cardinale, restrictionate la cardinali finiti, co-
incid cu operatiile corespunzatoare pe N.

2) Pentru orice cardinal a, avem «a + 1 = « dacd si numai daca « este un cardinal infinit.



Multimile Z si Q

Definitia 2.16 Fie monoidul (N,+). Prin tehnica din Teorema 2.1 (Maltev), multimea ce corespunde
grupului aditiv (G(N), +) se noteazi cu Z si poarta denumirea de multime a numerelor intregi.
Corespunzator, (Z,+) este grupul aditiv, abelian, al numerelor intregi.

Potrivit respectivei Teoreme 2.1, existd monomorfismul de monoizi iy : N — Z, definit prin in(n) =
[(n,0)], Vn € N. In virtutea acestuia, “identificim” fiecare numir natural n cu "intregul" [(n,0)].
Astfel, putem spune ca avem: N C Z.

Totodata, clasa [(n,n)] se noteaza cu 0 (€ Z), pe cand elementul [(0,p)] = —[(p,0)] se identifica
cu numdrul intreg —p (p € N). Tinand cont de acestea, putem scrie: Z = NU (=N*), cu (—-N*) =
{-n | neN*}. Deci: Z={...,—-2,-1,0,1,2,...}.

Pe Z = G(N), se mai poate defini si inmultirea (numerelor intregi), prin:

() a-B=[(ez+yt,at+y2)l, Vo =[(&,y)],8 = [(=,8)] € Z.

“@ o«

Propozitia 2.7 Dubletul (Z,-) este un monoid (multiplicativ) comutativ, in care operatia este

distributiva fata de “+ “ gi, dacd «, 5 € Z sunt asa itncdt - B =0, atunci a« =0 sau § = 0.

Demonstratie: Se arata simplu cd inmultirea numerelor intregi, in sensul relatiei de definitie (x),
este asociativd, are elementul neutru 1 = [(1,0)], este comutativa gi distributiva fatd de adunarea
numerelor intregi. Se vede apoi cd, dacid a = [(z,y)],5 = [(2/,y)] € Z sunt astfel incat a- § = 0 si
a # 0, adicd [(z,y)] - [(«/,y")] = [(0,0)] si z # y, atunci 2’ = ¢/, adicd § = 0. La fel, daca 5 # 0,
rezultad a = 0. <

Se poate afirma acum ca (Z,+,-) este un inel integru, in care Z* = Z \ {0} este un sistem multi-
plicativ maximal.

Definitia 2.17 Pentru x,y € Z, spunem cd x < y, dacd §i numai dacd y —x € N.

Propozitia 2.8 Dubletul (Z,<) este o multime total ordonata.

Demonstratie: Se aratd lesne cd “<“ este o relatie binara reflexiva, antisimetrica si tranzitiva pe
Z. Faptul ca avem Z = (—N*) UN ne spune ci relatia de ordine “<* este si totala pe Z. <

In sensul definirii corpului total de fractii al unui inel integru, putem spune acum ci, relativ
la (Z,+,-), corpul corespunzitor este tocmai multimea Q a numerelor rationale. In plus, prin
existenta monomorfismului iz+ : Z — Q, putem conta pe relatia Z C Q. De asemenea, prin extensie,
se poate vorbi de o relatie totald de ordine pe Q, definita prin:

u,v € Qu<v+= JweQy =iz (Z4) =iy ((N}) cuu+w=0.

Deci (Q, +, -, <) este un corp total ordonat, cu ordinea compatibild cu “4“ gi, pentru elemente din
Q., chiar cu ““.

Analizand multimea A = {x € Q | 0 < 22 < 2}, observim ci ea este majorats in Q, dar sup A ¢ Q.
Prin urmare existd submultimi ale lui Q care, majorate fiind, nu-si au marginea superioard in Q.
Dintr-un astfel de punct de vedere, spunem ca multimea Q nu-i completd, in sens Cantor-Dedekind.
Multimea care satisface, pe langd axiomele indeplinite de Q, si axioma de completitudine a lui
Cantor-Dedekind, potrivit céreia, orice submultime nevida si majoratd a ei are cel putin o margine
superioard (in multimea de referintd) este multimea numerelor reale, notata cu R.



Multimile R si R

Faptul ca multimea R, cu caracteristicile deja mentionate, exista intr-adevar se poate ardta in
cateva moduri, intre care specificim aici, metoda lui Dedekind, bazatd pe asa-numita notiune de
taieturd, metoda lui Weierstrass, sprijinitd pe notiunea de fractie zecimala si metoda lui Cantor,
axatd pe notiunea de gir fundamental (Cauchy) de numere rationale. Aceasta din urma, neeludand
principiul teoremei lui Maltev, va fi prezentata, preferential, in sectiunea ce urmeazi celei de fata si
se refera la siruri de elemente din inele si corpuri ordonate, precum Q.

Deocamdatd, din cele spuse pand aici, se impune atentiei urmatoarea definitie axiomatica a
muliimit R a numerelor reale.

Definitia 2.18 R este o multime cu cel putin doud elemente, inzestrata cu doud operatii algebrice

— una numitd adunare, notatd cu “+ “ gt cealaltd numitd itnmultire, notatda cu ““ — precum $i cu o
¢

relatie de ordine, notatd cu “<“ in raport cu care sunt indeplinite urmdtoarele axiome:
ARI1. 24+ (y+2)=(x+y)+ 2z Va,y,z € R;
AR2. 30 € R, astfel incitt+0=04+z =2, Vx € R;
AR3. Vz € R, 3(—x) € R asa incit v+ (—x) = (—x) +x = 0;
AR4. x+y=y+uz, Va,y €R;
ARS5. (z-y)-z=z-(y-2),Va,y,z € R;
ARG6. 31 € R, astfel incit x-1=1-z=x,Vx € R;
AR7. Vx € R\ {0}, 3o~ €R asa incit z -z ' =271 2 =1;
ARS. z-y=y- -z, Vx,y € R;
ARY. z-(y+2)=z-y+x- -z, Va,y,z € R;
ARI10. Vx,y € R avem x <y sauy < x;
AR11. Vxz,y €R, daca x <y sty <z, atunci x = y;
ARI2. Vx,y,z€Rcux <y siy<z — x < z;
ARI3. Vz,ye Rcur <y = zx+2<y+z2, VzeR;
AR14. Vz,y,z€Rcux <y i0<z=x-2<y-2
AR15. Orice submultime nevida si majorata a lui R are o margine superioara in R.

Altfel spus, (R, +,-, <) este un corp comutativ si total ordonat, care satisface axioma lui Cantor-
Dedekind (de completitudine) AR15.

Dupa cum ne vom convinge in sectiunea urméatoare, multimea R, introdusa axiomatic prin Definitia
2.18, este unicd pang la un izomorfism de corpuri comutative, total ordonate. In R, apar submultimile
remarcabile N, Z gi Q, unice si ele pana la un izomorfism (de monoizi/inele/corpuri), aflate in relatia:

NCZCQECR.
Printre proprietatile lui R figureaza si acelea cuprinse in urmatorul enunt, lipsit aici de demonstratie.

Propozitia 2.9  a) Multimea numerelor reale din intervalul [0,1] este nenumarabila. Cardinalul ei
se numeste puterea continuului i notat, prin traditie, cu c, este egal cu 2%0.



b) Urmatoarele multimi sunt de puterea continuului:

(1) multimea R;

(2) orice interval din R, de forma [a,b], [a,]), (a,b), (a,b], unde a < b;
(8) multimea R\ Q a numerelor irationale;

(4) orice submultime a lui R care contine un interval deschis;

(5) multimea lui Cantor, adica multimea C a tuturor numerelor din intervalul [0,1] care au
reprezentarea, in baza 3, numai cu cifrele 0 gt 2.

Ipoteza continuului.

Pe baza Propozitiei 1.7, putem vorbi despre suita de numere cardinale:
o < h(Ro) % Ry < h(Ry) & Ny <.

Intrebarea fireasc este aceea asupra pozitiei pe care o are, in aceasta suitd, cardinalul ¢ = 280 > Ny.
In acest sens, existd ipoteza continuului, potrivit cireia, am avea: X; = 2%, Cu alte cuvinte,
Cantor, cel care a emis o asemenea ipotezd, a presupus cd nu exista nici o multime al carei cardinal
este cuprins strict intre cardinalul lui N si cardinalul lui R. Un asemenea postulat este, in teoria
multimilor, analog axiomei paralelelor din geometria plana euclidiana.

Deoarece intre multimea R si multimea punctelor de pe o dreapta (pe care s-a stabilit un punct
numit origine, un sens — o orientare — gi o unitate de méasuri) se poate pune in evidenta o corespondenta
biunivocd (bijectie), se ajunge de cele mai multe ori la identificarea multimii numerelor reale cu
punctele dreptei respective, numita (pe bund dreptate) dreapta reald. Astfel, adoptand un limbaj
geometric, vom folosi termenul de “punct® (pe acea dreaptd) in locul celui de numaér real, dupd cum
si termenul de “dreapta reald“ in loc de R.

Cum, pentru o multime & # A C R, nemajoratd, nu mai avem asigurat faptul cd sup A (in sensul
ordinei totale pe R) apartine lui R, iar pentru o multime nevidd si neminoratd B C R nu putem
spune ca inf B € R, se iau in consideratie doud simboluri (elemente), numite plus infinit — notat
cu +o0o (sau, pe scurt, 0o) gi respectiv minus infinit — notat cu —oo, astfel incat, pe multimea
R = RU {—00,+0o} — numitd dreapta reald extinsd (sau incheiatd), in virtutea conventiei prin
care —o0 < 400 si Vo € R, —0o < < 400, se pot extinde operatiile “+“ gi “-“ de pe R, precum
si relatia de ordine naturals, luand, prin definitie: x + (+00) = (+00) + o = 400, Vz € R\ {—o0};
T+ (—o0) = (—00) +z = —00, Vo € R\ {+00}; - (+00) = (+00) -z = +00, daci 0 < x §i z- (+00) =
(+00) -z =—00,dacd © < 0; z - (—00) = (—00) -z = —00,dacd 0 <z gi x - (—0o0) = (—00) - & = +00,

x x
daca x < 0; — = ——=0,Vz e R.
+00

Se considera lipsite de sens, fiind nedeterminate, operatiile urmatoare: (4+00) + (—o0), (+00) —

(+00), (—00) + (+OO()),O(_+O§<2 —_(O—Ooo)_(pe scurt (00) — (00)); 0+ (+00), 0+ (=), (4+00) - 0,(—00) - 0

(pe scurt 0 - co) si (pe scurt g) Elucidarea sensului acestor operatii are loc,

+00’ —00’ 400’ —
de regula, pe seama expresiilor din care provin.

Prin extensia mentionats, multimea R este total ordonati, iar elementele 400 si —oo — numite
(acum) numere reale infinite (punctele de la infinit ale dreptei reale) sunt cel mai mare si respectiv
cel mai mic dintre elementele sale. Intr-un asemenea context, elementele multimii R C R se numesc
numere reale finite.

Cum, cu privire la aspectele de ordin algebric ale multimilor numerice N,Z,Q si R, ar putea
fi facute si consideratii din domeniul laticelor sau al algebrelor Boole, iata aici cateva elemente de
referinta.



Latici si algebre Boole

Definitia 2.19 O multime nevida L, impreuna cu doua operatii interne “v“: L x L — L gi “AN“
: Lx L — L, este numita latice daca ambele legi, “V “ st “A “,sunt asociative, comutative, idempotente
st absorbante, adica:

(Li) (a) xV(yVz)=(xVy Vz Vr,yzelL,
(b) xN(yNz)=(xANy) ANz, Va,y,z €L,

(Lz) (a) zvVy=yVaz Va,y€L,
(b)) xANy=yANz,Ve,y€ L,

(Ls) (a) NV ox=x,Vrel,
(b) cANx=x, Vo elL,

(Ly) (a) zV (xAy)==x,Vz,y€ L,
(b) AN (xVy) =z, Va,y € L.

Caracterul algebric al Definitiei 2.19 este evident. Pe baza acestei definitii, se poate introduce o
relatie de ordine partiald pe laticea L (prin “z < y*“, daca si numai dacd “x = x A y*), in raport cu
care (L, <) reprezintd o structurd partial ordonati.

Reciproc, dacd (A, <) este o multime (nevidd) partial ordonatd, atunci se pot defini operatiile V
si A (pe A), prin:

x Vy=sup{z,y} (in sensul dat in cursul 1) si respectiv

x Ay =inf{z,y} (vezi cursul 1), Vz,y € A,

observandu-se faptul c4, in felul acesta, (A4, V, A) constituie o latice, in sensul Definitiei 2.19. In virtutea
unei astfel de observatii, notiunea de latice se poate baza si pe urméatoarea definitie, echivalentd cu
cea de mai sus:

Definitia 2.20 O multime partial ordonata (L, <) este numita latice daca gi numai daca, pentru orice
x giy din L, atdt sup {x,y}, cdt si inf {z,y}, existd si sunt (ambele) din L.

Un exemplu elementar de latice il constituie multimea numerelor naturale, inzestrata cu relatia
de ordine uzuald, prin intermediul cireia se pot defini operatiile: n; A ng = min {ny,na}, n1 V ng =
max {n,na}, Vni,ne € N. Este satisficutd atunci, cu evidentd, Definitia 2.19.

Definitia 2.21 In general, o latice (L,V, ) este denumitas:
i) distributiva, cand oricare dintre operatiile “V*“ i “A“ este distributiva fata de cealaltd, adica

(a) cA(yVz)=(xAy)V(zAz)si

(b) zV(yAz)=(xVy A(zVz),Vz,y,z € L.
ii) modulara, cand

(xAy)V(yAz)=yAN((xzAy)Vz),Vz,y,2€ L.

ii) completa, cand, prin prisma Definitiei 2.20, pentru orice submultime L C L, existd atat sup L,
cat giinf L, in L.



Definitia 2.22 Doud laticit L1 si Ly se numesc izomorfe dacd existi o bijectie ¢ : Ly — Lo astfel
incat:
d(x VL, y) = ¢(@) Vi, d(y),Va,y € Ly si

¢(x ALy y) = (25(51,‘) AL, ¢(y)7vx7y € L.

Definitia 2.23 O submultime L' # & a unei latice (L,V,\) se numeste sublatice (a lui L) daca
(L', V, ) este o latice in sine.

Aldturi de notiunea de latice, un alt concept de importantd certd pe taramul informaticii, ca
disciplind teoretica, este acela de algebra Boole, definit dupad cum urmeaza.

Definitia 2.24 O multime nevida B, inzestrata cu doud operatii binare, “V “ si “A“, o operatie unara

(de complementariere), notatda cu “' “ gi doud elemente “neutre®, 0“ gi “1% se numeste algebra
Boole daca:

(B1) (B,V, ) este o latice distributiva,
(B2) xAN0=0gizVv1=1, Ve B,
(Bs) e N2’ =0giaxVa' =1, VreB.
Un exemplu clar de algebra Boole il constituie multimea P(X), a tuturor submultimilor unei

multimi X, in raport cu operatiile de reuniune si de intersectie, alaturi de care si cea de complemen-
tariere uzuald (la multimi), avand multimea vida in rolul lui “0“ si multimea X in rolul lui “1¢.

Alte aspecte de ordin algebric (sau de altd natur#) privitoare la R si R vor fi relevate in urmitoarele
capitole. Deocamdatd, de trebuinta ulterioard, sunt de semnalat céteva inegalitati numerice mai
importante, intre care aceea a lui Holder si aceea a lui Minkowski.

Inegalitati cu elemente din R

Propozitia 2.10 (Inegalitatea lui Holder, cu ponderi) Fie n € N, Mo, A\1,... \n, ap,a1,...,0n,
1 1

bo,b1,...,bp e Ry ={z € R | x>0} sip,q e RL =Ry \ {0}, astfel incit — + — = 1. Atunci:
P q

1 1
(%) Z)\iaibi < (Z )xﬂf) " (Z A,bg) ‘1 :
i=0 i=0 =0

Demonstratie: Se considerd multimea M = {n € N, astfel incat are loc (*)} C N i se aratd ca
M satisface conditia (axioma) (P3;) (Peano) din Definitia 2.14. Rezultd atunci cd M = N, ceea ce
inseamnd cd (x) are loc intr-adevar, pentru orice numar natural real n, cu datele din enunt.

Satisfacerea axiomei (P3) de catre M reiese din faptul cd 0 € M, in mod evident, iar dacd n € M,
atunci, pentru s(n) (adicd pentru n + 1), avem:

n+1 n
Z Aiagb; = Z Aiaib; + Apy1an41bpg1 <
i=0 i=0

1 1
n P n q
< (Z Amﬁ’) . (Z Aﬂ)?) + An+1Gn41bn41
i—0 i—0



1 1
n P n q
< (Z )\iaf + )\n+1aﬁ+l> . (Z )\ibg + >\n+1b£+1> .

i=0 i=0
Prima inegalitate are loc deoarece n € M (si, ca atare, (x) are loc pentru n), iar cea de-a doua este
1
n P
de fapt inegalitatea (x) din cazul n = 2, cu ponderile 1 gi A,+1 in rolurile lui A\; si A2, cu (Z Aial )
i=0

n r
$i ap41 in rolurile lui ap si respectiv ag, precum si cu (Z /\ibg> $i bp41 In rolurile lui by si respectiv
i=0
ba. Asa incat, este suficient sd ne convingem de faptul ca este adeviratd inegalitatea:

1 1
( ° ) A1a1b1 + doagby < ()\1&11) + )\Qag)l’ . ()\1[)({ + )\ng)q .

Acest lucru decurge din faptul ci, pentru functia f : Ry — R, definitd prin f(z) = (A1a] + Agag)% .
(A1b{ + )\gxq)% — A\a1by — Aeasz, existd punctul de minim global 2o = bl(a2/a1)§ (cand a1 # 0) si,
studiind variatia lui f, gdsim: f(by) > f(zp) = 0. Céand a; = 0, inegalitatea (de fapt, egalitatea) (‘o )
este evidenta.

In fine, este de mentionat ci, in (%), egalitatea are loc dacd si numai daci n-uplele (af, af, ..., a})
si (bf,bY,...,0h) sunt proportionale. <

Folosind un rationament asemanator, se poate demonstra gi ca este adevaratd propozitia ce
urmeaz#. In prealabil, precizim ci, atunci cand Ay = Xy = ... = A\, € R*, relatia () reprezinta
inegalitatea lui Holder fard ponderi. De asemenea, specificdm ca, pentrup=q¢=2gi Ay =g =... =
An € RY, inegalitatea (%) capitd forma

N

() znzaibi < (ia?) . <§:b?>2,
i=0 i=0 i=0

fiind cunoscutd atunci sub denumirea de inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski-Schwarz. In
(%), egalitatea are loc, in concordantd cu ce am precizat in legdtura cu (%), dacd si numai daca exista
u,v € R, cu u? +v% # 0, asa incat ua; +vb; =0, Vi € {0,1,2,...n}.

Propozitia 2.11 (Inegalitatea lui Minkowski, cu ponderi) Pentru p € R, p > 1, n € N gi
A0y AL, . . An, @0, Q1, ..., Gp, Do, b1, .., by din RY, are loc inegalitatea

(s * ) <i Ai(a; + bi)p) ' < (i )\iaf> ’ + (i Azbf) :
=0 =0 =0

In cazul 0 < p < 1, inegalitatea (x x %) are loc cu sensul schimbat. In (x* %), are loc egalitatea dacd si
numai daca n-uplele (ag, a1, ...,an,) $i (bo,b1,...,by) sunt proportionale.

Demonstratie: Ca si in situatia inegalitatii lui Holder, considerand multimea L a tuturor acelor
n € N pentru care, fie in cazul p > 1, fie in cazul 0 < p < l,are loc inegalitatea (x * %), se vede ca
0 € Lsicddacdn € L, atunci n+ 1 = s(n) € L. Acest din urma lucru revine, ca si in demonstrarea
inegalitatii (%), la a ardta ca (x % ) este adevaratd, de fapt, pentru n = 2, ceea ce se poate dovedi
pe seama studiului variatiei unei functii potrivit alese in context. Astfel, prin (Ps), rezultd ¢ L = N,
ceea ce Inseamna cd (* * x) are loc pentru orice n € N, cu datele si in situatiile din enunt. <



Propozitia 2.12 (Inegalitatea lui Carleman) Pentru orice n € N* gi aj,aq,...,a, € Ry are loc

inegalitatea
n
1
Z aias )k <e Zak,
k=1
egalitatea avdnd loc doar cind a1 = as = =a,=0
Demonstratie: Considerand n arbitrar din N*, a1, a2,...,a, din Ry si by,be,...,b, € R, pe baza

inegalitatii mediilor, adica a inegalitatii

r1+xT2+...+x
(mlscgmn)%g ! 2 n

n

(adevarata pentru orice n € N* si x1,x9,...,z, € R}), avem

biar 4+ boas + ... + brag
k

(b1a1b2a2 ... bkak)% < , Vk € N*

i, prin aceasta, putem scrie:

==

1
- " [brarbaas .. . brag\ F -

(”) E (alag...ak)% = E < ! 21?)22 bkk k) = (ble...bk) %(blalbzag .bkak) S
— 1

" 1< (biby...by) "k
_1 102 ...0k
< <<b1b2 k-kzb@ b3
k=1 =1 =1 k=l
+1
Luand b, = "D G e N atunci biby. by = (k + 1)F, Vi € N* gi
nn
n _1 n n
(blbg...bk) k 1 1 1 1 1 1 «
— — N = — — - V N.
kz_:l k kz_:lk(kJrl) kz_; F k+l) 7 a1 S

Astfel, din ( !! ) obtinem

- 1 " b - 1\’ -
;(alag...ak)k < 2 Tal = ZZ; (1 + l> a; < ekzlak,
adicd tocmai (! ).
Intrucat <1 + })l < e, VI € N* relatia (! ) devine egalitate doar cand a1 = a2 =...=a, =0. <

Bibliografie selectiva

D. Bugneag, D. Piciu - Lectii de algebrd, Ed. Universitaria, Craiova, 2002.

Rodica Luca-Tudorache - Analizd matematica, Editura Tehnopress, lasi, 2005.

Mihai Onucu Drambe - Inegalitati. Idei si metode., Ed. GIL, Zalau, 2003.

S. Burris, H. P. Sankappanavar - A Course in Universal Algebra, The Millenium Edition, 2000.
F. L. Tiplea - Introducere in teoria multimilor, Ed. Univ. “Al 1. Cuza”, lagi, 1998.

T. Albu, 1.D. Ion - Itinerar elementar in algebra superioard, Matrix Rom Bucuresti, 2012.

S otk W=



Cursul 3

Siruri de elemente dintr-un inel (corp) ordonat.
Constructia corpului R. Siruri de numere reale.

In ideea construirii lui R prin metoda lui Cantor, prezentim aici, mai intai, notiunea de sir dintr-un
inel sau corp ordonat oarecare, in mod special dintr-un domeniu de integritate sau un corp comutativ
cu ordonare. Dupd constructia corpului R, expunem, prin particularizare, citeva adevaruri de baza
cu privire la siruri numerice reale.

Siruri de elemente dintr-un inel (corp) ordonat

Relatiile de ordine de pe inelul (Z,+,-) si corpul (Q,+, ) se inscriu intr-un context mai general,
relativ la ordinea (in abstract) pe un inel, domeniu de integritate sau corp.

Definitia 3.1 Fie (A,+,-) un inel. Prin ordonare pe A intelegem o submultime nevida P a lui A,
astfel incdt 0 € P si sunt satisfacute conditiile:

01) Yz € A, avem x € P sau x = 0 (elementul neutru in raport cu “+ ) sau (—x) € P (opusul lui

x);
O2) Ve,y € P, avemzx+y€ P sixz-y € P.

P se numegte (in acest context) multimea elementelor pozitive ale lui A (sau corpul pozitiv
al lui A). Despre A se spune ca este inel ordonat de P. Un element € P C A se numeste pozitiv,
iar un element x € A\ (P U{0}) se numeste negativ.

Observatii:

1) N* este o ordonare pe Z.

2) Cand A este un inel unitar si nenul (avand elementul neutru, fata de “ ¢, notat cu 1, diferit de
0), iar P este o ordonare pe A, deducem c#, intrucat 1-1 =1 = (—1)-(—1), avem 1 € P. In
plus, tinadnd seama de Oz), vedem cd 1 +1+ ...+ 1€ P, Vn € N*.

—_——

n-ori

3) Daca z,y € A sunt negative (in sensul Definitiei 3.1), atunci z -y = (—x) - (—y) € P, pentru ca
(—x) € Psi (—y) € P, iar P satisface O2).

De asemenea, dacd x € A este negativ, iar y € A este pozitiv (adicd y € P), atunci x - y este
negativ, deoarece = -y = (—(—z)) -y = —((—=z) - y) ¢ P.

4) Cand (A, +,-) este corp, inversul oricarui element dintr-o ordonare P pe A este tot in P, deoarece,
Vee P, avemz- -z ' =1¢P.

Definitia 3.2 Fie (A, +,-) si (A", +',) doua inele ordonate de P C A gi respectiv P' C A’. O functie
f:A— A" se numeste izotonica daca “pastreazd ordinea® (de la A la A’), adicd daca, pentru orice
x € P, avem f(z) € P'.

Definitia 3.3 Fie (A,+,-) un inel ordonat de o submultime a sa, nevida, P. Se spune ca un element
x € A este mai mic decdt un altul, y € A, in sensul lui P, gi se scrie x <p y (sau, cdnd nu
existd posibilitatea vreunei confuzii, pur si simplu x < y) dacd i numai daci y+ (—x) € P. In acelasi
timp, se spune ci y este mai mare (in sensul lui P) decdt x.



In virtutea acestei definitii, un element 2 al lui A este P-pozitiv (adicd x € P) daci 0 <p . De
asemenea, r din A este P-negativ, dacd (—x) este P-pozitiv. Pentru z gi y din A, prin x <p y vom
intelege una din situatiile * <p y sau z = y.

Propozitia 3.1 Fie (A, +,-,<p) un inel ordonat. Atunci:

i)Ve,yz €A, cux <py giy<pz— x<p2;
i) Ve,y,z€ A, cux<py §i0<pz=x-2<py-z;

i) Ve,ye A, cux<py =z +z2<py+z VzeA
Daca (A, +,-,<p) este un corp ordonat, atunci, in plus, avem:

w) 0<pz,0<pysic<py=—y '<paz i
Propozitia 3.2 Daca (A, +, -, <p) este un domeniu de integritate (adica un inel comutativ, unitar gi
fara divizori ai lui zero), ordonat de P C A, K este corpul sau total de fractii, iar Px este mullimea
{a-b71| 0<pa,0<pb}, atunci Pk este o ordonare pe K.

a
Demonstratie: Observim c#, pentru orice 0 # x = a-b~! (conventional, E) din K, putem presupune

a —a a
cd 0 <p b (adica b € P), intrucat 3= E b;' Cand 0 <p a, atunci, cum 0 <p b, avem x = 7 € Pg.
Daca 0 <p (—a), atunci (—z) € Pk.
Este evident cd 0 ¢ Pk si cd, neputand avea simultan x gi (—x) (ca elemente ale lui K) in Pg
a c a ¢
(cici, dacd ar fi asa, atunci x = —, iar —z = —, cu 0 <p a,b,c,d si deci am avea 3 =7 adica
—a-d=c-b€ P, ceea ce ar fi absurd), se poate spune cd Pk satisface Op) din Definitia 3.1.

. a c
De asemenea, Pk satisface si Og2) din aceeasi definitie. Intr-adevar, pentru orice z = 3 siy = p (cu
a,b,c,d P-pozitive), avem a-c si b-d P-pozitive, adica z-y = 77 € Px. Totodata, x4y = % € Pk,
caci 0 <p ad+ bc gi 0 <p bd.
In concluzie, P este o ordonare pe K. <

Definitia 3.4 Fie (A, +,-, <) un inel ordonat gi x € A. Se numeste valoarea absoluta a lui x (sau

modulul lui x) si se noteazi cu |x|, acel element din A dat prin

2] = z, daca 0<zx (adica x € P) sau xz =0,
N z, daci x <0 (adici x ¢ P).

Propozitia 3.3 Fie (A, +,-, <) un inel ordonat. Atunci |z| este unicul element, y, din A, astfel incdt
0<ysiy-y=x-x. Totodata, y = |x| =0 daca gi numai daci z = 0. In plus, avem:

i) lu-o] = ul - Jol, Vu,o € A 50
3i) lu+ o] < Jul + Jol, Yu,v € 4.

Simpla fiind, demonstratia acestei propozitii, la fel ca aceea a Propozitiei 3.1, este ldsatd pe seama
tratarii ei, ca un exercitiu de solutionat, de catre destinatarii acestor note de curs.

Teorema 3.1 Fie (K,+,-,<) un corp ordonat si corpul (Q,+,-) al numerelor rationale, ordonat in
a
raport cu submultimea sa QY = {Z | aeNbe N*}. Ezxista atunci un monomorfism de corpuri,

unic g1 izotonic, de la Q la K.



Demonstratie: Fie 1x elementul neutru fatd de inmultirea din K si f : Q — K, functia definitd
prin

@) =f@)-(b-1)7", Vo= €Q (ac Zbe N,

unde prin b - 1 intelegem 1x + 1x + ...+ 1k, iar f(a) inseamnd a - 1g, dacd a € N* f(a) = 0,

de b ori
dacd @ = 0 si f(a) = (—a) - 1k, dacd a € (—N*). Se verificd lesne ca f este un morfism injectiv de

a c
gay = a €Q
(cua,c€Zsib,de N¥), aga incat x < y (adicd ad < bc), avem (bc — ad) - 1x > 0, ceea ce inseamna
cia-(b-1g) 1 <c-(d-1x)71, adicd f(z) < f(y), cand a si ¢ € N. La fel si in celelalte cazuri. Deci

f este izotonicd, potrivit Definitiei 3.2. <

corpuri, de la Q la K, bine determinat prin modul in care este definit. In plus, Vo =

Definitia 3.5 i) Un inel (A, +,-,<), ordonat si cu unitate (in raport cu “ ), se numeste inel
arhimedian daca, pentru orice pereche de elemente pozitive x,y din A, existd un numdar natural

n astfel incit y < n-x (unde n-x inseamnd x +x + ...+ x).

n— Ori

it1) Un corp ordonat se numeste arhimedian daca, privit ca inel, este un inel arhimedian.

Observatie. In situatia ii) din cadrul Definitiei 3.5, intrucat y < nz echivaleazi cuy-z~ < n-1x,
unde 1g este unitatea corpului K in cauza, putem spune ca acel corp ordonat K se numeste arhimedian
daca, pentru orice v € K, existda n € N, aga incat u < n - 1g.

Definitia 3.6 Fie B o multime nevidd. Se numeste sir de elemente din B o functie h definita pe
N si cu valori in B.

Se noteaza cu x, valoarea functiei h in punctul n € N gi se numeste termen general al girului
h : N — B. De reguld, in loc de h : N — B, girul se noteaza prin (z,)nen, unde z, = h(n) este
termenul general al respectivului gir. Multimea termenilor girului (x,)n,en € B se noteaza, uzual, cu

{zp | n €N}

Definitia 3.7 Fie (A,+,-,<) un inel ordonat. Un gir (x,)neny C A se numeste majorat (respectiv
minorat) daci {z, | n € N} este o mullime majorata (respectiv minorata). Sirul (zp)neny C A se
numeste marginit daca este simultan majorat si minorat, adica daca existd a si b din A, astfel incdt
a < x, <b,Vn €N. Daca nu este marginit , girul (x,)neny C A se numeste nemarginit.

Definitia 3.8 Un gir h : N — A de elemente ale unui inel ordonat (A, +,+, <) se numegte monoton
daca h sau —h este o functie izotonica. Sirul (h(n))nen se numeste crescator daca h este izotonica
st respectiv descrescator cind —h este o functie izotonica.

Definitia 3.9 Fie (zy)neny € B un sir cu elemente dintr-o mulfime nevida B si (ng)keny C N un gir
crescator strict (in sensul ordonarii induse de N* pe N). Sirul (zy, )yen C B se numeste atunci subgir
al sirului (xp)nen.

Definitia 3.10 Fie (K,+,-, <) un corp ordonat (in sensul Definitiei 3.1). Un sir (zp)neny C K se
numegte convergent (in K) daca existd un element x € K astfel incat, pentru orice e € K, ¢ > 0,
exista un numar natural ne, asa incdt, pentru orice n € N, cu n > n., sa avem:

|z, — 2| <e.

In acest context, spunem ca (xp)neny converge la x gi scriem lim x, = x, numindu-l pe x limita
n—oo

strulut (T,)neN.

Propozitia 3.4 Limita unui gir convergent de elemente dintr-un corp ordonat este unicd.



Demonstratie: Fie (z,)neny € K un gir presupus a fi convergent la doud elemente, z si y, din corpul
ordonat K. Atunci, in conformitate cu Definitia 3.10, Ve € K, € > 0, existd n. € N gi n. € N astfel
incat |z, —z| <e,Vn €N, n>n.si|z, —y| <&, Vn €N, n>nl. In consecintd, Ve € K, ¢ > 0,
existd n! = max {n.,n.} € N incat avem:

lz—yl=lz—zp+azn—y| < |z —z|+ |y —yl <e+e=2e.

De aici, rezultd cad |x — y| = Ok, adicad x = y. Altfel, dacd |z — y| > 0, pentru ¢ = |z — y| - A\, cu
0< A< (2-1;)"! am avea
[z —y| < 2A)|z —yl,

de unde 1 < 2X\ < 2(2-1g)~! = 1x (absurd). <

Definitia 3.11 Un sir (z,)nen de elemente dintr-un corp ordonat K se numeste sir Cauchy (sau
fundamental) daca pentru orice e € K, € > 0, exista n. € N astfel incdt

|zp, — xm| <&, Yn,m € N,n,m > n..

Propozitia 3.5 Orice sir convergent dintr-un corp ordonat (K,+,-, <) este gir Cauchy.

Demonstratie: Fie (z,)neny € K un gir convergent, cu limita x € K. Atunci, Ve € K, ¢ > 0,
dn. € N, astfel incat, Vn € N, n > n., avem:

|z, — x| < €.
Prin urmare, pentru orice n,m € N, cu n si m > n., are loc relatia
|t — | < |zp — x| + |2 — 20| < e+ € = 26,

ceea ce ne da dreptul s afirmam c& (x,)nen este sir Cauchy.

Observatie. Reciproca afirmatiei din Propozitia 3.5 nu are loc decit in anumite cazuri, nu
pentru orice corp ordonat K. Astfel, in situatia in care K este corpul numerelor rationale Q, sirul
(zn)nen C Q, definit recurent prin relatia

4+ 3z,

—— VneN
3+ 2z, "

Tnt+l =
$i cu xg = 1, este sir Cauchy, fiind unul cu limitd (deoarece este crescdtor si marginit), dar nu are
limitd in Q. Deci nu este convergent in (Q).

Valabilitatea reciprocei Propozitiei 3.5 este legata de notiunea de completitudine a corpului K, in
sensul urmatoarei definitii. <

Definitia 3.12 Un corp ordonat (K,+,-,<), in care orice gir Cauchy de elemente din K este con-
vergent la un element din K, se numeste complet.

In virtutea observatiei de mai sus, putem afirma cg (Q,+, -, <) nu este un corp ordonat complet.
Vom vedea ca (R, +,-, <) este un corp ordonat complet. Acest rezultat se bazeazd pe faptul ca este
adevarat urmatorul cuplu de afirmatii din enuntul propozitiei ce urmeaza.

Propozitia 3.6 Fie (x,)nen un sir Cauchy dintr-un corp ordonat (K, +,-,<). Atunci:
i) (Tn)nen este un sir marginit;

ii) in situatia in care (Tp)pen are un subsir (xn, )ken convergent la un element x din K, sirul
(Tn)nen este convergent la x.



Demonstratie: i) Cum (z,)nen este un gir Cauchy din K, pentru ¢ = 1k, va exista un numér
natural nj asa incat, pentru orice m,n € N, cu m,n > ny, avem |z, — z,,| < 1x. Luand m = nq,

deducem de aici ca |z, — zp,| < 1g, Vn > ng,n € N. Mai mult, rezultd ca |z,| = |2, — Tn, + 2ny | <
|Tn — Ty |+ |20y | < 1k + |2n, |, Y1 > ny. Astfel, pentru M = max {|x1], |z2|, ..., |Tn,—1], Lk + |Zny ]},
gasim:

|xn| < M, Vn € N.

ii) Deoarece (x,)nen este un gir Cauchy, rezulta ci, pentru orice € € K, € > 0, existd n. € N, aga
incat
|Ty — x| <e, Ym,n €N, m,n > n,
In acelasi timp, pentru ci subsirul (n, )ken este convergent la un element x din K, reiese ca,
pentru orice € € K,e > 0, existd k. € N, aga incat

|zp, —x| <e, VEEN, k> k.
Asadar, luand in continuare n. = max {nc, k. }, avem
|zy, — 2| < |y — T, | + |20, — 2| <e+e=2¢

pentru orice n > n., cand k > n (ceea ce implicd ny > nl). <

Observatie. In cazul in care K este R (corpul ordonat al numerelor reale), Propozitia 3.6,
in asociere cu teorema lui Cesaro, potrivit cdreia orice sir marginit de numere reale are cel putin un
subsir convergent, ne conduce la concluzia de completitudine a lui R (in sensul Definitiei 3.12). Tinand
seama gi de Propozitia 3.5, putem afirma ci, tn R, un gir (z,),cn este convergent dacd si numai
daca este sir Cauchy.

Constructia corpului numerelor reale cu ajutorul
sirurilor Cauchy de numere rationale

Fie (Q,+,-, <) corpul ordonat al numerelor rationale si C(Q) multimea tuturor girurilor Cauchy
cu elemente din Q. Pe langa faptul ca, in acest caz particular (in care corpul K este Q), rezultatele
prezentate pand aici sunt aplicabile, despre C(Q) vedem ci este o multime care poate fi structuratd
algebric ca un inel unitar comutativ.

Propozitia 3.7 Multimea C(Q), inzestrata cu operatiile de adunare i de inmullire a doud giruri, este
un inel unitar, comutativ.

Demonstratie: Pentru oricare doud elemente din C(Q), o = (2 )nen $i 8 = (Yn)nen, vedem, pentru
inceput, cd o+ 8 = (Tn, + Yn)nen 1 @+ B = (Tpn - Yn)nen sunt tot din C(Q). Aceasta intrucat, pentru
orice € € Qié existd n. € N gi n? € N, astfel incat, oricare ar fi m,n € N,gcu m,n > n., avem
| T — zp| < 37 iar, oricare ar fi m,n € N, cu m,n > n”, avem |y, — yn| < 5 Deci, pentru orice

m,n € N, cu m,n > max {n.,n’} = n., avem

e €
|(Zm + Ym) — (@n + Yn)| < [Tm — Tal + [Ym — Yl <§+§:5
si
g g

|$mym_wnyn‘ S ’ym(xm_xn)+xn(ym_yn)| S ‘ym‘|xm_$n|+‘xn‘ ‘ym_yn| S M17+M

oM, Pon, O

dacd tinem seama aici de Propozitia 3.6 i). In consecintd, Va, 8 € C(Q), avem o + 8 € C(Q) si
a- B € C(Q). Evident, operatiile de adunare si inmultire in C(Q) sunt asociative si comutative, pe



baza asociativititii si comutativititii operatiilor de adunare si inmultire in Q. In plus, este ugor de
vazut cd girurile constante 0 = (0),eny C Qi1 = (1)peny C Q sunt siruri Cauchy si constituie elementul
0 si respectiv 1 din C(Q). In fine, se vede cii operatia de inmultire este distributivd fatd de adunarea
pe C(Q). Astfel, rezulta ca (C(Q),+, -) este un inel comutativ si unitar. <

Se ia acum in consideratie multimea N(Q) = {(zn)nen € C(Q) | Elnh_)ngoxn = 0}, in legdtura cu
care se poate constata ca (N (Q),+, ) este un inel in sine, subinel al lui C(Q).

In plus, se poate deduce cd, Vo = (an)nen € C(Q) \ N(Q), existd a € Q7 si n, € N*, asa incat,
Vn €N, cun > ng, si avem |a,| > a. Dacd, prin reducere la absurd, nu ar fi aga, atunci, pentru orice
e € Qf, ar exista o infinitate de numere naturale ny < ny < ... < n; < ... astfel incat |a,,| <
€
2

55
Vi e N*. Cum « € C(Q), existd n. € N astfel ca |a, — an| < =, Vn,m € N, cu n,m > n.. Atunci,

pentru m = n; > n., am avea:

€ €
lan| <lan — an,| + |an,| < 54—5:5, Vn > ne.

Deci nlingoan =0, adicd a € N(Q), in contradictie cu faptul cd a € C(Q) \ N (Q).

Fie acum, in C(Q) x C(Q), relatia binard ”~”, definitd prin: a ~ 8 <= a — € N(Q). Se poate
vedea, fard prea mare dificultate, c8 ”~” este o relatie de echivalentd pe C(Q). Astfel, se poate vorbi
despre multimea cat C(Q)/~. Inzestrand aceastd multime cu operatiile de adunare si de inmultire a
claselor de echivalentd corespunzitoare, constatam ca (C(Q)/~,+,-) este un corp comutativ gi unitar.
Intr-adevir, mai intai, vedem ci, in raport cu operatiile ”+” si ”-”, definite prin Ja| +]8[ = |a + B si
respectiv Ja[ -]B] = Ja- B[, V]al,]8] € C(Q)/~, (C(Q)/~,+,) este un inel unitar, comutativ. In
plus, ¥V ]a| € C(Q)/~, 3]18[ € C(Q)/~ asa incat Ja[ -]8] = |I[. Aceasta intrucat, dupd cum am
constatat deja, Va = (an)nen € C(Q) \ N (Q), existd a € Q% si n, € N aga incat |a,| > a, Vn € N cu

. . . . . 1
n > ng. Se ia atunci in consideratie § = (ai) si se vede ca 8 € C(Q), intrucat | — — —| =
n/n>ng n A,
‘an - am‘ 1 2 o 1 N o o
0 < 5 -ae =g, vVn,m > n,. Totodata, avem a, - — = 1, Vn > n,, ceea ce inseamna ca
|G| a an,

a-pf—1€eN(Q), adicd Jaf -]8[=11in € C(Q)/~. Drept urmare, putem conchide ca (C(Q)/~,+,")
este un corp comutativ.

Apeland acum la functia ig : Q — C(Q)/~, definita prin ig(a) = ](a,qa,...,q,...)[ € C(Q)/~,
Va € Q, vedem lesne ca igp este un morfism injectiv de corpuri. In virtutea sa, il putem privi pe
Q ca pe un subcorp al corpului C(Q)/~. Cum multimea P = {Ja] € C(Q)/~ | a = (an)nen €
C(Q) \N(Q),3a € QF, sing € N, incat a, > a,¥Yn € N,n > n,} constituie o ordonare pentru
C(Q)/~ (in sensul Definitiei 3.1), se poate vorbi de C(Q)/~ ca despre o multime ordonata in raport
cu relatia de ordine ” <”, definitd prin : Jof < |3[ < 18] —]a[ € P.

Desemnand pe (C(Q)/~,+, -, <) ca fiind, prin definitie, corpul R al numerelor reale, vedem c4, prin
teorema lui Maltev, R este unic pana la un izomorfism de corpuri comutative si ordonate. Totodat4,
acest R satisface, cu sigurants, axiomele AR1 - AR14 din Definitia 2.18. In ceea ce priveste axioma
ARI15, se poate vedea ci, prin constructia de fatd, R se aratd a fi un corp arhimedian. Intr-adevir,
pentru orice 7 = Ja] € C(Q)/~ = R, existd m € Nasga incat |af < Jm[ = [(m,m,...,m,...)[.
Aceasta intrucat, potrivit Propozitiei 3.6, i), sirul @ = (an)nen € C(Q) este marginit si, agadar, exista
M € Qf asa incat |a,| < M, Vn € N. Se poate lua atunci m = [M] + 1, unde [M]este partea
intreagd a lui M. Amintindu-ne acum ca R este un corp complet (in sensul Definitiei 3.12), se poate
conta ( in virtutea Propozitiei 3.6, ii) si a deja mentionatei teoreme a lui Cesaro ) pe faptul cd R este
un corp arhimedian complet. Finalmente, prin aplicarea teoremei care stipuleaza ca, intr-un corp
arhimedian complet, orice multime nevidda si majoratd a respectivului corp are margine
superioard care apartine corpului in cauzd, putem spune ca R, realizat prin procedeul expus
mai sus, satisface si axioma AR15 din cadrul Definitiei 2.18. Prin urmare, un astfel de R isi merita
denumirea conferitd de respectiva definitie.



In ceea ce priveste demonstratia teoremei al cirei enunt este scos in evidentd imediat mai sus,
aceasta decurge dupa cum aratam in continuare.

Fie K un corp arhimedian complet gi S C K o submultime nevidd gi majoratid a sa. Pentru
n € N*(arbitrar fixat), fie T, = {y € K | n-z < y,Vz € S}. Multimea T), este nevids, intrucat,
dacd b € K este un majorant al lui S, atunci orice element y € K, pentru care n - b < y, apartine

lui T;,. De asemenea T;, are majoranti de forma n -z, cu x € S. Luam atunci y, € 7T, pentru care

1
existd x, € S, asa Incat y, — lg < n-x, < y,. Altfel spus: I _Z < xp < y—n. Notand cu
n n n

zp, elementul ~=din K, constatdm ca girul (z;)nen+ este un gir Cauchy in K. In acest sens, vedem
cd |zp — zm| < —, intrucét, daca z, < z,, atunci z,, — — < z, < z,. Dacd nu ar fi aga, am avea
m m
1
Zn < zm — —si deci 2z, — — € K ar fi majorant al lui S, ceea ce ar fi absurd, deoarece x,, (€ 5) este

. 1
mai mare decét z,, — —. Cand z,, < z,, am deduce c& z, — z,, = |z, — 2| < —, intrucat, altfel, am
m

m
. 1 . s Yn 1
avea zp — Zm > — adica z, — oo ar fi majorant al lui S gi deci, pentru z,, = Y Zn > Zn — = ar

1 1 . . . .
rezulta cd z, — — < z, — —, adicd m < n, indiferent de cum sunt m si n din N, ceea ce ar fi absurd.
m

n
Ca atare, (zn)nen este sir Cauchy din K. Cum, prin ipotezd, K este complet (in sensul Definitiei
3.12), se poate spune ci (z,)nen este sir convergent. Fie w = lim z, € K.
n—oo
Sa aratam acum cd w este un majorant al lui .S. Presupunénd, prin absurd, ca nu-i aga, ar exista

x € S astfel incat w < z. Atunci, deoarece (zy)necn este convergent la w, pentru e = , exista un
T —w

ne. € N, aga incét, penru orice n € N, cu n > ng, s avem |z, —w| < . In consecinta, rezulta ca,

Vn > n., avem:

x_
T—2p, =T —WHwW—2, 2T —W— |z, —w| > —w-— 5=y > 0.

Deci x > z,, adica = > In sau, altfel, n - x > y,, in contradictie cu faptul cd y, € T;,. Deci w este

n
intr-adevdr un majorant al lui S. Mai mult chiar, w este sup .S, cdci altfel, ar exista u, majorant al

lui S, incat u < w. Atunci, reinterpretand faptul ci sirul (z,)n,en converge la w, am avea, pentru
w—u , o w—1u
e = ——, existenta unui ng € N, asa incat |z, — w| <

avea:

,Vn € N, n > ng. In consecinta, am

3(w—u)

Zn—U=Zp—WHW—U>W—u— |z, —w| > >0,

ceea ce ar implica z, > u, in contradictie cu faptul ca u este majorant al lui S.
In concluzie, multimea S are marginea superioara w din K.

Siruri de numere reale

Am viizut deja cd, in R, un sir (z,)nen este convergent dacd si numai dacd este sir Cauchy. In
plus, toate celelalte rezultate stabilite pentru giruri dintr-un corp comutativ ordonat sunt valabile gi
pentru siruri din R. Pe langa ele, mai sunt si alte rezultate, specifice sirurilor de numere reale, dintre
care, in acest paragraf, prezentdm cateva.

Teorema 3.2 (de convergentda a girurilor reale monotone)

i) Orice §ir (xn)nen C R care este crescator gi majorat are limita in R, aceasta fiind marginea
superioard a multimii {x, | n € N}.

it) Orice gir (zn)neny C R care este descrescator si minorat are limita in R, aceasta fiind marginea
inferioara a multimii {z, | n € N}.



Demonstratie: i) Se poate vedea ci sirul (z,,)nen C R, crescitor si majorat fiind, este un gir Cauchy.
In caz contrar, ar exista e € R% ,asacat,Vn e N, Ik sim € N, cu k,m > n, astfel ca |z, —xzp| > €.
Cum (zp)nen C R este crescétor, ar reiegi atunci cd, pentru m = n si k > n, am avea xy — =, > €.
Astfel, pentru n = 1, ar exista n; > 1, asa incat z,, > x1+¢. La fel, pentru n = ny, ar exista ny > ny,
asa incat z,, > x,, +¢ > x1 + 2¢. Prin recurentd, s-ar putea construi, in acest fel, un subsir (.T}nk) keN
astfel incat x,, > 1 + ke, ceea ce ar contrazice faptul ca (z,)neny C R este un sir méarginit. Ca atare,
(n)neny C R, este intr-adevar un gir Cauchy. Deci, in virtutea rezultatului mentionat la inceputul

acestui paragraf, (z,)neny C R este convergent. Fie z = lim x,,. Cum z,, < xy,, Vn,m € N, n < m,
n—oo

prin fixarea arbitrard a lui n si trecerea la limita dupa m, obtinem ci z, < xz, Vn € N. Astfel = este
un majorant al multimii {x,, | n € N}. Daca = n-ar i marginea superioara a multimii {x,, | n € N},
atunci ar exista un alt majorant al acesteia, sa-1 numim y, care sa fie mai mic decat x. Asadar, am
avea

Ty <y <a,VneN.

De aici, ar reiesi ca x = lim x, < y < x, ceea ce ar fi absurd. Prin urmare, x este chiar marginea
n—oo
superioard a multimii termenilor sirului (z,)nen, adicd a multimii {z,, | n € N}.

ii) Este suficient si consideram girul (—z,)nen $i sa ne folosim de i). Atunci sirul (—x,)nen, fiind
crescdtor si majorat, va fi convergent la marginea superioard a multimii {—z, | n € N}. Deci (2, )nen
va fi convergent la — sup (—z,) = inf,en . <

neN

Firesc, urmeaza:

Teorema 3.3 i) Daca (zp)nen C R este un gir crescator gi nemarginit, atunci lim z, = 400 .
n—oo

i1) Daca (xn)neny C R este un gir descrescator gi nemarginit, atunci lim x,, = —oo.
n—oo

Asadar, sirul (x,)nen este, in oricare dintre cele doua situatii, divergent in R.

Demonstratie: i) Fie (,)neny C R un sir crescdtor gi nemérginit. Atunci mutimea {z,, | n € N}
este doar minorata (de x1), nu i majoratd. Prin urmare, Ve > 0, 3n. € N aga incat x,_ > . De aici,

Vn eN, cun > n., am avea x, > x,_ > . Deci nlingomn = +o0.

ii) Se demonstreaza aplicand i) asupra sirului (—z,)nen. <

In concluzie, orice gir monoton din R are limita in R.
Puncte limita. Limite extreme ale unui sir de numere reale

Pentru orice sir (z,)ney C R, se poate vorbi despre multimea notatd cu L(z,) si denumita
multimea punctelor limitd corespunzatoare sirului (z,)nen. In conformitate cu Teorema 3.3,
L(zy) # 9,V (zn)neny C R.

Definitia 3.13 Se numeste punct limitd al unui gir (v,),eny C R, un element din R care este
limita unui subsir (Tn, )ken al sirului (Ty)nen-

Definitia 3.14  a) Se numeste limita inferioara a girului (z,)neny C R (si se noteaza cu
liminfz, seu cu lim x,) marginea inferioara a multimii L(x,,).
n—oo n—00

b) Se numeste limita superioard a sirului (z,)nen C R (§i se noteaza cu limsupx, sau cu
n—oo

lim x,,) marginea superioara a multimii L(x,,).
n—oo



Observatii
1) Evident, pentru orice sir (z,)neny C R, avem:

liminf z,, < limsup z,,.
n— oo n—00

2) Daca (zp)nen C R este un gir convergent la un element x € R, atunci L(x,) = {x} si, in acest
caz, avem:

lim z, = lim x, = =.
n—o00 n—0oo

Se poate arita cd, si reciproc, dacd, pentru sirul (z,),eny C R, are loc relatia lim x,, = nhj& Tn,
n—oo

atunci (zp)nen are limitd in R, aceasta fiind valoarea comuna a limitelor sale extreme lim z, si
n—oo

lim z,,.
n—oo
De asemenea, se mai poate arata ca, pentru orice sir de numere reale (x,)nen, existd un subsir

monoton descrescator al acestuia, care sa convearga la lim x,, si, totodata, un subsir monoton crescator
n—00
care sa convearga la lim x,,.
n—oo
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Cursul 4

Serii de numere reale

O altd modalitate de constructie a multimii R, care pleaca de la corpul comutativ si ordonat
al numerelor rationale, este gi aceea bazatd pe notiunea de serie (de elemente din Q), dupa cum
dezvaluie Arnold si John Knopfmacher, in lucrarea lor cu titlul "Two constructions of real numbers
via alternating series” (Internat. J. Math. & Math. Sci., vol 12, No 3, 1989, pp 603-613). Prin
folosirea unui algoritm datorat lui Oppenheim, in virtutea céruia orice numar real r poate fi redat sub
forma

1 b1 n biby 1 —1—(—1)]“_1Mr

apgp+————+——— ...
aj C1 g C1C2 a3 Cl...C—1

k

1 1
unde ag = [r] (partea intreagd a lui r), r1 =r — ag, a1 = [} (dacd 1 # 0) si, recursiv, a,, = [}
1 T'm
1 c
(cand 7y, > 0), rpg1 = < — Tm b—m, cu by, si ¢, numere pozitive (in general, intregi) dependente
am m
de ai,ag,...,am, Vm e {1,2,...,1} (I < k—1)-cand r1,ry,...,r diferd de 0 - sau Vm € N* (k € N¥),
cand Vr,, # 0, cei doi iau in consideratie cazurile particulare in care fie b,, = ¢, = 1, Vm € N¥,
fie by, = 161 ¢y = am, Vm € N*, referindu-se, in mod special, la multimea de reprezentari de tip

Sylvester

1 1 1 1
ag+ —— —+— — (=)
al a2 ag (2%

cu a; € N* aga incat a;11 > ai(a; + 1), Vi € N* gi respectiv la multimea tuturor reprezentarilor de tip
Engel

1 1 (_1)n+1
Foi ——— ...,
aq ai1ag ai1ag ...an
cu a; € N*| aga incat a;4+1 > a; + 1, Vi € N*. Inzestrand fiecare din cele doud multimi cu adecvate
operatii algebrice de adunare gi inmultire si definind cate o relatie de totala ordine pe ambele, autorii
mentionati dovedesc in lucrarea lor ca, atat prima multime, cat si a cealalta, satisface axiomele AR1 ~
AR15 (v. cursul 2 ), avand pe Q ca submultime proprie (a tuturor reprezentarilor Sylvester, respectiv
Engel, cu numdr finit de termeni). Evident, in prealabil, se acorda atentie cuvenitd acelor situatii
in care reprezentarile Sylvester si Engel au un numar infinit de termeni, supundndu-se teoriei seriilor
numerice reale. Intru familiarizarea cu aspectele de bazi ale unei astfel de teorii, prezentfm aici, in
cele ce urmeaza, notiuni si rezultate din sfera seriilor de numere reale. Importanta cunoasterii unor
asemenea lucruri reiese si din dezvaluirile gi preocuparile unor lucrari de specialitate de data recenta,
intre care este de mentionat cea semnatd de G. Bagni, relativ la impactul seriei lui Guido Grandi
(1703)
1-14+1-—-1+...

atat in trecut, cat gi in prezent (“Infinite Series from History to Mathematics Education”, 2005).
Serii in R. Fundamente

Cum, cu exceptia situatiilor care se refera la Q, atat reprezentarile Engel, cat si reprezentarile
Sylvester constituie, de fapt, sume (infinite) ale elementelor unui gir (de numere rationale), este normal
sd ne intrebam asupra semnificatiei unor astfel de entitdti matematice in contextul “trecerii” de la un
proces finit (cum este acela al calculului sumei unui numar finit de numere) la “extensia” sa infinita.
In acest sens, iatd cateva definitii, exemple si rezultate de ordin general.



Definitia 4.1 Fie (xy,)nen+ un sir de numere reale, caruia % asociem girul (Sp),cn- C R, cu termenul
general
Sp=z1+x2+...+x,,Vn e N*.

Perechea ((zy)nen+, (Sn)pen+) S€ numeste serie de numere reale (sau serie in R) si se noteaza,
conventional, prin

o
E Ty Sau E T, Sau E Tn SQU X1+ X2+ ...+ Tp+....
n=1

neN* n>1

(0.0
(Sn)pen- s€ numeste sirul sumelor partiale atasat seriei an. Termenul general al sirului

n=1
[e's)

(Tn)nen+, adicd x,, poartd denumirea de termen general al seriei E Tn.

n=1
Observatie: Uneori, cand multimea indicilor girului de referinta (x,,) este N, seria
o
((l‘n)neN, (Sn)neN) se noteazd, in mod corespunzitor, prin E Zn (sau E Ty sal E Ty sau T+ x1 +

neN n>0 n=0
...+ xy+...). Dacd multimea respectivd este {n € N | n > ng} (unde ng € N este un anumit numar
o

natural), atunci seria in cauzd va fi notatd cu E Ty, (sau g Ty SAU Tpy + Tpg+1 + -+ Tp +..0).

n>ng n=ng

Definitia 4.2 Seria Z Ty Se numeste convergenta, si acest fapt se noteazd prin Z 2 (C), daca

neN* nEN*
i numai daca exista S € R astfel incit S = lim S, (adica sirul (S,),cn- este convergent in R, cu
n—oo

o
limita S). Numarul real S se numegte suma seriei E Ty §1 putem scrie: S = E Ty.
neN* n=1
Daca sirul sumelor partiale (Sy),cn- nu are limitd in R (adica 71121;0 Sn nu existd sau, dach ex-

ista, este —oo0 sau +00), atunci seria Z Ty se numeste divergentd si acest fapt se noteazd prin
neN*
> au(D).
neN*
Exemple:

a) Fie r € R, arbitrar fixat. Seria E ZTp, In care x, = r", Vn € N, se numeste seria geometrica
neN
cu ratia r. Sirul sumelor partiale atasat ei are termenul general .S, dat prin
1— rn+1

Sp=1+r+r+.. +r"={ "1, "7l vnen.
n+1, r=1

Deoarece lim r™ existd si este finitd doar dacad |r| < 1, putem spune cd avem E r"(C), cand
n—oo

neN
r| <1si ) r*(D), cand |r| > 1.
neN
Agadar, seria lui Grandi 1 —1+1—1+ ..., adica Z(—l)”, care este seria geometricd cu ratia

neN
r = —1, are statutul de serie divergentd. Ca atare, suma ei nu este nici 0, nici 1 si nici 1/2, dupa



cum a existat (si mai existd incd, pe alocuri, si in prezent), in mod eronat, impresia ca asa ar fi,
ci nu existd, pur i simplu (in sensul Definitiei 4.2).

1 . 1 .
b) Seria Z In <1 + ) este divergentd, deoarece avem: Vn € N*| S, = Zln (1 + k:) = Z(ln (k+1)—
n

neN* k=1 k=1
Ink)=In(n+1)si lim In(n+1) = +4o0.
n—oo
c) Seria Z este convergenti si are suma S = v/2 — 1, intrucat:
n>2
k\%2 - k k+1 [n+1
Z —Z \/ —\/+ = V2 - i,VnEN*,n22§iexis‘cé
V2 —k P k—1 k n

1
1m&:mn0ﬁﬂﬂ+>:ﬁ—mR
n— 00 n— 00 n

. 1 : .
d) Seria cu termenul general —5, n € N¥, este convergentd, deoarece girul sumelor partiale core-
n

1
spunzétor ei, adicd sirul (Sy), cn+ cu termenul general S, = 1 + 2— +. —, Vn € N*, este

monoton (strict) crescator, in virtutea faptului ca S,,+1 — S, > > 0, Vn € N* si, totodata,

il
este majorat (marginit superior) cici avem:

\ = 1 & 1
VRGN“%:gngl+g;k<l+§: 1+§:(—>:2—n<2

Astfel, potrivit Teoremei 3.2 ( v. cursul 3 ), sirul (S,), cy- este convergent.

Definitia 4.3 Prin natura seriei Z Ty, Intelegem calitatea ei de a fi convergentd sau divergentd.
neN*

Definitia 4.4 Se numeste criteriu de convergenta (sau criteriu de divergentd sau criteriu de

stabilire a naturii), pentru o serie Z Zn, 0 anumitd conditie (sau un anumit set de conditii) care,
neN*

prin satisfacerea ei (a lui) de catre Z Zn, ne permite sa stabilim convergenta ( respectiv divergenta

neN*
sau natura ) seriei cu termenul general .

Definitia 4.5 Fie an o serie de numere reale. Dacd x, > 0, Vn € N*, atunci seria Z:z:n

neN* neN*
se numeste cu termeni nenegativi; daca x, > 0, Vn € N*, atunci Z Tn Se numeslte serie cu
neN*
terment pozitivi, iar dacd x, < 0, Vn € N*, atunci Z Ty, se numeste serie cu termeni negativi.
neN*

Atunci cdnd x, nu are acelagi semn pentru orice valoare a indicelui n € N*, seria E Ty, Se numeste
neN*
serie cu termeni oarecari. In cazul in care x, - Tpy1 < 0, Vn € N*, seria E T, Se numegte

neN*
alternata.

Observatie: Reprezentarile Sylvester si Engel ale unui numar real sunt serii alternate, cu elemente
din Q.



Definitia 4.6 Fic seria de numere reale Z Ty §ip € N*. Se numeste rest de ordinul p al seriei
neN*

o0
considerate (si se noteazd cu R,) seria Z T,
n=p+1
Definitia 4.7 O serie Z Tn, cu Xy € R, Vn € N* gi in care x, se poate pune sub forma yn, — Yn—1,
neN*

Vn € N*, unde (yn)nen este un gir cu comportare cunoscuti, se numeste serie telescopica.

Observatie: Seriile de la punctele b) si ¢) ale exemplului de mai sus sunt, desigur, telescopice.

Definitia 4.8  a) Doud serii de numere reale g Uy ST E vy se numesc egale dacd st numai

neN* neN*
daca u, = vy, Vn € N*. In acest caz, scriem: E Up = E Up,.
neN* neN*

b) Seriile g Uy ST g v, Se numesc de aceeast naturd daca si numai dacd sunt, simultan,

neN* neN*
convergente sau divergente.

De pilda, seriile de la punctele ¢) si d) ale exemplului de mai inainte sunt de aceeasi natura (
fiind, ambele, convergente ), pe cand seriile de la b) si d) sunt serii de naturi diferite ( prima fiind
divergentd, iar cealalta convergentd ).

Teorema 4.1 (Criteriul general - al lui Cauchy - de convergentd a unei serii de numere

reale) Fie, in R, o serie E Ty. Aceasta este convergenta daca si numai daca, pentru orice € € RY,

neN*
existd ne. € N*, astfel tncdt, oricare ar fin i p din N*, cu n > n., avem:

|Tpt1 + Tng2 + ...+ Tngp| < e

Demonstratie: In conformitate cu Definitia 4.2, seria Z x, este convergentd ( in R), dacd si

neN*
numai dacd sirul sumelor partiale corespunzator ei, adica (Sy),cy=, unde S, = 1 4+ 22 + ... + Ty,

Vn € N* este un sir convergent. Dar, in R, orice gir este convergent, dacd si numai daca este sir

Cauchy. Asadar, seria Z T, este convergentd dacd si numai daca sirul (S,,),cy- este un sir Cauchy,
neN*

adicd, potrivit Definitiei 3.11 (v. cursul 3), dacd Ve > 0, In. € N*, astfel incat Vn € N*, n > n, si

Vp e N* avem: |Sp1p — Sp| < e. Altfel spus, cum Sy4p — Sy, = Tpt1 + Tng2 + . .. + Tnyp, seria Z Tn

neN*
este convergentd dacd gi numai daca Ve > 0, dn. € N*, astfel incat Vn € N*, n > n. gi Vp € N¥,

avem: |Tpq1+ Tpia + ...+ Tngp| < €. <

n+11

Exemplu: Seria armonicd alternata Z (—1)""" — este convergenta deoarece sirul (S,)
n

neN*

neN*»

1 1 1 (—1)ntt
de S, =1—-4+-—-+...+ ——+
I 2[“: 3] 7 ]
=E1+1, cand e € (0,1
Ve >0,3dn. = € ’ ’
c e { 1, cand e > 1
pentru orice n € N*, cu n > n. gi pentru orice p € N*, avem:

1 1
- A (=Pt
n+1 n—|—2+ +(=1 n+p

, Vn € N*, este convergent, fiind sir Cauchy. Intr-adevir,

€ 1—¢
e N*, cu [} partea intreagd a lui ——, astfel incét,
€ €

|Sntp — S| =

E.

1 - 1 < 1 <
n+1" n.+1

Prin negare, enuntul Teoremei 4.1 devine:



Propozitia 4.1 (Criteriul general de divergenta pentru o serie in R) Seria Z Ty este diver-

neN*
gentd daca gi numai dacd exista g > 0 cu proprietatea ca, pentru orice n € N*, 3k, > n gi Ip, € N*

astfel incdt |Tg, 11 + Th,q2 + - - + Thy1pn| > €0-

. 1 . . . . .
Exemplu: Seria g —, numitd armonicd simpla ( intrucat fiecare termen al ei, cu exceptia
n
neN*

. . . . . 2
primului, este media armonica a celor care il incadreaza, adica x,, = — Vn e N, n>2),

et o
n—1 n+1
este divergenta. Astfel, pentru k,p € N* gi p > k, avem:
1 1
+—— .t L

Tt T Bk o Ty = g T ktp ktp- 2

ceea ce Inseamna ca exista g = 3 > ( aga incat are loc conditia din enuntul Propozitiei 4.1.

Propozitia 4.2 (Criteriu de divergenta) Fie seria de numere reale Z Zn. Daca sirul (zn)nen+
neN*
nu este convergent la 0, atunci seria Z Ty este divergenta.
neN*

Demonstratie: Presupunénd, prin absurd, ca seria g Ty, ar fi convergentd, ar rezulta atunci ca,

neN*

potrivit Teoremei 4.1, pentru n trecut in rolul luin+1si cup =1, avem lim =z, = 0, contrar ipotezei
n—oo

din enunt. Deci Z Zn(D). <
neN*

Observatie: In mod necesar, pentru orice serie convergenti Z Ty, trebuie sd avem convergenta
neN*
la zero a girului (z,)nen+. Pe de altd parte, daca, pentru o serie Z x, de numere reale, sirul
neN*
(zn)nen+ este convergent la zero, nu inseamnd ca seria respectiva este convergentd neaparat. Conditia

3 lim z, = 0 este numai necesard pentru convergenta seriei cu termenul general x,, (din R), nu st
n—oo

suficienta.

- L . . .1 . 1
Astfel, de exemplu, in cazul seriei armonice simple, chiar daca 3 lim z, = lim — = 0, seria g —
n—oo n—oon,

este, dupa cum deja am vazut, divergenta.

In ceea ce priveste seria lui Grandi, adica seria E (="

neN*

lim z,, = lim (—1)" nu existd, seria respectivi este divergenta.
n—oo n—oo

, se vede, odata in plus, ca, intrucéat

Definitia 4.9  a) O serie de numere reale Z xy se numeste absolut convergenta daca §i numai
neN*
daca seria valorilor absolute ale termenilor sai, adica seria Z |z,,| este convergentd. In acest
neN*
caz, notam Z zn(AC) .
neN*

b) Seria g T, se numeste semiconvergenta si notam acest fapt prin E 2, (SC), daca si numai
neN* neN*
daca seria E Ty este convergenta, dar nu §i absolut convergenta.
neN*



(1!
Exemplu: Seria armonica alternata Z R
neN*

este semiconvergenta intrucit, dupa cum am

(_1)n+1

vazut deja, ea este convergenta, dar nu si absolut convergenta, caci seria E , adica seria

neN*

. . 1 .
armonica simpla E —, este divergenta.
neN*

Teorema 4.2 Orice serie absolut convergentda de numere reale este convergenta.

Demonstratie: Fie seria Z ITp, Cux, € R, Vn € N* aga incat Z |z |(C). Prin urmare, potrivit

neN* neN*
Teoremei 4.1, putem afirma c&, Ve > 0, exista n. € N*, astfel incat:

NZnt1| + |Zng2] + ..o+ |Zngpl| <e,Vn e N*,n>n.siVp e N

Altfel spus, avem |y 41| + |Tny2| + ... + |Tnip| < &, Vn > n. si p € N*. De aici, folosind faptul ca

|Znt1 + Tng2 + o oo+ Toapl < |Tng1|+ o2 + ..+ |Zngpl, deducem cd seria Z T, este convergenta,
neN*

pe baza aceleiasi Teoreme 4.1. <

. Lo (1)t . . (=t

Exemplu: Seria alternata Z —5— este convergenta pentru ca seria Z —s

neN* neN*

, adicd
n

1
seria, Z — este, dupd cum am ardtat la punctul d) al primului exemplu de aici, convergenta.
neN*

Teorema 4.3 (Criteriul restului) O serie Z xn este convergenta daca gt numai daca lim R, =0
neN* pee
( unde R, este restul de ordin p al seriei Z Tp,).

neN*

Demonstratie: Cum R, = Z Zn —Sp, Vp € N*, daca seria Z T, este convergenta si are suma 5,

neN* neN*
atunci R, = 5 — Sy si lim R, =S — lim S, = 0, deoarece lim S, = S. Reciproc, daca 3 lim R, = 0,
p—00 p—00 p—00 p—00
o0 oo
atunci seria E Ty este convergentd, ceea ce inseamna ca si seria g Ty este convergenta. <
n=p+1 n=1

Observatie: Din demonstratia Teoremei 4.3 desprindem faptul cad, daca unei serii numerice din R
i se adauga sau i se inldturda un numar finit de termeni, atunci natura respectivei serii nu se schimba.

Teorema 4.4 (Adunarea a doud serii convergente din R gi inmultirea unei serii din R cu
un scalar (numar) real nenul)

i) Daca seria E Xy, converge gi are suma S’ (in R), iar seria g Yn converge gi are suma S” (in
neN* neN*
R), atunci seria E (T + yn) este convergenta, avand suma S’ + S”.
neN*

it) Daca A € R*, atunci seriile g Ty St g (Axy,) au aceeasi natura.
neN* neN*



Demonstratie: i) Cum existd lim (1 + 22+ ... +x,) = 5 i nhngo (y1+y2+...+yn) =5, este

n—oo
n [e.9]
evident ca exista lim E (xp +yrp) = S+ S”. Deci seria g (T + yn) este convergentd si are suma
n—oo
k=1 n=1

S'+ 8",

(o)
ii) Daca seria E x, este convergentd, atunci sirul sumelor ei partiale este convergent (in R). In
n=1

consecintd, VA € R*, gi girul cu termenul general A (z1 + 22 + ... + x,), adicd Az1+Axa+. ..+ Az, este
(0] o0

convergent, ceea ce inseamna ca seria Z (Ax,,) este convergentd. Cand seria Zajn este divergentd,
n=1 n=1
atunci sirul ((z1 + 2 + ...+ 2p)),en- este divergent, si deci si sirul (A (21 + 22+ ... + 2p)), o+ €Ste
divergent, VA € R*, ceea ce revine la faptul cd seria Z (Az,,) este divergentd. Reciproc, daca
neN*
seria Z (Az,,), unde A € R*, este convergentd, atunci, potrivit primei parti a acestei demonstratii a
neN*

T | NV < < o
punctului ii), si seria X Z (Axy,), adicd seria Z x, este convergenta. Analog, daca seria Z (Axy,)
neN* neN* neN*
. o . | NV . < X
este divergentd, atunci si seria X Z (Azy,), adicd seria Z xn este divergenta. Asadar, VA € R*,
neN* neN*
seriile Z T sl Z (Azy) au aceeasi natura. <
neN* neN*
Observatie: Afirmatia de la i) nu are loc si atunci cand seriile implicate sunt simultan divergente,
intrucat, este posibil ca, uneori, seria sumé sa fie convergentd. Astfel, de exemplu, seriile Z (="
neN*
gi Z (—1)"™! sunt divergente, pe cand seria Z [(—1)" + (=1)"*!], avand sirul sumelor partiale

neN* neN*
constant, este convergenta.

Teorema 4.5 Daca, intr-o serie convergentd de numere reale, se asociazd termenii seriei in grupe
finite, cu pastrarea ordinii termenilor, atunci se obline tot o serie convergentd, cu aceeagi sumd.

n
Demonstratie: Fie Zmn(C), cuxz, € R Vn € N* g1 5, = Zxk, Vn € N*. Existd deci

neN* k=1
S € R, asa incat S = lim S,. Fie acum seria (z1+ 22+ ...+ Zn,) + (Tni41+ .-+ Tny) + ... +
n—oo
(a:nk_1+1 +...+ .’L’nk) + ..., obtinutd din seria initiald prin asocierea termenilor ei in grupe finite, cu

pastrarea ordinii. Fie yy = xp, 41 + ... + Tp,, Yk € N*. Atunci y1 + y2 + ... + yx = Sy, si deci
klim (yi+...+yk) = klim Sn, = S, ceea ce inseamna ca seria nou-obtinuta este convergenta, avand
—00 —00

suma identica cu aceea a seriei initiale. <

Observatii: 1) Prin asocierea in grupe finite a termenilor unei serii divergente din R, cu pastrarea

ordinii, se pot obtine serii convergente. Astfel, in cazul seriei lui G. Grandi, Z (—1)", care este

neN*
divergentd, putem sd ne gandim la asocierea (—1+1)+(—1+4+1)+...+(—=1+1)+..., obtinand astfel

o serie convergenta, cu suma 0.
2) Daca seria convergenta Z T, are termenul general x,, de forma unei sume finite, atunci, prin
neN*
disociere se poate obtine o serie divergentd. De exemplu, din seria convergenta Z [( )"+ (—1)"“] )
neN*



prin disociere, ajungem la seria divergentd Z (=)™

neN*

Serii cu termeni din R,. Criterii de
stabilire a naturii unei serii de numere reale pozitive.

Cum investigarea absolutei convergente a unei serii de numere reale revine la analiza convergentei
unei serii cu termeni din Ry | este firesc sd ne referim, in mod aparte, la serii de tipul g Ty, CU

neN*
T, > 0,Vn e N*.

Propozitia 4.3 O serie de numere reale nenegative Z Ty (cu x, >0, Vn € N*) este convergenta

neN*
dacd i numai daca sirul (Sp),cn-, ol sumelor sale partiale, este majorat.

Demonstratie: Daca seria Z:{:n, cu x, > 0, Vn € N* este convergentd, atunci (S,),cy- este
neN*
convergent si deci marginit (in R), adica si majorat.
Reciproc, cum Sp4+1 — Sp, = py1 > 0, Vn € N, girul (Sn)neN* este monoton crescdtor. Fiind si

majorat, prin aplicarea Teoremei 3.2 , sirul (S,,),,cy+ este convergent. Deci : Z zn (C). |
neN*

Teorema 4.6 (Criteriile de comparatie I, II gi I11)

( CC I ) Fie seriile cu termeni reali pozitivi Z Ty §1 Z Yn, asa incdt x, < y,, Vn € N,

neN* neN*
a) Daca Zyn(C), atunci an(C);
neN* neN*
b) Daca Zmn(D), atunci Zyn(D)
neN* neN*

( CC1I') Fie seriile Z Ty §i Zyn, cu x, > 0,y, >0, Vn € N*, astfel incdt Intl < yn+1, Vn € N*,
neN* neN " Yn

a) Daca Zyn(C), atunci Zl‘n(C);

neN* neN*

b) Daca an(D), atunci Zyn(D)

neN* neN*
x
( CC III' ) Fie seriile g T §i g Yn, cu T, > 0,y, > 0, Vn € N*, asa incdt evista | = lim =
n—>ooyn
neN* neN*

(€ [0, 4+00)).

a) Dacial € (0,400), atunci seriile Z Tn §t Z Yn OU aceeasi naturd;

neN* neN*
b) Dacal =0, atunci Zyn(C) = an(C) §i an(D) = Zyn(D)
neN* neN* neN* neN*

¢) Daca |l = +00, atunci an(C) = Zyn(C) §i Zyn(D) = an(D)

neN* neN* neN* neN*



Demonstratie: (CCI1)z, <y, VneN* =S =z1+...+x, <y1+... +yn =S, ¥Vn € N*.
Cand Zyn(C), sirul (S))),en» este majorat, coform Propozitiei 4.3. Atunci si sirul (S5),), ey« este
neN*
majorat. Dar gi monoton crescétor, intrucat S;, — S/ _; = x, > 0, Vn € N*, n. > 2. Prin urmare,
potrivit aceleiagi propozitii 4.3, (S;l)neN* este convergent si deci seria Z Ty este convergenta. Astfel,
neN*
are loc a).
Pentru b), dacd avem Z T,(D), atunci (S},), cy+> unde S}, = x1 + 22 + ... + 2, Vn € N*, este
neN*
un sir nemarginit de numere nenegative gi deci lim S), = +oco. In consecintd, deoarece S;, < S/ =
n—oo

Y1+ Y2+ ...+ yn, Vn € N* avem lim S/ = 400, ceea ce inseamni c# Z yn(D).

n—oo
neN*
Pentru ( CC II ), inmultind relatiile 2 < y—Q, 3 < @, e In < Yn , gisim : In o =,

. T Yy T2 Y2 Tn—1 Yn—1 T Y1

Vn € N*. Altfel spus, avem: z,, < —1yn, Vn € N*. Atunci, tinand seama de ( CC I ) si de Teorema
U

4.4, rezultd ambele concluzii de la ( CC II).

Pentru ( CCIIT ), dacd [ = lim In exists si este finita (I € [0,00)), atunci, Ve > 0, In. € N* aga

n—oo yn
incat .
(*) l—e< = <l+eVneN n>n,..
Yn
5 y L. I x, 3l _
Pentru a), cand [ > 0, ludm ¢ = 3 sl vom avea 3 < — < 5 Vn € N* n > n.. Astfel, prin
Yn

aplicarea criteriului ( CC I) gi a Teoremei 4.4, rezultd concluzia ceruta, seriile Z Ty Sl Z Yy fiind

neN* neN*
de aceeasi natura.

Pentru b), cand [ = 0, din (*) putem conta numai pe partea dreapta, adica pe relatia =, < eyp,
Vn > n.. Atunci, iardgi prin folosirea Teoremei 4.4 si a criteriului ( CC I ), se ajunge la concluzia din
enunt.

Pentru ¢), cand [ = oo, avem: Ve > 0, 3n. € N*, aga incat, Vn € N*, n > i, are loc relatia

T 1
> e, Altfel spus, In < =, ¥n > n.. Se aplicd acum ( CC III, b ), cu x, si y, in roluri inversate. <«
yn ‘TTL 13

. . . . A v s . . . 1 .
Exemplu: Seria Z sin 7 are termeni pozitivi. Luind in consideratie seria Z o) (C) si

n2
neN* neN*
) 1
sin

A o c Lo qe Ln . n2 +1 . . . . .

observand ca existd lim — = lim ——=—"—= =1 € (0, +00), putem spune, prin aplicarea criteriului
n—oo yn n—oo -

n? .
( CCII, a ), ca seria data este de aceeagi naturd cu seria (de comparatie) E —-

neN*

Deci Z sin ! Q).

2
n 1
neN* -

Teorema 4.7 (Criteriul general de condensare al lui Cauchy) Fie Z Ty, 0 Serie cu termeni

neN*
reali pozitivi, asa incdt sirul (z,),cn- este descrescator. Daca existd un sir (kp),cn- de numere

kjn—l—l - kn>
kn = kn-1/ pen-\(13
seriile Z ) Z (kn+1 — kn) xg, sunt de aceeasi naturd.

neN* neN*

naturale, strict crescator si divergent, astfel incdt sirul < este marginit, atunci



Demonstratie: Fie y, = x4, 11 +2, 12+ .. +Tk,,,, V7 € N*. Cum (n )nen+ este un sir descresca-
tor, avem:
(kn—H - kn) Thpy1 < Yn < (kn—H - kn) xkn7vn e N*.

knJrl - kn

ki = kn—1 ) neN*\{1}

b1 — kn \
ontl TR ML Vnoe NF\{1),
kn_k’nfl

De aici, intrucat sirul < este marginit si cu elemente pozitive, adica exista M > 0,

asa incat
0<
avem, Vn € N*\{1}, relatia

1 kn—l—l - kn

Vi (kn+2 = kny1) Tk, < (knt2 = knt1) T,y =

knt2 — kny1
= (kn—l—l - kn) xkn+1 < Yn < (kn—l—l - kn) Tn-

Pe baza acesteia, conform criteriului ( CC I) gi a Teoremei 4.4, rezulta ca seriile Z (knt+1 — kn) 2k,

neN*
si E yn sunt de aceeasi natura. Dar cum, potrivit Teoremei 4.5, seriile E Ty Sl E Yn sunt de
neN* neN* neN*
aceeasi naturd, putem conchide ca are loc concluzia prezentei teoreme. <

Observatie: De regula, in aplicatii, se ia k, = 2", Vn € N. Evident ca, in acest caz, sirul

knyr —kn 20T =20
knﬂ k = = gn —gn-1 — 2 V1 € N". Asadar sirul
n — RFn—1 -

(2"),,en este strict crescator si divergent in N, iar

(w)

kn = kn1/ pene(1y

seriile Z z, (unde z, € R, Vn € N* | iar (x,)nen- este un gir descrescétor) si Z 2"xon ( unde
neN* nEN*

2" = kpi1 —k, =271 =27 ¥ € N* ) sunt de aceeasi naturd. Acesta este, de fapt, criteriul simplu

de condensare al lut Cauchy.

este marginit. Atunci, particularizand aplicarea Teoremei 4.7, putem afirma ci

, . . 1
FExemplu: Pentru agsa-numita serie armonica generalizata, adica pentru seria E —, unde
n

neN*
« este un parametru real , aplicarea criteriului simplu de condensare al lui Cauchy ne conduce la

) .. 1 ) .. 1\“ 1
concluzia ca natura seriei E - este aceeasl cu a seriel E 2" | — | , adicad E Sa—Dn’ care nu

27’L
neN* neN* neN*
. . o1 .
este altceva decdt o serie geometrica cu ratia a1 Cum aceasta din urma este convergenta cand
1 . - . . .
a1 < 1, adica pentru a > 1 si divergenta in rest, adica pentru 0 < a < 1, concluzionam c4 seria

armonica generalizatd este convergentd pentru o > 1 gi divergentd cand a < 1 ( pentru a < 0 seria
este evident divergentd, termenul ei general nefiind convergent la 0).

1
Odata in plus, vedem astfel ca seria g — este convergenta, fiind una armonica generalizata, cu

neN*
a=2>1.

Teorema 4.8 (Criteriul radacinii - al lui Cauchy, cu limita) Fie seria Zmn, cu xp, > 0,

neN*
Vn € N*, asa incdit exista | = lim /x,. Atunci:
n—oo

i) dacal <1, seria g Tn este convergenta;
neN*



i1) dacal > 1, seria Z Ty este divergenta;
neN*

i11) daca l =1, nu putem decide natura seriei E T
neN*

Demonstratie: Intrucat existd [ = lim {/z, € [0,4+00), avem: Ve > 0, In. € N, astfel incat,
n—oo

Vn € N, n > ng, are loc relatia
(o) l—e< Yo, <l+e.
In cazul i), deoarece | < 1, putem lua ¢ € (0,1 —[) si atunci rezultf ci =, < (I+¢)", Vn € N,
n > ne, cu0 <l+e < 1. Prin aplicarea criteriului ( CC I), pe baza faptului ca seria Z (I +¢)" este
neN*
convergenta, ca serie geometrica cu ratia subunitara, rezulta ca Z T, este convergenta.
neN*

In cazul ii), cum I > 1, putem lua € € (0,1 — 1) si atunci, din (e) rezultd ci 1 < (I — )" < xp,

Vn € N cun > n.. Pe baza aceluiasi criteriu, ( CC I), intrucat seria Z (l—¢)", incarel —e > 1,
neN*
este divergentd, rezulta ca avem: Z zy, (D).
neN*
In fine, cand [ = 1, adicg in cazul iii), nu ne putem pronunta asupra naturii seriei Z Ty, dupa
neN*

. . 1 1 5 . .. . 1
cum reiese din exemplele in care z, = — sau z, = —;, Vn € N. In ambele situatii, avem lim \/— =

.ol 1 ) 1
1= lim ﬁ,dar ZE(D)SI Z—(C) <

n—oo n2
neN* neN*
Observatie: Atunci cAnd nu existd lim /z,, o variantd mai “slabd” a criteriului radécinii are
n—oo
loc cu lim /z, in rolul lui [, la i) si cu lim /z,, in loc de lim {/z,, la ii).
n—00 n—o00 n—00

Teorema 4.9 (Criteriul lut Kummer) Fie seria Z Tn, cu T, > 0, Vn € N*. Daca exista sirul
neN*

x
(an)nen= C RY, astfel incat sirul <an

— Um+1> are limita, fie ea notatd cu l, atunci:
T+l neN*

i) cand 1 >0, seria E T, este convergenta;
neN*

1
i1) candl < 0, iar seria E — este divergenta, rezultda ca seria g Ty este divergenta;
a
neNs " neN*

i11) cand l =0, nu putem stabili natura seriei date.

Demonstratie: In cazul i), cum [ > 0, obtinem: Ve € (0,1), In. € N*, asa incat, Vn € N*, cu
n > ne,

T
0<l—e<ap— —app1 <l+e.
Tn+1

De aici, reiese ca:

AnTp — Apn4+1Tn+1 *
,VneN

(00) 0 < Zpi1 < -

;1> Ne.



In consecintd, sirul (app)n>n. este descrescitor. Cum, in plus, 0 < a,z,, ¥Yn € N*, se poate spune
ca sirul (apxy)n>n, este convergent. Deci existd lim a,x, = A. Atunci:
- n—oo

k

1 .
§ ﬁ (an:En - anJrlanrl) = lim § (anmn - an+1$n+1) =
n>ne n=ne

1

T l—c klggo (@n.Tn, = apy1Th41) = l—¢ (an.Tn. — A).

1
l—¢

o0
Prin urmare, seria Z
n=ne
seama de relatia (ee), rezultd ca seria Z x,, este convergenta, conform criteriului ( CC I ).
neN*
In cazul ii), cum I < 0, gisim ci, pentru orice € € (0, —1), existd n. € N*, asa incat:

(nTr — Qni1Tny1) este convergentd. In virtutea acestui fapt, tinand

x
pp— —apy1 <l+e<0,VneN" n>n..
Tn+1
e 1
Tn+1 An+1 n . . . o .. o .

Altfel spus, avem ntl "l _ @ 1+ L Vn > n.. Seria Z — fiind divergentd prin ipoteza, reiese

T, Gnp, an neN*an
atunci, prin aplicarea criteriului ( CC II ), c4 seria Z T, este divergenta.

neN*

5 G 1
In cazul in care [ = 0, nu ne putem pronunta asupra naturii seriei E Zp. Astfel, pentru z,, = —
n

neN*
. X . R .
si ap, = n, avem a, —— — ap41 = 0, iar E Zn (D). Pe cand, pentru z, = —5 siap = n?, avem
Tn+1 . n
neN
T,
an —apt1 =0, cu E xn (C). <
T
ntl neN*
Observatii:

j) Luand a,, = 1, Vn € N*, pe baza Teoremei 4.9, obtinem urmatorul eriteriu (al raportului sau
al lui D’Alembert) de stabilire a naturii seriei cu termeni pozitivi Z Tp:

neN*
“Fie seria Z Tn, ¢t Tn, >0, Vn € N*, pentru care exista limita L = lim x”“. Daca L < 1,
neN* nee In
atunci Z xn (C), in timp ce, daca L > 1, atunci Z xn (D), tar daca L = 1, nu ne putem
neN* neN*
pronunta asupra naturit seriet Z Tp.”

neN*

ij) In cazul in care a, = n, Vn € N*, Teorema 4.9 furnizeazi aga-numitul criteriu al lui Raabe-
Duhamel, cu urmatorul enunt;:

. . A IV . X
“Fie seria E Tp, cu T, > 0, Vn € N*, asa incdt existd limita lim |n "1 = p.
neN*
Daca p > 1, atunci seria E Ty este convergenta, iar daca p < 1, serta E Ty este divergenta.
neN* neN*
Daca p =1, nu putem stabili, cu certitudine, natura seriei E Tn.”
neN*



jjj) Daca, in Teorema 4.9, luadm a,, = nlnn, ¥n € N*, atunci obtinem aga-numitul criteriu al lui
Bertrand, cu enuntul urmator:

“Fie seria E Ty, unde xn, > 0, Yn € N*. Presupunem ca exista urmatoarea limitd: p =
neN*

lim < T nn — (n+1)In(n+ 1)) Atunci, daca p > 0, seria Z Ty este convergenta, tar
e \Pntl neN*

daca p < 0, seria Z Ty este divergentd. Cand p = 0, nu ne putem pronunta asupra naturii
neN*

neN*
. . . - . [%2 l’
Teorema 4.10 (Criteriul lui Gauss) Fie seria Z Tp, cu T, >0, Vn € N*. Dacd raportul —
neN* Tn+l
se poate exprima sub forma
Tn B Yn *
=0+ =+ = ,Vn € N
Tn+1 no n

unde o, f € R, v € RY, iar sirul (yn)nen+ este marginit, atunci:

a) cind o > 1, seria E T, este convergenta,
neN*

b) cind o < 1, seria Z T, este divergenta;
neN*

c) cand a =1 gi B > 1, seria Z T, este convergenta
neN*

d) cind a =1 gi B < 1, seria Z Ty este divergentd.
neN*

Tn

Demonstratie: a) In ipotezele din enunt, vedem c4 exista lim si aceasta limita este egald cu

nN—0Tn+1

.o 1. Tpal 1 . . e . .
a. Altfel spus, existd lim ntl = -, Atunci, prin aplicarea criteriului raportului, putem spune ci,
n—oo I Q

1
pentru — < 1, adica pentru o > 1, seria Z T, este convergentd. Tot astfel, cand o < 1, seria care
Q

neN*
ne intereseaza este, intru concluzia de la b), divergentd. Cand o = 1, nu ne putem pronunta, prin

criteriul lui D’Alembert, asupra naturii seriei E ZT,. In acest caz insa, vedem ca avem:
neN*

n< In —1> — B8+ vy e N~
Tn+1 n’y

Astfel, prin aplicarea criteriului lui Raabe-Duhamel, gésim c&, atunci cind 8 > 1, seria Z Tp

neN*
este convergentd, iar cand 5 < 1, ea este divergentd. Avem agadar atinse concluzia de la ¢) si, cu

exceptia cazului o = 1 si § = 1, concluzia de la d).
In fine, cand o = 1 si B = 1, intru aplicarea criteriului lui Bertrand, constatim ca:

T
nlnn
Tn+1

L.
—(n+1)ln(n+1):nlnn<1+n+n1+7>—



]
UV . )

—(n—l—l)ln(n—i—l):(n—l—l)lnn

+1 nY n—oo
Inn . . N .
Aceasta deoarece — — 0si |(n+1)In — —Ine = —1. Prin urmare, in conformitate cu
nY n—oo n-+1|[n—o
respectivul criteriu, seria Z xy este divergenta. |

neN*

Criterii de convergenta pentru serii de numere reale cu termeni oarecari.

Teorema 4.11 (Criteriul lui Dirichlet) Fie seria de numere reale Z Zp, unde x, € R, Vn € N*

neN*
st are forma xn, = Ypzn, YN € N*. Daca girul sumelor partiale ce corespunde seriei Zyn este
neN*
marginit si daca sirul (zn)nen+ C RY este descrescator si convergent la 0, atunci seria Z YnZn,
neN*

adica seria E T, este convergenta.
neN*

Demonstratie: Deoarece, prin ipoteza, sirul (S,), ey, unde Sy, = y1 +y2 + ... + yn, V1 € N¥, este
marginit, existd M > 0, astfel incat |S,| < M, Vn € N*. In acelagi timp, intrucat sirul de numere
reale pozitive (z,)nen+ este descrescator si convergent la 0, avem:

€
Ve >0,3n. € N*) aga incat,Vn € N* . n>n.: 2,41 < o

Atunci, in intentia aplicarii criteriului general al lui Cauchy de convergenta pentru seria cu termenul
general z,, = y,z,, obtinem faptul ca, oricare ar fi € > 0, existd n. de mai sus, n. € N, aga incat,
VneN* cun>mn.siVpe N, avem:

|Tni1 4o+ Togpl = |Yns12n01 + oo A YnipZnip| =

= |(Sn+1 — Sn) zn41 + (Sna2 — Snt1) Zns2 + ..+ (Snﬂo - Snerfl) Zn+p| =
= ‘_Snzn—i—l + Sn+1(zn+1 — Zny2) + ..o+ Sn+p—1<zn+p—1 - Zn—i—p) + Sn—&-pzn-&-p‘ <
< Mzpy1+ M(zpg1 — 2ng2) + oo+ M (2nip—1 — Zntp) + Mzpyp =2Mzp 41 <e.
Asadar, in conformitate cu respectivul criteriu, seria Z UYnZn, adicd Z Ty , este convergenta. <

neN* neN*
cosn

Ezxemplu: Seria Z
Vn

este convergenta, deoarece se aplica Teorema 4.11, cu ¥y, = cosn si

neN*
n n+1
1 c08 5 + €08 —

Zn = —=,VYneN*". Avem: S, =y1+y2+... +yn =cosl +cos2+...+cosn = ,
NLD 1
sin —
1 1 2

Vn € N*. Deci |S,| < = ot Vn e N*. In acelasi timp, sirul (2n)nen+ C R este descrescator

sin 3 St 3

si convergent la 0. In consecinta, seria din acest exemplu este convergenta.



Teorema 4.12 (Criteriul lui Abel) Fie seria Z:cn, unde x, € R, Vn € N* gi z,, = unv,,

neN*
Vn € N*. Daca seria E upn , din R, este convergentd, iar sirul (vy)pen+ C R este unul monoton si
neN*
marginit, atunci seria E Uy, (adica E xy) este convergenti.
neN* neN*

Demonstratie: S& zicem ca (v, )nen+ este monoton crescator si marginit. Atunci, el este convergent

(in R). Fie [ = lim v,. Evident, v, —1 < 0, Vn € N*. Scriind u,v, sub forma u,v, = u,(v, —
n—oo
)+ lu, = —un(l —vy) + luy,, vedem cd, atunci cand [ = 0, putem aplica direct Teorema 4.11

(criteriul lui Dirichlet) asupra seriei cu termenul general (—uy,)(—vy), sirul (—vy,)pen+ fiind cu toate

elementele nenegative, descrescator gi convergent la 0, pe cand girul sumelor partiale corespunzator

seriel Z( — uy,) este marginit, intrucat seria Z uy, este, prin ipotezd, convergentd. Alternativ, cand
neN* neN*

I # 0, in virtutea Teoremei 4.4, pe baza ipotezei de convergenta a seriei Z Uy, Teiese ca seria Z Ly,

neN* neN*
este convergentd, iar, in acelagi timp, prin aplicarea criteriului lui Dirichlet (Teorema 4.11) asupra

seriei cu termenul general u, (I — v,), vedem ca sirul (I — vy),en+ are toate elementele pozitive, este
descrescator si convergent la 0, iar girul sumelor partiale pentru seria E Uy, este marginit, deoarece

neN*
seria Z uy este, prin ipoteza, convergenta. Ca atare, seria Z un(l — vy) este convergentd si ea.
neN* neN*
Rezulta atunci ca seria Z upUp, ca diferentd a doua serii convergente, este convergenta si in acest
neN*

caz. In situatia in care (v, ),en+ este monoton descrescitor si marginit, se rationeaza asupra seriei cu
termenul general u,(—v,), deducandu-se, la fel, convergenta acesteia. Finalmente, se aplicd Teorema
4.4, pentru A = —1. |

Teorema 4.13 (Criteriul lui Leibniz, pentru serit alternate) Daca sirul (wy)nen< de numere

reale pozitive este descrescator si convergent la 0, atunct seria alternata E (—1)"wy, este convergenta.
neN*

Demonstratie: Aplicim criteriul lui Dirichlet, luand v, = (—1)" si 2, = wy, ¥n € N*. Intrucat
g _ | 1, cand n este par

n =AYzt = 0, cand n este impar
cum si (zn)nen+ C RYL este descrescitor si convergent la 0, ipotezele criteriului lui Dirichlet sunt

, se vede cd |S,| < 1, Vn € N*. Prin urmare,

indeplinite. Astfel, prin utilizarea acestui criteriu, rezulta ca seria E Yn2n, adicd seria g (—1)"wp,

neN* neN*
este convergenta. <

Alte rezultate relative la serii de numere reale (fira demonstratii)

Teorema 4.14 (Riemann)

Fie g Ty 0 serie semiconvergentd de numere reale. Atunci:
neN*

i) existd o bijectie T : N* — N* pentru care seria E Tr(n) este divergenta;
neN*



i1) pentru orice r € R, existd o bijectie p, : N* — N* astfel incat seria Z T, (n) €ste convergenta

neN*
gt are suma egald cu .

Definitia 4.10 O serie de numere reale E T, se numeste neconditionat convergenta daca gi
neN*
numai daca, oricare ar fi bijectia ¢ : N* — N*, seria g Ty(n) €ste convergenta.
neN*

Teorema 4.15 Daca seria E Ty este absolut convergenta, atunci ea este neconditionat convergenta

neN*
Yo=Y Ty

neN* neN*

St

oricare ar fi bijectia 1 : N* — N*.

Definitia 4.11 Se numeste produs Cauchy al seriilor de numere reale Zmn 5t Zyn seria
neN* neN*

n
Z Zn, unde zp, = Z-Tkyn—k-i-l; Vn e N*.
neN* k=1

Teorema 4.16 (Mertens)

Daca doua seriv de numere reale sunt convergente gi cel putin una dintre ele este absolut con-
vergentd, atunci seria produs Cauchy al celor doud serii este convergenta, iar suma ei este egald cu
produsul sumelor celor doud serii.

Propozitia 4.4 Produsul Cauchy a doud serii absolut convergente este o serie absolut convergenta,
cu suma egald cu produsul sumelor celor doud serii.

Teorema 4.17 (asupra dezvoltarii p-adice a unui numar a, real, pozitiv si subunitar)
Fie p € N*, cu p > 1. Daca (ag)ren+ este un gir de numere naturale, asa incit 0 < ap < p,
. . a o o
Vk € N*, atunci seria Z —: este convergenta, iar suma sa este un numar real a € [0, 1].
neN*

Teorema 4.18 (de dezvoltare p-adica a unui numar real a € (0,1])
Fiep e N*, cup > 1 sia€ (0,1. Atunci exista un gir de numere naturale (ay)ken+, neconstant
ag

nul de la un rang inainte, asa incit 0 < ap <p—1,Vn e N* gia = Z F

keN*

Teorema 4.19 (de aproxrimare a sumei unei serii alternate)

Fie seria Z (=1)"xpn, cu (xn)nen+ C RY descrescator gi convergent la 0. De asemenea, fie S

neN*
suma acestei serii i (Sy)

Atunci:

nen+ Strul corespunzator al sumelor partiale .

|S — Sn| < Tpt1,Vn € N,

Teorema 4.20 (de aproxrimare a sumei unei serii absolut convergente) Fie E Tp O Serie

neN*
absolut convergenta de numere reale, S suma sa §i (Sp),cn+ §irul corespunzator al sumelor partiale .

Atunci, daca exista A € (0,1) gi ng € N* astfel incdt



)\n—l—l
i) V|xn] <A, V0> ng, avem: |S — S| < T Vn > mng

sau
K z
i) |22 < X, V> ng, avem: |S — S, < | n+1‘,vn2n0-
. - X
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Cursul 5

Spatiul liniar real R" (n € N*).
Aspecte algebrice.

In perspectiva abordarii unor elemente privitoare la functii de mai multe variabile reale, prezentim
aici cateva aspecte algebrice si topologice care, in particular, sunt de interes pentru mulf{imea
R" (=R xR x... xR, unde n € N*), R fiind corpul numerelor reale. Circumstantial, respectivele

de n ori
aspecte se raporteaza la dreapta reald cand n = 1, la planul real cand n = 2, la spatiul real cdnd

n = 3 sau, in general, la hiperspatiul real cand n > 4.

Cadru algebric pentru R"

Definitia 5.1 Fie V o mullime nevida si K un corp comutativ. Se spune ca, pe V, este definitd o
structura algebrica de spatiu liniar peste corpul K dacd gi numai daca existd o lege interna
(data, de regula, in notatie aditiva) ”+" : VXV — V gi o lege de compozitie (operatie) externa (notata,
de obicei, multiplicativ) ” -"K x V' — V, asa incdt sunt indeplinite urmatoarele cerinte (axiome):

SL1) (V,+) este un grup comutativ;

SL2) a- (x+y)=a-x+a-y,Vae K, x,yeV;
SL3) (a+p) x=a-x+0-x, Vo, € K, x€V;
SL4) a-(B-x)=(af) x,Va,f € K,x€V;

SL5) 1-x=x,Vx €V (unde 1 este elementul unitate din K ).

Ansamblul (V, K, +, -) se numeste spatiu liniar (sau vectorial) peste K (sau K -spatiu liniar).
Elementele K-spatiului liniar V' se numesc vectort, iar elementele lui K se numesc, intr-un astfel de
context, scalari. Legea de compozitie internd ” 4+ ” poarta denumirea de adunare a vectorilor,
iar legea de compozitie externd ” - ” se numeste tnmultire cu scalari. Cand K este corpul R al
numerelor reale, atunci spatiul liniar in cauzi se numeste real. Elementul neutru (din V') in raport
cu operatia internd ” + 7 se numeste vector nul si se noteaza, uzual, cu 0. Simetricul unui element
u € V, relativ la ” + 7, se numeste vectorul opus lui u i se noteaza cu —u.

Propozitia 5.1 Fie (V,K,+,) un spatiu liniar. Atunci:
i)0-x=a-0=0,VzeV,acK;
it) (—a) x=a-(—x)=—a-x,Vae K,xeV;
i) (—a)-(—x)=a-x,Vae K,xeV;

i) a-x=0= a=0 sau/si x = 0.



Demonstratie: i) 0-x=(0+0)-x=0-x+0-x,Vxe€V =0-x+(-0-x) = (0-x+0-x)+(-0-x) =
0=0-x+((0- X+( 0 x))) = 0=0-x+0=0-x. Totodatd, avem: -0 =ca-(0+0)=a-0+a-0
=a-0+(-a-0)=(a-0+a-0)+(—a-0)=a-0+(ax-0+(—a-0))=a-0+0=0=qa-0,
Vaec K.

i)0=0x=(a—a)x=ax+(—a)x=(—a)x=—-ax510=a0=a(—x+x) = a-(—x)+a-x
= a (—x)=—-a-x,Vae K,xeV.

iii)(—a)-(—x):—a(x):—( (a )) xVaEKxEV

iv) Dacd @ #0 si a-x = 0, atunci: x =1 - ( o) x=al (a-x)=a!-0=0. Altfel,
a—0§1xeste arbitrar in V. <

a -

Propozitia 5.2 Multimea R"™ (n € N*) are structura de spatiu liniar real in raport cu operatia alge-
brica interna de adunare a n-uplelor, definitd prin

(x,y) ER"XR" — x+y= (21 +y1,22+ Y2, ., Tp + yn) € R",

Vx = (21,22, %),y = (Yy1,Y2, - - -, Yn) € R”

st legea de inmultire a unui n-uplu oarecare cu un scalar real arbitrar, definitd prin
(,x) ERXR" — a-x = (ax1,ax9,...,aTy),

Va e R x = (z1,22,...,2,) € R™

Demonstratie: Asociativitatea si comutativitatea adunarii pe R implica, evident, asociativitatea si

respectiv comutativitatea adundrii pe R"™. Totodata, se vede c& 0 = (0,0,...,0) € R"™ este vectorul
nul, adica elementul neutru al adundrii pe R” si, pentru orice x = (z1, z2,...,2,) € R", existd opusul
—x = (—x1,—x2,...,—x,) € R™. Prin urmare, in raport cu adunarea n-uplelor reale, (R",+) este

grup (aditiv) comutativ, fiind satisficutd astfel axioma SLI) din Definitia 5.1. In ceea ce priveste
indeplinirea axiomelor SL2)-SL5) constatam, pe rand, ca avem:

a‘(X‘f‘y):Oé'(fl‘f‘yl,f’??"‘yza---a?ﬂn‘f‘yn):(a(ﬂfl+y1);a(ﬂ32"‘yz)w--,a(-’ﬂn"‘?/n)):

= (ax1 + ayi,aze + Qya, . . ., axy + ayy) = (ax1, e, ..., axy) + (Y1, a2, ..., oY) = @ X+ a -y,

VQER,X: ($1,$2,---axn),}’: (yl:y27~--7yn) eRn7

(a+8) - x=(a+p8) (r1,22,...,2,) = (a + B)z1, (. + B)za, ..., (a+ B)a,) =
= (Oélfl +/BCC1,QZC2 +ﬁl’2,. -y AT +an) = (0@170@% s 7O[:En) + (ﬁxl7ﬁx27 s )53371) =

=« (r1,T2,...,2n) + 8- (x1,22,...,2p) =a-x+ [-x,Vo, € R,x = (21,22,...,2,) € R",

a-(B-x)=a-(B-(z1,22,...,20)) = a (Bz1, B22,. .., Bzn) =
= ((af)x1, (aB)xa, ..., (afB)zy) = (af) - (1,22, ..., 2n) = (af) - X
Va, € R,x = (x1,x2,...,2,) € R" si
1. x=1-(x1,22,...,2p) = (1 21,1 -29,...,1-2,) =
= (z1,22,...,2,) =x, VX = (21,22,...,2y) € R.

In concluzie, (R, +,-) este un spatiu liniar real. <



Alte exemple de spatii liniare: Fie X o multime nevidd, K un corp comutativ, (V, K,+,-) un
spatiu liniar peste K gi F(X,V) = {f : X — V}. Se poate vedea ca F(X,V) are o structura algebrica
de spatiu liniar in raport cu adunarea functiilor, definita in mod obignuit prin

() (f+9)(@) = fx) +g(@),VeeVVfgeFXV)
si tnmultirea functiilor cu scalari din K, definita prin
(x¢) (a-flx)=a- f(zx),Vae K,YzeV,VfecF(X,V).

Aceasta deoarece, in virtutea faptului cd V' este un K-spatiu liniar, F(X, V') satisface, in raport cu
operatiile algebrice mentionate, axiomele SL1)-SL5) din Definitia 5.1.

Particularizand X, K, gsi V, obtinem diverse exemple de spatii vectoriale. Astfel, dacd m si n
sunt numere naturale proprii, iar X = {1,2,...,m} x {1,2,...,n} si V = K = R, atunci F(X,V) se
identificd cu multimea M,, ,(R) a tuturor matricilor de tip m x n si cu elemente din R, multime care,
in raport cu adunarea matricilor gi cu inmultirea cu scalari din R este, agadar, un spatiu liniar real.

In situatia in care X C Rsi V = K = R, se obtine R-spatiul liniar (X, R) al functiilor reale, de
o singura variabila reala, definite pe X.

Dacéd X este o submultime nevidd a lui R” (n € N*), K =R si V =R™ (m € N*), atunci F(X, V)
reprezintd, in raport cu adunarea (%) gi inmultirea (xx), spatiul liniar real al functiilor de n-variabile
reale, definite pe X si cu valori vectoriale, de cAte m componente reale.

Atunci cand X = Nsi V = K = R, multimea F(X, V) este, in raport cu operatiile (%) si (xx),
spatiul liniar real al sirurilor de numere reale.

Definitia 5.2 Fie (V,K,+,-) un spatiu liniar peste un corp comutativ K si W o submultime nevida
alut V. Daca, Vx,y € W, rezultd ca x+y € W gi, Va € K,x € W, reiese ca a-x € W, atunci
(W, K,+,) este numit subspatiu liniar al lui (V,K,+,-).

Exemple:

1) Multimea {x = (z1,22,...,2,) € R" | 1 = 0} este, in raport cu adunarea n-uplelor din R" si
inmultirea acestora cu scalari din R, un subspatiu liniar al lui (R",R, +-).

2) Multimea {f € F(R,R) | f(z) = f(—z),Vz € R} a functiilor reale, scalare si pare este, dupa
cum lesne se poate vedea, un subspatiu liniar al spatiului liniar real (F(R,R), R, +,-).

3) Multimea C(Q) a sirurilor Cauchy de numere rationale este un subspatiu liniar al spatiului
vectorial (F(N,Q),Q, +,-).

Definitia 5.3 Daca n € N* gi x1,Xo,...,X, sunt elemente ale unui spativ liniar V peste un corp
comutativ K, iar ay, s, ..., ap, sunt scalart din K, atunci elementul
n
X = E QEXE
k=1
se numeste combinatie liniara a elementelor x1,Xo,...,Xp.

Observatie: Tinand seama de Definitia 5.3, un enunt echivalent al Definitiei 5.2 este urmatorul:
“O submultime nevida W a unui spativ liniar (V,K,+,-) se numesgte subspatiu liniar ol lui V daca
st numat dacd orice combinatie liniard de oricare doud elemente ale lui W apartine lui W, adica

Va,e K, x,yeW =>a-x+8-yeW.



Definitia 5.4 Fie U o submultime nevida a unui spativ liniar (V, K,+,-). Multimea tuturor com-
binatiilor liniare (cu scalari din K ) de elemente din U se numeste acoperire liniard a lui U i se
noteaza cu Lin(U).

Se poate constata ugor ca Lin(U) este un subspatiu liniar al lui (V, K, +,-) care o include pe U.

Propozitia 5.3 Intersectia oricaror doud subspatii, Wy i Wa, ale unui spatiu liniar (V, K,+,-) este
un subspatiu liniar al lut V. Reuniunea a doud subspatii lintare ale lut V nu este intotdeauna un
subspatiu liniar al lui V.

Demonstratie: Tinadnd seama de Propozitia 5.1 si de Definitia 5.2, putem afirma ca orice subspatiu
liniar al lui V' contine vectorul nul 0. Asadar W1 N Wy # &. Prin prisma observatiei de mai sus, luam
doud elemente arbitrare din Wy N Wa, fie acestea x si y. Ca atare, x si y apartin atat lui Wi , cat si
lui Wa. Cum Wi si Ws sunt subspatii liniare ale lui (V, K, +, -), reiese c&, pentru oricare scalari « si 8
din K, avem a-x+ -y € W gi, totodatd, a-x+ -y € Wa. Decia-x+5-ye WiNWy, Vo, € K,
Vx,y € W1 N Wy, adica W1 N Wy este un subspatiu liniar al lui V.

In ceea ce priveste partea secundd a concluziei din enuntul prezentei propozitii, vedem c#, de
exemplu, degi multimile V; = {(x1,22,...,2,) € R" | z, =0} 5i Vo = {(x1,22,...,2,) € R" | 21 = 0}

sunt subspatii liniare ale lui R", iar vectorii (1,0, ...,0), din V4 si (0,0,...,1), din V5, apartin reuniunii
V1 U Va, suma lor, adica vectorul (1,0,...,0,1), nu mai apartine acestei reuniuni. Deci, in acest caz,
reuniunea subspatiilor liniare V3 gi V5 nu este un subspatiu liniar al lui V' = R". <

Observatie: Procedand ca in demonstratia primei parti a Propozitiei 5.3, se poate aridta ci, de
fapt, intersectia oricator subspatii liniare ale unui spatiu liniar este, de asemenea, un subspatiu liniar
al aceluiagi spatiu liniar, ceea ce ne ingaduie sa validdm urmatoarea definitie.

Definitia 5.5 Fie (V,K,+,-) un spatiu liniar si U o submultime nevidd a sa. Cum mullimea sub-
spatiilor liniare ale lui V' care includ submultimea U este nevida, cel putin V facand parte din ea,
numim subspatiu generat de submultimea U tocmai intersectia tuturor subspatiilor liniare ale lui
V' care contin elementele lui U. Notam acest subspatiu liniar al lui V cu Sp(U).

Propozitia 5.4 Oricare ar fi submultimea nevida U a unui subspatiu liniar (V, K, +,-), avem:

n
Lin(U)=SpU)={xe€V | Ine N q; € K,x;, € U,1 <i<n, asa incit x = Z%’Xi}-
i=1

Demonstratie: Intrucat Lin(U) este un subspatiu liniar al lui V' care include pe U, intersectia
tuturor subspatiilor liniare ale lui V' cu proprietatea cid o includ pe U, cu alte cuvinte Sp(U), este
inclusa in Lin(U), adicd Sp(U) C Lin(U). Reciproc, orice subspatiu liniar al lui V, care contine pe
U, contine si orice combinatie liniard de elemente din U (cu scalari din K), adicad include subspatiul
liniar Lin(U). Prin considerarea intersectiei tuturor acestor subspatii, gdsim cd avem si incluziunea
Lin(U) C Sp(U). Asadar, obtinem Lin(U) = Sp(U), ultima multime specificatd in egalitatea din
enunt fiind de fapt exprimarea relationald a subspatiului Lin(U). <

Definitia 5.6  a) Fie (V,K,+,-) un spatiu liniar §i X1,X2,...,X, din V. Elementele x1,Xa,...,X,

se numesc liniar dependente daca existd scalarii oy, ao, . ..,a, € K, dintre care cel putin unul
n

nenul, astfel incdt combinatia liniara Zakxk sa fie vectorul nul 0 (€ V ).
k=1



n

In caz contrar, daca nu existd astfel de scalari, nu toti nuli, asa incat Zakxk = 0, altfel spus,

k=1
n
daca relatia g apXp = 0 are loc necesarmente numai cind a1 = ag = ... = a, = 0, atunci
k=1
elementele x1,Xsa,...,X, se numesc lintar independente.

b) O submultime nevida U a unui subspatiu liniar V' se numeste liniar independentda dacd
oricare n (n € N*) elemente distincte x1,Xa, ..., Xy ale lui U sunt liniar independente, in sensul
de la a). Altminteri, daca exista n € N* gi niste elemente x1,Xa,...,%X, din U ce sunt liniar
dependente, atunci multimea U se numegte liniar dependenta.

Observatii:
1. O submultime liniar independenta a unui spatiu liniar nu contine vectorul nul 0.

2. Conditia necesara gi suficientd pentru ca n elemente x1,Xs,...,X, ale unui spatiu liniar si fie
liniar dependente este aceea ca méacar unul dintre elementele in cauzi sa fie o combinatie liniard
de celelalte. Intr-adevar, daca xi,Xs,...,X, sunt liniar dependente, atunci, in conformitate cu

n
Definitia 5.6, exista scalarii aq, g, ..., an, nu toti nuli, astfel incat Zakxk = 0. Admitand, de
k=1

n
exemplu, cid a1 # 0, ar reiesi atunci cid avem: x; = — g (041_1 . ak) x. Deci, unul dintre ele-
k=2

n
mentele X1, X, ..., Xy, aici X1, ar fi o combinatie liniara de celelalte. Reciproc, daca x; = g BrXk,
k=1
kit

n
atunci x; — Y f,x; = 0, ceea ce inseamnd cd, pentru elementele x1,xa,...,X,, existd scalarii

k=1
k£

Bis--sBi—1:1, 8541, -+, By, evident nu toti nuli, asa incat se poate vorbi despre o combinatie
liniara a respectivelor elemente egala cu vectorul nul.

Definitia 5.7 Fie (V,K,+,-) un spatiu liniar. Se numeste dimensiune (algebricd) a spatiului
liniar V' (si se noteaza cu dim(V')) numarul mazim de elemente liniar independente din V.

Spatiul liniar V este numit infinit-dimensional dacd exista cel putin o submultime infinitd si
liniar independentd a lui V. In caz contrar, V este numit spativ liniar finit-dimensional.

Daca, intr-un spatiu liniar finit-dimensional exista n (n € N) elemente liniar independente si
oricare n+ 1 elemente din acel spatiu sunt lintar dependente, atunci spunem ca respectivul spatiu este
n-dimensional (sau, echivalent, de dimensiune n).

Definitia 5.8 O multime B # @, dintr-un spatiu liniar (V, K, +, ), se numeste baza algebrica (sau
baza Hamel) a lui V daca B este liniar independenta (in sensul Definitiei 5.6 b)) i Sp(B) =V,
adica subspatiul liniar generat de B este V.

In cazul unui spatiu liniar n-dimensional V', o baza a lui V este o multime B alcatuitd din n
elemente, by, bo,...,b,, liniar independente, din V. Fiecare element x € V se reprezintd atunci, in

mod unic, sub forma
n
X = Z ’kak‘y
k=1

K-scalarii v;,7,, . ..,7, numindu-se coordonatele lui x in baza B .
Orice bazd a unui spatiu liniar V' are un numar de vectori egal cu dimensiunea lui V. Altfel spus,
dim(V') nu depinde de baza lui V.



Propozitia 5.5 Spatiul liniar (R™,R,+,) este n-dimensional. O multime de m (m < n) elemente
din R™ este liniar independenta daca $i numai dacd matricea aviand drept coloane cele m n-uple reale
corespunzatoare elementelor in cauzda are rangul egal cu m.

Demonstratie: In R" exista elementele e; = (1,0,...,0), e2 = (0,1,...,0), ...,e, = (0,0,...,1)
care alcatuiesc o bazd, numitd baza canonicd a lui R". Intr-adevar, multimea B = {ej,eq,...,€e,}
este liniar independenta in R, intrucdt avem a; -e; + as - ez + ...+ o, - €, = 0 daca si numai daca
a1 = ag = ... = ap = 0. In plus, Sp(B) = R", deoarece orice element x = (1, z2,...,2,) € R™ se
exprimd (in mod unic) prin x = 1 - €1 + x2 - €2 + ...+, - €,. Asadar, dim(R") = n.

In al doilea rand, dacd x; = (11, %12, ..., ZT1n), X2 = (T21, 222, -+, T2n), - - - $1 X = (Tl Tm2y -« - - T
(cu m < n) sunt m elemente din R™, atunci acestea sunt liniar independente daca i numai daca relatia
o1 X1+ ag-Xo+ -+ Q- Xy = 0 este posibild doar cand o = ag = ... = ay, = 0. Altfel spus, daci
si numai daca sistemul liniar algebric (de n ecuatii, cu m necunoscute o, ag, ..., q.;,) si omogen

Q1711 + @1 + ...+ amxTmy = 0

Q1712 + %22 + ... F ATz = 0

o1y + axon + ...+ e = 0
are numai solutia banald oy = g = ... = ay,, = 0, lucru care se petrece daca si numai daca rangul
matricii sistemului, ale cérei coloane sunt tocmai n-uplele celor m elemente x1, X9, ..., X, din R", este
exact m. <

Observatie: O multime B = {by, by, ..., b,}, parte nevidd a unui spatiu liniar finit dimensional

(V,K,+,-), este o baza a lui V' daca si numai daca orice vector x € V' se exprimd, in mod unic, sub
n

forma x = E by, scalarii x1,x2,...,x, din K fiind coordonatele lui x in baza B.
k=1 )
Notand cu Xp matricea coloani
Z1
x2
‘CCTL
a coordonatelor vectorului x in baza B si cu B = [by,be,...,b,] matricea linie a vectorilor bazei B,

n
relatia x = E x1.bg se poate reda, matriceal, sub forma:
k=1

XZB-XB.

Definitia 5.9 Se numeste rang al unei multimi U de vectori din spatiul vectorial (V, K, +,-) di-
mensiunea subspatiului generat de U, adica dim (Sp(U)) gi se noteaza cu rang(U).

Observatie: Dacd V este un K-spatiu liniar n-dimensional, atunci orice multime de n vectori
liniar independenti din V' este o baza a lui V gi, de asemenea, orice sistem de n vectori din V' care
genereaza spatiul liniar V' alcdtuieste o baza a lui V.

Definitia 5.10 Fie (V,K,+,-) un spatiu liniar cu dim(V) = n, B = {b1,ba,...,b,} 0 bazd a sa

gi B" = {by,bh,....,bl.} o multime de m elemente ale lui V. Se numeste matrice de trecere
(schimbare) de la baza B la sistemul de vectori B' matricea S = (si;) . € My m(K)
<i1<n

1<5j<m



care are, pe coloane, coordonatele vectorilor din B’ in baza B, adica

S11 S921 e Smil
512 5929 .. Sm2
S = ,
Sin Soan -+ Smn
unde s;; € K sunt asa incdt
/
1 = s1ib1 +s12ba + ...+ s1,by

’2 = S$91b1 + S99bo + ... + s9,by

blm = Sm1b1 + Smaba + ...+ S;mnbn

Altfel spus, matricial, avem B' = B - S, unde B' = [b),b),...,bl.] §i B = [by,ba,...,by].

Observatie: Cand m = n, sistemul de vectori B’ este o baza pentru V dacd si numai daca
matricea S, adicd matricea B~'B’, de trecere de la B la B, este nesingulard (adica cu determinantul
diferit de 0).

Propozitia 5.6 Fie B gi B’ doua baze distincte ale unui spatiu liniar (V, K,+,-), finit-dimensional
st x un element oarecare din' V. Daca Xp st Xpr sunt matricile coloane ale coordonatelor lui x in baza
B si respectiv in baza B', iar S este matricea de trecere de la B la B', atunci formula de transformare
a coordonatelor lui x la schimbarea bazei de la B la B’ este urmatoarea:

Xp =S ' Xp.

Demonstratie: Intrucat x = BXp = B'Xp si B' = B- S, avem: BXp = BSXp. De aici, cum
B este nesingulari, prin inmultirea la stanga cu B™!, rezultd: Xp = SXp/. In fine, deoarece S este
nesingulars, reiese ci are loc formula Xp = S™1Xp. <

Definitia 5.11 Fie (V,K,+,-) un spativ liniar, finit-dimensional i doud baze ale sale, B gi B'.
Spunem ca bazele B gi B’ sunt la fel orientate daca determinantul matricii S de trecere de la B la
Bleste pozitiv. Bazele B gi B'se numesc contrar orientate dacd det(S) < 0.

Spatiul R™ poate fi privit, in urma inzestrarii sale cu o a doua operatie algebrica interna, si ca o
algebra (reald), asociativa gi cu unitate, in conformitate cu urmatoarea definitie.

Definitia 5.12 Fie (V, K,+,) un spatiu liniar peste un corp comutativ K §i” x”7 : VxV —V o
operatie algebricd internd pe V', cu urmatoarele proprietati:

(a-u+f-v)xw=a-(uxw)+8-(vxw) i

uxX (a-v+pg-w)=a-(uxv)+F-(uxw),

Va, € K, Vu,v,w € V. Atunci ansamblul (V,K,+,-, x) se numeste algebra peste K. Céand
operatia 7 x 7 este asociativa, algebra (V,K,+,-, X) este asociativd, iar cind ” x 7 are element
neutru, algebra se numeste cu unitate.

”



Intr-adevir, spatiul liniar real (R™ R, +, ), inzestrat cu o a doua operatie internd, ” x 7, definita
prin
(x,y) ER" X R" — x Xy = (#1y1, T2Y2; - - -, Tn¥n),

Vx = (1’1,1‘2,...,1‘“),}’: (y17y2a"'7yn) 6Rn7

este, dupa cum am spus deja, o algebra asociativa si cu unitate, peste R, deoarece avem:

(@ u+B-v)xw=(au + fvr,aug + Bva, ..., qup + Bop) X (W1, w2, ..., wy) =
= ((au1 + Bur)ws, (quz + Br2)ws, . .., (Quy + Bon)wn) =
= a- (ugwy, ugwy, . . ., UpWy ) + B - (Viw1, Vows, ..., Vywy) = a- (WX W)+ [+ (v X w) si

ux (a-v+p-w) = (u,uz,...,up) X (Qvr + pwy, vy + Pws, . .., v, + Pwy,) =

— (u(awy + Buwn), us(avs + Buws), . .., (@ + Bu)) =

= - (u1vr, ugva, . . ., upUy) + B - (urwr, ugwa, . .., upwy) = a- (WX v) 4+ 5+ (ux w),
Va,B € RVu= (u,u2,...,up),v=(v1,02,...,0,),w = (w1, ws, ..., w,) €R".
Totodatd, vedem ca, in R, avem u X (v x w) = (u x v) X w, Vu,v,wsi cd (1,1,...,1) € R" este

elementul neutru in raport cu operatia ” x 7. Mai mult, algebra (R",R,+,-, X) este si comutativa,
deoarece, in R™, operatia multiplicativa 7 x ” este, evident, comutativa.

Definitia 5.13  a) Fie (V,K,+,-) un spatiu vectorial peste un corp comutativ gi ordonat K. Se
numesgte produs scalar pe V' o aplicatie de la V x V la K, notata prin (-,-), care satisface
urmatoarele proprietati (axiome):

PS1) (-,-) este pozitiv definita, adica
i. (x,x)>0,VxeV gi
it. (x,x) =0, daca gi numai dacaix =0 € V;
PS2) (-,-) este simetrica, adica
i. (x,y)={(y,x), Vx,y € V;
PS3) (-,-) este biliniara, adica
i. (a-x+ P y,z) =ax,z)+ B(y,z), §i
it. (x,a-y+p-2z) =axy)+0(x,2), Vo, € K,x,y,z€ V.

b) Perechea (V,(-,-)), in care V este un spatiu liniar peste un corp comutativ gi ordonat, iar (-,-)
este un produs scalar pe V se numeste spatiu prehilbertian.

c¢) Un spatiu prehilbertian pentru care K = R se numeste spatiu euclidian.
Propozitia 5.7 Spatiul liniar real (R",R,+, ), dotat cu produsul scalar canonic, definit prin

n
<XaY>C = Zmiyivvx = (33173327' . 'amn)7y = (ylayQa" . ayn) € Rn)
i=1

este un spatiu euclidian.



Demonstratie: Se verificd ugor ca aplicatia

n
(XaY) € R™ x R" — <XaY>c = szyl € R)
i=1

unde x = (z1,22,...,%,) sy = (y1,Y2,--.,Yn), satisface axiomele PS1)-PS3) din Deﬁni‘gia 5.13 a),

fiind intr-adevar un produs scalar pe R™. Astfel, pentru PS1), avem (x,X). Zm 0, Vx =
n

(r1,22,...,2y) € R" gi < x,x >.= 0, adica Zm? = 0, dacd si numai dacd 1 =22 = ... =z, =0,
k=1

n
ceea ce inseamnd x = (0,0,...,0) = Ogn. Pentru PS2), vedem ca (x,y). = Zmiyl Zylmz = {y,x

k=1
n

n
Vx,y € R™. In fine, pentru PS3), avem: (a-x+ f3-y,2) = Z(axi + Byi)zi = Z(awizi + Byizi) =
k=1 k=1

n n
aZmizi + BZylzZ = a{x,2)c + By, 2)c, Va,0 € R, Vx,y,z € R". Analog si pentru cea de-a doua
k=1 k=1
relatie din PS8). Prin urmare, (R", (-, -).) este un spatiu euclidian. <

Observatie: Produsul scalar (-, -). pe R" se mai numeste si produs scalar euclidian.
Definitia 5.14 Fie (V, K,+,-) un spatiu prehilbertian, dotat cu produsul scalar (,-).

a) Doua elemente x iy din V' se numesc ortogonale daca si numai daca (x,y) = 0.

b) Spunem ca un vector x € V este ortogonal pe o multime U C V (U # &) daca (x,y) =0,
VyeU.

¢) Un sistem de vectori din V' se numegte ortogonal daca este alcatuit din vectori ortogonali doi
cite doi. Mai exact, daca (x,y) =0, Vx,y din respectivul sistem, cu x #y.

d) Daca U este o submultime nevida a lui V', atunci prin suplimentul ortogonal al lui U, notat
cu UL, intelegem multimea tuturor vectorilor ortogonali pe U.

Observatie: Notam prin x Ly faptul ca vectorul x € V este ortogonal pe vectorul y € V. De
asemenea, ortogonalitatea unui element x pe o submultime U a lui V' o vom marca prin notatia x LU.
Sevede ci UNU+ ={0},YVUCV,U # 2.

Definitia 5.15 Fie (V,K,+,-,(-,-)) un spatiu euclidian gi x,y € V' \ {0}. Unghiul dintre vectorii
X §ty, notat prin <(x,y) sau (x,y), se defineste prin relatia:

— (x,y)

(X,y):arccosm oy

Observatie: Intr-un spatiu euclidian, doi vectori sunt ortogonali dac si numai daci unghiul

. . ™
dintre el este 5

Definitia 5.16  a) Fie (V,R,+,-) un spatiu liniar real. Se numeste norma pe V o aplicatie de la
V la R, notatd simbolic prin || - || , care satisface urmatoarele axiome:

AN1) ||x]| >20,VxeV si|x]| =0 < x=0;



AN2) |la-x|| = |af||x]|, Ve e R, Vx e V;
ANS3) [x+yll < [Ix[[ +llyll, vxy e V.
b) Perechea (V| - ||) se numeste spatiu normat.
Propozitia 5.8 Spatiul liniar real (R",R,+,-), inzestrat cu asa-numita norma euclidiana, definita

prin

1
n 2
HXH€: (Zm7,2> aVX:(xlax%"'axn) ean
i=1

este un spatiu normat.

Demonstratie: Se verificd lesne axiomele AN1), AN2) si AN3), din Definitia 5.16. Astfel, pentru

n

1/2 n
AN1), avem |x||e = <me) >0, Vx = (z1,22,...,2,) € R" i [|x|le =0 < Z:L'ZQ =0& 1 =

k=1 k=1
n 1/2 n 1/2
Tg=...=x, =0 < x=0. Pentru AN2), vedem ca |a - x| = (Zoﬁx?) = |a| (Zm?) =
k=1 k=1
lal||x|l, Vo € R, Vx = (21,29,...,2,) € R In fine, tindnd seama de inegalitatea lui Minkowski, cu
p =2, are loc si AN3), cu || - [[e- <

Observatie: Orice spatiu euclidian V este si spatiu normat. Intr-adevir, prin intermediul pro-
dusului scalar din dotarea spatiului euclidian respectiv, fie el notat cu (-, -), se poate defini o norma
(numitd norma indusa de produsul scalar in cauza) prin:

-1V =R Ix[| = vx,x),Vx e V.

Exista si norme neinduse de vreun produs scalar.

Definitia 5.17  a) Fie (V,||-||) un spativ normat i x € V. Elementul x se numegte versor dacd
x|} = 1.

b) Fie V un spativ euclidian si U un sistem nevid de vectori din V. U se numeste ortonormat
daca, in raport cu produsul scalar de pe V', avem:

0, cindx=#y

<X7y>_{ 1’ cdndx:y ,VX,yGU.

Fie B = {by,bg,...b,} 0 bazi a unui spatiu euclidian, finit-dimensional, V' (cu dim(V) = n).

In raport cu produsul scalar (-,-) definit pe V, matricea G = (9ij)1<ijen € Mn(R), cu elementele

gij = (bi, bj), al cérei determinant se numeste determinant Gram, este, desigur, nesingulara, caci,

altfel, vectorii din B nu ar mai fi liniar independenti. Dat fiind faptul ca, pentru doi vectori arbitrari

din V, x gi y , avem reprezentarile (in baza B) x = BXp si y = BYp, unde Xp si respectiv Yp sunt

matricile unicolonare ale coordonatelor lui x si respectiv y in baza B, gisim expresia analiticd a

produsului scalar (-,-) tn baza B, si anume

n
(x,y) = Y _ gimiy; = XpGYg,

ij=1
in care Xg = (x1,x2,...,Ty,) este transpusa matricei unicolonare de coordonate ale lui x in baza B.
Baza B este numita ortogonala ori de cate ori matricea G este diagonala, adica g;; = 0, Vi,j €

{1,2,....n}, i #j.

Spunem ca baza B este ortonormatada dacd si numai dacd G este matricea unitate I,,.

Teorema 5.1 (Procedeul de ortonormalizare Gram-Schmidt)
In orice spatiu euclidian finit-dimensional exista baze ortonormate.



Demonstratie: Fie (V,(-,-)) un spatiu euclidian n-dimensional gsi B = {by,bs,...,b,} 0 bazi a lui.
Plecand de la B, se poate construi o baza B’ = {b},b},...,bl,}, ortogonald, a aceluiasi spatiu V,
procedand prin aga-zisul algoritm al lui Gram-Schmidt, dupa cum urmeaza:

1. Pasul 1: b} = by .

2. Pasul 2: Se determina scalarul \; € R, aga incat vectorul by = by + A;b] si fie ortogonal pe b,

©,b b/, b
adicd si avem 0 = (b}, ba) + A1 (b}, b}). Rezultd \; = — éb/bb?; Astfel, by, = by — Eb}’b’z;bll'
1> M1 1M1

3. Pasul 3: Se cautd scalarii p; si o din R, aga incat b = bs + p; b} + uybh s fie ortogonal pe
sistemul {b’, b4}, adicd si avem (b5, b)) = 0 si (b5, bs) = 0.

S <b,17b3> : (bl27b3> : / <b,17b3> / <bl27b3> /
G = — = — . P : by =bsg— bi — bs.
dsim puy b b) si o TR rin urmare, avem: bs = bg L0 T b b 2
4. Pasul k: Continuand procedeul, obtinem formula generala:
k—1
b}, bk)
b} = by — {bs, bk =2,n.
i = bx Z; b by ik = 2o
In cele din urmd, plecand de la baza B’, putem obtine baza ortonormati B” = {bY, bl ... b},
/
dacd ludm b} = m, k = 1,n, unde || - || este norma indusd de produsul scalar (-,-), considerat pe
k
V. <
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Cursul 6
Cadru topologic pentru R”

In continuarea precedentei parti, din cursul 5, dedicat, in intregime, unor aspecte de ordin algebric
(relative la R™, in principal), sunt prezentate aici elemente cu caracter topologic legate de R™. Se
definesc mai intai notiuni de bazad din domeniul topologiei generale, dupa care sunt expuse chestiuni
ce privesc spatiile metrice, cu referiri de interes la R™. In cele din urm#, sunt luate in atentie notiunile
de gir si de serie de elemente din R™ gi se dau, in context, caracterizari unor puncte si multimi de
puncte topologic remarcabile.

Elemente de topologie generala

Initiata, cu mai bine de un secol in urma, in lucrarile lui Karl Weierstrass si dezvoltata ulterior prin
contributiile semnificative ale unor matematicieni ca J. W. Alexander, P. I. Alexandrov si S. Lefschetz,
topologia, numitd (pana prin 1930) “analysis situs”, este, ca ramurd a matematicii, disciplina care
se ocupd de asa-numitele proprietiti topologice ale multimilor de puncte, adica de acele proprietati
care pot fi formulate folosind numai notiunea de multime deschisd gi notiunile obignuite din teoria
multimilor, precum element, submultime, complementara, reuniune, intersectie si alte asemenea. To-
todatd, ca ramura de sine-statatoare a matematicii, topologia are in vedere si proprietatile de ordin
specific ale functiilor, intre care existenta limitei (de un anumit tip) intr-un punct si continuitatea
intr-un punct sau pe o multime sunt cele mai studiate. Devenita in prezent obiect fundamental al
matematicii, topologia are aplicatii aproape in toate domeniile stiintei, chiar si in cele nematematice,
mai cu seama in legatura cu demonstrarea unor rezultate de existenta din cadrul acelor probleme ce
reclama solutii de un anumit fel, cu anumite proprietiti si care sa apartind anumitor multimi.

Ca entitate matematicd in sine, notiunea de topologie (structurd topologicd) pe o multime este
introdusa de urmatoarea definitie.

Definitia 6.1 Fie X o multime nevida oarecare. Numim topologie (sau structurd topologicd) pe
X o multime T, de submultimi (parti) ale lui X, care satisface urmatoarele conditii:

(AT1) &, X € 7;
(AT2) orice reuniune de elemente (multimi) din T este un element al lui T;
(AT3) orice intersectie finita de multimi din T apartine lui 7.

Ezxemple:

a) Multimea 7¢ a tuturor submultimilor D ale lui R, pentru care, fiecarui punct € D ii corespunde
un ¢ € RY astfel incat {y e R |z —e <y < x+¢} C D, este, dupa cum, fara dificultate, se
poate constata, prin verificarea axiomelor (AT1) - (AT3), o topologie pe R. Aceasta se numeste
topologia uzuald (obisnuitd) pe multimea numerelor reale.

b) Oricare ar fi multimea X, multimea tuturor partilor sale, adicd multimea P(X) este desigur o
topologie pe X, deoarece verificad (AT1) - (AT3). Aceasta este denumitd topologie discreta pe
X.

¢) Pentru o multime oarecare X, diferitd de @, multimea {@, X } indeplinegte (AT1) - (AT3) si este
deci o topologie pe X, denumitd topologie grosierd (nondiscretd) (pe X).



Definitia 6.2 Spunem ca topologia 71, pe o multime X, este mai putin find decdt topologia T2, pe
aceeasi multime X, sau, altfel zis, topologia T2 este mai fina decdt 71 daca 71 C T9. Se noteazd
aceasta prin 71 <X Ta.

Observatii:

i) Relatia binara de “finete” pe multimea topologiilor (pe o aceeasi multime X) este, cu evidenta,
o relatie de ordine (partiald).

ii) Pe orice multime X, topologia grosierd este cea mai putin find (decat orice altd topologie), iar
topologia discreta este cea mai fina.

Definitia 6.3 Un cuplu (X, 7), in care X este o multime, iar T o topologie pe X, se numeste spatiu
topologic.

Exemplu: (R, 7() este spatiul topologic uzual al multimii numerelor reale.

Definitia 6.4  j) Intr-un spatiu topologic (X, ), se numeste multime deschisd (sau 7-deschisa)
orice submultime a lui X care apartine topologiei T.

7) O submultime a multimii X se numeste tnchisd daca complementara ei (in raport cu X ) este
deschisa.

Propozitia 6.1 Daca (X, ) este un spatiu topologic, atunci:
1. @ gi X sunt multimi inchise;
2. orice reuniune finitd de mulfimi inchise este multime inchisa;

3. o intersectie oarecare de multimi inchise este multime inchisa.

Demonstratie: 1. Potrivit Definitiei 6.1 (AT1) si Definitiei 6.4 j), & este o multime deschisa.
Rezulta atunci cd X = X \ @ este, in conformitate cu Definitia 6.4 jj), o multime inchisd. Totodat,
pe baza Definitiei 6.1 (AT1) si a Definitiei 6.4 j), multimea X este deschisi, de asemenea. In consecinti,
complementara ei fatd de X, adicd multimea @ este inchisa.

2. Cum, in conformitate cu (AT3) (din Definitia 6.1 ), orice intersectie finitd de multimi din 7,
adicd multimi deschise (potrivit Definitiei 6.4 jj)), este tot o multime din 7, deci deschisd, se poate
deduce lesne, prin complementariere in raport cu X si folosire a regulilor lui De Morgan, ci oricare
reuniune finitd de multimi inchise este o multime inchisa.

3. In mod aseminitor, folosind (AT2), complementarierea fatd de X si regulile lui De Morgan,
obtinem faptul cd o intersectie oarecare de multimi inchise este multime inchisa. <

Definitia 6.5 Daca A este o multime nevida dintr-un spatiu topologic (X, T), atunci T4 = {AN
D | D € 7} se numeste urma topologiei T pe A.

Exemplu: Pentru a,b € R, cu a < b, multimea T([)a 0= {[a,b] N D | D € 7¢} este urma topologiei

reale uzuale 79 pe multimea [a,b] = {r € R | a < r < b} (intervalul inchis [a, b]).

Definitia 6.6 Fie (X, 7) un spatiu topologic gi A C X. Se numeste vecindtate a multimii A orice
submultime V' a lui X care include o multime deschisa D (D € T) astfel incdt, la randul sau, D o
include pe A (A C D CV). In cazul in care A = {z}, unde x este un element al multimii X, V se
numeste vecinatate a lui x.



Este de remarcat faptul cd dacd V este o vecindtate a unei multimi A C (X, 7), atunci V este
vecindtate pentru orice element a € A si reciproc.

Propozitia 6.2 Oricare ar fi un element arbitrar x al unui spatiu topologic (X, T), multimea tuturor
vecinatatilor sale, notata cu V(x), are urmatoarele proprietati:

(PV1) daca Ve V(z) iV CUCX, atunci U € V(x).

(PV?2) oricare ar fi multimea finita {V; | i € I} C V(x), intersectia ﬂVi apartine multimii V(x);
il

(PV3)VV € V(z) = x € V;
(PV4) NV € V(z), AW € V(z), astfel incit, Vy e W,V € V(y).

Demonstratie: Pentru (PV1): Ve Y(z)=3Decertcuxe DCV. CumV CU C X, urmeaza ca
x € D CU. Ca atare, U € V(x), in conformitate cu Definitia 6.6.

Relativ la (PV2): VV; € VY(z),i € I, 3D; € 7, astfel incat x € D; CV;, Vi € I. Atunci ﬂDi er

i€l
(conform axiomei (AT3) din Definitia 6.1) gi x € ﬂDi - ﬂ\/;. Deci ﬂVl € V(z).
i€l iel iel

(PV3) are loc, cu evidentd, in virtutea Definitiei 6.6.

In ceea ce priveste (PV4), pe baza Definitiei 6.6, deducem ci, VV € ¥(x), 3D € 7 asa incat
x € D C D CV. Se poate spune cad D € V(z), deocamdata. Intrucat avem y € D C D, Vy € D,
putem afirma ca D € ¥(y), de asemenea. Agadar, luand W = D, are loc (PV4). <

Observatie: Proprietatile (PV1) - (PV4) sunt caracteristice pentru un sistem de vecinatati 9(z).
Mai exact, se poate ardta cd, daca fiecarui punct x dintr-o multime X i se asociazd o multime V(x),
de parti din X, astfel incat 9/(x) sd satisfacd (PV1) - (PV4), atunci exista o structura topologica 7,

unicd, pe X, in raport cu care, pentru orice z € (X, 7), sd avem ¥(z) = ¥(z), unde ¥(x) este sistemul
de vecindtati atasat punctului x, prin topologia 7.

Definitia 6.7 o) Fie (X,7) un spatiu topologic si v € X. Numim sistem fundamental de
vectnatati ale lui x o multime U(x) de vecinatati ale lui x care satisface conditia ca, pentru
orice V € V(x), exista U € U(x), astfel incit U C V.

b) Intr-un spatiu topologic (X, T), se numeste bazd a topologiei T o familie B de multimi deschise
(din T) in raport cu care orice multime D € T se poate reprezenta ca reuniune de multimi din B.

Propozitia 6.3 O multime B de parti deschise dintr-un spatiu topologic (X, T) este o baza pentru
topologia T daca gi numai daca, oricare ar fi punctul x € (X, 1), familia B, = {B € B | © € B} este
un sistem fundamental de vecinatati pentru x.

Demonstratie: Daci (X, 7) este un spatiu topologic in care B este o bazi pentru topologia 7, x
este un punct arbitrar din (X,7) si V € 9(z), atunci existi D € 7 asa incat € D C V. In plus,
D se reprezinta ca o reuniune de multimi din 8. Exista deci B € B, astfel incat x € B C D. Prin
urmare, avem B C V. Tinand seama de Definitia 6.7 a), putem trage concluzia cd B, este un sistem
fundamental de vecinatati pentru punctul z.

Reciproc, admitand ca, pentru orice x € (X,7), multimea B, este un sistem fundamental de
vecindtati pentru x si considerand o multime deschisd oarecare D ( din 7 ), precum gi un punct y
arbitrar din D, putem vedea c&, intrucat D € 9(y), existd o multime B, € B, astfel incat B, C D.



In consecinti, avem: U B, C D. In acelasi timp, cum, pentru orice y € D, avem y € By, rezulta:
yeD

D C U B,. Asadar, D = U By, adica D se reprezinta ca o reuniune de multimi din 3. |
yeD yeD

Exemple:

1) Familia B = {{z} | x € X}, unde X este o multime nevidd oarecare, constituie o baza pentru
P(X), topologia discretd pe X.

2) Familia multimilor de tipul {x € R | a < = < b}, cu a,b € R gi a < b, formeazid o bazd pentru
To, topologia uzuala pe R.

In cele ce urmeazs, sunt date definitii i proprietti ale unor puncte si submultimi remarcabile
dintr-un spatiu topologic oarecare (X, 7).

Definitia 6.8 a) Fie A o parte nevida a spatiului topologic (X, 7). Un element xg din A se numeste
punct interior al multimii A daca A € V(xo), adici daca A este vecinatate pentru xg.

b) Multimea tuturor punctelor interioare ale unei mullimi A C (X,7) se numeste interiorul
multimii A si se noteaza prin A (sau int(A)).

Teorema 6.1 Intr-un spatiu topologic (X, 1), arbitrar, sunt adevarate urmatoarele relatii si afirmatii:
1°. ACAVACX:
2 ACB= ACB,VA BC X;
®. ngmé, VA BC X;
4. }iuégA/Lj\B7 VA BCX;

7. A=|JD, VACX;

DCA
Der

. AcT o A=A,

Demonstratie: Relatia 1° este, clar, evidentd. Pentru 2°, fie x € /ci, oarecare. Atunci A € V() si,
cum, prin ipotezd, A C B, rezultd, pe baza (PV1) (din Propozitia 6.2), cd B € ¥(z). Deci xz € B.
Altfel spus, A C B, ori de cate ori A C B. Pentru 3°, in virtutea relatiei 2°, pe baza faptului ca
ANBC Asi AnB C B, vedem céA/ﬂ\Bgfol@A/ﬂ\B Qé. DeciA/ﬂ\B Q/Olﬂé. Dar are loc si
incluziunea inversd, dupd cum urmeazi: Vo € ANB = x € Asiz € B, adicd A € V(x) si B € V(z).
De aici, tinand cont de (PV2) (din Propozitia 6.2), rezultd c& AN B € ¥(x). Deci z € AN B, adica
ANB C ANB. In privinta relatiei 4°, deoarece A C AU B si B C AU B, avem AC AUB si
BC A/U\B, tinand seama de 2°. In consecinti, deducem ci AUB C AUB. Pentru 5°, daca x este un
element arbitrar al lui A, existd atunci o multime D € 7, astfel incat x € D C A. Ca atare, x € U D

DCA
Der
sideci A C U D. Invers, daca x € U D, reiese céa existd D € 7, aga incat x € D C A. Prin urmare,
DCA DCA
Der Der
A € Y(z) i, astfel, x € A. Altfel spus: U C A. In ceea ce priveste 6°, daci A € 7, rezultd c&

DCA
Der



AC U , adica A C fi, in virtutea relatiei 5°. Tinand cont si de 1°, obtinem: A = A. Reciproc, daca

DCA
Der

A= /01, atunci, in virtutea relatiei 5°, reiese ca Ae T, adicd A € 7. |
Definitia 6.9 a) Un element x din X care este punct interior complementarei X \ A, unde A C X,
se numeste punct exterior al lui A.

b) Multimea punctelor exterioare unei muliimi A C X se numeste exteriorul lui A si se noteaza
Ext(A).

Propozitia 6.4 Un element x dintr-un spatiu topologic (X, T) este punct exterior pentru o multime
A C X daca si numai daca exista cel putin o vecinatate V- € V(x) astfel incit VN A= .

Demonstratie: :EEE:L’?E(A)@:EE)?\\A@(X\A) €eV@z)edDer,cuze DCX\A&
dDer,z€DsiDNA=2 < 3V € V() astfel ca VN A= 2. <

Definitia 6.10 i) Un element x dintr-un spatiu topologic (X, T) se numeste punct aderent pentru
o multime A C X daca VNA#@,VV € V().

i1) Multimea tuturor punctelor aderente ale unei multimi A din spatiul topologic (X, T) se numeste
aderenta (sau tnchiderea) mulfimii A si se noteaza cu A.

Teorema 6.2 In orice spatiu topologic (X, 7), au loc urmatoarele relatii si afirmatii:

I°. ACAVACX

 ACB=ACB, VA BCX
. AUB=AUB,YA,BCX
4°. ANBCANB,VA,BC X;

<3
|
1
ajwu D)
ﬁ>
N
>~

6. (X\A)ET@A:Z.

Demonstratie: Pentru 1°, dacd x (oarecare) € A, atunci, pentru orice V € V(z), avem = € V
sideciz € VNA, adici VN A # @. Altfel spus, x € A. Asadar: A C A. Relativ la 2°, daca
ACBsgiz € A, avem @ # VNA CVNBVYV € ¥(x). Deci x € B, adick A C B. Cat
priveste 3°, tinand seama de 2°, din faptul ¢ A € AUB si B C AUB, rezultd ca A C AUB
si B C AUB. Deci: AUB C AUB. Reciproc, daci Vo € AUB, avem U N (AU B) # o,
VU € ¥(x). Dacd am presupune cd = ¢ A si x ¢ B, atunci vor exista doud vecinatiti V,W € fV(x)
astfel incat VN A =2siWNB =02Insda U =VNW € Yx)siUN(AUB) = @ - ceea ce
nu este posibil, atat timp cat, in realitate, U N (AU B) # &, VU € Y(z). Pentru 4°, intrucat
ANB C Asi AN B C B, prin 2° si intersectie, deducem ci AN B C AN B. Privitor la 5°, se poate
vedea, mai intai, cd A = X \ Ext(A), ceea ce inseamni ci A este o multime inchisd. Cum, din 1°,
A C A, avem: ﬂ F C A. Invers, contand cu anticipatie pe 6°, avem F = F, VF C X, asa

FDA
(X\F)er

incat (X \ F) € 7. Atunci, din faptul c& A C F, in conformitate cu 1°, rezulti: A C A C F = F.




De aici, luand intersectia dupa F, obtinem: A C ﬂ F'. Prin urmare, prin dubla incluziune, are

FDA
(X\F)er

loc 5°. In fine, pentru 6°, dacd A este inchisd, inseamni ci multimea (X \ A) este deschisd. Deci
X\A= m = Ext(A). Atunci: A = X \ Ext(A) = A. Reciproc, daci A = A, deducem c&

A =X\ Ext(A), adica X \ A = Ext(A) = m Deci (X \ A) € 7, ceea ce inseamnd ci A este
inchisa. <

Definitia 6.11 i) Fie A C (X, 7). Se numeste frontiera a multimii A, notata cu Fr(A) (sau
cu OA), multimea AN X \ A.

i) O multime A C (X, T) se numeste densd tn X, atunci cind A = X .

Exemplu: In (X, 70), avem: Q = R. Cu alte cuvinte, multimea numerelor rationale este denss in
R, in raport cu topologia uzuala pe R.

Definitia 6.12 Fie (X, 7) un spatiu topologic si A C X.

a) Un element © € X se numeste punct de acumulare pentru multimea A daca, pentru orice
vecinatate V a lui x, are loc relatia

(VA{z})nA# 2.

b) Multimea tuturor punctelor de acumulare ale unei multimi A C (X,7) se numeste multime
derivata a lui A si se noteaza cu A’.

Propozitia 6.5 In orice spatiu topologic (X, 1), sunt adevarate relatiile urmatoare:
1°. AACAVACX;
. ACB=ACB VA BCX;
. (AuB)Y =A'UB, VA BCX.

Demonstratie: 1°. Vz € A’ = (V\{z)NA#£2,VV € V(z) = VNA£I,VV € V(z) =z € A.
22.VeeA = V\{z}))NA#£3,VV € V(z) A:g?@% (V\{z})nAC (V\{z})NB=2z¢€ B.
3. ACAUBsiBC AUB = A C (AuB) siB C (AUB) = AUB C (AUB).

Pe de altd parte, Vo € (AUB) = (U\{z})N(AUB) = (U\{z})nA) U ((U\{z})NB) # @,

VU € V(). Dacd am avea x ¢ A’ si x ¢ B’, atunci ar existd doud vecindtiti V,W € 7(z) asa incat

(VA\{z}) N A =02 gi (W\{z})NB = g, de unde, notdnd cu U = V N W, am obtine contradictia

(U\{z})NA=(U\{z})NB=g. Asadar, (AU B)" C A" U B'si, ca atare, are loc 3°. <

Teorema 6.3 Daca A C (X, 1), atunci:
j) A=AUA;
jj) A=A+ A C A.



Demonstratie: j) A C Asi A/ C A= AUA" C A Invers, daci = (arbitrar ales) € A , atunci
VNA+# @, VV € V(z). In aceastd situatie, existd doust posibilititi: sauz € A sauz ¢ A si, inevitabil,
(V\{z})NA# @, adicd z € A’. Asadar: z € AU A’. Altfel spus, avem si incluziunea A C AU A’
jj) Dacd A = A, tinand seama de j), avem: A = A = AU A’. Adica: A’ C A. Reciproc, daca
A" C A atunci: A=AUA = A. <

Definitia 6.13 i) Fie A C (X,7), cu A nevida. Un element x, din A, care nu este din A’, se
numeste punct izolat al lui A. Multimea punctelor izolate ale multimii A se numeste partea
discretd a multimii A gi se noteaza cu [z(A) (sau cu D(A))

it) Multimea A C (X, 7) se numeste discretd daca si numai daca orice punct al sau este un punct
izolat, adica daca A = Iz(A) (sau ANA'=2).

Definitia 6.14  a) Fie A1, Ay € P(X)\ {9}, unde (X, 7) este un spatiu topologic. Multimile Ay si
Ay se numesc separate daca si numai daca existd D1, Do € T, astfel incit: Ay C D1, As C Do
st D1NDy=0.

b) O multime A C (X, T) se numeste neconexd daci gi numai dacd existd doud multimi separate,
Ay si Ag C (X, 1), astfel incat A= Ay U As.

¢) Multimea A C (X, 7) se numeste conexd dacd si numai dacd A nu este neconexa.
Definitia 6.15 Fie (X, 7) un spatiu topologic.

a) O familied ={U; | i € I} de parti ale lui X se numegte acoperire a unei multimi A C (X, T)
daca
AC U U;.
el
DaciaU CU si A este inclusd in U U;, spunem ca U este o subacoperire a luild. O acoperire
UiEZ/?
U a lui A se numeste deschisa daca elementele U; ale lui U, Vi € I, sunt multimi deschise

(adica U e T, Vi€ I).

b) O submultime A a spatiului topologic (X,T) se numeste compacta daca, din orice acoperire
deschisa a sa, se poate extrage o subacoperire finita (adica avand un numar finit de elemente).

VoY oA

Observatie: Definitiile si rezultatele de mai sus sunt farad indoiald valide in cazul in care X = R"
(Vn € N*). Dotand pe R™ cu o topologie T, se poate vorbi despre spatiul topologic (R", 7) si, in cadrul
acestuia, notiunile si proprietatile lor, prezentate in cadrul general de pana aici, se vor pastra.

Spatii metrice. Referiri la R"

Definitia 6.16 o) Fie X o multime nevida. Se numeste distantd (sau metricd) pe X, o functie
d: X x X — R care satisface urmatoarele conditii:

(AD1) d(z,y) =0 < z =y, Vo,y € X;
(AD2) d(z,y) = d(y,z), Vx,y € X (simetria);
(AD3) d(z,y) < d(z,2) + d(z,y), Vz,y,z € X (inegalitatea triunghiulara);

b) Perechea (X,d), in care X este o multime nevida gi d este o metrica pe X, se numeste spatiu
metric.



Observatie: Din Definitia 6.16, rezultd cd, dacd (X, d) este un spatiu metric, atunci d(z,y) = 0,
Vz,y € X.
Exemple:

D

Fie X =Rsgidi : RxR — R, cudi(z,y) = |xr —y|, Vo,y € R. Tindnd seama de proprietatile
functiei modul pe R, se poate vedea ci d; satisface axiomele (AD1) - (AD2), fiind deci o metrica
pe R, numitd metricad uzuala. Astfel, (R, d;) este un spatiu metric.

Fie n € N* gi X = R"™. Considerand ds : R™ x R” — R, definitd prin

n

1
2
d2(X7 Y) = (Z(xk - yk)2> aVX = (.’L'l,.’EQ, e ,$n),y = (3/173/27 o 73/71) € Rna

k=1

se poate constata ugor cd dy indeplineste (AD1) si (AD2). De asemenea, pe baza inegalitaii
Cauchy-Bunyakowsky-Schwarz, se verificd cd dg satisface i (AD3). Prin urmare, ds este o
metricd pe R" (numitd metrica euclidiana), iar (R", ds) este un spatiu metric (euclidian).

Pe R™ se mai pot defini, ca distante, si urmatoarele aplicatii:

3=

n
dp(X7Y) = (Z|xk - yk‘p> 7vp 2 17X = (.’13‘1,332,. "7$n)7y = (y17y27‘ . 7yn) € Rn7
k=1

n
5 L g — gkl
d :E — e — _ Vx = = e R".
(X7Y) — Qk 1+|xk_yk|’ X ($1,$2, 7x7’b)7y (3/1:3/27 7yn)

In particular, din metrica (Minkowski) d,, pentru p = 1, se obtine distanta (Manhattan) dj,
definita prin:

n
di(xy) =Y |k — gl Vx = (21,22, ..., 20), 7 = (1,42, - -, ¥n) E R,
k=1

iar pentru p — o0, se ajunge la distanta (Cebisev) d, definitd prin:

doo(XaY) = 1I<Hka<X |$k - yk|,VX = ($1,ZI§'2, v 7xn)ay = (y17y27 v 7yn) € R".

X

Daca X este o multime nevida oarecare, aplicatia d : X x X — R, definita prin

1, dacax#y
0, dacax=y

i

d(x,y) = {

satisface, cu evidentd, axiomele (AD1) - (AD3) din Definitia 6.16, ceea ce inseamna ca d este o
metricd pe X (numitd metricd discretda). Spatiul (X, d) se numeste spatiu metric discret.

Orice spatiu normat (V,||-||) (vezi Definitia 5.16 - b) este un spatiu metric, in raport cu distanta
d:V xV — R, ori de cate ori (V,+,-) este un spatiu liniar real (peste R), unde

d(x,y) = Ilx =yl ¥x,y € V.

In acest caz, d se numeste distanta indusd de norma || - ||. In general, nu orice distant este
indusa de o normé&. Astfel, metrica d, definitd mai sus pe R™, nu este indusd de nici o norm4,
intrucat d(x,0) nu satisface cea de-a doua axioma din Definitia 5.16 a).



5) Orice spatiu prehilbertian real este un spatiu metric. Distanta in cauzd este distanta indusa
de norma datad de produsul scalar ce intervine in aceastd situatie. Se poate trage concluzia ca,
in raport cu orice produs scalar definit pe R™ (deci si in raport cu produsul scalar euclidian),
multimea R™, inzestratd cu metrica indusa de respectivul produs scalar (prin intermediul normei
asociate lui), poate fi consideratd cd este un spatiu metric.

6) Fie R = RU{—o00,+00} si asa-numita functie a lui Baire, f : R — [—1,1], definita prin:

—1, T = —00
° R

flz) = 1+|$" T e
1, T = +00

Prin intermediul acesteia, aplicatia dy : R x R — R, dati prin

dp(z,y) = |f(z) = f(y)],Va,y € R,

satisface axiomele (AD1) - (AD3) din Definitia 6.16 a), fiind deci o metrica pe R. Perechea
(R, dy) este atunci un spatiu metric.

Definitia 6.17 Fie (X,d) un spatiuv metric.

a) Distanta de la un element r € X la o multime nevida A C X este notata cu p(x, A) i
egala, prin definitie, cu inf {d(z,a) | a € A}.

Pentru multimea vida &, se accepta, prin conventie, ca p(z,d) = +oo.
b) Distanta dintre doud multimi nevide A, B C (X,d) este definita prin:

p(A, B) = inf{d(a,b) | a € A,b € B}.

Prin conventie, p(A, D) = p(&,A) = 400, VA C X.

c) Se numeste diametru al unei multimi nevide A C (X,d) elementul din R, notat cu p(A) i

dat de relatia:
p(A) =sup{d(a,a) | a,a € A}.

Conventional, p(&) = —oo.

Propozitia 6.6 Fie (X,d) un spatiu metric oarecare. Atunci, pe baza Definitiei 6.17, au loc urma-
toarele afirmatii:

i) ACBC (X,d) = p(A) < p(B)
it) p(A) =0 < A este unipunctuald in (X, d).
Definitia 6.18 Fie A o submultime nevida a spatiului metric (X,d).
j) A se numeste marginitd daca p(A) < +o0.
7j) A este numita multime nemdarginita daca p(A) = +oo.

Pe o multime X , nevida si dotatd cu o metricd d, se pot introduce diferite structuri topologice,
dintre care una este intim legatd de metrica d, numindu-se topologie compatibila (sau generata)
cu (de) aceastd metricd. In scopul precizirii sale, introducem acum notiunile de sferd deschisa si
de bild, in conformitate cu urmatoarea definitie.



Definitia 6.19 Fie (X, d) un spatiuv metric, vo € X sir € R%. Numim sfera deschisa (respectiv
tnchisa sau bila) de centru xg si raza r multimea {x € X | d(x,zo) < r}, notata cu S(xo;r) (respectiv
multimea B(zo;r) = {z € X | d(x,x0) < r}).

Observatie: Termenul de sfera de raza r si centru zg este atribuit multimii F'r (S(xo;7)).

Topologia 74, generatd (indusd) de metrica d, pe multimea X este atunci aceea care are drept
baz# (in sensul Definitiei 6.7 b)) multimea tuturor sferelor deschise din X. Intr-o asemenea topologie,
o multime D este deschisa daca ea este vida sau daca, pentru orice punct x € D, exista r € R", asa
incat S(z;r) C D. Familia tuturor multimilor de acest fel este insisi topologia 74 pe X. Faptul c&
T4 este, in sensul Definitiei 6.1, o topologie pe X, se poate vedea prin verificarea satisfacerii de catre
aceasta a axiomelor (AT1) - (AT3). Se poate vedea, de asemenea, cd orice sferd deschisd din X (in
sensul Definitiei 6.19) este element din 74, meritandu-si intr-adevar denumirea de “deschisd”.

In particular, multimea R”, dotatd, de exemplu, cu metrica euclidiand d», poate fi privit,
prin prisma cuplului (R, 74,), unde 74, este topologia indusa de d2, ca un spatiu topologic. Intr-un
asemenea context, 74, poartd denumirea de topologie euclidiand sau uzuala pe R", iar (R", 74,)
se numeste spatiu topologic euclidian real, n-dimensional.

Definitia 6.20 Doud metrici, d si cZ, pe o aceeasi multime X, se numesc echivalente daca induc
aceeasi topologie pe X, adicd dacd Tq = T ;.

Teorema 6.4 Fie d si d metrici pe o multime X. Daca exista doud constante reale §i pozitive, o §t
B, astfel incdt
(*) a-d(z,y) <d(z,y) <p-dz,y),Vz,y € X,

atunci d gi d sunt metrici echivalente.

Demonstratie: Se constatd cd prima (cea de la stanga) dintre inegalitétile din (x) implica faptul
cd Tq <X T, iar cealaltd inegalitate conduce la relatia 7; < 74, ajungandu-se astfel la concluzia ca (x)

implica egalitatea topologiilor 74 gi 7 ;, ceea ce inseamna echivalenta metricilor d si d.
Astfel, pentru a ardta cd 74 < 7, se considera x arbitrar din X si o sferd arbitrara Sy(x;r). Luand

To = a -1 > 0, observam ca Sj(w;rq) C Sq(w;7), intrucat, Vy € S;(x;ry), avem d(z,y) <ra=oa-1

si, din (%), deducem c& « - d(x,y) < d(x,y) < a - r. De aici, rezultd ca d(z,y) < r, adicd y € Sg(z; 7).
Deci Sy(z;r) € 7; §i, astfel, reiese ca 74 < 7;. In mod cu totul similar, se arata ca are loc si relatia
inversa, adica 7; < 7q <

Exemplu: Metricile di, dy si do, sunt echivalente pe R™. Aceasta intrucat, dupa cum se poate
vedea, (nedificil in fond) au loc relatiile urméatoare, de tipul (x):

dOO(X7Y) < d2(X7Y) < \/ﬁ dOO(X7 Y)7vx7y e R" §17

doo(x,y) < d1(x,¥) S n - doo(x,y),Vx,y € R™.
Observatii:
1) Conditia () este doar suficientd, nu si necesara pentru echivalenta a doud metrici, d si d. Farg
sd satisfacad numaidecat (x), doud metrici pot fi echivalente. De exemplu, pe X = R* , metricile
A 1 1
d(z,y) = |z—y|sid(z,y) = ‘x - y" Va,y € R, sunt echivalente (inducand o aceeasi topologie),

dar nu satisfac nici o relatie de tipul (x).



2) In cazul in care metricile d gi d sunt induse de nigte norme, atunci conditia (*) este nu numai
suficientd, ci si necesard pentru ca respectivele metrici sa fie echivalente. In acel caz, la nivelul
normelor || - || si ||| - ||| ce induc pe d si pe d, relatia () revine la urmétoarea:

() allz] < |ll=ll] < Bll], Ve € X,

unde «, 5 € R% | iar X este spatiul liniar real in cauzd. Se poate spune atunci cd (%) reprezinta
conditia necesara si suficientd ca normele || - || si ||| - ||| (implicit, i metricile induse de aceste
norme) sa fie echivalente.

Siruri si serii de elemente din R”

Cum, dupa cum am vazut deja, R™, inzestrat cu o distanta, poate fi apreciat, in pereche cu metrica
respectiva, ca un spatiu metric, consideratiile ce urmeaza sunt potrivite si pentru cazul in care, in
particular, X, multimea la care ne referim in general, este R".

Definitia 6.21 Fie (X,d) un spatiu metric oarecare §i (Tn)nen un gir de puncte din X .

a) Spunem ca girul (x,)nen este marginit daca multimea elementelor sale este marginita, adica
daca exista & € X gir € RY astfel incit x, € S(z,r), Vn € N.

b) Sirul (zp)nen este unul fundamental (Cauchy) daca: Ve > 0, An. € N, asa incdt, Vn €
N,n>ne siVp e N, d(xpip, xn) < €.

c¢) Sirul (zn)nen este numit convergent la un xo € X dacd sirul de numere reale (d(xn, To)),cn
converge la 0.

Teorema 6.5 Fie X = R™ (m € N*), dotat cu metrica euclidiand dy. Un sir de puncte din R™ este
convergent, in R™, daca gi numai daca, cele m giruri componente (ale coordonatelor) sunt convergente
st, atunci limita sirulut din R™ este punctul ale carui coordonate sunt limitele celor m siruri din R
ale coordonatelor.

De asemenea, un sir de puncte din R este sir Cauchy dacd $i numai daca toate componentele
sale sunt giruri Cauchy in R. La fel, studiul unei serii din R™, revine la studiul componentelor sale
in R.

Demonstratie: Fie (x,)ney € R™ un gir pentru care x,, = (x,ll,z%, . :1:77?), Vn € Nsi #, € R,
Vn eN,Vj=1,m. Totodatd, Vy = (yl, T ,ym) € R™, este adevirata relatia:

(1) I < lylle = (2 (W) Vj=Tom.
i=1

Admitand ca x, 2, Xy = (xi,:pz, e ,xi”) € R™ adica nh_{gon (Xn,xx) = 0, in R, deducem, pe seama
relatiei (! ), cd, luand ¢/ = zh — 2l Vj =1, m, avem:
m
(1) fad - 2l] < da(xp,x) <Y |2k, — 2l Vi =T,m.
i=1

Intrucat dy(x,,x,) — 0, reiese ci |zj, — z}| — 0, Vj = 1,m, ceea ce inseamni ci toate cele m
siruri componente ale girului (x,),en sunt convergente in R, la coordonatele corespunzitoare ale lui
x«. Faptul reciproc rezultd adevirat pe baza inegalitatii din partea dreapta a relatiei ( !!).



In ceea ce priveste concluzia relativi la un gir Cauchy (x,)nen C R™, ea rezultd in virtutea relatiei
(!), in care, de data aceasta, se ia y/ = miwrp —a}, Vi =1,m. La fel si concluzia privitoare la o serie
din R™. |

Propozitia 6.7 (De caracterizare a punctelor aderente ale unei multimi dintr-un spatiu
metric, cu ajutorul girurilor)

Fie A o submultime a unui spativ metric (X,d).Un punct x € X este aderent pentru A dacd si
numai dacd existd un sir de puncte din A care sa conveargad la x, in T4.

Demonstratie: Se tine seama de faptul ci o € A & VNA # @, VYV € ¥(x). In particular,
1 1
pentru V = S, <a:; >, cun € N*, avem: Sy <x; > NA+# @, Vn € N*. Alegdnd cate un punct
n n
1 1
Tp € Sy (w; > NA, Vn € N* obtinem un gir (z,)nen+ C A pentru care d(z,,z) < —, Vn € N*, adicd
n n

d(xp,x) — 0, cand n — oco. Cu alte cuvinte, LNy
Reciproc, dacd (2, )nens C A este un gir convergent, in 74, la un punct x din X, atunci, Ve > 0,
dn. € N, astfel incat, Vn € N,n > n., avem d(z,,x) < e. Altfel spus, =, € Sy(z;¢). Deci:

Sq(z;e) N A# &, Ve > 0. Ori, aceasta inseamna ci z € A. <

Observatie: In virtutea rezultatului stipulat de Propozitia 6.7, putem afirma ci o multime A
dintr-un spatiu metric (X, d) (si, in particular, din R™) este inchisd (in raport cu 74), adicd A = A,
dacd si numai dacd limita oricdrui gir convergent de puncte din A apartine lui A.

Propozitia 6.8 (De caracterizare a punctelor de acumulare cu ajutorul girurilor)
Fie A C (X,d). Atunciz € A" daca i numai daca exista un §ir (Tn)nen+ C A, astfel incdt x,, # x,
Vn e N* ¢ lim d(z,,z) =0.
n—oo
Altfel spus, © € A’ dacd gi numai dacd © € A\ {z}.

Definitia 6.22 o) Un spatiu metric (X,d) se numeste complet daca si numai daca orice gir
Cauchy din X este convergent la un punct din X.

b) Un spatiu prehilbertian si complet (ca spatiu metric, cu metrica indusa de norma data, la randul
ei, de produsul scalar in cauzd) se numeste spatiu Hilbert.

¢) Un spatiu normat i complet (in raport cu metrica indusa de norma existenta) se numegte spatiu
Banach.

Teorema 6.6 Spatiul R"™, inzestrat cu produsul scalar euclidian, este un spatiuv Hilbert. Dotat cu
norma euclidiana, R™ este un spativ Banach, fiind un spatiu complet in raport cu metrica euclidiand.

Demonstratie: In conformitate cu Teorema 6.5, un gir din R™ este de tip Cauchy daci si numai
dacd toate cele n siruri componente ale sale sunt giruri Cauchy in R. Cum, in R, inzestrat cu metrica
(topologia) uzuald, orice sir Cauchy este convergent, se poate spune, in virtutea aceleiagi teoreme, ca
sirul considerat in R™, ca gir Cauchy, este, in mod necesar, convergent in R™ (in raport cu metrica
euclidiand). Prin urmare, (R",d2) este un spatiu metric complet. Cum dz este indusd de norma
euclidiand || - [|2, putem afirma ca spatiul normat (R™, || - ||2) este complet, adica un spatiu Banach.
In fine, intrucat | - ||2 este norma datd de produsul scalar euclidian (-,-)., se poate zice cd spatiul
prehilbertian (R", (-,-).) este complet in raport cu metrica indusd de norma data de (-, )., adicd
(R™, (-, -)¢) este un spatiu Hilbert. <
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Cursul 7

Functii reale (Generalitati).
Abplicatii liniare.

Amintindu-ne (v. cursul 1) cd o functie (relatie functionald) f, de la o multime nevidd X la

o multime nevidd Y este, prin definitie, o relatie binard f C X x Y astfel incat D(f) et {z €

| dy € Y, (z,y) € f} = X, iar dacd (z,y1) € f si (z,y2) € f, atunci y; = y2, Vo € X, precizdm
cd, pentru f, in locul denumirii de functie de la X la Y, uzual notatd cu f : X — Y, se mai
folosesc si termenii de aplicatie sau transformare sau operator sau reprezentare sau operatie
de la X la Y. Oricum am denumi-o, D(f) reprezintd multimea de definitie a functiei f, iar

f(X) = {y €Y |z € X asaincat y = f(z)} este imaginea lui X prin f sau, echivalent spus,

muliimea valorilor lui f. Totodatd, dacd @ # A C X, multimea f(A) = {f(z) € Y | z € A} se

numeste, firesc, imaginea lui A prin functia f : X — Y, iar daci B C Y, multimea f~(B) def

{r € X | f(x) € B} se va numi imaginea reciprocd sau contraimaginea sau preimaginea
mulitmit B prin functia f. De asemenea, in contextul de fata, este indicat si fie amintit si
faptul ca multimea Gy = {(z, f(z)) | * € X} C X XY poartd denumirea de grafic al functiei
f:X — Y. In plus, dacd @ # A C X, functia notati cu | st definita, ca relatie binara functional,
prin fia = {(%,y) | * € A,y = f(x)}, pentru care, asadar, D(f|A) = Asi flalz) = f(x), Vo € A, se
numegte ( v. cursul 1) restrictia Junctiet f la mulfimea A, in timp ce, pentru o functieg: A — Y,
orice aplicatie § : A — Y, unde A - A C X, se numeste prelungire a lui g la multimea A, de
indata ce g4 = g.

In aceeasi notid generali, s& precizim si aici cd o functie f : X — Y este o surjectie (ori, echivalent,
o functie surjectiva) daca f(X) =Y, o injectie (sau o functie injectivd) ori de céte ori, pentru
orice z1,x2 € X, cu x; # w2, avem f(z1) # f(x2) (sau, echivalent, faptul cad f(x1) = f(z2), cu
x1,x2 € X, implicd numai egalitatea x1 = x9, nu gi vreo altd relatie intre z1 si z2), dupd cum f este o
bijectie (sau o functie bijectiva) cand ea este, simultan, surjectie si injectie. Este cazul, totodata,
s punctam faptul ci, dacd f este o functie de la X la Y, atunci relatia inversi f~' C Y x X nu
este, in general, tot o functie, decat numai cand f este o bijectie si reciproc. In acest caz, si f~! este
tot o bijectie. Tot in general, pentru o functie oarecare f : X — Y, pentru care f~!(-) desemneaza
imaginea reciprocd a unei multimi, sunt adevirate urméatoarele afirmatii:

i) VA, Ay € P(X), A1 € Ay = f(A1) C f(Az);
ii) VB1,Bs € P(Y), B C By = f~}(By) C f~1(Bs);

iii) V (Ai);e; SP(X) = f (U AZ-) =J ) sif (ﬂ Ai) C () f(A)

icl el i€l iel

iv) V (Bi)je; SPY) = (U Bi) U (ﬂB) = f1(By);
i€l i€l i€l el

V) VBeP(Y)= X\ f1(B)=f"1Y \ B);

vi) VB1, By € P(Y) = f~H(B1\ Bz2) = f~1(B1) \ f~1(B2);

vil) VB e P(Y) = f(f1(B)) C B;

viii) VA € P(X) = AC f1(f(4)).



Daca f este surjectie, atunci relatia din vii) este chiar una de egalitate, nu numai de incluziune
intr-un singur sens. Tot aga, cand f este o injectie, in viii) avem o egalitate de fapt. In plus, daci f
este o bijectie de la X la Y, cea de-a doua relatie din iii) este una de egalitate. Tot atunci, cand f
este bijectiva, mai au loc si proprietatile:

j) VAeP(X)si f: X =Y bijectie = f(X \ 4A) =Y \ f(4);
i) VAL Ay € P(X) si f: X — Y bijectie = f(A1 \ A2) = f(A1) \ f(A2);

In fine, daci f este o functie de la X la Y si g o functie de la Y la W (multime abstracta,
nevidd), atunci compunerea g o f a relatiilor functionale f si g este tot o functie, de la X la W, asa
ca (go f)(z) =g(f(z)), Vo € X si au loc urmatoarele doua proprietati:

) VAeP(X) = (g0 f)(A) = g(f(A));
) YC e P(W) = (g0 f)7H(C) =" (¢71(0)).

Daca f si g sunt, ambele, injective (respectiv surjective, ori bijective), atunci go f este, de asemenea,
injectiva (respectiv surjectiva/bijectivd). Compunerea functiilor este asociativa, dar, in general, nu si
comutativd. Dacd f este o bijectie, atunci existd, ca functie, f~!1 : Y — X gi avem: f~lof =1x
(functia identics in X), fo f~! = 1y (functia identici in Y).

Cu evidenta, toate precizarile de pana aici isi mentin valabilitatea si in cazul particular in care
X =R"(neN)siY =R" (m € N*), adicd in cazul functiilor f : R" — R™, generic denumite
functii reale. Cand n = m = 1, este cazul functiilor f : R — R, real-scalare (sau, mai exact,
reale gi scalar-scalare sau unidimensionale (de o singurd varabild reald)). Dacd n = 1 si
m € N*\{1}, suntem in cazul functiilor reale f : D C R — R™ denumite scalar-vectoriale (sau
functii de o variabild reald si cu valori reale, vectoriale). Despre asemenea functii, se poate
afirma ca au m componente scalar-scalare f : Dy, CR — R, k = 1,m, in sensul ca

f(m) = (fl(‘r)va(x)v’fm(x)) 7\733 € Df - Ra

m
cu Dy = ﬂ Dy, , unde Dy, - reprezintd multimea de definitie a functiei reale, de o variabila reala,

k=1
fx, adicd multimea acelor elemente = € R pentru care fi(x) are inteles in R. Fiecare dintre functiile
fr (k. =1,m) este fie o functie elementard de baza, adicd un element din familia Ej, = {”const”,
1R, exp,, log,, (-)%,7trig”,” arctrig” }, in care "const" semnificd o functie reald constanta (adica
fR—=R,cu f(z)=c,ceR, YV €R), Ig : R — R este functia identitate pe R (adicd 1g(x) = =,
Vx € R), exp, inseamna functia exponentiala de baza a (a > 0,a # 1) (adici z € R — a” € RY),
log, reprezinta functia logaritmicd cu baza a (a > 0,a # 1) (adicd z € R} — log, = € R), (-)*
denot# functia putere de exponent a (a € R) (adici z € D CR — 2% € D C R), "trig" este una
dintre functiile trigonometrice directe (sinus, cosinus, tangenta, cotangenta), iar "arctrig" este
o functie trigonometrica inversa (arcsinus, arccosinus, arctangenta sau arccotangenta) , fie o
functie elementara, adica o functie obtinutd prin aplicarea, de un numar finit de ori, a unora dintre
sau a tuturor celor patru operatii aritmetice (adunarea, sciderea, inmultirea si impartirea) asupra
elementelor lui Ey, fie o functie speciald (precum este functia parte intreagd, anume f: R — R,

-1, <0
f(z) =[] = sup{t € Z | t <z}, functia signum, adicd z € R — sign(z) = ¢ 0, x=0,
1, z >0
unctia modul, adici © € R — |x| = -z, #<0 , functia parte zecimala, adica x € R —
x x>0
z} =z —[z] € 0,1), funciia lui Dirichlet, xt € R — 1, zeQ Junctia lur Heaviside,
0, ze R\ Q



adicd z € R — f(z) = {
0,

1

q

, nge(o,lm@, (pg)=1"

(1)’ iig , functia lui Riemann, f : [0,1] — R, cu f(z) =

dacdi x =0sauxz € (0,1] \ Q
fie o functie rezultata prin compunerea unui numdar

finit de elemente din Ej, functii elementare sau/gi functii speciale). Studiul unei functii
f Dy € R — R™ se face, de cele mai multe ori, pe baza studiului functiilor sale componente
fe:Dj, CR—R,Vk=1,m.

In situatia in care n € N* \ {1} si m = 1, orice functie reald f : A C R" — B C R se
numeste vectortal-scalara sau functie de variabila vectorial-reald si cu valori scalar-reale
(ori functie de n variabile reale, cu valori reale si scalare). De asemenea, cand A este un
subspatiu liniar, peste R, al spatiului vectorial (R™,+,-), f se numeste functionald (reald).

Exemple:

)

Functia f : A C R? — R, definitd prin f(x) = —y/sin (x% —i—x%), Vx = (z1,22) € A, unde
A = {(z1,22) € R?| sin(2f +23) > 0} este, de fapt, multimea {(z1,22) € R? | 2kr <
22 + 22 < (2k + 1),k € N}, reprezintd un exemplu de functie de dou# variabile reale si
cu valori in R_ C R. Din punct de vedere geometric, multimea A, de definitie a acestei
functii, este reuniunea multimilor de puncte din planul R2, situate in interiorul si pe fron-
tiera discului {(z1,72) € R?* | 23 + 22 < 7}, cu centrul in 0 = (0,0) si de razi /7, precum
si in coroanele circulare inchise {(x1,22) € R? | 2k7 < 22 + 23 < (2k + 1), k € N*}, adica
in D(0,+/(2k + 1)m) \ D(0,v2kn), unde D(0,+/(2k 4 1)7) este inchiderea discului de centru

0 = (0,0) si de raza egald cu /(2k + 1), in raport cu topologia indusd de metrica euclidiana

pe R2, iar D(0,v/2k7) este interiorul discului cu centrul tot in O si cu raza +/2km, in raport cu
aceeagi toplogie, Vk € N*,

Functia f : A € R® — R, definitd prin f(x) = In(1 — 21 — 29 — x3) — (21 + 23)%2, Vx =
(z1,72,73) € A, unde A = {x = (z1,72,73) € R® | f(x) are sens in R} = {x = (w1, 29,73) €
R3|1—2y—20—123>0s8i 21 +23>0}={x=(21,72,23) €ER3 | 0 <21 + 23 <1— 22} este,
cu evidentd, un exemplu de functie dependenta de trei variabile reale si cu valori reale, scalare.

Un alt exemplu de functie reald de mai multe variabile si cu valori in R este cel furnizat de
notiunea de functie polinomziala P : R" — R, definita prin

k1,k2,. . kn
(*) P(X) = Z ail:i27-~~7inxlllx;2 o .JT:.ZL,VX = (:Ulv Z2, ..., .’L'n) € Rna

11,02,...,in=0

unde a;, 4,,..i, € R, Vi; = 0,k1, Viag = 0,ka, ..., Vi, = 0,k, (cu k1, ko,..., k, € N) reprezints
coeficientii polinomului P € R[X1,...,X,]| (de n nedeterminate gi cu coeficienti reali).
Fiecare dintre termenii ail,i%m,inwi x2 ... xi{b se numeste monom (dependent de variabilele reale
x1, dacd i1 > 0, 9, dacd ip > 0, ... si/sau z,, cand i, > 0 si cu coeficientul real a;, iy, . i, )-
Prin gradul monomului ai17i27,__7inxilx§2 ...x% intelegem numarul i1 +ig + ...+ 4, € N. Cum
P(x) este o suma finitd de monoame, definim gradul polinomului P ca fiind maximul gradelor
monoamelor din expresia sa. Polinomul P € R[Xy,...,X,] se numeste omogen sau, altfel
spus, forma, daca toate monoamele din suma sa de expresie au acelasgi grad. Un exemplu de
astfel de polinom este cel de gradul intdi, a carui expresie, dependenta de n variabile reale -
T1,T2,...,Tn, €ste
121 + a2 + ...+ apTy,

adica o combinatie liniara de z1, xs, . . ., T, in care coeficientii a1, as, . . ., a, sunt elemente din R.
Acest tip de polinom este o formda lintard reald, definitd pe R™. Este clar ci orice polinom



P € R[Xy,...,X,] se poate exprima, in mod unic, ca o suma finita de polinoame omogene, adica
se poate scrie P = Py+ P +...4+ P, unde P;, Vi = 0, m, este un polinom omogen de grad egal
cu %, iar m este gradul lui P .

Un polinom P € R[Xj,...,X,] se numeste simetric dacd, pentru orice permutare o =
1 2 n . L. . .
< c(1) o2 ... o) ),cua(z) e{l,2,...,n},Vi=1,nsio(i) #0(j),Vi,j € {1,2,...,n},
avem
k17k2a~~-,kn kl:k2a~--7kn
iy ig,oin T T - Ty = Z i ig,eeninTor(1)T(2) - Tor(n)?
i1,i9500yin=0 i1,i2500yin=0

cand functia polinomiald corespunzitoare lui P are expresia (k).

Urmatoarele elemente din R[X7, ..., X, se numesc polinoame simetrice fundamentale:

n
P=X1+Xo+ - +X,=> X;

i=1 .
P=X1Xo+ X1 Xg 4+ Xy 1 Xn = > XX

1<i<j<n
n
Py=X1Xo X3+ X1 XoXa+ o+ XpoXp1 X = ) XiX; X
1<i<j<k<n

Po=X1Xo.. Xp 4+ +Xp_ 41 Xn_tt2... Xpn = Yo XX, X,

Un rezultat remarcabil pentru multimea polinoamelor simetrice este urmatorul, prezentat aici fara
demonstratie.

Teorema 7.1 Pentru orice polinom simetric P € R[ X7, ..., X,], exista un polinom Q € R[ X1, ..., X,]
astfel incadt
P:Q(P17P27"‘7Pn)7

unde Pi, Ps, ..., P, sunt polinoamele simetrice fundamentale specificate mai sus.

Revenind la functiile f : A C R" — B C R™, putem spune, in fine, ca, atunci cand n € N* \ {1}
sim € N* \ {1}, asemenea aplicatii f se numesc reale, vectorial-vectoriale (sau functii de n
variabile reale, cu m wvalori reale). Si in cazul acestor functii, se poate vorbi de o exprimare in
care intervin componente functionale, potrivit relatiei

f(x) = (fi(x), fa(x), ..., fm(X)) ,Vx = (z1,22,...,2p) € A,
unde fr : A — R, Vk = 1, m, sunt functii vectorial-scalare, cu valori reale, agsa incat

(f1(%), fa(x),..., fm(x)) € B,Vx = (z1,22,...,2,) € A,

Tinand seama de structura algebric-topologica a spatiilor R™ gi R™, multe dintre proprietatile unei
functii f: A CR™ — R™ se pot deduce pe seama proprietéatilor functiilor sale componente.



Aplicatii liniare pe spatii vectoriale.
Forme reale liniare si afine. Transformari punctuale liniare si afine.

Definitia 7.1 Fie V gt W doud spatii vectoriale peste un acelagi corp de scalari K. O aplicatie
T :V — W se numeste liniard (operator liniar, transformare liniard sau morfism de K-
spatii vectoriale) daca

i) T(u+v)=T(u)+T(v), Vu,veV g
it) T(au) = aT(u), VueV, ac K,

adica daca aplicatia T este aditiva (prin satisfacerea conditiei i)) si K-omogend (prin satisfacerea
conditiei 1i)).

Propozitia 7.1 Conditiile i) i 1) din Definitia 7.1 sunt echivalente cu urmatoarea:

iti) T(au+ pv) = aT'(u) + T (v), YVu,ve V,Va,B € K.

Demonstratie: Admitand cd T': V — W satisface conditiile i) si ii) din cadrul Definitiei 7.1, avem:
T(oau+ Bv) =T(au) +T(Sv) = oT'(u) + T (v),Yu,ve V.V, [ € K.

Deci T satisface si iii). Reciproc, in ipoteza ca T verificd iii), rezultd c&, pentru @« = =1 € K, din
iii), avem 1), iar pentru § =0 € K, tot din iii), avem si ii). <

Observatii:

1) De cele mai multe ori, in virtutea Propozitiei 7.1, conditia iii) este consideratd a fi, practic, de
baza pentru stabilirea caracterului de liniaritate al aplicatiei 7.

2) In cazul in care W = V, aplicatia liniard T : V — V se numeste endomorfism liniar pe V sau
transformare liniara de la spatiul V in el insugi. Daca edomorfismul liniar 7' : V — V
este si bijectiv, atunci el se numeste izomorfism liniar pe V.

3) Dacd T : V — W este o aplicatie liniara, atunci are loc si urmatoarea extensie a relatiei iii):
n n
iv) T (Zaﬂh‘) = ZaiT(ui), VneN* Vuy,ug,...,u, €V, Vay,ao,...,a, € K.
i=1 i=1
4) Dacd T : V — W este o aplicatie liniara, atunci
T (0y) = Ow,

unde Oy si Oy sunt vectorul nul din V' si respectiv vectorul nul din W. Daca T(Ov) % Ow,
atunci T : V — W nu este liniara.

5) Multimea £(V, W) a tuturor aplicatiilor liniare de la K-spatiul vectorial V' la K-spatiul vectorial
Weste, in raport cu operatia de adunare a aplicatiilor si cu operatia de inmultire a unei aplicatii
cu un scalar din K, de asemenea un K-spatiu vectorial.

6) Fie U,V si W spatii vectoriale peste corpul comutativ K. Daca 11 : U — V gi T5 : V — W sunt
aplicatii liniare, atunci 15 o T7 : U — W este tot o aplicatie liniara.



7) Dacid T : V — W este o aplicatie liniars, atunci 7= : T(V) C W — V este, de asemenea, o
aplicatie liniara.

Definitia 7.2 Fie T : V — W o aplicatie lintara de la K-spatiul vectorial V la K-spatiul vectorial
wW.

a) Multimea Ker(T) = T~'(Ow) = {v € V | T(v) = O} C V se numeste nucleul aplicatiei
lintare T'.

b) Multimea T(V) ={w e W | Iv € V,T(v) = w} se numeste imaginea aplicatiei liniare T si
se noteaza cu Im(T).

Propozitia 7.2 Daca T : V — W este o aplicatie liniard de la K-spatiul vectorial V' la K-spatiul
vectorial W, atunci Ker(T') este un subspatiu liniar al lui V', iar Im(T) un subspatiu liniar al lui W.

In plus, daca dim(V') < 400 gi dim(W) < +o0, adica daca ambele spatii vectoriale V- i W sunt
finit-dimensionale, atunci are loc relatia

dim(V') = dim (Ker(T)) + dim (Im(T)) ,
numitda, sugestiv, relatia dimensiunilor.

Demonstratie: Faptul cd atat Ker(T), cat si Im(T) sunt subspatii vectoriale ale lui V' si respectiv
W rezulta pe baza relatiei evidente

T(ou+ pv) =aTl(u)+ BT (v) =a-0w + 8- 0w =0w,Vu,v e Ker(T),Va,B € K,

in virtutea céreia au + v € Ker(T), Yu,v € Ker(T), Vo, € K .Totodatd, avem: a;w; + agwy €
Im(T), Ywi,wa € Im(T) si Vag,as € K. Aceasta din urma deoarece, dacd wi,wo € Im(T), atunci
existd vi si vo € V), astfel incat T'(v1) = wy si T'(ve) = we. Prin urmare: aywy + aaws = ayT'(vy) +
axT(va) =T (avi + aova) € T(V) = Im(T), Vai,az € K,wi,wa € Im(T).
In ceea ce priveste relatia dimensiunilor, fie n = dim(V) si d = dim (Ker(T)) (d si n in N).
Daca Ker(T) = {0y}, atunci d = 0 si, pentru orice baza {vi,va,...,vp} a lui V, se poate spune,
n

pe contul relatiei iv) din observatia 3) de mai inainte, cd, oricare ar fi v € V, v = Z’Yka (cu
k=1

n
V1,725 - -s W € K, coordonate ale lui v in baza {vi,ve,...,v,}), avem T'(v) = Z%T(Vk), ceea

k=1
ce ar insemna ca T'(v1),T(va),...,T(vy,) ar fi un sistem de generatori al subspatiului liniar T'(V),
adica al lui Im(7"). Cum sistemul de vectori {T'(v1),T'(v2),...,T(vy)} este si liniar independent, caci
n n
dacd, pentru f1,82,...,0, € K, am avea ZﬁkT(vk) = Oy, atunci T Zﬁkvk = Oy si deci

k=1 k=1

n
Zﬁkvk € Ker(T) = {0y}, de unde, in virtutea faptului cd {vi,ve,...,v,} este bazd a lui V, ar
k=1
reiegi cd 1 = By = ... = 3, = 0, se poate spune cd {T'(v1),T(v2),...,T(vy)} este o bazd a lui Im(T),
ceea ce inseamna ca dim (Im(7T)) = n. Asadar, in acest caz, avem n = 0 + n, adica:

dim(V') = dim (Ker(T)) + dim (Im(T)) .

Dacd d € N* adicd Ker(T) 2 {0y} (mai bine spus, Ker(T) # {Oy}), atunci oricare baza
{b1,ba,...,bg} alui Ker(T) se poate completa la o bazi {bi,ba,...,bg,bgi1,...,by} alui V. Cum

orice vector din Im(T) este de forma T'(v), cu v € V, iar v are reprezentarea v = Zakbk in
k=1



n

baza {bi,ba,...,b,} de mai sus, vedem c& T'(v ZakT bg) Z aT'(bg), intrucat T'(bg) =

k=d+1
Ow, Yk = 1,d. Prin urmare, {T(bgy1),...,T(bn)} este un sistem de generatori pentru Im(T). In
plus, vectorii T'(bgs1),...,T(b,) sunt si liniar independenti in W. Intr-adevir, admitand ci am
n

avea o combinatie liniard a acestora egald cu Oy, ar rezulta, din faptul ca Z wiT(bg) = Ow,

k=d+1
n
Cu Wgt1,-..,wn € K, existenta relatiei T< Z wkbk> = O, in virtutea careia am deduce c&
k=d+1

n n d

Z wiby € Ker(T). Ca atare, ar exista 1,7y, ...,1n7 € K, asa incat Z wibp = anbk. Altfel
k=d+1 k=d+1 k=1
spus, am avea dependenta liniard a vectorilor by, bs,...,b, din baza V, ceea ce ar fi absurd. Deci
{T'(bgy1,...,T(bp)} este, de fapt, o baza a lui Im(T") si acesta are dimensiunea n — d = dim(V') —
dim (Ker(T)). Asadar, si in acest caz, are loc relatia din enunt a dimensiunilor. |

Definitia 7.3 Pentru o aplicatie liniara T de la un K-spatiu vectorial V' la un K-spatiu vectorial
W, dim (Ker(T)) se numeste defectul lui T si se noteazd cu def(T), iar dim (Im(T)) se numeste
rangul lui T si se noteaza cu rang(T).

Formula dimensiunilor poate fi redatd atunci sub forma:

dim(V') = rang(T') + def(T).

Observatie: Pe baza relatiei dimensiunilor, se poate afirma c& orice aplicatie liniara, intre K-
spatii vectoriale finit dimensionale, duce un subspatiu vectorial arbitrar al spatiului ei de definitie
intr-un spatiu vectorial de dimensiune cel mult egala cu a subspatiului in cauza.

Propozitia 7.3 Fie T o aplicatie liniara de la K -spatiul vectorial V', finit-dimensional, la K -spatiul
vectorial W. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) T este aplicatie injectivi;

b) def(T) =0
c) rang(T) = dim(V);

d) Dact {vi,va,...,vp} (p € N*,p < n = dim(V) € N*) este un sistem liniar independent in V,
atunci {T(v1),T(v2),...,T(vp)} este sistem liniar independent in W.

Demonstratie: In virtutea relatiei dimensiunilor, are loc echivalenta afirmatiilor b) si ¢), cu evi-
denta. Cat priveste a) si b), dacd admitem mai intai cd b) este adevaratd, ceea ce ar insemna ca sa
luam drept ipoteza faptul cd {0y} = Ker(T), ar reiesi c&, de indata ce, pentru u si v arbitrare din V/,
ar avea loc relatia T'(u) = T'(v), adicd T'(u — v) = Oy, s-ar obtine u — v = Oy, deci u = v. Cu alte
cuvinte, b) implicd injectivitatea lui T'. Reciproc, daci a) este adevarata, adicd daca T este injectiva,
atunci T'(u) = T'(v) implicd u = v, deci u — v = Oy. Pentru v = Oy, rezultd cd T'(u) = T'(0y) = Oy
ar implica, cu necesitate, u = Oy. Astfel, avem K er( ) = {0y}, adicd def(T) = 0. Asadar, are loc

b). In fine, se poate ariita ci b) echivaleazad cu d). In acest sens, presupunand mai intai ci are loc
p

b) si ca {vi,va,...,vp} este un sistem liniar independent din V, vedem ca, daca Z aiT(vy) = Ow,
k=1

p P
atunci T' (Z akvk) = Oy, adicd, in virtutea faptului cd b) este adevarata, Z agvi = 0y, de unde,
k=1 k=1



pentru ca {vy,va,...,v,} este un sistem liniar independent in V, rezultd : a1 = az = ... = o, = 0.
Deci {T'(v1),T(v2),...,T(vp)} este un sistem liniar independent in W. Invers, admitand c& d) este
adevdrata si cd b) n-ar avea loc, ar exista o bazd a lui Ker(T), fie ea {vi,va,...,Vv,} care, ca sistem
liniar independent din V', n-ar mai implica faptul c& {T'(v1),T(v2),...,T(vp)} este sistem liniar in-
dependent in W, deoarece {T'(v1),T(v2),...,T(vp)} = {Ow}. Deci b) trebuie, cu necesitate, sa aiba
loc, in ipoteza cd d) este adevirata. <

De asemenea, fara prea mare dificultate, se poate demonstra gi urméatorul rezultat:

Propozitia 7.4 Fie T o aplicatie lintara de la un K-spativ vectorial V' la un K -spativ vectorial W,
finit dimensional. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) T este o surjectie;

it) rang(T) = dim(W);

i) Im(T)=W;

i) Daca {vi,va,...,vp} este un sistem de generatori pentru V', atunci {T'(v1),T(va),...,T(vp)}
este un sistem de generatori pentru W.

Pe baza propozitiilor 7.3 si 7.4, se poate vedea ca are loc gi rezultatul potrivit caruia, daca T este
o aplicatie liniara intre doud K-spatii vectoriale finit-dimensionale V gi W ( T : V. — W), atunci
afirmatiile imediat urmatoare sunt echivalente:

j) T este o aplicatie bijectiva;
i) dzm( ) = dim(W);
jjj) T71: W =V este o bijectie;
jv) {v1,ve,..., vy} este 0 bazd a lui V daca si numai daca {T(v1),T(ve),...,T(vy)} este o bazd a

lui W.

Observatie: Evident, definitiile 7.1 - 7.3, precum si rezultatele propozitiilor 7.2 - 7.4, impreuna cu
cel mentionat putin mai inainte se aplica si in cazul particular in care V = R"™, W = R™, iar T este o
aplicatie liniard reald de la R™ la R™. Astfel, T va fi un izomorfism liniar dacé si numai dacid m = n , caz
in care, dacd {by, ba,...,b,} vafi o bazd in R" (de exemplu baza canonica by, = e, = (0, ...,0, 1,0, ..., 0),
cu 1 pe pozitia k,Vk = 1,n), atunci {T'(b1),T'(b2),...,T(b,)} va fi, de asemenea, o bazd in R" si
reciproc.

Sa consideram, in continuare doud K-spatii vectoriale, V' si W, finit-dimensionale (dim(V) = n

gi dim(W) = m), iar T : V. — W o aplicatie liniard. Daca {vi,va,...,v,} este o bazd a lui V, iar
n
{w1,wa,..., Wy, } este o bazd a lui W, atunci, pentru orice v = Z agvy din V', unde ay, a9, ..., a, €
k=1
K, sunt coordonatele lui v in baza {vi,va,...,v,}, avem
n n m
= ot = Y (Sauw | = Zamak W
k=1 k=1 1=1 =1 \k=1

pentru fiecare k € {1,2,...,n}, scalarii {ajg, asg,- . ., ami } reprezentand coordonatele vectorului 7'(vy,)
in baza {wi,wa,..., Wy }. Cum, de fapt,

m
y= uw,
=1



cu y1,Y2,. - ., Ym drept coordonate, din K, ale lui y, in baza {wi, wa,...,w,}, se poate deduce ca
avem:

(k%) y = Zalkak,Vl =1,m.

k=1
Constituind matricea A = (ak)1<i<m € Mmxn(K), se vede ca putem scrie y = Av, ceea ce inseamna
1<k<n
cd aplicatia liniard T induce, in raport cu bazele {vi,va,...,v,} si {wi,wa,..., w;,}, matricea A.

Reciproc, este lesne de constatat cd, prin intermediul matricii A si a relatiei y = Av, se introduce
de fapt aplicatia T : V' — W, definitd prin T'(v) = Av =y si, in plus, T este liniari. In concluzie,
in K-spatii vectoriale finit dimensionale, oricarei aplicatii liniare dintre dou& asemenea spatii, i se
poate asocia, in raport cu o pereche de baze, o matrice cu elemente din corpul scalarilor K. Studiul
unei asemenea aplicatii T se reduce, astfel, la studiul matricii asociate care, raportata la perechea

de baze {vi,va,...,vp} si {wi,wa,...,wy}, are, de fapt, drept coloane, vectorii coordonatelor lui
T(v1),T(v2),...,T(vy) in baza {w1, w2, ..., W}
Notand cu B baza {vi,va,...,v,} alui V, cu B baza {w1,wa,...,wy,} alui W, cu yp vectorul

coordonatelor lui y, din W, in baza B’ si cu v vectorul coordonatelor lui v in baza B, se poate spune
ca relatia (xx), care inseamnd relatia y = T'(v), se poate reda,cu ajutorul matricii Agp/, asociatd lui
T, prin:

(xx%) yp = AppVp.
Aceasta reprezinta expresia analitica a operatorului liniar 7' : V' — W, in raport cu perechea de baze
(B,B).

Trecand acum, in V, de la baza B la baza B, prin matricea de schimbare S (potrivit relatiei
B BS) si de la baza B’ la baza B', in W, prin matricea de schimbare S’ (adici B’ = B'S'), se vede
cd, pe baza relatiei (x x *) gi a relatiilor de transformare a coordonatelor lui y si respectiv v, adicd a
relatiilor y 5, = (S’)_l yp' §i vB = Svp, in raport cu perechea noua de baze (B, B'), avem:

-1 -1 -1
Yp = (S/) YB = (S,) ABB'VB = (S/) ABB/SVB-
Aceasta inseamna ca, fata de (B , B ) matricea asociatd lui T' este (S' )71 AppS, adica are loc relatia
-1
(') Agp =(5) ApsS,

care reprezintd formula schimb#rii matricii unei aplicatii liniare la o schimbare de baze. In cazul in
care W =V, se poate considera ci B’ = B si B’ = B, ceea ce ar insemna ci S’ = S. Astfel, formula
(1) s-ar reduce la

(1) Az=5"1A4zS,

unde Ap si A ar fi matricile asociate lui 7" in bazele B si respectiv B, iar S ar fi matricea de schimbare
de la B la B. In virtutea relatiei (!! ), matricile patratice Ay si Ap sunt asemenea. Reciproc, se
poate vedea cd, daca A si A din M, (K) sunt doud matrici patratice asemenea, adica exista o matrice
nesingulara L, din M,,(K), astfel incat A = L' AL, atunci A si A reprezinti un acelasi endomorfism
liniar 7', pe un spatiu vectorial de dimensiune n, in doud baze (distincte, cand L # I,,) ale respectivului
spatiu pentru care matricea de trecere de la una la cealalta este L.

Observatie: Formula (! ) se pastreazi gi in cazul particular in care V = R™ gi W = R™, iar
formula ( !!') functioneaza si atunci cand W =V =R"™.

Definitia 7.4  a) Fie (V,(-,-)) un spatiu euclidian si T un endomorfism pe V. Se numeste adjunct
al lut T si se noteazda cu T operatorul T* : V — V, definit prin

(T*(u),v) = (0, T(v)),Yu,veV.



b) O aplicatie T € L(V), unde (V,(-,-)) este un spativ euclidian, se numeste autoadjunctd sau
stmetrica daca T =T*.

Observatie: Se poate ardta ca un endomorfism 7' € £(V') definit pe un spatiu euclidian (V (-, -)),
finit dimensional, este simetric daca si numai dacd matricea sa asociata, in raport cu o baza ortonor-
matd a lui V, este una simetrica.

Definitia 7.5 Un endomorfism T pe un spatiu euclidian (V,(-,-)) este numit antisimetric daca
(). v) = (0, T()),Yu,v € V.

Se poate vedea cd, in cazul in care V este finit dimensional, ' € L(V') este antisimetric daci si
numai daci matricea sa A, intr-o bazi ortonormats, este antisimetrics, adici A7 = —A, unde AT
reprezintd matricea transpusa corespunzatoare lui A.

Definitia 7.6 Fie (V, (-,-)) un spatiu euclidian si T € L(V'). Endomorfismul T se numeste ortogonal
daca
(T(w), T(w)) = (u,u),YueV.

Observatie: Tinand seama de definitia 7.4, relatia din definitia 7.6 se poate rescrie sub forma
(T"oT) (u),u) = (u,u),YueV,

echivalenta la randul ei, cu relatia
T>|< ol = lv.

Astfel, dacd V este finit dimensional, atunci T' € £(V') este un endomorfism ortogonal dacd si numai
dacd, intr-o baz& ortonormata a lui V', matricea A, asociatd lui T, este ortogonald, adicd este asa
incat AT - A = I. Deoarece, in acest caz, det(A) = £1, inseamn& c& A este nesingulara, avand rangul
egal cu dim(V). Asadar, rang(T) = dim(V') si atunci def(T) = 0. Prin aplicarea propozitiilor 7.3 si
7.4 rezultd cd T este simultan injectie si surjectie pe V. Deci T este un automorfism pe V. Cu alte
cuvinte, orice endomorfism ortogonal pe un spatiu euclidian finit dimensional este un automorfism pe
respectivul spatiu.

Definitia 7.7 Fie (X,d) un spatiu metric si f o aplicatie de la X la X. Se spune ca f este o
izometrie pe X daca d(f(z), f(y)) =d(z,y), Vz,y € X.

Propozitia 7.5 Fie (V,(-,-)) un spatiu euclidian si T € L(V'). Endomorfismul T este o izometrie
daca st numai dacd el este ortogonal.

Demonstratie: Rationand in raport cu metrica indusa pe V de norma datd de produsul scalar
(-,-), T ar fi o izometrie pe V daca d(T'(x),T(y)), adicad ||T'(x) —T'(y)||, echivalent spus (T'(x) —
T(y), T(x) — T(y))l/2 , ar fi egald cu d(zx,y), adicd cu (x —y,x — y>1/2, Vx,y € V. Ori asta revine
la (T'(u),T'(u)) = (u,u), Vu € V, ceea ce ar inseamna ci T este endomorfism ortogonal. La fel, si
reciproc. <

Tindnd seama de observatia ce precede Definitia 7.7, putem afirma c& orice izometrie liniard pe
un spatiu euclidian este un automorfism pe acel spatiu.

Definitia 7.8 Fie V un K-spatiu liniar si T € L(V).

a) Un vector nenul v din V se numeste vector propriu pentru T dacd exista A\ € K asa incdt
T(v) = Av. Scalarul A din acest context se numeste valoare proprie a lui T', corespunzatoare
vectorului propriu v.



b) Ker (T — \1y) se numeste subspatiu propriu corespunzator valorii proprii \.

Relativ la valorile proprii si vectorii proprii ai unui endomorfism 7" pe un K-spatiu vectorial V/,
remarcdm urmétoarele:

1. Un vector nenul v € V este vector propriu, corespunzator valorii proprii A € K, pentru 7', daca
si numai daca v € Ker (T — A1y) \ {Ov}.

2. Unui vector propriu al lui T ii corespunde o singura valoare proprie A € K nu si reciproc.
3. Vectorii proprii ce corespund unor valori proprii distincte pentru 7' sunt liniar independent;i.

4. Orice subspatiu propriu corespunzator unei valori proprii a lui T este invariant in raport cu 7T,
adicd are loc relatia: T (Ker (T — Aly)) C Ker (T — Al1y).

5. La doua valori proprii distincte ale lui T' corespund subspatii proprii care au in comun doar
vectorul nul Oy .

6. In cazul in care V este finit dimensional, iar A este matricea lui 7' € £(V) intr-o bazd B a lui V,
atunci v € V este vector propriu pentru 71" daca si numai dacé este solutie nebanald a sistemului
(algebric, omogen)

(A—A)v =0y,

iar A este valoare proprie ce corespunde lui v dacd si numai daca este radacind a ecuaties
asa-numita caracteristica

det(A — \I) = 0.

In acest caz, polinomul P4()\) = det(A — \I) se numeste polinom caracteristic al matricii A
si, implicit, al lui 7.

Daca A este radacind simpld a polinomului P4()), adicd este valoare proprie simpld pentru
T, atunci defectul lui (T'— A1y) este egal cu 1. Altfel spus, dimensiunea subspatiului propriu

corespunzitor valorii proprii simple A este egald cu 1. In rest, cand ) este valoare proprie de
multiplicitate m > 1, atunci dim (Ker (T — A\1y)) < n.

Orice matrice A € M,,(K) isi verifici propria ecuatie caracteristicd, in conformitate cu teorema
Cayley-Hamilton. Adicd P4(A) = 0, (in sens matricial).

7. Orice endomorfism simetric de la un spatiu euclidian (V, (-, -)) la acelasi spatiu are numai valori
proprii reale, iar subspatiile proprii corespunzatoare valorilor proprii distincte sunt ortogonale.

Definitia 7.9 Un endomorfism pe un spatiu liniar finit dimensional este denumit diagonalizabil
dacd existd o baza B a respectivului spatiu in raport cu care matricea Ap, asociatd endomorfismului in
cauza, este una de forma diagonald, adica Ag = diag(dy,ds,...,dy), unden este dimensiunea spatiului
respectiv i dy,ds, . ..,d, sunt scalari din corpul peste care este structurat spatiul liniar considerat.

Se pot constata urméatoarele:

1. Un endomorfism 7" € L(V'), unde V este un spatiu liniar finit dimensional, se poate diagonaliza
daca si numai daca existd o baza a lui V' alcatuita din vectori proprii ai lui 7.

2. Un endomorfism T" € L(V) este diagonalizabil pe spatiul liniar i finit dimensional V' daca si
numai dacé ecuatia caracteristicd din context are toate radacinile in corpul K ( peste care este
structurat V') si subspatiile proprii in cauza au dimensiunile egale cu ordinele de multiplicitate
ale valorilor proprii corespunzétoare.



3. Un endomorfism simetric pe un spatiu euclidian finit dimensional este intotdeauna diagonalizabil.
In acest caz, diagonalizabilitatea are loc intr-o baza ortonormatd a respectivului spatiu. In
practicd, pentru diagonalizarea endomorfismului, se parcurg urméatoarele etape:

e Se determind matricea A a endomorfismului vizat, intr-o baza fixatd a spatiului euclidian
considerat. In particular, dacad spatiul este R™, se considerd matricea A in raport cu baza
canonica a lui R";

e Se determing valorile proprii ale endomorfismului respectiv, prin rezolvarea ecuatiei alge-
brice caracteristice P4(\) = 0;

e Dacd rangul matricii A — Al este, pentru A egal cu fiecare valoare proprie, identic cu
dimensiunea spatiului euclidian luat in consideratie, diminuata cu multiplicitatea valorii
proprii in cauzi, atunci se decide c& endomorfismul este diagonalizabil. In caz contrar, se
concluzioneaza ca endomorfismul din context nu este diagonalizabil.

e Pentru situatia in care endomorfismul este diagonalizabil, se determind o bazi a spatiului
euclidian considerat alcatuitd din vectorii proprii ai endomorfismului, vectori v ce se gasesc
prin rezolvarea sistemelor algebrice si omogene

(A= NDv=0y,Yj=11

unde \; sunt valorile proprii gasite in prealabil.

e Baza in care endomorfismul are forma diagonald se determin& prin transformarea bazei
initiale (de start), matricea transformarii fiind aleasd drept aceea care are, pe coloane,
coordonatele vectorilor proprii ortogonali gasiti, in raport cu baza de start.

e Se scrie matricea ce corespunde formei ortogonale a endomorfismului avut in vedere prin
respectarea exprimarii diag(A1, A\1,..., A1, A2, A2, ..o, Aoy ooy A A, - -, Ay), unde fiecare din
valorile proprii A; este luata de atatea ori cat ii este ordinul de multiplicitate.

In fond, ne bazim pe urmitorul rezultat:

Teorema 7.2 Fie V un spatiu euclidian n-dimensional (n € N*) i T' € L(V'). Necesar si suficient ca
vectorii proprii ai endomorfismului T sa genereze intreg spatiul V este ca, in raport cu baza vectorilor
proprii, matricea asociatd i T sd aibd formd diagonala. In acest caz, fiecare valoare proprie a lui T
apare, pe diagonala respectiva, de un numar de ori egal cu dimensiunea spativlui propriu asociat.

Demonstratie: Admitem cd V este dotat deja cu o bazd alcatuita din vectorii proprii ai lui 7.
Fie acegtia vi,va,..., vy, corespunzitori valorilor proprii (nu numai decat distincte) Ay, Aa, ..., Ap.
Avem deci: T'(v;) = \;v4, Vi = 1,n. Daci baza respectivd este ortonormaté, ceea ce este, de fapt,
posibil intotdeauna, in virtutea faptului ca subspatiile proprii asociate valorilor A; sunt mutual (doua
cate doud) ortogonale i, pentru fiecare dintre respectivele spatii, se poate pune in evidentd, prin
algoritmul lui Gram-Schmidt, cate o baza ortonormatd (alcatuita, evident, din combinatii liniare ale
vectorilor proprii corespunzitori unei aceleiagi valori proprii, combinatii care sunt tot vectori proprii
al respectivei valori), atunci reiese ca matricea endomorfismului 7', fatd de aceastd bazd a lui V, este
matricea diagonala

MO0 .. 0
0 X 0 ... 0
Ar 0 0 s 0



Reciproc, dacd matricea asociatd lui 7', in raport cu o baza {by,ba,...,b,} a lui V, are forma
diagonald A, atunci avem relatiile T'(bg) = A\gbg, ¥k = 1,n, ceea ce inseamna ci by, ba, ..., b, sunt
vectori proprii ai lui 7', corepsunzétori valorilor proprii A1, A, ..., A,. Daca, in raport cu baza aceasta
a lui V, alcatuitd deci din vectori proprii ai lui 7', am avea un anume element din V, fie el notat
cu vg, tot vector propriu al lui T', corespunzator unei valori proprii Ag, atunci ar trebui sa aiba loc

n

relatia T'(vg) = Agvo, cu vg = Zakbk # 0y, unde ay,qs,...,a, € R sunt coordonatele lui vg in
k=1
baza {bi,bs,...,b,}. Altfel zis, am avea:

Ao Y agby = Agvo = T(vg) =T <Z akbk> =Y o T(be) =Y apAiby.
k=1 k=1 k=1

k=1

n
De aici, ar rezulta ca Zak()\k — Ao)bg = Oy. Cum by, bg,..., b, sunt liniar independenti, ar reiesi
k=1
cd am avea ay(A\p — X\o) = 0, Vk = 1,n. Deoarece scalarii ay,as, ..., a, nu au cum si fie toti egali cu
zero, am avea g € {1, A2,..., A\, }, ceea ce inseamnd cd T nu admite si alte valori proprii in afard de
A1, A2, ..., A\p. Considerand cd am avea Ay = Ao = ... = A\, = Ao 81 A\ # Ao, Vi € {r+1,...,n}, unde
r € {1,2,...,n} ar fi ordinul de multiplicitate al valorii proprii A9, putem conta pe faptul c& orice
vector de tipul ¢1by + coba + - - ¢;by (cu ¢y, ¢, ..., ¢ € R) ar fi vector propriu al lui T, corespunzator
valorii proprii Ag. Ar rezulta atunci, pe baza relatiilor ax(Ax — Ag) = 0, Vk = 1,n, de mai inainte, ci,
in mod necesar, gasim: a; = 0, Vk = r + 1,n. Prin urmare, subspatiul propriu asociat lui Ay coincide,
in realitate, cu subspatiul generat de vectorii by, bs, ..., b,, avind dimensiunea egalad cu multiplicitatea
Iui \o. <«
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Cursul 8

Forme liniare, biliniare si patratice
(Aspecte algebrice si geometrice)

Forme (functionale) liniare

Aplicatiile liniare de la un spatiu vectorial oarecare la un spatiu vectorial unidimensional merita o
atentie speciald, deoarece spatiul din urméi s-ar putea identifica, la nevoie, cu corpul K, al scalarilor,
peste care sunt considerate cele doua spatii liniare in cauzd. lata de ce, aici, facem acum o succinta
prezentare a citorva chestiuni privitoare la asemenea gen de aplicatii liniare.

Fie (V,+, ) un spatiu vectorial peste un corp comutativ (de scalari ) K.

Definitia 8.1  a) O aplicatie liniara f : V — K, adica un element al multimii L(V; K), se numeste
forma liniard (sau functionald liniara) pe V. Cind K = R, elementul f € L(V;R) se
numeste forma (functionald) liniara reala.

b) Multimea L(V; K), a tuturor formelor liniare pe V, privita ca spatiu liniar peste K - in raport cu
operatia de adunare uzuald a doud functii si operatia de inmultire a unei functii cu un element
din K - se numeste spatiu dual (sau conjugat) (ori, pur si simplu, dualul sau conjugatul)
lui V' gi se noteaza, tndeobste, cu V*.

Propozitia 8.1 Daca spatiul vectorial V este finit dimensional, atunci la fel este gi dualul sau V*.
In acest caz, avem dim(V*) = dim(V) € N*.

Demonstratie: Fie n = dim(V) € N* si B = {b1,ba,...,b,} 0 baza a lui V. Pentru un element
oarecare v din V, fie vy, v9,...,v, € K coordonatele lui v in baza B. Se pot defini atunci functionalele
v;f 'V — K, prin ’U;(V) = v, Vj = 1,n. Acestea sunt, desigur, elemente ale lui V*, intrucat:
vi(av + pu) = (av + Bu); = av; + fu; = avj(v) + Bvj(u), Vu,v € Vi, B € K,j = I,n. In plus,

vi(b;) =0, cand i # j si vi(bj) =1, Vi,j € {1,2,...,n}.

Multimea B* = {vf,v},...,v:} este o bazd a spatiului V*. Intr-adevir, B* este liniar indepen-
n

dentd, deoarece relatia Z’ij; =0y~ (cu~; € K, Vj=1,n), care implicd faptul c¢i Oy = Oy« (v) =

j=1
n n n
Zvjv}‘ (v) = Z%’U;(V) = Zvjvj, Vv eV, adicd gi Oy = Oy« (b;) = 4, Vi = 1, n, are loc, deci,
j=1 j=1 j=1
doar cand v; =72 = ... =y, = 0. Totodata, B* este si un sistem de generatori pentru V*, caci, pen-
n n n n
tru orice f € V¥ siv = Zvjbj eV, avem: f(v) = f Zvjbj = Zvjf(bj) = Zv;(v)f(bj) =
j=1 j=1 j=1 j=1

> Fby) v | (v): <
j=1

Definitia 8.2 Sistemul B* se numeste baza duald a bazei B, iar {f(bj)},;c,, C K se numesc
coeficienti ai formei liniare f in baza B*. o

Observatie: Se poate simplu vedea cd, dacd {w1,wa,...,w,} C K este o multime indicatd de
scalari, iar B = {by,bg,...,b,} este o bazd a spatiului liniar n-dimensional V', atunci existad si este
unicd o form4 liniard f € V*, ai cérei coeficienti, in baza duala B*, sunt tocmai scalarii wi,wo, ..., wy,.



n
. f ok
Aceasta este: f = E w;v;.
Jj=1
In virtutea unei atare remarci, se evidentiaza urmatorul rezultat:

Propozitia 8.2 Dacav €V \ {0y} i V este spatiu liniar finit dimensional peste un corp comutativ
K, atunci existd f € V*, astfel incat f(v) #0 € K.

Demonstratie: Cum v € V \ {0y} si V are o baza finita B, existd cel putin o coordonatd nenula
a lui v, in baza B. Drept urmare, putem lua f:V — K, f = v}, unde j € {1,2,...,n} este indicele

ce corespunde acelei coordonate nenule a lui v. Astfel, am avea: f(v) =v}(v) =v; # 0. <

Observatie: Enuntul Propozitiei 8.2 are urmatoarea varianta echivalenta: ” Daca V este un K-
spatiu liniar finit dimensional si w,v sunt doud elemente arbitrare si distincte din 'V, atunci exista
f e V*, astfel incat f(u) # f(v)”.

Cum un element f € V* este o aplicatie liniara de la V' la K, se poate afirma ca, in cazul in care
V este finit dimensional, lui f i se asociaza, prin intermediul bazelor B, din V si {1}, din K, potrivit
relatiei de tipul aceleia din finalul Propozitiei 8.1, matricea linie

AB = [f(bl)a f(b2)7 SRR f(bn)] )

unde by, bs, ..., b, sunt vectorii din B. In conformitate cu aceeasi relatie, raportandu-ne la baza duala
B*, vedem ca

f(b1)
b n
oo = f(f) (adica £ = Y~ f(b;)e).
F(bn) "~

Asadar, matricea asociatd lui f , in raport cu B*, este (A? )T, adica transpusa matricii A? . Cu alte
cuvinte, lui f, privit ca o functionald liniard pe K-spatiul liniar, finit dimensional, V', 1i corespunde
o matrice formatd dintr-o linie, iar dacd f este privit ca element din spatiul dual V* atunci lui f
ii corespunde o matrice coloand (fatd de baza duald), iar cele doud matrice implicate in consideratie
sunt transpuse una alteia.

Formula de shimbare a lui A]]i?, la o transformare de bazd in V' (si, implicit, in V*), se deduce a fi
urmatoarea

AP = A7,

pentru trecerea de la baza B la baza B’, in V, cu matricea de schimbare S, precum si, corespunzator,
urmatoarea

for = ST fp,

pentru trecerea de la baza duald B* la baza duald B’*, in spatiul V*. Prin urmare, daci matricea de
trecere de la baza B la baza B’, in V, este S, atunci matricea de trecere de la duala lui B’ la duala
lui B este egald cu transpusa lui S.

Definitia 8.3 (Bidualul unui spatiu vectorial) Fie V un K-spatiu vectorial si V* dualul sau.
Dualul lui V*, notat cu V** (fiind tot un K-spatiu vectorial), se numeste bidualul lui V.

Cand V este finit dimensional, avem dim/(V**) = dim(V*) = dim(V') si, in virtutea acestei relatii,
bidualul lui V', adica spatiul V** - care, in general, este un “supraspatiu” al lui V' (sau, mai exact spus,
este izomorf cu un supraspatiu liniar al lui V') - se poate ardta ca este izomorf cu V. In acest sens,
se foloseste aplicatia ¢ : V — V**  definita prin ¢(v) = v**, ¥v € V | unde v** € V** se introduce
pe baza relatiei: v**(f) = f(v),Vf e V*



Despre v, se deduce ci este liniard, deoarece (¢Y(a-v + B-u))(f) = fla-v + B-u) = a- f(v)
+6 -f(u) = a- (YE)(f)+ 8- (Ww)(f), Vo, B € K, u,v € V, f € V* i, de asemenea, surjectivi,
pe baza relatiei dim(V**) = dim(V). Cat priveste injectivitatea lui 1, ea are loc, intrucat ¥ (v) =
Oy « implica (1(v))(f) = Oy = (f), adicd f(v) =0, cuv e ViV f e V* Dacd, de aici, n-ar rezulta
v = Oy , atunci, presupunand ca v # Oy , ar exista un element f € V*, astfel incat, in conformitate
cu Proporzitia 8.2, am avea f(v) # 0, in contradictie cu faptul cd f(v) = 0, Vf € V*. Astfel, cu
necesitate, reiese ci nucleul lui ¢ este {0y}, ceea ce inseamni ci ¢ este intr-adevir injectivd. In plus,
potrivit teoremei dimensiunilor, chiar avem dim(V) = dim(Im(y)) + dim(Ker(¢)) = dim(Im(z)))
= dim(V**), deoarece dim(Ker(1)) = 0, ceea ce inseamna ca v este, intr-adevar, si surjectivd. Deci
1 este un izomorfism de la V' la V**, care, nemijlocit fiind de vreun sistem de coordonate din V/,
se numeste izomorfismul canonic de la spatiul liniar V la bidualul siu V**. In virtutea acestui
izomorfism, de cele mai multe ori, V gi V** se identificad, ludndu-se v** = v, ¥v € V. Pe baza unei
asemenea identificdri, putem privi, dupa caz, orice element v din V fie ca pe un vector in V, fie ca pe
o functionald liniard definitd pe V*, in concordantéa cu starea elementelor din V* care, prin definitie,
sunt functionale liniare definite pe V. Fiecare dintre spatiile V' si V* apare ca dualul celuilalt, iar in
virtutea identificarii mentionate avem v(f) = f(v), Vv € V, f € V*, relatie pe baza céreia se poate
spune cd legatura dintre V' si V* este simetricd (numitd relatie de dualitate intre V' gi V*).

Din punct de vedere geometric, nucleul unei functionale nenule si liniare pe un spatiu vectorial
V este un asa-numit hiperplan, adicd un subspatiu propriu, maximal al lui V. Cand dim(V) = n
(n € N*), deoarece dim(Im(f))) =1,V f € V*, avem: dim(Ker(f)) = dim(V)—dim (Im(f)) =n—1.
In acest caz, in raport cu o bazi B = {by,bs,...,b,} din V, multimea Ker(f), adici hiperplanul in
cauza, este

{xeV | f(x)=0},
n n
adicd {x = Z."L‘ibi | Z:L’if(bi) = 0}. Notand f(b;) cu a;, Vi = 1,n, se poate spune ci acest
i=1 i=1
hiperplan este caracterizat de ecuatia
(%) a1x1 4 agxa + -+ apzy, = 0.

Reciproc, pentru orice set de scalari {a1, a2, ...,a,} C K, existenta unei functionale liniare f € V*,
al carei coeficienti de reprezentare in baza duald lui B sunt aq, a9, ..., a,, implica faptul ci, plecand
de la o ecuatie de forma (%), hiperplanului in spetd i se poate asocia chiar functionala f, asa incat
Ker(f) sa fie respectivul hiperplan.

Cand K = R si V = R3, ecuatia () caracterizeazi un plan ce trece prin punctul Ogs (originea
lui R?). In cazul in care K = R si V = R2, “hiperplanul” de ecuatie (x) este o dreaptd ce trece prin
originea planului real R2.

Mai general, se poate ardta ca orice subspatiu liniar al unui spatiu vectorial finit dimensional, nu
numai un subspatiu liniar maximal, se caracterizeaza prin sisteme de ecuatii de forma (x). In aceeasi
notd de generalitate, cand K = R si V = R? sau V = R3, o dreapti si, respectiv, un plan care nu
trece numaidecéit prin Op2 si respectiv prin Ops sunt, din punct de vedere algebric, nuclee ale unor
asa-numite functionale afine, generic introduse prin definitia ce urmeaza.

Definitia 8.4 Fie V un spatiu vectorial peste un corp comutativ K si ¢cg € K. De asemenea, fie
feV*sifo:V — K, definita prin fo(v) = co, Vv € V. Suma f+ fo se numeste functionala afina
pe V.

Altfel spus, o functionald afind pe un spatiu liniar V' este suma dintre o functionald liniard pe V'
(anume f) si o functionald constantd pe V' (adica fo).
Daca V este n-dimensional (n € N*), cu o bazd B = {by,ba,...,b,}, atunci: Ker(f + fo) ={v=
n n

n

D uibi €V (f+ fo)(v) =0} ={v="> wib; € V[ > wif(bi)+co=0}.
i=1

i=1 =1



Cu notatia f(b;) = a;, Vi = 1,n, multimea Ker(f + fy) este caracterizatd de ecuatia:
(%) ajv; + agva + - -+ + apvy, + co = 0.

Aceasta corespunde unei drepte reale caind K = R si V = R? ori unui plan (care nu trece
numaidecat prin Ogs) cand K = R si V = R3, ori, in general, cand K = R si V = R", unui hiperplan
real.

Notiunea de functionald afind reprezintd un caz particular al aceleia de aplicatie (transformare)
afind, a carei definitie este urmatoarea:

Definitia 8.5 a) Un triplet (X,V, ), in care X este o multime nevida, V este un spatiu vectorial,
tar o este o functie de la X x X la V astfel incat

(i) oz, y) + oy, 2) = o(z,2), Va,y,2 € X i
(ii)) Ve € X,veV,dye X, unic, asa ca p(x,y) =V,

se numegte spatiu afin.

b) Un spatiu afin aflat in situatia in care X =V gi p(u,v) = u—v, Yu,v € V poarti denumirea
de spatiu afin atasat spatiului vectorial V.

Cind X =V = R"”, iar V este spatiu vectorial peste R, atunci este vorba despre spatiul afin
real R™.

c) Se numeste endomorfism de spatit afine un morfism (aplicatie liniara) de la unul dintre
spatii la celdlalt.

d) O aplicatie f de la spatiul afin (X,V, ) la spatiul afin (Y,W, ) se numeste morfism afin
(sau aplicatie/functie/transformare afind) daca, pentru orice subspatiu afin al lui (X, V, p),
imaginea sa prin f este un subspatiu afin al lui (Y, W, p).

In cazul in care spatiile afine din Definitia 8.5-d) sunt finit dimensionale, functia afind f este data
printr-o relatie de tipul
f(v) =Av+wo,VveV

unde A este o matrice (€ L(V,W)), iar wog € W.

In cazul particular in care W = V si A este matricea unitate, transformarea (punctuals) afind
f:V = V, definita prin f(v) = v+ wq se numesgte translatie (sau deplasare paraleld cu directia
datda de wy).

Daca W=V, puye K,voeV,wy € W, A= pyl si wo =w; — yVvo, atunci transformarea afina
in cauzd, f:V — V, definitd prin f(v) = wi + po(v — vo), Vv € V se numesgte omotetie.

Un morfism de spatii afine, f : V — W este denumit simetrie, in cazul cand W =V si fo f = 1y.

Forme biliniare

Definitia 8.6 Fic V gi W doud spatii vectoriale peste un acelasi corp comutativ K. O aplicatie
g:V xW — K care satisface relatiile

(G) glav + pu,w) = ag(v,w) + fg(u,w), Vo, B € K, u,veV, we W si
(7)) 9(v,\w + pz) = Ag(v,w) + pg(v,z), Vi pe K,veV,w,ze W

se numegte forma (sau functionala) biliniard pe V x W.



Cand W =V, aplicatia g : V xV — K care satisface (j) si (j7) se numegte forma ( functionald)
biliniara pe V. R R R
Daca V gi W sunt finit dimensionale, cu bazele B = {by, b, ..., by} sirespectiv B = {by,ba, ..., by},

atunci:
n

glv,w)=g Zvibi,ijBj = ZZviwjg(bi,Bj),Vv ceV,weW,
j=1

i=1 i=1 j=1
unde v, v, ...,v, € K sunt coordonatele lui v in baza B, iar wi,ws,...,w, € K sunt coordonatele
lui w in baza B (din W). Scalarii a;; = g(bi,b;), i = 1,n,j = 1,m se numesc coeficienti ai formei

biliniare g in raport cu perechea de baze (B, B), iar matricea acestor coeficienti este numita matricea
formei biliniare g in cuplul de baze (B, B).

Dacd B’ si B’ sunt alte baze in V si respectiv W, iar S si respectiv S sunt matricile de trecere
de la B la B’ si respectiv de la B la B’, atunci matricea A B B corespunzatoare formei biliniare g in
raport cu perechea de baze (B’, B ) este data de formula

T .
(#) ABI,EI =5 AB,ES

in care Ay, 5 este matricea formei biliniare g in perechea de baze (B, B), iar ST transpusa matricii

S. Prin urmare, matricea formei g fatda de noile baze B’ si B’ se obtine din matricea lui g relativa la
vechile baze B si B, prin inmultirea, la stdnga, cu transpusa matricii schimbarii de baze in V i, la
dreapta, cu matricea schimbadrii de baze in W.

Aplicatia biliniard g : V x W — K definegte, in raport cu parametrul w € W, o familie de
functii liniare fy, : V — K, date prin fy(v) = g(v,w), Vv € V, precum si o familie de functii liniare
hy : W — K, depinzénd de parametrul v € V, introduse prin formula hy(w) = g(v,w), YVw € W.
Atunci, aplicatia w — fy este un morfism ¢’ de la spatiul liniar W la dualul V* al lui V. Prin
acest morfism, fiecarui element w € W 1i corespunde forma liniard ¢'(w) = f € L(V,K) = V*. De
asemenea, aplicatia ¢” : V — W* = L(W, K), definita prin ¢”(v) = hy, Vv € V este un morfism de
spatii liniare.

Definitia 8.7 Fie g: V x W — K o aplicatie biliniard pe V- x W si morfismele liniare derivate g' i
g". Subspatiul liniar Ker(g') (al lui W) se numeste nucleul lui g la dreapta, iar subspatiul lui V,
Ker(g") se numeste nucleul la stanga al lui g. Daci Ker(g') = {Ow} si Ker(¢") = {0y}, atunci
forma biliniard g se numesgte nedegenerata.

Definitia 8.8 O forma biliniara g : V x V. — K se numesgte simetrica daci g(u,v) = g(v,u),
Vu,v € V gi antisimetrica daca g(u,v) = —g(v,u), Yu,v e V.

Propozitia 8.3 Daci g : V x V. — K este o forma biliniara simetrica (sau antisimetrica) pe V,
atunci nucleul sau la stinga coincide cu nucleul sau la dreapta.

In acest caz, oricare dintre nucleele coincidente (fie cel la stinga, fie cel la dreapta) se numeste,
pur gi simplu, nucleul lui g si se noteaza cu simbolul Ker(g).

Demonstratie: Pentru orice v € Ker(¢') = {y € V | g(x,y) = 0,Vx € V}, avem g(x,v) = 0,
Vx € V. Dar cum g este simetricd (sau antisimetricd), rezultd cd avem g(v,x) = 0, Vx € V, ceea
ce inseamnd ca v € Ker(¢") = {x € V | g(x,y) = 0,Vy € V}. Prin urmare, Ker(g') C Ker(g").
Incluziunea contrard se demonstreaza la fel. Astfel, conchidem ci avem: Ker(g') = Ker(g"). <

Propozitia 8.4 Daca g:V xV — K este o forma biliniard si simetricd pe spatiul vectorial V', finit
dimensional, peste K, atunci

rang(g) + dim (Ker(g)) = dim(V),

unde rang(g) este rangul matricii asociate lui g in raport cu o baza B din V.



Demonstratie: Fie n = dim(V) si {vi,va,...,v,} 0 bazd a lui V, in care matricea lui g este
n n

A = (g(vi,Vvj))1<i<n. Atunci, pentru orice x = Z Tivi, Yy = Zym eV, avem:
1sjsn i=1 i=1

g(x,y) = Z aij Ty, cu a; = g(vi,v;),V1<4,j<n
1<i,j<n

Cum Ker(g) = {x € V | g(x,y) = 0,Vy € V} s g(x,y) = Z (Zaij:Bi) yj, putem spune cd

j=1 \i=1

n
x € Ker(g) dacd si numai dacd Z a;;jz; =0,Vj =1,n, adicd dacd x este o solutie a cestui sistem de
i=1
ecuatii omogene. Ca atare, Ker(g) coincide cu multimea solutiilor unui astfel de sistem, relativ la care
se stie ca rangul matricii sale, adicd rang(g), este egal cu diferenta dintre numéarul necunoscutelor si
dimensiunea spatiului solutiilor. Asadar, avem: rang(g) + dim (Ker(g)) = dim(V). <

Observatie: Tinand seama de Propozitia 8.4, se poate afirma ca o conditie necesara si suficienta
ca o forma biliniara si simetricad g : V x V — K sa fie nedegenerata este ca rangul ei sa fie maxim,
adica egal cu dim(V).

Definitia 8.9 a) Fie V un K-spatiu vectorial si g : V XV — K o forma biliniara si simetrica
pe V. Doi vectori u gi v din V' se numesc ortogonali (sau conjugati) in raport cu g dacd
g(u,v) =0.

b) Daca U este un subspatiu liniar al lui V', atunci multimea {y € V | g(x,y) = 0,VYx € U}, care
se dovedeste a fi un subspatiu vectorial al lui V', se numeste complementul ortogonal al lui
U fatd de g si se noteazi cu U'ts.

Observatie: Cand V este finit dimensional gi {ui,u,...,u,} este o bazd a subspatiului liniar
U CV,atunci y € Uts dacd si numai dacd g(u;,y) =0, VI =1, p.

Teorema 8.1 Fie V un K-spatiu vectorial finit dimensional i g 1 V XV — K o formd biliniard gt
sitmetrica pe V. Atunci, oricare ar fi baza B = {b1,ba,..., by} a lui V, ortogonald fata de g (adica
asa incdt g(b;,bj) =0, Vi,j € {1,2,...,n}, i # j), exact un numar egal cu rang(g) dintre scalarii
g(b1,b1),g(b2,ba), ..., g(bn, by) sunt diferiti de zero.

Demonstratie: Fie r = rang(g) si s numarul scalarilor g(b;,b;) diferiti de 0. Astfel, g(by,b1) #
0,g(ba,b2) #0,...,9(bs,bs) # 0si g(bj,b;) =0,Vj=s+1,n. Atunci:

x =Y ab; € Ker(g) <= g(bi,x) = zig(bs, bi) = 0,¥i =

1,n.
i=1
Deci Ker(g) = {x = Zmibi | 21 = 9 = ... = x5 = 0} si, in consecinta, dim(Ker(g)) = dim(V) —
i=1
rang(g) = n — r. Asadar, rezulta cd avem: n — s = n — r. De aici, gdsim: s = 7. |

Cand K = R, se poate spune chiar mai mult despre g decat in Teorema 8.1 gi anume:

Teorema 8.2 (Teorema inertiei; a lui Sylvester)

Fie V un spatiu vectorial real $i g : V XV — R o forma biliniara si simetrica pe V, nedegenerata.
Ezista atunci un numar natural p astfel incat, daca {b1,ba,..., by} este o baza a spativlui finit di-
mensional V', ortogonala fatd de g, exact p dintre numerele g(b1,by), g(ba,be), ..., g(bn,by) sunt mai
mari decdt 0 (adica pozitive) si ¢ = n — p dintre ele sunt negative.



Demonstratie: Fie ¢; = g(b;,b;), Vi = 1,n. Dupéa o eventuald renumerotare a elementelor bazei,
putem zice cd avem c1, 2, ...,¢p > 0§l ¢pi1, Cpi2, ..., ¢n < 0. Consideram o altd bazd {vi,va,...,vp}
a lui V, tot ortogonald fatd de g, in raport cu care avem d; = g(v;,v;), Vi = 1,n astfel incat
di,da,...,d; > 0 si di41,di42,...,d, < 0. Aratam ca vectorii by, ba, ..., by, vi41,..., v, sunt liniar
independenti in V. Astfel, presupunénd ca avem ai, @, ..., an, Bit1, ..., 0n € R asa ca

oiby +--- CVpbp + /BH—IVZ—H + -+ Bpvn = Oy,

putem scrie: w = aqby + -+ apb, = —(Bi41vi41 + - - + Bpvy). Calculand g(w, w), obtinem, pe de o
parte, c1a? + coad + -+ + cpozg si, pe de alta, dl+lﬁl2+1 + - +dpB2, adics

0 < c10f + -+ + oy = dig1 By + -+ + dnfBh <0,

ceea ce nu este posibil decat daca a1 = ... = o = fi41 = ... = B, = 0. Prin urmare, vectorii
bi,...,bp, Vit1,..., Vv, sunt intr-adevar liniar independent;i. In consecints, avem p +n — [ < n, adici
p < [. Similar, avem i relatia reciproca, asa incat, de fapt, p = [. Deci p este un invariant al lui g
(indiferent de baza lui V). <

Observatie: Dacd g : V x V — R este o forma biliniard si simetricd pe spatiul liniar real, finit
dimensional, V', atunci, pentru orice bazd {b1,bs,...,b,} a lui V, ortogonala fatd de g, numéarul ele-
mentelor pozitive, numarul elementelor nule si cel al elementelor negative din sirul g(by, b1), g(be, ba),
g(bs,bs3),...,g(by,b,) sunt mereu aceleasi, invariabile in raport cu baza considerata. Aceasta, in
virtutea Teoremei 8.1 si a Teoremei 8.2, ultima dintre ele aplicatd restrictiei lui g la Ker(g).

Definitia 8.10 Tripletul (p,q,r), in care numarul natural p este egal cu numarul elementelor pozitive
din suita g(b1,b1),g(b2,b2),...,g(bn,by), q este numarul elementelor negative din aceeasi suita, iar
r (‘adican—p—q ) este numarul elementelor egale cu zero din respectivul gir, se numeste signatura
luz g.

Forme si functii patratice

Definitia 8.11 Fieg:V xV — K o functie biliniara si simetricd pe spatiul vectorial V', peste corpul
comutativ K. Functia h : 'V — K, definita prin h(x) = g(x,x), Vx € V (adica restrictia lui g la
{(x,x) | x € V} CV xV) se numeste forma (functionald) patratica pe V, asociatd formei
biliniare g.

Observatie: Deoarece h(x+y) = g(x+y,x+y) = g(x,x) + 9(x,5) + 9(y,x) + g(y,y) si 9(x,5) =
g(y,x), avem
h(x+y) = h(x) + 2g9(x,y) + h(y),Vx,y € V,

de unde deducem formula:

95,3) = 3 [+ 3) — () ~ h(y)] Y,y € V.

In virtutea acesteia, cunoasterea formei pétratice h pe V conduce la determinarea formei biliniare
si simetrice g, asociata lui h, pe V.

Dacd dim(V) =n € N* gi B = {by,ba,...,b,} este o bazd a lui V, atunci matricea asociata lui g
in raport cu B este, de fapt, si matricea asociata lui h, iar functia polinomiald si omogena, de gradul

2, h(x), al cérei aspect este
n n
E g a;;T;T;, pentru x = g x;b;,
i=1 j=1 i=1



unde (a;;)1<i<n este matricea mentionatd, se numeste expresie a formes patratice h. Scalarii a;j,
1<5<n

verificaind relatia de simetrie a;; = aj;, V4,5 = 1,n, se numesc coeficienti ai lui h in baza B.

Determinantul matricii A = (aij)1§i§n se numegte discriminantul formei patratice h.
1<j<n

Tinand cont de formula (#), putem spune c4, si in cazul formei h, matricea sa asociatd intr-o baza
B’ alui V, alta decat B, matrice notatd cu Aps, se obtine din cea asociata lui h in baza B, notatd cu
Ap, in conformitate cu relatia

(##) AB’ = STABSa

unde S este matricea de trecere de la B la B’, iar ST este transpusa matricii S.

In virtutea legiturii dintre h si g, se poate spune ci h este o formd patraticd nedegenerati
dacd si numai daca g este nedegenerata, adica dacd det(A) # 0, unde A este matricea asociata lui g si
respectiv lui h. Altfel, h este o forma padtratica degenerata.

Definitia 8.12 Se numeste forma canonica ( redusd ) a functiei patratice h acea expresie in care,
in raport cu o anumitd bazd a lui V, matricea asociata are forma diagonald. Forma canonica a lui h
este numita normald atunci cind matricea (diagonala) asociata lui h contine, pe diagonala in speta,
numai elementele 0, 1 gi —1 (din K ).

Teorema 8.3 (Metoda lui Gauss de aducere a unei forme patratice la expresia ei redusad)

Fie V' un spatiu liniar real, n-dimensional si h : V — R o forma padtratica. Existd atunci o baza
n

{b1,ba,...,bp} a iV sgi scalarii wi,ws,...,w, € R, asa incdt, pentru orice x = Z:cibi eV, avem:
i=1

h(x) = w12? + wozd + - + wyzl.

Demonstratie: Fie {vi,va,...,v,} 0 bazd oarecare a lui V, fatd de care expresia lui h(x) este
n

Z a;jT;xj, unde Z1,T2,...,T, sunt coordonatele lui x in raport cu aceasta bazi, iar a;; sunt coefi-

i,j=1

cientii din R ai lui h relativ la baza respectiva. Pentru reducerea formei h(x) la doar o suma algebrica

de patrate ale coordonatelor lui x intr-o altd anumita bazd {by, ba,..., by} a lui V, cdutdm daca cel

putin unul dintre coeficientii a;;, ¢ € {1,2,...,n}, este diferit de zero. Daca acest lucru nu are loc

din start, iar h nu este o forma identic nula, atunci expresia lui h are cel putin un termen 2a;;Z;Z;
cu a;; # 0. Efectuand transformarea de baza ce corespunde schimbarii de coordonate urmatoare

T = :131,532 = :ﬁg,...,i’ifl = i’ifl,fi‘i =2 + fj,!i’prl = :f?i+1,.. . ,."Z‘jfl = i‘jfl,:i'j =3; — i‘j,i’j+1 =
Tj41,...,Tn = Ty, termenul 2a,;;7,7; devine 2a;; (:%22 — @2) si, astfel,de exemplu, coeficientul lui :f;zz
este nenul.

Fara a micsora generalitatea rationamentului de fatd, admitem cd avem, de la inceput, in expresia
lui h, a11 # 0. Ludm atunci in atentie suma tuturor acelor termeni (din respectiva expresie) care il
contin pe Z1. Completdm aceastd sumé pand la un patrat perfect, aga incat expresia lui h s se redea
sub forma

1 - ~ ~ 2
— (a11%1 + a12@2 + -+ + a1nTn)” + - -,
ai
in care termenii din zona "..." contin numai coordonatele 2, ..., z, ale lui x in baza {vi,va,...,v,}.

Expresia sumei din zona "..." este similard aceleia din start, cu diferenta c& ea nu mai contine

deloc pe Z1. Repetand asupra ei rationamentul de pana aici, obtinem:
1 ~ ~ \2 1 * ~ * ~ \2
h(x) = — (a11&1 + - - + a1n®p)” + — (a39T2 + - - + a7, Tn)” + - -
an 22

Mai departe, prin continuarea unui asemenea proces de calcul, se ajunge, dupd un numadr finit de
pagi, la expresia doritd a lui h(x), adicd la wlm% + woxd + -+ + wpa2, unde 1, 29, . . ., T, sunt noile



coordonate ale lui x, iar w1, ws, ..., w, sunt noii coeficienti ai lui h intr-o baza ce corespunde schimbarii
de coordonate guvernata de relatiile

T1 = a11T1+ a12T2 + - + a1pdy
Ty = ATy 4 axplz+---+a5,7n
Ty = QmmTm + -+ amni"na
in care 1 <m < n. |

Observatie: Pe baza Teoremei 8.2, se poate spune ca, daca (p, q,r) este signatura formei biliniare
g si, implicit, a formei patratice h, asociata lui g, exact p dintre coeficientii formei canonice obtinuta
prin Teorema 8.3 sunt pozitivi, ¢ sunt negativi si r sunt egali cu zero. Si acest lucru se produce in
raport cu baza fatd de care h are forma redusa in V.

Teorema 8.4 (Metoda lui Jacobi de reducere a unei forme patratice la forma canonica)
Fie V' un spatiu liniar real, finit dimensional (dim(V)=n € N*) sih: V — R o forma patratica de

n
expresie h(x) = E ai;T; 5, in raport cu o baza a lui V' in care x are coordonatele x1,x2,...,x,. Daca
ij=1
toti minorii principali ai matricii asociate (az’j>1§i§n sunt nenuli, adica dacid A; # 0, V1 < i < n,
1<5<n
unde
air ... Qig
a2y ... Qao;
Ai = . . ’
a;1 ... Q4

atunci existd o baza B' = {b},bh, ..., b} a spatiului V asa incat

h(x) = @3 + pods + -+ + p, 2,

A
unde f1; = 1717 Vi=1,n, cu Ao =1 51 @1, d0,...,1E, sunt coordonatele lui x in baza B'.
J
Demonstratie: Plecand de la baza B = {b1,bs,...,b,} alui V, consideram vectorii b, b5, ... b},
unde
bll = 811b1

by, = s21b1 + s22bo

b/n = Snlbl + 5n2b2 +---+ Snnbna
cu s;; € R, V1 < j <14 <n, astfel incat

©) gbl,bj) =0 dacdil<j<i<nsi
g(bi,b;)=1 dacd 1l <i<n.

Conditiile () determina in mod unic elementele matricii S = (s;5), <j<i<n) D ipotezele din enuntul
prezenteli teoreme. Aceasta intrucét, de exemplu, pentru obtinerea lui b}, avem de rezolvat sistemul
algebric liniar

a118;1 + 1282 + - -+ + a1;84 = 0

a218i1 + a228i2 + -+ + a2;Si; =0
(o)

a;-1,18i1 + a;i—128i2+ - +a;—1;8; = 0

ai1Si1 + @i2Si2 + - -+ + A4iSii =1



al carui determinant este chiar A; # 0. Deci sistemul (o) este compatibil determinat, avand o solutie

unicd, ce se poate obtine prin regula lui Kramer. Dupé gésirea tuturor vectorilor bj,bh, ... bl se
poate ardta cd ei alcatuiesc o baza in V, baza in raport cu care matricea asociatd lui A este una de
A
7j—1

forma diagonald, cu elementele ,Vi=1nsi Ag =1, pe respectiva diagonali.

J
Intr-adevar, pe baza conditiilor ({) si tinand cont de simetria lui g, avem:

g(bs, b}) = g(by, sj1b1 + sjaba + - - + 55;b;) = s519(b;, b1) + sj29(b;, b2) + - -+ + s559(bi, bj) = 0,
V1 <i,j<n,i#j (tindnd cont si de simetria lui g).

In acelasi timp, avem:

Aiq
A;

g(b;,b;)zsii: WVi=1,n (cu Ay =1).

<

Definitia 8.13  a) O forma patratica h : V. — K se numeste pozitiv definita pe V', ori de cdte
ori, tn signatura lui h, indezul pozitiv este egal cu dimensiunea (finiti) a lui V. Forma patratica
h se numeste pozitiv semidefinita pe V' cand, in signatura (p,q,r) a lui h, r este nenul i
q=0.

b) Forma h se numeste negativ definitd daca p =r = 0 gi ¢ = dim(V). Forma h se numeste
negativ semidefinita atunci cind p = 0,7 >0 gi ¢ = dim(V) —r > 0.

¢) Forma patratica h se numeste nedefinitda cind p > 0 si g > 0.

Observatie: In conformitate cu Teorema 8.4, o form# pitraticit h: V — R, unde V este un spatiu
liniar finit dimensional, este pozitiv definita atunci cand toti determinantii A; sunt pozitivi. Forma
h este negativ definitd dacd (—1)7T1A; < 0, Vj = 1,7n si nedefinitd atunci cand nu toti determinantii
nenuli A; au acelagi semn.

Teorema 8.5 (Metoda valorilor proprii i a vectorilor proprii pentru reducerea unei forme
patratice la erpresia sa canonicad)

Fie h: V — R o forma patratica pe spatiul liniar real, finit dimensional V. Daca V' este un spatiu
euclidian, atunci existd o baza ortonormata a lui V' fata de care h are forma canonica

h(x) = M2 4+ Aozl 4 - + Azl

unde A1, Aa, ..., Ap sunt valorile proprii ale matricii asociate lui h, in baza initiald, iar 1,22, ..., Ty
sunt coordonatele lut x in acea baza.

Demonstratie: Fie B = {by,bs,...,b,} 0 bazd a lui V, in raport cu care matricea Apg, corespun-
zatoare lui h, are vectorii proprii vi, va, ..., vy, corespunzatori valorilor proprii A1, Ag, ..., Ay. Casgiin
cazul diagonalizarii lui Ap, putem admite ca sistemul {v1, v, ..., v,} este ortonormat fata de produsul
scalar cu care este inzestrat spatiul V.

Atunci, in baza {vi,va,...,v,} alui V, matricea lui h va avea forma diagonald diag(A1, A, ..., \n),
iar expresia lui h va fi cea a formei canonice indicate in enunt. <

Definitia 8.14 Fie V spatiu vectorial peste un corp comutativ K, h o forma patraticd pe V si f o
functionald afina pe V. Suma h + f se numeste functionald patratica de expresie neomogend
pe V.



In raport cu o anumité bazi a lui V, expresia lui h + f este

n n
Z Qi T;T5 + Z bix; + ¢,
ij=1 i=1
unde (aij)1<i<n € Mp(K), b; € K, Vi=1,nsi ¢ € K sunt coeficientii respectivei functii pétratice in

1<j<n
acea baza, iar x1, s, ..., T, sunt coordonatele unui vector x din V, in baza considerata.

Daca V este spatiu euclidian, atunci expresia functiei patratice p = h + f se poate reda prin
p(x) = (Ax,x) + (b,x) + ¢,Vx €V,
unde A = (aij)1<i<n si b = (b1,b2,...,b,). Matricea A se poate considera intotdeauna simetrica,

1<5<n
intrucat, prin intermediul egalitatii,

—_

(Ax,x) = =(4x,x)+ =(x, Ax) =

N | —
[\

(Ax,x) + %(ATX, X) =

N | =

<(A+AT) x,x>,

N

1
unde (A + AT)T = AT+ A = A+ A", se poate conta mereu pe aportul matricii simetrice 3 (A + AT),

chiar daci A # AT,
Efectuand o transformare afind de coordonate, de forma

x' = Sx + xo,
unde S este o matrice nesingulara, iar xg € V este fixat arbitrar, obtinem:

p(x) = <AS‘1(X’ —x0), S ¥ — X0)> + <b, S—H(x" — X0)> +c
<(S_1)TAS_1X’,X’> — <2 (S_l)TAS_lxo + (S_I)Tb,x’> + ¢p.

Daci S este o matrice ortogonald (de exemplu avand drept coloane vectorii proprii, ortonormati,
ai lui A), atunci S~ = ST si SAST = diag(A\1,\2,..., \n) = D, unde A1, \a,..., A\, sunt valorile
proprii ale lui A. In consecint#, avem:

p(X) = <DXI7X/> -2 <S <ASTX0 + g) 7X/> + ¢o.

R 1
In cazul in care A este nesingulara, se poate lua xg = —§SA*1b si atunci:

p(x) = <DX/7X/> + co,

unde ¢y = (Dxg,x0) — (Sb,xq) + ¢.
1
Asadar, in cazul in care matricea A este nesingulard, prin transformarea afind x’ = Sx — =SA ™',

s-ar aduce functia patraticd p la o forma redusd, suma dintre o forma patraticd canonica si o forma
constanta.
Cand A este singulard, se ia 9 = Oy si se ajunge, prin transformarea liniara x’ = Sx, la

p(x) = (Dx',x') + (Sb,X) + co,



ceea ce ne spune cd forma redusd a lui p are si o componentd ce depinde liniar de x, iar partea ei
principald (Dx’,x’) este o forma patraticd canonicd cu 1 < r < n termeni. Mai departe, efectuand o
adecvata transformare liniara de coordonate, de aici, se poate ajunge la o expresie a lui p de forma

p(x) = Z Ai (332’)2 + Y14
i=r

unde A1, A2, ..., Ar siypq1 € R, dar 2,28, ..., 2 sunt coordonatele lui x in noua bazd a lui V (r este
rangul lui p).

Din punct de vedere geometric, nucleul lui p este, pentru V = R", o conicad, atunci cAnd n = 2,
o cuadricd, cand n = 3 si o hipercuadricd, cand n > 4. In cazul in care n = 1, expresia redusi
(normal#) a functiei patratice p poate fi #2+1 (si atunci Ker(g) este multimea a doud puncte imaginare,
conjugate) sau 23 — 1 (Ker(g) fiind atunci multimea a dous puncte distincte) sau 23 (situatie in care
Ker(g) este o multime de dou& puncte confundate).

Cand n = 2, avem urmétoarele noud tipuri de ecuatii ( reduse ) de conice:

1. 22+ 22 +1=0 ( elipsi "imaginard" );

2. 23 —23+1=0 ( hiperbola );

3. a3 +a23—1=0 ( elipsi );

4. 22 — 229 =0 ( parabold );

5. :1:% + x% =0 ( un punct; doua drepte imaginare, conjugate );
6. 22 — 22 =0 ( doud drepte concurente );

7. ;1:% +1=0 ( doua drepte imaginare );

8. 23 —1=0 ( doud drepte paralele );

9. 22 =0 ( doud drepte confundate ).

Cand n = 3, cuadricele in cauza sunt de 17 feluri, caracterizandu-se ( in principal ) prin ecuatiile

reduse urmatoare:
1. 234+ 23+22+1=0 ( elipsoid "imaginar" );
2. 224+ 23+ 23 —1=0 ( elipsoid );

3. 224+ 23 — 23— 1=0 ( hiperboloid cu o panzi );

4. 23 —23-23-1=0

(
(
(
( hiperboloid cu doua panze );
5. 23 + a3 — 223 = 0 ( paraboloid eliptic );

6. x% — :c% —2x3 =0 ( paraboloid hiperbolic );

7. a:% + x% + x§ =0 ( con imaginar; punct );

8. 22+ 22 —23=0 ( con real ).



In completare, sunt cele 9 expresii de ecuatii reduse din cazul n = 2, care, acum, in R3, reprezint
cilindri de diferite tipuri. Primele 6 clase reprezintd cuadrice nesingulare, iar celelalte, cuadrice

singulare.
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Cursul 9

Limite de functii. Continuitatea functiilor

Asemenea conceptului de convergentd/divergentd la giruri sau serii numerice, notiunile de limita
si continuitate pentru functii sunt intrinsec legate de structura topologicd a spatiului din care provin
multimile de definitie gi in care iau valori respectivele functii. Pe multimi amorfe, netopologizate,
aplicatiilor definite nu li se poate introduce notiunea de limitd intr-un punct si, in absenta acesteia,
nici notiunea de continuitate intr-un punct sau/gi pe o multime. Aceasta deoarece punctul gi, im-
plicit, multimea de puncte in cauzd, trebuind si fie "de acumulare" (in cazul punctului) si, respectiv,
"derivatd" (in cazul multimii), necesita prezenta unei structuri topologice atat pentru multimea de
definitie, cat si pentru multimea in care ia valori aplicatia (functia) vizatd. Cum, in situatia functiilor
reale, fie ele scalar-scalare, scalar-vectoriale, vectorial-scalare sau vectorial-vectoriale (v. Cursul 7),
impedimentul inexistentei unei topologii pe oricare dintre multimile implicate nu are loc, se poate vorbi
despre limita unor astfel de functii intr-un punct de acumulare al multimii lor de definitie, precum si
despre continuitatea lor intr-un punct sau pe o multime de puncte din multimea lor de definitie. Este
exact ceea ce ne propunem aici, in cele ce urmeaza.

Limite de functii (in cadru general si in spatiul R")

Fie (X, 7,) si (Y, 7,) doud spatii topologice, f : A C X — Y o functie si ¢ un punct de acumulare
al multimii A (in raport, evident, cu topologia 7,). Asadar g € A’, unde A’ este multimea derivata
corespunzitoare lui A, adicad multimea tuturor punctelor sale de acumulare (in raport cu 7, ).

Definitia 9.1 Spunem cd functia f are limita in xg, fie ea | € Y, daca, pentru orice vecindtate
Valuil (VeV()) exista o vecinatate U a lui zo (U € V(x0)), astfel incdt:

Vee (U \{z}) NA= f(z) e V.

Indeobste, acest fapt se noteazs prin lim f(x) 2 sau, echivalent, prin f(x) i l, cand x Ty zo.
71
=T
Ori de cate ori se subintelege in ce topologie are loc una sau / si cealalta dintre convergentele ce
definesc faptul ca [ € Y este limita functiei f : A C X — Y in punctul 2y € A, se va folosi notatia
mai simpld lim f(z) = sau echivalenta ei: f(x) — [, cind x — xg.
Tr—X0
Definitia 9.1 nu-si modifica semnificatia daca, atdt pentru xg, cat si pentru [, in locul sistemelor
generale de vecindtati V(zg) si respectiv V(I), se considera sisteme fundamentale de vecinatati (v.
Definitia 6.7, a)). Astfel, avem:

Definitia 9.2 Functia f : AC (X,7,) — (Y, 7,) are limita l € Y in punctul xo € A’ daca
YV eU(l),3U € U(xo) astfel incit, Vo € (U \ {zo}) NA, f(z) eV,
unde U(l) si U(xo) sunt sisteme fundamentale de vecinatati pentru | si respectiv xg.

Propozitia 9.1 Definitiile 9.1 gi 9.2 sunt echivalente.

Demonstratie: Sa admitem, pentru inceput, ca are loc Definitia 9.1. Considerand o vecinatate
oarecare V, din sistemul fundamental (1), avem V € V(1), deoarece U(l) € V(I).Atunci, in conformi-
tate cu Definitia 9.1, pentru V, existdt U € V(xp), aga incat, Vo € (U \ {z0}) N A, avem f(x) € V.
In acelasi timp, intrucat U (zg) este un sistem fundamental de vecinititi pentru zg, se poate conta pe
faptul ci, pentru U € V(xo), existd U € U(zo) asa incat U C U.



Atunci, VV € U(1) avem = € (U \ {z0}) N A i deci f(z) € V. Asadar, VV € U(l), 3U € U(zo)
astfel incat Vax € (U \ {$0}> NA= f(x) € V. Adicg are loc Definitia 9.2.

Reciproc, presupunand c& are loc Definitia 9.2 si considerand o vecindtate arbitrard V a lui [
(V € V(l)), se poate deduce ca, intrucat U(l) este un sistem fundamental de vecindtati pentru [, exista
V CV,cuV € V(xp) (deci, la urma urmelor, U din V(z¢)) aga incat, pentru orice & € (U \ {xg}) NA,
avem f(x) € U. Deci are loc Definitia 9.1. <

Observatie: Prin negarea oricareia dintre definitiile echivalente 9.1 si 9.2, se obtine o caracterizare

a situatiei in care elementul [ din Y nu este limita functiei f : A C (X, 7,) — (Y, 7,) in punctul zp € A’

Astfel, de exemplu, pe baza negatiei relativa la Definitia 9.1, deducem cad [ € Y nu este lim f(z) daca
T—T0

st numai daca exista Vo € V(1) astfel incdt, pentru orice U € V(xg), exista xy € (U \ {:Ug}) NA, cu

proprietatea ca f(xy) ¢ Vo. Notam acest lucru prin: f(x) - [, cand x — .

Definitia 9.3 Se spune ca functia f : A C (X,7,) — (Y,7,) are limita intr-un punct zo € A’
daca exista | € Y astfel incdt, in conformitate cu Definitia 9.1 (sau echivalent, Definitia 9.2), avem
[ = lim f(x).

Tr—T0

In cazul in care topologiile 7, si 7, sunt induse de niste metrici, d; : X x X — R si respectiv
dy 1Y xY — R (adicd (X,d1) si (Y,d2) sunt spatii metrice), am putea considera multimile sferelor
(deschise) din X si, corespunzator, Y in rolul sistemelor fundamentale de vecinatiti din Definitia 9.2.
Atunci am avea urmatoarea formulare in postura Definitiei 9.2.

Definitia 9.4 Fie f : A C (X,d1) — (Y,da), 20 € A’ sil €Y, unde dy este o metrici pe X, iar do
o metrici pe Y. Elementul | este limita functie f in punctul xo daci V Sg,(l;€), 3Sq, (x0,9(¢))
astfel incat ¥ x € (Sa, (z0,0(g)) \ {x0}) N A are loc: f(x) € Sa,(l, ).

Altfel spus, tinand seama de semnificatia multimilor Sy, (/;€) si Sq, (xo,(€)), elementul [ este limita
lim f(z) dacd si numai daca:

T—T0o

Ve >0,3d(e) >0, asa incdt, Vo € A pentru care 0 < dy(x,x0) < d(g), rezultd da( f(x),l) < e.

Pentru situatia in care X i Y ar fi inzestrate cu norme, ||-||x pe X si |||y pe Y, adica pentru cazul
in care (X, - ||x) st (Y,] - |ly) ar fi spatii normate, distantele d; si d2 ar fi definite prin intermediul
normelor || - || si || - ||, , iar Definitia 9.4 ar avea urméatorul enunt:

Definitia 9.5 Fie f: AC (X,||-||y) = Y, -|ly), zo€ A" gil €Y. Avem | = lim f(x) daca:

T—T0

Ve >0,35(e) >0, asa incat, Vo € A pentru care 0 < ||z — zol|, < d(e), rezulta || f(z) =], <e.

Observatie: Cand X = R" ¢i Y = R™ (cu n,m € N*), oricare dintre definitiile 9.1 - 9.5
functioneazad in raport cu diverse topologii, 7, pe R™ si 79 pe R™ (cum ar fi, de pilda, topologiile
uzuale), ori in raport cu diverse metrici, d; pe R" gi do pe R™ (cum sunt, de exemplu, metricile
euclidiana si minkowskiana, de ordin p € (0,+00)) sau in raport cu diferite norme, || - || pe R" si
I lo pe R™.

In cazul in care X si Y sunt spatii metrice, limita [ este, dupd cum se poate ardta, unica. Astfel,
are loc urmatorul rezultat:

Teorema 9.1 Fie (X,dy) gi (Y,d2) doud spatii metrice, AC X (A# @), zoe A si f: A—Y.
Daca exista, atunci limita functiei f in punctul xg este unica.



Demonstratie: Admitem ci existd I3 gi lo iIn Y | 1 # lo, agsa incat [y = lim f(z) si lo = lim f(z).
T—x0 T—T(

Cum I # la, avem da(ly,12) > 0. Atunci, ludnd € = M in Definitia 9.4, rezultd ca exista d(e) > 0,

astfel incat, pentru orice x € A, cu di(z,x0) < 0(¢€), are loc relatia: da(f(z),l1) < M. In acelasi
timp, exista d(e) > 0, astfel incat, pentru orice x € A, cu di(z,z9) < 0(¢€), are loc: da(f(z),l2) <

da(lilz) g consecinta, pentru e = %l’h) > 0, exista g(e) =min{d(e), 0(e)}, astfel incat, pentru orice

3
x € A, cudi(x,z9) < 0(€), au loc, simultan, relatiile da(f(x),l1) < %l’lz) si da(f(x),l2) < M.
Cum da(ly,1l2) < da(f(x),l1) + da(f(z),l2), s-ar ajunge la anomalia: da(l,l2) < M Agadar, de
fapt, elementul [; trebuie s& fie egal cu I si nu diferit. <

Tot in cadrul spatiilor metrice, are loc urméatoarea caracterizare a existentei limitei unei functii
intr-un punct.

Teorema 9.2 Fie f : A C (X,d1) — (Y,d2), z, € A sil €Y. Avem | = lim f(z) daca gi numai

r—x0
daca

V(zn)n>0 € A\ {z,}, cu lim z, ==x,, are loc lim f(z,)=1.
- n—oo n—oo
Demonstratie: Dacd [ = lim f(x), atunci, potrivit Definitiei 9.4, Ve > 0,36(¢) > 0, astfel incat,
T—T0
Ve e A, cul <di(z,z,) < d(e), avem da(f(x),l) < €. Deoarece z este punct de acumulare pentru A4,
in conformitate cu Propozitia 6.9, exista cel putin un sir (z,,)n>0, din A \ {z0}, asa incat lim x,, = xo.
- n—oo
De altfel, pentru orice sir (z,,)n>0 cu elemente din A \ {z,} si cu lim z,, = x,, avem: pentru £ = d(¢),
- n—oo
existd n. € N*, astfel incat, oricare ar fi n € N* cu n > n, are loc relatia di(z,,2,) < & = §(¢). In
virtutea acesteia, avem da(f(xy),l) < €. Prin urmare, combinand faptul ¢ [ = lim f(x) cu faptul
T—T0
cd x, — o, pentru (zp)p>0 € A \ {zo}, am obtinut: Ve > 0,3n. € N* | Vn € N*,n > n. =
da(f(xn),l) < e. Asta inseamnd cd lim f(z,) = (.
n—oo
Reciproc, presupunand ca, V(zy,)n>0 C A\ {z,}, cu lim z,, = x,, avem lim f(x,) = [si, totodata,
- n—oo n—oo

prin reducere la absurd, admitand cd f(z) - [, cand =z — x,, adica existd ¢, > 0, asa incat, V6 > 0,
Jas € A\ {z,}, cu di(zs ,x,) < I i da(f(zs ),l) > ¢, vedem c&, pentru § = %, cu n arbitrar
din N*, existd z, iIn A \ {z,}, asa incat di(z, ,z,) < J si da(f(xn),l) > €, > 0. Deducem astfel ca
existd un sir (x,)n>0 C A \ {z,} Incat x,, — xo, pentru n — oo si totusi f(z,) - [, cdnd n — oo,

T T
in contradictie cu ipoteza. Prin urmare, in realitate, f(x) =z [, cand x 4 Q- <
Observatii:
1) Functia f : A C (X,d1) — (Y,d2) nu are limitd intr-un punct xg € A’ ori de cate ori putem
pune in evidentd un sir (zy,)n>0 € A \ {x0}, cu lim z,, = xg, pentru care sirul (f(x,))n>0 C Y
> e >
nu are limita.
2) Atunci cand se pot determina dou# siruri, (z/)),>0 si (z7)n>0, din A \ {z0}, cu lim 2/, =
- - n—oo
lim z!/ = x¢, pentru care existd lim f(z,) =11 € Y si lim f(z]) =l € Y, iar Iy # Iz, putem
n—oo n—oo n—oo
sustine ci f nu are limitd in punctul zg € A’.
De exemplu, functia f : R? \ {(0,0)} — R, definita prin
4 2
z,y) = ———,Y(z,y) € R 0,0)},
f(z,y) Ry (,y) \ {(0,0)}

nu are limit# in punctul Ogz = (0,0), punct care este de acumulare pentru R? \ {(0,0)}.



R 11
Intr-adevar, pentru sirul ((,,4,,)), <, = <(, >) , convergent la Og2 (cand n — o0), avem
- nn n>1

—_

n2 1
flxl ) = ﬁ =5 75" l1, cand n — oo, in timp ce, pentru sirul ((gvﬁfb,yg))n21 =
n? ' n2

1

1 1 3
<(n2’n>>n>1’ convergent si el la Opz2, avem f(x),y) = T n T = n2n+ 7~ 0=1s #ly,

nd " n2
cand n — oo.
Propozitia 9.2 Fie (X,dy) si (Y,d2) spatii metrice, 3 #AC X, z0€ A, f: A—>Y sig: A —>R,.
Daca

i) exista |l € Y astfel incdt da(f(x),l) < g(z), Ve € A
1
it) lim g(x) =0,

Tr—X0

atunci lim f(z) =1.
T—x0

Demonstratie: Pentru acest rezultat (care poate fi considerat un criteriu pentru existenta,

cu o anumita valoare, a limitei unei functii intr-un punct), demonstratia decurge, pe baza

ipotezelor 1) si ii), dupd cum urmeaza. Din ii), rezultd cd Ve > 0, 3d(g) > 0, astfel incat, Vo €

(Sq, (o,0()) \ {xo}) N A (adicA V z € A, cu 0 < di(z,z0) < d(g) ), avem 0 < g(z) < e.

Folosind si i), deducem c& Ve > 0, 3d(g) > 0, astfel incat, Vo € A, cu 0 < di(z,z9) < (),

avem 0 < da(f(x),l) < g(z) < e. Cu alte cuvinte, [ = xlin;} f(x). <
—Z0

Un alt criteriu pentru existenta limitei unei functii intr-un punct, in cadrul spatiilor metrice,
este cel prezentat de teorema ce urmeaza:

Teorema 9.3 (Cauchy-Bolzano)
Fie (X, dy) un spatiu metric, (Y, ds) un spatiu metric complet, @ # AC X, zg € A si f: A—Y.
Functia f are limita in punctul x¢ dacd si numai daca

Ve >0,36(g) > 0, astfel incat Va', 2" € A\ {wo}, cudi(z’,m0) < 5(e) si di(2”,20) < 6(¢), avem

da(f(2'), f(a")) <e.

Demonstratie: Daca f are limitd in xg, atunci exista [ € Y astfel incat | = lim f(z), adica, potrivit
Tr—T0

Definitiei 9.4 ( in limbajul "e —¢" ), avem:

Ve >0,3d(c) >0 asaincat Vo € A, cu 0 < di(x,x9) < d(e) = dao(f(2),1) <

N ™

De aici, luand 2’ gi 2 din A \ {x0}, asa incat di(2/,z0) < 0(e) si di(z”,20) < d(g), obtinem:
do(f(2), f(2")) < da(f(2'),1) + da(f(2"),1) < % + % = ¢. Prin urmare, tocmai caracterizarea din
enunt.

Reciproc, daca are loc caracterizarea din enunt, pentru existenta limitei lui f in gy, deducem ca,
pentru orice gir (z5)n>1 € A \ {x0} care este convergent la x(, avem:

Ve >0,36(e) >0si I3n. =n(d(e)) € N*, aga incat, Vn € N*, cun > n. si Vm € N* cu m > n,
au loc relatiile dj(zy, z0) < d(€) §i di(zm,x0) < d(€), pe baza cirora rezulta ca da(f(zn), f(zm)) < €.



Retinem de aici cd, in conditiile in care (xy)n>1 € A \ {x0} este un sir convergent la zg, sirul
(f(xn))n>1 este un gir Cauchy in Y. Cum (Y,d) este un spatiu metric complet, rezultd ca sirul
(f(zpn))n>1 este convergent. Fie [ = lim f(x,) € Y. Tot conditia Cauchy din enunt ne asigura ca [

- n—oo
este limita sirului (f(zy))n>1, pentru orice sir (xy,)n>1 € A \ {x0} care este convergent la xo. Aceasta
deoarece, dacd, prin absurd, ar exista (z),)p>151 (2))p>1 din A \ {zo}, siruri convergente (in X) la xg
, astfel incat lim f(x)) =11 # lo = lim f(z!), atunci, prin folosirea conditiei mentionate, ar rezulta:
n—oo n—oo
Ogdz(ll,lg) <e,Ve>0. Deci l; = Is. |

Propozitia 9.3 Fie f : A C (X,dy) — (Y,d2), A # & si xg € A'. Daca [ are limitd in punctul xq,
atunci exista o vecinatate Vy a lui xg tncdt restrictia functiei f la (ANVy) \ {xo} este marginita.

Demonstratie: Utilizand Definitia 9.4 (cu vecinatati sferice), deducem ca daca f are limita [l € YV
in punctul g, atunci, pentru Sg,(l,1), existd Vo = Sy, (x0,0(1)) € V(xo) astfel incat, pentru orice z
din AN (Vo \ {z0}), avem f(x) € Sg,(l,1), adica da(f(x),l) < 1, ceea ce inseamna ca f|anvy) \ {0}
este marginita. <

Propozitia 9.4 Fie (X,d) un spatiu metric, (Y,| -||) un R-spativ normat, @ # A C X, xo € A’ i
FiASY.

i) Daca ezista lim f(x) =1, atunci existd i lim || f(z)| = ||||-
T—T T—x0
it) Daca lim || f(z)|| = 0, atunci lim f(x) = Oy.
T—x( T—X0

it1) Daca lim f(x) =1 # Oy, atunci exista Vo € V(xg) astfel incdt f(z) # Oy, Vo € (ANVy) \ {zo}.
T—T0

Demonstratie: i) Faptul cd existd lim f(x) = [ implicd, pentru orice € > 0, existenta unui é(¢) > 0,
T—x0

astfel incat, oricare ar iz € A, cu 0 < d(z,z9) < d(¢), avem || f(x) —I|| < e. Dar cum ||| f(x)| — ||I]|] <
|f(z) = 1|, deducem c& Ve > 0, 3 d(¢) > 0 asa incat Vo € A \ {x0}, cu d(z,x0) < 0(¢), avem
[I1F @)l = lEl] <'e. Deci existd lim [|f(2)[| = [I2]-

ii) Cum [|f(z) — Oy|| = || f(z)||, V& € A si lim ||f(z)| = 0, prin aplicarea Propozitiei 9.2 si a
T—TQ
Teoremei 9.1, rezultd cd lim f(x) exista si este egald cu Oy-.
T—T0
iii) Intrucat I = lim f(z) # Oy, atunci ||I]| > 0 si, pentru e = ||I||, existd §(g) > 0, astfel incat
Tr—T0

V€ (Sa(zo,8(e)) N A) \ {zo}, avem [ f(z) — ]| <[|I]l, de unde: [[f(z)[| < [|f(z) = I < 2] Exista
deci Vo = Sa(xo, d(]|1]])), astfel incat f este marginita pe (VoNA) \ {zo} si diferitd de Oy, intrucat, in

conformitate cu i), avem lim ||f(x)| = ||I|]| # 0, ceea ce inseamn4 c&, cel putin pe o submultime a lui
T—T(
Vo, tot din V(xg), f nu se anuleaza. <

Propozitia 9.5 Fie (X,d) un spatiu metric, (Y, || - ||)un R-spativ normat, @ # A C X gixg € A'.
i) Daca f,g: A —Y sunt astfel incdt exista Iy = lim f(x) gi lo = lim g(z), atunci, pentru orice
a §i B €R, functia af + Bg are limitd in punctil_);g §t o
wlinggo(af + Bg) = aly + Bla.

it1) Daca f: A—Y gip:A— R sunt astfel incit exista |l = lim f(x) i « = Illr{plow(x),

Tr—X0

atunci functia ¢ - f : A —'Y are limitd itn punctul xq $i

lim (¢ f)(z)=a-L.

T—T0



Demonstratie: i) Se tine seama cd ||af(z) + Bg(z) — aly — Blo|| < ||| f(z) = L] + |8]llg(z) — l2]|
si se aplica existenta limitelor [ = lim f(z) si ly = lim g(z).
T—2X0 T—x0

i) Se are in vedere faptul ca [|p(x) f(z) — al|| = [[(p(z) — @) f(z) + a(f(z) = DI < [[f(@)]lle(z) -

al+al|| f(z) —1|| sise aplicd, odata cu caracterizarea existentei limitelor implicate (in limbajul " € — 0
"), Propozitia 9.3. |

Observatie: Atat teoremele 9.1 - 9.3, cat si propozitiile 9.1 - 9.5 se aplica gi cazului functiilor
reale, in care, in particular, X = RF gi Y = R™, aceste spatii fiind, dup# caz, privite ca niste spatii
metrice sau normate in mod corespunzator.

Un rezultat specific functiilor reale cu valori in R™ este urmatorul.

Teorema 9.4 Fie ACRF, A#4 @, 20 A 5i f = (fi,for--sfm) : A — R™, unde f; : A — R,
Vi = 1,m. Atunci f are limita |l = (l1,l2,...,ly) € R™ in punctul ¢ daca si numai daca exista
simultan lim f;(x) =1;, Vi=1,m.

Tr—T0

Demonstratie: Rezultatul acesta se obtine pe baza Teoremei 9.2, de caracterizare a limitei lui f
in xo prin siruri si pe baza faptului ci, in R* si R™, convergenta unui gir de elemente echivaleazi cu
convergenta lui pe coordonate. <

Teorema 9.5 (Principiul substitutiei)
Fie (X,dy),(Y,ds),(Z,d3) spatii metrice, d #AC X, 3#BCY, €A, yeB', f:A— B
sig: B — Z. Daca:
]) Yo = lim f(a:),
r—x0
7i) f(z) # o, Vo€ A\ {zo} i
Jj) lmg(y) =le Z,
Y=o
atunci functia compusi go f : A — Z are limita in punctul xg §i

lim (go f)(z) = lim g(f(x)) =L

T—T0o T—T0

Demonstratie: Cum lim g(y) =, rezultd cAa VW € V(1), 3V din V(yo) asaincat Vy € (V \ {yo})N
Y—Yo
B, avem g¢(y) € W. In acelasi timp, deoarece lim f(x) = yo si f ia valori in B \ {yo}, inseamng
T—T0

cd, pentru V, existd U € V(x¢) astfel incat, pentru orice z din (U \ {zo}) N A4, s& avem f(x) €

(V \ {yo}) N B. Prin urmare, VW € V(l), 3U € V(x0) asa incat, oricare ar fi z € (U \ {xo}) N A sa

aibd imaginea sa prin go f in W. Deci lim g(f(z)) = 1. |
T—T0

In afars de notiunea de limitd globald a unei functii f : A € R? — R? (cu p,q € N*) intr-un
punct zg € A’, notiune introdusd prin una dintre definitiile 9.1 - 9.5, existd, in cazul unei astfel de
functii reale, cand p > 2, si conceptul de limita iterata, definitd dupa cum urmeaza.

Pentru functia vectoriald de p variabile rale (p > 2) f: A CRP — RY, fie functiile sale partiale

fo sk = f(z1, 2o, T 1, T, T 1, -, Tp), VE =T,p

care sunt definite pe Ay = {zx € R | (z1,22,...,7p) € A} si cu valori in R?, Vk =1, p.



In cazul in care 29 este un punct de acumulare al mulfimii Ay (k€ {1,2,...,p}), se poate vorbi

despre existenta limitei limO fig(wx) care ar fi sa fie un element din R? ce depinde parametric de
Tp—T,

celelalte variabile x1,x2,...,2x—1, Tkt1,-..,Tp. S-ar putea apoi considera limita
a:jﬂz? :pkﬂxg

lim ( lim f(xl,...,:cj,...,xk,...,xp)> Jk,jge{1,2,...,p}

Aceasta va depinde de celelalte p — 2 variabile (i = 1, p) diferite de z; si xy. In fine, daci se considers
limitele dupa toate variabilele z; (i = 1,p), luate pe rand, atunci

(x) lim <lim < lim f(xl,xg,...,:vp)...>>,cu{il,ig,...,ip}:{1,2,...,p},

T —af 5 —azf » —zf
va reprezenta un element din R? care nu mai depinde de nici una dintre variabilele x1, x2, ..., x).

Definitia 9.6 Limita (x) se numeste limita iteratd a functiei f : A C RP — R?, in punctul

xo = (29,29, ... ,xg) € A', in ordinea (i1,12,...,7p).

Observatie: Pentru o functie f : A C RP — R, se poate vorbi despre p! limite iterate, intr-un
punct xg € A’. De exemplu, pentru cazul p = 3, limitele iterate in cauzi sunt urméitoarele:

l123 = lim lim lim f(l’l, T2, .’L’3) , l132 lim lim lim f(f]jl, 2, 1?3) 5
z1—29 \ z2—2§ \ 23—l z1—2) \ 2329 \ 22—

lp13 = lim lim lim f(z1,z9,x3) , last lim lim lim f(z1,z2,23) ,
za—zy \ z1—2f \ 23—l za—zd \ z3—ad \ 21—l

1312 = lim lim lim f($1,$2,$3) s l321 = lim lim lim f(l‘l,:l,’g,]?g) .
xg%xg xlax? xgﬂazg a:y,axg CCQ—MI?% xlax(l’

Acestea sunt limitele functiei f : A C R?® — R? atunci cand x1, z2 si o3 tind succesiv la 29, 29 si 29, in
fiecare dintre cele 3! (adicd 6) ordini (41, i2,43) posibile.

Propozitia 9.6 Dacd, pentru o functie f : A CRP — RY, in xo = (29,29, ... ,xg) € A', exista atdt

Hxi

o limita iteratd l;, 4, ;, = lim ( lim ( o lime f(zn, e, .., xp) - )), cdt si limita globald
T; 2 T;

) 0 0 .
Tiq 2 p T

lim f(x) =1, atuncil = l; iy, ...i,-

Tr—X0

Demonstratie: Existenta limitei [ = lim f(z) (unde x = (z1,22,...,3)) sixo = (29,29, ..., 2))) se
Tr—X0

interpreteaza prin aceea ca, Ve > 0, existd o vecindtate a lui xg, fie ea notata cu U, astfel incat,

pentru orice x = (z1,2,...,2p) din (UNA) \ {xo}, avem |/ f(z1,22,...,2p) — l||re < & (unde

| - [lre este o normé (de exemplu una euclidiand) pe RY. De aici, prin trecere la limitd, succesiv

dupd w;,, ®i,_,,-.-., %, la respectiv :c? ,:E?p_l, ..o.o8i x?l, obtinem, atata timp cat exista limita iterata

liy i,....ip» C& are loc relatia ||l 4,,....5, — l|[re < €, ceea ce denotd cd, datorita arbitrarietatii lui e, avem

lil,ig,...,ip =1. |
Observatii:

a) Dacd functia f : A C RP — R? are doud limite iterate diferite intr-un acelasi punct xg € A’,
atunci f nu are limita globald in punctul respectiv.



b) Daci existd numai o parte dintre limitele iterate ale unei functii f : A C RP — R? intr-un punct
xo € A, nu inseamnd ci existd si celelalte limite iterate. Cu atdt mai putin ci existd limita
globald a lui f in xq.

c¢) Chiar daca toate limitele iterate existd gi sunt egale, nu se poate afirma ci existd limita glob-
ali. De exemplu, functia f : A C R? — R, unde A = R2 \ {(0,0)}, definit prin f(xq,z2) =

2,2
T1T5 .. . . . . .
5, are limitele iterate l15 = xlllglo <x121§0f(:1;1, x2)> =0= xl;glo <x111§)10f(x1, :rg)) =

vix + (21 — 22)

(1,22)—(0,0 n n

. 1 1 11 ) 1 1
(0,0) si 5 — (0,0) pentru care f | —,— ) — 1=1Iysi f —, =] — 0=
n n neN* n—oo n n n—oo n n n—o0
lo # 1.

d) Pentru o functie f : A CRP — RY, este posibil si nu existe limitele iterate intr-un punct xg € A’
si totusi sd existe limita globald, a lui f, in acel punct. Este, de exemplu, cazul functiei f: A C
R? — R,definita prin f(21,22) = (z1+22)sin - sin L |V (21, 22) € A = {(z1,22) € R?|z; #0

z1 T2

11
l21, dar nu si limita globala lim  f(x1,x2), deoarece existd girurile <<, >> —
neN*

. . . . . R S
si zo # 0}. Pentru aceastd functie, nu existd l12 i nici lo;, deoarece nu existd lim sin —. In
x

z—0

1

schimb, pe baza relatiei 0 < |f(z1,x2)| = ‘(:pl + x9) sin 2, sin 9712 < |z + 2,V (21, 22) € A, prin

trecere la limita ( (z1,22) — (0,0)), se obtine faptul c& exista lim  f(x1,22) =0.
(1?1,I2)—>(0,0)
Pentru o functie f : A C R? — RY, pe langa notiunile de limitd globala si limita iteratd intr-un
punct xo € A’, se mai poate vorbi despre limita dupd o directie datd si limitd partiald in xo. In acest
sens, are loc definitia care urmeaza.

Definitia 9.7 a) Fie f: ACRP - RY, unde A # &, xg € A’ giu € RP. Se spune ci functia f are
limita in xo, dupa directia u, daci functia t — f(xg+tu), cut € {t >0 | xg+tu € A} # &,
are limita in t = 0, adicd dacd evista 1O € R? astfel incat:

0= %{I(l) f(xo + tu).

k
b) Cindu=-e,=(0,...,0,1,0,...,0), k € {1,2,...,p}, atunci lgk se numegte limita partiald a
functiet f in punctul xg.

Nu pentru orice functie se poate defini limita intr-un punct dupad o directie u sau ex, k €
{1,2,...,p}, decarece multimea {t € Ry | xo + tu € A}, respectiv multimea {t € R, | xo + tey € A},
ar putea fi multimea vida sau 0 ar putea sa nu fie punct de acumulare pentru asemenea multimi, ori,
pur si simplu, sa nu existe limita in cauza. Totusi, daca exista limita globala, atunci se poate vedea
cd exista si limita dupa orice directie, in conformitate cu urmatorul rezultat.

Propozitia 9.7 Fie f : ACRP - RY, A # &, xg € A" si u € RP, asa incit xg sa fie punct de
acumulare gi pentru multimea AN{xo+tu |t > 0} # @. Daca exista lim f(x) gi este egala cul € R,
T—To

atunci exista §i %i\r%f(xo +tu) =1y §i avem Iy = 1.

Demonstratie: Pentru orice sir (¢,)neny € Ry, cu t, — 0, cand n — oo, avem x,, = xg + t,u ——
n—oo

xo. In plus, deducem c&
ly = lim f(xo+tyu) = lim f(z,) = 1.
tn—0 n— o0



<

In particular, pentru u = ey, Propozitia 9.7 se referg la raportul dintre limita globald a lui f in
X0 $i limita partiald, de rang k, a lui f in x¢, precizand ca, daca existd [ = lim f(x), atunci exista si

X—XQ
Iy = lim f(xo + teg) si l = Ii.
k t\Of (%o + tex) s k
Observatie: Existenta limitei dupa una sau mai multe directii (chiar i dupd toate directiile
posibile) nu garanteaza existenta limitei globale a unei functii intr-un punct. Astfel, de exemplu,

functia f : R? \ {(0,0)} — R, definitd prin f(z1,72) = %
Tyt Ty
limitd globald in punctul (0,0), dar are limita dupa orice directie u # Ogz, cici:

. nu are, dupa cum am vazut deja,

t2u1u2 U1U2
li 0+ tu, 0+t =1l = .
t{% O+ tur, 0+ tus) t{% 2(u? +ud)  u?+ud

Cand u=e; = (1,0) sau u = ey = (0, 1), limitele partiale ale acestei functii in punctul Og2 sunt egale
cu 0.

Pentru functii reale de argument scalar f : A C R — RY se poate vorbi si despre notiunea de limita
laterald intr-un punct xg € A’. Mai exact, dacd z¢ € R este un punct de acumulare la stinga
pentru A, adicd, prin definitie, punct de acumulare pentru multimea AN {z < z¢}, atunci spunem ca
f are limita la stdnga in o, notata cu I, (sau cu f(x; ), ori f(zo — 0)) daca Slange sy, are limitd
globald in xg, in sensul Definitiei 9.1. Tot aga, dacd xy este un punct de acumulare la dreapta
pentru A, adica punct de acumulare al multimii {x € A | z > z(}, atunci se spune cd f are limita la
dreapta in xo, notatd cu Iy (sau cu f(zg) ori f(xo +0)) daci Slangesegy are limita (globald) in o, in
sensul aceleiasi Definitii 9.1. Evident, {indnd seama de Teorema 9.2 si de definitiile de imediat-mai-sus
pentru limitele la dreapta si la stanga (in cazul p = 1), se poate face caracterizarea limitei laterale
a unei functii reale scalar-scalare sau scalar-vectoriale si prin intermediul sirurilor adecvat adaptate
contextului.

Astfel, se poate arata ca ls (respectiv [;) € R? este limita la stanga (respectiv la dreapta) a unei
functii f: A C R — R? intr-un punct g de acumulare la stanga (respectiv la dreapta) a lui A daca si
numai dacd, pentru orice gir strict crescitor (respectiv descrescator) (x,)nen+ C A, cu x,, — xp, are
loc f(xy) i—q> ls (respectiv lg).

De aser%eﬁfea, tot pe baza Teoremei 9.2, ca si in cazul functiilor reale scalar-scalare, se poate vedea
cd o functie f : A C R — R? are limita (globald) intr-un punct de acumulare 2 a lui A daca gi numai
daca existd atat limita la dreapta (cand este posibil), cat si limita la stanga (tot cand este posibil) a
lui f in xg gi cele doud limite laterale sunt egale.

In general, din punct de vedere practic, pentru functiile reale scalar-scalare sau scalar-vectoriale
(luate pe componente), calculul limitei intr-un punct se realizeaza, mai ales in cazuri de nedeterminare,
prin folosirea unor limite remarcabile (fundamentale), cum sunt urméatoarele:

: . log, (1+1¢) 1 _In(1+1) et =1
lim(1+¢)Y =¢;  lim—2e— "2 — — 1); lim——~2=1; 1 =1
0T = T T O s iy S g =

1\’ t_1 int int
lim <1+> —e lmE " =Ina (0<a#1); lim 2 — 1, lim 2 .
t—=4oo t t—0 ¢ t—0 ¢ t—0 t

1+t —1 tgt
limL:r(T‘ER); lim 28 .

t—0 t t—0 t



Continuitatea functiilor

Dupa cum am mentionat deja in introducere, continuitatea functiilor se leaga, conceptual, de
notiunea de structura topologica a spatiilor implicate in definirea acelor functii. Mai precis, conti-
nuitatea unei functii intr-un punct al multimii ei de definitie sau pe o multime, parte proprie sau
chiar improprie, dar nevida, a multimii de definitie in cauza, este strans legatd de existenta limitei in
respectivul punct (corespunzitor, in toate punctele submultimii vizate) si de egalitatea valorii ei cu
valoarea functiei in punct (respectiv, in punctele multimii considerate).

Definitia 9.8 Fie (X, 1,) si (Y, 7,) doud spatii topologice, iar A o parte nevida a lui X. De asemenea
fief:A=Y, 20 AsgiACA, cu A# Q.

i) Functia f se numeste continud tn xo daca existd limita (globald) a lui f in xo si valoarea
acestei limite este egali cu f(xo) sau dacd xy este punct izolat al lui A.

it) Functia f se spune ca este continud pe multimea A dacd f este continua in orice punct al
lui A.

Evident, tindnd seama de toate cele precizate in legdturd cu notiunea de limita a unei functii intr-
un punct, se pot da diverse caracterizari (in limbajul vecintatilor, in limbajul metricilor, in limbajul
normelor, in limbajul " € — ¢ ", in limbajul sirurilor) notiunii de continuitate a lui f in 29 € A, prin
inlocuirea lui [ cu f(zo). In acelasi timp, prin utilizarea lui f (o) in locul lui I, acolo unde este cazul,
si rezultatele cuprinse in propozitiile gi teoremele de pana aici se pot reformula, in spiritul continuitatii
lui f in xo (fie global, in raport cu toate variabilele implicate, fie dupé o directie, fie sub aspect de
partialitate).

Definitia 9.9 O functie f : A C (X,7,) — (Y, 7,) care nu este continua intr-un punct xog € A se
numeste funciie discontinud in g, iar punctul xg se numeste punct de discontinuitate al lui f.

Teorema 9.6 (de caracterizare a continuitatii unei functii pe un spatiu metric)
Fie (X,dy) gi (Y,d2) doua spatii metrice, iar f : X — Y o functie. Atunci sunt echivalente
urmdtoarele afirmatii:

1) f este continua pe X ;
2)vDer, = f'(D)er,;

1!

3)VFCY, ch\FETd2:>X\f’1(F)€T

dy’

4) f(A) € f(A), VA € P(X).
Demonstratie: 1) = 4) Fie A € P(X) si y € f(A). Existd atunci z € A4 astfel ca y = f(z). Cum

A . . o, . . . () . o A Td
x € A, potrivit Propozitiei 6.7, existd un sir (z,)nen+ C A aga incat z, —1 . Deoarece f este
n—oo
. ~ : LN )4 2. M i3 Td .
continui pe X, deci si in x, rezults, in conformitate cu Teorema 9.2, c¢i f(x,) —— f(x) = y. Prin
n—oo

urmare, existd un sir (f(zn)),cn- € f(A) asa incat f(zy) T, y, ceea ce inseamnd ca y € f(A).
n—oo

Astfel, incluziunea f(A) C f(A) este ardtata.
4) = 3) Fie F o multime inchisi din (Y, dy), adici ' = F in Y si fie A = f~1(F). Deoarece 4) are
loc, avem:

fACHA)=f(f1(F)=F=F



De aici, rezultd cd A C f~1 (W) =fYF)=A Cum ACA VA€ P(X), reiese ci A=A , ceea
ce ne spune ci f1(F) este inchisd in X.

3) = 2)Fie D e, . Atunci Y \ D este inchisd in Y si, prin 3) , f~Y(Y \ D) este inchisd in X. In
consecintd, multimea X \ f~1(Y \ D), adicd X \ (f~*(Y) \ f~}(D)), mai exact spus f~(D), este
deschisa in X.

2) = 1) Fie xg arbitrar din X. Pentru a vedea ca f este continud in zg, fie D = Sq, (f(x0),€) €
V (f(x0)). Folosind 2), avem: f~!(D) ¢ Ty In plus, zg € f~1(D) (cici f(zo) € D). Deci f~1(D) €
V(wg). Astfel, existd o sferst deschisid Sy, (w0, 6), centrati in xg, incat Sy, (zo,0) C f~1(D). De aici,
reiese cd f (94, (z0,0)) C D = S, (f(20),€), ceea ce inseamnd cad f este continud in . <

Definitia 9.10 (Prelungirea prin continuitate a unei functii)
Fie (X,dy1) si (Y,d2) doud spatii metrice, A C X, A # @& gi xg € ANA". De asemenca, fie
fr A\ {zo} =Y, pentru care exista | = lim f(x) € Y. Atunci functia f : A —'Y, definita prin

r—T0

f(x), dacaxe A\ {xo}

[, daca x = xg
se numegte prelungire a lui f la A, prin continuitate in punctul xg.

Aceasta intrucat feste continud in xg, gratie faptului ca lim f(:c) = lim f(x)=1= f(xo).
a0 oo

Definitia 9.11  a) O aplicatie f a unui spatiu metric (X, dy) in alt spativ metric (Y, ds) se numeste
homeomorfism sau izomorfism topologic dact f este bijectie, iar f si f~' sunt continue pe
X sgi respectivY (altfel spus, f este o bijectie bicontinua).

b) Doua spatii metrice (X,dy) si (Y,d2) se numesc homeomorfe daca exista un homeomorfism
f: X—=Y.

Observatie: Orice izometrie f : (X,d;) — (Y, d2), adica orice bijectie care pastreaza distantele
este un homeomorfism de la X la Y, fiind, evident, bicontinu&. In particular, orice translatie f : R —
R™ este un homeomorfism, fiind o izometrie.

Definitia 9.12 Fie o # A CR? gi f : A — RY. Funclia f se numeste uniform continud pe o
multime A C A daca:

Ve>0,36. >0, tncat Vx',x" € A, cu ||x' —x"||ge < 0., are loc

(') = fF(x")|ra <e.

Propozitia 9.8 O functie f : A C RP — RY uniform continua pe o multime ACA este, in mod
necesar, continua pe A $i deci continua in fiecare punct din A.

Demonstratie: Luand, in Definitia 9.12, unul din punctele 2’ si 2" fixate pe moment (de exemplu
1" = x9 € A), deducem lesne ca f este continud in zg. Cum zg este arbitrar fixat in A, conchidem ca
f este continud pe A, fapt consemnat prin notatia f € C(A;R?). <

Observatii:

a) Reciproca Propozitiei 9.8 nu este adevarata, intrucéat existd functii continue (pe o multime) care
nu sunt uniform continue (pe respectiva multime).



b) Daci o functie reald, cu valori vectoriale este uniform continud pe o multime (parte a multimii
ei de definitie), atunci si functiile ei componente sunt uniform continue pe acea multime. Nu si
reciproc.

Definitia 9.13  a) O functie f : A C RP — R? se numeste lipschitziand daca exista L € RY
astfel incadt
1f(z") = f(2")||ra < L2’ — 2" ||ge, V', 2" € A.

b) O functie f : A C RP — R? se numeste holderiand, de ordin o € (0,1], daca exista M € R
asa tncdt
1f(2") = f(@")|lrs < M|l2" — 2" ||gp,Va', 2" € A

Observatie: Orice functie lipschitziand este o functie holderiand de ordin a = 1.
Teorema 9.7 Orice functie holderiand f: A CRP — RY este uniform continug pe A.

1/a
Demonstratie: Folosind Definitia 9.13, b), deducem ca, Ve > 0, 6. = (%) > 0, astfel incét,

Va',z" € A, cu ||z’ — 2"||ge < 0, are loc relatia:

1/a\ ¢
If(z") — F(@")|lre < M|z’ — 2"||% < M <(]\2) ) — eV, " € A

Deci f este uniform continua pe A. <

Proprietati ale functiilor continue pe multimi

Teorema 9.8 O functie continua f: A C RP — R? transforma orice submultime compacta A C A
intr-o multime f(A) compacta.

Demonstratie: Reamintindu-ne cd, fiind in spatii finit dimensionale, multimea A este compacta
dacd si numai daca este marginita si inchisa, sau, in limbajul sirurilor, daca orice gir din A contine cel
putin un subsir convergent, cu limita in A, deducem, pe baza continuitatii lui f, cd imaginea prin f a
respectivului subsir constituie un subsir al sirului (f(z,))nens, convergent la imaginea prin f a limitei
subsirului din A, punct ce se afli in multimea f(A). Prin urmare, rezulta c4, odatd cu A gi multimea
f(A) este compactd in RY. <

In cazul in care ¢ = 1, de aici, obtinem teorema lui Weierstrass si anume:

Teorema 9.9 Fie f: A CRP — R continua, unde A este o multime compacta (in raport cu toplogia
uzuald pe RP ). Atunci functia f este marginita si isi atinge efectiv marginile.

Demonstratie: Prin aplicarea Teoremei 9.8, rezultd ca f(A) este o multime compactd in R. Deci
f(A) este marginita si inchisa (in raport cu topologia uzuald pe R). Fie m = in1f4 f(x) si M = supf(x).
z€ x€EA

Cum f(A) este inchisa, reiese c& m gi M apartin lui f(A) C R gi existd z,,,zy € A astfel incat
f(xm):m§if(xM):M' <

Teorema 9.10 (Cantor) N
Daca o functie f : A C RP — R? este continua pe o multime compacta A C A,atunci ea este
uniform continud pe A.



Demonstratie: Prin reducere la absurd, presupunem ca f nu este uniform continua pe A, adica:

Jeo > 0, aga incat Vo > 0,3 af,27 € A, cu ||lzf — 2||re < 6 si ||f (=) — F(@D)|lra > €0,

: - : 1 ~
unde || - ||ge i || - ||re sunt normele euclidiene uzuale. Atunci, pentru 6 = N € N*, 3 2,2l € A,
1

cu [l — alllar < L s [f(2]) — F(@)ma > =0, Cum A este compactd in R?, sirul (z!)pee C A

contine un subsir convergent la un element z € A. Din relatia Hx;k —x;;k |lre < —, Vk € N*, deducem
N

cd girul (z))pen+ C A este convergent si el la = € A. Astfel, in virtutea continuitatii lui f, obtinem
kli)rgof(x;k) = f(xg) = kllrgof(mzk), ceea ce este in contradictie cu relatia || f (w7, ) — f (27, )||re > 0 > 0.
Prin urmare, presupunerea initiald este falsd, ceea ce inseamna ci, de fapt, f este uniform continua
pe multimea compacts A. <

Un alt rezultat important relativ la aplicatiile continue pe o multime este urmatorul, prezentat
aici cu o schitd de demonstratie.

Propozitia 9.9 Fie f: A CRP — RY o functie continua pe A si B C A o multime conexd. Atunci
f(B) este conexa in RY.

Demonstratie: Presupunand, prin absurd, cd f(B) nu este conexd, existd atunci doud multimi
nevide si deschise din R?, D; gi Dy, astfel incat D1NDyNf(B) =@, DiNf(B) # @, DaNf(B) # T si
f(B) € Dy UDy. Cum f este continud pe A, multimile Dy = YD) s Dy = f~1(Ds) sunt deschise
in RP. in plus, Dy # @, Dy # @, DiN DN B = f~Y(D1) N f(Dy) N B = f~1(D1 N DyN f(B)) =
U @)=2,DiNB#@, DyNB#@ i BC f~YDyUD,y) C f~YDy)U fY(Dy) = Dy UD,. De
aici, rezultd cd B nu este conexd, ceea ce contrazice ipoteza din enunt. Prin urmare, f(B) este, in
mod necesar, conexa. <

Propozitia 9.10 Dacd f : RP — RY este o aplicatie liniard, atunci f este continud.

Demonstratie: Cum f este liniard de la RP la R?, considerand raportarea la bazele canonice din
R? si RY, se poate spune ci existd o matrice A € Myxp,(R) aga incat f(x) = Ax, Vx € RP. De aici,
prin utilizarea normelor euclidiene pe RP gi R?, deducem ca avem || f(x)|| < [|A| x|, Vx € RP, unde

1/2
P,q
|All = {|(aij)1<i<q|| = Z a?j . In consecintd, are loc relatia
1<j<p ij=1
1FG) = FOI < [AIHIx = yll, Vx5 € R,
in virtutea cédreia rezultd ca f este continud (chiar uniform continua) pe RP. <
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Cursul 10

Derivabilitatea si diferentiabilitatea functiilor.
Derivate si diferentiale. Formule de calcul diferential.

Printre conceptele fundamentale ale matematicii, implicate fie in stabilirea vitezei de variatie a
starii unor procese din realitatea fizica, fie in problema exprimérii (aproximarii) locale a unor functii
neliniare prin aplicatii liniare, fie in chestiuni geometrice de tangentd, se numéara si cele relative la
derivabilitatea gi diferentiabilitatea functiilor, intre care se disting notiunile de derivata si diferentiala.
Reamintind aceste concepte in cazul functiilor reale scalar-scalare, prezentdm aici si corespondentele
lor privitoare la functii de argument vectorial, cu valori scalare sau vectoriale.

Pentru inceput, relativ la functii reale de o singurd variabilda si cu valori scalare, mentionam
urmatoarea definitie:

Definitia 10.1  a) Fie ACR, A# & gi f : A — R. De asemenea, fie vtg € ANA" (in raport cu

b)

topologia uzuala pe R). Functia f se numeste derivabila tn xo dacd existd si este din R (nu

din R\ R
e )~ )
z—xzo X —To

Aceastd limita, notatd cu f'(xo), poartd denumirea de derivatd a lui f in xo. In loc de f'(xq),
d

se mai foloseste notatia d—f(:co).
x

Daca f este derivabila in orice punct al uner mullimi & # AC A, spunem ca [ este derivabila
pe A.

Fie @ # A1 C A multimea punctelor in care f : A — R este deriwabild. Functia v — f'(z),

@,

da
Cand xq este punct interior sau cel mai mare (respectiv cel mai mic) element al multimii nevide
A C R, se defineste derivata la sténga (respectiv la dreapta) a functiei f : A — R in punc-

f(z) = f(zo) (respectiv lim flz) - f(on))’

xzmo r — X0 x;xo r — X0
x xo x xo

notata cu fl(xo) (respectiv fi(xo)). Daca existd atat fi(xo), cat si fi(xo), iar fi(xzo) = fi(xo0) €
R, se spune ci f are derivatd in x.

x € A1 se numeste derivata lui [ gi se noteazd, firesc, cu f' (sau

tul zg ca fitnd, ori de cdte ori exista, limita lim

Observatii:

i

ii)

O functie f : A C R — R este derivabild intr-un punct zo € AN A’ daci si numai daci derivatele
sale laterale (la stanga si la dreapta) in xo, adicd f(xo) si f(xo) exista, sunt finite si egale intre
ele. Atunci: f'(zo) = fi(xo) = fi(x0) € R.

Spre eliminarea oricarei ambiguitéti de terminologie care s-ar putea produce in raport cu notiunea
de derivata partiald din cazul functiilor de argument vectorial, elementele introduse prin Definitia
10.1 se insotesc, adeseori, de epitetul "ordinar".

Definitia 10.2 Spunem ci o functie f : A C R — R este de clasd C'(A) daci f este derivabild pe
A si are derivata f' continua pe A.



Observatie: Cand f : A C R — R este doar continud pe A, spunem ci f € C°(A). Pentru
simplitate, in dese randuri, in locul notatiei C°(A), se foloseste notatia C(A).

Propozitia 10.1 Are loc relatia C*(A) C C(A). Cu alte cuvinte, orice functie f : A — R care este
derivabila pe A este gi continud pe A. Nu §i reciproc.

Demonstratie: Prin ipoteza, pentru orice zg € A, exista si este finitd derivata lui f in xg, adici

f'(x0), care, in conformitate cu Definitia 10.1 a), este valoarea limitei lim @) = f(zo)
z—x( Tr — X

A\ {zo}, avem f(z) = (x — xo)M + f(zo) si lim (x — ) = 0, deducem ca existd lim f(x) si

r—x0

. Cum, Vz €

z—z( z—T(
este egald chiar cu f(xg), ceea ce inseamna cd f este continud in xg. Arbitrarietatea lui zp in A ne
ds dreptul si conchidem c& f este continud pe A. Deci f € C(A), din moment ce, initial, f € C1(A).
Si aceasta pentru orice f din C*(A). In concluzie, avem C'(A) C C(A). Exemplul clasic al functiei
f:R —= R, f(z) = |z|, care este continud pe R si derivabild doar pe R* | ne asigura de faptul ca
incluziunea din enunt este stricta. <

Pe baza Definitiei 10.1, prin respectarea unor elementare operatii de algebra si de analiza
matematicd, se obtin reguli de calcul diferential ordinar, intre care si regula lui Leibniz (de derivare a
produsului de doud functii) sau regula "lantului" (de derivare a compusei a doud functii). Reunite in
cuprinsul teoremei pe care o dam aici fara demonstratie, iata aceste reguli:

Teorema 10.1 a) Fief : ACR >R, g: A— R sia € R. Daci f si g sunt derivabile pe o
submultime (nevida) A a li A, atunci functiile f +g, f — g, af, f-g si f (cand g(x) # 0,
g

Yz e fT} sunt derivabile pe A st, pe E, avem:

f9-f4g
9
b) Fief: ACR — BCRygsig: B — R doua functii derivabile (fiecare pe multimea ei de definitie).
Atunci functia g o f este derivabila pe A si, pe A, are loc formula:
(gof) =(g"0f)-f.

¢) Fie f: ACR — B C R o functie continud i bijectiva. Dacad f este derivabild pe A si f'(x) # 0,
Va € A, atunci functia inversa f~': B — A este derivabila pe B si, pe B, are loc relatia:

o =1+ ai el =afi(7-0) =1 a+ 15 (1) -

—1\/ __ 1
(f )_f/offl‘

Observatie: Amintindu-ne ca derivatele functiilor elementare de baza se calculeaza potrivit ur-
matoarelor formule

(C)I:%(C):O,VCER; (%) = az* ' VaeR,Vz € D, CR;
ax/:axlna,VxeR,aeR* 1}; sinz) = cosz,Vr € R;
+
log, z)' = VzeRY,aeRY 1}; cosz) = —sinz,Vz € R;
a + +

zlna’

1 7'(' 1
I R ul 7); I R z
(tgx) cos%v’vx eR\ {km+ 5 | ke Z}; (ctgz) sinzx’vm eR\ {kr | k € Z},



se pot utiliza regulile din Teorema 10.1 spre a determina derivatele unor functii care se obtin din functii
elementare prin operatii algebrice sau prin operatii de compunere. Astfel, redescoperim formulele

1 1
arcsinz) = ——=,Vz € (-1,1); (arccosz) = ——=,Vz € (—1,1);
1 1
(arctgz)’ = ——,Vr € R; (arcctgx) = ———,Vz € R,

1+=x 1+=x

precum si relatia

(f9) =7 <g'lnf+g~];> ,

adevarata atunci cand f: A CR — R% si g : A — R sunt derivabile pe A.

Tinand seama de Definitia 10.1 si de regulile de calcul pentru limite de functii cu valori vectoriale
(v. Cursul 9), ne ddm seama c4, in cazul functiilor reale de argument scalar gi cu valori in R? (¢ € N*,
g > 2), notiunile de derivata si de derivabilitate se pot defini pe baza urmatorului rezultat.

Propozitia 10.2 Functia f = (fi,f2,---.fg) : A CR = RY, cu fr, : A — R, Vk = 1,q, este
derivabila intr-un punct xyg € AN A" (respectiv pe o multime A C A) daca si numar daca fiecare dintre
functile componente fi, fa, ..., fy este derivabila in xo (respectiv pe A). In plus, are loc relatia:

f'(@o) = (fi(z0), fo(x0), -, f3(x0))
(respectiv ' = (f1, fa---, fy), pea).

Demonstratie: Ve A\ {z0}, avem:

flz) = flzo) _ <f1(!13) — fi(zo) fa(z) — fa(o) fo(@) — fq($0)> .

x — X0 ’

x — X x — xo B x — xp

Deducem de aici ca existd lim M
z—x( Tr — X0

si numai daca exista lim M
T—xz( T — [L‘O
egalitatea f'(zo) = (fi(w0), f2(®0), - -, fy(w0)) daca si numai daca fiecare dintre functiile f1, f2, ..., fq

, notatd cu f'(zg) si denumitd derivata lui f in xg, dacd

,Vk =1,q. Cu alte cuvinte, f este derivabild in xy si avem

este derivabild in xo. Este evident acum ca f = (f1, f2,..., f;) este derivabild pe A daci si numai
daci Vk =1,q, f este derivabild pe A. <

Observatie: Un rezultat cu totul analog Propozitiei 10.2 poate fi formulat gi demonstrat atunci
cand, in locul lui f'(xo) si respectiv fi(wo), f3(20), .-, fy(x0), se considerd derivatele corespunza-
toare la stanga (sau cele la dreapta). Astfel, functia f = (fi,f2,...,fy)) : A C R — R? va fi
derivabild la stanga (respectiv la dreapta) in zp. Evident c&, gi intr-un asemenea caz, al functi-
ilor f: ACR — RY putem zice cd f este derivabild intr-un punct zop € AN A’ daca si numai daca
fi(zo), adicd derivata la stanga a lui f in z, existd in R? (datd fiind de vectorul cu componentele
(f1)%s(xo), (f2)5(z0), - ., (fq)s(xo), impreund cu f(zo) (derivata la dreapta a lui f in xo, adica vectorul
((f1)l(o), (f2)l(x0)s - -y (fg)y(z0)) si fi(xo) = fi(xo). Valoarea comund a acestor derivate laterale
este tocmai f'(xg).

Prin utilizarea Propozitiei 10.2 si a Teoremei 10.1, se deduc lesne reguli de calcul pentru derivatele
(de ordinul T) ordinare ale unor functii reale, scalar-vectoriale, cum sunt regulile (sau formulele) puse
in evidentd de teorema ce urmeaza:



Teorema 10.2 Daca o, 8 € R, 1ar functile f: ACR —RY, g: A—>RT gip: A— R sunt derivabile
intr-un punct xy € A (sau pe o multime A C A), atunci tot derivabile in xq (respectiv pe A) sunt st
functiile af + By, - f, {(f(-),9(:)) (unde (-,-) reprezinta un produs scalar pe R?), avand loc formulele:

(af + Bg) = af + B¢, in xo ( respectiv pe A ),
(o) =¢ - f+e-f, ina( respectivpeg) 51

(f(x),9(2))) = (f'(x), 9(x)) + (f(2), g (), pentruz = wq (respectiv ¥z € A).

In plus, dacd i : B C R — A este derivabila pe B C B, atunci functia f o = (fio, fao
Y, ..., fgo): B— RY? este derivabila pe B si are loc relatia:

(fo)(z)= (¥ (f o)) () = () - (fi(¥(2)), f5(4(x)), ..., fo(¢(2))) .V € B.
Referindu-ne acum la cazul functiilor reale de argument vectorial, este de constatat ca, deoarece
M nu are sens, nu se poate vorbi despre lim M

X — XO r—x(Q X — XO
duce notiunea de derivata in zg prin procedura folosita la functiile de argument scalar. Inconvenientul
poate fi totusi surmontat pe una din cele doud cdi sugerate, pe de o parte, de observatia potrivit

. . . . . o x)— f(x
careia, in cazul unei functii f : A C R — R gi a unui punct xg € A, dacd existd lim M,
T—x(Q xr — :CO

raportul si deci nu se poate intro-

avem, pe de-o parte, relatia
_f(@) = flzo) _
lim ————~ = lim

T—xz( xr — CCO t—0

si, pe de alta parte, urmatorul rezultat:

f(zo+1t) — f(z0)
t

Propozitia 10.3 Fie A C R asa incit A # &, f : A > R gi g € A. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

i) f este derivabild in xo;

i1) exista o aplicatie liniara Ty : R — R, in raport cu care:

lim f(z) = f(x0) — To(x — x0)

T T — xg

=0.

Demonstratie: Dacd f este derivabild in xg, atunci existd derivata f’(x¢), ca element din R. Prin
intermediul ei, existd aplicatia liniard Ty : R — R, definitd potrivit relatiei To(h) = f'(zo) - h, astfel

incat:
f(z) = f(zo) = To(z —20) _ | (f(x) — f(zo) f’(xo)) _o.

r — X

lim
T—T0 Tr — X T—T0

Reciproc, daci exista o aplicatie liniara T : R — R, in raport cu care avem

lim f(z) = f(xo) — T'(x — x0)

T—T0 T — X9

=0,

atunci existd ¢ € R astfel incat T'(h) =t - h, Vh € R i, ca atare, obtinem:

im (L0 ) .
| <f($) f(@o) ) 0

z—0o T — Xo
Rezulta deci cd existd f/'(xo) =t si f'(z0) € R, adicd [ este derivabild in zg. <

Folosind prima dintre cdile mentionate mai inainte, ajungem la notiunea de G-diferentiald (altfel
spus, diferentiald Gdteaux), in conformitate cu urmatoarea definitie:



Definitia 10.3 Fie f : D CRP — RY, unde D este o multime deschisa in topologia uzuala pe RP. De
asemenea, fie xg € D si v € RP, astfel incdt ||v]|e = 1, || - ||e insemndnd norma euclidiand pe RP.
o f(xo V) = f(xo)
Daca exista lim

t—0 t

€ RY, atunci aceastd limita, notatd indeobste cu f'(xo;v) (sau,

echivalent, cu Z—f(x()) ori cu fl(x0)), se numeste G-diferentiala (diferentiala Gateaux a) lui f
v

in punctul xo, dupd versorul (directia) v sau, inca, derivata directionala, dupa (directia) v,
a functiet f, in punctul xq.

Observatie: Intrucat, cand existd f!(xg), avem
f(xo +1t-5v) — f(xo)

e von o fxo+tsv) = f(xo) . *
f(xo,sv)—%l_rg , =5 %1_1}5 ” =sf'(x0;v),Vs €R

si

f(xo+1t-0Ore) — f(x0)
t

se poate spune ci aplicatia ¢ : D x Sy, (Ogp; 1) — RY, definitd prin ¢ (xo,v) = f/(x0, V), este omogena

in raport cu v. Ca atare, G-diferentiala lui f in x¢, dupd directia v, are sens chiar gi atunci cdnd v nu

este numaidecat versor, putandu-se deci renunta, in Definitia 10.3, la precizarea |v|. = 1.

=O0rr =0+ f'(x0; V),

f'(x0;0-v) = f'(x0; Ope) = }if%

Definitia 10.4 Fie f, D i xg ca in definitia 10.3.

a) Daca existd f'(xo;v) € R? pentru orice v € RP, atunci spunem cd functia f: D C RP — R? este
G-diferentiabila (diferentiabild Géateaux) in xo € D.

b) Daci aplicatia v € RP — f'(xg;v) € RY este liniard (nu numai omogend) §i continud, atunci
elementul din L(RP,RY), notat cu f'(xo) si definit prin relatia

f'(x0)(v) = f'(x0;v),¥Vv € RP

se numeste G-derivata (sau derivata Gdateaux a) functiei f in punctul xg, iar f se numeste
G-derivabila (derivabila Gateaux sau derivabila directional) tn xq .

¢) Spunem ca f este G-diferentiabila (diferentiabild Gadteaur pe o multime D C D daci
F'(x0;v) existii (in RY) pentru orice xg € D gi orice v € RP. Analog, daci derivata Gateauz f'(xo)
existd in orice punct xo € D, zicem ci functia f este G-derivabili (derivabild Gateaux) pe
muliimea D.

Observatie: Multimea functiilor f : D C RP — RY care sunt G-diferentiabile (respectiv G-
derivabile) intr-un punct din D sau pe o submultime a lui D este nevida, deoarece din aceastd multime
fac parte functiile identic-constante (f(x) = ¢ € RY, Vx € D), care au G-diferentiala egald cu Ogp, in
orice punct din D, dup4 orice directie v din RP (respectiv, au G-derivata egald cu elementul nul din
L(RP;R?). De asemenea, aceleiagi multimi ii apartin gi functiile liniare f : D C RP — R?, pentru care
avem:

= lim

g lim f<X0)+tf£V)f(XO) — ().¥x0 € Doy € RP.

Deci, in acest caz, f'(xg) = f, Vxo € D.



Definitia 10.5 a) Daca functia f : D C RP — R este G-derivabila intr-un punct xg al multimii

b)

d)

deschise D, atunci elementul f'(xo) € L(RP;R) defineste gradientul lui f in xq, care se noteaza
cu (Vf)(xo) gi se citeste "nabla" f in x¢ (sau se mai noteazd cu gradf(xg)), pe baza relatiei

(f'(x0)) (v) = ((Vf) (x0), V)e, ¥V € RP,

unde (-, -)e reprezintd produsul scalar euclidian pe RP.

(Asadar, (Vf)(xo) este un vector din RP definit prin intermediul relatiei sus-mentionate).
Daca functia f : D C RP — R? este G-derivabila intr-un punct xzqg din D, atunci matricea
asociatd aplicatier liniare f'(xg) € L(RP;RY) se numeste matricea jacobiand a lui f in xq,
avand drept linii tocmai gradientii, in xo, ai componentelor lui f. Notata cu J¢(xo), aceastd
maltrice este data astfel de relatia

(Vfq) (x0)
in care fi1, fa,..., fq sunt componentele lui f.

In cazul cand p = q > 2, determinantul matricii jacobiene J(xo) (adica det (J;(xo))) se numeste
jacobianul lui f in xq sau, echivalent, determinantul functional al functiilor fi, fa, ..., fq,

in raport cu variabilele independente x1, x2, . .., x4 (componentele unui vector generic x = (x1, T, . ..

din D), calculat in xo. Acesta din urma se noteaza, uzual, prin:

D(flvaa"'qu)

D(zq,x2,...,2q)

(x0)-

In particular, cind v = e, = (0,0,...,0,1,0,...,0) € R, k € {1,2,...,p}, G-diferentiala

f'(x05€x) (unde xo = (29,29, ...,20) € D), dati de limita
0 ,.0 0 0 0 0 0 ,.0 0
i flal, @y, ... @) _q, 2} T gy T )—f(xl,x%...,a:p),
t—0 t

se numeste derivata partiald, de ordinul I, a functiei f: D CRP — RY, in raport cu xj
(componenta de rang k a argumentului vectorial x = (x1,22,...,xp) € D pentru f), in punctul
0 0

xo € D i se noteazd cu 8—f(xo). Cdnd exista a—f(xo) € RY, pentru f = (f1, fa,..., fq), cu
- T Tk

fi:D—=R,Vj=1,q, avem

0 O0f1 P 0

o0 = (52000 2 . S

Oxy, Oxy, Oxy, " Oz,

functia f numindu-se derivabila partial, de ordinul I, in raport cu zj, in punctul xg.
Functia f se numeste derivabila partial, de ordinul I, in raport cu xi, pe o muliime

~ 0 ~ . ~ 0
D C D, daca existd a—f(x) € RY, Vx € D. Intr-o atare situatie, functia x € D —— a—f(x) €
L L

0 . . . .
R?, notatd cu 8—f, se numegte derivata partiala a lur f, de ordinul I, in raport cu xy,
L

pe multimea D.



Observatii:

0
i) Pe baza formulei, cu limita, pentru —f(xo) (din Definitia 10.5), se poate spune ca derivata

Oz,

. 0 . - -
partialad —f(xo) este, de fapt, derivata in ¥ a functiei de o variabild scalara

Oy,
0,0 0 0 0
T f(27, 29,y T 1, They Ty 15 -+ -5 Tp),
adica functia partiald fj, corespunzatoare lui f, in punctul xg = (29,29, ... ,x%). Astfel, calculul

derivatei partiale —f(xo) poate fi redus, practic, la calculul derivatei (de ordinul I) pentru o

8:13k

functie de o singura variabila, anume x, celelalte variabile independente din componenta lui x
(adicd x1, 22, ..., Tk—1,Tk+1, - .-, Zp) figurand ca niste constante in respectivul proces de calcul.

ii) Cand f: D C RP — RY este derivabild partial, de ordinul I, pe o multime DC D, in raport cu
orice variabild xj, iar functiile 87 : D — RY sunt continue pe ]_N), spunem cé f este de clasa
C' pe D si consemnam acest fapt k';)rin: fec 1(5)

iii) In cazul in care ¢ = 1 si, pentru f : D C RP? — R, se poate vorbi despre relatia

f/(XO;V) = f/(XO)(V) = <(Vf) (Xo),V>e,VV € RanO €D,

luand v = e, Vk € {1,2,...,p}, avem:

of
aazk( x0) = f'(x0;exr) = (Vf) (x0),ex)e, VEk € {1,2,... k}.
In virtutea acestui fapt si a celui potrivit caruia reprezentarea oricarui vector v = (v1,vg,...,vp) €
RP, in baza canonica {eq,esz,...,e,} C RP, este v = Z Uk€g, obtinem:
k=1
P P of
Vi) (V er)e = v =
(V) (x kzl f) (x0), ex)e = Z’“axk

CJlof . . of of
_ <(am<x@>, a@(x[)),...,axp(x())) ,v> v ERP.

De aici, deducem ca, ori de cate ori existd, gradientul lui f in x¢ este vectorul din RP cu

0 _
componentele —f(XO), k =1, p, adica:
8.%'k

(V) = ((fjl(x@), 9L o) jﬁfpw) |

iv) Pe baza ultimei formule si a celei care dd matricea jacobiand Jr(xg), in cazul in care ¢ > 2,
deducem ca, pentru functia f: D C RP — RY, cand este G-derivabild in xg € D, avem

o= ().,

1<j<q

unde fi, f2,..., fy sunt componentele lui f.



v) Tinand seama de precizirile facute la punctul i) al observatiei de fatd, putem vedea ca regulile
de calcul cu G-diferentiale (si apoi, in particular, cu gradienti si cu derivate partiale de ordinul
I), se bazeazd pe urmatoarele relatii:

(af +Bg) (x0;v) = af(zo;v)+ B9 (xo;v),Va, 5 €R,

VF:DCRP -R,g:D—>R,xg € D,veERP
cu f si g G-diferentiabile in x¢ pe directia v;

(f - 9)'(x0;v) = g(x0) - f'(x0; V) + f(x0) - ¢'(x0; V),
VF:DCRP—-R,g:D—-R,xg e D,veER?
cu f si g G-diferentiabile in x¢ pe directia v;

1Y (xo _ 1 : :
(g) (%03 V) = 20 [9(x0) - f'(x0: V) — ¢' (%05 V) - f(x0)]
VF:DCRP -R,g:D—>R,xg€ D,veERP
cu f si g G-diferentiabile in x¢ pe directia v.

In general, raportul dintre G-diferentiabilitatea unei functii f : D € R? — R? intr-un punct
xo € D, dupd o directie v € RP, nu implica, ca in cazul p = ¢ = 1, continuitatea globala a lui f in xg,
ci doar continuitatea pe directia v, in zg, potrivit urmatorului rezultat.

Teorema 10.3 Fie D C RP o multime nevidd si deschisda, v, xo € D si f : D — R?. Daca f are
derivatd directionala (G-diferentiala), dupa v, in xg, anume f'(xo;v) € R%, atunci [ este continud, pe
directia v, in punctul Xq.

Demonstratie: In conformitate cu Definitia 10.3, existd f’(xo;v) € R? dacd si numai daci, oricare
ar fi € > 0, existd 0. > 0, astfel incat, Vt € R* cu |t| < J., avem:

<e.

Hi (f(x0 +tv) = f(x0)) = f'(x0: V)

Ra

Atunci:
1 (x0 + tv) — f(x0) lge < || f(x0 +tv) = f(x0) =t (x03v) || o + |1EF/ (%03 ¥)|| e <

<[] (e 4[| (05 V) || o) - V IH] < 6

De aici, rezultd ca lin% f(xo+tv) = f(x0), ceea ce inseamnd cd f este continud in xg, pe directia v. <
t—

In particular, cand Teorema 10.3 are loc pentru v = ey, se poate spune doar c& derivabilitatea
partiald, de ordinul I, a functiei f in punctul xq, in raport cu zj, implicd continuitatea "partiald" (pe
directia e), nu numaidecat continuitatea globala, a lui f in xo. Continuitatea globald se poate obtine
in conditiile urmatoarei teoreme.

Teorema 10.4 Fie D C RP o multime deschisa, xo € D si f = (f1, f2,..., fq) : D — RY9. Daca exista
OFf:
o vecindtate V.C D, a punctului xg, pe care [ este derivabila partial, de ordinul I , iar functiile %
_ _ Tk

sunt, Vk =1,p, Vk = 1,q, marginite pe V, atunci f este continud, in sens global, in punctul xq.



Demonstratie: Continuitatea lui f = (f1, fa,. .., fy) in punctul xo = (29,29, ..., z)) este asiguratd

de continuitatea fiecireia dintre componentele fi ale lui f in xg. Este suficient deci s& ardtam ca exista
lim fj(x) = fj(x0), Vj = 1,q. In acest sens, prin aplicarea teoremei lui Lagrange (de medie) pentru
T—xTQ

af;

functii de o singura variabild reala si prin folosirea ipotezei de marginire, pe V, a functiilor 3 (k=
_ _ Tk
L,p, j = 1,q), constatam cd, pentru orice x = (21, Z2,...,7p) € V, existd { = ({1,&q,...,§,) € RP, cu
&, intre zy, si 29, Vk = 1, p, astfel incat:
, (.00 NP s 0
‘fj(x1>m27"'7xp) f](ﬂfl,l’%...,l‘p)} = ‘fj(mlvm%"wxpfbxp) fj(l‘lym%"-axpflvxp)“k
. 0 . 0 0
+ {f](xlaléa o 733p_1733p) - f]($17x27 o 7xp—27xp—1axp)‘ + -
0 0
+ |fj(m1,x2, .. ,:1;2) — fj(:z:l,:cg, .. ,xg)‘ =
9f; 0
= | (w1, 22, .., 2p-1,8,) | |7p — 7| +
ox) P P
of; 0 0
al'pfl (J:Ia T2y ... 7mp727€p71’$p) ’ilﬁ'p,]_ - xp_l} + -
p
—i-%(ﬁ 3 29)| |z —x0‘<M-Z‘x — )
8131 15425 5dp 1 1l > j k kil
k=1
of; .. . . o . .
unde M; = max {sup|==|}. De aici, rezulta clar ca f; este continud global in xg, Vj =1, q. <
1<k<p zev|O0Zf

Observatie: O conditie suficienta pentru existenta unei vecinatati V' C D, a punctului xg, pe care
functia f, derivabild partial, de ordinul I, pe D s& aib& derivatele partiale, ale tuturor componentelor
sale, marginite, ar fi continuitatea in xg a respectivelor derivate.

Diferentiala si diferentiabilitatea Fréchet a unei functii reale,
intr-un punct sau pe o multime

Utilizand acum sugestia oferitd de Propozitia 10.3, putem introduce aici notiunile de diferentiabil-
itate si diferentiald Fréchet, in conformitate cu urméatoarea definitie.

Definitia 10.6 Fie D o multime deschisa si nevidd din RP, iar f: D — RY,

a) Spunem ca functia f este diferentiabila Fréchet intr-un punctxg € D, daca exista o aplicatie
liniara T : RP — R? i o functie o : D — RY, astfel incdt lim a(x) = a(xg) = Ora §i
X—X0

f(x) = f(x0) + T(x = x0) + a(x)[[x — xo[[rr, Vx € D,
unde || - [|[re desemneaza o norma (de exemplu, cea euclidiana) pe RP, iar Orq este vectorul nul
din RY.

In acest caz, aplicatia T € L(RP;RY) se numeste diferentiala (derivata) Fréchet, de ordinul
I, a functiei f, in punctul xq, depinde de xq¢ §i se noteaza, conventional, cu (df) (xo).

b) Spunem ca f este diferentiabila Fréchet pe o multime D C D daci st numai dacd [ este
diferentiabila, in sensul de la a) in orice punct xg € D.



Observatii: Pe baza Definitiei 10.6 a), deducem cd, intr-o altd exprimare, echivalentd cu cea
din cadrul definitiei mentionate, putem spune cd f este Fréchet-diferentiabild in xg daca exista T €
L(RP; R?) astfel incat
f(x) = f(x0) = T'(x — x0)

lim = O]Rq
I [x — xol|re
sau, incd, echivalent, exista T' € L(RP;R?) astfel incat
i 1) = F60) = T = x0)go _
XX [[x — xol|re
X#XQ

O altd modalitate (echivalentd cu cea din Definitia 10.6 a)) de a exprima faptul ca f este difer-
entiabild Fréchet in xq, este cea care afirma cd dacd existd 7' € L(RP;R?) si, odata cu T, o aplicatie
a: D — RY, definita prin

f(x) = f(x0) = T'(x — xo)

[ = xol|rr

) X#XO
alx) =

x €D,
Ors, X = Xg,
astfel incat « s fie continud in xq si, prin asta, sa aiba loc relatia
f(x) = f(xo) + T'(x — x0) + a(x)||x — x0||, Vx € D,
atunci f se poate numi Fréchet-diferentiabild in xq.
Propozitia 10.4 Fie D o multime nevida si deschisa din RP, xg € D si f : D — RY. Daca f este
diferentiabila Fréchet in xo, atunci diferentiala (df) (xo) este unica.

Demonstratie: Admitand cd (df) (xo) nu ar fi unica, ar exista 71 si 7o € L(RP;RY) astfel incat:
176 = Fx0) = T = o)l _ o 1) = Fls0) = Tolox = o) e _

lim = lir 0 (e R).
X% [Ix — xol|rr x [Ix — xol[re

Atunci, am avea (Vx € D, x # xq):
[T1(x = x0) = Ta(x = Xo0)[pa

0 < =
I = o[ rr
1
= T &) = f(x0) = Ta(x = x0)) — (f(x) = f(x0) = T1(x = %0))|ps <
|1 = xo]|rr
IF &) = Fx0) = To(x = x0)llpa | [IF () = fx0) = To(x — o)l 0
h [ = xol|rr [ = xol|re X%
De aici, luand x = x¢ + tu, cu u € R \ {Orr} si t € R*, ar rezulta:
0 gy U0 Tl _ 110 = Tl
L R T B Tl
Prin urmare, am avea: Tj(u) = T(u), Vu € RP \ {Ors}. Dar cum T1(Orr) = T2(Ore) = Ogs,
ajungem, in definitiv, la concluzia:T} = T5. <

Cu privire la multimea functiilor f : D C R? — RY care sunt diferentiabile Fréchet (intr-un punct
din D sau pe o multime D C D), se poate spune ci ea nu este vidd, deoarece cel putin functiile identic
constante si functiile liniare apartin respectivei multimi, in baza urmatorului rezultat:



Propozitia 10.5 a) Daca f : D C RP — RY, cu D multime deschisa, este o functie constanta,
atunci f este Fréchet-diferentiabila pe D si (df) (x) = Og(ro;ra), VX € D.

b) Daca f : D C RP — RY este o functie liniara, atunci f este diferentiabila Fréchet pe D i
(df) (x) = f(x), Vx € D.
Demonstratie: a) Pentru f(x) =c¢, cuc € RY, Vx € D, avem:
f(x) = f(x0) = Og(mr;ra) (X — X0) . c—c¢
= lim ——— = ORq.
x5 [[x = xol|re X250 [|x = xo[[me

b) pentru f € L(RP;R?), avem:

f(x) = f(x0) = f(x=x%0) _ lim f(x) = f(xo0) = f(x) + f(x0)

hm = ORq.

% [[x — xol[re X% [[x — xol|re
Deci, existd (df) (xo) = f(x0), Vxo € D. <
Un alt rezultat, afirméand, in esentd, ca diferentiala unei functii f = (f1, f2,..., fy) : D CRP — RY,

intr-un punct xg, are, drept componente, diferentialele (df;) (xo), j = 1, ¢, este urmatorul:

Teorema 10.5 Fie D o muliime nevida si deschisa din RP, xo un punct din D si o functie f =
(fisfos.. s fq) : D =R, cu fj : D — R, Vj=1,q. Functia [ este Fréchet-diferentiabila in xo dacd
§1 numai daca toate componentele sale - fi, fa,..., fq - sunt diferentabile Fréchet in xq. In plus, are
loc egalitatea:

(df) (x0) = ((df1) (x0), (df2) (x0), - - -, (dfg) (x0)),
unde (df;) (xo) € L(RP;R), Vj =1,q.

Demonstratie: Potrivit Definitiei 10.6 gi observatiei ce o succeda, f este diferentiabila Fréchet in
xo, dacd si numai dacd existd T = (11,15, ..., T,) € L(RP;RY), cu T}, € L(RP;R), Vk = 1, ¢, precum
sia=(a1,02,...,00) : D —>R% cuap: D — R, Vk=1,q, astfel incat lim a(x) = a(xg) = Ogq si

X—XQ
f(x) = f(x0) + T(x — x0) + a(x)||x — x0||re, Vx € D.
Pe componente, aceasta inseamna ca, Vk = 1, ¢, avem:
Je() = Filx0) + Th(x — x0) + g (x) [x — o, ¥x € D,

cu lim ag(xg) = ag(xg) = 0, Vk = 1,q. Prin urmare, se poate spune ci f; este diferentibild Fréchet
X—X(

in xg si (df) (xo0) = Tk, Yk = 1, q. In plus, are loc relatia:
(df) (x0) =T = (T1, T2, ..., Tq) = ((df1) (o), (df2) (x0), - - -, (dfq) (x0)) -

Reciproc, dacd fiecare functie f, (k = 1,q) este diferentiabild Fréchet in xo, atunci existd Ty €

- — —Tu(x —
LRP;R), Vk = 1,qg5i ap : D — R, cu ag(x) = (Ji(x) ﬂk(xo) I k(x X0>), Vx € D\ {xo},
X — X0 ||RP
ag(x0) = 0 si a(x) = (a1(x), a2(x),. .., 04(x)). Or, aceasta inseamna cd f este diferentiabild Fréchet

in xg, cu (df) (xo) =T <

Propozitia 10.6 Dacd D este o multime nevida si deschisd din RP, xo un punct din D, iar f: D —
RY o functie diferentiabila Fréchet in xo, atunci f este continud (global) in xg.



Demonstratie: Intr-adevir, daci f : D — RY este Fréchet-diferentiabili in xg, atunci existd T €
L(RP;R?) ¢i av: D — RY, continud si nuld in xq, astfel incat

f(x) = f(xo0) + T'(x — x0) + a(x)||x — xo||rr, Vx € D.

De aici, tindnd seama de faptul cd lim T'(x — x¢) = Opq si lim a(x)||x — x¢|| = Ogrqe, deducem clar ca
X—XQ X—X0

lim f(x) existd si este egald cu f(xg), ceea ce inseamnd ca f este continud in xg. <

X—X(

Observatie: Propozitia 10.6 ne arata ca necesara diferentiabilitatii lui f in xg este continuitatea
functiei f in xgq, in sens global. Nu insa si suficienta.

Legatura dintre diferentiala Fréchet si derivata (diferentiala) Gateaux este, in parte, data de ur-
matoarea teorema.

Teorema 10.6 Fie @ # D o multime deschisi din RP, xg € D gi f: D — RY. Daca f este Fréchet-
diferentiabila in xq, atunci f este derivabila Gateaux in xqo §i are loc relatia:

f'(x03v) = ((df) (x0)) (v), Vv € R”.
(Altfel spus, existi f'(x0) 5i f'(x0) = (df) (x0) -
Demonstratie: Deoarece f este Fréchet-diferentiabild in xg, cu F-diferentiala (df) (xp), exista « :

D — RY, continud i nuld in xq, astfel incat f(x) = f(xo) + ((df) (x0)) (x — x0) + a(x)||x — xo|re,
Vx € D. Atunci:

f(xo+1tw) = f(xo) _ ((df) (x0)) (tw) + axo + tw)[tuflre _

t t

t
= ((df) (x0)) (u) + a(xo + tu)|t|,Vt e R* |t| <r,ueRP ||ul|ge = 1.

tu) —
Prin urmare, exista %ir%f (0 + ut) f(xo0)

v Vv
F(xoiv) = <xo; \vum) — vl - £ <XO; ) _
¥le ¥l

= Ve - () () ( ) — ((df) (x0)) (v),¥v € B? \ {Ons}.

Dar cum si f’(x0;O0gr) = Ogra = ((df) (x0)) (Ore), putem conchide ci exista f’(xo;v) € R? (deci f este
G-diferentiabild in xq) si

= ((df) (x0)) (u). De aici, mai departe, avem:

v
1Vl

f'(x03v) = ((df) (x0)) (v),¥v € RP.

Altfel spus, existd f’(xqg) (deci f este G-derivabild in xq) si f'(x0) = (df) (x0). <
Observatii: Pe baza acestei teoreme si a faptului ci f'(xo;ep) = ;)(Xo), putem spune ci
Tk
of z
——(x0) = ((df) (x0)) (ex), Vk = 1,p. Astfel, Vv = (vi,v2,...,0p) = kaek, avem
8xk

((df) (x0)) (v) = ((df) (x0)) (Z vak) = o ((df) (x0)) (er) =



—ka = (V) (x0), V),

cand f: D CRP — R este diferenplablla Fréchet in xg € D.
In cazul unei functii vectoriale f : D C RP — RY, am avea

Ofi
8:1,’k

(@) o) () = UG ) = (52 __, ) v e R,

1<k<p

ori de cate ori D este o multime deschisa, iar f este Fréchet-diferentiabild in xg € D. De aici, deducem
cd, in raport cu perechea de baze canonice din RP gi respectiv RY, matricea asociata aplicatiei liniare
(df) (x0) : RP — RY este tocmai Jacobiana J¢(xg).

Dac4, in continuare, tinem seama de faptul ca aplicatiile de proiectie pri : D — R, definite prin
pri(x) =z, Vk =1,p, Vx = (21,22, ...,Tp), sunt liniare si deci, prin aplicarea Propozitiei 10.5, sunt
diferentiabile Fréchet pe D, cu d(prg) = pry, Vk = 1, p, atunci, ori de cate ori functia f : D — R este
diferentiabila Fréchet in x¢g € D, avem:

(@) 0) ) = > 2 xyo = 3 2 s ppr(v) =
ke

X
1 k

(Z (%0 prk> (v) = (Z aaai(xo)d(prk)> (v),Vv = (vi,v2,...,1,) € RP.

k k=1

Cum pry(x) = xy, diferentiala d(pry), care este independentd de punctul in care o calculdm, se noteaza,
prin conventie, cu dxy, Vk = 1, p. Astfel gasim formula de calcul urmatoare:

) (50 =3 57 (s
k=1

Facand uz de vectorul dx = (dx1,dzs,...dz),), se poate scrie

(df) (x0) = (V) (x0),dx), ,

ori de cate ori functia f: D C RP — R este diferentiabila Fréchet in xg € D.
Analog, pentru o functie f : D C RP — RY care este Fréchet-diferentiabild in xg € D, deducem ca
are loc formula:

(df) (xo0) = (J¢(x0)) (dx).
In anumite conditii, prezentate in enuntul teoremei ce urmeazs (fard demonstratie, aici), diferenti-
abilitatea Gateaux intr-un punct implica totusi diferentiabilitatea Fréchet in acel punct.

Teorema 10.7 Fie D o multime deschisa si nevidd din RP, xg € D gi f : D — RY. Daca f este G-
derivabila pe o vecinatate W a punctului xo, de forma {u =xo+tv | t € [0,1],v € RP}, iar G-derivata
1'(+) este continud in x¢ (in sensul topologiei spatiului L(RP;RY) ), atunci [ este diferentiabild Fréchet

in xo si (df) (x0) = f'(x0)-

Acest rezultat, reformulat la nivelul derivatelor partiale de ordinul intai ale componentelor lui
f (in raport cu componentele argumentului vectorial x), constituie urmatorul criteriu de Fréchet-
diferentiabilitate:

"Daca f: D CRP — R?, cu D multime nevidi si deschisa, este derwabzla par@zal de ordinul I,
pe o vecinatate W a punctului xg € D (cu W C D), iar derivatele partiale W (ale componentelor



lui f) sunt continue in xg, atunci f este diferentiabila Fréchet in xo gi matricea asociata aplicatiei
liniare (df) (xo) este chiar Jacobiana lui f in xo, adica Jy(xo)."

Mai mult, daca f € Cl(ﬁ), unde & # DCDC RP atunci f este Fréchet-diferentiabila pe D. De
aceea, functiilor din Cl(f)) li se mai spune continuu-diferentiabile (pe l~?)

Propozitia 10.7 (Reguli de calcul cu diferentiale Fréchet)
Fie D o multime deschisd si nevida din RP, iar xg un punct din D.

i) Daca f si g: D — RY sunt Fréchet-diferentiabile in xq, tar A i u € R, atunci functia A\f + pg :
D — R? este diferentiabila Fréchet in xg si are loc formula

(d(Af + pg)) (x0) = A (df) (x0) + p (dg) (x0)-

i1) Daca f: D — R gig: D — RY sunt diferentiabile Fréchet in xo, atunci functia f-g : D — Reste
Fréchet-diferentiabila in xo gt are loc relatia:

(d(f-g)) (x0) = g(x0) - (df) (%0) + f(x0) - (dg) (x0)-

i11) Daca f : D — R gi g : D — R* sunt diferentiabile Fréchet in xo, atunci functia S : D — R
g

este diferentiabila Fréchet in xo st are loc egalitatea:

(d<‘£>>(x0): L (df) (x0) — —— f(x0) (dg) (x0).

9(x0) 92 (x0)

iv) (regula "lantului”) Daca Q este o multime deschisa si nevida din RY, functia f : D — Q
este Fréchet-diferentiabila in xo, iar g : Q@ — R™ este Fréchet-diferentiabila in f(xo), atunci
go f: D — R™ este diferentiabila Fréchet in xg gi are loc formula:

(d(g e f)) (x0) = (dg) (f(x0)) o (df) (x0)-

Demonstratie: Pentru i), ii) si iii), se foloseste Definitia 10.6. In ceea ce priveste iv), avem:

i @0 f) (%) = (g f) (o) = (((dg) (f (x0)))) © ((df) (x0)) (x = x0) _
i [x — xol|re

9 (f(x) = g(f(x0)) = (dg) (f(x0)) (f(x) = f(x0))

R I — xoller "
- lm, (dg) () (LI 2 A oIy

X#£XQ
== O]RWI + ((dg) (f(Xo))) (O]Rq) = O]Rm + O]Rm = O]Rm.

Observatie: La nivelul matricilor Jacobiene, regula "lantului" se reda prin relatia

Jgor(x0) = Jg (f(x0)) - J5(x0),



care, la rdndul ei, la nivelul elementelor acestor matrici, adica la nivelul derivatelor partiale ale com-
ponentelor lui h = go f, g si f, se prezinta astfel:

Z 8.9% '%(XO)aVi:Lma.j:Lp'

al’] 8yk an

In situatia in care m = p = ¢ > 2, matricile implicate sunt patratice gi, prin considerarea determi-
nantilor lor, avem relatia:

det (Jyog(x0)) = det (J, (f(x0))) - det (Jp(x0)).

Altfel spus, avem:

D(hl,hg,...,hp) < . D(gl,gg,...,gp) < ] D(fl,fg,...,fp) -
D(:cl,:cg,...,asp)( 0) = D(yl,yg,...,yp)(f( 0)) D(xl,xg,...,xp)( 0)-

Cand f € C}(D;E), unde D C R? si E C RP sunt multimi deschise si nevide, atunci, daci f este
si bijectivi, exista f~! € C1(E; D) si Jp1 (f(x0)) = J; ' (x0)-

Definitia 10.7 Date fiind multimile deschise si nevide D1 si Do din RP, se numeste difeomorfism
(sau transformare regulatd sau izomorfism diferentiabil) de la D1 la Dy o bijectie T : D1 — Do,
de clasi C* pe Dy, a carei inversd T~' : Dy — Dy este o aplicatie continud, iar matricea jacobiand
D(Th, Ty, ...,Tp)

Jr(x) este nesingulara, Vx € D (adica determinantul functional
D(x1,22,...,2p)

(x0) este nenul).

Orice difeomorfism induce, din punct de vedere geometric, o transformare (schimbare) de coordo-
nate (nu numaidecat liniard).

Derivate si diferentiale de ordin superior

Mali intai, in cazul unei functii reale scalar-scalare f : D C R — R, fie D1 # @ acea submultime de
puncte din D in care f este derivabild (ordinar, de ordinul I). Cu alte cuvinte, se poate vorbi despre
derivata f’: D; — R. Daci aceasta, la randul ei, este derivabild intr-un punct x¢ din D N D}, atunci
elementul (f')/ (x0) se noteazd cu f”(xg) si se numeste derivata a doua a lui f in xq, fiind din
R. Cand f”(x) existd si este finitd, pentru orice x € Dy C D1, atunci spunem cd [ este de doud ori
derivabild pe Da, iar functia x € Dy = f”(x) € R se numeste derivata a doua a lui f.

Prin recurentd, spunem ca f este derivabild de n-ori (n € N*) in x¢ € D C D daci F=1) este

/
derivabild o dat# in punctul xg si f(xg), adici ( f ("_1)) (x0), se numeste derivata de ordinul n a

functiei f in xo. La nivel de functii, f reprezinti derivata de ordinul intai a derivatei de ordinul
(n—1)alui f. In mod aseminitor se introduc si derivatele laterale de ordin superior ale unei functii
f:D CR — R intr-un punct xg € D.

Tot recursiv, se pot defini si notiunile de diferentiald Gateaux, derivata partiala, gradient si difer-
entiald Fréchet de ordin superior pentru functii reale de argument vectorial.

Astfel, in ceea ce priveste derivatele partiale, putem defini, prin recurentd, derivate partiale de
un ordin oarecare [ € N*, plecand de la derivatele partiale de ordinul [ — 1. Daca, pentru o functie

81—1
f: D CRP — RY existd derivata !
8x,~28:c,~3 ves 69[;1-1

, pe o vecindtate a punctului xg € D, si aceasta



functie admite derivata partiald (de ordinul intai), in raport cu z;, in X, unde ij,4s,...,4 sunt
elemente ale multimii {1,2,...,p}, atunci:

6171
[ 9 f
8 f 0:% 8:% e 837@'1
(x0) = (x0)-
8xi18xi2 8$i3 ce 8$il 8$i1
In general, cum indicii i1, %9, . .., se pot repeta, se prefers exprimarea
(D*F) (x0) oy (x0), unde [a] = a1 + az + -+ ap, o € N, k = T,p
X e Xp), un ol =« (0% cee Op, X ) = Lp,
0 0%1210%2xy...0%x, 0 ! 2 Pk p
a = (a1, 0, ..., 0p) numindu-se multi-indice p-dimensional. Daca cel putin doud dintre componentele

lui o sunt nenule, atunci derivata partiald in cauzd se numegte mixta. Altminteri ea se numeste
derivata partiald nemixta.

In cazul in care |a] = 2, derivatele mixte care pot exista sunt egale, in conditiile teoremei lui
Schwartz sau ale teoremei lui Young, teoreme ale caror enunturi (fird demonstratie) le dam aici, in
continuare.

Teorema 10.8 (H. A. Schwartz)
o%f . 9%f

Daca f: D CRP — R are derivatele partiale mizte st
8:132-893]- 895]8:752

existente pe o vecinatate a

P o) = -2 ()
al‘ial‘j 0 _al’jaaﬁi 0

unut punct interior Xg € D st aceste derivate sunt continue in xq, atunci

Teorema 10.9 (G. C. Young)
Daca toate derivatele partiale de ordinul intdi ale unei functic f : D C RP — R exista pe o
vecinatate a unui punct Xqo, interior unei multimi nevide D C D gi aceste derivate sunt diferentiabile

Fréchet in xq, atunci exristd §i coincid.

——(xg) §1 ———(x
83:1895]( 0) § 8{[,‘]6231( 0)

Mai general, dacd o functie f : D C R? — R admite derivate partiale pana la ordinul n € N*,
n > 2, continue pe multimea nevida si deschisa D, atunci

orf

8@-1 8:75@-2 e 8xip

O

8leal‘j2 . 8ij

(%0),

oricare ar fi p € N*, p <n, xg € D si (j1,J2,...,Jp) obtinut prin permutarea lui (iq,42,...,1p).

Definitia 10.8 Fie D o mulfime deschisa si nevida din RP gi f : D — R. Spunem ca f este de clasa
C™ pe D (m > 2) daca f este derivabila partial de ordinul m (in raport cu toate variabilele) pe D i
toate derivatele partiale de ordin m sunt continue pe D. Multimea tuturor functiilor de clasa C™ pe
D se noteaza cu C™(D).

Definind C*°(D) ca fiind multimea functiilor indefinit derivabile partial pe D, adicd multimea
functiilor de clasa C™ (D), Vm € N*, vedem ca are loc relatia:

C®D)c...cc™D)cc™YD)c...ct(D) cc’D).

In ceea ce priveste diferentiabilitatea Fréchet de ordin superior a unei functii f : D C R? — RY,
are loc urmatoarea definitie.



Definitia 10.9 Fie D C RP o multime nevidd gi deschisa, iar f: D — R o functie.

a) Spunem ci f este de m ori (m € N*, m > 2) diferentiabild Fréchet intr-un punct xg € D
daca f este derivabila partial de (m — 1) ori intr-o vecinatate V- C D a lui xo §i toate derivatele
partiale de ordinul (m — 1) ale lui f sunt diferentiabile Fréchet, de ordinul intdi, in Xq.

b) Spunem ca f este de m ori diferentiabila Fréchet pe D C D daci f este de m ori Fréchet
diferentiabild tn orice punct x € D.

¢) Numim diferentiald Fréchet de ordinul m a functiei f in punctul xg € D, aplicatia (d™ f) (x¢) :
R? — R definita prin

((d"f) (x0)) (w) = <u1§i(><o) + uzgsi(m) +oet upgi;(xoo ,Vu € R,

unde expresia din membrul secund inseamna ci paranteza se ridica, formal, la puterea simbolica
m, dupad formula polinomiald a lui Newton.

De exemplu, pentru m = 2, avem:

2
((d2f) (Xo)) (u) = Z &uiujﬁu = (u1,ug,...,up) € RP.
1<i,jg<p
Teorema 10.10 (Formula lui Taylor)
Fie D o multime deschisa din RP, f : D — R o functie de (m + 1) ori diferentiabila Fréchet pe
D, xo un punct din D gi Sq,(x0;7) 0 sferd deschisa inclusa in D. Atunci, pentru orice x € Sq,(x0;7),
existd un punct &, apartindnd segmentului cu extremitatile xg §i X, astfel tncdt:

F) = F0x0) + 17 () (ro)Cx = x0) + o (62F) (xo)(x = 0) + -+

o (@) (o) (x = 30) + o (@) (€)(x - ).

(m+1)

Demonstratie: Considerand un versor oarecare v € RP gi t € (—7,7), se definegte ¢ : (—r,7) — R,
prin p(t) = f(xo+tv). Cum f este de (m+ 1)-diferentiabild pe D, rezulta ci si ¢ este la fel pe (—r, 7).
In plus, vedem ci avem

k
CICI D g ; VE=T,m+1
e (t) = j;vj(%cj(X0+tV) yVE=1m+1.

X — X0

De aici, pentru v = ,cute (—rr)\ {0}, gasim:

R o®) (0) = (dkf) (x0)(x — x0), Yk = T, m.

Pe de alta parte, are loc egalitatea

t " ) gl
p(t) = (0) + ;70(0) + -+ 5™ (0) +



unde 7 = At, cu A € (0,1), Vt € (—r, 7).
Astfel, intrucat ™+ (1) = (D £) (€)(x—x0), cu € = xo+7v , deducem ci este adevirati
formula din enunt. <
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Cursul 11

Aplicatii ale diferentiabilitatii functiilor.
(Extreme fara restrictii. Functii implicite. Inversabilitatea functiilor
de mai multe variabile reale. Dependentid/independenta functionala.
Extreme conditionate.)

Una dintre aplicatiile de certd importantd practicd a diferentiabilititii functiilor reale (de una sau
mai multe variabile gi cu valori scalare) este aceea relativa la stabilirea elementelor de extrem pentru
functiile implicate in anumite probleme de optimizare, adicd in probleme care vizeaza minimizarea sau
maximizarea unei aga-numite functionale de cost, in absenta sau in prezenta unor conditii (restrictii)
precizate. Dupa exemplificarea unor astfel de probleme, prezentam aici chestiunile teoretice necesare
abordarii si tratarii cazului ce priveste extremele neconditionate, iar apoi, pe baza expunerii unor
concepte si rezultate din domeniile functiilor implicit-definite, inversabilitatii functiilor reale vectorial-
vectoriale si dependentei functionale a unui set de functii, consideram cazul extremelor cu legaturi.

Exemple de probleme de optimizare in R”

Exemplul 11.1 Metoda celor mai mici patrate pentru minimizarea abaterii unor
estimari fatd de determinari

Admitem c&, in urma unor experimente asupra unei anumite marimi fizice, s-au obtinut valorile
bi,ba, ..., by, corespunzitoare valorilor (de "intrare") ai,as,...,a, (unde p € N*). Reprezentand
punctele (ay, bg) (k =1, p) intr-un reper ortogonal din plan, facem o apreciere asupra naturii (formei)
expresiei (graficului) functiei ¢ care, necunoscutd initial, ar avea, in ag, valoarea by, Vk = 1,p.
Potrivit acestei aprecieri, estimam cé ¢ ar avea o expresie de un anumit tip (polinomial, exponential,
trigonometric etc.), ale cdrei caracteristici (parametri) ¢, ca, ..., ¢, (din R), nesupuse vreunei conditii
restrictive, se cer a fi identificate. In acest scop, folosind aga-numita metodd a celor mai mici
patrate, consideram problema minimizarii expresiei

p
Z (@(a’m C1,C2y ..., CTL) - bk)z )

k=1
in raport cu (¢1,c2, ..., c,) € R™. Prin rezolvarea acestei probleme, de extrem fara restrictii (conditii),
adic# prin gisirea solutiei (cAnd aceasta existd si este unica) (c?,c9,...,c)) € R™ | pentru care
P p )
: . 2( _ .0 0 0
min E (plag;cr,cay. .. cn) — b)) p = E (cp(ak,cl,c2,...,cn)—bk) ,
k=1 k=1

putem aprecia (in final) faptul cd marimea fizica asupra careia s-au ficut masuratorile ce au condus
la determinirile by, ba, ..., b, se supune legii y = p(z;¢cY,c5,..., ).

Precizdm (in context) cd dacd imaginea graficd a multimii {(ay, bx) | £ = 1, p} ne sugereaza faptul
cd o ar fi sd aiba o expresie liniard, atunci putem lua n = 2 si ¢(x) = c1x + co. Prin aceasta, metoda

celor mai mici patrate va consta in determinarea parametrilor c¢; si co asa incat expresia

p
> (crax + ca — by)?
k=1

s8 fie minima.



Exemplul 11.2 Realizarea unui profit maxim sau a unui cost minim intr-o productie
economica

Intr-o teorie economici, spatiul R” se interpreteazi ca fiind spatiul complexelor de bunuri de

consum, in care fiecare "bun" (produs) este caracterizat de un anumit indice ¢ € {1,2,...,n}, iar
un "complex de bunuri" este un vector x = (z1,22,...,2,) € R", unde componenta x; inseamna
cantitatea in care se gaseste "bunul" i. "Unitatea" bunului ¢ este e; = (0,0,...,0,1,0,...,0). Dreapta

reals este interpretatd ca multimea "valorilor", exprimat# in "unititi de cont". Intr-un astfel de
context, un "sistem de preturi" este o functie ce asociaza fiecdrui "complex de bunuri" o anumita
valoare. Se considera, in mod firesc, cd un "sistem de preturi" este un element din dualul lui R",
adicd o aplicatie liniard p = (p1,p2, ..., Pn), unde p; este pretul unitar al "bunului" . Astfel, pentru
complexul de bunuri x € R", valoarea sa in raport cu sistemul de preturi p este datd de < p,x >,
n
anume »  p;T;.
i=1

Considerand multimea R, a vectorilor x = (z1,%2,...,2,) € R™ cu componente nenegative,
comportamentul unui consumator este apreciat in teoria economica printr-o functie de utilitate u :
R" — R, functie ce poate determina o aga-numita "relatie de preferinta" ” <” pe multimea R}, definita
prin: y < x < u(x) < u(y).

Daca o firma (intreprindere) produce un anumit "complex de bunuri", se poate pune problema
realizarii respectivei productii astfel incat cheltuielile de productie sa fie minime sau/si profitul de
productie si fie maxim. Prin studii economice adecvate, se utilizeaza, in acest sens, o functie de cost
corespunzatoare contextului si o functie de profit convenabil stabilita.

Cand optimul functiei obiectiv (de cost sau /si profit) se cere a fi gésit, in situatia in care multimea
complexelor de bunuri este R, spunem c& avem de-a face cu o problema de extrem fara restrictii.
In caz contrar, cand multimea productiilor nete ale unei intreprinderi (firme), notatd cu K, este o
submultime proprie a lui R} ce contine Orn, problema optimizarii functiei de utilitate u, pe K, este
una de extrem conditionat. Problema in cauza este de "programare liniard" ori de cate ori atat functia
de optimizat, cat si relatiile ce definesc multimea K sunt liniare. Daca functia obiectiv este patratica
sau convexa, iar K este convexa, atunci problema de optimizare considerata se numegste problema de
optimizare patratica si respectiv convexa, cu restrictii.

Exemplul 11.3 Problema entropiei informationale maxime

Introdusd, ca notiune matematicd, de Claude E. Shannon (1947), entropia reprezintd o functie ce
corespunde cantitdtii de informatie livratd (oferitd) de o anumitd sursé, prin intermediul unui anumit
limbaj, semnal electric sau figier (informatic) de date. Functia respectiva, notata cu H, este definita
pe multimea variabilelor aleatoare

X_( 1 2 .. n)
b1 P2 ... DPn
gl are expresia
n
H(X)=-=> ps-log,pr,
k=1

unde pj, este probabilitatea (py € (0,1)) cu care se transmit (se percep) k informatii transmise de o
n

sursd (sau mai multe surse ce actioneazid concomitent), iar g pr = 1.
k=1
O astfel de functie (entropie) se utilizeazd, de exemplu, in "analiza" matematicd a silabelor din
limba roména, caz in care, luAnd n = 6496 (numaéarul total al silabelor existente in limba roméana) si



pr egald cu raportul dintre frecventa globala a silablei aflate pe pozitia k (in clasamentul obtinut prin
ordonarea descrescatoare a silabelor dupa frecventa lor in limba romand) si numarul total de aparitii
ale silabelor, s-a g#sit valoarea lui H egald cu 8.621. Cand se ia n = 56 (numérul total de tipuri
consoand-vocald) care intrd in componenta silabelor) si py este probabilitatea de aparitie a tipului k
(in ordinea frecventei de aparitie), se gaseste H = 230.

Tot o functie de entropie de tip Shannon este i cea de expresie

()

unde A; este suprafata (aria) proiectata a fetei ¢ a unui obiect ce se doregte observat dintr-un anumit

A
punct P din spatiu, 47 este misura unghiului solid (sferic) de raza 1, iar 4—1 reprezinta gradul de
™

vizibilitate, pentru fata de rang ¢, din punctul P. O asemenea functie se foloseste in scopul alegerii
celei mai bune pozitii a punctului P pentru observarea obiectului cu fetele 1,2,..., N.

Relativ la functia H, se pune problema stabilirii clasei optime de distributie a variabilei aleatoare
X, astfel incat valoarea H(X) si fie maxima. Cu alte cuvinte, intereseazad care sunt probabilititile
P1,D2,- .., Pp pentru care expresia lui H(X), adica

n
—> " prlogy p,
k=1

n
are valoare maxima pe multimea {(pl,pg, ceoypn) | Pi€(0,1),i=1,n, ) pp= 1}.
1

Extreme libere (fara legaturi)

Fie f : A CR"™ — R o functionala reald pe A # @ si xg € A.

Definitia 11.1  a) Punctul xo se numeste punct de extrem local (similar spus, relativ) al
functiei f daca exista o vecinatate V€ V(xg) asa incdt (f(x) — f(xo)) are semn constant sau
este nula pe VN A. Atunci f(xg) se numeste valoare extremda locald a lui f (pe VN A).

b) Punctul xg se numeste punct de maxim (respectiv punct de minim) local (sau relativ) al
functiei f cand are loc relatia:

f(x) — f(x0) <0 (respectiv f(x) — f(x0) >0), Vx € VN A.

Daca, in inegalitatile acestea, avem f(x) — f(x0) = 0 numai cind x = xq, spunem cd Xy este un
punct de mazxim (respectiv minim) local, strict.

¢) Daca f(x) — f(x0) < 0 (respectiv f(x) — f(x¢) = 0), Vx € A, atunci xo se numeste punct de
maxim (respectiv minim) absolut (sau global) pentru f. In acest caz, "extrema” f(xg) este
valoarea mazxima (respectiv minimd) absolutd (globald) a lui f.

Observatie: Orice punct de tipul xg, de extrem (maxim sau minim) absolut pentru o functie f,
este intotdeauna punct de extrem relativ, pentru f. Nu si reciproc.

Definitia 11.2  a) Problema determinarii punctelor gi valorilor de extrem, locale sau globale, ale
unei functii (functionale) f : R™ — R, in absenta oricirei conditii restrictive asupra argumen-
tului lui f, se numegte problemad de extrem liber (neconditionat sau fara legaturi).



b) Problema determinarii elementelor de extrem ale unei functic f : A C R™ — R, in conditiile
in care se cere punctului de extrem sd aparting unei anumite mullimi (de restrictii) B C R™
(B # @), se numeste problema de extrem (maxim sau minim) cu legaturi (sau problema
de extrem conditionat).

Teorema 11.1 (Fermat)
Fie f : ACR" - R gixg € A. Daca xg este un punct de extrem al lui f, iar f are derivate
partiale de ordinul intdi in xq, atunci derivatele respective se anuleazd in xg.

Demonstratie: Daca xg € A si exista —f(xo), atunci, in conformitate cu Definitia 10.5 d), avem:

ot to) — fx0)
of . J(xo +teg) — f(xo
By 0) = i :
global, inregistram: f(xo + teg) — f(xo) < 0, Vt € V € V(0), cu Vp = (a,b), a < 0 < b. Astfel,
f(xo +tey) — f(xo0) f(xo +tex) — f(xo0)

. In cazul in care x¢ este un punct de maxim al lui f, local sau

0
< 0. Deci —f(xo) = 0. Cand xq este punct

lim > 0 si lim

t—0 t t—0 t aZL’k

t<0 t>0

t — t -
de minim al lui f, avem }iH(l) fxo+ elz) 1 (x0) <0si }Iir% f(xo+ e];) f(xo0) > 0. Prin urmare,
1<0 >0
L . Of
rezultd gi atunci c& ——(xq) = 0. <

Oz

Observatie: Daca xg € A este un punct de extrem al unei functii f : A C R™ — R, cu gradient
in xg, atunci, potrivit Teoremei 11.1, gradientul lui f in xg, adica (V) (xo) este vectorul nul Ogn.

Definitia 11.3 Fie f : ACR" - R gixg € fi, astfel incat f este diferentiabila Fréchet (de ordinul
intdi) in xo. Punctul xg se numegte punct critic (sau punct stationar) al functiei f daca (df) (xo) =
Oﬁ(Rn;R), adica (Vf) (Xo) = Opn.

Observatie: Intrucat ((df) (x0))(v) = ((Vf) (x0),V) , Vv € R? Teorema 11.1 afirmi ci orice punct
de extrem (local) care apartine interiorului multimii A (de definitie a functionalei f : A C R™ — R) si
in care f este diferentiabild Fréchet constituie un punct critic al lui f. Reciproca nu este adevarata,
dupd cum se poate vedea in cazul functiei f : R? — R, f(z1,72) = 23 + 25 — 32172, cu punctul
critic (1,1) (deoarece ﬁ(1,1) = 327 — 3a|py—1.09=1 = 0 51 ——(1,1) = 323 — 321 |z,=1.09=1 = 0).

8:1:1 ’ 81’2 )
Se constatd ca diferenta f(x1,z2) — f(1,1) = 2} + 23 — 32122 + 1 este, pentru x5 = 1, egald cu
(1 — 1)(x1 — 2) ceea ce inseamnd ca f(1 —a,1) — f(1,1) = (—a)(—1—a) =a(l+1) >0, Va > 0si
f(1+0,1)— f(1,1) =b(b—1) <0,Vb € [0,1]. Deci, in punctul (1,1), functia f din acest caz nu are
nici minim gi nici maxim local, nesatisficand Definitia 11.1.

Definitia 11.4 Un punct critic al unei functii (diferentiabile) f : A CR™ — R care nu este punct de
extrem al lui f se numegte punct sa pentru functia f.

Pentru functiile diferentiabile de cel putin ordinul al doilea intr-un punct critic exista criterii
(conditii suficiente) de discernere a punctelor de extrem sau a punctelor sa, adica criterii de identificare
a punctelor de extrem sau sa printre punctele critice ale respectivelor functii.

In acest sens, pentru cazul in care n = 1, are loc urméitorul rezultat:

Teorema 11.2 Fie A C R un interval, xg € A gi f: A— R o functie de n (n > 2) ori derivabila in
xo. Daci f'(z0) = f"(x0) = ... = f®D(x9) =0 gi £ (x0) # 0, iar n este par, atunci zq este punct



de extrem local pentru f si anume: punct de minim local, cand f(”)(:vo) > 0 sau punct de mazxim local,
cind f(”) (z9) < 0. Daca, in acest context, n este impar, atunci o nu este punct de extrem local al lui

1.

Demonstratie: Considerand functiile Rs(-;x9) : A — R si go : A — R, definite prin R¢(z;20) =

rT—x T — x9)" . . )
1) F o)~ Z 2 o) =+ TN 1) )i () = (o), W € A, vedem e By (20) s
go sunt derivabile de n ori in 29 € A si R;k)(mo; xg) = g[()k) (rg) =0,Vk=1,n—1, iar R;n) (zo;20) =0

. R.(z;x R ;T .
si g(()n)(:no) = nl. Atunci: lim LGED) = i f(—o)_ =...= lim M 0 0. In
z—wo (x — )" w—won(x — xo)" L r—x0 g(()”) (z) n!
consecinta, avem
f(z) = flzo) + = ;'xof'(xo) +o (x_nu;co)f(”)(xo) + Ry(z;20),Va € A,
Ry(z;20)

cu Ry(-;20) : A — R astfel incat lim = 0. Definind a : A — R prin

T—x0 (x — xo)”
(@5 20)

a(z) = (z — x0)"
0 , daca z = xo,

, dacdze A\ {x0}

putem scrie

T — X T — x9)" T —xg)"
Fla) = flzo) + 20 o) 4o+ E I g0 g 4 N ) v e 4,
unde « este continué si nuld in zg. Adicé, pentru f, are loc formula lui Taylor de ordin n, cu rest de
_ n
tip Peano (Ry(z;x0) = Ma(m)) in vecindtatea lui zp. Cum, prin ipoteza, f'(zo) = f"(x0) =
n

o= f0 D (29) =0 i f(”)(xé)) # 0, rezultd cd avem:

(z — xo)"

f(@) = flao) + =1 [ £ (@0) +a(2)] ,Va € 4.

In acelasi timp, deoarece lim a(z) = 0, avem:
T—TQ

lim | £ (z0) + afx)| = ) (w0) #0.
T—T0
Gratie continuitatii lui « in xg, existd V' € V(x) asa incat, pe baza relatiei de imediat mai sus, semnul
expresiei functiei a(x) 4+ f(")(x0) este constant i anume egal cu semnul numarului £ (zg). Atunci

sign (f(x) — f(xo)) = sign <[f(")(xo)] : [W}), Ve € VN A sideci, dacd n este par, avem

(x —z0)" >0,V e (VNA) \ {zo}, ceea ce implica faptul ca sign (f(z) — f(zo)) = sign <f(”)(xo)).
In consecinti, cand f(™(z9) > 0, obtinem f(x) > f(x), Yz € (VN A) \ {z0}, ceea ce spune ci xg
este un punct de minim al lui f, iar cand f(™(z0) < 0, gésim ci f(x) > f(zo), Vo € (VN A) \ {0},
aceasta insemnand ci xg este punct de maxim al lui f. Daca n este impar, (z — )" are semn variabil

pe VN A i, la fel, se va petrece atunci cu semnul diferentei f(x) — f(xg), ceea ce ne spune ca g este
un punct ga pentru f si nu un punct de extrem. <



Teorema 11.3 Fie f: A CR"™ — R o functie ce are pe xg € A ca punct critic. Daca f are derivate
partiale de ordinul al doilea continue intr-o vecindtate a lui xqg, atunci:

i) cand ((d f Z 3 8 (x0)vivy >0, Vv = (v1,02,...,0,) € R" \ {Orn}, punctul xg
57 0i0z;
este unul de minim pentru functia f, iar cand ((d*f) (x0)) (v) < 0, Vv € R™ \ {Ogn}, punctul
xg este unul de mazxim pentru f;

i1) cand (d2f) (x0) este o forma patratica nedefinitd (adicd 3v" # Ogn §i v" # Orn din R™ astfel
incat ((d*f) (x0)) (v') < 0 si ((d*f) (x0)) (v'") > 0, x¢ este punct sa pentru f (nefiind punct de

extrem);

iti) cand (d*f) (xo) este o formd patratici semidefinit pozitiv (sau negativ), adica ((d*f) (xo)) (v) >
0,Vv € R" gi exista v/ € R™ \ {Opn}, astfel incdt ((d> ) 0)) ( ) =0 (respectiv ((d*f) (x0)) (v)
0, Vv € R" gi existi v € R™ \ {Ogn}, astfel incat ((d*f) (x0)) (v'") = 0), nu putem stabili natura
punctului stationar xg cu ajutorul diferentialei (d2f) (x0) -

IN

Demonstratie: Deoarece f are derivate partiale de ordinul al doilea continue pe o vecinitate V a
lui x¢ (vecindtate pe care, fird a restrange generalitatea prezentului rationament, o putem considera
de tip sferic, adicd, mai precis, V = S(xg;r) C A), f este diferentiabild (Fréchet) de doud ori pe V si

deci existd a: V' — R, aga incat lim a(x) = a(xg) =0 si
T—T0

£ = Fs0) + 5 (07 x0)) (= x0) + o ((d2F) () = 30) + S e — o2 v € V.

in conformitate cu formula lui Taylor pentru functii de mai multe variabile.
Cum x este punct stationar pentru f, avem (df (xo)) (x —x¢) =0, Vx € V. Atunci:

09— x0) = B ) ) (Z2280) o] cvxe v G

2! |x — x|

Totodatd, multimea M = {y = ol |xeV\ {Xo}} C {z e R" | ||z]| = 1} este marginita si inchisa
(in raport cu topologia uzuald pe R™), fiind deci compactad. Teorema lui Weierstrass, aplicatd functiei
f €C?(V), ne asigurd ci y € M s ((d2f) (XO)) (v) este o functie marginita, care igi atinge marginile

m = injﬁl o(y) si M = supo(y). In cazul i), ipoteza ((d2f) (x0)) (v) > 0, Vv € R, cu v # Ogn, ne
NS yeM
asigurd cd& m > 0. Cum « este continud in xqg si a(xg) = 0, existd d(m) > 0 astfel incat |a(x)| < m,

Vx € S (x0;6(m)). In consecintd, avem

\V—XﬂQ{ 2 <X_XO> ]
X) — Xg) = d X0 +Oé X >
I3 — xol|”
2!
ceea ce inseamna ca xg este un punct de minim local al lui f.
In cazul i), atunci cand ((d*f) (x0)) (v) < 0, Vv € R™ \ {Ogn}, avem M < O si, ca mai sus, pe
baza continuitatii lui « in xg i a faptului ca a(xp) = 0, deducem ca exista S (xo;n(M)) astfel incat

09 = x0) = B0 ) ) (222 + )] <

[l = ol

[m+ a(x)] > 0,Vx € (S (x0,0(m))NV) \ {xo},



3 — o]
2!
ceea ce Inseamna ca xg este punct de maxim local pentru f.

In cazul ii), cand ((d*f) (x0)) (v) este nedefinitd, existand v’ € R™ si v” € R", vectori nenuli,
pentru care ((d*f) (x0)) (v/) < 0 si respectiv ((d*f) (x0)) (v"') > 0, putem vedea ca functiile scalare
t— f(xo+tv') sit— f(xo+ tv"”) au punctul critic ¢ = 0 si derivata de ordinul al doilea in ¢t = 0
strict negativa, respectiv strict pozitiva. Prin aplicarea Teoremei 11.2 , rezultd ca t = 0 este punct
de maxim pentru prima dintre functii i punct de minim pentru cea de-a doua. Asgadar, punctul xq,
corespunzator lui ¢ = 0, este de maxim pentru f, pe directia v’ i, simultan, punct de minim, pe
directia v”. Deducem astfel c& xo nu este punct de extrem al functiei f, ci punct sa. In fine, in situatia
iit), cand ((d® fz (x0)) este o forma patratica semi-definitd pozitiv sau negativ, existd v € R" \ {Ogn},
astfel incat ((d f) (Xo)) (v) = 0 i, atunci, pentru x = xg + v, avem:

[M + a(x)] > 0,Vx € (5 (x0,n(M)) N V) \ {x0},

F) = f(x0) = 3 Ix — xollPa(x).

Cum semnul lui a(x) nu este cunoscut, nu putem stabili, pe baza acestei relatii, natura punctului xg
(de a fi sau nu punct de extrem). <

Observatie: Avand in vedere ci, in ipoteza f € C2(V), matricea formei pitratice ((d2 f) (XO)),
0% f

8xi8xj
1<5<n

baza criteriului lui Schwarz ( v. Teorema 10.8 ), simetricd, se poate spune cé toate valorile proprii
ale acesteia sunt reale. Atunci, tinind seama de Teorema 8.5 i de Teorema de inertie a lui Sylvester
(Teorema 8.2), se poate afirma cd forma patratica ((d2f) (x0)) (v), adicd < Hy(xo)(v),v >, este
pozitiv-definitd atunci cand toate valorile proprii ale matricii Hy(xo) sunt pozitive. Analog, forma
patratica ((d2 f ) (xo)) este negativ definita cand toate valorile proprii ale matricii Hf(xg) sunt negative.
In fine, dacd matricea H(xo) are valori proprii atat din R*, cat si din R*, atunci ((d2 f) (x0)) este
o forma patratica nedefinitd. Combinand aceste remarci cu Teorema 11.3, putem formula urmatorul
rezultat.

adicd matricea ( (Xo)) ey denumita hessiana lui f in x¢ si notata cu Hy(xq), este, pe
<i<n

Propozitia 11.1 Fie A # 9, A C R", xq € A Ve V(xo) i f : A — R astfel incat f € C*(V).
Daca V f(x9) = Ogrn, atunci xg este un punct de mazim local al lui f , cand H¢(xo) are toate valorile
proprii negative i punct de minim local pentru f, cand H¢(xo) are toate valorile proprii pozitive. Cand
Hy(xo) are cel putin doud valori proprii nenule si de semne contrare, atunci punctul critic xo este un
punct sa pentru f . Daca toate valorile proprii ale lui H¢(xo) sunt nule, nu putem decide natura lui
XQ-

In mod asemanator, tinidnd seama de Teorema 8.12, cat si de observatia ce imediat o succede,
putem formula, in virtutea Teoremei 11.3, urmatoarea propozitie:

Propozitia 11.2 Fie A, xo, V si f ca in enunful Propozitiei 11.1, iar Ay = 1, Ay = det[a11],

a1 a o .
Ny = det[ o2 o, A, = det [(aij)lggn} minorii principali ai matricii (a;;)1<i<n, unde
a21 G22 1<j<n 1<j<n
0% f
a;; = ————(xq), Vi,7 = 1,n. Avem:
i aIi(%j( ), Vi, j =1,

i) Daca Aj > 0, Vj =1,n, atunci ((dzf) (Xo)) este pozitiv definita si deci punctul critic xo este
unul de minim pentru f.



i) Dacd (—1)7T1A; <0, Vj = 1,n, atunci ((de) (x0)) este negativ definitd i deci xq este punct
de mazim al lui f.

iii) Daca A; >0,V j=1,n sau (—=1)7T1A; <0,Vj =1,n si existd cel putin un rangi € {1,2,...,n}
pentru care A; = 0, in fiecare din cele doud situatii, atunci (d2f) (x0) este semi-definita pozitiv,
respectiv negativ, $i nu putem decide, cu ajutorul formei patratice (d2 f) (x0), natura punctului
XQ-

nu este in nici unul dintre cazurile de la i), i) sau i), atunci forma

w) Daca girul (A;);_15
patratica (d2f) (x0) este nedefinita si deci xg nu este punct de extrem, ci punct sa al lui f.

Observatie: In cazul particular in care n = 2, Propozitia 11.2 revine la a spune ci, dacg f : A C

R? — R este de clasi C2 pe o vecindtate a unui punct critic (pentru f) xo € A si adoptdm notatiile
_f _Of _Pf
b= aix%(xo)’ q= 021073 (Xo) , T = 871‘%

(x0), atunci:

i) cand p > 0 si pr — ¢ > 0, punctul xo = (:n(f, mg) este de minim pentru f;

i

cand p < 0 si pr — ¢® > 0, punctul xg este unul de maxim pentru f;

iii) cand pr — ¢ < 0, xo nu este un punct de extrem al lui f;

1v

)
)
) cand pr — ¢ = 0, nu putem stabili natura lui x¢ prin intermediul diferentialei a doua a lui f in
XQ-
De pilda, revenind la Exemplul 11.1, relativ la metoda celor mai mici patrate, cu ¢ de expresie

liniars, se vede ci functia f : R?2 — R, definitd prin

(crag +c2 — bk;)2

MN

f(clv 02) —

B
Il
—

este, evident, de clasi C% pe R? si are gradientul V£ nul in acel punct (c(l), cg) pentru care:

( l
of
90 (c(l), cg) = 2;(09% +cd—bpap = 0
of l
90 (f,e8) = 22(0(1)% +8—b) = 0.
\ k=1

Rezolvand acest sistem algebric liniar, echivalent cu sistemul
¢ I ! l
EDILERT) S IS
— k=1

k=1 k=1

I I
0 2,70 _
A ai+1 = > by,
k=1



al carui determinant

k=1 k=1
l
2:(% l
k=1
! 2
are valoarea lZaz — (Z ak> — nenuld, cdnd nu suntem in situatia a; = ag = ... = a;, pe baza
k=1

inegalitatii lui Cauchy—Sch_warz-Buniakowski — obtinem:

0 k=1 k=1 k=1 .
= z 2 81
2
i (o)
k=1 k=1
! ! ! !
O — k=1 k=1 k=1 k=1
2 I ! 2
2
Iy ap— ( ak>
k=1 k=1
0? 0?
Cum, in acest caz, avem p = (9C£ c?,cg = QZ ag,q = der 8f (c(l),cg = QZ% sir= 65 (c(l), cg)
k=1
2l, rezulta ca, atata timp cat ai,as,...,a, sunt nenule si nu toate egale, suntem in situatia in care

2
p>0sipr—q¢> =4 lZa% — (Z ak> > 0, ceea ce Inseamnd ca punctul (c(l), cg) este unul de

minim pentru actuala functie f.

In continuare, deoarece pentru abordarea teoretici a unei probleme de extrem cu restrictii (legaturi)
avem nevoie de elemente relative la notiunile de functie implicita, inversabilitatea unei functii de mai
multe variabile reale si dependenta functionald a unui set de functii, prezentam, pe scurt, astfel de
notiuni gi, fard demonstratii, rezultate de baza care le privesc.

Functii implicite

Definitia 11.5 Fie ecuatia F(z1,%2,...,2Zn,y) =0, unde F: Ax BCR" ™ - R, ACR" si BCR.

O functie f : A — R este o solutie, in raport cu y, a ecuatiei F(x1,x2,...,2n,y) = 0, pe multimea
A, daca, pentru orice (x1,x2,...,Ty) € A, avem:

F(zi,z9,...,2n, f(x1,22,...,2,)) = 0.
O asemenea functie y = f(x1,x9,...,2y), definita prin intermediul ecuatiei F(x1,22,...,Tn,y) =0

se numeste functie implicitd sau functie definita implicit.

Observatii:



a) Dacd notdm (x1,x2,...,2,) cu x, ecuatia F(x1,x2,...,2,,y) = 0 se poate rescrie sub forma
F(x,y) =0, iar solutia y = f(x1,22,...,%,) se redd prin y = f(x).

b) O ecuatie F'(x,y) = 0 poate si aibi, pe A, mai multe solutii sau nici una. De exemplu, ecuatia
F(z,y) =0, in care F : A x R — R este definitd prin F(x,y) = y*> — x, unde A C R* , nu are
nici o solutie, pe cand dacd A C R* ea are doud solutii: y = —v/z si y = /.

Teorema 11.4 (a functiilor implicite)
FieF: Ax BCR" R, ACR", BCR, a=(a,as,...,a,) €A sib€ B.
Daca

.7) F(a7 b) =0,
4j) exista U x V. C A x B, vecinitate a punctului (a,b), astfel incat F € CY(U x V),
oF
i O 2o
i) 3y (a,b) # 0,
atunca:

i) exista Uy C U - vecinatate deschisa a punctului a,o vecinatate deschisa Vo C V' a punctului b gi
o functie unica f : Uy — Vo, astfel incat f(a) =b gi F (x, f(x)) =0, Vx € Up.

ii) fecH(Uo) si

0
)
(x)=—F52—,Vi=1,n,Vx €l
0w oF
i (51

i) Daci F € CH(U x V), k € N*, rezultd f € C*(Up).

Definitia 11.5 si Teorema 11.4 pot fi extinse la sisteme de ecuatii si de functii implicit-definite.
Astfel, avem:

Definitia 11.6 Un sistem de ecuatit

Fl(xl7$25"'7xn;y17y25"'7y’m) - 0
FQ(meQa"'7xn;y17y27"'7ym) - 0
Fm(xlal‘%"'7$n;ylay23--'7ym) = Oa

in care Fj, : Ax B C R"™™ — R sunt functii de expresii cunoscute, cu A C R"™ si B C R™, se numeste
sistem de functii implicite.

O solutie a unui astfel de sistem, cu necunoscutele y1,y2, ..., Ym, este un set de m functii reale
(implicit-definite)

y1 = filz,22,...,25)
Y2 = fg(xl,xQ,...,acn)
Yn = fm(CUl,iUQ,...,l’n),

cu fr: A— R, Vk =1, m, satisfacind relatiile:

Fr(xzy,29,. .. xn; fi(z1, 22, ...y Tn), .o oy fm(T1,22, ..., 2p)) = 0,VE =1,n.



Teorema 11.5 (a functiilor vectoriale implicit-definite)
Fie sistemul de ecuatit

Fl(thQa"'7xn;y17y27"'7ym) - 0
F2(x17$27"'7xn;y17y27”'7ym) - 0
Fo(z1,22, .., T Y1, Y25 -+ Ym) = 0,
in care F, : Ax B - R, ACR", BCR™ Vk=T1mn s (29,29,...,29:99,49,...,4%) un punct
interior al multimii A x B (adica (29,29,...,2%) € A si (v9,49,...,4%) € B).
Daca

1) Fr(z9,29,...,2999, 09, ...,48) =0, VEk =T1,n;
2) exista U x V. C A x B, o vecinitate a punctului (Xo,y0) (cu xo = (29,29,...,20) si yo =
(¥9,99,...,48)), astfel incat Fy, € CL({U x V), Vk =1,m si

D(Fy, Fs, ..., Fy)
D(y1,y2,---,Ym)

3) jacobianul este diferit de zero,

Jjsm
k<m

OF;
(x0,y0) = det (%Z(XO,YO)>

I\ IN

1
1
atunczi:

a) exista o vecinatate deschisa Uy a punctului xo, cu Uy C U C R", o vecinatate Vp, deschisa, a
punctului yo, cu Vo €V C R™ i o functie unici | : Up — Vo, f(x) = (f1(x), fa()s- - -, (),
astfel incdt fj(xo) = y?, Vi=1m si Fj(x,f(x)) =0,Vj=1,m, Vx = (21,22,...,2,) € Up;

B) Functiile f1, fa, ..., fm sunt de clasa C* pe Uy, avand derivatele partiale de ordinul intdi, pe U,
date de formulele:

D(Fl,an-"va) (X,f(X))

O fr D1,y Yk—1, i Ykt 15 - - - s Ym) .

X) = — L s 0 NVxe Uy, Vk=1m,i=1,n.
(%1( ) D(Fl,FQ,...,Fm)(X f(X)) 0
D(yhy%"'?ym) ’

v) daci Py, Fy, ..., fm € CHU x V), 1 € N*, atunci fi1, fa, ..., fm € C'(Uo; Vo).

Inversabilitatea functiilor diferentiabile, de mai multe
variable reale

Se stie ca un sistem algebric liniar de tipul

01171 + a12T2 + - + a1y = Y1

a21%1 + A22%2 + -+ 2T = Y2 | cuay € R,Vi,j=1,n,

Ap1T1 + Ap2%2 + - + ATy = Yn



are o solutie unicd daca gi numai daca det |:<az’j)1§i§n:| # 0. Altfel spus, functia f : R® — R", cu

15j<n
expresia
1171 + 1222 + -+ + A1pTn
flxy,z2,. .., 2,) = | Q2171+ ageze + -+ agmTy -
an1T1 + 22 + -+ + ApnTy
adicd, matriceal, f(x) = Ax, unde x = (21,22,...,2,) € R" §1 A = (a;j)1<i<n — este bijectiva (si ca
15j<n
atare, tnversabila in vecinatatea oricarut punct xy = (x(l),xg, ...,22) € R"; adicd inversabild
. . D 1 Dy e ee
global) dacd si numai daci o f2- o Jn) (x) =det A #0.

D(x1,xa,...,2,)
Extinderea unui asemenea rezultat la cazul sistemelor neliniare de forma

filzy,ze,..2n) = w1
fg(ﬂ?l,m'g,...,xn) = Y2
fTL(:C].)ny"')xn) = Yn,

se poate face, de reguld local, in virtutea urmatoarei teoreme:

Teorema 11.6 (de inversabilitate locala)

Fie A CR™ o multime nevida si deschisa, iar f : A — R™ o functie de clasi C* pe A. De asemenea,
fie xg € A. Daca (df) (xo) este o bijectie (liniara) de la R™ la R™, adica daca det(Jf(xo)) # 0, atunci
existd o vecinatate deschisd U a lui xg, U C A i o vecinatate deschisa V' a lui f(xo), astfel incdt
f:U —V si fie de clasi C' pe V. In plus, dact f este de clasi CF de la U la V, atunci f~1 este tot
de clasa C*, de la V la U.

Observatii:

i) Teorema 11.6 poate fi reformulata dupa cum urmeaza: "O functie f : A CR" — R", f € C(4),
este inversabila in vecinatatea oricarui punct xo € A in care (df) exista si este inversabila (ca
aplicatie liniara de la R™ la R™)".

ii) In conditiile Teoremei 11.6,cu f € CH(U; V) si f~1 € CH(V;U),avem: (df) (x)o(d (f7)) (f(x)) =
(d () (f(x)o(df) (x) = I(x), Yx € U. Asadar, putem scrie: (d (f71)) (f(x)) = ((df) ()"t

Adicd, matricea jacobiand Jy-1, calculata in punctul f(x), este inversa matricii J¢(x). Acest
fapt permite calculul derivatelor partiale ale lui f~! in functie de derivatele partiale ale lui f.

Dependenta sau independenta functionala a unui ansamblu de functii

Definitia 11.7 Fie A C R" o multime nevida, iar f1, fo,..., fm, cu m < n, functii definite pe A i
cu valori in R. Se spune despre o functie fo : A — R ca depinde (esteNdependentd) functional
(sau ci este functional-dependenta) de fi, fa, ..., fm, Pe A C A (cu A # &), daca, oricare ar fi



Xg € IZL existd o vecinatate U € V(xq) gi o functie p : V. — R, unde V' este o vecinatate a punctului

(f1(x0), f2(%0),- - -, fm(x0)), astfel incdt:
fox) = o (f1(x), f2(X), -, fm(x)),¥x € U N A

Altminteri, fo se numeste functional-independenta de fi, fo, ..., fm, pe A.

In context, despre un ansamblu finit de functii de la A in R se spune ci este in dependentd
functionald atunci cand una dintre functii este dependentd functional de celelalte. In caz contrar,
ansamblul respectiv este denumit independent functional.

Propozitia 11.3 Fie A CR" o multime nevida gi deschisa, iar f: A — R™ (cum < n) o functie de

oFf:
clasa C' pe A, de componente f1, fo, ..., fm : A — R, a cirei matrice jacobiand Jp = ( fl) are
O0zj ) 1<i<m
1<j<n
rangul maxim (adicd m) in orice punct din A. Atunci, o functie fo : A — R, de clasid C' pe A, depinde
functional de f1, fa, ..., fm dacd si numai daca exista m functii continue ¥,vq,...,1%,, : A — R astfel

Incat
(dfo) (x) = > 4y (x) (dfy) (x), ¥ x € A.
k=1

Altfel spus, in ipotezele Propozitiei 11.8, fo depinde functional de fi, fa,..., fm daca dfy se poate
exprima, pe A, ca o combinatie liniard de dfy,dfs, ..., dfm.

Teorema 11.7 (a dependentei functionale)

Fie A CR"™ o multime deschisd si nevida, iar f : A — R", cum < n, de componente f1, fo,..., fm :
A — R, o functie de clasi C' pe A, a cirei matrice jacobiand Jj are rang constant —r < m — in orice
punct x € A. Atunci functiile f1, fo, ..., fm satisfac, local, m — r relatii de dependentd functionala.

Cu alte cuvinte, daca rang J;(x) = r < m, Vx € A, atunci doar r dintre functiile fi, fa,..., fmm
sunt functional independente, iar celelalte m — r sunt dependente de acele r functii independente intre
ele.

Extreme cu legaturi

In realitatea obiectivi, pe langd situatiile in care se cer rezolvate probleme de extrem libere, far
restrictii, precum cele din Exemplele 11.1 si 11.2, in parte, se intalnesc si cazuri de probleme in care
extremele unei functii se cautd in conditiile satisfacerii, de catre argumentele functiei respective, a unor
relatii de legdturi intre ele. In asemenea cazuri, extremele respective poartd denumirea de extreme
conditionate sau, echivalent, extreme cu legaturi, legaturi ce se exprima, adeseori, prin relatii de
egalitate.

Analizam aici urmétoarea situatie, in care D este o multime deschisd, in raport cu topologia uzuala,
din R” x R™ (n,m € N*), iar f : D — R si g: F — R™ sunt functii de clasi C! pe D, astfel incat se
cautd punctele de extrem ale functiei f, supuse la conditia suplimentara g(x,y) = 0, unde x € B C R"
sSiye ECR™ cu BxECD.

Notand cu A multimea {(x,y) € D | g(x,y) = Orn} si cu g1, g2, ..., gm componentele functiei g,
se vede ca problema de mai sus cere, de fapt, determinarea punctelor de extrem ale restrictiei lui f
la A, adicd acele puncte de extrem ale lui f care satisfac, simultan, relatiile g;(x,y) = 0, g2(x,y) =
0,...,9m(x,y) = 0. Cum g1,¢2,...,9n sunt continue, rezultd cd g este continuid si deci A este o
multime inchisd, in raport cu topologia amintitd. Dacd B si E sunt marginite, atunci si A este
marginitd. In acest caz, fiind inchisi si marginitd, A este o multime compactd. Ca atare, fiind



continud pe A, f va avea, cu siguranta, puncte de extrem in A. Se mai pune, deci, doar problema
determinarii lor. In acest scop, este de observat cd metoda de evidentiere a acestor puncte, folosita
in cazul extremelor libere, nu este de utilizat, deoarece punctele lui A vor apartine interiorului acestei

multimi dacd gi numai dacd g1 = gs = ... = g, = 0, ceea ce ar insemna, de fapt, cd nu am mai avea
o problema de extrem cu legaturi.
Pentru tratarea problemei de extrem cu legaturile nenule g1, go, ..., gm, am putea incerca sa uti-

lizdm teorema functiilor implicite (Teorema 11.4 sau Teorema 11.5) pentru a solutiona mai intai
sistemul gx(x,y) = 0, Vk = 1,m, in raport cu y. Scotdnd y = ¢(x), am putea reduce problema
initiald de extrem la o problemi de extrem liber pentru functia obiectiv f(x,p(x)), cu x € B. In
aceastd situatie am putea studia extremele lui f(x, ¢(x)) pe calea prezentatd in prima parte a materi-
alului de fata. Procedeul ar fi insa dificil de folosit in practica, deoarece, in general, ecuatia vectoriald
g(x,y) = 0 € R™ ar fi greu de rezolvat in raport cu y si, chiar dacd, teoretic, acest lucru ar fi posibil,
nu ar fi ugor de ajuns la f(x, ¢(x)).

Iata de ce, in realitate, se foloseste aga-numita metoda a multiplicatorilor lui Lagrange,
descrisa in teorema care urmeaza dupd definitia datd in continuare.

Definitia 11.8  a) Se spune ca (xg,y0) € A este un punct de extrem local al functiei f : D C
R"™ — R, cu restrictiile g1(x,y) = 0,g2(x,y) = 0,...,9m(x,y) = 0, unde g : D — R,
Vk=1,m, (sau cd (xg,yo) este punct de extrem local, conditionat, al lui f), daca existi
o vecinatate V-C D a lui (xg,y0) astfel incat f(x,y) — f(x0,y0) sa aiba semn constant ¥ (x,y) €
VnA.

Spunem ca (Xo,y0) € A este un punct de minim local, conditionat, al functiei f daca
f(x,y)—f(x0,y0) >0,V (x,y) € VNA. Analog, (x9,y0) este un punct de mazxim, conditionat,
pentru f daci f(x,y) - f(x0,¥0) <0, ¥ (x,y) € V.1 A.

Altfel exprimat, (xg,y0) este un punct de extrem (minim sau mazxim) local, conditionat, pentru
f daca el este un punct de extrem (minim si respectiv maxim) local pentru restrictia functiei f
la multimea de legaturi (restrictii) A.

b) Un punct (xo,y0) este un punct critic, conditionat (de A) (sau punct stationar, conditionat),
pentru f, daca el este un punct critic (stationar) al restrictiei lui f la A.

Teorema 11.8 (de existentd a multiplicatorilor Lagrange)

Fie D o multime nevida si deschisa din R" x R™, f : D — R gig: D — R™, adici g =
(91,925, 9m), cu gx = D — R, Yk = 1,m, functii de clasia C* pe D, iar (xo,y0) € D un punct de
extrem local, conditionat, al lui f, cu restrictiile gx(xo,y0) =0, Vk =1, m.

. D(g1,92,- -, 9m)

Daca
D(y1,92,- - Ym)
Taport cu Yi1,Y2, - - -, Ym, n (Xo,¥0), atunci existd m numere reale X1, \a, ..., A, astfel incat, daca se
considerd functia

(x0,y¥0) # 0, adica daca g1,92,...,9m sunt functional independente, in

L(X7 y) = f(X7 Y) + A1gl(X7 y) + )‘QQZ(Xa y) +oF ATngm(x) Y)’

punctul (xo,yo) sa-i fie punct critic, adica sa satisfaca sistemul de relatii:

oL

B (x,5) 0, V N
(%) 8—L e = 0, Vi=1m

ay]( 7y) b ..7 )

Qe
=
W
<
SN—
Il
L
<
-~
I
\‘P—‘
3



Precizari:
1) Numerele A1, Mg, ..., A\, se numesc multiplicatori Lagrange.

2) Punctele de extrem conditionat (in raport cu restrictiile gx(x,y) = 0, Vk = 1,m) pentru functia
f se gasesc printre punctele critice, conditionate, ale lui f , adica printre punctele critice ale
m

functiei asociate L = f + Z AeGk-
k=1

3) Daci, in expresia f(x,y) + Z/\kgk(x, y), admitem c& gi A1, Aa,..., Ay, sunt variabile, atunci
k=1

m
functia (x,y,A) — L(x,y,\) = f(x,y) —+—Z A9k (x,y) poartd denumirea de Lagrangean asociat
k=1

lui f si restrictiilor g, Vk =1, m.

4) Daca f si g sunt functii de clasid C2 pe D, Vk = 1,n, sau cel putin pe o vecinitate a unei
solutii (x0,v0; A0) = (x3,x9, ..., x0 y0, 9, .., y2 A AT, ... A) a sistemului de ecuatii (x),
atunci, in virtutea Teoremei 11.8, punctul (xg,yg) este unul critic pentru functia L(xg,yo; M),
adica avem d (L(x,y; X)) (x0,y0) = 0. Totodata, deoarece L(x,y;Ao) — L(x0,y0; M) = f(x,¥) —
f(x0,v0), V(x,y) € A, rezultd cd (xg,yo) este un punct de extrem, conditionat de legdturile

gk(x,y) =0, Yk = 1,m, pentru f, dacd gi numai daci el este un punct de extrem liber pentru

L(- ,- ;X\p). Prin urmare, in conformitate cu Teorema 11.3, este necesard studierea formei pa-
n+m
0%L o
tratice (d L(x,y; )\0)) (x0,y0). Altfel spus, trebuie studiatd expresia Z 707, =~ (%0, y0) dz;dz;,
Xg
7]7
unde X = (Z1,Z2,...,Tn+m) = (X,y). Cum diferentialele dz,,dTs,...,dZTp+m nu sunt inde-
pendente, relatiile de dependenta dintre ele se obtin prin diferentierea ecuatiilor gx(xX) = 0,
n+m
dgi D(g1,92,- -, 9m)
Vk = 1, m, anume: —Z(X0)dzr, = 0. Cum —= ALLARAARL AL X0,v0) # 0, de aici
’ ’ ; 8.%']( ) D($n+1,xn+2,...,xn+m)( ’ ) ’
putem gasi dT,11,dZTpao, ..., dT, 1y in functie de dz1, dTa, . . ., dT,, prin expresii liniare Aceste
n+m 2
0°L
expresii, introduse in Z 0707, (Xo,yo)dibldl‘j conduc la relatia d? L(Xo) Z a;; dzidxj,
1,j=1 4,j=1
2

reprezentand o forma patratica pe R™, in care a . depind liniar de

0? -
/ (x0,¥0). Astfel, pe baza Teoremei 11.3, deducem ci, daci d®L(Xg) este o forma pétratica

poziti\ﬁ definitad (respectiv negativ definitd), atunci Xp este punct de minim (respectiv maxim)
conditionat, local, pentru f, iar dacd d?L(Xp) reprezintd o form# pitratics nedefinita, atunci Xg
nu este punct de extrem pentru f, conditionat de legiturile gi(X) =0, Vk = 1, m. In fine, daci
d’L(X) este semi-definitd (pozitiv sau negativ), atunci nu putem stabili natura punctului X
numai pe baza diferentialei a doua a lui L.

9 9 (x0,¥0) %(Xo yo) si
05,0z, 0 Y0 Gy K0

J

Aceasta este metoda multiplicatorilor lui Lagrange pentru tratarea problemelor de extrem conditionat.

Demonstratie: (pentru Teorema 11.8)
Prin aplicarea teoremei functiilor implicite pentru sisteme de ecuatii, adica prin aplicarea Teoremei
11.5 asupra sistemului de legaturi gx(x,y) = 0, Yk = 1, m, se poate spune cd existd U, o vecinitate a



lui xq, si o functie p : U — R", de clasia C! pe U (adici existd ¢, : U — R, Vk = 1,m, ¢, € C}(U))
asa Incat ¢(xo) = yo si gx(x,¢(x)) = 0, Vk = 1,m, Vx € U. De aici, rezultd ca avem (in virtutea
regulii "lantului"), prin derivare:

(%) gi’:(x,cp(x))+z<ag’“- %) (x,0(x)) =0,Yk=T1,m,i=1,n.

Considerand functia F(x) = f(x,p(x)), Vx € U, putem zice cd, deoarece (xg,yo) este un punct de
extrem local, cu restrictiile gx(x,y) = 0, Vk = 1,m, pentru f, iar (x,p(x)) € A, Vx € U, punctul xq
este unul de extrem local, neconditionat, pentru F' pe U. Atunci, potrivit Teoremei 11.1 (Fermat),

avem - — (x0) =0, Vk =1,n. Cu alte cuvinte, avem:
Tk
(*) B, (x0,¥0) + Y ay; (XOaYU)axk (x0) =0,Yk=1,n

j=1

D(g1,92,---+9m)

Cum, (x0,y0) # 0, reiese ca sistemul liniar algebric
D(y1,Y2s-- -+ Ym)
m
of .
*** Z XU:yO ak__ai(X&YO)avj:lvm
k=1 Yi
are o solutie unica. Fie aceasta notatd cu (A, \9,...,\2). In raport cu ea, functia L = f + Z )\ggk

k=1
satisface relatiile din sistemul ().

Intr-adevir, cum (xg,yo) € A, avem gi(xo,y0) =0, Vk =1, m.
In plus, calculand derivatele partiale ale lui L in raport cu z;, gisim

oL of ™ ag
8Ii(Xo,YO) = axi(XO,YO)JFZ)\g@T;:(XO,YO):

oL
dacd se tine seama si de relatiile (xx) si (% * %). De aici, folosind (!), se deduce c& 8—(Xo,yo) =0,
2
Vi=1,n
In fine, derivand L in raport cu y; sl tinand, iardsi, cont de faptul ca (AN, ..., A2 este solutia
sistemului (* * %), obtinem:

0
8 ( 07}’0 +ZAO gk XDvyO —OVJ—l m.
Yj Yj



<

Aplicand acum metoda multiplicatorilor lui Lagrange in cazul problemei entropiei lui Shannon,
adica in cazul problemei de extrem pentru functia

n
H(plap27--'7pn) = _Zpk log2pk, unde JUS (0,1),\V/k = 1,”7
k=1

n n
cu conditia Zpk =1, ne ddm seama ca m = 1, g(p1,p2,...,Pn) = Zpk —1 si Lagrangeanul in cauza

k=1 k=1
prezenta este:

n n
L(p1,pa,--»Pni M) = — Y prlogapr + M1 (Zpk - 1) :
k=1 k=1

Atunci sistemul de tip (*), este urmatorul:

oL
aipk(plap27 cee 7pna>\l)

1
— <log2pk+) +A=0,Yk=1,n
pr1n2

oL -~
el A = _1=0.
W (P1, D25+ > Pns A1) ;pk

Din primele n ecuatii, reiese c¢d p1 = py = ... = p, = ¥(A1), iar dacd se tine seama si de ultima
ecuatie, rezulta solutia:

0 1 1 n

0 0 0y 10
P1 = P2 Pn n Y(AT), Al 082 n + 2

Pe baza legaturii ¢1(p1,p2,--.,pn) = 0, deducem ca dpy + dps + - - - + dp, = 0. Astfel, avem:

((d2L) (B985, . PR3 AD)) () < 0, ¥u € R" \ {0z},

11 ) ~
ceea ce inseamnd ci punctul (pl,pJ,...,p%) = <, —,...,— | este unul de maxim pentru H, in
n’'n n

conditia g1(p1,p2,---,0n) = 0.
Prin urmare, entropia informationald maximéa se obtine pentru variabila aleatoare

1 2
X=[(1 1 ,
n n

a carei distributie de probabilitate este uniforma.

S|I=3
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Cursul 12

Siruri si serii de functii reale.
Serii de puteri. Serii Taylor. Serii trigonometrice. Serii Fourier.

Doua dintre entitatile de prim plan din domeniul analizei matematice sunt girul de functii si
seria de functii. Prezentdm aici aceste notiuni, cu referiri la convergenta punctuala si la convergenta
uniform& a girurilor si seriilor de functii reale, la unele criterii de convergents uniforméa, precum si la
rezultate ce privesc transferul de proprietdti de la functiile ce sunt termeni ai unui sir (sau ai unei
serii) la functia limitd (respectiv sumd). Cazurile particulare ale seriilor de puteri (in randul cirora
intra seriile Taylor) si ale seriilor trigonometrice (cu subsidiarele serii Fourier-trigonometrice) sunt
expuse la urma.

Siruri de functii reale
Fie @ # A C RP i spatiul liniar real al functiilor f : A — R? ( p,q € N*), notat cu F(A;RY).

Definitia 12.1 Se numeste gir de functii definite pe A si cu valori in R? o aplicatie de la N* la
F(A;RY).
Un asemenea gir se noteaza cu (fn)nen< (C F(A;RY)), ori (fn)n>1 sau (f1, fas- s frs---)-

Definitia 12.2 Fie (fp)nen € F(A;R?) un sir de functii reale. Elementul xg € A se numeste
punct de convergentd al sirului (fn)nen+ daca si numai daca sirul numeric (fn(x0))nen C R? este
convergent.

Multimea punctelor de convergenta ale unui §ir (fr)nen+ C F(A; RY) poarti denumirea de multime
de convergenta pentru (fn)nen+ §i, notata cu A., este submullime a lui A.

Exemplu: Cand p = g = 1, A = [-3,5] si fu(x) = 2", Vx € A, n € N* punctul z = —1
nu este unul de convergenta pentru (fy,)nen+ intrucat sirul numeric ((—1)"),cy- este unul divergent.

1
Totodata, punctul x = 3 este unul de convergenta pentru sirul de functii considerat aici, deoarece

1 n
girul numeric <<> > este convergent (la 0). Multimea de convergentd a girului de functii in
neN*

cauza este, ugor de constatat, (—1,1].

Observatie: In cazul in care ¢ > 1, sirul numeric real (fn(x0))nen+, pe baza ciruia se decide daca
xg € A este sau nu punct de convergenta pentru (fy),en+, se poate investiga prin intermediul sirurilor
sale componente (f7(x0))nen+, J = 1, 4.

Daca un sir (fp)nen € F(A;R?) are multimea de convergentd A. C A nevida, atunci se poate
defini pe A, o functie f, prin x € A, — f(x) = nhl& fn(x), numitd functia limita a girului de
functii (fn)nen+ pe multimea A..

De pild4, in exemplul de mai sus, in care p = q =1, A = [-3,5], fo(x) = 2", Vo € A sin € N*,
iar A, = (—1,1], functia limita in cauzi este f : (—1,1] — R, datd prin: f(z) =0, Vz € (—1,1) si
f(1)=1.

Definitia 12.3  a) Fie (fu)nen € F(A;RY), A CRP gi f € F(A;RY). Sirul (fo)nen+ se numeste
punctual (sau simplu) convergent la f, pe A C A, A # &, daci gi numai daca A C A,

siVx € A, Ve > 0, In.x € N* astfel incat, pentru orice n € N*, cu n > n.x, are loc:

[ fu(x) = f®)] <e.



b) Un sir (fn)nen € F(A;R?) se numeste punctual (simplu) convergent pe o multime nevida

A C A daca exista f € F(A;R?) astfel incat (fn)nen+ sa convearga punctual la (similar spus, sa
aiba limita punctuald) f.
p/A

Faptul c& (fn)nen+ converge punctual, pe ACA, la f se noteaza prin f, —— f. Altminteri,
n—oo

cand (fn)nen+ € F(A;RY) nu este convergent punctual la o functie f (din F(A;R?)), pe o submultime

AcC A, se foloseste notatia f, n%io f.

Observatie: Dacd se doreste ca o anumita proprietate a functiilor termeni - f;, - din cadrul girului
(fr)nen+ C F(A;RY) sd se regaseasca la functia limitd f, convergenta punctuald a lui (fy)nen+ la f
este, mai intotdeauna, neasiguridtoare pentru "transferul" proprietétii vizate. Nu mai departe decat
sirul din exemplul precedent are functiile termeni - f,(x) = 2™ - continue la stanga in = = 1, dar
functia sa limitd punctuald - f(z) = 0, V 2 € (—1,1) si f(1) = 1 - nu este continud la stanga in
punctul respectiv.

Un alt tip de convergenta, adecvat "transferului de proprietati" mai mult decat convergenta punc-
tuald, este cel relativ la convergenta uniforma a unui gir de functii, introdus dupa cum urmeaza.

Definitia 12.4  a) Sirul (fo)nens © F(A;RY) se numeste convergent uniform pe ACA, la
f e F(A;R?), daca si numai_daca Ve > 0, I3n. € N* astfel incdt, pentru orice n € N*, cu
n > ne §i pentru orice x € A, are loc relatia: ||fn(x) — f(x)|| < . Notam acest fapt prin

f u/A
" n—oo

b) Sirul (fn)nent € F(A;RY) se numeste convergent uniform pe & # A C A daci §i numai

~ A
daca exista f € F(A;R?) asa incat f, /A, f.
n—oo
Observatii:
) e . o o u/A ) p/A
1) Din definitiile 12.3 i 12.4, se deduce ca dacd f, —— f, atunci f, —— f.
n—oo n—oo

2) Pe baza Definitiei 12.4, se vede ca daca sirul (fy,)nen+, din F(A;RY), converge uniform pe ACA
~ A A
(A # @) si existd f € F(A;RY) astfel incat f, P/, f, atunci f, /4, f.
n—oo n—oo

3) Unsir (fn)nen+ C F(A;R?) nu converge uniform, pe A C A, cittre f € F(A;R?), adici f, ud f,
daca si numai daca exista g9 > 0 asa incat, pentru orice n € N*, se pot gasi k, € N*, cu nkzooz n
si xp, € A, pentru care sa avem || fx, (xn) — f(xn)]| > 0.

4) Daca (fn)nen+ € F(A;R?) este un gir de functii convergent punctual la un element f € F(A;R?),
pe multimea A C A, atunci fn % f, ori de cate ori, pentru orice ¢ > 0, multimea {n.x | x €
g} (in care nex este rangul - din N* - implicat in Definitia 12.3) este marginita.

Pentru stabilirea situatiei in care are loc convergenta uniforma a unui sir de functii, pe o anume
multime, se poate utiliza unul dintre urmatoarele criterii.



Propozitia 12.1 Fie (fn)nen C F(A;R?), unde @ # A C RP. Jirul (fn)nen+ converge uniform pe
AC A (A+ @) daci si numai daci este uniform fundamental (Cauchy) pe A, adici

Ve >0,3n. € N* asa incit ,N'm,n € N*, cu m,n > n., are loc relatia

1£2(x) = fn () |ra < &,¥x € A

sau, echivalent,
Ve > 0,3n. € N* asa incdt ,Yn € N*, cun >mn. $iVp e N* are loc

| frip(x) = fr(¥)|lre < &,Vx € A.

Demonstratie: Daca (f,)nen+ este uniform convergent pe A, atunci, in conformitate cu Definitia

~ A
12.4 b), existd f € F(A;R?), astfel incat: f, w4, f. Potrivit primei parti a aceleiagi definitii,
n—oo

aceasta inseamnd cd, pentru orice € > 0, existd n. € N*, aga incat, Vn € N* cu n > n., avem
€ T .. N oLy .
| fr(x) — fF(x)] < 3 Vx € A. De aici, rezultd ca, Vm,n € N*, cu m,n > n., este adevarata relatia:

1£0(9) = Fan(O e < 1) = FCla +1£(0) = fn(llme < 5 + 5 =&, Vx € A

Asgadar, are loc relatia din enunt, in conformitate cu care (fy,)nen+ este un sir uniform fundamental
de functii din F(A4;R?). N
Reciproc, dacd (fn)nen+ este un sir uniform fundamental (Cauchy) pe A, atunci (f,(x)), ey« € RY

este, Vx € Z, un sir numeric Cauchy. Cum, in RY, orice sir Cauchy este convergent, rezulta ca, Vx € A,

(fn(x)),en+ are o limita (unica) Iy € RY. Se obtine astfel o functie f : A — RY, definita prin f(x) = I,

~ i ~

Vx € A, in raport cu care avem: f, _p/4, f. Tindnd acum seama de faptul cd, Ve > 0gi Vx € A,
n—oo

dn. € N*, aga incat, Vm,n € N*, cu m,n > n., avem || fn(x) — fim(X)||[re < € si, pentru m — oo,

gisim cd, Ve > 0, In. € N*, astfel incat, Vn € N*, cu n > n,, are loc relatia || f(x) — f(x)|lre < &,
~ A

Vx € A. Ca atare, f, w4, f, potrivit cu Definitia 12.4 a). <
n—oo

Propozitia 12.2 Un sir (fu)nen C F(A;RY) converge, uniform pe & # ACACRY laf e
F(A;RY), daca i numai daca:

lim (Surg ) - f<x>r|Rq> =0,

x€A

A
Demonstratie: Daca f, L f, atunci, conform Definitiei 12.4 a), Ve > 0, In. € N*, aga incat,
n—oo

Vn € N* cun > n., avem:
[ frn (%) = f(%)]|ra < VX € A.

Prin urmare, Vn > n., n € N*, are loc relatia

sup || () = f() 20 < 5 <<,
x€A

de unde deducem ca lim (suEan(x) - f(x)||Rq> =0.

x€A



Reciproc, daca are loc conditia din enunt, atunci:

Ve > 0,dn. € N, incat, Vn € N*, cun > ng, avem sup || fn(x) — f(x)|lre <€
x€A

si astfel, cu atat mai mult, || f,(x) — f(x)||gre <&, Vx € A. Asadar, putem considera ci f,, A /. -
n—oo
Revenind la exemplul girului de functii f,, : [-3,5] — R, cu f,(z) = 2", Vn € N*, x € [-3,5],
constatam ca f, ud founde A = (—1,1] si f: A - R, cu f(z) =0, Vz € (—=1,1) si f(1) =
n—oo

1. Aceasta intrucat sup |fn,(x) — f(x)] = sup 2" =1 - 0, cand n — oo. In acelasi timp,
x€(—1,1] x€(—1,1]
i .
deducem ca f, A i unde A = [a, 8] C (—1,1). Asta deoarece sup’fn(x) — f14(x)| = supa™ =
oo x€A x€A

max {|af", |5]"} —— 0.

Propozitia 12.3 (criteriul majorarii pentru convergenta uniforma a unui gir de functii
reale)
Fie ACRP, A# &, (fa)nens C F(A;RY).

u/A
a) Daca existd (gn)nen+ C F(A;R?), astfel incat gy, # g = O0ra §i || frn(x)— fFX)|lre < [|gn(x)||Ra,

Vne N Vx e AC A, atunci fy LN

n—oo

b) Daca exista (yn)nen= C Ry, astfel incat v, —— 0 i ||fu(x) — f(xX)[|Re < Yn, VN € N* g
n—oo

VxeAC A, atunci fp A,

n—oo

. A .
Demonstratie: a) g, w4, Ors = Ve > 0,3n. € N*, astfel incat, Vn € N*, cu n > n., avem
n—oo

lgn(%)|[re < &, ¥x € A. Atunci, tinand seama ¢ || fn(x) — f(x)||lre < [lgn(x)||re, V1 € N¥, Vx € /1,
rezulta: Ve > 0, In. € N*, incat, Vn € N*, cu n > n,, are loc relatia || f,,(x) — f(x)||re < &, Vx € A.
Deci: f, A,

n—oo

b) Cum 7y, — 0si [|fn(%) — F(X)|re < m, ¥n € N* gi Vx € A, rezultd ci, Ve > 0, In. € N*,

astfel incat, Vn € N*, cu n > ne, Vx € Aavem: ||fn(x) — f(x)|[re < n < €. Atunci, in conformitate

cu Definitia 12.4 a), deducem c& f, —— f. <
n—oo

Convergenta uniforma a unui sir de functii reale (f,,)nen+ asigurd pastrarea, pentru functia limita, a
unor proprietati ale functiilor ce sunt termeni ai sirului, proprietati intre care mentionam: marginirea,
existenta limitei intr-un punct, continuitatea, diferentiabilitatea (derivabilitatea) si integrabilitatea.
O asemenea calitate este evidentiatd de teoremele care urmeaza.

Teorema 12.1 (pentru transfer de marginire)
A
Fie @ # A CRP gi (fp)nen+ C F(A;R?) un gir de functii marginite pe A. Daca fp N f, unde
n—oo
f € F(A;RY), atunci f este marginita pe A.



. A ¢ o c o oA
Demonstratie: Cum f, L f, rezultd cd, pentru € = 1, existd n; € N*, astfel incat, Vn € N*,
n—oo

cun > nj, avem:

| fr(x) — f(x)||re < 1,Vx € A.
In acelasi timp, deoarece f,, este marginitd pe A, existd u > 0, asa incat: || fp, (x)||re < p, Vx € A.

Combinéand cele doua relatii i ludAnd n = n; in prima dintre ele, obtinem:

1fClre < 1F(x) = oy () lIRa + [1fny () [Re < 1+, Vx € A.

Deci f este méarginita pe A. <

Teorema 12.2 (pentru transferul existentei limitei intr-un punct)
A
Fie @ # A CRP, (fn)nens C F(A;R?) gi f € F(A;RY), astfel incat f, A, f. Daca xqg € A si
n—oo

exista lim f,(x), Vn € N*, atunci exista lim f(x) gi, in plus, are loc egalitatea:
X—XQ

X—X0

hm(hnh@»:hm<mﬂh&0.

X—XQ \n—00 n—oo \ X—Xg

. u/A . o . s A A
Demonstratie: Cum f, A, f, reiese ca, pentru orice € > 0, exista n. € N*, astfel incat Vn € N*,
n—oo

cun > ne, avem:

@)Hh@%ﬁkmm<gﬁxeA

Totodata, pentru cd existd lim f,(x), Vn € N* considerand n = ng, avem: Ve > 0, 3 §. > 0, asa
X—X(Q

incat, Vx',x" € A, cu X' # xo, X" # x0 §i X' —x"||[re <0z = || fro () = fr. (x")||re < 5.
Combinand aceste relatii, deducem c&, pentru orice ¢ > 0, exista d. > 0, asa incat, Vx',x” € A, cu
X' # x0, X" #£x0 i ||X' —x"||re < ¢, avem:

IF&) = FEre < IF () = Fne (lIra + ([ e () = Fine (X7) [ o+

g g £
) = SR < 545 =

In consecintd, potrivit Teoremei 9.3, exista lim f(x).
X—XQ

Trecand acum la limitd (cu x — xg) in (%), obtinem ca Ve > 0, I3n. € N*, astfel incat, Vn € N,
cun > n. =

. : £
| lim fn(x) — lim f(x)|lge < = <e.
X—X0 X—X(Q 3
De aici, rezulta ca egalitatea lim ( lim fn(x)) = lim <lim fn(x)> are intr-adevar loc. <
X—X0 \n—00 n—oo \ X—Xq

Teorema 12.3 (pentru transfer de continuitate)
Fie @ # A CRP i (fn)nen € F(A;R?) un gir de functii uniform convergent, pe A, la o functie
fi:A— R4,

a) Daca, pentru orice n € N*, f,, este continud in xog € A, atunci gi f este continud in xq.

b) Daca, pentru orice n € N*, f,, este continua pe o mulfime AC A, atunci la fel este gi f, adica
feC(A;RY).



Demonstratie: a) Cum, Vn € N*, f,, este continud in xg € A, rezultd cd exista lim f,(x) = fn(xo0).
X—X0

A
Astfel, deoarece f, v, f, prin aplicarea Teoremei 12.2, deducem ca existd lim f(x) si
n—00 X—X(Q

X—X0 X—X0 \nNn—00 n—oo X—X

lim f(x) = lim (lim fn(x)> = lim (hm Fulx )) = Tim_fu(x0) = f(x0).

Deci f este continua in xg.

b) Faptul c&, Vn € N*| f,, este continud pe A, inseamnd ca f,, este continud in orice punct din A.
Atunci, pe baza rezultatului de la a), rezulta ca f, limita uniforma a sirului (f,)nen< pe A, este de
asemenea continud in orice punct al lui A. Prin urmare, f este continud pe A. <

Observatie: Convergenta uniforma a unui sir de functii constituie o conditie suficientd, nu si
necesara, pentru transferul proprietatilor de marginire, existentd a limitei intr-un punct sau continu-
itate. Exista giruri de functii marginite sau continue care, desi converg numai punctual, au functia
limitd cu aceeasi proprietate.

Cat privegte diferentiabilitatea (derivabilitatea) functiei limita, are loc urméatorul rezultat.

Teorema 12.4 (pentru transfer de diferentiabilitate)
Fie A C RP o multime marginita, deschisa si convexa, iar (fn)nens C F(A;RY) un gir de functii
diferentiabile Fréchet pe A. Daca existd un punct xg € A asa incat girul (fn(x0)),en- S0 fie convergent

in RY gi exista L : A — L(RP;RY) astfel incdt (dfy) () A, (+), atunci exista f € F(A;R?) asa

A
incat fn L I, [ este diferentiabila Fréchet pe A si df = L.
n—oo
Demonstratie: Cum, pentru orice m si n din N*, functia (f,, — fin) este diferentiabild pe multimea

nevidd, deschisa gi convexd A, se poate vedea ca, Vx € A, exista £ € {tx+ (1 —t)xo | t € (0,1)} C A,
astfel incat:

(Gex) ([ (fn(x) = (%)) = (fa(x0) = fm(x0)) l[re < || (dfn) (€) = (dfim) (€) ]| cmrima) - lIx = Xol[re-

Intr-adevar, considerand functia 9n,m : A — R, definita prin

(' gnm Z fn EX fm,k(x)) - (fn,k(XO) - fm,k(XO))] (fn,k(z) - fm,k(z)) 7VZ € A,
k=1

unde fr, = (fn1,fn2s-- s fng) St fm = (fm1s fm2, -+, fmq), se poate constata faptul ca existd £ €
{tx+ (1 —t)xo | t € (0,1)} asa incat:

(1 gnm(x) = gnm(x0) = (dgn,m(§)) (x — xo)-

Aceasta relatie (formuld de medie) rezultd prin aplicarea formulei lui Lagrange asupra functiei by, p, :
(—w,w + 1) — R, definitd prin hpm(s) = gnm(xo + s(x — x¢)), Vs € (—w,w + 1), unde w > 0
este astfel incat {xo + s(x — xg) | s € (—w,w + 1)} C A. Intrucat hy,, este continui pe [0,1] si
derivabila pe (0, 1), existd, potrivit teoremei de medie a lui Lagrange, un punct o € (0, 1) asa incat
P (1) = B (0) = hy, (o), adica:

Inm(X) = Gnm(X0) = hpm (1) = ham(0) = h;z,m(a) = Z " (x0 + o(x = x0)) (z), — 332) =



= (Vgnm(xo + o(x —x0)),x —x0) = (dgn,m(&)) (x —x0), unde & =xp + o(x — xp).

Acum, folosind (!) in (!!) si apeland la inegalitatea lui Cauchy, obtinem:

I (fa(x) = fm(x)) = (fa(x0) = fin(x0)) [ =

[(Fane(%) = Fink(x)) = (fap(X0) = fnk(x0))])* =

I
M=

=
Il
—

= gnm(X) = Gnm(X0) = (dgn,m(§)) (x — x0) =

I
M=

[(fn(x) = fin g (x)) = (fak(x0) = fnk(x0))] - d (F = frn k) (€)(x —x0) =

i
I

= ((fn— fm) (x) = (fn — fm) (x0),d (fn — fm) (§)(x — XO)>€ <

IN

I (Fn = fm) (%) = (fr = fm) (%0)[|a - | (fr = fim) (€)(x = x0)[[Ra <
I (fr = fm) () = (fr = fm) (x0) e - ld (fro = Fim) (€)l|a - [|(x = x0) |-

De aici, prin simplificare, rezultd relatia (xx).

Pe baza acestei relatii, in virtutea ipotezelor de marginire a multimii A si de uniforma convergenta
a girului ((dfy) (§)),en- in L(RP;R?), daca tinem seama de Propozitia 12.1, deducem faptul ca sirul
(fn(:) = fm(-))pen- este uniform convergent pe A. Aceasta, intrucéat, Ve > 0, In. € N*, astfel incat,
Vn,m € N* cun,m > n., avem:

an(x) - fn(XO) - (fm(X) - fm(XO)) HR(I =
= H (fn(X) - fm(x)) - (fn(XO) - fm(X())) ”Rq <

IN

< (dfn) (€) = (dfim) (©)llcrizay - Ik — Xollre < — - M =2, ¥x € A.

M
Drept urmare, deoarece f,(x) = fn(x) — fn(x0) + fu(x0), Vx € A, iar (fn(x0)),cn+ €ste, prin ipotezi,
A
un gir uniform convergent pe A. Exista deci f € F(A;RY) aga incat f, A, I
n—oo

Astfel tinand seama iardsi de ipoteza convergentei uniforme, la L, a sirului (dfy),,en« € F (A4; L(RP;R?)),
se poate spune cd avem:
<fn(x) — fa(®) = (dfn) B)x—-%) fx)-fF)-LE)E- i)) — Oge

lim
n—oo

[ = X|Ie I = Xl

Vx,X € A, x #X. De aici, intrucat

o 169 = F2(5) = (d) ®)x =)

x—X HX—%H]R;;

= Opqe,Vn € N*,

rezultd ci exists

o 109 FE) ~ LR -F)

x—X ||X —i”Rp

si aceasta limita este egala cu Opa.



Ca atare, tinand seama de Definitia 10.6 gi de observatiile de imediat dupa ea, conchidem ca f
este diferentiabild Fréchet in punctul arbitrar X din A si, in plus, (df) (x) = L(x), Vx € A. <
Cat priveste transferul proprietatii de integrabilitate (in sens Riemann), are loc urméatorul rezultat,

a carui demomstratie o vom ldmuri in urmatoarele doud sectiuni ( v. Cursurile 13 i 14).

Teorema 12.5 Daca A C RP este o multime nevida, inchisa gi marginita, iar (fn)nens C F(A;RY)
u/A

un sir de functii integrabile, in sens Riemann, pe A, astfel incat f, —— f € F(A;RY), atunci f este
n—oo

Riemann-integrabila pe A si

lim fn )dX:/Af(x)dx

In particular, cand p=¢=1si A = [ B CR (a< f),iar (fn)nen € F([a, 8];R?) este un sir
B u/ |
pentru care existd [ f,(x)dx, Vn € N* i f, —— ulteufl, ’6] [ € F(lo, B]; RY), atunci putem afirma cd exista
B B B
si [f(x)dx, fiind adeviratd relatia: lim [ f,(x)dx = [f(x) dx.

Serii de functii

Definitia 12.5 Fie (fn)nen+ un sir din F(A;]Rq), unde @ # A C RP. De asemenea, fie girul
(Sp)nen € F(A;RY) |, unde Sy, = fi + fo+ -+ + fn,Vn € N* . Perechea ((fn)neN* (Sn)nen+)

se numegte serie de functii din F(A;R?) gi se noteazd prin Z fn sau an sau an sau
nenx n>1
fi+fot o+ fut

Definitia 12.6 O serie Z fn s cu fnp € F(A;RT),Vn € N* se numeste punctual (simplu) con-
neN*

n
vergentd pe A C A daci gi numai dacd girul (Sp)nen+ C F(A;R?), unde S,, = ka,Vn € N*, este

k=1
~ ~ A
punctual (simplu) convergent pe A. Functia S : A — RY, pentru care Sy, L , se numeste suma
n—oo

punctuala a seriei de functii Z fn s S(x Z fn(x),Vx € A.
neN*

Definitia 12.7 Seria Z fn din F(A;R?) se numeste uniform convergenta pe A C A daci s1
neN* ~
numai daca girul asociat (al sumelor-functii partiale) (Sy)nen+ este convergent uniform pe A. In acest
~ A
caz, elementul S € F(A;RY?), pentru care S, L» S, se numeste suma uniformd a seriei de
—00
functis Z fngi S= Z fn, uniform pe A.

neN* neN*

Definitia 12.8 O serie de functii Z fon , cu fnp € F(A;R?) , ¥V n € N*, se numeste abso-
n €N* »

lut convergentd itntr-un punct ro € A (respectiv pe o mulfime A C A) daca seria numer-

ica Z | frn(zo)|lma (respectiv Z | fr(z)||ra) este convergenta (respectiv convergenta pentru orice

n €N* n €N*
xz € A).



Tinand seama de aceste definitii, precum gi de criteriul lui Cauchy de convergenta uniforma a unui
sir de functii (vezi Propozitia 12.1), putem spune ca studiul convergentei punctuale a unei serii de
functii Z fn, cu fr, € F(A;R?), Yn € N*| se face pe baza studiului seriei numerice Z fn(x), cu

neN* neN*
x € A, folosind criterii specifice pentru convergenta unei astfel de serii, pe cidnd convergenta uniforma

a seriei g fn se poate aprecia potrivit urméatorului criteriu:
neN*

Propozitia 12.4 Fie girul (fp)nen € F(A;R?) . Seria de functii Z fn este uniform convergenta

neN*
n

pe AC A, daca gi numai daca sirul asociat (Sp)pen+ (cu Sp = ka) este uniform fundamental pe
k=1
A, adica daca:

Ve > 0,3n. € N* astfel incat, Vn € N*, cun >n. giVp e N*, avem
1 fns1 (%) + frga(®) + o+ frip(x)|re < &,Vx € A.

Caracterizarea situatiei in care seria Z fn nu este uniform convergenta pe A se obtine negand
neN*
relatia de mai sus. Astfel, se poate zice ci seria Z frn nu converge uniform pe A daci si numai daca
neN* "
existd g9 > 0, asa incat, Vn € N*, se gasesc k, € N*si p, € N*, cu k, > n, precum i € A, pentru
care avem:
[ fln+1(X) + fr+2(X) + -+ + frptp, (X)|Re > <0

Propozitia 12.5 Dacd seria Z fn din F(A;R?) este absolut convergenta intr-un punct xg € A,

neN*
atunci ea este convergentd in respectivul punct.

Demonstratie: Deoarece seria E fn este absolut convergentd in xg, rezultd cd seria numerica
neN*
g || fr(x0)||ra este convergentd, ceea ce, potrivit criteriului general al lui Cauchy, inseamna ca Ve >

neN*
0,3n. € N*, astfel incat, Vn € N*, cun > n. si Vp € N*, avem:

[t (x0)llre + [ fnra(x0)llrs + -+ + [ fatp(x0)|[Re <&

Dar, cum

| frs1(x0) + frr2(x0) + - + farp(x0)lre < || far1(x0)llre + [| far2(x0)lRa + - + || frip(x0) IR0,

se poate spune ca, Ve > 0,dn. € N* aga incat, Vn € N*, cu n > n. i Vp € N*, are loc relatia din
enuntul Propozitiei 12.4 pentru x = xg. Drept urmare, seria Z fn este convergenta in punctul xg. <
neN*
Unul dintre criteriile de convergents uniform& pentru serii de functii, deosebit de util in practica,
este cel din teorema care urmeaza.



Teorema 12.6 (Criteriul lui Weierstrass)
Fie @ # A C RP gi (fu)nen+ € F(A;RY). Daca exista o serie numerica cu termeni pozitivi
o0 oo

E Up, a§a incdt g U, este convergenta §i
n =1

n =1
(#) fn(x)|lre < up,Vn € N* 5i Vx € A,

(e .e]
atunci seria de functii Z fn este absolut gi uniform convergentda pe A.

n =1

x
Demonstratie: Seria Z uy fiind convergenta, inseamna ca, Ve > 0, 3n. € N*, astfel incat, Vn €
n =1
N*, cun > n. si Vp € N*, avem: wp41 + Upq2 + - - - + uptp<e. Atunci, in virtutea relatiei (#), rezulta

ca, Ve > 0,dn. € N* aga incat, Vn € N*, cun > n. i Vp € N*, avem:
”fﬁ+1(x>4_jh+2(x)%_”’+'fﬁ+p(X)HRq <

< a1 re + [ fare()llra + - - + [ farp(x)|lre <

< Un+1 + Upt2 + -+ Unyp <eVx € A.

In conformitate cu Propozitia 12.4 si cu criteriul lui Cauchy de absoluté convergenti, deducem de aici
ca seria de functii Z fn este absolut si uniform convergentd pe A. <
neN*

Observatie: De reguld, dacad sup{||fn(x)|lre} < +o00, se foloseste criteriul lui Weierstrass (din
x€A

Teorema 12.6), luand w,, = sup{||fn(x)||re}, Vn € N*, atunci cand Z Uy, este convergent.
x€A neN*
Un alt criteriu de convergentd uniforma (nu si absolutd), pentru serii de functii de forma Z fngn, este

neN*
urmatorul:

Teorema 12.7 (Criteriul lui Dirichlet)
Fie @ # A CRP (fr)nen+ C F(A;R?) 50 (gn)nen+ € F(A;R). Daca seria Z fn are girul sumelor

neN*
partiale marginit uniform, iar girul (gn)nen+ este monoton descrescator si uniform convergent la 0,

atunci seria E fngn este uniform convergenta.
neN*

n
Demonstratie: Cum sirul (S,)nen C F(A;R?), unde S, = ka, Vn € N*, este uniform marginit,
k=1

exista M > 0, aga incat

(o) [|f1(x) + fo(x) + -+ + fulx)||re < M,Vn € N* Vx € A.

In acelasi timp, deoarece (gn)nen+ este uniform convergent la 0 pe A, rezulta ca, Ve > 0, In. € N¥,

€
astfel incat, Yn € N*, cu n > n., avem: |g,(x)| < SN Vx € A.



Tinand seama ce aceasta, de (o) si de faptul c& (g, )nen+ este monoton descrescitor pe A, obtinem:
[ fr1 (%) gn1(x) + frr2(X)gnr2(x) + -+ + frsp(X)gnp(x)[[Re =
= [ (Sn+1(x) = Sn(x)) gn+1(x) + (Snr2(x) = Snt1(x)) gnga(x) + -+
o+ (Snap(x) = Sntp-1(x) gntp(¥) lre =
= || = Sn(x®)gnt+1(x) + Snt1(x) (gn+1(x) = gnta(x)) + -+
ot Spp-1(%) (gnp—1(%) = Gnrp(X)) + Sntp(xX) gntp(X)[[Re <
< M [gn+1(x%) + gnt1(x) = gn2(x) + -+ (Gnap—1(x) = gnp(X) + gnip(x)] <

< 2M - gun(x) <2M- g =5 Vx € AVn e N, Vpe N

Potrivit Propozitie 12.4, conchidem c4 seria Y, fngn este uniform convergentd pe A. <
neN*

Tot pentru serii de forma > f,g, exista si criteriul lui Abel, in conformitate cu urmatorul rezultat.
neN*

Teorema 12.8 (Criteriul lui Abel)

Fie & # A C RPgi girurile de functii (fn)nen C F(A;RY), (gn)nen € F(A;R). Dacd seria
Z fneste uniform convergenta pe A, iar girul (gn(x))nen+este uniform marginit §i monoton pentru
neN*
orice X € A, atunci seria Z fngn este uniform convergenta pe A.

neN*

Demonstratie: Sirul (g, (x))nen+ fiind uniform marginit gi monoton pentru fiecare x € A, exista
Ix = lim g,(x), culy € R, Vx € A. Daca (gn(X))nen+ este monoton descrescator, sirul (g, — g)nen+ »
n—oo

unde g : A — R este definita prin g(x) = lx, Vx € A, este convergent la 0, uniform (in ipotezele din
enunt) pe A. In plus, (g, —g)nen- ar fi si monoton descrescitor. Scriind fngn, = fu(gn—9)+ fng, V1 €
N* ne ddm seama c#, prin aplicarea Teoremei 12.7 si a faptului ca Z fn este uniform convergenta

neN*
pe A (ceea ce implica ca sirul corespunzator al sumelor partiale, (Sy)nen+, este uniform marginit),

rezulta uniforma convergentd a seriei Z fngn- <
neN*

Ca gi in cazul girurilor de functii, convergenta uniforma a seriilor ofera posibilitatea transferului de
proprietdti (precum continuitatea, derivabilitatea i integrabilitatea) de la termenii seriilor in cauza
la functiile-sums ale lor. In acest caz, prin interpretarea adecvati a Teoremelor 12.1 - 12.5, are loc
urmatorul rezultat, a cdrui demonstratie se poate face pe baza proprietatilor adecvate de transfer ale
sirului sumelor partiale in cauza.

Teorema 12.9 1) Fie & # A C RPsi (fn)nen+ C F(A;R?), astfel incdt seria Z fneste uniform

neN*
convergentd pe A. Daca, pentru orice n € N*, f, este marginita pe A sau are limita intr-un

punct xg € A sau este continud intr-un punct X € A ori pe o multime A C A sau este integrabild
Riemann pe A, atunci i suma uniforma a seriei Z fn este respectiv marginita pe A, are limita
neN*



in xq, este continud in X ori pe A sau este integrabila Riemann pe A, iar in acest din urma caz
integrala pe A din functia suma este egald cu suma seriei integralelor pe A din termenii fy.

2) Fie A C RPo multime marginita, deschisa si convexd, iar (fn)nen € F(A;RY) un sir de functii
diferentiabile Fréchet pe A. Daca seria Z dfy, de elemente din F (A; L(RP;R?)), este uniform
neN*
convergentd la f € F(A; L(RP;RY)) gi existi xo € A incdt seria numerici Z fn(x0) este
neN*
convergentd, atunci seria Z fn este uniform convergenta, pe A, la o functie f (€ F(A;R?))
neN* "
care este diferentiabila Fréchet pe A si df = f.

Cazuri particulare ale seriilor de functii reale sunt acelea ale seriilor de puteri si seriilor trigono-
metrice in R, pe care le prezentdm in continuare.

Serii de puteri in R

Definitia 12.9 Fie (ap)nen un sir de numere reale i zg € R, fizat arbitrar. Seria de functii an, in

neN
care fn(x) = an(x —x0)", Vo € A CR Vn € N*, se numeste serie de puteri (sau serie intreagd),

in variabila x, centratda in xo st cu coeficientii a,,.
Numarul real a, se numeste coeficientul termenului de rang n din seria de puteri

Z an(x —x0)", © € R.

neN

Observatii:

a) Toate rezultatele stabilite pentru serii de functii oarecari sunt aplicabile, desigur, si in cazul
particular al seriilor de puteri.

b) O chestiune de bazd din studiul seriilor de puteri este determinarea multimilor de convergenta
punctuald, absoluta si uniforma.

¢) Multimea de convergentd punctuald a oricarei serii de puteri este nevid4, intrucat macar o apartine
respectivei multimi. Convenim sa notam cu A., multimea de convergentd punctuald a unei serii

de puteri Zan(x — )",
neN

d) Prin schimbarea de variabild x — y = = — z, se poate considera seria de puteri mai simpla

(centratd in yg = 0) Zy” Orice rezultat stabilit pentru aceasta serie este adevarat, in mod

neN
corespunzdtor, si pentru seria initiald, aga incat, in continuare, ne concentram atentia asupra

cazului in care xy = 0, adicd asupra seriei E anx".
neN

Teorema 12.10 (Abel)

Pentru orice serie de puteri g anx" exista un element r € [0, +0o0], numit razd de convergentd

neN
a seriei in cauza, astfel incdt:



i) dacd r =0, seria E apx"este convergentd numai pentru x = 0, adica Ay = {0};
neN

i1) daca r > 0, atunci seria E apx"este absolut convergentd pe intervalul (—r,r);
neN

it1) daca 0 < r < 400, atunci seria Zanx”este divergenta pe (—oo, —r) U (r, +00);
neN

iv) daca r = 400, atunci seria g anx" este convergentd pe R;
neN

v) dacar >0 gip € (0,r), atunci seria Zanx"este uniform convergenta pe orice interval [a, ] C

neN
[—p, p].

Demonstratie: Cum 0 € A, pentru orice serie de puteri E apx", reiese cd A, # @. Consideram:
neN

r=sup{|z| | x € Ay}

Este evident ca r € [0,400]. Dacd r = 0, atunci A, = {0}si deci are loc i). Daca r > 0, atunci,
pentru orice |xg| < r, existd x1 € Ay \{0}, asa incat |xg| < |z1| < 7. Cum z; € Ay, seria Zanx? este
neN
convergentd gi, ca urmare, lim a,z} = 0. In consecintd, exista M > 0, astfel ca |apz}| < M,Vn € N.
n—oo

Atunci:

o

n
<M-|—| ,YyneN.
1

n
Zo
z1

lana] = ana?] - \

n

Zo o .
este convergentd gi, pe baza acestui fapt,

I

I

prin criteriul intai de comparatie, rezultd ca seria E lanz(| este convergentd, ceea ce inseamnd ca
neN

seria E anx( este absolut convergentd, oricare ar fi g € (—r, 7). Asadar, are loc ii). Daca r = 400,

neN
rationamentul de mai inainte se poate relua, aplicindu-se pentru orice x1 € R si orice zg € R, cu

Intrucat < 1, seria geometrica cu termenul general

|zo| < |z1|. Rezulta atunci faptul ca seria de puteri Zanx"este convergentd pe R (deci A, = R).
neN
Astfel, are loc si iv). Dacad r < oo si seria nu ar fi divergeenté pe (—oo, —r)U(r, +00), ar exista un punct
x2 € R, cu |xg| > r, in care Zanmg‘ ar fi convergentd. De aici ar rezulta cd r < sup {|z| | x € Acp},
neN
in contradictie cu definitia lui r. Asadar, si iii) are loc. In fine, in cazul v), cum 0 < p < r, seria
Zanp” este absolut convergentd, adica seria Z |an|p"este convergenta. Ca atare, pe baza Teoremei
neN neN
12.6, deducem ca seria Zanx”es‘ce uniform convergentd pe [—p, p] C (—r,7)si, cu atdt mai mult, pe

neN
orice subinterval [« S]al lui [—p, p]. <

Observatii: Potrivit Teoremei 12.10, se poate spune ca, pentru orice serie de puteri Zanas”,

neN
avem:

(—r,r) C Agp C [—1, 7]



Daca r = 0, atunci A., = {0}, iar dacd r = +oo, atunci A., = R.
Pentru gasirea multimii A, se determina raza de convergenta r si apoi se stabileste daca x = —r si
x = r sunt sau nu puncte de convergenta ale seriei in cauza.

Propozitia 12.6 Fie Zanxno serie de puteri §i v raza et de convergenitd.
neN

j) Daca existd Iy = nhj& m, atunci:
0, cind 11 = +o00
r= ll_l, cind 0 < 11 < +o0
oo, cindly =0

Altminteri, daca nu exista lim {/|ay|, se mentine relatia de stabilire a lui v, in care, de asta
n—oo

data, l; = limsup Y/ |ay,|.

n—0o0

— a
1) Daca exista ng € N asa tncdt ap, #0, Vn > ng, n € N gi exista (in R) lo = lim |n+|1|, atunci:
n—oo |Gy

ﬁer:lgl, cind 0 < ly < 00, fier =0, cind lo = o0, fie r = o0, cdnd lo = 0.

Demonstratie: j) Prin aplicarea criteriului radacinii asupra seriei Z |an||z|", deducem c&, daca
neN
existd lim v/|an||z|"si aceasta este subunitard, atunci seria Z anz"este absolut (si, implicit) con-
e neN
vergentd. Cum lim {/|ay||z|? = |z| lim {/|a,| < 1, se poate spune cd, daca existd lim V/|a,| = 1,
n—oo n—oo n—oo

atunci absoluta convergenta a (si, in consecinta, convergenta) seriei g apx” are loc pentru |z| < Iy L
neN
atunci cand 0 < [; < oo, sau doar pentru x = 0, cind l; = 400 gi pentru orice x € R, cand [; = 0.
Altfel, dacd nu existd lim {/|a,|, atunci existd cu sigurantd lim sup y/|ay,|si seria E apx™ ar fi sa fie
n—oo

n—oo

neN
absolut convergentd pentru orice x € (—r,r), unde r este dat de formula din enunt, in care, de asta
data, rolul lui lyeste jucat de limsup V/|a,| (Cauchy-Hadamard).
n—oo
jj) In conditiile prezentei teoreme, seriei Z|ana:"] i se aplica criteriul raportului (D’ Alembert).
neN
n+1|

. . . o A A . Ap4+1T
Astfel, se obtine convergenta seriei de fatd, in situatia in care lim ’7

< 1. Cu alte cuvinte,
n—oo |a,x"|

a a
atunci cand |z| < lim M Prin urmare, luand in consideratie Iy = lim M, reiese ca r =l L
n—00 ’an+1| n—00 |Gn‘

atunci cand 0 < Iy < 00, ori r = 0, cand [y = 00, sau r = 0o, cand Iy = 0. <

Propozitia 12.7 Orice serie de puteri g anx”, cu raza de convergentd r € R* , are suma o functie

neN
care este continua pe (—r,7).



Demonstratie: In virtutea Teoremei 12.10 v), seria din enunt este uniform convergentd pe orice
subinterval compact [—p, p| al intervalului de convergenta (—r,7) (cu 0 < p < r ). Cum fp(x) = apa”
sunt toate functii continue pe [—p, p|, se poate aplica Teorema 12.3 (de transfer de continuitate),
rezultand astfel ca functia f, suma a seriei la care ne referim, este continua pe [—p,p] , Vp € (0,7) .
Altfel spus, f este continua pe (—r,r) . <

Teorema 12.11 ( Abel )

Fie g anx”, cu raza de convergentd r. Dacd seria E anx” este convergentd in punctul x =

neN neN
r (respectiv x = —r), atunci suma sa, functia f, este continud in x = r (respectivx = —r).

Demonstratie: Admitem ca seria E anx"converge in x = r. Deci g a,r" este convergents gi, ca
neN neN

. . . o . T\™ <
atare aici, uniform convergentd pe [0, r]. Cum girul <(—> ) este, Vz € [0, r], monoton descrescitor
r ne

X n
si uniform marginit pe [0, ] (intrucat 0 < (—) <1,Vx €|0,7], Vn € N), rezultd, potrivit criteriului
r

lui Abel de convergentd uniforma (v. Teorema 12.8), ca seria g anx”, in care a,x™ poate fi rescris,
neN
0 [(T\" . y ) .
cand z € [0, 7], sub forma a,r" - (—) , este uniform convergentd pe [0,7]. Atunci, conform Teoremei
T
12.3, reiese ca functia suma a seriei E anx" este continud pe [0, r] (prin transferul de continuitate pe

neN
[0,7] a functiilor termeni a,z", Vn € N). La fel se face demonstratia pentru cazul in care locul lui

r este luat de —r. |

Teorema 12.12 Fie seria de puteri E anx™, cu raza de convergentd r. Atunci:
neN

a
a) Seriile de puteri na,z" ' ( a derivatelor termenilor a,z™) si .
) S deputers 3 nen SRRy

de la 0 la x din termenii ap,z™) au tot raza de convergenta r.

2"t (a integralelor

b) Dacd f(x) = Zanxn, Ve (—rr), cur >0, atunci f'(x) = Z na,z" ', Ya € (-r,r), adici
neN neN*
seria datd de puteri poate fi derivatd, termen cu termen, pe intervalul deschis de converegenta

(—r,7), iar
X
an 1
t)dt = — " v e (—rr
/Of() St Ve (o),
neN
adicd seria de puteri Zanx”poate fi integrata termen cu termen, pe orice interval [0, x|, unde

neN
x € (—rr).

Demonstratie: a) Prin utilizarea Propozitiei 12.6, in situatia in care 0 < limsup {/|a,| < oo,
n—oo
gasim:
, 1 1 1
T = = = =
lim sup \/n|ay| lim {/n-limsup {/|a,| limsup/|ay]|
n—00 n—00 n—00

n—oo

rsi



1 lim vn+1 1

,r‘// _ _ Nn—oo _ _
_ nl lan] limsup V/|an|  limsup y/|a,|

La fel in celelalte doud situatii, in care este lesne de vazut ca ' = r” = r = 0, atunci cand

lim sup {/|a,| = oo si respectiv cd 7’ = r" = r = oo, atunci cand limsup {/]a,| = 0.

n—oo n—oo
b) C . n—1 . v . . . .
um seria na,x" “este uniform convergentd pe orice subinterval compact al intervalului
neN*
(—=r',r") = (—r,r), iar seria g anx"este convergentd cel putin in x = 0, rezultd, prin aplicarea
neN

Teoremei 12.9 b), cd f, functia suma a seriei g anx” este derivabild pe (—r,7) si, in plus, f'(z) =

neN
Z na,z" ',V € (—r,r), in mod uniform. In conformitate cu aceeasi teorema (punctul a)), functia
neN*
xr
a
f este integrabild de la 0 la z, Vx € (—r,r) si, mai mult, / ft)dt = Zﬁx”“, Vee (—rr). <4
0 n
eN

Observatii:

1. De fapt, prin Teorema 12.12, rezultd ca f, suma seriei Zanxn, este derivabild de o infinitate

neN
de ori pe (—r,7) si are derivatele de orice ordin continue pe (—r,r). Altfel spus, avem: f €
C>®(—r,r).
2. Cum f®¥(z Zn n—1) o (n—k+1Daz"* VEeN, Vo € (—r,7), deducem ci are loc

formula: £ (0 ) = k'ak, VEkeN.

In virtutea acesteia, rezulta ca daca doua serii de puteri, g anx"si E b,x™, au aceeasi raza

neN neN
de convergentd r si aceeagi suma f pe intervalul (—r,r), atunci ele coincid, intrucat a, =

1
— ™ (0) = by, ¥n € N.
n:

3. Operatiile care se pot face cu serii de puteri respecta regulile din cazul general al seriilor de
functii si al seriilor numerice.

4. Un caz particular important este cel al serietr binomsiale, de expresie

—-1) A — 1
1+ Z (a n! (a—n+ )x”, unde o € R.
neN*

Pentru « € N, seria binomiala se reduce la un polinom.

Cand o € R \ N, se constata cd raza de convergenta a seriei binomiale este r = 1, deoarece:

a-(a—=1)-...-(a—n) n!

. = lim 2"
(n+1)! a-(a=1)-...-(a—=n+1)| n-ooo

im (Bntl oy
n-+1

n—o00 |an| n—o00

=1.

Daca notam cu f suma acestei serii i aplicim Teorema 12.12, deducem, prin calcul direct, ca:

(1+2)f'(z) = af(z),Vz € (—1,1).



De aici, intrucat f(x) # 0 pe (—1,1) (caci, altfel, dacd ar exista zo € (—1, 1) asa incat f(xg) = 0,
ar reiesi faptul cg f(%) (xg) =0, Vk € N*, adicd f(z) =0, Vx € (—1,1), ceea ce ar fi imposibil,
atata timp cat f(0) = 1), deducem ca:

flle) o
fl@) o+l

Vo e (—1,1).

Pe baza acestei relatii, prin integrare, gasim:
In(f(z)) =aln(z+1)+Ine,Vz e (-1,1), ¢ > 0.

Prin urmare, avem f(z) = ¢(1 4+ x)®, Vz € (=1,1), cu ¢ = 1, deoarece f(0) = 1. In concluzie,
are loc formula

o (a—n+1)
n!

(D) (1+x)a:1+io"(a_1)" Ve (~1,1),
n=1

care generalizeaza, cu evidentd, formula binomului lui Newton, adeviratd pentru o € N. Astfel,
denumirea de serie binomiala se justifica.

Pentru diverse valori ale lui « si diferite operatii aplicate asupra formulei (A), se deduc sumele
unor importante serii de puteri.

Un alt caz particular este cel al seriilor MacLaurin si al seriilor Taylor.

Definitia 12.10 i) Fie f : A C R — R o functie indefinit derivabila in 0 € A. Numim serie
MacLaurin atasata funciiei f, in punctul 0, seria de puteri

(n)
Z fil(o):v", x € A
n!

neN

it) Pentru f : A C R — R functie derivabila de orice ordin in x¢ € /01, numim serie Taylor
asoctata functiei f, in punctul xg, seria de puteri:

Z M(w —x9)",x € A.

n!
neN

Firesc, in legatura cu asemenea serii particulare de puteri, intereseaza care este multimea de
convergentd (punctuald, absoluta si uniforma) si care le este suma. Nu, cumva, tot f ?. In acest sens,
are loc urmatorul rezultat:

Propozitia 12.8 Fie A un interval simetric fata de xop € R gi f € C*°(A). Daca exista M > 0 asa
incat |f(z)| < M,V € A, Vn € N*, atunci:

(") (4
@) f@) =T g ve e A= (2 - amo +a).
neN



Demonstratie: Folosind formula lui Taylor (cu rest de tip Lagrange), vedem ca

- f(k)(%) k (z — @)™ (n+1) M n+1
_ (= = <
f(@) kZ_o k! (z = o) (n+1)! f (&)= (n—l—l)!a ’
Vee A= (zg—a,z0+a),VneN,cua>0si &=x9+ ANz —x0), A € (0,1).
n+1
Cum lim ——— = 0, rezultd cd formula (57) are loc intr-adevar. Cand 2o = 0, in ipotezele din

n—oo(n + 1)!
enuntul acestei propozitii, se ajunge la concluzia ca are loc formula lui MacLaurin:

(n)
f(z) = Z / (O)x”,V:c € (—a,a),a > 0.

n!

neN

<

Serii trigonometrice. Serii Fourier trigonometrice
Definitia 12.11  j) O serie de forma
a nmw nmw
(&) ?04- Z (ancos%—l-bnsin%) , € ACR,
neN*
unde | € R%, iar (an)nen, (bn)nens C R, se numeste serie trigonometrica.
Jj) Seria trigonometrica pentru care A = [—l,1], iar, in raport cu o functie data f : [-1,]] — R,

coeficientii (an)neN §i (bp)nen+ sunt dali de formulele

1 l
ay, = l/ f(x)cos?da:ﬁn €N gi
1

1
bn:l/ f(a:)sin?dm,VneN*,
—

se numegste serie Fourier trigonometrica. Coeficienlii in cauzi se numesc coeficienti
Fourier.

In general, studiul seriilor trigonometrice se face cu ajutorul criteriilor de la seriile de functii
oarecare. Toate proprietitile de la serii de functii sunt adevarate si pentru seriile trigonometrice. In
plus, seriile trigonometrice au urmatoarele proprietdti specifice importante:

1) Daca seria (&) este convergenta (uniform convergentd sau absolut convergentd) pe un interval
compact oarecare, de lungime 2, (de exemplu [—[,]), atunci ea este convergentd (respectiv
uniform convergentd sau absolut convergentd) pe R, iar suma ei este o functie periodicd de
perioada 2.

2) Daca sirurile (an)nen $i (bn)nen+ € R sunt monotone gi converg la 0, atunci seria (&) este
convergentd pe RN\ {2kl, k € Z} si uniform convergentd pe orice interval compact ce nu contine
puncte de forma 2kl, cu k € Z.



3) (Criteriul lui Dirichlet) Daca functia f : [-[,]] — R este monotond pe portiuni, pe [—[,1] si
are, in acest interval, cel mult un numér finit de puncte de discontinuitate care sunt de prima
spetd, atunci seria Fourier trigonometrica asociata lui f converge, in fiecare punct z¢ € [—I, (], citre

3 (f(zo +0) + f(xo — 0)). In particular, dacd f este continui pe [~I,I], atunci suma seriei
Fourier in cauza este chiar f.

4) Dacd f este o functie pard, adicd f(—z) = f(z), Yz € [-[,], atunci b, = 0, Vn € N¥gi
9
ap, = l/ f(a:)cosnlﬂdm, Vn e N.
0

5) Dacd f este impard pe [—[,1], adicd f(—z) = —f(z), Vo € [-1,l], atunci a,, = 0, Vn € Ni
9 rl
by, = l/ f(z)sin —mlm dx,Vn € N*.
0

De exemplu, pentru | = 7 si f(z) = 22, avem b, = 0, ¥n € N*si
2 2
i, caind n =0
2 [T, 3
an = / x“ cos(nx) dx =
™ Jo 4

—(=1)", cand n € N*.
n

Folosind criteriul lui Dirichlet de mai sus, deducem ca:

2 _ T (="
x :——|—4Z - cos (nx),Vz € [-m, 7.

2
T 1
7T2 = ? + 4 Z 2
neN*
. . 9 ) L. 1 72
pe baza careia obtinem faptul ca seria numerica E —; are suma 5
neN*
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Cursul 13

Integrale ale functiilor reale scalar-scalare

Necesitati practice legate fie de determinarea matematicd a starii unui proces dinamic caruia 1i
este cunoscutd viteza de evolutie, fie de calculul unor caracteristice numerice de ordin geometric
(precum lungimi, arii si volume), fizic (ca, de exemplu, momente de inertie, valori de potentiale gi
lucru mecanic), deterministic (coordonate de pozitie ori centre de greutate) sau probabilist-stochastic
(densitati de probabilitate, medii si dispersii pentru variabile aleatoare continue) ale anumitor entitati
pot fi solutionate, in dese randuri, prin folosirea adecvatd a notiunii de integrald. Amintind aici
despre integrala nedefinitd si despre integrala Riemann a unei functii reale scalar-scalare, avem in
vedere incd tipurile de integrale improprii (pe intervale nemarginite sau din integranzi nemarginiti),
cat gi integralele cu parametri, intre care functiile I' (gamma) si B (beta) ale lui Euler, sunt prezentate
pe scurt in final.

Integrale nedefinite. Primitive

Fie I C R un interval cu interior nevid ¢i f: I — R.

Definitia 13.1  a) O functie F': I — R se numeste primitiva (pe intervalul 1) a functiei f daca
F este deriwvabila pe I gi F'(x) = f(x), Vo € 1.

b) Daca f are cel putin o primitiva pe I, atunci f se numeste functie primitivabila pe I si acest
fapt se noteazd prin f € P(I).

¢) Daca f € P(I), atunci multimea tuturor primitivelor (pe I) ale functiei f poartd denumirea de

integrala nedefinita a lut f pe I si se noteazd cu /f(:v) dx.

Observatii:

i) Dacad f € P(I) si F': I — R este o primitiva a lui f (pe I), atunci toate primitivele functiei
f sunt de forma F + ¢, unde ¢ este o constanta reald. Aceasta deoarece, oricare altd primitiva
(decat F) alui f are derivata egald cu a lui F' (adicd f) pe I si deci diferd de F printr-o constanta

(reald) c. Agadar: /f(a:) de = F(z)+c¢, Vo e l.

ii) Dacd f : I — R este o functie derivabild pe I, atunci ea este o primitivd (pe I) a functiei f’ si
deci [ f'(z)dx = f(x)+ ¢, Va € I, unde c este o constant reald arbitrara.

iii) Determinarea unei primitive F, a lui f, pe intervalul I, se numesgte (operatie de) integrare a lui
e I. Integrarea este "inversa" operatiei de diferentiere a unei functii f : I — R, cu primitiva
P g perat v v p
F : I — R, deoarece avem:

d (/f(x) dx> =d(F(z) +c¢)=(F+c¢) (2)de = F'(z)dz = f(x)dz si

/dF(x):/F’(a:)dx:/f(:c)da::F(a:)—i—c,Ver,ceR.

iv) Multimea P(I) (a functiilor primitivabile pe intervalul I C R) este nevida, intrucat orice functie
continui pe I are primitive pe I, adici @ # C(I;R) C P(I). In plus, din punct de vedere



algebric, P(I) este un subspatiu liniar real al spatiului vectorial (peste R) F(I;R), deoarece,
pentru orice f,g € P(I) si a, B € R, avem af + g € P(I) si

[(as@ +sg@yds=a [ f@yds+5 [ )z, per.

v) P(I) este parte a multimii functiilor f care au proprietatea lui Darboux pe I (Vz1,22 € I,
VA € R cuprins strict intre f(x1) si f(x2), 3z din intervalul deschis cu extremitatile x; gi xo,
astfel incat f(Z) = A). Aceasta intrucat, fiind derivatd a oricdreia dintre primitivele sale, o
functie f € P(I) are, in mod necesar, proprietatea mentionatd. Prin urmare, dacd o functie
f I — R nu are proprietatea lui Darboux pe I, atunci ea nu este primitivabila pe I.

Ca metode de calcul pentru primitive, indicim folosirea tabelului integralelor nedefinite ale
unor functii elementare, integrarea prin parti, integrarea prin transformari algebrice si trigonometrice,
integrarea prin substitutii si utilizarea, in anumite cazuri, a unor formule de recurenta.

Tabelul specificat cuprinde urmatoarele primitive uzuale:

anrl
e acR\{-1)
/J;"d:pz ot +c,x el CR,ceR;
In|z|, a=-1
/ dz 11 Tr—a n / dz 1 ¢ x+ c R*
. c ——— = —arctg— +c¢,a ;
22—-a?2 24 |r+a ’ 2ta g BgTo ’

= arcsin — + ¢, a € R¥;

+ ¢

) /\/ 2 — 22 ||
1

/a‘”dx:l a®+c,aeR\{1},z € I CR,ceR;
na

dx 1 3 5
\/m n(:L‘+ e +a

/sinxda::—cosm+c; /cosxdmzsinx—i—c,cER;

T _ o~ x —x
/shxdm—/ezedm—chx—i—c;/chxdx—/e—;edx—sh:n+c, x el

Integrarea prin parti, aplicabild ori de cate ori avem de-a face cu doua functii fgig: I — R,
derivabile si cu derivatele f’ si respectiv ¢’ continue pe I, se face in conformitate cu formula

[ 1@ = s@o@) - [ 1@ dz, w1,

care, in virtutea relatiilor f'(z)dz = (df) (x), ¢'(z)dz = (dg) (z) si d(fg) = f(dg) + g(df), pe I, poate
fi redata gi prin:

[ s@)an@ = s@gte) - [ 19, w et

Aplicarea acestei formule permite, de exemplu, intre altele, completarea tabelului de primitive
imediate cu urmétoarele integrale nedefinite:

2

T a
/\/a2—m2dx:2 222+ % aresin +caeRy, |z <a,ceR;

2 lal

2
/\/x2ia2dx::; 1:2:|:a2j:%ln‘a:+\/a:2j:a2’+c, aeR* zel,ceR;



/lna:dx::c(lnx—l)+c,xEIQR";, ceR.

Tot integrarea prin parti este recomandatd, ca metoda de calcul, in cazul integralelor de forma

[ P)sta) ds,

unde P, € R[X] si f este una dintre functiile elementare e”, In z, arcsin x, arccos x, arctg x, arcctg x,
a”, log, = etc. Prin aplicarea acestei metode, se reduce treptat, cu cate o unitate la fiecare utilizare
(repetatd) a integrarii prin parti, gradul polinomului P, (n € N).

Metoda transformarilor algebrice se foloseste, cu precadere, pentru calculul primitivelor unor

P
ngi, unde P gi @ sunt din R[X], definite pe un interval I C R, cu
x

I+ osi Q(x) # 0 pe I. Cum, potrivit unui rezultat cunoscut din algebra, orice functie rationald se
descompune, in mod unic, intr-o sumé de fractii rationale "simple", in conformitate cu formula

oy P@ o HE) o By + Com
() S0 =Gy =@+ 4 =@ X g T 2 @t et a0

functii rationale, de forma f(z) =

x el

in care GG este un polinom (nul, cand grad P < grad @), H tot un polinom (cu gradul strict mai mic
decat gradul lui @ si identic cu P, atunci cand grad P < grad Q), Zl este o suma relativa la toate
ridécinile reale x, (simple si multiple) ale lui Q, iar 22 se raporteaza la toate radacinile complexe

(simple si multiple) ale lui Q (cu pg,qr € R, asa incat p? — 4g, < 0), integrarea lui f revine la
determinarea primitivelor tuturor componentelor din suma de descompunere ().

. P
In cazul in care polinomul () are radacini multiple, calculul primitivei functiei rationale QE:U; se
T
mai poate face si prin metoda lui Gauss-Ostrogradski, bazata pe formula
P P P
(%) / (2) o = D@) [ Po@) e
Q(x) Q1(z) @2(x)
Q

unde @1 € R[X] este cel mai mare divizor comun al polinoamelor @ si Q' (derivata lui @), Q2 = o

1
iar P; si P, sunt polinoame care au gradul cu o unitate mai mic decat grad ()1 si respectiv grad ()2,
determinarea lor realizandu-se prin derivarea relatiei (xx), adica pe baza relatiei

Plx) _ P(2)Qi(z) - A(2)@y(2) | Po(2)
Q(x) Qi(z) Q2(z)’

prin identificare si aflare, in acest mod, a coeficientilor (initial necunoscuti ai) lui P; si Ps.

Metoda transformarilor trigonometrice, adeseori combinatd cu metoda substitutiilor, se
foloseste pentru calculul primitivelor unor functii in ale ciror expresii sunt prezente functii trigono-
metrice.

In cazul integralelor trigonometrice de forma

rzel,

/E(sinx,cosa:) dz, z €l = (—m, ),

. . o o C oy A . . X
unde E este o functie rationald de doua variabile, se foloseste, in general, substitutia tg 5 = t, care,

2t 1— ¢
pe baza relatiilor sinz = 72 cosx = T2 x = 2arctgt, de = fffm

itivei unei functii rationale in variabila ¢. Calculul integralei [ E(sinz,cosz)dx poate fi simplificat,

conduce la calculul prim-

A .- . .. X . o . .
evitdndu-se utilizarea substitutiei standard tg 5= t, in urmatoarele trei cazuri:



1. E(—sinz,cosz) = —E(sinz,cosx), adicd E este impard in sinx, recomandata fiind folosirea
substitutiei cosx = t.

2. E(sinz, —cosz) = —E(sinz,cosx), adicd E este impard in cosz si atunci se face substitutia
sinx = t.

3. E(—sinz, —cosz) = E(sinz,cosz), adicd E este pard (simultan) in sinz si cosz, facandu-se
substituta tgx = t.

Tot substitutii se practicd si pentru calculul unor integrale (asa-numite) irationale, intru re-
ducerea lor la integrale din functii rationale. Este cazul substitutiilor lui Fuler, folosite pentru

integrale de forma
/E (az,\/ax2—|—b:v—|—c) dr, x €1,

cu a,b,c € R, asa incat ax®? + bx +c¢ > 0, Vo € I si E o expresie rationald de dou# variabile reale.
Se face trecerea de la variabila x la variabila ¢, in conformitate cu una din urméatoarele trei situatii si
relatii corespunzatoare:

i) Vax? +bx + ¢ = tz\/a tt, cand a > 0;
ii) Vaz? +bx + ¢ = +tx + /¢, cand ¢ > 0;
iii) vaz? + bx + c = t(x — x9), cand b? — 4ac > 0,

unde g este o ridicind ( din R) a ecuatiei ax?® + bx + ¢ = 0.
Pentru integrale irationale de forma

ar + b p1/q1 ar +b P/ K
FE d ICR
/ <$’<cx+d> ’ ’<cx+d> Hrel=®

in care F este o functie rationald de k + 1 (k € N*) variabile reale si cu valori in R, a,b,c,d € R,

b I

A+ 4+ +d?#0,ce+d#0,Vrel, aw—i—d >0,Veel, p, €Z,q € N, Vi=1k, se utilizeaza
cr

b
(in scopul calculului) substitutia @ — ¢, data de relatia ax—'—i_— p
cx

= t%, unde gq este cel mai mic multiplu

comun al numerelor q1, go, .. ., gk-
Substitutiile lui Cebisev se folosesc pentru calculul integralelor care, cunoscute sub denumirea
de integrale binoame, sunt de forma

/xp(aa:q—kb)rda:, x €l CR,

unde a € R*, b € R si p,q,r € Q. Calculul unor asemenea integrale se reduce la calculul primitivelor
pentru functii irationale, doar in urmaétoarele trei cazuri:

j) r € Z, cand se face substitutia x = ¢t™, cu m cel mai mic multiplu comun al numitorilor lui p i

q;

p+1
q

1
iii) pt- + 1 € 7, caz in care se face substitutia a 4+ bz~ = #!, [ fiind numitorul lui r.

i) € 7, situatie in care se face substitutia az? + b = t!, unde | € N* este numitorul lui r.



Calculul integralelor de forma
/E (@™ a™* ... a"™") dx,

unde a € R \ {1}, r1,72,...,7, € Q, iar E este o functie rationala, de n (n € N*) variabile reale si
cu valori in R, se poate face pe baza substitutiei a® = t¥, unde t > 0, si v este cel mai mic multiplu
comun al numitorilor numerelor 71,79, ..., 7y.

Atragem atentia asupra faptului ca existd gi o serie de primitive care nu se pot exprima prin
combinatii liniare finite de functii elementare. Este cazul integralelor eliptice, adica al integralelor
de forma

/\/(1—a2sin2m)i1dm, cua€ (0,1)sizel, CR

precum si al urmatoarelor integrale:

/ "7 o (sinusul integral), / T g (cosinusul integral),
T T

T

d
/ l—x (logaritmul integral), / C e (exponentialul integral),
nzw T

/ e da (primitiva lui Poisson), / cos’xdx si / sin? z dz (primitivele lui Fresnel).

Integrala definita (in sens Riemann)
Fiea,be R, a<bsi f:[a,b] — R.

Definitia 13.2 1) Se numeste diviziune (divizare) a intervalului compact [a,b], notata prin
A, o multime finita gi ordonata crescator de elemente xo, x1,...,2Ty € [a,b], cua =x9 < 21 <
.. < Tpo1 < Tp =Db. Elementele x;, i = 0,n se numesc puncte ale diviziunii A, iar [, Tit1]
(i =0,n — 1) se numesc intervale partiale ale diviziunit A.

2) Numarul notat cu ||All (sau cu v(A)) si definit prin

Al = lrél%xn{wi —zi 1}

se numeste norma diviziunit A.

3) O diviziune A a intervalului [a,b] se numeste echidistantd dacd x; —x;—1 =

,Vi=1,n,

b—a

b—a . . .
caz in care avem ||A|| = —— gix; =a+1 ,Vi=0,n.
n
De reguld, multimea tuturor diviziunilor unui interval compact [a,b] C R se noteazi cu
Dla,b] si, pe ea, se poate defini o relatie binara (de "finete"), ce se dovedeste a fi una de ordine
partiald, in modul urmétor: ¥ Aj, As € Dla,b] spunem cid Ay este mai find decdt A;, si notdm
A1 C Asg, dacd Ay contine cel putin un element in plus fatd de Aj. Este lesne de vizut atunci c4,

VA1, Ay € Dla,b], IA(= A1 U Ag) astfel incat A; C A si Ay C A.

Definitia 13.3 ) Fieca,be R, a<bsiA={a=29 <z <...<x, =b} din D]a,b]. Multimea
En =1{& | & € [mim1, ) i = 1,n}, adica multimea n-uplelor (£1,&,,...,&,) € R™, unde &,
este arbitrar ales din intervalul partial [x;—1,x;], Vi = 1,n se numeste multime a punctelor
intermediare asociate diviziunii A.



b) Numim suma Riemann a functiei f : [a,b] — R, in raport cu o diviziune A € Dla,b] si cu
(£1,89,---,&,) € &, numarul

n

TF(AEa) =D F(E) (i — win),

i=1
unde x; sunt punctele diviziunii A = {a =29 < x1 < ... < x, = b}.

Definitia 13.4 Functia f : [a,b] — R se numeste integrabild, in sens Riemann, pe intervalul
compact [a,b] (a,b € R, a <b), daca existd un numar real I, astfel incat, oricare ar fi e > 0, exista
e, in raport cu care, YA € Dla,b], cu ||A| < 6, sa avem |o¢(A,Ex) — I| < €, pentru orice alegere a
punctelor intermediare £5. Se mai spune ca f este R-integrabild pe [a,b).

Numarul I se numeste, atunci, integrala Riemann a lui f pe [a,b] si se poate vedea ca este

b b
unic determinat. El se noteaza cu /f(a?) dx (sau cu (R)/f(a:) dx ori prin /f(a?) dx).
a a [a,b]

Multimea tuturor functiilor R-integrabile (Riemann-integrabile) pe un interval compact [a, b] din
R se noteazd cu R[a, b].

Propozitia 13.1 Daca f € Rla,b], atunci f € Bla,b], unde Bla, b] inseamna multimea tuturor functi-
ilor f : [a,b] — R care sunt marginite pe [a,b].

(Cu alte cuvinte, orice functie f : [a,b] — R, integrabila in sens Riemann pe un interval compact
[a,b] din R este, in mod necesar, marginita pe [a,b]).

Demonstratie: Cum f € Rla,b], existd I € R, astfel incat, in conformitate cu Definitia 13.4,
Ve > 0, 3 6. > 0, asa incat, VA € Dla,b] cu [|[A| < 0. si V&€ = (£1,€q,...,&,) € &a, avem
lof(A€) — I| < e, adica

(") I_5<Zf(§i)(xi_$ifl)<l+5-
i=1

Fixand € = 1 gi A € Dla,b] (cu [|A|| < dc), lasam &; s varieze in [z, x1], iar pe &9,&3,...,&, le
mentinem, pe moment, constante. Atunci, din (! ), deducem c& avem

1
r1 — X0

1
1 — X

I+1-— Zf(fz)(xz —zi-1) |,

=2

I—1-— Zf(&i)(xi —zio1)| < f(&) <
i—2

V¢, € [xo, z1]. Deci functia f este marginita pe intervalul partial al lui A [zg, z1].
In mod analog, se arat# ci f este mirginiti si pe celelalte intervale [Ti_1, ], Vi = 1,n. Astfel,
reiese cd f € Bla, b]. <

Observatie: O consecinta directd a Propozitiei 13.1 este aceea potrivit cadreia, dacd o functie
f:la,b] = R (cua,beR, a <b) nu este marginita pe intervalul (compact) [a,b], atunci ea nu este
R-integrabild pe [a, b].

Existd insd si functii méarginite pe un interval [a,b] C R, care nu sunt din Rla,b]. De exemplu,
functia lui Dirichlet, f : [a,b] — R, datd prin f(x) = { (1): i E EJJL: Z} Q%

O conditie necesard si suficientd de Riemann-integrabilitate pentru functii f : [a,b] — R se obtine
caracterizand limita /, prin sume Riemann o (A, {A), pe baza conditiei Cauchy (de existenta a unei
limite). Astfel, are loc urméatorul rezultat:



Teorema 13.1 (de caracterizare Cauchy a integrabilitatii Riemann)
Functia f : [a,b] — R este integrabila in sens Riemann pe [a,b] dacd si numai dacd, Ve > 0,
35, > 0, asa tncat, VA € Dla,b], cu |A]| < b: 51 &, € €5, avem ‘crf(A,f') - af(A,g”)\ <e.

Prin folosirea Teoremei 13.1, se pot pune in evidentd urmatoarele proprietati ale functiilor
R-integrabile pe intervale compacte din R, reunite in cadrul propozitiei imediat enuntate aici:

Propozitia 13.2 i) Daca f € Rla,b], atunci f € Rle,d|, oricare ar fi subintervalul [c,d] al lui
[a, b].

it) Fie f : [a,b] — R si ¢ € (a,b). Daca f € Rla,c| si f € Rle,b], atunci f € Rla,b] si are loc

egalitatea:
b c b
[1@ds = [ syas+ [ @ a.

iti) Daca f € Rla,b], atunci |f| € Rla,b] si are loc relatia:
b b
[ @i < [15@)da.

i) Daca f € Rla,b], atunci f*> € Ra,b].
v) Dacd f,g € Rla,b], atunci f-g € Rla,b] si are loc inegalitatea ("Cauchy-Schwarz-Buniakowski"
pentru functii R-integrabile):
b

2
(1) /b @)y de | < /b P | | [ a)ds

1
vi) Daca f € Rla,b] si|f(z)] > p >0, Vz € [a,b], atunci 7 € Rla,b].

vii) Daca f,g € Rla,b] si o, f € R, atunci af + g € Ra,b] si
b b b
[ (@f@ +8g(a)) dz=a [ f@ydo+5 [ g(a) da.

(Asadar, Rla,b] este, in raport cu adunarea functiilor reale scalar-scalare si cu inmultirea aces-
tora cu scalari reali, un spatiu liniar).

b
viti) Daca f € Rla,b] si f(x) >0, YV € [a,b], atunci /f(a;) dx > 0.

Observatii:

a) Similar situatiei de la sisteme finite de numere reale, inegalitatea (!!) are, drept generalizare,
inegalitatea lui Holder pentru functii R-integrabile si anume:

b

[ f@g(@)ds)| < /b @) de ; /b gfrds]

a

1 1
vfag € R[CL, b]> b,q € (17+OO)7 cu ]; =+ 6 =1 §1 |f|p7 |g|q € R[avb]



b) Tinand seama de viii) din Propozitia 13.2, se deduce monotonia integralei Riemann, in sensul
cd, ¥V f, g € Rla, b], cu proprietatea ca f(z) < g(z), Vz € [a,b], avem:

a

c¢) Convenind ca, pentru f € R]a,b], sa definim /f(a:) dzx ca fiind — / f(z) dz, rezulta:

b
/af(:c) dz =
b

d) Avand in atentie relatia (o), se poate vedea cd, dacd f € Rla, b], atunci m(b—a) < /f(a:) dx <

a

M(b—a), unde m = inf f( )€ERsi M = sup f(z) eR

z€[a,b] z€[a,b]
/ fa

Dac4, in plus, f € Cla,b], atunci, deoarece m < =————— < M si f, ca functie continud pe
—a

[a, b], isi atinge marginile (m si M), avand proprletatea lui Darboux, exista ¢ € [a, b], astfel incét
b

/f(:c) dz

fle) = ﬁ, adica are loc formula de medie:

b
/ f(x)dz = F(e)(b— a).

Daci f : [a,b] — R este o functie marginita pe [a, b], se pot defini sumele Darboux (corespunzitoare
lui f si unei diviziuni A € Dla,b] arbitrare), inferioara si respectiv superioard, prin

Sf(A):Zmi(%’—xi—l si Sp(A ZM i — Ti—1)
i=1
unde A = {a =20 < 21 < ... <z = b}, My = [inf ]f(a:) si M; = sup f(x), Vi=1,n.
TE|Ti—1,%4 :pe[xi,l,xi]

Notand elementul sup sg(A)culsi inf S;(A)cul, numim I integrala Darbouz inferioard
A€D[a,b] A€Da,b]

a lui f pe [a,b], iar I integrala Darboux superioard a lui f pe [a,b]. Folosind aceste elemente, se
poate pune in evidentd urmatorul criteriu (al lui Darbour) pentru stabilirea R-integrabilitatis
lui f pe [a,b)].

Teorema 13.2 O functie f : [a,b] — R, marginita pe [a,b], este integrabila in sens Riemann pe |a, b
dacd st numai dacid I =1 € R, ceea ce echivaleaza cu:

Ve >0,3A. € Dla,b] astfel incit S¢(A:) — s¢(Ac) <e.



b

Valoarea comund a elementelor I si I este, atunci cind are loc relatia I = I € R, tocmai / f(z)dz.

a

Pe baza oricdruia dintre criteriile de R-integrabilitate formulate de Teoremele 13.1 (criteriul lui
Cauchy) si 13.2 (criteriul lui Darbouz), se pun in relief categorii de functii ce sunt integrabile
Riemann pe intervale compacte din R. Are loc, astfel, rezultatul ce urmeaza.

Teorema 13.3 Fie functia f : [a,b] — R.

a) Daca f € Cla,b], atunci f € Ra,b].

b) Daca f este monotona pe [a,b] (sau pe portiuni, pe [a,b], intervalul [a,b] putdndu-se scrie ca
o reuniune finita de intervale [a,c1],[c1,ca],. .., [ck,b], astfel incdt, pe fiecare dintre ele, f este
monotond, nu neaparat de acelasi fel), atunci f € Ra,b].

c) [ € Rla,b] daca si numai daca f € Bla,b] i f este continua "aproape peste tot" pe [a,b], adica
feC([a,b];E), unde E C [a,b] este o multime "neglijabila" (de masura Lebesgue nula)( criteriul
lui Lebesgue de R-integrabilitate ).

(O multime A C R se numegte neglijabila sau de masura Lebesgue nula dacd, Ve > 0, existd un
gir de intervale (J)nen+ C R, asa incat A C U Jy si Z I(J;) < e, unde [(J;) inseamna lungimea
neN* neN*
intervalului JZ, Vn € N*.)

Propozitia 13.3 Fie f € R[a,b] si, Y € [a,b], in virtutea afirmatiei i) din Propozitia 15.2, fie

F :[a,b] — R, data de relatia: F(x) = /f(t) dt, Vx € [a,b]. Au loc urmatoarele concluzii:

a) F € Cla,b]. Mai mult, 3L > 0, asa incdt

|F(z) — F(z)| < Llz — z|,Vz,T € [a,b].

b) Daca f este continud intr-un punct xo € [a,b], atunci F este derivabild in zo si F'(xo) = f(x0).
Daca f € Cla,b], atunci F este o primitiva a lui f gi deci f € Pla,b].

Demonstratie: a) Cum f € R[a,b], avem: f € Bla,b] (in virtutea Propozitiei 13.1). Exista deci
L € RY, astfel incat |f(t)| < L, Vt € [a,b]. Atunci:

F(z) - F(@)] = / f(tydt - / f(t) dt| = / F(t)de] <

xT

T x
§/|f(t)|dtg/Ldt:L-|x—5|,vx,:ze[a,b].

Deci F este lipschitziand pe [a, b] si, in consecintd, F' € Cla, b].
b) Avem:

—f(xo>'= — [0 - ) at] <

r — o
o

F(z) — F(xo)

r — X0

o) |



’x_x /yf F(@o)| dt, Y € [a,5] \ {xo).

Cum f este continud in zp, putem conta pe faptul cd, Ve > 0, 3 0. > 0, asa incat, Vt € [a,b], cu
|t —xo| < ds, avem: |f(t) — f(xo)| < €. Folosind acest lucru in (ee), obtinem ca
Ve > 0,36. > 0, astfel incat, YV € [a,b], cu |z — xo| < €,
rezulta:
F(x) — F(w)
r — X

— f(zo)| <e.

F(x) — F(zo)

Ca atare, existd lim = f(xg), adicd F este derivabild in zq si F'(z0) = f(x0).
z—zo T — Tp

Cand f € Cla,b], inseamna cd F'(z9) = f(zo), Yo € [a,b]. Deci F este derivabild pe [a,b] si
F' = f, pe [a,b]. Altfel spus, F este o primitiva a lui f si, astfel, f € Pla,b]. <

Calculul integralelor definite pentru functii f € R|a,b] se face, atunci cand f € Pla,b], pe
baza formulei lut Leibnitz- Newton

b
/ f(z)de = F(z)[2 = F(b) — F(a),

unde F' este o primitiva a lui f pe [a, b)].
Conform Propozitiei 13.3, b), formula ( # ) are sens cand f € Cla, b].

Tot pentru calculul unei integrale definite (in sens Riemann) dintr-o functie f : [a,b] — R, pentru
b

care exista / f(z) dz, se mai poate folosi metoda schimbarii de variabila, potrivit formulei

a

uffow vit= [ fa)d

o(a)

cand f € C([a,b];R), iar ¢ € C!([a, B]; [a,b]) sau in conformitate cu formula

b P 1(b)
/ f() da = / (f o) () (¢) dt

v (a)
cand f € C([a,b];R) si v € C([a, B];[a, b]), ¥ fiind bijectivi.

La fel de bine, atunci cand este posibil, se foloseste si formula de integrare prin parti pentru calcule
de integrale definite. Aceasta se exprima prin relatia

b b
/ f(@)d (@) de = f(x)g(@)|l — / f(2)g(x) de

ori de cate ori f si g : [a,b] — R sunt derivabile pe [a,b] si cu f',¢' € Rla,b] (in particular, cand
f.g € C'a,b)).

Dupéd cum am mentionat, fird demonstratie, in Cursul 12, pentru un sir (fn)nen+ C C([a, b]; R)
care este uniform convergent, pe [a, b], la o functie f : [a,b] — R, are loc un transfer de integrabilitate
(Riemann), de la f, la f, in conformitate cu urmatorul enunt.



Propozitia 13.4 Daci (fn)nen C C([a, b];R) este un gir de functii uniform convergent, pe |a,b], la
f:[a,b] = R, atunci f € Rla,b] si

/b f(z)dz = /b lim f,(2) dz = lim /b fulz) dz

Demonstratie: Aplicarea Teoremei 12.3, de transfer de continuitate, ne conduce la o prima con-
cluzie: f € C([a,b];R). Atunci, prin Teorema 13.3, a), rezulta: f : R[a,b]. Cum f, si f sunt continue pe

[a, b], existd sup |fn(z) — f(x)| € R. Si, pentru ca f, wllat], f, avem: lim ( sup |fn(z) — f(:c)\) =

z€[a,b) n—eo =00 \ z€(a,b]

0. Deci, Ve > 0, In. € N*, aga incat, Vn € N*, cu n > n., are loc relatia: sup |fn(z) — f(2)] < 5
z€la,b] —a

In acest fel, constatdm c&, Ve > 0, In. € N*, astfel incat, Vn € N*, cu n > n., avem:

/fn dx—/f ) do </fn 2)] i < (b—a) sup |fulz) — f@)] <.

z€[a,b]

Asadar, existd lim fn( ) dx si este egald cu /f <

n—oo
a

De fapt, tinand seama de aproximarea functiilor din R|a, b] prin functii din C|a, b], se poate afirma
cd transferul de integrabilitate (in sens Riemann) are loc gi intr-un caz mai general, in care girul de
functii (fn)nen+ € R[a, b] converge uniform pe [a,b] la f : [a,b] — R. Se justificd astfel, acum, Teorema
12.5. In mod firesc, pe baza sirului sumelor partiale, acest rezultat se manifestd si la nivelul seriilor
de functii, uniform convergente pe [a,b]. Este justificat deci si rezultatul din Teorema 12.9, a).

Integrale improprii

O extindere naturald a integralei Riemann, integrald in legaturd cu care, atat intervalul de inte-
grare, cat si functia de integrat, adica integrandul, au fost considerate marginite, este aceea constituita
de integralele improprii (fie din pricina neméarginirii domeniului de integrare, fie din cauza faptului
ca functia de integrat este nemarginita). Integralele pe intervale nemarginite sunt acelea in care
cel putin una dintre limitele de integrare este infinita, adica de forma

400 a +o00
/f(x)dx,/f(a:)dx sau /f(x)dx

Integralele din functit nemarginite sunt acelea de forma / f(z)dz, unde f : (a,b) — R este

a
nemarginita cel putin in vecinitatea unui punct din (a,b). Atat integralele pe intervale nemarginite,
cat gi integralele din functii nemarginite pot fi privite ca integrale pe intervale necompacte.

Definitia 13.5 Fie f : A C R — R o functie definita pe multimea A = (o, 8) \ {71,72,---,Vn—1},

unde ¥1,7%2, - - s Yn—1€ (@, B) sim1 < v2 < ... < Yn—1. De asemenea, prin notatie, fie yo = o §i v, = S.
Daca f este integrabilda local (in sens Riemann) pe A, adica f este integrabila pe orice interval

compact inclus in A, iar functia F : R*™ — R, definita prin

v;

n—1

F(ug,vo, u1,01, ..., Up—1,Vp—1) = Z/f(x) dx, Y ui,v; € (Vi,Yit1),Vi=0,n—1,



are o limita finita cand (g, Vo, U1, V1, -« s Un—1,Un—-1) — (Y0, Y1s Y1y V25 - « - s V-1, Yn—1,Yn), atunci
valoarea acestei limite se ia ca definitie a integralei lui f pe intervalul (o, 5) . Se spune, in
acest caz, ci functia f este integrabild impropriu ( generalizat ) pe («, 3) ori, prin analogie cu

termenul corespunzator din teoria seritlor, se spune ca integrala / f(z)dz este convergenta.

(0%
Daca F nu are limita sau limita sa nu este finita cand (uo,vo, U1, V1, ..., Up—1,Un—1) tinde la
(Y0, Y1y Y15 Y2 - « - s Y—1, Yn—1, Yn), SDunem ca f nu este integrabila, impropriu, pe (o, 8) sau, echivalent,

cd integrala/ f(z) dz nu este convergenta (adica este divergenta).

Observatii: Cum existenta limitei finite a lui F este legata de faptul c& fiecare functie Fj : R? — R,
definitd prin

Fi(“i:”i) = /f(.%') d.’E, Us, Vi € (7i77i+1)77; = 0777' - 1a
u;
Yi+1
trebuie si aibd limitd finitd cand (u;,v;) — (Vi,7+1) € R?, adica integrala f(x) dx trebuie s
_ Yi
fie convergentd pentru orice i = 0,n — 1, se poate spune cé stabilirea convergentei (sau divergentei)
Yi+1
integralei / f(x) dx revine la stabilirea naturii fiecareia dintre integralele / flx)dz, i =0,n— 1.
s i
Intrucat, in cazul acestora, intervalele (7;,7;+1) nu contin alte puncte in care integrandul f este
Yit-1
nemdrginit, stabilirea convergentei sau divergentei integralelor f(x)dx, i = 0,n — 1, va consta,
Yi
conform Definitiei 13.5, in stabilirea existentei si finitudinii, respectiv nonexistentei ori existentei si
nefinitudinii limitelor

I

lim /f Ydx si hm f(z)dz, unde v, < A < w; < pp < Yiq1, 1 =0,n— 1.
A\’Yz /"‘ Yit1
wi

Cand aceste limite existd si sunt finite, atunci ele definesc integralele functiei f pe intervalele
necompacte (7;,w;| si respectiv [w;, vi+1), integrale notate, indeobste, cu

/yZJrl_O
/ f(x)dx i respectiv / flx
v;+0

Prin analogie, pentru integrala improprie a functiei f pe intervalul (7;,7;+1) se foloseste notatia
Yi+1— 0

f(x)dx.
vit+ 0
Yit1— 0 Yit1— 0
Deoarece / / f(z)dx+ / f(z)dz,Vi=0,n— 1, este suficient ca, in studiul
vi+ 0 vi+ 0

convergentei integralelor pe interval necompact, sa ne ocupam de convergenta unor integrale de tipul

b b—0
() / f(z) de si / f() da
a+0 a



unde functia f este R -integrabild pe orice interval compact continut in intervalele (a,b] si respectiv
[a,b).

Cand a si/sau b sunt infinite (+00), integralele in cauzad (din (w)) sunt improprii, pe intervale
nemarginite, iar cand a si b sunt din R , atunci integralele (w) sunt improprii, din functii nemarginite.

Definitia 13.6 i) Daca functia f este integrabila Riemann pe orice interval compact inclus in
b b—0
intervalul (a,b] sau [a,b), iar integrala / |f(x)| dx, respectiv /|f(x)|da:, este convergenta,
a+0 a

b b—0
atunci se spune ca integrala / f(x) dx, respectiv / f(z)dzx, este absolut convergenta.
a+0 a
b b—0
i1) daca integrala / f(x) dx, respectiv / f(x)dx, este convergenta, dar nu gi absolut convergenta,

a+0 a
atunci ea se numeste semiconvergentd (sau simplu convergenta).

Integrale improprii pe intervale infinite

+oco a +o0
Relativ la integralele / f(x) dex, / f(x)dx s / f(z)dz, observdm ca ne putem limita la a
a —0o0 —0o0
investiga doar prima dintre ele, deoarece celelalte doud pot fi redate pe baza unor integrale de tipul

a +00 +00
primei. Intr-adevir, prin substitutia = —t, avem / f(z)dx = / f(—=t)dt, iar / f(z) dx se poate
— 00 —00

—a

+o00 +oo
scrie sub forma / f(=t)dt+ / f(x)dx.

Definitia 13.7 i) Fie f : [a,+00) — R, cu a € R, o functie R-integrabila pe orice interval
compact [a,b], cu b € R, b > a. Numim integrald improprie, de la a la +oo, din functia f,
b

limita lim [ f(x)dz, daca aceasta erxista. In caz de existenta, respectiva integrala se noteaza
b—oo

+o0 ¢
cu / f(z)dz.

400 b
i1) Integrala improprie / f(z)dz se numeste convergentda daca limita blim f(x)dx exista si
—00

a a
“+o00

este finita. Acest fapt se marcheaza prin: / f(z)dz (C).

b

b—oo

+oo
i11) Integrala / f(x)dx se numeste improprie divergentd daca limita lim [ f(z)dz nu exista
a a



+o0o
sau, daca ewistd, este infinitd. Atunci, se foloseste notalia: / f(x)dz (D).
a
“+o00

1
De exemplu, integrala improprie / — dx, unde a > 0, este convergenta cand p > 1 si divergenta
T

b 1—p
a
= € R, iar
a p—1

a

b

1 =P
cand p < 1, deoarece, pentru p > 1, obtinem lim [ —dx = lim
b—o0 xP b—oo \ 1 —p

a

b—oo

b
1
pentru p < 1, avem: lim /p dr = +o00.
x
a

Propozitia 13.5 (criteriul lui Cauchy de convergentd pentru integrale improprii)
“+oo

Integrala / f(x) dx este convergenta daca i numai daca, oricare ar fi e > 0, existd a. > a, astfel

a
incat, Va',a" > a, avem:

(0O) /f(:z:)dx <e.

b
Acest rezultat se obtine prin interpretarea in sens Cauchy a existentei limitei finite blim f(x) dx.
—00
a
Considerand a” = a/ + 1, pe baza Propozitiei 13.5 deducem cé, pentru orice € > 0, exista a. > a,

asa incat, Va' > a., avem: My = sup |f(t)] < e. Obtinem astfel faptul cd o conditie necesarad
tela’,a’+1]
+o0o

de convergenta a integralei / f(t)dt este: lim f(x)=0.

+o0o
Tot pe baza Propozitiei 13.5, se poate vedea ci, daca integrala / |f(z)| dx este convergenta, altfel

a
—+00 —+00

spus daca integrala / f(z) dx este (AC), adicd absolut convergentd, atunci integrala / f(x) dx este
a a
convergenta.
+o0o
Un alt criteriu de convergenta pentru integrala / f(x) dx este criteriul general de comparatie,

a
cu urmatorul enunt:

+o00
Propozitia 13.6 Daci |f(z)| < g(x), Vz € [a,+0), cu g(z) > 0, Vz € [a,+00) §i / g(z)dx (C),

a

+oo
atunci /f(m)dx (C).



b b
Demonstratie: Cum 0 < |f(z)| < g(z), Vo € [a,+00), rezultd: 0 < /|f(m)|dx < /g(w) dzx,

a
“+oo

Vb > a. In acelasi timp, deoarece integrala / g(z) dz este convergenta, existd si este finitd limita

a
b b 400

blim g(x) dz. Deducem atunci cd existd si este finita si limita , lim / |f(x)| dz. Deci / f(z)dx
——+00 — =400
a a a
“+o0o

este absolut convergenta si, drept urmare, avem: / f(z)dz (C). <

a

Teorema 13.4 ( Criteriul in 3 )

Fie B un numar real fizat. Daca exista | = lirgrl 2P| f(x)], atunci:
xr —-T00

+oo
7) / f(z)dz (AC) , ciand f > 1 gil < 4o0;

400
i) / f(@)|de (D), cand 8 <1 i0<1.

Demonstratie: j) Cand § > 1gi ] < +oo, avem: Ve > 0,3 z. > 0, asga incat, V& > x., are loc
relatia

l—e<aP|f(x) <l+e,
adica

l—¢ l+¢
<@l <

De aici, rezulta ca avem:
+00 Te 400 Te +O°1
OS/|f(1:)|d$:/]f(m)|dx—|—/\f(x)]dx§/|f(x)|daz+(l+5)/xﬁdac<—|-oo.

+o0 +oo
Asadar, reiese ca / f(z)dx (AC) , ceea ce implica faptul ca / f(z) dz este convergenta.
a a

+o0 400 ~+o0o
jj) In acest caz, se constatd ci (I—¢) / :Eiﬁ dx < / |f(z)|dz, cue € (0,1) si, intrucat / xiﬁ dx =
Te e e
+oo
+00, se obtine concluzia: / |f(z)| dz (D). <
a

“+o0o
Observatie: In cazul in care f(z) € R,V > z., jj) implici: / f(x)dx (D).



Propozitia 13.7 (Criteriul integral al lui Cauchy)
+oo

Daca functia f : [1,+00) — Ry este monoton descrescatoare, atunci integrala improprie / f(z)dzx

1

are aceeasi naturd cu seria Zf(n)

n=1
n + 1 n kE+1
Demonstratie: Scriind / f(z Z / f(x) dx si folosind faptul cd, din monotonia lui f |
1 k=1
avem f(k+1) < f(x) < f(k),Vx € [k,k+1],Vk=1,n—1,Vn € N*, obtinem:
d flk+1) < / flx)de <> f(k),Vn €N,
Pe baza acestei relatii, are loc concluzia din enunt,. <

—+00
Pot fi formulate gi alte criterii de convergenta pentru integrale de tipul / f(z) dz, pornind de la

criteriile corespunzitoare pentru serii numerice.

Integrale din functii nemarginite

Definitia 13.8 Flie functia f : [a,b) — R, cu h;nl.)\f(x)\ =400 §i f € Rla,b—¢], Ve € (0,b—a).

Daca exista gi este finita limita

(0) i
iy / I
atunci spunem cd [ este integrabila (zmpropmu) pe [a,b) sau ca integrala de la a la b din f
b—0 b

este convergentd. Valoarea limitei se noteaza cu / f(x)dx gt scriem: /f(x) dz (C).

a a
b

In caz contrar, dacad limita (¢) nu exista sau este infinita, spunem ca /f(x) dz este divergenta

a

b
§i scriem: /f(w) dz (D).

Analog, daca f : (a,b] — R este integrabila local (adici f € Rla + €,b], Ve € (0,b —a)) i

b b
h{n|f(1:)| = 400, tar h{r(l) / f(z)dx exista si este finita, fiind notata cu / f(x)dx, atunci spunem
T \a >
a+te a+0

b
ci f este integrabila (impropriu) pe intervalul necompact (a,b] si scriem: /f(:]:) dx (C). Alt-

a

b
minterti, daca 11{1(1) / f(z) dx nu existd sau este infinita, spunem ca f nu este integrabila pe (a,b] (sau
g

ate



b b
ca integrala /f(x) dz este divergenta) gi scriem. / f(z)dz (D).
a a+0

Observatie: Pentru cazul in care f : [a,b] \ {c} = R, ¢ € (a,b) si lim|f(z)| = +o0, iar integralele
xr—cC
c b b
improprii /f(a:) dx si /f(:c) dr sunt convergente, avem /f(:p) dz (O) si
a a

c

b c—¢ b
/f(a:)dm:iii%/f(x)dw—i—glliglo / f(x) dx.

c+e’

Cand exista

lim C/_af(w)dwr/bf(w)dw ;
a cte

b

declaram aceasta limita ca fiind valoarea principala a integralei / f(x) dz. Daca, in plus, limita
a
in cauza este gi finita, atunci spunem ca f este integrabild pe |a,b], in sensul valorii principale.

b
dx
Pe baza Definitiei 13.8, integrala improprie / W, unde « € R, este convergenta atunci cand
T—a

a
a < 1 i divergentd cAnd o > 1.

Si pentru asemenea tipuri de integrale improprii exista criterii de convergenta si de absolutd conver-
b

gentd (adica de convergenta a integralei / |f(x)| dzx), intre care, des folosit in aplicatii este aga-numitul

a
criteriu in «).

Teorema 13.5 (Criteriul de convergentd in «)

Fiea € R si f : [a,b) (respectiv (a,b]) — R o functie R-integrabild pe orice interval compact inclus
in [a,b) (respectiv (a,b]). In plus, f(x) >0, Vz € [a,b) (respectiv (a,b]).

Daca ezista limita L = 91:1;1}) [(b—2)*f(x)] (respectiv L = 91:1{1([11 [(z —a)*f(x)]), atunci:

b
i) integrala /f(x) dx este convergenta cind o < 1 §i L < +00;

a

b
i1) avem /f(x) dx (D) cind a« > 1 gi L > 0.

Demonstratie: Se utilizeaza interpretarea existentei limitei L in limbajul e—¢ si convergenta/divergenta
b b

d d
integralei / @ ( respectiv / - ), la fel ca in Teorema 13.4. <
(b—x)* (z —a)e

a a



Teorema 13.6 (Criteriul de convergenta de tip Cauchy)
b—0 b

Integrala improprie / f(z)dz (respectiv / f(z)dx) este convergentd daca gi numai daca
a a+0

b//
Ve > 0,3b. € (a,b), asa incat, YV, V" € (be,b), cu bl <b”, avem /f(:c) dr | <e
b/

b

(respectiv, pentru / f(x)dx:
a+0

a//

Ve > 0,3a. € (a,b), asa incdt, Va',a" € (a,a.), cuad <ad”, avem /f(:c) dz | < ée).

a

Acest criteriu rezulta prin interpretarea, in sens Cauchy, a existentei limitei finite, in fiecare caz in
parte. Pe baza sa, se pot deduce si alte criterii de convergentd pentru asemenea integrale improprii,
de interes particular strict.

Integrale cu parametri

Fie A C R¥ o multime nevidd, a si b € R, cu a < b, precum si f : [a,b] x A — R, cu proprietatea
cd, Vy € A, arbitrar fixat, functia f(-,y) este Riemann integrabild pe [a, b]. Se poate considera atunci
F: A— R, definita prin

b
F(y) = /f(w,Y)dw,VY— (Y1,92,---,uk) € A

i denumitd integrald Riemann, pe [a,b], cu parametri yi,ya,. .., Y.
Mai general, dacd, in plus, se iau in consideratie si functiile p : A — [a,b], ¢ : A — [a,b], atunci
este bine definita si functia G : A — R, datéa de:

q(y)
Gly) = [ fay)doye

p(y)

Fa se numeste integrala Riemann cu parametri si cu limitele de integrare dependente de
parametri.

In legiitura cu astfel de integrale, intereseazi indeosebi conditiile in care proprietiti ale integrandu-
lui f, relative la parametrul vectorial (cand k& > 1) sau scalar (cand & = 1) y, din A, se transmit
functiilor F' si G.

Incercand si vedem, mai intai, dac transferul de existentd a limitei ylir;l f(z,y), Vz € [a,b], intr-

—Yo

un punct de acumulare al multimii A (yo € A’), se produce sau nu, ne punem, firesc, intrebarea daca
b b

exista lim F(y) si dacad lim F(y) = lim [ f(z,y)dx = / g(z)dz. Raspunsul, negativ in general,
y—Yo y—Yo y—yo

a a
este afirmativ doar dacd lim f(x,y) exista uniform in raport cu z. Astfel, cel putin in cazul in care
y—Yo



b

A=N y=mnsi f(z,y) = f(x,n) = fu(x), Va € [a,b], vedem c& lim [ f,(x)dx nu este egald cu

b
/ [hm fn(a:)] dz, decat daci f, ~41, 4

a

Definitia 13.9 Pentru yg € A, spunem ci functia f : [a,b] x A — R are limita g : [a,b] — R,

cand y — yo, adicad g(x) = lim f(x,y), uniform in raport cu x € [a,b], daca,¥ ¢ > 0, IV, €
y—Yo

V(yo), vecindtate a lui yo, independenta de x, astfel incdit, Vo € [a,b] siVy € Vo \ {yo} sd avem:

|fz,y) —g(z)] <e.

Folosind acum notiunea de limitd uniform& introdusa prin Definitia 13.9, precum si caracterizarea
de tip Cauchy a existentei unei limite intr-un punct, putem vedea ca rezultatul enuntat de propozitia
care urmeaza este adevarat, pe baza Teoremei 13.1.

Propozitia 13.8 Daci f : [a,b] x A — R este integrabila pe [a,b] (in raport cu ¥y € A) si, pentru
un yo € A, avem lim f(z,y) = g(z), uniform in raport cu x € [a,b], atunci g este integrabila pe [a, b]
y—¥o

st are loc relatia:
b b

Jm [ ) do= [ ga)d.

[¢] a

In ceea privegte transferul de continuitate, in cazul cel mai general, adica cel al functiei G, are loc
urmatorul rezultat.

Propozitia 13.9 Daci A este o multime compacta din R*, f € C([a,b] x A;R) , iar p,q € C(A;[a, b)),

atunci G € C(A;R). In particular, cind p,q sunt constante, ca de pildd cind p = a si ¢ = b, obtinem:
F € C(A;R).

Demonstratie: Folosim relatia

q(yo) q(y)
|Gly) — Glyo) | < / | F(ey) — fla.yo)ldz | + / f(x,y)de | +
a q(yo)
p(yo) p(y)
+ / | f@ry) — f(@yo)lde | + / Fa.y)de | Yy, y0 € A,
a p(yo)

in virtutea careia, in ipotezele din enunt, | G(y) — G(yo)| poate fi oricat de micd dorim, de indata ce
lly — vol| este acceptabil de mica. <

In aplicatii, cea mai utild proprietate de transfer este cea relativi la derivabilitatea functiilor F si
G, realizabild, in conditiile din Propozitia 13.10, prin formula lui Leibniz de derivare.

Propozitia 13.10 Daci A este un paralelipiped compact in R, f : [a,b] x A — R o functie continui

pe [a,b] X A, care admite continua pe [a,b] X A, iar p gi q sunt doud functii de la A la [a,b],

yi



derivabile in raport cu y; (i € {1,2,...,k}) pe A, atunci G (si implicit F', in situalia in care p i q
sunt constante) este derivabild in raport cu y; pe A si are loc formula (lui Leibniz):

q(y)
gg ) = f(a(y),y) g;i ) = f(y)y ayz )+ gj

p(y)

x,y)dz, Vy € A.

=T

Cat privegte R-integrabilitatea integralelor cu parametri, mentionam urméatorul rezultat.

Propozitia 13.11 Daci A = |, d] CR (cuc,deR, c<d)si feC(la,b] x][cd;R), atunci functia

F :lc,d] — R, data prin F(y /f x,y)dx , Yy € [c,d] este integrabila Riemann pe [c,d] si are loc
relatia:
d d b b d
[rway|= [ | [ f@wds|ay) = [| [ i) a

Cand, in expresia lui F' sau a lui G, fie domeniul de integrare, fie integrandul f(-,-), in raport cu z,
nu mai este marginit, avem de-a face cu integrale improprii (pe interval necompact) si cu parametri. Si
in cazul unor asemenea integrale intereseaza transferul proprietéatilor integrandului asupra integralei
din context. De data aceasta, intervine decisiv notiunea de convergenta uniforma, in raport cu y € A,
a integralelor ce definesc pe F' gi pe G.

b—0
Definitia 13.10 (relativa la cazul / f(x,y)dx, cand improprietatea este pricinuita de nemarginirea
a
lui f, in raport cu z, in b)
b

j) Integrala improprie / f(z,y)dz, y € A, se numeste convergentd punctual pe A daca ezista

a

F: A — R astfel incat bl,ir/nb/f(x,y) dr=F(y),y € A.

b b

7j) Spunem ca integrala /f(a:,y) dzr este convergentd uniform pe A, daca bl/i;nb/f(x,y) dr =
a
F(y) exista uniform in raport cu'y € A.

Utilizand acum, simultan, conceptele introduse de Definitiile 13.9 si 13.10, se pot formula, in
anumite conditii, rezultate de transfer de proprietate si pentru astfel de integrale (improprii si cu
parametri). Tatd enuntul rezultatului relativ la derivabilitate.

Propozitia 13.12 (asupra transferului de derivabilitate de la integrand la integrala im-
proprie cu parametri)

Fie [a,b) C R, [e,d] = A C R, f : [a,b) X [¢,d] — R gi integrala improprie cu parametru
b—0
/ f(z,y)dx, unde y € A. De asemenea, fie satisfacute urmatoarele ipoteze:

a



b

1) Integrala improprie /f(:v, y) dz converge punctual la o functie F(y), pentruy € A;

a

0
2) Functia f admite derivata partiala in raport cu y, a—f, pe A;
Yy

3) Functiile f si Zf sunt continue pe [a,b) X [c,d];
Yy

0

@\Q’
~

b—
4) Integrala improprie / (z,y) dx converge uniform in raport cuy € A.

b
Atunci functia F(y) = /f(x,y) dx este deriabila in orice punct y € [c,d] i
a

Fl'(y) = / g“;(a:,y) dz,Vy € [c,d] = A.

Exemple remarcabile de integrale improprii cu parametri.
Functiile I si B ale lui Euler

Dintre integralele improprii si cu parametri care ar fi demne de mentionat, amintim aici integrala
+oo +oo

sin x . . . _ax? .

—, a > 0, integrala lui Euler-Poisson e dz, a € R si integralele

lur Dirichlet /

0 0
(functiile) lui Euler, asupra cirora zabovim acum putin.

Functia I' (gamma)

Prin definitie, aceasta functie este urmatoarea:

+oo
I'(p) = / P e % dx, pe RY.
0

Ea este bine definitd (deci convergentd ca integrald improprie), Vp € (0,+00), dupd cum rezultd
imediat prin aplicarea criteriilor de convergentd in ( si in « (v. Teoremele 13.4 gi 13.5).
Cateva proprietati imediate ale functiei I' sunt prezentate in cadrul urmatoarelor relatii:

I(p+1) =pl'(p),¥p > 0;
2. I(1) = 1;
I'n+1)=n,VneN;

Lr(3)=va

5 T(p)l (p) = Sin?pﬂ),vp € (0,1);

1
2

[




6. T(p) = lim nin” Vp >0
. = lim ,Vvp > U;
P e pp+ D(p+2)- - (p+n)

7. (D(p)) ™" = pe? H (1 + %) eP/" ¥ p > 0 (Weierstrass), unde v = 0, 5772... este constanta lui

n =1
Euler.
Functia B (beta)
1
Este definita prin: B(p, q /xp Y1 — )9 da,p > 0,q > 0. Satisface relatiile:
0
—+00
B T vpg 0
1. — :
(P, q) / 5 ppra Wb VPa >0
0

q q
5. B(p,q+1)=——B(p,q) = =B(p+1,9),Yp,q > 0;
p+q p

6. B(p,q) = B(p+1,q9)+ B(p,q+1),Yp,q>0;

n!

7. B(p,n+1):p(p+1)...(p+n)

,Vp>0,neN.
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Cursul 14

Integrale multiple

Pentru functii reale vectorial-scalare, adicd pentru functii f : A C R” — R (de mai multe variabile
reale si cu valori in R), corespondenta notiunii de integrald definitd, in sens Riemann, din cazul
unidimensional, cand n = 1 (v. cursul 13), este cea de integrald multipls. In particular, cand n = 2,
se poate vorbi despre integrala dubla (utild indeosebi in aprecierea valorilor unor caracteristici numerice
ale entitatilor geometrice sau fizice plane), iar cind n = 3 se poate defini gi opera cu integrala tripla,
pentru calculul unor elemente (volum, masa etc.) ce sunt caracteristice corpurilor din spatiul euclidian
tridimensional .

Ca gi in cazul in care n = 1, notiunea riemanniand de integrald depinde de domeniul (compact sau
necompact) si de integrandul (marginit sau nemarginit, parametrizat sau nu) pentru care se defineste,
fiind, dupa caz, proprie sau improprie, cu parametri si respectiv fard parametri. Oricum, ca si in
cazul unidimensional, cand integrala se definegte prin intermediul conceptului de lungime (méasura) a
intervalelor partiale ce intervin in cadrul unei diviziuni (partitii), este necesara introducerea prealabild
a notiunii de arie (cand n = 2), volum (cand n = 3) si, in general, masurd a unei multimi, respectiv
de multime masurabild (in sens Jordan sau Lebesgue). Iatd de ce, prezentand aici extensia notiunii
de integrald Riemann pentru functii reale de mai multe variabile, mentiondm mai intai elementele
definitorii ale notiunii de mésura Jordan a unei multimi din R" si, raportdndu-ne la aceasta, expunem
apoi conceptul de integrald multipld (in special, cel de integrald dubla si de integrald tripld, proprie si
improprie).

Masura Jordan a unei multimi.
Multimi din R"™ masurabile in sens Jordan

In spatiul euclidian R"™, consideram in cele ce urmeaza ca exista dat un reper ortonormat, in raport
cu care putem sa ne referim la n axe de coordonate.

Definitia 14.1 i) Date fiind al,a9,...,a2 € R g b9,19,...,00 € R, asa incdt ag < bg, Vk=1n,
se numeste interval compact n-dimensional, cu "extremitatile" (dupd caz, laturile -
cand n = 2, muchiile - cind n = 3, fetele - cind n > 4) paralele cu axele de coordonate,
multimea (dreptunghiul - cind n = 2, paralelipipedul - cind n = 3, hiperparalelipipedul -
cind n > 4)

Ip={(z1,29,...,2,) ER" | @ < a2y < b,V =T1,n}

a carui masurd (Jordan) este, prin definitie, numarul (cu semnificatie de arie - cind n = 2,
volum - cand n = 3, hipervolum - cind n > 4) dat de produsul notat cu p(Iy) si egal cu
(Y — a})(b3 — a3) ... (b — ay).
it) Numim multime elementard, masurabild in sens Jordan, orice multime din R™, obtinuta

ca reuniune finita de intervale compacte n-dimensionale, cu "extremitatile” paralele cu axele de
coordonate §i fara puncte interioare comune.

Cu alte cuvinte, o multime elementari, masurabild in sens Jordan, in R™, este o multime £ C R"
pentru care exista un numdr finit, ¢ € N*, de intervale compacte n-dimensionale, J; = [a%, b'] x [a), bh] x
- x [aL,bL], 1 =T, ¢, astfel incat
q
E=Jr1
=1

n»-n



si fj Nl = o, Vi, le{1,2,...,q}, j # l. Prin definitie, masura Jordan a multimii elementare

FE este numérul
q

p(E) = u(h),
=1
unde p(I;) = [i_; (b}, — al) (in conformitate cu i)).
Se noteaza cu £} familia tuturor multimilor elementare din R™ care sunt masurabile Jordan, in
sensul Definitiei 14.1, ii).

Definitia 14.2 Fie A C R™ o multime marginita. Se numegte masurd Jordan interioard a
multimit A numarul
1(A) = sup {u(E) | EC A,E € &)},

Analog, se numeste masura Jordan exterioard a multimii A numadrul
W' (A) = inf {u(E) | ED A E € £}).

Atunci cdnd multimea A nu include nici o multime elementara, masurabila Jordan, E, definim
f.(A) = 0.

Observatie: Este evident cd, pentru orice multime marginitda A C R”, existd atat p,(A), cat si
w*(A), in Ry, avand loc relatia u, (A) < p*(A).

Definitia 14.3 Se spune cd o multime marginita A C R™ este mdasurabild itn sens Jordan daca
i (A) = p*(A). Candn =2 gi p,(A) = p*(A), multimea A se numeste carabild (Jordan).

Valoare comund a masurilor interioard (Jordan) p,(A) si exterioard (Jordan) p*(A) se numeste,
atunci cand A este mésurabild in sens Jordan (in R™), pur si simplu, masura Jordan (aria Jordan
- cand n = 2, volumul Jordan - cind n = 3 sau hipervolumul Jordan - cand n > 4) a multimii
A si se noteaza cu py(A).

Observatii:
1) Orice E din &% este masurabild (in sens Jordan) in conformitate cu Definitia 14.3, deoarece
q n
o8 =) = 1 =3 T 0=l
- =1 k=1

2) Nu orice multime marginita din R™ este Jordan masurabild in sensul Definitiei 14.3.

De exemplu, cand n = 2, multimea Ap = {(z,y) e R" | 0 < 2z < 1,0 < y < fp(z)}, unde
fp : R — R este functia lui Dirichlet, definita prin

1, z€Q
fo(x) =
0, zeR\ Q,

nu este carabild (nu are arie Jordan), deoarece u,(Ap) = 0 # 1 = pu*(Ap), chiar daca este
marginita in R2.

3) Exista multimi neelementare (in sensul Definitiei 14.1, ii)) care sunt Jordan masurabile (in sensul
Definitiei 14.3). Un exemplu in acest sens il constituie multimea carabila I'y - subgraful unei
functii f : [a,b] — Ry integrabile Riemann pe [a,b] (cu a,b € R, a < b), adicd multimea

T;={(z,y) eR? |a<z<b0<y< f(z)},



b

pentru care avem: p;(I'y) = aria(I'y) = /f(a:) dx

Intr-adevir, daci f € Rla,b], atunci f € Bla,b] (v. Propozitia 13.1 ) si, pentru orice diviziune

A={a=2y<z <...<xp1 <, =>b} a intervalului [a,b], existd m; (respectiv M;), din

R, ca margine inferioara (respectiv superioard) a functiei f pe intervalul [z;_1,2;], Vi = 1,n
n

Considerand multimea E)\ = U [i—1,x;] x [0,m;], avem: E)\ € Sf, E)\ C Ty sip(Ex) =
i=1

Zmz z;—xi—1) = sy(A) (suma Darboux inferioard, corespunzatoare lui f si lui A € Dla,b]). In

n

consecintd, rezultd ci sf(A) < p,(T'f). In mod asemanator, considerand EX = U [Xi—1, 2] X
i=1
0, M;], vedem ci EY% € &3, FX D Ty si w(ER) ZM —zim1) = Sp(A) > pr(Ty),

unde S¢(A) este suma Darboux superioard, corespunzatoare lui f si A. Prin cumulare, avem:
sp(A) < p(Ty) < p*(Ty) < Sp(A), VA € Dla,b]. Dar, cum f este integrabild pe [a, ], este
b

adevirata relatia: I = supp s¢(A) = infa Sp(A) =1 = /f(:r) dz (v. Teorema 13.2). Se ajunge

astfel la concluzia exprimata prin egalitatea p,(I'y) = p*(I'f) / f(x)dx, ceea ce, tinand

seama de Definitia 14.3, inseamna tocmai cd I'y este o multime Carablla (adica masurabild in
b

sens Jordan in R?) si are aria (adicd masura pitratici) Jordan egald cu / f(z)dx.

a

Mai general, deducem c&, dacd f, g : [a,b] — R sunt doud functii integrabile pe [a, b] astfel incat
f(z) < g(x), Vz € [a,b], atunci multimea I'y, = {(z,y) € R? |a<z<b flz) <y<glz z)} are arie

Jordan si
b

iy (Tpy) = / (9(2) — f(z)) d.

a

~ = o b . (=
Asa este cazul in care 0 < @, 0 < b, a = —a, b =a, f(z) = —=Va?— 22 si g(z) = =V a? — 22,
a
YV € [a,b] = [—a,a], caz caracteristic multimii
_ b s =
Ly = {(a:,y) ER?| —a<z<q—=Va2-22<y< =V 2—x2},
a a
2 y2

adicd mulfimii punctelor interioare si de pe frontiera elipsei de ecuatie —; ,5—2 —1=0. Prin calcul,

a

gasim ca, in acest caz, avem: p;(I'sy) = rab. Asadar, aria (Jordan a) elipsei de semiaxe @ si b este
egald cu mab.

Propozitia 14.1 O multime B C R™ este de masura Jordan nula, dacd poate fi inclusa intr-
o multime E € &%, de masura oricit de mica. Cu alte cuvinte, avem p;(B) = 0 dacd, Ve > 0,
JE. € £}, astfel incit B C E. si pj(Ee) <e.



Demonstratie: Faptul cd Ve > 0, 3E. € £}, asa incat B C E. si pj(E.) < € implicd p*(B) = 0.
Cum 0 < p,(B) < p*(B), rezultd cd u,(B) = p*(B) = 0, ceea ce, in virtutea Definitiei 14.3, inseamna
cd B este masurabild in sens Jordan, avind maésura Jordan nula. <

Cateva conditii necesare si suficiente pentru ca o multime din R™ s& fie mésurablid in sens Jordan
sunt reunite in urmatorul rezultat:

Teorema 14.1 Fie A C R"™ o multime marginita. Atunci, afirmatiile de mai jos sunt echivalente:

a) A este Jordan masurabila;
b) Ve >0, exista E. si E! din £, astfel incit EL. C A C E! si py(EL) — py(EY) <e;

c) 0(A) este Jordan masurabila gi py (0(A)) = 0;

d) Exista sirurile (Em C &Y s (E’m) C &%, asa incat E, CAC E’m, Vm € N* gi

>mEN* meN*

~ o~

lim p;(Ep) = lim p;(Ey).
m—0o0 m—00

Demonstratie: Pentru echivalenta afirmatiilor a) gi b), vedem mai intai ca, dacd A este Jordan-
masurabila, atunci p,(A) = p*(A) = p;(A) si, din definitia (caracterizarea) cu "¢" a marginii supe-
rioare ce dd pe ju,(A), rezultd ci, Ve > 0, IE. € £} asa incat EL C A si py(A) — 5 < py(EL), iar
din definitia marginii inferioare ce d& pe p*(A), reiese cd, Ve > 0, 3E! € £} astfel incat E D A i
py(EY) < py(A)+ 5. Asadar, dacd p,(A) = p*(A) = py(A). atunci, Ve > 0, EL si E7 din £7, incat
pg(BY) = py(BL) < py(A) +5 — (1,(4) - 5) =«

Reciproc, dacd, Ve > 0, 3EL, E! € £, astfel incat EL. C A C EY si py(EY) — py(EL) < e, atunci
0 < u*(A) —p,(A) <e. Deci, p*(A) = p,(A). Adica A este Jordan masurabila.

Privitor la faptul cd a) si c¢) sunt afirmatii echivalente, putem vedea la inceput cd, dacd A este
masurabild Jordan, iar a) si b) sunt echivalente, atunci, Ve > 0, 3E. si E € £7, asa incat E. C A C

— o _ o o o
Y i ()~ g (BL) = g (EYNEL) < e. Cum Fr(A) = ANA € EINEL = E/NEL, jar E/NE. € £}

o

$i p (EYNEL) = uy(EYN\EL) < g, rezulta cd, potrivit Propozitiei 14.1, multimea F'r(A) este Jordan-
masurabild si p;(Fr(A)) = 0. Invers, daca c) este adeviratd, atunci, prin aplicarea Propozitiei 14.1,
rezultd ca, Ve > 0, I E. € £} astfel incat p;(E:) < € si Fr(A) C E.. Dar, cum orice multime din £7%,
care contine frontiera multimii A, se poate scrie ca diferenta a doua multimi din £, intre care se afla
inclusa A, se poate spune cd, Ve > 0, odatd cu E., existd E. si B din £7, astfel incat E,. = E/\ E.,
wi(EYY — ps(EL) = py(E:) <esi EL. C AC E!. Deci are loc b), adicd a).

In fine, b) si d) sunt echivalente deoarece, daca are loc b), atunci, pentru ¢ = %, cu Ym € N*,
3 Ey = E. §i Ep, = E! din €7, astfel incat Ep, C A C Ep, Vm € N* 51 0 < iy (Em) — iy (E) < 2

m’
adicad lim pj(En) = lim pj(Ep). Reciproc, dacd d) este adevarata, atunci Ve > 0, existd m(e) €
m—0o0 m—0o0

~ ~

N*, aga incat, Vm € N* cu m > m(e), avem p;(Em) — p;(Em) < € si prin urmare, b) are loc, cu
Eé = Em(s) si Eg = Em(e) <
Observatii:

1) Pe baza echivalentei dintre afirmatiile a) si b) din Teorema 14.1, se poate spune c& orice multime
Jordan-masurabild este, in mod necesar, marginita.

2) Orice multime A C R™ care este Jordan-masurabild si care are p1;(A) = 0 se caracterizeaza prin
faptul ca p*(A) = 0.



3) O multime Jordan-méasurabild A C R™ are pu;(A) # 0 dacd si numai dacd A + .

4) Graficul oricdrei functii continue f : [a,b] — R este o multime din R?, de arie (m#surd pa-
traticd) Jordan nuld. Aceasta intrucat f € Cla,b] C Rla,b] si deci 'y = {(z,y) € R?*/a <z < b,
0 <y < f(z)} este Jordan - masurabila si, prin echivalenta afirmatiilor a) si ¢) din enuntul
Teoremei 14.1, multimea F'r(I'y) are arie (Jordan) nuld. Astfel, si Gy C Fr(I'y) are aria nula.

5) Orice multime din R? a c#rei frontiers este o reuniune finitd de grafice ale unor functii continue
are arie (Jordan).

6) Orice disc din R? are arie, intrucat, existd intotdeauna doud siruri de multimi din S , unul al
poligoanelor cu n laturi, inscrise in cercul-frontiera al discului si celdlalt al pohgoanelor cun
laturi, circumscrise respectivului cerc, aga incat diferenta ariilor poligoanelor cu cate n laturi
este oricat de micd pentru n suficient de mare. Astfel, in virtutea echivalentei dintre d) si a) (v.
Teorema 14.1), discul are arie.

Notand cu M’} multimea tuturor partilor lui R" care sunt masurabile in sens Jordan,
pot fi evidentiate unele proprietéti ale masurii Jordan si, implicit, ale elementelor din M", dupa
cum urmeaza.

Teorema 14.2 (Proprietati ale masurii Jordan)
1) py(A) >0, VA € M} (proprietatea de nenegativitate).

2) py(AUB) = pj(A) + py(B), YA, B € M’} cu ANB=o (proprietatea de aditivitate finita).
3)VA,Be MY, cu BC A= A\B € M7 si n;(A\B) = p;(A) — ps(B) (proprietatea de substrac-
tivitate).

4)VA,Be M}, cu BC A= p;(B) < pj(A) (proprietatea de monotonie).

5)VAe MY, cupj(A) =05V BC A= Be M sipn;(B)=0 (proprietatea de completitudine).
6)Vf:R" — R", f = izometrie i VA € M} = f(A) € M} si p;(f(A)) = puy(A) (proprietatea
de invarianta la izometrii).

Demonstratie: 1) VA e M} = p;(A) = p*(A4) = p(A) > py(E) = w(E) >0, VE € £7.

9WA, B € M? cu ANB = & = Fr(AUB) C Fr(A)UFr(B), uy(Fr(A)) = 0, u,(Fr(B)) = 05, ca
atare, p;(Fr(AU B)) = 0. Asadar: AUB G M. Totodata, A € M} = Ve >0, 3 E.,E! € £}, asa
incat EL. C A C E! si py(EY) — py(EL) < De asemenea, B € /\/l” = Ve >0, 3 F’ F” € &Y}, asa
incat Fé cBcC Fg” sipy(FY)—py(FL) < 5. ‘Atunci: py (B +py(FL) < py(AUB) < NJ(E,/)+MJ(F/,)
py(ED)+p g (FL) < py(A)+py(B) < pg(EL)+py (FY) sideci [p;(AU B) — py(A) — py(B)| < py(E)—
pg(ELD) + p g (FY) — py(FY) < § + 5 = ¢, adica p;(AUB) = ps(A) + p;(B).

3VA € M} = Fr(A) € M} si py(Fr(A)) = VB C AsiA\ B C A= Fr(A\ B) C

Fr(A) = py(Fr(A\ B)) =0=> A\ BEM% A= (A\B)UBsi A\ BN B =& =% u,(4) =

(AN B) 4 py(B) = py(A\ B) = p;(A) = py(B).

AWA,Be M siBC AL 1 (A) — puy(B) = py(A\ B) >0
5)VA€MT},/J/J(A):0<:>M*(A):O,\V/BQA:>/$*(B):0:>B€MJ§iIU/J( )=0.

6)Vf : R" — R", f = izometrie — f(&]}) = €] = p.(A) < n(f(4)) < p*(f(4)) < p*(4),
VA e M) = p.(A) = p,(f(A)) = w*(f(A)) = p*(A) = f(A) € M7 st p;(f(A)) = p;(A). <



Integrala multipla, in sens Riemann, pe multimi compacte

Fie D C R™ o multime nevida, conexa, inchisa si marginita, astfel incat D € M}, unde, dupa cum
am specificat mai sus, M’} este multimea tuturor submultimilor Jordan-masurabile ale lui R". De
asemenea, fie o functie f : D — R.

Definitia 14.4 a) Se numeste partitie a lui D orice familie finitd de subdomenii D; C D, i = 1,p,
___ o o P
astfel incit D; € M, Vi=1,p, D;ND; =@, Vi,je{l,...,p},i#jsiD= |J D
i=1
b) Notand cu A o asemenea partitie, se defineste norma ei, notata cu |A||, prin max {diam(D;)},
<i<p
unde diam(D;) inseamna diametrul subdomeniului D; (in raport cu distanta euclidiana pe R™).
Observatie:

- P
In virtutea proprietatii de aditivitate finitd (v. Teorema 14.2-2)), avem: p; (D)= > u;(D;).
i=1

Definitia 14.5 Fie A = {D;} o partitie a lui D gi & = (€1,€,,...,€) € D; un punct arbitrar

14. =T
ales, Vi = 1,p. Notam cu & mullimea de puncte €L.€2,...,€P. Se numeste sumi Riemann atasatd
functiei f: D — R, partitiei A gi setului de puncte £*,¢2,...,€P din En, numarul
p .
or(A;6p) = Zf(fl)HJ(Di)'
i=1

Definitia 14.6 Spunem ca functia f : D — R, marginita pe multimea conexda, marginita, inchisa
gt Jordan-masurabila D C R™, este R—integrabila (Riemann—integrabila) pe D, daca exista I € R,
cu proprietatea ca, Ye > 0,3 d(¢) > 0, aga incdt, oricare ar fi o partitie A = {Di}i:ﬁ alut D, cu
|A| < 6(g) si oricare ar fi punctele £ € D;, i = 1, p, avem:

o7 (A56a) = Dl <&

Numarul I se numeste integrala multipla (dubla-cind n = 2, tripla-cind n = 3 etc.) a functiei f pe D
$1 se noteazd cu

// f(z1,29,...,2n)dx1dy . . . dxy,.
D

Ca si in cazul unidimensional, pentru o functie marginitd f : D C R” — R gi A = {D;} 0

i=1,p »

P
partitie oarecare a lui D, se pot defini sumele Darboux inferioard s¢(A) = > myu;(D;) si respectiv
i=1

P
superioard Sp(A) = > M;u;(D;), unde m; = inlg {f(x)} st M; = sup{f(x)}, Vi=1,p.
i=1 zeD; r€D;
Este usor de vazut ca are loc relatia

m- (D) < s7(A) < S5(A) < M- iy (D)

pentru orice partitie A a lui D, cu m = inf {f(z)} si M = sup{f(z)}.
zeD xeD

Pe baza ei, notand cu I, supremumul din {s¢(A)} in raport cu partitiile de tip A ale lui D, iar cu
I infimumul din {Sf(A)} pe multimea partitiilor A ale lui D, deducem relatia

m-py(D) < L < I* < M - 1,(D).

Ca si pentru n = 1, se poate arita ci este adevirat urméatorul rezultat:



Propozitia 14.2 (Criteriul lui Darbour de R—integrabilitate pentru functii marginite )
Fie D CR™ o multime nevida, conexd, marginita, inchisa si Jordan-masurabila, iar f : D — R o
functie marginita . Conditia necesara si suficientd ca f sa fie R-integrabila (multiplu) pe D este ca,
pentru orice € > 0, sa existe 6(¢) > 0, astfel incat, pentru orice partitie A = {Di}i:ﬁ a lui D, cu
Al < d(e), sa avem Sp(A) — sp(A) < e.
Echivalent, necesar si suficient ca f € R(D) (unde R(D) inseamna multimea functiilor Riemann-
integrabile (multiplu) pe D) este sa fie indeplinita relatia

I,=T"€eR.

In acest context, valoarea comuna a numerelor I, gi I* se declara a fi integrala

// flx1, o, ..., xp)dzrdxy . . . dz),.
D

Prin utlizarea criteriului lui Darboux de (multipld) integrabilitate Riemann, se poate dovedi ca
multimea C(D) a functiilor f : D C R™ — R care sunt continue pe D este inclusd in R(D). Altfel
formulat, are loc urmatorul rezultat:

Teorema 14.3 Orice functie continud pe o multime D C R"™, conexa, inchisa, marginita gi Jordan-
masurabila, este R-integrabila pe D (in sensul Definitiei 14.6).

Demonstratie: Fie f: D — R continua si A = {D;} o partitie oarecare a lui D. Atunci

i=Lp

P

Sp(A) = sp(A) = (M — mi)py(Dy).

=1

In acelasi timp, din continuitatea lui f pe D si, implicit, pe oricare din subdomeniile compacte D;,
rezultd ci f este marginita si isi atinge marginile pe D;, Vi = 1,p , fiind chiar uniform continu& pe D.
Astfel, exista ¢ si 0’ din D; incat m; = f(£') si M; = f(n), iar pentru orice ¢ > 0, existd () > 0
pentru care, oricare ar fi 2’ i 2” din D, cu ||2' — 2”||grn < d(g), avem |f(2) — f(2")] < TR <

Luand acum A, cu [|A|| < d(¢), obtinem

p p

S7(8) = 57(8) = 3_(1r) = FENmsD) < D) D (D) = o) ==

In consecints, pe baza Propozitiei 14.2, rezultd ci f este R-integrabili pe D.

Un alt rezultat privitor la asigurarea integrabilitatii Riemann multiple pe un domeniu compact si
Jordan-masurabil este urmatorul:

Teorema 14.4 Dacd f: D — R este o functie marginita pe multimea conexa, inchisa, marginita gi
masurabila Jordan D din R™, iar, in plus, cu exceptia eventuald a unei multimi de masurd Jordan
nula, f este continua pe D, atunci f € R(D).

Demonstratie: Cum [ este marginitd pe D, existda M € R asa incat |f(z)] < M, Vz € D. In
[}
acelasi timp, Ve > 0, existd o multime E. € SJTL, cu E.incluzdnd mul{imea punctelor de discontinuitate

o ~
zﬂe lui f din D si pentru care p;(E.) < z77. Tot prin ipoteza, f este continua pe D \E. = D, unde
D. este, cu evidenta, o submultime inchisa si marginita (deci compacta) a lui D. Ca atare, Ve > 0,
3d(e) > 0, asa incat, Vo', 2" € Dq, cu ||z/ — 2" ||gn < §(€), avem |f (') — f(2")] < 3y Considerand
J



acum o partitie A a lui D, a carui prim element D; este DN E;, iar celelalte elemente - Do, D3, ..., D,
- sunt submultimi compacte si Jordan-masurabile ale lui D, cu diametrele mai mici decét (), putem
scrie:

p
Sp(A) = sp(A) < (My —ma)py(E. +ZM m;)py(Di) <
=2
e e
oM ; -
< 4M+2MJ(D);“J( )<t

Astfel, deoarece 0 < I* — I, < S¢(A) — s¢(A) < ¢, iar € este arbitrar, rezulta ca I* = I, ceea ce
inseamna ca f este R-integrabild pe D. <

Proprietatile integralei multiple sunt similare celor ale integralei din cazul n = 1 gi se pot demonstra
pe baza Definitiei 14.6 si a Teoremei 14.2. In acest sens, este adevirati urmatoarea propozitie.

Propozitia 14.3 Fie D C R"™ o multime nevida, conexd, inchisda, marginita si Jordan-masurabila.
Atunci:

a) [+ [pl-dzidzy ... dey, = py(D);
b) Vf,g € R(D), o, € R= af + Bg € R(D) si are loc egalitatea

/ / (af(x1,...,2n) + Bg(x1, ..., xn))dey ... dey =

—a/ /fml,... n)dTy .. dmn—l-ﬁ/ / (T1,...,zp)dx] ... dTy;

c) Vf,g € R(D), cu f(z) < g(z), Yx € D, avem:
/ /facl,..., Ydxy .. dmng/---/g(xl,...,mn)d:cl...da:n;
D

d) Vf € R(D), rezulta ca |f| € R(D) si

/ /fl‘l, oy Xy )dry d:cn\<// |f(x1,. .., zn)|dey ... day;
D

e) Vf € R(D), cum= 12£{f(x)} st M = sup{f(z)}, exista A € [m, M] astfel incat:
z xeD

//fxl,... Az .z, = My (D).

Daca, in plus, f € C(D), atunci exista un punct & € D, astfel incat:

/- /fx Doy dey = f(€)y(D);

f) Daca D este reuniunea a doud domenii compacte s1 Jordan-masurabile Dy si Do, cu D1NDy = (),
iar f € R(D1) NR(D2), avem f € R(D) si

/ /fz:l,..., Ydxy ... .dx, = / flxy,. ..., xp)dey .. day +
D1

(14.1) —i—/ flze, ... zp)dey ... day;
Do



g9) Vf,g € C(D), cug(x) >0, Vx € D, exista n € D, astfel incat

/ /f:z:l,..., Vg(z1,. .., xp)dey .. da, =
/ / g(x1, ..., zp)dxy ... dy,.

Integrala dubla pe multimi compacte

In cazul particular in care n = 2, Definitia 14.6 conduce la notiunea de integrald dubld a functiei
f: D C R? — R, mairginitd pe multimea conexd, inchisd, mé#rginita si carabili D. Notatd cu
i p f(x,y)dx dy, aceasta, impreuna cu integrandul f si domeniul D respectd rezultatele relative la
integrala multipla de tip Riemann, prezentate mai inainte si corespunzator transcrise pentru situatia
in care n = 2. Astfel, nu ne rdméne aici decéat sa facem cunoscut modul de calcul al integralei duble,
in cateva cazuri relative la forma geometrica a lui D.

Propozitia 14.4 (Cazul in care D este un dreptunghi)
Fie a,b,c,d € R, a < b,c<d, D = [a, [e,d] si f: D — R o functie pentru care integrala dubla

/ fx,y)dx dy

existd. Daca fcd f(x,y)dy este, ca functie de x, R—integrabila pe [a,b], atunci exista ff(fcd f(z,y)dy)dzx

st aqvem: o
//[abx[cd]f(x’y)dxdy:/(/ f(x,y)dy)dx

In plus, daca f(z,y) = fa(y), V(z,y) € [a,b] x iar f1 € Rla,b] si fo € Rle,d], atunci:

//ab]x[cd iy / psis: [t

Demonstratie: Considerand o partitie a dreptunghiului [a, b] X [¢, d] prin multimi dreptunghiulare
de tipul [z;—1, 2] X [yj—1,y;), i = L,n, j = I,munde A" = {a = 29 < 21 < ... < x, = b} este o
diviziune a intervalului compact, unidimensional, [a,b], iar A” = {c = yg < y1 < ... < y, = d} este
o diviziune a intervalului [c,d], ludm in atentie m;; = inf{f(z,y)/(z,y) € [®i—1, 2] X [yj—1,y;]} i
M;; = sup{f(z,y)/(z,y) € [zi—1, 2] X [yj—1,y;]}, Vi = 1,n, j = 1,m. Arbitrar alegand &; € [z;_1, 4],

Vi = 1,n si tinand seama de ipoteza existentei integralei fcd f(z,y)dy, avem

Yj
mz](y Yj— 1) < f(gzay) y<M1]( —Yj— 1) ijl,m,izl,n.
Yj—1

De aici, prin insumare dupa j de la 1 la m, obtinem:

me — Y- 1 / f’Eza Z Yj —Yj— 1) Vi =1,n.

Inmultind aceasts relatie cu z; — z;_1 si realizand suma dupi 4, de la 1 la n, a rezultatelor, ajungem
la dubla inegalitate

=33 (s — i) (g — w1 <Z/ F(E5,y)dy) (i — wioa) <

i=1 j—1

(14.2) <ZZMW —@i1)(y; — yj-1) = Sp(D),

=1 j=1



unde A = A’ x A’ este partitia consideratd a dreptunghiului D = [a,b] X [¢,d]. Cum, prin ipoteza,
existd [[,, f(z,y)dz dy si, in acelagi timp, existd si f;(fcd f(z,y)dy)dx, tragem concluzia c&, pe seama

relatiei (14.2), rezulta:
// :vyda:dy—//f:nydy
[a,b] X[c, d]

Cand f(z,y) = fi(2)f2(y), V(2,y) € D = [a,b] x [a,b], avem:

(143) / /[a’b]x[c’d} fap)dody = | i / (@) aly)dy)de = / (@) / " h)dy)dz =
- / " )y / ' fy(@)da = / @) / " )y

<

Observatii:
i) Atunci cand f € R([a,b] X [c,d]) si existd f(f f(z,y)dz, Yy € [c,d], iar aceasta din urma, ca
functie de y, este R-integrabild pe [c, d], atunci prin inversarea rolurilor lui z i y in cadrul Propozitiei

14.4, avem
d b
/ / f (. y)da dy = / ( / J(,y)d)dy
[a,b] X [c,d] c a

ii) O conditie suficienta pentru indeplinirea ipotezelor din Propozitia 14.4 este: f € C([a,b] X

[c, d]; R).

Definitia 14.7 a) Un domeniu compact D C R? se numeste simplu in raport cu axa Oy daci
exista doud functii continue @, : [a,b] — R, astfel incat o(x) < (x), Va € [a,b] si

D={(z.y) € R | a <z <bp) <y < b))

b) Analog, un domeniu D C R? se numeste simplu tn raport cu axa Oz daci existd doud functii
continue y,w : [¢,d] — R, asa incat v(y) < w(y), Yy € [¢,d] st

D= {(z,y) € R | 1(y) <z <wly),c <y <d}.

Teorema 14.5 Fie D C R? un domeniu simplu in raport cu aza Oy si f € C(D,R). Atunci are loc
formula

(14.4) /[ swweay= [ i L f()) F (@, y)dy)dz,

unde D = {(z,y) € R? | a < 2 < bp(z) <y < (@)}, cu v si ¢ din C(la,b;R), asa incdt
p(x) <¢(z), Vo € [a,b].

Demonstratie: Fie A o diviziune echidistanté a intervalului [a, b], cu nodurile x, = a + kb_T“, unde
n € N* i k = 0,n. Evident, ||A]| = =2%. Consideram functiile ¢; : [a,b] — R, | = 0,n, definite prin

l
pi(z) = p(a) + —(U(@) = ¢(2)), Vo la,b,le{0,1,... ,n}.
Avem oy = ¢ §i @, = 9.
Fie notata cu €, partitia lui D prin elementele (D;;)1<i<n, unde
1<j<n

Dij={(z,y) eR* |z 1 <z < wip;_4(z) <y < p;(x)},Vi,j=Tn



Observam cd diam(D;;) < b_T“ + % sup |[¥(x) — ()], Vi,j € 1,n si, in consecintd, ||2,|| — O.
z€[a,b] n—00
Folosind notatiile m;; = inf {f(z,y)} si Msj = sup {f(z,y)}, Vi,j =1,n, avem:
©,y)E€Dij (z,y)€D;;

w;(z)
/ ’ f(z,y)dy)dx < M;jaria(D;j), Vi, j = 1,n.
©

j—l(x)

T
myjaria(D;;) < / (
x

i—1

De aici, prin sumare succesiva dupd 7 si j, de la 1 la n, obtinem:

ZZmUarla ij <Z/ [p flz,y)dy | de =
Jj— 196

i=1 j=1
¥(z)
(14.5) —/ / f(z,y)dy | de < ZZMWarla( ij) = S§(Qn).
a 30(-77) =1 ,7 1
Cum f este integrabild pe D, avem lim sf(€2,) = hm Sf = [|p f(z,y)dzdy si atunci, pe
seama relatiei (14.5), deducem ca are loc formula de calcul (14 4) d1n concluzia teoremei. <

Observatii:
a) In cazul in care f € C (D), iar D este simplu in raport cu axa Oz, adica

D ={(z,y) e R* | y(y) <z <w(y),c <y < d},

atunci formula de calcul corespunzatoare este urméatoarea:

d w(y)
(14.6) /Df(as,y)da: dy :/C (L(y) f(x,y)dm) dy.

b) In situatia in care D nu este simplu nici in raport cu axa Oy si nici in raport cu axa Oz, dar
se poate exprima ca o reuniune finitd de subdomenii simple (fie in raport cu Oy, fie in raport cu Ox)
si mutual disjuncte atunci pentru calculului integralei duble in cauza, se folosesc impreuna formulele
(14.1) (din propozitia 14.3-f), (14.4) si (14.6).

Exemplul 14.1. Fie D = {(z,y) € R}[1 <zy < 3,1 < ¥ <4}. S se calculeze aria (D).

Prin aplicarea formulei de la punctul a) al Propozitiei 14.3, avem:

aria(D) — / /D da dy.

Cum D =Dy UDyUDs, cuD;N Dj =@, Vi, je{1,2,3}, i # j, unde Dy = {(z,y) € R* | 7,(y) =
ySeSw(y) =y1<y<V3} D= {(z,y) R’ | 1(y) = ; <z < waly >=§ V3 <y <2)si
D3:{(1‘,y)€R2|73(1/)—%<x<w3(y):%,2§y§2\/§}, iar D1, Dy si D3 sunt domenii simple



in raport cu axa Ox, obtinem:

aria(D)://Ddacdy://D dxdy—i—//D dxdy—i—//D dr dy =
1 2 3
N 2 3/y 2V3 [ 3/y
:/ / dz dy+/ / dzx dy+/ / dz | dy =
1 1/y V3 \J1/y 2 y/4
VBl 29 23 3
=/ (y—>dy+/ dy+/ (- Dyay =
y V3Yy 2 y 4

2 2 Qf
< 1ny) (3 Iny — y)
V3 8
_3_
2

+2lny =
1 1 1
ln3—§+2ln2—ln3+31n2—|— 31n3—g—31n2+§ =2In2.

1

w\@

2

In anumite imprejuriri, calculul unei integrale duble pe o multime conexi, inchisii, m#rginita si
carabild s-ar putea face si printr-o schimbare adecvatd de variabile (coordonate), urmarindu-se, in
principal, transformarea domeniului de integrare si a integrandului in corespondente ale lor care sa
faciliteze calculul ulterior.

Daca ) este un domeniu marginit si carabil din R?, iar F : Q — R2, definitd prin F(u,v) =
(2(u,v),y(u,v)), ¥(u,v) € Q este o functie de clasa C' pe Q, care transforma, bijectiv, domeniul
intr-o multime D i det(Jp)(u,v) = %(u, v) # 0, Y(u,v) € Q, atunci D = F(Q) este, la randul
sau, un domeniu compact din R?, iar F se numeste shimbare de variabile (coordonate).

Calculul unei integrale duble pe D, dintr-o functie f : D — R, se va face, prin implicarea trans-
formadrii F, in virtutea urmatorului rezultat, a ciarui demonstratie o omitem.

Propozitia 14.5 Fie F : Q — D, F(u,v) = (z(u,v),y(u,v)), (u,v) € Q o schimbare de variabile si
f:D — R o functie continud. Atunci, are loc formula

J[ stz = [[ st |52

(u,v)du dv,

in care gg:p,yg semnifica Jacobianul (determinantul functional al) lui F', iar ‘%‘ valoarea sa abso-
luta.
Observatii:

i) De obicei, se recurge la o schimbare de variabile sugeratd de forma domeniului D.
Astfel, in cazul exemplului de mai sus, luand zy = u §i £ = v, cu u € [1,3] si v € [1,4], altfel spus

T = \/% si ¥y = v/ uv, avem

wia(D) = [[ daray~ [[ ‘

unde Q = {(u,v) ER?[1 <u<3,1<v <4} =][1,3] x ]§1

(u,v)du dv,

or Ox 1
CCRTRRI| - v

du v 2yu 2\

Deci, si pe o asemenea cale, regiasim faptul ca
3
1
—Inv
1 2

aria(D) = /1 Y /1 ! - (u

4

—|d
2UU

1
=2-1n4 =21In2.
1 2



ii) Frecvent practicate sunt transformarile de la coordonatele carteziene (x,y) la cordonatele polare
(r,0), prin relatiile

= 0
{x TESY e [r1,ma] C[0,00), 0 € [01,0] C [0, 2],
y =rsinf

cosf —rsind
sinf  rcos6

De asemenea, uneori, se mai foloseste trecerea de la z si y la agsa-numitele coordonate polare
generalizate, potrivit relatiilor

unde g((fg)) (r,0) = det( [ } ) = 7(sin? 0 + cos? ) = r.

T = ar cos® 0
y = brsin® 0

in care r € [r1,r2] C (0,00) si 0 € [01,602] C [0,27] sunt noile coordonate, iar a,b gi « sunt parametri

adecvat luati in context. Cand « = 1, atunci r si 6 se numesc cordonate eliptice, corespunzidtoare
. . . o a2 2
elipsei de ecuatie redusd 23 4 ¥z — 1 = 0.

Exemplul 14.2. 5 se calculeze [[,(y — z + 2)dz dy, unde D = {(z,y) € R? | ‘%2 + % < 1}.

Folosind transformarea (z,y) — (r, ), datd de relatiile x = 2rcos, y = 3rsinf, cu 0 < r < 1 i
0 <6 < 2w, avem:

//D(y—x+2)d:cdy_/02”(/01(3rsm9—2mos9+2)'g((f:g))‘(r,e)dr)dg_

2T 1 2
:/ (/ (3rsin0—2rcos€+2)6rdr)d9:/ (6sinf — 4cos @ + 6)df =
o Jo 0

2

= (—6cosf —4sinf +60)| = 127.

0

Ca aplicatii ale integralei duble, mentionam aici, in afara aceleia relative la calculul ariei unui
domeniu plan, gi pe aceea referitoare la calculul masei unei placi materiale plane D, cu densitate de
masd p, cunoscuta, in conformitate cu formula

masa(D) = [[ pla. s dy

precum si pe aceea privitoare la determinarea coordonatelor centrului de greutate (xg,yqg) al unei
placi materiale plane D, cu densitatea de masa p, potrivit formulelor:

_ Jlpeelwdzdy [ yplwy)ddy
¢ [fpp(z,y)drdy ~ ¢ [pp(z,y)dzdy

Integrala tripla pe domenii compacte

Integrala tripld reprezinta cazul particular al integralei multiple ce corespunde lui n = 3. Evident
ca toate definitiile, rezultatele si observatiile din cazul general igi pastreaza valabilitatea si cand n = 3.
Astfel, intre altele, Definitia 14.6, Propozitia 14.3 si Teorema 14.3 stabilesc, prin particularizare, pentru
n = 3, modalitatea de introducere a numarului

///D f(z,y, z)dz dy dz



cu semnificatia sa de integrald tripla, in sens Riemann, a functiei f : D — R, pe domeniul compact si
masurabil-Jordan (adici cu volum Jordan) din R3, precum si proprietitile integralei triple, intre care
si faptul c& orice functie continud pe D este integrabild (triplu), in sens Riemann, pe D.

Modalitatile de calcul ale unei integrale triple se pot descifra prin analogie cu cele de la integrala
dubla.

Definitia 14.8 Un domeniu D C R? se numeste simplu in raport cu axa Oz (de evemplu) daca

existd un domeniuNﬁ C R?, carabil si doud functii continue @, : D — R, cu proprietatea o(z,y) <
Y(x,y), Y(z,y) € D, astfel incdt

D ={(z,y,2) € R® | p(z,y) < z <(z,y), ¥(z,y) € D}.

Un astfel de domeniu spatial are volumul (in sens Jordan) dat de formula

vol(D //Q/Jl‘ydl'dy // (z,y)dz dy.

Totodata, analog Teoremei 14.5, este aici urmatorul rezultat:

Propozitia 14.6 Fie D un domeniu din R3, simplu in raport cu Oz. De asemenea, fie f : D — R o
functie continuda. Atunci are loc formula de calcul:

(14.7) // f(z,y,2)dxdydz = // (/@(I 7y) (z y,z)dz) dz dy.

Exemplul 14.3. Sa se calculeze [[[5 /2% +y2dxdydz, unde D este domeniul mirginit de
suprafetele z =0, z = 1 §i z = \/22 + y2.

Observand ci D = {(z,y,2) € R® | /22 +12 < z < 1,¥(z,y) € D}, unde D = {(z,y) €
R? | 22 + y? < 1}, avem ¢(z,y) = /22 +y? si ¥(x,y) = 1, asa incat, prin utilizarea formulei (14.7)
(v. Propozitia 14.6), obtinem:

1
/// \/a:2+y2d:cdydz://~ / dz | V2?2 + y?dx dy =
D D
Vatty?
= / V22 +y?(1 — 22 + y?)dx dy.
D

De aici, mai departe, folosind trecerea de la coordonatele carteziene (z,y) la cele polare (r,0),
avem:

//f) Va2 + 21— \/W)czgcczy:/()27r </01r(1—r)rdr> do =

1 3 4N L
r r
7‘/0(7" r)dr = 7r<3 >

In ceea ce priveste corespondentul rezultatului stipulat de Propozitia 14.5, acesta este urmatorul:

0 6




Propozitia 14.7 (Formula de calcul pentru integrala tripld pe o multime compactd, cu
volum, din R3, prin transformare de coordonate)

Fie Q i D doud domenii compacte, cu volum Jordan, din R®. De asemenea, fie F : Q — D, unde
F(u,v,w) = (z(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v,w)), Y(u,v,w) € Q, o transformare punctuala, bijectiva, de

clasa C1(Q, D) si cu jacobianul % nenul pe Q. Daca f € C(D;R), atunci are loc formula:

///fxy dxdydz_///f u, v, w) (uvw)z(uvw))‘g((sg’w))

Observatii:
1) Cea mai utilizata schimbare de variabile in R? este trecerea de la coordonatele carteziene z,y, z
la coordonatele sferice r, 8, ¢, potrivit relatiilor:

(u, v, w)du dv dw.

x=rsinfcosy, r € lry,ra] C[0,400],
y=rsinfsingp, 0 € [01,02] C [0,
z =rcosb, @ € [p1,9] € [0, 2]

Jacobianul acestei transformari este:

Dy, 2.) sin 6 cos sin # sin ¢ cos
DEDE) (r6,0) = det(| reosdp  reoshsing —rsing|) =1 sing.
(1,0, ) —rsinfsing rsinfcosp 0

2) O alta schimbare de variabile pentru integrala tripld este trecerea de la coordonatele carteziene
la coordonatele (aga-numite) cilindrice, transformare definita de relatiile:

x=rcosb, re€ry,r] C|0,+o00],
y=rsinf, 6 € [01,02] C[0,2n],
CR.

z =2z, z € [21, 29]

T D($7y7z) —
In acest caz, avem B(r.0.2) (r,0,z) =r.

Reluand Exemplul 14.3, relativ la integrala tripla
/// Va2 +y2drdydz,
D

unde D = {(z,y,2) € R3 | 22 + 92 < 2 < 1, V(w,y) € \/ZT?}, cu D = {(z,y) e R2 | 22 + % < 1}, se
poate folosi formula de calcul (©) din Propozitia 14.7, in care u = r, v = 0, si w = z sunt coordonate
cilindrice, cu r € [0,1], 8 € [0,27] si z € [0,1]. In acest mod, reobtinem:

///D\/Wdasdyclz:/o1 (/027r </Tlrdz> d9>rdr:27r/01(1—r)r2dr:7g,

Si integrald tripla isi are aplicatiile ei in geometrie, fizicd si alte domenii, intre care, mentiondm
aici calculul masei unei corp material D, de densitate cunoscutd p, pe baza formulei

///D p(z,y, 2)dz dy dz,

precum si determinarea coordonatelor centrului de greutate (z¢, ya, z¢) al unui corp D, cu densitatea
materiald p, in conformitate cu urmatoarele formule:

o — [ zp(z,y, z)dz dy dz yG:ffnyp(x,y,z)d:cdydz o — [[fp zp(x, y, z)dx dy d=
[[fpp(x,y, z)dedydz’ [[fpp(x,y, z)dxdydz’ [[fpp(x,y, z)de dy dz




In general, in cazul unei integrale multiple pe un domeniu compact si Jordan-mésurabil din R”,
calculul se poate face, in anumite conditii (deductibile prin analogie cu situatiile in care n = 2 sau
n = 3), pe baza uneia dintre urmétoarele doua formule:

// f(xl,...,xn)dxl...dxg =
1l12(901 Yy (21,00 5Tn—1)
/ dw1/ / f(x1, @2, ..., xp)dey,
4)02 xl (pn(mlv"vzn—l)
(cand D este simplu in raport cu Oz, apoi cu Oz,_1, etc.) si

/ fx17'~-7xn)d$1-..d.7]n:

D(zy,x2,...,25)
Y1y Y2y - oy Yn)AY1 . . . dYy
D<y17y2a"'7yn) (1 ? n) ! "

=/Qf(:m(yb---,yn),:vz(yb---,yn),---,mn(yh---,yn))‘

(cand se poate face trecerea de la coordonatele (x1,...,z,) € D, la coordonatele (y1,y2,...,yn) € ).
Exemplul 14.4. Sa se calculeze f—--fD dzy ...dzxy,, unde D este multimea {(z1,...,2,) €
R" |21 >0,29>0,...2, > 0,29 + 22+ ...+, < 1}

Folosind prima dintre formulele mentionate, obtinem:

1 1—x1 l—x1—...—Tp—1
/ dml...dmn:/ dml(/ dmg(.../ dzy))...) =
D 0 0 0
1 1—x1 l—x1—...—Tp_2
:/ d:l:l(/ dIL‘Q(/ (1—1’1—...—:anl)dfljnfl)...):
0 0 0
1 1—x1 l1-z1—...—Tp—3 (1 - —...—x 72)2 1
= dx / dx / n dr,—2))...)=...= —.
| am( [ e . D))= =

Integrale multiple improprii

Ca gi in cazul unidimensional, se poate extinde notiunea de integrala gi pentru situatiile in care fie
domeniul nu este compact, fie integrandul nu este marginit, fie ambele aceste caracteristici au loc.

Tratand dintr-odata atat cazul cdnd domeniul este nemarginit, cit si cazul cand functia de integrat
este nemarginita, in legatura cu integralele multiple improprii se pot mentiona urmatoarele:

Definitia 14.9 Fie D C R" un domeniu (marginit sau nemarginit) si f : D — R o functie (marginita
sau nu) ce se presupune a fi R-integrabila pe orice submultime compacta gi Jordan-masurabila a lui
D.

Spunem ca integrala [ --- [, f(x1,...,zn)d2y ... dz, este convergentd daca, pentru orice sir de
domenii marginite { Dy }ren+, care sunt masurabile-Jordan si au proprietatile urmatoare
z’)@cDgc...chc...
it) Dy, C D41, VkE € N*,
oo
iti) |J Dy = D,
k=1
existd i este finita klim i '--ka flx1,...,xn)dxy ... dxy, , valoarea ei fiind independentd de alegerea
— 00

girului { Dy }rens -

In cazul cand respectiva limita nu existd sau este infinitd, spunem ca integrala [ --- fD fx1, ..., xp)dey .

este divergenta.

..dxy,



Ca gi in cazul unidimensional (cind n = 1), se pot pune in evidentd diverse criterii de conver-
gentad/divergenta pentru integrale multiple improprii, iar calculul unor asemenea integrale, in situatia
de convergenta, se va baza pe formula

)

lim / flxy, ... xpn)dey ... day,
Dy,

k—o00
in care valoarea integralei f f Dy f(x1,...,2p)dxy ... dx, se determind pe una dintre céile mai-sus-
prezentate.
2 2 o . v
Exemplul 14.5. Integrala fng e ¥ 7Y dxdy este convergentd §i are valoarea m, dupd cum
UrMeaza:

2m 00 1
// eV dy dy = / (/ ey dr) df = (—2m) lim <<—e‘r2>
R 0 0 a—00 2

Exemplul 14.6.  Integrala improprie (din pricina nemarginirii integrandului in (0,0))

1
I= || ————dxd
I}, gt

unde D = {(x,y) € R? | 22+ y? < p?}, p > 0 si o > 0, se poate aprecia prin intermediul formulei
Y

. 1
i [}, e

unde Dy, = D \ B(fgz; 1), Vn € N*.
Astfel, trecand la coordonate polare (pe seama relatiilor x = rcos6,y = sinf,cu % <r<p0e

[0, 27]), obtinem:
2m by P
= lim / —dr | df = (27) lim / rimodr | =
n— Jo 1/n T =00 \ J1/n

a
) =7 lim (1—6_“2) = .

a—00
0

lim [ 2= ,0<a#2
5 n—oo \ 27« 1/n> 7 {27Tp2a, 0<a<?
i P +00, a>2 '
lim | Inr , =2 -
n—00 1/n>

Asadar, integrala data este convergenta cand a € (0,2) si divergenta cand o > 2.
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