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Kapitel 6

Differentialgleichungen

Uberblick

Im gesamten Kapitel werden die Abkiirzungen fiir Differentialgleichung
und fiir Anfangswertproblem benutzt.

Dieses Kapitel besteht aus drei groBen Teilen: in Abschnitt 1 bis 5 finden sich die
Verfahren zu Differentialgleichungen erster Ordnung und zu nichtlinearen
Dgl. und impliziten Dgl. Abschnitt 6 bis 10 beschéftigen sich mit linearen
Dgl. héherer Ordnung. In deu Abschnitten 11 und 12 sind die Methoden fiir
Systeme gewohnlicher Dgl. zusammengestellt.

Der Einfachheit halber werden bei der Beschreibung der Verfahren alle Funktio-
nen als hinreichend oft differenzierbar angenommen. Auch wird der Definitions-
bereich der Lésungen nicht jedesmal gesondert erwéhnt.

Im gesamten Kapitel bedeutet [ f(z) dz eine beliebige Stammfunktion zu f. Das
Mitfiihren von Integrationskonstanten ist also nicht erforderlich.

Allgemeine Definitionen

Eine Differentialgleichung (kurz: Dgl.) ist eine Bestimmungsgleichung fiir eine
gesuchte Funktion y, in der neben y auch Ableitungen von y auftreten. Bei
gewohnlichen Differentialgleichungen kommen nur Ableitungen nach einer Va-
riablen (meist = oder ¢) vor, bei partiellen Differentialgleichungen wird nach meh-
reren Variablen abgeleitet, vgl. Kapitel 9.

Die Ordnung einer Dgl. ist die hochste darin vorkommende Ableitung.

Ist die Dgl. nach der héchsten Ableituug aufgeldst, so ist sie in expliziter , sonst in
impliziter Form . Z.B. ist y' = f(z,y) eine explizite, 2yy’ = z + y eine implizite
Dgl.

Bei einem Anfangswertproblem, AWP kommen zu der Differentialgleichung noch

1

Dgl., AWP

Einteilung des
Kapitels

gewohnliche,
partielle
Differential-
gleichung

Ordnung
explizite,
implizite Form

Anfangswert-
problem
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2 KAPITEL 6. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Anfangswerte dazu. Dabei werden an einer Stelle z; soviele Bedingungen an die
Funktion und ihre Ableitungen gestellt, wie der Grad der Gleichung ist, also zum
Beispiel bei einer Dgl. erster Ordnung eine Bedingung y(zg) = o, bei zweiter
Ordnung kommt eine Bedingung y'(zo) = y; hinzu.

Ein System von Dgl. besteht aus n expliziten Dgl. fiir n gesuchte Funktionen
Y1,---,Yn. In der Regel werden Systeme so umgeschrieben, dal nur erste Ab-
leitungen auftauchen (System erster Ordnung). Ein AWP enthilt n zusitzliche
Bedingungen der Form y;(z¢) = a1, .., yn(z0) = an.

Differential-
gleichung

Gewdhnliche Dgl. Partielle Dgl.
Kapitel 6 Kapitel 9

A

Dgl. 1. Ordnung Hohere Ordnung Systeme
6.1-6.5 6.6 - 6.10 6.11 - 6.12

In den ersten beiden Abschnitten werden die Differentialgleichungen stets explizit
geschrieben. Es ist also die erste Aufgabe, eine vorliegende Dgl. in diese Form zu
bringen. Es sprechen z.B. gute Griinde dafiir, eine lineare Dgl. (6.1) in der Form
y' + f(z)y = g(z) zu schreiben. (Dadurch wiirde die Analogie zur linearen Dgl.
liherer Ordnung deutlicher). Der Nachteil ist, dafl der ohnehin uniibersichtliche
Dschungel der verschiedenen Typen noch uniibersichlicher wird. Daher wird fiir
explizite Dgl. erster Ordnung stets auch die explizite Form gewihlt.

Ubersicht: Dgl. erster Ordnung

Der erste Teil des Kapitels besteht aus folgenden fiinf Abschnitten:

6.1 Lineare Dgl.

6.2 Getrennte Verdnderliche

6.3 Exakte Dgl., Dgl. fiir Kurvenscharen
6.4 Implizite Dgl., Reduktion der Ordnung

6.5 Aufstellen von Dgl., (orthogonale) Trajektorien




Dgl. 1. Ordnung

lineare Dgl.

¥y = f(@)y + 9(z)

Bernoulli Dgl.
¥ = fla)y + g(z)y*

Riccati Dgl.
y' = f(z)y + g(z)y® + h(z)

getrennte Verdnderliche

¥ = f(z)g9(y)

Ahnlichkeitsdgl.
y = f (g)
z

y = flax + by + ¢)

. ar + by + ¢
y ~f(d:v+ey+f)

Dgl. fiir Kurvenscharen

P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0
P(z,y) + Q(z,9)y' = 0

Implizite Dgl.

F(z,y,4') =0

Dgl. ohne z oder y
Reduktion der Ordnung

Clairault Dgl.
y=zy +9@)

d’Alembert Dgl.
y =z fy) + 90)




lineare Dgl.

homogene,
inhomogene
Gleichung

Variation der
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Methoden

4 KAPITEL 6. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

6.1 Lineare, Bernoulli- und Riccati-Dgl.

|1. + 2. Definitionen und Berechnung]

ILineare Dgl. ¢ = f(z)y + g(z).|

Ist g(z) = 0, so ist die Gleichung homogen, soust inhomogen.

Zur Berechnung einer partikuldren Lésung y, der inhomogenen Dgl. macht man
den Ansatz y, = c(z)yn(z) mit einer Losung y, der homogenen Dgl. und einer
noch zu bestimmenden Funktion ¢(z). Daher tragt diese Methode den Namen
Variation der Konstanten

Methode 1:

(@ Berechne y(x) := exp(f f(z) dz).

@) Berechne y,(z) = yu(z) / % dz.
(fillt bei homogenen Gleichungen weg)

(3 Di= allgemeine Losung ist y(z) = Cya(z) + yp(z), C€R.

(4 Ein AWP wird geldst, indem yq fiir y und x, fiir z eingesetzt und so C
bestimmt wir.

Methode 2:

Hierbei werden in den unbestimmten Integralen in Methode 1 die "richtigen” In-

tegrationsgrenzen genommen, uin sofort eine Anfangswertbedingung zu erfiillen.
Diese Methode empfiehlt sich nur bei AWP,

Die Lésung des AWP mit y(zo) = yo ist gegeben durch

z z t
y(x) — ef!o f(t)dt[yo+/ e_f‘O f(s)dsg(t) dt]
Zo

- z T,
= el O [T 0
zo0

Wird die allgemeine Lésung der Dgl. gesucht, lassen sich die Terme mit z¢ und
Yo so zusammenfassen, daf} die Lésung die Form wie bei Methode 1 hat.

Vergleich der Methoden:
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Methode 1 Methode 2
Vorteil einfache Rechnungen direkte Losung des AWP
Nachteil mehrere Schritte komplizierte Rechnung
Anwendung | fast immer nur bei AWP

Spezialfille:

Spezialfall 1: ' = ay hat die Losung y = C e*®.

p ¥

Spezialfall 2: 3 = ol y hat die Losung y = C z°.
T

Im ersten Fall hat man eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, so
daf8 man zur Bestimmung einer partikuliren Losung der inhomogenen Gleichung
eventuell die Ansitze aus 6.7 verwenden k . Die zweite Dgl. ist eine Euler-Dgl.

Oft treten bei der Berechnung der Lsung y, von homogenen Dgl. Logarithmen
auf. Das fiihrt dazu, da y, die Form y, = |h(z)| hat, also der Betrag einer
Funktion ist. Da Lésungen homogener linearer Dgl. entweder die Nuilosung sind
oder stets von Null verschieden sind, kann man in jedem Definitionsintervall davon
ausgehen, daf h nur positiv oder nur negativ ist. Im ersten Fall 1a8t man den
Betrag weg, im zweiten benutzt man die Tatsache, dal man statt 2 auch —h
als Losung der homogenen Dgl. nehmen kann und darf deshalb den Betrag auch
weglassen.

Im folgenden Beispiel kann man also so argumentieren:

Man erhalt zunéchst y, = Tal:T Die maximalen Definitionsintervalle der Dgl. sind
R~ und R*. Aus R* ist y, = 1, auf dem Intervall R~ nimmt man statt ﬁ die
Funktion —p; = 1, die auch eine Losung der homogenen Dgl. ist.

b1
Weiterhin beachte man,daf} / = dz =Inbl—Inle| =In b ist, da @ und b dasselbe
a T aQ
Vorzeichen haben.

Beispiel 1: ¢/ = Y
S T

Berechnet werden die allgemeine Losung und die Losung mit y(2) = 3"

|L65ung nach Methode 1:‘

[~

@ yu(z) = exp(/_?ld:v) = exp(—In|z|) = —. (oder Spezialfall 2)

88

Nach der Bemerkung oben wéhlt man y, =

Yy = ay

Tip

Betrage in
Losungen
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2

1 1z z
= ldx — = -,
D ule / T 22 2
(® Die allgemeine Losung ist also
C =z
==+ - R
y(z) . + 1 Ce
2
(@ Einsetzen von £ = 2 und y = g ergibt g = % 5 alsoC = 1.

Die Losung des Anfangswertproblems ist also

lLBsung nach Methode 2:]

Allgemeine Lsung:

ylz) = exp / yo + /exp /_Tlds) -ldt]

zo

= exp (= Infz| + In|zo]) 50 + /exp(ln|t| ~ Ingo]) di]

T
= %[yo*—/ziodt]

zZ 2

= (yo + e 2x0)
2

_ _Eyl oz

= (ZoYo 2 ) o + 3

Losung des Anfangswertproblems:

exp(é/—dt +-2/exp —/—-——1~ds) ~1dt]

x

= exp (—Inlz| + 1n2)[2 /exp(ln|t| - 1n2) dt]

I

y(z)

| w
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ﬁBernoulli-Dgl. y = flx)y + g(x)ya]

Bernoulli-Dgl.
a ist dabei eine reelle Zahl, o € {0, 1} (sonst ist es eine lineare Dgl.). Substitution

Mit der Substitution © = y'~® geht die Bernoulli-Dgl. iiber in die lineare
Dgl.
v = (1-a)f(z)u + (1 -a)g(z).

Ist u die Losung, so erhdlt man y als uia,

Zunichst erhilt man mit dieser Methode nur positive Losungen y. Ist « > 0,50 a >0
ist stets auch y = 0 Losung.

Fiir ganzzahlige o gibt es auch negative Lésungen: a€Z
o Ist o gerade, so ist 1 — ungerade und y = w7 ist auch fiir u < 0 definiert.

o Ist o ungerade, so ist mit y stets auch —y eine Losung der Dgl.
AWP

Ist ein Anfangswert y(zo) = yo gegeben, so hat man zwei Moglichkeiten zur
Auswahl:

e entweder wird der Anfangswert mittransformiert (u(zo) = y3~)

o oder es wird zunichst die allgemeine Losung berechnet und dann die Koun-
stante darin bestimmt.

Ist a > 0, so ist die Lésung zu y(zo) = O stets durch y = 0 gegeben.

1
B"12:'=—£+—~.
eispie y 2w T 3y

Berechnet werden die allgemeine Losung und die zum Anfangswert y(2) = —/3.

« hat in dieser Bernoulli-Dgl. den Wert —1, 1 — o = 2. Daher erhdlt man mit
der Substitution u = y'~* = y? die lineare Dgl.

1 u
=2 422 = —Z 4L
u 9z + 2 & U = +
Nach Beispiel 1 ist die Losung u(z) = - 13 Damit hat man dic allgemecine

Losung

x
) =+ z
y(z) 5

8|Q
+

Dic Losung des AWP erhilt man auf zwei Arten:
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e Aus y(2) = —\/g und u = y? erhilt man u(2) = g Wie in Beispiel 1

ergibt sich C' = 1. Jetzt darf man nicht vergessen, dafl das £ in der allge-
meinen Losung bedeutet y = +,/ 7.~ odery = —,/ ... Da der Anfangswert
negativ ist, erhilt man

¢ In der allgemeinen Losung wird y = — g und z = 2 gesetzt und C = 1

bestimmt. Natiirlich mu man auch hier wieder das richtige Vorzeichen der
Wurzel wihlen.

IRiccati-Dgl. Yy = flz)y + 9(z)y? + h(m)|

Riccati-Dgl.
Fiir die Riccati-Dgl. gibt es keine geschlossene Losungsformel. Ist allerdings eine
Losung bekannt, 148t sie sich auf eine lineare Dgl. reduzieren.

(D Bestimmung einer Losung z durch Raten oder mit einem Ansatz.

(@ Jede andere Losung hat die Form

1
Yy =2+ -
U

Dabei 16st u folgende lineare Dgl.:

u = —229 + flu — g.

Beispiel 3: 3 = §_y -y - -3%
R T z

Berechnet werden die allgemeine Losung und die mit y(2) = g und y(2) = %

1

(D Mit Gliick oder Hilfe rit man die Losung z = —.
z

@ Mit f(z) = % und g(z) = —1 erhilt man alle weiteren Losungen aus der

linearen Dgl.

1 3 1
u'=—(2—(—1)+—)u——(——1) & uv=—-——u+1l
. . C =z .
Nach Beispiel 1 ist u = 2 + 3 und damit
y = L oder -1 + : _ 2 + 2z
¥=3 ¥=z %4—§_$ 2+ 2C
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1 1
Die Losung zum Anfangswert y(2) = 3 ist schon die geratene Losung z = e

Wird nur die Losung dieses AWPs gesucht, braucht die allgemeine Losung nicht
bestimmt zu werden.

Das andere AWP 16st man dhnlich wie bei der Bernoulli-Dgl:

o Da die geratene Losung die Anfangsbedingung nicht erfiillt, werden zo = 2

. . 7 1 o
undyo==iny = z + — = — + — eingesetzt: -~ = - + —. Damit wird
6 u T u 6 2 g

3
U = o Nach Beispiel 1 ist die Losung diejenige mit C = 1, also

2z
z2 4+ 2

y(z) = % +

o oder man bestimmt C in der allgemeinen L&sung durch Einsetzen von
Ty = 2undyo = %

3. Beispiele|

.. 4
Beispiel 4: ¢ = —y + % sinz
— z

Gesucht sind die allgemeine Losung und diejenige Losung, die durch den Punkt
(1,2) geht.

Es handelt sich um eine lineare Dgl. mit f(z) = 2 und g(z) = z*sinz.

|L65ung nach Methode 1:]

@ yn(z) = exp(f 4 dx) = exp(4In|z]) = z*. (oder Spezialfall 1)
@ y=z' z—: sintdr = —z*cosz.
(3 Die allgemeine Losung ist damit

y=Cz' - z'cosz, Cek

(@ Anfangswertproblem:
binsetzen vony = 2und z =l ergibt 2=C-1~-cosl & C =2+cosl,
also

y = (2+ cosl)z® — 2% cosz = z*(2 + cos1 — cusz).
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Lésung nach Methode 2:]

Allgemeine Losung:

z T t
y = exp(/%dt)[yg +/exp(—/i:-ds)t4 sintdt]
zo o

Zo

= exp (4dlnjz] —41In |x0|)[y0 + / exp(—4 In|t| + 4 In|z]) ¢* sintdt]
Zo

T
4

z To 4
= =[w +/—4-t sin ¢ dt|

g Jt

z
= F(yo + z§ cOszy ~ Tg COS )

0

= x“(y% + coszp) — zicosz.

Losung des Anfangswertproblems:

z

T t
y = exp(l/%dt)[2 +1/exp(—l/;—1ds)t4 sintdt]

z“[z + /t%t“ sintdt]
1

= 22 + cos1 — cosz)

Beispiel 5: 3y = 2y + zy° l

Es handelt sich um eine Bernoulli-Dgl. mit a = 3, f(z) = 2 und g{z) = z. Mit
der Transformation © = y*~® = y~? erhilt man die lineare Dgl.

v = —4u — 2z

mit der Losung

z 1
=C -4z _ % Z.
u e 5 + 3
Alle Losungen der urspriinglichen Dgl. sind also mit y = £u~ "%
1

y=0 oder y = .
:t\/Ce‘4I — 244

[ Beispiel 6: ¢/ = y + e %y? — €* |

Es handelt sich um eine Riccati-Dgl. mit f(z) = 1, g(z) = e * und h(z) = —e*.
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(@ Zunichst muB man sich eine Losung beschaffen. Da in der Dgl. zweimal
Exponentialfunktionen vorkommen, versucht man es mal mit dem Ansatz

y = AeP”.
Einsetzen ergibt
ABeB:: — AeB: + A26(2B_1)w—61.

Das lift sich zusammenfassen, wenn alle Exponenten gleich sind. Man setzt
also B = 1 und hat stets z im Exponenten. Fiir A bleibt dann die Gleichung
A=A+ A - 1,also A = £1. Fiir A =1 ist eine Losung

z = €.

@ Mit f(z) = 1 und g(z) = e~* sucht man nun die Losungen u der linearen

Dgl.
W =-R2ee T+ 1u—e* & u=-3u-—e”’
1
Man erhilt nacheinander u, = e und u, = —56_1. Als Losung hat man
also
1

z z
= ¢* oder =€ 4 .
y y Ce=3z — 1/2 e~T
Fiir C = 0 ist im zweiten Term die andere schon vorher gefundene Losung,

y = —e*, (A = —1) enthalten.

-+

Beispiel 7: ' = ¥,z
—_— T

< |8

Es handelt sich um eine Bernoulli-Dgl. mit a = -1, f(z) = % und g(z) = z.

Alternative: Dgl. von homogenen Typ, vgl. Beispiel 7 iin nichsten Abschnitt.
Mit 1 — o = 2 erfiillt » = y? die lineare Dgl.

2
u = Zu+ 2z
T

@ wup =2z (Spezialfall 2)
@ u, =12%[z7*2zdz = 22%In|z| = 2 Inz?.
® u=Cz?+2%Inz? = 22(C + Inz?)
Damit erhélt man
y = £yu = +/22(C + In2?) = 2v/CT + Ina?

Alternativ kénnte man die Dgl. zur Bestimmung von u auch als inhomogene
Euler-Dgl. (vgl. Abschnitt 8) auffassen:
Ty — 2u = 222

Dann erhilt man zunéichst up = z2. Eine partikulire Losung u, 148t sich durch
einen Ansatz u, = Cz?In|z| (Resonanz!) bestimmen.
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[ Beispiel 8: y' = cotzy +sinz, y(3kr) =7

@O Wegen /cotzda: = / 237 4y = In|sinz| ist

sinz
Yn = exp(/ cotzdz) = exp(ln|sinz|) = |sinz|.

Hier kann man wie vor Beispiel 1 argumentieren: da die Dgl. fiir z = km,
k € Z, nicht definiert ist, sind sinnvolle Losungsintervalle von der Form
Jkm, (k + 1)7[. Falls der Sinus dort negativ ist (nimlich fiir ungerades k),
erhilt man die Losung | sinz| = — sinz. Da man im folgenden eine beliebige
nichtverschwindende Losung der homogenen Dgl. braucht und mit jeder
Funktion auch alle Vielfache Losungen sind, rechnet man auch hier mit
yn = sinz weiter.

®

. sinz .
Yp=sinz | —dz =zsinz
sinz

)

Alle Losungen sind also

y=Csinzg+zsinz = (C + z)sinz.
(@ In die allgemeine Losung werden z = 3/pm und y = 7 eingesetat:
. 3
(C + 3fom) sin FT ="
Mit sin 3/,m = —1 hat man C' = — 547 und

y=(z— gw) sin z.

2

) T
Beispiel 9: y' = —
Y

Es handelt sich um eine Bernoulli-Dgl. mit f =0, ¢ = 2% und a = -3.

Mit 1 — o = 4 hat man fiir u = y* folgende lineare Dgl. zu losen:
o' = 4z’

4
Die Lésung ist natiirlich « = §z3 + C, woraus fiir y folgt

4 '
y==x (51:3 +C) .
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6.2 Getrennte Verinderliche

|1. + 2. Definitionen und Berechnung|

Neben den Dgl. mit getrennten Verdnderlichen (Typ 1) werden drei weitere Typen
untersucht. Die Dgl. in diesem Abschnitt stellen relativ hohe Anforderungen an
Rechengenauigkeit und Beachten von Definitionsbereichen.

|Typ 1 Getrennte Verinderliche 3 = f(z)g(y)l

Anderer Name: getrennte Variable.
Hierzu gehéren auch alle Differentialgleichungen, in denen kein ”z” vorkommt.

Wichtiger Sonderfall: ist g(y) = y, so hat man eine lineare homogene Dgl. und
16st diese mit den Methoden von 6.1

Es gibt im allgemeinen drei Arten von Losungen:

@ Ist g(C) = 0,s0ist y = C eine (konstante) Losung.

2 Lose / R%;dy = / f(z)dz + C nach y auf. Eselsbriicke:
dy

E= @) = L= f@ = [ = [ @ daro

(3 Eventuell gibt es Losungen, die sich aus @D und (@) zusammensetzen
lassen. Das kann hochstens an Stellen passieren, an denen die Funktion
g(y) nicht stetig nach y differenzierbar ist, muf§ aber nicht.

Oft lassen sich die Losungen nur implizit angeben.

Ist ein AWP y(zq) = yo gegeben, so geht man so vor:

@ 1Ist g(yo) = 0, so ist y = yo eine Losung. Weitere Losungen kann es nur
geben, wenn die Bedingung aus (3) nicht erfiillt ist.

(2 Sind in der Formel / ﬁ dy = / f(z)dz + C auf beiden Seiten die
g

Stammfunktionen berechnet worden, setzt man fiir z und y die Werte
zg bzw. yo ein und bestimint so C.

Alternative: die Losung erhélt man durch Auflésen von

/yjﬁds - /0 £(t) dt.

(3) Falls es zu Verzweigungen kommt, ist es sinnvoll, zunéchst die Losungs-
gesamtheit zu bestimmen und daraus die i.a. nicht eindeutige Losung
des AWP zu bestimmen, vgl. Beispiel 5.

Typ 1:
getrennte
Verinderliche
Dgl. ohne z

9y) =y

AWP
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2
Beispiel 1: ' = — .
Y

Gesucht werden die allgemeine Lésung und die Lésung zum Anfangswert y(3) = 2.

Definitionsbereich der rechten Seite ist der R? ohne die z-Achse.

1
@ Esist f(z) = 2% und g(y) = 7 Damit ist g nie null und es gibt keine
konstanten Lésungen. Auch 3) fillt damit weg.

(® Alle Losungen bekommt man daher durch Auflésen von
4 3
3 _ 2 v _ T _ (43 a
/ydy—/:cdx & —4——§+C < y—:t(gfc +4C) .
Die Losung zum Anfangswert y(3) = 2 erhélt man, indem man in (?) y = 2 und
x = 3 einsetzt. C' ist dann -5.

Alternative: als Bernoulli-Dgl. l6sen (Bsp. 9 in Abschnitt 1).

Typ 2 Ahnlichkeits-Dgl. ¢’ = f (%) .
Typ 2:
homogene Anderer Name: homogene Dgl. Nicht mit homogener linearer Dgl. verwechseln!
Dgl.
Ahnlichkeits- | Mit der Substitution
Dg' Yy = ur & u = E

z
erhilt man die Dgl. mit getrennten Variablen (Typ 1)

W = L(f(u) - w).

x

AWP  Ist ein AWP y(zo) = yo gegeben, so liBt es sich zu u(z,) = ¥ transformieren.

BRTL
Beispiel 2: ¢’ = —(y2

= +1
2a:+)

Gesucht sind die allgemeine Losung und die Lésung mit y(2) = 2.

Das ist auch eine Riccati-Dgl.. Da man aber ohne weiteres keine Lésung rit (oder
doch?), betrachten wir sie als homogene Dgl. mit f(u) = 1(u? + 1)
Mit der Substitution ¥ = uz erhilt man eine Dgl. mit getrennten Verinderlichen

1,1 1

u'=5(§(u2+1)—u) & u'=ﬂ(u2+1—2u)
1
(=4 Ul = g(u - 1)2

Lésung dieser Dgl:
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(@D wu = 1 ist einzige konstante Losung.

@ Mit f(z) = & und g(u) = (v — 1)* hat man

1 1, PN
/mdu—§1n|1|+0 & -@-17 = hl+C

2
=1 —°
e Inlz] + 2C

(® Da die rechte Seite der Dgl. stetig nach u differenzierbar ist, kommen keine
zusammengesetzten Lésungen vor.

Damit hat man mit y = uz die Losungen der Ausgangsgleichung gefunden:

2z
Yy == oder y=x—m
Zur Bestimmung der Losung des AWP y(2) = 2 kommt man mit (1) aus: mit

To = yo = 2 ist der neue Anfangswert u(2) = 1 und die (wegen (3) eindeutige)
Lésung ist © = 1 und damit y = vz = =z.

Typ 3 ¥ = flaz+by+c). I

Mit der Substitution

U —ar —c¢

u=ax+by+c & y= A

erhilt man die Dgl. mit getrennten Verdnderlichen (Typ 1)

v = a+ bf(u).
Aus dem Anfangswert y{zq) = yo wird u(zo) = azo + byo + c.

Beispiel 3: ¢ = (z + y — 4)?

Gesucht sind die allgemeine Lésung und die Losung zum Anfangswert y(m) =
4—.

Hierista = 1,b = 1,¢c = —4 und f(u) = v’
Fiir v = z + vy — 4 hat man also die Dgl. mit getrennten Verénderlichen

W =1+u?
Zu l6sen:

(D Konstante Losungen gibt es nicht, daher fallt (3) auch weg.

Typ 3:
y =
flaz+by+c)

AWP
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@
/—l—du=x+C & arctanu =z +C &  u = tan(z + C).
14+ u?

Die Losung der Ausgangsgleichung ist also

y =tan(zr + C) — z + 4.

Der Anfangswert des transformierten Problems ist u(m) = 7+4—mr—4 = 0. Damit
erhilt man in (2) arctan0 =7+C, alsoC = —w und y = tan(z — 7) — z + 4.

az + by + ¢
dz + ey + f/)°

Typ 4 y'=f(

Typ 4

Man kann voraussetzen, daf§ die Determinante ’ a z # 0 ist. Sonst 14t sich

d
diese Dgl. auf einen der beiden vorher behandelten Typen (Typ 2 oder Typ 3)
zurlickfithren. Unter dieser Voraussetzung hat dann das Gleichungssystem

az +by+c=0
dr +ey+ f=0

eine eindeutige Lésung (zo, yo). Die Substitution
U =Y — Yo, t=z— xo

iiberfiihrt die gegebene Dgl. in eine Ahnlichkeitsdgl. (Typ 2)

(D Berechne zq und yo. Ist das Gleichungssystem nicht oder mehrdeutig
16sbar, liegt einer der beiden letzten Typen vor.

(@ In der Dgl. wird jedes z durch ¢ + o, jedes y durch u + yo und y' durch
u’ ersetzt. Wird der Bruch durch ¢ gekiirzt, liegt die Dgl. in der Form

<16

(3 Die entstandene Ahnlichkeitsdgl. wird als Typ 2 gelost.

Vvor.

(@ In der Lésung wird u durch y — yo und ¢ durch z — zg ersetzt.

Ein Anfangswert y(&) = § ergibt to = & — zo und uo = ulte) = 7 — yo.

-y +4z —-5

Beispiel 4: ¢ =
eispie Yy P

Diese Dgl. ist fiir alle Punkte des R? mit Ausnahme der Geraden y = z — 2
definiert.
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(D Das zu lésende Gleichungssystem ist hier

-y+4r-5=0
y—z+2=0

mit der Losung zo = 1, yo = —1.
(2 Ersetzen von z durch ¢ + 1 und y durch u — 1 und danach Kiirzen durch ¢:

~y+4r -5 -—u+1+4+4-5_ -u+dt -¥+4
y-z+2  u-1-t-1+2  uwu-—-t  u—-1

Zu lésen ist also die Ahnlichkeitsdgl. (Typ 2)
du _ —“/t + 4
dt - “/t -1

(® Mit der Substitution w = %/ ergibt sich fiir w die Dgl. mit getrennten
Verdnderlichen (Typ 1)

d 1, -w+4 1, —w+4-
= L ) =

@ Konstante Losungen sind w = +2, was u = %2t ergibt.

@) Trennen der Variablen gibt / %dw =Inlt] + C.
Das Integral wird mit Partialbruchzerlegung berechnet:

—w4+1 1, -1 -3
w? — 4 _Z(w—2+w+2)'

Integration ergibt
—Injw — 2| — 3lnjw + 2| = 4lu|jt| + C

& hnjtt(w-2)(w+2)?} = -C.

Wird nun auf beide Seiten die Exponentialfunktion angewandt und
der Betrag aufgeldst, kann die rechte Seite mit D = =+ exp(—C) jeden
von null verschiedenen Wert annehmen:

th(w-2)(w+2)® = D.

Da eine Auflésung nach w nicht ohne weiteres méglich ist, bleibt diese
implizite Losung stehen.

3) Da die rechte Seite der Dgl. () nach w stetig differenzierbar ist, kom-
men keine zusammengesetzten L&sungen vor.
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Die gefundenen Losungen lassen sich so zusammenfassen, daf} die Konstante

D fiir die unter @’ bestimmten Losungen auch den Wert 0, also alle reellen
Werte annehmen kann. Nun wird w wieder durch “/ ersetzt und der Faktor
t* auf die Klammern verteilt:

HZ-9EF+2°=D & (@-20@w+2° =D, DeR

@ wu wird durch y 4+ 1 und ¢ durch z — 1 ersetzt:
+1-20z-1))y+1+2(z-1)»*=D

& (y—-2z+3)@y+22-1¥=D, DeR

Aus dieser allgemeinen impliziten Losung lassen sich fiir D = 0 die beiden
Geraden y = 2z — 3und y = —2z + 1 ablesen.

&Beispiele

Beispiel 5: Ein ziemlich kniffliges Beispiel: y' = 4z /|y|.

Dies ist eine Dgl. mit getrennten Veridnderlichen.

@ 9(v) = +/|y| ist null fiir , man hat also die konstante Losung y = 0.

(@) Weitere Losungen erhilt man durch Aufiésen von

/—dy = /2xdz

Fiir ist |y| = y und eine Stammfunktion des linken Integrals ist
G(y) = \/y. Beim Auflésen von

Vi=2z*+C

muf man allerdings beachten, daf die linke Seite stets positiv ist. Daher ist
die so gewonnene Losung

y = (a:2 +C)2

nur fiir z2 > —C definiert: fiir C > 0 ist der Definitionsbereich R, fiir C < 0
setzt man C = —D? also D = v-=C und Auﬂosung von z2 — D? > 0
ergibt die Deﬁmtlonsmtervalle ] = o0, —=D] =] — 00, —v/~C] und [D, oo[=

[V-C, oo
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1 1 .
Fiir ist —y/—y eine Stammfunktion zu 2__ly_| = ﬁ Da diesmal

die linke Seite stets negativ ist, ist der Definitionsbereich der Losung
2 2
y=-(-2*-C) = -(z+C)
der durch z2 < —C beschriebene Bereich | — v/—C, v—=CI.

3 Da g(y) = 4/Jy| fiir y = 0 nicht differenzierbar ist, kann es auf der X-
Achse zu Verzweigungen von Losungen kommen. Das tritt hier auch ein:

die Graphen der in (2) bestimmten Lésungen miinden mit waagerechter
Tangente in die X-Achse ein. Da beliebige Strecken der Achse auch Graphen

von Losungen sind (nach (1)), sieht die allgemeine Lésung so aus:
entweder ist mit C > 0 y(z) = (22 + C)? mit Definitionsbereich R
oder es gibt Zahlen —00 < 73 <23 < 0 < z3 <1z4 < 00 mit 3 = —29
und

e in]— oo,z ist y(z) = (2% — z?)?

e in [z),z,] ist y(z) = 0

e in [zq, 73] ist y(z) = — (2% — z%)?
o in [z3,z4] ist y(z) = 0

e in [z4, 00 ist y(z) = (2% — 22)?

Wenn z.B. zwischen z; und z, das Gleichheitszeichen steht, bedeutet das,
daf} dieser Teil der Losung nicht vorkommt.

In der Skizze sind fiir verschiedene Werte von C
Losungskurven eingezeichnet. Man erkennt, dafl
sich auf der X-Achse die Losungen verzweigen.

Der Graph einer einer aus vier Teilen zusammen-
gesetzten Losung ist dick eingezeichnet. Sie ist so
beschreibbar:

o fiir z < 1z ist sie (2% — z?)?

o fiir z; < z < 1z, ist sie konstant null

o fiir 2o < z < z3 ist sie —(z? — z2)?

o fiir z > z3 ist sie wieder null.

Zum Abschlufl kann man nocn eine Plausibilitdtskontrolle vornehmen: die rech-

te Seite der Dgl. ' = z./y hat dasselbe Vorzeichen wie z. Daher mufi man Plausibilitéts-
fiir positive z steigende und fiir negative z fallende Losungsfunktionen erhalten. kontrolle
Stimmt!
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1
Beispiel 6: y' = — 1) = -1
eispiel 6: ' = -, y(1)

Getrennte
Verdnderliche
Typ1  Achsenkreuzes definiert.

Bei der Losung braucht man nur Schritt (2):

1 1
/ydy:/;dz & §y2=ln|z|+C

Diese Dgl. mit getrennten Veriinderlichen ist auf dem R? mit Ausnahme des

1
Jetzt werden fiir z und y jeweils 1 und -1 eingesetzt und man erhilt C' = 3 und

damit
y = —vInz? + 1 (wegen y(1) <0).

Alternative Rechnung:

1 1
=lnz -0 & y=—-VInz?2 + 1.

y z ]
ds = / Zat Y B
/1 A R
Die allgemeine Losung (ohne den Anfangswert y(1) = —1) hat die Gestalt

y = xvVlnz? + C, CeR

Alternative: Die Dgl. wird als Bernoulli-Dgl. aufgefafit (mit f(z) = 0, g(z)

und o = ~1).

<y

Beispiel 7: y = Yy
e T

Typ 2
Diese Dgl. (die man auch als Bernoulli-Dgl. mit & = —1 auffassen kann), ist vom

Typy' = f(%) (Typ 2). f sieht dabei so aus: f(u) = u+u~'.

Die Substitution u = % &y = uz ergibt fiir u die Dgl.

1

1
wo= Z(u+ut—u)= —.
T TUu

Diese Dgl. hat nach dem letzten Beispiel die Lésung v = £vInz? + 2C. Damit

erhilt man fiir die allgemeine Losung hier

y = ur = xzvinz? + 2C.
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— 4
Beispiel 8: y' = le-y+d

r+y

Diese Dgl. vom Typ 4 ist fiir y # —z definiert.

3r —y=—4

z+y= 0
zo = —1 und yo = 1. Die Substitution auf eine Dgl. der Form von Typ 2
wird also mit ¢ =z + 1 und © = y — 1 vorgenommen.

(1) Das zu lésende Gleichungssystem ist ( mit der Losung

(@ Man erhilt die Dgl.

du  3t-1) - (y+1)+4 3t—u _3-%

dt t—1+u+1 T tvu 1+

(3) Mit der Substitution w = v/} erhilt man die Dgl.
1 (w+3)(w—1)
t w+1 Tt w+1l

14+w

, 1(3—w ) 13— w—w~—w?
=3 w) = =

Losung dieser Dgl. mit getrennten Verénderlichen:
1) Konstante Losungen sind w = 1 und w = —3.
@) Die anderen Losungen ergeben sich aus
w+1 1
—_— —dw = — / —dt.
/(w+3)(w—1) v t

Partialbruchzerlegung und Integration liefert
w41 _ Yo Yo
./ (w+3)(w—-1) dw = /(w+3 + w— 1)dw

= 5 (njw+3) + Infw—1) =~ Il + C.

ZusammengefaBt: In |(w 4+ 3)(w — 1)t}| = 2C, C€R.
Der Betrag kann alle positiven Werte annehmen, der Ausdruck im
Betrag alle reellen Zahlen mit Ausnahme der Null. Nimmt man von

@) die konstanten Losungen hinzu (mit D = 0), so erhilt man

(w+3)(w—-1)t2 =D, DeR

@) Da die rechte Seite der Dgl. in ihrem Definitionsgebiet stetig nach w
differenzierbar ist, gibt es keine zusammengesetzten Lsungen.

Typ 4
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(@ Jetzt wird wieder ¢ auf die Faktoren verteilt, wt durch u ersetzt und die
Anfangssubstitution riickgingig gemacht:

(tw+3t)(tw—1t) = (u+3t)(u—t) = y+3z+2)(y—z—2).
Die allgemeine implizite Losung lautet also

(y+3z+2)(y—z-2)=D, DeR

Da y insgesamt nur quadratisch vorkommt, &8t sich diese Gleichung nach y
auflésen. Rechnerisch etwas einfacher ist es, weiter vorne anzufangen. Auflosen
von (w+ 3)(w — 1)t2 = D ergibt

w=-1x+v4+Dt? & u=—-t+tv4+Dt2 = —t=+ Va2+D.

Ersetzt man u durch y — 1 und ¢ durch z + 1, so ergibt sich die Lésung

y=—-z+x4(z+1)2+D, DeR
Fiir D > 0 existiert die Losung auf R, fiir D < 0 gibt es Losungen in den

Intervallen ] —o00,—1—/=2/}[ und |- 1+ /—D/s,00[.
Fiir D = 0 liest man die Geraden y = ~3z — 2 und y = =z + 2 fiir z # —1
ab (dort schneiden sich diese Geraden mit der Geraden y = —z, die nicht zum

Definitionsbereich gehort).

Beispiel 9: 4 = y?cosz
| Beispiel 0: ' = y |

Es handelt sich um eine Dgl. mit getrennten Variablen.

(@ v =0 ist die einzige konstante Losung.

@
/—yl—zdy=/cos:cdz+0

Integration und Auflsen ergibt

1 sinz+C = !
——=sinz y=—-——
y y sinz + C

(® Da die rechte Seite der Dgl. 42 cos z stetig nach y differenzierbar ist, gibt es
keine zusammengesetzten Losungen. Die allgemeine Lésung ist also

1

= d = —_——
y=0 oder y sinz +C
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6.3 Exakte Differentialgleichungen

Andere Bezeichnungen:
Pfaffsche Dgl., Dgl. fiir Kurvenscharen, Nullinien Pfaffscher Formen.

[1. Definitionen |

Diese Dgl. haben die Form

I P(z,y) + Q(z,y)y =0 oder
II P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0.

Dabei geht die zweite aus der ersten Form durch formales Erweitern mit dzx hervor.
Eine Losung ist im Fall

I eine Funktion y(z), die die Dgl. erfiillt: P(z,y(z)) + Q(z,y(z))y'(x) = 0.

II Jetzt gibt es auBerdem Losungskurven, die keine Graphen von Funktionen
sind: eine Losungskurve hat eine Parametrisierung ¢(t) = (z(t), y(t))7, so
daBl P(z(t),y(t)) 2(t) + Q(z(t),y(t))y(t) = O ist. Der Punkt bezeichnet
dabei die Ableitung nach ¢.

Im Fall II ist mit ¢ = z (dann ist £ = 1 und ‘f—# = y') der Fall I mit enthalten.
Die Dgl. heifit exakt, falls es eine Stammfunktion F mit F; = P und F, = Q
gibt. Alle Losungen der Dgl. ergeben sich dann durch Auflésen der Gleichung
F(z,y) = C, wobei C eine beliebige Konstante ist.

Falls die Dgl. nicht exakt ist, 148t sich manchmal eine Funktion u(z,y) finden,
so daf8 die Dgl. uPdx + u@Qdy = 0 exakt ist. Eine solche Funktion p heiBt
integrierender Faktor oder Eulerscher Multiplikator.

| 2. Berechnung|

@ Ist die vorgelegte Dgl. exakt? (P, = Q)
Falls nicht: Bestimmung eines Eulerschen Multiplikators.

(@ Bestimmung einer Stammfuuktion F(z,y).

(3 Bestimmung der Losungen aus F(z,y) = C, C € R
Falls ein Multiplikator benutzt wurde:
Test, ob sich die Losungsmenge geindert hat.

(@ Ist ein AWP mit y(zo) = yo gegeben, so bestimmt sich C durch
F(zo,90) = C.

Pfaffsche Dgl,
Dgl. fiir
Kurvenscharen

exakte Dgl.,
Stamm-
funktion

integrierender
Faktor,
Eulerscher
Multiplikator
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Test auf lzu (D: Kriterium fiir Exaktheit|
Exaktheit

e Ist die Dgl. exakt und F' zweimal stetig diff'bar, so ist iiberall P, = Q.

e Ist auf einen einfach zusammenhingenden Gebiet {iberall P, = @, so gibt
es dort eine Stammfunktion. (Sternférmige oder konvexe Gebiete sind ein-
fach zusammenhingend, insbesondere ist das der Fall, wenn die Dgl. auf
dem ganzen R? definiert ist.)

Bestimmung eines Eulerschen Multiplikators p

Bestimmung Falls P, = @, nicht erfiillt ist, macht man einen
eines Ansatz: p(z,y) P(z,y) dz + p(z,v) Q(z,v) dy = 0 soll exakt sein.
Eulerschen  Die Exaktheitsbedingung (uP), = (uQ). gibt
Multiplikators
ﬂyP"‘ﬂPy:ﬂzQ"‘ﬂQz = ﬂyP_ﬂzQ=ﬂ(Qz_Py)'

Zwel Spezialfille:

Es gibt einen nur von z abhidngenden Multiplikator
& uy=0

- P,
& w ;= ————2F hingt nur von z ab

& u(z) = exp(f w(z)dz) ist integrierender Faktor

p= pu(z)
Es gibt einen nur von y abhingenden Multiplikator
& u,=0
& w = <= _—"¥ hingt nur von y ab
& u(y) = exp(f wly) dy) ist integrierender Faktor
w=pn(y)

Ein Beispiel zur Bestimmung eines integrierenden Faktors, der weder allein von
z noch von y abhingt, findet sich bei den Beispielen.

Stamm- |zu (®): Bestimmung einer Stammfunktion

b fu.nktlon Gesucht ist eine Funktion F', deren Gradient das Vektorfeld (P, Q)T ist.
estimmen

Hinguck- [Methode 1: Hinguckmethode|
methode

F mu8f einerseits die Form [ P(z,y)dz und andererseits [ Q(z,y) dy haben.
Mau schreibt beide Ausdriicke hin, streicht doppelt vorkommende Terme ein-
mal heraus und addiert beide Ausdriicke.

Hier mufl man unbedingt als Probe F; = P und F, = @) nachrechnen!
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[Methode 2: Mehrfache Integratioﬂ Mehrfache
Integration

@ F(z,y) = J P(z,y)dz + Cly)

@) Diese Gleichung wird nach y abgeleitet und mit F, = Q(z,y) kombi-
niert. Daraus wird C'(y) bestimmt.

3) C(y) wird bestimmt und in @) eingesetzt.

Diese Methode hat die Variante, da§ die Rollen von z und y vertauscht werden:
zunichst wird Q nach y integriert und man erhélt F' bis auf eine von z abhéngende
Konstante.

[Methode 3: Berechnung durch Kurvenintegrale Kurveninte-
grale

® Fey) = [ Pt + [ Qas)ds
F(z,y) = /;P(t,y)dt+ :Q(xo,s)ds
© Fy) = [ [Plao+ iz -~ 20),30+Hy - ) (2 - 20
+ Q(z0 + t(z — o), ¥o + H{y — o)) ( — o)) dt
1
= (@=20) [ Pl@o+t( - z0), 0+ Hy - o)) dt

+ (- yo)/ol Q(zo + t(z — T0), Yo + t(y — vo)) dt

Dabei entsprechen die drei Varianten jeweils einem Kurvenintegral:

@ von (zo,yo) iiber (z,yo) nach (z,y),
von (33011/0) tiber (‘TO; y) nach (.’l}, y)1

© von (z,yo) direkt nach (z,y).

Man hat also darauf zu achten, daf} diese Strecken im Definitionsbereich der Dgl.
liegen.

Ist ein Anfangswert y(zo) = yo gegeben, so liefert diese Methode sofort die Lsung
des AWP durch Auflésen vou F(z,y) = 0. Ist die allgemeine Losung gesucht,
so wihlt man den Startpunkt (zg,yo) moglichst giinstig, d.h. so, dafl in einem
Integral moglichst viele Terme wegfallen. Oft ist (zg, yo) = (0, 0) eine gute Wahl.

Falls man sich entschliefit, mit allgemeinem zo und yp zu rechnen, lait sich die
Stammfunktion so zusammenfassen, daf sich eine Summe von zwei Termen ergibt,
von denen der eine nur z und y und der andere nur zp und yg enthilt.
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Vergleich der Methoden

Vergleich der

Methoden

Vorteil

Nachteil

Methode 1

Schnellste Methode bei einfach
gebauten Dgl.

Fehleranfallig bei komplizier-
teren Rechnungen

Methode 2

einfache Universalimethode

eigentlich keiner

Methode 3

liefert gleich die Losung des
AWP

unnotig komplizierte Rechnun-
gen durch Mitfiihren der An-
fangswerte

Auflosen ‘zu (®: Auflésen und Kontrollel

Oft 148t sich die Gleichung F(z,y) = C nicht nach y auflésen, so daf man nur
eine implizite Losung erhilt.

Kontrolle Wurde ein Multiplikator x4 benutzt, so miissen folgende Kontrollen vorgenommen

werden:

i) Die Losungen von u(z,y) = 0 sind Lésungen der modifizierten Dgl. Sind es
auch Losungen der urspriinglichen Gleichung?

ii) Die Losungen von

_1
u(z,y)

gen der urspriinglichen Gleichung?

|3. Beispiele|

= 0 sind eventuell weggefallen. Waren es Losun-

| Beispiel 1: (22 +4y+2)dz + (dz+ 12y +8)dy = 0, y(0)= -1

Alternativ zu der folgenden Rechnung 148t sich die Dgl. auch umschreiben in

f_ 244y +2
4z + 12y + 8

y:

und als Dgl. vom Typ 4 aus Abschnitt 2 16sen.

@ Mit P = 2z +4y+2und Q = 4z + 12y +8ist P, = 4 = ;. Die Dgl.
ist also exakt.

@ [Nach Methode 1 (Hinguckmethode),

. Einerseits mu8 F(z,y) bei Integration von P nach z wie 2% + 4zy + 2z,
andererseits (bei Integration von @) nach y) wie 4zy + 6y? + 8y aussehen.
Der doppelt vorkommende Term 4zy wird einmal gestrichen, der Rest wird
addiert, also F(z,y) = 2? + 4zy + 2z + 6y? + 8y. Die Probe F, = P,
F, = Q gelt auf. Fertig.
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INach Methode 2 (Mehrfache Integration) |

Integration von P nach z ergibt F(z,y) = 2% + 4zy + 2z + C(y).
Ableiten nach y und Vergleich mit @Q: 4z + C'(y) = 4z + 12y + 8, also
C'(y) = 12y + 8. Mit C(y) = 6y® + 8y (es ist ja nur eine Stammfunktion
gesucht, deshalb braucht man keine Integrationskonstante) hat man

F(z,y) = 2z + 4zy + 27 + 6y° + 8y.

[Nach Methode 3 (Kurvenintegrale)l

Es ist zo = 0 und yp = —1.

T

® Flay = [

/Oz(2t+4(—1) +2)dt + /yl(4:v +125+8) ds

(£ = 2t)[5 + (4zs+6s* +8s)[Y,
= 2%+ 4zy+ 22+ 6y° + 8y + 2.

Yy
P(t,yo)dt + [ Q(z,s)ds
0 Yo

]

F(z,y) /: P(t,y)dt + /yQ(:vo,s) ds

0 Yo

/0 (2t+4y +2)dt + /yl(0+12s+8)ds

(t* + 4ty + 2t)[ + (65* +8s)|Y,
= z? +4zy+ 2z + 6y> + 8y + 2.

© BEsist 2o+ t(z — z0) = tz und yo + t(y — %) = —1 + t(y + 1).
F(z,y) = (a:—:vo)/olP(x0+t(:v—:vo),y0+t(y—yo))dt
Fu-w) [ Qeo+ t{e — 20), 30+ Hly — y0))
= x/01(2t:v+4(—1+t(y+ 1)) +2)dt

+y+1) /01(4t:v+ 12(-1+t(y+ 1)) +8)dt

= z(tPz -2t + 26y + 1)) + (v + 1) (2% — 4t + 63 (y + 1))|;
= z(z—-2+2y+2) + (y+1)2r—4+6(y+1))
= z?+4zy+ 27+ 62 + 8y + 2.

(3 Wurde die Stammfunktion nach Methode 1 oder 2 bestimmt, muB noch
die richtige Konstante bestimmt werden. Dazu werden £ = 0 und y = -1
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eingesetzt: F(0,—~1) = 6 —8 = —2. In jedem Fall erhilt man also die
Lésung der Dgl. als Auflésung von 7% + 4zy + 22 + 6y® + 8y + 2 = 0 bzw.
12+ 4zy+ 2z +6y? +8y = —2. Diese Gleichung l48t sich mit quadratischer
Erginzung in der Form (z + 2y + 1)> + 2(y + 1)*> = 1 schreiben. Die
Losungskurve beschreibt also eine Ellipse. Alternativ kann man natiirlich
auch mit Hilfe der p-¢g-Formel nach y auflésen.

Beispiel 2: (zy® + zye®) dz + (22°y + ze®)dy = 0

Es ist P(z,y) = zy? + zye® und Q(z,y) = 2z%y + ze®.

Test auf Exaktheit: P, = 2zy + ze®, Q, = 4zy + (z + 1)e®. Die Dgl. ist
Y

also nicht exakt und ein Multiplikator 4 mufl bestimmt werden.

Versuch 1: y hiingt nur von y ab.

Bilde also w = Q:— P, _ doy+(z+ e’ —2zy—ze®  2zy+e’
p B zy? + zye® T oryly +er)

Da w sich nicht als nur von y abhdngender Ausdruck schreiben 148t, gibt es
keinen nur von y abhingenden integrierenden Faktor.

Versuch 2: 4 hingt nur von z ab.

Bilde also
Qs — Py _ _Azy+(z+1)e” —2zy —ze” _ 2zy + €*

1
Q 272y + ze* T zQzy+er) z
1

1
Da w nur von z abhingt, ist u(z) = exp(/ 2 dz) = exp(—1In|z|) = 2l
z
integrierender Faktor. Mit derselben Begriindung wie auf S. 5 nimmt man

p= Die neue (exakte) Dgl lautet also
(y* + ye®)dz + (2zy + €%)dy = 0.
Probe: P, = 2y+¢€®, Q; = 2y + €, stimmt!

Die Stammfunktion bestimmt man nach der Hinguckmethode:
F(z,y) = zy* + ye®.

Alle Losungen erhiilt man aus zy? + ye® = C, also fiir z # 0 mit der
p-g-Formel

y = — (-¢* + VT 1 4Ca)

2z
Da die Dgl. mit u = % multipliziert wurde, mufl getestet werden, ob die
Losung Il‘ = z = (), also die y-Achse, weggefallen ist: in der Tat ist mit

der Parametrisierung z(¢) = 0, y(¢) = ¢t und damit £ = 0, y = 1 die
urspriingliche Dgl. crfiillt. Die y-Achse ist also auch eine Losungskurve.

(@) fallt weg, da kein Anfangswert gegeben ist.
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Beispiel 3: (2z%y + ¢°) + (z* + 2zy%)y’ = 0.
Hinweis: es gibt einen von ¢t = zy abhingenden integrierenden
Faktor.

@D Esist P = 22%y+4°, Q = z°+27y® und damit P, = 222+ 3y* und Q, =
32242y%. Die Dgl. ist also nicht exakt. Laut Hinweis gibt es einen von t = zy
abhingenden integrierenden Faktor p. Zur Bestimmung von p werden die
partiellen Ableitungen nach z und y mit der Kettenregel bestimmt:

dp Ot , dp ot
Uz—aa—/‘ Y, Hy = dtay
Der Strich bezeichnet dabei die Ableitung nach t. Jetzt wird die Bestim-
mungsgleichung fiir u ausgewertet:

(Up)y = (uQ)z
P + ppy = 1@ + pQs

pz(2zly + y3) + u(2fv2 +3y%) = py(z® +2zy°) + u(32® + 2¢%)
i (25%y + oy - ° y 2my3) = u(3z%+ 2y% — 222 — 3y?)
Wby —z®) = p(=® -9°)
I Ty(:v -y%) = p®-¢?)
1
wo= E#

1
u 16st also die Dgl. ' = T Eine Losung ist u(t) = ¢t = zy. Damit erhilt

man die neue (exakte) Dgl.
(2232 + zy*) + (z'y + 22%%)y = 0.
Probe: P, = 4z%y + 4zy?, Q, = 42y + 4zy? stimmt!

(@ Die Stammfunktion bestimmt sich nach der Hinguckmethode:

1
F(z,y) = z(z'y* + z%y*).

2 (
(® Alle Losungen sind implizit gegeben durch
i+ = C, CeR

Hinzugekommen sind eventuell die Losungskurven £ = 0 und y = 0 (das
Achsenkreuz, das fiir C = 0 in der allgemeinen Lésung enthalten ist). Man
erkennt, dafl die z-Achse, die durch y = 0 gegeben ist, schon eine Losung der
Ausgangsgleichung war: man muf} ja nur y = 0 (und dann natiirlich auch
y’=0) einsetzen. Die y-Achse ist bei dieser Form der Dgl. (mit y' formuliert)
keine Losung, da sie nicht der Graph einer Funktion ist.

(@ entfillt, da kein Anfangswert gegeben ist.
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6.4 Implizite Differentialgleichungen

Hier werden auch nichtlineare Dgl. zweiter Ordnung mit bestimmten Eigenschaf-
ten mitbehandelt (Typen la und 2a). Lineare Dgl. h6herer Ordnung werden in
den Abschnitten ab 6.6 behandelt.

[1. Definitionen |

Eine implizite Dgl. hat allgemein die Form F(z,y,v', 3", - - ) = 0, wobei "implizit”
bedeutet, daf§ die Dgl. nicht notwendig nach der hochsten Ableitung aufgeldst ist.

Natiirlich kann man versuchen, die Dgl. nach y' aufzulésen und dann bekannte
Methoden anzuwenden. Hier liegt die Betonung allerdings auf anderen Losungs-
methoden, bei denen die Losungen in parametrisierter Form vorliegen. Der
Parameter ist dabei jedesmal p = y'. Im folgenden bedeutet der Punkt {iber einer
Funktion die Ableitung nach p, C eine beliebige reelle Konstante.

Im Gegensatz zu den bisher aufgetretenen Typen gehen nun durch jeden Punkt
i.allg. mehrere oder auch gar keine Losungen. Ebenso sind die Losungskurven
i.allg. nicht glatt, sondern haben singuldre Punkte, z.B. Spitzen, die da auftreten,
wo in der Parametrisierung (z(p), y(p)) beide Ableitungen Z(p) und g(p) null sind,
vgl. Beispiel 3.

[2.4+3. Berechnung und Beispiele|

In diesem Abschnitt werden vier Sonderfille impliziter, d.h. nicht nach y' aufge-
loster Dgl. betrachtet:

Typ 1: Dgl. ohne z in der Form y = g(y')

Typ 1a: Dgl. ohne z in der Form F(y,y',v") =0

Typ 2: Dgl. ohne y in der Form z = g(y')

Typ 2a: Dgl. ohne y in der Form F(z,y’,y",--) =0

Typ 3: Clairaut-Dgl. y = zy’' + 9(v')

Typ 4: d’Alembert-Dgl. y = zf(y') + g(v/).

Die Funktionen F, f und g sollen dabei stetig differenzierbar sein.
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Typ 1: Dgl. ohne z in der Form y = g(y')‘

Die Losungen erhilt man als

vo) = 90), =) = O+ [1ap oter y = 900)

Alternativ kann man versuchen, die Dgl. nach 3’ aufzulosen und die entstehende
Dgl. als Dgl. mit getrennten Veranderlichen zu behandeln.

Beispiel 1: y = 1 —y? l

In dieser fiir y < 1 definierten Dgl. ist 0
g(p) = 1 —p?. Damit wird z(p) = C+/ _Tp dp =

ya . C-2p,alsop= E Fiir y = 1—p? hat man also

/ \ als Losungen die nach unten gedffneten Parabeln
mit den Gleichungeny = 1— (02">2. Aus g(0) =1
erhilt man die singuldre Losung y = 1.

I Typ la: Dgl. ohne z in der Form F(y,y',y") =0 |

Durch Einfithrung von p = ' als unabhingige Variable 1a8t sich die Ordnung der
Dgl. um eins reduzieren:

._dp_dpdy _ 1 1

o ’= —_——_— = — = =
|y=v) yv=p v =7 s~ wat =Py

Damit reduziert sich die Dgl. auf eine erster Ordnung.

Beispiel 2: y"y? =1 J

E;setzt man y" nach obiger Vorschrift, so hat man die Dgl. erster Ordnung

ap 2

PggY

1, 1 , 2 e i .

P =—= +C, also y = %,/ —= + 2C. Daraus 188t sich immerhin durch erneute
¥

= 1 (getrennte Variable). Trennen der Variablen und Integration ergibt

Variablentrennung und eine (unerfreuliche) Integration eine allgemeine Ldsung in
der Form = = h(y,C,C)) mit zwei freien Konstanten (wie es sich fiir eine Dgl.
zweiter Ordnung gehort) bestimmen. Im Fall C = 0 ist die Rechnung einfacher:

y= —(73—5(01 + )%,

Typ 1

Typ 1a



Typ 2

Typ 2a

Typ 3:
Clairaut-Dgl.
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[Typ 2: Dgl. ohne y: z = g(¥')

Die Losung wird in Parameterform gegeben durch

z = g(p) und y(p) = C+/P§(P) dp

Falls sich die Dgl. nach y' auflésen 1afit (y' = h(x)), erhdlt man als Losungen
Stammfunktionen zu h.

Beispiel 3: z = y'e¥

/ Die Funktion ¢ — te! hat als Wertebereich das In-
tervall [e~!, co[. Daher kommen auch nur z-Werte

aus diesem Bereich vor. Die Losung wird parame-
trisiert durch z(p) = pe? und
y(p)=C+[p(p+1)ePdp=C+ [(p* +p)e? dp
= C+((p*—2p+2)+(p—1))e? = C+(p*—p+1)eP.

L1

| Typ 2a: Dgl. ohne y in der Form F(z,y,y",---) =0 |

Hier reduziert man die Ordnung um eins durch Setzen von 2z := ¥’ und erhilt
eine Dgl. F(z,z,2',---) = 0. Aus der Lésung dieser Dgl. erhélt man y durch
y=[z(z)dz +C.

!

. . 3
Beispiel 4: ¢ = ?y

Mit z = ¢ erhilt man die lineare Dgl. 1. Ordnung 2’ = 3?2, die nach Spezialfall
2 aus 6.1 die Losung z = Cyz® hat. Fiir y erhilt man also

_Cl

y T$4+Cz = {$4+Cg.

|Typ 3y = zy +9(¥), Clairaut-Dgl.'

Es gibt als Losungen eine Geradenschar und eine Enveloppe, an die alle Geraden
Tangenten sind.

[y = Cz+g(C) (Geraden) oder z(p) = —4(p), y(p) = —P§(p) + 9(p)]




denschar y = Cz — 2¢/C, C > 0. Die Enveloppe
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Beispiel 5: y = 7y’ — 2/y/
/ Mit g(p) = —2./p hat man zunichst die Gera-

hat die Parametrisierung z(p) =

1 -g9(p) = 7;5,
y(p) = %—2\/1_7= —/p = - Wegen /p > 0

ist das der Zweig der Hyperbel zy = —1 mity < 0.

ITyp 4:y = zf(y) + g9(y'), d’Alembert-Dgl.|

Auch hier gibt es wieder zwei Typen von Lésungen:

rGibt es C mit f(C)=C,soist y = Cz + g(C) eine L6sung|

Die anderen Losungen bekommt man wieder in parametrisierter Form. z(p) ist
dabei die Losung einer linearen inhomogenen Dgl. (vgl. 6.1)

z(p)

F(p)

)

z(p) + —F=

pf(;ip), y(p) = f(»)z(p) + 9(p)

Beispiel 6: y = 22y’ + ¢

|

Es ist f(p) = 2p, g(p) = p*. Die Gleichung f(C) =
C hat nur die Losung C = 0. Daher ist eine Losung
durch y = 0 gegeben. Zur Bestimmung der ande-
ren Losungen ist die Dgl.

= T+ 2p = —-gz — 2 zu losen. Nach

p—2p p=2p p
6.1 ergibt sich z,(p) = p~? und
2
3

5y(0) = 17 [ (-2t dp =17~ 3)8" = ~ 3. Da-

mit ist z(p) = Cp~% — %p und

2 1
y(p) = (Cp™* - 3P)2p +pt=2Cp™"' - §p2-

In der Skizze sind die Kurven fiir C = 1 (durchgezogen) und C = —1 (gestrichelt)

2

eingezeichnet, auflerdem die fiir C = 0 entstehende Parabel: y(p) = —2p° =

34 . _
a9” T 73

3

3

Typ 4:
d’Alembert-
Dgl.
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6.5 Aufstellen von Dgl., Trajektorien

[1. Definitionen|

Es sei eine Kurvenschar K gegeben, so dal durch jeden Punkt eines Gebiets G
genau eine Kurve der Schar geht. Eine Kurvenschar K' heifit Schar isogonaler
Trajektorien zu KC, falls jede Kurve von X' jede von K unter einem festen Winkel
« schneidet. Schneiden sich die Kurvenscharen rechtwinklig, d.h. ist & = 90°, so
spricht man von orthogonalen Trajektorien .

[ 2. Berechnung|

|1. Aufstellen von Dgl.l

Leider gibt es hier keine festen Regeln. Meist geht es so:

(@D Aufstellen einer Gleichung fiir die Kurvenschar mit n Parametern, oft
aus geometrischen Uberlegungen

(@ n-maliges Differenzieren dieser Gleichung und dabei die Kettenregel be-
achten. Aus den entstehenden Gleichungen die Parameter eliminieren. Es
entsteht eine Dgl. n-ter Ordnung.

Im Fall n = 1 ist es besonders einfach, wenn man nach dem Parameter
C auflosen kann. Aus der Gleichung F(z,y) = C entsteht die Dgl.

F.+Fy' =0, & y = ~-= & F,dz + Fydy = 0.

Kontrolle: die entstehende Dgl. darf keine Parameter mehr enthalten.

Das Verfahren wird an drei Beispielen erliutert.

Beispiel 1: Alle Kreise mit Mittelpunkt auf der z-Achse, die durch den Ur-
sprung gehen.

Mit Ausnahme der y-Achse geht dann durch jeden Punkt der Ebene genau eine
Kurve der Schar. Auf der z-Achse hat man allerdings senkrechte Tangenten, so
daB man nur auflerhalb des Achsenkreuzes mit einer wohldefinierten Dgl. fiir diese
Schar rechnen darf.

Hat der Mittelpunkt des Kreises die Koordinaten (C, 0) so ist der Radius r = |C],
also r? = C%. Damit lautet die allgemeine Gleichung der Kurvenschar

(z-0)+y*=C"
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C ist hierin ein Parameter, es handelt sich um eine einparametrige Kurvenschar.

Statt die Gleichung sofort zu differenzieren, wird erst das Quadrat aufgelost und
2 .2

T4y

fiir £ # 0 umgeformt zu z2 — 2Cz + C* +y% = C?, also C = und damit

2z + 2yy') - 2z — (2 + 4%) - 2

0= 42

& dr’+4zyy -22° -2y =0

Beispiel 2: Alle Geraden durch (1, 1).

Auflerhalb dieses Punktes geht durch jeden Punkt genau eine Gerade, allerdings
eine senkrechte fiir z = 1. Daher wird man nur fiir z # 1 eine explizite Dgl.
erhalten.

Die Gleichung einer Geraden mit Steigung C durch (1,1) ist
y—1=C(z-1). (*)
Auflosen nach C und Differenzieren gibt

_yE-1)-(@F-1) y_y—1
0= @ =1 &Sy = .

Warnung: Wenn man () direkt differenziert, erhilt man y' = C. Das ist nicht
die Dgl. der Kurvenschar, da die allgemeine Losung dieser Dgl. y = Cz + D mit
zwei Parametern C und D ist (alle Geraden der Ebene). Die korrekte Gleichung
erhilt man erst, wenn y' = C in die urspriingliche Gleichung eingesetzt wird:

y—1l=y(z-1).

| Beispiel 3: Alle Geraden der Ebene.

Diesmal gehen durch jeden Punkt unendlich viele Geraden, die durch zwei Para-
meter (y-Wert und Steigung bei festem z-Wert) festgelegt sind. Das driickt sich
darin aus, dafl man eine Dgl. zweiter Ordnung erhilt.

Zweimaliges Differenzieren von y = az + b (zweiparametrige Kurvenschar) gibt
die Dgl. ¥ = 0.

Warnung
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r2. Orthogonale und isogonale Trajektorien

Bestimmung
von Bei der Berechnung der Trajektorien sind zwei weitere Schritte erforderlich:

Trajektorien

(® Die Kurvenschar habe die Dgl. ¥' = f(z,y). Ist & der Schnittwinkel der
Kurvenscharen und m = tan «, so ist die Dgl. der isogonalen Trajektorien

' m+ f(z,y)
1- mf(z, y) 1
Die Dgl. der orthogonalen Trajektorien ist y' = — .
& & ! f(z,y)

B) Geniigt die Kurvenschar der Dgl. P(z,y)dz + Q(z,y) dy = 0 so ist die
Dgl. der orthogonalen Trajektorien Q(z,y)dz — P(z,y)dy = 0.

(@ Losen der entstandenen Dgl.

Natiirlich lassen sich die iso- und orthogonalen Trajektorien nur zu einer ein-
parametrigen Kurvenschar bestimmen. In den Beispielen 1 und 2 sieht das so
aus:

Beispiel 1:

2 _ 2
(® Aus der Dgl. der Kurvenschar y' = Y

-

ergibt sich die Dgl.

21y 2

! ]

= — o =

y IZ _ y2 y g
T

@ Diese Dgl. vom homogenen Typ (Typ 2 in Abschnitt 2) 16st man mit
der Substitution y = zz und es ergibt sich fiir z die Dgl. mit getrennten
Veridnderlichen

, 1 2 1 ( 2z ) lz+2°
2| ==-——=—-2) ==
z \1-—22 zl— 22
z
Neben der konstanten Lésung z = 0 und damit y = 0 erhilt man durch
Trennen der Variablen, Partialbruchzerlegung und Integration

In|z| —In|l + 2*| = In|z| + C.
Beachtet man zz = y und In |z +In|z] = In|y], so 148t sich diese Gleichung
weiter zusammenfassen:

¥
T

1+ 4z

_ Y A 2 A 2 _
=C & W—C & y*-Cy+zt =0

In
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Mit R = g erhilt man die Gleichung der orthogonalen Trajektorien:

(y — R)® + z° = R?. Es sind also Kreise mit Mittelpunkt auf der y-Achse,
die ebenfalls durch den Ursprung gehen, und die z-Achse.

Beispiel 2:
- -1
1 erhilt man die Dgl. ¢’ = —z—, die man auf

3 Aus der Dgl. ¢y = 1

die exakte Dgl. (z — 1) + (y — 1)y’ = 0 umschreiben kann (es ist ja
P,=0Q,=0).

(@ Eine Stammfunktion ist F(z,y) = 1((z — 1)+ (y — 1)?). Die sich aus
F(z,y) = C ergebenden Losungen sind also Kreise um den Punkt (1,1).

2
&

Kreise mit Mittelpunkten auf Kreise um und Geraden durch
auf z- und y-Achsen den Punkt (1,1)

‘ 3. Beispielej

[ Beispiel 4: Gesucht sind die orthogonalen Trajektorien von y = Ce® + 1 J

(@ ist schon gegeben.

(@ Ableiten gibt ¢’ = Ce®, alsoy =y'+ 1 odery’ =y — L.

1

(3) Die Dgl. der orthogonalen Trajektorien ist also y' = ——y—l.

(@ Lossung durch Trennen der Verdnderlichen:

2 -~
/(—y+1)dy=x+C & y?—y=—x—C & y=1xy/C-2
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Beispiel 5: Gesucht sind die orthogonalen Trajektorien aller Hyperbeln, die
die Achsen als Asymptoten haben.

(D Diese Hyperbeln haben bekanntlich die Gleichung y = %, C#N0.

(@) Aus zy = C folgt durch Differenzieren zy' +y = 0, also ¢’ = ¥

Anmerkung: die Lésungen dieser (linearen) Dgl. bestehen aus :fien Hyper-
beln und zusitzlich der z-Achse, die nicht in der Kurvenschar enthalten ist.
Der Grund dafiir ist, dafl auch die z-Achse (y = 0) die Gleichung zy = C
fiir C = 0 erfiillt.

@ Dgl. der orthogonalen Trajektorien: y' = g

@ Losen durch Trennung der Variablen und Multiplikation mit 2 gibt 3? =
z2+4C, also y = +4/72 + C. Fiir C = 0 sind die Winkelhalbierenden y = £z
Losungen. Die anderen Losungen sind Hyperbeln, die die Winkelhalbieren-
den als Asymptoten haben, und zwar fiir C' > 0 nach oben und unten offen
und auf ganz R definiert, fiir C' < 0 nach rechts und links offen und nur fiir
z? > —C definiert.

Zwei sich rechtwinklig schneidende
Scharen von Hyperbeln

Skizze zu Beispiel 4
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Lineare Dgl. n-ter Ordnung

In den nichsten fiinf Abschnitten beschiftigen wir uns mit linearen Dgl. hoherer
Ordnung, d.h. Dgl. von der Form

(DY + anr @)y + -+ a2(@)y” + ar(2)y + ao(z)y = f(2).

Die a; heiflen Koeffizienten und werden hier als stetige Funktionen vorausgesetzt,
n ist die Ordnung der Dgl. Oft wird das Argument = auch weggelassen. Meistens
schreibt man die Dgl. in normierter Form, d.h. a,, der Koeffizient der htchsten
Ableitung, ist eins.

f heiBt rechte Seite oder Storfunktion.
Bei einem Anfangswertproblem( AWP) sind n Anfangswerte gegeben:

y(zo) = bo, ¥'(zo) = by, ¥"(z0) = bz, -+ -,y Dz} = by

Bei einem Randwertproblem (RWP) sucht man eine Lsung der Dgl. (meist zwei-
ter Ordnung), die Bedingungen an zwei verschiedenen Stellen zp und =, erfiillt,
vgl. Abschnitt 9. Methoden fiir Randeigenwertprobleme (REWP) sind ebenfalls
dort.

Sind alle a; von z unabhingig, so liegt der Fall konstanter Koeffizienten vor.
Alles Besondere dazu findet man in Abschnitt 7. In Abschnitt 8 findet man die
Eulersche Dgl., in der die a; die Form a;(z) = cxz®, cx € R haben.

Im Fall f(z) = 0 hat man eine homogene, sonst eine inhomogene Dgl. Die
zugehorige homogene Dgl. entsteht durch Ersatz von f(z) durch Null.

Schon fiir die allgemeine Dgl. zweiter Ordnung ist keine geschlossene Losungs-
formel bekannt. Das bedeutet, dal man im allgemeinen Fall oft mit Ansétzen
arbeiten muB. Sind die Koeffizienten als Potenzreihen gegeben (das ist insbeson-
dere der Fall fiir Polynome), kann man einen Potenzreihenansatz versuchen, vgl.
Abschnitt 10 (aber nur, falls es sich nicht um den leichter l6sbaren Typ Euler-Dgl.
handelt).

Das Umschreiben von linearen Dgl. n-ter Ordnung auf ein System von n Dgl.
erster Ordnung ist in Abschnitt 11 beschrieben. -

6.6 Allgemeiner Fall, Reduktion der Ordnung
6.7 Konstante Koeffizienten

6.8 Euler-Dgl.

6.9 Randwert- und Randeigenwertprobleme

6.10 Potenzreihenmethoden, spezielle Dgl.

Koeffizienten

normiert

rechte Seite,
Storfunktion
AWP

RWP

REWP

Ubersicht
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6.6 Allgemeiner Fall, Reduktion der Ordnung

|1. Definitionen|

Ein Fundamentalsystem oder Hauptsystem einer linearen Dgl. n-ter Ordnung
besteht aus 7 linear unabhingigen Lésungen yy,---,y, der zugehérigen homo-
genen Gleichung.

Die Wronskideterminante W(z) von n Funktionen yi, - - -, yn ist definiert durch
y’l y? ... y;l
W(z) := y.l y.2 - y.n
ygn'—n ygn‘—l) . Sln‘—l)

Sind y; bis yn auf dem Intervall I Loésungen der homogenen Gleichung, so gilt:

4y bis y, bilden ein Fundamentalsystem auf /
& Jede Losung der homogenen Dgl. hat die Form
y(z) = Cipi(z) + Caya(z) + - - - + Cayn(z), C; € R oder C; € C.
& 1 bis y, sind als Funktionen iiber I linear unabhingig
& Wz)#0firallez el
& Wi{zo) # 0 fiir ein zp € 1.

Satz von Liouville: Ist die Dgl. in normierter Form geschrieben, so erfiillt W
die Dgl. W' = —a,_1(z)W. (Als Kontrolle benutzen!)

| 2. Berechnung|

@ Bestimmung eines Fundamentalsystems y;,-- -, ¥»

Danach ist die allgemeine Losung der homogenen Gleichung y; ge-
geben durch

yn(z) = Cinz) + Coya(z) + -+ + Crya(z).
Die Cy sind dabei reelle oder komplexe Konstanten.

@ Nur bei inhomogenen Dgl: Bestimmung einer partikuldren Losung y,,.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Dgl. ist dann

Y=Y + Yn

yp, ist die in(T) bestimmte allgemeine Lésung der homogenen Dgl.
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Es gilt das Uberlagerungsprinzip:

Ist y; eine Losung zur rechten Seite f; und y eine zu fs, so ist ayy1+a2y2
eine Losung zur rechten Seite f = a; f1 + aa fa.

Natiirlich geht das auch bei mehr als zwei Summanden.
(® Sind Anfangswerte gegeben, werden die Konstanten in der allgemeinen

Losung durch Einsetzen der Werte bestimmt. In der Regel ist dabei ein
n x n-Gleichungssystem zu 16sen.

Reduktionsverfahren von d’Alembert, Produktansatz

Wie bereits erwihnt, gibt es fiir n # 1 keine Formel, die direkt ein Fundamental-
system liefert. Hat man allerdings eine Lésung gefunden, so 1a8t sich die Ordnung

der Dgl. damit um eins reduzieren.

Ist yo eine nichttriviale Losung der Dgl. any™ + - - -+ 19 + aoy = 0, so erhalt
man eine Dgl. (n — 1)-ster Ordnung fiir v := ¥’ mit dem Ansatz

Yy = uyo

Sonderfall: Ist ag = 0, d.h. fehlt y, setzt man gleich v = y/'.
Fall n = 2: Ist y, eine Lésung der Dgl. ¥’ + a;y' + aoy = 0, so ist durch

1
(yo(x))?

eine zweite Losung erklirt. yo und y; bilden ein Fundamentalsystem.

n(z) = yo(z)/ e 4@ dg, Az) = /al(z) dz

Falls man nicht die Formel fiir n = 2 verwenden kann, geht man so vor:

(D mit dem Ansatz y = uyp bildet man die erforderlichen Ableitungen von
y und setzt in die Dgl. ein.

Die Dgl. wird nach Ableitungen von u umsortiert. Dabei muf} das Glied
mit v wegfallen (Kontrolle!).

Nach Division durch 3, und Ersetzen von «’ durch v erhilt man eine Dgl.
(n — 1)-ster Ordnung fiir v.

(@) Losen dieser Dgl., eventuell nochmals mit einer geratenen Losung.

Ist v,...,v,_; ein Fundamentalsystem, so ist ein Fundamentalsystem
der urspriingliche Dgl. gegeben durch
Yo, Y1 = Z/ofvl(l') d.’E, ey Yn-1 = yof?}n—l(l') dz.

Uberlage-
rungsprinzip

Reduktions-
verfahren

von

d’ Alembert
Produktansatz
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allgemeine  Hilfsformel beim Ableiten: die allgemeine Produktregel sieht aus wie (a + )" :
Produktregel

(fo) = flg+fd, (f9)"=f"9+2fd+fd",
(fg)" = f"g+3f"q + 3f'g" + fg" usw.

3 1 ., .
Beispiel 1: " + ;y" +y' + ~y= 0, yo= . ist eine Lésung.

@ mityo =z, ¥y = —27%, ¢y = 2273 und yj = —6z~* wird
y=yu=z lu, y = -z u+z", ¥ = 22734 — 227%' + z7'u” und

y" = -6z u+ 6273 — 3z~ %u" + 2™, also (—6z u+6z 73w — 3z %u" +
") + 327 (2r % ~ 227 % + 2 W) + (—z w27 iz lu = 0.

@ uw"(z7') +u"(~327% +3z7%) + v/ (6273 — 6273 + z71) + w(—6z* + 6z —
z7% + z7?) = 0. Man sieht, daf§ das Glied bei v wegfillt.

Multiplikation mit z ergibt fiir v = u' die Dgl.
v +v=0.

(@ Ein Fundamentalsystem dieser Dgl. mit konstanten Koeffizienten (vgl. 6.7)
ist v; = sinz, v = cos .

(5) Ein Fundamentalsystem der urspriinglichen Dgl. ist also yo = z~!, y =
z7) fsinzdz = -z 'cosz und yo = 7! fcoszdz = 7' sinz.

[Bestimmung einer partikuliren Lﬁsungl

Ist y1,...,yn ein Fundamentalsystem, so wird eine partikuldre Losung der nor-
Variation der mierten Dgl. (a, = 1) durch Variation der Konstanten bestimmt.
Konstanten

yp(x) = Cl(z)yl(x) +...+ cn(x)yn(m)

Yoo Yk 0 yeqg1 --- Yn
Yot Yk 0 y;c+1 e Y
S S S B S
n-l n-1 n-1 n—
mit ci(z) = gy T @) Y eyl
k W)

W (z) ist die Wronskideterminante, der Zihler wird gebildet, indem in W(z) in
der k-ten Spalte in den ersten n — 1 Zeilen null und in der letzten Zeile die
Inhomogenitit f(z) eingesetzt wird.
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Sonderfall n = 2: Es ist yp,(z) = c1(z)n1(z) + co(z)y2(z) mit

alz) = —/%:(y;()z)dz und cofz) = /%?(j;gz)dz

2
Beispiel 2: Eine partikulire Losung der Dgl. ¢" — Y= 40z ist gesucht.

Ein Fundamentalsystem dieser Euler-Dgl. ist durch y; = z%, y, = 7! gegeben
(vgl. Abschnitt 8, wo dieselbe Dgl. noch einmal mit anderen Methoden geldst
wird).

2 -1
Die Wronskideterminante W (z) ist W(z) = zz _i_z = —3. (W ist kon-
stant, da ' in der Dgl. nicht auftritt.) Jetzt werden ci, ¢; und y, berechnet:

5 .1

afz) = _/4Oz_3m dr = %/m" dz = gzs,
5 .2

cfz) = /40f3z dz = —t—o ' dz = —gzs

Eine partikuldre Losung y, ist also

5
Yp = QY1+ C2Ye = 5I° T —gz T =zx.

3. Beispiele

Beispiel 3: Gesucht ist die Losung des AWP

V- Sy —y=3-1  y(2)=-5y(2) =4
Hinweis: y = e 16st die homogene Gleichung.

In Abschnitt 10 wird fiir diese Dgl. mit einem Potenzreihenansatz ein Fundamen-
talsystem ermittelt.

(D Eine zweite Losung erhilt man direkt mit der Reduktionsformel fiir den
Spezialfall n = 2 aus y; = €*:

A(a;)=/ —7 da;:/(~1— ! )dz=—a;—ln|:c—-1[

z—1 -1

und damit exp{—A(z)) = e*(z — 1).
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Da fiir z > 1 gerechnet wird (die Anfangswerte sind ja in dieser Hilfte des
Definitionsbereichs gegeben), fillt der Betrag im Logarithmus weg.

) = e o

Die Funktionen z und e® bilden damit ein Fundamentalsystem. Die allge-
meine Lésung der homogenen Dgl ist

dr = e’/e_’(z ~1)dz = e*(~ze™*) = —u.

yn = Az + Be®.
Alternative: Um das Verfahren ”Produktansatz” an einem weiteren Bei-
spiel zu verdeutlichen, wird nicht die fertige Formel benutzt, sondern ”von
Hand” der Produktansatz durchgefiihrt.
@) Mit y = ue®, y' = e*(' + u) und y" = e*(u” + 2u' + u) hat man

@

1
z ! z
7€ (u+u)+x_leu

xlﬁw{l—xfl+xilﬁ]=u

e“(u" +2u' + u) — z ad

= ¢€° [u" + (2 -

®3) Das Glied bei u fillt also weg. Fiir v = ' bleibt die (lineare) Dgl.

v'+(2— )v=v'+(1~ 11)v=0.

_*
z—1) z—

Die Losung ist nach Abschnitt 1

v = exp(—/(l—x_l_l)dx) = exp(—z+Injz—-1]) = (z — 1)e™>.

) Eine zweite Losung ist also

y = e*u = e’/v(:c) dx = e’/(x— Ne™*dz = e*(—ze™®) = -z.

) Die Formeln fiir die Variation der Konstanten werden mit dem Fundamen-

talsystem z, e* benutzt.

z

Berechnung der Wronskideterminante: W(z) = = (z — 1)e".

z

T e
1 e

Mit f(z) = z — 1 erhiilt man

_ f@)p(z) (z—De*  _
cl(:c) = —/de——/(x_—lezdfl)——x

e(z) = /%dx = /g—%dz = /xe_’d:c= —(z+ D)e™=.
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Damit wird
Yp = a(2)n(z) + 2(2)ye(z) = —z-z— (z+1)e %" = -z’ —z— 1.

Daraus erhilt man die allgemeine Losung der Dgl.

Yy=1yp+y, = Az+Be® -z’ —z - 1.
(3 In der allgemeinen Losung und ihrer Ableitung y'(z) = A + Be® — 2z — 1
werden fiir z = 2 die Anfangswerte eingesetzt:
y(2) = 2A+Be? —4-2-1= -5, y(2) = A+Bef-4-1=—4

Das Gleichungssystem hat die Losung A = 1, B = 0. Die Losung des AWP
ist also

y=—z-1

Beispiel 4: Gesucht ist ein Fundamentalsystem der Dgl.

1"

y" —cotzy' —y' +cotzy=0 (1) auf )0, w[.

Zunicht mufl man eine Losung y; erraten. Mit Gliick findet man heraus: Trick

¢ Da die Summe der Koeffizienten Null ist, ist y; = e* eine Losung.

e Da die Summe der Koeffizienten bei den geraden Ableitungen gleich der bei
den ungeraden ist, ist y, = e~ * eine Losung.

(@D Der Ansatz ist also zunichst y = uy, = ue®. Fiir die Ableitungen gilt dann
v =e"(utu), v’ =e* (v’ + 2u' + u) und y"” = " (v + 3u” + 3u’ + u).
Einsetzen gibt

(v +3u" +3u +u) —cotze®(u’ +2u +u) —e*(u+u)+cotzen = 0.

(@ +@®) Division durch e* und sortieren:
" + (3 —cotz)u" + (3 —2cotz — 1)u'+ (1 — cotz — 1 + cot z)u = 0.

u fillt weg (Kontrolle). Fiir v = «' erhilt man also die lineare Dgl. zweiter
Ordnung

v" 4+ (3 —cot z)v' + 2(1 —~ cot z)v = 0. (2)

(@ Auch hier kommt man nur mit scharfem Nachdenken weiter: Da y, = e~ eine
Loésung der urspriingliche Gleichung (1) ist, ist eine mogliche Wahl fiir u sicher
u = e~ 2. Das bedeutet, dafl v; = «' = —2e~%® eine Losung der Dgl. (2) sein mu8.
Da es auf die Konstante nicht ankommt, nimmt man v; = e,
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Probe: 4e72% — (3 — cot ) 2¢72% + 2(1 — cot z)e~2*
=e22(4—-6+2cotz+2—2cotz) =0.

Um eine zweite Losung vy von (2) zu ermitteln, verwendet man die Formel fiir
den Spezialfall: fiir z €]0, #[ ist A(z) = f(3 — cotz)dz = 3z — Insinz. Damit
wird

-3z

vl(z)/wdzze-%/f%mdz

v1(z)? —is

I

v2 ()

B ) 2z €% . Loz
= e 21/628111.'17(137:6 h?(smz—COSl‘) = 56 I(Slﬂ.’]}—COSiL‘)-

(® Damit ist v;, v, ein Fundamentalsystem von (2). Um die Losungen von (1)

zu berechnen, bildet man y = ue® fir ' = v; und v’ = v;. ¥ = v, gibt
natiirlich wieder y, = e™® (so war v; ja bestimmt worden). Mit v, ergibt sich
u= [vy(z)dz = —1e~*sinz und damit y; = —jsinz.

Die Funktionen e, e und sinz bilden ein Fundamentalsystem.

Probe: Daf} alle drei Funktionen Losungen sind, bestdtigt man direkt durch
Einsetzen in die Dgl. Zur linearen Unabhingigkeit berechnet man die Wronski-
determinante

e* e’ T sinz 1 1 sinz
W(z) = | e —e® cosz |=¢%€*|1 -1 cosz
e* e —sinz 1 1 -—sinz

1 0 sinz
= 1 -2 cosz
1 0 -—sinz

= —2(—2sinz) #0 auf ]0,7[.

Damit 148t sich auch die Probe mit dem Satz von Liouville anwenden: mit a,(z) =
— cot z erfiillt W = 4sinz die Dgl. W' = cotzW.
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6.7 Konstante Koeffizienten

[1. Definitionen|

Eine Dgl. mit konstanten Koeflizienten liegt vor, wenn in der Dgl.

any(") + an—ly(n_l) + -+ a2y” + aly' + oy = (z)

alle a; (nicht f!) reelle oder komplexe Konstanten sind. Haufigster Fall: alle ay
sind reell (reelle Dgl.).
Ab jetzt wird stets die normierte Form der Dgl. angenommen, also a, = 1:

ly(n) + an_ly(n—l) 4+ tay oy +ay = f(:E)J

Das charakteristische Polynom p()\) erhilt man, indem man in der linken Seite
der Dgl. jede k-te Ableitung durch A\* ersetzt:

P(A) = @A™ + @ A"+ -+ A+ ar X + a.

Warnung: y wird durch 1 ersetzt, nicht durch Al

2. Berechnung

AuBer den hier vorgestellten Losungsverfahren sei fiir Anfangswertprobleme bei
Dgl. mit konstanten Koeffizienten auf die Laplacetransformation in Kapitel 8,
Abschnitt 2, verwiesen.

1 Losung d. homogenen Dgl., Konstruktion eines Fundamentalsystems S. 47

2 Losung der inhomogenen Dgl., partikuldre Losungen S. 49

l 1. homogene Dgl.

(D Aufstellen des charakteristischen Polynoms p(\)

(@ Bestimmung der reellen und komplexen Nullstellen von p())
(Faktorisierung)

(3 Fiir jede Nullstelle von p erhilt man aus der nachfolgenden Tabelle ein
Element eines Fundamentalsystems.

Dgl. mit
konstanten
Koeffizienten

reetle Dgl.

normierte
Form

charakte-
ristisches
Polynom
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I Nullstelle A | Losung der Dgl.

@ A=a es*

® M=h==Nhk=a es®, zes®. .., gFleos

©O rx=a+pfi,\=a—pi €°* sin [z, e** cos fx

@ M= ==X \=a+pi |e<sinfr, zesinfz,...,z* e sinfr,
Mgl = Appz = -+ = dgg = a — P | €9 cos Bz, Te** cos fz, ... ,z5¥ e cos Bz
® Ax=0 1

O M=X=--=X=0 1, z,..., ¢!

Eine Nullstelle ¢ (die von einem Faktor A — a herkommt) entspricht also der

Losung e°®, eine k-fache Nullstelle a den Funktionen e, ..., z*~1¢%,

Die Fille (©) und (d) sind fiir reelle Dgl. niitzlich, da dabei komplexe Nullstellen
immer als Paar konjugiert komplexer Zahlen auftreten. Die (eventuell k-fachen)
Nullstellen e & 37 entsprechen dem (k-fachen) quadratischen Faktor

A —2ar+a?+ 0% = (A—a)? + F2

Beispiel 1: y(® + 2y — 8y" + 5y = 0.

(D Das charakteristische Polynom ist p(\) = A + 2% — 83 + 5A2,
@ Mit
() =A2(A—1)2(A2+2)+5) = A2 (A = 1)2((A +1)2 +22)
findet man die Nullstellen /\1,2 = 0, /\3,4 =1 und /\5,6 =—-142;.

(3 Ein reelles Fundamentalsystem ist also
1, z, €%, ze®, e "sin 2z, "% cos 2z,
ein komplexes Fundamentalsystem ist

1’ z, 61, .’ECI, e(—l+2t)z, e(—l—Zz)x'

Weitere Beispiele zur Benutzung der Tabelle:

Dgl. Nullstellen des | Fundamentalsystem

char. Polynoms

y' -3y -y +3y=0 -1, 1,3 e7*, €%, e
y" —5y" +3y' +9y =0 -1,3,3 ez, 6315, ze3®
Yy —4y" +3y' =0 0,1,3 1, €%, e

y" =3y =0 0,03 1, z, €%
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y"' —2y"+4y' -8y =0 2,2i, ~2i | e?®,sin2z, cos2z
y¥'+y' =0 0,1, —1 1, sinz, cosz
Yy -3y +y +5y=0 -1,2+44,2—14 | e7®, e®sinz, e¥ cosz
y@ — 8y + 26y" 241,241, |e*sinz, e*® cosz,
—40y' + 25y =0 2-14,2—1 | ze®®sinz, re’®cosz
Y+ (-1 =2y + (14 36y | 0,2, 1—1 | €?, e¥=, el
+(2-21)y=0

Da die letzte Dgl. nicht reell ist, kann man natiirlich nur ein komplexes und kein
reelles Fundamentalsystem angeben.

Spezialfall reelle Dgl. zweiter Ordnung reelle Dgl.
zweiter
Ordnung

Fiir den in den Anwendungen hiufig auftretenden Fall
y'+py' +qy=0

bestimmt man mit der p-g-Formel die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
und benutzt dann die folgende Tabelle.

Nullstellen von A2 +pA+¢=0 Fundamentalsystem
zwei reelle Nullstellen A; # A, Mz, ghat

eine doppelte reelle Nullstelle A; = )y eMz peM®

Paar konjugiert komplexer Nullstellen A; » = a £ ib | €**sin bz, e®* cosbx

Beispiele zur Benutzung der Tabelle

Dgl. A2 Fundamentalsystem
¥ =3y +2y=0 1,2 e, e*®
y' -2y =0 0,2 1, e*
y' -2y +y=0 1,1 e, ze”
y'=0 0,0 1,z
y' —6y +13y=0|3+2i,3—2 | *sin2z, ¥ cos2z
y' +4y=0 21, —2i sin 2z, cos 2z

|2. Bestimmung einer partikuldren Losung

Gesucht ist eine partikuldre Losung der inhomogenen Dgl.

any™ + ap1y™ ) 4+ agy” + @y’ +aoy = f(2).
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'Hilfsmittel: Komplexe Rechnung bei reellen Dgl.‘

Ziel ist der Ersatz von Sinus- und Cosinustermen durch Exponentialausdriicke.

|zm € cos fz = Re (z™ el@+ih)=)  gmeas

sin Bz = Im (z™ e(@+#)7)

Damit gilt fiir reelle Dgl.:

Ist y (i.a. komplexe) Losung zur rechten Seite z™ e(*+#)% 5o ist der Realteil
Rey Lésung zur rechten Seite 2™ ¢** cos Sz und der Imaginérteil Imy Losung
zur rechten Seite z™ e** sin Gz.

Vorteil: Die Rechnung wird (besonders bei den Ableitungen) sehr viel einfacher.
Nachteil: Man mufl mit komplexen Zahlen rechnen.

Hilfsmittel: ﬁberlagerungsprinzip]

Wenn die rechte Seite der Dgl. von der Form f = oy fi + aafa + + -« + o fi ist
und y; Losung zur rechten Seite f1, ya Losung zur rechten Seite f» usw. ist,
dann ist a1y; + azy2 + - - + oy Losung zur rechten Seite f.

Damit kann man z.B. in der Dgl. 3"+ 2y’ +y = sinz +e~% +z? in drei getrennten
Rechnungen (mit eventuell verschiedenen Methoden) partikuldre Losungen y1, ya
= sinz, fo(z) = e und f3(z) = z? bestimmen. Lésung zur
gegebenen rechten Seite ist dann nach dem Uberlagerungsprinzip y; + ys + ys.

und y3 zu fi1(z)

| Methodeniibersicht |

Zur Bestimmung einer partikulidren Lésung gibt es drei Methoden:

Vorteil

Nachteil

Methode 1:

liefert fiir rechte Seiten mit
Polynomanteil auf einen
Sclilag eine Losung,

Bei Resonanz lange Rechnun-

nanz

Ansitze - gen
leicht zu merken
muB fiir jeden Summanden
i i - | einzeln durchgefiihrt d
Methode 2: fiir recht.e Seiten ohne Poly getuhrt werden
direkt nomanteil am schnellsten, und deshalb bei bei Polyno-
FIC)rlineel kein Mehraufwand bei Reso- | men mit vielen Summanden

uniibersichtlich
schwer zu merken

Variation d.
Konstanten

Geht bei jeder rechten Seite

grofiter Rechenaufwand
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Falls sich die rechte Seite f als Kombination von Termen der Form z™e®* schrei-
ben lisst, kann man mit Ansitzen oder einer geschlossenen Formel arbeiten
(s.u). Immer zur Verfiigung steht die in 6.6 auf S. 42 beschriebene Variation der
Konstanten, die hier nicht nochmal besprochen wird.

| EntscheidungshilfeJ

Dies ist natiirlich Geschmackssache und fiir jeden etwas anderes.

e Man bestimmt den Grad des reduzierten Polynoms ¢ aus dem Rechensche-
ma fiir die direkte Formel. Ist der Grad von g gréfler als eins und ist der
grofite Exponent s des Polynomteils gréfler als eins, so arbeitet man mit
einem Ansatz.

o Ist der Grad von g héchstens eins oder ist s < 1, so empfiehlt sich die
direkte Formel. Auf alle Fille ist sie angebracht, wenn die rechte Seite
ein reiner Exponentialausdruck ohne Polynomteil ist.

e Wenn die rechte Seite sich nicht aus Termen der nachfolgenden Tabelle
zusammensetzen l#ft, nimmt man fiir die nicht dort auftauchenden Teile
die Variation der Konstanten aus 6.6.

|Methode 1: Ansitze fiir eine partikuldre Losung

Falls es sich nicht um eine reelle Dgl. handelt, zerlegt man eventuell auftretende
Sinus- und Cosinusterme in komplexe Exponentialfunktionen. Die Ansiitze fiir
rechte Seiten, die Sinus- und Cosinusfunktionen enthalten, gelten so nur fiir reelle
Dgl.

Sind P und @ Polynome vom Héchstgrad m, so sind R und S ebenfalls Polynome
vom Grad m. A, B, C und D sind Konstanten.

Die Spalte mit der Bezeichnung y gibt an, welcher Faktor im Exponenten auftritt,
wenn man die rechte Seite in der Form P(z)e”* schreibt.

(@) Der Ansatz fiir die partikulire Losung y, wird der nachfolgenden Tabelle
entnommen. Der Resonanzfaktor k gibt an, wie oft der Exponent y als
Nullstelle des charakteristischen Polynoms p auftritt.

Wenn k = 0 ist, d.h. wenn g keine Nullstelle des charakteristischen Po-
lynoms p()) ist, fehlt der Term z* im Ansatz.

Auswahl der
Methode

Methode 1:
Ansitze

Rechenver-
fahren bei
Ansitzen

Resonanz-
faktor
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rechte Seite 7 Ansatz
0T o C zF eo®
P(z) 0 z* R(z)
P(z) e*® a z*F R(z) e*®
Asin Sz + Bcos Sz +0i z*(C'sin Bz + D cos Bz)

P(z)sin Bz + Q(z) cos fz +0i z*(R(z)sin Bz + S(z) cos fx)
(Asin Sz + B cos fz) e** a =+ Fi z*(C sin Sz + D cos fz)e™®
(P(z)sin Bz + Q(z) cos Bz) e** | o % Bi | z*(R(z) sin Bz + S(z) cos fz)e**

Eigentlich braucht man nur die letzte Zeile. Alle anderen Fille erhilt man daraus,
indem man fiir ¢ und/oder § null einsetzt bzw. die Konstanten als Polynome
nullten Grades betrachtet.

Auch wenn auf der rechten Seite z.B. nur Sinus vorkommt, miissen im Ansatz
Sinus und Cosinus stehen!

Merkregel: Ansatz wie rechte Seite mal z*.

(2 Die nétigen Ableitungen des Ansatzes werden gebildet und in die Dgl.
eingesetzt.

(® Es wird nach Potenzen von x und/oder nach Sinus- und Cosinustermen
sortiert.

(@ Das beim Koeffizientenvergleich entstehende Gleichungssystem wird
gelost. Oft ist es giinstig, bei den héchsten Potenzen von z anzufangen.

l Beispiel 2: y" + 3y’ + 2y = —2¢™* I

(@© Das charakteristische Polynom ist p(A) = A2 4+ 3A +2 = (A+ 1)(A+ 2). Da
der Exponent = —1 einmal Nullstelle von p ist (also k=1), ist der Ansatz
y=Czxe™™,
@ ¢ =C(-—z+1)e® und ¢’ = C(z — 2)e™* ergibt
Ce®(z—2+3(—z+1)+2z)=—-2e"".

® Ce™™ = —2¢7=.

(@ Esist also C = —2 und eine partikulire Losung ist —2ze~=. Die allgemeine
Lésung ist damit
y=Cre® + Coe™% — 277",
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|Weitere Beispiele zur Benutzung der Tabelle
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In den folgenden beiden Tabellen werden bei vorgegebener rechter Seite der Dgl.
die Ansitze fiir partikuldre Losungen angegeben. Die erste Tabelle gibt Beispiele
bei reellen, die zweite bei komplexen Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

y@ — 8y +23y" — 28y’ + 12y = y@ — 5y + Gy =
Rechte Nullstellen des char. Polynoms
Seite der 1,2,2,3 0,0,2, 3
Dgl. o k Ansatz k Ansatz
3 0 0 A 2 Az?
2z 0 0 Az + B 2 Az® + Bz?
2¢e% 2 2 Azle® 1 Aze®®
—e™* -1 |0 Ae™® 0 Ae™*
4 sin 2z +2¢ || O Asin2z + Bcos2z 0| Asin2z+ Bcos2z
(z?+4)e* | 1 1 (Az® + B2? + Cz)e® 0| (Az?+ Bz +C)e”
zcos 3z +3 |0 (Az + B)sin3z 0 (Az + B)sin3z
—5sin 3z +(Cz + D) cos 3z +(Cz + D) cos 3z
2e®cosbz | 1+5i| 0 (Asin5z + B cos5z)e” 0 | (Asin5z + B cos 5z)e”
¥y +4©® 4 18y 4 16y(*) + 81y" + 45y" — 162y =
Rechte Nullstellen des char. Polynoms
Seite der 1,3, -3¢, 3, -3¢, 1 +4,1 -4
Dgl. I k Ansatz
2c+5 0 Az + B
Te® 1 |1 (Az? + Bz)e®
—4sinz +i (|0 Asinz + Bcosz
—4zsinz | +i [0 (Az + B)sinz + (Cz + D) cosz
—4sin3z | £3i || 2 Az?sin 3z + Bz? cos 3z
—~4zrsindz | +£3i || 2 (Az® + Bz?)sin 3z + (Cz® + Dz?) cos 3z
2(z+2)e*| 2 |0 (Az + B)e*®
Ge*cosz |1+i| 1 (Azsinz + Bz cosr)e®
6zefsinz |1+ 1 ((Az® + Bz)sinz + (Cz? + Dz) cos z)e”
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Methode 2: Direkte Formel fiir partikulédre Lﬁsungenl

Bestimmt wird eine partikuldre Losung y, zu
ny™ + an 1y F o+ 0oy’ + a1y + agy = 36

(D Bestimmung des Resonanzfaktors k: y ist k-fache Nullstelle des charak-
teristischen Polynoms p. Ist u keine Nullstelle von p, so ist k = 0.

(@ Bestimmung des reduzierten Polynoms q(A). g entsteht aus dem charak-
teristischen Polynom p, indem man aus der Faktordarstellung von p alle
p(})
(A=

Faktoren (A — u) herausstreicht, also q(A) =
Im Nichtresonanzfall k£ = 0 ist einfach ¢ = p.

(3 Eine partikulire Losung ist

s

)]
wpla) = = S S (1) () e
P Sk +s— ) a '

Spezialfall: keine Resonanz (k = 0) :
s!

Dann stehen in der Summe die Binominalkoeffizienten (S> =
i) s =)

Spezialfall: rechte Seite f = ¢#* (s =10)

Im Nichtresonanzfall (k = 0) ist y,(z) = Le‘”.

p(u)
Im Resonanzfall (k # 0) ist y,(z) = % TL) Ther®

Da bei der Berechnung Ableitungen des Kehrwerts von ¢ gebildet werden miissen,
ist diese Formel dann uniibersichtlich, wenn s grofie Werte hat und der Grad von
q groBer als eins ist. Ein weiterer Nachteil ist, dafl man damit nur einzelne Terme
bearbeiten kann.

Hat man auf der rechten Seite Ausdriicke, die Sinus- oder Cosinusfunktionen
enthalten, gibt es zwei Moglichkeiten:

i) Bei reellen Dgl: Benutzung der Methoden aus dem Punkt ”komplexe Rech-
nung bei reellen Dgl”.

ii) Aufspaltung mit sin 8z = L(e* — ¢~"%) und cosfz = L(ef= + ¢—i62),
g 2 2

i

Danach einzelne Behandlung der entstandenen Terme.

Braucht man Ableitungen von %, so sind folgende Formeln hilfreich:
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1 ’_ _ql 1 " 3 _qqu+2q12 1 " B _qu3+6qqlqu _q2q///
7 il v e ) e

| Beispiel 3: ¢ + 3y’ + 2y = —2¢7° |

(D Mit dem charakteristischen Polynom p(A) = A +3X +2 = (A+ 1)}(A +2)
und g = —1 erhilt man k = 1.

(2) Das reduzierte Polynom ist also g(A) = A+ 2.

(3 Eine partikulire Losung zur rechten Seite —2e~* ist also

1 1 k pz 1 1 -z -
(SN B [N P = -2 z.
Yp 2k' q( )ZJ € 21‘ 1 2:116 Te

3. Beispiele ’

Die ersten beiden Beispiele werden ausfiihrlich nach beiden Methoden gerechnet.
Dabei werden (hoffentlich) die Stirken und Schwéchen beider Verfahren deutlich.

Beispiel 4: 4" — 3y’ + 2y = 22° - 92> + 82 - 3 |

Das charakteristische Polynom ist p(A) = A2 —3X+2 = (A — 1)(A — 2). Damit ist
e®, e?* ein Fundamentalsystem.

Da der Exponent der rechten Seite p = 0 ist {es steht ja kein Exponentialterm
da), liegt keine Resonanz vor und es ist ¢ = p ein Polynom zweiten Grades. Der
Grad s des Polynomteils der rechten Seite ist s = 3. Damit ist zu erwarten, daB
man mit einem Ansatz giinstiger als mit der direkten Formel rechnet.

Bestimmung einer partikulidren Losung mit einem Ansatz.

@ Es ist © = 0 und damit £ = 0. Die rechte Seite ist ein Polynom dritten
Grades. Der Ansatz ist daher y = R(z) mit einem Polynom dritten Grades R,
also y = az® + b2 + cx + d.

(2) Zunichst werden die nétigen Ableitungen von y gebildet: y' = 3az® +2bz + c,
y" = Gaz + 2b.

Einsetzen in die Dgl.:

(Gaz + 2b) — 3(3az? + 2bz + c) + 2(az® + ba? + cx + d) = 22° — 9a® + 8z — 3.
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(® Sortieren nach Potenzen von z:

23(2a) + z%(—9a + 2b) + z(6a — 6b + 2¢) + (2b — 3¢ + 2d) = 2z° — 9z + 8z — 3.

(@ Das ergibt ein Gleichungssystem fiir die Unbekannten a, b, ¢ und d. Es li8t
sich einfach auflésen, wenn man bei den hchsten Potenzen beginnt:

20=2 = a=1
~9%+2=-9 = =0
6a—6b+2c=8 = c=1
26—3c+2d=-3 = d=0

Eine partikuldre Losung ist also durch y, = z3+z gegeben, die allgemeine Losung

durch
Yy=yp+yn=2+z+Cie®+Ce®, C,,C2€R.

Bestimmung einer partikuliren Losung mit der direkten Formel.

Es werden partikuldre Losungen y; zur rechten Seite 223, y, zu —9z?, y; zu 8z
und y4 zu —3 bestimmt. Eine partikuldre Losung der gegebenen Dgl. ist dann
nach dem Uberlagerungsprinzip y; + y2 + y3 + 4.

(@ In allen Fillen ist =0 und damit k = 0. Bei , ist s = 3, bei y; ist 5 = 2,
bei y3 ist s = 1 und bei y, s = 0.

(@ Wegen k =0 ist g(A) = p(A) = A\? — 3\ + 2.

(@ Fiir y; bekommt man eine Summe mit vier Termen (j = 0. ..3) in der Formel:

w=2(1- 2O + 3. C/O +3: (V0 + 1-(0)"(0).

—_

Nun berechnet man ¢(0) = 2, ¢'(0) = -3, ¢"(0) = 2 und ¢"(0) = 0. Dann ist

=3  O=-Z0=

RS

)

Gy ="MW g 22¥29 T

q g '
1 _ —6¢" +6qq'q" — ¢*¢" —6(-3)3+6-2(-3)2—-4-0 45

m q _ —
o) 1 0) = E 5

-2.242.9 7

Jetzt wird das alles eingesetzt:

_ 1, 3, 7 45, 3.9, 21 45
yl—-2(1 57 +3 s + 3 4z+1 8)-1: +§:r +—2—z+z—.
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Fiir y, hat man wegen s = 2 drei Terme. Dabei kann man die Zwischenergebnisse
von ¥; benutzen.
1 9, 27 63

1 2 1/ 1"
=91 (02" +2- () O2+1-()"0) = -3 - Fo - 7,

us =8(1- %(O)H 1 (3)'(0)) =4z +6,

1 3
y4—-—3-1-5(0)——§.

Eine partikulire Losung ist also wieder
9 21 45 9, 27 63

3
y=ut+yptysty= x3+§z2+3z+z——2—z - 5T Tde+0-5= *+z.

Beispiel 5: ¢ + 2y + y = 3z%¢7% + 10e?*(2cos z + sin z)

Das charakteristische Polynom ist p(A) = A2 + 2A + 1 = (A + 1)%. Daher ist ™%,
ze™* ein Fundamentalsystem.

Nach dem Uberlagerungsprinzip werden partikulire Lésungen y; zur rechten Seite
3z2¢~% und y, zur rechten Seite 10e?*(2cos z + sin z) bestimmt.

Bestimmung von y; |

Der Exponent der rechten Seite p = —1 ist doppelte Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms p(\). Damit wird das reduzierte Polynom ¢ = 1 eine Konstante,
also ein Polynom nullten Grades. Es steht zu erwarten, daf§ die direkte Formel
bei der Berechnung von y; schneller ist.

Methode 1: Ansatz

@D Esist p = —1 und damit k = 2.
Da 3z? ein Polynom zweiten Grades ist, hat man den Ansatz

y1 = 2° (az® + bz + ¢)e™® = (az* + bz® + cz?)e™".

(@ Bilden der Ableitungen von y;:
vl = e *(—az* — bz® — c2? + daz® + 3bz® + 2cz) =
e *(—~az? + (4a — b)z® + (3b — ¢)z? + 2cz),

Y = e~*laz? — (4a—b)z® — (3b— )22 —2cz — 4az®+3(4a—b)z® +2(3b—c)z+2c] =
e~%[az? + (—8a + b)z3 + (12a — 6b + c)z* + (6b — 4c)z + 2¢].
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Einsetzen in die Dgl.:

e~*[(az* + (—8a + b)z® + (12a — 6b + c)z? + (6b — 4c)z + 2¢)

+2( — az® + (4a — b)z® + (3b — ¢)z? + 2cz) + (az? + ba® + cz?)] L 3z2¢7°.

(3 Weglassen von e~* und Sortieren nach Potenzen von z:

(a —2a+a)z* + (—8a+b+8a—2b+b)z® + (12a — 6b + ¢ + 6b — 2c + c)z®+
(6b — 4c + 4c)z + 2¢ = 322,

(@ Auflésen des entstehenden Gleichungssystems: die Terme bei z* und z3 fallen

1
weg, bei z? steht 12a, also a = =. Aus dem Vergleich von konstantem Glied und
Koeffizient von z folgt dann c=0und b= 0.
. 4,
Insgesamt ist also y; = ze .

Methode 2: direkte Formel.

(@D Esist p = —1 und damit k = 2. AuBlerdem ist s = 2.

(® Da p(\) nur aus Faktoren besteht, die —1 als Nullstelle haben, wird bei der
Bildung von q alles aus p herausgekiirzt, es ist also g = 1.

1 1
® = =1 und alle Ableitungen von - sind null. Daher tritt in der Summe nur

der Summand mit j = 0 auf:

! 242-0 -2 .,
y1=3wl$ [ =-21—€ .

Bestimmung von y;.

Die zweite partikulire Losung y, wird auf drei Arten bestimmt: einmal mit Hilfe
eines reellen Ansatzes, bei den anderen Methoden werden zunichst mit Ansatz
und direkter Formel komplexe Losungen berechnet und dann eine reelle Lésung
bestimmt.

Es liegt keine Resonanz vor. Wegen der einfachen rechten Seite wird sich der
Rechenaufwand bei beiden Methoden in etwa die Waage halten.

Methode 1: reeller Ansatz.

@ Der Exponent ist g = 2 + i, der Resonanzfaktor k ist Null.
Ansatz: y, = (acosz + bsinz)e®.

(@ Bilden der nétigen Ableitungen:
yh = [2acosz+2bsinz — asinz + bcos z)e?® = [(2a+b) cosz+ (—a+ 2b) sin z]e??,

vy = [(4a + 2b) cosz + (—2a + 4b) sinz — (2a + b) sinz + (—a + 2b) cos z]e?*
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= [(3a + 4b) cosz + (—4a + 3b) sinz]e?".

Einsetzen in die Dgl.:

[((3a + 4b) cosz + (—4a + 3b) sinz) + 2((2a + b) cos x + (—a + 2b) sin )
+(acosz + bsinz)]e®® = (20cosz + 10sin z)e?

(3) Weglassen von e2* und Sortieren nach Sinus und Cosinus:

(8a + 6b) cosz + (—6a + 8b)sinz = 20cosz + 10sinz

(@) Das entstehende Gleichungssystem wird mit gelést (z.B. mit der Cramerschen
Regel):

,20 6 ’ 8 20‘
- 10 8 -6 10
8a + 6b=20 = a= =1 und [ — ) |

—6a+ 8 =10 100 100

Damit erhilt man y, = (cos z + 2sinz)e?®.

Methode 1: komplexer Ansatz.

Dazu benutzt man cos ze?* = Re e*9% sinze?* = Im e?+9%, Zunichst wird also
eine Losung yc zur rechten Seite e(®+9% bestimmt.

(@ Esist =2+ und damit k = 0. Ansatz: yc = A e(?*92,
(2) Bestimmung der Ableitungen: yp = A(2 + 1)e+9% yL = A(3 + 4i)e+)=.
(3 Einsetzen in die Dgl.:

A((3 + 40) + 2(2+ 1) + 1)elHiz L ((2H)e

(@ Auflssen nach A gibt:

1 8 —6i
(8 +i) ~ §16i 100
Damit wird
= wezz(cosz +isinz) = e~ (8cosz +6sinz + i(—6cosz + 8sinz))
Y= 00 ~ 100 : o
2z
Es ist Reyc = i 0(8 cosz + 6sinz) eine Lésung zur rechten Seite €% cosz und
2z
Imye = 100(—6 cosT + 8sinz) eine Lésung zu e sinz. y, erhilt man als

621'
Yya = 20Reyc+101myc=100

(160 cosz + 120sinz — 60 cosz + 80 sin z)

e**(cosx + 2sinz)
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Methode 2: direkte Formel.

Genau wie oben wird eine Losung zur rechten Seite e(?*)% bestimmt.
(D Esist =2+ und damit k =s = 0.

(@) Damit ist g(A\) = p(A) = A2 + 21 + 1.

(® Es folgt

1 (2+i)zr _ 1 (2+i)z _ 1 el2+i)z

22 +9) BEC RTINS 8 + 6i

Yc =

Der Rest der Rechnung ist genau derselbe wie bei der Bestimmung von y; mit
einem komplexen Ansatz.

rGesamtlﬁsung

Als Gesamtlésung hat man mit reellen oder komplexen Konstanten C; und C;

4
z .
y=y +y:+C e +Coze ™ = T e ® + (cost + 2sinz)e?® + Cre™® + Coze™ .

Beispiel 6: y® — 5y + 10y" — 10y" + 5y — y = Tx2e?

(D Zunichst wird das charakteristische Polynom bestimmt und faktorisiert:
p(A) = (A — 1)°. Da der Exponent der rechten Seite & = 1 ist, kommt man
mit der direkten Formel (Methode 2) sehr gut weiter, denn man erhilt k = 5
und

(2 das reduzierte Polynom g()\) = 1.

@ In der Summe tritt, da die Ableitungen von g Null sind, nur der erste Term
auf. Es ist s = 2

Die Gesamtlosung ist
27
y = (Az' + Bz® + Cz* + Dz + E)e® + ﬁe’.

Ein Ansatz nach Methode 1 wire y, = az’ + ba® + cz® gewesen. . .



6.8. EULER-DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 61

6.8 Euler-Differentialgleichungen

(1. Definitionen |

Eine Euler-Dgl. liegt vor, wenn ay, = ¢z ist, d.h. wenn die Dgl. mit Konstanten
¢y, folgende Form hat:

cnz™y™ + cno1z™ YD £ty + ay oy = f(z).|

Euler-Dgl. lassen sich auf Dgl. mit konstanten Koeffizienten transformieren oder
mit dhnlichen Methoden l6sen, vgl. 6.7

| 2. Berechnung

Fiir die Lésung der homogenen Gleichung gibt es zwei Methoden: Transformation
auf eine Dgl. mit konstanten Koeffizienten oder Lésung mit einem Ansatz y = z*.

[Methode 1: Transformation auf konstante Koeffizienten |

Fiir z > 0 setzt man ]z = ¢f |, also [t = Inz| Ableitungen nach z verwandelt man
mit der Kettenregel in solche nach ¢:

dy dydi 1. .
'=—==——=—7, also '=
V=4 " dtd " ¥ W=y
d 1. 1d% 1. .
"= E(;y) =g Y also z%y" =jj—9 usw.

Ableitungen nach ¢ werden mit einem Punkt gekennzeichnet (y), Ableitungen
nach z mit einem Strich (y').

zy' =y
(@ Umrechnen der Ableitungen: z%y" =4 — y
‘,L.Sylll — y _3y + 2y
In der rechten Seite f wird x durch et ersetzt.
Einsetzen und Sortieren ergibt eine lineare Dgl. mit koustanten Koeffizi-
enten in £.
Lésen dieser Dgl.

Riicktransformation mit ¢t = Inx .

® e 6

Bei AWP: Bestimmung der Konstanten.

Euler-Dgl.

Methode 1:
Transforma-
tion



Anfangswert-
probleme
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Fiir z < 0 ist die Transformation | —z = e’|und |t = In|z|. | Dabei transformieren

sich zy/, £%y" usw. genau wie fiir z > 0.

Genaugenommen handelt es sich bei y(z) und §(t) = y(e*) um verschiedene Funk-
tionen. Einem allgemeinen Mifibrauch folgend, werden sie mit demselben Symbol
y bezeichnet. Zur Unterscheidung bei Anfangswerten schreiben wir y(z = a) bzw.
y(t = a).

Bei Anfangswertproblemen kann man alternativ die Anfangswerte mittransfor-
mieren: Aus der Bedingung y(z = o) = yo wird y(¢t = Inzg) = yo, mit § = zy’
wird aus y'(z = z,) = y; die Bedingung §(t = Inzo) = zey1 usw.

Sind die Anfangswerte bei 1 oder —1 gegeben, kann die transformierte Gleichung
eventuell mit der Laplacetransformation gelost werden.

2
Beispiel 1: 3" — Y= 402°%, y(1) =0, y'(1) =2

Zunichst mus die Gleichung durch Multiplikation mit z? auf die "richtige” Form
gebracht werden:
z2y — 2y = 402",

1
(@ Einsetzen der Ableitungen: :1:2;(1} — ) — 2y = 40e™. Zu lésen ist also
i — v — 2y = 40e™.
(@ Aus p(\) = A2 =X —2 = 0 erhilt man ); = —1 und ); = 2. Ein Fundamen-

talsysten ist also e~* und e*. Eine partikulire Lésung wird mit der direkten
Formel bestimmt: da keine Resonanz vorliegt und kein Polynomanteil auf-

tritt, ist eine Lésung y, = 40ﬁe7‘ = ¢, Damit ist die allgemeine Losung
p
der transformierten Gleichung

y(t) = Cre™ + Cpe® + e™.

(® Die allgemeine Losung der urspriingliche Gleichung ist

y = Ciz7l 4+ Coz? + z.

@ Mit ¢ = —~Cy1z~2 + 2C,x + 7x°% ergeben die Anfangswerte C; + Co +1 =10
und ~C; + 2C; + 7 = 2. Dieses Gleichungssystem hat die Losung C; = 1,
C, = —2. Die Losung des Anfangswertproblems ist also

y=z1'—222 + 2"

Will man die Anfangswerte mittransformieren, so erhélt man mit In1 =0
die Bedingungen y(t =0)=1und gt =0)=1-2 = 2.
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Methode 2: Direkter Ansatz y = z*

Wihrend bei der Transformation die Gleichung vollstindig auf den bekannten
Fall "konstante Koeffizienten” zuriickgespielt wird , erhilt man mit dem direkten
Ansatz zunichst nur ein Fundamentalsystem:

In die homogene Dgl. wird der Ansatz y = z* eingesetzt. Dazu bildet man die
Ableitungen 3’ = Az*"!, ¢ = A\ — 1)z*~% usw.

(D Einsetzen in die homogene Gleichung und Sortiercn ergibt eine Gleichung
p(A) = 0. p ist genau das bei der Transfomation entstehende charakteri-
stische Polynom.

(2) Faktorisierung bzw. Bestimmung der Nullstellen von p.

(®) Fiir jede Nullstelle wird aus der nachfolgenden Tabelle ein Element eines
Fundamentalsystems gewonnen.

I Nullstelle A l Losung der Dgl.

@ Ar=a z®

®M=h==Xhk=ua z%, (Inz)z°,..., (Inz)*1z°

© N=a+p6i,\=a-pi z%sinln2?, % cosIn z?
@WM=X=---=MN=a+p8i, |z%sinlnz?, ..., (Inz)*z%sinlnz?,
Mgl = Mgz =+ =g = a — fi | z%cosln2?, ..., (Inz)*"12% cosln2?
® rx=0 1

O M=d==X=0 1, Inz, ..., (Inz)*?

(@) Ist die Inhomogenitit eine Kombination von Termen der Form z*(Inz)™

mn

oder z?(ln z)’"{ (S:os }ln 28, so 1afit sich mit Ansiitzen arbeiten. Diese

Ansitze sind eine direkte Ubersetzung der Ansitze fiir den konstante-
Koeflizienten-Fall.

Der Resonanzfaktor k gibt an, wie oft der Exponent ¢ = o £ i als
Nullstelle des unter (1) berechneten charakteristischen Polynoms auftritt.

Sind P und @ Polynome vom Hochstgrad m, so sind R und S ebenfalls
Polynome vom Grad m. A, B, C und D sind Konstanten.

(5) Bei AWP werden die Konstanten in der allgemeinen Losung bestimmt.

Methode 2:
direkter
Ansatz
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rechte Seite 7 Ansatz
z° a C (Inz)* 2>
P(In ) 0 (Inz)* R(Inz)
P(lnz) z® a (Inz)* R(Inz) z°
Asinlnz? + Bcoslnz? Bi (ln:v)’“(C sinlnz? + D cosIn zﬂ)
P(Inz)sinln 2%+ Bi (In z)k(R(ln z) sinln %+
+Q(In ) cos In z° +S(Inz) cosln :v[’)
(A sinlnz? + Bcosln zﬁ) z% | a+ fi | (Inz)* (C sinlnz? + D cosln :v[’) z°
(P(ln r)sinln z%+ a+ fi (In x)k(R(ln z)sinln %4+
+Q(Inz) cosln z/’) ¢ +S(Inz) cosIn zﬁ)z"‘

Ein Polynom in Inz hat dabei die Form

P(lnz) = an(lnz)™ + am_1(Inz)™ '+ --- + a;Inz + aq.

Wieder steht eigentlich alles in der letzten Zeile. Ist p keine Nullstelle des cha-
rakteristischen Polynoms, fehlt der Term mit (In z)¥.

Fir z < 0 muB wieder z durch |z| und Inz durch In|z| ersetzt werden. Man
beachte auflerdem, dafl sich die Terme mit Inz? auch als §1nz schreiben lassen.

Warnung Warnung: das charakteristische Polynom entsteht erst nach dem Einsetzen und
Sortieren. z.B. ist im nachfolgenden Beispiel p(}) nicht A? — 2, sondern A — X —2.

Beispiel 2: z°y" — 2y = 402", y(1) = 0, /(1) = 2

@ y = z* wird in die homogene Dgl. eingesetzt: z?A(\ — 1)z*~2 — 2z* = 0,
also A2 =X —-2=0

(2 Die Losungen davon sind A; = —1 und A, = 2.

1

(® Ein Fundamentalsystem ist also z~* und z?.

(@ Mit = 7 und damit k = 0 (Resonanzfaktor) ist der Ansatz y = Cz'.
C-7-6c7 —2Cz" = 402" & C = 1. Die allgemeine Lésung ist also

y=Cz '+ Cuz?+ 2"
(® Die Konstanten werden wie in Beispiel 1 bestimmt und man erhélt wieder

y=z' -2+ 2"
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Vergleich der Methoden:

Methode 1 Methode 2

Zuriickfithrung auf Bekanntes,
bei inhomogenen Problemen
148t sich die direkte Formel
benutzen

Vorteil direkte Losung

mehrere Schritte bei einfachen
Nachteil Aufgaben, AW miissen
mittransformiert werden

komplizierte Rechnung bei
Inhomogenitéten

falls nur ein Fundamental-

Anwendung || bei inhomogenen Problemen system gesucht ist

|3. Beispiele}

| Beispiel 3: (z — 1)%y" - 3(z — 1)y’ +4y =0

Hierbei handelt es sich um eine Variante der Eulerschen Dgl., wobei z — 2o die
Rolle von z iibernimmt. Dabei lassen sich alle Losungsverfaliren verwenden, wenn
man iiberall z durch z — zy (hier:  — 1) ersetzt.

Die Gleichung wird mit einem Ansatz geldst. Die entsprechende Transformation
ist t =1In(z — 1) bzw. z = et + 1.

@D Mity = (z—-1)* ¢ = Az - 1> und ¥ = A(A - 1) (z — 1)*~2 erhilt man
durch Einsetzen und Sortieren

(z - 1) A\ —-4r+4)=0.
@ Es ist /\1,2 = 2.

(3 Laut Tabelle ist ein Fundamentalsystem gegeben durch
(z—1)? und (z-1)%In(z—1) bzw (z-1)’l|z -1 fir z <1

Beispiel 4: Bestimmen Sie fiir z > 0 ein Fundamentalsystem zu
$4y(4) + 6.’133y”' + 7x2y” + xy’ —y= 0

Da nur ein Fundamentalsystem gesucht ist, macht man den Ansatz y = z*. Dann
ist ' = Az*1, " = AA = 1)z*2, ¢ = A(A = 1)(A — 2)z*~3 und
y@ = XA = 1)\ - 2)(\ - 3)z* 4

Vergleich der
Methoden

Variante
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@ Mit A\A = 1)(A=2) =2* - 3X2 +2) und
AN = DA =2)(A = 3) = M — 6)% + 11)% — 6) erhilt man

(A = 6X% + 1107 — 60)z M 4 623(\3 — 3A% 4+ 2)) 2?3
+ 722\ = N* 2+ oA - 2r = 0.

Sortieren ergibt

(M-1z*=0, also M-1=0.

(2) Die Nullstellen von p()\) = A — 1 sind &1 und 3.

(3 Laut Tabelle bilden die Funktionen z, 7!, sinlnz und coslnz ein Funda-
mentalsystem.

l Beispiel 5: 3z2y” + 22y’ — 4y = 4Inzx

Losung durch Transformation (Methode 1):

(D Einsetzen ergibt 3(j — §) + 2y — 4y = 4t , also

3§ — g — dy = 4t.

(2) Das charakteristische Polynom p()) = 3A2 — X — 4 hat die Nullstellen ), =
—1 und A, = 45. Ein Fundamentalsystem ist deshalb durch e~* und e%?
gegeben.

Die rechte Seite besteht aus einem Polynom ersten Grades ohne Exponen-
tialterm, also 2 = 0. Da 0 keine Nullstelle von p ist, liegt keine Resonanz
vor, also k = 0. Eine partikuldre Lésung 148t sich also mit einem Ansatz
Yp = At + B bestimmen. Alternativ ldsst sich die direkte Formel aus Ab-
schnitt 7 verwenden: mit s = 1 erhélt man

Lo (1\Y ‘ 1 1 1
=4 2) (085 = 4=t —) = —t -
W= Ty (p> O =dgt+ ) =-t+7

Benutzt wurde dabei
1, 1\ —(6x-1) 1\, . 1
707 (p> ISP <p> =15
Die allgemeine Losung ist

y(t) = Cre~t + Coe™™ —t + -
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(3) Allgemeine Losung der Ausgangsgleichung ist

1
y(z) = Ciz7! + Cyz*® —Inz + 1

Lésung durch einen Ansatz (Methode 2):

(D Einsetzen ergibt fiir die homogene Gleichung
p(A) =32 A-1)+2Xx-4=0.

(2) Die Nullstellen von p sind wieder \; = —1 und Xy = 4.
(3 Ein Fundamentalsystem ist also z~! und z .

(4 Die Inhomogenitst hat keinen z#-Anteil. Daher ist 1 = 0 und es liegt keine
Resonanz vor. Der Grad des Polynoms in In z ist eins. Ein geeigneter Ansatz
ist also ein Polynom ersten Grades in In z:

yp=Alnz+ B.
Mit y, = Az~! und y, = —Az~? erhilt man durch Einsetzen
—-3A+24A—-4Alnz - 4B =4Inz.

Daraus bestimmt man A = —1und B = % Die allgemeine Losung ist wieder

1
y=Ciz ' +Coz™ —Inz + T

l Beispiel 6: z2y" + zy’ + 4y = sin2In(—~xz), y(—€™) = — /s, ¥’ (—€™) = Yser I

Die Dgl. wird mit der Transformation (Methode 1) geldst.

(D Mit der Transformation z = —ef bzw. t = In(—z) wird die rechte Seite zu
sin 2t. Einsetzen und Sortieren ergibt

iy + 4y = sin 2¢.

(2) Das charakteristische Polynom hat die Nullstellen £2i. Ein Fundamental-
system ist daher durch sin 2t und cos 2t gegeben.

Um eine partikuldre Losung zu ermitteln, wendet man das Hilfsmittel ”kom-
plexe Rechnung bei reeellen Dgl.” aus Abschnitt 7 an: wegen sin 2¢ = Im e%*
bestimmt man eine partikulire Losung yc zur rechten Seite 2. Dann erhilt
man eine partikulire Losung der gegebenen Gleichung als Im y¢.
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Da Resonanz vorliegt (der Exponent 2¢ ist Nullstelle des charakteristi-

schen Polynoms), ist ein geeigneter Ansatz yc = Ate'“f. Einsetzen von
ic = A(—4t + 49)e¥ gibt A = = —%. Aus yo = —jte? erhilt man
yp = Imye = —%t cos 2t. Damit ist die allgemeine Losung der transformier-

ten Gleichung

1
y(t) = Cysin 2t + Cy cos 2t — Zt cos 2.

Die allgemeine Losung der Ausgangsgleichung ist

y(z) = Cysin2ln(—z) + Cy cos 2In(—z) — %ln(—z) cos2In(—z).

Bestimmung der Konstanten durch Einsetzen der Anfangswerte:

1
y(—e”)=C'lsi1127r+Cgcos27r——7rcos27r=—7r = (C;=0.

4 4
, 2 2 .
y'(z) = CIE cos2In(—z) — CZE sin2In(—z)

1 1 2
~ 1 68 2In(-2z) + 1 ln(—a:); sin2In(—z)

2 1 1
y'(—e™) =Cicos2r— + ~cos2mr = — = C;=0.
—e™ 4 4e™

Die Losung des Anfangswertproblems ist also
— tcos 2t
y= 1 .
Bestimmung der Konstanten durch Transformation der Anfangswerte: Mit

der Transformation ¢ = In(—z) erhilt man fiir z = —e™ £ = 7 und damit
die Bedingung

™
t=m)=——.
ylt=m) =—7
Die zweite Bedingung transformiert sich nach der Gleichung y = zy":
1 1
Y t = = —e"— = —_—
ylt=m =—e"—=—7

Damit erhilt man in @ dieselben Werte fiir C; und C, wie oben.



6.9. RANDWERT- UND RANDEIGENWERTPROBLEME 69
6.9 Randwert- und Randeigenwertprobleme

Oft werden Randeigenwertprobleme auch als Eigenwertprobleme oder Sturm-
Liouville-Eigenwertaufgaben bezeichnet.

Hier werden Rand- und Randeigenwertprobleme nur fiir Dgl. zweiter Ordnung
betrachtet.

l1.+2. Definitionen und Berechnung

{Randwertprobleme, RWP|

Sei [a,b] ein Intervall und f, p; und p, stetige Funktionen. Fiir eine zweimal
differenzierbare Funktion y definiert man den Differentialausdruck

Lyl =y"+my + py.
und die Randwerte
Rily] == cuy(a) + 129/ (a) + cizy(b) + c1ay' (),

Raly] == cary(a) + ca2y'(a) + coay(b) + caayy'(b),

die keine Vielfache voneinander sein sollen, d.h. der Rang der Matrix
fu G2 13 C1 o) e sein.
C21 C22 C23 C24

Ein Randwertproblem (RWP) besteht aus einer Differentialgleichung und zwei

Randbedingungen:

Lyl =/, Ryy] = ou, Rsly] = co.
Das zugehorige homogene Randwertproblem ist
Lly] =0, Ry} =0, Ryly] = 0.

Eine Losung ist jeweils eine Funktion, die die Differentialgleichung L[y] = f (bzw.
L[y] = 0) 16st und gleichzeitig den beiden Randbedingungen geniigt.

In vielen Fillen hat man getrennte Randbedingungen, d.h. R; bezieht sich nur
auf Werte bei a und R, auf Werte bei b. Dann werden R; und R, auch als R,
und R, bezeichnet:

Ri[y] = diy(a) + day'(a),  Roly] = day(b) + day/ (b).

Die Lssbarkeit des RWP richtet sich nach der Losbarkeit des zugehorigen liomo-
genen RWP.

Randeigen-
wertproblem

Randwert-
probleme
RWP
Differential-
ausdruck

Randwert

Rand-
bedingung

zugehdriges
homogenes
Randwert-
problem

getrennte
Randbedin-
gungen
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®

Bestimmung eines Fundamentalsystems ¥, ¥, der homogenen Dgl.
L[y] = 0, bei inhomogenen Dgl. zusdtzlich einer partikulidren Losung y,.

- Rify1] Riye]
Berechnung von D = det ( Ra[y1] Ralys]
Die Losbarkeit von homogenen und inhomogenen Problemen richtet sich
danach, ob D = 0 ist.

homogenes Problem inhomogenes Problem

D#0 hat nur die triviale Lésung

eindeutig losbar
y=0

unldsbar oder mehrdeutig

D =0 || mehrdeutig losbar
16sbar

Bestimmung der allgemeinen Losung Cy, Cs, des Gleichungssystems

CiRy[11] + CoR1[y2] = an — Rilyy)
CiRa[y1] + CoRa[ys]) = o — Rafyy]

Tip: Fiir D = 0 nimmt man Gauflelimination, sonst die Cramersche
Regel. D ist als Determinate des Gleichungssystems schon berechnet.

Die Losung des RWP ist dann y = Ciy1 + Coyz + ¥p.

| Beispiel 1: 4" +y =1, y(0)=0, y(27)=0. —l

&)
@

Ein Fundamentalsystem ist y, = sinz und y, = cosz, eine partikulire
Losung ist y, = 1.

Es liegen getrennte Randbedingungen vor: Ri[y] = y(0), Ry[y] = y(2n).
Damit wird

_ Rily1] Rilye] _ sin0  cos0) _ 01\
D = det (Rz[yl] Ro[ys] = det sin2m cos 2w = det 01 =0.

Da es sich um ein inhomogenes Problem handelt, hat man entweder unend-
lich viele oder keine Losung.

Das Gleichungssystem fiir C) und C; hat wegen Ri[y,] = Ra[y,] = 1 und

o1 = ap = 0 die Gestalt (8 } :}) mit der Losung C beliebig, C> = —1.

Die Losung ist also y = Cysinz —cosz+ 1, C; € R.
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Randeigenwertprobleme, REWP I

Gegeben ist ein Intervall [a, ] und ein Differentialausdruck
Lyl :=y" +py + p2y,
der oft auch in der sogenannten selbstadjungierten Form gegeben ist:
Lly] = —(py)' + qv-

Ein Randeigenwertproblem besteht aus einer homogenen(!) Dgl. und zwei Rand-
bedingungen

Oft werden auch folgende Formen verwendet:
——(py’)’ +qy = AT'y oder (pyl)l +qy = —Ary

r ist dabei eine positive Funktion. Eine Zahl A, fiir die dieses Randwertproblem
nichttriviale Lésungen hat, heifit Eigenwert. Eine von null verschiedene Losung
heifit Eigenlosung oder Eigenfunktion.

(@ Fiir jedes A € R bestimmt man ein Fundamentalsystem y;(., A) und
y2(., A) von ¢ + p1y’ + (p2 — A)y = 0. Dabei ist in der Regel eine Fallun-
terscheidung zu treffen.

(2 Bestimmung der Eigenwerte: ) ist Eigenwert, falls

e (Bl 0] Ralsa(, V] _
DOV = det (Rz[yl(.,x)] Rz[yz(.,x)ﬂ =0

(3 Fiir jeden Eigenwert A gibt es eine nichttriviale Losung Ci, C; des Glei-

chungssystems
(Rl[ o)) Rl[?/Z(: )]l )
Ry[yr (-, A)] Rely2(,A)] | 0
A)+

Eine Eigenfunktion ist dann y = Ciy1(z, A) + Caya(z, A).

l Beispiel 2: ¥ +y = -y, ¢¥'(0) =¢'(7) =0

Das Problem liegt in selbstadjungierter Form mit p=¢ =171 =1 vor.

(D Zunichst wird die Dgl. auf y”+ (A+1)y = 0 umgeschrieben. Ein Fundamen-
talsystem ist fiir A < —1 durch g, (z, A) = eV~ 2" und yp(z, A) = e™ V1727,
fiir A = =1 durch y1(z, ) = 1 und y;(z,A) = z und fiir A > —1 durch
yi(z, A) = sin /A + 12 und yo(x, A) = cos VA + 1 gegeben.

Randeigen-
wertprobleme

REWP

Eigenwert
Eigenlosung
Eigenfunktion
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(® + @ Fiir jeden dieser Falle wird untersucht, ob D()) = 0 ist und dann

gef. eine Eigenfunktion bestimmt. Mit den Randwerten Ry (y,.) = ¢'(0) und
Ry(y,.) = ¢'(7) erhilt man:

D) = det (me e e oy
= (VTR (e VTR 4 VT

Da fiir reelle a,b mit a # b stets e* # €® ist, ist D(A) # 0 fiir A < —1. In
diesem Fall gibt es also keine Eigenwerte und -funktionen.

01
D(-1) = det (0 1) = 0.
Eine nichttriviale Losung des entsprechenden Systems ist C; = 1, Cy = 0.
Eine Eigenfunktion zu A = —1 ist also y(z) = 1.
i) A> -1

DY) = det vA+1 0
VA+lcosvVA+1ln —/A+1sinvVA+1n

—(VA+ D¥sinvVA+ 17w

Es ist also
DA =0 & sinVi+ln=0 & Vi+l=k

Dabei ist wegen A > —1 k € N zu wihlen. Eigenwerte sind also die Zahlen
At = k* — 1 mit k € N. Um die Lésung des entsprechenden Gleichungssy-
stems zu ermitteln, beachte man, dafl die Matrix wegen sinv/A+ 17w =0

die Gestalt
VA+1 0
A+l1cosvA+1n O

hat. Eine nichttriviale Losung ist durch Cy = 0, C; = 1 gegeben. Damit ist.
eine zu A\; = k% — 1 gehorende Eigenfunktion

Yn(z) = cos y/ Ak + 1z = cos kz.

Insgesamt erhdlt man aus ii) und iii) die Eigenwerte A; und Eigenfunktionen
Yi als
M =k*—=1, yr=coskz, kéEN,.
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|3. Beispiele

| Beispiel 3: " —y =2z, y(0) =y(1), ¥'(0) = ¥'(1).

Es handelt sich um ein inhomogenes RWP.

(D Ein Fundamentalsystem ist y; = e und y, = e~ %, eine partikulire Losung
ist y, = —2z.

(@ Es handelt sich um sogenannte periodische Randbedingungen

Rily) =y(0) —y(1) =0 und Ryfy]=¢'(0)-3'(1)=0.

D berechnet sich als

_ S |
D = det (i ¢ _(11 _ee_,)> = —2(1-e)(1—e).

(3 Wegen D # 0 ist das RWP eindeutig lésbar.

@ Mit Ry[—2z] = 2 und R»[—2z] = 0 erhilt man die Zahlen C, und C; als
1-e 1—e! -2
l—-e —(1-eH| 0 /)
2(1 —e7h) -1
—2(1-¢e)(l—e1) 1-—ce
2(1 -e) -1 e

T o0-e(l-e) I-el 1-¢

Losungen des Gleichungssystems (

Mit der Cramerschen Regel wird C; = und

&

(® Die (eindeutige) Lésung des RWP ist also

I e 1
g
= "1 9712

l1-z z
- _ — — 2z,
y e(e e®) T

| Beispiel 4: " — 3y +2y =0, y(0) =y(2) =0

Es handelt sich um ein homogenes RWP.

(D Ein Fundamentalsystem ist y; = e und yp = €%,

@ Mit den Randbedingungen R,[y] = y(0) = 0 und Ra[y] = y(2) = 0 berech-
net man D:
1

D = det (62

1Y _ 4 2
64)—6 e # 0.

periodische
Randbe-
dingungen
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(3 Da D # 0 ist und es sich um ein homogenes Problem handelt, ist die
eindeutige Losung des RWP durch y = 0 gegeben.

Beispiel 5: —(z%/) ~ ty = Ay, y(1) =0, y(e*") =0

Ausdifferenzieren ergibt eine Euler-Dgl.:

1 1
—z¥y" - 2zy' — Y =0 & % +2zy+ N+ Z)y =0.

Die Randwerte sind R;[y] = y(1) und Ry[y] = y(e*").
(D Mit dem Ansatz y = z® wird ein Fundamentalsystem ermittelt:
1 1
a(a—1)+2a+/\+z =0 & a1,2=——2—:i:\/—/\.

Ein Fundamentalsystem ist damit
y1=z°“,y2=x°‘2 fir A <0
\/—, lnx fir A=0

y = %sm(\/_ln z), Y2 = -ﬁ cos(VAlnz) fiir A > 0.

(@ + (3 In jedem dieser Fille wird D()) untersucht und fiir Eigenwerte je eine
Eigenfunktion bestimmt:

D(A) = det ( ! ! ) = T _ T

e?aur e2a21r
Wegen o) # a9 gibt es fiir A < 0 keine Eigenwerte.
1 0 .
D()) = det (e"’ 27”3_,,) =2me " #£0.

0 ist also auch kein Eigenwert.
iii) A > 0

D()) = det 0 ! = —e " sin(27V))

B e~"sin(2rVA) e~"cos(2my/N) ) T & SIHETVAL

Esist D()\) = 0 fiir 27v/A = k7 mit & € N. Die Eigenwerte sind also ), = £
Um eine zugehorige Eigenfunktion zu ermitteln, 16st man das entsprechende
Gleichungssystem und findet eine nichttriviale Lésung C; = 1 und C; = 0.
Eigenwerte und -funktionen sind damit

k2 R
A = T yr(z) = _sm(\/_lnx sm( lnx) mit k € N.
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6.10 Potenzreihenansitze und spezielle Dgl.

Die Verfahren in diesem Abschnitt werden nur fiir Dgl. zweiter Orduung vorge-
stellt. Eine Verallgemeinerung auf héhere Ordnung ist aber ohne Weiteres moglich
(Beispiel 8).

[1. Definitionen |

[Potenzreihenansitze|

Alle Funktionen, die man durch Verkniipfung elementarer Funktionen wie ratio-
nalen Funktionen, trigonometrischen und Exponentialfunktionen und deren Um-
kehrfunktionen erhilt, sind in ihrem Definitionsbereich um jeden Punkt in eine
gegen die Funktion konvergente Potenzreihe entwickelbar. Diese Eigenschaft heifit
analytisch. Funktionen, die durch Falluntersclieidung definiert sind, haben diese
Eigenschaft in der Regel dort nicht, wo die Definitionsgebiete aneinanderstossen.

Mit Potenzreihenansitzen (PR-Ansitze) versucht man, die Losung einer Dgl.
als Potenzreihe (PR) zu erhalten. Hauptanwendungsgebiet sind lineare Dgl. mit
Polynombkoeflizienten. Allgemein gilt:

Satz: Die Dgl. sei in expliziter Form gegeben, d.h. nach der héchsten Ableitung
aufgelost. Sind alle auf der rechten Seite vorkommenden Funktionen an einer
Stelle 7o in Potenzreihen entwickelbar, so auch jede Lésung eines AWP mit An-
fangswerten bei z;.

| Regularitit von Dgl.

Eine Dgl., die sich in der Forin
y'+py' +qy=0 (R)
mit in z = 0 analytischen Funktionen p und ¢ schreiben lifit, heifit regulére Dgl.

Lésungsmethode: Potenzreihenansatz, S. 78

Eine Dgl., heifit schwach singuldr, wenn sie sich in der Form

y”+§y'+qu=0 (8)

2’

mit in ¢ = 0 analytischen Funktiouen p und ¢ schreiben ifit.

Losungsmethode: verallgemeinerter Potenzreihenansatz, S. 81

Bet der Untersuchung auf Regularitit kommt es nicht darauf an, eine konkrete
Eutwicklung der beteiligten Funktioneu anzugeben. Wichtig ist, ob es so cine
Eutwicklung gibt.

entwickelbare
Funktionen

analytisch

PR-Ansatz
PR



76 KAPITEL 6. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beispiel 1: y" + 4z% arctanz y + e"%y =0
_r - - y Yy

Die Koeffizientenfunktionen sind bei 0 in PR entwickelbar, da es sich um Ver-
kniipfungen elementarer Funktionen handelt und 0 im Definitionsbereich liegt. Es
handelt sich also um eine regulidre Dgl. Daher 148t sich eine Losung der Dgl. mit
einen PR-Ansatz ermitteln. Allerdings darf man wegen der komplizierten Koef-
fizienten nicht mit einer geschlossenen Formel fiir die a, rechnen, sondern kann
nur die ersten a,, rekursiv bestimmen.

4
Beispiel 2: 3" + ;y' + 22y =0

Hier handelt es sich nicht um eine regulidre Dgl., da der Koeffizient von y’ bei
null nicht definiert ist. Allerdings ist es eine schwach singulére Dgl., da sie in die
Form (S)

4
T y=0

4
" !
yrovt o

mit in Potenzreihen entwickelbaren p = 4 und q = z* gebracht werden kann. Die
Dgl. ist also mit einem verallgemeinerten PR-Ansatz I6sbar.

Beispiel 3: 23" +y =0

Schreibt man die Dgl. auf die explizite Form um erhilt man
1
y" + Fy =0.

Da der Koeffizient von y nicht als % mit in 0 entwickelbarem g geschrieben

werden kann, 1a8t sich diese Dgl. weder in der Form (R) noch (S) schreiben und
daher auch nicht mit einem PR-Ansatz 16sen.

Beispiel 4: ¢ + |z|y =0

Auch hier ist kein PR-Ansatz moglich, da |z] bei 0 nicht differenzierbar ist und
somit erst recht nicht als PR geschrieben werden kann.

|Spezie11e Dgl. 2. Ordnung]

In der nachfolgenden Tabelle sind einige der wichtigsten Dgl. 2. Ordnung der ma-
thematischen Physik zusammengestellt. Man beachte, daf} es sich in den meisten
Fillen nicht um die maximal moglichen Definitionsmengen der Parameter m und
k handelt. Die Besseldgl. z.B. gibt es auch fiir m € R, vgl. Beispiel 6.
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Bessel-Dgl.

z2y” + :vy’ + (.’EZ _ m2)y =0

Besselfunktionen Jy,
i (_ l)nzm+2n
2mt2npl(n + m)!

n=0

Laguerre-Dgl.

Y+ (1-z)y' +my=0

Laguerresche Polynome L,

i (_l)n (m>mn _ E:4:_dm(:,:me—:v)

| ! “m
= nl \n m!  dz

Dgl. der Laguerre-Funktionen

1 =z
my"+y'+(§—z—m)y=0

Laguerrefunktionen Z,,

€2 ()

Verallgemeinerte Laguerre-Dgl.

oy’ +(k+1-z)y +my=0

verallgem. Laguerrepolynome L.,,*

Eo(-1)r (m+k\ , dF
,;) al \n+k)” =(=1) d:c’“L"H'k

Hermite-Dgl.

Hermitesche Polynome H,,

dm(e=*")
11_2 l+2 =0 _lnzz___
y" = 2zy’ + 2my (=1)%* ——
Dgl. der Hermitefunktionen Hermitefunktionen
22
V' +(@2m+1-2Y)y=0 e 7 Hn(z)
Legendre-Dgl. Legendrepolynome P,
1 d™(z2-1)™
2\, 1" I _
(1-zYW' -2z’ +m(m+1)y=0 ] T

verallgemeinerte Legendre-Dgl.

verallg. Legendrepolynomne P,.*

oy +(a—z)y - By=0

k? d* P, (z)
2\, 1 ! _ 2y M m
Gaufische Dgl. F(a, 8,7, 1)
; 1)BB +1)
— 1\ Nz — = a_,B afe+ 24...
z{iz-1)y" +[(a+ 08+ 1)z -7y +afy=10 1+ 1!7z+ ly + 1) %+
Kummersche Dgl. ®(a, 8, 1)

) e+ —(@in+ )’

Tschebyscheff-Dgl.

(1-2%)y' —zy +n’y=0

Tschebyscheffpolynome 75,

2 ()

=\2m

Stets ist dabei m,k € Ny, o, 0 € R und v € R\(—N).
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Eine gute Ubersicht iiber diese Dgl. findet man in [Hei3] und [Hil], iiber Bessel-
und Legendrefunktionen in [Br],{[Mar3] und in der dort angegebenen Literatur.

Die Bezeichnungen der Dgl. sind sehr vielfdltig: so sind Zylinder-, Hankel- und
Neumannfunktionen Lésungen der Bessel-Dgl, die Gaufische Dgl. heifit auch hy-
pergeometrische Dgl., die Kummersche Dgl. konfluente hypergeometrische Dgl.
und fiir den Namen Tschebyscheff gibt es {iber 60 verschiedene Schreibweisen.

| 2. Berechnung|

|Rechnen mit Potenzreihen|

o0 o0
Sindy = Y an,z" und z = ) b,z zwei PR mit den Konvergenzradien r; bzw.

. n=0 n=0
T9, SO 18t
o0
ay+ Bz =) (aa,+ Bb,)z"
n=0

konvergent fiir [z| < 73 mit r3 = min{r;, r2}. Potenzreihen diirfen also gliedweise
addiert, subtrahiert und mit Konstanten multipliziert werden.

Das Produkt der beiden Reihen hat die Darstellung
[o.¢] n
y-z=) cpz" mit ¢, =) a;by_;. (Cauchysche Produktforinel)
=0 7=0

Es ist also Co = aobo, 1 = aob1 + albo, Cy = aobz + a1b1 + agbo Usw.

Jede PR ist innerhalb ihres Konvergenzkreises unendlich oft differenzierbar. Die
Ableitung erhilt man durch gliedweise Differentiation, vgl. die nachfolgende Ta-
belle und Beispiel 8.

[1. Potenzreihenansatz|

(D Die Dgl. wird auf eine moglichst einfache Form gebracht. Ggf. werden
noch bendtigte PR ermittelt.

@ Die PR-Darstellungen werden in die Dgl. eingesetzt. Dabei achtet man
o
darauf, daf alle PR die Form Z cpz™ habeu. Fiir einige hiaufig vor-

n=0
kommende Fille kann man die PR- Darstellungen aus folgender Tabelle
entnehmen.

Dabei werden a_, := a_s := 0 gesetzt, so da alle Reihen iiber den
gemeinsamen Bereich von 0 bis unendlich laufen.

Alle Terme werden in einer Summe zusammengefafit. Dabei entsteht ein
[e.]

Ausdruck der Form Y [---]Ja™ = 0.
n=0
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tc\
I
8
QQ:
l
™8

o
y= Z an.’L‘" (n + l)dn+]$n

n=0

(n+ 1)(n+ 2)apyoz™

3
[
[=]
2
I
o

!

o
TY = Zo Qn1T" | Y = i
n=

™8
3

(=)

3

8

8

=
I

8

n(n + 1)a,n+1.’1,‘"'

3
I
o
3
Il
o

o0
22y=Y an_gz™ (2%’ = ¥ (n — Day_ 12" | 2%Y"
n=0

I
8

n(n — ayz™

108

3
|
o
3
I
o

(® Der Ausdruck in den eckigen Klammern muf fiir alle n null sein.
Er wird nach dem hochsten Koeffizienten aufgelost und liefert eine
Rekursionsformel fiir die Koeflizienten der Lésungsreihe.

(@ Die ersten Koeffizienten werden aus den Anfangswerten der Dgl. berechnet:

ap = y(0), a =1y'(0).

Wenn keine Anfangswerte vorgegeben sind, wéhlt man einmal a; = 1,
a; = 0 und einmal ay = 0, a; = 1. Man erhilt damit ein Fundamentalsy-
stem. Die weiteren Koeflizienten lassen sich nacheinander mit der Rekur-
sionsformel bestimmen.

@ Wenn ab einem ny alle a, = 0 sind, bricht die Reihe ab und man erhilt eine
Polynomlésung. Manchmal kann man das Bildungsgesetz fiir die Koeffizi-
enten erraten. In diesem Fall mufl man es durch eine vollstindige Induktion
beweisen. Gelegentlich 148t sich danach die Reihe in geschlossener Form
schreiben, d.h. durch bekannte Funktionen ausdriicken.

Mit dem PR-Ansatz lassen sich auch inhomogene Dgl. I6sen, vgl. Beispiel 8.

Beispiel 5: y=0, y(0)=1,4(0)=1

'
-1 z—1

Da die Koeffizienten aus elementaren Funktionen zusammengesetzt sind und 0
im Definitionsbereich liegt, liandelt es sich um eine reguldre Dgl. Man kann also
mit einem PR-Ansatz die Losung bestimmen.

(D) Wenn mit dem Nenner durchmultipliziert wird, hat man einfache Koeffizi-
enten:

(z-1y" —zy +y=0.

(2 Die Terme fiir die Potenzreihen findet man in der Tabelle:

o0 o0

Z (n+ Day12™ Z(n+1)(n+2 Apyaz™ Zna,,z +Zanz =0,

n=0 n=0

inhomogene
Dgl.
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Zusammenfassen:
[o,o]
3 [n(n + Dangs — (R + 1)(n+ 2)ans2 — naa + anlz” = 0.
n=0
Da der Ausdruck in den eckigen Klammern stets null sein muss, erhélt man
durch Auflésen nach dem hochsten Koeflizienten a2
n(n+ 1apy + (-n+ Da,
(n+1)(n+2)

Qnys = (Rekursionsformel)

ag = y(0) =1, a; = ¥/(0) = 1. Die weiteren Koeflizienten erhilt man, wenn
man in der Rekursionsformel der Reihe nach n =0, n = 1, n = 2 usw. setzt
und die jeweils schon gefundenen Werte einsetzt:

0-1-14(-0+1)-1 1

(n=0) 2= 1(.2 ! 2
1-2-L4(-1+1)-1 1

:1 = 2 = —
(n=1) 4 23 6
_ 2:3-2+(-2+1)-3 1
(n=2) = 3.4 Y

1
Bis jetzt hat man a, = - Das 148t sich auch fiir n = 5 noch nachrechnen.
n!

1
Daher stellt man die Behauptung: A(n) : an = — auf und beweist sie durch

vollstandige Induktion. Beim Induktionsschritt schlieBt man nicht nur von
A(n) auf A(n + 1), sondern benutzt einen SchluBl von A(n) und A(n + 1)
auf A(n + 2).

Induktionsanfang
Wegen der Form des Induktionsschlusses braucht man zwei Startwerte. Da3
sogar A(0) bis A(4) wahr sind, wurde oben nachgerechnet.

Induktionsschritt:

Voraussetzung:
1 1
A(n) und A(n + 1) sind wahr, d.h. a, = — und @n4y = EFSIE
. ! !
Behauptung: an4o = mt2)
Beweis:
. n(n+ Vanp + (—n+ Da, _ nn+ Dy + (-n+ g
2 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
n+(-n+1) 1

nlln+1)(n+2) (n+2)!
Die Losung ist also
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[? verallgemeinerter Potenzreihenansatz

o0
Hier wird eine Lésung der Form )  a,z™"* mit noch zu bestimmenden p gesucht.
n=0

(D Die Dgl. wird in die Form (S) gebracht. Die Zahlen p := p(0) und
g = ¢(0) werden bestimmt. Sind beide Zahlen null und ist zusétzlich
auch ¢ = ¢’(0) = 0, so 1dBt sich die Dgl. in die Form (R) bringen
(reguldre Dgl.) und ein Potenzreihenansatz wie unter 1 verwenden.

Bestimmung der Lésungen p; 2 der Indexgleichung
g ¥ B "

plp—1)+pop+ q =0.

o Ist p; — p» € Z, so erhilt man fiir jedes p; eine Losung der Dgl. Die
beiden Losungen bilden ein Fundamentalsystem.

o Ist py — py € Z, so gibt es ein p;, so daB fiir alle n € N der Aus-
druck n+2p+ pp — 1 # 0 ist. Fiir dieses p; erhdlt man eine Losung
der Dgl. Auch fiir das andere p kann es eine Lésung als verallge-
meinerte PR geben. Im allgemeinen kann man aus der bereits be-

o0

rechneten Lésung y1 = 3 a,z™** eine zweite Losung y, mit einem

n=0
Produktansatz(vgl. 6.6) bestimmen oder mit einem Ansatz

y=) bz +Cy(z)lnz, CeR

n=0

(3 Die Dgl. wird auf eine moglichst einfache Form gebracht. und die ver-
allgemeinerten PR werden eingesetzt. Hiufig gebrauchte Reihen (mit
a_]1 =0a_9 = 0)

o0 o0
y=% anz"*? y'= % (n+p+1)annz™ + pagzf
n= n=0
oo o0
Y=Y ap_1z™** zy' = Y (n+ p)az™t*
"°=°0 n;O
2ty =3 an_oz™t’ ?y'= Y (n+p—1ag13"
n=0 n=0

o0
2y = 3 (n+p+ D)+ p)annz™ + plp — 1agz? ™!
n=

o0
oy’ = Zo(n +p)(n+p—1az™**

n=t
Alle Terme werden in einer Summe zusammengefafit. Dabei entsteht au-
Bo%r eventuell auftretenden Summanden mit 27~! ein Ausdruck der Form

> [--Jarte = 0.

n=0

Index-
gleichung



82 KAPITEL 6. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

(@ Die Summanden mit z°~! miissen wegen der Indexgleichung wegfallen.

Der Ausdruck in den eckigen Klammern mufl fiir alle n null sein.
Er wird nach dem hochsten Koeffizienten aufgelost und liefert eine
Rekursionsformel] fiir die Koeffizienten der Losungsreihe.

(B Der erste Koeffizient aq ist frei wihlbar. Falls ein Anfangswert gegeben
ist, kann ag auch aus diesem berechnet werden. Die weiteren Koeffizienten
lassen sich nacheinander mit der Rekursionsformel bestimmen.

@ Wenn ab einem ngq alle a,, = 0 sind, bricht die Reihe ab und man erhilt eine
Polynomldsung. Manchmal kann man das Bildungsgesetz fiir die Koefhizi-
enten erraten. In diesem Fall muf man es durch eine vollstindige Induktion
beweisen. Gelegentlich 148t sich danach die Reihe in geschlossener Form
schreiben, d.h. durch bekannte Funktionen ausdriicken.

1 1
Beispiel 6: z%y" + 2y’ + (2% — Z)y = 0 (Bessel-Dgl. mit m = 5)

(@ Es handelt sich um eine schwach singulire Dgl., da man sie auf die Form

o

1 1
y"+zv-y'+ o Ay =0

. 1. .
mit p(z) = 1 und ¢(z) = 22 - 1 bringen kann. Damit ist py = 1, p; = 0 und

__1
Qo = 1
1
(2) Die Indexgleichung p(p — 1) + p — % =0 liefert p; = 3 und py = —%.

Wegen p; — ps = 1 € Z bekommt man eventuell nur eine Losung der Dgl.
Deshalb berechnet mann+2p+py—1=n+ 2(:!:%) +1-1=n=x1l Fiir
p= +% ist dieser Ausdruck stets von 0 verschieden.

. 1 . . .
(® In die Form z%" + zy' + (2% — Z)y = 0 werden die Reihen mit p = 3

eingesetzt und zusammengefasst:

S [+ 3)(n = 2)an -+ (n+ D)an + CanJe % =0
Vn - a, Van + @nog — -an =0.
2 Ty 2 27 g

(© Da der Ausdruck in den eckigen Klammern verschwinden mu8, erhilt man
durch Auflésen nach a, fiir n > 0 die Rekursionsformel
-1

an = n(n+ l)an—2
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(B) Wegena_ =0ist firn=0 [..]=0 Man wihlt nunao =1 und erhalt
der Reihe nach
1

(n=1) a, = —§a_1 =0 (a_ ist als O definiert!)
1 1

(=2 m=-y3=y

(n=23) a3 = —3—1—4@ =0 damit werden auch as =a7;=:--=0.
1 1

(n=4) a4=—ﬁaz=a

(6 Durch Induktion erhilt man
1
Qan = (—1)“(_2}1. —+ 1)' und agny = 0.

Eine Losung ist also

= N L — 2n+ sy _ —1)» 2+l _ iz
Y T;J( ) (2n+ 1)!3: \/57;( ) 2n+ D) 1)!1' 7z sinz

Jetzt wird untersucht, ob es fiir p = —% auch noch eine Losung gibt. Dazu geht
es bei(®) wieder los.

® i [(n— l)(n - é)an +(n- l)an +ap—2— lan]x"— =g,
= 2 2 2 4
(® Da der Ausdruck in den eckigen Klammern verschwinden mu8, erhilt man
durch Auflésen nach a,, die Rekursionsformel
-1

-1

(® Jetzt rechnet man wieder wie oben. Zuerst ist ap = 1 und n = 2:

1 1
= 2 = —_-—— — e——
(n=2 2= TT% T T
1
(n=3) a3 = —5 a1
1 1
= 4 = = — = -—
(=4 R T ST
Hier kann man also auch a; frei wiahlen. Da wir nur eine weitere Losung
brauchen, wihlen wir a) = 0. Hatten wir mit p = —% angefangen, kénnten

wir genau wie bei reguliren Dgl. durch Wahlen von ap und a; jeweils als 0
und 1 ein Fundamentalsystem berechnen. Bei dieser Dgl. wiirden wir mit

8
ap = 0 und a; = 1 die oben gefundene Losung y = 22 loch einmal

V3

erhalten.
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(6 Durch Induktion erhilt man

Eine Losung ist also

Y i( n® ! g ! i( n" L 1 cos
= - =—)Y (-1)*——z™ = —cosz.
n=0 (277‘)' \/?E n=0 (277‘)' \/-I_
cosS T

Ein Fundamentalsystem ist damit y; = = .
VT

Alternativ hitte man y» natiirlich auch iiber den Produktansatz aus 6.6 berechnen

kénnen,

Variante:

Der Entwicklungspunkt ist nicht 0, sondern zy. Dann wird iiberall z durch z — z,
o0

ersetzt, d.h. man erhdlt als Losung eine PR der Form Z an(z — o)™ bzw.

n=0
o0

> an(x — 20)"**. Natiirlich muf8 man die Koefizientenfunktionen nun darauf
n=0
untersuchen, ob sie im Punkt z = z analytisch, d.h. in eine PR der Form
(e o]

>~ cn(z — 7)™ entwickelbar sind.

n=0

| Nichtlineare Dgl. |

Auch nichtlineare Dgl. lassen sich mit PR-Ansitzen bearbeiten. Allerdings erhilt
man nur in Ausnahmefillen geschlossene Formeln fiir die Koeffizienten.

Die gegebenen Anfangswerte bestimmen die ersten Glieder der Potenz-
reihe: ap = y(0), a; = y'(0).

Die Dgl wird nach der héchsten Ableitung aufgelost.

Einsetzen der Anfangswerte gibt den Wert der hochsten Ableitung bei 0.
Daraus kann man mit a, = y™(0) die a. bestimmen.

Die Dgl. wird einmal abgeleitet. Dabei mufy die Kettenregel beachtet
werden.

®©@ ® ©®6 0

Weiter mit (3), bis geniigend a, bestimmt sind.
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Beispiel 7: Bestimmen Sie die ersten vier Koeffizienten der PR-Entwicklung
der Losung des AWP ' = %, y(0) = L.

@ Aus y(0) =1 folgt ag = 1.
(@ Die Dgl. ist schon nach der hichsten Ableitung y' aufgeldst.
@) Auswerten der Dgl. fir z = 0: y/(0) = 1> = ¢ (0)=1 = a=1L
(@) Ableiten der Dgl.: y" = 2yy’.
(@) Auswerten: y”(0) = 2y(0)y'(0) =2 = az=1
(@ Ableiten: y" = 2yy" + 2y
@) Auswerten: y"(0) = 2y(0)y"(0) + 2y(0)>’=6 = a3=1
Die Potenzreihenentwicklung der Losung des AWP ist also
y=l+z+2+2°+---

Ein Nachweis, daB alle a, = 1 sind, ist sehr schwierig. Benutzt man aber, dafl

i 1 1
>zt = ] ist, rechnet man leicht nach, daf§ I tatsichlich eine Losung
-z

n=0
des AWP ist.

[ 3. Beispiele

rBeispiel 8: v — 3zy’ + 12y = 24(z + 1), y(0) = 2, ¥'(0) = y"(0) =0

Es handelt sich um eine regulire Dgl, da sie die Form (R) hat.

(@) Zunichst wird eine PR-Darstellung fiir ¢ hergeleitet: durch dreifaches Ab-
g

leiten der Reihe fiir y erhilt man zunéchst Herleitung
- von PR-Dar-
y/// — Z: n(n _ 1)(n _ 2)an:1:"_3. stellungen
n=0

Um eine Reihe mit z" statt "3 zu erhalten, setzt man m := n — 3, also
n = m + 3. Bei den Grenzen der Reihe beachte man, daln=0& m = -3
und n = 00 & m — oo ist.

y" = i n(n —1)(n — 2)az" " = i (m+ 3)(m + 2)(m + 1)am+3z™

n=0 m=-3
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Als letztes bemerkt man, daf$ fiir m = —3, -2, —1 in der Summe eine Null
steht und daher die Reihe ”in Wirklichkeit” bei m = 0 beginnt. Gleichzeitig
benennt man m in n um, da es ja egal ist, mit welchem Symbol man den
Laufindex bezeichnet.

1

NgE

(n+3)(n+2)(n + 1)anssz”

<

0

3
]

(@ Die Reihen werden in die Dgl. eingesetzt:

Y l(n+3)(n+2)(n+ L)ants — 3na, + 12a,)z™ = 24 + 24z.

n=0

(® Koeffizientenvergleich ergibt die Rekursionsformel

24 firn=0,1
(n+3)(n+2)(n+ 1anss — 3na, + 12a, = { 0 sonst
(@ Die Anfangswerte geben ag = y(0) = 2, a; = ¢'(0) = Ound a; = 39"(0) = 0.
Die restlichen Koeflizienten werden aus der Rekursionsformel berechnet:

0) 6:a3—0-0p+12:00=24 =a3=0

(n
n=1) 24-04—-3-01+12-0, =24 = a4=1

(

Zur Berechnung der restlichen Koeffizienten wird die Rekursionsformel nach
an+3 aufgelost:

3n—12

. fir n>2
n+3)n+dmtn " T2

Any3 = (

Da a,43 stets ein Vielfaches von a, ist, folgt: Ist a,, = 0, so ist auch a, 43 =

Ont6 = Gntg = -+ = 0. Damit folgt aus a, = 0 sofort ag = ag = a;; =
--- = 0 und aus a3 = 0 folgt ag = ag = --- = 0. a7 wird wieder mit der
Rekursionsformel bestimmt:
3:-4-12
(=4 or=Fgge=0

Damit sind alle weiteren a,, = 0.

(5 Die Losung des AWP ist y = z* + 2.

2
Beispiel 9: y" — —y = 0, (vgl. Beispiele 1 und 2 in Abschnitt 8)
—_— T

Die Euler-Dgl. ist ein Spezialfall der schwach singuldren Dgl.
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(D Aus der Dgl, die schon in der Form (S) ist, liest man py = 0 und go = —2
ab.

(2@ Die Indexgleichung p(p — 1) — 2 = 0 (das ist genau das charakteristische
Polynom der Dgl!) hat die Losungen p; = ~1 und p; = 2.

Mit p; — ps € Z beginnt man mit dem p, fiir das fiir alle n € N stets
n+2p — 1# 0 ist. Das ist fiir p = 2 der Fall.

3) In die Dgl. der Form

%y’ -2y =0
werden die PR-Darstellungen eingesetzt:
[».¢]
S (n+2)(n+ 1)an — 2a,)z™* = 0.
n=0

@ Aus((n+2)(n+1)-2)a, =0 & (n’+3n)a, =0 & n(n+3)a,=0
folgt, daB8 a,, nur fiir n = 0 von null verschieden sein kann. Damit erhilt
man mit a; = 1 und a,, = 0 fiir n > 0 die Lésung y = z°.

Jetzt kann man noch nachsehen, ob man auch fiir p; = —1 eine Losung bekommt:

(3 Diesmal erhilt man durch Einsetzen der PR-Darstellungen

(1 = D(n — 2)an - 2a,Je™ = 0.
n=0

@ Jetzt folgt
(n-1)(n-2)-2)a,=0 <& ((0?*-3n)a,=0 & n(n—3)a,=0.
Damit kénnen nur ap und a3 von null verschieden sein, und man erhilt

1 2

y=apz" ! +a3z3z7" = apz7! + a3z*.

In dieser Losung ist die oben gefundene also schon enthalten.

Das Beispiel zeigt, daf die Euler-Dgl. zwar vom Typ ”schwachsingulédre Dgl.” ist,
besser aber mit den Verfahren aus Abschnitt 8 bearbeitet wird.

{ Beispiel 10: zy" + (1 - z)y' +y =0, y(0) =1 (Laguerre-Dgl. mit m = 1) |

(D) Es handelt sich um eine schwach singulére Dgl., da sie in der Form

T, x
y+w—2y—0

'U” +
T

mit pg = 1 und g = 0 geschirieben werden kann.
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(@ Aus der Indexgleichung p(p — 1) +1- p+ 0 = 0 erhilt man p; » = 0. Wegen
p1 — p2 = 0 € Z kann man nur eine PR-Losung erwarten, obwohl wegen
p = 0 der PR-Ansatz wie bei reguldren Dgl. benutzt wird.

(® In die urspriingliche Dgl. werden die Reihen eingesetzt:

> nn+ Dansr + (n+ 1anss — nag + aglz™ = 0.

n=0

(@ Auflssen nach a,4; gibt die Rekursionsformel

n—1
Qny1 = (Tl+ l)gam
(5) Wegen y(0) = 1 hat man ao = 1.
(Tl=0) (11:_—(10=>CL]=—1
1
(7’L=1) ag=2a1=>ag=0
Dann folgt a3 = a4 =---=0.
(6) Die Losung ist damit
y=-—-z+1

Beispiel 11: Fiir welche A hat y" — 4zy’ + Ay = 0, ¢'(0) = 0, Polynome als
Losungen?

Zunichst werden fiir diese regulire Dgl. die PR-Darstellungen eingesetzt:

S l(n+1)(n+ 2)ans2 — 4na, + Aan)z” = 0.

n=0
Daraus erhilt man die Rekursionsformel

. _ 4dn — A .
"+ Dn+2)

Wegen a; = 3'(0) = 0 sind damit alle a,, mit ungradem n null. AuBerdem erkennt
man wie in Beispiel 8, dafl die Reihe abbricht, wenn ein a, = 0 ist. Das kann nur
dann der Fall sein, wenn entweder a,_, schon null war oder wenn der Zihler der
Rekursionsformel null wird, also fiir 4n — A = 0.

Man erhilt also Polynome als Losung, wenn A = 4n mit einer geraden Zahl n ist
(da man ja nur fiir gerade n die noch die a, bestimmt), also fiir

A=8m, meN.
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6.11 Lineare Dgl.-Systeme 1. Ordnung

(1. Definitionen |

Die Dgl.-Systeme werden vektoriell geschrieben.

Ein lineares System 1. Ordnung ist lineares
System 1.
7' = A2)7 + b(x). Ordnung

-

A(z) ist eine stetige n x n-Matrixfunktion und b(z) eine stetige Vektorfunktion;
d.h. A ist eine n x n-Matrix und b ist ein Vektor mit n Komponenten, deren
Eintrige auf einem Intervall I stetige Funktionen sind.

Ist l_;(:z:) = 0 bzw. nicht vorhanden, so spricht man von einem homogenen, sonst homogenes
von einem inhomogenen System. Falls die Matrix A nicht von z abhéngt (d.h. A  System

ist konstant), handelt es sich um ein System mit konstanten Koeffizienten. Dieser

Spezialfall wird in Abschnitt 12 behandelt.

Schreibt man das System zeilenweise aus, erhilt man n gekoppelte Dgl. fiir dien  gekoppelte
Funktionen y; bis yn: Dgl.

v = an(@)y + @)y + -+ an(2)yn + bi(z)
vy = aau(@)y1 + an(z)y: + - + a2 (2)yn + ba(z)

Un = ani(T)y1 +an2(T)y2 + -+ + nn(2)yn + bn(2)

Dabei ist
yi(z) a11(z) a1z(z) -+ ain(z) bi(z)
g=|#@|, = |mE) ) e wm@ gy |
yal2) ani(2) an(@) - ann(a) b ()

Fiir die Losungen des homogenen Systems gilt: Es gibt n linear unabhingige
Vektorldsungen 7 bis ¢,. (Achtung! Nicht mit y; bis y, verwechseln!) Diese n
Losungsvektoren schreibt man nebeneinander und fafit sie zur Hauptmatrix oder Hauptmatrix

N

Fundamentalmatrix zusammen: Y = {41 %2 -+ ¥n Fundamental-
l l | matrix
Die Determinante W{(z) := det Y (z) heifit Wronskideterminante und erfiillt Wronskideter-
[W'(z) = spur 4 - W(z) = (a11(2) + a22(z) + -+ - + ann(z)) W(3)| minante

(Als Probe benutzen!) Probe
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Sprechweise: Sind 71 bis ¥, linear unabhingige Losungen des homogenen Sy-
stems, so nennt man sie Fundamentalsystem, Hauptsystem oder Losungsbasis.
Der Grund fiir diese Bezeichnung ist die Tatsache, daf jede Losung des homoge-
nen Systems eine Linearkombination dieser Vektoren ist.

In diesem Abschnitt werden zu besseren Unterscheidung Konstanten Cy, C mit
grofien und Funktionen ¢;(z), é(z) mit kleinen Buchstaben bezeichnet.

Sind #; bis %, Losungen des homogenen Systems, so gilt
Jede Lésung des homogenen System hat die Form
#(z) = Cii(z) + Coffz(z) + - - - + Cufn()

mit Koeffizienten Ci, ..., C, € R bzw. C

(allgemeine Losung der homogenen Dgl)

Jede Losung des homogenen Systems hat die Form §(z) = Y(z)C mit
C € R® bzw C*

Y ist nichtsingulire Losung der Matrixdgl. Y’ = A(z)Y

3

71(z) bis §.(z) sind als Funktionen linear unabhéngig

fiir ein zo € I sind die Vektoren g (zy) bis 7,(zo) linear unabhingig
fiir jedes x € I sind die Vektoren ¢ (z) bis #,(z) linear unabhingig
Die wie oben gebildete Matrix Y ist fiir ein zo € I regulér

Die Matrix Y(z) ist fiir jedes z € I reguldr

Fiir ein zo € I ist W(xo) #0

Fiir jedes z € I ist W(z) #0

O R

| 2. Berechnungj

Il. Umschreiben einer Dgl. auf ein System]

Die lineare Dgl. n-ter Ordnung
Y™ g, @)y™ Y 4 - ag(2)y" + a(2)y + ao(2)y = b(z)

wird in ein System umgeschrieben, indem die Variablen y,; bis y, so definiert

werden: y1 =y, Y2 =¥, y3=¥", ..., yo = ¥»1). Dann gilt
!
vy = Y2
Y = U3

Y, = —ao(T)yr — ar(T)y2 — -+ = ana (T)yn + b(2).
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) y
Y2 Y
In Matrixschreibweise hat man also mit 7= | ¥3 | = g
y'n y(n—l)
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
—ag(z) —ai1(z) —ax(z) —as(z) -+ —Gno b(z)

Beispiel 1: Die Bessel-Dgl z%y" + zy' + (z* — m?)y = 0 soll auf ein System
umgeschrieben werden

. N " 0 1 .,
Mit y; = y und y = ¢’ erhilt man §' = (_(1 — m?,2) _1/z> v

¥ ist genau dann Losung des Systems, wenn i die Form § = (j,) ist und y
Losung der Bessel-Dgl. ist.

|2. Umschreiben eines 2x2-Systems auf Dgl. 2. Ordnungl

Dieses Verfahren heifit auch Entkoppeln. Entkoppeln

(D Das System wird zeilenweise ausgeschrieben. Ab jetzt wird angenommen,
dafl die erste Zeile y, enthilt, sonst vertauscht man die Variablen (vgl.
Beispiel 4).

() Die erste Zeile wird abgeleitet.
(3 Darin wird aus der zweiten Zeile 1}, ersetzt.

Die urspriingliche erste Zeile wird nach y, aufgelost. Damit werden die
in der neuen Gleichung vorkommenden y, ersetzt und man erhilt eine
Dgl. 2. Ordnung fiir y;.

(5) LaBt sich eine Losung y; dieser Dgl. ermitteln, erhilt man durch Ein-
setzen in die erste Zeile des urspriinglichen Systems ein entsprechendes
yo. Der Vektor § = szl ist dann eine Losung des Systems. Aus einem

2

Fundamentalsystem der Dgl. zweiter Ordnung erhilt man ein Funda-
. mentalsystem des Systems.
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/

umgeschrieben werden

2/ 1
Beispiel 2: Das System ¢’ = ( 3 /z éx> 7 soll in eine Dgl. 2. Ordnung

(@ Ausschreiben des Systems:

;o _2 +1
ho= xyl xy2
;o 3
Yo = xyl

(2) Ableiten der ersten Gleichung:
" 2 1 2 1 ’ 1
yl = __yl + _2.y1 + _y2 — _2y2

(3) Aus der zweiten Gleichung wird yj ersetzt:

"—_E’_}__ +_3_ _.i —_E’_}_i —
B = fol zgyl z2yl $2y2 - zyl zgyl

(@) Die erste Gleichung wird nach y, aufgelost:

2
Y2 =z(y; + ;yl) = zy) + 2y1.
Einsetzen und Sortieren gibt eine Euler-Dgl. fiir y;:

2,1

1
P‘W

2 5 1 2 A
Y = —;yi+ il ;yi - @ Ty +3zy; — 331 =0

(5) Die Losung dieser Euler-Dgl. ist y; = Cyz7%+ Cyz. Aus der ersten Zeile des

Systems erhidlt man damit fiir y,:

Y2 = a:yi + 2y1 = IB("BC]IL‘_4 + Cz) + 2(01(IJ_3 + Cgl’) = —Cll‘_s + 30211)

Damit ist die allgemeine Losung des Systems

L Ciz+Coz \ _ z73 T
y= (—Clx‘3 + 302x> =G (—x“‘ +C, 3z

).

Die beiden letzten Vektoren bilden ein Fundamentalsystem: fiir die Wronski-
determinante W(z) der entsprechenden Fundamentalmatrix ¥ mit

-3
Y = ( ’ _3 z) gilt ja W(z) =4z72 #0.

-z 3z

' 1
Hinweis: Dgl.-Systeme der Form §f' = — Ay mit einer konstanten Matrix A sind

. z
das Analogon zu Euler-Dgl. fiir Systeme. Ein Fundamentalsystem 148t sich ent-
weder mit dem Ansatz §¥ = z°7 oder durch die Transformation z = e’ und
anschlieBendem Lsen eines Systems mit konstanten Koeffizienten bestimmen.



6.11. LINEARE DGL.-SYSTEME 1. ORDNUNG 93

3. Inhomogene Systeme

Zur Losung von inhomogenen Systemen bendtigt man ein Fundamentalsystem Y
der homogenen und eine partikulire Losung ¢, der inhomogenen Gleichung. Die
Bestimmung von y, beruht auf der Methode der Variation der Konstanten: Ist
die allgemeine Lésung der homogenen Dgl. durch

17=01171+02ﬁ2+"'+0nﬁn

gegeben, macht man in der inhomogenen Dgl. 7' = A(z)y + b(z) den Ansatz

% = c(z)fr + co(2)a + -+ - + ea(2)¥n = Y (2) ).

Dabei ist &z) = (c1(z),...,ca(z))T der Vektor mit den Komponenten c;(z) bis
cn(z). Einsetzen in die Dgl. ergibt zunichst eine Bestimmungsgleichung fiir ¢’(z):
Z'(z) st Y(z)Z'(z) = b(z). Eine partikulare Losung ist also

7, =Y(z) / Y (2)b(z) dz.

Die Gleichung fiir ¢’ 16st man am besten mit der Cramerschen Regel. Alternativ
kann man natiirlich auch ¢’ als Produkt der Inversen von Y mit &(z) bestimmen:
¢’ = Y1(z)b(z). In der Regel ist das aber aufwendiger. Damit hat man folgenden

Rechenweg:

@ Bestimme &' aus Y (z)&'(z) = b(z).
(2 Integration von &'(z) liefert &(z).
(® Eine partikulire Losung ist 7,(z) = Y (2)&(z).

(@ Die allgemeine Losung der inhomogenen Dgl. ist die Summe der allge-
meinen Losung der homogenen Dgl. und #j,:

T=Thom+ T =Cth+Cota+- -+ Cotn+ 95, Ci€Rbzw C;eC.

Will man ein AWP mit §(zo) = % losen, kann man auch die Formel aus
Punkt 5 benutzen:

-

7(z) = Y (2)Y "L (z0)fo + Y (z) / Y1 (8)b(t) dt.

Hierin sind die "richtigen” Integrationskonstanten schon enthalten.
Beim Rechnen beachte man, daf der Teil Y ~1(zo)yp der Losungsvektor
C des Gleichungssystem Y (z0)C = ¢ und die Vektorfunktion &(t) =
Y~1(£)b(£) Losung von Y (£)&(t) = b(t) ist. Damit lassen sich diese GréBen
mit der Cramerschen Regel bestimmen.

Zur Bestimmung der allgemeinen Losung ist diese Variante weniger ge-
eignet.

Variation der
Konstanten
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-2 1 2
Beispiel 3: §' = ( 3/z (/)z) g+ (32;2)

@D Nach Beispiel 2 ist eine Fundamentalmatrix ¥ = (

=3 T

-3 3z). Mlt b(.’II) =

2 /
( ’ 2) erhilt man &'(z) = (c,l (z)) mit der Cramerschen Regel. Dabei ist
3z ch(z)

die Nennerdeterminante die Wronskideterminante W (z) = 4z72.

z
—Z

22z z73  z?
3z2 3z —z3 3z? 4z-1
Cll(.’E) = T_2— = 0, Cl2(.73) = 4‘7:_.2 = 4‘7:_2 =1I.

(2 Die Integrationskonstanten sind frei wahlbar, also nimmt man beide gleich

null: ¢ (z) =0, c2(z) = %—

. , L 1fz
® 6= (o) + ol = 3 (1)
(@ Die allgemeine Lésung ist

. -3 1 3
7= o (-:E.’II_3> +Cy (32) + 5 (323) , C1,0,€eR

4. Reduktionsverfahren von d’Alembert (klassisch)l

Diese Variante des Reduktionsverfahrens ist nur der Vollstindigkeit halber mit
aufgenommen. Das verallgemeinerte Reduktionsverfahren im nichsten Unterab-
schnitt ist im allg. besser.

Leider gibt es bei n > 2 Gleichungen kein allgemein durchfiihrbares Verfahren zur
Lésung von Dgl.-Systemen mit variablen Koeffizienten . Hat man allerdings (etwa
durch Raten) eine Lésung ermittelt, kann man mit dem d’Alembertschen Reduk-
tionsverfahren das Problem auf die Lsung eines Systems mit n — 1 Gleichungen
zuriickfithren. Insbesondere 148t sich bei einer bekannten Losung ein 2 x 2-System
vollstandig 16sen.

Gegeben sei ein n x n-System §' = A(z)7. Eine bekannte Losung sei w(z) =
(wr(z), ..., wa(z))" mit w,(z) # 0.

Das d’Alembertsche Reduktionsverfahren beruht auf einem Ansatz
0
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® ist eine noch zu bestimmende Funktion.

Man erhilt dann, daf die letzten n — 1 Komponenten von z Losungen eines
(n — 1) x (n — 1)-Systems sind. Zu jedem Z kann man dann ¢ bestimmen.

Wenn die erste Komponente von 1 gleich null ist, kann man entweder das Ver-
fahren entsprechend modifizieren oder die Variablen vertauschen (siehe Beispiel
4).

(D Berechne die Matrix B = (b;;);,j=2,...,n durch
Wi
bij = aij — w—;alj;

d.h. B entsteht aus A, indem fiir i = 2 bis n von der i-ten Zeile von
A wird die mit = multiplizierte 1. Zeile von A abgezogen wird. Dann
w

1
streicht man die erste Zeile und Spalte der urspriinglichen Matrix A.

Bestimme ein Fundamentalsystem 7 bis #,—; des (n—1) x (n—1)-Sytems
#' = B(z)v. Das geschieht eventuell durch eine weitere Reduktion.

Ist ¥ = (v1(%),...,Us_1(z))7 eine Losung dieses Systems, bilde Z(z) =
(0,v1(x),...,v,_1(z)) 7. Zist also ein Vektor mit erster Komponente null,
in dem die restlichen n — 1 Komponenten aus denen von #' bestehen.

Berechne die Hilfsfunktion

1 n
‘I’=/—— a1;2; dz.
W1 =2

1 =

Die Summe ist die erste Komponente des Matrix x Vektor-Produkts von
A und 7.
(@ 7= &0 + 7 ist eine Losung von §' = Af.

(B Wiederhole Schritt(3) und(@ mit jedem Element von # bis #,_;. Die
berechneten Vektorfunktionen bilden zusammen mit @ ein Fundamen-
talsystem zu §' = A7 .

Beispiel 4: Im Intervall |0, #[ ist eine Losung des Systems

cotz 0 0
g7 = 1 cotz 1| i gegeben durch ¥ = (z)
T oz

Bestimmen Sie mit Hilfe des d’ Alembertschen Reduktionsverfah-
rens ein Fundamentalsystem.

Die bekannte Losung i = (2) erfiillt nicht die Bedingung, daf} die erste Kom-

ponente ungleich null sein muB. Daher werden im System die Komponenten ver-



96 KAPITEL 6. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
tauscht. Mit den neuen Variablen u; := y, und uy; := y; lautet das System
ausgeschrieben
Uy = cotzTup
' cotz 1
’U.l = (—1 - ) Ug + —U
z z

In Matrixschreibweise hat man fiir % also

1 _1_cota:
' = A% mit A=(:v T )
0

cotz

und der bekannten Losung @ = (:8)

@

@

@
®

In der Matrix B ist nur by, zu berechnen:

w 0 cotzx
bgg = Q99 — —2(112 =cotz — — (—1 - —) =cotz
w1 z T

Jetzt wird eine Losung zu v’ = Bt gesucht. Da B eine 1 x 1-Matrix ist, ist
die homogene lineare Dgl. 1. Ordnung v{ = cot zv; zu losen. Eine Losung
ist nach Abschnitt 1 v; = exp(f cot zdz) = exp(In|sinz|) = sinz (mit der
iiblichen Argumentation, daf§ mit jeder Losung auch das Negative Losung
ist).

Fiir 7 erhalt man 7 = (0> = ( 0 )
n sinz

1 .
<I’=/—(—1—com:)sina:da:=/(—smx—Coszx) dm=c05z~
T T T z z

Das letzte Integral erhdlt man, wenn man den zweiten Term unter dem
Integralzeichen mit f' = —;71 und g = cosz partiell integriert. Dann hebt

sich der Sinusterm heraus.

P L (:z:) 4 ( .0 ) _ (cgsm)
z 0 sinz sinz

Da es sich um ein 1 x 1-System handelt, besteht ein Fundamentalsystem
auch nur aus einem Element, ndmlich @ = (v;). Damit ist man fertig.

AbschlieBend muf} die Variablenvertauschung riickgingig gemacht werden: Aus
Lo (cos:z: sinz

) ) erhilt man § = ( ) 7 bildet mit der bekannten Losung (0>
sinx cosz z

ein Fundamentalsystem: da8 beides Losungen sind, bestitigt eine Probe (oder
die Tatsache, daf korrekt gerechnet wurde), die lineare Unabhingigkeit folgt aus
W(z) = zsinz # 0 auf |0, n[.
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5. Verallgemeinertes Reduktionsverfahren von d’Alembert

Das auf Seite 94 beschriebene Reduktionsverfahren hat zwei Nachteile: zum
einen muss man eine Losung vorgegeben haben, die in der ersten Komponente
von Null verschieden ist, zum anderen hat man keinen Vorteil davon, wenn man
schon mehr als eine Losung des Dgl.-Systems kennt. Beide Nachteile vermeidet
das nachfolgend beschriebene verallgemeinerte Reduktionsverfahren. Das oben
beschriebene Verfahren ist der Spezialfall, daf die Matrix H in der ersten Spalte
den Vektor w(z) und fiir k£ > 2 in der k-ten Spalte den k-ten Einheitsvektor €
enthalt.

Gegeben sei ein n x n-System g’ = A(z)y, wobei bereits k linear unabhéngige
Losungen hy(z) bis hg(z) bekannt seien.

(D Bilde die Matrix
H(z) = (Hy, Hy) = (R, -+ b, Rar, B),

so dass H reguldr ist.

d.h. die ersten k Spalten von H (die Teilmatrix H) bestehen aus den
schon bekannten Losungen, und die restlichen n — k Spalten (die Teilma-
trix H,) werden so gewihlt, dal H regulér ist. Dabei nimmt man natiirlich
moglichst einfache Vektoren Ri41 bis B, eventuell Koordinateneinheitsvek-
toren.

(2 Bilde die Matrix

B=H'YAH, - H}) = ( g‘ )
2

B, ist eine Matrix mit n — k Spalten und & Zeilen, und B, ist eine
(n ~ k) x (n — k)-Matrix.

@ Bestimme eine Fundamentalmatrix C, des reduzierten Systems
Z' = By(1)Z.

Das ist ein (n — k) x (n — k)-System. Im Fall £ = n — 1 ist es einfach eine
homogene lineare Dgl.

(@ Bilde die Matrix Cy(z) = [ Bi(z)Cs(z) dz. Das bedeutet, dafl man in jeder
Komponente des Matrizenprodukts irgendeine Stammfunktion nimmt.

() Die Spalten von HC = H (gl) sind weitere n — k£ linear unabhéingige
2

Losungen von §' = A(z)¥, die zusammen mit hy bis A, ein Fundamental-
system bilden.
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Beispiel 5: Beispiel 4 von Seite 95 im Intervall |0, 7[:

cotzx 0 . 0
§' = 1 cotz 1], bekannte Losung: hi(z) = (z) .
Tz

(D Wishle H = (2 (1)) Die bekannte Losung hy wurde also durch hy = (é)

zu einer invertierbaren Matrix erginzt.

@ Mit H? =—1z-(_0z _01) = <

0 1 COt T — 1 COt T
= z ) cotz | = 7z 12
1 0 T T cotz

. -1 cotzx
Es ist also B, = cotz und B; = — —
x

z2
(® Wie auf S. 96 im Schritt(2) erhilt man Cy(z) = sinz.

1 cot z) . coS T
sin z dz

@ Wie in Schritt@) ist Ci(z) = / <__ — :

z

CoS T :
@ HC = 01 z =[50 T) ist damit eine weitere Losung des Dgl.-
z 0/ \sing cos

Systems.

Man erkennt, dass das die gleichen Rechnungen wie auf Seite 95f sind, das Ver-
fahren ist aber iibersichtlicher.

6. Anfangswertprobleme|

Anfangs -

wert-  Ein Anfangswertproblem besteht aus einer Dgl. und Anfangswerten:
probleme,

AWP 7' = A@)7+b(z), F(z0) = fo.

Zur Losung gibt es drei Moglichkeiten:
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1. Moglichkeit In der allgemeinen Losung werden die Konstanten C bis C,,
so bestimmt, daf§ die Anfangsbedingung erfiillt ist. Dabei ist die Ldsung eines
eindeutig l6sbaren n x n-Gleichungssystems zu bestimmen.

2. Mbglichkeit Man bestimmt eine Fundamentalmatrix Y. Dann ist die ein-
deutige Losung des AWP gegeben durch (vgl. 3.)

i@) = Y@Y @i+ Y() [ Y05 d
~Y(2) (y—l(zo)go + / :Y—l(t)i;(t) dt).

Der zweite Term ist diejenige partikuldre Losung, die fiir £ = z null wird. Das
ist i.a. etwas aufwendiger als die erste Moglichkeit.

3. Mglichkeit Bei konstanten Koeffizienten und AW bei 0 148t sich das
AWP eventuell ohne Bestimmung einer allgemeinen Losung mit der Laplace-
Transformation (Kapitel 8) behandeln.

Beispiel 6: Gesucht ist die Losung der Dgl. aus Beispiel 3 mit (1) = (Z)

1. Moglichkeit Werden in die allgemeine Losung

o z3 z 1/ z3
g=0C (—z“’) +Cr (3z> + 2 (3z3>

die Anfangswerte z = 1 und § = (Z) eingesetzt, erhilt man

alb)rel) ()= (@)

Das gibt fiir C} und C; das Gleichungssystem

a(h)rs)= ()

Die Losung ist C) = % und C, = 1. Die Lésung des AWP ist also

(e (2 L[ [ e
V=5 -z 3z 2\3z%) T \—1hz 3 +3z+ 3k )"

-3

2. Méglichkeit Mit Y{z) = _zz—s 3z bestimmt man zunichst Y ~1(1)7, als
L 5 = _ 2\ . 11y 5 _(C1) .
osung C von Y(1)C = 4l Mit Y (1) = 1 3 erhilt man C' = C mit
- 2

1 3
Clzﬁundszé-
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Um den Integranden ¢”(t) zu bestimmen, beachtet man, daf} es sich um die Losung

der Gleichung Y (¢)¢'(t) = b(_;f) handelt. Wie in Beispiel 3 ist ¢’(¢) = (2)

Die Losung des AWP ist damit
= (2 2)(() ()9
(2 2) () ()
- (55 &) (ete)
-(

15273 + T + /528
1pz7% 4 3z + 3foz®

3. Beispiele|

1 -—-sinz+cosz sinz + cosx sinz — cosz
T T T
Beispiel 7: §' = -1 0 1 7
1—sinz + cosz T+sinz+cosz sinz —cosz
T T T
T
Tip: ¥ = | 0| ist Losung.
T

Da eine Losung bekannt ist, 148t sich das Reduktionsverfahren von d’Alembert
verwenden.

@ Mit w; = z, wy = 0 und w3 = z berechnet man B als B = (_01 é)

@ Nach Abschnitt 12 oder Beispiel 8 ist ein Fundamentalsystem dieses Systems

. . N sinz\ COST
mit konstanten Koeffizienten 7, = , Uy = . .
CoS T —sinz

Cos T

0
@ Aus 7, erhilt man 2} = (sinz) und

1 —sin’z —sinzcosz +sinz cosz — cos®z -1 1
q)l = - T —.
T
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@
1 (% 0 1
f1=—10|+|sinz | = sinz .
T\z cos T 1+ cosz

0
@ Aus ¥ erhilt man zp = ( cos T ) und

—sinzx
1 —sinzcosz —cos’z —sin?z +sinzcosz -1 1
Py = [ — dr = [ —dz = —.
T 2

@
1(* 0 1
fo=—{0|+]| cosz | = cosz |.
x . .
T —sinx 1—sinzx

z 1 1
(5) Eine Fundamentalmatrix ist also Y = | 0 sinz cosz .
z l+4+cosz 1-—sinz

Wenn man das im verallgemeinerten Reduktionsverfahren aufschreibt, macht man
dieselben Rechnungen mit Matrizen. H, besteht aus dem zweiten und dritten
Einheitsvektor.

z 00 L oo
@O Mit H= [0 1 0| erhdlt man H=' = | 0 1 0} (nach dem Gauf-
z 01 -1 0 1

Verfahren subtrahiert man die erste Zeile von der letzten und dividiert dann
die erste durch z).

sinz +cosx sinz —cosz

2 2
@ B=H"'(AH, - H;) = 5 7
-1 0

3 Mit B, = (_01 (1)) ist eine Fundamentalmatrix zu Z' = B(z)Z durch

sinz cosz
Cs = - gegeben.
cosx —sinz

Cl(x)zf(_sm:v-i-cos:v sm:v—cos:v) (sm:v cosz ) iz

2 2 cosr —sinz

J(F #)e==( 2)
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@ Schliesslich erhilt man genau wie oben zwei weitere linear unabhéngige
Losungen als Spalten von

soo (Lt 1 1 1
HC=10120 sir:?z co:'csz = sinz CoS T
z 01 cosz sinz l+cosz 1-—sinz

rdl

Y

durch Umschreiben auf eine Dgl. zweiter Ordnung.

-

y

Beispiel 8: Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem zu

(50)

Dieses System hat die Form, die durch Umschreiben einer Dgl. zweiter Ordnung
entsteht : in allen Zeilen aufler der letzten (das ist hier nur die erste) steht nur
eine 1 hinter der Hauptdiagonalen (siehe Punkt 1). Mit ag = 1 und a; = 0 erhilt
man die Dgl. zweiter Ordnung y" + y = 0.

Ein Fundamentalsystem wird nach Abschnitt 7 durch sin z, cosz gegeben.

Y

1A B

Der Vektors ¢ im System hat die Form § = wobei y die Funktion aus der

Dgl. zweiter Ordnung ist. Damit erhélt man ein Fundamentalsystem des Systems,
indem man fiir y = sinz und y = cos z den Vektor § bildet:

L, _{(sinz Lo
u cosz)’ R

cos T
—sinz /"

0
m2 /z -
nung umgeschrieben werden.

Beispiel 9: Das System ¢’ = (

1
ém> #7 soll in eine Dgl. zweiter Ord-

! 1

(@ Ausschreiben y,l - 5}3
= (F—2)n

1 1
. . "
(2 Ableiten: y! ket Ey'z

2
(® Einsetzen: y

1 1
. @ Aus A= ~;y{ folgt

"o
Y =

1 m
—gut (F - D
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Nach Multiplikation mit z? ergibt sich fiir y = y; eine Bessel-Dgl:
oty + zy + (22 - mPy =0.

Der Unterschied zu Beispiel 1 ist, daf§ dort die Umschreibung mittels y; = v,
y2 = y' geschah, hier ist es y; = y, y2 = z¥'.

Beispiel 10: Gesucht ist eine Fundamentalmatrix zu

2y 22 1
g=[0 -1 17
0 0 Y

Dieses Dgl.-System ist 16sbar, weil die letzte Zeile nur y3 enthélt. Nach der Bestim-
mung von y3 1aBt sich aus der zweiten Zeile y, bestimmen, wobei das gefundene y3
als Inhomogenitét eingeht. Zum Schluf} bleibt noch eine Dgl. fiir eine unbekannte
Funktion y;.

: 1
(1) Wird die dritte Zeile ausgeschrieben, lautet sie yj = S Nach 6.1 ist
Yz = 0321. l

. . . 1 .
@ Die zweite Zeile lautet ausgeschrieben y, = —y, + ;ya = —ys + C;. Die
Losung dieser linearen inhomogenen Dgl. (mit konstanten Koeffizienten) ist

Ya = 6'26_:E + C3.
(3 Ausschreiben der ersten Zeile:
2 2 s
yi=>su+ 'y tys = i+ 1?(Coe™® + C3) + Caz.

Diese inhomogene Dgl. wird nach Abschnitt 1 gelést: y, = z? (Spezialfall
2), fiir y, erhdlt man

Yp = mZ/z'z (azz(Cze"" +C3) + C3:L') dz = —Cyz?e™ 4+ C3(z® + 2° In|z|)

und damit »
y = C1z? = Cozle™ + Cs(z® + 22In lz]).

(@ Die allgemeine Losung ist also

0 Ciz? — Coz?e® + Cs3(z® + 22 In|z|)
Y | = Cze" + C3

Ys Csz

z? —zle™® —z3 + 2% In|z|
Ci| 0| +C e " + Cs 1 .
0 0 T

I

7
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Eine Fundamentalmatrix ist

2?2 —z%® 23+ 2%In|z|
Y(zy=]0 e* 1 .

0 0 T

Beispiel 11: Gesucht ist die Losung des AWP ¢’ = A7 + b, 7(0) = fjo mit

-3 9\ - 9 . 0
A=(_4 g>,b=e’(4> undy0:(1>.

3z
Eine Losung der homogenen Gleichung ist @ = (gzh).

Obwohl in Abschnitt 12 effektivere Verfahren zur Lésung von Dgl.-Systemem mit
konstanten Koeffizienten sind, wird hier das Reduktionsverfahren von d’Alembert
verwendet.

@ Die Matrix B besteht nur aus einer Zahl by = 9 — ;9 =3.

(2 Eine Losung von v’ = 3v ist v = €32, also #(z) = (€3%).

® Damit ist Z(z) = (egz> und

1
2(0) = [ 9 e ds= [3dr =30

Eine zweite Losung des Systems ist

- 3631‘ 0 _ 3z gI
7= (3] + () = (002
3 9z

. .. e
Eine Fundamentalmatrix ist alsoY = e ( 9 6141

) und man kann die Lésung

der inhomogenen Gleichung berechnen.
@ Bestimmung der Losung &’ des Gleichungssystems (1. Moglichkeit)

3ed® 9zeds 9e®
4e*

2e3* (6 + 1)e>*
mit W(z) = detY(z) = €5*(18z + 3 — 18z) = 3¢5 erhilt man mit der
Cramerschen Regel

54z + 9 — 36z)el® _
G = ¢ 36 )7 _ (6o +3)e7
12 — 18)e™ _
A(z) = % = =2
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@ ale)=-3(z+1)e™, op(z) = e, also &(z) = e ("3271‘" 3).

® s=verm == (3 o5,) (7)== (3)

(@ Die allgemeine Losung ist damit

- 3z 3 3z 9z T -9
7= Cle <2 + Cse 6z + 1 +e _5]

(5) Setzt man 2o = 0 und 4 ein, erhilt man

(1)-()+e()+ ()

mit der Lésung C) = 3, C, = 0. Die Losung des AWP ist also
3 -9 9e3% — Qe?
o 3z T _
g=a () +e () - (66 5)

Beispiel 12: Beispiel 4 auf Seite 45 ohne ,scharfes Nachdenken®.

1

y" —cotzy’" —y +cotzy =0 (%)
die Losungen y; = e® und y, = e~* sind bekannt.

Die Dgl. 3. Ordnung wird in ein 3 x 3-System 1. Ordnung umgeschrieben:

y 0 1 0
Mit = | ¢ | gilt: y 16st (%) & @ 16st @' = A€ mit A= 0 0 1
y" —cotz 1 cotz

.Wegen des Aufbaus von @ = (y,¥’,%")" haben die bekannten Losungen die Form

eI e—I
hi(z) = (e) und hy(z) = (—e"’).
eI e—I

eI

e® 1
(@) Wihle H = (Hy, Hy) = (e” —e~® o).
e e 0
0
(@ Esist B= H'(AH, — H}))=H™! 0 ) Da B eine Matrix mit einer
(— cotzx
Spalte ist, kann man B = b als Vektor auffassen. Statt H zu invertieren,
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benutzt man die Tatsache, dass B = b = H'(AH, — H}) die Losung der
Gleichung Hb = AH, — H) ist. Wir berechnen diese mit Hilfe der Cramer-
schen Regel: im Gleichungssystem

e e 1 0
e —e* 0 0
e e* 0|—cotzx

ist die Determinante D = 2, und damit folgt fiir die Komponenten von
b= (b, b2, b3)"

0 e® 1
1 1
by = 2 0 —e 0= _Ee‘z cotz
~cotz e* 0
.
by = 5 e? 0 0= —5(3z cot z und
e® —cotz 0
' R
by = ) e —e* 0 = cotz
e* e —cotz
e [0 _ (—he "otz
Damit ist B, = b3 = cotz und By = <b2) - ( — Y€ cotz )

(3 Jetzt wird das reduzierte System z’ = By(z)7 gel6st: eine Losung von
z' =cotzz ist z = sinz. Es ist also Cy(z) = sinz.

—lhe Teotz

(@ Esist C’l(x)z/Bl(a:)Cg(x) dm:/(—l/gezcot:c) sinz dz

1 (e'z cosx) 1 (e"‘(sinw — cos z)
= —— d.'L' = — =

2 e®cosT 4 \ €*(sinz + cosz)
(5 Die dritte Losung des Systems ist
ec e 1 ~1fge~*(sinz — cosz 1 [ sinz
HC=|¢e —e* 0 —1se®(sinz + cosz) | = 5| cosz
e e* 0 sinz —sinz
Ein drittes Element eines Fundamentalsystems der Ausgangsdifferentialgleichung

ist die erste Komponente y der gerade gefundenen Losung @: y = 1/ sinz oder
y =sinz.
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6.12 Systeme mit konstanten Koeflizienten

|1. Definitionen |

Ist in einem n x n-Dgl.-System

die Matrix A konstant, hat man ein System mit konstanten Koeffizienten. Ist A
eine reelle Matrix ,d.h. sind die Eintriige in A reell, spricht man von einem reellen
System. reelles System

Dieser Spezialfall der in Abschnitt 11 beschriebenen Dgl.-Systeme ist vollstindig
l6sbar.

[ 2. Berechnung

IBestimmung eines Fundamentalsystems‘

Grundregel: Grundregel

Ist A Eigenwert von A und & Eigenvektor zu ), so ist = ¢**# eine Losung.
Ist A k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so gehéren zu A auch
k l.u. Losungen.

Eine Kurzzusammenfassung zu Eigenwerte und -vektoren ist auf Seite 114.
Dabei konnen zwei Schwierigkeiten auftreten:

1. A hat komplexe Eigenwerte. komplexe
Eigenwerte

Ist A eine nichtreelle Matrix, so rechnet man einfach nach der ”Grundregel”
weiter, da man dann ja ohnehin nur komplexe Losungen erwarten kann.

Ist A reell, so ist mit jeder nichtreellen Zahl A auch X Eigenwert. Sind also A und
‘A jeweils k-fache Eigenwerte, geht man so vor:

(D Bestimme zu A gehorende Lu. Losungen ¢ () bis 7i(z) des Systems.

@ Bilde zu jedem §;(z) die Funktionen Re#;(z) und Im §7;(z). Hilfmittel ist
dabei die Eulerformel

eletid)2 — ¢92(cos by + i sin bz).

3 Die so entstandenen 2k Funktionen sind zu den beiden Eigenwerten A
und A gehorende lL.u. Losungen.
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2. )\ ist k-fache Nullstelle, es gibt aber nur m; < k linear unabhingige
Eigenvektoren zu A.

Hier gibt es zwei verschiedene Strategien:

Ergdnzungs- |1. Erginzungsmethode
methode

(D Bilde die Matrix B := A — \E, E ist die n x n-Einheitsmatrix.

(@) Die Losungen von BZ = 0 sind genau die Eigenvektoren. Da es m; linear
unabhingige (L.u.) Eigenvektoren gibt, hat B den Rang n — my, d.h. es
gibt n — m; Lu. Zeilen (oder Spalten) in B. Da es zu jedem Eigenwert
einen Eigenvektor geben muf, ist sicher m; > 1.

Nach der Grundregel sind mit den Eigenvektoren ¥, bis ¥, die Funk-

tionen #1(z) = €**1; bis Fim, (z) = € Tim, Losungen des Systems.

Bilde die Matrix B? und bestimme diejenigen Losungen U1 bis Tom, von
B3 =0, die nicht bereits Lésungen von B = 0 sind.

Da jede Losung von BT = 0 auch B2% = 0 erfiillt, bedeutet das, daf man
eine Basis des Losungsraums von Bi = 0 zu einer von B2Z = 0 erginzt.

Dabei gilt sicher my < my, d.h. es kommen héchstens soviele l.u. Losun-
gen dazu, wie im ersten Schritt gefunden wurden.

(®) Hat man in Schritt (4) m, Vektoren ¥ bis @m, gefunden, so sind
die Funktionen 1721 = 6'\1 ('1721 +z B’l_)‘gl) bis :ljznn = €>‘z ('172,-”2 +z B’l_)‘g,m)
Losungen des Systems.

Ist m; +mg = k, so sind k Losungen gefunden und man ist fertig. Sonst
wird das Verfahren aus Schritt (4) und () wiederholt:

Man bildet B® und sucht mj3 l.u. Losungen i3 bis ¥3y, von B3E = 0, die
nicht schon B%Z = 0 losen. Es ist mz < ma.

2
. ” " - X . .
Losungen sind dann §f3 = e (’031 + z By + 5 B2v31> bis

72
- Az | = - 2 .
Pamg = € | Uamg + T Blam, + B Tamg |- Ist my + ma + mg = k, ist

man fertig, sonst geht es mit der nichsten Stufe weiter.

Im m-ten Schritt erhilt man Losungen der Form

zm—l

Jmj = e (’t_)'mj + 2 B + B2va et (m,—__fj—! B™ lva>
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Der Name des Verfahrens stammt aus Schritt (4), wo eine Basis des Lésungsraums
von B*# = 0 zu einer Basis des Losungsraums von B**'Z = 0 erginzt wird.
Rechentips dazu finden sich im Anschlu8 zu Beispiel 5.

[2. Hau-Ruck-Methode|

(D Bilde die Matrix B := A — AE, E ist die n x n-Einheitsmatrix.

(2 Bilde solange Potenzen von B, bis der Rang von B* n — k ist, d.h. bis
das Gleichungssystem B*Z = ( k linear unabhiingige Losungen hat. Das
ist nach spatestens k — 1 Schritten der Fall, da fiir j < ky der Rang von
Bit! stets um mindestens 1 kleiner als der von B/ ist.

(3) Bestimme eine Basis #; bis 7 des Losungsraums von B*Z = (.

(@ Ein System von zum k-fachen Eigenwert A gehorenden Losungen ist fiir
i=1...k

~ Az | = g .’1}2 22 zko ' ko—1-
. = . . . can - 0 .
yy=¢e Uj +$B?1+ B B’Z}]+ +(k‘o 1)'B vy ).

Da man keine Basisergiinzung vornehmen mu8, ist die Hau-Ruck-Methode schnel-
ler, liefert aber nicht so ”schéne” Losungen wie die Erginzungsmethode, da i.allg.
alle Losungen Polynomanteile haben, auch die nach der Grundregel existierenden
Losungen einfacher Bauart. Natiirlich lassen sich die Losungen nach beiden Me-
thoden durch Linearkombination ineinander iiberfiihren. Das ist allerdings i.allg.
rechnerisch aufwendig.

Fiir die wichtigsten Fille sind in den folgenden zwei Ubersichten die Rechenme-
thoden zusammengestellt.

Ubersicht: reelle Systeme mit n = 2

A1 # Az, beide reell nach Grundregel
A1 = Mg, zwel Lu. EV | nach Grundregel

A1 = Ay, ein Lu. EV | Eine Losung nach Grundregel

Eine zweite erhilt man aus der Ergénzungsregel: min-
destens einer der Einheitsvektoren &) oder €5 ist kein
EV, z.B. &. Dann ist e’(&) + z Bé)) eine zweite
Losung.

A=A Eine komplexe Losung nach Grundregel, dann wie in
Al €R Punkt 1 in Real- und Imaginérteil trennen.

3

Hau-Ruck-
Methode

2 x 2-Matrizen
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Ubersicht: reelle Systeme mit n =3
3 x 3-Matrizen

A1, Az, As nach Grundregel

verschieden reell

AL = Ay # A3, nach Grundregel

zwei EV zu A;

AL = Ay # A, Zu \;2 und A3 wird je eine Losung nach der Grund-
ein EV zu A5 regel bestimmt, eine zweite Losung zu A; » nach dem

Erginzungs- oder Hau-Ruck-Verfahren fiir ky, = 2.

A o= A, A2 € R, | Nach Grundregel zu Az relle und zu A; komplexe
A ER Losung bestimmen. (Trick in Beisp. 9 beachten!) Aus
dieser durch Trennen in Real- und Imaginérteil zwei
relle Losungen erzeugen.

Al = A = Az, nach Grundregel

drei L.u. EV

AL = A = Az, Entweder

zwei L.u. EV nach Grundregel zwei Losungen bestimmen. Fiir die

dritte Ergidnzungsverfahren mit m = 2, einer der drei
Einheitsvektoren ist kein EV.

Oder

Hau-Ruck-Verfahren mit kg = 2, als #, bis 73 die
Einheitsvektoren wahlen.

AL = A = Az, Entweder

ein Lu. EV eine Losung nach Grundregel und zwei Schritte
Ergidnzungsverfahren.
Oder

Hau-Ruck-Verfahren mit ko = 3 und als ¢ bis v3 die
Einheitsvektoren wéhlen.

e a3 =2Y
Beispiel 1: _<_1 2)y.

Das charakteristische Polynon ist p(\) = A\? — 5\ + 4, die Eigenwerte sind \; = 1
und A; = 4. Eigenvektoren dazu sind ¢) = G) und ¥ = (_
Fundamentalsystem

1
' 1 -2
- __ T - _ 4z
f1=e¢€ (1> und yr=e€ (1)

cocqo. w3 2.
Beispiel 2: §' = (_2 _1) 7.

2). Damit ist ein

Das charakteristische Polynom ist p(\) = A?—2)+1, die Eigenwerte sind \; » = 1.
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Einziger l.u. Eigenvektor ist ¢} = (_11> Wegen B = (_22 _22

man kann nach der Ergidnzungsmethode einen beliebigen Nicht-Eigenvektor neh-

ist B2 = 0 und

-

men, z.B. Uy =€) = . Eine Losung des Systems ist nach der Grundregel 7; =

1

0
1 . ., S, _, 1 2 142

e® (_1>, eine andere ; = €*([Uy + £B0,] = €* [(0) +z (_zﬂ =e® ( _+2xa:>

s v 3 2Y .
Beispiel 3: §' = (_2 1) 7.

Das charakteristische Polynom p()\) = A? — 4\ + 7 hat die Nullstellen \,, =

2 +i/3.

. B . (1-4v3 2 .
@ Bilde B=A- (2+iV3)E = ( 91— Z\/g) Da die Zeilen linear

abhingig sind (1. miissen sie es sein, weil wir richtig gerechnet haben und
es einen EV geben muf}, 2. kann man mal die zweite Zeile mit 1 — i3
multiplizieren, 3. ist die Determinante der Matrix B null), kann man die

. . . R I -2 .
zweite weglassen. Eine Losung von BZ = 0 ist v = (1 — \/§> Damit

. . . 2 (2+iVE)z —2
erhilt man eine komplexe Losung § = e (1 _ \/3—)>

(@ Zerlegung in Real- und Imaginirteil:

- (2+i\/§)z _2 — 2z . . —2
) e (1—1\/5) e?*(cos v/3z + i sin v/3z) (l—i\/?_>>

o2 —~2cosV3z + et —2sin+/3z
cos v3z + v/3sin 3z —v3cos 3z +sinv/3z /) °

(3 Ein reelles Fundamentalsystem ist also

oo g2 —2cos/3z
o= cosv/3z + v/3sin 3z

und

(3}

-._
9y =

2z —2sin/3z
—v/3cos 3z +sinv3z ]

Inhomogene Systeme und AWPI

Bei kleinen Systemen und Inhomogenitit mit bekannter Laplacetransformierten
kann man eventuell die Lésung des System mit der Laplacetransformation be-
rechnen, vgl. Kapitel 8.

Laplace-
transformatior
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Ist die Inhomogenitét eine Summe, gilt wieder das Uberlagerungsprinzip s. S. 41.
Fiir AWP gilt das in Abschnitt 11 gesagte.

Ist die Inhomogenitiit aus Polynomen, trigonometrischen und Exponentialfunktio-
nen zusammengesetzt, kann eine partikulire Losung mit einem Ansatz bestimmt
werden. Das geschieht analog zu den in 6.7 (Methode 1) beschriebenen Verfahren.

Ein Unterschied ergibt sich lediglich bei Resonanz: im Gegensatz zu den Methoden
fiir lineare Dgl. hoherer Ordnung darf man hier nicht alle Glieder mit niedrigem
Exponenten weglassen.

Bei Resonanz sind daher Anséitze wegen der Vielzahl der Unbekannten nicht sehr
geeignet.

Beispiel 4: 7'~ %, % )7+ (*47)

eI

Die Eigenwerte sind (vgl. Beispiel 2) A\; = X; = 1, fiir den e®-Teil liegt also
Resonanz mit dem Resonanzfaktor k = 2 vor (vgl. 6.7). Damit macht man fiir
eine partikulire Losung den Ansatz

7, =sinz @+ cosz b+ e*[z?¢+ zd + €]

Bei diesen Ansitzen ist es wichtig, solange wie moglich vektoriell zu rechnen, da
man bei einer Aufspaltung in Komponenten keine Strukturen erkennen kann.

Natiirlich rechnet man nach dem Uberlagerungsprinzip und bestimmt zunichst
eine Losung ¢, = sinzd + cosz b fiir die rechte Seite sinz@ mit & = (3)

Einsetzen in die Dgl. ergibt
cosz @ — sinz b = sinz Ad + cosz Ab + sin z 7.

Durch Vergleich der Sinus- und Cosinusteile erhilt man zwei vektorielle Gleichun-
gen: . . . .
AZ+b+7=0 und Ab-ad=0.

Die zweite Gleichung bedeutet @ = Ab und wird in die erste eingesetat:

A%+b+7=0 <& (A2+E)b=-7.

Mit A? = (_54 _43 und A2+ FE = (_64 _42 ist die Lésung dieses Gleichungs-
systems b= (_12> & wird dann aus @ = Ab als @ = (_01> berechnet.

Eine erste partikuldre Lésung ist also

2 _ging -1 + cosz 1Y [—sinz+cosz
Yo = 0 -2/ —2cosz :
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Ganz dhnlich rechnet man fiir e*# mit ¥ = ((1]) mit dem Ansatz

T2 = %[z T+ zd + é).
Einsetzen gibt
e’ + od + &+ 228 + d) = e*Al?C+ zd + &) + €°7.

Sortieren nach Potenzen von z gibt drei Gleichungen:

g = AZ - (A-E)@ = 0
d+2¢ = Ad (A—E)d = 2¢
e+d = Ae+7 (A—E)¢ = d-7

Die erste Gleichung sagt aus, daf} ¢ ein Eigenvektor zu A = 1 sein muf. ¢ muf

also die Form ¢ = o (_11> haben.

Schreibt man die zweite Gleichung in Matrixform, erh8lt man

(% 2] %)

Die Zeilen sind linear abhéngig. Wenn d= (31> eine Losung ist, mufl a = d; +d;
2
sein.

Da bisher ni_‘chts iiber d vorausgesetzt ist, ist die dritte Gleichung leicht ldsbar:
man wihlt d = ¥ und kann dann €= 0 nehmen. Mit d; = 0 und d; = 1 hat man
o =1 und eine Ldsung ist

L P . 1 0 - z?
Jp2=€"[z’C+ad+E]=¢ [xz (_1)+x(1)]=e (_$2+$>.

Eine partikuldre Losung des Systems ist dann g, = §p1 + Fpa-

Selbstverstindlich kann man auch mit der Variation der Konstanten rechnen:
. e e*(1+ 2x)
mitY = < .
—e —2ze
Losung Y(z) Y} (z)e*v dz als

7a(z) = € 1 142z /e‘z -2z —-1-2z o 0 dr
Yp2\Z) = -1 -2 1 1 1
_ a1 142 / -1-2)
= -1 -2 1 x
(1 1+2z\[-z—2* e z?
€1 -2 T - —zl4z)

bekommt man z.B. fiir den e*-Teil eine partikulére
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|Erinnerung: Eigenwerte und Eigenvektorenl

A sei eine (reelle odder komplexe) n x n-Matrix. Eine Zahl A € C heifit Eigenwert

(EW) von A, falls es einen (eventuell komplexen) Vektor Z # 0 gibt mit AZ = A\Z.
Z heifit dann Eigenvektor (EV) zum EW A

Das charakteristische Polynom p(A) ist erklirt als p(\) = det(4 — AE), wobei
E die n x n-Einheitsmatrix ist. Die Nullstellen von p sind gerade die Eigenwerte
der Matrix.

Zur Kontrolle kann man benutzen: p hat immer die Form
() = (=1)"\" + (=1)*'spur AX""! + - + det A |

Die Spur einer Matrix A (spur A) ist die Summe der Elemente auf der Hauptdia-
gonalen.

Fiir n = 2 und n = 3 ist das ausgeschrieben:
lp(/\)z/\z—spurA-/\+detA (n=2)l

[P() ==X +spurd - N —cd +det A (n=3)]

a b ¢ o
coistfir A= |d e f | definiert als ¢y = ‘

a ¢

+ .
g 7

+

b
. d e

g hj

Wichtige Eigenschaften:
o Es gibt (mit Vielfachheit gezihlt) genau n Nullstellen von p.

¢ die algebraische Vielfachheit o(A) des EW ) gibt an, wie oft A als Nullstelle
von p vorkommt.

¢ Die geometrische Vielfachheit v¥()\) des EW X gibt an, wieviele L.u. EV es
zum EW A gibt. v(A) ist also die Dimension des Eigenraums zu .

o Statt algebraischer oder geometrischer Vielfachheit sind auch die Ausdriicke
Ordnung und Vielfachheit gebrauchlich.

¢ Zu jedem EW gibt es mindestens einen und héchstens soviele L.u. EW, wie
die algebraische Vielfachheit betrigt. (1 < v(\) < o(A))

o Ist A eine reelle Matrix, ist mit jedem komplexen EW X auch die konjugiert
komplexe Zahl X EW, und zwar mit denselben algebraischen und geometri-
schen Vielfachheiten.

e Ist A eine reelle Matrix und 7 (komplexer) EV zum komplexen EW 1}, so
ist der komplex konjugierte Vektor £ EV zu X.

o Ist A symmetrisch (A = A7) oder hermitesch (4 = A*, A ist gleich der
transponierten Matrix, die zusétzlich komplex konjugiert wurde), so gilt
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i) A hat nur reelle EW.

ii) Die algebraische und geometrische Vielfachheit ist stets gleich. Das
bedeutet, daB es eine Basis aus EV gibt.

iii) EV zu veschiedenen EW stehen senkrecht aufeinander.

Berechnun

(@) Aufstellen des charakteristischen Polynoms p(}).
(2) Bestimmung der EW als Nullstellen von p.

(3 Zu jedem EW X werden die EV als Losungen der homogenen Gleichung
(A — AE)Z = 0 bestimmt. (GauBverfahren!)

Probe

|Ma.n rechnet fiir jeden EW A und EV ¢ die Gleichung A#' = A7 nach.

L3. Beispiele’

In jedem der drei folgenden Beispiele gilt: das charakteristische Polynom ist
p(A) = (A—2)(A—1)3und ¥ = (1,0,1,0)" Eigenvektor zu A = 2. Damit hat man
immer die Lésung 7 = €*%(1,0,1,0)7 und es bleibt die Aufgabe, drei zu A = 1
gehorende Losungen zu bestimmen.

Bei diesen Beispielen haben die bei Ergdnzungs- und Hau-Ruck-Methode be-
rechneten Lésungen dieselbe Form. Das ist Zufall und durch die Einfachheit der
Beispiele bedingt. z.B. kann man im dritten Schritt der Hau-Ruck-Berechnung
in Beispiel 5 auch 9, = (1,1,1,1)7, % = (1,1,0,1)T und #; = (0,1, 1,0) wihlen
und erhalt Losungen anderer Gestalt.

1
o . ~, Lo 0
Beispiel 5: §' = Ay mit A = 1

e i ™ N ]
—

o O = O

-1

0 0
0 0
1 0

O O

0
Esist B=(A—E) = _11
-1 01 1

Zeilen sind offenbar linear unabhingig) gibt es nur einen l.u. Eigenvektor, z.B.

7 = (0,1,0,0)T. Das bedeutet, daB m; = 1 ist.

). Da B den Rang 3 hat (die ersten drei
)
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Um die zwei noch zu A = 1 gehorenden Losungen zu bestimmen, werden beide
Verfahren durchgerechnet:

| Hau-Ruck-Methode|

(@ B ist schon oben berechnet.

(2 Da der Rang vom B* bei jeder Potenz um mindestens eins fallen muf§ und
andererseits wegen m3 < my < m; auch nur um héchstens eins fallen kann,
muf ky = 3 sein. Die Berechnung der Potenzen von B bestétigt das:

1 00 -1 100 -1

2 -1 01 1 3_ |0 00 0
B® = 1 00 -1 hat Rang 2, B° = 100 —1 hat Rang 1.

0 00 O 000 O

(3 Eine Basis des Losungsraums von B3¢ = 0 ist &, = (1,0,0,1)7, @ =
(0,1,0,0)T und 7 = (0,0, 1,0)T.

(49 Drei weitere Losungen des Dgl.-Systems, die mit der schon gefundenen
Losung zu A = 2 ein Fundamentalsystem bilden, werden berechnet als
7 = e*[7 + zB7 + 14 22 B23):

[ /1 0 0\ ] 1
. _ |0 1, =220 _ .|z
Yy = e 0 +z 0 +7 0 =e ol

L\1 0 0/ ] 1

/0 0 0\ 0
P o ,=2(0]| _ .1
Ya = € 0 +z 0 +-2— 0 =€ ol

L \0 0 0/ ] 0

[ /0 1 0\ T
L g 0 0 72 |1 oz 1/2:122
Y3 = e 1 +z 0 +? 0 =e 1

L\0 1 0/] T

l Ergéanzungsmethode

(@D B ist oben schon berechnet.

(@ Da der Rang von B drei ist, gibt es nur einen l.u. Eigenvektor, nimlich
_1_)‘11 = (0, 1, 0, O)T

(® Damit ist 7}, = €*); eine Losung.
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@ B? ist oben berechnet worden. Wegen m; = 1 und my < m; kann mq nur
eins sein. Eine zu 7y; Lu. Losung von B%7 = 0 ist o = (1,0,0,1)7.

() Damit ist 7 = €*[Ua +zBvx] = €*[(1,0,0, 1)T+2z(0,1,0,0,)7] eine zweite
Lgsung.

(6) Da bisher nur zwei Losungen gefunden worden sind, geht es mit Schritt @
weiter.

(@ B3 ist oben berechnet. Losungen von B3 = () sind alle Vektoren mit gleicher
erster und vierter Komponente. Eine zu den bereits gefundenen Vektoren
l.u. Losung ist @5, = (0,0,1,0)7.

(®) Eine dritte Losung ist damit 73 = e*[031 +z 51+ Y2 z°03 ] = €7[(0,0, 1, 0)T+
£(1,0,0,1)7 + 1£2*(0,1,0,0)7).

Bei der Basiserginzung in (4) kann man folgendes Hilfsmittel verwenden: sucht
man z.B. eine Lésung von B3 =0, die die bekannte Basis #y;, 75 von B%7 = 0
zu einer von B37 = 0 erginzt, so gibt es zwei Moglichkeiten:

o Entweder berechnet man irgendeine Basis von B3 = 0 und nimmt daraus
einen zu den bereits gefundenen Vektoren l.u. Vektor dazu.

e Oder: es ist immer méglich, den noch fehlenden Vektor senkrecht zu den
bereits bestimmten zu wahlen. Damit nimmt man zu den Gleichungen von
B33 = 0 noch die beiden Gleichungen #;,% = 0 und 7% = 0 hinzu. Im
Gleichungssystem sieht das so aus, da§ man die Matrix B* unten um die

100 -1

000 O B3
beiden transponierten von #y; und ¥ erginzt: 100 -1

000 O

010 0| «]

100 1) «7;

Natiirlich kann man jetzt bei GauBlalgorithmus die zweite, dritte und vierte
Zeile weglassen und man erhilt durch Addition der ersten zur letzten Zeile
sofort, daB eine Losung (0,0,1,0)7 ist

1 01 0
.. 0 10 0
72— A mi -
Beispiel 6: §' = Aymit A= | 4 ;
-1 01 2
0 01 0
. 0 00 O . a .
Esist B=A—-F = 1 00 -1 Da die erste Zeile die Summe von dritter
-1 01 1
und vierte Zeile ist, hat B den Rang zwei und es gibt zwei L.u. EV zu A = 1.

Tips zur
Basiser-
ganzung
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|Hau-Ruck-Methode |

(@ B ist bereits berechnet. Wegen m; = 2 kann nur m, = 1 gelten (wegen
my+my =k < 3und 1 < my < my). Es reicht also, B% zu berechnen:

100 -1
B? = (1) g g _01 . Eine Basis von B27 = ( ist # = (1,0,0,1)7, @ =
000 O
(0,1,0,0)T und @ = (0,0, 1,0)T. Damit berechnet man mit § = e*[#’+z.B7)
die Lésungen
(/1 0\ 1
P B 0t _ .10
Y1 = € 0 +z 0 =e ol
L\1 0/ ] 1
[/0 0\ 0
I i I oty _ 21
Y2 = € 0 +z 0 =e Ak
L \O 0/ | 0
(/0 1\] z
L 2 |fo0 0y _ 2|0
Y3 = € 1 +z 0 =e 1
1 \0 1/ ] z
| Ergidnzungsmethode

(D B ist oben berechnet.
@ 1 =(0,1,0,0)T und %5 = (1,0,0,1)T sind EV zu A = 1.
@ Damit sind §; = 01 und §2 = €0, Losungen des Dgl.-System.

(® Da zum dreifachen EW X = 1 auch drei Lésungen gehoren, bleibt eine dritte
zu bestimmen.

Mit dem im Anschluff an das vorherige Beispiel beschriebene Verfahren
erginzt man B? um die Zeilen (0,1,0,0) und (1,0,0,1) und findet @; =
(0,0,1,0)7 als von #); und %5 l.u. Lésung von B27 = 0.

Daf} 2 diese Eigenschaft hat, kann man aber auch direkt aus B? erkennen.
(B Eine dritte Losung ist damit

¥ = €°[(0,0,1,0)" +(1,0,0,1)T} = *(2,0,1,2)
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200 -1
010 O
e T as oA
Beispiel 7: 7' = Af mit A = 101 -1
000 1
100 -1
. . . 000 O . .
Die Matrix B=A - E ist B = 100 -1 . Da B den Rang eins hat, gibt
000 O

es drei Lu. EV, z.B. &} = (1,0,0,1)7, % = (0,1,0,0)T und @ = (0,0,1,0). Drei
Lésungen, die die bekannte zu A = 2 zu einem Fundamentalsystem ergénzen, sind
also

x

1
o 0 S oz
1= € 0]’ 2= €
1

-]
O - OO

0
1
0 b
0

010
Beispiel 8: 7'=[0 0 1]|§

100

Bemerkung: Dieses Dgl.-System kommt von der Dgl. dritter Ordnung 3" —y = 0,
vgl. Abschnitt 11. Damit i3t sich alternativ ein Fundamentalsystem bestimmen.

Das charakteristische Polynom ist p(\) = det(A — AE) = —\% + 1. Eine geratene
Nullstelle ist A; = 1, die beiden anderen ermittelt man nach Polynomdivision mit
der p-g-Formel als Ap3 = 1(—14 v/31).

Ein Eigenvektor zu \; = 1 ist & = (1,1,1)7, eine Losung des Systems ist also
nach der Grundregel 7; = €*(1,1,1)7.

Zu X, = (=14 v/31) bildet man
11 -+v3i) 1 0
A-E= 0 11 -+v3i) 1
1 0 11 -+3i)

Benutzt man nun die Tatsache, daf3 %(1 ++/31) der Kehrwert von %(1 —/31) ist,
so kann man

o die dritte Zeile nach oben nehmen
e die zweite mit (1 + +/3¢) multiplizieren

e in die dritte Zeile die erste minus (1 — v/31) mal die dritte schreiben.
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1 0 14(1—+/34)
Das Gleichungssystem hat dann die Form (0 1 A1+ ﬁz))
0 1 14(14+/34)
Yo(=1+ V31)
Damit ist ¥ = (1/2(—1 - \/ﬁi))Eigenvektor z2u Ay = 1(=1+V/31).
1

Bei komplexen Eigenwerten gibt es eine alternative Methode fiir 3 x 3- Matrizen,
wichtiger die bei der Bestimmung der Eigenvektoren schneller ist:

Trick  Ein EV zum EW ) ist eine nichttriviale Lbsung ¥ der Gleichung (A — A\E)¥ =
Das bedeutet, daB das Skalarprodukt von ¥ mit den Zeilenvektoren von B
A — AFE null ist.

Daher erhilt man einen Eigenvektor zu A als Kreuzprodukt der Zeilenvektoren
von A — AE:

15(1 — v/31) 0 1
) = ( 1 ) X (1/2(1—\/51')) = (1/2(—1+\/§i))
0 1 (=1 — /313)

_ und das ist das /(-1 - V/31i)-fache des vorherberechneten Vektors.

Falls das Kreuzprodukt der Nullvektor ist, nimmt man ein anderes Paar von Zei-
lenvektoren. Falls alle Kreuzprodukte null sind, hat B nur eine linear unabhingige
Zeile und es gibt zwel EV zum EW A. Dieser Fall tritt bei reellen 3 x 3-Matrizen
und komplexen EW nicht auf.

0.

1

Zur Berechnung einer komplexén Losung geht man vom doppelten des Vektors

¥, aus:
7 ¢ A-1+iV3) ( - z\é__) =e” 7 (cos ?m +isin —\é—?_)x) (—1 i_ :ﬁ)
2 ’ 2
——cos?z—\/ﬁsin ?z —sin§$+\/?_>cos @z
= e | —cos ?m + /3sin %x +ie” " | —sin ?m — V/3cos ?m
2cos ?z 2sin ?m

72 + i¥3

Die beiden berechneten Funktionen y; und %3 bilden zusammen mit der oben
berechneten Funktion 7, ein Fundamentalsystem.



Kapitel 7

Funktionentheorie

In diesem Ka.pitel geht es meistens um Funktionen, die auf einem Gebiet G C C
definiert sind und komplexe Werte annehmen. Nach Lust, Laune und Bedarf wird
C mit R? identifiziert, einer komplexen Zahl 2 = z + iy entspricht dann der Punkt
(z,y) € R%

7.1 Holomorphe und harmonische Funktionen

[1. Definitionen|

Eine Funktion v : G C R® — R ist harmonisch, falls v partiell nach allen Varia-
blen zweimal differenzierbar ist und die Summe aller zweifachen partiellen Ablei-
tungen nach einer Variablen gleich null ist, d.h.

ot 9?
Ay = (a—ﬁ-k-a?%%-----i-w)u—o

n

Eine auf G C R? oder G C C definierte reelle Funktion u ist also harmonisch,
falls

u  Ou
Ox? + oy?
Ist f eine Funktion, die auf G C C definiert ist und die komplexe Werte annimmt,
so schreibt man

Au = 0.

f(z) = f(z+1iy) = u(z,y) +iv(z,y).

u und v sind dabei reellwertige Funktionen und heifien Real- bzw. Imaginérteil
von f.
f(z) — f(20)

f heifit in z, € G komplex differenzierbar, wenn f'(2) := lim —————* exi-
z—2zq 2 — ZO

stiert.

121

harmonisch

Real- und
Imaginarteil

f'(20)
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A e . o 0 ..
0,0 Dies ist gleichbedeutend mit 0f = g f = 0. Dabei ist
1fo .0 = 1[0 7]
3—§<a—z—za—y> und 3—2(6 +zay)

Viel wichtiger ist der Begriff der Holomorphie, der gleichbedeutend mit komplexer
Differenzierbarkeit in einem Gebiet G ist:

holomorph  f = u + 3v ist holomorph in G.

f&) = =)

= fI(ZO)a
d.h. f ist in jedem Punkt 20 G G komplex differenzierbar.

& Fiir alle zg € G existiert hm

& f ist in jedem Punkt zp € G unendlich oft komplex differenzierbar.

< y und v sind als Funktionen von z und y differenzierbar und in G gelten
C.-R.-Dgl. die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen (C.-R.-Dgl.):

Ug = Uy und Uy = V.

& fist in G reell diff'bar und 9f = 0.

[0
& fist in jedem Punkt 2 von G in eine konvergente Potenzreihe Y a,(z—2)"

n=0
entwickelbar.

Auf sternférmigen bzw. einfach zusammenhingenden Gebieten ist dies aufierdem
dquivalent zu

< f hat eine Stammfunktion, d.h. es gibt eine Funktion F' mit F'(z) = f(z).
& f ist stetig und fiir jede in G verlaufende stiickweise glatte geschlossene

Kurve C ist ]i‘f(z) dz=0.

& /c' f(2) dz hingt nur von Anfangs- und Endpunkt einer stiickweise glatten
Kurve C und nicht von deren Verlauf ab.

Andere Sprechweisen fiir “holomorph” sind ” analytisch”, "reguldr analytisch”
und "reguldr”.

Beispiele Holomorph sind z.B. alle Polynome und gebrochen rationalen Funktionen in z,
holomorpher Potenzreihen, die bekannten elementaren Funktionen wie sin z, cos 2, e* und dar-
Funktionen aus zusammengesetzte in ihrem Definitionsbereich. (vgl. Abschnitt 2)
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Nicht holomorph (obwohl fast iiberall reell differenzierbar) sind z.B. Re(z), Im(z)

(Real- und Imaginarteil), |2|, Z = z — iy.

Ist f = u+ iv eine holomorphe Funktion, so sind « und v harmonisch. Bezeich-

nung: ¢ und v nennt man konjugiert harmonische Funktionen.

| 2. Berechnung]

Holomorphie

Die Rechenregeln fiir komplexe Differentiation sind genau dieselben wie im Re-
ellen: Summen-, Produkt,- Quotienten- und Kettenregel konnen wértlich tiber-
nommen werden, bei der Berechnung von Limiten von Quotienten holomorpher
Funktionen kann die Regel von ’'Hospital angewendet werden.

. o . . . .
Ist f=u+4iv,s0istf =0f =u;+ v, = Uy — tuy = vy + iV, = vy — fuy,.

Ist f durch eine Potenzreihe dargestellt, so erhdlt man f’ durch gliedweises Ab-

leiten:

o

> enlz—20)"
n=0

o [> o]

D onea(z = 20)" 1 =Y (n+ 1)cnti(z — 20)"
n=1 n=0

nn—1)--(n—k+1)cp(z ~ 2)"*

M8 1M

S
Il
=)

n+ k)! n
( 5 )cnﬂ(z—zo)

M3

S
Il
<)

m+k)n+k—=1)---(n+ Depgr(z — 20)"

Beispiel 1: Die Reihe der zweiten Ableitung von ze?.

Die Potenzreihe von f(z) = ze® erhilt man aus der e*-Reihe:

x _n ) Zn+1 o0 2"

ZGZZZZZ—=ZT=ZI'(”1—_—1—)—E

n=0 """ n=0 - n=

Beispiele nicht
holomorpher
Funktionen

konjugiert
harmonisch

Rechenregeln



u harmonisch?

Bestimmung
einer
konjugiert
harmonischen
Funktion
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1
Es ist also ¢cg = 0 und ¢, = m fiir n > 0. Bei der Reihe der Ableitung
kommt ¢y nicht mehr vor.
oo [o o] 0
an o (n+2)! n_ e (n+2)! 2" e nt2
(2¢9) _.,; nl 2 —7;) nl (n—1+2) _7;) nl

| Harmonische Funktionen |

Um nachzuweisen, daf} eine gegebene zweimal stetig differenzierbare Funktion u
harmonisch ist, rechnet man entweder Au = 0 nach oder identifiziert u als Real-
oder Imaginérteil einer holomorphen Funktion. Niitzliche Formel zur Berechnung
der zweiten Ableitungen:

[(f9)" = f"g+2f'g + f9".|

Ist u eine harmonische Funktion, so 148t sich auf geeigneten Gebieten G eine
holomorphe Funktion f bestimmen, so da8 f = u + v ist:

(D v bestimmt man aus den C.-R.-Dgl. v, = —u,, v, = u, mit den Metho-
den zur Bestimmung eines Potentials im R?, vgl. Kapitel 4.8.

@) f = u+ iv liegt dann bis auf eine rein imaginire Konstante (aus iv) fest.
Diese wird gegebenenfalls bestimmt.

(3) f wird als Funktion in z geschrieben, indem sooft wie méglich z + iy zu z
zusammengefafit wird.

Notfalls ersetzt man z = 1(z + ) und y = 5:(z — z) und fafit zusammen.
Alle Z miissen herausfallen.

Ist der Iimaginirteil v gegeben, so geht man analog vor.

Eine holomorphe Funktion ist also durch Real- oder Imagindrteil bis auf eine
Konstante festgelegt.

Beispiel 2: Zeigen Sie, daf u(z, y) = z2 — y? harmonisch ist, und bestimmen
Sie eine zu u konjugiert harmonische Funktion v und » + iv.

Aus ug, = 2 und uyy = -2 folgt uz, + uy, = 0. Damit ist 4 harmonisch.

@ Aus u; = 2z und u, = 2y folgt v, = ~u, = 2y, v, = u; = 2z. Daraus
folgt v(z,y) = 22y + C (Hinguckmethode aus 4.8), man kann also etwa
v = 2zy wihlen.

@ Esist f =2%—y2+2izy.
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(3 Entweder erkennt man f(z) = (z + iy)* oder man hat

fz) = —(z+2)2—%4(2—2)2+%(z+2)(z—2) = ST = 2

3. Beispiele]

r Beispiel 3: Ist u(z,y) = e siny harmonisch?

Nachzurechnen ist ug; + uy, = 0. Das folgt direkt aus

Ugr = €°8INY , Uy = —e®siny.

Beispiel 4: Eine holomorphe Funktion f mit Realteil u(z,y) = e®*siny und
f(0) = 0 soll bestimmt werden.

@ Der Imaginirteil v von f wird aus den C.-R.-Dgl. u; = vy, uy = —v, be-

stimmt: mit
uy = e*siny und uy = e’ cosy

muf fiir v gelten

vz = —uy = —e*cosy ,also v(z,y) = —ecosy + C(y).

Aus vy, = u, folgt
vy = €e*siny + C'(y) Ly, =e%siny

und damit C'(y) =0, also C(y) = C, C € R. Es ist also

v(z,y) = —e*cosy+C und f(z) = u(z,y) +iv(z,y) = e*siny —ie® cosy+iC.
(@ Aus f(0) =0 folgt C =1 und f(z) = e*(siny — i cosy) + i.

(® Um f als Funktion von z zu schreiben, benutzt man e* = cosw + % sin w:

f(z) = €°(siny—icosy)+i=—ie®(cosy+isiny)+1
= —ie®eV +1i=—ie"V +i=i(l—¢").

Beispiel 5: Untersuchen Sie die Funktion
f(2) = f(z + iy) = sinz siny — i cosz cosy auf Holomorphie.

Es ist
u(z,y) =sinz siny, wu; =cosz siny, wu, =sinz cosy,

v(z,y) = —cosx cosy, vy =cosT siny, vy =sinZT cosy.
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Die erste C.-R.-Dgl. u; = vy ist iiberall in C erfiillt, die zweite uy = ~v, gilt
aber nur fiir sinz cosy = 0. Das gilt auf dem Gitter mit z = kw, ¥ € Z und
y = (n+1/2)w, n € Z. Da kein Teil dieser Menge offen ist (es ist ja kein noch so
kleiner Kreis in den Gitterlinien enthalten), ist f nirgends holomorph.

Beispiel 6: Untersuchen Sie die Funktion f(z) = E-ZI; auf Holomorphie.
1. Méglichkeit: Wegen |2|? = 27 ist f(2) = zif = % f ist als gebrochen
rationale Funktion in z iiberall dort holomorph, wo f definiert ist, d.h. in C\{0}.

Bemerkung: f ist in der gegebenen Form keine Zusammensetzung holomorpher
Funktionen, da weder g(z) = Z noch h(z) = |z fiir sich holomorph sind.

2. Méglichkeit: Mit Z = z — iy wird f in Real- und Imaginirteil zerlegt:

T —1y T ] ,
= = + =u+i
f@) =5 T2 ot mgyr 0T
. _ z Y
mit u(:z:,y) = m und 'U(il),y) = m

u und v sind in C\{0} definiert. Die Uberpriifung auf Holomorphie erfolgt durch
Nachrechnen der C.-R.-Dgl.:

" ?+yt-z-2z y*-2?
z (z2 + y2)2 - (z? + y2)?
o = @Yty y-zt
v (2?2 + y2)? (2 +y2)? 7
—2zy
Ly, = W02 2oy u,

(@2 +19)? (22 +y?)
Die C.-R.-Dgl. sind also in C\{0} erfiillt, und f ist dort holomorph.

3. Méglichkeit: Beim Nachrechnen von 8f = 0 werden die C.-R.-Dgl. zusam-
mengefafit:

e _ mZ—@y _1(06 .0\ z-iy

of = ax2+y2_2(6x z6y> z? +y?
1 z2+y2—(z—iy)-%+i—i(z2+y2)-($—iy)-2y
= 3 (2% + 42)? (2% + y2)?

1y — 2% +2izy + 22 —y® — 2izy _

2 (.’122 +y2)2 0.
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7.2 Elementare Funktionen in C

|1. + 2. Definitionen und Berechnung|

| 1. Die Exponentialfunktion|

Die (komplexe) Exponentialfunktion wird als e* oder exp(z) geschrieben.

Fiir komplexe z gilt die Eulerformel:

e’ = et = e*(cosy + isiny).

Insbesondere ist

e = (-1} und e*" =1, keZ

Die Exponenten kmi bzw. 2kt sind gleichzeitig die einzigen komplexen Zahlen,
fiir die die Exponentialfunktion die Werte 1 bzw. 1 annimmt.

Genau wie im Reellen ist

1 -
‘e’ = e*Y, —=¢* und €& #0.
e

| 2. Der Logarithmus]

Zur Unterscheidung mit dem natiirlichen Logarithmus einer reellen Zahl wird die
Schreibweise log z verwendet. Alternativen: In z oder Log z.

Hat die komplexe Zahl z # 0 die Darstellung z = re* mit ¢ €]—x, 7] und r € R¥,
50 ist

log,z=Inr+i¢p+2kni, kE€Z (k-ter Zweig des Logarithmus)

Fiir k¥ = 0 ergibt sich der Hauptzweig des Logarithmus log z := log, z, der fiir
positive reelle Zahlen mit dem natiirlichen Logarithmus iibereinstimmt.

Merkregel: Man schreibt z = re* und logarithmiert einfach nach den iiblichen
Regeln: . ‘
log z = log(re*¥) = logr + loge* = logr + igp.

Zusammenhang mit der Exponentialfunktion

Da die Exponentialfunktion auf C nicht mehr injektiv ist, gilt

f=w & z=logw+2kmi, kecZ.

z

exp z

log z

Hauptzweig



allgemeine
Potenz w*

sin z, cos z,
sinh z, cosh z
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logexp(z) = z + 2kmi, k€ Z exp(log z) = z.

3. Allgemeine Potenz ]

Fiir z,w € C ist

wF = ezlogw'

Unter dem Hauptzweig dieser Funktion versteht man denjenigen, in dem beim
Logarithmus der Hauptzweig genommen wird.

|4. Trigonometrische und Hyperbelfunktionen

Die trigonometrischen und Hyperbelfunktionen lassen sich iiber die Exponential-
funktion definieren. Die Potenzreihendarstellungen im Formelteil in Teil 1 dieses
Buches gelten auch in C.

—lZ)

(e* +e7%)

sinz = ( —iZ) cosz=

1
2

(e*—€e™*) coshz=

le

(e”
1 1
sinhz = 3 5

Zusammenhang zwischen trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen:

siniz=1sinhz sinhiz=1isinz
cosiz = coshz  coshiz =cosz

Die Additionstheoreme von sin und cos gelten auch fiir komplexe Argumente:

sin(z + iy) = sinz cosiy + cos z sin iy = sinz coshy + ¢ cos z sinh y
cos(z + iy) = cosz costy — sinzsin iy = cosz coshy — isinzsinhy

l Beispiel 1: Alle komplexen Nullstellen von sin z

Beide folgenden Rechnungen gehen von der Definition aus:

sinz=0 & 5:(6“ —eT) =0 & eP-eP=0 & =1
i
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1. Méglichkeit: Benutzung des komplexen Logarithmus.

Auf beiden Seiten wird der Logarithmus genommen. Dabei muf} 2k7i, k € Z
addiert werden, s.o.

& 2iz=04+2kmi & z=km

Der Sinus hat also auch in C nur die reellen Nullstellen z = k7, k € Z.

2. Méglichkeit: Benutzung der Eulerformel.

Diesmal werden die Eigenschaften der reellen Sinus- und Cosinusfunktionen be-
nutzt. Mit z = a + ib geht es weiter:

& el =] o et & e ®(cos2a+isin2a) = 1.
Vergleich der Real- und Imaginirteile gibt die beiden Gleichungen
e ®cos2a =1 und e *sin2a =0.

Da a und b reelle Zahlen sind, lassen sich die bekannten Informationen iiber die
reellen Sinus- und Cosinusfunktionen benutzen.

Die zweite Gleichung ergibt sin2a = 0 & a = k7 mit k € Z. Fiir diese Werte
von a hat der Cosinus die Werte 1. Der Wert —1 ist in der ersten Gleichung
unméoglich, da dann die linke Seite wegen e® > 0 negativ und die rechte positiv
ist. Damit kommen nur die Werte von a in Frage, in denen cos2a = 1 ist, also
2a = 2km < a = kn. Den Wert von b erhilt man schliellich durch Einsetzen der
Werte fiir a aus e -1 =1als b= 0.

Wie oben sind damit a + ib = kr + 0i = kn, k € Z, die komplexen Nullstellen
des Sinus .

[3. Beispiele

243 4—i)z

und el in Real- und Imaginérteil.

Beispiel 2: Man zerlege e

e?t3 = ¢2(cos 3 + isin 3),

Re 2% = ¢2c0s 3

Im e**% = ¢%sin 3
el4=92 = ¢4-iz — ¢4%(co5(—z) + isin(—z)) = e'*(cosz — isinz).
Re el'=9% = % cos

Im 9% = —e**sin z.
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I Beispiel 3: sin(7 + 1) —I

sin(m + 4) = sin7 cosi + cos 7 sini = sinw cosh 1+ cosn -4 sinh 1 = —isinh 1.

[ Beispiel 4: Berechnen Sie logi und log(1 + 1) ’

i und 1 + ¢ werden in Polarkoordinaten geschrieben:
i=1e"2  1+4i=2"",

Damit ist
logi = in/2 + 2kmi = (2k + 1/2)xi,

und log(l +1) = In V2 +in/4 + 2kmi = In V2 + (2k + 1/4)mi, k€ Z.

Beispiel 5: Berechnen Sie i und (i + 1)i~1.

Mit Beispiel 2 ist

it = exp(i logi) = exp(ii (2k + 1/2)7) = e~ (2k+1/D7

der Wert im Hauptzweig ist e/,

(G + 1)1 = exp((i—1)log(i + 1)) = exp((i — 1)(In V2 + (2k + 1/4)mi))
= exp(—Inv2 — (2k + 1/4)7 +i(In V2 — (2k + 1/4)7))
e~ V2—(2k+1/4) x

x (cos(In V2 — (2k + 1/4)7) + isin(In V2 — (2k + 1/4)7))

- %e‘(zk“/“)"(cos(ln VZ = 1/4) +isin(n V2 — 7/4)).

1
Der Wert im Hauptzweig ist ﬁe""/“(cos(ln V2 — n/4) + isin(In V2 — 7/4)).

Beispiel 6: Die komplexen Nullstellen von sinh 2 ]

Wegen Beispiel 2 und sinhz = siniz gilt sinhz =0 & siniz=0& iz = kr &
z = —kmi. Die Nullstellen des Sinus hyperbolicus liegen also auf der imaginéren
Achse und sind die ganzzahligen Vielfachen von i7.
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7.3 Mobiustransformationen

[1. Definitionen|

Die Riemannsche Zahlenkugel stellt die Punkte der abgeschlossemren komplexen

Ebene C = CU {0} da.
N

Die Riemannsche Zahlenku-
gel steht auf der komplexen
Ebene C. Der Siidpol S liegt
im Nullpunkt.

Einem Punkt z € C wird der
Durchstoflpunkt ¢ der Ver-
bindungsstrecke vom Nordpol
N mit z auf der Kugelober-
fliche zugeordnet. Dem Nord-
pol N entspricht der Punkt
00.

Dann entsprechen den Kreisen in C Kreise auf der Zahlenkugel, die nicht durch
den Nordpol N gehen. Den Geraden in C entsprechen die Kreise durch N.

Eine Mébiustransformation (oder lineare Transformation) ist eine Abbildung von
C in sich der Form

w=f(z)=%g, a,b,c,d € C mit ad — bc £ 0.

Ab jetzt wird statt Mobiustransformation MT benutzt. Es gilt:

e Jede MT liaBt sich aus den drei Grundtypen zusammensetzen:

— 2+ z+ a Verschiebung um a € C.
— z +— az Drehstreckung mit dem Winkel arga und dem Faktor |a.

1
-z p Inversion, Kehrwertbildung.

Eine MT ist eine bijektive Abbildung von € nach C .

e Eine MT fiihrt Geraden und Kreise in Geraden und Kreise iiber.
e Einer MT entspricht eine Drehung der Riemannschen Zahlenkugel.
¢ Die Hintereinanderausfiihrung von MT ist eine MT.

e Die Inverse einer MT ist eine MT.

a, b, c und d sind durch die MT nur bis auf einen gemeinsamen Faktor bestimmt.

az+b . . . . Do .
zZ heifit normiert, wenn ad — bc = 1 ist. Dann liegen die vier Zahlen bis

auf einen (gemeinsamen) Faktor +1 fest.

Riemannsche
Zahlenkugel

M©obiustrans-
formation
lineare Trans-
formation

MT
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2. Berechnung

az+b
cz+d

1. Normierung von z —

Normierung

(@) Berechne e = ad — bc und bestimme eine komplexe Wurzel f von e, d.h
eine Zahl f mit f2 =e.

a b _d az+b az+ b
Mit o' = 2, 0 = 2. ¢ == S und & := < st = it
®@ Mit a , , C un f is porar Rl
a'd — ¥ = 1. Das bedeutet, dafl man in der Ausgangsform durch f kiirzt.

13
Beispiel 1: Normierung von z + %

@D Bsiste=ad—bc=1-(1-3i)—1-(1—14)=—2i. Wihle f =1 —i.

1

= A
@) Eine normierte Form ist -1~ 1-% 1= e 2 _.
=+ = 2+ (2-1)

1+i 143
L '2H(1—i)=1.

Probe:

1-2+-z.(2_2,)_

|2. Konstruktion von MT|

Konstruktion

Zu je drei vorgegebenen Urbildern z;, 23, z3 und drei Bildern w,, ws, w; gibt es
genau eine MT f mit f(z;) = w;.

Diese Tatsache benutzt man bei der Abbildung von gegebenen Kreisen oder Ge-

raden auf vorgegebene Bildkreise oder Geraden, da drei Punkte einen Kreis oder
eine Gerade festlegen.

Die MT erhilt man als w = f(z) durch Auflésen nach w von

Z—21 29— 23 w—w Wy — W3

Z—23 29— 21 w—wy Wy — U

Will man einen gegebenen Kreis auf einen anderen Kreis abbilden, wihlt man
auf dem Urbildkreis drei Punkte z; bis z3 und auf dem Bildkreis drei Punkte w;
bis ws. Die Formel oben liefert dann das gewiinschte.

Das Verfahren ist genauso, wenn einer oder beide Kreise durch Geraden ersetzt
werden.
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Beispiel 2: Abbildung des Einheitskreises {z ‘ |z| = 1} auf die reelle Gerade.

Man wihlt auf dem Einheitskreis die Punkte 21 = 1, 2z = i und 23 = —1 und auf
der reellen Geraden die Bildpunkte w; = 1, wp = 0 und w3 = —1. Die Formel
liefert dann

z—1 i+1 _w—1.0+1

z+1 i—-1 w41 0-1

Es ist :d_'—} = —4. Nun wird mit dem Nenner multipliziert und alles mit w auf der
linken Seite gesammelt:

—i(z—-Dw+1) = —(w-1)(z+1)
wz—z+w-—1

I

& dwztiz—iw—1i
& wliz—z—i-1) = z(-1-di)—1+1
~z(1+4)—-(1-1)
—z(1—4)— (1+1)

< w

Wenn man mit 1 + i erweitert und durch —2 kiirzt, erhilt man die Form

iz+1
w= —.
z+1

3. Abbildung von Gebieten

Sucht man eine MT, die das Innere oder Aufere eines Kreises auf das Innere
oder AuBlere eines anderen Kreises abbildet, geht man wie nachfolgend vor. Zum
Beispiel sucht man eine MT, die das Innere eines ersten Kreises auf das AuBere
eines zweiten abbildet.

@ Wille aus der Urbildkreislinie drei Punkte z, bis z3, so dafl beim Durchlauf
21-23-73 das Urbildgebiet (im Beispiel das Innere des ersten Kreises) stets
links liegt.

@ Wihle aus der Bildkreislinie drei Punkte wy bis w3, so dafl beim Durchlauf
w;-wy-ws3 das Bildgebiet (im Beispiel das Auflere des zweiten Kreises) stets
links liegt.

(3 Nimm die Formel oben.

Das Verfahren ist genauso, wenn das Innere/Auflere eines oder beider Kreise
durch eine von einer Geraden begrenzten Halbebene ersetzt wird.

Abbildung von
Gebieten
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Eigenschaft.

(D Wahle wie in Punkt 2 oben drei Punkte auf den Randkreisen oder -geraden
und konstruiere eine Abbildung.
@) Teste an einem Punkt aus dem Gebiet, ob das Bild im Zielgebiet liegt.

Falls ja, ist man fertig. Falls nicht, vertausche in der Konstruktion zwei
der Punkte w; bis w;. Die dazu gehorende Abbildung hat die gewiinschte

Beispiel 3: Abbildung des Inneren des Einheitskreises auf die untere Halb-
ebene {z € C|Im z < 0}

e

29 =1

21:1

&

¥

‘U.13=—1 ‘UJ1=1

A

Wenn man die Punkte wie in Beispiel 2 wihlt, liegt das Innere des Einheitskrei-
ses links bei Durchlauf z;-z5-z3 und die untere Halbebene links beim Durchlauf
wy-wq-ws. Daher wird das Innere des Einheitskreises auf die untere Halbebene

Inyersion

abgebildet.
. 07 + .
Alternativ kann man das auch an f(0) = o =l erkennen.
1
|4. Inversion von MT]
. az +b . dz—1b
Eine Inverse von z — ist 2 — .
cz+d —cz+a

kreises

Beispiel 4: Abbildung der unteren Halbebene auf das Innere des Einheits-

Das ist natiirlich die Umkehrabbildung der MT aus Beispiel 3. Nach der Regel

oben hat sie die Form

Z

iz—1
-z
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3. Beispiele

135

| Beispiel 5: Das Bild der Geraden = = 1 unter der Abbildung z — %

Zz=1+7:
113=%(1+ )_’1,' 1
1y a=w =1
'llh—%(l—)
Za=—1+i

Das Bild von 2; = 1ist w; = 1, das Bild
_1Fs
1+i 2 °
Da diese drei Punkte nicht auf einer
Geraden liegen, muf das Bild der Gera-
den ein Kreis sein. Anhand einer Skizze
iiberzeugt man sich, daB es sich um den
Kreis

von zp3 = l1iist wys =

2 - 1| _1
2 2

handelt.

Alternativ kann man statt 23 auch das

Bild von Z; = 0o betrachten: w; =

0. Damit erhilt man natiirlich densel-

ben Kreis.

Beispiel 6: Abbildung der oberen Halbebene {z € C|Im z > 0} auf das
Innere des Einheitskreises

Fiir die untere Halbebene ist nach Beispiel 4 eine Abbildung bekannt. Was man
nun tun kann, ist zunéchst die Abbildung z — —2 zu nehmen, die die obere auf
die untere Halbebene abbildet, und dann die bekannte MT auszufiihren. Man

erhilt die Abbildung

zZ

i(-2)—1 —iz—1

—(=2)+i

z4+1

Beispiel 7: Abbildung des Kreises |z —

3| = 3 auf den Einheitskreis |z| = 1. I

Man wahlt die Punkte 2y = 0, 2

3(1+1) und z3 = 1 (vgl. die Skizze oben)

und im Bildbereich die Punkte w; = —1, wy = 7 und w3 = 1. Dann bestimmt

man die Abbildung aus

z-0 31+ -1  w+l i—1
z—1 Y1+9)-0 w-1 i+1
z i-1 w4+l i-1
® ZC1TF1 T wo1lixl
& wrz—2z2 = wz+rz—w-1
&S w = 2z2-1

Das kann man natiirlich in der Form w =

-1
Oz 1 schreiben.
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Isolierte Singularititen und Laurentreihen

l 1. Definitionen und Eigenschaften|

Sei G C C ein Gebiet, zo € G und f eine in G\{z} definierte und holomorphe
Funktion, d.h. f ist iiberall in G bis auf den inneren Punkt 2, holomorph. Dann
nennt man 2 isolierte Singularitét von f.

Es gibt drei mogliche Falle:

Fall 1:

Fall 2:

Fall 3:

le’n;l f(2) existiert. “hebbare Singularitét”
0

Setzt man f(zo) := zlggl f(2), so ist f dann auch in 2y holomorph, die
0
Singularitit ist verschwunden, ist also ”be-hebbar”.

Typisches Beispiel: f(z) = ? in zyg = 0. Nach der I'Hospitalschen
Regel kann man den Grenzwert in 0 als le %E = 1 bestimmen.

z—2g
le'rglo |f(2)] = o0. “Polstelle

In einer Polstelle wird die Polordnung von f so definiert:

f hat in z, einen Pol k-ter Ordnung, wenn 1/f eine Nullstelle k-ter
Ordnung hat. Hat also f die Form f(z) = g(2)/h(z) mit g(z) # 0
und einer k-fachen Nullstelle von h in zp, so hat f dort einen Pol k-ter
Ordnung.

Andere Moglichkeit:
f hat Pol k-ter Ordnung in 2z ¢ lgn (z—2)f(z) =a#0,a€C.
2—2g

1 1
Typisches Beispiel: f(z) = Z + s hat in O einen Pol zweiter Ordnung.

lim | f(2)| existiert weder eigentlich noch uneigentlich.
0
“wesentliche Singularitat”

Eine wesentliche Singularitét liegt also immer dann vor, wenn es sich
weder um einen Pol noch um eine hebbare Singularitdt handelt.

Man kann beweisen, daB8 f(z) in der Nihe von 2o jeder komplexen Zahl
beliebig nalie kommt.

Typisches Beispiel: f(z) = /% in z, = 0.

Dieses Verhalten kann man schon an den reellen Funktionen erkennen:
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- BN

—_—
Fa!l 1 - Fall 2 Fall 3
hebbare Singularitét Polstelle wesentliche Singularitit
sin z .
f(z)=7 fz)=1/z+1/7 flz) =€

Warnung: Das reelle Bild kann hichstens einen Anhaltspunkt fiir den Typ der
Singularitit dienen. Z.B. hat e!/ “* im Reellen bei null den Limes null, es liegt
aber trotzdem eine wesentliche Singularitit vor.

Ist f in einem Ringgebiet G = {2|0 < r| < |z — 20| < 73} holomorph, so hat f
dort eine Darstellung als Laurentreihe:

o0 ~1

f@)= > ealz—2)"= Y calz—2)" + i (z — z)"

n=—oo n=-00

Hauptteil Nebenteil

Dies ist besonders im Fall r, = 0 interessant. G besteht dann aus einer Kreis-
scheibe mit Radius r; um zg ohne den Mittelpunkt (punktierter Kreis) und f hat
in 29 eine isolierte Singularitit. Der Typ der Singularitit bestimmt die Form der
Laurentreihe:

Fall 1: Fiir n < 0 sind alle ¢, = 0. Das bedeutet, dafl der Hauptteil nicht
vorhanden ist. Die Laurentreihe ist eine Potenzreihe.

Fall 2: Der Hauptteil besteht aus endlich vielen Summanden. Das kleinste vor-
kommende n mit ¢, # 0 bestimmt die Polordnung von f in zy: Falls z.B.
die Laurentreihe mit c_3(z — 29) ™2 beginnt, hat f in 2z, einen Pol dritter
Ordnung.

Fall 3: Der Hauptteil hat unendlich viele Summanden.

2. Berechnung |

Im allgemeinen ist es nicht moglich, die Laurentreile einer gegebenen Funkti-
on direkt zu bestimmen. Hat f in 2 eine isolierte Singularitit, so gilt fiir die
Koeffizienten ¢, die Formel

Laurentreihe,
Hauptteil,
Nebenteil

punktierter
Kreis

hebbare
Singularitat

Pol

wesentliche
Singularitit
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cnzé%}é;'(z_z())—(nﬂ)f(z)dz:_L?{C'(M—dz fir neZ

i z — z)"t!

Mehr iiber komplexe Kurvenintegrale in Abschnitt 6.

C ist dabei eine Kurve, die 2y einmal im Gegenuhrzeigersinn umliduft und in
deren Inneren f keine weitere Singularitidt hat, etwa ein geniigend kleiner Kreis
mit Mittelpunkt 2. Das ist aber in der Praxis kaum durchfithrbar, im Gegenteil:
mit Hilfe dieser Beziehung werden aus den Koeffizienten der Laurentreihe die
Integrale bestimmt.

Zwei Moglichkeiten sind praktikabel, um Laurentreihen zu bestimmen:

ﬁ. Méglichkeit: Einsetzen in bekannte Reihen.l

Im Beispiel e'/? setzt man 1/z in die bekannte e-Reihe ein:

© 1 /1\" L | 1 1 /1\2 1 /1\®
eSO S b () (e
=2 () Lot =t raly) taln)

=\
n=0 n. \2 n=-—00

|2. Moglichkeit: Aufstellen der Reihe fiir gebrochen rationale Funktionen.l

@ vollstindige (komplexe) Partialbruchzerlegung der Funktion f.

f wird also so zerlegt, daf§ in den Nennern alle komplexen Nullstellen auf-
treten. Im Gegensatz etwa zum Vorgehen bei der Integration, wo Nenner
des Typs (z + a)® + b? stehenbleiben, wird hier in die Faktoren (2 + a + ib)
und (z + a — ib) weiterzerlegt.

(2) Umschreiben der einzelnen Summanden in Reihen.

Gesucht ist eine Darstellung von f als Reihe mit allgemeinem Glied (z—20)",
wobei n eine ganze Zahl ist.

a) Der ganzrationale Teil von f wird (etwa mit Hilfe der Taylorformel) in
ein Polynom in (z — z) umgeschrieben.

b) Fiir die Terme der Form mit w # 2o gibt es jeweils zwei Moglich-

Z—w
keiten zur Reihenentwicklung um den Entwicklungspunkt z:
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c e die Reihe wird zur Taylorreihe,
Pol bei w  d.h. sie besteht nur aus dem Ne-
benteil und konvergiert innerhalb
des Kreises |z — 2| = |w — zo].

Das ist der Kreis um den Ent-
wicklungspunkt zg, der durch die
Polstelle w geht.

Entwicklungspunkt

N

e die Reihe konvergiert auflerhalb
dieses Kreises und besteht nur
aus dem Hauptteil.

(3 Die Reihe ergibt sich schlieBlich durch Addition der einzeln entwickelten
Teile und konvergiert da, wo alle Teile konvergieren.

|zu@ Umschreiben der einzelnen Summanden in Reihen

| innere Entwicklung |

innere
Im Inneren des Kreises, also fiir |2z — zp| < |w — 20| gilt Entwicklung
1 i (z = z)™
z—w (w2
duflere Entwicklu@
duBere
Im AuBeren des Kreises, also fiir |z — 2] > jw — 2| gilt Entwicklung
1 _Zl (z—20)"
z—w 5 (w— )™

Die innere Entwicklung ist also eine Entwicklung in eine Taylorreile, die duflere
eine in eine Laurentreihe, die nur aus dem Hauptteil besteht.

- . 1 - .
Beispiel: wird f(z) = 7 um 2 = 3 entwickelt, so hat man die im Inneren
2 —

des Kreises |z — 3| < |i — 3] = V10 konvergente innere Entwicklung

1 & (-39
= -2 o

n=0

z—1
und die auBerhalb (|z — 3] > v/10) konvergente dufiere Entwicklung
1 X (z=-3)"
= 2 (i - 3)n+l’

n=—0od

z—1
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| Pole héherer Ordnung |

Pole héherer
Ordnung

1 . . . . .
Um Terme der Form ————1in Reihen zu entwickeln, bestimmt man zunéchst

(z —w)
1
die Reihe zu P (innere oder dufiere Entwicklung, je nachdem) und leitet

beide Seiten sooft ab, bis das gewiinschte Ergebnis erreicht ist.

3. Beispiele|

Beispiel 1: Die Singularititen von f(z) =

sollen klassifiziert werden.
z

sinl/

f hat dort Singularititen, wo ein Nenner zu Null wird, alsoin 1/z = kn, k € Z,
und in z = 0. Fiir 2 = 1/k7 liegen einfache Pole vor, da der Sinus einfache
Nullstellen hat. Die Singularitat in Null 148t sich nicht weiter bearbeiten, da es
sich nicht um eine isolierte Singularitdt handelt: beliebig nahe bei Null liegen ja
stets noch die Pole in 1/kn.

2243

Beispiel 2: f(z) = — soll in eine Laurentreihe um zp = 7 entwickelt
e —1

werden.

(D Zunichst wird eine Polynomdivision durchgefiihrt:
(243 :(z—i)=224+iz—-1+ % Der ganzrationale Anteil G(z) =
2% + iz — 1 wird in ein Polynom in z — ¢ umgeschrieben: mit G'(z) = 22 + 1,
G"(z) = 2, und mit G(3) = —3, G'(z) = 3¢ wird nach der Taylorformel

G(z) = %G"(i)(z C 2+ G6)(z—1)+GG) = (2 — i) +3i(z — 4) — 3.

. g 3=1, - .
(@ Der echt gebrochen rationale Teil o ist ja bereits eine (nur aus einem
einzigen Glied bestehende) Reihe in z — 1.

(® Damit ist die gesuchte Darstellung

2243
z—1

=(z=1)?+3i(z—1) -3+ (3 —d)(z—10)~".

Da es eine endliche Reihe ist, konvergiert diese Darstellung iiberall, wo sie
definiert ist, d.h. in C\{z}.
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Beispiel 3: f(2) = %;_’_2 soll in eine im Gebiet 1 < |z — 3] < /B

konvergente Laurentreihe entwickelt werden.

(D Partialbruchzerlegung:
22—22+2=(2— (141i)(z— (1 -1))

z+1 A

P Ry G, Sy
Multiplikation mit dem Hauptnenner ergibt

z+1=A(z—(1-1))+ B(z— (1 +1)).

Ansatz ist also 5
z

Wird jetzt 2 = 1+ 1 bzw. 2 = 1 — i eingesetzt, so ergibt sich
2+1= A(2i), also A =1/2 — i bzw.
2 ~i=B(~2i),also B=1/2+1

Man hat also f(z) = 1_/?1_.:2‘) 2 1—/(21+—ii)‘

(2 Es ist z = i, und bei der Entwicklung von Termen ist w=1+1

beim ersten und w = 1 — % beim zweiten Summanden.

Im Gebiet Gy ist |z —i] < |1+ — i,
also [z — 1] < 1.

In G2 ist

[(1414) =i <]z —i] <[(1—14) -1,
also 1 < |z —i| < /5.

In Gs ist |z — 4| > /5

Beide Terme miissen so entwickelt
werden, dafl die Reihen in G, konver-
gieren.

Fiir ; muB die Entwicklung mit Konvergenz im AuBeren des Krei-

—(1+1)
ses Iz — 4| = |w — 2| = 1 gewihlt werden (konvergent in G2 und Gj):

1 -1 (Z _ Z)n -1 ~n
e R D e R D
. 1
Fiir “ﬁ muf die Entwicklung mit Konvergenz im Inneren des Krei-
ses |z —i| = |w— 2| =5 gewéihlt werden (konvergent in G; und G,):

e e R 3 —2 = ‘Z(

n—O

14+2¢

) (z =)™
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(3 Damit hat man

-1 o o\ N+l
f(2)=(%—i) _z_: (z=9)" - (%+i)z;o(1_;21) (z =), also
00 (% —1) n<-1
f@)= > calz=9)" mit ¢, = 1 1 4 25y ™+
T -+9(55) 0

und diese Reihe konvergiert wie gefordert in Ga.

1
Beispiel 4: f(2) = CETE soll um zp = 1+ in eine in |z — (1 +¢)] > 1

konvergente Reihe entwickelt werden.

(D Die Partialbruchentwicklung entfillt, da f schon die gesuchte Form hat.

(® Reihenentwicklung

Zunichst wird - in eine im gewiinschten Gebiet konvergente Reihe ent-

wickelt: Es ist zp = 1+ i, w = ¢ und es muf} eine duflere Entwicklung
vorgenommen werden.

1 L -1+ L )
— — -1 n+l1 _ n
T 2 Goargm - 2 T ES0E)
. 1 1 1\, .
Jetzt wird benutzt, dafl — = - ( ) ist. Daher ist
(z—1)P® 2\z-—1

w5 = 3 (S core-arr)

n=-—0o

= 1 - G- ey

n=-—oo

Nimmt man nun die Ersetzung m = n — 2, n = m + 2 vor, so ist

1 __1 i (=)™ (m+2)(m+1)(z - (1+5)™

(z - i)3 2 m=—co
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7.5 Residuen

[1. Definitionen und Eigenschaften|

Ist f im punktierten Kreis 0 < |z — 2| < 7 holomorph und
o0
f(2) = ¥ an(z — 2)" die Laurentreihe von f in 2, so ist das Residuum von f
n=-00

in 2o definiert als

[Res(f, 20) = a1 |
Schreibweisen: Res(f, z9) oder (Resf)(20) oder Resf(z).

2. Berechnungl

Der Typ der Singularitit bestimmt die Art der Berechnung des Residuums:

Fall 1: Ist f holomorph in 2z bzw. hat f in z eine hebbare Singularitit, so gilt
Res(f, z0) = 0. In einer Laurententwicklung um 2 gibt es ja dann keinen
Hauptteil, und damit ist a_; = 0.

Fall 2: Wenn f in z; einen Pol n-ter Ordnung hat, so berechnet sich

Res(f, 20) = li 1 ﬂ__l_
es(J, 2o _zgﬂ, (n— 1)! den?

[(z — 20)" f(2)]

Fiir n =1 ist damit

Res(f, 20) = zl_igz(z - 20) f(2)

Oft hat f die Form %% , wobel g(z) # 0 ist und h eine einfache

Nullstelle in z; hat. Dann berechnet sich das Residuum leichter als

Res(f, 20) = }‘Z,((Z;;)). (+)

Falls f die Form 5 a % hat, so ist a natiirlich das Residuum von f in 2.
Hat man also eine gebrochen rationale Funktion schon in Partialbriiche
zerlegt, kann man die Residuen in den Polen z; direkt als Koeflizienten

von (z — z)~! ablesen.

Tip: In einem Pol erster Ordnung kann das Residuum nicht null sein!

Fall 3: In einer wesentlichen Singularitit entwickelt man f in eine Laurentrei-
he und liest daraus a_, ab. Natiirlich braucht man nicht die gesamte
Entwicklung zu bestimmen, sondern nur so viel, bis der Wert von a_,
feststelt.

Bei wesentlichen Singularititen ist dies oft das einzig mégliche Verfahren.

Residuum

hebbare
Singularitat

Pol

Pol 1.
Ordnung

wichtiger
Trick

Tip

wesentliche
Singularitit
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3. Beispiele|

Beispiel 1: f(z) = zel/~.

Wesentliche Singularitit ist zp = 0. Um das Residuum zu bestimmen, setzt man
wie in Abschnitt 4 1/z in die bekannte e-Reihe ein:

11 /1 1 /1\? 1 1
Yz _ —{= ] = —a vy — a2
ze <1+ +2'( ) +3! (z) + ) z+1+2|z +3'z +

Daraus liest man das Residuum von f in 0 als Koeffizient von 2! ab:

Res(zel/*,0) = 1/2.

e?
(z-1)3%

f hat in 1 als Singularitit einen Pol dritter Ordnung, da der Nenner eine dreifache
Nullstelle hat. Mit der angegebenen Formel hat man

Beispiel 2: f(2) =

e 1 & , € 1 d? 1
1) =limea— |z = 1P ——— | = i1 =
Res ((z -1 1) ll—r»l} 21 dz? [(Z D (z - 1)3] P 2dzze ll—r'rll 26

2t -3

Beispiel 3: f(z2) = P

Pol erster Ordnung ist zy = 2. Damit ist

24 -3 z' -3
2 =1 —_ = h 4 — = .
Res (z —5 ) lm% <(z 2) 5 ) lim(z* - 3) =13

z— A z—2

Beispiel 4: Res (;_1 1)

Die Funktion hat einfache Pole in den achten Einheitswurzeln. Damit wird nach
der Formel (*) oben

1 1
Res (zB - 1’1) T (2-1)

sy 82Tl=1 8
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7.6 Komplexe Kurvenintegrale

Stets ist C eine (eventuell aus mehreren Teilen bestehende) Kurve in C und f
eine stetige Funktion.

[1. Definitionen|

Ist g : [a,b] = C eine stetige Funktion mit g(t) = g1(t) + igz(t), so ist Integral einer
b b b komplexwerti-
/ g(t) dt = / qi(t)dt +i / g2(t) dt. gen
N ‘ X Funktion

Ist ¢ : [a,b] — C eine Parametrisierung der Kurve C, so ist

b /
[sGraz= [ remg @

Ist C eine geschlossene Kurve, so wird statt [ auch § benutzt.

2. Berechnung]

Rechenregeln

[ (af)+ Bg@Ndz = a [ f(z)dz+8 [ (=) dz

/_Cf(z) dz = —/Cf(z) dz /Cﬁcz £(2) dz:/Cl f(z)dz+/cz £(2) dz

—C ist dabei die im umgekehrten Sinn durchlaufene Kurve, C,+C; ist die Summe
der beiden Kurven (erst wird C| durchlaufen, dann C5).

|ﬂ'bersicht tiber die VerfahrenJ

Ubersicht
I Verfahren | Anwendungsbereich J liber die
Verfahren
allgemeines Verfahren nur wenn es gar nicht anders geht, z.B. bei nicht
holomorphen Integranden.
Stammfunktion nicht geschlossene Kurven und holomorphe
Integranden
Residuensatz geschlossene Kurven und Integranden mit Sin-
gularitéten
Cauchyscher Integralsatz geschlossene Kurven und Integranden, die im

Inneren {iberall holomorph sind

Cauchysche Integralformeln | geschlossene Kurven und Integranden, die einen

einzigen Pol haben (nur fiir f(z) = (—zg(%))n zu
-2

empfehlen)
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| allgemeines Verfahren |

(D Parametrisierung der Kurve C durch ¢ : [a,b] = C.

Dabei ist der Durchlaufsinn von C' zu beachten: ¢(a) mufl der
Anfangs- und ¢(b) der Endpunkt der Kurve sein.
Hiufig gebraucht:

Kreis um 2z, mit Radius R: ¢(t) = 29 + Re®, 0 < t < 27. Wird der Kreis
im Uhrzeigersinn durchlaufen (mathematisch negativ), so nimmt man
o(t) =20+ Re™™, 0<t<2m.

Strecke von zo nach z1: ¢(t) = 20+ t(z; — ), 0<t< 1.

b
(@ Einsetzen von z = ¢(t) und /Cf(z) dz = / F(d(8)¢'(t) dt berechnen.
Dabei wird ”i” wie eine Konstante behandelt.a

| Stammfunktion|

Ist C eine Kurve mit Anfangspunkt 2z; und Endpunkt 2z, f holomorph und F
eine Stammfunktion zu f (F' = f), so ist

/C F(2)dz = F(z3) — F(z)

Residuensatz

Ist C eine geschlossene Kurve, die im mathematisch positiven Sinn (Gegenuhrzei-
gersinn) einfach durchlaufen wird, und f eine Funktion, die im von C umschlos-
senen Gebiet G hochstens endlich viele isolierte Singularititen zi,-- -, 2, hat, so
gilt:

f f(2)dz = 200 3" Res(f, z).
ot k=1

Wenn die gegebene Kurve “falsch herum”, d.h. im Uhrzeigersinn durchlaufen
wird, dndert sich das Vorzeichen des Ergebnisses. Wird die Kurve mehrfach durch-
laufen, kommt ein entsprechendes Vielfaches heraus.

l Cauchyscher Integralsatz |

Ist C eine geschlossene Kurve und f holomorph im Inneren von C, so ist
z)dz =0.
L1
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[ Cauchysche Integralformel |

Ist f holomorph, C eine geschlossene Kurve, die einmal mathematisch positiv

durchlaufen wird, so gelten fiir n € N die Cauchyschen Integralformeln:
o

D o momise, [ Dt =

cz—2 z— )" (n-1)

Fiir andersherum und mehrfach durchlaufene Kurven gelten die Bemerkungen
beim Residuensatz analog.

3. Beispiele

Beispiel 1: C sei der Kreis mit Radius 4 um 0. Berechnen Sie /c Zdz.

Der Integrand ist nicht holomorph. Daher wird das allgemeine Verfahren verwen-
det.

(@) Parametrisierung von C: ¢(t) = 4e¥, 0<t<2m, ¢'(t) = die™.
(D Ist z(t) = 4e* = 4(cost + isint), so ist Z = 4(cost —isint) = 4e~**. Damit

wird ) )
/ Zdz = / de=it . deitidt = / 164 dt = 32mi.
C (4] 0

Beispiel 2: Sei C der Rand des Gebiets 1 < |z| < 2. Berechnen Sie / zdz.
R c

Auch hier ist der Integrand nicht holo-

i morph.

/ '\ Das Gebiet besteht aus einem Kreisring,
die Randkurve C zwei Teilen C; und Cs.

k _// 1 /2 Die Kurven miissen dabei so durchlaufen
werden, dafl das Gebiet links liegt, also C,

im Uhrzeigersinn, C) im Gegenuhrzeiger-
G sinn.

Gy

(@) Parametrisierung der Kurven:

Ci: éi(t) =2¢* =2(cost+isint),0 <t < 2m,

Cauchysche
Integralformel
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¢
Cz : ¢2 (t)

—_—

(t) = 2(—sint + i cost)
e ™ = (cost —isint),0 < t < 27

@, (t) = —sint — icost

(2 Einsetzen ins Integral mit f(z) = Rez = z:

/zdzz/ zdz+/ xdz
C C1 C2
2T

2m
= 2costo2(—sint+icost)dt+/ cost - (—sint — i cost)dt
0 0

2n
= / (—5sintcost + 3icos® t)dt
0

2r
= 3mi.

t 1
= (—gsin2t+3i(§ + §sintcost)> .

Beispiel 3: Sei C die durch ¢(t) = t + int?, 0 < t < 2, gegebene Kurve
von 0 nach 2 + 47i. Berechnen Sie /c e? dz.

C
47i A
e Da der Integrand in ganz C holomorph ist
1
und §e2’ als Stammfunktion hat, ist
2
1 24+4mi 1 )
L e2z dz — §e2z . — _2_(e4+81n . 1)
1 4 o L 4
= §(e (cos8m +isin8r) — 1) = E(e ~1).
Beispiel 4: ——l——dz
==epe = =2 22 + 1
ﬂ \ Der Integrand f hat dort Singularititen, wo
der Nenner Nullstellen hat, also bei %i. Die
i j Funktion hat dort einfache Pole. Zur Bestim-
mung der Residuen nimmt man Formel (%)
auf S. 143:
, 1 1 . 1 1
Res(f,7) = EES Res(f, —i) = @0, u
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Beide Pole liegen innerhalb des von der Kurve umschlossenen Gebiets. Damit
wird

1 _ , e f 11
/IZI=2 R ldz = 27i {Res(f, ) + Res(f, —i)} = 2mi {_EZ + Ez} =0.

1

d
izl=1 z(z + 2) #

Beispiel 5:

——— hat einfache Pole bei z; = 0 und
z(z+2)
2z = —2. Da z; nicht im Inneren der Kurve

N 5 2 /1 (Kreis mit Radius 1 um 0) liegt, braucht nur
%= ; das Residuum bei z; bestimmt zu werden.
Das geschieht nach Formel (*) auf S. 143 :

1

=5

z=0

1 1
fes (z(z+2)’°> = Gty

—1 = 1
2miRes(f,0) = 2mi= = Ti.
-/I.zl=1 2(z+2) dz miRes(f,0) 7”2 T

Alternativ 18t sich die Cauchysche Integralformel mit 2z, = 0 verwenden. Dazu

nur bei z = —2 nicht holomorph ist, wohl aber im

1
z42
Inneren der Kurve |z| = 1:

1 1
/ — dz= / M) 4, oL — omit = .
1zl=1 z(z + 2) lZl=1 2 z+ 2lz=0 2

beachtet man, dafl

- 1 . . .
Beispiel 6: /C Py dz, wobei C der Streckenzug von —1 — i iiber —1 + ¢

und —3 nach ~1 — ¢ zuriick ist.

B 1 2m
Der Nenner hat Nullstellen e = 1, also z =
f 2kni, k € Z. Da von diesen Punkten keiner
im Inneren der Kurve C liegt, folgt aus dem

—N 0 Cauchyschen Integralsatz

—-1—1 1 —om / ! dz = 0.
|z+2]=1 €% — 1




Typ 1

Kontrolle

150 KAPITEL 7. FUNKTIONENTHEORIE

7.7 Berechnung reeller Integrale.

|1. + 2. Definitionen und Berechnung|

27
Typ 1: /R(cost, sint)dt.
0

R ist dabei eine (gebrochen) rationale Funktion in den Variablen sin und cos, die
keine Polstellen hat. Mit der Substitution z = e und dz = i z dt wird

1y AN | 1 _22+1
cost—i(e +e )—§(z+—>— R

z 2z
NN R _,.,,_1( 1)_22—1
sint = 2 (¢ —e™) =5 (2= 7 ) = %
148t sich das Integral auf Typ 2 aus 7.6 zuriickfiihren:
7R(cost sint)dt = / R 2412131 dz  (Typ 2 aus 7.6)
/ ’ S 22 ' 2z iz ¥l )
1 (2241 22—-1
= 2 Res [ -R :
”IZ’%;I e (z ( 2z ' 2z ) ’Z‘“> (xx)

Summiert wird dabei also iiber alle Residuen von Punkten, die innerhalb des
Einheitskreises liegen, d.h. fiir die |z;| < 1 gilt.

Kontrolle: Sicher hat man einen Fehler gemacht, wenn es entweder einen Pol
mit Betrag eins gibt oder wenn das Ergebnis nicht reell ist.

1

2T
Beispiel 1: /
— Jo

3+ cost

1
In diesem Integral vom Typ 1 ist R(cost,sint) = ———. Da die Werte des

S
Cosinus zwischien 1 und -1 liegen, hat der Nenner keine Nullstellen. Nach Formel
(*x) oben ist dann

] 1
| mdt =2 lz%;lRes ;;m,zk
2z
Jetzt wird umgeformt:
1 2
Zz. Z2+1 Z2+46z+1

3+

2z
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Mit der p-g-Formel bestimmt man die Nullstellen des Nenners als —3++/8. Da nur
die Residuen von Polen innerhalb des Einheitskreises interessieren und —3 — V8
auBerhalb liegt, bestimmt man nur das Residuum in —3 + V8:

2

(22 +62+1)
2

(2z + 6)

—3+\/§)

(e
22+62+1 2=—34vE

‘m
1

>
Sl=

z=—3+V8 2

Also ist
27 1 1

At =9%nr—— =
0 3+costdt W\/E

7

P(z)
Q(z)

Typ 2: / dz, Pund Q reelle Polynome mit Grad @ > Grad P + 2

Typ 2
Dabei darf das Nennerpolynom Q keine reellen Nullstellen haben. Die Bedingung
an den Grad von P und Q sichert dann nicht nur die Existenz dieses uneigentlichen
Integrals, sondern ermdglicht auch die Berechnung mit Hilfe des Residuensatzes:

Fiir f(z)=g;§i—g ist /

ggi; dz = 2mt Z Res (f(z)v zk)

Im zp>0

Summiert werden also die Residuen in der oberen Halbebene.
P(z
Q(z

Kontrolle: Natiirlich muf§ das Ergebnis reell sein. Kontrolle

. . . . TP() 1 7 P(z) X
V. te: ——dr = = . V.
ariante: sind P und @ beide gerade, so ist 0/ @) T 2_[() ) dz ariante

[>]
Beispiel 2: /

% 4
602 +4°"

Das Typ-2-Integral hat den Nenner z* + 5z% + 4 = (z? + 4)(2? + 1). Daher sind
die Singularititen in der oberen Halbebene bei 2; = 7 und 2, = 2i einfache Pole.

Mit Formel () erhélt man

. < Z 1
Res(f,4) = o3 7070, = @710 6
und 2 1
2 )
2i) = ——7— = T20:490; 6
Res(f, Z) 423 + 102 | ,=2; —321 + 202 6
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oo

Damit ist /
x

—00

P Sy dz = Zm(Res(f,z) + Res(f, 21)) =0.

Natiirlich hatte man das schon vorher wissen konnen: ersten existiert das zu
berechnende Integral, da der Grad des Nennerpolynoms um mindestens zwei (hier
drei) grofler ist als der Grad des Zihlers, zweitens ist der Integrand ungerade und
das Integrationsintervall symmetrisch zu null. Daher muf} auf alle Fille der Wert
des Integrals null sein.

Q(z) Q(z)

Typ 3: / sinz P(z) dz oder / coszT P_(a:l dz, P und Q reelle
_Polynome mit Q(z) £ 0 fiir € R, Grad@ > GradP + 1.

Mit der Eulerformel werden die sin- oder cos-Terme auf die komplexe Exponen-
tialfunktion zuriickgefiihrt:

sin z = Im €%, cosz = Re €*
Setzt man also
P(z)
f(z) :=¢€* ,
B="26)

so wird

/sinzp(x) dr=1Im |2mi Y  Res (f(z),zk)} =27Re > Res(f(2),z)
o0 Q) | Imz, >0 Imz; >0

/o.ocosa: P(z) dz =Re |27 Y Res(f(z),zk)} =—2rIm > Res(f(2),z)

Q=)  Imz >0 Im 25 > 0

|3. Beispiele]

rsing
241

Beispiel 3: / dz

iz
Das Integral ist vom Typ 3. Es miissen also die Residuen von f(z) = Ez?eﬂ-_l in der

oberen Halbebene bestimmt werden. Da der Nenner bei +i einfache Nullstellen
hat, erhélt man nach (*)

zet® 1 ieiz _ le_l
20z | . 27 T2

z=1

Res(f,i) =
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und damit / zsmzdm = 2nRe (2 ) =

—00

e

Ta?+1
Beispiel 4: b/mdm

Bei diesem Typ-2-Integral ist
71:2 +1 dr = _1
" zi+4 2.

Berechnung der Nullstellen des Nenners:

+1dm=%2ﬂ'i > Res( }1 )

ttd Im z;>0

8\8

A24+4=0222=2V2t=-2

Sz=14+iVzez==1—-iVz=1—-iVz=-1+1

Es gibt also vier einfache Pole, von denen 1+¢ und —1+41 in der oberen Halbebene
liegen.

Berechnung der zugehorigen Residuen:

2¢+1 (1+0)?+1  2i+1 1
Res(z4+41+> 7 a2+ 160 %

L — (-1 - 3i). Also ist

Analog wird Res(f,—1+1) = T

Tat+1 , ) _
E)/$4+4‘Jl$—7”(1195(f,1-*-1)+Res(f,—1+z))

(1 , 1 , —6: 3
=i (E(_l -3+ Té(l - 32)) 71'21—6 =gm

2 1
Beispi 15:/ —_— e dt
=ls . 0 3+sint—2cost

Dieses Typ-1-Integral wird mit der oben angegebenen Formel berechnet:

27 1

o 3+sint—2cost

1
3+ 2L — ga=l’ %)

2
6z—z‘z2+i—2z2—2’z‘°)

= 27 > Res (l
jze]<1

2 Yy Res(

fzx[<1
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Die Singularititen sind die Nullstellen des Nenners. Mit der Formel zur Losung
quadratischer Gleichungen

a?+bz+c=0 & 2=

erhilt man

—6%,/36—4(—2-9)(-2+%) 6+36-20 64

2= 2(—2 — i) T T2+ 22+
Damit ist 5 ] 9 _;
. -1
21——m—2—2 und 22——2+i— 5

Nur z; liegt innerhalb des Einheitskreises. Mit der Formel (*) auf Seite 143 erhalt
man

2m 1 2 214
— - 4t = 2
0 3+sint—_2costdt WRes(ﬁz—iz2+i—222—2’ 5 )
_ 47
T 6—2iz—4zl=%
_ 4r
6—2(2—1i)— 3(2-1)
_ 207
T 30—-4i—2—8+4i

= 7

CosT

d
7244 o

o0
Beispiel 6: /
—0Q

iz

In diesem Typ-3-Integral setzt man f(z) = T Die Singularitaten sind einfa-

22 +
che Pole in £2i. In 2 = 27 ist das Residuum
Res f(2i)—i —i——le‘2
T 2zle=2 4 4

Damit ist

o0
cos T . -1, -2
/ o dz = =27 Im Res (f,2¢) = —27rTe = —e %



Kapitel 8

Integraltransformationen

8.1 Fourierreihen

|1. Definitionen|

Eine Funktion f heift periodisch von der Periode L, wenn stets f(z + L) = f(z)
ist. Die kleinste solche Zahl L > 0 Leifit primitive Periode. Eine L-periodische
Funktion ist auch periodisch mit den Perioden 2L, 3L, usw.

f heiBt stiickweise stetig differenzierbar auf I, wenn es eine Zerlegung des Inter-
valls in endlich viele Teilintervalle gibt, so da8 f auf jedem dieser Teilintervalle
im Inneren stetig differenzierbar ist und auf die Rénder stetig fortgesetzt werden
kann.

Aufgabe ist es, fiir eine gegebene 27-periodische Funktion f eine Darstellung als
Fourierreihe zu finden. Voraussetzung ist, daf f tiber [0, 27] integrierbar ist.

f(z) ~ % + Y (ancosnz + by sinnz)

n=1

Die rechte Seite heifit die f zugeordnete Fourierreihe.

Eine endliche Reihe der Form

N
?23 + Z (an cosnz + b, sinnz)
n=1

heiflt trigonometrisches Polynom N-ten Grades.

In diesem Abschnitt werden die gegebenen Funktionen und ihre periodischen
Fortsetzungen mit demselben Symbol (meist f) bezeichnet. Das ist nicht ganz
korrekt, erspart aber zusitzliche Bezeichnungen. Man beachte, dafl aus Stetig-
keit oder Differenzierbarkeit von f auf einem Intervall nicht die entsprechende
Eigenschaft der periodischen Fortsetzung folgt, vgl. Beispiel 1.

155

periodisch,
Periode

stiickweise
stetig
differenzierbar

Fourierreihe
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2. Berechnung|

Die Fourierkoeffizienten a,, und b, berechnen sich nach den Formeln

1 7 1 7 .
ap = ;_4 f(z) cosnzdz und b, = ;_/” f(z) sinnz dz.

Statt von —= bis 7 darf auch iiber jedes andere Intervall der Lange 27 integriert
werden, etwa von 0 bis 27.

Ist f gerade (d.h. f(z) = f(—z), der Graph ist achsensymmetrisch zur y-Achse)
oder ungerade (d.h. f(z) = — f(—z), Punktsymmetrie zum Ursprung), so verein-
fachen sich die Formeln zur Berechnung der Koeflizienten:

ERRNS

f gerade: a, = /f(a:) cosnzdr und b, =0
0

f ungerade: a,=0 und b, = —72; / f(z) sinnz dz.
0

o @ = . . .
Der Teil -29 + Z a, cosnz der Fourierreihe entspricht dem geraden Anteil f,
n=1

[e.]
von f, der Teil Z b, sinnz dem ungeraden Teil f,, vgl. S. 174 in Abschnitt 3.

n=1
Bei der Berechnung treten oft auf:

!sinmr:O, cosnm = (—1)", neZ.l

| Fourierreihen von Funktionen anderer Perioden|

Ist f eine L-periodische Funktion, so entspricht f eine Reihe der Form

ag o 27 2T
flz) ~ : + nz=:1 (an cos(nfa:) + by sm(nfz)) .

Die Koeflizienten berechnen sich als

Lk Lh

a, = = f(=) cos(n%r:z:) dz und b, =

Die Vereinfachungen bei geraden und ungeraden Funktionen werden wie oben
vorgenommen. Genauso darf iiber ein beliebiges Intervall der Lange L integriert
werden.
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ﬁ{omplexe Form der Fourierreihel

Fiir eine 2r-periodische Funktion f lautet die komplexe Form der Fourierreihe

% . 1 7 .
f~ > cne™ mit ¢ =— / f(z)e ™ dz f 2m-periodisch
o om g
« -
. 2w iy 2T
f~ > cne™ET mit ¢, = I / f(x)e ™ T?dzx f L-periodisch
n=-00 Iy
Zusammenhang mit der reellen Form:
1 1
Co = '%97 Cp = i(an_‘ibn)y Cn= '2'(an+7;bn)v
a9 =2¢), Qn=Cp+C_pn, bn=1(Cn— Con).
Ist f eine reelle Funktion, so ist c_, = ¢,

| Konvergenzverhalten

o Ist f stetig differenzierbar, so konvergiert die Fourierreihe iiberall gegen f,
statt ~ darf man also = schreiben.

e Ist f stiickweise stetig differenzierbar, so konvergiert die Fourierreihe an
jeder Stelle 2o gegen den Mittelwert aus rechts- und linksseitigen Grenzwert
. l . .
von f bei zy, also gegen 2(21}?014_ flz)+ zl}g.l_ f(z)). Das bedeutet, daff an
den Stetigkeitspunkten die Reihe gegen f konvergiert und an Sprungstellen
gegen den Mittelwert des Sprungs.

e Ist insbesondere f stetig und aus stetig differenzierbaren Stiicken zusam-
mengesetzt, so konvergiert die Fourierreihe tiberall gegen f.

e Konvergiert die Fourierreihe gegen die Funktion, kann man durch Einset-
zen von speziellen Werten von z die Summen gewisser unendlicher Reihen
berechnen, vgl. Beispiel 3.

e Fiir jede iiber das Periodenintervall integrierbare (z.B. stiickweise stetige
und beschrinkte) Funktion gehen die (reellen und komplexen) Fourierkoef-
fizienten gegen null.

e Ist f k-mal stetig differenzierbar und die k-te Ableitung stiickweise stetig
differenzierbar, so gehen die Fourierkoeffizienten mindestens wie n=*+2) ge-
gen null. Diese Eigenschaft 148t sich als Plausibilitdtskontrolle benutzen.

Warnung. Der Begriff ”Stetigkeit” bezieht sich auf die Stetigkeit von f als
periodische Funktion. Z.B. ist die 2-periodische Fortsetzung von f(z) = z,
—1 < z < 1 nicht stetig, vgl. Beispiel 2.

spezielle
Werte

Kontrolle

Warnung
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l?arsevalsche Gleichung, Approximation im quadratischen Mittel

Ist f eine reelle 27-periodische Funktion mit Fourierkoeffizienten a, und by, so
gilt die Parsevalsche Gleichung:

L[ e = Be S8

n=1

Das trigonometrische Polynom N-ten Grades, das den Approximationsfehler in
der || . |l2-Norm d.h. im quadratischen Mittel minimiert, ist der entsprechende
Abschnitt der Fourierreihe zu f. Der Fehler ist

_/: (f( _E_Z(a" cos nz+b, sinnz) dw—/f dm—w(9§+§:(ai+bi))

n=1

|3. Beispiele|

Beispiel 1: f(z) soll in eine Fourierreihe ent-

0 1<z <0
sinz 0<z<mw
wickelt werden.

Welche Summenformeln ergeben sich fiir z = 7 und z = 7/?

/\ I/\ / Halbweggleichgerichteter

Wechselstrom

erxodlsche Fortsetzung von f

f ist weder gerade noch ungerade. Daher miissen sowohl die a, wie auch die b,
berechnet werden. Dabei werden die Stammfunktionen
. ) i —b i b
/sm az sinbrdzr = 51;1((2 — b))m - m;x((s:b))m und
cos(a+b)z  cos(a—b)z
2(a+b) 2(a —b)

/sin az cosbzrdz = — , jeweils fiir |a| # |b] benutzt.

1o 1 cos(l+n)x  cos(l —n)zy
an = ;/0 sm:z:cosm:d:v—-;(— 51+n)  201<n) )l (n#1)
1, (=1 (- 1 1
_ _(_( DR o) S 4 )
v 2(1+n) 2(1-n) 2(1+4+n) 2(1-n)
Fiir ungerades n ist (—1)'*" = 1 und a, = 0. Fiir gerades n ist (—1)!*" = —1:
a—i(1+1+1+1)~12—21
"“or\1+n 1-n n+l 1-n/ 7l-n*  7n?-1
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Insbesondere ist ag = g
1 [n 11
Firn=1ista; = —/ sinzcoszdr = ——sin’z|j = 0.
T Jo T2
b, = —/”sinxsinm:dz = l(sin(l —nz_ sin(1+n)x)|7r =0 (n#1)
" oah T\ 2(1-n) 2(14+n) /o
1, 1,1 1, 1
b1 = ;[) sin“zdzx = ;(51:—151n2:v)|0 = 5.

Da f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist, konvergiert die Fourierreihe
iiberall gegen f. Beim Aufschreiben entsteht das Problem, daf nur Glieder mit
geradem Index auftreten. Dazu benutzt man, da n = 2k die geraden Zahlen
durchlsuft, wenn & die natiirlichen Zahlen durchlduft. Danach kann man statt &
wieder n schreiben.

1 1. 2 & cos2kzx 1 1. 2 & cos2nz
f(z) = ~ + 5sinz - ;;———(%)2__1 = —+ ;sinz - ;;——4#—1'
. . 1  sinm 2 & cos2nm
Furz:w1stalsof(7r)=;+ 5 —;HX::I ]
Mit sin7 = 0, cos2nm = 1 und f(7) = 0 folgt i—l— _1
-0 = SR L T T Y
Fiir z = 7/ ist sinz = 1, cos2nz = (—1)" und f(z) = 1. Damit hat man
1 1 2& (-1)° © (-1* w1 1y 1 =
= — — —_ —_— l = —— — — = = — —,
R R Sy LD Dy 23 =371

Beispiel 2: f(z) = z, —1 < z < 1 soll 2-periodisch fortgesetzt und in eine
Fourierreihe entwickelt werden.

i [ _ / Man beachte, da8 f auf | — 1, 1] stetig

-1 1/2 und sogar beliebig oft differenzierbar ist,
als periodische Funktion aber nicht. Aller-
dings ist f stiickweise stetig differenzier-
bar.

f ist ungerade, also sind alle a,, = 0. Mit L = 2 berechnen sich die b, als

L 1 sinntz xcosnmz\ |l
b, = /Ismmr:vdz=2/zsmn7rzdz=2< s >|
-1 0 mn nm 0
—cosnm 2
= 22— = —(—1)"“.
nm nw

Damit ist auf ] — 1, 1f
(1

2 xX
r==% sinnnz.
TZ on

Summen-
formeln
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Beispiel 3: f(z) = €%, 0 < z < 7 soll gerade und ungerade fortgesetzt und
in eine komplexe Fourierreihe entwickelt werden.

Die Funktion f muf} zuniichst gerade bzw. ungerade und danach 27-periodisch
fortgesetzt werden.

Gerade Fortsetzung

Mit f(z) = f(—z) muB man f in]—m,0[ durch f(z) := f(—z) = e™* definieren.
Praktischerweise definiert man f(0) := € = 1 und f(7) := f(—m) := €™, so
daB8 f auf [—m,n] stetig ist. Der Skizze entnimmt man, da f auch als Funktion
von R nach R stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist. Auf | — 7, [ ist
fla) =",

Ungerade Fortsetzung

Mit f(z) = —f(~z) muB man f in | — m,0[ durch f(z) := —f(-z) = —e®
definieren. Als ungerade Funktion mufl f f(0) = 0 erfiillen. Fiir f(7) muB ei-
nerseits f(m) = f(—n) (2n-Periodizitdt) und andererseits f(7) = —f(—=) (un-
gerade Funktion) gelten. Daher muB man f(w) := 0 setzen. Auf | — w,n[ ist
f(z) =sgnzell .

NN

-7 " ? ﬂ/
gerade Fortsetzung ungerade Fortsetzung

Die gerade Fortsetzung ist also durch f(z) = e™*, die ungerade durch f(z) =
—e™7 fiir z €] — 7, 0] gegeben. Damit wird

T 3 0 .
/ efe " dx + / e TeT® dz)
0 -7

T . V] .
/ e(l—m)::: dr + e(—l—m)::: dil})
0 -
™ 1

0
Oi—l—in —w)

(1—in)r __ + _ S(i4in)w
T—an® D& oy, (1)

1
Ch = —
™

e(—l—in)z

(
(
(;eu—in)z
(
(

(1P - 1) (1 (-1)7%")

— (ed:imr — (ed:in)" — (_1)n)
1 1 1

= —(——+ —1)rem — 1)).

27r(1—in 1+in)(( e 1))

Imm Fall der geraden Fortsetzung (oberes Vorzeichen) erhilt man

1 1 nox
Cn = ;1_*_”2((-1)6 _1)a
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im Fall der ungeraden Fortsetzung (unteres Vorzeichen)

in
1+ n?

(~1)"e™ — 1).

1
Cn = —
s

Die gerade Fortsetzung ist stetig und stiickweise stetig differenzierbar. Daher
konvergiert die Fourierreihe in jedem Punkt gegen f.

Die ungerade Fortsetzung ist stiickweise stetig differenzierbar (aber nicht stetig).
Daher konvergiert die Fourierreihe zunéchst nur in den Intervallen | — 7, 0[ und
]0, 7| gegen f und bei den Sprungstellen bei k7, k € Z gegen dem Mittelwert des
Sprungs. Da dieser Wert 0 ist und somit mit dem Funktionswert iibereinstimmt,
konvergiert auch die Fourierreihe der ungeraden Fortsetzung iiberall gegen f.

Es ist also

((~1)"e™ — 1) €™  bzw.

fa) = = 3 (e -1y
T, 1+ n? )

Die Stetigkeit der geraden Fortsetzung driickt sich darin aus, dafl die entspre-

chende Fourierreihe gleichmiBig konvergiert. (¢ hat ja den Betrag 1 und die

Koeffizienten fallen wie 1/,2.) Die Konvergenz der Reihe zur ungeraden Fortset-

zung ist mit "normalen” Konvergenzkriterien nur sehr schwer nachzuweisen.

Die Koeffizienten der gewdhnlichen (Sinus- und Cosinus-) Reihe lassen sich dann
nach den oben angegebenen Formeln bestimmen, z.B. fiir die gerade Fortsetzung
ist

1 a 1
ay = 260 = 2;(6‘" - 1), ?0 = ;((37r - 1)
2
n = Cn p = 26 = —— —1)"%" -1
a Chtc ¢ o T ((=1)" )
b, = i{cn—c_n) = 0 wie bei einer geraden Funktion zu erwarten

Genauso erhilt man fiir die ungerade Fortsetzung

2 n

a, =0 (klar!) und b, = =T

((=1)""™ - 1).

Plausibilititskontrolle: (nach S. 157) Die gerade Fortsetzung ist stiickweise
stetig differenzierbar und stetig (Skizze!) Daher sollten die Koeffizienten wie n=?
gegen null gehen. Stimmt.

Die ungerade Fortsetzung ist nicht stetig. Daher kénnen die Koeffizienten nicht
wie n~% gegen null gehen, da sonst die Reihe als gleichméfiger Grenzwert der
Partialsummen eine stetige Funktion wire (vgl. Kapitel 2.11). Da die Reihe die
Funktion darstellt, kann das nicht sein.



Wichtiger
Trick

162 KAPITEL 8. INTEGRALTRANSFORMATIONEN

Beispiel 4: f(z) = sin’z

Hier verwendet man statt miihseliger Integrationen die Formel

1
sinz = Z(3 sinz — sin 3z)

Da die rechte Seite die Form einer Fourierreihe hat, némnlich a, = 0 fiir alle n,
by =3 b3 =-1 4 und b, = 0 sonst, ist das die gesuchte Reihe, da Fourierreihen

eindeutlg bestlmmt sind.

- <z<r e . .
Beispiel 5: f(z) := { . fa: 2 /; <z:1:— <ﬁ soll in eine Sinusreihe entwickelt

werden.

N
’ ~
’ ~
’ N
’ N
. N
T

—snfy —7 ﬁr/zl fy TN 37r/2 R

\ ’ \
N

., d

f (durchgezogen) und die ungerade 2r-periodische Fortsetzung (gestrichelt)

Die gesuchte Fourierreihe kann berechnet werden, ohne dafl f explizit ungerade
fortgesetzt werden muf, da die vereinfachten Formeln olinehin nur die Werte von f
im Intervall [0, 7] benutzen. Eine Skizze der fortgesetzten Funktion ist allerdings
bei der Konvergenzfrage sehr hilfreich: es ist zu erkennen, daf die Fortsetzung
von f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist und somit die Reihe in allen
Punkten gegen die Funktion konvergiert.

Da eine ungerade Funktion entwickelt wird, ist fiir alle n a, = 0.

2 R u
b, = —(/ xsmnzdz+/ (w—x)smnzdz)
mJo 2
2/ sinnzx zxcosnz, (% s ™ sinnx zxcosnz,r
= —(( — = )|, — scosnz|, + (- ——+ ),,)
s n n 0 n z n n z
2(1 . nm T nmw T n T nm n 1 nm
= —|—sin— — —cos— — —cosnw —cos —sm
m\n? 2 2n 2 n 2 2
T T nmw
+ —cosnm — —cos——)
n 2n 2
22 . nrm
= ——sin
T n? 2
4 . nm
= ——sin —
mn? 2

sin 5" hat fiir n = 1,5,9,... den Wert 1, fiir n = 3,7,11,... den Wert -1 und

sonst den Wert 0, also fiir n = 2k + 1 den Wert (—1)* (vgl. Bsp. 1). Da die Reihe

zu f die Funktion darstellt, gilt

4 ,/sinz  sin3z sin 5z 4
( + —) == 2 Gni1e

n

sm(2n +1)z.

flz) = ~ 12 32 52

m n=0
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8.2 Laplacetransformation

[1. Definitionen|

f sei eine komplexwertige Funktion, die iiber jedem endlichen Intervall integrier-
bar ist (z.B. f stetig oder stiickweise stetig). Falls das Integral konvergiert, heifit
die Funktion

LU@Mﬂ==Awﬂﬂf“a

Laplacetransformierte von f.

Bezeichnungen:
f heiBt Ober— oder Originalfunktion, L [f] Unter— oder Bildfunktion.

f heiBit zulissig, falls es Zahlen o und M gibt mit |f(t)] < Me®!, beispielsweise
Exponentialfunktionen, Sinus, Cosinus, Polynome und beschrénkte Funktionen.
e’ z.B. ist nicht zuldissig. Ist f wie oben abschitzbar, so existiert die Laplace-
transformation fiir Re 2 > a und ist holomorph.

[ 2. Berechnungl

ll. Rechenregeln fiir die Laplace-Transformationl

Alle Funktionen seien zuléssig. Fiir ¢t < 0 wird f(t) = 0 gesetzt, ¢ > 0.

o L{af(t)+Bg9(t)] (s) = aL[f(t)](s) + BL[g(t)] (s) Linearitdt
o LIf(ct)](s) = %IL 1) Ahnlichkeitssatz
o L{ef(t)] () = LIf()] (s +0) Dimpfungssatz
e LIf(t= 0] (s) = e L[f()](s) Verschicbesatz
o L[t f(w) du](s) = %L[f(t)] (s) Tntegrationssitze
. L[@] - /:OIL[f](u)du

o LI F(8)] (s) = (—1)"%L[ £ () Differentiationssitze
o LIf(®)](s) = sLf()](s) — £(0)

o LIf"(V)](s) = s’LIf(1)](s) — s £(0) — f'(0)

e L[O0)] () = SLIFD)(6) - 5 £(0) == sf3(0) — oD (0)

Laplace-
transformierte

zuldssig



f periodisch

Faltung, f * g
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Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, werden die Argumente s und ¢ auch

weggelassen.

Ist f periodisch mit der Periode T (also f(t) = f(t + T)) und fo(t) = f(t) fiir

0 <t < T und 0 sonst (vgl. Beispiel 6), so gilt:
L[fo(t)] (s

]L[f(t)] (S) — [fO( )]( )

1—e7Ts

(2. Rechenregeln fiir die Faltun§|

Die Faltung zweier zulissiger Funktionen f und g ist definiert durch

t
(f *9)(t) == /0 F(t - w)g(u) du.

i) frg=gxf Kommutativitét
ii) f+(ag+pPh) =af*g+ Bf*h Linearitit
iif) fx(gxh) = (fxg)xh Assoziativitit
iv) L{f*g] = L{f]L[g] Faltungssatz

|3. Einige wichtige Beispielel

In der Regel wird man die Laplacetransformation und die Riicktransformation
mit Hilfe von Tabellen vornehmen, z.B. in [Br]

f L[f] f L(f] f L{f]
et ! sin(wt) Y cos(wt) L
s— o 52 + w? 8% + w?
1 1 t" 1
' s i o nl

Die Laplacetransformierte der §-Distribution ist die Funktion 1.

Viele weitere Transformierte lassen sich daraus mit Hilfe der Rechenregeln her-
leiten. z.B. ist

L [e"“ sin wt] = ﬁ"’ﬁ-—w? (Dampfungssatz) oder
1 d 1 d
e = —__]L at — ]L at .
(s —a)? dss—« ds [e ] [te ]
Alternativ 148t sich das auch aus L[t] = L und dem Dimpfungssatz ablesen.

52
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[4. Lésung von Anfangswertproblemeﬂ

Die Laplacetransformation eignet sich zur Lésung von Anfangswertproblemen
bei gewohnlichen Dgl. und von Differentialgleichungssystemem unter folgenden
Voraussetzungen:

¢ Es handelt sich um eine lineare Dgl mit konstanten Koeflizienten
e Die Anfangswerte sind bei 0 gegeben.

¢ Die rechte Seite der Dgl. hat eine bekannte Laplacetransformierte.

Dann ist das Vorgehen so:

(@ Transformation der Gleichung oder des Gleichungssystems.

(@ Auflésen nach L[y] bzw. L[y;] bis L[y.] (eventuell mit Cramerscher
Regel).

(®) Partialbruchzerlegung von L[y] bzw. L[y;].

(4 Riicktransformation der einzelnen Teile.

Dgl. mit Anfangswerten | — -~ - - — — - Losung des AWP

@ Laplace-Tr. Riicktransformation @

Lésen
algebraische Gleichung

Summe einfacher Terme

® O

3. Beispiele

Beispiel 1: Gesucht ist die Riicktransformierte von

1
@+ 12

1. Méglichkeit: Anwendung der Rechenregeln.

Idee: Den Ausdruck so umformen, daf} sich die Rechenregeln anwenden lassen.

Anwendung
der Laplace-
transformation

Rechenschema
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1 11 -2s
(s24+1)2  2s(s2+1)2
11d 1

1
= - % B %]L [sint] Tabelle
= % %]L [tsint] Differentiationssatz, n = 1
t
= %]L[ / usinudu]  Integrationssatz
0
1
= §]L[( —wcosu + sinu)|}]

- ]L[%(——tcost+sin 9.

2. Moglichkeit: Anwendung des Faltungssatzes.
1 1 1

Mit L[f] = F1 1) = AriFrl - L [sin¢] L [sin¢] ist

t
f(t) = sint * sint = / sin(t — u) sinu du
0
t
= /(sintcosu—costsinu)sinudu
0
t t
= siut/ cosusinudu — cost/ sin® u du
0 0
N 1 .
= sint Esm2 ulg — cost E(u—smucosu)ﬁ)
= =(sin®t —tcost + sintcos’t)

(sint(sin® ¢t + cos? t) — tcost)

NN =N =

(—tcost +sint).

I Beispiel 2: y" — 2y + 2y = cost+ 2sint, y(0) =2, y'(0) = 4. l

@ Mit L{y"] = s’L[y] - sy(0) = 4/'(0) = s’L[y] —2s— 4, L [y'] = sL[y] —y(0) =
sL[y] — 2, L{cost] = ﬁi und L[sint] = ) transformiert sich die
Dgl. mit den gegebenen Anfangswerten zu

2

iyl — 25— 4 — 2Ly +4 + 2L[y] = —— + —2
s°L[y] — 2s 2sL{y]+4 + 2L[y] 32+1+32+1
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(@ Auflésen nach L [y]:

2 s 2 5424 2s(s*+1)
L{y] (s 2s+2)——52+1+—s2+1+2s— o]
2% 4+ 3s+ 2
& L[y =

(s24+1)(s2—2s+2)

Der im vorletzten Schritt bei L[y] stehende Faktor ist immer das
charakteristische Polynom der Dgl. Kontrolle

@ Die Partialbruchzerlegung ist in Kapitel 1, Beispiel 3, bereits berechnet

worden:
s s+ 2

s24+1 s2-2s+2

Lly] =

(@) Der erste Summand ist die Transformierte von cost. Der zweite Summand
schreibt sich als

s+2 o (s=1)

(s—1)24+1 (s=1)2+1 +

=L [e‘ cos t] + 3L [e‘ sin t] .

(s—1)2+1

Damit ist
y = cost + e'cost + 3e'sint.

Beispiel 3: gy —y = 4¢t, y(0) =9, ¥'(0) = 5, y"(0) = 3, y""(0) = —3.

@ Mit L [y®] = s'Ly] - $y(0) — s’'(0) — sy"(0) — y""(0)
1
=s'L[y] —9s® —5s* —3s+ 3 und L [et] =3 wird aus der Dgl.

4
s'L[y] - 9s® —5s* —3s+3 - L[y] = T

(@ Auflésen nach L [y]:

L[y (s*-1) = S—§~1—+953+552+3s—3
1 4+ (9s*+5s+3s-3)(s—1)

& Ly

st—-1 s—1
_ 4+49s"+55% 4352 — 35— 95 — 55 — 35+ 3
B (s=1)(s*-1)

95t — 453 — 252 — 65+ 7
(s—=D(s+D(s—=1)(s2+1)
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(3 An diesem Bruch sind im ersten Kapitel die Verfahren zur Partialbruchzer-
legung erkléart worden:

0s* — 48 — 252 — 65+ 7 1 + 2 3 4s 5

+ .
oG+ DD+ G-1F s-1's+1 &+1 &+1

(@) Die Losung des AWP ist daher

y = ze® +2e* +3e *+4cosz + 5sinz.

. S, (=5 3\, —4 Loy (4
Beispiel 4: ¢ = (—6 4>y+ (—6)’ ¥(0) = (7>

(D Man setzt 7(t) = (28) Dann transformiert man das Dgl.-System zeilen-

weise:

sLz] —4 —5L(z] + 3L (2] - %

sL[z] -7

Il

~6L{a] +4L[2] - ©

(2 Zunichst werden links die Terme mit den Laplacetransformierten zusam-
mengefafit, der Rest kommt nach rechts:

(s+5L[s] — 3L[ = -4

OL [z] + (s—4)L[z] =

756
S

Dieses lineare Gleichungssystem fiir L [z] und L [z] wird mit der Cramer-
schen Regel gelost. Als Hauptdeterminante D ergibt sich stets das
charakteristische Polynom der Matrix:

D= (54+5)(s—4)+18 = s2+5—-20+18 = s°+5—2 = (s—1)(s+2).
Fiir Dy[; hat man

4s— 4
5 -3

1((43 —4)(s—4) + 3(7s—6))

Dysp = | 7556 o4 =

S
1 1
;(432 —20s+16 + 215 — 18) = ;(4sz+s -2).

452 +s5—-2

Also ist L{z] = GoD6TY
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Dasselbe fiir L [2]:

45— 4
(s+5) 1
Dy = ] 7526 | = 5((s+5)(7s - 6) — 6(4s - 4))

8
1 1
;(7s2+293—30 — 245+ 24) = ;(7s2+53 —6).

7s? + 55— 6
Alsoist L[z] = —————— .
o ist L[2] s(s—=1)(s+2)
(® Die (einfache) Partialbruchzerlegung fiir L[z] wird mit der Zuhalteme-
thode vorgenommen:
4s* +s—2 A B C 1 1 N 2

Lg] = —23-¢ _ 2 1 ,
=] s(s=1)(s+2) s+s—1+s+2 s+s—1 s+2

Dasselbe fiir L [z]:

L[] = 75+ 55— 6 _é+ B + C _§+ 2 N 2
Tos(s-1)(s+2) s s—-1 s+2 s s—-1 s+2

(@ Riicktransformation:

z(t) = 1+ e + 27, z(t) = 3+2"+ 2%, also

v (@) [ 1+et+2e72) (1 1 )

i) = (z(t)> = (3+26t+2e'2‘ BACTARAVTRAERY
Plausibilitdtskontrolle: Aus Kapitel 6 ist bekannt, daf die Losung der Dgl. sich
aus zwei Exponentialtermen mit den Exponenten 1 und -2 (den Nullstellen des

charakteristischen Polynoms, vgl. Schritt 2) und einer partikuliren Lésung zu-
sammensetzt. Diese Losungsstruktur findet man hier wieder.

T
Beispiel 5: Losen Sie die Integralgleichung / sin{z — t) f(t)dt = zsinz.
—_— 0

Diese Faltungsgleichung wird mit Hilfe der Laplacetransformation gelost: gesucht
ist eine Funktion f mit (f *sin)(z) = zsinz.

Laplacetransformation ergibt: L[f(¢)] L[sint] = L[¢tsint].

1 2
Mit L[sint] = und L[tsint] = = (Tabelle oder Differentiations-
s2+1 (s241)2
satz) ergibt sich
2s 2s

L[f]:(32+1)(s2+1)2 RS

und damit f(t) = 2cost bzw. f(z) = 2cosz.

Plausibilitats-
kontrolle

Faltungs-
gleichung
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Beispiel 6: Berechnen Sie die Laplacetransformierte von f : Ry — R,
n<t<n+ 1/2

1
f(t)—{o n+lp<t<n+l 1 € No-

Hilfsmittel ist die Formel fiir die Transformation periodischer Funktionen auf
Seite 164.

| 151322523 I 1./2
f fo

f ist periodisch mit der Periode T = 1. Zunéchst wird die Transformierte von f,
bestimmt:

1

0 1, t=1/
L@ (s) = [ ol dr= [ et b=~z h_ 1

~(1- 6_5/2).

t=0 S

Damit gilt fiir die Laplacetransformierte von f

1 1-—eh
T l-e s

L{f](s)

Nach der dritten binomischen Formel ist 1 — e~* = (1 — e~ "2)(1 4+ ¢~ ). Daher
148t sich der Ausdruck noch vereinfachen zu

L[f](s)=m-
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8.3 Fouriertransformation

|1. Definitionen|

[Fouriertransformation |

f sei eine komplexwertige auf R definierte Funktion, die {iber jedes endliche Teil-
intervall von R integrierbar ist. Die Fouriertransformierte von f ist das Integral

FO) = 10 = —= [ fe)e

falls es fiir alle t € R existiert. Ist f absolut integrierbar, d.h. existiert das Integral
22| f(z)] dz, so existiert f. Die Fouriertransformierte 148t sich auch fiir andere
Funktionen— und Distributionenklassen definieren. Dann mufl man eventuell auch
f als Distribution auffassen.

Die Definition der Fouriertransformation ist uneinheitlich: manchmal fehit der

Vorfaktor Wors manchmal ist er e Es kommt auch vor, daf e¥® statt e~** in
7r T

Integral steht (z.B. in [Br]).

[Sinus- und Cosinustransformation|

Unter Voraussetzungen, die den fiir die Fouriertransformation gemachten entspre-
chen, definiert man fiir eine Funktion f : [0, 00[— C

F.(t) = 1/; / oo f(z) costzdz Cosinustransformierte von f
0
2 [ . . .
Fi(t) = \/; / f(z) sintzdz Sinustransformierte von f
0
| Umkehrformel |

f sei absolut integrierbar und jedes beschrinkte Intervall sei in endlich viele
Teilintervalle zerlegbar, in denen f stetig differenzierbar ist und an deren Enden
die Grenzwerte von f und f’ existieren. Dann gilt fiir allez € R

flz+) + flz—) _ 3
2 B \/é?/_oof(

Ist f in T stetig, so ist die linke Seite natiirlich f(z), sonst der Mittelwert des
Sprungs.

Sind f und g absolut integrierbar, so ist die Faltung f * g definiert durch
(f*9)( / flz—1)g(t)dt

t) e dt.

Fouriertrans-
formierte

absolut
integrierbar

andere
Definitionen

Sinus-,
Cosinustrans-
formation

Umkehrformel

Faltung
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E Berechnung]

ﬁ. Rechenregeln fiir die Fouriertransformatiorﬂ

) (Flaf(z)+Bg(@)(t) = a(FF(2))(t) +B(F(9(x))(t) Linearitat
ii) (Ff(az))(t) = é(ff(z))(t)

iil) (Ff(z —a))(t) = e (Ff(z))(t)

iv) Ist f differenzierbar und f' absolut integrierbar iber R, so ist

(Ff@)() = it (Ff(2)(®)
v) Ist g(z) = [%,, f(s) ds absolut integrierbar {iber R, so ist
(Fo@)®) = 7 (FF@)(e),t £0.

vi) (f*9)(z) = (9% f)(z)

vii) (F(f *9)(2)(t) = (Ff(2))(t) (Fg(z))(?) Faltungssatz

’2. Weitere Eigenschaftenl

i) Ist f absolut integrierbar, so sind Ff ,F.f und F;f stetig
und tlé}hl}x:]:f(t) = 0.

ii) Ist Ff = Fg, so ist in allen gemeinsamen Stetigkeitspunkten von f und g

f(=) = g(z).
iti) Ist f gerade (f(z) = f(—=z)), so ist Ff(t) = F.f (Cosinustransformation).

iv) Ist f ungerade (f(z) = —f(—z)), so ist F f(t) = —iF,f (Sinustransforma-
tion).

v) Ist f(z) = fo(z) + fu(z) die Zerlegung von f in seinen geraden und unge-
raden Anteil, so ist

Ff(t) = Fefy — iFsfu-

Die Bedeutung dieser Formel besteht darin, daf in einigen Formelsammlun-
gen nicht die Fouriertransformation, sondern die Sinus- und Cosinustrans-
formierten angegeben sind, z.B. [Br].
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3. Berechnung von Fouriertransformierten|

1. Tabellen

In der Regel liest man die Fourier- und Riicktransformierten aus Tabellen ab.
Dabei muf man gelegentlich eine gegebene Funktion f in ihren geraden Anteil f;
und ungeraden Anteil f, zerlegen. Das geschieht mit Hilfe der Formeln

fy = 2@+ F(2), fu = 307 - f(-2)
2. direkte Rechnung

Das Integral wird direkt ausgewertet. Dabei priift man zundchst nach, ob die
Funktion gerade oder ungerade ist, da sich in diesem Fall eventuell die Formeln
fiir die Sinus— oder Cosinustransformation anbieten. Wichtige Formel dabei:

0o ™
/ e’ 4z = £, a>0
—00

a

3. Verwendung des Residuensatzes

Ist f eine gebrochen rationale Funktion ohne reelle Nullstellen, bei der der Grad
des Nennerpolynoms um mindestens zwei grofler als der des Zahlerpolynoms ist,
158t sich die Fouriertransformierte recht einfach mit Hilfe des Residuensatzes
berechnen:

-\/%il Y Res(e™#f(2),z;) t>0
— mz, <0
FOW =1 vami 5 Res(ef(z),m) t<0

Imz >0

Summiert wird also iiber die (komplexen) Nullstellen des Nenners von f mit
negativem bzw. positivem Imaginérteil.

4. Riicktransformation

Den Zusammenhang zwischen Transformation und Riicktransformation ist gege-
ben durch

[F 1) @) = FUE)@)  FU@)E) = F (F(=2)0)]
Das bedeutet, daff die Riicktransformierte einer Funktion berechnet wird, indem
t durch —t ersetzt wird und dann mit einer der oben angegebenen Methoden
die Fouriertransformation vorgenommen wird. Dabei kann man bei Bedarf die
Variablenbezeichnungen z und ¢ vertauschen.

|4. Formeln bei der alternativen Definition der Fouriertransformation |

In diesem Unterabschnitt werden lediglich die Formeln zusammengestellt, die bei
der Definition

F() = %/_O;f(x)e”’ do

von den bisherigen abweichen.

Riicktransfor-
mation

Formeln bei
alternativer
Definition
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fla+) + flz—

. \/2_7? / £(t)e"* dt. (Umkehrformel)

e Ist f differenzierbar und f' absolut integrierbar iiber R, so ist
(Ff'(z))(t) = —it(Ff(z))(t) (Rechenregel iv))

o Ist g(z) = [ f(s)ds absolut integrierbar iiber R, so ist
(Fo@)(®) = —= (FF@)(®), t 0. (Rechenregel v))

e Ist f ungerade (f(z) = —f(—z)), so ist Ff(t) = iF,f (Sinustransformati-
on). (weitere Eigenschaft iv))

e Ist f(z) = fy(z) + fu(z) die Zerlegung von f in seinen geraden und unge-
raden Anteil, so ist

Ff(t) = Fefg + iFsfu. (weitere Eigenschaft v))

\/Q?il Y Res(e®f(2),z) t>0
— mzg >0
FHE©) = —V2ri ¥ Res(et*f(z),z;) t<0

Imzk <0

(Berechnung mit Residuensatz)

] 3. Beispiele

z+1 -1<z<1
Beispiel 1: F,, F, und F fiir f(z) = 2 1<z<2
0 sonst

In diesem Beispiel soll soweit wie moglich auf Tabellen zuriickgegriffen werden,
Zerlegung in  z.B. [Br].
geraden und

ungeraden :
Anteil § . . 11/—.
11 ; ; A T3
-1
f fg (gerader Anteil von f) fu (ungerader Anteil von f)

(@ f wird in den geraden und ungeraden Anteil f, und f, zerlegt. Dazu mufl
zundchst f(—z) bestimmt werden. Beim Ubergang zu —z statt = werden die
Definitionsintervalle am Ursprung gespiegelt, also
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2 -2<z< -1
f(mz) = ¢ —z+1 -1<z<1
{ 0 sonst
2 —2<z<~1
f@)+f(=z) 1) z+1) + (-z+1) -1<z<1
fol@) = 2 =3 2 1<e<2
0 sonst
1 -2<z< -1
1 -1<z<1 _[1 —2<z<2
= 1 1<z<2 _{0 sonst
0 sonst
—2 -2<z< -1
f@y-f(=z) 1) (@+1) - (—z+1) -1<z<1
@) = 2 ~ 2 2 1<z<2
0 sonst

-1 -2<z<-1
x -1<z<1
1 1<zx<2
0 sonst

Fiir die Benutzung der Tabellen ist jeweils nur der Anteil mit z > 0 interessant,
der Rest ist der Vollstandigkeit halber aufgefiihrt.

7 si
(2 Einer Tabelle entnimmt man F,f,(t) = \/; sin 2¢

Transformation zerlegt in bekannte Teile:
! ! - ! — .

fu = ful + fu2 = fur + fus - fud

. fu wird fiir £ > 0 zur

Jetzt liest man die Transformierten von f,3 und f,4 aus einer Tabelle ab:

21— cos2t 21 —cost
fsqu(t) =A\— ) fsfu‘i(t) =\ .
T t T t

Die Transformierte von f,,; wird in Beispiel 3 berechnet:

Fofult) = \/gtlz(sint ~ tcost).

Transforma-
tion der
Anteile
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Damit ist

21 21
Fofu(t) = \/;t—Q(sint—tcost-}-t——tcos%—t+tcost) = \/;t—?(sint—tcos%).

Fflt) = Fofy — iFsfu = \Eti?(tsin%—i(sint—tcos2t)).

- o . . 1
Beispiel 2: Gesucht ist die Fouriertransformierte von f(z) =

2+ 4

Die Funktion f erfiillt die Bedingungen, um die Berechnung mit dem Residuensatz
vornehmen zu kénnen. Der Nenner von f hat einfache Nullstellen in den Punkten

—itz
+2i, hat dort also einfache Pole. Die Residuen berechnet man mit dem

22
Trick aus Kapitel 7.5:
e—izt e—itz oE2t
—_—,F2i] = = T
Res (22 +4’ 2> 2z le=f2i 44
Jetzt hat man
e—2t o2t
—V2ri— t20 V2r— t20
FF) = A - 4 = VAT
o2t - o2t - )
\/27riz t<o0 \/27TZ t<0

z 0<z<a

Beispiel 3: Bestimmung von F,, F, und F fiir f(z) = { 0 onst

2 ra
F(t) = \/—/ z costz dz
7 Jo

2 (cos rt  zsin zt) z=a
= 4/= +

s t2 t =0
_ 2 (cos at asinat 1 )
R ) t t2

21 .
7—Tt—2(cos at — 1 + atsin at).
2 [+
Fi(t) = ;/ zsintrdz
0
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T=a

T 2 t
2 (sin at acos at)

2 (sin rt zcos xt)

z=0

T 2 t

21 .
= —t—2(51n at — atcos at).
e

Um die Fouriertransformierte JF f zu berechnen hat man zwei Moglichkeiten:

i) f wird in seine geraden und ungeraden Anteile f, und f, zerlegt. Dabei Bestimmung
reicht es natiirlich aus, dies fiir z > 0 zu tun, da die Werte auf der negativen aus Sinus- und

Halbachse dann ja festliegen. Cosinustrans-
Da f(z) = 0 fiir z < 0 ist, geht es sehr einfach: fiir z > 0 ist formation
_ _ f@) £ f(-x) [ & fir 0<z<al _1
folo) = ful2) = T2 T 10 fir z>a - Ef(x)'

Nach den Rechnungen oben ist
Fft) = Fefy—iFsfu
1

21
= 5”_,5—2((505‘” — 1 + atsinat + i(at cosat — sin at)).
m

ii) Man kann natiirlich auch direkt rechnen: direkte

1 e Rechnung
Ff(t) = ﬁ/o Te " dg
1 e—itz ) r=a
1 jeite 1
= 1 (e"®(ita+1) — 1)

V2r e
V2rt?

1 . ) .
= W(COS at — 1 + atsinat + i(at cos at — sinat)).
m

z=0

cosat — isinat)(iat+ 1) — 1)

In jedem Fall fehlt noch der Wert fiir ¢ = 0. Wegen der Stetigkeit der Fouriertrans-
formation (Weitere Eigenschaften 1)) 148t sich der gesuchte Wert als Grenzwert
fiir t — 0 berechnen, z.B. mit der Regel von I'Hospital.

Hier ist es aber einfacher, fiir ¢ = 0 eine Extrarechnung durchzufiihren:

o 2
Ff0) =0, ,F.f(0) = \/g/o zdx=;%.

2

a
202

Fiir F f(0) erhélt man
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Beispiel 4: Gesucht sind die Fouriertransformierte von f(z) = e~2*l und die

1
ticktransformiert = —
Riicktransformierte von f{(t) 74

Hier verwendet man natiirlich die Rechnungen aus Beispiel 2. Es ist

—1(8—2]—::[)

Fle ) =
__ -1 (8—21:1:[)

W 5

5 ra nach Beispiel 2

5-

Genauso erhilt man

1 1
-1 —

F (t2 +4) - ]:((—t)z +4

1
= Flayd)

vors

= Te—ﬂrl nach Beispiel 2

)



Kapitel 9

Partielle Differentialgleichungen

Eine partielle Differentialgleichung ist eine Bestimmungsgleichung fiir eine Funk-
tion u(z,y,-..), in der auBer v auch die Ableitungen von u nach den Variablen
z, y usw. vorkommen.

Im gesamten Kapitel wird die Abkiirzung fiir partielle Differentialglei-
chung benutzt. Ausfiihrlich behandelt werden lediglich lineare Pdgl. 2. Ordnung,
insbesondere die drei ”Grundtypen” Wellen-, Diffusions- oder Warmeleitungs-
und Laplace- oder Potentialgleichung in den Abschnitten zwei bis vier.

In diesem Kapitel geht es nur um lineare Pdgl. zweiter Ordnung. Fiir zwei Variable
hat man die Form

Q11 Ugg + A12Uzy + A2oUyy + biug + b2uy +cu= b(il?, y)

Die a;j, b; und c sind dabei von = und y abhéngende Funktionen. Bei mehreren
Variablen kommen entsprechende Terme fiir die Ableitungen nach diesen Varia-
blen dazu.

Ist b(z, y) = 0, so spricht man von einer homogenen, sonst von einer inhomogenen

Pdgl.

Da es sich um eine lineare Gleichung handelt, gilt:

e Mit jeder Losung u der homogenen Gleichung sind auch alle Vielfache
Lésung.

¢ Die Summe zweier Losungen der homogenen Gleichung ist eine Losung.

¢ Die allgemeine Losung ist Summe einer speziellen Losung der inhomoge-
nen Gleichung und der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung.

e Wie in 6.6 und 6.7 gilt fiir die Bestimmung einer partikularen Losung
wieder das Uberlagerungsprinzip (S. 41).

179

Pdgl.
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Im Gegensatz zu gewdhnlichen Differentialgleichungen kann es jetzt unendlich
viele linear unabhéngige Losungen (oder auch gar keine) geben.

Bei einigen Pdgl. hat man die Variablen z und ¢. Dabei ist z die Orts- und ¢
die Zeitvariable. Sucht man eine Losung der Pdgl., deren Werte fiir einen festen
Zeitpunkt ¢y (oft ¢g = 0) durch eine Funktion f(z) vorgegeben sind, spricht man
von einem Cauchy-Problem oder Anfangswertproblem.

Sind die Werte der Lésung und/oder ihrer Ableitung einerseits fiir ein Inter-
vall a < z < b und t = t (Anfangswerte) und andererseits fiir £ = a und
t > to bzw. £ = b und t > t, (Randwerte) vorgegeben, spriclit man von einem
Anfangsrandwertproblem ARWP. Hier ist stets g =0, a=0und b=L > 0.

u(0,t) = k(¢) u(L, (t)
%
/ J// / ,// 2 |
u(z,0) = 0 uls, (z) L=

Vorgegebene Werte bei Cauchy-Problem und Anfangsrandwertproblem. Beim
Cauchy-Problem der Wellengleichung kann man auch die Werte der Lésung fiir
t < 0 bestimmen, bei der Diffusionsgleichung geht das i.allg. nicht.

Dariiberhinaus gibt es noch gemischte Probleme. Die Begriffe Dirichlet-Problem
und Neumann-Problem kommen bei der Laplacegleichung (9.4) vor.

Ein Problem aus einer Pdgl. mit gewissen Anfangs- oder Randwerten heifit korrekt
gestellt, falls drei Bedingungen erfiillt sind:

i) Die Losung existiert.
ii) Die Losung ist eindeutig.

iii) Die Losung héngt stetig von den Anfangs- und Randwerten ab, d.h. bei
kleiner Anderung dieser Werte dndert sich auch die Lésung nur wenig.
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9.1 Allgemeiner Fall

|1. + 2. Definitionen und Berechnung

[1. Produktansatz|

Eine Grundmethode zur Konstruktion von Lésungen linearer partieller Differenti-
algleichungen ist der Bernoullische Produktansatz oder Separationsansatz. Das
Verfahren wird am Beispiel erklart.

. . 2 1
Beispiel 1: ug, + —uz + Uy + Uy + 22u, — u,, = 0.
e T T T

Kommen in einer Pdgl. Ableitungen nach z, y und 2 vor, und gibt es keine Terme
mit gemischten Ableitungen, so erhélt man oft Losungen mit dem Ansatz

u(z,y, 2) = X(2)Y (y) Z(2).

(1) Einsetzen des Ansatzes u(z,y, z) = X (z)Y(y)Z(z) in die Gleichung.
(2) Division durch % und Zusammenfassen ergibt eine Summe von Termen.

(3) Wenn in einer Summe mit Wert null eine Variable nur an einer Stelle auf-
tritt, muf der zugehorige Term konstant sein. Das gibt lineare (gewohnli-
che) Dgl. fiir X, Y und Z. Dieses Verfahren heifit gelegentlich Trennung
der Variablen. (Nicht mit den Differentialgleichungen aus 6.2 verwech-
seln!)

(@ Allgemeinere Losungen lassen sich als Summen (allgemeiner: Integrale)
von solchen Losungen konstruieren.

(D Der Ansatz ist u(z,y,2) = X(2)Y(y)Z(z). Im Folgenden werden die Va-
riablen einfach weggelassen, was zu keinen Mifiverstdndnissen fiihren kann,
da jede Funktion nur von einer Variablen abhéngt. Der Strich bedeutet die
Ableitung nach der zugehorigen Variablen. Es ist

Uy = X'YZ, upe = X"YZ, uy = XY'Z,
Uyy = XY"Z, u, = XYZ', u,; = XYZ".
Die Gleichung wird zu

XYz XY'Z XY'Z
—+ +

X"YZ+2 S +2:XYZ - XYZ' =0

2

Produktansatz
Separations-
ansatz
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(2 Division durch u = XY Z ergibt

X” XI Yl Y// ZZ, Zl/
ESNP TSNS SIS SINNPL NN )
xV xteytartiz 770

(3 Die Terme mit Z und z kénnen auf die andere Seite gebracht werden:

XII XI YI YII ZZ’ Zl/
=42t ==+ —===- -
S A zZ "z
Standard- Standardargumentation: Die rechte Seite hangt nur von z ab, die linke Seite
argumentation nur von z und y. Daher miissen beide Seiten konstant sein, etwa gleich A.
Fiir Z hat man also die gew6hnliche Dgl.
2z Z" " ,
—2—Z—+7—)\ & 72"-222"-AZ=0.

Das ist eine Hermite-Dgl.; vgl. Kapitel 6.10.

Nach Ersatz der rechten Seite durch A wird die Gleichung mit z? multipli-
ziert. Danach lassen sich die Terme mit Y auf die rechte Seite bringen.
XII Xl YII Y‘I

2 N= e =
X + :I: -z % %
Wieder Standardargumentation: da die rechte Seite nur von y abhingt, und
die linke nur von z, miissen beide Seiten konstant sein, etwa gleich u. Das
gibt fiir X und Y jeweils nach Multiplikation mit X bzw. Y eine lineare
Dgl.:

o’ X"+ 22X — (u+ 22X =0
Y'"+Y' +uY =0  (lineare Dgl. mit konst. Koeflizienten, vgl. 6.7)
(@ Sind Zx(2), Y,(y) und X, ,(z) Losungen des entstandenen Systems S

Z"~22Z2'- 02 = 0
Y'+Y'+uY = 0 (S)
X"+ 22X - (u+X2H)X = 0

so erhilt man Losungen der Ausgangsgleichung als

X (@)Y (y)Z(2) = Xau(2) Yu(y) Z2(2)

oder allgemeiner als

X@)Y(y)Z(z Z/\/\,p u (y) Zx(2), (*)

wobei die Summe eine endliche oder (konvergente) unendliche Reihe ist oder
als Integral gedeutet werden kann.
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2. Randbedingungen

Im ersten Teil wurden moglichst allgemeine Losungen von Pdgl. ermittelt. In
vielen Anwendungen werden Losungen gesucht, die beziiglich einer Variablen
Randbedingungen geniigen. Das fiihrt dazu, da in der oben angegeben Losung
(*) nicht mehr alle Werte der Parameter vorkommen konnen, sondern z.B. nur
noch die Eigenwerte eines Randeigenwertproblems fiir die entsprechende Glei-
chung des Systems S.

Gelegentlich treten auch allgemeinere Randbedingungen auf, z.B. werden vorge-
schrieben

¢ Funktionswerte wie u(zg,t) = 0.

Ableitungen oder Linearkombinationen von Funktionswerten und Ableitun-
gen wie u(To,t) = 0 oder au(zo, t) + Puz(20,t) = 0.

Limiten lim u(z,t) = 0 fiir alle ¢.
I—00

Stetigkeits- oder Differenzierbarkeitsbedingungen.

Integrabilititsbedingungen, d.h. [°u(w,t) dw oder f!|u(w, t)|? dw soll exi-
stieren.

¢ Bedingungen an den Typ der Losung, z.B. u soll Polynom in z sein.

Das Vorgehen wird wieder an einem Beispiel erklart. Das Verfahren beginnt nach
dem dritten Schritt des Rechenschemas fiir den Produktansatz.

Beispiel 2: uy — ugz = 0, ug(0,t) = ug(m,t) = 0. (Wellengleichung) |

Der Ansatz u(z,t) = X(z)T(t) und analoges Vorgehen zu Beispiel 1 ergibt fiir
die Funktionen X und T das System

X"=)X und T"=MT.

(@ Die Randbedingungen sollen fiir alle ¢ erfiillt sein und stellen daher eine
Bedingung an die Funktion X. Man sucht eine Lésung des Randeigenwert-
problems

X"=XX, X'(0)=0, X'(m)=0.

Dieses Problem ist in Beispiel 2 in Kapitel 6.9 gelést worden (mit —A —1
statt A). Eigenwerte und -funktionen sind A\, = —k?, 2o = 1, 2 = cos(kz)
fiir k € Ny.

(5 Die Dgl. fiir T wird nur noch fiir die A aus (@ gelost: fiir Ay = 0 ist
To(t) = Ag + Byt, fiir A, = —k? ist Ty (t) = A cos(kt) + By sin(kt) Losung.

Randbedin-
gungen
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(6) Losungen der Pdgl., die den Randbedingungen geniigen, sind

u(z,t) = Ag + Bot + (A cos(kt) + By sin(kt)) cos(kz).
k=1

Bemerkungen:

i) Falls die Summe unendlich viele Glieder enthélt, muf} gepriift werden, ob die
Reilie iiberhaupt konvergiert, und ob die so gewonnene Funktion tatsichlich
die Pdgl. erfiillt.

ii) La. erhilt man so nicht alle Losungen des Problems, aber oft hinreichend
viele, um zu gegebenen Randbedingungen eine Losung zu konstruieren.

| 3. Beispiele

Beispiel 3: Gesucht sind nach z unendlich oft differenzierbare Lésungen von
Uy + zuy = 0.

Zunichst wird der Produktansatz verwendet:

(@D Mit dem Ansatz u(z,t) = X (z)T(t) erhilt man
XT' +zX'T =0.

(2 Division durch « = XT und Trennen der Seiten gibt
77 X'

T X

(3 Die Standardargumentation gibt die beiden Dgl.

T —M=0 und X':—%X.

Nun werden die Losungen an die Randbedingungen angepafit.

(@ Die Dgl. fiir X hat nach 6.1, Spezialfall 2, die allgemeine Losung X (z) =
Cyz~*. Diese Funktion ist nur dann beliebig oft differenzierbar, falls der
Exponent eine nichtnegative ganze Zahl ist. In Frage kommen also nur die
Werte A = —n, n € Ny.

(®) Die Dgl. fiir T hat stets die Losung T'(t) = e.

(6) Ein Ansatz fiir allgemeinere Losungen ist also

o0
u(z,t) =Y Ape g™
n=0
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9.2 Wellengleichung

[1. Definitionen|

Im gesamten Abschnitt ist ¢ eine Konstante mit ¢ > 0.

Eindimensionale Wellengleichung

qu — Pug, = b(z, t)]

n-dimensionale Wellengleichung

luu - FAu = b(a:,y,...,t)l

A ist der Laplaceoperator in n Dimensionen.

2. Berechnung |

Die allgemeine Losung der eindimensionalen Wellengleichung ist

‘u(z,t) = v(z,t) + filz+ct) + falz —ct)l

Diese Losung heifit auch d’Alembertsche Losung.

v ist dabei eine partikulire Losung der inhomogenen Gleichung, f; und f; sind
zwei beliebige zweimal stetig differenzierbare Funktionen.

In den Beispielen 8 und 9 werden mit Hilfe dieser Formel Losungen der Wellen-
gleichung konstruiert.

Bei der Konstruktion von Losungen der homogenen Gleichung kann man folgen-
de ”Bausteine” benutzen und versuchen, durch geeignete Linearkombinationen
Losungen zu finden:

flz+ct), flz—ct)
(Ao + Bg.’L‘)(Co + Dot)

(
(

Aysin(pz) + B cos(u:c)) (Cu sin(uct) + D, cos(uct))

Aue’® + Bue ) (C,et + Dyemmt)

Von der n-dimensionalen Wellengleichung wird nur ein Anfangsrandwertproblem
(mit Nullrandbedingungen) unter Punkt 4 besprochen. Informationen zu Cauchy-
Problemen bei zwei- und dreidimensionalen Gleichungen findet man z.B. in [Tr].

allgemeine
Lésung

d’Alembert-

sche
Lésung

Bausteine
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Il. Inhomogene Gleichung]

Aufgabe ist die Bestimmung einer partikulidren Losung v der inhomogenen Glei-
chung uy — c*uze = b(z,t), (z,t) € R x R*:

C
/ / b(w, s) dwds
26 z+c(s—t)

Voraussetzung: b(z,t) und b.(z,t) sind stetig fiir ¢ > 0 und z € R.

Bei allen Aufgaben mit der Wellengleichung wird stets zuerst eine partikuldre
Losung bestimmt (im Gegensatz zu den Verfahren bei gewohnlichen Dgl., wo
man oft zur Bestimmung von partikuldren Losungen ein Fundamentalsystem
bendtigt.)

Die oben angegebene Formel hat die Eigenschaft, daf v(z,0) = wv(z,0) = 0
ist. Das bedeutet, dafl gegebene Anfangswerte nicht verdndert werden, wohl aber
Randwerte. v(z,0) = v,(z,0) = 0 148t sich als erste Probe verwenden.

Beispiel 1: Gesucht ist eine Losung der Gleichung 1y — uz, = 3e* %, |

Eine Losung v(z, t) dieser Wellengleichung mit ¢ = 1 liefert

1 t z—s+t 3 £ +
— w—2s _ Y W=T—s
v(z,t) = 2/ / 3e dwds = 2/ wezssnt B

0 zt+s-t 0

t
— g/ez —-3s+t _ :: —s—t dS

0
_ 3 T+ ( o3| Tt —s{t
- 5 ( 3 s=0 (_1) s=0)
— 1 eFHt (=3t 3 ot/
= e ( — 1)+ et - D)
— 1 e* -2t 1 z4t 3 —2t 3 z—t
= 2 + 28 + 28 - 56

1
— z—2t sortt Y -t
+ 28 26

Die erste Probe (v(z,0) = 0 und v;(z,0) = 0) geht auf.

l 2. Cauchyproblem |

3 Dieses Problem modelliert eine unendlich
lange freiscliwingende Saite oder die Wel-
lenausbreitung in einem eindimensionalen
Gebilde. Gegeben sind die Anfangsauslen-
u(z,0) = f(z) kung f(z) und die Geschwindigkeit g(z)
w(z,0) = g(z) zum Zeitpunkt ¢ = 0.

U — gy =0
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Gegeben sind

i) Dgl. uy — ctuzy = b(z,t)
ii) Definitionsbereich —oo < z < co und ¢t >0

iii) Anfangswert u(z,0) = f(z)

iv) Anfangswert u(z,0) = g(z)

Die eindeutige Losung bestimmt sich als

1 z+ct
(f(x+ct) + f(z—ct)) + 5(—:/3_6 g(s)ds + v(z,t)

¢

| =

u(z,t) =

v ist dabei die nach 1. berechnete partikulire Losung der inhomogenen Gleichung.

Beispiel 2: Uy — Ugy = 3"
u(zr,0) = €°
w(z,0) = —2€°

Eine partikulire Lésung v(z,t) der inhomogenen Gleichung ist in Beispiel 1 be-
reits berechnet worden.

Die Losung des AWP ist mit f(z) = e” und g(z) = —2¢°

1 1 T+t
uw(zr,t) = E(e”“ +e*7 + 3 / —2¢e°ds + v(z,t)
z—t
1 -
= E(e"‘" + et — e I"22 + u(x, t)
— 1 T+t 1 Tt -+t z—t z—-2¢ 1 T+t 3 z—t
= 26 +2€ e +e " te +§e 56
z—2¢
= e

[3. ARWP iiber Intervall]

Dieses Problem modelliert eine schwingende Saite der Linge L. Vorgegeben sind
wie beim Cauchyproblem die Anfangsauslenkung f(z) und die Anfangsgeschwin-
digkeit g(x) fiir t = 0. Daneben sind nun noch Randbedingungen bei z = 0 und
z = L gegeben, die die Amplitude der Schwingung fiir diese z-Werte vorschreiben.

ARWP iiber
Intervall
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i) Dgl. uy — C’uzz = b(z,t)

i)

ii) Definitionsbereich 0 <z < Lund £ > 0

iii) Anfangswert u(z,0) = f(z)

iv) Anfangswert u:(z,0) = g(z)

v) Randbedingung «(0,t) = k(t) (linker Rand)
)

vi) Randbedingung u(L,t) = h(t) (rechter Rand)

AnschluBbe- (0 1) = k(t) w(L,t) = h(t)  AnschluBbedingungen fiir die gegebenen
dingungen Daten:
7(0) = Kk(0)
Uy — gy = b(z, t) f(L) = h(0)
9(0) = k'(0)
9(L) = K(0)

0 u(0)=f(z) L

uf(xv O) = g(I)
Fouriersche Dieses vom Produktansatz stammende Verfahren heifit Fouriersche Methode.
Methode

Der Einfachheit halber wird angenommen, daf§ das Intervall [0, L] ist. Behandelt
wird nur der einfache Fall, daf8 A und k bis auf einen linearen Term periodische
Funktionen sind. Das hier beschriebene Verfahren fiihrt in den meisten, aber
nicht in allen Fallen zum Ziel. Schwierigkeiten kénnen sich ergeben, wenn eine
der Funktionen h oder k w-periodische Anteile enthilt, und die Zahl % rational
ist (vgl. Beispiel 9). Lassen sich allerdings die Teillésungen u;, und ug bestimmen,
Variante erhilt man eine Losung. Eine weitere Variante des Auffindens von Teillssungen
ur und up ist in Beispiel 8 beschrieben.

Die Losung erfolgt in sieben Schritten, von denen die ersten beiden nur bei in-
homogenen Gleichungen benétigt werden. Andernfalls wird einfach v(z,t) = 0
gesetzt.

(D Bestimmung einer partikuliren Losung v nach 1.

(@) Neubestimmung der Randwerte: k(t) wird ersetzt durch k(t) — v(0,t) und
h(t) durch h(t) — v(L,t).

(® Bestimmung einer Losung uy, die der Randbedingung bei z = 0 geniigt und
am rechten Rand 0 ist.
Ansatz uy, Ansatz:

ur(z,t) = (Ao+Bot)(L—z)+ Y (A, cos(uct) + B, sin(uct)) sin(u(L—z))

>0
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Die Koeffizienten A, und B, bestimmen sich aus dem Vergleich von ur(0,t)

mit k(t). Eventuell muf £ in eine Fourierreihe entwickelt werden.

Bestimmungsgleichung fiir die Koeflizienten A, und B,:

k(t) = (Ao + Bot)L + Y (A, cos(uct) + By sin(uct)) sin(uL)
p>0

(49 Bestimmung einer Losung ug, die der Randbedingung bei z = L geniigt

und am linken Rand O ist.
Ansatz:

u>0

up(z,t) = (Ao + Bot)x + Y (Aucos(uct) + By sin(uct)) sin(uz)

Die Koeffizienten A, und B, bestimmen sich aus dem Vergleich von ug(L, t)

mit h(t). Eventuell mu8 A in eine Fourierreihe entwickelt werden.

Bestimmungsgleichung fiir die Koeffizienten A, und B,:

h(t) = (Ao+ Bot)L + Y (A, cos(uct) + By sin(uct)) sin(uL)
>0

(® Korrektur der Anfangswerte:

f(@) = f(z) — w(z,0) - ur(z,0),

- dug

3(z) = g(e) - SE

@.0) ~ S2(z,0)

(6) Bestimmung einer Losung ug4, die den Anfangsbedingungen it fund §
geniigt und am linken und rechten Rand 0 ist. Dazu werden f und § unge-

rade fortgesetzt und eventuell in eine Fourierreihe entwickelt. Ansatz:

ua(z,t) = i (An cos (%t) + Bn% sin (%t)) sin (%z)

n=1

Ansatz up

Ansatz u»



190 KAPITEL 9. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die Igoefﬁzwnten A, und B, bestimmen sich aus dem Vergleich von u4(z, 0)
mit f(z) und $u,(z,0) mit §(z):

flz) = i A, sin (—TL—W:I:) g(z) = i B, sin (%x)
n=1 n=1

L L
/ sm da: / sm da:
0 0

hlw
b'IN’

(@ Gesamtlssung:

u(z,t) = v(z,t) + ualz,t) + ur(z,t) + up(z,t).

Beispiel 3: e —Adug, = 0
u(z,0) = —2sinz
u(z,0) = 6sin3zx + cos ;
u(0,t) = sint
u(m,t) = 0

In diesem ARWP ist ¢ = 2 und L = 7. Da es sich um eine homogene Gleichung
handelt, fallen @) und @) weg.

(3 Einsetzen von k(t) = sint in den Ansatz:

sint = (Ao + Bot)m + Y (A, cos(2ut) + B,sin(2ut))sin(un)
5>0

Hier mufl man nur auf der rechten Seite den passenden Term herauszusu-
chen: fiir 4 = 1/ vergleicht man

sint = By, sint sin /2

und erhélt By, = 1. Die restlichen A, und B, setzt man null und hat mit
sin(§ — s) = coss

ur(z,t) = sintsin (%(w - a:)) = sintsin(g - g) = sin t cos ;

(@ Wegen u(m,t) = 0 wihlt man ug(z,t) = 0.
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®

f= —2sinz—sin0cosg — 0= -2singz,

Jg= 6sin3m+cos§ —cosOcos% — 0 =6sin3z.

@ Auch hier reicht wieder ein einfacher Koeffizientenvergleich, da f und §

schon Fourierreihen sind (aus jeweils nur einem einzigen Glied bestehend).

(o]
—2sinz = Z Apsin(nz) = A;=-2, A, =0sonst

n=1

6sin3z = Y Busin(nz) = B3=6, B, =0 sonst

n=1

Damit wird u4(z,t)
1 . . .
ua(z,t) = —2cos2t sinaL'+63—2 sin 6t sin 3z = —2 cos 2¢ sin z + sin 6¢ sin 3z.
(D Die Gesamtlosung ist

u(z,t) = wua(z,t) +ur(z,t) + ur(z,t)

= sintcos ; — 2cos2tsinx + sin 6¢ sin 3z.

|Z. ARWP bei der zweidimensionalen Wellengleichungl

zwei-
¢ Dieses ARWP wird nur als homoge- dimensionale
nes Problem mit Nullrandbedingungen Wellen-
vorgestellt, Es modelliert eine schwin-  gleichung

gende rechteckige Membran, die mit
den Réindern fest eingespannt ist. Der
Definitionsbereich der Ldsung ist ein
/ y in ¢t-Richtung unendlich langer Quader
im (z,y,t)-Raum. Die Anfangsbedin-
b gungen geben Losung und Ableitung in
t-Richtung auf der ”Grundplatte” vor.
Die Randbedingungen sagen aus, dafl
a z die Losung auf den "Seitenwinden”
verschwindet.

Gegeben ist
1) Dgl U — C2(u1:1: + Uyy) =0

ii) Definitionsbereich 0 < 2 <a,0<y<b,t>0

)
iii) Randbedingungen »(0,y,t) = u(a,y,t) = u(z,0,t) = u(z,b,t) =0
)

iv) Anfangsbedingungen u(z,y,0) = f(@,y), u(z,3,0) = g(z,v)
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Vom Algorithmus des eindimensionalen ARWP bleibt nur Schritt ®) iibrig:

2 2
Mit iy =7 ﬂz + n_2 setzt man an
a b
- . .mn . o
u(z,y,t)= Y. [Am,, cos(tmnct) + Bmn sm(pmnct)] sin(—z) sin(—y)
myn=1 Climn a b

Die Anfangswerte geben folgende Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten
Apnund B,

= f: Apnsin (7—%711;) sin (n%y)

m,n=1

a(z,y) Z Bpmn sin (—:v) sin (nl:ry)

m,n=1

f und ¢ werden in x und y ungerade fortgesetzt. Die Koeffizienten dieser zweidi-

zweidimen- mensionalen Fourierentwicklung berechnen sich dann als
sionale
Fourierent-
wicklung

b

“al

b

mn ib/
0

o\n

f(z,y)sin {-z) sin (%y) dz dy

%I'P

g(z,y)sin aﬂx) sin (zbﬁy) dz dy

=]

O~

Beispiel 4:

Uy — 4(Uzz + Uyy) 0,
u(0,y,t) = wu(my,t)=u(z0,%) =u(z,m,t) =0,
u(z,y,0) = (z+y)sinzsiny
w(z,y,0) = 0

In dieser Gleichung ist « = b = 7 und ¢ = 2. Wegen u(z,y,0) = g(z,v) =0
bleiben nur die A,,, zu bestimmen. Es ist

4 ks ks
mn = / / (z + y) sinysin z sin(mz) sin(ny) dz dy
y=0z=0
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4 ks
= — / siny sin(ny) dy zsinzsin(mz) dz +
m

y=0

lI \a

T

+— / y siny sin(ny) d / sin z sin(mz) dz
‘_l/—O z=0

¥4
/ sin ssin(ns) ds hat fir n = 1 den Wert 7/ und 0 sonst. In Beispiel 8 weiter
0
unten ist ¢, := / zsin z sin(nz) dx bestimmt: ¢; = 7*/s, ¢, = O fiir alle anderen
0

ungeraden n und ¢, = fiir gerade n. Damit wird

—4n
(W =17

( w firm=n=1
8
o] —(nz——nl—)z_w fiir m = 1 und n gerade
mn —
_(m28——m1)27r fiir n =1 und m gerade
L 0 sonst

Wegen a = b = 7 ist fiynn = V2 + n?. Damit ist die Losung gegeben durch

u(z,y,t) = > Amnsin(mz)sin(ny) cos(2v'm? + n?t)

mn=1

= msinzsiny
16 &
_=2 Z @—mej(smxstmy) + sin(2mz) siny) cos(2v4m? + 1t)

T

|3. Beispiele|

Beispiel 5: uy; — 25uz, =0, u(z,0) = w(z,0) =1

1+ z?’

Die Losung dieses homogenen Cauchyproblems mit ¢ = 5 ist

z+5¢

1 1 1
) = = —
uzt) 2(1+(z+5t)2+1+(z—5t)2)+10 _/Stlds

1 1 1
N §(1+(z+5t)2+1+(z—5t)2)+t
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Delpiel B gy — 4tz tsin g
u(z, 0) cos g + sin2z — 7sin 3z
u(z, 0) 12sin 2z ~ sin g
u(0,¢) cost
u(r,t) t—2sint

Es handelt sich um ein inhomogenes Anfangsrandwertproblem fiir die Wellenglei-
chung mit c=2 und L = 7.

(@  Zunichst wird eine Losung der inhomogenen Gleichung bestimmt. Mit
b(z,t) = tsin § wird

1 t  z—-2(s-t)
LW
v(z,t) = 73 / / 351n§dwds
s=0 w=r+2(s—t)
¢
2s +2 2s —2
= —/—2s[c roastat z:—-*+t]ds

t
= —-sing/ssin(s—t)ds
= —sinz
B 2

sin(s — t) — scos(s — t)],
= sin g(t —sint)

Benutzt wurde dabei cosa — cosb = —2sin % sin %5® und [zsinzdz = sinz —
z cos z. Die erste Probe (v(z,0) = v;(z,0) = 0) geht auf.

(@ Korrektur der Randwerte:
E(t) = k(t) —v(0,t) = cost — tsin 0 — sin tsin 0 = cos ¢

h(t) = h(t) — v(m, t) =t — 2sint — (¢ sing — sintsin g) = —sint.

(® Bestimmung von uy: die Formel zur Bestimmung der Koeffizienten ist

(Ao + Bot)m + > (A, cos(2ut) + B, sin(2ut)) sinpur = cost.
#>0

Diese Gleichung 1a8t sich erfiillen mit u = 1/, Ay, = 1 (wegen sin 7/, = 1)
und die restlichen A, und B, sind null. Damit ist

—T

T T
ur(z,t) = sin cost = cos 5 cos t.
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(@ Bestimmung von ug: die Formel zur Bestimmung der Koeffizienten ist

Ao+ Bot + Y _(A,cos(2ut) + Bysin(2ut)) sin(um) = — sint.
pu>0

Auch diese Gleichung la8t sich so 16sen, dafl man mit einem einzigen Term
auskommt: mit x = 1/; braucht man nur By, = —1 und erhélt

. T,
ugp(z,t) = —51n§smt.

() Korrektur der Anfangswerte:

fl) = f(z) —uL(z,0) — ur(z,0)
cos% +sin2z — 7sin3z — cosg- —0=sin2z — 7sin 3z

duL duR

o(@) - ZE(,0) - SR(z,0)

= 12sin2z-sin§ —0- (—sin;—”) = 12sin 2z

o
—~~
3]
p
|

(6) Bestimmung von u4: Die Fourierentwicklungen von f und § erhilt man
durch Koeffizientenvergleich. Aus

flz) = §:An sin(nz) und §(z) = iBn sin(nz)

n=1 n=1

liest man A; = 1, A3 = —7 und B; = 12 ab. Damit wird

1
ua(z,t) (cos4t + 125—2 sin4t) sin 2z — 7 cos 6¢ sin 3z

(cos 4t + 3sin4t) sin 2z — 7 cos 6t sin 3z.

@ Die Gesamtlésung erhilt man durch Addition von v, ur, up und u4:

. T . T . T
u(z,t) = t51n§—sm§smt+cos§cost

—sin ; sint + sin 2z(3 sin 4t + cos 4t) — 7sin 3z cos 6¢

= tsinz 2sinzsint+cosxcost
- 2 2 2

+ sin 2z(3 sin 4t + cos 4t) — 7sin 3z cos 6¢

Beispiel 7: uy — Tuzz = 0, u(0,t) = u(m, t) = w(z,0) =0, u(z,0) =zsinz J

Da diese Wellengleichung mit ¢ = +/7 und L = 7 homogen ist, fallen @ und ©)
weg; da die Randwerte null sind, ) bis (5) auch.
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(6) Wegen g(z) = 0 sind alle B,, auch null. Es mu8 also nur noch f(z) = zsinz
in eine Sinusreihe entwickelt werden. Dabei werden die Fillen = 1 und n # 1

unterschieden.
m 2 m
A= -2—/zsin2xdx = —/E(l —cos2z) dz
mJ ™ 2
1 [:02 cos2z xsm2xJ T
T2 " "2 i ], 2
27 . . 2z
A, = —/zsmxsm(nz) dz = 7—T/§(cos((n — Dz} — cos{(n + 1)z)) dz
T
0 0
1 [cos((n—1)z)  zsin((n—1)z) cos((n+1)z) =zsin((n+1)z) i
s (n—1)? n—1 (n+ 1)? n+1 0
_ 1 (_l)n——l (_1)n+1 B 1 N 1
Talin-1)?2 (n+1)? (n-12% (n+1)2]°
. 1 -8n " ..
Daraus liest man A, = —-———— fiir gerade n und A, = 0 fiir ungerade n ab.
7 (n? — 1)?
Es ist also
. T, >, n .
f(z) = zsinz = Zsine—— ngl msm(%ﬂ).

(@ Die Losung der Wellengleichung ist damit

(o0}

1
u(z,t) = T sinz cos V7t - = 3 % sin(2nz) cos(2V7nt).
2 — (4n? 1)
Beispiel 8: Uy — gy = O
u(z,0) = 0
u(z,0) = 3cosz+ gsin g

)
u(0,) = sin3t
)

= —sin3t +sin gt

Die Schritte ) und (2) werden nicht benétigt.

Weder in Schritt (3) noch in (4) kommt man mit dem Standardansatz wei-
ter, da der Term +sin 3t jedesmal stért (dhnlich wie in Beispiel 9). Das vorne
beschriebene Verfahren hat die Eigenschaft, da die Funktionen »; und ug un-
abhéngig voneinander bestimmt werden kénnen, da sie auf dem anderen Rand
jeweils null sind. Wenn bei der Bestimmung beider Teillssungen fiir die Rinder
Schwierigkeiten auftreten, kanu man folgende Variante des Verfahrens versuchen:
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(® Man bestimmt irgendwie eine Losung der Dgl, die die Randbedingung
auf dem linken Rand (d.h. fiir z = 0) erfiillt. Moglichkeiten sind dabei die
Benutzung der "Bausteine” oder der d’Alembertschen Loésung: mit f; = 0
kann man aus u(z,t) = fi(z + ct) fiir z = 0 ablesen: fy(s) = u(0, /).
Damit erhilt man auf alle Falle eine Lésung up(z,t) = k(2 + t).

(3) Jetzt muB der Wert am rechten Rand modifiziert werden:
Ersetze h(t) durch h(t) — ur(L,t).

(@) Weiter wie bisher mit der Bestimmung von ug.

In diesem Beispiel kommt man gut weiter mit dem ”Baustein”
(A, sin(uz) + B, cos(uz))(Cy sin(uct) + D, cos(uct)).
@ Fiir 4 = 1 wihlt man A; = D, =0, B; = C} = 1 und erhilt eine Lésung

ur(z,t) = coszsin 3t.

@) h(t) = —sin3t+sin 3t wird ersetzt durch h(t) = h(t) —ug(m,t) = —sin 3t +
sin 3t — (cos 7 sin 3t) = sin 3¢.

(@ Jetzt kommt man mit dem Standardansatz weiter: Aus

h(t) = sin —g-t = (Ao + Bot)m + »_ (A, cos(3ut) + By sin(3ut))sin(ur)
>0

wihlt man fiir 4 = 1/, wegen sin § = 1 By, = 1 und erhélt

. .3
ug(z,t) = sin g sin §t.

f(z) = f(z) —ur(z,0) —ur(z,0) =0
i0) = o) ~ BE(z,0) - S,0)
= Jcosz+ gsing —3cosz — gsin% =0
® Wegen f(z) = §(z) = 0 wird ua(z,t) = 0.
©) w(z,t) = ur(z,t) + ur(z, t) + ua(z,t) = coszsin 3t + sin Z sin §t.

2 2

Variante
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Beispiel 9: Bestimmung von ugz im ARWP

U~ Ugz = 0
u(0,8) = 0
u(m,t) = sint

Es handelt sich um ein ARWP mitc=1 und [ = 7.

Der iibliche Ansatz fiir ug fiilhrt nicht zum Ziel:

ug(m,t) = (Ao + Bot)m + Y (Aucos(ut) + Bysin{ut))sin(ur) = sint
#>0

ergibt 4 = 1. B, 148t sich aber aus B;sintsinm = sint wegen sin7 = 0 nicht
bestimmen.

Es werden nun in der allgemeinen Losung u(z,t) = fi(z + t) + fo(z — t) die
Funktionen f; und f, so bestimmt, da§ man eine Lésung erhilt, die die gegebenen
Randbedingungen erfiillt. Zunichst ist fiir z =0

0=u(0,t) = fi(0+¢t) + f(0 — t).
Daraus erhilt man
fo(=t)=-f(?) < fa(t) = = fi(-1).
Jetzt wird u fiir £ = 7 ausgewertet, und dann s =t + 7 bzw. t = s — 7 gesetzt:
sint = fi(r +t) + fo(m — t) Ht+m) = filt—7)

= fi(s) - fi(s — 2m) sin(s — 7).
= fi(s) = fi(s—2xn)—sins.

Wenn sich das Argument von f; um 27 erhsht, verringert sich der Funktionswert
um sin s. Diese Gleichung kann man erfiillen mit

hi(s) = —% sin s

Eine Losung der Pdgl., die die Randbedingungen erfiillt ist also

t . =1 .
sin(z +t) — z - sin(z — t).

w(z,t) = fi{z + )+ folz — 1) = J;;

Mit Hilfe der Additionstheoreme fiir Sinus 148t sich das auch schreiben als

1 .
u(z,t) = -—;(z cosz sint+sinz t cost).
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9.3 Diffusionsgleichung

[1. Definitionen|

Anderer Name: Wirmeleitungsgleichung.

Im gesamten Abschnitt ist ¢ eine Konstante mit ¢ > 0.

1. Eindimensionale Diffusionsgleichung

u — Cugy = b(z, t)l

Hiufig dient die zeitliche Entwicklung der Warmeverteilung in einem Stab als Mo-
dell. Sind nur Anfangswerte gegeben, so spricht man von einem Cauchyproblem.
Ist der Stab nicht unendlich lang, so kommen am Endpunkt bzw. an den End-
punkten Randbedingungen hinzu, die zu Anfangsrandwertproblemem ARWP
fithren.

Hiufig gebraucht wird bei der Bestimmung von Losungen:

oo—a:z:2 __\/7_T
/e d:z:-—2\/ﬁ

0

r

Oft lassen sich Losungen mit Hilfe der Funktion E(z) := / et dt ausdriicken.

0
Die letzte Formel ergibt dann gerade lim E(z) = \/—27?-

2. Mehrdimensionale Diffusionsgleichung

Lu; - ?Au = b(:z:,y,...,t)l

A ist der n-dimensionale Laplaceoperator in den n Variablen z, y, ...Die Re-
chenverfahren fiir die mehrdimensionale Diffusionsgleichung dhneln denen fiir die
eindimensionale und werden hier nicht weiter angegeben. Weitere Informationen
dariiber findet man z.B. in [Tr].

2. Berechnung)

Modell fiir die eindimensionale Diffusionsgleichung ist oft die Warmeleitung in
einem endlichen oder unendlichen Stab.

{

Waérme-
leitungs-
gleichung

Cauchy-
problem

ARWP



Bausteine

Inhomogene
Gleichung

Cauchy-
problem
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Bausteine fiir die Konstruktion von Losungen der homogenen Gleichung sind

ar+b

(A# sin(uz) + B, cos(,uz)) eHiet

(A,, sinh(pz) + B, cosh(ux))e“2c2‘ (physikalisch oft nicht sinnvoll)

. d ox __(z+a)2 _ ox _(ac+a)2
Vacit +b P\7 42t +o T ViFt P 4c?(t + to)

| 1. Inhomogene Gleichung|

Aufgabe ist die Bestimmung einer partikuldren Losung v der inhomogenen Glei-
chung u; — c®ugz, = b(z,t), fiir (z,t) € R x R:

¢ o0 (.’1? _ ’IU)Z

v(z,t) = ﬁ—? / / tl—T exp(— m) b(w, 7) dw dr

T=—00 W=—00

Voraussetzung: b(z,t) ist iiber R x R integrierbar, z.B. fiir b(z, t) stetig und die
Menge der Paare (z,t) mit b(z,t) # 0 ist beschriinkt.

Wenn die Gleichung nicht auf ganz R x R definiert ist, mufl b zunéchst fiir diesen
Bereich geeignet definiert werden, eventuell durch gerade/ungerade Fortsetzung
oder Fortsetzung durch null (meist fiir ¢ < 0). Wendet man die Formel fiir eine
Funktion b(z,t) an, die fiir ¢ < 0 durch null definiert und /oder fortgesetzt ist,
geht das 7-Integral iiber den Bereich von 0 bis ¢. Die so gewonnene Lésung v(z, t)
erfiillt dann v(z,0) = 0 und &ndert eventuell vorhandene Anfangsbedingungen
nicht, wohl aber Randwerte.

Diese Formel 148t sich in den wenigsten Fillen explizit auswerten.

Bei allen Aufgaben mit der Diffusionsgleichung wird stets zuerst eine partikulére
Losung bestimmt (im Gegensatz zu den Verfahren bei gewohnlichen Dgl., bei de-
nen man oft zur Bestimmung von partikuldren Losungen ein Fundamentalsystem
benétigt).

Wegen der geringen Bedeutung der inhomogenen Gleichung wird im Rest des
Abschnitts stets von einer homogenen Gleichung ausgegangen. Andernfalls muf}
man analog zu Abschnitt 9.2 die Randwerte korrigieren und v(z, t) zur gefundenen
Losung des homogenen Problems addieren.

[2. Cauchyproblem

Dieses Problem modelliert die Warmeausbreitung in einem unendlich langen Stab.
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{

i) Dgl. uy — cuz, = 0

had 2 = .e o .
U = C gz =0 ii) Definitionsbereich —0o < £ < oo

und ¢t > 0

| T

u(z,0) = f(z)

iii) Anfangswert u(z,0) = f(z)

Die eindeutige Losung ist

0 2
u(z,t) = %;m/_oof(z—w)exp(—%) dw

(z —w)?

1 o0
- 2cv/t /—oo f(w) exp ( T ack ) dw

2

Beispiel 1: u; — Yu,, = 0, u(z,0) = 7%

Die Losung dieses Cauchyproblems mit ¢ = 3 ist

“gut - Loel? —z)°
u(z,t)—G\/_/ 3 5t dw 6\/_/exp 3w +£7)\t—)—))dw
typische
Rechnung

Typisches Rechenverfahren:

(D Der Exponent wird zusammengefafit und mit quadratischer Erginzung
bearbeitet. Gesucht ist eine Form a(w + )2 + v, wobei die Koeffizienten
a, f und vy von z und ¢ abhiingen.

(®) Es wird der e?-Teil vor das Integral gezogen und s = w + 3 substituiert.

o0
(® Das verbleibende Integral wird mit / e dr = ﬁ berechnet.
—o00 Va

Das Minuszeichen wird zuniichst weggelassen:

3w + lw —l—w + —z’
W't g’ — 2gmue + 3o

(3 + L) [wz - QLﬂ—wz] + L
36t 36t 108t + 1 36t
———l

108¢41
36t

108t +1 [w2 - 2—1———w:c + } ~ 2+ L:1:2
36t 108t +1 (108t + 1)? 36t(108t + 1) 36t
108t+1[ T ]2+£[108t+1—1]

36t 108t + 1 36t L 108t+1

IZ




gemischtes
Problem

u(0,t) = k(t) i) Dgl. us — c*uzz = 0
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Bei der Substitution s = w — ﬁé’fﬁ ist ds = dw, und die Grenzen des Integrals
bleiben gleich.

o0
1 _ 22 108t lDBl:tls2
u(a:, t) e~ 36t ToBt+1 e~ ds
6V mt

-0
322
= e 108tFT | [ e
108t+1
6vmt 36t

1 —322

= —— e T08F1

V108t + 1

Mit etwas Miihe hitte man dieses Ergebnis auch als ”Baustein” erhalten kénnen.

3. gemischtes Problem

Dieses Problem modelliert die Warmeausbreitung in einem einseitig unendlich
langen Stab. Am Ende bei z = 0 ist die Temperatur durch k(t) vorgegeben.

t ii) Definitionsbereich

e — gy = 0 0<zr<ooundt>0

z iii) Anfangswert u(z,0) =
0 u(z,0) = f(z) bzw. u(z,0) = f(z)

iv) Randbedingung u(0,t) = k(z)

Die eindeutige Losung fiir den Fall f(z) = 0 ist

2 o0 ( z?

"U.(.’L',t) T vkt—w

) e’ dw

$2

2c\/_/ t—s)’/2 p(_4c2(t—s))ds

Ist der Anfangswert f(z) nicht null, so setzt man f fiir + < 0 ungerade fort
(f(=z) = — f(z)) und 16st nach 2 das Cauchyproblem. Die ungerade Fortsetzung
bewirkt, da die Losung fiir z = 0 stets den Wert null hat und den Randwert
dort nicht verdndert. Die Losung des Problems ist die Summe von dieser und der
oben angegebenen Ldsung.
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s . . 1
Beispiel 2: Berechnen Sie u(1,t) fiir u; — gl = 0,
<
u(z,0)=0ﬁirz20,u(O,t)={11:)0 S;fﬁl
Die Losung dieser Wellengleichung mit ¢ = —é- firz =11ist
e~ ds.
0=z,
_fu 0<t<1 iy Juw 0<t-%<1
Aus k(t) = { 0 £S5 1 folgt k(t — ) = { 0 " 59
Fiir t <1 tritt der erste Fall wegen 2 < s immer ein.
Fiir t > 1ist k(t — %) = uo fiir \/_<s< \/——___
Also wird mit E(z) = [Se " dt
2 T . 2up /T
t)== Tds = —=(5- S
u(1,1) - [/ upe* ds ﬁ( 5 E(\/_)) fir t<1
t—2
g N7 2 1 1
U
u(l,t) = p ! uge™* ds = —\/—EO(E'( — E(W)) fir t>1
£t~ 2
[4. ARWP iiber Intervall|
i) Dgl. us — c*uz; = 0
u(0,2) = k() u(l,t) = h(t) ii) Definitionsbereich 0 < z < L und
t t>0
up — Cugy =0 iii) Anfangswert u(z,0) = f(z)
} ! iv) Randbedingung u(0,t) = k()
0 u(z,0)=f(z) Lz (linker Rand)
v) Randbedingung u(L,t) = h(t)
(rechter Rand)

Die gegebenen Daten sollten den Anschluibedingungen f(0) = k(0) und f(L) =

h(0) geniigen.

(D Bestimmung einer Losung u,, die der Randbedingung bei z = 0 geniigt und

am rechten Rand (fiir z = L) den Wert 0 hat.

Ansatz fiir eine aus Exponentialtermen zusammengesetzte Funktion /:(t):

ARWP iiber
Intervall
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ur(z,t) = Bo(L —z) + E B, sin(u(L — z)) e~ cut

u>0

Die Koeffizienten B, erhilt man aus dem Vergleich von u(0,t) mit k(¢).

Bestimmungsgleichung fiir die B,,:

k(t) = BoL + Y B, sin(uL)e™*#"

p>0

Die Summe erstreckt sich iiber endlich oder unendlich viele Zahlen p, die
nicht notwendig natiirliche Zahlen sein miissen.

Bestimmung einer Losung ug, die der Randbedingung bei z = L geniigt
und am linken Rand 0 ist.
Ansatz:

ugr(z,t) = Aoz + Y A, sin(uz) e K

u>0

Die Koeffizienten A, erhilt man aus dem Vergleich von ug(L,t) mit h(t).

Bestimmungsgleichung fiir die A,:

h(t) = AoL + Y A,sin(ulL) e=#*t

u>0

Die Summe erstreckt sich {iber endlich oder unendlich viele Zahlen p, die
nicht notwendig natiirliche Zahlen sein miissen.

Korrektur des Anfangswerts:

f("l“) = f(SL') - uL(:E’ 0) - uR($, 0)7

Bestimmung einer Losung u4, die der Anfangsbedingung mit f geniigt und
an linkem und rechtem Rand 0 ist. Dazu wird f ungerade fortgesetzt und
eventuell in eine Fourierreihe entwickelt. Ansatz:
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0 cnf’ 2
ua(z,t) =) Apsin (%z) e_( L ) t
n=1

Die Koeffizienten A,, bestimmen sich aus dem Vergleich von u(z,0) mit f:

e

o L
f(z) = Y Ansin (%z) , Ap= /f(:c) sin (%z) dz
n=1 0

(B) Gesamtlosung:

u(z,t) = ua(z,t) + ur(z,t) + ugp(z,t).

Méglicherweise ist es im ersten und zweiten Schritt nicht méglich, die Randfunk-
tionen als Summe von Exponentialtermen zu schreiben. Dann gibt es eventuell
die Moglichkeit, die Randfunktion als Laplacetransformierte aufzufassen, und so
eine Losung zu erhalten. Wegen der praktischen Schwierigkeiten dieses Verfahrens
ist es hier nicht mit aufgefiihrt, vgl. [Ha).

Beispiel 3: u —4dug, =0 fiir nggg,
u(0,t) = 2e7%,
u(zrz—,t) = et41,
u(z,0) = sin:z:+2cos:1:+3sin2:z:+%rE

Bei diesem ARWP ist ¢ =2 und L = 7/.

@ k(t) = 2¢7* wird in den Ansatz zur Bestimmung von uy, eingesetzt:

Bor+ ) B, sin(pg—)e‘4“2‘ =2¢7%
pu>0

Man wihlt By = 2 fiir p = 1, B, = 0 sonst und erhélt

4¢

4 = 2cosze .

up(z,t) = 25in(g —z)e
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(2) Dasselbe fiir h(t) = e™% + 1 und ug:

Aoz + S A, sin(uz)e“‘“‘zt =e 41
2 0 2
Mit Ap = 2 und A; = 1 erhilt man

. 2z
up(z,t) = sinze ™ + =

(3 Der Anfangswert f(x) wird korrigiert:

2 2
f(z) =sinz +2cosz + 3sin2z + ?1: —(2cosz) — (sinz + ?x) = 3sin2z

(@ Bestimmung von u,:

3sin2z = Y Apsin(2nz) = A; =3, A, =0 sonst.

n=1

Damit ist

2-1.2)% 6t

ua(z,t) = 3sin2z e~ = 3sin 2z e 1%

(5) Gesamtlésung:

) . 2
u(z,t) = ug + ur, + up = 3sin2ze % + 2 cosze™* +sinze™H + <
T

[5. ARWP iiber Intervall mit Abstrahlung|

ARWP iiber
Intervall mit Dieses Problem modelliert die Wirmeverteilung in einem Stab, der an den End-

Abstrahlung punkten bei 0 und L Wirme abstrahlt.
Im Gegensatz zu Punkt 4 sind hier nicht die Funktionswerte an den Intervallenden
vorgegeben, sondern es kommt eine Bedingung hinzu, die Funktionswerte und
Ableitungen koppelt:

i) Dgl. u; — c*uzz = 0
ou(0,t) + Bug(0,t) =0 ii) Definitionsbereich
’ - 0<z<Lundt>0

¢ vu(L,t) + dus(L,t) = 0 iii) Anfangswert

u(x7 0) = f(il’})
Ut = g = 0 iv) Randbedingung
au(0,t) + fu(0,t) = 0
0 u(z,0)=f(z) Lz (linker Rand)

v) Randbedingung
yu(L,t) + duz(L,t) = 0
(rechter Rand)

Dabei soll natiirlich (o, 8) # (0,0) und (v, 6) # (0, 0) sein.
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(D Bestimmung der Losungen des REWP fiir gewShnliche Dgl.

yll+/\y =0
Rily] = ay(0)+By'(0) =
Roly] = (L) +6y'(L) =

Die Methoden dazu sind in Kapitel 6.9 beschrieben. Man erhilt die Ei-
genwerte A, mit den zugehorigen Eigenlosungen y,.

(® Die Funktion f aus der Anfangsbedingung wird nach den Eigenfunktio-
nen entwickelt:

L
| f@n(a) do
. L

" Fierds

0

(® Eine Losung des Problems ist dann

w(z,t) = 3 apyn(z)e
n

Beispiel 4: u; — 3u,;, =0,
u(z,0) = z? — 27z,
u(0,t) =0, uz(m,t) =0

Hier ist ¢ = 3, L = 7 und am linken Rand u(0,%) = 0, also = 1 und 8 = 0, am
rechten Rand u,(m,t) =0, alsoy =0 und 6 = 1.
D Das zugehorige REWP lautet
y'+xy=0, Rify]=y(0)=0 und Refy]=y'(r)=0.

Bei der Berechnung der Eigenwerte werden die Fille A < 0, A =0und A > 0
unterschieden:

@ Ein Fundamentalsystem ist

® v (z) = sinh(VAz) und yy(z) = cosh(vVAz).

POy — 0 1
vV/=Xcosh(v=Ar) +/—=Asinh(v/=Ar)
= —v=Acosh(V=Xr) #0

Es gibt also keine Eigenwerte fiir A < 0.
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A=0

Die allgemeine Losung ist yo = az + b. Die Randbedingung bei z = 0
erzwingt b = 0, die Bedingung bei 7 erfordert b = 0. Auch hier gibt es keine
Eigenfunktion.

@ Ein Fundamentalsystem ist y1(z) = sin(v/Az) und ya(z) = cos(Vz).

)

0
D()\) = \/XCOS(\/X?T) \/Xsm \/—W \/XCOS \/—7T
Eigenwerte hat man also fiir cos VA =0, also fiir

Vir =@+ & A=+
@) Eine Eigenfunktion zu A\, = (n + 1)? ist ya(z) = sin((n + })z).
(® Berechnung der a,: mit der Abkiirzung & = n + !/; wird mit cosam =0

[r 1 1 1 "
_(]/‘[sm((n + 5):1:)]2 dz = [51: TR sin[(2n + 1):1:]]0 =3

T

/”x — 2nz) sin{az) dz
0

2 2 2 . z
— <_07 - 5) cos(az) — = sin(az) + ECOS(aIL‘)L

2

@ (AP

Damit ist

(® Die Losung ist

u(z, t) sin((n + 1)z) e~ )%,

e
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3. Beispie1e|

. . " 4
Beispiel 5: U= =tz = 0,
™
u(z,0) = cos 7;—z — 3sin %Tx,
u(0,t) = e,
u(l,t) = 3™

Bei diesem ARWP tiber dem Intervall [0,1] ist ¢ = _72F und L =1.

@ wuy bestimmt sich aus

kt)=e*=By+ )_ B, sin(p)e =24t
u>0

Wieder reicht ein Glied der Summe aus: mit p = 7 wahlt man B, =1 und
erhilt . -
ur(z,t) = sin(§(1 —1z))et = cos 5 et

(@ Bestimmung von up:

h(t)=3e*=Ag + ) A, sinp e~ 774t

#>0
Wie bei u;, kommt man mit einem Glied aus: fiir 4 = 3 nimmt man
A3_21; = —3 und erhilt
. 3Inzx
ug(z,t) = —3sin —e™*.

2

(® Korrektur des Anfangswerts:

7 T . 31T T . dnzx
flz)= cos —3smT —cos +3smT =0.

@ Wihle uz(z,t) = 0.
(5) Die Gesamtlésung ist damit

. 3z
u(z,t) = cos 7;—ze“‘ — 3sin —g-e‘g‘.
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Beispiel 6: U — Tugy = O
u(0,t) = 0
u(m,t) = 0
u(z,0) = zsinz

Bei diesem ARWP mit ¢ = v/7 und L =  fallen die Schritte 1) bis @) weg, da
die Randwerte null sind.

(@ + (&) : Nach Beispiel 7 aus Abschnitt 9.2 ist

16 &
Tsinz = -g— sing — — nX::l (4_n"7n?-i_)—2 sin(2nz).
Damit ist die Losung des ARWP
16 & .
u(z,t) = gsin ze "t — - nX=:1 ﬁ sin(2nz) e~ 28n%

Beispiel 7: U — Uy = O,
u(0,t) = 0,

u(z,0) = sinz

Hierbei handelt es sich zunéchst um ein gemischtes Problem vom Typ 3, allerdings
nicht mit f = 0.
Da k(t) = u(0,t) = 0 ist, entfllt der erste Teil der Rechnung. Ubrig bleibt noch

die ungerade Fortsetzung von f, und die Losung des entstehenden Cauchypro-
blems. Da Sinus eine ungerade Funktion ist, bleibt zu l6sen:

U — Ugg = 0, u(z,0) = sinz.

Statt die Formel zu benutzen, greifen wir in die "Bausteinkiste” auf S. 200 und

erhalten die Lésung

u(z,t) = sinz e

Beispiel 8: U — Ugy = O,

_ 1 lz| <1
u(z,0) = { 0 o > 1

Es handelt sich um ein Cauchyproblem mit ¢ = 1.
® 2

u(z,t) = 2\}7r_t / flz —w) exp(—w—) dw.

4t

-0



9.3. DIFFUSIONSGLEICHUNG 211

Dabei ist f(z) = u(z,0). Zur Auswertung des Integrals benutzt man

|z —w| <1 & we]:v—l,z+1[.

exp(——

Substitution : s = —w—, w = 2sv/f und dw = 2/t ds.

2Vt
Grenzen: w=z 1 =3 s z£l
ren . = = .
2Vt
Mit E(z) = [ e~ ds wird
0
z4+1
1 2 z+1 z-—1
)= —— [ e"2vtd E E(=—2)).
wert) = g [ e 2Vids = T2 (BT - B )
v

Als Probe kann man den Limes fiir ¢ — 0 der Losung bestimmen: ist z im Intervall
von —1 bis 1, haben z — 1 und z + 1 verschiedene Vorzeichen, sonst dasselbe. Bei
gleichen Vorzeichen gehen die Argumente der E-Funktion beide gegen plus oder
minus unendlich und die Differenz gegen null, bei verschiedenen Vorzeichen gehen
die Werte gegen +v7),, die Differenz also gegen /7, und damit u gegen 1. Das
stimmt mit den vorgegebenen Anfangswerten iiberein.

Beispiel 9: Wirmeausbreitung im kreisférmigen Draht

Gegeben sei ein diinner Draht in Form eines Kreises. Die Punkte dieses Drahtes
sind dann durch den Winkel ¢ beschrieben, 0 < ¢ < 27. Die Wirmeleitungsglei-

chung ist

Zur Zeit to = 0 sei die Warmeverteilung durch eine Funktion f(¢) gegeben. In

diesem Beispiel sei f(@) = { (1) Rif ?rij: i 72r7r

Zur Losung dieser Aufgabe sucht man aus der ”"Bausteinkiste” Losungen, die in
der Ortsvariablen 27-periodisch sind, und setzt sie zusaminen. Ansatz:

u(¢,t) = % + i(an cos(ng) + b, Sin(nd)))e‘"%"
n=1

Die Form der Konstante wurde so gewahlt, weil man fiir ¢ = 0 die vertraute
Fourierentwicklung der Funktion f erhilt:

u(g,0) = = ?O i (an cos(ng) + by sin(ng))
n=1

kreisfarmiger
Draht
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In diesem Beispiel entnimmt man einer Formelsammlung (z.B. [Br])

f(¢

NJI»—A

4 & sin((2n + 1)¢)
;g n+1

und erhélt damit als Losung

1 4 &sin((2n+1)¢) _onin2e
u(g,t) = +—Z——((2n+1)¢)e (@n1)3c’t,

l Beispiel 10: Zweidimensionale Diffusionsgleichung

i) Dgl. up — c*(ugg +uyy) =0
ii) Definitionsbereich0 <z <a,0<y <b,t>0

iii) Randbedingungen u(0,y,t) = u(a,y,t) = u(z,0,t) = u(z,b,t) = 0

iv) Anfangsbedingung u(z,y,0) = f(z,y)

Dies ist das Analogon zur in Abschnitt 2 beschriebenen zweidimensionalen Wel-
lengleichung mit Nullrandbedingungen, vgl. Punkt 4 dort. Man erhilt Losungen

u(z,y,t) Z Ay sin( )sin(%:[y) g~ hmnt

myn=1

2 2

b2
entwicklung von f bestimmt:

flz,y) = Z Amnsin (m—z) sin ( bﬂy)

m,n=1

2

mit gpp =7 . Die A,,, werden durch die zweidimensionale Fourier-

Beispiel analog zu Beispiel 4 in Abschnitt 2

Uy — 4(Ugz +uyy) = 0,
u(0,y,t) = u(my,t)=u(z,0,t) = u(z,7,t) =0,
u(z,y,0) = (z+y)sinzsiny

Die Losung ist

00
u(x) Y, t) = Z Amn sin(m:z:) Sin(ny) 6_4(m2+n2)t

mn=1

mit den dort angegebenen A,,,.
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9.4 Laplacegleichung

Anderer Name: Potentialgleichung

[1. Definitionen|

Hier wird lediglich ein RWP, das Dirichlet-Problem auf Kreisen und Rechtecken
bei der zweidimensionalen Laplacegleichung besprochen:

Au = ugy + uyy = v(z,y) fiir (z,y) GCO,*, u(z,y) = f(z,y) fiir (z,y) € 0G.

COJ ist das Innere von G. Die hier vorkommenden Typen sind eindeutig l6sbar.

Weitere Informationen zur Laplacegleichung in anderen Dimensionen und zu an-
deren Randbedingungen (Neumannproblem) findet man z.B. in [Tr] und [Sok].

Da keine Zeitvariable vorkommt, gibt es keine Anfangs-, sondern nur Randwert-
probleme. Dabei ist G entweder ein Kreis mit Radius R um den Nullpunkt oder
ein Rechteck [0, a] x [0, 5] C R?, G der Rand von G.

Die Losungen der homogenen Laplacegleichung heifien harmonische Funktionen.
Harmonische Funktionen sind Real- bzw. Imaginirteile holomorpher Funktionen,
vgl. Kapitel 7.

| 2. Berechnungl

"Bausteine” bei der Konstruktion von Lésungen sind

o (az +b)(cy + d)

¢ (asin(pz) + beos(uz))(csinh(uy) + d cosh(py)) oder sin(pz + €) sinh(uy + f)
o (asinh(uz) + b cosh(uz))(csin(uy) + d cos(uy)) oder sinh(uz + €) sin(uy + f)
o allgemeiner f(z £iy), wobei f zweimal stetig differenzierbar ist

o Real- und Imaginirteile holomorpher Funktionen. Aus 2™ erhdlt man mit

z = rcosp und y = rsin¢p die Funktionen ™ cos(ny) und r”sin(nyp).

[1. Inhomogenes Problem in einem Kreisl

Man identifiziert R? mit C mittels z = z + iy.

Die sogenannte Greensche Funktion W des Kreises Kp = {(z, y)Il(z, y)| < R} ist
W ((z,y), (z',¥')) := —In|(z,y) — (z',¥')|- Eine partikulire Lésung der inhomo-
genen Gleichung ist

w(z,y) = 5 [ W (@), @) fEy) de' dy'
Kp

Potential -
gleichung

harmonische
Funktionen

Bausteine

Inhomogenes
Problem in
einem Kreis
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Diese Formel ist allerdings nur sehr schwer auszuwerten und mehr von theoreti-
schem Interesse. Fiir andere Gebiete als den Kreis kann man dhnliche Greensche
Funktionen konstruieren.

[2. Dirichletproblem in einem Kreisw

Dirichlet-

problem in  Gegeben ist ein Kreis mit Radius R um den Ursprung. Wieder wird der R? mittels

einem Kreis 7 = 7 + 4y mit C identifiziert. Einer Funktion u der zwei Variablen z und y
entspricht dann eine (gleichbezeichnete) Funktion u(z).

Gegeben ist auf dem Rand des Kreises (also fiir |2| = R) der Wert f der Losung.
Parametrisiert man mit (z(y),y(p)) = (Rcosy, Rsiny) den Rand des Kreises
wie iiblich, so kann man f auch als Funktion des Winkels ¢ auffassen.

1. Méglichkeit: Der Randwert f von u ist als Funktion gegeberr‘

Die Werte von u im Inneren des Kreises lassen sich durch ein nicht orientiertes
Poisson-  komplexes Kurvenintegral berechnen. Es gilt die Poisson-Formel:
Formel

— |z s

27rR / |w z|? f(w)|dw |_—w/|Re"P z]2 F(Re*) dyp

Mittelwert-  Daraus erhélt man fiir z = 0 die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen:
eigenschaft der Wert im Mittelpunkt eines Kreises ist das Mittel der Werte auf der Randkurve.

u(z) =

2w

w0) = —~— [ u(w)|dw| = 51; [ w(Re®) dg.
0

Schreibt man wieder z = rcos¢p, y = rsing und z = z + 3y, so 148t sich die
Poisson-Formel umschreiben und mit dem Residuensatz auswerten:

. R? — 72 .
u(rcosp, rsing) = —2?/ R 17— 2rRoos(p e)f(R cosé, Rsinf) df
u(z) = Re { w+z£(22 dw}

2mi w—2z w
lwl=R

= Re Z Res (.‘ﬂﬂ:’:@,wk>

[wrl<R w—-—2z w

f wird dabei als Funktion der Variablen w betrachtet, z spielt die Rolle eines
Parameters.
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(@ Umschreiben von f(z,y) auf f(w):

z = Rcosp= g(ei“’ +e %) = (w+ R*w™)

— DO =

R, ; ;
= 1 — (¥ — o7W) = _ 2,,,—1
Y Rsingy % (e e ') % (w— R*w™")

(2 Bestimmung der Summe auf der rechten Seite in der Formel

e T Res (w+zf( ))wk)

[wk[<R w—2z w

Lallg. werden fiir z = 0 und z # 0 verschiedene Pole vorkommen. Hier
reicht es, die Losung u fiir z # 0 zu bestimmen. Da u stetig ist, 1a8t sicli
u(0) durch stetige Fortsetzung ermitteln.

(3 z =z + iy einsetzen und so u als Funktion von z und y bestimmen.

Beispiel 1: Bestimmung der Lésung von Au = 0 fiir 22 + y? < 4 und
u(z,y) =y fir 22+ y2 =4

Hier ist R = 2.

1
@ uzy) =y =g w-4w™)
(2 Zu berechnen sind die Residuen im Einheitskreis von
w+z11 4 lw+z 4
g(w) = —-(w-—)= (1-—).

w—2zw2i w 2Ziw-z w?
g hat fiir w = z einen einfachen und fiir w = 0 einen doppelten Pol.

. .1 4
Res (0,2) = Jim(w—2)g(w) = Im(:(w+2)(1 - )
1 4 1 8
= _— _—— ] = —( - -
2i2z(1 22) 2 2 z)

d lw+z 4

Res (9,0) = ng},d—w(w P Gl )
d w+z 1 d v+ wz — 4w — 4z
= ———1 2——-4 = — i -
2i wib dww — z(w ) 2i le) dw w—z
_ 1li (Bw? + 2wz — 4)(w — 2) — (w® + Wz — 4w — 42)
= 2 wa (w — 2)?
l4z+4z 18

% 22 2z
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Damit ist ! s 8
u(z) = Re E(Zz - + ;) = Re (~iz).

® u(z,y) =Re (—iz) =Re (-iz+y) =v.

Dieses Ergebnis hitte man auch der ”Bausteinkiste” entnehmen k&nnen.

2. Méglichkeit: der Randwert f von u ist als Fourierreihe gegeben.

Ist der Randwert f(y) von der Form
o]
f(Rcosy, Rsing) = Z an cos{nyp) + b, sin(ny)),

so ist die Lésung u beschreibbar als

o o)

u(r cos p, T sing) = %9 + Y (ancos(ny) + by sin(ny)) (%) .

n=1

(@) Wenn die Randwerte f nicht als Funktion des Winkels gegeben sind, wird
z = Rcosp und y = Rsin g ersetzt.

(2 f wird in eine Fourierreihe entwickelt.

(3 Aus der obigen Formel liest man die Losung in den Variablen 7 und ¢
ab.

(@ Eventuell kann man Schritt (1) riickgingig machen und die Lésung
durch z und y ausdriicken. Dazu braucht man in der Regel die For-
meln zur Umwandlung von Sinus und Cosinus von vielfachen Winkeln in
Potenzen von Sinus und Cosinus. Dieses ist insbesondere bei endlichen
Reihenentwicklungen von f méglich.

Beispiel 2: Bestimmung der Losung von Au = 0 fiir 22 + y?> < 1 und
u(r,y) =2z% — 1 fiir 22+ 9% = 1

@ Mit R=1ist f(p) =2cos?p — 1.

(2 Hier ist die Fourierentwicklung sehr einfach und geschieht durch Umwand-
lung von Potenzen von Cosinus in Cosinusterme mehrfacher Winkel:

F() = (1 4 cos2p) — 1 = cos 2¢p.
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(® Die Losung ist u(r cos p, rsin ) = r? cos 2¢p.
(@ Jetzt wird cos 2p = cos® p — sin’ p verwendet:

u(.’l},y) = T2(C052Q0 - Sin2 (’0) = zz — y2_

[3. RWP auf Rechteck]

RWP auf
y Rechteck

Das Rechteck mit den Seitenlingen a
b und b hat die Seiten A bis D und die
Eckpunkte « bis §.

Vorgegeben ist eine hinreichend glatte
B D Funktion f auf dem Rand, gesucht ist
eine Losungsfunktion mit Au = 0 im
a 8 Inneren und u(z,y) = f(z,y) auf dem
Rand des Rechtecks.

(D Es wird eine Teillssung ug konstruiert, die an den vier Ecken mit der
gegebenen Funktion f {ibereinstimmt: ug = us + ug + uy + us mit

wl(@y) = f0,0=(a-2)b-y)

u(@y) = f(a,0)=s(b-y)
w(@y) = f0,H (- a)y
w(z,y) = flab) oy

Jede dieser Funktionen 16st die Laplacegleichung, ist an einer Ecke gleich
dem Wert von f und an den anderen drei Ecken null.

(® Korrektur von f: ersetze f(z,y) durch f(z,y) = f(z,y) — ug(z,y). Die
Funktion f ist in allen vier Ecken null.

(3 Die restliche Losung setzt sich aus vier Teilfunktionen zusammen, die
jeweils die Laplacegleichung lésen und an je einer Seite mit f iiberein-
stimmen und an den anderen drei Seiten null sind. Dazu mu8 f auf jeder
Seite in eine Sinusreihe entwickelt werden.
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. . NTT .
f(z,0) =3 Ansin - = ua(z,y) = nz=:1 Apsin - Sinh(~/orD)

n=1
sinh(7hn(a — z)) . nmy

F - in 27Y - nmy
f(O,y)—nz;ansm i up(z,y) =Y Bn Sinh(7/ona) sin —

n=1
nrz sinh(~/any)

- . nnr H ——————
f(_'];, b) = 1; Cn sin —a- = uC('I7 y) - 7{;1 Cn sin T sinh("/anb)

sinh(7finz) . nmy

nmy STV gin 2TY
"sinh(7/yna) b

f~(a,y)=ZDnsin 2 = up(z,y)= YD
n=1

n=1

(@ Die Gesamtlssung ist

u(z,y) = va(z,y) + up(z,y) + uc(z,y) + up(z,y) + up(z,y).

Beispiel 3: Gesucht ist eine Losung von Au = 0, u(z,0) = sinz — 7sin 3z,
’U.(O, y) = 0, u(-'L', 7!') = 27z und ’LL(’II',y) = 21ry.

Bei dieser Aufgabe ist a = b= 7.
(D Nur in der Ecke § (z =y = ) ist f # 0. Daher wird nur us bendtigt:

1
up(z,y) = us(z,y) = ;;27%31 = 2zy.

(@ Korrektur der Werte von f:

f(z,0) =sinz — 7sin3z — 0 = sinz — 7sin3z fO,y)=0-0=0
f(z,7) =21z — 212 =0 f(m,y) =2ny — 27y =0

(® Nur ug muB bestimmt werden: aus f(z,0) = > Ansin(nz) liest man ab:
n=1

Ay =1, A3 = =7 und A, = 0 sonst. Damit ist

sinh(m —y) 7 sin stinh(S(w - y))

ua(z,y) = sinz sinh 7 sinh(37)

)

up(z,y) +valz,y)
sinh(m — y) .o 8inh(3(7 — y))
pr 7sin 3z sinh(37)

u(z,y)

2Ty +sinz
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Beispiel 4: Bestimmung der Lésung von Az = 0 fiir 22 + y2 < 1 und
u(z,y) = 222 — 1 fiir 2% + y? = 1, vgl. Beispiel 2!

~-1y2 1
@ uay) =22 1= ey

(2 Zu berechnen sind die Residuen im Einkeitskreis von

(w? + i).

w?

w+2z11
g(w) = =5

w—2zw2

Es liegt fiir w = z ein einfacher, und fiir w = 0 ein dreifacher Pol vor.

. 11,, 1.
Res (9,2) = 1Ll_rpz(w - 2)g(w) = 2z;§(z + ;5) =2+
. 1d,
Res (9,0) = l}l_% gd_’uﬂ(w g{w))
1. &

4 w0 dw? ‘w — 2

Am einfachsten ist es wohl, die zweite Ableitung nach der Regel (fg)"

f"g+2f'qd + fg" zu berechnen:

1 m d? ( 1
4 w—0 dw? \w - z

1. d2<1

[(w + 2)(w* + 1)])

= lim

4 - 5 "
7 im - (w’ + 2w +w+z)>

w-—-z

= im

2 5 4
Zw—bO [zw__z)s(’w + 2w +’U)+Z)—2

1
(w—2)?
1
+——(20w® + 12w2z)]
w—z

1 2 1 1
= ilmemr =5
Damit ist
uw(z) = Re Y Res (LH-M,wk>
a1 w-2z w

= Re 2%

(3 Die Losung ist u(z,y) = Re 22 = Re (z + iy)? = z? — 2.

(——lw+ 2)(w* + 1))

Re (Res (g, z) + Res (g,0)) = Re (2 + zl

(5w + 42w + 1)



220 KAPITEL 9. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beispiel 5: Bestimmung der Losung von Au = 0 fiir 22 + y> < 4 und
u(z,y) =y fiir 22 +y? =4

Jetzt wird nach der zweiten Mdglichkeit gerechnet:

@ Mit R=2ist y = 2sin.
(@ Zu entwickeln ist nichts mehr: es gibt nur den Koeffizienten b; = 2.

(® Die Losung ist u(r cos o, 7sin ) = 2% sing = rsin .

(@ Umschreiben auf z und y liefert u(z,y) = y.

| Beispiel 6: v,z +uy,, =0, u(z,0) = u(0,y) = u(r,y) =0, u(z, 27) = z(r—2x) |

Hier ist @ = 7 und b = 27. Da f(z,y) in allen Eckpunkten null ist, fallen (1) und

® weg.

(® Zu bestimmen ist nur u¢. Einer Formelsammlung (z.B. [Br]) entnimmt man

z(r ~ ) = %g W
Damit wird
_ _ 8 & sin((2n — 1)z) sinh((2n — 1)y)
u(z,y) = ue(z,y) ;’; (2n— 1) sinh(2(2n = D7)’



Symbol— und Sachverzeichnis

E(z), 199
L[f], 163
exp(z), 127
f(®), 171
Inz, 127

log z, 127
log, z, 127
Log z, 127

§, 145

0,122

8, 122
Resf(zp), 143
C, 131

e, 127

f*g, 164, 171
f'(z), 121
F(HE), 171
Fe()(1), 171
Fs(£)(t), 171

absolut integrierbar, 171
Ahnlichkeits-Dgl., 14
Ahnlichkeitssatz, 163

duflere Entwicklung, 139
algebraische Vielfachheit, 114
Allgemeine Potenz, 128

allgemeine Produktregel, 42
analytisch, 75, 122
Anfangsrandwertproblem, 180, 199
Anfangswertproblem, 1, 98, 180
Anschluibedingungen, 188
Approximation in der | . |2-Norm, 158
Approximationsfehler, 158

ARWP, 180, 199

Aufstellen von Dgl., 34

AWP, 1, 98

Bernoulli-Dgl., 7
Bernoullischer Produktansatz, 181
Bessel-Dgl., 77, 82
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Besselfunktion, 77
Bildfunktion, 163

C.-R.-Dgl, 122
Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen,
122
Cauchyproblem, 180
Cauchyproblem (Diffusionsgl.), 199
Cauchyproblem (Wellengleichung), 186
Cauchyprodukt von Potenzreihen, 78
Cauchysche Integralformel, 147
Cauchyscher Integralsatz, 146
charakteristisches Polynom, 47, 114
Clairaut-Dgl., 30, 32
Cosinustransformation, 171

d’Alembert-Dgl., 30, 33
d’Alembertsche Losung, 185
Dampfungssatz, 163

Dgl, 1

Dgl. fiir Kurvenscharen, 23

Dgl. mit konstanten Koeffizienten, 47
Differentialausdruck, 69
Differentialgleichung, 1
Diffusionsgleichung, 199

direkte Formel fiir inhomogene Dgl., 54

Eigenfunktion, 71

Eigenldsung, 71

Eigenvektor, EV, 114
Eigenwert, 71, 114
Eigenwertproblem, 69
Elementare Funktionen in C, 127
Entkoppeln, 91

Entwicklung, 139

Enveloppe, 32

Euler-Dgl. (Variante), 65
Euler-Differentialgleichungen, 61
Eulerformel, 127

Eulerscher Multiplikator, 23
EW, 114
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Exakte Differentialgleichungen, 23 inhomogene Dgl., 39

explizite Dgl., 1 inhomogene lineare Dgl., 4

Exponentialfunktion, 127 Inhomogene Wellengleichung, 186
innere Entwicklung, 139

Faltung (Fouriertr.), 171 Integral einer komplexwertigen Funkti-

Faltung (Laplacetr.), 164 on, 145

Faltungsgleichung, 169 integrierender Faktor, 23

Faltungssatz (Fouriertr.), 172 isogonale Trajektorien, 34, 36

Faltungssatz (Laplacetr.), 164 isolierte Singularitit, 136

Fourier-Riicktransformation, 173

Fourierkoeffizienten, 156 Koeffizienten, 39

Fourierreihe, 155 komplex differenzierbar, 121, 122

Fouriersche Methode, 188 komplexe Fourierreile, 157

Fouriertransformation, 171 komplexes Kurvenintegral, 145

Fundamentalmatrix, 89 konfluente hypergeometrische Dgl., 78

Fundamentalsystem, 40, 90 konjugiert harmonisch, 123
korrekt gestellt, 180

Gaufische Dgl., 77 Kummersche Dgl., 77

gekoppelte Dgl., 89

geometrische Vielfachheit, 114 Laguereesche Polynome, 77

gerade Funktion, 156 Laguerre-Dgl., 77

getrennte Randbedingungen, 69 Laguerrefunktion, 77

getrennte Variable, 13 Laplacetransformierte, 163

getrennte Verinderliche, 13 Laurentreihe, 137

gewGhnliche Differentialgleichung, 1 Legendre-Dgl., 77

Greensche Funktion, 213 Legendrepolynome, 77

lineare Dgl., 4

lineare Transformation, 131
lineares System 1. Ordnung, 89
Losungsbasis, 90

Logarithmus, 127

Hankelfunktionen, 78
harmonisch, 121
harmonische Funktionen, 213
Hauptmatrix, 89
Hauptsystem, 40, 90

Hauptteil, 137, 139 Mittelwerteigenschaft, 214
Hauptzweig, 127 Mébiustransformation, 131
hebbare Singularitit, 136, 137, 143 MT, 131

Hermite-Dgl., 77

hermitesche Matrix, 114 Nebenteil, 137

Hermitesche Polynome, 77 Neumannfunktionen, 78
Hinguckmethode, 24 Neumannproblem, 213
holomorph, 122 nichtlineare Dgl., 30, 84
homogene Dgl., 14, 39 normierte Dgl., 39

homogene lineare Dgl., 4 normierte Form einer Dgl., 47
homogenes Dgl.-System, 89 normierte Mdbiustransformation, 131
Hyperbelfunktionen, 128 Nullinien Pfaffscher Formen, 23

hypergeometrische Dgl., 78
’ Oberfunktion, 163

Imaginirteil, 121 Ordnung, 39
implizite Dgl., 1, 30 Ordnung einer Dgl., 1, 39
Indexgleichung, 81 Originalfunktion, 163
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orthogonale Trajektorien, 34, 36

Parametrisierung, 145
Parsevalsche Gleichung, 158
partielle Differentialgleichung, 1, 179
Pdgl., 179

Periode, 155

periodisch, 155

periodische Randbedingungen, 73
Pfaffsche Dgl., 23
Poisson-Formel, 214

Pol, 137, 143

Polordnung, 136

Polstelle, 136

Potentialgleichung, 213
Potenzreihenansatz, 78

primitive Periode, 155
Produktansatz, 41, 181
punktierter Kreis, 137

Randbedingung, 69

Randbedingungen, 183

Randeigenwertproblem, 69, 71

Randwert, 69

Randwertproblem, 69

Realteil, 121

rechte Seite, 39

Reduktionsverfahren von d’ Alembert,
41

reduziertes Polynom, 54

reelle Dgl., 47

reguldr, 122

regulire Dgl., 75

Residuensatz, 146

Residuum, 143

Resonanzfaktor, 51, 54

REWP, 71

Riccati-Degl., 8

Riemannsche Zahlenkugel, 131

RWP, 69

Satz von Liouville, 40
schwach singulédre Dgl., 756
Separationsansatz, 181
singuldre Losung, 31
Sinustransformation, 171
Spezielle Dgl. 2. Ordnung, 76
Spur, 114

Stammfunktion, 23, 122, 146

223

Storfunktion, 39

stiickweise stetig differenzierbar, 155
Sturm-Liouville-Eigenwertaufgabe, 69
symmetrische Matrix, 114

System von Dgl., 2

Taylorreihe, 139

Trennung der Variablen, 181
Trigonometrische Funktionen, 128
trigonometrisches Polynom, 155
Tschebyscheff-Dgl., 77
Tschebyscheffpolynome, 77

Uberlagerungsprinzip, 41, 50
Umkehrformel, 171
ungerade Funktion, 156
Unterfunktion, 163

Variation der Konstanten, 4, 42, 93

verallgemeinerter Potenzreihenansatz, 81

verallgemeinertes Reduktionsverfahren,
97

Verschiebesatz, 163

Vielfachheit, 114

Wirmeleitungsgleichung, 199
Wellengleichung, 185

wesentliche Singularitit, 136, 137, 143
Wronskideterminante, 40, 89

zulédssige Funktion, 163

Zweidimensionale Diffusionsgleichung, 212
zweidimensionale Fourierentwicklung, 192
zweidimensionale Wellengleichung, 191
Zylinderfunktionen, 78
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