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Prefata

Prezenta culegere de Probleme de analiza matematica se adreseaza studentilor
din facultatile de profil tehnic. Ea contine aceleagi capitole ca si cursul de Analiza
matematica, format electronic, situat pe acelasi site. Inainte de abordarea oricarui capi-
tol din aceasta culegere se recomanda parcurgerea capitolului corespunzator al cursului,
unde pot fi gasite notiunile si rezultatele teoretice utilizate in formularea si rezolvarea
problemelor propuse.

Culegerea pune la dispozitia studentilor exercitii si probleme rezolvate, cu indicatii
de rezolvare sau propuse spre rezolvare, constituind un material util in desfagurarea
seminariilor, dar si pentru o mai buna aprofundare a notiunilor predate la curs.
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Capitolul 1

Elemente de teoria spatiilor
metrice

1.1 Spatii metrice

1.1 Fie (G,+) un grup comutativ $i p: G — Ry o functie ce satisface proprietdtile:

1) p(x) =0 d.d. = =0;

2) p(—l‘) :p($)7 Vo € G;

3) p(z +y) < p(z) +py), Vz,y € G.

Sa se arate cd aplicatia d : G x G — R, d(z,y) = p(x — y), Va,y € G este o metrica
pe G.

R: Verificam ca d satisface axiomele metricii: 1°. d(z,y) = p(z —y) < 0, Vz,y € G
pentruciz —y=z+ (—y) €EGsidz,y) =0 pla—y) =0 2—y=0~& x=y;
2°.d(z,y) = plz —y) = p(—z +y) = ply — 2) = dy,z); 3°. d(z,y) = p(z —y) =

1.2 Fie N multimea numerelor naturale. Sa se arate ca urmdtoarele aplicatii sunt
distante pe N:
1)d:NxN — Ry, dim,n) = |m —n|, Vm,n € N.

1 1
2) d: N*xN*— R, d(m,n) = ‘m - n" Vm,n € N*.

3)d:NxN— R, d(m,n)_‘lfm—lin

, Vm,n € N.

1.3 Fie R = R x R x --- x R, produsul cartezian constand din n > 1 factori si
x = (z1,22,...,%n), ¥ = (Y1,Y2,---,Yn) € R™. Sd se arate ca aplicatiile: d,d, A :
R™ x R™ — Ry, definite prin:

n

d(X7 y) = Z(xk - yk)27 5(X7 y) = Z “rk - yk|7 A(Xv y) = ’znaﬁkxk - yk|
k=1

=1,n

k=1

sunt metrici pe R™.
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R: Pentru d se aplica inegalitatea lui Minkowski:

n

Z(ak—l—bk)Qg Zak Zb Va = (aj,as,...,a,), b= (b1,ba,...,by).
k=1

k=1
1.4 Sd se hasureze in R? sferele deschise S(0,r), r > 0, relative la metricile d, 5, A.
1.5 Sa se arate ca d, 0, A sunt metrici echivalente pe R™.
R: Se demonstreaza inegalitatile: A << /n-d<n-A<n-§<nyn-o.

|z — y

———  Vz,y € R este o metrica pe
T+fe—gl” Y !

1.6 Sa se arate cad: R xR — Ry, d(z,y) =
R.

R: Se tine seama ca oricare ar fi a,b,c > 0 cu a < b+ ¢, avem:

a b c
<

14a — 1+b+1+c’
o! ﬁ

+8

1.7 Fie d : XxX— Ry o metrica pe X. Sa se arate ca aplicatia § : XxX— Ry
d(z,y)
1+d(z,y)

deoarece din 0 < a < 3 urmeaza 1

definita prin é(x,y) = este de asemenea o metrica pe X.

1.8 Sd se arate cd intr-un spatiuv metric (X, d) avem:
1) d(zy,2,) < Z d(xi, xiy1), Vo1, ...,z € X, N > 2.

2) |d(x,z) — (z y)l <d(z,y), Vr,y,z € X.
3) ld(z,y) —d(z',y")| < d(x,2") +d(y,y), Vo, 2’ y,y" € X.

R:3) d(z,y) < d(x,2") + d(a',y) < d(x, ") +d(z',y') + d(y', y)-

1.9 Fie X o multime nevida. Sa se arate ca aplicatia d : X x X — R, definitd prin:

0, z=
o) ={ 2

este o metrica pe X (metrica discretd pe X ).

1.10 Sa se arate ca aplicatia d : Ry X Ry — Ry, definita prin:

x + ) )
dey={ 570 1LY

este o metrica pe Ry.
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1.11 Sa se arate ca aplicatia d : R™ x R™ — R, definita prin:

n

1 T —
d(X,y):Z . ‘ k ykl

=28 1+ o — ypl’
Vx = (z1,22,...,%n), ¥ = (Y1,Y2,.-.,Yn) € R este o metricd pe R™.
1.12 Sa se arate ca urmatoarele aplicatii sunt metrici pe multimile indicate:

1) d(0,00) x (0,00) — R, d(z,y) = ! 1'

i

2)d:RxR—= R, d(z,y) =

z Y
L+Vi4+a2?  1+4/1+y?
3)d:R>xR? - R,

|z2 — Yol T =y
d(x,y) = ’ )
G,y { lz2| + ly2| + |21 —y1l, 21 # 1,

(metrica mersului prin jungld), unde: x = (r1,y1), Yy = (Y1, 92)-
4)d:R?xR? - R,

d(x,y) = \/(ml —x9)2 + (z2 — y2)2, dacd existd o dreaptd 6 C R? a.i. 0,x,y € 4,
Y= Vi + 23 + VY3 + 3, in rest,

(metrica cdii ferate franceze), unde: 0 = (0,0), x = (z1,11), ¥ = (¥1,Y2)-

1.13 Sa se arate ca urmdatoarele aplicatii sunt norme pe R™:

1) [|x]| =, /kzlxi, Vx = (z1,22,...,2,) € R"™.

2) ||XH = Z |zk|7 Vx = (‘Tlaan""xn) eR".

k=1
3) |[x|| = sup|zx|, k =T,n, Vx = (z1,22,...,2,) €ER"
a+bi cH+di
—c+di a-—bi

f(A) = Vdet A. Sa se arate ca (M, || - ||) este spativ normat in raport cu norma datd
prin [[Al] = f(A).

1.14FieM:{A:[ ,cuabc€R,i2=—1}sif: M— Ry,

1.15 Fie C[O1 g =1{f:[Lel =R, [ continud pe [1,e]}. Sa se arate ca aplicatia || - || :
C[O1 o — R definita prin || f|| = [[{(f*(z) Inz) dx]1/2 este 0 normd pe C[O1 ¢ S0 s se
gaseascd norma functiei f(x) = /x.

1.16 Fie C[lo gy =A{f 00,1 = R, f derivabila cu derivata continud pe [0,1]}. Sa se
arate ca urmatoarele aplicatii sunt norme pe C[l0 1

V) |Ifl] = sup |f(z)]. 2) [|£Il = fy |f(x)lda.

z€[0,1]

3 171l = 15O+ s 1@ 4 511 = [fy P2 ad]

z€[0,1]
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1.17 Fie multimea X = {1,2,3,4} si clasele:

= {®7Xv {2}’ {17 2}7 {27 3}7 {17 2, 3}}7
T2 {@,X,{1},{2},{3,4},{2,374}}~

1) Sa se arate cd T este topologie pe X dar To nu este topologie pe X .
2) Sa se gaseasca sistemele de vecindtati ale punctelor 3 si 4 din spatiul topologic
(‘XP7 Tl).

R: Se verifica proprietatile din definitia topologiei. Pentru 75 se constata ca, de
exemplu {1} U {2} = {1,2} ¢ 7.

1.18 Fie X ={«, B,7,6} si familia de mulgimi:

T= {Qv {a}v {7}’ {0476}7 {0‘77}7 {a7ﬂ7’y}7X}.

Sa se arate ca T este o topologie pe X i sa se determine sistemele de vecinatali ale
punctelor o, 3, v §i 4.

1.19 Dacd X # 0 si 19 = {0, X}, atunci (X,79) este spatiu topologic pe X, numit
spatiul topologic nondiscret (grosier) pe X.

1.20 Dacd X # 0 si P(X) este multimea tuturor partilor multimii X, iar 1 = P(X),
atunci (X, 1) este spatiu topologic pe X, numit spatiul topologic discret pe X.

1.21 Dacd X are mai mult de doud elemente si a € X, fizat, atunci 7 = {0, {a}, X}
este o topologie pe X, diferita de topologia nondiscreta si de cea discreta.

1.22 Fie X ={a,b,c,d,e}. Sa se precizeze care dintre urmdatoarele familii de parti ale
lui X este o topologie pe X :

1) 7 = {0, X,{a},{a, b}, {a,c}}.

2) 7o =40, X,{a,b,c}, {a,b,d},{a,b,c,d}}.

3) 3 = {0, X, {a},{a,b},{a,c,d}, {a,b,c,d}}.

R: 71 §i 72 nu, 73 da.

1.23 Fiet={0,R,(q,00)}, ¢ € Q. Sd se arate cd T este o topologie pe R.

R: Multimea A = |J {(¢,0), ¢ > v2} = (v/2,0) este o reuniune de multimi din 7,
q€Q
totusi ea nu apartine lui 7 deoarece v/2 ¢ Q.

1.24 Pe multimea X = {a,b, c} urmatoarele familii de parti ale lui X sunt topologii:

1= {@’X’ {a}7 {b7 c}}§ T2 = {@,X, {a}, {a7c}};
3 ={0, X, {b},{a,c}}; 7 ={0,X {c},{b,c}}.

1.25 Fiet ={0,R,(—,a)}, @ > 0. Sd se arate cd T este o topologie pe R.
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1.26 Pe multimea X = {1,2,3,4,5} se considerd topologia:
T = {Q)aXv {1}a {la 2}’ {1; 374}7 {17 2, 374}7 {17 2, 5}}

1) Sa se gaseasca punctele interioare ale multimii A = {1,2,3}.
2) Sa se gdseasca punctele exterioare ale mulfimii A.
3) Sa se gdseasca punctele frontierd ale mulgimii A.

R: 1) Int A ={1,2} deoarece 1 € {1,2} C A, 2 € {1,2} C A. 3 nu este punct interior
lui A deoarece nu apartine la nici o multime deschisd inclusd in A. 2) CA = {4,5} si
Int CA = (), deci nu existd puncte exterioare lui A. 3) Fr A = {3,4, 5}.

1.27 Sa se arate ca urmatoarele familii de parti sunt topologii pe R:
1) % ={0,R, (a,0)}, Va € R, (topologia inferioard sau dreaptd a lui R).
2) 7, = {0, R, (—00,a)}, Va € R, (topologia superioara sau stangd a lui R).

1.28 Sa se gaseascd interiorul, exteriorul gi frontiera intervalului I = [3,00) relativ la
spatiul topologic (R, 7;), unde 7; este topologia inferioard pe R.

R: Cea mai ampld multime deschisd, continuta in I, este (3,00), deci Int A = (3, 00).

CI = (—00,3) si nu contine nici o altd multime deschisd in afard de multimea vida.
IntCA =0, Fr A = (—o0, 3].

1.2 Multimea numerelor reale

1
1.29 Sa se arate cd multimea A = {x, = {Yn + +—+1,n € N,n > 2} este
n

1
Vn

marginita.
. 1 . 9 - 9 .
R: Din z + — > 2 pentru orice numar real pozitiv, rezulta z,, > 2+ 0+ 1 = 3, adica
x

. 1 1 .
a = 3 este un minorant pentru A. Cum pentrun > 2, 1 < ¥/n <2gi — < 5 urmeaza
n

1 9 9
T, <2+1+ 3 +1= 2 adica b = 5 este un majorant pentru A.

1.30 Sd se arate cd multimea A, = {y € R, y = x € R} este marginita

224+z+2
pentru orice o € R g1 sd se determine inf A, si sup A,

R: Fie y € A,. Atunci: ya? + (y — a)x + 2y — 1 = 0, care trebuie si aiba solutii
reale. Deci (y — a)? —4y(2y — 1) = —=Ty? — 2(a — 2)y + a® > 0, de unde, notand cu

B8=2V2a%—a+1,:

c 2—a—-f0 2—a+p
Y A
Asadar:

2—a—0 2—a+p

inf A, =minA, = , supA, =max A, =
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1.31 Sa se determine minorantii, majoraniii, cel mai mic element $i cel mai mare
element (dacd existd) ale urmdtoarelor multimi de numere reale:

1) A = {sin 1, sin 2, sin 3}. 2)A={1—1,n€N*}.
n

2" —1
A= —— N* 5. 4H) A= 2 < 5.
3) {22+1,n€ 2} ) {zr e R,z* <5}

5)A={z€R,z>0, 2 >5}. 6)A={zecR,2® -z <0}
7V A={x —sinz, z € R}

R: 1) Cum: sin2 = sin(7 —2), sin3 = sin(7 —3), deoarece: 0 < 7—3 <1< 71—2 < g

0
si functia sinus este strict crescatoare pe {0, 5], rezulta:

sin0 < sin(m — 3) <sinl < sin(m — 2) < sing

si deci 0 < sin3 < sinl < sin2 < 1. Asadar: min A; = sin3, max A; = sin2 si orice
numar ¢ < sin 3 este un minorant, iar orice numar b > sin 2 este un majorant.
1 . 1 . . o
2) Deoarece — < 1, rezultd cd 1 — — > 0. Deci 0 este un minorant al multimii
n

n
Az si orice numar a € (—o0, 0] eare minorant. Nici un numéar a > 0 nu poate fi mino-
rant al multimii Ay deoarece 0 € As si din definitia minorantului ar rezulta cd a < 0
(contradictie). Evident inf Ap = min Ay = 0. Multimea majorantilor este [1,00). Intr-

1
adevar, b > 1 implica b > 1 — —, pentru orice n € N*. Daca b < 1 rezulta 1 —b > 0 i
n

1
atunci In € N* al. 1 —b > — sau b < 1 — —, adica b nu ar mai fi majorant. Evident
n n
sup A = 1, In timp ce max As nu exista.
3) Din inegalitatea:
2" —1

<
— 2241

<1,n e N*,

W =

1
deducem c& multimea miniorantilor lui As este <—oo, 3], multimea majorantilor este

[1,00), inf A3 = min A3 = 3 Sup Az = 1, iar max A3 nu exista.

4) inf Ay = min Ay = —/5, sup Ay = max A4 = /5,
5) inf A5 = v/5, sup A5 = 00, 6) inf Ag = —o0, sup Ag = 00,
7) inf A7 = —o0, sup A7 = oc.

1.32 Sa se determine inf A, min A, sup A i max A daca:

a+1
1)A= eR,z=———, a€R}.
) {w v a§—|—§+12a }
x° —3xr +
2) A = = — .
) {yeR, y x22+“\1[,xeR}
3 4xv3 —1
3 A={yeR, y= L TVIT L CR).

2 +1
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1
R: 1) Dinza?+ (z —1)a+z—1=0,cua € R, rezulta A = [3,1]. Deci inf A =

1 —2v21 2v/21
minA:—g,supA:maXAzl. 2) A= 9 3\ﬁ,9+3\ﬁ

. 3) A=1[-35].

1.33 Utilizand axioma lui Arhimede, sd se arate ca pentru orice x € R* existan € Z
a.i. sa avem:
Da?+n>ne+1. 2)2? > 2z +n.

R: 1) Inegalitatea se mai scrie: 22 — 1 > n(x — 1). Pentru z = 1 este evidentd. Daci
2

x # 1, pentru numaérul real = x4 1, conform axiomei lui Arhimede, exista n € Z

al. z+1>n.

1.34 Fie [an,bn] D [ant1,bnt1], n € N* un gir descendent de segmente reale. Sa se
arate cc{z;')

1) N [an,by] # 0 (Cantor-Dedekind,).

n=1
2) Dacd b, — an, < —, n € N*, atunci ezistd un numdr xo € R, unic determinat, cu
n

o0
proprietatea cd: [ [an,bn] = {x0}-

n=1
R: 1) Din [an, bn] D [ant1,bnt1] rezultd ca ap, < by, Vn,m € N*. Agadar multimea

A = {an,n € N*} este mérginitd superior (orice b, este un majorant), iar multimea
B = {b,,, m € N*} este marginita inferior (orice a,, este un minorant). Existd deci sup A

si inf B gi sup A < inf B. In concluzie, () [an,bs] D [sup A4, inf B] # (.

n=1

o0
2) Dacd ar exista x siy cu z < y i 2,y € () [an,bn), atunci din a, < z <y < by,

n=1
1
rezultd: 0 <y —z < b, —a, < —, adicd n(y —x) < 1, n € N*, ceea ce ar contrazice

axioma lui Arhimede aplicatd numerelor y — x si 1.

1.35 Dacad ay,az,...,a, €RY siay-az----- an =1, atunci ay +as + -+ a, > n.

R: Folosim metoda inductiei matematice. P(2) : daca a1,az € R sia;-az = 1, atunci
aitag > 2. Fiea; > 1giag < 1. Urmeaza (a1 —1)(az—1) < 0saua;+as > 14a;3-a9 > 2.

P(n): daca ay,as,...,a, € RY sia;-ag----- an, =1, atunci a1 +as + -+ a, > n.

P(n +1) : dacd aj,a9,...,an,ap41 € R} siai-az- - ay- a1 = 1, atunci
ar+az+---+ap,+a,41 =2n+1.

Printre numerele as, as, .. ., an, ap41 €xista cel putin unul mai mare sau cel putin egal

cu 1 gi cel putin unul mai mic sau cel mult egal cu 1. Fara a restrange generalitatea,
putem presupune ca acestea sunt aq gi as. Din P(2) avem ca a; + a2 > 1+ ay - ag, de
unde deducem:

aptaz+-t+aptanpr >21+a-a2+az+-+ap+ant1 > 1+n,

deoarece a; - ag, ..., ay, ap4+1 sunt n numere al caror produs este 1.
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1.36 Inegalitatea mediilor. Fie z1,22,...,2, € R} $i A media aritmeticd, G media
geometrica, H media armonicd a celor n numere, definite prin;
A— 1+x2+--+ "G WEay o a, H =
n 1 1 1
R + J— + . + -
X1 i) In

Sa se arate cd au loc inegalitatile: H < G < A.

R: Din definitia mediei geometrice avem:

X1 T - " Tp 1 T2 x

:1sau7.7.....7n:1.
Gn G G G
~ N .. Tk . I x x
Luand in exercitiul precedent aj 216, k = 1,n, obtinem: el + vel 4+ -+ gn > n, sau
A > @. Inlocuind aici pe x; prin —, k = 1,n, gasim H < G.
Tp
1.37 Inegalitatea lui Schwarz-Cauchy. Pentru orice numere reale ai,as, ..., a0,

b1,ba, ..., b, are loc inegalitatea:
(a1b1 + agby + -+ anby)® < (aF + a3+ +a2) (B3 + 03 +--- +02),

sau

NE

B2,

n n
S aute| < \[Yat-
k=1 k=1

R: Fie trinomul de gradul al doilea:

k=1

f@)=(af+a3+ - +al)a® —2(arby +asby+ - +apby)z+ (b7 + b3+ +b7),
care se mai scrie:
f(z) = (a1 — b1)* 4 (agx — b2)* + -+ - + (apz — by)? >0
pentru orice € R, deci A <0, ceea ce implica inegalitatea data.

1.38 Inegalitatea lui Minkowski. Pentru orice numere reale ay, by, k = 1,n are loc
inegalitatea:

Z(Gk +by)? < Zai + Zbﬁ
k=1 k=1

k=1

R: Tinand seama de inegalitatea lui Schwarz-Cauchy, avem:

n n n n n n n n
D ae+be)’ = ai +2> arbp+ Y <Y ai +2,|> ai- [Y b2+ b,
k=1 =1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
sau

2
n

Z(ak+bk)2§ Zai—k Zb% ,
k=1 k=1 k=1

de unde, extragand radicalul rezulta inegalitatea data.
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1.39 Inegalitatea lui Bernoulli. Oricare ar fi a € [-1,00) $i a € [1,00) avem:
(I14+a)*>1+aa.

R: Inegalitatea rezultd din studiul monotoniei functiei f : [-1,00) — R, f(z) =
(14 2)* — ax — 1, observand ci aceasta are un minim egal cu 0 in x = 0.

1.40 Dacd a € [—1,00) sin € N* atunci: (14 a)” > 1+ na.
R: Se ia in inegalitatea lui Bernoulli a = n.
1 b n+1
1.41 Daca b >0, b # 1, atunci: (—l—n) > b,
n+1
R: Aplicand inegalitatea lui Bernoulli, avem:
1+nb\" " 1—-b\"" 1—b 1" 1—b
Tn - 1y ——2 | st (1422 ) =,
n+1 n+1 b(n+1) b
1.42 Sa se arate ca:

1 n+1 1 n 1 n+1 1 n
1) (1+ >(1+=) .2 (1- >(1-=) .
n+1 n n+1 n

1
R: Se ia in inegalitatea precedenta b = 1 4+ —, respectiv b =1+ —.
n n

1.43 Sa se arate ca oricare ar fi numerele reale aq,as,...,a, > —1, de acelasi semn,
are loc inegalitatea (generalizare a inegalitatii lui Bernoulli):

(I+a)(I4az)--(1+an) >1+ar+az+-- +an.

R: Se foloseste inductia matematica.

1.44 Inegalitatea lui Cebisev. Flie ai,as9,...,a, §i by,ba, ..., b, numere reale cu
ap > az > -+ > ap, by 2 by >0 > by 1S = arb;, +azbi, + - -anbi,, n > 2, unde
{i1,i2,...,in} ={1,2,...,n}. Sd se arate ca:

a1b, + asbp—1 4+ --apby <8 < arby +asby + -+ anby,.

R: Fie j < k, ij < i}, atunci (a; — ax)(b;,

25

— b;;,) > 0 implica: a;b;; + axb;, > a;b;, +

agb;;. Deci orice inversiune in multimea {i1,42,...,in} micgoreazd suma S, ca atare
ea este maxima pentru permutarea identica {1,2,...,n} si minimd pentru permutarea
{n,n—1,...,1}.

1.45 Fie a1, a9,...,a, §i by, ba,..., b, numere reale cu a1 > as > -+ > an, by > by >

.- >b,. Sa se arate ca:

(S = (5e) ()
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n
R: Din exercitiul precedent rezultd cd max S = > a;b;. Avem deci inegalitatile:

i=1

n
D aibi = arby+ashy+ -+ anbn,
i=1

n
Zaibi > aiby +agbs + - +anby,
i=1

s
Zaibz’ > aib, +azbi + -+ apby_1.
i=1

Prin adunare membru cu membru obtinem inegalitatea din enunt,.

1.46 Fie a,b,c > 0. Sa se arate ca:
a b c 3 a2+ P+ A+a?2 ¥ E
1 >—. 2 b+c< .
)b+c+a+c+a+b_2 ) atbte< + 2a + 26 T be ca+ab

R: Se aplica inegalitatea lui Cebigev:

1) tru tripletele (a,b, c) si ! L 1

entru tripletele (a, b, c) si , ,

P P 3 b+c a+c a+bd
11

1 a b ¢
2) pentru tripletele: (a?,b2,¢?)si (=, -, = tiv (a®,0%,¢%) si | —— ——, —— ).
) pentru tripletele: (a®,b%, ¢*) si AR , respectiv (a”,b%, ¢?) gi abe’ abe’ abe

1.47 Inegalitatea lui Hoélder. Dacd aq,a9,...,a, > 0, by,bo,...,0, > 0, p > 1,
1 1

q>1gsi —+ - =1, atunci:
P q

n n 1/p n 1/q
i=1 i=1

n n
R: Dacd ) a? = 0sau Y bf = 0 inegalitatea este evidenta. Fie:

A= B= 1t
> ay
i=1

gi functia f : [0,00) — R, definitd prin: f(z) = 2* — az, o € (0,1). Deoarece f are In

2 =1 un maxim egal cu 1 — «, rezultd ci: z® —azx <1— «, Yz € [0,00). Ludm z = B
1 1

1 1 - - A B
sia=—,deci 1 —a=—,deducem: AP - B4 < — 4+ —. Inlocuind aici A §i B, sumand
b
apoi dupa ¢ de la 1 la n, obtinem inegalitatea din enunt,.

1.48 Sa se arate ca pentru orice n € N* are loc inegalitatea:
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. 1+2+---+k k+1
R: Se foloseste majorarea: Vk! = ¥/1-2---- -k < tet Rk _RA .

k k

1.49 Dacd x1,%2,...,T, € R, atunci:

11 1 )
(@1 +z2t o dzn) (b | 20
1

€2 Tn,
. . . 1
R: Se foloseste inegalitatea lui Schwarz-Cauchy cu a; = \/z;, b; = Nk
T
1.50 Dacd a1,az,...,a, € R}, atunci:
(@i tartl)-----(an+an+1) o
a1 -ag - - Qp - :

1
R: Se foloseste inegalitatea: x + — > 2, pentru orice x € R
x

1.51 Dacd ay,az,...,ap € RY, n>2 S =a1 +azy+ -+ a, atunci:

ay + as + + Ay > n
S—ar S—as S—a, n-—-1

1
Sfai’

R: Notam b; =

1
(b1 + by + -+ by) <++--~+b) > n?,
n

sau

n2 n n a s o
< b | <
n_1_<;ak><1; k>_n(5_a1+5—a2+ JrS—an

1.52 Daca a,b,c € R, atunci:

ab be ca a+b+ec
- + < :
at+b b+c c+a 2
b b
R: Se tine seama ca a < at ete.
a+b 4
1.53 Dacad ay,az,...,a, € RY, n > 2, atunci:

ﬂ+a72+. + 4n-1 an >n
ag as Qn, ai

R: Se folosete inegalitatea mediilor.
1.54 Dacd a1,az,...,a, € R}, atunci:

(I+a)(1+a2) - (1+a,) >2"

1=1

1 = 1,n. Deoarece S > a; rezultd ca b; > 0. putem scrie:

15
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R: Se inmultesc membru cu membru inegalitatile: 1+ a; > 2/a;, ¢ = 1,n.
1.55 Daca a,b,c € R, atunci: (a+ b)(b+ c)(c+ a) > 8abe.

R: Se inmultesc membru cu membru inegalititile: a + b > 2v/ab etc.
1.56 Daca ai,az,...,6, >0, b1,ba,... by >0, atunci:

V(ar +b1)(ag +b2) -+ (an +by) > {araz - an ¥/biba -+ by.

R: Se foloseste inegalitatea mediilor pentru numerele: —;b , 1 = 1,n si respectiv:
a; + 0;
b
—— . i=1,n si se aduna inegalititile obtinute.
a; + b;

1.57 Dacd a,b,c € R, atunci:

a+b+tc
a® - b’ - ¢ > (abe) R

R: Fiard a restrange generalitatea, putem presupune a > b > ¢. Din a® % > p2~?,
bo=¢ > b= q% ¢ > ¢ ¢ prin inmultire membru cu membru se obtine inegalitatea din
enunt,.



Capitolul 2
Siruri si serii

2.1 Siruri de numere reale

2.1 Folosind teorema de caracterizare cu € a limitei unut gir, sa se arate ca:

- 4" —4)" 242
1) lim 34"+ (=4 ) lim = -
n—oo hn n—oo N + 1

R: 1) Fie € > 0 arbitrar. Este suficient si aratam ci existd un rang N = N(¢) a.i.

34" 4 (—4)™
’;n()—o <eg, Vn> N.
In &
3-4" —4\" 4. 4" n-—
Dar ;rn( ) 5n < € pentru n > Zl Asgadar, putem lua
In -
5
0, e >4,
In &
_ n-—
N(e) = 4l <y
4
In -
5

2) Fie ¢ > 0 arbitrar. Este suficient si arfitdm c&d existd un rang N = N(¢) a.l
n? +2 n? + 3
>¢e,Vn > N. Insa =n—1+——>n—1>¢, pentrun > 1+¢. Putem
n+1 n+1 n+1
lua N(e) = [1+¢].

2.2 Folosind teorema de caracterizare cu € a limitei unut sir, sa se arate ca:

1 in+1 4 2 1
1) lim —— ==, 2) lim =2 3

I =
im —— = .
n—oo 2(n24+1) 2

17
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2.3 Folosind criteriul lui Cauchy, sd se arate cd girurile (x,)neN+ sunt convergente,
unde:

"1 " sin(kx)
1)xn:Zﬁ- 2)%22 o , x € R.
k=1 k=1

(6% %
3 = —. .
) zp Zak lag] <1, ke N*, a>1
k=1
R: 1) Ardtam cd Ve > 0, AN () al. |Tptp — Tn| <&, Vn > N(e) si p € N*. Deoarece
1 1 1 1

< —
n+k)? +k)(n+k-1) n+k-1 n+k

b

avem:
1 1 1 1

1
- 4t ——< <=-<e
(n+1)° (n+p)3? "n n+p n

1 1
pentru n > —. Putem lua N(eg) = [} .
€ €

2) Aratam ca Ve > 0, IN(e) al. |zpp — x| <e, Yn > N(e) si p € N*. Avem:

_ |sin(n + 1)z sin(n + p)x 1 1 1
|.’L'n+p_$n|—T e ontD §2n+1+"'+2n+p—27 1—27) )
1 1
1 In - In -
deci |5r:n+p—a:n\<2—n<6pentrun>ﬁ. Putem lua N(g) = ﬁ .
3) Avem
_ | %nt+1 Qntp |atn 41| |Qnp| 1 1
sy — 2ol = | oT ot | S T Tt e S Tt
1 1
n—
1 1\ 1 e(la—1)
deci |xpip —Tp| < ——— - |1 = | — < —F—= < t > .
eci |Tptp — Ty Py p— [ (a) ] TP € pentru n na
1
In @=1)
Putem lua N(e) = 51(1
na

2.4 Folosind criteriul lui Cauchy, sd se arate cd sirul (x,)nen+ este divergent, unde

2 3 n
R: Este suficient s& aratdm ca existd un 9 > 0 si un p € N* al |z, — 0| > €.
Se constata insd imediat ci pentru p = n avem:
1 1
n+1 ot n

Z = £0-

N | =

|x2n - xn| =
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2.5 Sd se cerceteze natura urmdtoarelor siruri (T, )neN cu termenii generali:

10 11 n+ 10

1 - ]
e T Y o

) T, = sinn.

R: 1) Sirul este divergent. Se observa ca:

n+11 2n + 10 2n + 10
|xon — xn| = . > >

1
Tom+3 T T an+tl T dn+1 T2

2) Presupunem ci existd lim z, = z. Atunciavemsi lim z,41 =2z, lim z,_1 =z,
n—oo n—oo n—oo

ceea ce implica:
lim [sin(n + 1) — sin(n — 1)] = 0,
n—oo
adica lim 2sinlcosn = 0 sau lim cosn = 0. Din sin2n = 2sinncosn ar rezulta ca
n—oo n—oo

lim sin2n = 0. Dar sirul (sin2n), . este un subsir al sirului (sinn), .y, de unde se

n—oo

deduce ca lim sinn = 0. Asadar am avea: lim (sin2 n + cos? n) = 0. Contradictie.
n—oo

n—oo

Deci girul (z,,) este divergent.

2.6 Folosind criteriul lui Cauchy, sa se studieze natura sirurilor cu termenii generali:

n n

2. cosk! cos kx sin kx
Dan=> — " Nz, =Y o a>1 o=y
)@ Zk(kz—i—l) )@ ; g A>3 ; 3k

2.7 Sa se calculeze limita sirului cu termenul general:

k k—1
apn” + an + -t ag
= , Qp, 0, k,h € N.
B+ B w4 B (O

n

2.8 Sa se calculeze limitele sirurilor:

1+2+---+n ck n
2.9 Sa se arate ca dacd |a| < 1, atunci lim na™ = 0.
n—oo
. . 1. < ¢ .
R: Deoarece |a|] < 1, exista b > 0 a.d. |a| = T &se dezvolta dupa binomul lui
Newton.
2.10 Fie xy,x9,...,T, numere reale pozitive. Sa se arate ca:
nILH;O Yot +ah + - ap = max{Ty, Ta, ..., Tp ).
R: Fie z = max{x1, 22, ..., 7, }. Rezulta: 2" <} + a5 + -z < pa", adicd;

z < 1"/x’f—|—x§+~--mg§x{b/ﬁ.

Dar lim g¢/p=1.

n—oo
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2.11 Fie sirul cu termenul general:

n

zn:a+n+l—z

k=1

R +1
k* 4+ k

1) Sd se arate ca (zy,) este convergent.
2) Sa se gaseascd rangul de la care |z, —a| < 0,01.

2.12 Sa se calculeze limitele sirurilor (x,,) date prin termenii generali:

Von? —3n 42 3n+2\" 2a™ 4 b"
Nap=———. 2)z, = )y =—.
in+1 3n+5 3an + 4b™
22 4 42 4 ... 2m)2
PR e e el .0 M DY/ 7oy SN ey, S

1243244+ (2n—-1)%

6)xn:\/n+2\/n+1f\/n+4\/n+l. 7 axn=vVn2+n+1-—an.

_ 1 3
2n? +5n +4\ 3 6n1 n+yn+1\" <1+n> -1
3n2 42 n+ /n+2 1
(3+n) 9

n(PP+22 4407

11) z, = EFIE . 12)xn:\/n4+n2+1—\/n4—n2+1.
1
13) 2, = n* (,/Zii-l). 14) 2, = n3 (\3/(71—1—1)2—\3/(11—1)2).

L C o . . roroT
2.13 Se considerd curba formata din semicercuri de raze r, 39 97
curilor coliniare. Sa se calculeze lungimea L, a liniei formate din primele n semicercuri,

precum §t L = lim L,,. care sunt valorile lui n pentru care diferenta L — L, reprezinta
n—oo

cel mult 5% din L?

cu centrele cer-

R: Avem:
T r T 3rr 1
L””<’"+3+3z+"'+3n—1)2'<1yz)
3 3 1 5 3
§iL:%. L—Ln:%-3—”STo-%,deunde3”220,adicénZS.

2.14 Sa se discute dupd valorile parametrului real p:

\/n—|—1 i,/n—|—2
n+2 n+3

¢ = lim n?
n—oo
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R: Notam

_jn+1  gn+2 n+1 sfn+2
an_\/n+2 \/n+3_<\/n+2 1>+<1 n 3>’

. 1 .
Avem a, — 0, iar na, — ——. Deci:

0, p € (—o0,1),
1

= 1,

—00, p € (1,00).

(=—=-limn'=¢{ -2
n—oo

2.15 Sa se calculeze limita sirului (z,,) cu termenul general:

sinl+asin2+---+a” sinn
a*[1+2a+3a2+--+ (n+1)a"]’

Ty =

a> 1.

R: Din [sinz| < 1, Vx € R, deducem:

(1—a)(1 - am)
O<lols G i e (s D

si cum pentru a > 1, o, — 0, rezulta ca x, — 0.

:an

1 1
2.16 Sa se arate ca sirul cu termenul general x, =1+ —+—=4---+

1
TR 1 este convergent.
Limita sa este numarul e.

R: Folosim criteriul lui Cauchy:

1 1 1
Tntp —Tn = (n+1)!+(n+2)!+.”+(n+p)!_
1 1 1 1
+ ot
m+1)![n+1 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)---(n+p)
de unde:
< 1 1 n 1 n n 1 < 1 1 < 1 <
‘rn —xn —_— ... —_— 7.*7* 57
r nln+1 (n+1)2 (n+1)p nl n " n
1
pentrun > N(g) = |—|.
€
2.17 Sa se arate ca daca a,, — a, atunci sn,:a1+a2+“.+anﬂa.

n
R: Se aplica teorema lui Stolz-Cesaro.

2.18 Sa se arate ca daca sirul de numere pozitive b, — b, atunci
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2.19 Fie (a), un sir de numere pozitive. Sa se arate ca daca

. An41
lim —2F

n—oo an n—oo

=a = lim Ya, = a.

R: Se tine seama de egalitatea Y/a, = ¢ Qg2 an
ay Gn—1
2.20 Sa se calculeze:
n 1 2)---(2 . Vn!
1) Tim ¢ 2) i AEDEE2 G0 g, Vel
n— oo n— oo nm n—oo N
- . . 4 1
R: Se aplicd exercitiul precedent. Se obtine: 1) 1, 2) —, 3) —.
e e
2.21 Sa se arate ca:
1P 9P & ... P 1
im re e , Vpe N.
n—00 np+1 p+1

R: Se aplica teorema lui Stolz-Cesaro:

Ap4+1 — Qp _ (TL + 1)P

bovr = b (n P et K

1 p
Dar lim n{(l—i—) —1} =p.
n—oo n

2.22 Sa se determine limita sirului cu termenul general:

1P 4304+ (20— 1)

Tn pyES, , pe N
2.23 Sa se calculeze:
1V VB 4 Ul
lim 5 , a>1.
n—oo n4 . aTL

R: Se aplica teorema lui Stolz-Cesaro:

lig Sl = 9n _ "/ (n+ 1)! 1 . "/ (n+1)! n+4+1
im —— = 1i = im :
n—o0o byy1 —b, noca[(n+1)2a—-n?] a—1n-c n+1 n? - a”

2.24 Sa se calculeze:

lim

L+ (2)%-v2+(3)2- U3+ -+ () ¢/n

=0.
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R.: Se aplica teorema lui Stolz-Cesaro:

. pyl —dp . (n+1)- "W/n+1
lim —— = lim =0
n—00 bpy1 — by n—oo (n+1)(n+2)vVn+1—/n

2.25 Se da girul (xn)neNn cu termenul general:

n 1

1) Sa se arate ca girul este marginit i sa se calculeze sup .
neN

18 "
2) Sa se calculeze lim Ll xn] .

n—oo

R: 1) Din identitatea

1 1 1 1
- - (— ), keN
&+ 1)k +4) 3<k+1 k+4)’ €N

deducem:
. I 1 /11 1 1 1 11
im z, = lim - [ — — — _ .
Din x x L > ( rezulta ca sirul este crescator si deci sup z 11
ne, 1 —x,= —79-—— rezu iru i deci sup =, = —.
+1 (n+2)(n +5) ; B TR T 1B
. [18 "
2) nlin;o Ll wn] e
2.26 Sa se determine limita wrmdtoarelor siruri:
3 5 2n+1 a™ + ["
1)x":ﬁ+713+23 NI TR B——t Z)x":7an+1+5n+l’ a, 3> 0.
a4+ b" + 3" 1 T
Nrp=—-——,ab>0. 42, =——- k*+3k+9).
)= e )T = g( + 3k +9)
R: La 4) se tine seama de inegalitatea k? 4 3k + 9 > 3V/27k3 = 9k.
2.27 Sa se calculeze:
) (n!)? o~k tk—1 =2k —1)
1)1 ([————.2) 1 — . 3) 1 _—
)l (2n)! - 8" )ninéo; (k+1)! )nlféo]; (k+1)!
33 . (nh)3 = 1 U k>
4) i (| —————. 5) li ——. 6) i 1+ —=-11.
) i A Y Y e O {1
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an, n+1 1 E+k-1 1

1

R: 1) li L lim "0~ . 9) D = -
) i =i ey T3 PR T T o

deducem ca
" k24 k-1 1 1
li L lm [2-————| =
Jm S = i 2 G

) 2k—1(k. _ 1) ok—-1 9ok .
3) Din I = I deducem c&
2k: 1 ) on
,}IE;OZ =t [ ] =

2.28 Sa se calculeze limitele sirurilor cu termenii generali

) a, =

(2n+ 1N
(2n+2)I° p 1n3+k‘ — (k+1)!
11 1Y 3-27+(-1)" "2k +1
4z, = (1 TR I S S =N
)z < totE T +2n> on 5) @ kz_:le(k—HP
6 (x/ +4/C%, +C’22n).7)xn—3< (2k—1)2>
k=1

2.29 Sa se calculeze limitele sirurilor cu termenii generali:

n2 3 1 a{n-3
1)95”:(0086) .2)xn:(1+\/ﬁ+> , a€R.
n

2y/n—3
- 1 " k(k+1)(k+2)
3@ 2 (k= 1)I 1 Kl ) ; nA

2.30 Sa se calculeze limita sirului cu termenul general

2n + 1)!! %) a ik%rk.?))w :z":kuk—y

(k+1)!

z, =ac+ (a+ab)® + (a+ab+ab®) + -+ (a+ab+ -+ ab™) "L,

a,byceR, |c] <1,b#1, |be| < 1.
R: S& observam ca se mai scrie

lafb[(1+c+---+c")—b(1+bc+---+b"c")].

Ty =

Deci
_ ) 1—cntt 1 — (be)™t! ac
lim z, = lim =z, —b- = .
n—o00 n— 00 1—c¢ 1—bc (1 —c)(l—bc)

2.31 Sa se arate ca:

1
_ _ >
0<In[ln(k+1)] ln(lnk)<klnk, Vk > 2

noo1
st apoi sa se calculeze lim
n—oo ;=5 kln Lk’
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R: Inegalitatea din stdnga rezultd din faptul ca functia Inz este strict crescatoare.
Fie f : (1,00) — R, definitd prin f(z) = In(Inz). Pe fiecare interval [k, k + 1], k > 2,
conform teoremei lui Lagrange, existd ¢ € (k, k+ 1) al.

1
In [l 1] —In(1 = .
nln(k+1)] —In(lnk) P
Din Ink < In¢, < In(k + 1) deducem:
1 < 1 < 1
(k+1)In(k+1)  cplncy  klnk’
deci 1
0< —————F——<Iln[ln(k+1)]—In(nk) <

(k+ Un(k + 1) kink

Suméand pentru k = 2, n rezulti ci limita este oo.

2.32 Sa se calculeze limita sirului cu termenul general

- ,\L/(n2 + D’ +2°) - (20°)

n2

n 2
R: Avem cd Inz, = — > . In (1 + 2), care este o suma Riemann pentru functia
k=1 n

2 }
,—y..., 19, cu
n

Sl

f(z) = In(1 + 2?) pe intervalul [0,1], pentru diviziunea A,, = {O,

S|

punctele intermediare & = — si deci
n

1
lim Inz, = / In(1+2%)der=1n2—2+ T
n—00 0 2
2.33 Sa se calculeze limita sirului cu termenul general

1

b n
Tp = [/ (x—a)"(b—x)"dm] , a<b.

R: Notdm I, p, = ff(ac —a)™(b— z)"dx. Integrand prin parti, obtinem

m m m—1 1

" I _ - . R
n+1 " Lntl n+1l n+2 n+m+1

m,n

. IO,n+m~

. o  (nY? 2n+1 . _(b—a ?
Se obtine de aici ca I,, ,, = @nt 1) (b—a) , de unde nh_)rréo Ty = 5 .

n—oo

n k
2.34 Sa se calculeze lim lz 1+ — — 1] .
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R: Deoarece {/1+ —; \/7

1 k < 1 < 1 k
n2 1 — n? k — n? 1 ’
1+—+1 1+ =5 +1 1+ =5 +1
n n2 n?
suméand pentru k = 1, n, rezultd
n(n+1) 1 < 1+£71 Sn(n+1). 1 ’
2n? 1 n? 2n2 1
1+—+41 W=l 1+ +1
n n

1
deci girul are limita —.

1
2.35 Fliind datd functia f : R\ {-2,—1} — R, definitd prin f(z) =

calculeze limita sirului cu termenul general

unde f*) este derivata de ordinul k a functiei f.

1
R: Deoarece f(x) se poate scrie: f(z) = pora rezultd ca
1 1

F) = (-0Fat- |

(z+ 1)L (x4 2)k1 |

si deci
1 . 1
Ty = |:_(n_|_2)k+1] = (F1)7 -k ey

x2+3x+2’8a

2.36 Sd se studieze natura sirului (z,) definit prin: ¥y = a € [1,2] $i xpy1 = 22 —

2x, + 2, pentrun > 1.

2.37 Se dau numerele reale ag, by, co. Definim sirurile (an)neN, (bn)neN, (Cn)neN prin:

1 1
—(cn+an), Cpt1= 5 (an + bp) .

1
an4+1 = 5 (bn + Cn)a bn+1 = 2

o c o 1
Sa se arate ca sirurile sunt convergente la 3 (ag + bo + o).

R: Fie z,, = ay,, + b, + ¢,. Adunand cele trei relatii, obtinem: z,+1 = x,, deci (z,)

este un sir constant: z,, = x¢. Din a,4+1 = 1(

ap—1 + xo) rezultd ci a, — 3%0 ete.
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2.38 Fieq=
n € N*.
1) Sa se arate ca termenii sirului sunt in progresie geometricd.
2) Sa se arate ca are loc egalitatea

st sirul (zy,) definit prin: x1 =q, xo =1+ q, Tpio = Ty + Tni1,

Tp+2 Tpyl Tp
Ap=| zp Tni2 Tpt1 | =4 T3pia.
anrl T xn+2

3) Sa se calculeze lim x,,.
n—oo

R: 1) Prin inductie matematica: xo = 1+ ¢ = ¢°, x3 = 1 + 22 = ¢°. Presupunem
Tp=q" Din Tpy0 =2, + 1 = ¢+ ¢" T = ¢"(1 + q), rezultd x,40 = ¢" 2.
2) A, = (q% —2¢® + 1) = 4¢3 +? = 4x3,,42. 3) Deoarece |g| < 1, lim z, = 0.
n—oo

2.39 Sa se calculeze limita sirulwi:

r1 =Va, Tny1 = Va+z,, a>0.
2.40 Sa se calculeze
an —4 —2a, \" " 22
lim (22T % ,an:/ Ldﬂz:,nzz
n—o0 T 1 1+a?
4

R: Se obtine: a, =2n — 2 — 2arctgn + g, iar limita este e 7.
2.41 Fie (Ap)nen* $t (Bn)nen+ doud siruri de numere rationale a.i.:

(a—‘—b\/@)n:An—an\/g, n>1, abe Qy, \/EER\Q.

A,
Sa se calculeze lim ——.

n—oo n

R: Din 4, + B,Vk = (a + b\/E)n si A, — B,k = (a - b\/E)n, urmeaza.

= [ w8 (o) = L [ ) (am )]
Asadar lim % = k.

n— o0 n

2.42 Fie matricea A = [

L =
N O

—_
wn
o~

A”{l 0 },nGN*.
a, by

o . (279
Sa se calculeze lim —.

n—oo n
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R: Se giseste: a, =3 (2" —1) i b, = 2".

2.43 Sd se calculeze lim sin? (77\/712 +n+ 1).

n—oo

R: Deoarece sin a = sin (o — n7r), urmeaza:

+1
‘.2( ’ ) .2( ’ ) .2< v : )
sin® (myn2+n+1)=sin° (7vVn?2+n+1—nr)=sin(x
n+n+1+n

si deci lim sin? (1vn2 +n+ 1) =sin® = = 1.

n—oo 2

2.44 Sa se calculeze limita sirului

Tn= "/ (n+1)! = Vnl, n>2.

1)m N 1 n+1
R: Fie a,, = % Deoarece aa:1 = (1 + oy 1) — e, rezulta ca Ya, = e.
Fie
1
y n+1/(n+1)! _ (n+1)n+1
Yn! vn!
n
1
b1 = (n+ >n+1 e
vn!
n
Yl nl
n
n+\1/ ' — vn! n > lim x,,
e= lim |1+ (nt+1) n] = lim (l—l—x) “n :eenlﬂooy',
n—o0 vn! n—o0 Vn!
1
deci lim z, = -
n—oo e

2.45 Sa se determine mulfimea punctelor limitd, limita inferioard si limita superioard
pentru sirurile date prin:

1+ (=1)" 2n 1\" 1 nw
Day=—— "t 4 (—1)" D= (14=) (=) += =,
) g TV g Y <+n) [( ) +2}”052

R: 1) Deoarece {zy, }nen = {22k }hen U {@2k+1 bren s

2 4k 4 4k +2 2

R e T

2 4 2
rezulta ca M = {—3, 3}, liminf x,, = —3 limsup x,, = 3"
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2) Deoarece {Tn }neN = {Zak treN U {Tap+1 toen U {Zant2then U {Zak+stren st

4k
3 1 3
x4k:2(1+) —+—cos2k7r—>§e—|—17

4k
dk+1
1 1 (4k 4+ 1) 1
——- {1 v )R _Z
Fak1 2( T Feos T s
Ak+2
T :§ 1+# -I—COSM—)%e—].
2Ty 4k + 2 2 2° 7
4k+3
1 1 (4k + 3)7 1
= —— 1 —_— —_— — =
Tak+s = T ( + 4k+3) oS T T e
o o B 1 3 3 . R 3
rezulta ca M = { 56, 56 1, 56-1— 1}, liminf x,, = 56’ limsup x,, = 2€+ 1.

2.46 Sa se determine mullimea punctelor limitd, limita inferioard si limita superioard
pentru strurile date prin:

n(—1)"
1 n nm
1 =(14— — — N*.
)z, <+n> 2n+1+cos2,n6

n(n+1)
2)z, =5-3(-1) 2 +sin%, n € N.

1 n
3) x, = - (7Y —|—sin%7 n € N*.

1+(-1)" n-1
4) z, = : , N.
)2 2 nrl "€

2.2 Principiul contractiei

2.47 Sd se arate cd ecuatia x> +4x — 1 = 0 are o singurd raddcing reald si sd se
determine aproximatiile pand la ordinul trei ale radacinii.

R: Se constatd imediat ci ecuatia are o radacind pe intervalul [0, 1]. Scriind ecuatia

sub forma echivalenta x = , problema revine la a arata c& aplicatia ¢ : [0,1] — R,

1 22 +4
o(x) = o este o contractie pe [0, 1]. Dar

(o). ) = lole) = )] = s g g - do) < g dann)
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x2+4

Intr-adevar, din |z| <

1
, deducem |z +y| < |z| + |y| < 1 (2% +4) (y*> +4). Deci ¢

1
este o contractie pe [0, 1], cu ¢ = =. Sirul aproximatiilor succesive:
8

{Z?O:O, Tnp+1 = TL:O,I,Q,...

z2 4+ 4’
ne dit 21 = 0,25, x5 = 0, 2461538, 5 — 0, 2462695 etc.

2.48 Sd se arate cd ecuatia x> + 122 — 1 = 0 are o singurd rdddacindg reald $i sd se
calculeze aceasta radacing cu o eroare mai mica de 0,0001.

R: Se constata imediat cd ecuatia are o radacina pe intervalul [0, 1]. Ca in exercitiul

1
precedent, se aratd cd aplicatia ¢ : [0,1] — R, ¢(x) = T este o contractie pe [0, 1],
x
2
cugq= 169" Sirul aproximatiilor succesive este:

20 =0, xpt1 = n=20,1,2,...

x2 +12°
Estimarea erorii metodei este data de

é
|xn_£|<7qna vn€N7
l—q

in care 0 = |z — xo|. In cazul nostru

1169 / 2 \"
|z, — €| < ( )<10—4.

12167 \ 169
Se constata ca este suficient si ludm n = 2. Avem: z9 = 0, 27 = 7= 0,08 3333,
144
T2 = Jrag = 0,083285135.

2.49 Sa se arate ca ecuatia sinx — 10x + 1 = 0 are o singurd raddcindg reald $i sa se
calculeze aceasta raddcing cu o eroare mai micd de 0,001.

R: Se constata imediat ci ecuatia are o radécind pe intervalul [0,1]. Se constata ci

1 1
aplicatia ¢ : [0,1] — R, p(z) = — (1 +sinz), este o contractie pe [0,1], cu ¢ = —.

: - . 10 10

Sirul aproximatiilor succesive este:
1 .
20 =0, Tpy1 = E(l—i—smwn), n=0,1,2,...
Estimarea erorii "
19 1
" — —— (= 1073,
len =&l < 157 (10) <
. o1 1 1 .

Este suficient sa luam n = 2. Avem: zg = 0, 1 = 10~ 0,1, o = 0 (1+sin0,1) =

0, 10998.
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2.50 Sd se arate cd ecuatia x° + 22 — 1,16 = 0 are o singurd rdddcindg reald si sd se
calculeze aceasta radacing cu o eroare mai micd de 0,001.

2.51 Fie f : [a,b] — [—c, ] o functie derivabild pe [a,b] ¢i a.i. 0 < m < f'(x) < M,
Vo € [a,b]. Ce conditie trebuie sd indeplineascd numdrul p € (m, M) pentru ca functia

1
o(x) =z — —f(z), x € [a,b], sd fie o contractie pe [a,b] si deci ecuatia p(x) =0 sd aibd
p
o singurd solutie pe [a,b]?
R: Avem: d(p(z), 0(v)) = lo(@) — o(w)| = 1§ (€)| - |o — 9] = |¢'(©)] - d(@.) i pentru
ca  si fie contractie este necesar si existe ¢ < 1 a.l. |¢/(§)] < ¢. Insd ¢'(§) = 1— = f'(x)
p

M
sidin 0 <m < f'(z) < M rezultd 1 — — < ¢/(§) < 1-2 <1 (caci p € (m, M)). Este
b b

M M M

deci necesar ca —1 < 1 — — adica p > 5 In concluzie, dacd p € (max {m, 2} , M),
p

© este o contractie pe [a, b].

Putem generaliza exercitiul precedent, presupunand p = p(z). Astfel, daci alegem

p(x) =

Tr — X
f(z) — f(xo)

se obtine medoda coardei, iar daci alegem p(z) = f'(x) se ajunge la metoda lui Newton.

, @ € [a,b],

2.52 Ce condiie trebuie sa indeplineascd functia f : [a,b] — R, de doud ori derivabild
f(@)
f'()

R: Deoarece d(¢(x), o(y)) = |p(x) — ¢(y)| = [¢'(£)| - d(x,y), conditia [¢'(£)| < ¢ <1
conduce la: |f(x) - f"(z)] < q- f?(x),0<qg<1.

pe [a,b] pentru ca functia ¢(x) = x — sd fie o contractie pe [a,b]?

2.53 Sd se calculeze aprozimativ ¥/a, a >0 sip=2,3,...

fl) 1
B fllx) p

-1
o(x) = L (1—az7?) < L7 pentru & > 0, rezultd ca ¢ este o contractie si deci
p p

R: Ludm f(x) = 2P — a. Atunci ¢(z) = = —

[(p—1)z+az'"?]. Cum

putem lua

%% Tnt+1 =

(p—1)2n + azy7?].

SRR

2.3 NSiruri in R?

2.54 Sd se calculeze limitele urmdtoarelor siruri din R3:

1) % — (3;:,(14—71)_2”,\/5(@@)).
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2.55 In R* se considerd sirul (x,) definit prin relatia de recurentd:
6Xp+3 = 11xXp42 — 6Xpt1 + Xy, Vn €N

cuxg = (0,0,0,0), x3 = (1,9,3,6), x2 = (1,9,7,8). Sd se determine x,, $i sd se calculeze
limita sirului.

R: Se cautd x,, = A"a, cu a € R*. Se obtine penrtu \ ecuatia caracteristica 63 —

11 1 1
11XA2 + 61 — 1 =0, cu radicinile: 1, 33 Deci x,, este de forma: x,, = a+ on b + 30 C.

19 27
e Timi _ (1927 .
Se obtine limita x (2, 35 ,9)

2.4 Serii de numere reale

2.56 Sa se arate ca seria

1

1 1 > 1

n(n+1 n(n +1)

n=1
este convergenta si s = 1.

R: In adevar,

1

1 1 /1 1 1
= —— o —— = S ) =1- 1.
S T T L S (AR kz_l<k k+1) nrl

2.57 Seria

Sl

1 1 1 >
1 — — — e —
+o gttt n;

se numegte seria armonica, deoarece pentru n > 2, a,, este media armonicd a termenilor
VECING Gn—1 §t any1. Sa se arate ca seria este divergentd si are suma +00.

R: Sirul (s,,) al sumelor partiale este strict crescator si divergent, deoarece

1 + 1 4 Jr1>1
n+l n+2 on — 2’

|32n - Sn| -
ceea ce arata ca (s,) nu este gir fundamental. Deci lim s,, = +o0.

2.58 Sa se arate ca seria
L=141 =14 ()" e =) (=)

este divergentd.

R: Este o serie oscilanté deoarece girul (s,,) al sumelor partiale este girul oscilant: 1,
0,1,0,...
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2.59 Seria
Ltgtq+ 4+ =3 q"", geR
n=1

se numeste seria geometrica deoarece sirul (ay), a, = q"~ 1, este o progresie geometricd

cu rafia q. Sa se studieze natura acestei serii dupd valorile lui q.

R: Sirul sumelor partiale are termenul general

1—q"

daca 1
S”:1+q+q2—|—-~-+q”_1: 1—q’ aca q # 1,
n, daca ¢ = 1.
Obtinem
1 v
lim s, ={ 1—gq’ daca ¢ <1,

+00, daca q¢ > 1.

Pentru ¢ < 1 girul (s,) nu are limita. Astfel, seria geometrica cu ratia ¢ este convergentd

si divergentd pentru |g| > 1.

pentru |q| < 1 si are suma 1

2.60 Sa se stabileascd natura seriilor urmdtoare si in caz de convergentd sd se determine
sumele lor:

1) i(\/n+a+1—2\/n+a+\/n+oz—l), a > 0.

n=1

- 1
2) z::l(a+n)(a+n+1)’ acZ-.

oo

= n 1
3) ZJ, a>1. 4) 2715n2_8n_3.
n=1 n=

R: 1) Notém cu a,, = v/n + a—+/n+ o — 1. Se observi ci s, = d, 11 — an. Se obtine

suma /o — va + 1.

2) Folosind identitatea:

1 1 1

(a+k)(a+k+1) a+k a+k+1

1 1

- . Seria este convergenta si are suma
a+l a+n+1

se obtine s, = h
o
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3) Pentru a evalua suma partiald de ordinul n plecdm de la identitatea:

x  z? " 1 2"t —zan
St St = — "
@

e} am am” r—a«
Derivand in raport cu x, avem:

1 2z T nz" b g™t —a(n+1)2" 4+ o !
a  a? an an (z —a)?

De aici, pentru z = 1, obtinem

n—oa(n+1)+ant?
Sp = .
" o (1—a)?

Q@
Seria este convergenta si are suma —— .

(1-a)?

4) Termenul general al girului sumelor partiale se descompune in fractii simple astfel:

1 1 1 1
16k2 —8k—3 4 \4k—-3 4k+1)°

1
dn+1

1
Folosind aceasta identitate se obtine s,, = 1 <1 ) Seria este convergenta si are

1
suma —.

5) Sirul sumelor partiale al acestei serii

k41
snzzm%zln(n—&—l)

are limita oo, deci seria este divergenta.

6) Deoarece lim =1, seria este divergenta.

1
n—o0 {’/ﬁ
27L
7) Fie b, = —————. Atunci termenul general al seriei se scrie a,, = n - by, iar
(n+2)!
(n+2)b, = 2b,_1. Deci

Sm=Y ar =Y kby=2(by—by) =1-2by.
k=1 k=1

n

o0
Dar b,, — 0 deoarece seria este convergenta. Rezulta ca seria este conver-

n=1 (n+2)'
genta gi are suma 1.
8) Se observa ca:
S 2" (i1t PN AE T S 19
5+ (=Dn)"  \2 238 25 32 0 34 36 o247

n=1
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2.61 Sa se arate ca urmdatoarele serii sunt convergente si sa se determine sumele lor:

e n+l & on )n+1 e 1
DY

3 —_—.
) 4n? —1
n=1
. .. N 1 . . 5 .
R: 1) Serie geometrica cu ratia 3 §isuma . 2) Serie geometrica cu suma 5 3) Serie

. 1
telescopica cu suma 3

2.62 Sa se calculeze sumele urmdtoarelor serii, stiind cd termenii sirului (a,) formeaza
o progresie aritmetica cu ay > 0 §t ratia r > 0:

1)i Ly Za . 3) Z‘“”L“"“.

an+1an+2 1 nOni1

n=1

R: 1) Pentru orice n € N, avem:

Se obtine o serie telescopica.
2) si 3) Analog, avem:

1 1 < 1 1 )
= _ ,
Anlni10nt2 27 \GplGpi1 Gpy10np42

an + apt1 1/1 1
22 o\ T2 )

a% %+1 r an an+1

2.63 Sa se arate ca:

- r 1 > 1

1) 23” 1sm33—n 4(x—sinx). 2) Z?”tg2"m=2ctg2x—;.
n=1 n=1
R: 1) Multiplicim identitatea sin30 = 3sin® — 4sin®6 cu 3"~! si luam 6 = 3n
Obtinem:
1
3" tsin £ = 1 (3"sin o — 3" Msin oy ).

3nt T

Punem a,, = sin —. Atunci s, = apy1 —ag si

4 3n=
: 1 .
lim s, = 1 (x —sinx).

2) Multiplicam identitatea tgf = ctgf — 2 ctg 26 cu 2" si ludm 0 = 2"z. Obtinem:

QMg 2"y = 2"ctg 2"x — 2" Hletg 2" T,
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2.64 Sa se calculeze suma seriei

[eS) 1
t
Zarcgn2+

ot n+1
R: Din
1 1
r—y . 1 n_nJrl
arctgx — arctgy = arct 1 = ,
& &Y STy ¥ wrrnr1 [T 1
n n+1
1t4 ci te 1 t i deci te 1 by T
rezulta ci a,, = arctg — — arctg —— si deci s,, = arc — arctg —— — —.
2.65 Sa se arate ca:
oo oo 1
IPIEEE
p=2n=2
R: Seria
1 1 1

este convergenta pentru orice p > 2, deci

p=2n=2 nr n=2p=2 nr
Dar
-1 1 1 1 1 1
nP  n? I nn-1 n-1 n
p=2 -
n
si

2.66 Sa se arate ca urmdtoarele serii sunt divergente:

DY V22 —— 3> i
n+1 ontl 43
n=1 n=1 n=1
= 1 > 1
4 — .5 .
);\/n—l—l—\/ﬁ );\/Qn—i—l—\/Qn—l

2.67 Sa se studieze natura seriei:

o0
) -

beRY.
Zirar ey WP

-1
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R: Deoarece termenul general al seriei se poate scrie, pentru a # 1:

1 a" !t —a" 1 (14+a™'h) — (1+a"b)

T 1-a(l+a1b)(1+a) bl-a) (1+a™'b)(1+amb)

2%

adica

1 1 1 , 1 1 1
an = — is, = — .
b1—a)\1+ad 1+a1b) ¥ " b1—a)\1+tab 140
Deci

; c (1 )
. i ba—1)(b+1) “5%0
= — 1
2 (Tt e b)(1 + amb) oy ¢ .
(1_a)(1+b)7 ae() )

2.5 Serii cu termeni pozitivi

2.68 Fie (a,) un sir de numere pozitive. Sd se arate cd seria Y a, este convergentd

. n v
d.d. seria )’ este convergentd.

1+ a,
an < . < . . Qn
R: Deoarece < an, dacd seria Y a, este convergentd atunci si seria »
ay, 1+a,
este convergenta.
< . An v . . .
Daca seria » 1 este convergenta, atunci — 0, deci a,, — 0. Deci pentru
Qn Qn

1
n suficient de mare, 0 < a,, < 1. Atunci §a” < . Deci seria Y a,, este convergenta.

1+a,

x 1
2.69 Seria —, @ € R, numitd seria lui Riemann sau seria armonica generalizata
n=1"T

este:
- convergenta pentru a > 1;
- divergenta pentru o < 1.

R: Intr-adevar, daca a < 0, seria este divergenta deoarece girul termenilor ei nu
cunverge la zero.

1 . . .
Daca a > 0, srul cu termenul general a, = — este descrescdtor si deci seria lui
n

Riemann are aceeasi natura cu seria

iQ EOEDY (5)

n=1

care este o serie geometrica cu ratia ¢ = 217 > 0, convergents dacd ¢ = 2!~ < 1, adica
a > 1, si divergent# dacs ¢ = 2!~ > 1, adicd o < 1.

n+1
2n—1

n
2.70 Sa se arate ca seria cu termenul general a, = < > este convergenta.
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R: Avem:
. R L S D |
A {fan = lim <2n_ 1) = im o =35 <1l
o0
2.71 Sa se arate cd seria Y — este convergenta.
n=0 1
R: Intr-adevar:
Ap+1 o n! 1 1

= = <
an, (n+1)! n+4+172

Suma acestei serii este e = 2,7182818. ..

n

o0
2.72 Sa se arate ca seria ) ——
n=0 (n + 1) )
termeni necesar pentru a obtine suma seriei cu o eroare mai micd de 0,001.

este convergentd $i sa se precizeze numarul de

R: Aplicam criteriul raportului cu limita
. An 41 .
lim —* = lim

n—oo  Qp n—oo N +

[u—y

Ap+1 - 2
[o7%% n

deci seria este convergenta. Deoarece

_|_
n
o0
1 1 1 1 2m _3
Tp =8— 8, = Z akgan<3+32+"'):'an:2'(n+<10 )
k=n+1
pentru n > 9.

2.73 Sa se stabileasca natura seriei:
1 1 1

vVIn2  VIn3 Vinn

R: Deoarece VInn < {/n, pentru n > 2, avem ca

este divergenta.
2.74 Sa se stabileasca natura seriilor:

1 —_. 2 .3 > —1.
)Zn2+3n+5 )Zn{l/ﬁ );a"—i—n’a

n=1 n=1

R: 1) Seria este convergenta. 2) Se aplica criteriul comparatiei cu limita. Se compara

. 1 . . .
cu seria Y, —. Deoarece lim —= = 1, seria este divergentd. 3) Pentru a > 1, cum
n Yn
1 1 . < . y . -
n < —-, seria este convergenta. Pentru a = 1 seria data este seria armonica.
an +n a

Pentru |a| < 1 se aplica criteriul comparatiei cu limitd. Se compard cu seria armonica.

Deoarece lim

= 1, seria este divergenta.
n
a*+n
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2.75 Sa se stabileasca natura seriilor:

o 1 o an
1 .2 , a>0.

R: 1) Pentru a > 1, l4+a++a? --+a*>n+1>n. Rezulta ca

1 1

<
n(l+a++a?---+am) n?

si deci seria este convergenta.
Pentru 0 < a < 1 se aplica criteriul comparatiei cu limita. Se compara cu seria
armonica. Deoarece
1 . 1—-a

lim = lim —=1—a,
n—ool+a++4a?---4+a® n—oool—gntl

seria data este divergenta.

2) Deoarece ¥/n! > 1, avem ca

' < a". De aici, pentru a < 1, deducem ca seria
n!
este convergenta.

Din V/n! < {/n™ = n, obtinem ca

n n

a . a
. Dar, pentru a > 1, seria Y — este
n

ol

divergenta. Rezulta ca seria data este divefgent

an

>
n
a.

2.76 Sa se stabileasca natura seriilor:

1) Zn 12n. 2) Zarctg"l. 3) Z 1

n2’
n=1 ' n=1 n n=1 (1+ 1)
n

R: Se aplica criteriul radacinii cu limita. Seriile sunt convergente.

2.77 Sa se stabileascd natura seriilor:
o) n2—|—n+1 n [e’s} . 1 n
N g_;(n) T <1+n> |

R: Se aplica criteriul radacinii cu limita. Pentru a < 1 seriile sunt convergente, pentru
a > 1, seriile sunt divergente. Pentru a = 1, girurile termenilor au limita e, deci seriile
sunt divergente.

2.78 Sa se stabileasca natura seriei:

2
o0 1 n
a"(n+ ) , a>0.
1

n

n=
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R: Se aplica criteriul radacinii cu limita. Pentru a < — seria este convergenta, pentru
e

o . y [ :
a > —, seria este divergenta. Pentru a = —, seria devine:
e e

i;ﬂ(m—l)

n=1

de unde

Rezulta ca seria data este divergenta.

2.79 Sa se stabileascd natura seriilor:

o0 2 o0

1) ;—n 2) an arcsin —
n=1 n=1

3) Z,Tn 4) Z te on—+1
n=1 n=1

R: Se aplica criteriul raportului cu limita. Seriile sunt convergente.

2.80 Sa se stabileascda natura seriilor:

X 92.7.12..... (5n — 3) °°1.3.5.....(an1)
1)nz::l5~9-13-~---(4n—i—1)'2)Z:2~5~ ’

R: Se aplica criteriul raportului cu limitd. 1) Serie divergentd. 2) Serie convergenta.
2.81 Sa se stabileasca natura seriilor:
o an 0
1) > 0.
S S
R: 1) Se aplica criteriul raportului cu limitd. Seria este convergenta. 2) Criteriul
raportului d& dubiu. Aplicam criteriul lui Raabe-Duhamel. Se obtine A = —Ina. Seria

1 1 1
este convergenta pentru a < — si divergenta pentru a > —. Pentru a = — se obtine seria
e e e

armonica, deci divergenta.
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2.82 Sa se studieze natura seriei cu termenul general a, definit astfel: a3 € (0,1),
Gpt1 = 29" — 1, pentrun > 1.

R: Fie f : R — R, definita prin f(x) = 2* — z — 1. Deoarece f'(x) = 2% -In2 — 1 si

f'(xz) = 0 pentru o = — In(In 2), avem tabloul de variatie:
x 0 —In(In 2) 1
fllx)y | — - 0 + +
f@) [0\ m /0

Deci f(z) < 0 pentru orice z € (0,1), de unde 2* < z + 1, Vz € (0,1).

Aratam, prin inductie, cd a,, € (0,1). Avem cd a; € (0,1). Presupunem ci a, €
(0,1). Dar apy; = 2% —1>2° -1 =0si a1 = 2% -1 < 2" —1 = 1. Apoi:
Gpt1 — Qp = 29" —a, — 1 < 0, deci este un sir descrescator gi marginit. Fie £ = lim a,,.

n—oo
Rezulti ci 2¢ — ¢ — 1 = 0, cu radacinile 0 si 1. Deoarece (a,,) este descrescitor, urmeaza
cd ¢ = 0. Putem deci scrie:

20n — 1 27 —1
lim Intl _ lim = lim =h2<1
n—oo QA n— 00 Qn x—0
si conform criteriului raportului seria este convergenta.
2.83 Sa se stabileasca natura seriei:
00 2
— 1) (a— 1
S n+1)- ala—1)la=ntl) |\°° _g\z
— (a+D)(a+2)---(a+n+1)

R: Criteriul raportului da dubiu. Aplicam criteriul lui Raabe-Duhamel. Deoarece

1 1
A =4da+ 3, dacad a > 5 seria este convergenta, daca a < 3 seria este divergenta,

1 . .
daca a = —3 seria devine:

=1
4';2n+1

care este divergenta.

2.84 Sa se stabileasca natura seriei:

i 12.52.92..... (4n — 3)?
5
=32.72.112. ... (4n — 1)

R: Criteriul raportului si criteriul lui Raabe-Duhamel dau dubiu. Aplicam criteriul
lui Bertrand:

n 1
m o (-2 1) =1| -Inn=— lim —— " —0<1,
n—oo an—i—l n—oo 16n2+8n—|—1

deci seria este divergenta.
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2.85 Sa se stabileasca natura seriilor:

= (2n)! N 2-4-6-----(2n) 1
l)zm' 2)213-5 ----- (2n—1) n+2

n=1 n=1
:),)nz1 ) );(’WH'CS) , @, 3,7,0 >0
P 2 ¥ 2wl

2.86 Sa se stabileasca natura seriilor:

= n! - nP
1) Z(q+1)(q+2)-'~(q+n)’ p,qg€N.

2.87 Sa se stabileasca natura seriei:

i 1 ala+1)---(a+n—-1)bb+1)---(b+n—1)

n! cle+1)---(c+n—-1)

n=1
cu a,b € R, ¢ € R\ Z, numitd seria hipergeometrica.
R: Incepand de la un rang N care depinde de a, b §i ¢, termenii seriei au acelagi semn
si deci putem presupune ca seria este cu termeni pozitivi. Avem:
an l+c—a-—0» N 0,

=1+ —5
An+1 n n

o [c—ab—(a+b)(1+c—a—b)]n®>—ab(l+c—a—0b)n?

n(n+a)(n+0b)

Sirul (6,,) este convergent, deci marginit. Conform criteriului lui Gauss, pentru ¢ > a+b
seria este convergenta, iar pentru ¢ < a + b seria este divergenta.

0, =

2.88 Sa se stabileasca natura seriei:

1 1
Zﬂgil 2121)) ", o,B,z > 0.
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R: Se aplica criteriul raportului cu limitd. Pentru « € (0,1) seria este convergentd,
pentru z € (1,00) seria este divergentd. Pentru x = 1 seria este convergentd dacid
b > a+ 1 si divergenta daca b < a + 1.
2.89 Sa se stabileasca natura seriei:
= nl- "
ngl (b+a1)(2b+az) - (nb+ay,)’

unde b > 0, iar (a,) este un gir de numere reale pozitive, convergent catre a cu a # b.

2.6 Serii cu termeni oarecare
2.90 Sd se arate cd dacd Y. a2 este o serie convergentd, atunci seria’y. In este absolut

convergenta.
. la 1 1 .
|an| (a% + n?> Deoarece . a2 si > =

172
R: Din {|an| - } > 0 deducem cid — < —
n n 2
|an|
—— este

sunt convergente, conform primului criteriu de comparatie rezulta ca seria
n

convergenta.
sinnx .
este convergenta pentru o > 0.

2.91 Sa se arate ca seria ), ——
n

. 1 < .
R: Pentru a > 0, sirul o, = — este monoton descrescator la zero, iar

n
1 1
Sp = Zsinkx = . sinT;—xsin w,
k=1 5

pentru z # 2km, cu k numar intreg. De unde,
1

|s7l| S €T

|sm§|

adica (s,) este marginit.

2.92 Sa se studieze natura seriei
2nm

n=1
R: Pentru Vz € R, sirul «,, = \/? este monoton descrescator la zero, iar
e +n
- 2nm 1 . nr (n+ )
Sp = €OS —— = ——= sin — cos ———,
sin — 3 3
3

k=1

deci marginit. Seria este convergenta.

5] < 2
cu Sn s —,
V3
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2.93 Sa se arate ca seria armonica alternata

este convergentd §i sa se determine suma sa.

1
R: Sirul (=) este monoton descrescator la zero. Dupé criteriul lui Leibniz seria este

n
convergenta. Pentru calculul sumei folosim identitatea lui Catalan-Botez:

] 1+1 1+ n 1 1 n 1 n Jr1
2 3 4 2n—1 2n n+l1 n+2 2n’
N 1 1 . an, <
care, daca notam anzl—&—i—i—g—i—---—i—f,revme la: agn—2<?):a2n—an. Rezulta
n

ca:

) 1 1 1 1 U de
lim s, = — —g t—t == 1 =In2.
n n n

2.94 Sa se arate cd seria armonicd generalizatd (sau seria lui Riemann) alternata
o0
§ :(_1)n+1i
(6%
n=1 n
in care 0 < a < 1 este simplu convergenta.
1
. n “ . v .
seria este convergenta. Pentru o > 1 seria este absolut convergenta. In concluzie, pentru
0 < a <1 seria lui Riemann alternata este simplu convergenta.

R: Sirul (—) cu @ > 0 este monoton descrescator la zero. Dupa criteriul lui Leibniz

2.95 Sa se stabileasca natura seriilor:

1 —1)" !sin —. —1)n! —.
) Z( ) sin — 2) Z( 1) arctgn

n=1 n=1

R.: Serii alternate convergente.

2.96 Sa se stabileasca natura seriilor:

= >, cosna

; /n2
1) z:lsm(ﬂ' n—l—l).Z)z:l 3 , a€R.
n= n=

R: 1) a, = sin [(7vn?+1—n) +nr| = (—1)"sin (m1v/n2 + 1 — n) si se aplica cri-
teriul lui Leibniz.
|cos na| 1

5 —5, seria este absolut convergenta.
n n

2) Deoarece
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2.97 Sa se stabileasca natura seriei:

> 1 1 sin nd
{14 s+ ) :
2 n n

n=1

2.98 Sa se studieze convergenta absolutd i semiconvergenta seriei:

an

n=1

n+1

R: Pentru studiul absolutei convergente folosim criteriul radacinii. Avem:

2sin? x . 9
= 2sin” x.

n

lan| = lim

lim

Pentru 2sin z < 1 seria este absolut convergenti si deci convergentii. Pentru 2sin® z = 1
obtinem seria armonici alternati care este simplu convergentd. Pentru 2sin?z > 1,
termenul general al seriei nu tinde la 0, deci seria este divergenta.

2.99 Sa se efectueze produsul in sens Cauchy al seriilor absolut convergente
oo o0
1 1
DB Ca b
n=0 n=0
si sa se deducd de aici suma ultimei serii.

o0
R: Seria produs Y ¢, are termenul general ¢,, = agby, +a1bp—1+ -+ an_1b1 +a,bo,
n=0
adica ¢y = 1, iar, pentrun > 1:

(=" 1 (=1t 1 (=1)n2 1 11

., = 1- e e S S E [
¢ I T e T Ry e TR o R TR
= 1—ﬂ+T+~-~+(—1) ﬁ+( | = o 1-1)"=0
> 1
Deci seria produl are suma egald cu 1. Cum Y. - =6 dupa teorema lui Mertens,
n=0"N:
i ci 5 (—1) s =
rezulta ca == -
n=0 nl e

2.100 Sa se efectueze produsul in sens Cauchy al seriilor

0o 3 n o] 3 n—1 1
1—Z<2> §21+Z(2> (2”-’*2”“)
n=1

n=1
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R: Ambele serii sunt divergente deoarece ternenii lor generali nu tind la zero. Seria

o0
produs Y ¢, are termenul general
n=0

Cn

3\"" 1 3 /3\"? 1 3\"
1- on L _— ) _Z.(Z on—l . — ) _..._(Z) .1=
() (em)2 () (em)-C)
N0 et 1 (1 1\ 3 3\"
= (2) [2 —(2 +~~~+2)+2"+1<2n+~~+22)2}(4> .

< oo ¢ o . o . 3
Se observa ca seria produs este convergentd, fiind seria geometrica cu ratia ¢ = 1 < 1.

Rezulta de aici ca ipotezele teoremei lui Mertens sunt suficiente dar nu si necesare.



Capitolul 3

Limite de functii

3.1 Limita unei functii reale de o variabila reala

3.1 Sa se calculeze:

1 2 3/°9 1

1) lim M 2) lim Vam+ 1
.22 —Tr+10 . (z+h)®—aB
R ho

V1t —1 . 3—+Vb+zx
5) lim ———. 6) lim ————.
0 YTra—1 ) el s-z
3.2 Sa se calculeze: )
sin bz COST — COSa

1) lim — . 2) lim
z—0 sin 2z z—a r—a

t —1\"
3) lim 2% 4) lim (2 .
z——2 x + 2 z—oo \x + 1

5) lim (1+sinz)z . 6) lim (cosz)a .

x—0 z—0

3.3 Sa se arate ca functia f: R\ {0} — R, definita prin

1 1
f(z) = —cos—
nu tinde catre infinit cand x — 0.
1
R: Pentru sirul z, = 7w——— — 0, f(x,) = 0 si deci tinde la 0.
5 + nm

3.4 Sq se arate cad functia f: R — R, definitd prin f(x) = sinz, nu are limitd pentru
T — 00.

47
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3.5 Sa se determine a € R a.i. functia f: (0,2] — R, definitd prin

Va2 —2azn(ex) + 22, z€(0,1),
J(@) = at =, zell,2],

sa atba limita in punctul r = 1.

3.6 Sa se arate ca:

k

1
1) lim = =0.2) lim — =0, keN".
r—oo e¥ r—0o0 I
3.7 Sa se cerceteze daca functia f : R — R, definita prin f(x) = [x], are limitd in

punctul r = 2.

3.8 Sa se calculeze:

. 22— 2z +3\"" . 2\ 3 . In(1 + arcsin 2z)
1) Jgngo(xz_gm> - 2) lim (14 2sin”2) @ . 3) limy ——2 7"

. esin2z _ sinz V2 =2 4+6—V22+22—6
4) im ———— . 5) lim .
z—0 sin2z — sinx 3 2 -4z +3
o Va3 —bx+3—-V22+32z-9 VT H4— Ve +22
6) lim . 7) lim
r—2 .’I}2+.’IJ—6 z—5 \4/$+1 -2
8) lim V1422 — V1 -2z . 9) lim arcsinx—arctgx.
z—0 T+ x? z—0 3
(swesin - 7)°
arcsinx — —
1 1
1
1-— vV 22 - v/ 3 -
13) h ) COST - COS 22 - COS o 4) hn%)[l_"_ln(l_;'_x)_i_J,-ln(l-i,-nx)].% .
xr— :L’ xr—
1
ozlw Q2T .. QT -
15) 111%( TPy P )x,pi>0,ai€R.
xr— n

16) lim

x—0

(asinx 4 btgz

5 )$,cua,b>0.

2 1 7 112
w(n+1)
2 .

1 1
11) =. 12) Seia ¢ = —, y — 0, limita este —. 13) 3. 14) e
y’

Z
3
5) o/pT I bl 16) vab.
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3.9 Sa se determine parametrul real o a.i.

lim (\/x2+x+1+ €/x3+$2+x+1—am),
T—00
sa fie finita si nenuld.

5
R: Adunam si scidem x. Se obtine a = 2 si limita egala cu 6

3.10 Sa se determine a,b,c € R a.7.

lim (\/51’4+71‘3781727411770,93271)1‘76) =0.

7 209

R: :\/gvb: » 0= — :
a c 075

25

3.11 Sa se calculeze:

1) Tim cos (ze®) 73COS (xe*x)' 2) Tim 1—cosz - cos 221 ceee 'cosnx7 ne N
z—0 €T z—0 T
1
Mz
. sinz™ —sin"x . tga™ —In" (1 +x) ) (1+z)x
Py T 22 ) Iy S ) i
R: 1) Se tine seama ca cosa — cos § = 2sin a ;— b sin poa si se obtine limita 2. 2)
Notam
. 1—cosx-cos2x-----cosnx
a, = lim 3 .
z—0 x
n? nn+1)2n+1)

Avem ca a1 = 3 siap = Gnp_1+ ER Se obtine a, = 12 . 3) Functia se
mal scrie . o i o
sinzg"™ —sin"x sinz™ —zx2"™ 2" —sin"x

xn+2 - xn+2 zn+2

Se obtine limita % 4) Functia se mai scrie
tga” —In" (1+2) tga™ —2" 2" —In"(1+2)
xn-l—l - xn—i—l mn-i—l

b
7

Se obtine limita g 5)

3.12 Sa se calculeze:

3 1 1
m sinx-Wcosa:—cosa:-\/sinx. 2) lim 2 ez —ezt1
i In (tgx — cos2x) =00
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3
2
R: 1) % 2) Putem scrie
1
1 1 72 1 e (x+1) 4
xQ el'_em—’—l :7.6.’1;‘1‘1.—
z(z+1) 1
z(x+1)

3.2 Limita unei functii de o variabila vectoriala

3.13 Sa se gaseasca si sa se reprezinte grafic mulfimile de definitie ale urmdtoarelor
functii de doud variabile:

D) fley) =V1—a22—y2 2) f(z,y) =1+ /= (@ —y)".
3) f(x,y) =In(z+y). 4) f(z,y) =x + arccos y.
5) f(x,y) = \/1—x2+\/1—y2. 6)f(x,y):arcsin%

7 f(z,y) = ysinz. 8) f(x,y) =1n (x2—|—y).

_ Ty I
9) f (,y) = arctg 1= 5. 10) f (#,9) = —
11)f(:c7y)=xiy+§ 12) f (z,y) = \/sin (22 + 42).

3.14 Sa se gaseasca multimile de definitie ale urmatoarelor functii de trei variabile:
1) f(z,y,2) =VZ+Vy+ V2 2) f(x,y,z) = arcsinx + arcsin y + arcsin z.
3) f (5,9,2) = n(2y2) . 4) f(@,9,2) = (29)" . 5) f (2,9,2) = 2.
6) f(z,y,2) =+/9—a2—y2—22. 7) f(z,y,2) =In (—2? —y? 42— 1).
3.15 Se dd functia f : E — R, E C R%. Sd se arate cd:

lim flzyy)=1¢

(z,y)—(z0,y0)
d.d. pentru orice € > 0 existd un 6 (¢) > 0, a.i. pentru orice (x,y) € E pentru care
|z —zo| < (), |y —wo|l <(g) sd avem |f(z,y) — €| <e.
R: Afirmatia rezulta din dubla inegalitate:

max (|7 — 2o, [y — yo|) < [[x =yl < (Jo — 20| + |y — %ol) -
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3.16 Folosind definitia, sa se demonstreze ca:

Ty

1 lim 2z + 3y) = 16. 2 lim dr+2y)=2. 3 lim =1.
) <w,y>ﬂ<2,4>( v) ) (x,yw(z,fs)( ) ) (@)= (5,00) Y + 1
4) lim - =1. 5) lim (2x + 3y — 2z) = 4.
(Iwy)*’(272) y (Ivyvz)ﬂ(717210)

R: 1) Vom arita ci pentru orice ¢ > 0 existd un § (¢) > 0, a.i. pentru orice (z,y) € R?
pentru care

|z —2| <d(e), |y —4] <d(e) sa avem |(2z + 3y) — 16| < e.
Intr-adevar,
|22 +3y) — 16| = [2(z = 2) + 3 (y —4)[ < 2]w — 2[ + 3]y — 3]

Fiee > 0. Ludm § (¢) = % Atunci pentru |x — 2| < () si |y — 4] < (¢)

€ e be
2 4+ 2y) — 16| < 2= +3=- = — .
|(22 + 2y) | < s T3~ 6 <¢
2) Este suficient sa ludm J (¢) = % 3)0(e) = %
3.17 Sa se arate ca functia
Tty
[l y) = ;
r—=y

definita pentru x # y, nu are limitd in origine.
R: Vom arata ca pentru siruri diferite convergente la 0, obtinem limite diferite. Fie

i

1 2
Xy = < > Observam ca punctele x,, sunt situate pe dreapta y = 2z si lim f(x,,) =

n'n
1 1
—3. Fieapoi x], = <n’ —n>. Punctele x/, sunt situate pe dreapta y = —z si lim f(x],) =
0.
3.18 Sa se arate ca functia
2
Yyt 2
f(l',y) - y2 _ 2.’E,

definitd pentru y? # 2z, nu are limitd in origine.

R: Vom arata ca pentru siruri diferite convergente la 0, obtinem limite diferite.

1 1
Fie x,, = <, ) Observiam ca punctele x,, sunt situate pe parabola 32 = x si
n’ \/n
1 2
lim f(x,) = —3. Fie apoi x|, = (’f) Punctele x!, sunt situate pe parabola
n’ /n

y? =4z i lim f(x),) = 3.



52 GHEORGHE PROCOPIUC & MIHAI ISPAS

3.19 Sa se demonstreze ca
. 22 + y?
lim _— =
(2,9)—(0,0) || + [y|
R: Se tine seama de inegalitatile:

22 +y? 24y 42| |yl

0< < |z|+ ly|.
=] + [y =] + [y
3.20 Sa se arate ca functia
%y
f(zy) = Py

definita pentru x # 0 gi y # 0, are limitele iterate in origine egale cu zero, insd nu are
limita in origine.

R: In adevar,

lim (hmof(x,y)) =0, hi% <liir%)f(x,y)> =0.

y—0 \z—

Insd pe parabola z2 = my, avem

my? m

lim z,y) = lim = .
(z,y)—(0,0) f ( y) y—0 (m2 + 1) y2 1+ m?2

Pentru diferite valori ale lui m se obtin valori diferite ale limitei, deci f nu are limita in
origine.

3.21 Sa se cerceteze existenta limitelor iterate si a limitei in origine pentru urmdatoarele
functii:

1 1
)7 0) = 5 2) () = asin +ycos .
2r — 3y + 2% + 92 22y
3 _ 4 ) = —
2 2, .2
Yy — 2z r—y+22°+y 1
5) f(z,y) = L 6) f(z,y) = ) f(2,y) = xcos .
) f(zy) T2 ) f(z,y) P ) f(z,y) weos
1 1 Sin(x3+y3)
3 _ nlanl g _ smizm+y7)
) f(x,y) (J:—i—y)smxsmy, ) f(x,y) 2
o+ g (0 +27) oy
10 _ 11 SR
) f(x,y) Nz ) f(z,y,2) eI
2, .2 L
e 4y T2 2
12) f(2,y) = —— 1) flay) = (L+a?y?) & HY7
2 +yt+1-1
1 —cos (2 + 2
14) f (z,y) = ( )

222 (22 + y2)
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R: 1) Exista limitele iterate gi sunt egale cu 0, dar nu existd limta in origine. 2) Nu
exista limitele iterate, deoarece sin — nu are limita pentru y — 0 gi cos — nu are limita
x

Y
pentru x — 0. Functia are insa limita in origine, deoarece

0<|f(zy)] <zl

1
Lt
Yy

1

cos‘ <lz|+|y| — 0.
x

3) Existd limitele iterate:

lim (lim (x,y)) = -3, ili% (;%f(%?ﬁ) =2

y—0 \z—0

Dac4 limitele iterate existd, sunt finite si distincte nu existd limita in punct. 8) Se tine
seama ca
—lz+yl <[f(z.y)] <lz+yl.

9) Functia se mai scrie

sin (a:3 + y3) . 3 43

f(x,y): x3+y3 332+y2’
iar 5 5
2 +y?| |+ Jyl
<2 .
22 4 y2 22 F o2 (|| + [yl)
3.22 Sa se calculeze
In (z + eY)

lim y—N
@a)=0) [ )2 4y

R: Fie (z,y) in interiorul discului cu centrul in punctul (1,0) si de raza r. Obtinem
x=1+rcosf, y=rsinb, 0 € |0,27). Deci

1 Y In (1+ 7cosf + esin?
lim n(z+ e’ = lim ( ! ):oo.
(z,y)—(1,0) (x — 1)2 +o? r—0 T
3.23 Sa se calculeze
Ty . sin zy

1

lim .2 lim .
) (z,y)—(0,0) Vzy +1—1 ) (z,y)—(0,2)
R: 1) Suntem in cazul de exceptie g Rationalizam numitorul. Avem

Ty

lim —=—— = lim (\/x +1+1> = 2.
(z,y)—(0,0) Vey +1 -1 (z,5)—(0,0) Y

2) Avem
sin xy . sin xy
= lim .

(@y)—(02) T  (zy)—(02) TY

y=2.
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3.24 Sa se calculeze

lim

1
1 lim 22 4+ y?) sin —. 2 i .
) ( Y ) Ty ) (z,y)—(0,0) T+ Y

(z,y)—(0,0)

3 dim (1+4) 4 Y
(z,y)—(00,k) x (z,y)—(c0,00) T + Yy

R: 1) Deoarece < 22 + ¢, limita este 0. 2) Functia nu are limita.

2 2) o i
(17 +y)smxy

De exemplu, pe dreapta y = ma se obtine o limiti ce depinde de m. 3) Limita este e*.
4) Putem presupune x + y > 1. Limita este 0.



Capitolul 4

Functii continue

4.1 Continuitatea functiilor reale de o variabila reala

4.1 Sa se determine « real a.i. urmdatoarele functii sa fie continue pe multimile lor de

definitie:
1) f:[1,3] — R, definita prin

| Var=2az+ 22, z€]1,2),
f(:z:)—{ ax + 3, z € [2,3].
2) f:10,2] — R, definitd prin
6sina(xr —1)
_ 1
f(x): (E—]. 9 xE[O, )a
—a + bz, xz € [1,2].

1
R: 1)04:7?. 2) a=-1.

4.2 Sa se determine « real a.i. urmatoarele functii sa fie continue in punctele indicate:
1) f: R — R, definitd prin

a(l—cosx)

2 ) 'r # 0)
flx)= o2 z inxg = 0.
77 T = Oa
2) f:[1,00) — R, definitd prin
«-arctg (x — 1)
flz) = 2 -1 , TFL inxy = 1.

a?, r=1,

1
fz) = (1+aﬂc)5, x>0, inxzg=0.
T +e, z <0,

55
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4) f: R — R, definitd prin

2042 _ 16
f@)={ T-16 *7% imm=2

a) T = )

5) f:]0,7] — R, definitd prin

e3, x €10,1],
fl@)=1¢ asin(z—1) ] inxg=1.
22 —b5x+4’ s
6) f: R — R, definita prin
1
(x+e%)z x <0,
flz) =4 €2, z=0, inzo=0.

|2

(sinx +cosx)x , x>0,
1 1 .
R:1) a €{0,1}. 2) a € 0,5 .3)a=1 4)a:§. 5) a=-3e’. 6) a=2.

4.3 Sa se determine punctele de discontinuitate ale functiilor:

X

1) f(0) = [V&] - V&, 2> 0.2) fla) =o | 1] o 20 10) = 1.

3) f(x) :xsin%, x#0, f(0)=0. 4) f(x) zwparctgé, x#0, f(0)=0, p>0.

1
R: 1) Discontinud in z = n%, n € N. 2) Discontinui in x = 7 cu k intreg nenul. 3)

si 4) Functii continue pe R.
4.4 Sa se studieze continuitatea functiei f : R — R definita prin:

-2, req,
ﬂ@:{IL 2R\ Q.

4
R: Dacd zp € R este un punct de continuitate pentru f, atunci pentru orice gir
rn € Q, T, — T si orice sir 2/, € R\ Q, 2/, — 79, avem: 23 — 23 = —7 %0 de unde

2
4.5 Fie functia [ :[0,1] — R, definitd prin

_J Vr, zeQqQ
ro={ V", TiRg

o 1
rezulta ca xop € 10, = ».

Sd se studieze continuitatea, sa se arate cd f([0,1]) este un interval gi cd f nu are
proprietatea lui Darboux.
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R: Punctul zy € [0, 1] este un punct de continuitate pentru f d.d. /zg = 1 — x,

este singurul punct de continuitate al lui f. Pentru orice x € [0, 1],

adica xp =
Vz,1—x € [0,1], deci f ([0,1]) C [0,1]. Fiey € [0,1]. Dacd y € Q, existd x = 3 (z € Q)
al f(x)=y,jlardaciy e R\ Q,exista z =1—y (z € R\ Q) al. f(z) =y. Asadar,
[0,1] C f([0,1]). Avem: f([0,1]) = [0,1]. Pentru a ardta ci f nu are proprietatea

11 1 1 1 1
lui Darboux, fie intervalul [9,4} C [0,1], cu f (9) =3 I (4> =3 Consideram

1 11 11
A=~ T € (3, 2> sl ardtam ca ecuatia f(z) = A nu are solutii in intervalul (9, 4).
1 1
Daca =z € Q, = —,dax = — , daca x € R ,1—z = , da
Q Ve V17 V17 #Q \Q V17
1 11 1 1
x:l—{k/—ﬁ¢ (9,4),deoarece1—417 > 1

4.2 Continuitatea uniforma a functiilor de o variabila
4.6 Sd se arate cd functia f(x) = 23, x € [1,3] este uniform continud pe [1,3].
R: Intr-adevar,
1f(x) — f(2)] = |z — 2| - (2® + 22’ + 2%) < 27|z — 2'| < ¢,
5

pentru orice z,z’ € [1,3] pentru care |z — 2’| < d(g), cu d(e) = 77

4.7 Sa se arate ca functia f : (0,00) — R, definita prin

este uniform continud pe (0,00).

R: Fie z,2’ € (0,00). Avem

|f(x)—f(x’)|:|x—m’|(l+ ><2xw'|<z—:,

1
(Ta)(1+2)
5
daca \m—x’|<5(5):§.

4.8 Sa se arate ca funclia f: (—1,00) — R, definita prin

nu este uniform continud pe (—1,00).
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o e n+1 n
R: Intr-adevir, si considerdm sirurile z,, = ———, 2/, = — . Avem
n+2 n+1

1
/
Tp — Xp| = — 77—
| | (n+1)(n+2)

Punctele z,, gi z], sunt oricat de apropiate pentru n suficient de mare, insa

1

|f($n)—f($%)|=1+m>1y

deci functia nu este uniform continua.

4.9 Sd se arate cd functia f : [a,e] = R, a > 0, definitd prin f (z) = Inz, este uniform

continud pe [a,e].

R: Functia f este continud pe intervalul [a,e] méarginit si inchis, deci este uniform

continua pe acest interval.

4.10 Sa se arate ca functia f: (0,1) — R, definita prin f (z) = lnz, este nu uniform

continud pe (0,1).

1
, T = . Avem |z,, — x},| <, dar

R: Fie z,, = 71
n

n?+1
n

(20 — f (2)] = ‘m

.

4.11 Sa se studieze uniforma continuitate a functiei f : R — R, definitd prin f (z)

xsin? 22
R: Fie
Ty = (4n—i—1)z7 T, = (4n—|—3)ﬁ.
2 2
Avem .
Ty — 2| = — 0
m 7r
(An+1) 5+ 4/(4n+3) <
2 2
si

)= 7@l = |\ Jun+ 0 F = fans s 7 o

Dar, pentru z!/ = v/2nm, avem

1 (an) — £ )] = ‘W%o‘ o

Asadar, f nu este uniform continua pe R.
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4.12 Sa se studieze uniforma continuitate a urmdtoarelor functii:

1) f:(0,1) = R, f(z)=Inz 2)f:[a,e] >R, f(z)=Inz, a>0.
3)f:<0,7lr>—>R, f(x)zsiné. 4) f:R—[-1,1], f(z)=sinz>

5 f:[0,1] = R, f(z)=— ! .6) f:R—[-1,1], f(z)=cosz.

x4 —x—2
7 f:(0.1) — Ry, f(a:):%. 8) f:[0,00) = R, f(x)= a2

R: 1) Nu. 2) Da. 3) Nu. 4) Nu. 5) Da. 6) Da, se tine seama ca

/
. T
|cosx — cosa’| < 2|sin <2z —4|.
. <1y 1., 1 . <1y
7) Nu, este suficient sa luam z,, = — si 2}, = 1 8) Nu, este suficient sa luam z, =n
n n

. 1
§1x;:n+ﬁ.

4.3 Continuitatea functiilor de o variabila vectoriala
4.13 Sa se arate ca functia
2,2
Jay =3 @ © VT
0, 2 +y* =0,
este continud pe R2.

R: Functia este continud in orice punct in care 22 + 32 # 0, adica in orice punct cu
exceptia originii. Ramane de verificat numai continuitatea in origine, ceea ce revine la a
arata ca functia are limita in origine i aceasta este egala cu 0. Avem, insa:

z?y? =yl

ol -y < 5 - lal o7
2 +y2 2 +y2 ) ’
deoarece 2% + y? > 2 || |y|. Deci limita functiei este 0.
4.14 Sa se arate ca functia
sin (x3 + y3) 5 5
f(z,y)= x2 +y2 Ay 0,
0, 22 +y* =0,

este continud pe R2.
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R: Functia este continud in orice punct in care 22 + 32 # 0, adici in orice punct cu
exceptia originii. Ramane de verificat numai continuitatea in origine, ceea ce revine la a
arata ca functia are limita in origine si aceasta este egala cu 0. Putem scrie:

sin (a:3 + y3) sin (3;3 + y3) 3 4+ 93

22 4 32 73 4 33 .x2+y2'

sin (w3 + y3)

Insa lim - =1si
(z.9)—(0,0) 3+ y3 i
3 3
® +y?| |z + Jyl <lz] + 1yl
.272 + y2 $2 + y2 :

4.15 Sa se cerceteze continuitatea functiei

171-27y2, x2+y2§1’
, 224+ y% > 1.

f(z,y) = { 0
R: Punem r = /22 + y2. Functia este continus pe R2.

4.16 Sa se arate ca functia

2xy 9 9
f(x,y): x2+y27 X +y #07
0, 2 +9y%2 =0,

este continud partial in raport cu x $i y, dar nu este continud in origine.

R: Fie (z0,y0) € R?. Functiile f (x,90) si f (70,y) sunt continue in orice punct.
Functia f (z,y) nu are limita in origine.

4.17 Sa se cerceteze continuitatea urmdtoarelor functii:

1 —cos (z° + y°)

2, .2

0,

D) f(zy) = z? 4 y? p Ty
0, 2 +y? =0.
1

2) f(z,y) = (l—l—xy)‘/f"_\/g, x>0giy >0,

1, z=0sauy =0.
3 4y

R: 1) Se tine seama ci 1 — cos (z° + y3) = 2sin® i . Functia este continui. 2)

Putem scrie
Ty

R 11+
(14 ay) VIV = (14 2y) 7y

. zry . A
si ——— < J/zy (v + /y). Functia este continui.
VIt /Y Vet Vi)
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4.18 Sa se discute dupa valorile parametrului o continuitatea urmdatoarelor functii:

1 — cos \/x2 + y2

Vs
, 0<a?+y? < o,

D) f(z,y) = tg (22 + y2) 5
& ($7y) — (0,0) .
2,22
2) f(x,y,2) = %a (z,y,2) # (0,0,0),

a? (x’ y’ Z) = (0707 O) °

3r+2y —z+22+yz

) ) 0?0707

3) [y, 2) = T4y 4z (@9,2) # ( )
a, (z,9,2) = (0,0,0).

(z+y+2)tg (2% + 9> +2?)

4) f(z,y,2) = Va2 +y? + 22 ,

(x,y, z) # (0707 0) )

a7 (z7y7 Z) = (07 07 O)'
1- 1
R: 1) Notam r = /22 + y2. Avem lir% %\/;ﬁ = —. Functia este continui pe
r— gr

0 1
[07 5) pentru a = ok
2) Fie x = £, y = mt, 2 = nt, t € R o dreapta prin origine. Deoarece

02m?n?

i /(08 mitnt) = G e

deci depinde de directie, rezulta ca f nu are limita in origine. Functia este continua pe
R*\ {(0,0,0)}.
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Capitolul 5

Derivate si diferentiale

5.1 Derivata si diferentiala functiilor de o variabila

5.1 Utilizand definitia, sa se calculeze derivatele urmatoarelor functii, in punctele spec-
ificate:

=z +2, inzy="1. 2)
3) f(x) =sin3x?, inzg=/m. 4)
6

5 f (z) = €3, inzo = 1. )

5.2 Sa se studieze derivabilitatea urmdatoarelor functii, in punctele specificate:

f(z)=In(2? +52), inzg = 1.
f(z)=arcsin(z — 1), inxzg = 1.
f

X T
() =tgz, inxg = T

1
1)f:<;,oo>HR, f(x){ In(1+22), ze(=50, 5 o
2z, x € (0,00),
2 £:(0.00) = R f o) { \9/12+75x+2, x € (0,2], i 5
:(0,00) = R, x) = _ nxy=2.
§x+1, x € (0,00),
R:1) f/(0)=2.2) f/(2) = 2

5.3 Sa se calculeze derivatele urmdatoarelor functii:

2) @) =+ VE-

T

1) f(x) = a* + 523 — 8.

3) f(x) =zcosuz. 4) f(a:):x27+1
. 3
5 f@)=gre— 6 fl@)=h .
3 1—a? 2
D@ = 9@ =t

R: Se obtine:

1) f'(z) = 423 + 1522, 2) f' (z) =22

_|_

LI
2VE ()

63
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, _ o , __x2—2;v—1
3) f'(x) =cosx —asinz. 4) ' (z) = 7@2_’_1)2

, _ 2cosz+1 , :lx—i—Z
1@ = T 6 @ =

, 4 T o/ (22 +1 2
r=-5ore ()

8) f(z) = (Q:E cosx — 22 sinx) eT’ cos T

5.4 Sa se calculeze derivatele urmatoarelor functii:

1) f(x) = ln(\/251nz+1+\/281n:1771) 2) f(z) = csolzfx nljozi;lx.
3) f(x)= \/.1‘2 + ln (z+Va2+k). 4)f (x)—55h31x—5+3 sh® = TR
5) f (x) = e®arctg e” —ln\/l—i—e% 6) f(x) = x(mlnx—x—l)
N f(z)= g\/ — 2+ — arcsmg 8) f (x) =log,2 (" + Va?* +1).
R: Se obtine:
, _ cos T , 2
1) f (@-m- 2) fi(@) = —=—
3) f/(x) = VaZ + k. 4) f' (z) = sh? 5”5 ch? 1””5
5) f'(z) = e®arctge®. 6) f'(x) = 2* e ® (Inz) (Inz — 1).
7) f (z) = VaZ —22. 8) ' (x) = 2\’/1;2;11

5.5 Sa se calculeze derivatele urmatoarelor functii:

1+ Vsinx
1 z) =In ————— + 2arct ( Sin:L').
)£ =30 + st (Vi

3 1 1 -1 1
2) f(z)= flni—l-flnL—i—farcthc.

4 22—-1 4 zx+1 2

i i 7 z—1
3)f(a:):§ln(1+a:)—61n(a: —m+1)+%arctg 7
4) f (z) = 3b%arctg , / % — (3b+ 2z) Vbx — 22.
1) f’(fﬂ):m- 2) f’($)2%~ 3) f/(x):x31+1
4) ' (z) = day | —

b—a



PROBLEME DE ANALIZA MATEMATICA 65

5.6 Sa se calculeze derivatele urmdatoarelor functii:

arcsin x x
1 T) = — +In .
)@ =-— Vi
2 20+ 1
2 z)=Invat+22+1+ —arctg ———.
) £(@) = VAT T T4 Zaretg =
3) f(z) = i + 5z +§arct T
C4(z2+1)? 8(x2+1) 8 &e

4) f (2) = g«/(2x2+8:c+1)—%ln(\@(:ﬂ+2)+ (27 +82+1)).

R: Se obtine:

: 3
D @) = T ) ) =
I @)= g ) ) = e

@+ 1) Ny
5.7 Sa se arate ca derivata unei functii pare este o functie impard, iar derivata unei
functii impare este o functie pard.
5.8 Sa se arate ca derivata unei functii periodice este o functie periodicd.
5.9 Sd se arate ca functia y = xe™ " satisface relatia xy' = (1 —x)y.
72

5.10 Sa se arate ca functia y = ze 2 satisface relatia xy’ = (1 — $2) Y.

5.11 Sd se arate cd functia y = satisface relatia xy’' =y (ylnx —1).

l1+xz+Inz
5.12 Sa se calculeze derivatele de ordinul doi ale urmdtoarelor functii:
1) f(z)=a84+720 —bz+4. 2) f(z) = (arcsinz)’. 3) fla)=e*".

4) f(z) =In(z+Va®+2?). 5)f(z)=(1+2?)arctgz. 6) f(z) =sin’z.

R: Se obtine: ) )
1) f" (z) = 5625 + 210z*. 2) " (z) = 5 + < arcsin .
1—2z 213
(1-22)
3) 7 (x) = 2% + da2e®. 4) f (z) = SR —
(a2 + 22)°
T
5) f" (z) = 2arctgz + 2952 1 6) f" (z) = 2cos2zx.
5.13 Sa se calculeze derivatele de ordinul n ale urmadatoarelor functii:
az 1 _ 1
1) f (@) = e, 2) f @)= . 916 = s
4) f () = cosx. 5) f(x) =sinz. 6) f(x)=1In 2361.
72 _
1
7) f () = 2. $) f () = 9) f (¢) = In (az +b).

x2—13m+2'
10) f (z) = e -eb%. 11) f (x) =

p— 12) f(z)=(1+2)*.
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R: 3) Se tine seama de identitatea: SEE LI .
22—a®> 2a\z—a xz+a
™ (z) = @ (™) (z) = si nm
4) £ () cos(a:+ 5 ) 5) f\™ (z) sm<x+ 5 )
6). f'(x)= fﬂ i se scrie fractia ca suma de fractii simple
' (a2 41) 5 pre:
7) f (z) =2°In" 2.
1 1 1 1
= -— btine £ (z) = (~1)" n! - :
8) f (x)  _9 x_l,seo‘glnef (z) =(=1)"n LIQ)”H (Il)n+1‘|
- —1)la™
0) £ (z) = (—1)"~ D gy p) (g = enr b (a4 b))
(ax +b)
la™
11) f™ (2) = (=1)" — 2%
) 100 @) = (1)

12) Avem: f™ () =a(a—1)---(a—n+1)(1+z)* "
5.14 Fie f (z) = 2% - €3*. Sd se calculeze f(10) (z).
R: Se aplicd formula lui Leibniz. Se obtine: f(19) (z) =39 .¢3% . (32% 4 20z + 30).

5.15 Fie f (z) = 2% -sinz. Sd se calculeze 0 ().

2

R: Se aplica regula lui Leibniz. Se obtine: f(?%) () = 22 sinz — 402 cos x — 380 sin 2.

5.16 Utilizand regula lui Leibniz, sa se calculeze derivatele de ordinul n ale functiilor:

1) f(z) :xl- 2) f(z)=a-e 2. 3)f(x)=(1-2?)cosz.

4) f(x) = \—/’_Ex 5 f(z) =23Inz.

5.17 Se considerd functia polinomiald f (x) = x* + 2% + 2% + 2 + 1. Sd se calculeze

4 1
suma: S =)
k=1 Tk —

, unde x, sunt raddcinile ecuatiei f (z) = 0.
R: Din f (z) = (z — z1) (x — x2) (x — x3) (x — x4), prin derivare, deducem:

Fl@) o~ 1
f (=) _kz;x*zk'

1

. (2 49
Deci § = — =——.
f@2) 31
5.18 Sd se determine cu cdat se modifica (aprozimativ) latura unui patrat dacd aria sa
creste de la 9m? la 9,1m?.

R: Daca z este aria patratului si y latura sa, atunci y = v/z. Se dau: o =9, h =0, 1.
Cresterea laturii patratului este data de:

1
y—yordy=f (r)-h=——-0,1=0,016m.

2v/9
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5.19 Sd se gdseascd cresterea y—1yo si diferentiala dy ale functiei y = 5x+x2 in punctul
ro = 2, daca h = 0,001.
R: y — yo = 0,009001 si dy = 0, 009.
5.20 Sa se calculeze diferentiala functiei y = cosz in punctul xg = %, pentru h = 36"

5.21 Sa se calculeze diferentiala functiei y = in punctul g = 9, pentru h = —0,01.

E

5.22 Sa se calculeze diferentialele functiilor:

1)f(x):xin. ) f () =alne—z. 3)f@)=1—
1) f () =1n;z 5) f(x) = 22e*.  6) f(z) = e®sina.
R: Se obtine:
D df (2) =~ " dw. 2) df (@) = Wnado. 3) df (x) = u_lgc)de.

4) df (z) = x22— . dr. 5) df (x) =z (2 —x)e *dz. 6) df (r) = e(*sinx + cosz) dx.

5.23 Sa se calculeze diferentialele de ordinul doi ale functiilor:
1) f(x)=v1—22 2) f(z)=arccosz. 3)f(z)=sinzlnz.
1
4) f(z) = - Inz. 5) f(x) = x%e . 6) f(z) = e*sinz.
5.24 Sa se arate ca:

- 1! 1
LM - sin <narctg ) dx".
(1+ 22)"/ x

5.2 Proprietati ale functiilor derivabile

d" (arctgz) = (—1)" "

5.25 Sa se determine abscisele punctelor de extrem ale functiilor:

1) f(2) =2cosz+a  2) f(z) =’ (x —12)". 3>f(x):%.
4) f(z) = /(@2 =1)% 5) f(x) = 2sin 2z + sin 4z. 6)f(m):2cosg—|—3cos§

R: 1) ¢ = 0 este punct de minim.

2) 1 =0, z2 = 12 sunt puncte de minim, z3 = 6 este punct de maxim.
3) 1 = 0 este punct de maxim, x5 = 2 este punct de minim.
4) 1,2 = £1 sunt puncte de minim, zg = 0 este punct de maxim.
T T
5) o = —— + km sunt puncte de minim, zj = — + k7 sunt puncte de maxim.

2
6) xp = 12k si z), = 12 (k‘i 5) 7 sunt puncte de maxim, y, = 6 (2k+ 1) 7 si

1
Y, = 12 <k + 5) 7 sunt puncte de minim.
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5.26 Flie aj,az,...,a, € (0,00) gt af + a3 + -+ aZ > n pentru orice z € R. Sa se
arate ca atunci ay -ag -+ -+ a, = 1.

R: Fie functia f : R — R, definita prin f(z) = af +af + - - 4+ a¥. Avem ci
fx) >n= f(0), Vx € R, deci 9 = 0 este un punct de minim pentru f si conform
teoremei lui Fermat: f’(0) = 0.

5.27 Fie a,b € (0,00) \ {1} a.i. a® b+ b"" - a > 2ab, pentru orice x € R. Sd se arate
caab=1.

R: Fie unctia f : R — R, definitd prin f(z) = a® b+ b" - a. Avem ci f(x) >
2ab = f (1), Vo € R, deci xo = 1 este un punct de minim pentru f gi conform teoremei
lui Fermat: f’ (1) = 0.

5.28 Sa se studieze aplicabilitatea teoremes lui Rolle pentru functia f : [0, g} — R,
definita prin

cosr, T € [O, %} ,

. T

smzx, x€ (Z,§i| .

f(x) =

. . o A T
R: Functia nu este derivabila in —.

N

5.29 Sa se studieze aplicabilitatea teoremei lui Rolle pentru functiile f : [0,2] — R,
definite prin:
D) f@)=le—1]. 2) f(z)=|e—1.

R: 1) Nu. 2) Da, c=1.

5.30 Sa se studieze aplicabilitatea teoremei lui Rolle pentru functiile f : [—g, g} — R,
definite prin:
1) f(z) =|sinz|. 2) f(z) = fsin?’x’ .

R: 1) Nu. 2) Da, ¢c=0.

n

5.31 Sa se arate cd polinomul lui Legendre P, (z) = (x2 - l)n are n radacini

dz™
distincte in intervalul (—1,1).

R: Se aplici de n ori teorema lui Rolle functiei f (z) = (22 —1)".

5.32 Fie f : [a,b] — R o functie continud pe [a,b], derivabild pe (a,b) si a.i. f(a) =
f(b). Sa se arate ca existd ¢ € (a,b) a.i. f(a)— f(c)=f"(c)(c—a).

R: Se aplicd teorema lui Rolle functiei g(x) = (x —a) f (z) — xf (a) pe intervalul
[a, b].
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5.33 Fie numerele reale ag,ay,as, ..., a, care verifica relatia
Qg 2(11 22a2 Q"Gn o
T T Sy

Sd se arate cd functia f : [1,€?] — R, definitd prin f () = ap+ a1 Inz +as n*z+--+
a, In" x se anuleazd cel putin intr-un punct din intervalul (1, 62).

arln’z anIn" g

2 T a1l

R: Se aplicd teorema lui Rolle functiei g (x) = aglnz +

5.34 Fie f:[a,b] — R o functie continud pe [a,b], derivabild pe (a,b). Sd sea arate cd
existd ¢ € (a,b) at.

s atb—2c

o) = (c—a)(c—b)

R: Se aplici teorema lui Rolle functiei g (z) = ef®) (2 — a) (x — b) pe intervalul [a, b].
5.35 Se considerd functia f:[—1,1] — R, definitd prin:

f@) = > +mx+n, z€l[-1,0],
= pr? 44z +4, x € (0,1].

Sa se determine m,n,p € R a.t. f sa satisfacd ipotezele teoremei lui Rolle pe intervalul
[—1,1] si sd se gdseascd valoarea constantei ¢ in acest caz.
2
R:n:4,m=4,p:—7,c=?.
5.36 Fie f,g : [a,b] — R doud functii continue pe [a,b], derivabile pe (a,b) si cu
f(a) = f(b). Sa se arate ca ecuatia f (x) g (z) + f' () = 0 are cel putin o solufie in
intervalul (a,b).

R: Fie h[a,b] — R, definita prin A (z) = f (x ) I) care este o functie Rolle. Exista
deci ¢ € (a,b) a.i. h' (¢) =0. Dar b’ (x) = [’ (z) eI f( ) g () ed®).

5.37 Fie f :[a,b] — R o functie de trei ori derivabild pe [a,b] a.i. f(a) = f(b) = () st
f'(a) = f"(b) =0. Sa se arate ca existd cel putin un punct ¢ € (a,b) a.i. f" (c) =

R: Aplicadm teorema lui Rolle. Exista d € (a,b) a.i. f'(d) = 0. Exista apoi ¢; € (a,d)
sico € (d,b) al f"(c1)=0sgi f"(ca) = 0. Deci existd ¢ € (c1,¢2) ad. [ (c) =0.

5.38 Sa se cerceteze aplicabilitatea teoremei lui Lagrange pentru functia f :[0,1] — R,
definitd prin f (z) = Va?+ax, a > 0, $i in caz afirmativ sd se determine constanta c
corespunzatoare.

R: Da, c= = (—a+ Va? +a) € (0,1).

DN | =
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5.39 Sa se cerceteze aplicabilitatea teoremei lui Lagrange pentru functiilor f, definite

prin:

Z, ze(1,2], x2, x €[0,1],
1) f(z)= %2+17 v e (23] 2)f($):{2x—1, ze (1,2

3 — 22
ve+1, z€/(0,3], , x€][0,1],

= = 2
3) f(x) { §+1, ve[aq. Y@ % e

E

1
.4 D == =V2.
36 ) a, C1 27 C2 f
5.40 Sa se determine abscisa ¢ a unui punct in care tangenta la graficul functiei f :
R — R, definita prin

9 9 3
R: 1) Da, f’(c):§,c:z. 2) Da,CZZ. 3) Da, ¢ =

T+ 2, 2 <0,
f(z) = 2 N
ve+1, x>0,
este paraleld cu coarda care unegte punctele de pe grafic de abscise x1 = —4 §i xo = 3.
1
R:c= —3
36

) 1
5.41 Sd se arate cd /30 —3 < 9

R: Se aplica teorema lui Lagrange functiei f : [27,30] — R, definita prin f (z) = ¥x.
5.42 Sd se gdseascd solutiile reale ale ecuatiei (a —1)* + (a+3)" = a® + (a +2)”, cu
a>1.

R: Ecuatia se mai scrie: a® — (a —1)" = (a + 3)" — (a + 2)”. Consideram functia f :
(0,00) — R, definita prin f (t) = t*, pentru x€ R, fixat. Aplicdm teorema lui Lagrange
pe intervalele [a — 1,a] si [a + 2,a + 3]. Exista deci ¢; € (a —1,a) si c2 € (a+2,a+3)
al f(a)—f(a=1)=f"(c1) sl f(a+3)—f(a+2) = f'(c2). Din f'(c1) = f'(c2) cu
c1 # co, rezultd x1 =0, xo = 1.

5.43 Fie f o functie de doud ori derivabild intr-o vecindtate V' a punctului a € R. Sa
se arate ca pentru orice h suficient de mic exista punctele p,q € V a.i.

5.44 Sa se cerceteze aplicabilitatea teoremei lui Cauchy pentru functiile f si g, definite
prin:

D f.g:[Le =R, f(2) =z, g(2) = <.

Ve+3, ze[-21),
21 relny.
—$+§, 1‘6[0,1],
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e 1 2V/2
.2)D =—.3)D = — 4+ 1.
] ) Da, ¢ T ) Da, ¢ 3 +

R:1) Da, c=

5.45 Sd se calculeze, utilizand requla lui I Hospital:

tgx — r— In (sin 2
i S M 3) lim LCR20),
z—0 T — sinx a—1Ilnx—x+1 z—0 In (sin 3x)
1
e
n 1 1+2)w
4) lim 2 a>0. 5 lim <ctgo:—>. 6) tim | L)
r—oo T x—0 x x—0 e
1 1 t i
+x T\t 5
. I 2 . _ 2 . o 2
7) il_r)% (332 ctg x) 8) mh_)rgo (x x*In . ) 9) i:rrll (tg 4) .

R:1)2.2)-2.3)1.4)0.5)0. 6) —%. 7) Putem scrie:

sin?z — 22 cos? x

22sin? z

L 2
— —ctg®x =
x? &

2 1
si se aplicd de patru ori regula lui ’'Hospital. Se obtine 3 8) Ludm z = rE cut —0

1 1
pentru  — co. Se obtine 3 9) —.
e

5.46 Sd se calculeze, utilizand regula lui I Hospital:

tgr —xsinx

Inz —1 1 1
1) lim ST gy e et DT
z—0 x—sinz z—oo ex [ln(ex+1) —Inz] —1

R: 1) 5. 2) —e.
5.47 Sd se dezvolte polinomul f (x) = 3 — 222 + 32 + 5 dupd puterile binomului x — 2.
R: f(z)=114+7(x—2)+4(x—2)°+ (z—2)°.

5.48 Sa se determine o functie polinomiald de gradul trei a.i. f(0) =1, f/(0) =1,
f7(0) =2 si f" (0) =6.

R: Polinomul Taylor al functiei f este f (z) =1+ o + 22 + 23,

5.49 Sa se gaseasca primii 5 termeni din dezvoltarea Taylor a functiei f (x) = €® dupd
puterile binomului x + 1.

(z+1)° + = (z +1)"

11 1 1
R:P4(x):g+g(x+1)+—(x+1)2+ TP

2e 6e

5.50 Sd se gaseascd primii 5 termeni din dezvoltarea Taylor a functiei f (x) = Inx dupd
puterile binomului x — 1.
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1 1
R:Pi(z)=(z—1)—=(@-1)1+=(x-1"-=(z—1"

2 3 4

5.51 Sa se evalueze eroarea comisd in aprorimarea:

gl 11

e~ 2+ 51 + 31 + 1

1 1 1 1
R: Avem cii: e =1+ —z + —a? + =23 + —2* + Ry (2), unde Ry (1) = x—e‘%, cu

1! 2! 3! 4! 5!
3 1
. = < =_.
6 € (0,1). Pentru z =1, |R4 (1) < 5= 10
5.52 Sa se scrie formula Mac-Laurin de ordinul n pentru functiile:
1) f(z)=¢", z €R. 2) f(z) =sinz, z € R.
3) f(x) =cosz, x € R. 4) f(z) =In(1+2x), z € (—1,00).
5) f(z) = (14 )%, xz € (—1,00), a € R.
R: Avem dezvoltarile:
1) T zn: z 4 anr Ox
et = —+ ———€
k=0 k' (n + 1)'
n L, ahel p2n+1 ,
9) sinz = 3 (~1)F ' 4 (=1)" ——— sin(0z).
Jsine =3 (=) gy + (CU" gy sin0)
n L a2k - 2n+2 ,
3 =3 (-1 B AS M. .
) cosx kZ::O( ) oh)] + (1) nt2) cos(fx)
Jn(1+2) = 3 (R g
4)In(l+2z) = -t — 4 (=" .
k=1 k (n+1)(1+0z)" ™
"oala—1)---(a—k+1) ,  ala—1)---(a—n)
1 “ =1 n(1
5) (A +2) > i v )

fz)*~ L cu € (0,1).

5.53 Sa se determine n € N astfel ca polinomul Taylor de gradul n in punctul xg = 0
asociat functiei f (x) = e* sd aprozimeze functia pe intervalul [—1,1] cu trei zecimale
exacte.

R: Avem

|| 0 1
R = e <1.
[ B ()] (n+1)!€ < 1000’ o] <

3 _ 1
(n+1)! = 1000

Dar cum fx < 1, % < e < 3 si deci |R, (7)] < pentru n > 6.

5.54 Sa se scrie formula Mac-Laurin de ordinul n pentru functia f (x) = v/a+xz,a > 0,
T > —a.

1
R: Functia se mai scrie: f (z) = /a (1 + z) 2. Se obtine:

f@)=va

x " w1 1-3--(2k—3) sa\Fk
1+2a+kz;;( 1) T (a) + R, ()
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5.55 Sa se determine n € N astfel ca valorile polinomului Taylor de gradul n in punctul

xo = 0 asociat functiei f (x) =+/1+ x, pe intervalul [0,1], sd nu difere de f (z) cu mai

It de —.
mult de -

R: Avem

_1-3~-~--(2n—1) Pk <1'3””'(2n_1)<i
 (n+1)l-2nHt = (n4 1)l 2041 16

IR, (@) .
(14 062)""2

Se obtine n > 2.

5.56 Utilizand formula Mac-Laurin sa se calculeze urmatoarele limite:

1) lim e$+e*$—sin2x—2. %) Tim ln(1+2x)—sin2x—|—2m2.
z—0 1‘4 z—0 _f1;3
. sinz —sina . 1 —+/1+22% cosx
3) lim —. 4) lim 1 .
z—0 r—a z—0 tg=x
22
e 2
5) iﬂ% cosxx4e
1 1 1
R:1) —. 2)4. 3 sa. 4) —=. b)) ——.
) 13- 2) 4 3)cosa. 4) 5. 5) — 5

5.3 Derivatele si diferentiala functiilor de n variabile

5.57 Utilizand definifia, sa se calculeze derivatele partiale ale urmdatoarelor functii, in
punctele specificate:

1) f(x,y) =23 — 322y + 2y in (1,1). 2) f(x,y) = T Y m (1,1).

x+y
8) f (w,y) = VoinTa +siny in (1.0) . 4) f(@,y) = (1+2+y?) in (1,1).
5) f(2,y) = Va2 =y in (2,1). 6) f (z,y) = (z —y?) in (4,1).
R: Se obtine:
DR =3 f0,)=8.2) 01 =5 [0 =
3) £ (5:0) = %\/i 7y (5.0) =09 1) = % £ (11) = %

) L20) = o £y (2 =~ 6) LAY = L () = 5.
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5.58 Sa se calculeze derivatele partiale ale urmdatoarelor functii:

1) f(z,y) =2° +y° — 3azy. 2)f(x,y)=i;2
3) flzy) = Va2 —y2 4)f($7y):\/TTy2~
5) f(z,y) =In (x+ w2+y2)- 6)f(x,y)=arctg%-
7 fz,y) = esm;. 8) f (x,y) = arcsin iz _T_ zz
R: Se obtine:
1) f1 (z,y) = 32* = 3ay, f, (z,y) = 3y> — 3az.
y 2y , —2z
2 = _- 5.
)fm(xay) (x+y)23fy(x>y) (.’£+y)2

/ _ x ’ _ -y
3) fx('r;y)_ \/‘Walfy(zyy) \/@

4) f; (l‘,y) = yiga f; (Hf,y) =
Va2 (22 +42)’

5) £1(2.5) =~ f} (2.7) = y
‘ \/W Y /£C2+y2 ($+ /$2+y2)
Y T
6) fé(zay>:—x2+y27f;($ay)zm
)
Yy sin — Y 1 sin = Yy
7)fa/:(xay):_ﬁe x\CfOSx,f;(x,y)zxe Icos;.
zYV2 x%/2
8) fa (z,y) =

(x2+y2)\/m7fy(m’y):_(xQ—i—yQ)\/W'

5.59 Sa e calculeze derivatele partiale ale urmdatoarelor functii:

Y 2 _ 2
1) f(z,y) =yz sin%. 2) f (x,y) = arcsin ;7_’_52
3) f(x,y) = arctg v/zv. 4) f (z,y) = zyarctg 133_—|— g

N
5) [ (@.y.2) = — . 6) [(wy2) =Y —c V.
x2+y2+22
7) f(z,y,2) = "% cos Y, 8) f(z,y,2) = (sinx)’*.
xz

5.60 Sa e calculeze derivatele partiale ale urmdatoarelor functii:

1) £ (@,y) = In [oy? + 2% + 1+ (ay? +a2y)".
+y)° . (Tty
2) f(z,y)=4/1— (x ) + arcsin ()
xy

Ty
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5.61 Sa se calculeze, utilizand definitia, urmdatoarele derivate partiale de ordinul doi:

82f o _ 5 5 an y s
1) ayﬁx (17 1)7 dacaf(x,y) - X +y . ) a?ay (—2,2), dacaf(gc,y) = m
82f e . B . an ) -
3) D20y (Z,O) , dacd f (z,y) =zsin(z+y). 4) 20y (1,1), dacd f (z,y) = zylnz.
R: 1) Deoarece
of of
2 = (L,y) — == (1,1)
Oyox y—1 y—1
. 1 1 V2 P
se obtine —2—\/5 2) 5 3) 5 (1 _ Z) 41

5.62 Sa e calculeze derivatele partiale ale urmatoarelor functii:

1) f(z,y,2) =2’y?2 + 20 -3y +2+5. 2) f(z,y,2) = (zy)°.

3) fx,y,2) = Va2 +y? + 22 4) f(x,y,2) = 2"V,

R: Se obtine:
1) fi (x,y,2) = 32%y*2 + 2, f} (2,y,2) = 22°yz = 3, fl(z,y,2) = 2°y* + 1.
z z z z z
€z Yy
3) f2 @y, 2) =

7f/:177y72: b
Va2 4y 4 22 v ) Var? +y? + 22
z

f/x7y?Z: .

L) = e

4) fr (x,y,2) =y 2% Inz, f (2,y,2) = 22" nz, f (v,y,2) = Wom,
z

5.63 Sa se arate ca urmdtoarele funciii sunt omogene si apoi sa se verifice relatia lui
Euler:

_rty
a2+ 2

.
4) f (z,y) = (2% —y?) lnyx Y

5) f(z,y) = (x2 + y2) sin% 6) f(x,y) = (Jc2 — yQ) e .

1) f(z,y) = az® 4+ 2bay + cy®.  2) f(z,y) =
X

3) f(x,y) = m

5.64 Sa se arate ca daca u = f (x,y,2) este o functie omogend de grad de omogenitate
m, care admite derivate partiale de ordinul doi continue pe D C R3, atunci:

orf  o*f  O%f N

1 e y@x@y “ 019z (m—1) Ox’
orf Lo L O°f o2 f o2 f o2 f
27 27 27 —J _
DatgE tY g T g Y g g ot e =m(m =1 f.
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5.65 Sa se arate ca functiile date mai jos satisfac egalitatile scrise in dreptul lor:

0z 0z
1 :1 2 2 - 7:2
) z n(x —i—xy—i—y), xaz—i—yay
Nz==x +xe% x%—i— %—m +z
=2y » Tor yay— Y .
ou Ou Ou

Nu=(@-y)(y—2)(z—z), %—Fa—y_p&:().

r—y Ou  Ou Ou

4)u= gh Iy,
Ju x+y—z’ 8x+8y+8z
Ou Ou Ou 1
5u=1In(z>+1y>+23-3 y, —+t—F—=———.
)u n(x Tyt xyz) 8x+3y+8z T+y+z

5.66 Se daa functia:

2

2 r
fay=3"Y ln<1+y2>’ 70,
0, y=0.

Sa se arate ca desi nu sunt satisfacute ipotezele teoremei lui Schwarz, totugi

0% f
dzxdy

82
(0,0) = 8y6fx (0,0).

R: Sa observam ca teorema lui Schwarz da conditii suficiente nu si necesare pentru
egalitatea derivatelor mixte.
Deoarece pentru > 1, Inz > z, avem

2 2 2
0<y21n<1+x2>:2y21n 14+ 5 <o 142 =2y Va2 + o2,
y V" Ty V" Ty

deci  lim  f(z,y) = f(z,y) =0, apoi

(z,y)—(0,0)
2y ( £E2> 2xy>
0 —7 0, O ln(1+ — ) — ———, 0,
aif(xvy): x? 4+ y2’ y70, 8—f(x,y): ym +y2 22 + 42 y#
! 0, =0, Y 0, y=0,
si
of of
82f 0.0 . %(xvo)_%(ovo) 0
axay( I ) - IIE% T )
of of
2 —(0,y) — == (0,0)
O 0,0) = lim Oz Oz =0

yor y—0 y
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423y
D*f —,
gy V) =) )

9

y # 0,

y =0,

nu este continua in origine.

5.67 Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul doi ale functiilor:

2 2
D foy) =22 =3y g2 2)flay) =5+ 5
3) f(z,y) =In(2° +y) 4) f (z,y) = /2y + 2.
5) f (z,y) = arctg lmjxyy' 6) f (z,y) = (arcsinzy)®.
) f(x,y,2) =22+ 2+ 22 8) f(x,y,2) = vy +yz + 2z

5.68 Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul doi, in origine, ale functiei:
flay)=0+2)" (1+y)".
R: fr:(0,0) =m(m —1), fay (0,0) = mn, f,, (0,0) =n(n—1).

5.69 Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul m + n:

o (@), daci: 1) f (z,y) = -7

) = (2? +y?) eV,
T Ty ) f(z,y) = (2® +y°) e

R: 1) Prin inductie dupa n si apoi dupa m, se obtine:

gminf n mx + ny
— =(-1)"-2 -

2) Se obtine:

am+nf

Dy o (z,y) = [ +y*+2(ma+ny) + m(m—1)+n(n—1)] "V,

5.70 Sa se arate ca functiile:

1
1)u:arctgg, 2)u:ln;, under:\/(x—a)2+(y—b)27

satisfac ecuatia lui Laplace:
u  0%u
— + -5 =0.
ox2 = Oy?

5.71 Sa se arate cd functio u = Asin (aAt + @) sin Az satisface ecuatia undelor:

Pu  ,0%u

oz g
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5.72 Sa se arate ca functia

satisface ecuatia caldurii:

@ 1 0y 0%u  Q%*u
ot 4 ’

“i\o2 T o2 T a2

5.73 Se dd functia f (z,y) = 2> +xy—y?. Sd se gdseascd variatia si diferentiala functiei
in punctul (o, yo).

R: Variatia functiei este:
f(z,y) = f (2o, 90) = [(220 + o) - h+ (w0 — 2y0) - k] + (h* + hk — k?) .
Deci diferentiala este df (xo,y0) = (20 + yo) - b + (o — 2y0) - k.

5.74 Se dd funcdtia f (z,y) = x?y. Sd se calculeze variatia si diferentiala functiei in
punctul (xo,y0) = (1,2), pentru: 1) (h, k) = (1,2), 2) (h,k) =(0,1;0,2).

5.75 Utilizand definitia, sa se arate ca urmatoarele functii sunt diferentiabile in punc-
tule specificate:

D flxy) = (-1 +y?in(1,1). 2)f(zy) =22+ (y—2)"in(L1).
3) f(2.9) = ——— i (3,4,5).  4) f(z,y) =In (2% + %) in (0,1).
22 + 42
R: 1) Pentru orice (h, k) € R?, avem
FLAR1+k) = f(L1) =2k + (B? + k) = 2k + a (k. h) - VB2 + &2,
cu a(k,h) = vh?+ k% — 0, pentru (k,h) — (0,0), iar df (1,1) = 2k.
5.76 Sa se arate ca in origine, functia

1Y

f(z,y) = r? +y?
0, 2?24+ 9y2 =0,

. 22+ yr #£0,

este continua, admite derivate partiale, insa nu este diferentiabild.

R: Din
0

|y |y
< 5 5 < 3 :| ‘,
Ve ty VY
deducem ca f este continua in origine. Utilizand definitia se arata ca functia are derivate
partiale in origine egale cu 0.
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Sa aratam ca functia nu este diferentiabila in origine. Daca ar fi diferentiabila in
origine, ar avea loc egalitatea:

F(@,y)—0=0(z—0)+0(y—0)+a(zy) Va2 +y2
in care « (x,y) s& aiba limita in origine egald cu 0. Dar din egalitatea precedentd rezulta

( ) zy functi limits i . .
a(x,y) = ————, functie care nu are limita in origine.
W)= a3 e g
5.77 Sa se cerceteze daca functia f (z,y) = /a2 + y? este diferentiabild in origine.
R: Functia nu admite derivate partiale in origine, deci nu este diferentiabila in origine.
5.78 Sa se calculeze diferentialele functiilor:
1) f(z,y) =2 +y* —3zy.  2) f(z,y) = 2%y
2_ 2
3 @w) = g 01 =sine o'y,
5) f(z,y) =1n (x2 + y2) . 6) f (z,y) = arctg J + arctg —.
T y
R: 1) df (z,y) = (32% — 3y) dz + (3y® — 3z) dy.

5.79 Sa se calculeze diferentialele functiilor:

1) flx,y,2) = zyz. 2) f(,y,2) = Va? + 4 + 22

) £ (o2 =g . 4) fep2) = (ay+2)

R: df (z,y,2) = yzdx + zz dy + zy dz.

5.80 Sd se gaseascad cu cdt se modificd (aprozimativ) volumul unui con avand raza bazei
x = 10cm gi inaltimea y = 30 cm dacd raza se micsoreaza cu 1 mm, iar inalfimea creste
cu 3mm.

R: Volumul conului este V = g:ﬁy. Variatia volumului este data de:

V- VyrdV = g (2wy dz + 22 dy) = % (—600-0,1+ 100 - 0,3) = —107 cm®.

5.81 Sa se calculeze aproximativ (1,02)3’01.

R: Consideram functia z = z¥. Luam zp =1, yo = 3, h = 0,02 si £ = 0,01. Putem
scrie:
z—zo~dz =8 "yo-h+x¥ Inxzg-k=3-0,02+0-0,01 = 0,06.

Deci 2~ 140,06 = 1, 06.
5.82 Sa se calculeze diferentialele de ordinul doi ale functiilor:

1) f(@y) =coszy. 2) f(zy) = VETE. 3) f(2,) = e,
4) f(x,y) =lnzy. 5) f(z,y,2) = zyz. 6) f(x,y,2) = e®sinyz.



80 GHEORGHE PROCOPIUC & MIHAI ISPAS

R: 1) d*f (z,y) = — (y* da® + 2zy dady + 2* dy?) cos zy.
5.83 Sa se calculeze diferentiala de ordinul doi o functiei f(x,y,z) = sin (z — 2y + 2).
5.84 Sd se calculeze diferentiala de ordinul n a functiei f (z,y) = e®*+0Y.

R: Se obtine: d"f (z,y) = e+ (a dx + bdy)".

5.85 Aplicind formula de derivare a functiilor compuse, sd se calculeze F' (xg), stiind
ca F(z)=f(u(x),v(x)) in care:
1) f(u,v) =u+uv, u(x)=cosz, v(zr)=sinz, o= Z

2) f(u,v) =e"" 2, u(x) =22 v(xr)=22-2, 19 =2.
d
5.86 Sa se gdseasca d—i daca:
1) z = 32 unde: x = cost, y = t2.

2) z = f, unde: x = et, y = Int.

3)z= lnsini, unde: x = 3t2, y = V2 + L.
VY
d
5.87 Sa se gaseasca £ daca:
_ o +y? R o _ 1oz 42 ot
Hz=e , unde: x = acost, y = asint. 2) z = 5 In —, unde: x = tg°t, y = ctg” t.
Y

U
5.88 Sa se gaseasca T daca:

1) u = xyz, unde:x =t>+1, y =1Int, z = tgt.
2)u= S unde: ¢ = Rcost, y= Rsint, z = H.

dz
5.89 Sa se gaseasca T dacd z =u", unde u =sinz, v = cosx.
x

z . dz
el ed
ox § dx

0 0
5.91 Sa se gaseasca Al $i i
ox ° 0Oy

5.90 Sa se gdseasca dacd z = a¥, unde y = ¢ (x).
, dacd z = f (u,v), unde u = 2% + y? si v =Y.

0z . 0z x
5.92 Sa se gaseasca — si —, dacd z = arctg —, unde * = usinv §i y = ucosv.
ou ° Ov Y

0 0
5.93 Sa se gaseasca d st —Z, dacd z = f (u), unde u = xy + L
Oou ° Ov x
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5.94 Sa se arate cd dacd w = f (a02 + 9%+ 2:2), unde:

x = Rcosucosv, y= Rcosusinv, z= Rsinu,
0w

0
atunci: & 0 st — =0.
U v

5.95 Sa se arate cd dacd z = f (x + ay), unde f este o functie diferentiabild, atunci

0z 0z

87y = a%.
5.96 Sd se arate cd functiac w = f(u,v), unde f este o functie diferentiabild si u =

T+ at, v =1y + bt, satisface ecuatia:

ow _ Ow 0w
ot~ Yor oy

5.97 Sa se arate cd functia z =

= yf (x2 fy2), unde f este o functie diferentiabild,
satisface ecuatia:

10z 16z =z
rdxr  yoy y2

5.98 Sa se arate ca functia z = zy + f (Q)7 unde f este o functie diferentiabila,
x
satisface ecuatia:

x
5.99 Sa se arate ca funciia z = eYf ye2y2 , unde f este o functie diferentiabila,
satisface ecuatia:

(3:2 2)az—|—x%*xz

5.100 Sa se arate ca functia z = x f (y

7) +g (g), unde f si g sunt o functii de doud
x T
ori diferentiabile, satisface ecuatia:

0%z 9%z 0%z
22249 222 = .
e + xyaway Ty Oy?

5.101 Sd se arate cd functia z = f(xy) + /Ty - g (Q)} unde [ si g sunt o functii de
x
doud ori diferentiabile, satisface ecuatia:

02z 0%z

2 2

— —y°—= = 0.
. 0x? Y oy?



82 GHEORGHE PROCOPIUC & MIHAI ISPAS

5.102 Sd se arate cd functia z = f (x + g (y)) satisface ecuatia:

0: 2% _ s ot
ox 0xdy Oy 0x?’

5.103 Sda se gaseascd d*z dacd:

1)Z=f(u)77md€u=$2+y2. 2)z=u”,undeu:£,v:xy.
Yy

3) z=f(u,v), undeuw=ax siv=ay. 4)z=f(u,v), undeu=xe¥ giv=ye".

5.104 Sa se calculeze diferentialele de ordinul doi ale functiilor compuse:
D Fle)=f (). 2) F o) = £ (+2.2).
Y

3)F(z,y,2)=f(z+y+z2>+y*+2°).
5.105 Sa se gaseasca polinomul Taylor de gradul 3 asociat functiei
fl@,y) = Va2 +y?
in punctul (1,1).

R:Polinomul Taylor de gradul 3 asociat functiei f este:

To(r.9) = Va+ §y 5l =)+ (5= D]+ 555l = 1+ 26 = D= 1)+ (=1
1 1
TG R R IR TR VR VR I

5.106 Sd se gdseascd polinomul Taylor de gradul n asociat functiei f(z,y) = e*T¥ in
punctul (1,—1).

R: Avem:

Tu(ey) =1+ 3 mle = 1)+ (y + D]F ZZZ, F - D
k=1 "

5.107 Sd se gdseascd o valoare aproxvimativd a numdrului (1,1)2

R: Polinomul Taylor de gradul 3 asociat functiei f(z,y) = ¥, = > 0, y > 0, in
punctul (1,1) este:

Sl 13 = 172y~ 1)

Tg(a:,y):1+1(ac—1)+ 3,[

y 2o~ 1)y - 1) +

Putem atunci scrie f(1,1;1,2) ~ T3(1,1;1,2) = 1,1021.
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5.108 Sa se dezvolte polinomul
f(z,y) =2 -2y + 3y

dupd formula lui Taylor in vecindtatea punctului (1,2).

R: Avem:
fay) =9@—1) -2 (-2 +3@-1+3@—1)(y-2) —12(y— 2+

+(x—1)°—-2(y—-2)>.

5.109 Sa se dezvolte polinomul

flx,y) = =2 +2xy 4+ 3y* — 62 — 2y — 4

dupa formula lui Taylor in vecindtatea punctului (—2,1).

R: f(z,y)=1—(z+2°4+2@+2)(y—1)+3@y—1)>

5.110 Sa se dezvolte polinomul f (z,y,2) = 2®> +y? + 22 + 22y —yz —4r — 3y — 2 + 4
dupa formula lui Taylor in vecindtatea punctului (1,1,1).

5.111 Se da polinomul f (x,y,2) = x? + y?> + 2% — 22y — 2wz — 2yz. Sd se dezvolte
fx+k,y+h,z+0) dupd formula lui Taylor in vecindtatea punctului (x,y, z).

5.112 Sa se gaseasca polinoamele Taylor de gradul 3 asociate, in origine, functiilor:

1) f(z,y) =€ siny. 2) f(x,y) = coszcosy.

1 1 1 1
R: 1) Ts(z,y) =y + 2y — gy?’ + §x2y- 2) Ty(z,y) =1— §y2 - 5562.

5.113 Sa se gaseasca polinoamele Taylor de gradul 2 asociat functiei

fley) = Va2 +y?
in punctul (1,1).
R: Avem

Ts3(x,y) = \/§+Q [(x—1)+ (y — 1)]+%2\%

1!
5.114 Sd se deducd formule aproxzimative (exacte pind la termeni de gradul doi in x si
y) pentru functiile:

1)f($ay):arctg%, 2)f(:c,y)\/(1+x) ;r(ler)’

(@-1’—2@-DH-1+E-17.

dacd |x| si |y| sunt mici in comparatie cu unitatea.
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Capitolul 6

Functii definite implicit

6.1 Functii definite implicit de o ecuatie

6.1 Sd se arate cd ecuatia F (z;y) = y> — xy? — xy + 22 = 0:

1) Admite o infinitate de solutii y = f (x), f :]0,00) — [0, 0).

2) Admite numai patru solutii continue y = f (x), f:[0,00) — [0,00).

3) Exista o vecindtate U a punctului xo = 4 si o vecindtate V' a punctului yo = 2, in
care ecuatia F (x;y) = 0 admite o singurd solutie y = f (x), f: U — V, continud pe U,
care satisface conditia f (4) = 2.

R: 1) Ecuatia se mai scrie: (y — ) (y2 — x) = 0. Deci, pentru orice o, 3 € R, cu
0 < a < g, functiile y = f (), f:]0,00) — [0, 00), definite prin:

oz, x € [a, B), | Vz, z€]a,p),
f () _{ /T, in rest, flz)= { r,  In rest.

2) Cele patru solutii continue pe [0, 00) sunt:

f@) =z o) =va alw={ T TER nw={ YR TER
3) Deoarece Iy (4;2) = —8 # 0, daca luam U = (1,00) si V = (1,00), functia
f(x) = /z este continua si f (4) = 2.

6.2 Sd se arate cd ecuatia F (x,y;2) = 22 +y*> — 22 — 3xyz = 0 admite numai doud
solutii z = z1 (x,y) $i 2 = 2o (x,y) continue gi diferentiabile pe o vecindtate a punctului
(0,1).

R: Ecuatia F (0,1;2) = 1 — 2% = 0 are radacinile 2; = 1 §i 20 = —1, iar F/ (z,y;2) =

— (224 3xy), ad. F.(0,1;1) = =2, F,(0,1; 1) = 2. Deci existd doud functii continue

si diferentiabile pe o vecinatate a punctului (0,1) care satisfac conditiile z; (0,1) = 1 si
respectiv z3 (0,1) = —1. Derivatele lor partiale sunt date de:
0z 2x—3yz 0z 2y-—3x2

Or  22+3zy’ Oy 22+ 3zy’

85
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Valorile lor in punctul (0, 1) sunt:

0z 3 0n 0z 3 0z
—0,)=—, —(0,1)=1, —(0,1)=—=, —
8.13 (03 ) 27 ay (07 ) Y 833 (07 ) 23 6y

} dy &Py

6.3 Sa se calculeze T $t T2 daca

1) F(zy) = (z2+y2)3—3(:c2+y2) +1=0.

2) F (z;y) :ln\/x2+y27aacrtgg =0, a#0.
x

3) F(zy) =2 +y? +In (22 4+ y*) —a® = 0.

@7 T ,d2y 1'2+y2

(0,1) = —1.

dy z4ay &y (a®+1) (2% +¢%)

R: 1 = —— _—= - . = — 2 —
) dx y S y3 ) dr  ax—vy’ d? (ax — )
Yl r Py 2ty
de  y dx? y
2 d3
6.4 Sa se calculeze ﬁ, d—xz $t dTUZZ daca
22 g2
pol + i 1=0.
R dy b2z d?y v dPy 365z
= =8 = = ——.
dx a2y’ dx? a?y3 s a*y®

d
6.5 Sd se calculeze d—y dacd F (x;y) =y*—y+1=0.
x

Cdy _ y"lnz
“dr 1 —ayel

6.6 Ecuatiile:

1) F(z,y;2) =23 +2y> + 2% — 3ayz — 2y + 3 = 0,
2) F(z,y;2) =xcosy+ycosx+ zcosx — 1 =0,
) F(z,y;2)=x+y+2—¢€e*=0,
4) F (x,y;2) = 22 — ze¥ — ye* — ze® =0,
definesc functii z = z (x,y). Sa se calculeze: 9z §1 %
or =~ Oy

R: 1) %: zQ—yz7 %: 6y2—3:c272.
Ox xy—2%2 Oy 3 (zy — 22)
2)%_zcosx—cosy 0z _ wsiny —cosz
dr cosx —ysinz’ Jy cosx —ysinz
3) 0z 0z 1 0z e¥ + ze” 0z xe¥ + e

dr Oy e —1 )%_2z—yez—ew’67y:2z—yez—ew'
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6.7 Ecuatiile:

1) ze¥ + ye® + ze® =1, 2)x—z+arctgL:0, 3) sinzy — ™ — 2%y = 0.

definesc functii z = z (z,y). Sa se calculeze %

ox
0z . 0z 0z y (™ + 2z — coszy)
. _— = =Yy — —eYy—z e _— = =
R: 1) Ox yoz—eh ) Ox L. 3) Ox x (e +x —cosxy)

6.8 Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intdi si cele de ordinul al doilea ale
functiei z = z (z,y) definitd de ecuatia

22 2 22
St gt a-1=0
It 0z Az 0z Ay 9Pz A (b —y?) 9%z  dwy 022
“ox a?2’ 9y b2z 022 a?b?z3 ' 0xdy  a?b%z3’ oy?
c* (a? — 2?)
C a?b228

6.9 Sd se calculeze dz si d*z dacd functia z = z (x,y) este definitd de ecuatia:

x2+y2+22:a2.

y? — a2 22 _ g2 )
— dy”.

R: dz:—fdx—gdy, d’z = de—Zx—gdxdy—l—
z x z

23
6.10 Sd se calculeze dz si d*z in punctul (2,0;1) dacd functia z = z (z,y) este definitd
de ecuatia:

222 +2y° + 22 —8xz — 2+ 8 =0.

4
R: dz(2,0) =0, d?2(2,0) = — (dz? + dy?).

15
6.11 Functia z = z (z,y) este definita de ecuatia (y+ z)sinz —y(z+2) = 0. Sd se
arate ca
. 0z 50z 0
zsinzg— —y“— =0.
Or 4 dy
R: Avem:
0z Y 0z sinz —x — z
or sinz+ycosz+zcosz—y’ oy n sinz—i—ycosz—&—zcosz—y'

6.12 Functia z = z (x,y) este definitd de ecuatia % +y* + 2% = ¢ (ax + by + cz), unde
@ este o functie derivabila si a,b, c sunt constante. Sa se arate cd

0z 0z
(cy—bz)%—l—(az—cx)a—y = bx — ay.
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6.13 Functia z = z (x,y) este definitd de ecuatia F (x —az,y — bz) =0, unde F este o
functie diferentiabild iar a si b sunt constante. Sa se arate ca
0z 0z
—+b—=1.
aam * dy
6.14 FEcuatia F (x 4+ 2y,y — 2x) = 0 defineste functia y = y (z). Sd se calculeze y' (x)
siy” (z).
6.15 Fcuatia F (sinx + y,cosy +x) = 0 defineste functia y = y (x). Sd se calculeze
Y (z) siy” (x).
6.16 FEcuatia
In (2% + y* + 2%) + arcsin (az + by + c2) = 1
0z 0z 0%z

defineste functia z = z (x,y). Sd se calculeze 92’ 0y’ 010y’

6.17 Ecuatia F (x + E, Y+ Z) = 0 defineste functia z = z (x,y). Sd se arate ca:
Y x

x%—l— %—zfx
Ox y@yi Y.

6.18 Ecuatia F (E, Q) = 0 defineste functia z = z (x,y). Sa se arate cd:
2z
0z n 0z
T— — =z
or yay

6.2 Functii definite implicit de un sistem de ecuatii

6.19 Sistemul
F(zy,2) =22 +y? — 22 =0,
G(w;y,2) =22 +2y? + 322 =5 =0,

defineste functiile y = y (x), z = z (z). Sd se calculeze y' (x), 2’ (x), y" (x) st 2" (x).

4
R: Din sistemul: z+yy' — 22’ =0, x+ 2yy’ + 322" = 0, se obtine: y' = _57337 2 = 51
Yy z
Derivand din nou gi inlocuind ¥’ si 2/, obtinem:
p_ _Abtdar 12?52
25 3 25 23

6.20 Sistemul
F(Jﬂ;y,Z) =cosT + cosy +cosz —a =0,
Glayy,2) =2 + 4> + 22 —b=0,

defineste functiile y = y (), z = z (z). Sa se calculeze y' (), 2’ (x).
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R: Din sistemul: sinz + ¢/siny — 2/sinz = 0, 22 + y?y’ + 222’ = 0, obtinem:

, x?sinz — 2%sinz 2?siny — y?sinx
¥ =""323 Sana’ © . 24 2ain o
y?sinz — z?siny zZsiny — y?sinz

6.21 Sistemul xyz = a, © +y + z = b defineste functiile y = y(x), z
calculeze dy, dz, d*y si d*z.

R: Din: yzdx + zzdy + xydz = 0 si dx + dy + dz = 0 se obtine:

I PR
R TS

$2+y2+22—xz—xy—yz

d?y = —d?z = —2y2 -
Y ! 2% (y — 2)°

dz?.

6.22 Sistemul
F(m,y;u,v):u+v—x—y:07
G(z,y;u,v) =zu+yv —1=0,

89

Sa se

pentru x # y, defineste pe u si v ca functii de x siy. Sa se calculeze derivatele partiale

ale functiilor v = u(x,y) siv=v(z,y).

R: Pentru a calcula derivatele partiale ale functiilor u = u(z,y) si v = v(z,y), derivim

cele doua ecuatii In raport cu x si apoi cu y. Se obtin sistemele liniare:

Uy + Uy = 1, uy""vy:l’
TUz + YU = —U, TUy + YUy = —0,

al caror determinant este

D(F,G) 1 1
— = =y— 0.
D, 0) vy ‘ y—ax#
Aplicand regula lui Cramer se obtine:
y+u T+ u Y+ T+
Uy = y Up=————, Uy = , Uy = — .
y—x y—z y—x y—x

6.23 Sistemul
F($>y;uav):u_x_y:0a
G(m7y;uav):uv_yzo7

defineste pe u siv ca functii de x siy. Sd se calculeze derivatele partiale de ordinul intai

st doi ale functiilor u = u(x,y) si v =v(z,y).

6.24 Sistemul
F(z,y;u,v) =2 4+y+u+v—a=0,
Gz, y;u,v) =2 +y3 +ud + 03 — b =0,

defineste pe u si v ca functii de x siy. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai

st doi ale functiilor u = u(x,y) si v =v(z,y).
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R: Obtinem:

02 — 22 22 _ 2 0?2 — g2 y? — u?
Vg = =

w2 — 2’

U, =
w2 — 2

6.25 Sistemul

F(z,y;u,v) =u+v—2 =0,
G(%?J?“a”) :U—y’UZO,

defineste pe u si v ca functis de x siy. Sd se calculeze du, dv, d*u si d*v.

R: Din: du + dv = dx si du — ydv = v dy, se obtine:

1 1
U 1+y(y x+vdy), dv 1+y(m vdy),

2
du=—d*v=—"— (dedy —vd?y).
(1+y)° ( )
6.26 Sistermul ¢ (u,v) = z, ¥ (u,v) = y defineste pe u $i v ca functit de © siy. Sd se
calculeze
0x’ 0z’ Oy’ Oy

R: Derivand cele doua ecuatii in raport cu x, obtinem:

Opou  Opdv _ | 0YpOu 0YpOv _
Oudxr  Owdr ' Oudr vdr
Daca M # 0, obtinem:
(u,v)
o oY
ou gy O oy
oz Do)’ 0z D(p,9)
D (u,v) D (u,v)

6.27 Sd se gaseascd zy $i 2y daca:
1)z =wucosv, y=wusinv, z=cv. 2)x=u+v, y=u—v, 2 = uv.

cy cx 1 1
Rel) 2= oo = —pam v =0 = g B 2 = 50 5 = b

6.3 Transformari punctuale

6.28 Fie E = (0,00) x [0,2m) C R? si F = R?\ {(0,0)}. Sd se arate cd transformarea
punctuala:

x=rcosp, y=rsing, (r,p) € E,

o . . . N .o . ™
este requlata pe E i sa se determine inversa sa in vecindtatea punctului (1, 7) c k.
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R: Determinantul functional al transformarii este

D(z,y) | cosp —rsing |
D(rg) | sing  reose =r#0, V(r,o) € E.

Deci 1n orice punct cu exceptia originii, transformarea este regulata si inversa ei este
S22 — y
T =\/2°+ys, = arctg-=.
T

6.29 Fie E = (0,00) x [0,27) x R C R? si FF = R3\ {(0,0,2), z € R}. Sd se arate cd
transformarea punctuala:

T =rcosp, y=rsinp, z=z,
7r
este requlata pe E §i sa se determine inversa sa in vecindtatea punctului (1, 1 0) € E.

R: Determinantul functional al transformarii este

cosep —rsing 0
=| sing rcosep 0 |=r#0, VY(r,ez) € E.
0 0 1

D(z,y, 2

~— [ —

D(r, ¢, 2
Deci 1n orice punct cu exceptia celor de pe axa Oz este regulata gi inversa ei este
r=+vz2+y2 o= arctgg, z=z.
x

6.30 Fie E = (0,00) x [0,27) x (0,7) C R3 $i F = R?\ {(0,0,2), z € R}. Sd se arate
ca transformarea punctuala:

x=rcospsing, y=rsinpsind, z=rcosl, (r,p,0) € E,
T
este requlata pe E i sa se determine inversa sa in vecindtatea punctului (1, 1 0) ekb.

R: Determinantul functional al transformarii este

D(x,y, ) sinfcosp rcosfcosp —rsinfsing
D’i‘%: sinfsing rcosfsing rsinfcose | =r?sind # 0.
(r,:2) cosf —rsinf 0

Deci 1n orice punct cu exceptia celor de pe axa Oz este regulata gi inversa ei este

r=+z2+y2+22, o= arctgg, § = arccos ———0
T /(E2+y2+22

6.31 Se dd transformarea punctuald f : R*> — R? definitd prin:

u:x2+y2, v:mQ—yQ.
1) Sa se gaseasca imaginea mulfimii E = {(m,y) eER?|z >0,y > 0} prin transfor-
marea f.
2) Sa se arate ca transformarea f este regulatd intr-o vecindtate a punctului (1,1).
3) Sa se gaseasca inversa transformarii f.
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D (u,v)
D (z,y)

1 1
ﬁ\/m, y= ﬁ\/ﬁ.

6.32 Sd se arate cd transformarea punctuali f : R*> — R2 definitd prin:

R:1) F = {(u,v) e R?u+v>0,u—v>0}. 2)

transformarii f este:

(1,1) = =8 # 0. 3) Inversa

xTr =

w=sin(@+y), v=1y’,

. . T T T
nu este requlatd pe multimea D = [_Z’ Z} X [—f f].

D
R: DEZ:;% =3y?cos(zv+y)=0pentruy =0saux +y = ig.
6.33 Sa se arate ca transformarea:
X = Ccospcosy, y = cosysiny,

™

este regulata pe multimea E = {((p,l/)) |0 << 27@/1 € R}. Sa se calculeze:

9 O 9y OY
Ox’ Oz’ Oy’ Oy’

11

in punctul (xo,y0) = (2, B

(57)

R: Determinantul functional al transformarii este

), imaginea prin transformarea datd a punctului (g, o) =

D(z,y) _’ —singpcosy —cospsiny = —2sinpcosp # 0, Y(p,¥) € E.

— sin @ sin Y COS (p coS Y

D(p,)

s Yy .
Inversa transformarii este: ¢ = arccos /22 + y2, 1 = arctg =, iar:
T

Op (L 1N _ 09 (11N _ Op (1 1\ 0y (1 1)
oxr\2°2) ox\2°2) oy\2°2) oy\2°2)

6.34 Fie transformarea: x = rcospsiniy, y = rsinpsiny, z = rcos, (r,p,v9) € R3.
1) Sa se determine punctele in care transformarea este requlatd.

2) Sa se calculeze jacobianul transformdarii inverse si derivatele ryg, Qyy, Vss in
punctul (zo,yo,20) = (0,1,0).

R: 1) Jacobianul transformarii este:

D (z,y,2) cospsiny —rsingsiny 1rcosycosy
% =| sinpsiny rcosgsiny rsinpcosty | = —r?sinp.
(r, 0, 9) cos 0 —rsiny
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Transformarea este regulata daca r # 0 si ¢ # kw, k € Z.
2) Jacobianul transformarii inverse in punctul (0,1, 0) este:
D (r,p,9) 1
—-2(0,1,0) = =-1.
D (z,y,2) (0.1.0) D (z,y,2) (1 s z)
Dirp) \"273

Transformarea inversa este:
z

Va? +y? + 22

r=+z2+y2%+ 22, @zarctgg, 1) = arccos
x

Tar: ry; (0,1,0) =1, ¢, (0,1,0) = 0, ., (0,1,0) = —1.

6.4 Dependenta si independenta functionala

6.35 Sa se arate ca functiile:

2) f(z,y,2)=x+y+z g@yz)=cr—y+z, h(x,y,z) = dxy + dyz.

sunt functional dependente pe R3.
R: 1) Matricea functionala

T Y z
2x 2y 2z
y+z r+z T+y

are rangul mai mic decat 3. Relatia de dependenta functionald este: g = f2 — 2h.
2) Matricea functionala
1 1 1
1 -1 1
4y 4dx+4z 4y

are rangul mai mic decit 3. Relatia de dependents functionald este: h = f2 — g2.
6.36 Sa se arate ca functiile:
flzy,2) =In (2 + 42 +27),
r oy
g(a:,y,z):arctg - ——+z 9
y

sunt functional independente pentru z > 0,y > 0,z > 0.

R: Matricea functionala

2z 2y 2z
z? +y? + 22 x? +y? + 22 x? + y? + 22
1 Y T 1
y a2 y2 1

2 2 2
1+<x—y+z) 1+<$—y+z) 1+(m—y+z>
y = y @ y =

are rangul 2.
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6.37 Sa se arate ca functiile:

g(z,y,2) =3+ y3 + 23 + 6ayz,
h(z,y,z) =zy(x+y)+yz(y+2)+zz(z+x),

sunt functional dependente pe R3 si sd se gdseascd relatia de dependentd functionald.

R: Matricea functionala

1 1 1
322 + 6yz 3y% + 622 322 + 6y
V+2 420 (y+z2) 2+ +2(z+2) 2?2+y P +2z2(x+y)
are rangul mai mic decat 3. Relatia de dependenta functionald este: f3 = g + 3h.

6.38 Daca functiile f, g, h sunt derivabile si inversabile, atunci functiile: v = f (g),
z

v=g (E), w=h (x)} definite pe D = R\ {(0,0,0)}, sunt functional dependente pe
T Y
D.

R: Matricea functionala

1 Yy
0 —f! 7
2
—Iﬁg’ 0 -g
Y
y y

are rangul mai mic decat 3.
6.39 Sa se arate ca functiile:

f(I,y7Z) =Y — =z,
g(‘rasz) :$Z+y7
h(z,y,2) = (22 +1) (y2 4+ 2%) — (22 = 1) yz —z (y* — 2?),

sunt functional dependente pe R3 si sd se gdaseascd relatia de dependentd functionald.

R: Matricea functionala are rangul mai mic decat 3. Relatia de dependenta functio-
nala este:

h=f*~fg+g*
6.40 Sa se arate ca functiile:
f1(x1, @9, 23, 24) = 1 + 22 — T3,
fo (@1, 2, 3, T4) = 2% + 23 + 23 + 27,

_ 2
f3 (@1, 2, k3, Ta) = 22122 — 22123 — 22223 — T3,

sunt functional dependente pe R*.
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R: Rangul matricei functionale este mai mic decat 3. Relatia de dependenta functio-

nala este:
fo+ f3 =i
6.41 Sa se arate ca functiile:
fi (1,20, 20) =21 + 20+ + T,
f2(mlax27--~7$n):$%+Z‘§+"'+I%7
f3 (:Z?l,fﬂz, NN 71’4) = 21T2 + 2123+ -+ Tp—1Tp,

sunt functional dependente pe R*.

R: Rangul matricei functionale este mai mic decat 3. Relatia de dependenta functio-

nala este:

fa+2fs = f1.

6.5 Schimbari de variabile

1
6.42 Sa se efectueze schimbarea de variabild independenta x = n in ecuatia:

d2y Yy CL2

2

— +2z—+ —<y=0

T a2 + d + 227
dt 1 d’t 2

R: Deoarece: P i —t2 i S = = 2t3, avem:
T x x T

dy _dydt __pdy Ly &y

dt\*? dyﬁ_t4@+2t3@
de  dtdr dt’ dx?  dt?

dx dt dz? ~  dt? dt

d?y
si deci ecuatia devine: o) +a%y =0.

6.43 Sa se efectueze schimbarea de variabila independentd indicatd in urmdtoarele ecu-

atii pentru functia y =y (x):

1
1) 2%y — 2y = 22 + —, x = el

X
2) 23y — 22y + 22y’ — 2y = a3 + 3w, x=cel.
3) (1Jrgn?zy”+2:E(1+x2)y’+y:07 T =tgt.
4) (1+2x) y”+3(1+x)2y’—|—(1+x)y:ln(1—|—m), x=et —1.
5) (1—a2?)y" —ay +y=0, x = cost.
. dy . . L ot |t

R: NotamE:y. Se obtine: 1) § —y — 2y =e** +e7 7,

2) YU —4j+59 -2y =e3 +3e. 3)jj+y=0.4) j—20+y=te "
5) i+ =0.
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6.44 Sa se efectueze schimbarea variabilei independente in urmdatoarele ecuatii pentru
functia y = y (x), luand drept noud variabild independentd functia t =t (x) indicatd:

1) (1+$)2y”+(1+m)y +y=4cos[ln(1+z)], t=In(1+x).
2z (1+a%)y" — (1 -2*yVvV1+a?)y —32%% =0, t=1+a2

d
R: 1) Notam d—:g = 4. Se obtine: 1) 4+ = 4cost. 2) §+yy —y*> = 0.
6.45 Funclia y =y (x) verificd ecualia

2?y" + 4y + (2 — 2%) y = 4.

Sa se gaseascd ce devine aceastd ecuatie dacd se efectueaza schimbarea de variabild de-

1
pendentd y = — z, unde z = z ().
x2
R: 2" — z = 4.

6.46 Sa se efectueze schimbarea de variabile independente indicata in urmdtoarele ecu-
atis pentru functia z = z (z,y):

l)y%—xa—y 0, u=mz, v=2a>+y>
2):18%—1— %—z u=gx v="
ox Yoy T TSy

3)x%+ 1+y22—2:xy, u:lnx,vzln(y+\/1+y2).
0 0
4) (w—l—y)a—;—(x—y)a—Z:O, u=1In+/22 + 42, vzarctgg.

)22—0.2)1;%—2—0 3)%-1-({i e"shv. 4)%—%

R: ou ou Ov ou Ov

6.47 Sa se efectueze schimbarea de variabile independente x = rcosf, y = rsinf in
ecuatia lui Laplace:
0%z 0%z
— + = =0.
0x%  Oy?
R: Se obtine:
2z 10%2 10z

o o Tror

6.48 Sa se efectueze schimbarea de variabile independente x = rcosf, y = rsinf in
ecuatia:
0%z 0%z 2z 0z 0Oz
2 2
2y 42l — o Yy =0
Vorr  “ozay T a2 Tar Yoy
2

R: Se obtine: % =0.
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6.49 Sa se efectueze schimbarea de variabile independente indicata in urmdtoarele ecu-
atis pentru functia z = z (x,y):

0%z 0%z T
1)x2@—y28y220, u:xy,v:;
0%z 0%z
2 g2 = = = — .
) 552 @ 52 0, u=ax+y, v ax +y
0%z 0%z 0%z
3) 92 8x8y+38y2’ u=3rx+y, v=x+y
0%z 1 0z 0%z 0%z
Ril) -—F=—+7.2) 7F=0.3) 77 =
) Ooudv  2u Ov ) Oudv 0. 3) Oudv

6.50 Sa se efectueze schimbarea de variabile independente uw = sinx +x —y, v =
r —sinz +y, in ecuatia:

0 + 2 cos 0 sin? z 0 sin x z 0
_— X — 5 — Sl — = U.
Ox? Oz Oy Oy? Oy
0%z
R: =0
oudv
6.51 Sd se efectueze schimbarea de variabile independente u = x> — y?, v = g, in
x
ecuatia:
" 82Z+(x2+ 2) 0%z +a Pz %_m%—o
Y ou2 4 Oxdy 4 Oy? Y or oy
P 0
T Oudv v

6.52 Sa se efectueze schimbarea de variabile independente x = rcosf, y = rsinf in
ecuatia:

dy _r+y
dr  z—vy’
R: Din sinf-dr+rcosf-df  cosf+sind se obtine: ﬁ -

cosf-dr —rsinf-df  cosf —sin6’ do

1 1
6.53 Sd se efectueze schimbarea de variabile u = x?+y?, v = - +—,w=lnz—(x+y),

in ecuatia:
0z 0z ( )
——rx—=(y—x)z
Yor Jy Y
0
R: Se obtine: 2 _o.
v
o ) o 1 1 1 .
6.54 Sa se efectueze schimbarea de variabile u =1, v=—, w = — — —, in ecuatia:
Y z
0 0]
xz—z + y2 g 22,

ox Ay
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R: Se obtine: 8710 =0.
ou

o . .o z .
6.55 Sa se efectueze schimbarea de variabile u =z +vy, v= —, w = —, in ecuatia:
x

< |8

0%z 0%z 9%z
— —2—+-—=0
0x? O0xdy  Oy?

2

R: Se obtine: a—w

902 — 0.

6.56 Sa se efectueze schimbarea de variabile u = x +y, v =z —y, w = xYy — 2, in
ecuatia:

@ + 2 822 + & =0
ox? oxdy  Oy?
FPw 1

R: Se obtine: 92— 2



Capitolul 7

Extreme pentru functii de mai
multe variabile

7.1 Puncte de extrem pentru functii de mai multe
variabile

7.1 Sa se determine punctele de extrem ale functiilor:

1) f(z,y) = 2® + 32y — 152 — 12y. 2) f(z,y) = 2? + xy +y? — 3z — 6y.
1
3)f($7y)=§xy+(47—a?—y)<§+%)- 4) f(z,y) = 2® +y° + 3zy.

R: 1) Punctele stationare sunt solutiile sistemului:

Of iz 2 ev_g O i o
63:73(1 +y“—5)=0, 6y76($y 2) =0,

adica: (2,1), (—2,-1), (1,2), (—1,—2). Derivatele de ordinul doi sunt:

2 2 2
A &7 6,

oz = 00 6x6y:6y’ Oy?

In punctul (2,1), Ay =12 >0, As =108 > 0, (2,1) este un punct de minim, f(2,1) =
—28. In punctul (-2,—-1), A; = —12 < 0, Ay = 108 > 0, (—2,—1) este un punct de
maxim, f(—2,—1) = 28. In punctele (1,2), (—1,—-2), Ay = —108 < 0. Nu sunt puncte
de extrem.

2) Un punct stationar: (0,3). A; =2 >0, Ay =3 > 0. Punctul (0, 3) este un punct
de minim §i fmin = f(0,3) = 9.

3) Un punct stationar: (21,20). Ay = —% <0, Ay = % > 0. Punctul (21, 20) este
un punct de maxim si fmax = f (21, 20) = 282.

4) Un punct stationare: (0,0), (—1,—1). Punctul (0,0) nu este punct de extrem.
Punctul (—1,—1) este un punct de maxim §i fiax = f(=1,—1) = 1.

99
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7.2 Sa se determine punctele de extrem ale functiei
50 20

R: Punctele stationare sunt solutiile sistemului:

o _ w0 _ o, w_,
or 77 x3_’8y_x y2

Se obtine un singur punct stationar (5,2). Derivatele de ordinul doi sunt:

2w @5 B
or2 23 dxdy 1 0y 3

4
Deci Ay = 5 >0, Ay =3 > 0. Punctul (5,2) este un punct de minim i
Sfmin = f(5,2) = 30.

7.3 Sa se gaseasca extremele functiilor:

1)z:(3:—1)2—|—2y2 2) z =22+ ay+y? — 27 —y.

3 z=(x—1)7%—2y2 4)z=a%?6-2—y), >0, y>0.
2 2

5)z=uxy 1—3—3. 6) z = 2t +y* — 222 + day — 292

Nz=1-(22+¢2)"". 8)

2= () (),
) =

R: 1) zmin = 2(1,0) = 0. 2) zpin = 2 (1,0 —1 3) Nu are extreme.

4) zZmax = 2(3,2) = 108.

5) Puncte stationare: (0,0), (0,£v/3), (£v/3,0), (1,1), (-1,1), (1,-1), (71,71).
Extreme: zpax = 2 (1,1) = 2 (—1,-1) = ;\/g Zmin = 2 (1, _1) =z(-1,1) = _g\/g
6) Zmin = % (\/>7 _\/i) =z (_\/57 f) = —8. 7) Zmax = % (0,0) 1.

1
8) Zmin = 2 (0,0) = 0. In punctele cercului 22 + % = 1, zmayx = —
e

7.4 Sa se gaseasca extremele functiilor:

1
1)z:ﬂ 2) z= (22 +y?) >, >0, y > 0.
V1422 +y?
3) z =+ y3 — 9y + 27. 4) z =sinz +siny + cos (x +y), z,y € {O,g}.

5) z = ot + y* + 22%y% — 8z + 8y.

R: 1) Zmax = 2 (1,—1) = v/3. 2) Zumin = 2(0,0) = 0.

(0,0) nu este punct de extrem, zy, = 2 (3,3) = 0.
T 71') §
6’6

N

3) (
) ( f) nu este punct de extrem, zmax = 2 ( 5"
) 2

Zmin = # (1, *1) = —12.

Ut
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7.5 Sa se gaseasca extremele functiilor:

1) f(z,y,2) = 2% + y? + 2% + 22 + 4y — 62.
2) f(z,y,2) = 2%+ y? + 22 + 122y + 22.
3) f(x,y,2) =sinz+siny+sinz —sin(z+y+2), z,y,2 € (0,7).

R: 1) Un punct stationar: (—1,—2,3). d?f(—1,-2,3) = 2 (d:c2 +dy? + dzz) este
o forma patratica pozitiv definita si deci punctul (—1,—2,3) este un punct de minim,
fmin = f <_1a _273) = —14.
2) Doud puncte stationare: (0,0, —1), (24, —144, —1). Insa
d*f (z,y,2) = 6z dr® + 2dy* + 2d2* + 24 dx dy,

iar: d?f(0,0,—1) = 2dy® + 2dz? + 24dxdy = 2 (dy + 6dm)2 — 72dx? + 2dz?, forma
patraticd nedefinita, deci (0,0, —1) nu este punct de extrem,

d2f (24, —144, —1) = 144 dx® + 2dy? + 2d2> + 24 dw dy = (12dx + dy)* + dz? + 2d22,
forma péatraticd pozitiv definita i deci punctul (24, —144, —1) este un punct de minim,
Fmin = f (24, —144, —1) = —6913.

=1 (3.5.3)

7.2 Extreme pentru functii definite implicit

7.6 Sa se gaseasca extremele urmdtoarelor functii z = f (x,y), definite implicit prin
ecuatiile:

1) F(r,y;2) =22 +y?>+22 22 +4y — 62— 11 = 0.

2)F(z,y;2) =2 —y?+22 -3z +4y+2—-8=0.

R: 1) Sistemul:
F,=20-2=0,F,=2y+4=0, F=2+y*+ 2> - 22+ 4y — 62 — 11 =0,

are solutiile: (1,—-2;—2) si (1,—2;8). Ecuatia F(x,y;z) = 0 defineste doud functii:

z=2z (z,y) §i 2 = 22 (x,9).
Pentru z = 21 (z,y):

Foo(1,-2:-2) 1 F,,(1,—2:—2
Ay = P (1,222 ):7’ A12=——y( )20»
Fz (1,727 72) 5 Fz (1772,72)
EJ@/ (1772;72) 1
Ay = -/ ————> =+
F.(1,-2;-2) 5
. : 1 1 . .
si deci Ay = = > 0, Ay = % > 0, deci (1,—2) este un punct de minim, 2y, =
2 (1,-2) = —2.
Pentru z = z5 (z,y):
Fpp (1,-2:8) 1 Fpy (1,-2;8) F,, (1,-2;8) 1
Pt ok v A WOt ok B /A S Nt 11 S i A
YTORQ-%8) 0 5P F(1,-29) 27 FR(1L-28) 5
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1 1

sideci Ay = —— < 0, Ay = % > 0, deci (1,—2) este un punct de maxim, zZmax =
2 (1,-2) = 8.

2) Sistemul:

F,=32"-3=0,F,=-2y+4=0, F=2"—y*+22 -3z +4y+2-8=0,

are solutiile: (1,2;2), (—1,2;1), (1,2;-3), (—=1,2;—2). Ecuatia F (z,y; z) = 0 defineste
doua functii: z = 21 (z,y) si 2 = 22 (z,y), fiecare avand cate doud puncte stationare.

Pentru z = z; (x,y), In primul punct:

Ay P @22 6 ey (L22) o, By (L22) 2
TR (,22) 0 5P FR.(1,22) P U R(1L,%2) 5

. . 6 12 .

sideci Ay = —— < 0, Ay = —— < 0, deci (1,2) nu este un punct de de extrem. In

25
punctul al doilea:

F..(—1,2;1) Fuy (—1,2;1) Fyy(-1,2;1) 2

= A = - =
F.(-1,2;1) 0, Az

Ay = — 2
1 F.(-1,21) 3

4
DeciA; =2>0,Ay = 3 > 0, deci (—1, 2) este un punct de minim, zyi, = 21 (—1,2) = 1.

Pentru z = z5 (x,y), In primul punct:

A _ Fu (1,2;-3) _ 6 A __Fzy(1,2;—3) _ 0. A __Fyy(1,2;—3) _ 2
YR (1,23 5T R.(1,2,-3) 7T F.(1,2,-3) 5
. . 6 12 .
si deci Ay = 3 >0, Ay = o5 < 0, deci (1,2) nu este un punct de extrem. In punctul
al doilea:
A B _Fm(—l,2g—2)__2 A _7Fzy(—1,2;—2)_0
T R (-1,2,-2) TR T R (—1,2,-2)
F, (-1,2;-2) 2
Agp = - ———T=—+
F,(-1,2;-2) 3
4
gideci Ay = =2 < 0, Ay = 3 > 0, deci (—1,2) este un punct de minim, zmax =
7 (—1,2) = —2.

7.7 Sd se gdseascd extremele urmdtoarelor functii z = f(x,y), definite implicit prin

ecuatiile:
2 2 2

1) F(2,:2) = 75 + %=+ = —1=0.
EREA
2) F(z,y;2)= — + % — — +1=0.

R: 1) Sistemul F, =0, F}, = 0, F = 0, are solutiile (0,0; —v/3), (0,0;/3).

Ecuatia F (z,y;2) = 0 defineste doua functii: z = z1 (z,y) si 2 = 22 (2,¥), Zmin =
21 (0,0) = —v/3, Zmax = 22 (0,0) = /3.

2) Sistemul F, =0, F,, =0, F = 0, are solutiile (0,0; —5), (0,0;5).

Ecuatia F (x,y; z) = 0 defineste doud functii: z = 21 (z,y) si 2 = 22 (2,y), Zmin =
21 (0,0) =5, zmax = 22 (0,0) = —5.
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7.8 Sa se gaseasca extremele urmdtoarelor functii z = f (z,y), definite implicit prin
ecuatiile:

1) F(x,y;2) =4ay — 22 — 4z — 4y + 8 = 0.
2) F (z,y;2) = bx? + 6y + 722 — 4oy + 4yz — 100 + 8y + 142 — 6 = 0.

1) Sistemul F, =0, F, =0, F' = 0, are solutiile (0,0;—2), (0, 0;2).

7.3 Extreme conditionate
7.9 Sa se gaseasca extremele conditionate ale urmdtoarelor functii:

1) z=uay, pentruxz +y—1=0. 2) 2 =x + 2y, pentruz?® +y?> —5=0.

3) z =22+ ¢?, pentrung%:l. 4) z = cos? x + cos? y, pentruy — x = %
9 o Ty 1 1 1 1 1
5) z=x"+y? pentru —+==1. 6)z=—+ —, pentru — + — = —.
a b Ty 2 Y2 a?

R: 1) Construim functia lui Lagrange: L (z,y;\) = 2y + A (z + y — 1). Sistemul:
Ly=y+AX=0, Ly=2+A=0, Ly=2+y—1=0

1 1
)\0 = —5 Fie (I)(.’E,y) = L(x7y7_7

2)
11

1
:fﬂy—§($+y—1)-

l\')\»—\

1
7Y =

are solutia: xg = 5

Atunci

11 1
Insadm+dy—0§1d601d2<1>< > —dz? < 0. zmax:z<2,2>:4.
2) Zmax = 2 (1,2) =5, zmmfz(

18 12
3) Zmin = £ (133 13) 13

s 24+2
4)Zmax—2(8+kﬂ' 8+k7('>— B) s
2—+/2

) Zmin = ) - .
)z N T 2t a2 + b2

6) Zmax = 2 (a 27(1\/5) = 4a?, Zpin = 2 (—a 2, —a\/§) = 4a?.

ab2 a®b > a’b?

7.10 Sa se gaseascd extremele conditionate ale urmdatoarelor functii:

1) z = ay, pentru2z + 3y —5=0.

2) z = a? + y?, pentru (a: — \@)2 + (y — \@)2 =09.
3) 2 =6 — 4x — 3y, pentru x® +y> = 1.
)

4) z = cos® x + cos? y, pentrum—yz%, T,y € (072).
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R: Avem: . 55 o5
1) L ) = A (2 — A=—= max — =]l = 55
) L(ogih) =y 4 A20 43y =5 A= =5 s =2 (5. 5) = 3
5 5v2 5v2 1
2) )\1 = _§7 Zmax — % (272 = 257 )‘2 = 3
RN
Zmin = % 92 2 - 4

7.11 Sa se gaseasca extremele conditionate ale urmdtoarelor functii:

1) u=2x—2y+ 22, pentrua®+y>+ 22 =09.
2 2 2

2) u= a2+ 9%+ 22, pem‘ruw i +z =1, a>b>c

b2
3) u = zy?23, pentrux+2y+3zf6 x>0 y>0, z>0.
4)u—xy+mz+yz pentruxyz =1, x >0, y >0, z > 0.
)

1 1 1
Su=x+y+ 2, pentruf—i— —l—f—l z>0,y>0,z>0.

R: Avem:

1) Umin = v (—1,2,-2) = =9, Umax = u(1,-2,2) = 9.

2) Umax = 4 (£a,0,0) = a, umin = 4 (0,0, £c) = ¢. 3) Umax = u(1,1,1) = 1.
4) Upin = u(1,1,1) = 3. 5) tmin = u(3,3,3) = 9.

7.12 Sa se gaseasca extremele conditionate ale urmatoarelor functii:

1) u=ayz, pentrucz+y+z=5 cy+arz+yz=8, x >y >z>0.
2) u=ayz, pentruz +y+2z=0, 22 +y% + 22 =1.

R: 1) Functia lui Lagrange:

L(z,y,zs A p) =ayz+A(x+y+2-5)+p(ey+zz+yz—8),

. 74 416 4\ .
are punctele stationare: (3, 33 9,—3) si(2,2,1;4,-2).
7 4 4 112
max — min — 2 2 1) =4.
“ <3 3’ 3) o7 tmin = 0(2,2,1)
1 1

2) Umin = _ﬁa Umax = ﬁ
7.13 Sa se gaseasca extremele conditionate ale urmatoarelor functii:

Du=a+yt+ 2% pentruz +y+2z=3.
Du=a3+y3+23 pentrux? +y>+22=3,2>0,y>0, 2>0.
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7.14 Sa se determine dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic a.i.:
1) Aria totald sd fie egald cu 2a? si volumul mazim.
2) Suma celor trei dimensiuni egald cu a $i aria totald mazimd.

3) Volumul egal cu a® si aria totald minimd.

R: Avem:
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Capitolul 8

Siruri si serii de functii

8.1 Siruri de functii reale
2
8.1 Se da sirul de functii (frn), fn(x) = 2i ‘e 2 . 84 se determine multimea de
\ 27

convergentd si functia limitd.

R: Deoarece:
0, zeR\{0},
0, z=0,

i £, (2) = {

rezultd cd multimea de convergenta este A = R\ {0}, iar functia limita: f (z) = 0.

2

8.2 Sa se arate ca girul de functii f,(x) = %, x € R, este simplu convergent pe R
n
catre f(x) = 0.
2 2 _
R: Intr-adevar, o <edd n> ‘ 6. Deci
n+1
2
x®—e€ . 9
N(e,z) = [ . ], daca e < x7,
0, daca e > z2.
o . y cosnx )
8.3 Sa se arate cd sirul de functii fn(z) = PO x € [0, 7], este uniform convergent
n
catre f(z) = 0.
. |cosnx | . o l—c¢ .
R: Intr-adevar, | ——| < € dacda ——— < ¢, adica d.d. n® > ——. Deci
n2+1 n?+1 €
1-¢
, dacae <1,
N(e) = [ € ]
0, daca e > 1.

107
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sinnx

8.4 Sa se arate ca sirul de funclii fn(z) = —, ¢ € R cu a > 0, este uniform
n

convergent pe R cdtre f(x) = 0.

7i—>0.
n()ﬂ

. |sinnz
R: Intr-adevar,

8.5 Sd se arate ca girul de functii f,(x) =
pe [0,00) catre f(x) = 0.

—, T € [0,00), este uniform convergent
ne

1
R: Pentru z > 0, €"* > 1 gi deci 0 < f, () < — — 0.
n

8.6 Se da sirul de functii f, (z) = " € [1,00). Sa se calculeze lim f, (z) =
n T n—00

f(x). Sa se arate ca sirul de functii (fn) este uniform convergent pe [1,00) cdtre f.

2
2nx 1 i o

Ri0<ful@) =573 2, < 2m

8.7 Se da sirul de functii f, (x) = nxﬂ’ xz € (0,00). Sd se calculeze lim f, (z) =

f(x). Sa se arate ca girul de functii (f,) nu este uniform convergent pe (0,00) cdtre f.

1
R: f (x) =0, ins& pentru z, = n, fp (x,) = 3

8.8 Se da sirul de functii f, () = _T_ , x € [3,4]. Sa se arate ca sirul de functii (f,)
n+x

este uniform convergent pe [3,4] catre functia f (x) =0, x € [3,4].

4 4
R: Pentru 3 <z <4, avem: 0 < f, (z) < < ——0.
n+3 n
3
8.9 Sa se arate ca sirul de functii (f,), fn(x) = P nu este uniform convergent
3 +n

pe (0,00).

1
R: f (z) = 0, insd pentru x,, = n, f (x,) = 3

n

8.10 Se da sirul de functii (fn), fn : R — R, definite prin: f, (z) = > 2¥. Sd se
n=0

arate cd multimea de convergentd a sirului este A = (—1,1), insa sirul nu este uniform

convergent pe (—1,1). Sd se gaseascd o mulfime de convergentd uniformd.

1 n+1

x
R:Deoarece, f, (z) = 1 + 7 pentru x # 1, rezultd ca f, (z) este divergent
T a_

pentru |z| > 1, este convergent pentru |z|] < 1. Apoi, f, (1) = n — oo, fn(—1) =
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2
1
(—1,1) si functia limita este f (z) = . .
—x
Daca girul ar fi uniform convergent pe (—1,1), pentru orice € > 0 ar exista un N (&)

1
(1+(—=1)") este un sir divergent. Deci multimea de convergentd a sirului este A =

n+1
ad. | < T < ¢ pentru orice n > N () si orice € (—1, 1), inegalitate echivalenta cu:
T —
1 1
1
1 1 = B
n+l>— In-—Injz—1|), dar sup T+ T = +o0.
€ z|<1
In — lz|<1 | 1p — In —
|| Ed

||

Pentru orice interval [—a,a] C (—1,1), putem lua

si deci girul (f,,) este uniform convergent pe orice interval [—a,a] C (—1,1).

8.11 Se da sirul de functii (f,), fn : R — R, definite prin: f, (r) =1+ 2.
1) Sa se gaseascd multimea de convergentd a sirului si functia limitd.
2) Sa se arate ca sirul nu este uniform convergent pe (—1,1).
3) Sa se gaseasca o mulfime de convergentd uniformd.

R: 1) A =[-1,1], iar functia limit4 este:

1, ze(-1,1),
f(:”)_{ 2, ze{-1,1}.

3) Sirul (f,,) este uniform convergent pe orice interval [—a,a] C (—1,1).

8.12 Sa se arate ca sirul de functii (f,), fn: R — R, definite prin:
" sinkx
fu(2) = Z k3
k=1

este uniform convergent pe R, iar limita sa este o functie continud cu derivatd continud

pe R.
R: Aplicam criteriul lui Cauchy:

- 1 u 1 L 1 1
[t (2) = fn (2 < D <Z(n+k)2<z_:(n+k71)(n+k)<ﬁ'

k=1

, este uniform convergent pe R. Deci
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8.13 Sa se arate ca sirul de functii (fy), definite prin f, () =z arctg (nx), este uniform
convergent pe [0, 00).

R: Aplicdm criteriul lui Cauchy:

[y (1) = f ()] = 2 avct ((n +p) 2) — aret (na)] = - avetg B
1
< x - arctg pe 5 <T- p = p < =
(n+p)nx (n+pnz  (n+pn n
o oo .. . . sinnx .
8.14 Sa se arate ca sirul de functii (f,), definite prin f,(v) = ——, converge uniform
n
pe R cdtre functia f(x) = 0.
i 1
R: Se va observa ca sm;m <.
n n
. B ) . sin? nz
8.15 Sa se arate ca girul de functii (f,), definite prin f,(x) = il x € [0, 7], este
n

uniform convergent catre funclia f(x) =0 si cd desi functiile f, si [ sunt derivabile pe

[0, 7], sirul derivatelor f](z) = Zl sin 2nx nu este convergent pe [0, 7).
n
y T . , (T .
R: Intr-adevar, pentru z = 1 sirul f], (Z) este divergent.

8.16 Se da sirul de functii (fn), fn(x) = H%,

se poate aplica sirului (f,,) teorema de derivare termen cu termen.

x € [-1,1]. Sa se cerceteze dacd

R: Sirul este convergent pe [—1,1] la functia f () = 0. Sirul derivatelor:
1 —n%z? 1, z=0
/ _ . / — 9 I

f @) = gy W @ { 0. ze[-1,1]\ {0}

si nu este uniform convergent pe [—1, 1]. Deci nu se poate aplica sirului (f,,) teorema de
derivare termen cu termen.

1
8.17 Se da sirul (fn), fn(x) = — -arctga™, x € R. Sa se arate ca:
n

lim fo(@)|  # lim £ (1).

I
|:n4>oo ] =1 n— oo
T
R: Deoarece multimea valorilor functiei arctgx este intervalul (—5, 5), rezulta ca

larctg x| < g si deci:
1 =
n 2’

0< |fn($) =

de unde deducem c4 girul este convergent pe R la functia f (z) = 0 si deci: f’ (1) = 0.
Pe de alta parte:

<

1
— -arctgz"
n

n—1 1
lim f. (1) = lim { ’ } _—
r=1 2

n—o00 n—oo | 1 + 27
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8.18 Sa se arate cd sirul de functii (fr), fn :[0,1] = R, definite prin: f, (z) = nre=ne’
este convergent, insa

1

lim fn (z) do # lim f, (z) dz.
n—oo 0

0 n—oo

1

R: Intr-adevar,

li 1f()d lim (- L ! /11' fn () dz =0
1m = 1m - = = — 1m = U.
n—oo Jq n (T v n—oo \ 2 2emn 2’ n L v

8.19 Sd se arate cd sirul de functii (fn), fn

: [0,1] = R, definite prin: f, (x) =
n2z3e="7" este convergent, insa

1 1
lim fn (z) dz # / lim f, (z) dz.
R: Intr-adevar,
1

11 I
li o (2) de = i - ==, lim f, (z) dz = 0.
s [ g = i (5= g ) =g [ o) e =0

n—oo

8.20 Sa se arate ca sirul de functii (fn), fn : [0,1]— R, definite prin: f, (z) =
nx (1 —x)" nu este uniform convergent pe [0,1], totusi

1

1
nan;O ; fn (x) dz :/0 lim f, (x) dz.

n—oo

R: Sirul este convergent pe [0, 1] la functia f (x) = 0. Dar, pentru z,, =

=—- —0,
n

1\" 1
n e
deci convergenta nu este uniforma. Pe de alta parte:

/Olfn(x) dm:n/olxa—x)"dx:w—m, /01

EES| lim f, (z) de =0.

n—oo

8.2 Serii de functii

8.21 Sa se determine multimea de convergentd a urmdtoarelor serii de functii:

V() () o S en S (2

Inn 1+ 22
n=1

n=2
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2
R: 1) Aplicam criteriul radécinii: A = (—o0,0) U <3,—|—oo). 2) Aplicam criteriul

raddcinii: A =R\ {i% + 2k;7r}, Va € R. Pentru x = g + 2k, obtinem seria armonica

. o o o . 7r . . .o
generalizata, convergenta daca a > 1, iar pentru z = —3 + 2k, obtinem seria armonica

generalizatd alternanta, convergenta daca o > 0. 3) Aplicand criteriul raportului obtinem
o serie convergenta pentru: x € R\{0}. Pentru x = 0 seria este de asemenea convergenta.
Deci A =R.

8.22 Sa se determine multimea de convergentd a urmatoarelor serii de functii:

Eoo n_ntl 2’ —2\" oA | 1 5 0
! -1 L2 (4P g
) n:l( ) 'I’LQ +n+ 1 (1 —21‘2> ) Z (nS +n+1)0¢ 111(’['[,2 T 1) (1’ ;L') s

n=1

~

o€

2 _

R: 1) Din < 1rezulta x € (—o0, —1) U (1,400). Pentru = £1 seria este

222
convergentd, conform criteriului lui Leibniz. Deci: A = (—o0,—1] U [1,+00). 2) Din
|x3 — 21’| < 1 rezulta ca seria este convergenta pentru orice o € R pentru:

. <—1+‘/5,—1>u<1_‘/5,_1+\/5>u<1,1+\/5>.

2 2 2 2

Pentru = €

1+V5 146 1

5 5 71} seria este convergenta daca o > —, iar pentru

e ) 1

7 3 seria este convergenta daca o > 3

(=)

8.23 Sa se determine mulfimea de convergentd a urmatoarelor serii de functii:

— n 1 B > W VRZH1l [dz—1\"
1) > (-1 th z.2) Y (-1) n2+n+1<x+3) .

n=1 n=0

Ry a= (559 (23]

8.24 Sa se studieze convergenta urmatoarelor serii de functii, pe mulimile indicate:

. o0 —_—
S nr cos

1) Zﬁ,xe[aﬂwfa], a€(0,m). 2) Zﬁ,xél{.

n=1

R: Din criteriul lui Dirichlet rezulta ca seriile sunt uniform convergente pe multimile
indicate.
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8.25 Sa se studieze convergenta urmatoarelor serii de functii, definite pe R.:

00 n 2 n
Z n3x4’ Zarctg 2+n4 Z{e—(l-i- ) }C:inf

2
R: 1) Din (1 —x2«/n3) > 0 pentru orice x € R, deducem ca |f, (z)| < Q\ﬁ
Vz € R si Vn € N*. In baza criteriului lui Weierstrass, rezulta ca seria este absolut si
1
uniform convergenta pe R. 2) Deoarece |f,, ()| < arctg —;, Vo € R i Vn € N*. In baza
n

criteriului lui Weierstrass rezulta ca seria este absolut gi uniform convergenta pe R. 3)

Deoarece |fy, (z)] <3 , Yz € R i Yn € N*. In baza criteriului lui Weierstrass, rezulta

ca seria este absolut §1 unlform convergenta pe R.

8.26 Sa se studieze convergenta simpld si uniformd a wrmdtoarelor serii de functii, pe
multimile indicate:

> T T 1
1 — 1 )1 —1.
>x+§(1+m 1+(n_1)x>7x60 +z ,xe[%}

R: 1) s, (z) =

— 0, deci seria este convergenta la functia f (z) = 0 pe [0, 1].
14+ nx

Apoi, din: |s, (z) — 0] < =, Vo € [0,1], rezultd ca seria este uniform convergentd pe
n
[0,1].

1 n
2) sp(x) = 2" — 0 [sp(z) — 0] < J2|" < (2) , rezultd cd seria este uniform
9 1
convergenta pe |0, 30
8.27 Sa se arate ca seria de functii:
o0
n=1

este convergentd pe [0, 1] la o functie continud, dar nu este uniform convergenta pe [0, 1].

. (n-De=
L4+n222 14 (n—1)%22|

% converge la functia f(z) = 0 pe [0,1] care este
n<x
1

1
continud. Pe de altd parte, oricare ar fi n € N, pentru x,, = —, avem: |s, (z) — 0] = =

1) Sirul: s, () =

Agadar, existd un € > 0 a.l. oricare ar i n € N, |s, () — 0] > € pentru cel putin un
punct din intervalul [0,1]. Deci seria nu este uniform convergenta pe [0, 1].

8.28 Sa se studieze convergenta simpla si uniformd a urmdtoarelor serii de functii, pe
multimile indicate:
x nx n—1)z

1 — , ¢ €0,1].
)nZ::l l+n+x n+ax ze[0.]
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nx (n—1zx
— 0,1].
l4nx (n)—1+x » @ €[01]

[nze™™® — (n— 1) ze~("=Y2] 2 € [0,1].

18

3
Il
-

&
118

3
Il
-

[e%s) 2
4 )Mt L e R,
)ngl( ) T

N
(18
—
8
3
\
8

2n Infl +x2n72) , T c [07 1]

3
Il
-

(_1)n+1

nm1 Z24n

118

6) ,z€R.

R: 1) Uniform convergenta. 2) Simplu convergentd. 3) Simplu convergenti. 4) Con-
form criteriului lui Cauchy, seria este uniform convergenta pe R. 5) Simplu convergenta.
6) Uniform convergenta.

8.29 Sa se arate ca seriile urmatoare sunt uniform convergente pe multimile indicate:

= " >\ sinnz > ne1 "
1)Zﬁ7xe[—1,1].2)2 o TER. 3) Y (-1 \/57956[0,1].
n=1 n=1 n=1

" 1
R: 1) Din |z| < 1, rezulta x—Q <.
n n
sin nx 1
2 < — R.
) |5 | S ga Pe
1z 1
3) (- 22| < —, pe [0,1].
)| 2 < e

8.30 Aplicand derivarea si integrarea termen cu termen sa se gaseascd sumele urmd-
toarelor serii de functii definite pe intervalul (—1,1):

[es} [es} 1 0 ( 1)n—1 [es) ( 1)n [es}
n—1 - .n B n _ 2n+1 2 n—1
1)an 2)an3)27n m.4)22n+1x S)an .
n=1 n=1 n=1 n=0 n=1
o0
R: Seria de functii ) 2™ este convergentd pe intervalul méarginit (—1,1) si are ca
n=0
1
a f i = .
suma functia f () T—=
[e.°] o0 1
1) Derivand termen cu termen seria . x™ obtinem Y. na"~! = 5-
n=0 n=1 (1 — .17)
o0 o) 1
2) Integrand termen cu termen seria . a™ obtinem Y —z" = —In (1 — x).

n=0 n=1"T

o (1] n—1
3) Trecand pe z in —z In 2) obtinem (Gt

2" =In(1-x).
n=1 n
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o0 o0
4) Trecand z in —z2 in seria > 2™ obtinem convergentd > (—1)" 22" a cirei suma
n=0 n=0
este T3 2 Integrand termen cu termen aceasta serie, obtinem
x
oo n
-1
Z (=1) 22" = arctg x.
2n+1
n=0
5) ioj 2 gl z(1+x)
n=0 (1 — .%')3
8.31 Sa se arate ca:
1[ 0o 1
/ lz (mn _ x?n _ xn—l + :172”_2) dr = Z/ (mn _ xZn _ xn—l + x2n—2) du.
0 n=1 n=1"0
o0 o0
R: Seria Y. > (2" —a?" —a" ! +2?"72) are ca suma functia f(z) = 0, deci
n=1n=1

fo ) dx = 0. Pe de alti parte:

oo 1 oo
Z/ (xn _ x2n _ xn—l +x 2n— 2 Z ( 1 1 > =0.
—Jo n+1 n

2n—1 o1
n=1

8.3 Serii de puteri

8.32 Sa se calculeze raza de convergenta a urmatoarelor serii de puteri:

DR X

M 8
S

°
="

|

~

:lc—|—3

3
Il
-

1
R: 1) p = hm Yl|an| = lim 1”'/2% =5 deci 7 =

2. 2) p= lim {la,| =
H n : . An+1 . 1
lim ¢/n®=1,decir=1.3) p= lim =4, dec1r:Z
n—oo n—oo (075

8.33 Sa se determine intervalul de convergentd si sa se studieze convergenta la capetele
intervalului, pentru urmadatoarele serii de puteri:

oo n o0

xT (-1)“5(}" 00 on (x+2)n 00 (;L'—l)n
D2 arne 2 st D s itve D a1

R: 1) [-3,3). 2) (—5,5]. 3) [—2— ?,—2—# f) 4) [-1,3).
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8.34 Sa se determine intervalul de convergenta si sa se studieze convergenta la capetele
intervalului, pentru urmatoarele serii de puteri:

- n2+1 = in-3) ,
n > (=" s T a>12) E: ( ) an,
n=2 n=1

R: 1) r = 1. In punctul = 1 seria este convergentd, conform criteriului lui Leibniz.
In punctul x = —1 seria este convergenta, conform criteriului lui Bertrand. Deci intervalul
de convergentd este [—1, 1].

2) r = 1 In punctul x = 1 seria este divergenta, conform criteriului lui Raabe-
1
Duhamel, iar in punctul x = —— seria este convergenta, conform criteriului lui Leibniz.

11
Deci intervalul de convergenta este {—4, 4).

8.4 Serii Taylor

8.35 Sa se arate ca:

1 1
1) e® —1+ﬁx—|—§x +- +ﬁx"—|—-~-,x€R.
1 ’ _ 1
i = = _f3 ... vt el
2) sinz 1!33 ke —1—5!:10 + (1) (2n—1)!x +---,z€eR.
1 1 1
3) cosx—l—ax +4'x4—---—|—(—1)"(2n) "+, z€R
1 1. 1
4)1n(1+:17):x—§x2+§x3—‘~+(—l) Yo ze (—1,1).
n

8.36 Sd se arate cd pentru orice o € R gi x € (—1,1) are loc dezvoltarea binomiald:

—1 — 1) (v — 1
(1+x)“=1+%x+%x2+...+a(a ) nl(a ntl) o

8.37 Sd se stabileascd formula lui Euler: e’ = cosx + isinz, Yz € R.

8.38 Sa se gaseasca seriile Mac-Laurin ale functiilor:

6x+6793
1)chz = —
et — e
2)shx = >
R: Se obtine:
1)chz = 1+lx +l:c +- +ix2”+m,xeR.
o T (2n)!
2)shz = lx+lx TR PR S T

3! 5! (2n+1)!
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8.39 Sa se gaseasca seriile Mac-Maurin ale urmatoarelor functii:

f(x) = ! + 2 :Z[H(—l)"znﬂ]x”, |x|<%.

3) Se tine seama ci: f(x) = cosxcosa — sinzsina. 4) Se tine seama ca: f (z) =

1
3 (1 — cosz). 5) Functia se mai poate scrie: f () = In2+In (1 + g), pentru z € (—2,2].

8.40 Aplicand derivarea si integrarea termen cu termen, sd se gdaseasca seriile Mac-
Laurin ale urmatoarelor functii:
Df(@)=1+a)ln(l+x). 2)f(x)=arctgz.
3) f(x) = arcsin x. 4) f(z) =In(z+ V1 +2?).
R: 1) Deoarece f'(z) = In(1+ z), tindnd seama de dezvoltarea functiei In (1 + ),
prin integrare obtinem:

1 1 1
1 In (1 = — 2 - — B4+ () —a2" —1,1].
(1+2)In(1+ x) T3t Tyt + ( )n(n—l)x+ , € (—1,1]
2) Avem ca: f'(z) = T (1+ x2)_1. Dar, inlocuind in dezvoltarea binomiala,
x
pentru o = —1, pe  prin 22, obtinem:
fl@) =Y (=1)"a*",
n=0
care prin integrare, da:
- 1
arctgr = Z (-1)" Tl e (—1,1).
n=0
1 —1/2 RN .
3) Avem ci: f/(z) = ——— = (1 —2?) . Dar, inlocuind in dezvoltarea bino-
V1—2z?
miala, pentru a = 5 pe z prin —z2, obtinem:
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care prin integrare, da:

-1 1 oo
= e (—1,1).
arcsinz = x—i—nzl GOl Tl x x € ( )
1 —1/2 . s .
4) Avem ci: f'(z) = —— = (1+2?%) . Dar, inlocuind in dezvoltarea bino-
V14 a2
mials, pentru o = —5 pe prin 22, obtinem:

/ _ - n (2n B 1)” 2n
f (33)—14‘;(—1) Wﬂf ;

care prin integrare, da:

- 2n— 1 1
1n(;1c—|— 1+x2):x+2(—1)”(?2n)”) 2n+1x2"+1,x€(—1,1).

8.41 Sa se gaseasca seriile Mac-Laurin ale functiilor:

1>f(:c):/:e—t2dt, 2)f(:v)=/0$ mE 3)f(x)=/:1n(1t+t)dt.

R: 1) Inlocuind in dezvoltarea functiei e pe x prin —t? si integrand intre 0 si =,

obtinem:
R = nl 1 2n+1
dt = -1)" — , x € R.
/0 € ;< e TR .

2) Inlocuind in dezvoltarea functiei arctgz pe = prin ¢, impartind prin ¢ si integrand
intre 0 si x obtinem:

T arctgt > 1 9
dt = D —— e E I
| = SV Gy -1,1]

3) Inlocuind in dezvoltarea functiei In (1 + x) pe x prin ¢, impéartind prin ¢ gi integrand
intre 0 §i « obtinem:

TIn(l+t) | o 11
/Otdt_;( D" et e e [-11]

8.42 Sa se determine parametrii reali o gi 8 a.i. seriile:

1
1 Jé; > - a f-1
E .{arctg +ln< >+n2]_2)§ n- 1+6n+ﬁ+ —

sa fie convergente.
R: 1) Se folosesc dezvoltarile in serii de puteri ale functiilor arctg z si In (1 4 x) si se

gaseste a =2 i = 3 2) Se foloseste dezvoltarea lui e® i se obtine a =1si § = 3



Capitolul 9

Integrala Riemann si extinderi

9.1 Primitive. Integrala nedefinita

9.1 Sa se calculeze integralele:
dx

1) /(6x2+8x+3)d:c. 2) /\/Q]Txdx 3) 7

dx 5)/ dx 6)/ dx
V8 — a2 x24T 2 —10°

1

2 1-—
R: 1) 223 + 422 + 32+ C, 2) gx\/Zp:v—&—C, 3) n & " +C,
n—
1 z—+V10

+C.

x—i—\/m

4) arcsin x\[—&—C’ 5) \[arctg\[ )2mln

9.2 Sa se calculeze integralele:

xdx dxr dzx
1 _ . 2 . .
)/(m—l)(x+1)2 )/333—2x2—|—x 3)/2x2—|—3x—|—2

dx dzx ztdzx
4 _—5 —. 6 —_
)/(a:2+4x+5)2 )/x4+1 )/x3—1

z—1 1 T 1
= L 2)1 -
+1‘ SIEES I )nz—l} ¢

1 T +2 1
(4x+3)+C. 4) 2m+ sarctg (z+2)+C.

1
R: 1) Zh’l

2
——arct
N7 gﬁ
1 22+zv2+1 1
17 —/2 241 —/2 2—-1
)8f \[+1+4\[arctg (zv2 + )+4farctg (zv2-1)+C
6) %x2+§ln(xfl)*éln(;z:2+1:+1)Jré\/garctg%@a?—}—l)—l-c.

119
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9.3 Sa se calculeze, efectuand schimbarea de variabild indicata:

/1 x
nxdm, t=Inz. 2) /76 dx, t = e".
T et +1

4

Wﬂixw”:“' 4 /ﬁ’t*

cos X 1 dzx 1
5 ——duz, t—fsmx 6 /— t=—tgux.
) /a2—|—2sin2x ) sin?z + 2cos?z’ 2 &

1

) / cosx t = 8) / 14
x - blnx s — —_
/2 + cos (2z) \/1—|— 4 xt

2
R:1) - 3 n2x+0 2)In(e” +1)+C.

1 1
3) £ arcsin 5z + C. 4) 1 arcsinz* + C.

1 V2 1 1
5 arctg | —sinz | +C. 7 /2 arcsin (\/551111‘) +C
el vz <| | ) )2 3

8) %ln(x2+\/1+x4)+0.

9.4 Sa se calculeze integralele:

1/$(1xd 2/ d3/ 1YY,
4) /21-321~53”3dx. 5) /(tgx+ctgx dx. 6) /\/1;2 eI .
-

7) / LG 8) / e cos (bz) dz. 9) / Va? + lda.

)
)/\/Qfodx. 11) dz. 12) /\/x2+x+ 1dx.

VE=

1 1 1

R: 1) §arctgx2 - Zln (1+a2%) +C. 2)t=2" da: ﬁarcsint—i—C.
n

L, 12 1

= 3¢z +C. 4 2732053 4 (.
2" * 7 (\F) T3V )ln2—1131n5+21n3 *
5) tgx —ctgx + C. 6) t = arcsinz, da: iet (sint — cost) + C.

3

In xf§1n2zf§1nxf§+c.
x x x

3) 5

7)fx

b
8) %We‘” cos bz + me‘” sinbx + C.

1 1
Z 2 Z 2
9) 5% (x +1)+21n(a:+ (x +1))+C’.
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1 9 1 2
10) 5% (9—22)+ garcsin gx +C. 11) t? = 23, da: garcsint—i— C.

1
12) 4(2x+1)\/x2—|—m+ + - ln<x—|— + V2 +z+ )
9.5 Sa se gaseasca formule de recurentd pentru integralele:

1)1, (2) = / sin” 2 dz. 2) J, (x) = / cos™ 2dz.

-1 1
R:1) I, (x) = o " I, (z)— - sin" !

n—1

rcosxT, n > 2.

1
Jn_o (x) + = cos" tasinz, n > 2.
n

9.6 Sa se gaseasca formule de recurentd pentru integralele:

VI, (x):/ o o, (x):/x”e*mdx.

cos™ x

1 " n
(n+1)cosntle  n+1

R: 1) In+2 (.13) =
9.7 Sa se calculeze integralele:

1>/¢mdx. 2)/x S 3)/ dz

341 3+ b’

r+1 dz 3z —1
4 ———dx. _ . ——d
)/x4—|—x2+1 z. 5) /x(x+1)(m—|—2) 6) /Jc2—4x—|—8 o

dx 2?2+ 1 dx
) /(m2+1)2. 8 /(x—l)S(x—i—?))dx. ) /2$2+3x—|—2'

1 1
R: 1) Z( 2z + 3) (—ac2+3x—2)—|—§arcsin(2m—3)+0.
1 2
2) 57 ;51 (Jc-l-i)—?)ln(a: —x+ )+C.
T
1 4+ x+1 1 1
4) —In t 2¢ + 1) + =+/3arctg — (22 — 1) + C.
)4 (1,2_1._’_1) farcg\/g(x+ )+2farcgﬁ($ )+
1 1
5)211195—111(56—1—1) §1n(33—|—2)+0
3 5
6) 2ln(ac —4x+8)+2arctg5+0 7) 21:2 +2arctg:r+C
T
8) — — + —1In +C.9 arct 4r+3)+ C.
) 4(z—1)7 8—1) 32 z+3 )\f g\f( )
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9.8 Sa se calculeze integralele:

3 / r+vVri+az+1 dz. 2) sin\/:?+cos\/5d 3) 3z +2 d
r+1+Va2+z+1 Va -sin2y/z Va2 + 42

dx dx dz
) | g ? | s O v

dx dx .
7 /QSinx—cosx—&—S' §) /M' 9) /tg xdx.

9.9 Sa se calculeze integralele:

dx dx 5 R
Ve ? e 0 e v
z+1 1+sinx

dx
4 N A S /76
)/(l—l—x)\/l—l—ac—i—xQ ) vV—x2+4x+5 ) 1+ cosx

9.10 Sa se calculeze integralele:

(SSI — e“") dx
1) / 2) /cosx - cos 3z - cos 6z dz.

x

etr — e3r 4 2e2 — e 417

> +z+1 2z —5
3 ST etrteT gy, 4 d 1.
)/ 2241 C o )/(x—l)(x—Q)(m—3)(x—4)+a naz

2 — e 41 1/1 1 1
R: 1) 1nu +C. 2) 3 ( sin4x + zsin8x+sin2x+ 5sin10x).

e2r 41 2
arctg 1 (E2 —5$+5
3) ze +C. 4 arct +C.
) ) va—1 & va-—1

9.11 Sa se calculeze integralele:

sin 2x cos 2z

I(z)= | —m—=dz, J(z)= | ———=dx.
@) V3 +sin4x ’ @) V3 +sin4dx ‘
R:I(x)+J(x)= %arcsin (V2cosdz) + Cy, I (z) — J (z) = \%\/3+sin4x+ Cs.

9.12 Sa se calculeze integralele:

I(a:):/ sinx dz, J(a:):/ e’ +cosx

e +sinx + cosx e +sinx + cosx

R: Se calculeaza J (x) + I () si J (z) — I ().

9.13 Sa se calculeze integralele:

dx.

3 22 4 442
1) x+x—|—3x+dx.2)/x+x

Va2 42z +2 2 44
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R: 1) Integrala se poate pune sub forma:

3 4222 4 d
LA U dx:(ax2+ﬂx+fy)\/:r2+2z+2—|—/\/ °

Va2 4+ 2z +2 Vaz+ 2z +2
o .. o n N . 1 1 7 S ..
Derivand si identificand coeficientii, obtinem: o = 3 8= 5 vy = 5’ A= 5 Gasim:
15 1 7 )
3% +6x+6 x2+2x+2+§ln’x+l+\/x2+2x+2‘+C’.

1
2) (4x + x) Vaz+4-2In(z+ Va2 +4) +
9.14 Sa se calculeze integralele binome:
1)/ dx 2)/ dx 3)/ xdx 4)/\3/14— T
w22+ 1 Vat+1 Vit Va? NG

m+1
n

3 tdt 1 t—1 1 1
7/7 — 71n7+§\/§arctan§(2t+1)\/§+0.

R: 1) =0, se efectueazi schimbarea de variabila: z2 + 1 = t3 si se obtine:

2) -1 2 V2+t+1
m + 1 4 - .
2) —— + p =0, se efectueaza schimbarea de variabila: 1+ z~* = ¢* gi se obtine:
n
t2 1 [(t+1 1
_ ——dt=—-In| —— | — —arctgt .
/t4—1 4“(15—1) parctet +¢
2
m+1 ¢ a. Y 2 9 . .
3) = 3, se efectueazd schimbarea de variabila: 1+ 3 = t* gi se obtine:
n
2 2 3.5 3
3 (#—1)dt= s 203+ C
1
m 4+ 1 o . . o a1 3 - .
4) = 2, se efectueazi schimbarea de variabild: 1+ x4 = t3 gi se obtine:
n

f 12
12/t3 (t*—1)dt = 7t7—3t4+C‘

9.15 Sa se calculeze integralele binome:

1) /x3(2x2+1 / Qm.
)/Wﬁw 4) /%mdx

l\D\CX)
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9.2 Integrala definita

9.16 Sa se arate ca:

0 i b Ty
)nggon;n2+kz ) lim -

R: Se va observa ca:

Dl 2”2 1 /1 1 dr. 2) 1 E”: 1 /1 1
im n —_ = ——dux. im =
n—00 1 n2 + k'2 0 1 + .'172 P 0

9.17 Sa se calculeze limitele urmdtoarelor siruri:

k=1 k=1 n+
1 & ® 1 < k2
3) Qp, n2 en2 4) a”_ﬁ 1+72
k=1

k=

9.18 Sa se calculeze, aplicand formula lui Leibniz-Newton:

1 1 x T
1) / dx. 2) / e'dt. 3) / cost dt.
0 14+ 0

_

—x

1 4 -1
x 1+ vz x
4 —dx. 5 dx. 6
)/0 2 13r 42" )/1 * )/_

———dx.
x? 5 x2+4x+5 v

™
3

1 T — 1
7)/0 ) /773 ctgzdz. 9) /O chz da.

1

1 1
R:1)In2. 2) e —e ®. 3) sinz. 4) 2In3 —3In2. 5) % 6) §1n2— —.
1 1 -
7) T 8) —In3. 9) 3 (e—et).

2

9.19 Sa se arate ca:

™

™
3 3 —1
In—/2 sin”xdz:/2 cos" zdz gi cal, = (i n—2-
0 0 n

9.20 Sa se gaseasca o formuld de recurenta pentru integrala:

1
In :/ (1 —a:2)ndx.
0
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= Izp41, de unde:

R: Efectuand schimbarea de variabila x = sint, se obtine J,

2n
Jp = ——Jh_1.
YT on+1 !

9.21 Sa se calculeze:
D /Oxdx 2) /bmdx. 2) /mm
4) Pzl x. 5) /1 /mmdx
\/W 0 e t+e

% ! T
7)/0 In(1+tgz)dx. 8) /0 x2arctg x dx. 9)/0 x”sin® x dx

2m. 4) V2—1+In(V2+1).

R:1)e—2. 2) g(b—a)Z. 3) —
1 98 T 1 /m L &
5) arctge — YL 6) 3 7) §1n2. 8) 5 (5 - 1—|—1n2). 9) T 1
9.22 Sa se calculeze:
2 , 3 da: 2
1 e’*max{1l,z°} dr. 2 —_ 3 min{z — 1,z + 1} dx.
)/ 8 ) )/2 (x+1)Va2 -1 )/_2 ¢ J
T
dz 3 zsinz
. 6 —d
) )[ﬁ cos2z T

4) /lesm(xlm)dx. 5) /Oszr P
3)2.4)1—cosl. 5) ~ G 02 <2;T In (tg?g))

1 1
R:1) 22 —e. 2) — — —.
) ) 5~ 75
9.23 Sa se calculeze:
T
5 cos T 2nm
dx 2)]—/ sin (x + sinz) dx, n € N*
0

_ [ 2
UI*/W (2—cos?z)(e® +1)

0 jusy
CoS T 2 cos T
I = dx—!—/ dr =
/;T (1+4sin®z) (e” + 1) o (1+sin®z) (e* +1)

R: 1) Avem, succesiv:

2 cosw =T
= ————dx = arctg (sinx)|g = —.
| g (sino)l§ =
) Efectuam schimbarea de variabila: o = ¢ + n7 gi obtinem succesiv
I= / sin [t + nm + sin (¢t 4+ nw)] dt / sin [nm + (t 4+ (=1)"sint)] dt =
—nm —nm
= (71)"/ sin [t + (—1)" sint] dt = 0,

deoarece integrantul este o functie impara
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9.24 Sa se arate ca:

1-— k
lim LT CoShY dx = km, k € Z.
e—0 1 —cosx

11— k
R: Notam I (k) = / ~ T Jx. Se constata ci:
. 1l—cosz

I(k+l)+I(k—1):2I(k)+2/ cos kz dx,
€

de unde: lim [I(k+1)—2I(k)+1(k—1)]

1 = 0. Cum lir% I(1) = 7, presupunand ca
e— P

liH(lJ I(k—1)=(k-1mrsi limo I (k) = kn, rezulta prin inductie, ca lir% I(k+1) =
E— E— E—

(k+1)m.

9.25 Sa se calculeze integrala:
b
Im,n = / (37 - Cl)m (b — Z')n dl‘, cum,n € N.

R: Integrand prin parti, se obtine formutla de recurenta: I, , = el L—1,n+1,
n
de unde rezulta:
Im)!
_ n:m: (b . a)n+m+1 )
(n+m+1)!

Im,n

9.26 Daca a < b gsin € N*, sa se arate ca:

1
b n n n 1 2
lim /(x—a) (b—x)" dx :4(b—a) .
R: Din exercitiul precedent avem ca:
(n|)2 2n+1
In n — b )

de unde rezulta ca

? 1
lim /T, =(b—a)® lim { ) (b—a)’.

9.27 Fie f:[0,1] — R o functie continud. Sa se arate cd:

/Oﬂa:-f(sinx) dx:7r~/0ﬂf(sinx) dz.
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R: Intr-adevar,

s
/Trx~f(sinac) dx :/ x- f(sinx) dx—i—/Trx f (sinz) de.
0 0 5
Efectuand in cea de-a doua integrala schimbarea de variabila: x = m — ¢, obtinem:
il il
/;x-f(sinm) dxzﬂ'-/OZ f (sinz) da:—/02 x - f(sinz) dx.

2
9.28 Fie f :[0,a] — R o functie integrabild. Sa se arate ca:

a

/o CESICET )

R: Fie:

_ [ /(@) x si a =) x
“"/o F@ + fla—z) sl /f Tt fla—o)"

127

Evident: I (a)+J (a) = a. Efectuand in integrala J (a) schimbarea de variabild z = a—t,

obtinem c& J (a) = I (a). Deci, I (a) = =

9.29 Sa se calculeze integralele:

™

™
p [2 Loy [2 e,
o (cosz)™™" + (sinax)™ o sinz+cosz+1

R: 1) Fie f (z) = (cosz)™ . Atunci, f (g — x) = (sinz)“*" si conform exercitiului

precedent valoarea integralei este % 2) Fie f (x) = sin®2 + sinz. Atunci, f (g — m)

. . . . 4
cos?x + cos z i deci valoarea integralei este 1

9.30 Fie f : [-1,1] — R o functie continud cu proprietatea cd f (z) + f(—
pentru orice x € [—1,1]. Sd se calculeze integrala:

(2n+1)w
1= / f (cosz) dz.
0

R: Efectuam schimbarea de variabila: z = (2n + 1) 7 — t. Obtinem:

(2n+1)m
I :/ f(—cost) dt.
0

2 1
antl o

Dar: f(—cost) =m — f(cost) gi deci I = 5

x)

)
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9.31 Fie f: Ry — Ry o functie continud strict crescatoare pe Ry si f (0) =0. Sd se
stabileasca inegalitatea lui Young:

a b
/f(x)dx+/ ' (y) dy > ab, Ya,b € R.
0 0

R: Fie S, aria suprafetei cuprinsa intre graficul functiei f, axa Ox si dreapta z = a
si Sy aria suprafetei cuprinsa intre graficul functiei f, axa Oy si dreapta y = b. Evident:
Sy + Sy > ab, de unde inegalitatea ceruta.

3
9.32 Fie F (z) = [ et’dt. Sd se calculeze F' ().

R: Notdm cu G (t) o primitivd a functiei e'’, deci ai. G’ (£) = e!*. Atunci:
F(z)=G®)F =G (%) —G(0), de unde: F' (z) = 322G’ () = 3a%€™"

9.33 Fie f : R — R o functie derivabild pe R, definitd prin: f(z) = foamtgmetgztdt.
Sa se calculeze f' (x) si sd se arate ca:

zf (@) 1/1 T
/O L A e

(E2
R: Se constata ca f(0) =0si [/ (x) = 13— 5 Integrand prin parti, avem:
x
1 1
of (2) e L [ . 1)
der = —= * = ¥ dr = - — .
/0 Sdr= g f@e | w5 [ @ =5 T
9.34 Fie f (x fl cost?dt, x > 0. Sd se calculeze f' (x).

xT

1
R: f'(x) = cosm—l—ﬁcosﬁ.

1
2z
9.35 Sa se determine functiile derivabile f : [0,00) — R, care verifica relatia:

w+/f (x+1) f (2).

R: f(0) = 0 si prin derivarea relatiei date, obtinem: 1+ f (z) = [(z + 1) f (JC)]/, de
unde: [ (z) = %4-1 Deci f () =In (1 + z).

9.36 Farda a calcula efectiv integrala, sa se arate ca:

1 T
og/ha6+ dr < &L
; 2 5
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xT
1
R:Fief(x)zlne +

. Din: f/(x) > 0 pe R, rezultd: f(0) < f(z) < f (1) etc.

9.37 Fie f:[0,1] — [a,b] o functie continud pe [0,1]. Sd se arate ca daca:

1 1
/ f () dz =0, atunci / 2 (z) de < —ab.
0 0

R: Se integreaza pe [0, 1] inegalitatea: [f (z) — a] [f () — b] < 0.
9.38 Fie f : [a,b] — R o functie derivabild, cu derivatd continud, a.i.
f(x) > 1+ f%(z),Vz € [a,b].
Sa se arate cd: b—a < .
R: Se integreaza pe [a, b] inegalitatea:

[ (z)
T @ > 1, Vz € [a,b]

. . o 7T ™ .
i se tine seama de faptul ca: —3 < arctga < 3 pentru orice a € R.

9.39 Daca f: R — R este o functie continud si periodicd, de perioadd T, atunci:

z+T T
/ I () dt:/ f(t)dt, Vo € R.
x 0

R: Fie F': R — R, definit& prin F (z) = f;H_T f(t) dt. Deoarece F' () = f (x+T)—
f(x) =0, rezultd ca F (z) = C. Pentru = 0 obtinem C = fOT f (@) dt.

1 .’1?2"
9.40 Fie I, = [, ?dm. Se cere:
x

1) Sa se arate ca pentru orice n € N are loc inegalitatea: 0 < I,, < 1
n

2) Sa se calculeze lim I,,.

n—oo

3) Folosind identitatea:

1 x2n
logta?—gd g —p2n1_ . :
1+=x 1+
sa se arate ca:
1 1 1
lm (l1--4+-—--+---—— ] =In2

9.41 Fie P(x) = ap + a12 + agz? + - + a,a™. Sd se arate cd existd c € (0,1) a.i.

al an (079
P = — = .
(¢) =ao+ 9 + 3 + +n+1
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R: Aplicim prima formula de medie integralei fol P (z) dx.

9.42 Fie f:[0,1] — R o functie continud care satisface conditia:
1
6/ f(z) de = 2a+ 3b+ 6e.
0

Sa se arate cd existd xo € (0,1) a.i. f(z0) = axd + bxg + c.

R: Fie g : [0,1] — R definitd prin: g(z) = 6 [f (z) — axz® + bz + c|. Se constata
imediat ca fol ) dr = 0. Pe de alta parte, din teorema de medie, rezulta ca exista
zo € (0,1) a.d. fo x) dx = g (z0).

1
9.43 Fie f:[0,1] — R o functie continud care satisface conditia: fol f(z) dx = 3 Sa

se arate cd existd c € (0,1) a.i. f(c) = c?

R: Conditia din enunt se mai scrie: fol [f (z) — 2?] dz = 0 si se aplicd teorema de
medie.

9.44 Fie f : [0, 1] R o functie derivabild, cu derivata continud pe [0,1]. Sa se arate
cd existd ¢ € (0,1) a

/f FO)+ 57 (@)
R: Avem:
/’f )de = (x—1) f @)l - /(x—Df%@d%
dar, conform formulei de medie, exista ¢ € (0,1) a.l
1 1
| @@ =re [ @-1d-—5r©.

9.45 Fie f : [0,1] — R o functie de doud ori derivabild, cu derivata f" continud pe
[0,1]. Sd se arate cd exista c € (0,1) a.i

1
[ s a=r0+ 1o+ e,
R: Se integreaza de doua ori prin parti si se aplica teorema de medie.

9.46 Sa se determine functiile continue f :[0,00) — R care verifica egalitatea

sin(/oxf(t)dt)zlix,x>0.
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R: Din egalitatea data rezulta:

v . 1
/0 f(t) dt = arcsin 112 de unde f (z) = M—lm

9.47 Fie f : [a,b] — R o functie continud pe [a,b]. Sd se arate ca exista ¢ € (a,b)
pentru care:

a/acf(x)dx—i—b/cbf(x)dx:/bxf(x)dac.

a

R: Fie functia F : [a,b] — R, definitd prin: F' () = fj f (x) dx, derivabild cu F’ (t) =
f(t), Y € [a,b]. Avem, succesiv:

/abxf(a:) das/abxF'(x) dzzF(x)|Z/abF(:c) dx—b/abf(:c) dx/abF(gg) de.

Conform teoremei de medie exista ¢ € (a,b) a.l. f: F(z) de = (b—a)F(c).

9.48 Fie f:[0,1] — R o functie continud pe [0,1] pentru care existdi n € N* a.i.

1
11 1
d:]_ —_ —_ e —_.
Of(x):c togtgtoto
11—z

Sa se arate ca existd xo € (0,1) a.i. f(xo) = l )
.

R: Fie g : [0,1] — R, definiti prin:
g(x)=f(z)— (1+x+x2+,_.+xn—1).

Se constata imediat ca fol g (x) de = 0, deci dupd teorema de medie existd zo € (0,1)
a.l. g(xg) =0.

9.3 Integrale improprii

9.49 Sa se studieze natura gi in caz de convergentd sa se calculeze integralele improprii:

& dx @ "
D, =[] —% 40 neN". 2, = —dz,a>0, neN.
) /o (a? + 2?) ) /0 va? — x?

2n
R: 1) Aplicam Criteriul I. Deoarece |f (z)| 22" = (azg—cl—iﬂ)" <1,Vz € (0,00), cum
a=2n>1¢i M =1, rezulta ca integrala este convergentd. Avem apoi:
1 2n—-3
L=2 1= N L n>2

2a’ a22(n—1)
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xn

va-+x

, rezulta ca integrala este convergenta. Avem apoi:

1
2) Aplicam Criteriul II. Deoarece |f (x)| (a — x)i =

S%?Vxemﬂ%

1
cuma:§<1§iM:a

Ja

I = on—1

y In=a Iy 1, n>2.

|

9.50 Sa se studieze natura gi in caz de convergenta sa se calculeze integralele improprii:

®Inzx

o 1 o 1
NIi=| —— dz. 2)I= 4————dxa>0JSI:/ 22 .
I A e Il A AT

R: 1) Scriem integrala ca suma de doud integrale, una pe intervalul [1, \/ﬂ si a doua

pe intervalul [v/2,00). Pentru prima integrals o = 3 <1, M = —, pentru a doua

V2

integrali a = 2 > 1, M = /2, deci ambele integrale sunt convergente. Se obtine I = g

2+1 1
a2 + . 3) Convergenta pentru o > 1 §i [ = ———,
a®—1 (a—1)

1
2) Convergentd si I = §ln
divergenta pentru a < 1.

9.51 Sa se studieze natura si in caz de convergenia sa se calculeze integralele improprii:

© dx 2 dx Le—-1
1) I = —. 2) I = .3 I = — dx.
) /1 z(z+1) ) /0 (14 22)v4 — 22 ) 1 Vb
R: 1) Convergenta si I =1In2. 2) Convergentd si I = T 3) Divergenta.

2v/5

9.52 Sa calculeze integralele:

27 T
d d
nlz/‘ggiif.mfz/ — SR .
o 4—3cosz o sin®z 4+ cost z + sin® z cos?

R: 1) Efectudm schimbarea de variabila © = 7 + u si obtinem:
I_/Tr du _/°° 2dt 27
)4+ 3cosu S 24T VT

2) Scriind integrala ca suma a doud integrale, una pe [07

ol 3

) 0
si a doua pe [§,7Ti| cu

schimbarea de variabila t = tg x, se obtine:

< 14 2
hﬂ/ b
o tr+t24+1 V3

9.53 Sa calculeze integralele:

U%:/eﬂﬂMJﬂ:/ jﬁ&%mﬁﬂ:/ _ehe
0 o 3 o
2

1+ a2)°
(1+22)
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/[ v _ [+ ¥R Y R
I‘L u_@w_xya<b5)L‘[1 Iz d”G)'TK o™

b e 1
vd La<b. 8)]:/ da .9)[:/1n(1—x)dx.
1 T 0

a V(x—a)(b—2) Inx

)=

t
R:1) I, = nl,_1, deci I,, = nl. 2) Deoarece Lgxg 3 < g, Vz (0, 00), integrala
(1+22)2
este convergenta. Integrand prin parti, obtinem: I = g -1.3)I= ~g 4) I =

5 I=6-9In3. 6) [ =~ (w+2) NI=— (a+b) 8) I=2.9)1=

9.54 Sa calculeze integralele:

1

o — 5 2
1)1:/ e~ cos (Bz) dz, o > 0. 2)1:/6 dr_ 3)1:/ v de .
0 0o zln“x 3 (a:—3)(5—x)

1 1
yr- | d 1= d—x /
o 1—2242v1—2z? 1 (2—2)V1I—2a? /1—x2

> dz 434 cosx 2
7[2/ .8]:/7dx.91 / In (cosz) dx.
) 1 2x4+Va2+1+5 ) 2 (:L'—Q)2 ) 0 ( )

337 T

R:1) = NI=1.3)T=""4)T= 35

a

—_. I=
2 _|_62 2 )

6) Divergentd. 7) Divergenta. 8) Divergenta.

7

9) Efectuéim schimbarea de variabild z = g — 2t gi obtinem:

™ 0 ™
_ 4 4 i 4 .
I=2In2 dt + 2 In (sint) dt + 2 In (cost) dt.
0 0 0
In ultima integrala efectuam schimbarea de variabila ¢ = g — u. Rezulta I = —g In 2.

9.55 Flie f:[0,00) — R o functie continud pe [0,00) si integrala improprie (integrala
lui Froullani):

ax)
I = / il ) dr, o <a<b.
1) Sa se arate ca dacd existd lim f( ) =k € R, atunci integrala I este convergent
r—00

b
si ] = [f(())—k]lna.
2) Daca exista lim f(x) nu este finita, dar f:o f (z) dx este convergentd pentru

b
orice o > 0, atunci integrala I este convergentd i I = f(0)In—.
a
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R: 1) Pentru orice [t1,t2] C [0, 00) avem:

“flan) = fbe) [P ) PG

ty x " x @
ato U bto bty du bt du b
- aty fQ(I, ! du— bty fSL) du = f(Cl)/at1 u_f(CQ)/at2 o [f (e1) = f(c2)] lna,

cu ¢ € [aty,btq] si ¢1 € [ate, bta]. Dacd t; — 0 gi tos — oo, atunci ¢; — 0 si c; — 00,
deci: f(e1) — f(0), iar f(c3) — k.
2) Fie F': (0,00) — R o primitiva a functiei S pe (0,00). Pentru orice ¢ € (0, 00),
x
avem:

/OOMCM = I T G ey - F(a) =

x at U bt u

cu ¢ € [at, bt]. Dacd t — 0, atunci ¢ — 0, deci: f (¢) — f(0).

9.56 Folosind integrala lui Froullani, sa se calculeze:

© _—ax _ ,—bx 1 —ar
1)[2/ idl‘, a,b>0. 2)[2/ 71D]H—Lbdxa aabap7q>0'
0 o T ptqe "

x
o0 gma’a® _ g—b?a® * sinax — sin bz
3)1:/ T, ab#0. 4)[:/ SIMAT T SO g ayb > 0.
0 x 0 T
5)1:/00 cos ax — cos bz dr. a.b> 0. 6)1_:/00 arctg (az) — arctg (bx) .
0 x 0 z
b b b
R T=ln2 2) T=m?qm % 3)7=1|2
a a a
b T a
4)I1=0.5)I=In-.6)]=—-In—.
) 0. 5) n- 6) 5y

9.57 Sa se calculeze integrala lui Euler-Poisson: I = fooo e dx.
1
R: Pe intervalul (1,00) avem: [ e dr < [ e ®dx = —, iar pe intervalul [0,1]
e

avem o integrala definita. Deci igtggrala data egte convergenta. Observam ca pentru
x > 0 are loc egalitatea: fooo re TV dy = fooo e~ ¥ dy = I. Putem scrie succesiv:

o0 2 o0 2 o0 o0 2 2 2
I/ e ” dx:/ Ie™™ d:c:/ (/ xezydy> e ¥ dx =
0 0 0 0
= / [/ zexz(y2+1)d1¢] dy.
0 0

12
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Efectuand schimbarea de variabila ¢ = 22 (y2 + 1), obtinem:

1 [ 1 o 1 [ d
12:7/ <2/ etdt)dy/ v __Z

Rezults ci [ — g

9.58 Sa se calculeze integralele lui Fresnel:
1. = / cosx’dx, I, = / sin z2d.
0 0

R: Efectuand schimbarea de variabils t = 22, obtinem:

cos dt. I, = sin
RYAZ 0o Vit

care sunt convergente. Putem insa scrie:

o0 o )
I, —il, = / (cos % — isinxQ) dx = / e " dx.
0 0

I.= dt,

1
Cu schimbarea de variabild ix? = u?, gasim: I, —il, = 3 (1—14)4/ g, de unde:

9.4 Integrale cu parametri

9.59 Sa se calculeze integralele:

y] 1 1
1)1(?4):/ %dm. 2)I(m,n):/ 2™ In" z dzx.
0 X 0

R: 1) Deoarece:

In (1 + y2) Y T In (1 + y2) Y
I'(y) = 2= TY) do = t
W=7 +/o Oty (1+20) = 2042 1420080

prin integrare, obtinem:

I(y)=/0y

1
2) Derivand egalitatea fol x"dx = o de n ori in raport cu m, gasim
m

1n(1+t2) n
2(14142)  141¢2

1
arctg t] dt = 3 (arctgy) In (1 +y?).

n!
I(m,n)= (—1)!m.

135
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9.60 Sa se calculeze integralele:
dx

e e, sin(zy)
DI,(y=[] — y>0,neN. 2) Ik, :/ e~he 22 o
V= [y MOVEY| :

R: 1) Avem succesiv:
™ I 1-3-5----- (2n—1) ™
N 2.46-----(2n) 2"y

2) Pentru k # 0, derivand in raport cu y si integrand de doua ori prin parti, avem:

° k
I (k, =/ —ka e = —F
e

— 11(9):%

Deci, I (k,y) = arctg % Pentru k = 0, avem:

0 X

9.61 Sa se calculeze integralele:
2
Y

- S
DI(y)=["e 2 dx, y > 0.
7r

2) I(y) = [i2 arctg (ysinz) da.
1 arctg (xy)

3)I(y) = J, xmdx.
01 (y) _folmdx.

R: 1) Derivand in raport cu y, avem:

2 2

00 _x2_y7 y o _Z__ 2
I'(y):—2/ e xzﬁdm=—2/ e 22 dz=-2I(y),
0 0

in urma schimbarii de variabild = = 2. De aici rezultd: I (y) = Ce™2Y. Pentru y = 0,

z
obtinem C' =1 (0) = g Deci I (y) = ge_zy. 2)1I(y) = gln (y—i— V1 +y2).

3) I(y):gln(y+\/l+y2). 4) I(y):gln(1+y).

9.62 Sa se calculeze integralele:
7r

) I(a,p) = /2 In (aQSiHQx—i—ﬁQCOSQx) dx, o, 3> 0.
0
0 0

> v d Z
2)[(3;):/21nM x , yl < 1. 3)I(y):/2ln(y2—sin2x)dx, y > 1.
0 1 —ycosxcoszx 0
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R: 1) I(a, B) :”lna;ﬁ~ 2) I (y) = warcsiny. 3) I (y) :wlnﬁf\/ﬁ.

9.63 Sa se arate ca integrala lui Euler de speta a doua:

L(p) :/ 2P le %dz, peR.
0

este convergentd pentru p > 0 gi divergentd pentru p < 0. Sa se stabileasca relatiile:
F'(p+1)=pI(p), pentrup>0 i (n+1) =nl

R: Putem scrie:

1 oS]
T'(p) :/ scp_le_xda:—&—/ P~ le ™ dx.
0 1

Prima integrala este convergenta daca 1 — p < 1, adica p > 0, fiind improprie de speta a
doua, cu et < 2P (zP~1e™®) <1, pe [0,1]. A doua integrald este convergentd pentru
orice p, deoarece lim z® (zP~'e™) =0, Vp € R.

Tr—00

9.64 Sa se arate ca integrala lui Euler de prima speta:

1
B(p.q) =/ P M 1—-2)'dx, p,q€ER,
0

este convergenta pentru p > 0 si g > 0 st divergenta pentru p < 0 sau g < 0. Sa se
stabileasca relatiile:

B(p,q) = Ilm’ p,q>0giB(m,n) = (Wém_?'n(r_ll)'l)', m,n € N*.
R: Putem scrie:
: ;
B(p,q) = /02 P71 — )9 +/1 P71 — )9 N,
2

_ 1
Fie my, M; marginile functiei (1 — z)? ! pe [O, 2} Atunci:
0<mg <z'™P [xpfl(l — x)qfl] < M.
Rezulta ca prima integrala este convergenta daca p > 0, Vg € R. Fie apoi mq, M,
1
marginile functiei 2P~! pe [2, 1} Atunci:
0<my <P (1—z)' "1 [2P ' (1—2)? ] < M.

Rezultd ca a doua integrald este convergentd dacd ¢ > 0, Vp € R. Deci B (p,q) este
convergenta daca p > 0 si g > 0.
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Capitolul 10

Integrale curbilinii

10.1 Lungimea unui arc de curba

10.1 Sa se calculeze lungimile urmdtoarelor drumuri:

Dae=In(t+vV1i+e?), y=vV1+t3 te0,1].

2) x =acos®t, y=asin®t, t€[0,2n].

1 t
R: 1) Avem 2/ () = ——, y (t) = ——, deci
Javem s 0= v = i
dt = dt =1.
/ \/ 1+t2 1+t2 /
2) Avem 2’ (t) = —3acos?tsint si v (t) = 3asin®tcost, deci
T

2
L= 3a/ [sint cost| dt = 6a/2 sin 2t dt = 6a.
0 0

10.2 Sa se calculeze lungimile urmatoarelor drumuri:

1+sint T T
)z = Intge, y=1 cte %2
)@ e Y 1 —sint 63
2)x = bsint —sinbt, y =5cost —cosbt, t € [0,2n].
R: 1) Avem 2’ (t)zi,y' (t) = L Atunci
sint cost

sin?t  cos?t

139
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2) Avem 2’ (t) = 5cost — 5 cosbt, y' (t) = —5sint — 5sin 5t, deci

s
2m 2m —
L:S\@/ \/l—cos?)tdtzlo/ |sin 3¢ dt:60/3 sin 3t dt = 40.
0 0

0

10.3 Sa se calculeze lungimile urmdatoarelor drumuri:

10.4 Sa se calculeze lungimile urmdatoarelor drumuri:

T =t, - T =tgt, o
1) y:\ﬁln(cost), te |:7z,zi| . 2) y:Ctgt, x € [Z,g}
z=tgt—t, z=+2In(tgt),
2
R:1) L =2 2)L:$.

10.2 Integrale curbilinii de primul tip
10.5 Sa se calculeze integralele curbilinii de primul tip, pe arcele de curba C, indicate:

D) I=[,ayds, (C)z=t y=1t te[-1,1].
1

2) 1= [ey*ds, (€) w=—7t' y=1 t€[0,2].

)

)

w

I'=[.\/y@2-y)ds, (C)x=t—sint, y=1—cost, te [O,g}.

4) I = [,2%y?ds, (C) x=acos’t, y=asin®t, a >0, t € [0,27].

R: 1) Deoarece ds = /1 + 4t2dt, avem

1
1:/ 31+ 4t2dt = 0,
1

integrantul fiind o functie impara si intervalul de integrare este simetric fata de origine.
2) Deoarece ds = V/t6 4+ 1 dt, avem

2 8
1 4 1
I:/ t2\/t6+1dt:§/ \/u2+1du:§¢63+61n(8+v65).
0 0
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t
3) Deoarece ds = \/(1 — cost)? +sintdt = 2sin 3 dt, avem

T T
9 t 9 t t 4
1:2/2 sintsinfdt:4/2 sin® = cos = dt = —=.
0 2 0 2 2 3v2
4) Obtinem:
™
3a® 3
I= QLL? ; |s n2t|” dt = 2(15 2 sin” 2t dt,

. . 7 . o v . v v . . v
deoarece functia |sin 2¢|" este periodica, de perloada 5 Efectuam schimbarea de variabila

u = cos 2t i obtinem:
3a® ! 3 3
I="— 1—u?)” du= —ad°.

10.6 Sa se calculeze integrala curbilinie I = fc Va2 +y2ds, unde C este cercul de
ecuatie 2 +y? = azx.

R: O reprezentare parametrica a cercului C este: z = g(l +cost), y = gSin t,
t €[0,27]. Se obtine I = 2a?.
10.7 Sa se calculeze integralele curbilinii de primul tip, pe arcele de curba C, indicate:

VI = [.\/2? +y*ds, (C) x=r(cost+tsint), y=r(sint—tcost), t € [0,2n].
I*fc (22 +y?)" ds, (C) x =acost, y=asint, t € [0,27].
3)I=[,|ryl ds, (C) x=acost, y=nbsint, a,b>0, t € [0,47n].

r? 3 8ab (a® + ab + b?)
: = — 2 —_ = 2n+1 =
R:1) 1= 3 [(\/1+47r) 1]2)1 2?1, 3) T 3@t

10.8 Sa se calculeze integralele curbilinii de primul tip, pe arcele de curba C, indicate:
) I=[.(2>+y*)Inzds, (C) x=ce'cost, y=e'sint, z=¢", t€[0,1].
I = fc (x2 + 4% + 22)_1 ds, (C) x =acost, y=asint, z=>bt, t € [0,27].
1 1
3)I = [,xy?zds, (C)x=t, y= 3 8t3, 2z = 5752, tel0,1].
4) I = [, (2> +y?)zds, (C) x=tcost, y=tsint, z=t, t €[0,1].

3 Va? + b2 27h
R: 1) Deoarece ds = \/3etdt, rezulta I = % (23 +1). 2) I = % ctg .
a a
5 V3 | 8V2
I=—.4) 1=
3) 42° ) 5 ST 15 -

10.9 Sa se calculeze integrala curbilinie I = fc (x+y+ 2) ds, unde C =Cy UCa, cu:

r =17rcost, - z =0,
(Cl) Y= TSint’ te [07§:| 9 (CQ) Yy = T—t, te [0,7’] .
Z:O, Zz =

)
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R: I =(242)r?

10.10 Sa se calculeze integrala curbilinie I = fc V2y? + 22ds, unde C este cercul de
ecuatie 22 +y? + 22 =a?, y==x.

L . a a .
R: O reprezentare parametrica a curbei este: x = E cost, y = ﬁ cost, z = asint,

€ [0,27]. Se obtine: I = 27a?.

10.11 Sa se calculeze masa M firului material cu densitatea liniard p (xz,y) = 1 + z,
care este imaginea curbei:

1
C) z=t, y:§t2, te[o,1].
R: Deoarece ds = /1 + t2 dt, avem
! 7 1 1
/\/l:/ (+0VI+Ed = Vo s (14v2) - <.
0

10.12 Sa se calculeze masele firelor materiale care au densitdafile liniare $i reprezentdrile
parametrice urmatoare:

3 1 V11
1) p(z,y,2) = 2y, ()x—gts,y:§t8,z:Tt3,t€[O71].
1 1
2)/)(1'7% ) V2, ( )1’—t,y:§t2,z:§t3, t€[0,1}.

3)plx,y,z) =2, (C) x=cht, y=sht, z=1t,t€[0,In2].

3 11 1 3+2f
1 4 i1l 2 - 143
R: 1) M=o+ g Inll. 2) M= 8[3\/3 togm Ty
V2 (15
3)M_2<16+1 2)

10.13 Sa se calculeze masa M i centrul de greutate G ale firelor materiale cu densi-
tatatile liniare si reprezentarile parametrice urmatoare:

Dp(zy)=1, (C )CC—RCOSt y = Rsint, R >0, t € [0,7].

) p(x,y)=1, (C) x (t—smt) y=R(1—cost), R>0,tec[0,n].
3)p(x,y) =y, (C) x=R(t—sint), y=R(1—cost), R>0,tec]|0,27].
4) p(z,y) =1, (C) x = Rcos’t, y= Rsin®t, R>0, t € [O f]

R:1) M = R, G< 23). 2)M_4R,G<§R,§R).

3) M = 2R 2R7T,G(R7T,§R). o)M= gR’ G<§R’§R),
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10.14 Sa se calculeze masa M i centrul de greutate G ale firelor materiale cu densi-
tatatile liniare si reprezentdarile parametrice urmatoare:

1) p(z,y,2) =1, (C) x =acost, y=asint, z="bt, t € [0,27].
2) p(x,y,2) = %, (C) x =415, y=15t4, 2 =23 t e [-1,1].

68
R: 1) M = 20V £ 02, G (0,0,b7). 2) M =17, G (0, —=—,0).
) M= 25V F 7, G(0,0,bm). 2) (0.5 5550)

10.3 Integrale curbilinii de tipul al doilea

10.15 Sa se calculeze integralele curbilingi de tipul al doilea, pe arcele de curbd C, indi-
cate:

DI=[zyde—y?dy, (C) z=1t* y=13 tel0,1].

2)I = [,V1—-a?dz+xdy, (C)x=cost, y=2sint,t¢c {—%,g} .

3) 1= [,ye*dr, (C) x=In(1+1t%), y=2arctgt—t, t €[0,1].

4) I = [, 2?ydy — ay*dz, (C) x = +/cost, y=/sint, t € [0, g} .

1
R: 1) Deoarece: dz = 2tdt, dy = 3t*dt, avem: I = fol (2t5 — 3¢8) dt = 57
8

2) Deoarece: dx = —sint, dy = 2costdt, obtinem I =w. 3) [ =7 — 3 ) 1I= %

10.16 Sa se calculeze integralele curbilinii de tipul al doilea:

22dy — y?dz x =rcosdt, Ul
D= f S e { ey e fog).
m~/x2+yW Yy =rsin’t, 2
_ : 3 T =, -
2) I = [, (arcsiny) dz + z3dy, (C) { Y= VI E e[-1,1].

R:1)I= —r\f 91 3%—2

10.17 Sa se calculeze integrala curbilinie de tipul al doilea I = fc (z+y)dx—(z —y)dy,
unde C este curba simpla, inchisd si orientatd pozitiv, care are drept imagine triunghiul
cu varfurile in punctele O (0,0), A(1,1), B(0,2) si ambele capete in origine.

R: Avem: C =CUC,UCs, cu: (C1) 2=t y=1t, t€0,1], (Co) z=2—t, y=
t,te[1,2], (C)) a=0, y=2—t t€[0,2. Incat: [ = [} 2tdt+ [} (—4+2t) dt +

JE(—2+1) dt = 2.

10.18 Sa se calculeze integrala curbilinie de tipul al doilea I = fc 2z dy — 3y dx, unde
C este curba simpla, inchisd si orientatd pozitiv, care are drept imagine dreptunghiul cu
varfurile in punctele A (1,2), B(3,1), C(2,5) si ambele capete in punctul A.

35

R:[=—
2"
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10.19 Sa se calculeze integrala curbilinie de tipul al doilea

dr +dy

1= —== _
c max{|z|, [yl}

unde C este curba simplad, inchisd si orientatd pozitiv, care are drept imagine triunghiul
cu varfurile in punctele A(—1,-1), B(2,—1), C(2,1), D(-1,1) si ambele capete in
punctul A.

R: I =-1.

10.20 Sa se calculeze integrala curbilinie de tipul al doilea I = fc ydx —(x — a) dy, unde
C este curba simpld, inchisd si orientatd pozitiv, care are drept imagine elipsa:

(w—a) o
T—‘rbﬁ:l’ a,b>0

st ambele extremitati in origine.

R: O reprezentare parametrica a curbei C este: x = a (14 cost), y = bsint, t €
[-7,7]. Se obtine I = —2mab.

10.21 Sa se calculeze integrala curbilinie de tipul al doilea I = fc (m2 - y2) dx, unde C
este arcul din parabola y = x? cuprins intre punctele O (0,0) si A(2,4).

56
R:I=——.
15
10.22 Sa se calculeze integrala curbilinie de tipul al doilea I = fc (x - yz) dx + 2zxy dy,
unde C este curba simpld, inchisd si orientatd pozitiv, care are drept imagine conturul
domeniului plan delimitat de curbele: y? = 8z, 922 +y2 =1 si y = 0, situat in primul
cadran.
1 1 2v2 80
R: Varfurile conturului sunt: O (0,0), A (3, 0), B <97 \?)[) Se obtine I = ~ 513"

10.23 Sa se calculeze integralele curbilinii de tipul al doilea, pe arcele de curba C, indi-
cate:

x = —tcost +sint,
1) szcydx—mdy+ (m2+y2+22) dz, (C) y =tsint+ cost, te€[0,7].
z=1+1,
T = acost,
2)I=[,(y—2)de+ (z—x)dy+ (x —y)dz, (C) ¢ y=asint, tel0,27].
z = bt,

R: 1) Deoarece: dx = tsintdt, dy = tcostdt, dz = dt, x> +y> + 22 = 212 + 2t + 2, se
obtine I = 73 + 72 4+ 27. 2) I = —27a(a +b).
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10.24 Sa se calculeze integralele curbilingi de tipul al doilea, pe arcele de curba C, indi-
cate:

DI=[,zde+aydy+ayzdz, (C) x=¢', y=e', 2=+2t t€[0,1].

T = acost,
2) I = [,z2Va? —a?dz + zzdy + (2® +y?) dz, (C) { y=asint, te [O,g}.
z = bt,
Ril)I— 22422 2)1—“2b( 1)
. = 26 c 2. = B o .

10.25 Sa se calculeze integrala curbilinie de tipul al doilea

I:/\/y2+22dx—|—\/22+x2dy+\/x2—|—y2dz,
c

unde C este curba simpld care are drept imagine segmentul [AB] cu: A(—1,—1,—1) gi
B (2,2,2), iar primul capdt in A.
15v/2

R:l=——.
2

10.26 Sa se calculeze integrala curbilinie de tipul al doilea
I= / (y —22)dx — (z — z) dy + (22 — y) dz,
c

22 2 + 22 = a2,

z—y+z=0, cua > 0 st ambele capete

unde C este curba simpld de ecuatii: (C) {

in punctul A (\;%,0, —\;E).

R: O reprezentare parametrica a curbei C este:

a

€) z= 2 cost+

V2 V6

a a a
sint, 2 = —sint — — cost, t € [0, 27].

V6 V6 V2

sint, y =

4a2
Se obtine I = —.
¢ 73

10.4 Independenta de drum a integralelor curbilinii

10.27 Constatand in prealabil ca expresia de sub semnul integrala este o diferentiala ex-
acta, sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii, in care s-au specificat numai capetele
curbet de integrare:

(1,3) (2,0)

H)I= [ ydx+zdy. 2) I = [ y?e“dz + 2ye“dy.
(2,1) (0,2)
(2,3) (2,1)

3)I= [ (x+3y)de+ Br+y)dy. 4)I= [ 2zydz+ zdy.
(1,1) (0,0)
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P
R:1) Cum P (z,y) =y, Q(z,y) =x si g— = %—Q =1, rezulta ca valoarea integralei
T Y

nu depinde de curba rectificabild cu capetele in punctele (2,1) si (1,3). Fie 41 (2,1),
Ay (1,1) si A3 (3,1). Alegem pentru integrare curba simpld C = C; U Cs, in care C; are
ca imagine segmentul A; Ay paralel cu axa Ox, iar Co are ca imagine segmentul AsAg
paralel cu axa Oy, avand reprezentarile parametrice:

=1,

(Cy) { 5:1—157 te[-2,—1] si (Co) { y;t tell,3].

b

Obtinem: I = [, ydz+xdy = fCl yd:1:+xdy+f62 ydr+xdy = — f:; dt+f13 dt =1. Se
observa usor ci functia U (x,y) = xy este o primitiva a expresiei diferentiale y dz + x dy,
adica dU = dx +xdy sideci I =U (1,3) —U (2,1) = 1.

41
2) I =—4. 3)[:?. 4) I =4.
10.28 Constatand in prealabil ca expresia de sub semnul integrala este o diferentiald ex-

acta, sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii, in care s-au specificat numai capetele
curbei de integrare:

(5,12) (9,1)
d d 1 1
e 2= | \/?dﬁ\/%y.
T4 +y 2V 2V y
G4 (3:2)
(=3,-2) ) ) (3,0)
Y z y z

3) 1= / dr — dy. 4) 1= / dx + dy.
) (z —y)? (z—y)° v 4 I+zy T+ay

(12) (3,-2)

13

R: 1)]:111?. 2)I1=2.3)I=4.4)I=In3.

10.29 Constatand in prealabil ca expresia de sub semnul integrala este o diferentiald ex-
acta, sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii, in care s-au specificat numai capetele
curbei de integrare:

(2,3,1) (2,1,3)

HWI= [ yzde+zzdy+ayde. 2)I= [ adr—y*dy+ zdz.
(1,1,0) (1,-1,2)
(3,4,5) (0,3,4)
xdx d zdz xdx dy + zdz
3) 1 = Ty e - ryeytzez
N 3
(0,0,0) (1,-2,2) (22 + y2 + 22)2

R: 1) Cum: P (x,y,2) =yz, Q(x,y,2) = 2z, R(x,y,z) = xy, avem:
OR _0Q 0P OR _ 0Q 0P _

Biy_az_x’%_%_y’ 8:r_8y_z’

deci expresia de sub semnul integrala este o diferentiala exacta si integrala curbilinie nu
depinde de drum. Fie 4, (1,1,0), A2(2,1,0), A5(2,3,0), A4(2,3,1). Alegem pentru



PROBLEME DE ANALIZA MATEMATICA 147

integrare curba simpla C = C; UC2 UCs, In care C; are ca imagine segmentul A1 As paralel
cu axa Ox, Co are ca imagine segmentul A Az paralel cu axa Oy, C3 are ca imagine
segmentul AzA, paralel cu axa Oy, avand reprezentéarile parametrice:

T =1, T =2, T =2,
(C1) y=1, te€[1,2], (C2) y=t, tell,3], (Cs) y=3, te|0,1].
z =0, z=0, z =1,

1
Obtinem: I—fl Odt+f1 Odt+f06dt76 2) I = 30 3) I =5v2. 4) T =I5

10.30 Constatdand in prealabil ca expresia de sub semnul integrald este o diferentiald ex-
acta, sa se calculeze urmdatoarele integrale curbilinii, in care s-au specificat numai capetele
curbei de integrare:

(5,3,1) 2,22
1) 1= / —yzdx+zxdy+xydz / 222dx + 2222 dy + 222 ydz
— (2
(o) (x —y2)* v +y2)°
(2,6,3) 2
(d d d
3)I= / gdaL‘—&—Edy—ﬁdz. / (do + dy) = (@ +y) z
z z 22 22 4+ y2 + 22 + 2zy
(-1,3,1) —1,1
9 2 m
R 1N=—.2)I==.3)1I=7.4) 1=—
M=y ) I=2 3 I=T41="

10.5 Calculul ariei cu ajutorul integralei curbilinii

10.31 Sa se calculeze, cu ajutorul integralei curbilinii, aria domeniului plan mdarginit
de:
1) Elipsa: x = acost, y = bsint, t € [0, 27].
2) Astroida: x = acos®t, y = asin®t, t € [0,27).
3) Cardioida: x = a(2cost — cos2t), y = a(2sint —sin2t), ¢ € [0, 27].
3at _ 3at?
) 1+t3,y—1+t3,t6(0700)~

4) Foliul lui Descartes: © =

1 pon
R: 1) Deoarece x dy — ydx = abdt, avem A = B 02 abdt = mab.
3 3a? 3ra?
2) Deoarece xdy — ydz = Iasin2 2tdt, avem A = 5 0 Tsin22tdt =
Sa
2

A=6ra®. 4) A= —
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Capitolul 11

Integrale multiple

11.1 Integrala dubla

11.1 Sa se calculeze integralele duble:

1) I=[[,In(z+y)dedy, unde: D = {(z,y) S <1,1<y<2}.

cosy 7 7
NT= ([, —Y _ irdy, unde:D = { 0<z<To0< <f}.
) f‘fDl—i—Sinxsiny vay, unde _$_27r_y_27r
3) I = [[, (cos®x + sin® y)dmdy,undeD {acy,O gzogygz}.
4) I = [[, "tV cosy dedy, unde: D = [0,7] x [ g}

2
= Jfp 7 dady, wnde: D =[0,1] x 0,1],

R: 1) Functia de sub semnul integrala este continud. Domeniul D este un dreptunghi.
Aplicam formula de reducere la integrale iterate, in ordinea y, z. Avem:

/dx/ In(x+y) dyf/ [(x4+2)ln(z+2)— (z+1)In(xz+1) — 1] dz,

deci [ = — ln3 41112—§

2) Domemul D este un dreptunghi. Aplicim formula de reducere la integrale iterate,

~ . c oA A ~ . . 1w x
in ordinea z, y. Avem mai intai, efectudnd schimbarea de variabila ¢t = tg —:

™

2 cosy ! 2cosydt 1+siny T
———dx = - =2arctg ——— — 2y = — —y.
o l+sinzsiny o t242tsiny+1 cosy

_ cosy s 1,
d dv= | (5 -v)dy =
/ y/ 1+ sinxsiny v /0 2 vy 87T

e = 1
3) I = [*dx [,* (cos?x + sin y)dy—ﬁﬂ' HI=(e—1)(e"—1).5) = "

|

Apoi,

149
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11.2 Sa se calculeze integralalele iterate:

1= ) do fy (& + 20p) dy. D)1= [} de f) ——dy

2
1 1 Y 1 1T
1 1
R:J)I—f 2)I=3In3—4In2. 3)[—§7r—ln2 4)[-577

11.3 Sa se calculeze integralele duble:

y dxdy

) I=[[,—————=, unde: D =1[0,1] x [0,1].
(1422 +y2)2

2) I = [[,a?ycos (zy?) dedy, unde: D = [07 g} x [0,2].
JI= [,z ye‘rydxdy, unde: D = [0,1] x [0,2].

dwdy
)1 = PR unde: D = [0,1] x [0, 1.
2+ /2 4

R:1)I=1In V2 NI=-" 3)I=24)I=In-.
1++3 16 3

11.4 Sa se transforme integrala dubla I = ffD f (z,y) dzdy in integrale simple iterate,
pentru urmdatoarele domenii:

1) D={(z,y), 2> +y* < 2z}.
1
2)D:{(x,y)7x2+y2<4, x2+4y2217$>0}-

R: 1) D este un domeniu simplu in raport cu axa Oy:
D = {(mvy)a -V 2z — 2 < Z/S \% 23"_3:2’ T e [072}}’

V2z—x2
deCl I*fo d f mf(z,y)dy.
2) D este un domeniu simplu in raport cu axa Oux:

—{(l',y), m<x< \/4—y2, ES [—2,2]}

de(3117f dy f\/lilzf(:r,y)dx

11.5 Sa se calculeze urmatoarele integrale iterate:

1 T 1 VT R \/ R?2—y?
1) I:/ da:/ xdy. 2) I:/ dx/ Vzydy. 3) I:/ dy/ 3z%y2dx.
-1 —z 0 2 —R —/ R?—y?
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7'('

4
R: 1)[23. 2)[22—7 3) I —2R6f sin® ¢ cos? t dt = R6.
2

11.6 Sa se calculeze integrala dubla: I = ffD (x — y) dady, unde D este domeniul plan
marginit de curbele de ecuatii: y =2 — x% siy = 2x — 1.
R: = %
15
11.7 Sa se calculeze integralele duble pe domeniul D marginit de curbele indicate:
DI=[[,(x+2y)dedy, y=2,y=2z, 2=2, z=3.
Z)I—ffD(z +y )da:dy, y=x,z2=0,y=1, y=2.
3) I =[], (32 = 2zy +y) dady, x =0, z=y> y=2.
1= [[pymadedy, zy=1, y=+z, x=2.
5) I = [[, (cos2z +siny)dedy, ©=0,y=0, 4z +4y = 7.

R: 1)1:736 2) I =5. 3)1:%. 4)[:2(1114*1). 5)I:i(w+172\/§).

11.8 Sa se calculeze integralele duble pe domeniul D, unde D este interiorul triunghiului
cu varfurile in punctele indicate:

) I=[[,xdedy, A(2,3), B(7,2), C(4,5).
2) I = [[,\/42? —y?dzdy, O(0,0), A(1,0), B(1,1).

1(m \/§
R: 1) I = 26. 2)]:3<3+2>.

11.9 Sa se calculeze integralele duble:
JI=[[,1-y da:dy,undeD—{( ),x2+(y—1)2§1,y§x2,x20}.
)I=[]p( \x|d+ lyl) dedy, unde: D ={(z,y), |z +[y| <1}.
I—ffD , unde: D = {(z,y), y* <8z, y < 2z, y+ 4z < 24} .
N
1 4
R 1)I=—.2) I=gz 3) I =15v/2.

11.10 Sa se calculeze integralele duble pe domeniul D marginit de curbele indicate:

nI=[[, :Uer)dxdy, y=2% y=nx.
z2dzdy
1= r=0,y=1y=+v2 y=u=x.
) fD /7x2—|—y2 Y Y Y
3)I = [[arcsin/z+ydedy, t+y=0,z+y=1,y=-1,y=1
3
1
)1 = [f, = ddy, y=4y=a% y= 2%
Yy
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R: 1)1:2%. 2)I:é[ﬂ—ln(1+\/§)]3)1'=%. 4) T = 30.

11.11 Sa se calculeze
dxd
I= //#, unde: D = [O, z} x [0, &)
14+ ycosx 2
D

st apoi sa se deducd valoarea integralei:

“In(1
J(a):/ wdm’ ae(0,1).
o cosw

R: Integrand in ordinea y, x, avem:

™
9 @ d “In(1 3
I:/2d$/ 711:/ In(l+acose) . — Jia).
0 o l4+ycoszx 0 cos T

Schimbénd ordinea de integrare si punand tg g =t, y = cos 26, obtinem:

T 1
a - d — arccos o 1 2 d(tte 6
I:/ dy/2 7x:72/7r2 sin29d0/ - (7g3’
0 o l4ycosz n o sin26 1+ ¢2tg?6
2
1
de unde, I = J (a) = % ~5 (arccos )’

11.12 Sd se calculeze aria domeniului plan mdrginit de parabolele: y*> = 10z + 26 si
2
y° =10 — 6.

R: Parabolele se intersecteaza in punctele: (—1,—4) si (—1,4). Considerand domeniul
simplu in raport cu aza Oz, putem scrie:

2 2
Yy — 26 10—y
D= <z< —4,4
{o, T2 <o < 28 yefa ),
10-y7 1024
deci A= [[, dzdy = fildyf 2f2/6 do = —.
T 45
22 2
11.13 Sa se calculeze aria domeniului plan mdrginit de elipsa — + i 1.
a

R: Considerand domeniul simplu in raport cu axa Oy, avem
b —— b ——
D—{($,y),— a2—172§y§* a2_x27z€[_aaa]}a
a a

deci

b
a —+va2—z2 b a
A://dxdy:/ dac/% dy=27/ Va2 — r2dx = mwab.
a a —a
D

——Va2—z2
a
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11.14 Sd se calculeze aria domeniului plan mdrginit de curbele de ecuatii x = 3% — 2y,
z+y=0.

1
R: A=-.
A 6

11.15 Sa se calculeze volumul corpului marginit de planele de coordonate, planul x+y =
1 si paraboloidul eliptic z = 22% + y? + 1.

R:D={(z,y), 0<y<1l-—=x, x€]|0,1]} si deci:

1 1—x 3
Vz//(2:c2+y2+1)dmdy:/ dx/ (2x2+y2+1)dy:1
0 0
D

11.16 Sa se calculeze volumul corpului marginit de planele x = 1, z = 0 $i paraboloidul

hiperbolic z = 2% — 32.

R: D={(z,y), —x <y <z, ze€l0,1]} s deci

1 T
V://(:Ezny)dxdy:/ d:c/ (a:nyz)dy:é.
0 —x
D

11.17 Sa se calculeze volumul corpului marginit de planele y = z, y = 0, z = 0 i
cilindrul 2% + 2% = a2, situat in primul octant.

R: V= [ da [ Va® - a2dy = %a?’.

2 2 2
11.18 Sa se calculeze volumul corpului marginit de elipsoidul 9% + L + %
a

b2 ¢
.TQ
bAll——% 2 2
\ a2 |/ z Y 4
R:V:8f0ad$f0 C l_ﬁ_bﬁdyzgﬂ'abc

11.19 Sa se calculeze, trecand la coordonate polare, urmatoarele integrale duble:

1= [[,/a*+y*dedy, unde: D = {(z,y), x* +y* < 4}.

) I = [, sin (22 + y?) dedy, unde: D = {(z,y), #* +y*> < a?® x <0}.
)

)

=1.

DN

3) I = [[,/a® — 2% — y2dady, unde: D = {(z,y), 2* +y* < ax}.

4) I = [[, /2% +y2dady, unde: D = {(z,y), ax < 2% + 4 < 2az} .

R: 1) Trecand la coordonate polare x = rcosf, y = rsinf, cum J (r,0) = r, avem:

I= //TerdG, unde: D" = {(r,0), 0 <r <2, 6 € [0,2n]}
D

T 1 a 27T . 1
si deci: T = [Zdr [77r2d = 3671 2) 1= [ dr fj"’ rsinr?df = 57 (1 —cosa?).
2



154 GHEORGHE PROCOPIUC & MIHAI ISPAS

3) Trecand la coordonate polare avem:
I= //r\/a2 —1r2drdf, unde: D' = {(7‘,9)7 0<r<acosf, 0c [—g, g}}
D
si deci:
™

™
- acos 6 -
2 1
.7:2/2 de r\/aQ—r2dr:§a3/2 (1—sin39)d9:§a3(37r—4).
0 0

0

4) Trecand la coordonate polare avem:
™

™
— 2a cos 0 —
I= /2 de/ r2dr = Za?’/z cos® 0df = “2a.
0 acosf 3 0 9

11.20 Sa se calculeze integrala I pe domeniul D marginit de curbele de ecuatii indicate:

1)I:ffD sin\/m

drdy, 2% +1y? = T
x2 4 92

2

2 2 2
—, T+ Yy =m".
9 Y

2) 1= [[,dedy, zy=1, zy=2, y=uzx, y=3z.

R: 1) Trecand la coordonate polare avem: D' = {g,w} x [0, 27] si deci:

27 L
Iz//sinrdrdﬁ:/ dﬁ/ﬂ sinrdr = 3.
D 0 3

2) Efectudm schimbarea de variabile: x = \/ﬂ, y = Vuv, avem: J (u,v) = 5
v v
Rezultd I = In /3.

11.21 Sa se calculeze aria domeniului plan marginit de curbele de ecuatii: xy = a,
xy=b(0<a<b),y=ar,y=pr (0<a<pf) sisituat in primul cadran.

R: Efectuam schimbarea de variabile: u = zy, v = g, D’ = [a,b] x [a, §]. Deoarece
x
1

J (u,v) = oy Avem:
1 _
Az//dxdy://fdudv:bTalnﬁ.
v a

D D

11.22 Sa se calculeze aria domeniului plan marginit de curbele de ecuatii: xy = a,
ry=b0<a<b),z?=ay, 2> =py (0<a<p).

RoA=2"% 0

n-=—.
3 «
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11.23 Sa se calculeze integralele duble urmadatoare, efectuand schimbari de variabile core-
spunzatoare:

z2 2 P
1)I:ffDmdxdy, unde:Dz{(x,y), g—’—bj §1}~

2)I:ffD\/mdxdy, unde: D = {(x,y), 2 +y? < a?, yZO}-

3) I = [[, /a2 + y?dedy, unde: D = {(z,y), n* < 2 + y> < 4n*} .

4) I = [[p /22 +y? dedy, unde: D = {(z,y), ax <a?+y* <a?, >0,y >0}.
51=[[, \/dedy, unde: D = {(x,y), ar < z? +y* < 2az, yZO}-

2 1 14 a® (T 2 14
R:1) I = -mab. 2) I = —mad. I="7t 4)I=—(=-2). I=—a>
) 37rab ) £ 7a 3) 3™ ) 3 <2 3) 5) 5@

11.24 Sa se calculeze integralele duble urmadatoare, efectuand schimbari de variabile core-
spunzatoare:

1 2 2
nI=[[, nif_:—y:;/ ) drdy, unde: D = {(z,y), 1 <a? +y> <e?}.
2) I = ffD e*(x2+y2)dxdy, unde: D = {(m,y), 2?2 +9? < 4}.
3) I = [[,/4—a%—y?dady, unde: D = {(z,y), 1 <a?+y? <4}.
4) I = [[,In (22 +y?) dady, unde: D = {(z,y), e* < a? +y* <e*}.

1
R:1) I =27 2) I—7r<le4). 3) I =2mV3. 4) I =me* (3e? —1).
11.25 Sa se calculeze urmdatoarele integrale duble:
/1,2 +y2
1) I = [[,arcsin IS dzdy, unde: D = {(z,y), n* < z? +y? < 4n?}.
T
2,2
+ dxd 1
2) 1= [fy ALY e p= L), ot +a <1}
1 (@2 + g2

7 1
. — 3 =
R:1)I=n (37r 5

2
D/:{(Tae)’oﬁrﬁﬁ,0§9§2w}
1+ sin“ 0

3

\/§> 2) Trecand la coordonate polare, avem:

r

ideci [ = —— drdf = darctg /2 — v/21n 3.
g ffD N7 g

11.26 Sd se calculeze volumul corpului limitat de suprafetele de ecuatii 2> = xy, /T +
Vy=1,2=0.

R: Daca D = {(z,y), Vo + /y <1}, atunci V = [, /zydady. Efectuand schim-
barea de variabile: = u?, y = v?, (u,v) € A, cu

A={(u,v), 0<u<l—v, 0<v<1},

4 1
cum J (u,v) = 4uw, gisim: V = 3 "2 (1—v)dv= TR
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11.27 Sa se determine masa si coordonatele centrului de greutate ale pldcii plane omo-
gene (p(x,y) = const.), care ocupd un domeniul:

$2 y2

2) D={(z,y), 2 +y* <a® 2®+y* >ax, y >0}, a >0
1 4a 4b 3 a l4a
R: 1) M=—-a%hp, G, — ). 2) M=2ma%, G| —=,— ).
) M= gato. <3w’3w) ) M=gra’, ( 6’9w>

11.28 Sa se determine coordonatele centrelor de greutate ale placilor plane omogene
marginite de urmdtoarele curbe:

1) y? =4 +4, y> = 22+ 4.
2) 922 + 25y — 225 =0, 3z + 5y =15, > 0, y > 0.

reno(2o)90(5lly L)

11.29 Sa se determine coordonatele centrului de greutate ale placii plane de densitate
superficiald p (x,y) =y, mdrginitd de curbele: y = x? giy = 1.

5
R”c:(o,7>.

11.30 Sa se calculeze momentele de inertie in raport cu azele de coordonate gi in raport
cu originea ale placii plane de densitate superficiald p (z,y) = xy, care ocupd domeniul

D={(zy), z4+y<1, >0, y>0}.

1 1

R, =1,=—,Ip=—.
Y7120 7% 60

11.31 Sa se calculeze momentele de inertie in raport cu axele de coordonate gi in ra-
port cu originea ale placilor plane omogene, care ocupd domeniile plane mdarginite de
urmatoarele curbe:

Dy=2a* z=y>
2) 22 +y? = ay, a > 0.

3)Ve+\y=+a, x=0y=0,a>0.

3 6 5 1 3
R, =I=—,Ip=—. I, = —7wa* I, = —7a* I, = —7a*. 3
) . Yy %5a 0 35 ) T 647ra7 Yy 647-(&’ 0 327ra )
I,=1,=—a* I, = —a*
T Tyt 0T

11.32 Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu axa Oy a placii plane de densi-

1
tate superficiald p (x,y) = care ocupd domeniul marginit de curbele de ecuatii:

x4’

Ve+y=a, Ve+y=b z=0ay, x=pF%, 0<a<b 0<a<p
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R: Efectuam schimbarea de variabile: /z + /y = u,
82 — a? | b
n-—.
a?f3? a
11.33 Utilizand formula lui Green, sd se calculeze urmatoarele integrale curbilinii, pe
curbele inchise C, parcurse in sens direct:

D I=¢,a?2+y*de+y {xy +In (m +z2+ yz)} dy, unde C este conturul drep-
tunghiului D = [1,4] x [0, 2].
2)I=¢, e?"tV (—ydz + xdy), unde C este cercul z% + y2 = 1.

3) I = §, (xy —y) dx + (vy + x) dy, unde C este frontiera domeniului plan
2 2

D{(x,y), ;+é/2§1},a>0,b>0.

1= fc (x —y)dxz + dy, unde C este frontiera domeniului plan
D= {(x,y), 1‘24'1/2 < 2z, yZO}

5) 1= fc y2dx 4+ 2%dy, unde C este frontiera domeniului plan
D= {(z,y), 2 +y*> <1,y > 0}.

6) I = ¢, /o2 +y?de+y {xy +1In (:13 + /22 + y2)] dy, unde
(C) v =1+4cost, y=1+sint, ¢t € [0,27].

NI=¢§.2(*+y*)de+ (z+ y)* dy, unde C este conturul triunghiului cu vérfurile
in punctele A(1,1), B(2,2), C(1,3).

8) I = fc —y3dx + 23dy, unde C este conturul cercului cu centrul in origine si raza
egala cu 1.

=v, D' = [a,b] x [a?, B?].

< |8

Se obtine I, = 2

2 2
9)I=4¢, e~ +y” [cos (2zy) dz + sin (22y) dy|, unde (C) 3% + :z—Q ~1=0.
a
R: 1) Deoarece: P (z,y) = 2?+y* st Q(z,y) = y [fyﬂn ($+ x2+92>},
1 4
obtinem: I = [[,y*dxdy = 8. 2) I = 2me. 3) I = 2mwab. 4) I = 3 5) 1 = —3
5 4 3
I =-m. I=—-. I =—m. 1=0.
6) i 7) 3 8) 57 9) 0

11.2 Aria suprafetelor
11.34 Sd se determine aria portiunii din sfera (S) %+ y* + 2% = a?, a > 0, situatd in
interiorul cilindrului x% + y* = ay.

R: Datorita simetriei, aria ceruta este de patru ori aria portiunii situata in primul
octant, pentru care avem:

of x of Yy

z,y) =vVa? —x2 —y? == —— ==
f( y) Yy, p or a2—x2—y2’q 6y \/m
dxdy

. 2 2 2 ; — Y
definita pe D {(z,y), 2* +y? <a® x>0,y >0}. Deci S = 4a [[, N
Trecand la coordonate polare, avem: D’ = {(7“7 0),0<r<asinf, 0<0< g} Se
obtine S = 2a? (7 — 2).
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11.35 Sd se determine aria portiunii din conul (S) z = \/W, situatd in interiorul
cilindrului de ecuatie: x* + y? = 2.

R: S = [[sdS = [[, /14> + dady = V2 [[, dedy = 7/2.

11.36 Sa se calculeze aria suprafetei:

. sinu 1. 1+sinu
(8) z=tgucosv, y=tgusinv, 2= ———+ -—ln——— 4 v,
2cos?u 2 Cos U

(u,v) € A= [O, %} x [0, 27].

R:S:ffA A2+BQ+C2dudv:8§.

11.37 Sd se calculeze aria portiunii din paraboloidul de rotatie (S) z = x +y?, situatd

in interiorul cilindrului: x2 + y2 = r2.

Ri 8= [ /T a7+ a7 dody = § |yflar )7 1],

11.38 Sa se gdseascd aria portiunii din paraboloidul eliptic (S) z = — + =
2 2

x
b >0, situata in interiorul cilindrului eliptic: — + ‘Z—Z = 2.
a

R: Sz%ﬂ'ub[(l—&—cQ) \/1—|—c2—1].

11.39 Sd se calculeze aria portiundi din cilindrul parabolic (S) x? = 2z, marginitd de
planele de ecuatii: x = 2y, y = 2z, © = 2v/2.

R: S =13.

2

11.40 Sd se gdaseascd aria portiunii din paraboloidul hiperbolic (S) z = 1 — y? — 22,

situatd in interiorul cilindrului de ecuatie: y> + 22 = 1.

R: Proiectam suprafata in planul Oyz:

Sz//\/1+4y2+4z2dydz: (5\/5—1).
D

1
6

11.41 Sd se calculeze aria portiunii din cilindrul parabolic (S) z = x2, mdrginitd de

planele de ecuatii: 4+ y = \/i, z=0,y=0.

2

ol

R:S=-+-"In(3+2V2).

S| Ut

11.42 Sd se calculeze aria portiunii din cilindrul (S) z%+ 22 = a2, situatd in interiorul

cilindrului de ecuatie: x* + y* = a?.
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R: Datorita simetriei, aria cautata este de opt ori aria portiunii din primul octant, de
ecuatie: z = va? — x2, definita pe domeniul D = {(m,y), 2 +y?<a? x>0, y> O},

™

dzxdy 9 1—-cosd
= 8a ———— df = 164>
// va? — :E2 0 sin? 0

11.3 Integrala de suprafata de primul tip

11.43 Sa se calculeze integralele de suprafatd de primul tip:
1) I = [[s(x+y+2)dS, unde S este suprafata cubului ale cdrui fete apartin
planelor de coordonate si planelorx =1, y=1, z = 1.

2) I = [[s (2? +y?) dS, unde S este sfera x* +y* + 2% = a”.

2 .2 2
3) I = [[s/2?+y?dS, unde S este suprafata laterald a conului % + y—Z _Z 0,
a?  a

b2
0<z<h.
R: 1) Scriem integrala ca suma integralelor pe cele sase fete ale cubului. I = 9.
2) O reprezentare parametrica a sferei este: = acosucosv, y = asinucosv, z =

asinv, cu (u,v) € A =[0,27] x [—g, g], iar ||r, x r,|| = a?coswv. Deci:

I=a* // cos® u dudv = 27m4
A

3) O reprezentare parametrica a conului este: © = avcosu, y = avsinu, z = bv, cu
(u,v) € A =[0,27] x [0, 1], iar ||ry, X ry|| = avva? + b%. Deci:

2
=a®va2? + b2 // v2dudv = gwaQ\/ a? + b2,
A

11.44 Sa se calculeze integralele de suprafata de primul tip:
HI= ffs (y2z2 + 2222 + x2y2) dS, unde S este porfiunea din conul z = \/x2 + 12,
situatd in interiorul cilindrului ©? + y% — 2z = 0.

as
I—ffs\/ﬁ

situatd intre planele z =0 g¢i z = h (a > 0, h > 0).

d
DI=ls rar v
4) I = [[szdS, unde: S = {(x,y,2), * =ucosv, y =usinv, z=v, (u,v) € A}, cu
A =[0,a] x [0,27].
5) 1 = ffs (332 + y2) dS, unde S este suprafata conicd z? = x? + y2, cuprinsd intre
planele z=0 gi z = 1.

2
R:1)I= §97r 2.2) [=mh? 3) = %wa\/gln (2+V3).

4)I=n?lava®+1+In(a+Va>+1)]. 5) [ = %Tl’\/i

unde S este portiunea din paraboloidul 2az = x2 + y?,

unde:Sz{(x,y,z),x +y? 422 :a,zZO}.
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1
11.45 Sa se determine masa suprafetei omogene (p = po): (S) z = 7 (x2 +y2), 0<
z<h, h>0.

4 1
R: M = po [[sdS = po [[, 1+ﬁ(x2+y2)dxdy = 6p07rh2 (5v/5— 1), unde
D= {(z,y), «* +y*> < h*}.

(932 + yz), 0 <2< 1, avind densi-

DN | =

11.46 Sa se determine masa suprafetei (S) z =

tatea superficiald p (z,y,z) = z.

2

Bw (6\/5—}— 1), unde D =

1
R: M = [[s2dS =5 [[5 (2% +4?) VI + 2%+ y? dady =

{(z,y), 2* +y* <2}

11.47 Sa se determine masa suprafetei cubului 0 < x <1, 0<y<1,0< 2 <1, avand
densitatea superficiala p (z,y,2) = zyz.

11.48 Sd se gdseascd coordonatele centrului de greutate al suprafetei omogene z = x% +
y?, situatd in interiorul cilindrului x? + y?> —z = 0.

16
R: G (0,07 19)

11.49 Sa se determine masa si coordonatele centrului de greutate ale suprafetei omogene

(p=1):(S) z=y1-22—y% 2>0,y>0, z+y <1
1 . 1 1 1
R: M= o7 (V2 1) §IG<4\/§,4¢§,W(\@+1)).

11.50 Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu axa Oz al suprafetei omogene
(p=po): (S) 22 +y*+22=d? 2>0.

4
R: I, = gﬂa‘lpo.

11.51 Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu axa Oz al suprafetei omogene

(p=po): (S) z=+/22+4y%, 0<z<h, h>0.

1
R:I. = §7rh4\/§.
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11.4 Integrala de suprafata de tipul al doilea

11.52 Sa se calculeze integralele de suprafata de tipul al doilea:
HI= ffs yzdydz + zx dzdx + zy dxdy, unde S este fata exterioard a tetraedrului
marginit de planele de coordonate i de planul z +y+ z =a (a > 0).

2 22

) I = ffs zdxdy, unde S este fata exterioarda a elipsoidului x— + b—z —I— — =1.
) I = ffs 22dydz + y*dzdx + 22dxdy, unde S este fata ea:temoam a emzsferez x? +

y2+z2:a2,220.

R: 1) Scriem integrala ca suma integralelor pe cele patru fete ale tetraedrului:

(S:)z = 0,D,={(z,y), 2>0,y>0, z+y<a},
(Se)z = 0, Dy ={(y,2), y >0, 2>0, y+2z<a},
(Sy)y = O,Dy:{(z,l‘),ZZO,J)EO,Z—F;ESG,},

in care perechile S si D, S, si Dy, Sy si Dy au orientari diferite, iar Sp, fata continuta
in planul 4+ y 4+ z = a, a carei proiectii pe planele de coordonate consta in D, D, D,,
avand aceeasi orientare cu Sy. Astfel

//mydxdy://mydmdy—l—//xydxdy:—//mydacdy—l—//xyda:dyzo.
S S. So D D

Rezultate identice avem pentru ceilalti doi termeni. Deci I = 0.

2) Integrala sa reduce la
[ 2
D

22 g2 . 4 1
unde D, = {(m,y) —+ 2 < 1}. Se obtine I = gwabc. 3) I = §7TG4.
11.53 Sa se calculeze integralele de suprafata de tipul al doilea:
HI= ffs y dydz+z dzdx+3x drdy, unde S este fata interioard a sferei x24y2 422 =
a?, situatd in primul octant.
2) I = ffs 22y’ zdxdy, unde S este fata exterioard a emisferei % + y? + 22 = R?,

0.
) I = ffs xz dydz+yz dzdx+ (x2 + y2) dzdy, unde S este fata superioara a suprafetei
(S) z=a%+ y care se proiecteazd ortogonal pe planul Oxy in domeniul
D:{ ,x2—|—y2§1}.
dxdy L . .
4) I = [[s unde S este fata exterioard a paraboloidului (S) z =

Va2 2+ 1
42 + 92, 0< 2 < 1.

5) I = ffs 22dydz + y*dzdx + 2?dzdy, unde S este fata exterioard a tetraedrului cu
vdrfurile in punctele O (0,0,0), A(1,0,0), B(0,1,0), C' (0,0,1).

6) I = [[s(2® +y?) zdady, unde S este fafa exterioard a paraboloidului (S) z =
x? +y?, situatd in interiorul cilindrului x* + y? = 1.
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dyd dzd dxd 2
VI = [/s yez  ar y’ unde S este fata exterioard a elipsoidului (S) x—z—i—
x z a
v 22 Y
b7 + — =1.
R: 1) Deoarece cosa = —f, cos 3 = —y, cosy = —E, avem
a a a

I:—l//(xy—i—yz—i—iizx)ds,
a
s

T T
cu (S) x =acosusinv, y = asinusinv, z = acosv, (u,v) € [O, 5] X [O, 5} Deoarece

dS = a’sinvdudv, se obtine I = —2a3. 2) I = RWRT 3) Versorul normalei la

1+ 4x? + 4y

(1-2
// Cry)Uo2) o w
V1 42?2 +4y? 6

suprafata in punctul M (x,y, z) este n = (—2zi—2yj + k), a.i

1 dxd
4) Deoarece cosy = — , urmeazd ci I = —ffD$ =
1+ 6422 + 492 42 + 92 +1
1 25
7 (1= +v?2), unde D = {(z,y), 42* +y?1}. 5) [ = TR 6) I = ™ 7) O reprezentare
parametricid a elipsoidului este (S) & = acosusinv, y = bsinusinv, z = ccoswv,

(u,v) € A, cu A =[0,27] x [0,7]. Rezulta
I = (Zc % ab) //smvdudv = — (132(:2 + 2a? +a2b2) .

11.54 Utilizand formula lui Stokes, sd se calculeze urmdatoarele integrale curbilinii, pe
curbele inchise C, parcurse in sens direct:
1) I=¢,(x+3y+22)de+ 2z + z) dy+(z — y) dz, unde C este conturul triunghiului
cu varfurile in punctele A (2,0,0), B(0,3,0), C(0,0,1).
2) I = §, 2%y3de + dy + zdz, unde (C) 2> +y*> =17, z = 0.
3) I = 9§, (y+2z)de+(z+z)dy+(z+y)dz, unde (C) x*+y*+2* = a®, z+y+2 = 0.
4) I = 4 (y2 +2%) dx + (22 4+ 22) dy + (22 + y?) dz, unde (C) 2% + y? + 22 = 4a?,
x? —l— y? =2z, 2> 0.
) I = §c z—y)dx + (x — 2)dy + (y — x) dz, unde C este conturul triunghiului cu
varfumle n punctele A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c).
6) I = §,y*dx + 2%dy + 2*dz, unde (C) 2* 4+ y* + 2% = a®, 2® + y* = ax (curba lui
Vim'am')
I—fc —2)dx + (2 —2)dy + (v — y)dz, unde (C) 2> +y* =1, 2+ 2= 1.
) I = fca:dx—i- (x+y)dy + (x+y+2)dz, unde (C) x = asint, y = acost, z =
a (Sint + cost), t € [0, 27].
de + @jodz unde (C) 22 +y* =2z, 2 +y+2=0.

fC1+w2 \f
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R: 1) Deoarece F (x,y,2) = (x + 3y + 22) i+ (2 + 2) j+ (z —y) ksirot F = —2i+j—
k, S fiind suprafata triunghiului cu varfurile in punctele A (2,0,0), B(0,3,0), C (0,0,1)

1
din planul g—i—y—f—i—l =0 si decin = - (3i 4 2j + 6k), rezulta I = [[;(n-rot F)dS =

3 1
—5. 2) I = —=7r5. 3) I = 0. 4) Deoarece cosa:%,cosﬁ:%,cosv:g,rezulté
I=[[,(z—y)dS=4n. 5) I =ab+bc+ca. 6) Avem
=2 drdy = -~ d?
— T+yY+ —FV— —mz—yQ xy——4a,

cu D= {(z,y), 2* +y? Sax}. 7V I=4r. 8) I=—ma® 9) [ = —m.

11.5 Integrala tripla

11.55 Sa se calculeze integralele triple:
1= [[f,z%y?zdxdydz, unde V = {(z,y,z
2)

2) I = [[[, 2*dxdydz, unde V = {(967% )

52
3)I=[[[, zdvdydz, undeV{(:z:,y,z), +—+—<1 z>()}

b2

x 1 . . .
R:1) 1= fol de [ dy [ 2¥yPzdz = 0" 2) Domeniul spatial V este simplu in
raport cu axa Oz, deci

V:{x% —c\/1— —b—2<z<0\/1— bQ,xy GD}

22
undeD:{( y), +b2<1}' Deci

I—//dxdy/ b2 2d2—2c// \/1———%—2dxdy.
e\t b2

Domeniul plan D este simplu in raport cu axa Oy, deci

(Ez £E2
D = (Z,y),*b 17¥§y§b 17?716[76%11] )
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1
3) I = Zwabc?

11.56 Sa se calculeze integralele triple:

dxdydz
I= B A
v 1+z+y+2)>°

nate si planul x +y+x = 1.

unde V este tetraedrul delimitat de planele de coordo-

Tyz
2) I = dxdydz, unde V =10,1] x |0,1] x [0, 1].
V= ISy g e 011 0.1] x [0.1]
3)I=[[[, dedydz , unde

\/(1+x2+y27z)3

V{(z,y,2), 2 +y* > 2, 2> +9y> < 1, 2 > 0}.
4) I = [[[,, zdzdydz, unde
1
VZ{(x,y,Z), 0<z< > r<y<2r, 0<z< \/1—332—3/2}.
5) 1= [[[, a?dxdydz, unde V = {(z,y,2), 2* +y* + 2% < R?}.
6) I:fffv PO drdydz, unde: V = {(z,y,2) | 2> +y> + 22 < R, x>
0, y >0, z>0}.

NI = [[[,z2v2%+y?dedydz, unde V este domeniul mdrginit de cilindrul 22 4y? =
2z gi planeley =0, z=0, z=a (a <0).

R: 1) Domeniul V este simplu in raport cu axa Oz:

l—z—y
I:/ dxdy/ // — — — | dady,
/s 0 (1+m+y+z 1—|—3:+y
unde D = {(z,y), 0<y <1—z, x€[0,1]}, deci
1 (' 1 3-uz 5
I=- | (— - de =Inv2 — .
2/0 (1+x 1 > r=Inv2-
1 1 1 Yz
2) I = [, dz [, dy [, 7 dz = —. 3) Domeniul V este simplu in raport

(14224 y%+22) 192

cu axa Oz:

22 4y? d _1
I://dxdy/ : 3:—2// 1— (1+2*+y%) 2| dady,
D 0 5 D

(1+224+y%—2)

unde D = {(w, y), 22 +y? < 1}. Trecand la coordonate polare, avem I = 27 (2[ — 3).
1

1
) I = f02 d:cffm Omzdz = fo < f—ox >d:c = % 5) Trecem la

coordonate sferice:
T =rcospsinf,
y=rsinpsinb, (r,¢,0) €0, R] x [0,27] x [0,7].
z=rcos#,
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Deoarece J(r, p,0) = r?sinf, avem

R 2m ™ 4
1= / rtdr (/ cos? <pdcp) </ sin30d9> = —nR%.
0 0 0 15

6) Trecem la coordonate sferice:

T =Tcospsin, - -
y=rsinpsingd, (r,0,¢) € [0, R] x [O, f] X [O,f} .
z=rcosé,

Deoarece dxdydz = 12 sin 6 drdpd, avem

3 sin” ) cos ¢ 9 9 a?
In ——5|.
/ de/ / Trre T3 (R T TR

7) Trecem la coordonate cilindrice: = = rcosf, y = rsinf, z = z, (r,0,z) € V', unde
V= {(r,@,z), 0<r<2cosf, 0<0< g, 0<z2< a}. Deoarece J (r,0,z) = r, avem

a 2
I= /// zr2drdfdz = // drdG/ 2r?dz = %// r2drde,
v D 0 D

unde D' = {(r,@), 0<r<2cosf, 0<0< g}, deci

T beost T
2 - cos 42 - 82
—a—/2d9/ rgdrzi/Zcos?’HdH:i.

11.57 Sa se calculeze urmatoarele integrale triple:
1) I = [[[, zyzdzdydz, unde V este domeniul spatial marginit de sfera x®+y*+2* =
1, situat in primul octant.
2) I = [[[,, zy?z*dedydz, unde V este domeniul spatial mdrginit de suprafetele z =
zy,y=z,x=1, z=0.
3) I = [[[, 2z + 3y — z) dedydz, unde V este prisma triunghiulard marginitd de
planele x =0, y=0,2=0,z=a,x+y=0>, cua,b>0.
4)1=[[f, (% + 9%+ 22)3 dxdydz, unde V este domeniul spatial mdrginit de cilin-
drul 22 +y% =1 si planele y =0, y = 1.
5 1=[[[, \/1—|— (224 y2+2 ) dazdydz, unde V = {(z,y,2), 22 + y* + 22 < 1}.
) I = fffv (x +y )da:dydz, unde V' este domeniul spatial marginit de suprafetele
22:x2+y2, z=2.
nNI= fffv (1:2 + y2) zdxdydz, unde V este domeniul spatial marginit de paraboloi-
dul z = x2 + y? si sfera x> + y? + 22 = 6.
8) I = [[[,, zdxdydz, unde V este domeniul spatial marginit de conul

2= LR si planud 2 = a, cua, B> 0.
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) 1 1 5 _§ B
R: 11)6[_48 )é_ 61" 3)11 2ab (10b — 3a). 4) I = 5™ 5) 1 (2\/5 1).
I="— —7m. 8) I = ~ma’R2.
6) 3 7 1 =37 8) ks R

11.58 Sa se calculeze urmatoarele integrale triple:

dxdyd
nI=/[f[, %, unde V este domeniul spatial mdrginit de sferele x2 +y? +

22 =1, 22 + 42 —|—z =4,2z>0.

2 2 x2 yz 22
YI=[[[, < b2 )da:dydz unde V = {(x,y,z) b2 + - < 1}
I:fffv (:z: +y?+z )da:dydz, unde
V= {(m,y, 2), 22 +y? <22 2?2+ y? + 22 < d?, z>0}.
4H1=[[f, («? +y + 2?) dwdydz, unde
V= {(x,y, 2), 22+ 9% + 22 < 2az, 2% +y? + 22 §3a2}, cua > 0.
5) 1= [[[, V& +y* + 22 dadydz, unde V = {(z,y,2), 2* + y* + 2* < z}.
6) I = [[[, x*dxdydz, unde V este domeniul spatial mdrginit de suprafetele z = ay?,
z=by?> cuy >0 0<a<bsidesuprafetele z = ax, z= Bz, 0 < a < 3 si z = h,

h > 0. dedud
x dxdydz
VI =
fffv(z2+y+z+1)3
VZ{(w,y,Z),x+y+Z<1,wZO,yZOazZO}—
2dxdydz
‘va y+z)(z+y+2)
V={(x,y,2), t+y+2<1,2>0,y>0, >0}

22y 2
9)I:fffv\/1—< —i—b—Z—i— )dxdydz,unde

22yt 2
V:{(x,y,z),+l)2+ 1}.
10) I = [[[,, zdxdydz, unde V = {(z,y,2), 2* +y> + 2% <8, a? +y? < 2%, 2> 0}.

1) I=[[f, Va? + 2 + 22 dedydz, unde V = {(z,y,2), 2> +y* + 22 < z}.

dxdydz

12) I = _—
) fffV /xz +y2 +22

V = {(z,y,z), 224?22 >4 2?2422 < 16}.

13) I = [f[,, (22 + y* + 2%) dadydz, unde V este domeniul spatial marginit de sfera

22+ 9% + 22 =9 si conul z = /22 + y2.

R: 1) Se trece la coordonate sferice. Avem V’/ = [1,2] x [0, 27| x [07 g}, I=2r 2)

, unde

unde

unde

Se trece la coordonate sferice generalizate:

T = arcos psinb,
y=brsinpsind, (r,¢,0)¢€0,1] x [0,27] x [0,7].
z = crcosf,
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4 1
Deoarece J(r,¢,0) = aber?sinf, rezulta I = gwabc. 3) I = gwa5 (2-V2). 4) 1 =
1 97 1 2 1 1 1 1
—_ 5 1 _—— . I = — . = — —_—— — —_— 4 . =
=7a (S\T 6) 5) o™ 01 27<a3 53>( )h\/ﬁ 7 I
1 1 1 1
—Inv2+ —arctg —= + ——= | arctgv3 —arctg— ). 8) I = — 1
12 N 2\/3( gV3 g ) )

1 24
I=38m. 11) I:Ew. 12) I = 247. 13) I:??’w(z—\/i).

11.59 Sa se calculeze, cu ajutorul integralei triple, volumul domeniului spatial
V:{(m,y7z), z>0,y>0,2>0, 2<1—192 m+y§1}.

R: V= [[[,, dedydz = fol dx 01796 dy f017y2 dz = 1—52
11.60 Sa se calculeze, cu ajutorul integralei triple, volumul domeniului spatial mdrginit
de suprafetele
1) y? = 4a? — 3az,y? = ax,z = +h.
2) 22 +y? + 22 = a?, 22 +y? = ax.
Ny=2%,y=1,2+y+2=3, 2=0.

32 1 e 16
R: 1)V ="70’h. 2) V= (31— 4)a’ 3) V = [Hde [Ldy 77V dz = -
11.61 Utilizand formula lui Gauss-Ostrogradski, sa se calculeze urmatoarele integrale
de suprafatd pe suprafetele inchise S ce marginesc domeniile spatiale V, n fiind versorul
normalei la fata exterioara:
HI= ffs 23y?dydz + x?y>dzdr + 3z dxdy, unde S este frontiera domeniului spatial
V' madrginit de paraboloizii z = x> +y?, 2 =6 — 22 — 3%, 0 < 2 < 6.
2) I = ffs 22dydz + y*dzdx + 22dxdy, unde S este frontiera domeniului spatial
V =1[0,a] x [0,a] x [0,a], a > 0.
3) I = [[sxdydz + y*dzdx + z3dady, unde S este sfera a* + y* 4 2% = a®.
) 1= ffs 2x2yz dydz + 22dzdx + xyz2dedy, unde S este frontiera domeniului spatial
2?2y 2
5) 1 = ffs xdydz + ydzdz + zdxdy, unde S este frontiera piramidei delimitatd de
planele x =0, y=0,2=0, z+y+ 2 = a.
6) I = ffs (x2 cos a + y? cos 3 + 22 cos fy) dS, unde S este frontiera domeniului spatial
2 2
Y z
nNI= ffs yzdydz + zx dzdzx + xy dzdy, unde S este frontiera unui domeniu spatial
V.
8) I = [[szyz (xdydz +ydzdx + zdzdy), unde S este frontiera domeniului spatial
V= {(:U,y,z), 224+ y?+22<d? >0, y >0, 220}.
9) I = ffs 23dydz + 2%y dzdx + 2%z dxdy, unde S este frontiera domeniului spatial
V={(z,y,2), 2 +y* < R?>, 0< z2<a}, a>0.

V: {(m.ﬂy?’z)? £+

a2
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= [[ga?dydz + y*dzdx + 2*dxdy, unde S este sfera (x — a)2 + (y— b)® +
(z—¢)* = R2.
11) I = [[sxdydz+ydzde++/2? + y* dedy, unde S este frontiera domeniului spatial

1
V:{@y’Z% Pyt z< g, \/W<z<2\/m}.

12) I = ffs y2zdydz + vz dzdx + 22 dedy, unde S este frontiera domeniului spatial
V marginit de paraboloidul z = x2 4+ 42, cilindrul % + y? = 1, situat in primul octant.

13) I = ffs 22dydz + y?dzdr + 22dxdy, nde S este frontiera tetraedrului cu varfurile
in punctele O (0,0,0), A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1).

R: 1) Deoarece F (z,y,2) = 23yi+z?y® j+ 3z k si divF = 3 (22%y* + 1), putem scrie

6—a?—y?
I= /// (divF)dr = 3/// (22%y* + 1) dadydz = // dxdy/ (22%y* + 1) dz,
v v D vy

2 12 .
unde D = {(z,y), 2? +y*> < 3}. Se obtine I = %m 2) I =3a* 3) 1= gwa". 4)

3 1 1 1 5
I= §7rab02. 5) I = §a3. 6) I = §7Ta2b2. NI=0. 8)1= ga(j. 9) I = zﬂaR‘*. 10)
8 1 8 20 1 1
I=-7R3(a+b+c). 11 I:ﬂ'< — ).12 I=-m 13)=—.
37 - 1) 96 \3+2v2 9+4V5 ) 8 ) 12

11.62 Sa se calculeze masa cubului de densitate p(x,y,z2) = x + y + 2z, care ocupd
domeniul spatial V = [0, a] x [0,a] x [0,a], a > 0.
3
R: M = —a*.
2
11.63 Sd se calculeze masa corpului de densitate p(x,y,z) = x, care ocupd domeniul
spatial V mdrginit de suprafetele v =2y, y+z2=1, 2y + z = 2.
R: M= 23
: =5 V2
11.64 Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate ale corpului omogen care ocupd
domeniul spatial

3a 3b 3¢
R- G (8’8’8)'

11.65 Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate ale corpului omogen care ocupa
domeniul spatial mdrginit de suprafetele x> +y?> = z, v +y + z = 0.

1 15
R- G (_27_2’ 6).
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domeniul spatial

5
R: G<1,1,3).

11.67 Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate ale corpului omogen care ocupd
domeniul spatial

11.66 Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate ale corpului omogen care ocupd

V={(z,y,2), 2 +y* <22, x+y > z}.

V={(,y,2), s> +y* <a® 2>by, >0}, b>0.
3 3
R: G (O, Eﬂa, 327rab>.

11.68 Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu aza Oz al corpului omogen
(p = 1), care ocupd domeniul spatial marginit de suprafetele x> +y?+2% = 2, %2 +y? = 22
z > 0.

7

4
R: I, = —r (1V2-5).

11.69 Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu axele de coordonate $i in raport

cu originea ale piramidei omogene (p = 1), marginita de planele de coordonate si de
planul z +y + 2z = 1.

1 1
RI,=I,=1,=—,1 = —.
T Yy z 3()’ 0 20
11.70 Sa se calculeze momentele de inertie in raport cu planele de coordonate ale cor-
‘ y . ‘ C z2 oy 22
pului omogen (p = 1), care ocupd domeniul spatial marginit de suprafetele —+ 2
a c
z=c,c>0.

1 1
R: I, = gﬂ'agbc, - gwabgc, Iy = Zmabc®.

11.71 Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu aza Oz al corpului omogen
(p=1), care ocupd domeniul spatial

R: I, = lﬂa—bh?
5 c2

11.72 Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu planul Oxy al corpului avand
z
densitatea p (x,y,z) =

, care ocupd domeniul spatial
(22 + 92 + 222 + a2)?

V:{(:E7y,z),x2+y2§22,ngga},a>0.
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11.73 Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu originea al corpului omogen
marginit de sfera de razd 2 cu centrul in origine.

12
R: Iy = ?871



Capitolul 12

Ecuatii diferentiale ordinare

12.1 Ecuatii diferentiale de ordinul intai

12.1 Sa se integreze ecuatia (12 — x?)dt — 2tz dx = 0 si apoi sd se determine curba
integrald care trece prin punctul (1,1).

R: Avem P(t,z) = t> — 2%, Q(t,x) = —2tx i P, = Q; = —2x, deci membrul stang al
ecuatiei date este o diferentiala exacta. Atunci integrala generala este data de

t x
/ (TQ—xg)dT—Q/ t&dé =C, (to,x0) € D.
to Zo
1. )
sau §t3 — tz? = C. Solutia particulard care satisface conditia initiald data este ¢> —

3tz? +2 =0.

12.2 Sa se gaseasca integrala particulard a ecuatiei (t + ezi-) dt + e <1 — ) dr =0,

care verifica conditia initiald x (0) = 2.

R: 1t2 + zer = 2.
2
12.3 Sa se integreze urmadtoarele ecuatit diferentiale care provin din anularea unei di-
ferentiale exacte:
1) (3t% + 6ta?) dt + (6t%x + 42*) dx = 0.
(t+x)dt+ (t+2z)dx = 0.

2)

3) (242t +a2?) dt + 2ta dz = 0.

4) (t* — 3tx? 4+ 2) dt — (3t?x — 2?) dow = 0.

5) (e' +x+sinz)dt + (e* +t+tcosz)dr = 0.
6) (t+a—1)dt+ (e +t)dx =0.

)

. t
(t2+x2 x>dt+<e _t_t2+ )dx—O

T t
8) (tgz—sith)dt—F( . 2x>dm—0.

171
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1 1
R: 1) 3+ 3222 + 21 = C. 2) §t2+tx+x2:C. 3) §t3:tx2+x2:C.

1 3 1 1
4) Zt4—§t2x2—|—2t—|— gxg =C.5) et +tx+tsinzr+e® =C. 6) em+§t2—|—t:c—t =C.

t
7) arctg— —te+e* =C. 8) ttgx +xctgt = C.
x

12.4 Sa se integreze urmadtoarele ecuatit diferentiale care provin din anularea unei di-
ferentiale exacte:
1) (e +3t%) dt + ('™ + 42%) do = 0, cuz (0) = 0.
2) (arcsint + 2tx) dt + (t* + 1 + arctg z) dz = 0.
4
3) (Inz —52?sinb5t) dt + | — + 2z cosbt | de =0, cuz (0) =e.
x
4) [sinx + (1 — x) cost] dt + [(1 + t) cosx — sint] dx = 0.
t
5) <2L‘xet2 + ln:z:) dt + (et2 + :1:) dr =0, cuz(0)=1.
) (t+x+1)dt+ (t — 2+ 3)dz = 0.
) (sintx = tx costx) dt + t costx dz = 0.
)

6
7
8) (3 +ta?) dt + (tPx + 2%) dz = 0.

R:1) et 43 4ot =1, 2)tarcsmt—i-\/l—t2+t2w+xarctgx—ln\/1+x2+x—C
3) tlnx+x cosbt = €2 4) (1+t)sinz + (1 — 2)sint = C. 5) ze’” +tlnz = 1.
)

1
6 t2—|—t+tw—§x =3z =C. 7) tsintz =C. 8) t* +2t22%2 + 2* = C.

12.5 Sa se determine solutia ecuatiei (2 + 1)dt + (2t + 1)z*dz = 0, care trece prin
punctul (1,0).

2

1
R: Separand variabilele, avem —— dt + ——— x

%1 21 dx = 0, cu solutia generala

1
§ln(2t+1)—|—x—arctgx:C’.

1 1
Solutia particulara care safisface conditia data este 3 In(2t+1)+z—arctge = 3 In3.

12.6 Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale cu variabile separabile:

1) xdt+tdz =0. 2)tm—x—x3
3) tex’ =1 —t2 )tgtsm xdt—i—ctgmcos tdx = 0.
5)de = (2 4+ 1) (2® + 1) dt. 6) (*—1)a' —tx =0.
7o' +sin(t+2)=sin(t—z). 8 a'=sh(t+z)+sh(t—z).
1 1
R: 1) Ecuatia se mai scrie, separand variabilele: n dt + —dz = 0. De unde Injt| +
x
In|z| = 1n|C|, sau tz = C.
2) 12 (14 2?) = Cz? 3) 2® —2Int + ¢* = C. 4) ctg?z = tgt + C.
1
5) x =tg <3t3+t+0). 6) 2 =C(t*—1). 7) ln‘tgg‘—s—Qsint:C.

8) x =In|[tg (cht + C)].
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12.7 Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale cu variabile separabile, cu conditiile
initiale precizate:

1) (1+e')za’ =€, cux(0)=1.
2) (14 ") 2?dx = e'dt, cuz(0) =0.
3) 2/ + cos (t + 2z) = cos (t — 2), cux(())zg.
1
4) e thz dt — me”dm =0, cux(l) = g
5) 2’ = et + =% cux (0) = 0.
6)z(t+2)dt+t(x—1)de =0, cuz(l)=1.
7)t (2 +1)dt + 2% (t* + 1) dz =0, cuz (0) =
t
1.
R:1)z?2=1+2n 1te . 2) §x3+%:arctget. 3) In|tgz| =4 (1 — cost).

4) Insin?z =@ D* — 1. 5) z=In (et—l—%— 1). 6)t+x+2Int—Inx = 2.
7) 3arctgt? + 2arctgx® = ~

12.8 Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale cu variabile separabile:

1) (cost—smt—i—l)m =cosz —sinz — 1. )215\/1—952—:1:’ (1+¢%).

3) etsin® x + (1 + ) (cosz) 2’ = 0. 4) 22 (sint) + (cos?t) (Inz) z’ = 0.
5) z —sm(t—x). 6) x+t' =a(l+tx).

7) (tz —1)° ta' + (t*2® + 1)z = 0. 8) tv1+ 22 +avV1+ 122 =0.

R: 1) tgg:0(1+tgg) <1—tg;>. 2) & = sin [C'ln (1 +12)].

3) arctge’ =

+C. 4)xz=(1+Inx+ Czx)cost. 5) t+C = ctg <x2—t+z>

1
b —
6) 1+ tz = Ce®. 7) Cu schimbarea de functie u = tx, obtinem 22 = Ce T

) VI+2+V1+22=C.

n2a?

12.9 Sa se determine un factor integrant si sa se integreze ecuatia
(t3sinz — 2x)dt + (t* cosx + t)dx = 0.
R: Avem P, =t3cosz — 2, Q¢ = 4t3cosx + 1 si deci
<8P 8Q> 3
Q Ox ot t

1 du 3 . . . < 1
este functie numai de ¢. Ca atare avem — E 7 si o solutie particulara este u = ex

Inmultind ecuatia cu p, obtinem

2x 1
<s1nx t) dt + <tcosx+ t2> dr =0

o . . o . x
a carei solutie generala este ¢sinz + 2= C.
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12.10 Sa se integreze urmdatoarele ecuatii diferentiale stiind cd admit un factor integrant
de forma p = p(t):

1 2tm+t2w+3x )dt+(t2+x2)dxzo.

)

) (t+ x?) dt — 2tz dx = 0.

) (tsinz 4+ xcosx)dt + (tcosx — xcosz) dz = 0.
)

2
3
4) (t +sint +sinz) dt + coszdx = 0.

1 1 1
R: 1) u=cet, zet <t2+ 3x2> =C.2)u= 2 In|t| — Emz =C.

3) u=-el, (tsinz +xcosx —sinx) el = C.
4) p=et, 2etsinx + 2et (t — 1) + e? (sint — cost) = C.

12.11 Sa se integreze urmdtoarele ecuatii diferentiale stiind cd admit un factor integrant
de forma p = p(x):

Dax(l+tx)dt—tde=0. 2) zdt — (t + 2?) dz = 0.
3) 2tw (Inz)dt + (12 + 22V1+22) de = 0. 4) (1+ 3t*sinz) dt — tetgadz = 0.
R)u=— ‘yle_cot=—e@ro
D=, — 5t =C. 3_3396 .
1, 1, = 1t
3y p=—,hlz|+ < (2?+1)2=C. ) p=—, — +3=C.
T 3 sinz’ sinx

12.12 Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale stitnd cd admit un factor integrant
de forma indicata:
1) (t—a)dt+ (t+2)de =0, p=p(t*+2%).
2) tx?dt + (t?z — t) de =0, p = p(tz)
3) (263 + 3%z + 2% —a3) dt + (22 + 3tz + 12 — t3) dz =0, p=p(t+x).
4) (B +a?+1)dt —2twde =0, p=p(a* —1?).
5) (t—tx)dt+ (2 +2)de =0, p=p(t* +2?).
6) (3t +2x +2?)dt + (t + 4tx 4+ 522) dz =0, p (t + 2?).
R:1)pu= 1 1111(152—1—332) — arct t =C.2)te —Inlz|=C
FHET g + 227 2 & '
Nt3+tr+a3=C(t+x) 4) u= (xQ—tz—l—l)_z, 2 —t?+1=Cuz.
3

5) u= (t2+x2)§, r—1=CV2+22 6) p=t+a? (t+2x) (t+x2)2 =C.
12.13 Sd se gdseascd solulia ecuatliei omogene t* + 222 = txa’, care satisface conditia
initiald x(1) = 2.

d t
R:Cu schimbarea de variabila x = ty, ecuatia devine liy 2= cu solutia generala
Y

t = C/1 + 2. Inlocuind pe y, avem t?> = Cv/t2 4+ 22. Conditia initiald determini pe
C= Solutia particulara cautata este t2v/5 = /12 + 2.

Sl
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12.14 Sa se integreze urmdatoarele ecuatii diferentiale omogene:
x
1)te' =x—t. Nt =x+tel. 3)ta'=—-t—ux.
4) 22 =z (t— ). 5)tx':a:—|—ttg%. 6) t—x)a' =t+uwx.
7) ta' = x + t cos? % 8) 2t2x’ =2 + 2. 9) taxa’ + 2tx + 12 = 0.
R: 1) Prin schimbarea de functie = ty ecuatia se transforma intr-o ecuatie cu
1
variabile separabile: 3’ = —7 de unde x = tln T
C
2) Se obtine ty’ = €Y, de unde z = —tInln T

3) Se obtine ty’ = —1 — 2y, de unde z = 4) t = C’e%

DO |

t
.z t
5) smz—Ct. 7) tg;—ln(C’t). ) ( x)ln(C’t) 9) 1H|t+$|+m—c.

12.15 Sa se integreze urmdtoarele ecuatii diferentiale omogene, cu conditiile initiale
precizate:
, . .z
1) tx sin — +t=uzsin—, cuz(l) =0.
2) 22 =22 +te + 1%, cuz (1) =2.
3) dtx (£ + 2%) &’ + a* + 6t%22 + t*, cuz (1) =0.
)

3t 3t
4 <$—3tsin> 2’ + 3xsin — =0, cux(z) =1.
x T 3

R: Avem: "
1) te = e 7. 2) arctg 5 —2Int| = —. 3) t°+10322 +5tz* = 1. 4) In|z|—cos — = 1.
x

12.16 Sa se integreze urmadtoarele ecuatii diferentiale reductibile la ecuatii omogene:

1) t+z-3)a' =t—a+1. )(t—2x+3)x—2t—4x+1
) (t—z+4) 2’ +t+z—2=0. 4) (2t +2z—1)a' +t+z+1=0.
5 t—x—2)2' +t+x=0. 6) (3t — $—3)x’:3m—7t+7.
7) (3t—|—2m—5)x +2t+3x—5 8) (dt+2zx+1)a' +8+4x+1=0.
9) (t—2x+3)ax'+2t+x—1=0. 10) (6¢t+ 2z —10)a’ = 2t + 9z — 20.

4t—2

R: 1) 2 = 2tz — 2% 20 + 62 = C. 2) (1-3t+62)% 5= =C.
Nt +2r -2 -4 +8r=C. 4)t+2r+3n|t+z—2| =

5)33 —r—t2+4x=C.6) (t+z—1)"(t—z—-1)"=C.
)
)

7) a® +3tx 4+ 12 — 5t — 5z = C. 8) (4t + 2z +1)> =4t + C.
9 2 4tx —a2 —t+3x=C. 10) (z —2t)* = C (t+ 2z —5).

12.17 Sd se integreze ecuatia liniard neomogend ©' = xtgt + cost, t € R\ {g +nr}.

1

R: Ecuatia omogena corespunzitoare, ©’ = ztgt, are solutia generald z(t) = C'- cost’
cos

™
te R\ {5 + nr}. Ciutdm pentru ecuatia neomogeni o solutie particulard de forma
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1 1 1
x*(t) = u(t) - ——. Se obtine pentru u ecuatia v’ = cos®¢, de unde u(t) = it + 1 sin 2t.
cos
In consecinta, solutia generala a ecuatiei date este

1 1 1 1 T
t) = t+ —sin2t) - —— t — .
z(t)=C- cost+(2 +4sm ) sl 6R\{2+n7r}

12.18 Sa se integreze urmadatoarele ecuatii liniare de ordinul intai:

1) 2’ — zctgt + 2tsint = 0. 2) (1+t*) 2’ +a —arctgt =0.
3) 2’ +ax —be!t =0, a,b,p € R. 4)tx’—t+1x—t+1:().
3
5) (2 -1)22/ 3 +3tav/Z —1=0.  6) I+ +z+t—VI+2=0.
3 —2 n
NE(E+1) o + (260~ ) o= —— S)x’—tﬁlm:et(zH-l) ,neN.

R: 1) x (t) = t?sint + Csint. 2) x (t) = arctgt — 1 + Ce 28t
b
3)z(t) = - ePt + Ce™% pentru p # —a si x (t) = (bt + C) e, pentru p = —a.
a-p

4) z(t) = flet. 5) z(t) = i (C—t9) (12 1) 2.
6) z(t) = t+\/7t2(ln(t+\/1+t2)+0)
7) 3 (8) = 1 +t3+1 8) 2 (1) = (¢! + C) (t+ 1)™.

12.19 Sa se integreze urmatoarele ecuatii liniare de ordinul intdi, cu conditiile inifiale
precizate:

1)x’:17t27 t—1, cux(0) = 2)tr' +x=¢€', cuz(a)=b (a#0).
3) tr' —nz =t""int, cuz (1) = 4) 2’ cos®’t+z —tgt =0 cuz (0) = 0.

1
5)ta) —nx =t"tle!, cux(1)=1. 6)ta'+ (22 -1z =2 -1, cuz(1)=1- -.

R:1)z(t) = < t\/l—tz—l—arcsmt)uii_t 2)x(t):%(et—ea+ab).

1 1
3) z(t)= 1 (e —tn2) + 5tn+2 In|t]. 4) z(t) = =1+ tgt + e 8L,
Ba(t)=t"(c'—e+1). 6) x(t) =1—te ",

0.
0

12.20 Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale de tip Bernoulli:

1) ta' +x + t'a? = 0. 2) 2txx’ — 22+t =0.
3) 3ta’ = (1 +tsint — 3x3sint) . 4) 2’ = 2tw + t3\/z.
5) 2’ = tx — tas. 6) tr' + = z?Int.
) 8)

7) 3tz — 223 = ¢3. 24/ sint + x cost = a3 sin’ t.
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z (2 +Ct) = 1. 2) z? = tln%. 3) a3 (34 Cest) =1¢.

+2 249 2
( Pt > )(1+C’e_t)x2:1. 6) z(1+Ct+1Int) =
=34+ Ct2. ) 2(C —t)sint = 1.

12.21 Sa se integreze urmadtoarele ecuatii diferentiale de tip Bernoulli:

1) 3t%dt = (t* + €”) du. 2) tedt + (2 + 22 + 1) da.
3) ta' +x =322, 4) (*Inz —t)de = zdt.
2t N
5) ta’ + 2z = 3t325. 6) 2’ — =4 tgt.
) ta’ + 2z 3 )z et marcg

R:1)#le®=x+C.2) vt +2t222 + 222 = C. 3) ta:f/Sln% =1

Ht(1—Cr+Inz)=1.5)z"3 =Cti — %t?’. 6) = (t) = (1+1t?) (C—|—arctg2t)2.

12.22 Sa se integreze urmdatoarele ecuatii diferentiale de tip Bernoulli, cu conditiile
initiale precizate:

)2’ +z=e2yz, cuz(0) 9
2) (B+1)a' + 3tz =22 (£ + I)QSint7 cuz(0) =1.
3) («? +2m+t2)x’+2t20, cuz(1)=0.
4)2(152 1) xx! — tx? —t(tz—l), cux(\@):ﬁ
5) 2’ —zcost =x""1sin2t, n#1, ne N\ {1,2}, cuz(r) = 1.
R:)z(t)=et! 1et—i—l i 2)x(t):; )t +at=e"
’ 2 ' (t3 4+ 1) cost’ '

n- 36(7171) sint
n—1 n-1 '

D=2 —1+V2—1.5) 2!

12.23 Sd se arate cd ecuatiile diferentiale de tip Riccati de forma t2x' = at?x?+btx +c,
a, b, c € R, admit solutii particulare de forma x* (t) = at™!, dacd (b+ 1)2 — 4ac > 0.
Sa se integreze apoi ecuatiile diferentiale:

1) 2t%2" = 222 + 1. 2) 4% (¢’ + 2%) +1=0.
3) 122 + (2 —tx)> = 0. 4) 122/ = 222 + tz + 1.

R: Intr-adevar, o* (t) = at~! este solutie dacd aa® + (b+ 1) a + ¢ = 0, ecuatie care

are ridicini reale daci (b+1)> — 4ac > 0. 1) O solutie particulari este z* (t) = —t L.
Efectuand schimbarea de functie z = ~3 + =, obtinem ecuatia liniara 2t2y’ = 2ty — t2,
)
t 1 2
a carei solutie generala este: y (t) = 3 (C —Int). Deci, z (t) = 7 + C—mpy
1 1 1 3t2 1 1

2) z(t) = o7 4) z(t) = —

. — =" . S S
s T icrmy VW=t Ere i TR C =)
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12.24 Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale de tip Riccati, stiind ca admit
solutiile particulare indicate:

1) 2’ — a2 —|—2eac—e + e, x*(t):et.

2) ta! — 2 + (2t + )z =12 +2t, z* (t) = t.
t 1

3) o' + 2? 51nt—25m2 ,xt ()= — st

4) (P —1)a' +2? —2tx+1=0, 2 (t) =

6) (1+3) 2’ — 2% — 22 =2t, a* (t) = t*
1
- —¥m+9t2—0 x* (t) = 3t.

~J

) &’
)t
)
)
5) 22 + 222 +tx =4, 2* (t) = %
)
)
)

8) t* (2 +2%) —2(tx — 1) =0, x*(t):%

1 3cos?t
et =
R: 1) ()_e—i—cft 2) = (1) t+Ct+1'3)x(t) cost SCfcgos?’t'
11 |t—1 I R
2 1
t) = 3t t)= -+ ————=
7) (1) 3+606 32 _ 1 8) x(t) . t(Ct—1)

12.25 Sa se integreze urmdatoarele ecuatii diferentiale de tip Riccati, stiind ca admit
solutiile particulare de forma x* (t) = at™, « € R, n € N:

Dt2t—1)a' +2>+ 4+ 1)z +4t=0. 2) (£° —1)2’ +2t2a® — t'z - 3t> = 0.

4Ct3 — 1 Ct3 — 1

12.2 Alte ecuatii integrabile prin metode elementare

12.26 Sd se integreze ecuatia © = a,(2')" + ap_1(2’)" "1+ + a1’ + ag.

1
R: Punem 2z’ = p. Atunci dz = pdt, dt = — dz, de unde
p

1
t= /;(nanp”_1 +(n—1)a,_1p" %+ +a1)dp.

Solutia generala este data de

n -1
{t—n_la o —5 1P+ asp+arlnp+ G
T =anp" + an_1p"” 17 4 ap+ag, p>0.

12.27 Sa se integreze ecuafia x = (x/)ztg z'.

R:t=ptgp —In(cosp) + C, v = p*tgp.
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12.28 Sa se integreze ecuatiile:
2
=a5, a#0.

R: 1) Luim = = cos® 7 si ' = sin®7. Rezulti t = 37 + 3tg7 + C, = cos®> 7. 2)
1
Luim z = asin® 7 si 2/ = acos® 7. Rezulti t =5 <3tg37' —tg7+ 7| +C,x=asin’71.

12.29 Sa se integreze ecuatiile:

1)t =2z +ev. 2)t = a'sinz’ + cos’.
3)t= (2 (/) — 22 + 1) e 4)t=asina’.
R: 1) Punem o’ = p. Atunci t = 2p + P, dx = pdt = (2p + peP) dp. Solutia generala
este data de
t=2p+e’, x=p>+(p—1)e’ +C.
2) t =psinp + cosp, x = (p2 - 2) sinp + 2pcosp + C.
3
3)t=(2p*—2p+1)e*, x = (2p3—3p2+3p— 2) e +C.
4) t =psinp, z = (p2 — 1) sinp 4+ pcosp+ C.
12.30 Sd se integreze ecuatia Lagrange x = 2tx’ + (a)2.

R: Punem 2z’ = p. Atunci x = 2tp + p? si diferentiem: dx = 2pdt + 2t dp + 2p dp.
dt 2

Dar dx = pdt si deci i ——t — 1, care este o ecuatie liniara, a carei solutie generala,
p p

pentru p # 0, este t = — — g, incat solutia generala a ecuatiei date se scrie
D

C 20 p?
t=——=, — 4+ =, e R\ {0}
=g a=o b peR\{0)
Pentru p = 0 se obtine z(t) = 0, care este o solutie singulara.

12.31 Sd se integreze ecuatia Clairaut x = tz’ + (z')".
R: Punem 2’ = p si derivand obtinem: p = tp’ + p + np"~1p’ sau p'(t + np"~1) = 0.
Avem: p’ = 0, p = C, care di solutia generald z(t) = Ct + C"™. Saut = —np" 1,
x = (1 —n)p™, care reprezinta o integrald singulara.

12.32 Sa se integreze urmatoarele ecuatii de tip Lagrange sau Clairaut:

1 1'_2th —|—lnx Na=t(1+a2)+ (). 3)z=2ta+sinz'.
4 x:ft:r + e 5z =2+ (')’ —42’.  6)z= (')’ +t(2')°.

) ) )
) ) )
7z = ( Nt 8)z=ta +4/1+ ()% 9)x—1+tgc + (22,
10)z=2ta’ —4(2')°. 1) z=ta +2' (1—2'). 12)t(z')> -z’ = 1.



180 GHEORGHE PROCOPIUC & MIHAI ISPAS

C 1 2C
Ril)t=———,z+np+——-2,p>0.
p p

p
2)t=2(1-p)+Ce P, z=[2(1-p)+CeP](1+p)+p*
C cosp sinp _E72cosp

3)t:—27727 , T —sinp, p # 0 si = 0, solutie singulara.
p p p

C <1 2 2) 3C ( 3 3)
4ht=—=—-2|-—-5+= ), 2= -2 |1-—=-+—= ), p#0.
) p? p p P 2p? p P ’
5)t=2p+ C, z =p? +2C si v = 2t — 4, solutie singulara.
6)t= - (C—p3+3p2> P <C+p—pQ>§i$—0 r=t+1

(p—1)* 22 ) (1) 2 ’ ’

solutii singulare.
1 cp? o

Nt=———=5 -1, 0= ——=siz=0,2z=1t+ 1, solutii singulare.

(r—1) (p—1)

8) x = Ct++1+C?sit?+ 22 = 1, solutie singulara.

9 2=Ct+1+C?sit=—2p, x=1-p? solutie singulara.

10) t =3p? + Cp~2, 2 = 2p> — 2Cp~1, p # 0 si & = 0, solutie singulara.
1) z2=Ct+C((1—-C)sit=2p—1,z=p? solutie singular.

12) t = Cx + C? i 22 + 4t = 0, solutie singulara.

12.33 Sa se integreze ecuatiile:
Daa' +(t—2)a’ —t=0. 2) (2')° = (22 +t)a’ + 2tz =0.

R: 1) Ecuatia se mai scrie: ¢ (' — 1)+ z2’ (2’ — 1) =0, deci 2’ = 1 sau t = —zza’. De
unde: = =t + C; sau z2 + t2 = Cs.
2) Ecuatia se mai scrie: ¢ (2' —2z) = 2’ (2/ — 2z), deci 2’ = 22 sau 2’ = ¢. De unde

x=C1e? sau xz = §t2 + Cs.

12.34 Sd se integreze ecuatia (x')? + ta’ + 3z + 12 = 0.

R: Punem 2’ = p, avem p? + tp 4+ 3z + t? = 0. Derivam in raport cu t: 2pp’ + p +
tp' +3p+ 2t =0sau (2p+ 1)(p’ +2) = 0. Din p’ = —2 urmeazd p = —2t + C, de unde
solutia generala

2(t) = —é[ﬁ L H(C—20)+ (C—20)?], tER.

Apoi t = —2p si @ = —p?, care reprezinti o integrald singulara.
o , 1 ,
12.35 Sa se integreze ecuatia t = —x + (2')".
x

1 d
R: Punem 2/ = p, avem t = —x+p". Derivam in raport cu z. Obtinem d—p (np
P x

d, 1
) = 0. Deci ﬁ =0, p = C, de unde solutia generala t(x) = Yok +C", sau x = np"t!,

n—1__
1

2
p
t = (n+ 1)p™, care reprezinta o integrald singulara.
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12.3 Ecuatii diferentiale de ordin superior
12.36 Sd se gdseascd solutia ecuatiei ©(®) =0, care satisface conditiile initiale:

z(0) =1, 2/(0) =0, 2”(0) = -1, z®(0) =0, 2P (0) = 1.

C C C C
R: Solutia generala este z(t) = 4—:164 + 3—'2t3 + 2—?1@ + T?t + C5. Conditiile initiale
precizate conduc la solutia particulard z(t) = ﬂt‘l — 5152 +1,t€R.

1
12.37 Sd se gdseascd solufia generald a ecuatiei " = .

R:z (t) =tln |t‘ + Clt + CQ.
12.38 Sd se determine solufia ecuafier ¥’ = sint, care satisface condititle initiale

2(0) =1, 2'(0) = —1, 2”(0) = 0.

1
R: Prin trei integrari succesive obtinem solutia generald x(t) = cost+ §C’1t2 + Cot +

Cs. Solutia problemei lui Cauchy este x(t) = cost + 2 — t.

12.39 Sd se gdseascd solutia generald a ecuafiei t = x”/ +Inx”.

1
R: Punem z” = 7. Atunci t = 7+ In7. Avem dz’ = 7dt = 7(1 + =) 7. Se obtine
T

1 3
solutia generala t =7+ In7, x = 673 + 172 +Ci(t+1nT) + Co.

o o o ) o . " 2
12.40 Sd se gdseascd solufia generald a ecuatiei t = e — (z")".

R: Punem 2 = 7. Atunci t = e” — 72. Avem da’ = 7dt = 7 (7 — 27) dr. De unde
2 2
¥ =7e" —e" — 573 + C1. Apoi dx = 2'dt = (T@T —e" — 57’3 + C’1> (€™ —27)dr. De

unde

1 3 2 4
T = (27-—4> e’ + (27—2—373+C1)67+1575—0172—1—02.

12.41 Si se integreze ecuatiile: 1) " =1 — (2/)%. 2) (@) + (2)* = 1. 3) (™) =
2"

R: 1) O reprezentare parametric a ecuatiei este: 2’ = 7, 2" = 1 — 72. Din d2’ = dr

1
i + Ci. Din dx =
1—71

1 1
si dv/ = (1—7?%)dt, obtinem dt = ——dr. Decit = ~In
1—72 2

.
Tdt = ﬁ

2) O reprezentare parametrica a ecuatiei este: z”/ = cos7, 2’ = sint. Din da” =
—sinTdr gi de” = sinTdt, rezultd dt = —dr, deci t = —7 + Cy. Din da’ = cosTdt =
—cosTdr, urmeazd ' = —sinT + Oy, iar din dz = (—sin7 + Cs) dt = (sinT — Cy) dr,
deducem © = —cos7 — Cot + Cs.

1
dr, de unde z = —5111’1 —7'2| + Cs.
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3) Luam 2 = 27. Atunci 2”7 = 272. Din da” = 47d7 si do’ = 27dt, rezulta

4
dt = 2dr, deci t = 27 + C1. Din da’ = 272dt = 47%dr, urmeaza z’ = §T3 + (5, iar din

4 4 2
dr = (373 + CQ> dt =2 (373 + C’2> dr, deducem x = §T4 +2CoT + Cs.

12.42 Sd se integreze ecuatia 3 -z = —1.
1
R: O reprezentare parametricd este (3 = 7, 24 = —= 7 #£ 0. Obtinem dz® = dr,
T
1
dx®) = — = dt, deci dt = —7 dr. Se obtjine solutia generals
T
L, L .1 a1 2
t —_ —— = ——_— —_— _— — .
27 +C1, =x 1057’ —+—8Cl7' 2027 + C5

12.4 Ecuatii carora li se poate micgora ordinul

12.43 Sd se integreze ecuatia ™ sint — (™Y cost +1 = 0.

R: Punem z("~1 = u si ecuatia se transformi intr-o ecuatie liniard in u: o' sint —
ucost+1 = 0. Cusolutia u (t) = cost+C; sint. Deci 2("~1) = cost+ C} sint, cu solutia
generala:

Ch-
a:(ﬂ:cos(t—n 711'1

—1 i n—1 02 n—2
7r>+0151n<t— 5 7T>+(n—2)!t IS t+C,,.

12.44 Sd se integreze ecuatia xz” — (z')? = 22

R: Ecuatia nu contine pe ¢ explicit. Punem z’ = u, 2" = ud— si obtinem ecuatia
T

d 1
xuﬁ = u? + z2, care este o ecuatie omogens. Luand u = zy, obtinem ydy = p dx, de
1
2 s . 5 ((t=C2)*=Cn)
unde y? = 2In|z| + C1, deci 2’ = zv/2Inz + C7, cu solutia x = e2 .
12.45 Sd se integreze ecuatiile: 1) txa’ +t (2/)° — za’ = 0. 2) 2xz” = (x — ta')°.
!
R: Ecuatiile sunt omogene in x, 2, 2. 1) Cu schimbarea de functie r_ u, obtinem
x

2’ = zu, 2" = r(u?+u') si deci ecuatia devine tu’ —u+2tu? = 0. Rezulta z = Cov/12 + C1.
C

1
2)x=Chte 1 .
12.46 Sd se integreze ecuatia t>zx” + t2(2')? — Stxa’ + 42% = 0.

R: Ecuatia este omogeni de ordinul patru in ¢, z, dt, dz, d>z. Impartind prin ¢? se

x x x\2
poate pune sub forma n a4 (2')? — 5? sz’ +4 (;) = 0. Punem ¢t = e", z = tu
si ecuatia devine uu” + (u')? — 2uu’ = 0. Luand acum u’ = p obtinem ecuatia liniara

d 1 1 1
@ +—p—2=0, cu solutia p(u) = — (u2 +Cl). Deci v/ = — (u2 +Cl). De unde
u u u

du
u? (1) = Coe® — Cy. Regultd a2 = 2 (Cot® — Cy).



Capitolul 13

Ecuatii si sisteme diferentiale
liniare

13.1 Sisteme diferentiale liniare de ordinul intai

13.1 Se da sistemul:

x = 31’ ! ’—130 ! t>0
— ty’y_t ty’ .

Sa se verifice ca:

1 1 1 1
1 _ 1 _ 2 2 __
X 7(“/‘727 Yy ——?, X —tzh’lt, Yy ——th(l-l-lnt),

formeaza un sistem fundamental de solutii si sa se scrie solutia generald a sistemulus.

R: Solutia generala este:
1 1
a:(t)zt—2(01—|—021nt), y(t)z—t—2(C’11nt+C’2(1+lnt)).

13.2 Se da sistemul:
1 1 4 3
== - = -4 = 2,t>0.
T t$+ty,y ta’+ty+ )
Sa se verifice ca:
ot =t, gyt =2t, 2 =tnt, y* =t(1 +2Int),
formeaza un sistem fundamental de solutii si sa se scrie solutia generald a sistemulus.

R: O solutie particulara a sistemului este: *(t) = tIn*¢, y*(t) = 2t(In*t + Int).

183
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13.3 Se da sistemul:

t
tx/:aj-f—y, ty/:—y—Fm—ln(t-f—l), t>0.
Sa se verifice ca:
1 2
$1:t7y1:03 x2:57y2:7¥7

formeaza un sistem fundamental de solutii si sa se scrie solutia generald a sistemulusi.

t
R: O solutie particulara a sistemului este: * = In(t + 1), y* = el In(t + 1).

13.4 Se da sistemul:

4 4 1 1
r__ —
T —gx—ﬁer;, Y —2x—gy+t, t € (0,00).

Sda se verifice ca: x1(t) =1, y1(t) =t si x2(t) = 2t2, ya2(t) = 3, t € (0,00), formeazd un
sistem fundamental de solutii si sa se scrie solutia generald a sistemulus.

R: Deoarece W (t) = —t> # 0, cele doua solutii formeaza un sistem fundametal de
solutii pentru sistemul dat si deci solutia generala a sistemului omogen corespunzator

este
x(t) = C1 + 20 t2, y(t) =Crt+ Cs 3.

Cautam pentru sistemul neomogen o solutie particulara de forma
¥ (t) = u(t) + 22 v(t), y(t) = tu(t) + 3 v(t).
Derivand si inlocuind in sistem, obtinem
w4262 = %, u 30 =t,

sau, rezolvand in privinta lui v si v’

1 1 1
r r
wEZm U= T
o 1 1 . .
de unde, prin integrare u(t) = 2t — Int, v(t) = T o Inlocuind in z*(¢) si y*(¢),

obtinem solutia particulara a sistemului neomogen
* * 2 1
o*(t) =4t — 1 —Int,y*(t) = 3 — St — tnt
si deci solutia generala a sistemului neomogen este

1
x(t) = Oy + 20y t* + 4t — 1 —Int, y(t):Clt+02t3+3t2—§t—tlnt, t>0.
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13.2 Sisteme diferentiale liniare cu coeficienti con-
stanti

13.5 Sa se determine solutia generala a sistemului diferential lintar omogen cu coefici-
enti constangi:

2 =3y—4z, vy =—2z, Z=-2x+y.

R: Matricea transformarii liniare asociate este

0 3 —4

A= 0 0 -1

-2 1 0
Ecuatia caracteristica a transformarii liniare 7" este A> ~7A—6 = 0, cu radacinile A\; = —1,
Ao = —2, A3 = 3, simple. Deci transformarea 7' poate fi adusa la expresia canonica.

Vectorii proprii corespunzatori sunt
u' = (1,1,1), u®=(52,4), u®=(51,-3).
Deci functiile
x'(t) =e H(1,1,1), x*(t) =e ?(5,2,4), x*(t)=e*(5,1,-3)
formeaza un sistem fundamental de solutii. Solutia generala a sistemului se scrie atunci

l’(t) = Cleit + 5026721} + 50363t,
y(t) = Cre7t +2Cse 2 + C3e3t, t€R.
2(t) = Cre™! + 4Coe™ 2 — 303e3,

13.6 Sa se determine solufia generald a sistemului

/ /

r =Y, Yy = —@.

R: Ecuatia caracteristics este A2 +1 = 0 si deci A\, = i, Ay = —4, iar vectorii proprii
corespunzatori ul = (1,4), u? = (1, —i). Un sistem fundamental de solutii (complexe) va
fi

xH(t) = (e, ie™), x*(t) = (e7™, —ie ™).
Prin schimbarea precedenta, obtinem sistemul fundamental de solutii (reale)
y'(t) = (cost, —sint), y2(t) = (sint,cost),
incat, solutia generala a sistemului diferential dat se va scrie
x(t) = Crcost + Cysint, y(t) = —Cysint + Cycost.
13.7 Sa se determine solutiile generale ale sistemelor:

' =x+y, ' = 3z + 8y,
1) { Yy =x—uy. 2) { y = —x — 3y.
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R: Avem:
1) z(t)= CretV2 + CyetV2, y(t) =Ch (\@ — 1) etvV2 _ O, (\/§—|— 1) e tV2,
2) z(t) = —4C1et — 207t y (t) = Cret + Cae.

13.8 Sa se determine solufia sistemului: ' = 2x +y, v = x + 2y, care satisface

conditiile initiale: x (0) =1, y (0) = 3.
R:z(t) = €3 — e, y(t) = 2e3" + €.
13.9 Sd se determine solufia generald a sistemului ' =y, vy = —x + 2y.

R: Ecuatia caracteristica este (A — 1)2 = 0 si deci \; = 1, cu m; = 2, iar vectorul
propriu corespunzitor u! = (1,1). Transformarea liniara 7' nu poate fi adusi la expresia
canonici. Cautiim atunci solutia generals sub forma x(t) = (a + bt)et, y(t) = (c + dt)et.
Derivand si inlocuind in sistem, obtinem pentru a, b, ¢, d sistemul: a +b = ¢, b = d,
a—c+d=0,b—2c+ d =0, care este compatibil dublu nedeterminat. Luand a = Cf,
b= Cy, gasim ¢ = Cy + Cy, d = Cy a.l. solutia generala va fi

z(t) = (Cy 4 Cat)e,  y(t) = (C1 + Cy + Cat)e'.

13.10 Sa se rezolve sistemul liniar: x' = Ax, in care:

2 -1 0
A= -1 0 2
0 -1 2

R: Valorile proprii ale matricei A sunt: A\; =2, m; = 1, ul = (2,0,1), Ao = 1, mg = 2,

u? = (1,1,1). O solutie a sistemului este x!(t) = (2,0,1)e?". Corespunzitor valorii
proprii Ay = 1, mg = 2, ciutim o solutie de forma: x(t) = (aj + bit, as + bat, a3z + bzt)et.
Se obtine prin identificare: x(t) = (Co + Cst, Cy — C5+ C3t, Cy + Cst)et. Solutia generali
este:

z(t) = 2C1e* + (C + Cst)el,

y(t) = (CQ - Cg + Cgt)et,

2(t> = Clet + (CQ + Cgt)et.

13.11 Sa se rezolve sistemele de ecuatii diferentiale omogene:

' =2z +y, a' =1 — by, a =5z —y,
1){y’:—3§—|—4y. 2){y’:2x—y. 3) y =z + 3y.

R:1) A2 -6\ +9=0, \; =3, m; = 2. Cutam solutia sub forma:
x(t) = (a1 + bit, as + bat)e® . Se obtine:

z(t) = (Cy 4 Cat)e3, y(t) = (C1 + Co + Cyt)e™.

2) A2 +9 =0, \; = 3i, Ay = —3i. Se obtin solutiile complexe:

1 3 - 1 3 .
1 N Zil 31t 2 = (Z_-Z;1 731t.
x (¢) (2 + 5 )e , X°(t) 5~ gbl)e
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1 3
—(xt(t) +x%(t)) = (2 cos 3t — 3 sin 3t, cos 3t> ,
Dar: 1 ) sunt solutii liniar indepen-

1
—(x(t) —x%(t)) = (2 cos 3t + gsin 3t, sin 3¢

dente reale.

t)y=C ! 3t 3 i 3t C 5 3t Ly 3t
Deci: x(t) = Cy 5 cos3t — o sin +Cy 5 cos +§s1n ,
(t) = C1 cos 3t + Cy sin 3t.

Y
3) X (t) = (Cl +Cy + Cgt) 64t, Yy (t) = (Cl + Cgt) et
13.12 Sa se rezolve sistemele de ecuatii diferentiale omogene:

/_ _ ’_ _ I
1){30—490 3y, 2){96 122 — by, 3{96 T — 5y,

y = 3x +4y. y = bx + 12y. y =2x —y.
R: Avem:
1) 2 (t) = (O cos 3t — Cy sin 3t) e*?, y (t) = (Cy sin 3t + Oy cos 3t) e*t.
2) z (t) = (C cos 5t — Cy sin 5t) e'?t, y (t) = (Cy sin 5t + Cy cos 5t) e'?t.

3) z (t) = Crcos3t + (5Ce — 3C1)sin3t, y(t) = Casin3dt + (2C; — 3C2) cos 3t.

13.13 Sa se rezolve sistemele de ecuatii diferentiale omogene:

' =3x—y+ 2z ' =2+, ' =—x+y+ 2z,
DS yv=—a+5y—2 2)¢ y=x+3y—2  3)q ¢yV=z-y+z,
Z=xz—y+3z. 2= —x+2y+3z. Z=xz+y+z

R:1) A3 — 11A24+36A —36 =0, A\; =2, Ay = 3, A3 = 6. Se obtine:

.’E(t) = Clezt + C2€3t +C3 = 01€2t + 026315 + Cg@Gt,
y(t) = Cze® — 2C3e5,
2(t) = —Cre® + Cye®t + Cyell.

2) A3 — 8A2% + 22\ — 20 = 0, valorile proprii: 2,3 +i,3 — i si deci:
Lt) = (1,0,1) = (1,0,1) e*,

X
x2(t) = (1,1 41,2 — 4)eB+)t,
x3(t) = (1,1 — 4,2 +i)eBDt,

Solutia reala este:

z(t) = Cre* + (Cycost + Cssint)e,
y(t) = (Cq (cost — sint) + C3 (cost + sint)) €3,
2(t) = C1e?' + (Cq (2cost +sint) — C5 (cost — 2sint)) €3t

x (t) = C1e?t — Cae™2 + Ce™t,
3) Yy (t) = C162t —+ 0267215 —+ Cgeit,
2 (t) = 2C1€?" — Cset.



188 GHEORGHE PROCOPIUC & MIHAI ISPAS

13.14 Sa se rezolve sistemele de ecuatii diferentiale omogene:

' =2y, ' =y+z, ' =6x— 12y — 2,
S yv=2z 2)q ¢y=z+a, 3)q y=2-3y—z,
2 =2z ' =x+uy. 2 = —4x + 12y + 3=.

R: Avem:
z(t) = Cre~tsinty/3 4 Coet costy/3 + Cze?t,
1 1
—= (C’1 + C’g\/g) e~ tsinty/3 + = (C’l\/§ — CQ) e~ tcostyV/3 + Cye?t,

-5 (C1 — C2V/3) e tsint/3 — 3 (C1V3+ C3) et costy/3 + Cae®.

1) ¢ y(®)
z (1)
2) z(t) = Cret + Cae®, y (t) = — (C1 + C3) et + Cae?, 2 (t) = C2e?' + Cze™".

7 )
z () = 2C €' + 5 Cae® + 3C3e™,
3) { y(t) = Cret + Cre? + C3e3,
8
2 (t) = —2Cet — gCge2t — 3C3e3.
13.15 Sa se rezolve sistemul omogen, cu conditiile initiale precizate:

{L‘I = 8y7 X (0) - _47
y/ = _2'2, y(o) = 07
z' = 2x + 8y — 2z, z(0) =1.
R: z(t) = —4e 2! — 2sin4dt, y (t) = e~ — cos4t, z (t) = e 2" — 2sin4t.

13.16 Sa se determine solutia generald a sistemelor de ecuatii diferentiale liniare neo-

mogene:
1){x’—2x+y+2et, ){x’=2ac—|—4y—+—cost7
Y =1z + 2y + 3et. y = —x — 2y +sint.
R: Avem:
1) 2(t) = Cre! + Coe! +tet — e, y(t) = Cre!t + Cge® — (¢t + 1)et — 2e*t.
2) z(t) = Cit + Cy + 25sint, y(t) = 2C1t — C1 — 2C5 — 3sint — 2 cost.

13.17 Sa se determine solutia problemei lui Cauchy pentru sistemul:
¥ =xz+y, vy =-2x+4y,
cu conditiile initiale: £(0) =0, y(0) = —1.
R: z(t) = (1 —t) cost —sint, y(t) = (t — 2) cost + tsint.
13.18 Sa se determine solutia generald a sistemelor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti:

, @ = —2x — 4y + 1+ 4t, PO ST S DU
1){”0_‘”“’ 2){ 3){x_3x RV gty

3
A / _ 42
Yy =z+ 1L Yy = x+y+2t. y' =2y —2t—1.
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R: Avem:
1) z(t) = Cret + Cae™t — 1, y(t) = Cret — Coe™t — 1.
1
2) 2(t) = C1e® +4Coe 3+t + 12, y(t) = —Cre?t + Coe 3t — §t2.
3) x(t) = Cre?t + Cged +t + 12, y(t) = 2C1e? + 1+ t.
13.19 Sa se determine solutia generala a sistemelor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti:
[ =detly g [l =y e
y' =2z + 3y +t. y = —x + 23
R: Avem: 3 5 6 6 3 5 3
1 t)=—=C1 +2Coe™ — 12 — —t — — =01 +Coe™ — —t+ —t? — —.
)z () = =501+ 20k 7w 313V “; T L LV
2) z(t) = Cret + Coe™t + §e3t, y(t) = —Cre' + Cae™t + §63t.

13.20 Sa se rezolve urmdatoarele sisteme, cu conditiile initiale precizate:

 fo =2ty [el)=1 ) [a=3+8, [0)=6
y=z+2y, | y(0)=3. Yy =-z-3y, | y(0)=-2

R: Avem:
) z(t)=2e3 —et,  y(t) =2e3 + el
2) x(t) =4el +2e7t, y(t)=—c'—e

13.21 Sa se rezolve urmatoarele sisteme, cu conditiile initiale precizate:

1){ =y +t, {x(o)zl, 2) { o’ =3z — y +sint, {w(0)=1,

y=x+et, | y(0)=0. y' = —4x + 3y + cost, y(0) = —1.
R Avem: 5 1 5, 5, 1
1) z(t) = Ze; + Ze_t ; 1+ §€t;’5y (t) :E)Zet - Ze_t —;1§ett - t.l N i
2)x(t) = —5g Cost— 1—381nt+10—465t+86 y(t) = ~5g C0st— 3¢ s1nt—5—265t+4e

13.22 Sa se determine solutia generald o sistemelor diferentiale liniare cu coeficienti

constanti:
=2 +y—22—t+2, ' = —4x + 2y + 5z + 4t — 2e7t — 4,
< y=—z+1, 2) ¢ Yy =6x—y—6z—06t—6,
d=x4+y—z+1—t. 2= —8x+3y+9z—3e t +8—9.
R: Avem:

x(t) = Cret + Cysint + C3 cost,
= —Cet + Cycost — Cysint + ¢,
= Cysint + Cscost + 1.

)
)
t) = Cre?t + (Oqt + Cy + C3)et + ¢,
) = —2C1e? 4+ 3Cet + et

t) = 20162t —+ (Ogt —+ 03) et + ].
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13.3 Ecuatii diferentiale liniare de ordinul n
13.23 Se da ecuatia diferentiald liniard omogend de ordinul al doilea:
" +ar1(t)r’ +ax(t)r =0, tel.
Sd se arate cd dacd (xz'(t),x2(t)) formeazd un sistem fundamental de solufii al cdrui

wronskian este W (t), atunci W este solufie a ecuatiei diferentiale: W' + a1 (£)W =0 si
sa se deduca formula lui Abel - Ostrogradski - Liouville:

t
W(t) = Wi(to) exp (—/ a1(t)dt) . toel
to
Generalizare.
R: Avem: (z7)” + a1 (t) (27) + az(t)z’ = 0, pentru i = 1,2. Dar,

X €T

—ay (xl)/ —ay (132)/ = —a1 ()W (¢).

’ 1 2

13.24 Se da sistemul de functii liniar independente (z'(t),2%(t)). Sd se arate cd ecuatia
diferentiald liniard omogend a carei solutie generald este:

z(t) = Crat (t) + Cox®(t),

cu C1 g1 Cy constante arbitrare, este:

Generalizare.

R: Derivand z(t) de doud ori, prin eliminarea lui Cy si C intre cele trei relatii se
obtine ecuatia din enunt.

13.25 Sa se formeze ecuatia diferentiald omogend al carui sistem fundamental de solutii

este:
1) 2! =sint, 2% = cost
2)xl =el, 2% =tel.
3)zt =1t 2% =12
4)zt =el, 2% =elsint, 2% =elcost.

R:1)z"+2' =0. 2) 2" —22'+2 = 0. 4) 2" —2ta’ +22 = 0. 4) 2" — 32”42’ — 22 = 0.

13.26 Sda se arate cd ecuatia diferentiald ¥ + a’x = 0, a € R\ {0} admite solutiile
2l (t) = cosat, x2(t) = sinat si sd se scrie solutia generald.
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R: Wronskianul sistemului (z'(t), 2%(t)) este

cos at sin at

W(t): —asinat acosat

=a #0.

Deci (2'(t),z?(t)) formeazd un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia data, iar
solutia ei generala este

x(t) = Cycosat + Cysinat, te€R.
cu (4, Cy constante arbitrare.

13.27 Sa se integreze ecuatia o + a’x = cosat, a € R\ {0}. Sd se gdseascd solutia
. T ™ T T
problemei lui Cauchy cu conditiile initiale x (—) =0, 2/ (—) =——.
a a 2a
R: Solutia generala a ecuatiei omogene asociate este
z(t) = Cicosat + Cysinat, te€R.
Cautam o solutie particulara pentru ecuatia neomogena sub forma
x*(t) = uy(t) cosat + uz(t)sinat, t < R.
in care u}(t) si ub(t) verifica sistemul

uy cosat + uysinat =0, —au sinat + aub, cos at = cos at.

Rezulta

1 1
uy = ~5 sin2at, uh = %(1 + cos 2at).

De unde, pana la constante aditive arbitrare, obtinem

1 1 1
u(t) = 12 oS 2at, wus(t) = % t+ 12 Sin 2at.

Avem deci solutia particulara

1 1
x*(t) = 1 cos at + %tsinat7 teR.

Solutia generala a ecuatiei date se scrie atunci

1 1
x(t) = Cycosat + Cosinat + — cosat + —tsinat, ¢ € R.
4a? 2a

cu Cq, Cy constante arbitrare. Solutia problemei lui Cauchy cu conditiile initiale = (I> =
a

(O=-Z _ L= L
0,33( = 2a,cumC’1— 4a2,02—0,estex(t)—2asmat.
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13.28 Sa se integreze urmatoarele ecuatii stiind ca ecualiile omogene corespunzatoare
admit solutiile indicate:

1) (2t + 1)a” +4ta’ — 4o = (2t +1)2, al=t, 2?2=e%
2) (2 +1)a" —2ta' + 20 =2(t>+ e, al=t, 22=t>-1
3t =" —ta' + =12, xt =t 2?=¢l, 3 =et
R: Avem: 1 .
1) a(t) =Cit+ Coe 2 + 12 — —t + —.
2) z(t) = Cit + Co (2 — 1) + (t — 1)%e".
3) z(t) = O1t + Cael + Cze™t + 12 + 2.
y . 2, y sint .
13.29 Sa se integreze ecuafia z'" + e +ax =0, daca z1(t) = — este o solutie

particulard.
R: Se face schimbarea de variabild dependenta x = z1y. Se obtine:
1
x(t) = ;(Cl sint + Cy cost).
13.30 Sd se integreze ecuatia t*(Int — 1)z — ta’ + x = 0, dacd x1(t) =t este o solutie
particulara.

R: m(t) = Clt - CQ Int.

13.4 Ecuatii de ordinul n cu coeficienti constanti

13.31 Sa se gaseasca solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale liniare de ordinul al
doilea cu coeficienti constangi:

1) 2" — 52’ + 62 =0. 2)2" — 9z =0. 3)a” —a’ = 0.
4) 2" + 2 =0. 5)a” — 22+ 2z =0. 6)a”+42’ + 13z = 0.

R: 1) Ecuatia caracteristicd 72 — 5r + 6 = 0, are radacinile 11 = 2, ro = 3. Solutia
generald este x(t) = Cre?t + Cae3t. 2) x(t) = Cre 3t + Coe?. 3) x(t) = C; + Cqel.

4) z(t) = C1 cost+Cqsint. 5) z(t) = e! (C1 cost + Cysint). 6) x(t) = e~ 2¢(C} cos 3t+
C sin 3t).

1
13.32 Sd se integreze ecuafia x' + x = pr—e te R\ {kr+ g}

R: Ecuatia omogend x'" + x = 0 are ecuatia caracteristicd % + 1 = 0, cu radéacinile
r1 =1, ro = —i. Solutia generald a ecuatiei omogene este deci

x(t) = Cy cost + Cysint.
Cautam o solutie particulara pentru ecuatia neomogena sub forma

x*(t) = u1(t) cost + ua(t) sint,
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cu u) cost +ubpsint =0, —u) sint + u) cost = de unde v} = —tgt, uy =1 si deci

1
cost’
up(t) = In|cost|, ua(t) =t,
incat, solutia generald a ecuatiei neomogene va fi
x(t) = Crcost+ Cosint + cost - In | cost| + tsint.

13.33 Sa se gaseasca solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti de ordinul al doilea, neomogene:

1) 22" —2/ —x =4te*. 2)a” —22' +x=te'. 3)a” +x=tsint.
4) 2" +x =12+t 5)a" +a' =t —2. 6) 2 —x = te?
7" —T¢' + 6x =sint. 8) 2" +4x =tsin2t. 9) 2" + 32’ 4+ 2z = tsint.

R: 1) Se cautd o solutie particulara de forma: z*(t) = e%!(At + B). Se obtine

5 25
2) Se cauti o solutie particulara de forma: z*(t) = t?e!(At + B). Se obtine

(1) = (C1 + Cat) et éﬁ ‘

3) Se cautd o solutie particulara de forma: z*(t) = t[(At + B) cost + (Ct + D)sint].
Se obtine

4 2
2(t) = Cret + Che 2 + 2 ( 8)

8

12 t
t) = Cicost+ Cosint — Zcost—i— Zsint.

(
4) x(t) = -2+t +1t?>+ Cycost + Cosint.
1
5) z(t) = Ch + Coe™t — 3t + 5t2.
1 4
6) s (t) = Clet —|— Cge_t + g (t — 3) 62t.
7 5
(ot 6t 4 o2
7) z(t) = Cie’ + Cae 74cost1+ 74smt 1 1
8) x (t) = C cos 2t + Cysin 2t — gtz cos 2t + 1—6tsin 2t + 51 €0 2t.

3 17 1 3
_ —2t —t _ S 1
9) z(t) = Cre ™ + Cae +( 10t+50> cost+(10t+25>smt.

]

13.34 Sa se gaseasca solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti de ordinul al doilea, neomogene:

1) 2" + 2’ = 4t%et. 2) 2" 4+ 102" + 25z = 4e =",
3) 2" — 62’ + 9z = 25etsint. 4) 2" + 22" + 5z = e~ cos 2t.
R: Avem:
) z(t)=Cr+Coe "+ (262 — 6t +7)
2) z (t) = (C1 + Cat) €75t + 2t2e 751,
3) x (t) = C1e® + Cae3't + (4 cost + 3sint) e
1
4) z (t) = Cre "t cos 2t + Coe~ 'sin 2t + Zte*t sin 2t.
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13.35 Sa se gaseasca solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti de ordin mai mare decat doi:

1) 2" — 132" + 122/ =0 2) " +x=0. 3) 222" = 0.

4) 2" = 3z" + 32 —x=0. 5)a® +8" +162=0. 6)z® —22" +2z=0.
7)a" —2z" — 32" =0. 8) 2" + 22" + 2’ =0. 9) 2" + 4z" + 132’ = 0.
R: Avem:

1) $(t) =C + Caet + 03612t.
2) z(t) = Cre~t + €2 ((72 cos ?t + C3sin ?t) :

) = Cy + Caot + CsetV? + Cue V2,

) =l (Cl + Cot + 03t2>.

) = (Cy + Cst) cos 2t + (C3 + Cyt) sin 2t.
)

xT (t) = Cl + 02677: —+ Cge?’t.
x (t) =C1+ (02 + C3t) e t.
9) z (t) = Cy + (Cy cos 3t + C3 sin 3t) e~ 2L,

13.36 Sa se gaseasca solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti:

1) 2 + 42’ + 52 = 0. 2) 2 — 224 422" — 42" + 2/ — 22 = 0.
3) W + 4z +8z" + 8z’ + 4z = 0. 4) zW) — 4z” + 52" — 4z’ 4 4z = 0.

R: Avem:

1) 2 (t) = (Cy cost + Cysint) e~ 2t

2) z (t) = (C1 + Cat) cost + (C3 + Cyt) sint + Cse?.
3) z (t) = [(C1 + Cat) cost + (Cs 4+ Cyt) sint] e~ .

4) 2 (t) = Cycost + Cysint + (C3 + Cyt) .

13.37 Sa se gaseasca solutia generald a ecuatiei

xT
€T
xT

@ 22" + 52" + 82’ + 4 = 40e ! + cost.

R: Ecuatia caracteristici r* 4+ 2r3 + 512 + 8r + 4 = 0 are radacinile 7| = r5 = —1 si
rg = 21, ry = —2i. Solutia generald a ecuatiei omogene se scrie

x(t) = (Cy + Cot)e™ " + Cycos2t + Cysin2t, t € R.

Deoarece r = —1 este radacina dubla pentru ecuatia caracteristica, vom cauta o solutie
particulara de forma
x*(t) = At?e™" + Bcost + C'sint.

1
Introducéand in ecuatie si identificAnd coeficientii, se gaseste A =4, B=0,C = 3 si deci

solutia generala a ecuatiei neomogene va fi

1
x(t) = (Cy + Cyt)e™ + Cscos 2t + Cysin 2t + 4t?e ™ + 6 sint, teR.
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13.38 Sa se gaseasca solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale liniare cu coeficienti
constanti de ordin mai mare decat doi, neomogene:
1) 2@ — 22" 4 2" = et 2) ) — 22" 4 2" =3,
Na" -2+ —x=t2+t. 4)a" — 2" =12t + 6t.
t2
R: 1) Se cautd z*(t) = At?e’. Rezulta x(t) = Cy + Cat + (03 + Oyt + 2) et
2) Se cautd z*(t) = t* (A + Bt + Ct* + Dt?). Rezultd

1 1 .
z(t) = (C1 + Cat) + (C5 + Cut) e’ + 1262 + 33 + 5:54 + o5t
3) x(t) = Cycost + Cysint + Czet — 1 — 3t — t2.
4) z (t) = Cy + Cot + Cze! — 15t2 — 53 — ¢4
13.39 Sa se gaseasca solutia particulard a ecuatiei:
2 422" 422 +x=t,
care verifica conditiile initiale: x(0) =0, 2'(0) =0, 2”(0) = 0.
t
-5 V3, L V3,
R:z(t)=et+e 2 COb—t—t— sin —t¢ | +t—2.
13.5 Ecuatia lui Euler
13.40 Sa se integreze ecuatitle Fuler:
1) t22" +ta' + 2 = 1. 2) t2z” + 3ta’ +x = 0.
3) t2a" — 4tx’ + 6x = t. 4) 22" 4 2ta’ — 62 = 0.
5) t?2" — 2ta’ + 2z =1> -2t +2. 6)t%z" —t2' — 3z =t.
R: Avem:
1) z(t) = Cycos(lnt) + Cysin (Int) + 1
1
2) z(t) = (C1 + C21nt) n
1
3) z(t) = C1t3 + Cot? + 3t
1
4) x (t) = Clt2 + Cgtfg
5) x (t) = Cit + Cot® —t2 +2tInt + 1 + 2 Int + 2t
1 1

13.41 Sa se integreze ecuatitle Fuler:

1) (t—2)°2" —3(t—2)2' +4x=1—2.

2) 32" — 22" + 2ta’ — 2w =3 + 2t.

3) (4t —1)% 2" —2 (4t—1)x’+8x:0.

4) (t+1)3 2 +3t+1)72 +(t+1)z=6ln(t+1).
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R: Avem:
Da(t)=t—2+[C1+Coln(t—2)](t —2)
2) z(t) = Cit + Cot? + CstInt + —t> —t (In®t + 2Int + 2)
3) z(t) = C1/(4t — 1) 4 Cy (4t — 1).
01 CQ 1 3
4 = 1 1 :
)z (t) o n(t+ )+t+1ln (t+1)

13.42 Sa se gaseascd solutia particulard a ecuatiei:
22" = ta' + x = 2t,
care verifica conditiile initiale: x(1) =0, /(1) = 1.

R: z(t) =t (Int +In>t).
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