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PREFATA

In ultimele decenii, majoritatea disciplinelor de matematica si-au
schimbat mult aspectul fie printr-o precizare a continutului, fie adoptand o
forma noua de expunere care si corespunda procesului general de
modernizare a matematicii. Evident ca analiza matematica nu poate ramane
n afara acestel evolutii. Daca nu poate fi vorba de o schimbare de fond a
continutului analizel matematice, atunci credem ca forma de expunere
trebuie s sufere unele modificari.

Tn ansamblul disciplinelor care fac parte din planul de invatamant al
unei facultati tehnice, analiza matematica trebuie si se coreleze cu alte
discipline caalgebra, matematici speciale, analiza numerica si altele.

In cartea de fati pe care autorii o prezinti, printre atele, o
importantda deosebitda s-a acordat modernizarii ca forma a analizei
matematice. O modernizare exagerata si fortata Tn detrimentul continutului
clasic al analizel matematice ar constitui un esec. Din aceasta cauza, unadin
directiile importante a fost aceea de a gasi masura potrivita de expunere care
sa echilibreze intr-un tot forma si continutul, intuitia raméanand in unele
locuri o metoda de baza pentru Tntelegerea anumitor notiuni.

Cartea “ Analiza matematica — Calcul diferential” condtituie o editie
revizuita si adaugita a cartii ,Calcul diferential. Teorie. Exemple.
Aplicatii” a acelorasi autori. Tn volumul de fata sunt studiate unele notiuni
fundamentale, cum ar fi cele de limita, continuitate, diferentiabilitate,
schimbéri de variabila si de functie, folosindu-se conceptul de spatiu
topologic, spatiu metric si spatiu vectorial normat.

Am aes acest cadru intrucét permite, pe de o parte, o tratare unitara
a unor probleme fundamentae, fiind suficient de larg pentru a include
principalele probleme ce intervin frecvent in diferite domenii teoretice si
practice, iar pe de dta parte, permite o deschidere spre abordarea lor intr-un
cadru mai general.

Avénd in vedere ca problemele care fac obiectul analizei matematice
nu sunt usor accesibile, am urmarit introducerea motivata a notiunilor si
problemelor, o tratare care si se sprijine pe exemple cat mai sugestive si am
Tncheiat fiecare capitol cu un paragraf de exercitii rezolvate in care sunt
prezentate un numar mare de exercitii de dificultati diferite, rezolvate
complet.

Cartea cuprinde noua capitole, ultimul propunand spre rezolvare un
numar foarte mare de exercitii corespunzatoare fiecarui capitol tratat, din
dorinta de a da posibilitatea cititorului sa se autoverifice in ce grad ainteles
notiunile prezentate.



Speram ca lucrarea si fie utila atét studentilor ce studiaza Tn
programa universitarda analiza matematica, profesorilor de licee care-si
pregatesc examenele de definitivat sau grad, cét si tuturor celor care doresc
si Tnvete si sa aprofundeze matematica moderna a zilelor noastre,
facilitandu-le intelegerea mai precisi si mai aprofundata a unor notiuni si
model e matematice de mare finete.

I.C. Congtanta 2012
G.D.



CAPITOLUL I: RELATII. MULTIMI NUMARABILE §I
NENUMARABILE

1. RELATII. DEFINITIE. PROPRIETATI GENERALE
Se considera cunoscute notiunile de: multime, clasa, operatii cu multimi si
logica matematica.

DEFINITIA 1.1.1 Fie A si B doua multimi oarecare. Se numeste r elatie

de corespondenti fntre multimile A si B tripletul notat A =(G; A;B),

unde:
G =A’ B este numit graficul (graful) relatiei A, A este domeniul de
definitie sau sursarelatiei A, iar B este codomeniul sau adresarelatiei A .

OBSERVATIA 111
a) Daci B° A atunci relatia A este notatd cu (G,A) si se numeste

relatiein A, iar graficul siu este multimea G | A?;

b) (x,y)T G dacisi numai daci xAy (x esteinrelatia A cu y);

¢) (x,y)I G dacisi numai daci xAy;(x nuesteinrelatia A cu y);

d) Fie P(A" B) numarul partilor multimii A" B. Multimea tuturor
relatiilor A =(G;A;B) este In corespondenti biunivoci cu multimea
P(A” B);

e) Dacid card A=n, atunci card P(A)=2". intr-adevar C* prin definitie
reprezinta multimea tuturor submultimilor cu k elemente formate dintr-o
multimecu n elementesi C°+C!+..+CK +..+C"=2".

Exemple.

a A={123,

P(A)={1{3.{2 {3 {123 {23 {23 {123}, {31 P(A). {21 A,
21 A;

b) Daci M este o multime si P(M ) multimea partilor lui M, atunci
multimea G={(a,A)1 A" P(M)| al A} este graficul reaiei de
apartenenta.



DEFINITIA 1.1.2 Fie A si B doud multimi oarecaresi A =(G;A;B) o
relatie Tntre cele doua multimi. Se numeste relatie inversia (reciproca sau
simetrici) arelatiei A relatia A'l:(G'l; B; A) definita astfel: (x,y )1 G™*

daci si numai daci (x,y )1 G sau yA™*x daci si numai daca xAy .

DEFINITIA 1.1.3 Fie A B, C trei multimi oarecare si A, =(G,;A;B) si
A, =(G,;B;C) doua relatii oarecare. Relatia A =A,0A , data de tripletul
(G,A,C), in cazul in care existi, se numeste compusa relatiilor A, si
A si este definita astfel: xAz daca si numai daca exista yi B astfel incat
XAy si YA, z.

PROPOZITIA 11.1 Daci A =(G;A;B), A,=(G,;B;C) si exista
A =A,0A,, atunci existi A"' si areloc rdatia:
At=(A,0A,) " =AT0A}

PROPOZITIA 1.1.2 Compunerea relatiilor este o operatie asociativa.
Adici, daca A, A, A, sunt relaii care se pot compune n ordinea
A 0A,0A, atunci:

(A,0A,)0A =A,0(A,0A,)=A,0A,0A,.

OBSERVATIA 1.1.2 Relatia este generalizarea notiunii de functie. Adica,
fie A =(G;A;B) orelatie care verifici proprietatea: xAy si xAz Rezulta
y =z, atunci relatia A estefunctiaf :A® B.

2. TIPURI DE RELATII
Vom defini catevatipuri derelatii care sunt foarte intélnite in practica.

DEFINITIA 1.2.1 Daci A =(G,A) Tndeplineste urmatoarele proprietati:
1) xAy implica yAx, pentru orice x,y I A (simetria),

2) xéx , pentru orice x1 A (reflexivitatea), A

3) xAy si YAz implica xAz, oricarear fi X,y,z| A (tranzitivitatea),
atunci A se numeste relatie de echivalenti in multimea A
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DEFINITIA 1.2.2 Daci relatia A = (G, A) verifica proprietatea
xAy si yAx , implici x=y,
atunci relatia A este o relatie antisimetrica.

DEFINITIA 1.2.3 O relatie A definita in multimea A care este reflexiva
sl antisimetrica se numesterelatie de preordine.

Orice relatie de preordine care este si tranzitiva se numeste relatie de
ordine.

Exemple.
a) Fie A si B doua multimi oarecare. Relatia " :
echipotenta, definita astfel:

A : B dacasi numai daca exista f :A® B, f bijectiva,
este o relatie de echivalenta.
Solutie. Verificam celetrel proprietati de mai sus.
1) A: A Intr-adevar daci se consider functia identica:

L:A® A, 1,(x)=x.

Este evident ca aceasta functie este o functie bijectiva.
Conform cu definitiarelatiei " = " seobtine: A: A
2) A:B implici B: A Intr-adevar din A :B rezulti ci existi
f :A® B bijectiva. Dar se stie ca orice functie bijectiva este si inversabila
si inversa sa este bijectiva. Deci, exista f ':B ® A bijectiva din care
rezulta B: A
3) Trebuiearitatca A - B si B - C implici A : C . Intr-adevar, din faptul
ca A:B si B:C rezulta ca exista f : A® B bijectivi si g:B® C
bijectiva. Deci, exista h:A® C, h=gof bijectiva. Atunci A: C.
Verificand proprietatile din definitia 1.2.1, s-a demonstrat ca relatia de
echipotenta este o relatie echivalenta.

, numita relatia de

b) Tn multimea numerelor rede se stie ci existi relatia " £" definita astfel:
x £y daca x are imaginea pe axa reaa la stanga imaginii lui y. Relatia
"£" este o relatie de ordine pe multimea numerelor rede:
1) x £x (reflexivitatea);

2) x£ysi y £Eximplica x =y (antisimetria);

3) xEysi y £zimplica x £ z (tranzitivitatea).
Orice multime inzestrata cu o relatie de ordine de numeste multime
ordonata.

11



DEFINITIA 124 Fie A =(G,A) o relaie de echivalentd definiti in
multimea A si x1 A, unelement oarecare d lui A, atunci multimea notata
astfel X sau C, si definita astfel x=C,={yl A/yAx} poarti denumirea

de clasi de echivalenta a elementului x , definita de relatia de echivalenta
A.

DEFINITIA 1.2.5 Multimea tuturor claselor de echivalenta a multimii A
definita de relatia de echivalenta A se numeste multimea cat a multimii
A, determinati de relatia de echivalenti A si se noteazi adtfel: A/A

(A factorizatla A).

PROPOZITIA 1.2.1 Fie A =(G,A) orelatie de echivalentd a multimii A
Atunci au loc relatiile:

a) x1 C,=X, pentruorice x1 A;

b) X =y daca si numai daca xAy .

Demonstratie

a Fie x1 A un element oarecare, deoarece A =(G,A) este o relatie de

echivalentd, datorita reflexivitatii acestel relatii se poate scrie ca xAx . Deci

X1 X.

b) "b "Sepresupuneci X =y . Rezulta x,y 1 y . Deci, xAy sau yAx .
"U " Sa presupunem ci xAy si trebuie si demonstram ca X ° y , dar

pentru aceastatrebuie aratat ca: yi X si X1 V.

Fie z1 X. Trebuie aratat ca z1 y . Tntr-adevar din faptul ca z1 X, rezulta

zAx. Dar, din ipotezi se stie ca xAy. Cum relatia A este o relatie de

echivalenti ea este si tranzitiva. Deci rezulta zAy. Asadar, rezulta X | y .

Cealalta incluziune se demonstreaza in mod asemanator.

OBSERVATIA 1.2.1
a) Din Propozitia 1.2.1 rezulta ca doua clase de echivalentd ori sunt
diguncte ori sunt egale si este evidentca A =J X..

xI A
b) Orice relatie de echivalenta pe A determina o partitie a acestei multimi
n clase de echivalenta modulo A . Multimea claselor de echivalenti poarti
denumirea de multime factor.
c) Exemplu: un parlamentar este o clasi de echivalenta, iar parlamentul
este multime factor.

12



3. NUMERE CARDINALE

Intr-unul din exemplele anterioare s-a definit notiunea de “echipotenta” si
S-a aratat ca aceasta relatie este o relatie de echivaenta. Cu gutorul acestei
relatii se definesc numerele cardinale si se clasifica multimile dupa numarul
elementelor lor.

DEFINITIA 1.3.1 Fie A o multime oarecare. Daca A: N, sespuneca A

este o multime numarabila. (Orice multime echipotentda cu multimea
numerelor naturale este 0 multime numarabila).

Exemplu
1. ¥, ¥

2p1¥opn - SUNt multimi numarabile, unde ¥, este multimea
numerelor naturale paresi ¥, ., este multimea numerelor naturale impare;
2. & multime numarabila.

Solutie

1. Dupa cum se stie, pentru a ardta ca multimea ¥, este numarabila,
trebuie aratat ca este echipotenta cu ¥ . Adica trebuie condruita o functie cu
domeniul ¥ si codomeniul ¥, , functie care si fie bijectiva. Fie
fr¥® ¥, f (n) =2n. Este evident ci aceastd functie este atét injectiva,
cét si bijectiva.

Tn mod aseminitor se arata ci ¥ : ¥
f (n)=2n+1.

2. Acest punct se lasa ca exercitiu.

congruind functia f : ¥ ® ¥

2p+l? 2p+l?

Fie T multimea totala si P (T) multimea partilor acestei multimi. Fie

Al P (T) omultime oarecare.

DEFINITIA 1.32 Multimea card A={BI P (T)/B~Al se numeste
cardinalul multimii A sau clasa de echivalenta definita de A Tn multimea
P (T).

Daca:

a) A areunelement, rezulta card A=1;

b) A aredoua elemente, card A=2;

c) A~¥, atunci card A=A seciteste “alef zero” si reprezinti cel mai mic
infinit.

13



d) A~ j, atunci card A=A_ se citeste “puterea continuului” si este un
infinit mai mare decét A, .

DEFINITIA 1.3.3 O multime infinita care nu este echipotenta cu multimea
numerelor naturale se numeste multime nenumarabila.

O categorie foarte importanta de multimi nenumarabile sunt multimile din
clasade echivalenta puterea continuului, adica cele echipotente cu multimea
numerelor reae.

Cu numerele cardinale se pot defini operatii de adunare, inmultire si ridicare
la putere (cand numerele cardinale sunt finite, aceste operatii se CUNOSC).
Definitia care urmeaza pentru aceste operatii poate fi folosita si Tn cazul Tn
care numerele cardinale sunt infinite.

DEFINITIA 1.34 Fie n=caad A, m=cardB, unde A si B sunt doua
multimi oarecaredin P (T).

1) n+m=cad (AE B) cu AGC B=f ;

2) n" m=cad (A" B);

3) n""=cardA®, unde A®={f/f:B® A} estemultimeatuturor functiilor
ce pot fi definite pe B cu valoriin A.

Exemplu. A +A =A_, A=¥, B=¥, . AE B:¥2pE¥2p+l:¥'

Multimea tuturor numerelor cardinale infinite este o multime ordonata care
are un prim element si acesta este A, dar care nu are un ultim element.

Deci, cu alte cuvinte, multimea numerelor cardinale infinite nu este
marginita superior (vezi exercitiul 5b).

PROPOZITIA 134 (TEOREMA LUI CANTOR): Multimea tuturor
numerelor reae cuprinse in intervalul [0,1] este 0 multime nenumarabila.

Demonstratie. Se presupune prin absurd ca multimea numerelor readle din
intervalul [0,1] este numarabila. Atunci, aceste numere pot fi puse n

corespondenta biunivoca cu termenii unui sir dupa cum urmeaza:

b =0 a@aKaK, b, =0, FBaKaK, ~
b, =0, ajajalKal K, r,

unde: 8’1 {0,1,23,...,9} .

14



Se arata prin constructie cd mal exista Tnca un numar subunitar care nu face
parte din sirul anterior. Intr-adevar, daci se considera numerele:
b=0, aaa,.a,..,ude 8 Gal%ata, a?0a?9%a?al,
~,a,10a!%a?!a, ~.

Seobserva ca:

bt b cel putin prin prima cifra, b?* b, cel putin prin a doua cifra, r~,
bl b, cel putinprina n-acifra, r~.

Deci, acest numir b este subunitar, dar nu face parte din multimea {b,} o
ceea ce aratd ca presupunerea ca numerele reale din intervalul [0,1] este o
multime numarabila este falsa.

4. EXERCITII REZOLVATE

EXERCITIUL 1.4.1 Fie relatile binare A, A,, A, care au urmatoarele
grafice:
6, ={11).(12).(22),(32)}. G, ={12).(13).(22}.
GAa :{(:L 2)’(2’3)} '
a) Sa sedetermine domeniul, codomeniul si simetricile acestor relatii;
b) Si se studieze reflexivitatea, simetria, antisimetria si tranzitivitatea
acestor relatii.

Rezolvare. A A A

a) Fie A si B doua multimi. Daca "xI A si "yl B, xAy atunci
A =DomA (domeniul lui A), B=RanA (codomeniul lui A). Tinand
cont de acestea se observa ca:

6,..={(11).(20).(2:2).(23}. 6. ={(24).(31). (2.2}
G ={(32).(3.2)}:
DomA, ={1,2,3}, DomA, ={1,2} , DomA, ={1,2};
RanA, ={1,2}; RanA, ={2,3}; RanA, ={2,3}.

b) <A estesimetricidaci G,. 1 G;;

* A este reflexiva daci G _1 Gg, unde i,(x)=x "xI A(functia
identitate pe A)

* A esteantisimetrici daci G, CG,.1 G _;

* A egtetranzitivd daci G, | Gg.

15



Este evident ci GAil EGAI; GA_21 EGA2 si GA'31 EGA3. Deci, relatiile
A A, A, nusunt smetrice.
S-aaratat ca:

DomA, ={1,2.3 = A, G, ={(11).(2.2),(33)}.
Cum G; GG, . :{(],1),(2, 2)}] G, rezulti ci A, este antismetrica.
Analog searata ca A, si A, sunt antisimetrice.
cum G, ={(£1),(22)(33)} E{(11).(12)(22).(32)} =G, rezults ca
A, nu etereflexiva. Analog searati ca A, si A, nu sunt reflexive.
cum G, .. ={(11),(12)(2.2),(3.2)} =G,,, aunci A, este tranzitiva. Se
observa ca (L2)1 G, , (23)1 G, (1L3)1 G, . Deci G ;i EG; .
Asadar, A, nu este tranzitiva.

30A3

EXERCITIUL 1.4.2 Fierelatia A care are urmitorul grafic:

G, :{(m,n)|m,nT ¢, m|n} .
Siscarateci A esteo relatie de preordine pe ¢ .
Rezolvare. Pentru carelatia A si fie relatie de preordine trebuie ca A si
fiereflexiva si tranzitiva.
Este evident ca G_={(mn)ml ¢} si, de asemenea, este evident ci
G, | Gg. Deci A este tranzitivi. Cum A este reflexiva si tranzitiva,
rezulti ci A ege o relatie de preordine.

EXERCITIUL 1.43Fie A ordatiea cirei grafic este:
G, :{(m,n)|mT ¢,nl ¢; 3m- n}.

Sa se arate ca:

a) A esteorelatie de echivalenta pe ¢ .

b) Si se scrie clasade echivalenta X, xI ¢

c) Si se determine multimea factor ¢/A .

Rezolvare. A
a) Trebuie aratat ca A estereflexiva, smetrica si tranzitiva.

Cum 3|x— x, (" )x1 ¢, se obtine ca G, I G, . Deaici rezulti ci A este
reflexivi. Cum 3m- np 3|n- m, se obtine ci G,.. =G; . De ddi rezulta
ci A este Smetrica.

16



Deoarece 3m- n si 3n- p,implici 3m- p. Seobtineci G;,; | G,. De

aici rezulti ca A este reflexiva, Smetrica si tranzitiva. Deci, A este relatie

de echivalenta.

b) iz{yi ¢[3]y- z xI ¢} ={3k+xkl ¢, xi ¢}

c) Daci x>3 atunci x=3k+r, ri {0,1,2}. Atunci x- r =3k . Rezulta
f:{xT ¢|x- r:3k} =X.

Deci X=f.Dar 6:{3k}ki¢, i:{?’k”}m’ Q:{3k+2}ki¢. De aici rezulti

ca multimeafactor ¢/A este ¢/A :{6,12} .

Observatie. Relatia A a cirei grafic este dat Tn acest exercitiu se poate

generalizalarelatia A™ al cire grafic este:
G.. :{(m,n)| p|m— n, mni ¢, pl ¢*}.

A
Se arata Tn mod analog ca aceastd relatie este o relatie de echivalenta si

¢/A" ={015....p71.
Aceasti relatie A" este relatia de congruenta modulo p.

EXERCITIUL 144 Fie Al X sij ,:X® S={0,1 astfel incét:
_ i1, dacaxi A
JA(X):lod vl
i 0,daca xI X\ A.
Sa searate ci pentru A,B1 X au loc proprietatile:
a A=BU |, =j,;
b)j ace =) a¥ s
¢) ACB=f U j =] ,%5s;
d) jca=1-j,, unde CA este complementara multimii A, adica
CA=X\A;
e)] AB :j A'j A>j B
)] ss=latlie-la%ts-
Rezolvare.
a) Dindefinitiafunctiel caracteristice este evidentci A=BU j , =j ;.
b) Din xi AGBP xi Asi xI BP j ,.5(X)=1P j o(x)=15i
6 (X)=1P J aa (x) =0 a(x)4 & (%)
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Daci x| ACBP xI Asi xI Bsau xI Asi xI Bsau xI Asi xi B.
Deci XI ACBP j 45 (X)=05ij A(x)%¥ s(x)=0.

Deci xi ACBbP j ACB(x):j A(X)% 5 (X).

C) Serationeaza calapunctul a).

d AECA=X; AGCA=f. Tindnd cont de ), se obtine

j A+j CA::I‘D J CA:]-'j A"

€) Deoarece

A-B=ACCBP | 55 =] ACCB =] A% s =] A(l'j B):j IS Y
f) Deoarece AE B=(A\B)E (B\A)E(AC B), seobtine:

jAEB:j A\B+j B\A+j AQB:j A'j A>jB+j B'j A)jB+j A%B:j A+j B'j A>jB

EXERCITIUL 1.4.5Fie M o multime oarecare. Sa se arate ca:
cardP (M) =2%"

Rezolvare. Fie multimea S:{O,]} si S™ multimea functiilor definite pe
M cuvaloriin A.
Se consideri functia f :P (M)® S"
definita astfel f (A)=j ., (" )Al M.
Este evident ci proprietatea A=BU j ,=j , arati ci f este injectiva.
Surjectivitatea este evidenta. Deci f este bijectiva. Atunci:

cardP (M)=card S" =2%""

Observatie. Din rezolvarea anterioara rezulta ca  egalitatea
cardP (M)=2"" este adevarati atét pentru card M finit, cat si infinit.
In cazul In care cardM este finit, adici cardM =n, aunci relatia
cardP (M)=2" se poate demonstra si dupd cum urmeazi. Se stie ci
P (M) este formati din toate submultimile multimii M . Conform cu

definitia combinarilor, numarul submultimilor cu k elemente, O£k £n,
care se pot formadintr-o multime cu n elemente este C:. Atunci,

cardP (M)=C?+C.+C2+..+C =2".

EXERCITIUL 1.4.6 Orice reuniune finita sau numarabila de multimi
numarabile este 0 multime numarabila.
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Rezolvare. Exercitiul se mai poate scrie si astfel:
A, +A, +. . +A, =A,
si
A, +A +. HA +L=A,.
Prima egalitate se arata inductiv.
Sestieca: ¥ =¥, E¥, . si ¥, C¥, ., =f . Deaici rezulta ca:
A, +A, =A,.
Se presupune adevirat ci %9 Z'Lépé 42% =A, si se demonstreazi ci:
n-1ori
RoXi2p3 s = o

nori

- N N .0

-t Ay iy s = P A atly s ho <A tA <Ay
n ori n-1ori a9

Atunci, conform cu principiul inductiei %9 Z'Lépé 42% =A, pentru orice

n finit.

Pentru a demonstra a doua egalitate se procedeaza astfel. Fie

A ={af.a,...af,..}, k=12,... o familie numarabili disjuncta de multimi

¥
numarabile. Se condderda functia f:|JA ® ¥ ¥ definita astfel

k=0
f (aﬁ ) =(i, j). Este evident ci aceastd functie este bijectivi. Daca se aratd
ca multimea ¥~ ¥ este numarabila problema este rezolvata.
Daci se considera functia g:¥® ¥ ¥, cu g(n)=(n,0), este evident ci
aceasta functie este injectiva. Deci,
card¥” ¥3A,. (1)

Fie h: ¥ ¥ ® ¥ definita prin:
(m+n)(m+n+1)

2

h(n,m)=n+
Se arata ca aceasta functie este injectiva.

Fie (mn)? (m,n')P m+n® m+n'. Firdi a micsora generalitatea, se
(m+n)(m+n+1)
2
Deci, (mn)® (m,n")p h(mn)* h(m',n"). Astfel rezulta ca functia h

este injectiva. Deci,

+ n=h(mn).

considera m'+n'=m+n+1, h(m',n’)>
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card ¥ ¥ £A . 2)
Din (1) si (2) rezulta ca ¥~ ¥ este numarabila.

EXERCITIUL 1.4.7 Sa se arate ca orice doua intervale de numere reale cu
capete finite sunt echipotente.

Rezolvare. Se aratd ca [0,1] : [a,b]. Tntr-adevar, functia f :[0,1]® [a,b]
definitd prin f (x) =a+x(b- a) este bijectiva. Deci,

[0.4] : [ab]. (1)
Analog se arata ca:

[0.9] : [c,d]. (2)
Cumrelatia " = " este tranzitiva din (1) si (2) seobtineca [a,b] = [c,d].

EXERCITIUL 1.4.8 Oriceinterval este de puterea continuului.
Rezolvare. Pentru a rezolva aceasti problemi trebuie aratat ci (a,b) : j

(card j =A_, A_ este numarul cardinal infinit numit puterea continuului).

Se consideri functia f éae %%9 i, f(x)=tgx. Aceasta functie este
)
evident bijectivi. Deci & B,BE: i . Cum (ab): & B,BQ (conform cu
& 2'25 § 225

poate spune ci (a,b)T A .
EXERCITIUL 1.4.9 Sa se arate ca multimea numerelor rationale & este
numarabila.
: ym 0 -
Rezolvare. Fie A =| % In=0, 1, +2, 13,...%, kT ¥.
i

¥
Este evident ca @=|JA . Cum AT A, conform cu Exercitiul 1.4.6.

k=1

¥
UAT A,. Deci, & este o multime numarabila.
k=1

EXERCITIUL 1.4.10 Sa se arate ca multimea numerelor prime P este 0
multime numarabila.
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Rezolvare. Pentru aarataca P este numarabila, trebuie aratat ca P nu este
finita (P1 ¥ evident). Se presupune P={p,p,,...p,}. Fie
g=pp,..p,+1. Acest g este evident prim si este mai mare decét toate
numerele prime p,p,,..., p,. Dec, qT P. Asadar, multimea numerelor
prime nu poate fi finita. Atunci P este numarabila.

EXERCITIUL 1.4.11 Sa se arate ca produsul cartezian al unui numar finit
de multimi numarabile este o0 multime numarabila.

Rezolvare. Tinand cont de operatiile cu numere cardinale, exercitiul se
reduce la egalitatea A] =A , n finit. Se demonstreazi inductiv.

In rezolvarea Exercitiului 1.4.6 s-a aritat ci ¥~ ¥ este numarabili, adici
A, A, este numarabild. Se presupune adevarat ci AY'=A, si s
demonstreazi ca A} =A,.

Intr-adevar A) =AF A=A A, =A,. Atunci conforminductiei Aj =A ,
pentru orice n finit.

EXERCITIUL 1.4.12 Multimea sirurilor de numere naturale este o
multime de puterea continuului.

Rezolvare. Deoarece multimea sirurilor de numere naturale este ¥¥, atunci
exercitiul se reduce la egalitatea A =A . Deoarece multimea ¥* contine
multimea functiilor constante, atunci evident ca A% 3 A _.
Sepresupune ca ¥* este o multime numarabila, adici ¥¥ ={f} .
Se considera functia g =1+ f, .

Deoarece gl ¥¥ si ¥* numarabili, exista nl ¥ astfel incdt g=f .
Atunci f,(n)=1+f (n) P 1=0, absurd. Deci, ¥* nu este numarabila.
Asadar, Al >A_ . Deci Ab =A .
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CAPITOLUL Il  SPATIU TOPOLOGIC. SPATIU
METRIC. SPATIU BANACH

1. SPATIU TOPOLOGIC

In matematica exista doua categorii de structuri: structuri algebrice si
structuri topologice.

Cu gjutorul structurilor algebrice, dupa cum e stie, plecand de la elementele
cunoscute ale unel multimi, se genereaza alte elemente ale acesteia.

In cadrul structurilor topologice poate fi definiti notiunea de vecinitate,
notiune cu gjutorul careia poate fi definita notiunea de limita care, dupa cum
se stie, este 0 notiune fundamentala a analizel matematice.

DEFINITIA 2.1.1 Fie E o multime oarecare si P (E) multimea partilor

acestei multimi. Daci t | P (E) satisface proprietitile:

DfTt,Elt;

ii) Fie A o multime deindici si ATt ,oricarear fi il A rezulta |JAT t

il A

(oricereuniune de multimi dint apartinetot lui t ).

iii) Fie ATt i=1n rezulti | ATt (orice intersectie finita de multimi
i=1

dint estetot o multimedint ), atunci t se numeste topologie a multimii

E. Cupletul (E,t) se numeste spatiu topologic.

Exemplu.

a) t ={f ,E} este o topologie a multimii E (si se numeste topologia
banala, t ).

b) t =P (E) este o topologie a multimii E (si se numeste topologia
discreta, t ).

Solutie. Pentru a ardta ca aceste multimi sunt topologii trebuie verificate
celetrel axiome din Definitia2.1.1.
ai)fTt,Elt inmod evident;

ii) + iii) Multimea maximald de indici este A={1,2} pentrucat are doua

elemente: . A A
fEE=EIt,fCE=fIt1.

b)i)f Tt si ET t Tnmod evident tinand cont de formalui P (E);
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ii) Fie AT P (E), pentruorice il A avem UAT P (E)=t;
iii) Fie AT P (E), pentruorice i =1,n rezulta i ATP (E)=t.

i=1

OBSERVATIA 2.1.1

a) Multimile oricarei topologii se numesc multimi deschise in topologia
data.

b) Oricare ar fi E, ea poate fi Tnzestrata cu o structura de spatiu topologic
deoarece i se pot asocia cel putin topologia banala si topologia discreta.

c) Ceamai bogata multime deindici este ¥ . Alte multimi de indici infinite
sunt multipli de 3, multipli de 5 etc.

DEFINITIA 21.2 Fiet, si t, doua topologii de multimii E. Se spune ca
topologia t, este mai fina decat topologia t,, daci are loc relatiat, Et,
si se noteaza astfel: t, 3 t,.

Relatia de finete definita de Definitia 2.1.2 este o relatie de ordine pe
multimea tuturor topologiilor multimii E. In raport cu aceasta relatie de
ordine, topologia banald este un prim element, iar topologia discreta este un
ultim element Tn multimea topologiilor. Intre aceste doua topologii exista

alte topologii. Una dintre acestea este topologia optima din punct de vedere
al rezultatelor matematice pe multimea respectiva.

DEFINITIA 2.1.3 Fie E o multime inzestrati cu topologiat si x,1 E un
punct oarecare. Multimea V este o vecinitate a punctului x,, daca exista
omultime GT t astfel incét x,1 GI V.

Exemplu.

Daci E° i, aunci t (x):{(x— e,x+e)|xI j, e3 O} este o topologie pe
multimea numerelor reale. Aceasta topologie este topologia naturala a
numerelor reale.

Solutie. Se verifica i) —ii) din Definitia2.1.1.

Tinand cont de Definitia 2.1.3 rezulta ca orice interval deschis este o
vecinitate pentru orice punct continut de acest interval. Intr-adevar,

%1 (ab). Se conddera e=min{a- x,b- x}. Deci, (ab) este
vecinatate a lui x,. Se considerd G=(x,- €,%,+e). Este evident ca
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%1 GI (ab). De exemplu, fie V,=(-2,4), x,=0, G:g?%,%g.
Rezulta 0T GI V,.

Tn spatiul topologic (it , (X)) sepoate defini notiunea de multime deschisi
astfel.

DEFINITIA 21.4 EI j estemultime deschisi daci E=f sau oricarear
fi xI E exista r >0 astfel incét (x- r,x+r)l E.

OBSERVATIA 2.1.2 Multimile unei topologii sunt multimi deschise.

O notiune importanta este notiunea de topologie indusi. Cu gjutorul acestei
notiuni, pornind de la o topologie datd t se pot crea dte topologii, conform
urmatoarei propozitii.

PROPOZITIA 2.1.1 (TOPOLOGIA INDUSA) Fie (Et) - spaiu
topologic si FI E o submultime oarecare a acestuia. Atunci
t. ={FCD, DIt} (t restransla F) este o topologie pe multimea F si
se numeste topologia indusa pe F detopologiat .

Demonstratie. Trebuie verificate cele trel axiome din definitia topologiei.

i) fTt.si FTt_.Intr-adevir, decarece t este o topologie a multimii E

sif1t si ETt,atunci perolul lui D pot fi considerate:

f=D

sau

E=Drezulti FCD=FCflt,

sau

FCD=FCEIt,

i) Fie GTt, oricare ar fi il A. Rezulti |JG 1t .. Tntr-adevar, daca
i A

Glt,,oricaearfiil A, rezulticiexistda DTt astfelincdt G =FCD,,

pentru orice il A. Atunci:

UGi:U(FQDi):chiJDigitF-

imA iA imA
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JRN— n A ~
i) Fie GiT t -, pentru orice i =1,n, rezulta | G1t.. Intr-adevir, daca
i=1

G1t,,pentruorice i =1,n existi D1t asfel incd G =F ¢ D,, pentru
orice i =1 n. Atunci:

iGi:i(FCDi):FCgai Di?[tp-

i=1 i=1 = @

2. CARACTERIZAREA TOPOLOGICA A PUNCTELOR UNEI
MULTIMI
Notiunea de vecinatate permite clasificarea punctelor unel multimi.

DEFINITIA 2.21 Fie (E;t) un spaiu topologic si Al E o multime
oarecare.
1) Punctul xoi E se numeste punct interior al multimii A, daca exista

V,. (vecinitatea punctului x,) astfel incét v, 1 A.
2) Punctul x,1 E se numeste punct exterior a multimii A, daci exista
V,, (vecinatateapunctului x,) astfel ncat oni C, (complementaralui A).
3) Punctul x,1 E se numeste punct frontierd al multimii A, daci pentru
orice V, (vecinatate a punctului x,) areloc relatia:
) vV, CALf 1V, CC,.
4) Punctul x,I E se numeste punct aderent pentru multimea A, daca
pentru orice V, (vecinatate a punctului x,) areloc relatia:
V, CATF.
5) Punctul x,1 E se numeste punct de acumulare pentru multimea A,
daca pentru orice V, (vecinatate apunctului X, ) areloc relatia:
V, CA\{x}* F.
6) Punctul x,I E se numeste punct izolat a multimii A, daca exista Ve
(vecinatate apunctului x,) astfel incét V, C A={x} .

OBSERVATIA 2.2.1
1) Multimea tuturor punctelor interioare multimii A formeaza interiorul

0
multimii A si se noteaza astfel: IntA sau A.
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2) Multimea tuturor punctelor exterioare multimii A formeaza exterior ul
lui A si senoteaza astfel: Ext A.

3) Multimea tuturor punctelor frontiera ale multimii A formeaza frontiera
lui A si senoteaza Fr A sau A.

4) Multimea tuturor punctelor aderente multimii A formeaza inchiderea

sau aderenta multimii A si se noteaza astfel: A.

5) Multimea tuturor punctelor de acumulare ale multimii A formeaza
derivata multimii A si se noteaza astfel: Al.

6) Multimea tuturor punctelor izolate ale multimii A formeaza partea
discreta amultimii A si se noteaza astfel: 1zA.

Daci se considera E° j si t topologia naturala, adica topologia
intervalelor deschise simetrice, atunci are loc urmatoarea propozitie.

Propozitia 2.2.1

a) Tn topologia naturala alui j (topologia intervalelor deschise), interiorul
oricarui interval de numere reae este intervalul deschis.

b) Interiorul oricarel reuniuni deintervaledin j este reuniunea intervalelor
deschise.

0
Demonstratie. a) Fie A=[a,b] rezulti A=(a,b). Este evident ca spatiul
topologic in care se afla intervalul [a, b] este j finzestrat cu topologia

naturala a intervalelor deschise simetrice. Punctele lui j raportate la
intervalul [a,b] sunt de mai multe tipuri dupa cum urmeazi:

1° x1 j|x<a,

2° xi i|xT [a.b],

3° xI j|x>b.

1° Punctele x1 j |x<a nu pot si fie puncte interioare ae intervalului
[a,b]. Tntr-adevar, oricarear fi x,T i cu X, <a rezulta:

(% - dx+d)E A d :—|a'2X°|.

Orice interval deschis de acest tip nu poate sa fie inclusin multimea A.
Ceea ce arati ci aceste puncte nu sunt puncte interioare Iui [a,b] .

Se considerid x, =a. Intopologia naturala alui j , orice vecinitate alui X,
este de forma (a— e,a+e), e >0. Dar, se observa ca pentru orice e >0,
avem (a- e,a+e) E[a,b], ceeacearati ci nu este un punct interior.
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Tn mod asemanitor se aratd ci punctul x, =b nu este un punct interior al
intervalului [a,b]. Se arati ca oricare a fi x>b acesta nu este punct
interior al intervalului [a,b] .

2° Fie x,1 ila<x, <b senoteazi cu d :inf{|x0— al,|x, - b|} atunci este

evident ca intervalul gexo— %,x0+%9‘l [a,b] = A. Deci, rezulti ca x, este
7

0
punct interior a intervalului [a,b] rezulti A=[ab]=(ab). Interiorul
oricarui interval de numere rede este intervalul deschis de numeree reale.
Multimea vecinatatilor Tn topologia naturala este mult mai bogata decét
multimea tuturor intervalelor deschise simetrice, centrate in x. Dar, |,

(multimea tuturor intervalelor deschise simetrice) este un sistem
fundamental de vecinatati pe x.

3. SPATIUMETRIC

Daca Tn cadrul structurii de spatiu topologic densitatea elementelor putea fi
data numai cu gutorul vecinatatilor Tn cadrul structurii de spatiu metric
poate fi stabilita si Tn alt mod.

DEFINITIA 23.1 (DISTANTA SAU METRICA) Fie E o multime
oarecaresi aplicaiad:E” E® j . Daca:

i) d(xy)>0 oricare ar fi x,yl E si d(xy)=0 daci si numai daci
X=Y;

i) d(x,y) =d(y,x), oricarear fi x,yl E;
iid(x,y)£d(x,2)+d(zy),(") x,y,z1 E (inegalitatea triunghiului),
atunci aplicatia d este disganta sau metrica pe multimea E.
Cupletul (E,d) poarta denumireade spatiu metric.

PROPOZITIA 2.3.1 Orice multime E poate fi metrizabila (inzestrata cu
structura de spatiu metric).

Demonstratie. Pentru a arata aceasta afirmatie este suficient sa se
construiasca pe E” E o gplicatie d, care sa verifice axiomele Definitiei
2.3.1. Intr-adevar, daci se considera:

1 1
d:E"E® i+,d(x,y):}l X2y
10, x=y,

atunci d esteo distantd pe E deoarece verifica toate cele trei axiome:
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i) Primaaxioma este evidenta din modulul de congtructie;
i) Pentru orice x,y1 E|x? y rezulta d(x,y)=1=d(y,x);
iii) Pentru axioma a 3-apot exista mai multe posibilitati:
x1lylz!xsaux!y=zsay! x=zsaux=y=z e€tfc.
Pentru x1 y1 z1 x avem:
d(x,y)=1 d(x,2) =1 d(zy) =1.
Rezulta:
d(x,y)=1£1+1=d(x,2)+d(zy).
In mod analog se demonstreaza axioma 3 pentru celelalte cazuri, astfel
rezulta ca orice multime poate fi metrizabila.

OBSERVATIA 2.3.1 Peo multime E pot fi considerate mai multe metrici
care au proprietatea ca pe acea multime una masoara mai fin decét cealalta.
Pornind de la 0 metrica data pe o multime, se pot construi si alte metrici asa
cum arata urmatoarea propozitie.

PROPOZITIA 232 Fe (E,d) un spatiu metric. Aplicatia
_d(xy) . : o
r (x,y)=——- "/~ este 0 metrici pe E. Metrica r este metrica indusi
1+d(x,y)
demetrica d .
Demonstratie. Este evident ca aplicatia r verifica axiomele i) si ii) ale

metricii. Aratam Tn continuare ca este verificata si axiomaiiii). Deoarece d
este metrica, atunci

d(x,y)£d(x,2) +d(zY), x,y,zl E. 1)
Sestieca, daca O£a £b , atunci
a c b . )
1+a 1+b

Din (1) si (2) rezulta ca:

dxy) o d(x2+d(zyy) _ d(x,2) + d(z.y)

1+d(x,y) 1+d(x,2)+d(zy) 1+d(x,2+d(z,y) 1+d(x,2)+d(zYy)
d(x,2) + d(z,y)
1+d(x,z2) 1+d(zYy)

Dedi, r (x,Y)£r (X,2)+r (zYy), x,y,zl E.

XY, z1 E.

Exemple.
Aplicatiile definite mai jos sunt metrici sau distante pe multimile
specificate:
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a)d:i’® i,, d(xy)=|x-y| etemetricape j .

by d:i’® ij,, d(x,y):\/(xl_ yl)2+(x2-y2)2, unde x=(x,X%,),
y=(Y,,Y,) estemetricipe j?.

0 dii’® ., d(X’y):\/(Xl_yl)2+(X2_y2)2+(X3'y3)2, unde
X= (X, %, %), Y= (Y1 Y, Ys) estemetrica pe °.

d d:i"® ij,, d(x,y):/g(x—yi)z, unde  X=(X, %, X)),

Y=Y, Yy Y,,) €Stemetricipe j".
Aceste distante se numesc distante euclidiene.
Tn multimea j ™ sunt uzuale urmatoarele distante:
r (X,y):é |)§ - y|| §| r (X,y):max|)q - yi|’
i=1

1£iEm

unde X = (%, % %) s Y= (Yo Yareess Yim) -

DEFINITIA 2.3.2 Fie d, si d, doua distante definite pe o multime E.
Spunem ca d; si d, sunt distante echivalente daca exista a >0 si b >0,
astfel Tncét

dfad,si d,£bd.
Exemplu. Distantele d, r (date ma sus) si distanta euclidiana sunt
distante echivalente pe j ™.

Solutie. Searataca d(x,y)3 d(xy)®r (xy)? %d(x,y).

DEFINITIA 2.3.3 Fie (E,d) spatiu numeric. Multimile:

S(xo,r):{xT E[d(X,X) <1, 13 0,%1 Efixat}
si:

§(x0,r):{xT E|d (X, X) <1572 0,%1 Efixat}
se numesc sferele deschise, respectiv inchise ae spatiului metric (E,d).
OBSERVATIA 2.3.2
a) E° j, d metrica euclidiana, atunci:

S(%:1) = (% -1, % +1) st S(%,,1) =[%, -1, % +r].
b) E° j?si d metrica euclidian, atunci:
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S06:1) ={ (%, 6) =XT 1 2[(% - %0)? + (%, - %) <17}
si se numeste discul plan deschis, iar:

S04, 1) ={ 06 3) = X1 12|06 - %,)” + (% - %,,) £ 77
si se numeste discul plan inchis.
©) S06,1) ={ 06,6, 6) =XT 1[04 ,)° + (3% - %)" + (% - %5)” <17} si s
numeste sfera deschisa din 2, iar

S06:1) ={ (%2, %) = X1 %[04 - %2)? + (3 - %) + (- 0)* £}

si se numeste sfera inchisi din j°.

PROPOZITIA 2.3.2 Orice spatiu metric (E,d) este un spatiu topologic.
Reciproca nu este in general adevarata.

Demonstratie. Se aatd ci t, ={S(xr)|xI E, r3 0} formeszi o
topologie. Aceasta topologie mai poarta denumireasi de topologie metrica.
Pentru a arata ca t,, este o topologie se aratd ca S(X,,r) sunt multimi
deschise, pentru orice xoi E fixat si orice r3 0.

ars
Indicasie. Se arata ca S(x,,r)° S(x,,r) (interior).

In mod analog, se arati ci daci G,,G,,...,G, 1 t,, (sunt multimi deschise)
aunci G CG,C..CG,Tt,,.

Daci G1t, pentru orice il A avem UG1t,, , de unde rezulti ci
A
intr-adevar t ,, este o topologie.

4. NORMA. SPATIU VECTORIAL NORMAT

DEFINITIA 2.41 Fie E un spatiu vectorid si j :E® j, o aplicatie.
Daca:

i) j (X)>0, pentru orice xI E, xt 0. si j (X)=0 daci x=0. (0.
elementul neutru Tn raport cu adunarean spatiul vectorial E);

i) ] (x+y)£] (X)+j (y), pentruorice x,yl E;

iii) j (ax) =|alj (x), pentruorice xI E, al K,

atunci aplicatia j (x) este o norma pe E. Cupletul (E,j ) se numeste
spatiu vectorial normat, iar norma J ma ae si urmatoarea notatie
i 09° .
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Exemple.i) E= i, |[X|=[X:ii)) E=i", |X|= /é’n{ x? - norma euclidiana,
i=1

4, = [x|=4 s .

1£iEm
DEFINITIA 242 Fie |4, |, norme definite pe spatiul vectorid E
Spunem ci | 4, si ||, sunt echivalente daci exista a,b >0 astfel incat:

[4.£a (A, st |4, £b A,

Exemplu. Normele din exemplele de mai sus sunt echivalente. Se arata ca

[ €14 €[4,

PROPOZITIA 2.4.1 Orice norma defineste o distanta.
Demonstratie. Fie (E,f) un spaiu vectorid normat. Aplicatia

d(x,y)=|x-y|, d:E" E® j este o distanta (metrici) pe multimea E.

Pentru aceasta trebuie verificate axiomele metricii, tindnd cont ca axiomele
normei sunt verificate. A
i) d(x,y) >0, pentruorice x,yl E, xt ysi d(x,y)=0 rezulta x=y.

Intr-adevar, d(x,y) =|x- y|>0, pentruorice x- y* 0. Dar, x- y* 0 daci
si numai daci x! y si din d(x,y)=0 rezultd |[x- y|=0. Dar, x- y=0
dacd si numai daca x=y.

i) Trebuie aratat ca d(x,y) =d(y, x), pentru orice x,yl E. Intr-adevar:

dxy) =[x v =] 1y- ¥ =|- dly- ¥ =]y- §=d(y.%).
iii) Trebuie aratat ca d(x,y) £d(x,z)+d(zYy), oricare ar fi x,y,zl E.
Intr-adevar:
dooy) =[x- ¥ =[x- z+z- y|£]x- Z+|z- y|=d(x 2)+d(zy).
Astfel am demonstrat ca orice norma defineste o distanta.

OBSERVATIA 2.4.1 Tinand cont de Propozitia 2.4.1, orice spatiu vectorial
normat este i un spatiu metric, dar reciproca nu este in general adevarata.
Tntr-un spatiu vectorial normat se poate opera cu elementele si se pot crea
vecinatati in care se poate determina precis densitatea elementelor prin
masurarea distantei dintre ele, dar Tntr-o astfel de structura nu se poate defini
notiunea de directie, deci de unghi. Aceasta directie poate fi stabilita cu
gjutorul notiunii de produs scalar.
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DEFINITIA 2.4.3 Fie E un spatiu vectorial normat peste campul K si
aplicatia p:E” E® K, daca:

) p(xy)=p(y.x),oricarear fi x,yl E;

i) p(x +%,Y)=p(x,y)+p(x,Y), oricarear fi x,%,yl E;
i) p(a,x y)=ap(xy),oricarear fi x,yl E;

iv) p(x,x)>0, oricarear fi xI E, x* 0 si p(x,x)=0 dacdsi numai daca
x=0,

atunci aplicatia p se numeste produs scalar pe spatiul vectorial normat E.
Produsul scalar p(x,x) senoteazi si astfel xxy sau (x,y) sau (x,y).

OBSERVATIA 2.4.2 Fie E spatiu vectorid. Daca acest spatiu vectorial
este Tnzestrat cu un produs scalar, atunci poarta denumirea de spatiu
prehilbertian.

PROPOZITIA 2.4.2 Fie E spatiu vectorial si p:E" E® K un produs
scalar ( E un spatiu prehilbertian), atunci au loc urmatoarele relatii:

) (XY, +Y,) = (% ¥a) (X, ¥,

i) (xa,y)=a(xy);
iii) [(x, y)| £ || 4 y|| (inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz).
Demonstr atie.
i) Tinand cont de axioma i) din Definitia 2.4.2 rezulta:
0 i) 0
(X Y+ Y2) =Y Y2 X) =(¥2 ) + (Y2 X) =0 V) + (% ¥2) = (% ¥0) +(X, V)
0 i) _ i _
i) (x,axy)=(axy,x)=a xy,x)=a xy,x)=a xx,y)
iii) Fie | T j atunci conform definitiei produsului scalar se poate scrie ca:
O£ (x+1 y,x+1 y)=(x,x+1 y)+I (y,x+l y)=

=(6x)+ 1 () +1 (y, ) +1 2 (y,y) =12 (y,y)+2 (6 y) +(x.x)
Deci, pentru orice | T § avem:
1 2(y,y)+2l (x,y)+(xx)3 0 (trinom de gradul doi in | ),

de unde D=4(x, y>2 - 4(x,x)(Yy,y). Din proprietatile trinomului de gradul
doi, esteevident ca D£ 0. Asadar:

[0 ) £40x) (v v) = XAy
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PROPOZITIA 2.4.3 Orice produs scalar defineste o norma.
Demonstratie.
Intr-adevar, daca se considera gplicatia:

X=X [4:E® i..

atunci aceastd aplicatie este o norma pe multimea E. Tinand cont ca
proprietatile produsului scalar sunt verificate, trebuie aratat ca aceasta
aplicatie verifica proprietatile normei.
i) [X|>0,pentruorice xi E, x* 0 si [[x| =0 rezulta x=0.
Intr-adevar, din (x, x}IL)O, pentru orice x' 0, rezulta ,/(x,x)>0,
echivalent cu |x| >0, pentru orice xI E, x* 0. Pentru ceade-adouaparte,
gx,x)=0pP x=0g U
gx|=0p x=0g.
i) Trebuie aratat ci |axx| =|a|#|x|, pentru orice xI E, al j .
Intr-adevar, (ax;ax) =a*(x,x) P ,/(ax; ax) =|al/(x,x) P |ax|=|a*x].
iii) Trebuie aratat ca |x+y| £ x| +|y| , pentruorice x,yT E.
Tntr-adevar:

(x+ yox+y) =00+ 20 )|+ (v y) €] + 20X Ay + v

. 2 A~
Deci, [x-+ " £ (| +[yl)" O [x+ v £[x|+]¥]-

Exemplu. Fie E= j". Sa se arate ca aplicatia:

a) (X,Y) =X Y, + %Y, +...+ Xy, esteun produs scalar pe j".
b) Daca <5,5> =axcosq , q :(5,5) este un produs scalar.
Solutie. Vezi Exercitiul 2.5.14.

DEFINITIA 2.4.4 Fie (E,t ) un spatiu topologic. Acest spatiu topologic se
numeste topologic separat daci, pentru orice x,yl E cu x! y existi
vecinatatile V, V, astfel incét V, CV, =f .

Spatiu topologic separat prezintda o importanta deosebita deoarece numai
intr-un astfel de spatiu topologic, atunci cand limita existd, ea este unica.
Notiunea de convergenta este binedefinita Tntr-un spatiu topologic separat.

PROPOZITIA 2.4.4 Orice spatiu vectorial normat este un spatiu topologic
Separat.
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Demonstratie. Fie (E|| ><||) spatiu vectoria normat. Fie x,,y,1 E|x, 1y,

e =% Yol
3

arbitrare. Se considera . Se considera sferdle:

S(%.n) ={y1 E[[%- y|<r}. S(¥o.r) ={¥T E[lyo- y|<r}-
Aceste multimi sunt vecinatati ale lui x,, respectiv y,, in topologia metrica.
Dar, este evident ¢ S(x,,1,)C S(y,.1,) =f .

s ¥
0 0
D ( ' .‘J { ' }

PROPOZITIA 2.4.5 Spatiile j, j?,..., i " sunt spatii topologice separate in
cazul in care sunt inzestrate cu topologia metrica.

PROPOZITIA 2.4.6 Intr-un spatiu prehilbertian au loc proprietitile:
i) [x+ i +|x- v = 2(||x||2 +||y||2) - regula paralelogramului;

i) [x+y| =[x +]y] O (x ) =[xyl

i) (x,y)=|x|4y| O $al j astfelinca y=a x.

5. EXERCITII REZOLVATE

EXERCITIUL 2.5.1 Fie B, (x) familiaintervalelor deschise cefl contin pe
xI j .S searate ci aceasta multime formeazi o topologie pe j .

Solutie. Trebuie aratat ci B, () verifica proprietitile unei topologii.

i) f T B, (x) decarece f =(x,x) si il B, (x) deoarece j =(-¥,¥).
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i) Fie 11 B, (x), kT A (multime de indici). Aceste intervale sunt de
forma 1) =(a.b) cu proprietatea ci xI (a.b), (" )kl A. Fie
r.=b - x si e =x-a_. Se noteazi r:rEax{bK— x} si e:max{x— a}.
Atunci Ulfz(x—e,x+r) si xI (x-e,x+r).Deci, Ul =B, (x).
iii) Fiek“;kxi B, (x), kT Ln. Fie r =min{h, - x} k'; e=min{x- a}.
Atunci, i I =(x-e,x+r) si xI (x-e,x+r). Ded, i 17 B, (x).

k=1

Observatie.
i)t (x):{(x— e, x+e)|xI i, e>0}i B. (x).
ii) Daca se considera
D. (x):{Di i |($)e >0 astfel incét (x- e,x+e)l D,xI i},
atunci este evident ca B, (x)1 D, (x).

EXERCITIUL 252 Fie t ,(X) :{ x.e)[x1 i e>o} multimea

discurilor deschise de centru X si raza e it (%)= { . (%.e)|X, e>0}
multimea sferelor deschise de centru X si razi e. Si searateci t , (X) si
t 5 (X) sunt topologii pe i si respectiv j °.

Solutie. Verificam cele trei axiome ae topologiei. Cand e® ¥,
Diz(i,e)0 i 2. Dedi, iZTtiz(Y). Cand e® O, Diz(i,e):f. Deci,
fle . (x).

Fie A o familie deindici si D_Z(X,ek)i t IZ(X) kT A.
D

. (xe).

Daci e =max{e} , atunci U D, (X.e,) =
K A

Deci, U D, (e )T t .(X).
Fie Di (x e )t L(X), k= 1,n.

Daci e = mfn{ e} , atunci |D (x,e)=D_,(x.e).

k=1 i
Dedi, | Diz(i,ek)i t i2(X).
k=1
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Astfel saaritat cit ,(X) estetopologiein . Analogsearaticit ,(X)

este topologiein j 2.

Observatie.

Topologiile t , (%) sit s (X) sunt topologiile naturale ale lui j? si
respectiv j°.

Daci X1 i, aunci {(%-ex+r)le>0 reprezinta multimea
vecinatatilor lui x, Tntopologiat . x).

Daci X,1 2, aunci {Di2 (%,.€)le >O} este multimea vecinatatilor ui
%, intopologiat , (x).

Daci x,1 j°, atunci {Di3 (%.€)le >O} este multimea vecinatatilor Iui
%, intopologiat , (%).

In general, daca t este o topologie oarecare a lui X, atunci
{GT t %1 G} este multimea vecinatatilor lui x,1 X . O astfel de multime

senoteaza V, iar multimeavecinatatilor [ui x, senoteaza cuV, .

EXERCITIUL 2.5.3

Fie (X,t ) spatiu topologic. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) Al t;

b) ATV, pentruorice xT A.

Solutie. @b b) Fie Al t . Atunci xT Al A, pentru orice xI A. Deci A

este o vecinatate alui x. Asadar, Al V..

b)p a) Fie ATV, pentru orice xI A. Deci, exista G 1t astfel incat

xI G I A. cum A=U{x}, din G, i A se obtine Al UG,. Din
X A XA

G I Arezultica UG, I A. Asadar,avemca A=JG,Tt.

XA XA

EXERCITIUL 2.5.4 Fie (X,t) spatiu topologic si xI X . Atunci V, are
urmatoarele proprietati:
a dacaVIV,siUEV,aunci UTV,;

b) dacaV,iV,,i=1n,aunci JVIV,

i=1
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c) pentruorice VIV, ,aunci xT V.

Solutie. @) Daca VIV, , aunci exista Gt astfel incat xI G1 U. Cum
UEV,aunci xI GI U.Deci, UTV,.

b) Daci V,1V,, i=1n, aunci exista G1t astfel inc& xI G1V,
i=1,n.Asadar, xi | G1 JV,.Darcum | Git,aunci JV,TV,.

i=1 i=1 i=1 i=1

c) Evident, tinand cont de definitia vecinatatii.

EXERCITIUL 2.5.5 Orice interval deschis de numere reale este o multime
deschisi.

Solutie. Conform cu Definitia 2.1.4 trebuie aritat ca pentru orice x1 (a,b)
existd r>0 astfel inca (x- r,x+r)l (ab). Fie d:==min{x- a,b- ¥}.
Atunci este evident ci ?( %,x+%2‘l (a,b). Deci (a,b) este multime

2
deschisia.

Observatie. Analog se arata ca:
D,. (%) ={xT 20~ %) + (- o) <17}
unde X =(x,%,), % = (X, %), eteomultime deschisiint , , iar
Di3(70,g)={77 i’

(%~ %)+ (%= %)+ (%, - X03)2<r2},

unde
X = (%%, %) %o = (Yo X1 %g) €€ MuUltime deschisiint , (X).

EXERCITIUL 2.5.6 Fie (X,t) spatiu topologicsi A BI X. Sa se arate
ca:
0
a) A=A;
0 0

b) Al Cb Al B

0 0 o0
c) ACB=ACB

0 0_ 0
d) AEBE AEB
Solutie. Conform cu Definitia2.2.1 punctele @) si b) sunt evidente.
¢) Se arata dublaincluziune:
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O, 0 o 0 o 0

ACBi ACB si ACBI ACB.

0
Tntr-adevar, fie x7 AC®. Atunci exista V, astfel incat V.1 AC B. Deci,
N N . 0 o 0O, 0o o
V.1 Asi VI B. Asadar, xI ACB. De aici rezulta ci ACBi AGB.
. 0 o0 . 0 ~ 0 N

Fie acum xI ACB. Atunci xI A si xI B. Asadar, V.| ACB.

Atunci, x1 %‘B Dedi, ACBI ﬂEC/‘B
d) Fie x1 AEB Atunci x1 A sau x1 B Deci, exista V, adfel Tncat

V.1 AsauV, 1 B.Atunci, conform cu Definitia2.2.1, avem x,1 ﬂ?E/‘B.

Observatie. Punctele c) si d) se generalizeazé astfel:

’l//f#l IA %‘EUA

EXERCIIIUL 2.5.7 Fie (X,t) spatiu topologic si A,B1 X. Si se arate

a |BpAi§
b) AEB=AEB
QK_EIAQE
d) A=A
Solutie.

a) Este evident tinand cont de Definitia2.2.1.

b) Cum A Bl AE B, atunci conform cu a avem A Bl AE B. Asadar
AEBI AEB. Fie xi C(AE I§):CKCCI§. Asadar, x| A si xI B.
Atunci, exista U, si V, astfel incdt U, CA=f si V,CA=f. Cum
W, =U,CV, (vezi Exercitiul 2.5.4), atunci conform cu distributivitatea
intersectiei fata de reuniune se obtine W, G (AE B) =f . Deci, xi AEB.
Cu dte cuwinte, xi CAEB. Asadar, am aitat ci
x1 C(AE I§)D xI CAE B. Deci, AEBI AEB.

) Se procedeaza cala punctul b).
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d) Fie x1 A. Conform cu Definitia 2.2.1, pentru orice V,, V,.C A f . Fie
yl V.CA. Atunci, yI V, si yl A. Deci, V,CA*f b xI A. Tindnd
cont defaptul ci Al A si de punctul &) se obtine A= A.

Observatie. Proprietatile b) si €) se generalizeaza astfel:

¥ ¥ ¥ ¥

UAT UA s TAT TA.
n=1 n=1 n=1 n=1

Generalizarea lui b) se poate verifica usor pe multimile A, = gl,lu [

Sn H, lar

generalizarea lui c) se poate verifica wusor pe multimile

EXERCITIUL 258 Fie (X,t) spatiu topologic si A Bl X. Si se arate
ca:

a) Al Bb A'l B';

b) (AE B)'= A'E B';

c) (ACB)'l ACB

d) (A')'=A"

Solutie. Aceste proprietati se pot demonstra folosind definitia punctului de
acumulare. Se poate folos si urmatoarea proprietate

xI A0 g" VNI v, b cad (VG A)3 AN

Folosind aceastd proprietate se arata ci (AE B)'= A'E B'. Intr-adevar, fie
x1 (AE B)'. Atunci, orice vecinitate V1 V, contine o infinitate de puncte
din AE B. Aceasta implica faptul ca contine o infinitate de puncte din A,
deci x|l A' sau o infinitate de puncte din B, deci x|l B'. Asadar,
xI AEB'. Deci, (AEB)'l AEB'. Fie xI AEB', atunci xI A' sau
xI B'. Deci, in orice vecinatate V1 V, se afld o infinitate de puncte din A
sau infinitate de puncte din B. Deci, in orice vecinitate V1V, se afld o
infinitate de puncte din AEB. Deci, xI (AEB)'. Asadar,
AEB'l (AE B)'.Tnmod andog se arati celelalte proprietiti.
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EXERCITIUL 2.5.9 Sa se arate ca multimea numerelor rationale & este
densa in multimeanumerelor reale j .

Solutie. Se stie ci multimea A este densi in multimea X daca A= X.
Tinand cont de aceasta, trebuie aritat ci & = j . Incluziunea j E o este

evidenta. Trebuie aratat ca =@ E j . Fie xI j . Atunci oricare ar fi e >0,
exista i =. Deci, (x- e,x+e)Catf  Atunci, xI o.Asadar, o E j

EXERCITIUL 2.5.10 Fie [0,1]. Se imparte acest interval n trei parti egale

si seobtine E = e g_tramea mijlocie. Intervalele ramase 1“ €2 u
&3’ 8 3’ &
ael 2 Op &l 80

se impart fiecare in trei parti egale si se obtine: , ,
p parti egale s E, = STy 52Ty

Intervalele ramase O lu €2 30 €6 7u €8 9uszelmpartflecare

83l & FH &8 FH &' 3
n céte trei parti egale si seretin treimile mijlocii ale fiecaruia, deci se obtine
multimea E; = l 2 O xl 8 oE 29 200E &5 260 sl se continua
832 ! 832 ’32 832 ! 32 832 ! 32 -

indefinit procedeul.

¥
Si searate ci multimea C =[0,1]\|J E, are proprietitile:

n=1
aC=C

0
b) C=f .
Solutie. Din modul de constructie a multimii C se observa ca in aceasta
multime raman toate numerele reale care se scriu in baza de numeratie trei
numai cu ajutorul cifrelor O si 2.

a) Deoarece pentru orice X=2a,a,,8,,...,a,,... Cu proprietateaca a1 {0,2},
atunci Tn orice interval care il contine se afla si numere reale care in scrierea
triadica contin cifra 1 si nu apartinlui C. Deci C=C".

b) Este evident ¢ [0,1] nu include niciun interval deschis ale carui elemente

0 0
si fie numai cu gjutorul lui O si 2. De aici este evident ca C=f si C=C.

. 0
Deci, C =f .
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¥
Observatie. Multimea C =[0,1]\|JE, se numeste multimea lui Cantor.
n=1

EXERCITIUL 2511 Si se determine interiorul, exteriorul, frontiera,

aderenta si parteadiscreta pentru multimile @ si E :ii|ni ¥*§.
in

Solutie. Tinand cont de Definitia 2.2.1 si de faptul ci: Oricare ar fi xI

intervalul (x- e,x+e), e >0 contine o infinitate de numere raionale si o
0

infinitate de numere irationale se obtine imediat ca: = =f , Exta=f ,

— _ 0 ..

Fre=j5, ='=j, lza=f s E=f, FrE—lol— = g

n’

ExXE=j-FrE, E=FrE, E'={0}, IZE=E.
EXERCITIUL 2512Fied: " i"® i,,

unde d(X,5)=./a (- %)\ X=(% %), V=(YoreV,). Sa e arate
i=1

ca aceasta aplicatie este 0 metrica pe j".
Solutie. In rezolvarea acestui exercitiu este nevoie de inegalitatea lui

Cauchy-Buniacovski aap £ /aa\ x/ , a,bT j, i=1n. Tinand
i=1 —l

cont de Propozitia 24.2. i), avem: || :m, iar
(X,X) =X Y, + %Y, +...+ Xy, inegalitatea lui Cauchy-Buniacovski este
evidentd. Pentru ca d(X,y) si fie metrica sau distanta trebuie si verifice
Definitia2.3.1.
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n n

éd(¥,7)+d(7,¥)az=§t(&-yi)2+2é; (x- %) x/av-2)+a(x-2)

i=1 i=1

? 5n1(>s v )+ 28 (% - v)( - z)+ié1:l(yi- z) =

=<§_lé>ﬁ- y)+(%- 2)f =4 (x - 2)° =d”(x2).

7)£@d(¥ y)+ (7,?)@2. De aici rezulta faptul ca
y)

Asadar, d(x,¥)=,/a (x-V) verfica Definitia 231 si deci este

i=1

metrici pe j".

EXERCITIUL 2513 Fied:j"" i"® j,

l

unde d(X,y) = 8a|>g y|| . P31 X=(X,. %), V=(Virenr Y,). S S0

arate ca gplicatia este o metrmape i
Solutie. In rezolvarea acestui exercitiu este nevoie de inegalitatea lui
Minkowski. Daci a,bT j si p3 1,

l l
atunci +pP% ¢ po PO”
8ala h| 8& al” -+ 8a|h|

Pentru p=1 megalltatea se reduce la inegalitatea cunoscuta — modulul

sumei este mai mic sau egal deca suma modulelor.
In continuare se considera p >1 si atunci:

ala+h/"£alapta +b/" +a hl4a +b|"
i=1 i=1 i=1
Daca se considera g :pil atunci folosind inegalitatea lui Holder rezulta

inegalitatea lui Minkowski.
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Inegalitatea lui Holder este urmitoarea. Daci a,b1 § si p,q>0 adtfel

l

incat = +1=1, atunc 4 |ab|£53 a|a| ><83_ |b| - . Aceast inegalitate
P q =1
se obtine imediat din urmétoarea megalltate Daca p,q>0 adfel Tncat

1,1_ [a” , |of*
—+==1, aunci |a,b|£— g pentru orice a,bl j .

P q

Trebuie aritat ca aplicatia d (X,y) verifica Definitia2.3.1.

i)

d(x,y)=00 4|x- y|"=00 |x-y|"=00 |x- y|=00 x=y, 0 x=y
i=1

Deci, d(X,y)=00 x=y.Cum:

l

X - y|2 0P |x-y|°2 0P ga|>g y,| + 300 d(x,y)20.

1) Cum | - yil‘ly. - x|, rezulta | - y|* —Iyi - x[".

l

Ded, galx s —galy. >9| d(x.y)=d(v.%)(" )%y i".

iii) Avem [x - y|’ :|(>§'Z) a-yil £(% - z]+|z - )"
Deci,
l

n p n
alx- vl £a(|>9-4|+|a-y. galx zl < +galz y.l :
i=1 i=1

Pentru p>1 este evident ca ga|>g y|| T £a|>q Y.|

ﬂ
1

pop

Asadar, galx y. ; £ga X - zl < +ga|z y.l =

Deci, d(x,y)£d(y,z)+d(z,y).

EXERCITIUL 2.5.14 Sa se arate ca:
(X,¥) = XY, %Y, ot X Yo, X, Y10

n

este un produs scalar pe j".

n
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Solutie. Trebuie aratat ca aceasta aplicatie verifica Definitia 2.4.3.

i) Relatia (X,y)=(V,X) este evidenta deoarece (X,V)zéﬂ xxy 1 i si
i=1

éxm=émm-

i) (X+y,2)= ébwvmz axa+axﬁz<iﬂ+W2%
mMa%Wzé mw.aaxm a(x.y)

iW<YX>:§)¢>OJ'X1(Qqum:6

Observatie. Tinand cont de Propozitia 24.3, rezulta ca
[ =%+ +...+ X2 esteonorma pe ".

EXERCITIUL 2515 Multimile S(xr)={yl E[d(y,x)<r}, unde

(E,d) este spatiu metric, sunt multimi deschise.

Solutie. Trebuie aritat ci g(x,r):S(x,r). Fie yl S(xr) si
r'=r-d(xy).Fiezl S(y,r.

Atunci, d(zx)£d(zy)+d(y,x)<r+r-r'=r. Deci, zI S(xr'). Se
obtine ca S(y,r')1 S(xr). Aceasta incluziune arati ca orice punct al

multimii  S(x,r) este punct interior a siu. Deci, S(xr)i g(x,r).

Incluziunea g(x,r)i S(x,r) este evidenti. Deci, %(x,r): S(x,r).

EXERCITIUL 2.5.16 Folosind inegalitatea lui Schwarz, sa se demonstreze
inegalitatea lui Cauchy — Buniacovski.

Solutie. Trebuie demonstrat ca, pentru q,bﬁ i,i=1n,avemci

n

ga""hzﬁg <38
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Tindnd cont de produsul scalar din Exercitiul 2.5.14 si de faptul ca el
defineste norma euclidiana conform cu inegalitatea lui Schwarz si luand

x=a s y=h in reaia ((xy) EPNAY x=(xx0K x,),
y=(v.,¥,,K,Y,), obtinem astfel inegalitatea din enunt.
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CAPITOLUL Ill: CARACTERIZAREA TOPOLOGICA A
MULTIMILOR. SIRURI TN SPATII TOPOLOGICE,
SIRURI TN SPATII METRICE, SIRURI TN SPATI|
VECTORIALE NORMATE

1. MULTIMI MARGINITE

Problema marginirii multimilor este o problema prioritara in ceea ce
priveste controlul rezultatelor matematice ce se pot obtine pe acest tip de
multimi.

Cadrul general n care poate fi definita notiunea de marginire este cel de
spatiul vectorial normat si cel de spatiu metric.

DEFINITIA 3.1.1 Fie (E,d) spatiu metric. Multimea Al E se spune ci
este 0 multime mirginita in acest spatiu metric daci exista x,1 E arbitrat
dar fixat si r >0, astfel incat d(x,,x) £, pentru oricex1 A.

OBSERVATIA 3.1.1
a) Multimile marginite nu sunt echivalente cu multimile cu un numar finit
de elemente.

b) Daci A este 0 multime marginita, atunci sup{d(x, y)} se numeste
xyl A

diametrul multimii A si se noteaza diam A.

Exemple. .

a) Daca E=j si d este metricaeuclidiana, se spune ca multimea Al j
este marginita, daca exista r >0 astfel incat Al [-r,r].

b) Daci E=j? si d este metrica euclidiani, se spune ci multimea
Al j® este marginita daci si numa daci existi r >0 astfel Incét
X+ £ pentru orice x=(x,%,)T A adici existi un disc cu centrul n
origine care sa includa multimea A.

c) Daci E=j® si d ese metrica euclidiani, se spune ci multimea
Al §° este marginiti daci si numa daci exista r>0 astfel Incét
XX +X5 £, oricare ar fi x=(x,x,,%,)] A, adica existd o sfera cu
centrul Tn origine care sa includa pe A.
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d) Daci E=j", sespuneci Al j" este mirginita daci si numai daci

existi r >0 astfel incét | x° £1 oricarear fi x=(%,%,,...%,)1 A,
i=1

PROPOZITIA 3.1.1 Fie Al j". Se spune cia multimea A este marginita
daca si numai daca multimea proiectiilor elementelor lui A sunt multimi
marginite de numere reale.

Demonstratie. Se presupune ci Al j" este marginiti. Conform cu

exemplul anterior punctul d) rezulta /é’l X ET, "X=(X, %, 0% )T A,
i=1

unde r >0 este un numar real fixat. Tinand cont de aceasta inegalitate se
. r r r . ,
poate afirma ca: £—, |%|£—,K,|x |E—— . Deci, cu ate cuvinte,
marginirea multimii A implica faptul ca exista r >0 astfel Tnca
-r r
—EXf—
T
indice i fixat ae elementelor multimii A este o multime marginita. Sa
aratam acum reciproca. Se presupune ca fiecare proiectie este marginita si se
demonstreaza ci Al " este marginita.
Intr-adevar, daca fiecare proiectie este marginita, atunci are loc relatia:
r

, oricare ar fi i=1n rezulta ci multimea proiectiilor de

r r L — . . .
—Ex £—, pentru r >0 si orice i =1,n. Deci, |X|£ , oricare ar fi
WP 5 e
JRN— 2 —_—
i=1n sau, echivaent, >g2£r—, pentru orice i=1n. Atunci
n

axErp /é’l x* £1.Deci, Al j" este mirginita.
i=1 i=1
Asadar conform propozitiei anterioare, pentru a studia marginirea

=N

multimilor din j" este suficient si se studieze marginirea multimilor din

DEFINITIA 3.1.2 Fie Al j . Multimea A este marginita daci exista un
interval [a,b]1 j, unde a si b sunt numere redle finite astfel Tncat
Al [ab]. Vom spune ci al j este un minorant pentru multimea A si
bl j esteun majorant pentru A.
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OBSERVATIA 3.1.2 Din Definitia 3.1.2 este evident ca o multime
marginita are o infinitate de minoranti si o infinitate de majoranti.

DEFINITIA 3.1.3 Ce mai mare minorant al multimii A poartd denumirea
de margine inferioara a multimii A si se noteaza cu m,, iar cel mai mic
majorant poarta denumirea de margine superioara a multimii A si se
noteaza cu M.

OBSERVATIA 3.1.3

a) Daca M, ede margine superioara a multimii Al j, atunci are
urmatoarele proprietati:

i) pentruorice xI A, XEM ,;

ii) pentruorice e >0, exista xI A astfel incdt x>M, - e.

b) Daci m, este margine inferioara a multimii Al j, aunci ae
urmatoarele proprietati:

i) pentruorice xT A, x3 m,;

ii) pentruorice e >0, exista xI A astfel incat x<m, +e.

PROPOZITIA 3.1.2 (Unicitatea si exisenta marginilor unei multimi).
Orice multime de numere reale marginitd are 0 margine superioara,
respectiv o margine inferioara. Aceste margini sunt unice.

Demongratie. Fie Al j marginiti. Existenta marginii superioare M, se
arata prin constructia efectiva a acesteia. Procedeul de constructie este
urmatorul. Fie n primul numar intreg care verifica proprietatea x<n,
pentru orice xI A. Acest numir existi deoarece multimea A este
marginita, deci majorata superior. n- 1 reprezinta partea intreaga a marginii
superioare M ,. Se Tmparte intervalul (n- 1,n) n zece parti egde. Fie
n1 (n-1n) ce mai mic numar de diviziune astfel incét x<n,, oricare ar
fi xI A. Numirul n - 0,1 reprezinti pe M, cu o zecimali exacti. Se
considerd intervalul (n, - 0,1, n,). Acest interval se imparte Tn zece parti
egale. Fie n,T (n,- 0,1, n;) cel mai mic numar de diviziune pentru care are
loc proprietatea: x <n, pentru orice xI A. Numarul n,- 0,1 reprezinti pe
M, cu doua zecimde exacte. Se poate continua procedeul pentru
determinarea lui M, cu oricdte zecimale exacte. Tn acest mod, teoretic
rezulta existenta lui M, (desi, uneori, practic este imposibil si se determine

48



M,). Unicitatea lui M, se demonstreaza prin reducere la absurd. Adica se
presupune ca mai exista o margine superioara a lui A notata M,, astfel

incdt M,,>M,. Fiee :w. Atunci, conform proprietatii marginii

superioare se afirma ci exista un x@ A astfel incét:

MlA' MA — M1A+MA > 2MA —
2 2 2
deci, x¢>M A,xtﬁ A. Dar aceadta contrazice faptul ca M, este marginea
superioara. Contradictia provine din faptul ca s-a presupus ca ma_exista
Tnca 0 margine superioara. Asadar marginea superioara este unica. In mod

analog se rationeaza pentru marginea inferioara.

X¢>M,, - e=M,,- M,

PROPOZITIA 3.1.3 Fie (E,d) spatiu metric si x, un punct de acumulare

a multimii Al E. Orice vecinitate a punctului x, contine o infinitate de

puncte din multimea A.
Demonstratie. Serationeaza prin reducere la absurd. Se presupune ca exista

0 vecinatate §(x0,r) alui x, care si contina un numar finit de puncte din
A. Fie acestea y,, Y,,...,y,. Fie d. =d(x,,y,) distanta de la x, la y,. Se

noteazi d = min{d,,d,,...d,} . Atunci S(x,y;) I A\{x,} =f . Se gjunge la
contradictie cu definitia punctului de acumulare. Daca E° j, atunci
S(%,1) =[%,- 1, % +r].

OBSERVATIA 3.14

a) Tinand cont de Propozitia 3.1.3, rezulta ca multimile cu un numar finit de
elemente nu au puncte de acumulare.

b) Dupa cum se stie ¥¢=f . Deci, exista si multimi cu o infinitate de
elemente care nu au puncte de acumulare. Atunci se pune problema care
sunt multimile care au puncte de acumulare.

PROPOZITIA 3.1.4 (Teorema lui Weirstrass-Bolzano). Orice multime
infinita si marginita are cel putin un punct de acumulare.

Demonstratie. Se considera cda multimea A este o multime de numere
rede Fie Al j o multime marginita cu o infinitate de elemente. Datorita

faptului ¢ multimea este marginiti rezulta ci existi [a,b] astfel incat

Al [ab], a,bl =. Fie c:%b mijlocul acestui interval. Deoarece A
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este infinitd, cel putin unul din intervalele [a,c] sau [c,b] contin o
infinitate de elemente si se noteazd [a,,b] intervalul cu o infinitate de

punctedin A. Din modul cum afost construit, rezulta cd b, - a, :b—_za_ Fie

cl:ai—;bl mijlocul intervalului [a,b]. Atunci cel putin unul din

intervalele [a,,¢,] sau [c,b] contine o infinitate de elemente ale multimii
A si se noteaza [azbz] intervalul care contine infinitatea de puncte. Din

modul cum a fost construit, rezulta b, - a, = %. Fie c, :az—;bz mijlocul

intervalului [a,,b,]. Deoarece acest interval contine o infinitate de puncte
ale multimii A, atunci cel putin unul din intervalele [a,,c,] sau [c,.b)]
contine o infinitate de elemente ale multimii A si se noteazd [a,,b,]
intervalul ce contine o infinitate de puncte. Din modul cum a fost construit,

rezulta b, - agz%. Continuand astfel, se obtine intervalul [a ,b,] ce

contine o infinitate de puncte din multimea A si b, - a, :%. Tn acest

mod s-au construit sirurile de numere rationale (a,) .., (b, ) ., care verifica

urmatoarele proprietati:

) a<a<..<a,<..<b <..<b,<b;

. b-a

i) b,-a,= PR

Doua siruri de numere rationale care verifica aceste proprietati au limita si

limita lor este comuna. Deci, exista X, = Ii®rQaﬂ sl % :Ii®rL1bn. Se arata n
n n

continuare ca punctul x, astfel construit este un punct de acumulare al
multimii A. Fie e >0 un numar pozitiv arbitrar, atunci exista un rang
NT ¥ astfel incét pentru orice n> N si rezulte ci intervalul [a,,b,| este

inclusTnintervalul (x, - e,%,+e) care este 0 vecinatate oarecare alui x, n

cazul topologiei metrice a lui j cu metrica euclidiana. Dar, intervalul
[a,.b,] contine o infinitate de termeni ai multimii A. Deci, rezulta

(%-ex%+e)CA\{x}1f.Cum e afost aes arhitrar, rezulta x,1 A’,
adica x, este punct de acumularea multimii A.
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Observatia 3.1.5
a) Demondtratia anterioara este data pentru multimi de numere rede
(Al i), dar ea este adevarata si pentru muliimi Al §™ si n acest caz

intervalul [a, b] care s-a considerat Tn demonstratie se Tnlocuieste cu o sfera
nchisi S(x,,r) ceinclude multimea A.

b) Daci x,1 A nu este punct de acumulare d multimii A, atunci e este un
punct izolat al acesteia

c) Daca Al j estemarginita, rezultda ca A' este 0 multime marginita.
Marginea superioara a multimii A' se noteaza L,, iar marginea inferioara
se noteaza cu |, si mai poarta denumirea de limita superioara, respectiv
limita inferioara a multimii A. Se ma scrie astfel: L, =limA i
[, =limA.

Limita superioara L, are urmatoarele proprietati:

1) ladreaptalui L, +e, oricare ar fi e >0, exista un numar finit de puncte
din multimea A;

2. ladresptalui L,- e, oricare ar fi e >0, exidta o infinitate de puncte ae
multimii A.

Limitainferioara |, are proprietati analoagecu L,.

Intre cele patru numere importante pentru o multime marginita A exista
urmatoarearelatie:

mEILEL,EM,.
Punctul c) al Observatiei 3.1.5 este evident tinand cont de aceste inegalitati.

2. TIPURI DE MULTIMI
21 MULTIMI COMPACTE

DEFINITIA 321 O familie de multimi { Alil | } congtituie o

acoperire a multimii B, daci B1 |J A. Daci multimile A sunt toate
il

multimi deschise, se spune ca familia de multimi este o acoperire deschisa a

lui B. Daca | estefinita atunci acoperirea este finita.

0
OBSERVATIA 3.2.1 Multimea A este deschisa daca A=A, iar A este
inchisi daci A=A sau C A este deschisi.
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DEFINITIA 3.22 O multime C1 j este compacti daci este inchisi si
marginita.

Exemple.

i) Dacd A={X,X,,..., X}, aunci A este compacti.

i) (" )a,bl i,a<b,intervalul [a,b] este multime compact.

i) Tn i%,i%i" S(x,r), r<¥ esteo multime compacta.

PROPOZITIA 3.21 Daci Cl j este o multime compacti, aunci din
orice acoperire a sa cu intervale deschise se poate extrage o acoperire finita
(Borel-Lebesque).

22MULTIMI CONEXE

Notiunea de multime conexa poate fi exprimatd intuitiv spunand ca este
formata dintr-o singura bucata.

DEFINITIA 3.23 Fie A si B doua multimi. Se spune ca A si B sunt
Separate daca:

ACB=ACB=f.

DEFINITIA 3.24 Multimea M este conexa daca nu poate fi scrisa ca o
reuniune a doua multimi nevide si separate.
-2

Un criteriu destul de intuitiv care exprima conexitatea unei multimi din j
sau i’ este da de propozitia urmatoare.

PROPOZITIA 3.2.2 Multimea Al ", n=12, este conexa daci orice
doua puncte x,yl A pot fi legate intre ele cu o linie poligonala L ale carei
puncte apartin in totalitate lui A.
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Exemple

Figural Figura2

Multimea din figura 1 este conexa, iar multimea din figura 2 (nu se
considera punctele curbei C,) nu este conexa.

DEFINITIA 3.25
a) O multime D deschisi si conexa se numeste domeniu.
b) O multime F inchisa si conexa se numeste continuu.

Exemple.
1) (a,b), S(x,,r), r >0, este domeniu

2) [a,b], S(x,.r), r >0, este continuu.

O categorie foarte importanta de multimi sunt cele definite in continuare.

DEFINITIA 3.2.6

0
a) A estemultimerara daca A=f .

¥
b) Daci A=J A, si A, sunt multimi rare atunci A este multime dabi sau
n=1
de categoria |-a Baire.
c) Daca A= A', atunci A este multime perfecta.

Un exemplu de multime rara si perfecta este multimea lui Cantor
(vezi Exercitiul 2.5.10)
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3. SIRURI TN SPATII TOPOLOGICE, SPATII METRICE, SPATII
VECTORIALE NORMATE

DEFINITIA 3.3.1 Fie E o multime oarecare si f:¥® E o functie,
x, = f(n) poartd denumirea de termenul general al sirului, generat de

functia f Tn multimea E, iar sirul de elemente din multimea E ce are acest
termen general se mai noteaza si astfel:
(%,).., (nuintereseaza forma termenilor sirului)
sau
{xn}m , (sirul este considerat cao multime; intereseaza elementele lui).

OBSERVATIA 3.3.1
a) Se observa din definitia anterioara ca sirul este multimea valorilor unei
functii oarecare f , dar care are domeniul de definitie ¥ .

b) Natura elementelor multimii E da tipul sirului. Astfel:

* E=j -sirdenumererede;

* E=£ -sirul este de numere complexe;

e E=j"-sirdeedementedin j";

« E=B" -sirul functiilor f:A® B.

¢) Pentru a putea fi facut un studiu complet a sirurilor, multimea E trebuie
si fie organizata cu structura de spatiu vectorial normat. Dar studiul sirurilor
mai poate fi efectuat si daca E este inzestrata cu structura de spatiu metric
sau de spatiu topologic (nu se pot face operatii cu siruri).

Problema care se pune in legatura cu sirurile, dupa cum se stie, este
monotonia, marginireasi convergenta acestora.

M onotonia. Monotonia sirului (xn)nzo, x,1 E, are sensnumai daci E este

0 multime ordonata si aceasta notiune se defineste astfel:

DEFINITIA 3.3.2 Fie A o relatie de ordine pe multimea E. Se spune ci
sirul (xn)n30 este monoton daci oricare ar fi n,ml ¥, cu n>m, rezulti
X AX. .

Daci E=j, aunci A°"<"sauA°"£".

Dupa cum se stie, monotonia sirurilor de numere redle este:

a) n<m rezultda x, <X, - sirul strict crescator;

b) n<m rezulta x, £ X, - sirul crescator.

Tn mod aseminitor se definesc sirurile descrescatoare.
Aceste afirmatii sunt cazuri particulare ae Definitiei 3.2.2.
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Marginirea. Notiunea de marginire a unui sir este posibila daca multimea
E este un spatiu metric cel putin. Cum sirul este de fapt multimea { x.}
definitiamarginirii este urmatoarea.

n3o’

DEFINITIA 3.33 Fie (E,d) spaiu metric, sirul {x} ., x,1 E, este
marginit, daci exista x,1 E fixat si r>0, astfel incat d(x,x,)Er,

n3o’

pentruorice x, T {x}, n3 0.
Cum orice sir poate fi considerat ca o multime, folosind notatia {x,}
toate afirmatiile legate de multimi marginite sunt valabile si pentru siruri.
Daci E=§™, atunci sirul (xn)nso, x,1 j™ areurmitoarea forma:

X, = (X0 X7
unde (x'n)no i:],_m sunt siruri de numere reale care se mai nUMeEC

n30

proiectiile sirului (X, )

no "

Deoarece un sir este o multime, propozitia referitoare la marginirea

-=m

multimilor din j™ setranspune si lamarginireasirurilor astfel.

PROPOZITIA 331 Fie (x,).,. X,1 i™ un sir de elemente din ™.
Acest sir este marginit daca si numai daca fiecare proiectie a sa (x'n)no

i :l—m, este un sir marginit.

Conver genta. Notiunea de convergenta a unui sir (xn)nsO este posibila daca
multimea E este Tnzestrata cu structura de spatiu topologic, spatiu metric,

spatiu vectorial normat. Definirea convergentei in aceste dructuri este
urmatoarea.

DEFINITIA 3.3.4 Fie (E,t ) un spatiu topologic si (X, ) ., unsir din acest
spatiu. Se spune ca sirul (xn)n30 este convergent in topologiat daca exista
xoi E adtfel incét pentru orice V,_, o vecinitate a punctului x,, exista un
rang N astfel Incat pentru orice n> N rezulta X1 V, - Definitia 3.3.4 se
mai poate enunta si astfel. Sirul (x,) .,

vecinatate contine un numar infinit de termeni, iar in afara oricarei
vecinatati se afla un numar finit de termeni ai sirului.

converge catre x,, daca orice
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DEFINITIA 3.35 Fie (E,d) un spatiu metric si (x,)
spatiu. se spune ca (x,) ., este convergent in metrica d, daci exista

5o Unsir din acest
x,1 E astfel incat oricare ar fi € >0, existi N(e)>0 astfel incét pentru
orice n> N (e) rezulta d(x,,x,) <e.

Daca E=j si d este metrica euclidiana pe j, adica modulul, atunci
Definitia 3.2.5 are forma: (x,) .., x,1 j este convergent, daci existi

%1 i astfel incét oricare ar fi e >0, existi N(e)>0 astfel incét oricare
ar fi n>N(e) rezulta |x, - x| <e.

DEFINITIA 3.3.6 Fie (E||><{|) spatiu vectorial normat. Sirul (x,)
x,1 E este convergent daci exista x,1 E astfel incét oricare ar fi e >0,

n:o’
existd N(e) >0 astfel incét pentru orice n> N (e) rezultd |x, - x| <e.

OBSERVATIA 3.3.2
a) Elementul x,1 E care apare in Definitiile 3.3.4, 3.3.5, 3.3.6 poarti

denumireade limita asirului (x,) ., si acest lucru se scrie astfel:
limx =%, sau X, ® x,.

ne® ¥

b) Definitiile 3.3.4., 3.3.5., 3.3.6. sunt echivalente.

PROPOZITIA 33.2 (Unicitatea limitei) Fie (Ett) spatiu topologic
separat si X, ¥4 X, . Atunci X, este unica.
Demonstratie. Se presupune ci x, nu este unici, adici existd y,1 E astfel
ncét x, %% y,. Conform Definitiel 3.3.4 se poate scrie ca:

x, % x, U g" )V, ($)N,T ¥ai (")n>N, P x TV §
i

x, %@ y, U g" )V, ($)N,T ¥ ai (")n>N P x TV, §.
Daci se noteaza N =max{N,, N,} , atunci din cele doua afirmatii rezulta ca
pentru orice n>N avem x 1 V, sl x 1 V, , deunderezulti V, GV, 1 f,

contradictie cu faptul ca E este spatiu topologic separat. Deci, rezulta
%, © Y, Ceea ce demonstreaza unicitatea limitei.
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OBSERVATIA 3.3.2 Daca spatiul topologic nu este separat, un sir
convergent poate avea mai multe limite, ceea ce arata ca Tn spatii topologice
neseparate convergenta nu este bine definita. Tn spatiul metric si spatiul
vectorial normat convergenta este bine definita deoarece se stie ca orice
spatiu vectorial normat este un spatiu metric si orice spatiu metric este
Spatiu topologic separat.

PROPOZITIA 333 Fie (x,).,, x,I i". Sirul (x,) ., este convergent

daca si numai daca orice proiectie a sa este convergenta.
Demonstr atie.

Se presupune ci (x,) .., %1 i" este un sir convergent. Se demonstreaza
cd (x‘n)m0 este convergent, oricare a fi i=1m. Fie x1 j™ b
xn:(xixnzxﬁx;") Datorita faptului ci sirul este convergent citre
xO:(xéxéxgxg") rezulti conform Definitiei 3.3.5 ca: (" )e>0,
($)N(e) >0 astfel incat (" )n>N(e), rezulta:

YOG+ 06 - ) .+ (- ) <e.
Din aceasta inegalitate se obtine:

.:.|er1‘_xé|<i_e"
: m

2. 2l © — o
[l

Deci, rezulta ca proiectiile (x'n)no I =1, m sunt convergente catre numerele
rele X, i =1, m.

Reciproc. Sepresupuneci X. ® X, i =1, m si se demonstreazi ci x, ® X, .
Rationamentul se face in mod analog. Trtr-adevar, (" Je >0, ($)N(e)>0
astfel incét (" )n>N(e):
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. e
| m _ m < -
B ) <=
Adunand inegalitatile termen cu termen se obtine:
2

(- )+t (4] ) <

deci

JO&- )+ (X" - X2 <e.

OBSERVATIA 3.34
a) Propozitia 3.3.3 reduce convergenta sirurilor din j™ la convergentaa m
siruri de numere reale (x'n)no i =1, m, numite proiectiile sirului din ™.

b) Conform Propozitiei 3.3.3, daci (x,) ., X,1 i este convergent citre

%1 i™, aunci areloc urmitoarea egdlitate:

- — - - 2 - m

i, = fim .. ).
c) Tinand cont de definitia marginirii si definitia convergentei, rezulta ca
orice sir convergent este marginit, dar reciproca nu este in general valabila.
Exemple

1. Fie (x,) ... X, :aei’ ¥n, nsinP-2. Si se studieze convergenta acestui
n°l 8n+1 ng
sir si Tn caz afirmativ si se calculeze limita sa.
Solutie. Proiectiile sirului sunt:
1 p
l = —_—
AL n
Conform Propozitiei 3.3.3, sirul (x,) ., este convergent daci fiecare
proiectie a sa este convergenta si are loc relatia:

2=4n, X} =nsin
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limx, = (I|m>¢ limx?, |Ian)

n® ¥
Se studiaza convergenta proiectiilor calculand direct limitele:
. 1 +1
limx =lim——=0, I|m =lim —Ilm——l s-a gplicat consecinta
n®¥xi n®e¥ N+1 Xn n®\¥/7 n ( P
lemei lui Stolz),

D sin?
M =limnsin® =limp — 1 =p . Ded, imx, =(0.1,p).
n
2. Fie (%) .0 X, :gaé” 1 én 1 Sasestudleze convergenta
ek=1/n® +k? k= 1k(k+1)g

acestui sir si Tn caz afirmativ sa se calculeze limita sa
Solutie. Avem:

l:"";:lg;
kN’ +k* Nz a—:koz’
&ng
, & 1 dad 16 1
= =aAcg; - +=1- Decl,
% Elk(kﬂ) élgk k+ly ~ n+l

s = ) =G0 o= (s ) <3822

%]
4. SIRURI CAUCHY

Notiunea de sir Cauchy sau fundamental este o notiune utila in studiul
convergentei sirurilor atunci cand limita este greu sau imposibil de calculat.
Aceasta notiune se defineste astfel.

DEFINITIA 3.4.1 Fie (E,d) spatiul metric si (x,) ..
elemente ale acestui spatiu. Se spuneci sirul (x,) ., este unsir Cauchy sau
sir fundamental, daca pentru orice e >0, exista N(e)>0 astfel incat

x,1 E, un sir de

oricarear fi n,m> N (e) rezultd ca d(x,,x,) <e.

OBSERVATIA 34.1

a) Este smplu de observat ¢ daci E=j sau E=j ", atunci conditia din
Definitia 3.4.1 devine:
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%~ % <e su [& (X~ %) <e.

i=1
b) Deoarece n,ml ¥, daci se considerai m>n, atunci existi un numar
natural p oarecare, dar fixat astfel incdt m=n+p.
¢) Tinand cont de “b)” conditia din Definitia 3.3.1 Tn acest caz devine
d(X, %,.,) <e,pentruorice pl ¥, p fixa.

PROPOZITIA 3.4.1 Orice sir convergent este un sir fundamental sau un sir
Cauchy.

Demonstratie. Fie (x,) .. un sir convergent citre x,1 E, unde E este un

n30
spatiu metric Tnzestrat cu metrica d . Conform definitiei convergentei in
spatii metrice, au loc urmatoarele afirmatii:

pentru orice e >0, existi N,(e)>0 astfel incdt n>N,(e) rezultd

d(%.%,) <e.
pentru orice e >0, existd N,(e)>0 astfel incdt m> N, (e) rezulta
d(%,X,) <e.
Fie N (e) =max{N, (e),N,(e)}. Atunci au loc simultan relatiile:
oricarear fi n>N(e) rezulta d(x,,x,) <e
oricare ar fi m>N(e) rezulta d(x,,X,) <e. Atunci rezultd ci pentru
orice n,m> N (e) avem:

d(x,,x.) £d(X,X,) +d(x,x,)<2e=e". Deci, d(x,,x,) <e.
Conform cu Definitia3.4.1sirul (x,) ., esteunsir Cauchy.

OBSERVATIA 3.4.2 Reciproca Propozitiei 3.4.1 nu este in general
valabila, asa cum reiese din exemplul urmator:
Exemplu. Fie xni a definit astfel x, =1, x, =14, x, =141, ... sirul care

aproximeaza prin lipsi pe /2. Este evident ci oricare ar fi e >0, exista
N(e)>0, astfel incdt (")n,m>N(e) rezulti ca |x, - x,|<e. Deci

(x,).., esteunsir Cauchy.
Dar n spatiul metric (=,d), spatiu din care fac parte toti termenii sirului,

acesta nu este convergent pentru ci el arelimita /21 =.
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Acest exemplu arata ca exista siruri Cauchy care nu sunt convergente n
spatiul termenilor sirurilor.

PROPOZITIA 3.4.2 Orice sir Cauchy este un sir marginit.
Demonstratie. Fie (x,) ... x,1 E, E spatiu metric inzestrat cu metrica d .

n30’

Daci (x,),., este unsir Cauchy, atunci conform Definitiei 3.4.1 se poate
afirma ci pentru orice e >0 exista N(e)=n, >0, astfel Tncét oricare ar fi

nm>n,, rezulta d(x,x,)<e. Aceasta nseamni ci pentru termenii

X, X, X, @€ loc  relatia d(xno,x)3e, (*)i=0,n,. Fie

d:mix{d(xno,x)}. Atunci, d(xno,xm)<d+e:r,r>0, pentru orice

i=0,ng
mi ¥ . Ceea ce arati ci multimea {xoxlxno} este marginita, adica

sirul (x,),, esteunsir marginit.

OBSERVATIA 34.3
a) S-avazut ca nu orice sir Cauchy estesi sir convergent. Spatiile metricein
care are loc aceasta afirmatie se numesc spatii metrice complete sau spatii
BANACH. Deci, un spatiu BANACH este un spatiu metric care verifica
urmatoarea proprietate: Orice sir de elemente din spatiul BANACH este
convergent si arelimita n acest spatiu.
b) « E=o, d - metrica euclidiana, nu este spatiu BANACH,;

* E=j™ m31, d - metrica euclidiana, este spatiu BANACH.

« E=[ab]l i, d - metrici euclidiana, este spatiu BANACH.

PROPOZITIA 3.4.3 (Criteriul de convergenta al lui Cauchy pentru
siruri) Tntr-un spatiu metric complet, un sir este convergent daci si numai
daca este un sir Cauchy.

Demonstratie. Faptul ca orice sir convergent este un sir Cauchy s-a
demonstrat. Se presupune ca sirul este Cauchy si se va arita ca este
convergent. Pentru a usura scrierea se presupune E = j, iar metrica se
considera ca fiind cea euclidiani. Fie x,1 i termenul general al unui sir

Cauchy. Rezulti ci pentru orice e >0, existi N(e)>0, astfel ncét
(" )n>N(e) avem |xn+p— xn|<e, pentru orice pl ¥. Tinand cont de
proprietatea modulului, relatia anterioara devine:

|Xn+p_ Xn|<e U Xn-E<Xn+p<Xn+E.
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Daca n aceasta inegdlitate se fixeaza n=n,, rezulta
X, - <X, <X te, oricare a fi pl ¥ ceea ce arad ci multimea
Xo, 11 X 20+ €SI O Multime marginita, adica sirul {x} . este marginit.

Dar se stie conform teoremei Welerstrass-Bolzano cia orice multime
infinita si marginita are cel putin un punct de acumulare. Daca in cazul de
fata punctul de acumulare este unic, teorema este demonstrata. Se presupune
ca exista mai multe puncte de acumulare pentru sirul {xn}nso. Fie L cel mai
mare dintre acestea si | cel mai mic dintre acestea. Deci, vor avea loc
relatiile:

X, - €<L<x, +e echivaentcu |L— xn0|<e

si
X, - €<l <x +e echivalent cu |I— xn0|<e.
Rezulta:
IL- x| +|x, - I]<2e =€
si
IL-1|<e".
Cum e' este orice numar pozitiv, rezulta L =1, adica nu pot exista mai

multe puncte de acumulare.

5. SUBSIRURI. PRINCIPIUL CONTRACTIEI

DEFINITIA 3.5.1 Fie x, = f (n) termenul general al unui sir de elemente
din spatiul metric E, generat de functia f si g:¥ ® ¥ o functie oarecare.
Atunci X, =(fog)(n) este termenul general a unui subsir a sirului

(x,).., generat defunctia g.

OBSERVATIA 35.1
a) Cum multimea ¥* este o multime de puterea continutului, rezultd ci un
sir are o infinitate de puterea continutului de subsiruri.

b) Este evident ¢ {x} . E{xg(n)} "

Exemplu. Dacd g:¥® ¥, g(n)=2n, aunci subsirul extras de aceastd
functie din sirul (xn)m0 este format numai din termenii indice par a sirului
initial, adiCa Xy, Xy, X, s.eey X510y Xppypren s

62



Subsirurile pot fi considerate ca siruri daca ele nu se raporteaza la sirurile
din care sunt extrase.

Subsirurile prezinta un rol de seama in studiul convergentei sirului din care
ele sunt extrase, asa cum rezulta din urmatoarea propozitie.

PROPOZITIA 35.1
a) Fie pl ¥ un numir oarecare, dar fixat. Atunci functiile g, : ¥ ® ¥,

definite prin g, (k) =pk+i, i=0,p-1, genereaza p subsiruri ale sirului

dat (x,) ., - Acestea sunt {ka}k30 ,{xpk+l}k30 ,{xpm} o ""’{ka+p+l}k30'

Daca fiecare din aceste subsiruri sunt convergente si au fiecare aceessi
limita |, atunci sirul (x,) =~ este convergent si arelimita | .

b) Orice subsir a unui sir convergent este convergent si are aceeasi limita ca
asirului.

PROPOZITIA 3.5.2 (Lema lui Cesaro). Din orice sir marginit se poate
extrage un subsir convergent.
Demonstratie. Fie (xn)m , Un sir marginit de numere reale. Deci, conform

definitiel marginirii rezulti ci exista a,bl = adtfel incdt a£ x £b, pentru

oricen® 0. Daca multimea valorilor sirului {xn}n30 are un numar finit de

elemente, atunci cu siguranta sirul {xn}m , contine cel putin un subsir

constant. Si cum orice sir constant este convergent, rezulta ca din orice sir
marginit se poate extrage un subsir convergent. Daci multimea

{xn}nzoi A,, aunci aceasta fiind si o multime marginiti, conform cu

teorema Weierstrass-Bolzano, rezulta ca are cd putin un punct de

acumulare. Fie x, unul dintre punctele de acumulare. Atunci, conform

definitie punctului de acumulare, n interiorul intervalului (x,- 1, x,+1)

exista o infinitate de termeni ai sirului (x,) .. Fie x¢ x, unul dintre

% . e 1 16 o
acestea. |n vecinatatea 8xo - E %, +§+’ de asemenea, exista o infinitate de
[4]

termeni ai sirului. Fie x¢ unul dintre acestia cu proprietatea ca x$! X, si

x¢t x¢. Continuand rationamentul, rezulta ci in vecinitatea
1 16 . P o ,

gexo - =% +—2 exista o infinitate de termeni ai sirului (xn)nzo. Fie x¢ unul
n Nng

dintre acestia cu proprietatea ca x¢! x¢, pentru orice k=0,n- 1. Tn acest
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fel s-a construit sirul x¢x¢, K, x¢,K care din modul de constructie este
evident ca are limita x,. Dar acest sir asacum afost congtruit este un subsir
a sirului (x,) ., Asadar, lemaafost demonstrati.

PROPOZITIA 3.5.3 Orice sir monoton si marginit de numere reale este
convergent.

Demonstratie. Fie (x,) .., x,I i sir monoton si marginit. Fara a micsora

generalitatea propozitiei presupunem ci (x,) ~ este crescitor. Multimea

n30
{xn}n30 fiind marginitd nu poate avea puncte de acumulare infinite. Fie
L=lim{x,} si I=lim{x}. Se consderi e :%I. Atunci, conform
definitiel punctului de acumulare rezulta ca in vecinatatea (I - e,l +e) si
(L-e,L+e) exiga cée o infinitate de termeni a sirului. Fie
xan (I-e,1+e), ani (L-e, L+e) astfel incét n 3 n,. Datorita faptului
ca vecinﬁlté;ile contin o infjnitate din termenii sirului, aceasta aegere este
posibila. In plus, exista x, | (I- e, | +e) astfel incat n, <n,. Dar, X, <X,
si x, >x, contrazic faptul ca sirul este crescator. Contradictia provine din
faptul ca a fost admisi existenta celor doua vecinatati (I-e,l +e) si
(L- e,L+e). Cum aceste vecinatati nu pot exista simultan, rezulta L =1,
adica sirul trebuie sa fie convergent.

PROPOZITIA 3.5.4 (Lema lui Stol2). Fie (x,) ., si (¥,),., doud siruri de
numere reale care satisfac proprietatile:
i) (x,).., sir oarecare;
i) (¥,),., $ir monoton si nemarginit;
i) 21" % @
Yo~ Yn

Atunci, ﬁ® l.
A

Aceasta lema, pe langa faptul ca contribuie direct la determinarea limitei
unor siruri, are doua consecinte importante:

. . . +x +..+
Consecinta 1. Daca limx =1, atunci Ilmm:l
n® ¥ n® ¥ n
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Consecinta 2. Daca lim224 =1 | atunci Iim\”/Z:I .
n® ¥ Xn n® ¥

In continuare, cu ajutorul sirurilor se va demonstra propozitia intitulata
“Principiul contracriei” care are o importantd deosebitda in demonstrarea
unor importante teoreme de analizi matematica, cum ar fi: Teorema de
exigenta si unicitate pentru functiile implicite si Teorema de existenta si
unicitate a solutiei problemei Cauchy pentru ecuatii si sisteme de ecuatii
diferentiale.

DEFINITIA 35.2 Fie (X,d) un spatiu metric si j : X ® X o aplicaie
oarecare. Daca existi ci [0,1) astfel incat d( (x),j (y))£cxd(xYy),
oricare a fi x,yl X, atunci aplicatia j. se numeste contractia spaiului
metric X si ¢l [0,1) este coeficientul de contractie.

OBSERVATIA 35.2

a) Daci f:[a,b]® [a,b] este o functie monotond, atunci f are un punct
fix.

b) Daci f :[a,b]® [a,b] este o functie derivabila si ¢ = sup |fqx)<1,

A [ab]

atunci f este contractie pe [a,b].

PROPOZITIA 355 (Principiul contractiei) Fie (X,d) spatiu metric
complet si j : X ® X 0 contractie a acestuia. Exista si este unic punctul
x1 X astfel incét j (x) =x.

Demonstratie. Punctul x care verifica conditia din Propozitia 3.5.5 poarta
denumirea de punct fix al contractiei j . Pentru demonstrarea propozitiei

trebuie demonstrata unicitatea si existenta acestui punct.
Unicitatea. Se presupune prin absurd ca exista x'* x doua puncte fixe ale

lui jJ . Atunci, tinand cont de faptul ca | este o contractie,
rezulta:d( (x),j (x"))£c>d(x,x’). Dinfaptul ca x si x' sunt puncte fixe
rezulta: j (x) =x,j (x')=x". Deci, rezultd ci d(x,x ) £ c>d(x,x ). Adica,
d(X,x")(1- c) £0. Din aceasta inegalitate se obtine d(x,x ") £ 0. Dar se stie
ca d esteo metrica si deci, d(x,x") 2 0. Din cele doua inegalitati, rezulta ca
d(x,x)=0U x =x".

Existenta. Pentru a demonstra existenta punctului fix se construieste Tn
spatiul metric X sirul aproximatiilor succesive si se demonstreaza ca acest
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sir este un sir Cauchy. Fie xoi X un punct arbitrar, dar fixat. Sirul
aproximatiilor succes ve se construieste astfel:

X =] (%), % =] (X)), oo X, =] (X, ;). ... Se arata ca acest sir este un sir
Cauchy. Pentru aceasta se procedeaza astfel. Fie:

d =d(X, %)

d(x.,%) =d( (%), (%)) £cxd(x,x)=cd,

d0%. %) =d( (%).j (%) £cxd(x,x,)Ec”d,

d(%,%,) =d( (%,).] (%)) £cxd(x,%)Ecd,

d(x,.,X)Ec">d.

Tinand cont de aceste relatii, rezultd ca d(x,,,,X,) <e, pentru orice e >0.
Asadar, sirul aproximatiilor succesive este un sir Cauchy, si cum spatiul
metric (X,d) este complet (spatiul Banach), rezulta ci acest sir este
convergent. Fie x = Inl® mx,.

Atunci 0£d( (x,),j (X)) =d(x,,,] (X)) £c>d(x,,,x). Asadar se obtine ca
Ii®ern =] (x). Deoarece orice sir convergent are limita unica, rezulta ca

] (x)=x.Deci, contractiaj : X ® X arepunct fix.

OBSERVATIA 35.2

a) Propozitia 3.5.5. s2 mai numeste si Teorema de punct fix alui Banach.

b) Metoda gproximatiilor succesive utilizata Tn demonstrarea Principiului
contractiei se mai numeste si Metoda iteratiei care este una din cele mai
importante metode numerice de rezolvare a ecuatiilor agebrice sau
transcedentale. Vitezele de convergenta ale sirurilor care intervin in Metoda
iteratiei de rezolvare a ecuatiilor de forma x = f (x) are o importanta foarte
mare. Pentru a putea construi siruri cu viteze diferite de convergenta sunt
necesare urmatoarele notiuni.

DEFINITIA 3.5.3 Sirul x, ® a cu ordinul de convergenta p daca exista
c! 0 astfel Tncat IimM:c. Constanta ¢ se numeste eroare

ne® ¥ (Xn _ a)p
asmptotica.
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DEFINITIA 354 Fie x, ® a si x¢® a. Daci Ii®rL1X$_ 220, aunci
N Xn_ a

(x¢) converge mai repededecét (x,), -

PROPOZITIA 3.56 Daca x, ® a cu ordinul de convergenta 1, atunci

(%1 %)

converge la a mai repede decét (X, ) -
X2 ™ 2Xn+l X, ( )

sirul x¢=x_ -

6. EXERCITII REZOLVATE

EXERCITIUL 3.6.1 Sa se determine marginea inferioara m, marginea
superioara M , limitainferioara |, limita superioara L amultimilor:
a) E={X,%,... X}, x <x;, (")i<]j;
b) E=[12]E[34]E{5};
c) E=no, E=¥;
d) E:i1|ni ¥y

¥y

¥ N .
e) E=UE,,unde Ep::'£+i|ni ¥*L'J, pl ¥,

p=1 T p n g
Solutie. Dupa cum sestie |, respectiv L, reprezinta margineainferioara m,
respectiv marginea superioara M amultimii E'.
a) E'=f . Esteevidentca m=x, M =x,,iar | si L nuexista.
b) E'=[1,2]E[34]. Esteevident ci m=1, M =5, | =1, L=4.
C) ‘= ; Este evident ca nu exista (Tn sensul ca nu sunt finite) m,M,I, L.
Deci, @ si o' nu sunt marginite. ¥' =f (in spatiu topologic (j,t, (x))-.
Este evident ca m=0, M nu existd. Cum ¥'=f, nu exista | si L
(in sensul ca pot fi orice numere finite).
d) E'={0} . Esteevidentcda M =1, m=05i | =L =0.

€) E':}—Flj|pi ¥*§E{O}.Seobservécé m=0, M =2, L=1,1=0.
i

EXERCITIUL 3.6.2 Orice multime compactd din j este multimea
perfecta, dar nu orice multime perfecta de numere reale este compacta.
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Solutie. Tn spatiu topologic (i,t : (x)) singurele multimi compacte sunt
intervalele | =[a,b], a<b, a,bl j. Dar tindnd cont de Definitia 2.2.1
punctul 5), 1'=1. Deci, | =[ab] este multime perfects. Fie mulfimea
A=[a,b]E[c,d], b<c. Tinand cont de aceeasi definitie, se observa ci

A'=A. Deci, A ede o multime perfecta. Conform cu Propozitia 3.2.2
segmentul de dreapta ce uneste punctul x=b cu y=c nu este continut in

A, deci A nu este compacta.

Observatie. Din rezolvarea acestui exercitiu, relese ca nu intotdeauna
reuniunea a doua multimi compacte este o multime compacta (in

i i)

EXERCITIUL 3.6.3 Fie Il =lim{x} _ si L=lim{x}_ . Sirul {x}
este convergent daca si numai daca | = L.

Solutie. Daca | =L atunci nu mai exista un at punct de acumulare a
multimii {x} . si Tn acest caz a este limita sirului. Intr-adevar, in orice

nl ¥

vecinitate (a- e,a+e) exista o infinitate de termeni a sirului {xn}ni¥
conform cu Propozitia 3.1.3. Daca ar exista o vecinitate (a- e,a+e) astfel

incét in afara e sa fie o infinitate de termeni ai sirului (i presupunem la
stdnga vecinatatii), acesti termeni Ti putem include intr-o vecinatate
(Yo- e.Yot€), Yo<a. Deci, y, este punct de acumulare & sirului
{xn}nw. Aceasta contrazice faptul ca exista un singur punct de acumulare
X =a. Deci, n orice vecinatate (a— e,a+e) existd o infinitate de termeni
ai sirului {xn}nw, iar Tn afara un numar finit. Deci, x = a este limita sirului
{xn}nw. Daca |1 L, atunci exista cel putin doua puncte de acumulare. Fie
acestea x=a si y=Db. Esteevident ca x =a si y=Db si niciun alt numar
real diferit de acestea nu poate fi limita a sirului {x.} . deoarece existi cel

putin o vecinatate a acestora in afara careia exista o infinitate de elemente
aesirului {x} ..
nl ¥

EXERCITIUL 3.6.4 Sa se cerceteze daca sirurile cu termeni generali:
(-1)"»n+n

R —
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(-9 +1

b) X, =~——

sunt convergente.

Solutie. @) {x}';y ={0,2} P I =0 si L=2. Deci, sirul nu este convergent.
b) {x.} ¥ ={0} P I =L =0. Deci, sirul este convergent si x, ® 0.
Observatie. Pentru a determina pe {x}';, sa procedat astfel:

{Xn}ni¥ :{in}ni¥ E{X2n+1}ni¥ si {Xn} 'ni¥ :{in} 'nT¥E{X2n+l} 'ni¥'

EXERCITIUL 3.65 Daca lim22 = , atunci limg/x, =1 .
n® ¥ Xn n® ¥
Solutie. Pentru a avea sens exercitiul, este evident ca x, >0, (") n3 2. Fie

A :f:m%.Atunci:

In Len1a_30|z|im|nxn+l_ InXN _I
®¥ n B n® ¥ n+1l-n n® ¥ Xn

Deci, In(li(@rQQ/Z) =Inl . Tindnd cont de injectivitatealogaritmului se obtine
n

ca:
limg/x, =1 =lim2

n® ¥ n® ¥ Xn

Observatie. Exercitiul 3.6.5 este dat Tn paragraful 5 casi consecinta a lemei
lui Stolz.

EXERCITIUL 3.6.6 Daci limx, =, atunci lim 27" % =

n® ¥ n® ¥ n
Solutie.
Avem:
i S TR (X ) (6 X)

n® ¥ n n® ¥ n+1-n n® ¥
Observatie. Exercitiul 3.6.6 este dat Tn paragraful 5 casi consecinta a lemei
Stolz.
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EXERCITIUL 367 Si se arate ci sirul X, =(x,,x¢), unde xﬁ:il,
n+

2 :ZTnZ, are limita | =(1,2) si si se determine rangul Tncepand de la
n

care toti termenii sirului sunt lao distantd mai mica decét 3—30 de (12).
Solutie. $tim ca limx, = | daci (" )e>0, exista N(e) finit, astfel Tncat

oricarear fi n>N(e), ( )<e.A§adar:

2 .2 2
2 2 &n 0  a&2n o) 17n°+36n+20
-1) +(x%-2) <eb -12 + 20 <ep |2 T«
\/(Xﬁ ) (Xﬂ ) \/gn_'_l ﬂ gn+2 ﬂ (n+1)2(n+2)2 e

17n” +36n + . -
Deoarece n 236n 28 <> , aunci este suficient si se rezolve
(n+1)°(n+2)” n+2

inegalitatea i<eI:> n+2>§b n>5_ 2e_ Deci, N(e)= €5- el
n+2 e e §e H

Cum N(e) este finit pentru orice e >0, (1,2) este limita sirului X,. Fie

é 2 U
1 @1 o é u
%= 300" Ve300 e_fOO =1498.
- S
e 300 a
. 1 .
Deci, {( )}kz1498 6?],2 —_, unde Da?lz 3005 © este discul cu
. 1
centrul Tn punctul (1,2) si deraza —.
p (L2) s 300
EXERCITIUL 3.6. Fie sirul cu termenul general

o & cosk!l g 1C
76 (k1) Ak
pentru siruri din j 2, si se studieze convergenta sirului X, .

Solutie. Trebuie aritat ca (" )e>0, ($)N(e) finit astfel Tncat
(")n>N(e) d(x,,.%)<e (") pl ¥.

Dedi, d(X,,,.X,)<ep \/><n+p ) +(x2,, - xn)2<e,

Folosnd criteriul de convergenta a lui Cauchy

8
0
s
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g cosk! . , &1

de x, = =a—-A
urde % 21 k(k+1) % ‘E}lk! sacar
aeg cos(n+k)! i_jz+aeé° 1 c_'>2<
Eo (k) (nek+1)5  ES (n+k)'G
&  cos(n+k)! 8 1
Dar, £ =
* k=l(n+k)(n+k+1) el(n+k)(n+k+1)
_el 1 6,1 16 ®e 1 1 0o

= - -+ - ~+...+ - =
&n+l n+2p &n+2 n+3p gn+p n+p+lg

_1 1 _ 1 M
n+l n+p+l n+l
g 1 _ 1 + 1 + 4 1 _
e (n+K) (n+1)! (n+2)! 7 (n+p)!
:ié 1 + 1 +...+ L l;I£
nign+1 (n+1)(n+2) " (n+1)(n+2)..(n+p)}
1
1€1 1 1 U 1. 1 (n+1)°
£E—é—+ st SU=—x——x <
nlgn+1 (n+1) (n+1)g nt n+l 4. 1
n+1
1 1 n 11
< x T x =" X (2)
ntn+l, 1 ntn
n+1
Din (1) si (2), avem:

@ cos(n+k) 92+ae§ 1 6_[1 1 _\2
2 (n+K)(n+k+1)5 &% (n+k)'5 \(n+1)’ (m)n? n
Estesuficientsﬁserezolveinegalitatea%<eb n>§b N(e):gég

e€a

care este finit pentru orice e >0. Deci, sirul Xn:(xixnz) este un sir

Cauchy in j?, deci este unsir convergent.
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Observatie. Tinand cont de Propozitia 3.2.3 si Propozitia 3.3.3 rezulta ca
sirul X, :(>¢xfxnm) este sir Cauchy daci sirurile (x‘n‘)nso k=1n sunt

siruri Cauchy.
o 3 a1 , 0
a. k na&n
EXERCITIUL 3.69 Fie X, = g%ak_ , e T+, unde lima, =1,
k-l I n en!g = n® ¥
2
a,>0si a>0. Sésecalculeze Ii®rQ>_<n.
Solutie. Conform cu Propozitia 3.2.3, avem | :(I|®rg>¢ limxc, lim xﬁ)
1 g ol 1
o a. k n An
undexﬁza_‘tn‘)ak_,xfz“'l xj':gm o Atunci,
k=L n® énlg

limx =limy/a,a,..a, —Ilmm—hman , =1 (vezi Exercitiul 3.6.5),

n® ¥ n® ¥ n® ¥ alaz an n® ¥
g
a k a-1 -
limx? = lim-£ =lim (1+n) =|imn—+1 (vezi Exercitiul 3.6.6).
n® ¥ ne¥ n? n® ¥ a_ 2 ey
(1+n)*- n L8 1 )
& n+lp
. . 1 1
Dem,lggxlegg —==.
n n 1 a
-8 =9
& n+lp
(n+1)n+l
. n™ n+1)! +1
limx® =limp/— =lim (n*1)! _ @10
n® ¥ ¥ \ nl n® ¥ n n®¥8 n g
n

EXERCITIUL 3610 Fie sl X =(x.x), unde x=0 si

Xi+1:%((xrl1)2+b), n3 0, bi [0,1], iar x*=+a, X =\a+x2,, n32,

a >0. Sa se cerceteze daca sirul este convergent si n caz afirmativ sa se
calculeze limita sa.
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Solutie. Tinand cont de Propozitia 3.2.3, sirul (X,) ., este convergent daca

si numai daca sirurile (xﬁ)nz0 si (xf)nso sunt convergente si

lggxn (I|®rgxi |Ian) Se stie ca un sir de numere reale, monoton si
n n
b

marginit este convergent. Fie x =0, ﬁ:%(()@)2+b):5<1,

X, :%((Xl) +b) 2(1+1) 1. Sepropuneci X! <1 si se demonstreaza ci

xt,, <1. Intr-adevir, xnﬂ:%((xi) +b) 2(1+1) 1. Asadar, conform
inductiei X} <1, (" ) n® 0. Dedi,
x:1[01],
x =0, x == gxé +bU:—> ,
==¢€ Us =€ U=

ngll +bg>2gxg +ha=x,
X =2 4n) +bU> 6 +bl=x

287 a2 a
Se presupune ci X >x., si s demonstreazi ci x,, >x . Intr-adevir,
1A 2 B, 1 4 2 U .
Xn+1—g>¢) +bg>§gxn-1) +bg=X,. Asadar, X, >X,. Atunci, conform

inductiei, sirul (xﬁ)na0 este crescitor. Asadar, rezulti ci sirul este

convergent.
Deci, exista | finit astfel incat | :Ii®rg>¢. Trecand la limita in relatia de
n

recurentai se obtine 1°- 21+b=0, 1,=1-+1-b,l,=1+1-b. Cum
(] [0,1] , auNCi I|®rgxi =1- V1- b. Pentru sirul (xj)nsl se obtine:
X2 =+Ja, X2 =a+x =ya ++a >+a =%,

K =a+x > o+ =
Se presupune ci X2 >x>, si e demonstreazi ci x’,, >x°. Intr-adevir,

:\/a +x >\/a +x2, =x°. Asadar, X2, >x?. Deci conform inductiei,
sirul (xﬁ) este crescator. Avem:
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X2 =+/a <1++/a +1 evident.
X2 = Ja+x <ya+l+ia+1<ya+1+2/a +1+1=1+a +1 ..

Sepresupuneci x> <1++/a +1 si sedemonstreazi ci X, <1++/1+a .
Tntr-adevar,

X, =qa+x <ya +1+va +1<ya +1+2a +1+1=1++a +1. Asadar,
x§+l<1+\/a +1. Atunci, conform inductiel, rezulta ca x§<1+\/a +1,
pentru orice n3 1. Deci anT (O,1+\/a +1), pentru orice n3 1. Asadar,

rezulta ci sirul (xnz)nsl este convergent. Adica exista | finit astfel ncat

I|®rQ x? = 1. Trecand lalimita Tn relatia de recurenti se obtine:
n

I=ya+Ib IP-1-a =0, 1,= “12+4a ,|2:1+“12+4a
1T (01+vi+a), 1,1 (01++1+a).

Dedi, Iimxn2=1+— “12+4a Asadar, am obtinut ci sirul (Xn )nso este

n® ¥

convergent si

limx, :(lim>¢,|ni®rgxn2 .

ne® ¥ ne® ¥

):E‘i_m“_\ﬂ“‘ao
2

Q-

EXERCITIUL 36.11 Fie X, = (%, %,%}) unde:
8 o
1_a= ) 2_1+22\/§+---+n2\/ﬁ. 33 _
X, = X = X =X =
n° n*vn+1
s _1lga 3 3 \2(
Xa =586+ (5) 5

cu af [0,1]. Si secalculeze limx, .

Solutie. Daci S =1“+2“+3* +...+n", atunci are loc urmitoarearelatie:

(n+2) =1+CL,§ +CL.S  +..+CL,S +n. (1)

Pentru ademonstra relatia de recurenta se porneste de la egalitatea:
k+1

— okt 1 k 2 k-1 k Lk k+n
(a+1)"" =a""+C, a +CZa“ +..+Ca +C.
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In aceasta egdlitate se dau lui a succesiv valorile 1,2,K,n si se aduna
membru cu membru cele n egalitati. Daca in egalitatea (1) se considera
k =4 se obtine:
(n+1)° =1+ClS, +C2S, +CS, +C.S +n. )
n(n+1) _ n(n+1)(2n+1) _ n?(n+1)’

In aceasta egdlitate S =——2, ,
& 3 2 > 6 4

Tinand cont de S, S,, S din egaitaea (2) se obtin
n(n+1)(2n+1)(3n2+3n+ )

; 30 '
n(n+1)(2n+1)(3n*+3n+1
Atunci x; = (n+2) )S )D Iimxﬁzi.
30n ne ¥ 5
Conform cu lema lui Stolz, sirul (xj)nsl are aceessi limita cu sirul
(n+1)*vn+1

= . Acum,

Yo (n+1)3\/n+1— n*Jn
Vn(n+1)* v g Jn+1(n+1)° a3
\/n+1(3n2 +3n +1) Yo \/ﬁ(BnZ +3n +1) '

Deci, conform cu inegalitatea (3) se obtine I|®rL1 y, = % Deci, I|®rL1x§ =

Wl

Pentru (xj’)nsl Se arata ca este monoton si marginit.

Monotonia. Avem xg':%a, xg':ga. Se observd ci X’ <x<xX. Se
presupuneci x; £ X,

Avem: Xf=%(a+xf_l+(xf_2)2)E%(a+xf+(xf_l)2)=Xfﬂ adica xC £¢,,.

Deci, conform inductiei rezulta ca sirul este crescator.

Mirginirea. Avem x3 £1, X’ £1, x§:%£1, x§'£ga£1.8epresupunecé

X, E1, X £1 si se demondreazi ci X, £1. TIntr-adevar,
xf+l:%(a+xf+(xf_l)2) £%(1+1+a)£1. Deci, conform inductiei, sirul

(Xﬁ')nz0 este marginit si anume x:1 [0,4], (" )n3 0.
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Asadar, rezulta ca sirul este convergent. Exista 1 finit astfel Tncat

I|®ern—I Trecand la limita in relatia de recurenta se obtine:
n

:éga+|+|25|p I?- 21+a=0, I, =1++/1- al [0,1]
si 1,1 1- V1- al [0]. Dedi, limx; =1- V1- a.

O

Asadar, I|mxn & 1 - V1-
8 i)

EXERCITIUL 3.6.12 Se consider sirul X, =(x!,%2,%,x!) , unde

g
Xt = 1+;+ +—-Inn X"_ﬁ+_n11+ +ix§' C)8 10

x' =a, Xt =\Ja+a,..,x :\/a+\/a+\/a+...+\/5 ,a>0.
Sa se calculeze Ii®r9¥n.
Solutie. Este evident ca:
18" 18 - n+1 n+1
+22 5e>FH+22 0 (n+D) I =s1>(n)An b
gt e glt 2 U (n+)in= =>1>(n)sn="
1 19 1

b i<In(n+1)— Inn<10 = <InF+2% =, 1)
n+1 n n+1 8 Ng n

Avem: xn+l—xn:i—In(n+1)+|nn:i—lnaei+12<0 (sa tinut
n+1 n+1 8 ng

cont de inegalitatea (1)). De asemenea, din inegalitatea (1) se obtine ca
x. >0, (")n2 1. Asadar, sirul (xﬁ')nsl este monoton si marginit. Deci,
exista Ii®rgxﬂ (0,1). Aceasta limita este g=0,5772.. si se numeste

constanta lui Euler.

Daci scriem X2 = a 1 lé 1 , atunci aceasta este suma Riemann a
coN+K  Nicoqy k
n
functiei f:[0,1]® i, f(x):l% Functia fiind integrabila se observi ci
X

I|mxn2 (51(1)( 1+x| =In2.
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4 19 A (k-1)(k+1) S8 k-12 k+1
Avem szogfi _22:0( )g ):O O ==
k=2 K°g = 2 K &2 K
12x8.n-1 34.n{n+l) _1n+1_n+l o o o n+l
28..(n-1)+n  2X8.n n 2 2n ’ 2n

Atunci, limx; = %

n® ¥

Este evident ca sirul (x;‘)n este crescator si x! >0. De asemenea, este

4

evident ci (xn) —a+x‘, b xn__+X”l<J5+1 (deoarece sirul este
X X

crescitor). Dedi, (x;‘)nsl este marginit, x*1 (O,\/a +1). Asadar, avem ci

sirul este convergent, adica exista | finit astfel incat 1 = I|®r§2x;1 Trecand la
n

limita in relatia de recurenti (x;‘)2 =a+x',, seobtine 1’-1-a=0 cu
- N1+ ++/1+ R :
Il:1 ; 4a_y (nu convine) 1, # 1,1 (O,1+\/5). Deci,
limxt = 1Evira
n® ¥ 2
& N 0
Concluzionand, avem limx, =¢g,In2, 1 w:
n®¥ g 2 2 ﬂ

EXERCITIUL 3.6.13

< < C X 1
@ s _X, i

a) Si se aate ci f:j® j definita prin f(x) 2 30 1 ese o
contractie.
b) Sa se gaseasca punctul fix.

: . 1 2Xx : o -2X
Solutie. @ Se observa ca fx)==- ——— . Fie g(x)= >

4 (3+x) (3+x)
3

Rezultd ci m, =- :—é Atunci c:sup|f¢(x)|:%+%:§<1. Deci, conform
A i

cu Observatia 3.5.2 b) rezulta ca f este o contractiepe j .
b) Seobserva ci f (- 1) =- 1. Deci, x=- 1 este unicul punct fix.
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EXERCITIUL 3.6.14 Sa se arate ca ecuatia Iny1+e* =x are o solutie
unica.

Solutie. Conform Principiului contractiei, daca functia f(x)=In{1+e
este o contractie, cum [x, y] este spatiu metric complet, oricare ar fi
x,yl i cu x<y,atunci rezulta ca exista x T [x,y| astfel incat f (x)=x.

Deci, InV1+€ =x . Asadar, daci f edte contractie, atunci exercitiul este

1«
o€

<1 ,(")xT i. Conform teoremei lui
1+e n

rezolvat. Avem, f{qx)= X
Lagrange, exista ci (x,y) astfel incat f(x)- f(y)=fqc)(x- y). Dar

|f(1(c)|<£. Deci, f(x)- f(y)£1(x— y), fapt care arata ci f este o
n n

contractie. Solutia ecuatiel se gasestedin x ,, =InY1+€e", n3 0, cu x, dat.

EXERCITIUL 3.6.15 Sa se determine conditia ca ecuatia X- gsinx=m

(ecuatia lui Kepler) sa admita o solutie reala unica.
Solutie. Este suficient si se arate ca f (x) =gsinx+m este o contractie pe

i . Intr-adevar, f¢x)=qcosx. Dedi, sup|fq(x)=sup|g|cosx =|q|.
A i A i

Conform cu Observatia 3.5.2 b), rezulta ci f este contractie daci |q <1.

Solutiase gaseste din x,, =gsinx,+m, n3 0 cu x, dat.

EXERCITIUL 3.6.16 Sa se arate ca ecuatia 2 = x are o solutie unica in
intervalul [0,1].

Solutie. Se procedeazi ca la exercitiul de mai sus. Avem: f(x)=2*.
Rezulta f4(x)=-2*In2. Dexi, syp|f¢(x)|:syp|—2'xln2|:In2<1. Dei,
X i X i

exista un unic x, 1 [0,1] astfel incat 27 = x,.
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CAPITOLUL IV: SERII

Cadrul generd Tn care poate fi congruita si studiata o serie este cel de spatiu
vectorial normat complet (patiu Banach).

1. SERII. GENERALITAII
DEFINITIA 4.1.1 Fie (X|| ><||) spatiu vectorial normat complet si un sir de

elemente din acest spatiu (x,) ., x,T X, pentru orice ni ¥.

Considerand sirul:

S =X STX XL S TN FX AR,y ST A X =X FX AKX,
k=0

n3o’

cupletul (x,,S,) ., defineste o serie Tn spatiul vectorid X, unde x, este
termenul general al seriel, iar S, este termenul general al sirului sumelor

patiae.

Seria astfel generata se noteaza:
¥
ax sugx,.
n=0 n30

OBSERVATIA 4.1.1

a) Seobserva ca seria este generalizarea sumei intr-un spatiu vectorial.

b) Denumirea elementelor spatiului vectorial X da si denumirea seriei,
adica:

e X = -seriaesteo seriede numere reale;

* X =£ - seriaeste 0 serie de numere complexe;

e X =j" -seriaeste o seriede elementedin j";

+ X =B* - seriaeste 0 serie de functii, f : A® B.

Exemple.

¥

3 1 : 5 : : :
a) Q — este o serie de numere rede care poarta denumirea si de serie

n=1

.81 5 _a o : :
armonica, iar g —, al j este seria lui Riemann si este o serie de
n=1

numere reale;

§ 1 3 1 . :
b) a —+a — . i =v- 1, este serie de numere complexe;

n=0n+1 n=1 N
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a8 1 .3 g .0 . .3
0) 8a n2—ﬂ,a|n(n+l),aq : este serie de demente din j °.

n=0 n=1 9

Problematica pusi Tn legatura cu o serie dintr-un spatiu vectorid este
urmatoarea:

* convergenta sau divergenta (are sens suma sau nu);

* Tn cazul convergentei, gasirea efectiva a sumel seriei.

DEFINITIA 4.12 (Convergenta) Fie (X,[»|) spatiu vectorial normat
¥
complet si éxn 0 serie din acest spatiu. Se spune ca seria ede

n=0

n
convergenti daca sirul sumelor partidle S, =Q %, este convergent si are
k=0

¥
loc egalitatea é X, =S, unde S= Ii®rQSn.

n=0
Daca sirul (S,),., estedivergent, atunci seria este diver gent.

¥
. T . o

)nso este divergent, fara limita, seria aoxn
n=

In cazul in care sirul (S

n

poarta denumirea de serie oscilanta.

Tn marea majoritate a cazurilor, Definitia 4.1.2 este greu sau imposibil si se

n

aplice datorita faptului ca sirul S, =Q x este complicat. De aceea, este
k=0

necesar si se construiasca o teorie care sa suplineasca aceasta definitie.

PROPOZITIA 4.1.1 Naturaunei serii nu se schimba daca se neglijeaza un
numar finit de termeni ai sii. (Prin natura unei serii se ntelege convergenta
sau divergenta seriel).

¥
Demonstratie. Fie é X, , S suma seriei si ng X, 0 suma finita din

n=0 n=0
primii p termeni ai seriei. Cu aceste notatii, sunt evidente egalitatile:

3 3 S
S=a x=ax-ax=S-m
n=p+1 n=0 n=0
Deoarece m egte finit, rezultid ca in cazul in care S este finita, adici seria

¥ ¥
a x, este convergents, rezulta ci si S este finita, adica seria § x, este

n=0 n=p+1
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¥
convergenti. Daci S este infinita, adici seria § x, este divergent, atunci
n=0
si § esteinfinita, adica seria g x, estedivergenta.

n=p+l

Exemplu. Sa se arate ca:

M
. .o 1 . -
a) seriaarmonica g — este o seriedivergenta.
n=1 n

¥

b) seria  arct

) 21 gn2+

Solutie. a) Avem:
g1 .1 11111111 1 1 1 1
o R I e e s e e e e e e g s S
net N 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14

:§[+19+?+19+?+1+1+}9+

20 83 4 &5 6 7 8y

+3§+i+i+i+i+i+i+i‘j+

§ 10 11 12 13 14 15 165
Tn urma acestei grupari se pot face urmatoarele majorari:
1 1 1 31 n
SZ>_!S3>_1S4>_,...,Sn: —>—_
2 2 2 2 2 2 2' ﬁzi k 2

1 este convergenta si sa se calculeze suma sa.
+

31 , : N o

Rezulta ci S, :é— reprezinta unul din termenii generai a sirului
k= K

: 81 o T

sumelor partiale pentru seria g —. Conform criteriului majorarii, din

n=1

2n
inegalitatea anterioara rezulta ca lim a
"% k=1

x|

=¥ . Conform cu Definitia 4.1.2

¥
. 1 .
rezulti ci seria § — este divergenta.

n=1

b) Conform Definitiei 4.1.2, daca S= I|®rQ S, exista si este finita, atunci seria

¥ ¥
é X, este convergenta i é X, =S. In cazul de faa,
n=0 n=0
8 1 o
S =Qq arctg———— carese mai scrie astfel:
k=:

) k?+k+1
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S, = é’nl (arctg(k+1)- arctgk) =arctg(n+1).

imS, =limarctg(n+1) == . Deci, seria din enun; este convergenta

N O

si sumaeste =—.

PROPOZITIA 4.1.2 (Criteriul general de convergenta al lui Cauchy
pentru serii)

¥
Fie (X,| ) spatiu vectorial normat complet si § X, o serie din acest

n=0

¥
spatiu. Seria é X, este convergenta daca si numai daca pentru orice e >0,
n=0

existd unrang n(e) >0 astfel incét oricarear fi n>n(e) rezulta:

||xn+l+xn+2+...+ X..p|| <€, pentruorice pl ¥'.

¥
Demonstratie. Necesitatea ("P ") Presupunem ca seria éxn este
n=0

¥
convergenta atunci conform cu Definitia 4.1.2, Sn:éxk este sir
k=0

convergent. Rezultd (S,) .. sir fundamental sau sir Cauchy. Deci:

S, -S

h+p

é )e>0, ($)n(e)>0 T’:\Stfel Tncat ( )n>n(e)p
(" )pi ¥, p fixat ].Asadar:

<e,

n+p n
éxk_é <eb ||Xn+1+xn+2+---+xn+p <e,(")pT ¥*,fixat
k=0 k=0

Suficienta ("U ") Se presupune ci reIAa;ia din enunt este adevarata si se
demonstreaza ca seria este convergenta. Intr-adevar, din afirmatia

g" )e>0, ($)n(e)>0 astfel incét
(" )n > n(e) D ||Xn+l + Xn+2 Tt Xn+p
S..,- S| <e. Dedi, (S,

spatiu vectorial complet, deci (S,)

<e, (")pl ¥, p fixa |, rezulta

).., este sir fundamental. Dar spatiul X este un

convergent. Atunci, conform cu

no

¥
Definitia4.1.2, avem ca é X, este convergenta.
n=0
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M

Slnn

Exemplu. Sa se studieze convergenta seriei é’[ 5
n=1

Solutie. Aplicam criteriul de mai sus. Avem:
|sin n+1)+sin(n+2)+ +sin(n+ p)|

|Xn+l+xn+2 +K Xn+p

| (4D (ne2)’ (n+p) |
|S|n n+1|+sm n+2|+K+S|n n+p)| 1 _+ 1 K+ 1 i
|(n+1) | (n+2) | (n+p) | (n+1)” (n+2) (n+p
T 1_ Lket 2 211 1o ypiy
n n+l n+1 n+2 n+p-1 n+p n n+p n

Deci, conform Criteriului de convergenta al lui Cauchy, seria este
convergenta.

PROPOZITIA 4.1.3 (Consecinta criteriului general de convergenta al
lui Cauchy) O conditie necesara pentru convergenta unel serii este ca
termenul general al seriei, sa aiba limita zero.

Demonstratie. Intr-adevar, daci in conditia Propozitiei 4.1.2 se consideri

p::L atunci SeObEine: (" )e >O, ($)n(e) >0 astfel Tncat
(")n>n(e)P [x.<e, aunci limx, =0.

Forma practicé aPropozitiei 4.1.3 &cte urmatoarea:

Pentrux? O, serlaa este divergenta.
limx, = x|l nOX”

n® ¥
1 Pentru x =0, nu se poate afirmanimic despre natura seriei.

Daca I|® mx, nu exista, atunci seria este divergenta.
n

Exempl u. Sa se studieze natura seriilor:

g i1
\/2n +2
1
b 2 ns =,
)ﬁ'a:llnsmn

Solusie. @) Se observa ca:
dt+1 2

[ SR [ B IV
ot +2 e \4/2n +2 42
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i +1
L Aln® 2

¥
. .1
b) Deoarece I|mxn—I|®rQnsm1—110 atunci seria Q nsin= este
n n < n

Atunci, seria a este divergenta.

divergenta.

O categorie importantd de serii sunt seriile din j™. Acestea se definesc
dupa cum urmeaza:
DEFINITIA 4.1.3 Fie j™ Tnzestrat cu norma euclidiana (spatiu vectorial

m

normat complet) si :(xixnzxnm) un sir din  §™. Atunci

¥ _
8axﬁaxn axn O este 0 serie din ", unde § X, i =1Lm

n=0 7] n=0
sunt serii de numere reale care poarta denumirea de proiectiile seriel din
i". Seriadin j™ se ma numeste si serie vectoriala.

PROPOZITIA 4.1.5 O seriedin j™ este convergenta daca si numai daci
fiecare proiectie este convergenta.
Demonstratie.  Necesitatea ("P ") Se presupune cia seria

¥
ax, x :(>¢x§x;") este convergentd si se demonstreaza ci seriile
n=0

3 . . —
a X, I =1, m sunt convergente.

Tntr—adevér din convergenta seriel rezulta ca sirul sumelor partiae

0

S = a X, = 8a o a X, a :(Si,SnZ,...,SrT) este un sir convergent.

Dar, se stie ca un sir dln i este convergent daci si numai daca proiectiile

sale sunt convergente. Rezulti S, =Q X, i =1,m sunt siruri convergente.
T R _

Deci, seriile g X, , i =1, m sunt convergente.

n=0
Reciproca se demonstreaza in mod asemanator.

OBSERVATIA 4.1.2
a) Propozitia 4.1.5 reduce studiul seriilor din §™ la studiul seriilor de
numerereae.
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b) Tinand cont de Propozitia4.1.5, S=(S,S,,..,S,), unde §, i =1, m sunt

m

sumele seriilor proiectii ale seriei din j
2. SERII CU TERMENI POZITIVI

Un caz particular de serii de numere reale il reprezinta seriile cu termeni
pozitivi. Aceste serii se definesc astfel.

¥
DEFINITIA 421 Seria § x,, x1 i se numeste serie cu termeni

n=0
pozitivi, daci existi unrang NT ¥ astfel incét pentru orice n>N, x_ >0.

OBSERVATIA 4.2.1 Tinand cont de Propozitia 4.1.1, rezulta, fara a
micsora generalitatea, ca se poate considera N =0.

¥

PROPOZITIA 4.2.1 Fie é X, O serie cu termeni pozitivi. Sirul sumelor
n=0

partiale ale acestei serii este un sir crescator.

n

Demonstratie. Sirul sumelor partiale pentru seria data este: S, :é’l X, -
k=0

e nyl

Deoarece S, =@ %, Se obtine:S, - S =Q % -

k=0 k=0
S..- S, >0.Atunci, sirul S, este crescator.

Xk = qu > O’ dEXj

n
o
k=0

¥
PROPOZITIA 4.2.2 (Criteriul monotoniei) Fie é X, 0 serie de termeni

n=0

¥
pozitivi. Daca sirul (S,) ,, este marginit, seria § X, este convergenta.

n=0
Demonstratie. Cum seria este cu termeni pozitivi, din Propozitia 4.2.1,
rezulta ca sirul este crescator. Cum acest sir este si marginit, rezulta ca el
este si convergent. Conform definitiei convergentei seriel, rezultd ca seria
este convergenta.

M
. 1 .
Exemplu. Sa se arate ca seria é —-, a >1 este o serie convergenta.
n=1

Solutie. Se aranjeaza seria sub forma urmatoare:
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¥ . . .
é—:1+a€i+i2+a§i+i+i+i2+aei+i+_"+ ! 2+___
O TP FHEF 5 6 TPy g P 15 5
& q 1 1 1 9
+6———+ —+ —+..+ — T+
m m m m+1 -
g27) (+y (2n+2) - (2™-15
Seobserva ca
1 1 2
S+ T <
2 3 Z
1 1 1 1 4
—t—+—+—<—
£ 5 6 7 4
1 1 1 8
—+—+..+ —
g 9 15* &
1 1 1 2"
+ —+..t < -,
() (@) (™9 (2)
Deci,
el &
1 1 1 1 1’8@5 1
Sp = Szm*l-l <1+ 2a-1 + 22(a—l) + 23(a—l) tot 2m(a-l) = 1 < 1
R
Daca a >1, seobservd cd S, , este marginit deoarece 1 este un
1'@

numar finit cuprins in intervalul (0,1). Dar S este monoton. Fiind si

2m+1 -1

¥
o : : 1 :
marginit, rezulta ca este convergent, adica seria é —, a>1 este o serie
n=1

convergenta.

¥ ¥
PROPOZITIA 4.2.3 (Primul criteriu al comparatiei) Fie é X, si é Y,

n=0 n=0
dous serii cu termeni pozitivi. Daci existi N1 ¥ astfel incat pentru orice

n>N, x £Y,,si

i) a Y, convergenta, atunci g X, convergenta,
n=0 n=0
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¥ ¥
i) é X, divergenta, atunci é y, divergenta.
n=0 n=0
Demonstratie. Se considera N =0.

i) Fie (S,)., si (Sny)m0 termenii generali ai sirurilor sumelor partiae

¥ ¥

pentru seriile § x,si Q Y, . Deoarece x £y ,pentruorice n3 N, rezulta:
n=0 n=0

¥ ¥ ¥
= é X E é Y =S, - Cum seria é y, este convergenta, rezulta ca sirul

S

k=0 k=0 n=0

(Sny) , este convergent. Tinand cont de criteriul majorarii pentru siruri si
n3

de inegalitatea S, £S,, rezulta ca sirul (S, ) . convergent. Deci, seria
¥

a x, este convergenta.

n=0

ii) Se demonstreaza analog ca la punctul i).

¥
PROPOZITIA 4.24 (Al doilea criteriu al comparatiel) Fie éxnsi

n=0

¥

a v, doua serii cu termeni pozitivi. Daca exista N1 ¥ astfel Tncét oricare

n=0

arfin>N, 2g o g
X, Yn

¥ ¥
i) § v, esteconvergents, atunci g X, convergent;
n=0 n=0

¥ ¥
i) é X, este divergenta, atunci é y, divergenta.
n=0 n=0
Demonstratie. Fara a micsora generalitatea se considera N =0 si se

noteazi (S,,)., S (Sny)ns0 sirul sumelor partiale ale celor doua serii.

Deoarece, hEM, atunci pentru orice n3 0 avem o s I prin

Xn yn Xn+1 yn+l
fnmultirea acestei inegalititi cu ﬂ, se obtine %o s h, oricare ar fi
n yn yn+l
n3 0. Deci areloc urmatorul sir de inegalitati:
X3 XaX X3 X ﬁsh
Yo Vi Y2 Y2 W5 Yo o Yhu
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Daci se noteaza 2 =a > 0, atunci sirul anterior de inegalitati devine

Yo
x £ay, X £ay,, .., X £ay,.
Adunand membrii acestor inegalitati se obtine: éx Eaé y,. Adica,

i=0 i=0

S.£Eas,.
¥
i) Tinand cont cd S, £aS, s é y, este convergenta, atunci rezulta ca

n=0

¥
sirul (S,,) ., este convergent. Deci, § X, este 0 serie convergenta.
n=0

¥
i) Din S, £as, si a x, divergents, rezulta ci S, ® ¥, adica seria

n=0

¥
a vy, esedivergenti.

=0

>

¥
Exemplu. Sa se arate ca seria Riemann é ia este divergenta pentru a <1.
n

n=1

¥
Solutie. Deoarece a <1b ia>1. Se stie ca seria é E este divergenta.
n" n

n=1

¥
Atunci, conform cu Propozitia 4.2.4 rezulta ca seria é ia este divergenta.

n=1

Tindnd cont si de exemplele anterioare, rezulta ca natura seriei lui Riemann
este urmatoarea:

§ 1  1estedivergenta, pentrua £1,
% este convergentd, pentrua >1.

a

n=1 n

¥
LEMA. Fie é q" (seriageometricd). Natura acestel serii este urmatoarea:
n=0

, i este convergenta, pentru gl (- 1.1),
8 q": | estedivergents, pentru g3 1
" lesteosilanta pentruq £ - 1
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Demonstratie. Fie S, :é q“ termenul general al sirului sumelor partiae
k=0

pentru aceasta serie. Atunci S, = qxll_—q (suma progresiei geometrice cu

-q

ratia g care are n termeni). Trecand lalimita se obtine:

:ﬁ pentruql (-11),
. o 1-q" _§
ims, = lima<y 4= 1¥, peruq: 1

: nu exista, pentru q £ -1.
i

¥
Asadar, pentru qi (-1,1) rezulta ci § q" este serie convergenti pentru ci
n=0

¥
sirul sumelor partide are limita finita si éq”:i. In general,
n=0 -q

¥
o

¥
aaq" zli, al j . Pentru q31 rezulti ci § q" este serie divergenta
n=0 -q n=0

pentru ca sirul numerelor partiale are limita +¥ , iar pentru g £ - 1 oscilanta
pentru ca sirul sumelor partiale nu are limita.

In general,

3 _ &g & s s
ag“=—,al i, ql (-11).
eoq 1- g i g ( )

¥
PROPOZITIA 4.2.5 (Criteriul radicinii) Fie § x, o serie cu termeni
n=0

pozitivi. Daci exista rangul NT ¥ astfel Incat:
¥
i) g/x, £1 <1, pentruorice n> N, atunci seria § X, este convergents;

n=0
i) \"/Z?’ | >1, pentruorice n> N, seria g X, este divergenta.
n=0
Demonstratie. Fara a micsora generalitatea se considera N =0.

ii) Din inegalitatea {/x, £1 , (")n®0, rezulti ca x £1",(" )n3 0.

¥
Conform lemei anterioare, seria progresie geometrica él " este
n=0
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convergentd pentru | T (0,1). Conform primului criteriu al comparatiei

¥

rezulta ca seria é X, este convergenta.
n=0

ii) Se demonstreaza analog cai).

Forma practica a criteriului radacinii

i 3
jdacix <1, seria § x, este convergents,
i o)
. [ .3 : <
N | >

Inl(rDrLL/xn x: daci x>1, seria ?ﬂxn este divergenta,
T daci x =1, nu se poate afirma nimic despre natura seriei.
|

~

i
Criteriul radacinii mai poarta denumireasi de criteriul lui Cauchy.

Exempl u. Sa se studieze convergenta seriilor:

) § a3n’ +2<'J'n
nogzn +3g

¥
n

b) § —.

)a 5
Solutie. Aplicém criteriul radacinii.

+2 3

a I|m1/ —I|m =—>1. Deci, avem serie divergenta

) n® ¥ n® ¥ 2n +3 2 genta.

D) lims, =1

PROPOZITIA 4.2.6 (Criteriul raportului sau criteriul d’Alembert) Fie

¥
é X, O serie cu termeni pozitivi. Daci exista NT ¥ astfel incét:
n=0

Im = E <1. Deci, avem serie convergenta.
n

¥
i) X g <1, pentru orice n> N, atunci seria é X, este convergents,
Xn n=0

¥
i) X g | >1, pentruorice n> N, atunci seria é X, este divergenta.
Xn n=0
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Demonstratie. Fara a micsora generalitatea se considera N =0.

i) Din inegalitatea %EI , pentru orice n3 0, rezulta x ,, £1 X, oricare
a fi n30. Adica ae loc urmatorul sir de inegalitati:
X E1 %, % E1 X,y X £1 X, Rezulta x, £1 "%, (" )n3 0. Cum é¥_l "
este convergentd, pentru orice | T (0,1), conform primului Cl‘i'[e:i:LOJ a

comparatiel, rezulta ca g X, este convergenta.
n=0
ii) Se demonstreaza analog ca la punctul i).

Forma practica a criteriului raportului

3 ¥

. . ;
jdacix <1 seria g X, este convergents,
! <%

. i .3 ,
Il(@rgh: x:{dacix>1, seria § x, este divergents,
n X, - 8

| n=0

I daci x =1, nu se poate afirma nimic despre natura seriei.
|

~

i
Exemplu. Se se studieze natura seriilor:
g 4"n!
a a '
n=0 n

b) ¢ n!
A @ +)a+2)K(@+n)
Solutie. Vom aplica criteriul raportului.
n n+l
4"n! atuncix, = 4 (n+1)!
(n+1)

n ’

a) Deoarece X, = — -
n

Deci, Iimhzlimfeig =4 >1. Asadar, avem o serie divergenta.
ne¥ X n® ¥ 8n+1g e

n!
b) Analog, X, = ' ,
JAA0S X = i) (@ +2)K(a +1)
(n+1)! X N+l :
= | 1= =1.
A (a+1)(a+2)K(a+n)(a+n+1)’ we x, meen+a +1 pedh

utilizand acest criteriu, nu putem afirmanimic despre natura seriel.
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OBSERVATIA 4.2.3 Sestie ci limita limg/x, = lim XL (consecinta lemei
n® ¥ ne® ¥ Xn

lui Stolz). Rezulta ca cele doua criterii anterioare, a raportului si al

radacinii, sunt criterii echivalente, adica au aceeasi sfera de aplicabilitate.

¥
PROPOZITIA 4.2.7 (Criteriul logaritmic) Fie é X, O serie cu termeni
n=0

pozitivi. Daci existda NT ¥ si

¥
i) ﬁF» | >1, (" )n® N, aunci seria § x, este convergents;
n=0

¥

i) _Xg <1, (" )n® N, atunci seria a x, estedivergenta.
logn n=0

Demonstratie. Fara a micsora generalitatea se considera N =2.

i) Pentru demonsiratie se considera baza logaritmului  supraunitara

(rationamentul facandu-se in mod analog daca baza este subunitara). Din

1
log— 1
I—X”3 | , obtinem log— 2 logn' , oricare ar fi n>1. Datorita faptului ca
ogn X,

. N . . . 1 .
logaritmul Tn bazi supraunitari este crescitor, rezulti —3 n', deci

X,
1 : : = N § 1
X, £E—, oricare ar fi n>1. Tinand cont de seria Riemann g — este
n n=1
convergenta pentru | >1, conform primului criteriu a comparatiei rezulta
¥
ci seria § x, este convergenta.
n=0
ii) Se demonstreaza analog ca la punctul i).

Forma practica a criteriului logaritmic

[ 8 <
jdacix>1, seria g X, este convergent,

| 1 : =0
0g— M v

. I . .

lim %, =X:jdacix<l], serlaé X, estedivergenta,
n® ¥ |ogn i =0

T daci x =1, nu se poate afirma nimic despre natura seriei.
|

~

1
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. .. & Inn
Exemplu. Sa se studieze natura seriel é —

n=0 n\/ﬁ .
Solutie. Aplicand criteriul logaritmic, obtinem:
1
In——
nn 3 In(Inn)
— = —Inn-
[ NN =351,
¥ |nn ne ¥ Inn 2

Deci, avem serie convergenta.

¥
PROPOZITIA 4.2.8 (Criteriul lui Kummer) Fie § x, o serie cu termeni

n=0

pozitivi si (a,) ., sir cu termeni pozitivi. Dacd exista N1 ¥ astfel incat:

¥
i) anxi- a,.. %1 >0, (")n® N, aunci seria a X, este convergenta
+1 n=0
.. X, . . .31 . 5 .
i) a,x"-a, £l <0, (")n3 N, si seria  — este divergents, atunci
+1 n=0

¥
seria é X este divergenta.

n=0
Demonstratie. Fara a micsora generalitatea se presupune N =1.

i) Dininegalitatea a,x " - a_ 2 | >0,

+1
se obtine a,»x, - @,,, %, % | %, >0. Deci sirul (a %), este un sir
descrescator. Fiind sir descrescator si cu termeni pozitivi Tnseamna ca este
marginit, deci convergent. Atunci exista Il j finit astfel nca

Ii®r§3an xx =1.Seconsidera seria cu termenul general U, =a, XX - a,,, %X ,;.

Termenul general al sirului sumelor partiale pentru aceasta serie este:

S = A (8% - BerXen) =% - X, DeC, M =2, - 1. Asadar

k

seria g (akxk - ak+lxk+l) ese convergentd. Conform primului criteriu a

0
n
o
k=0

- | <
comparatiel rezulta ca seria g X, este convergenta.
n=0
ii) Se demonstreaza analog ca la punctul i).
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¥
PROPOZITIA 4.29 (Criteriul Raabe-Duhamel) Fie § x, 0 serie cu
n=0
termeni pozitivi.

. . < oA e o} .
i) Daci exista NT ¥ adfel Tncét: n>1§i—1+3 | >0, (")n3 N, atunci
eXn g

¥
seria § x, este convergenta.
n=0
. : 5 o A & 0 :
ii) Daci exitd NT ¥ astfel Tncét: n@i—1+£l <0, (" )n3 N, atunci
e o
8 :
seria g X, este divergenta.
n=0
Demonstratie. Daca in criteriul lui Kummer se considera a, =n se obtine

criteriul lui Raabe-Duhamel. Deci, acest criteriu este un caz particular al
criteriului lui Kummer.

Forma practica a criteriului Raabe-Duhamel
5 | daca x >1, seria este convergenta,
&X, 1 -

Ii®rL1nQ—— =X: |dac:ax<], seria este divergents,
n
€% 8 1dacax 1, nu se poate afirma nimic despre natura seriel.

Dupa cum se poate observa, formele practice ale criteriilor de convergenta
rezulta direct din aceste criterii.

Exempl u. Sa se studieze convergenta seriilor:
n!

)naoa(a 1)(a- 2)..(a- n)’al i \¥S
b & n al .

o (@ +1)(a +2)K(a +n)

Solutie. Aplicam criteriul lui Raabe-Duhamel.
a) Seobserva ca termenul general al seriei este:
n!

%= a(a-1)(a- 2)..(a-n)’
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Deci,

X n! a(a-1)..a(a-n-1) _a-n-1
x.. a(a-1(a-2)..(a-n) (n+1)! n+l
Atunci,
. & O . _ _ P . _ _ P
Ilmngi—hzllmna@ A 1—12:I|mna€eﬂ2:-¥ <1.
n® ¥ X1 a n® ¥ 8 n+1 g ne¥ 8 n+1 o
Asadar, avem serie divergenta.
b) Analog, avem:
- 0o . +a + ;
Ilmnqi—h:hmnaen a 1—12:a
n® ¥ X1 a ne® ¥ 8 n+1 17

Deci, seria este convergenta daca a >1.

OBSERVATIA 4.2.4 Criteriul lui Raabe-Duhamel se foloseste de obicei Tn
studiul convergentei seriilor pentru care criteriul raportului nu poate da
natura seriei.

¥
PROPOZITIA 4.2.10 (Al treilea criteriu al comparatiei) Fie é X, sl

n=0

¥
é y, doud serii cu termeni pozitivi astfel Tncat Il(rDrQﬁ =L. Daca:
n=0 4 yn
i) LT (0,¥), atunci seriile au aceeasi naturs;
¥ ¥
ii) L=0 si seria é y, este convergenta, atunci rezulta ca seria é X, este
n=0 n=0
convergenta,
i) L=¥ si seria q y, este divergenta rezulta ca seria g x, este
n=0 n=0
divergenta.
Demonstr atie.
i) Se presupune ci seriile nu sunt oscilante. Atunci sirurile (x,) ., si

(V,)., au limita (finita sau infinita) si limx, =L®imy,. Cum L este
finita, atunci Ii®ern este finita (infinita) U Ii®rQyn finita (infinitd). Deci,

seriile au aceessi natura.
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ii) Daca L=0, atunci (" )e>0, ($)n(e)>0 astfel incdt (" )n>n(e),
§<e. Adici  x,<exy,, (")nl ¥. Deoarece seria 5 y, este
n n=0
convergenta, atunci conform primului criteriu al comparatiei seria gxn
este convergenta. "~

iii) Daca L=¥, atunci (")e>0, ($)n(e)>0 astfel incat (" )n>n(e),

¥
I ce. Adica y, <exx . Cum seria gy, este divergenti, conform
Xn n=0

¥
primului criteriu d comparatiel seria é X, este divergenta.
n=0

¥
Exemplu. Si se studieze natura seriel é tg% .
n

n=1

g 1
Solutie. Pe langa seria din enunt consideram si seria § — care este 0 serie

n=1

p
9.
convergenti. Fie xn:tg% si yn:iz. Deci, lim in :%T (0,¥)
n n n
nZ

Aplicand criteriul al treilea al comparatiei, obtinem ca cele doua serii au
p

¥
aceeasi natura. Deci, seria § tg——
n

n=1

este convergenta.

¥
PROPOZITIA 4.2.11 (Criteriul lui Gauss) Fie é X, 0 serie cu termeni

n=0

poZitivi si RN +%+%, cua,bl j, (qn)n30 sir marginit.
+1

¥
i) Daca a >1, atunci seria é X, este convergenta.
n=0

¥
i) Daca a <1, atunci seria Q x, este divergenta.
n=0
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¥
iii) Daca a =1 si b >1, seria é X, este convergenta, iar pentru a =1 si
n=0

¥
b £1, seria § x, este divergenta.

n=0

Demonstratie. Deoarece Ilmi:a, atunci tinand cont de criteriul

n® ¥ Xn
raportului avem ca:
i) dacd a >1, atunci In|® m X)”(n” = g <1 si deci seria este convergenta;
Xos1 —

ii) daca a <1, atunci I|m >1 si deci seria este divergenta;

X
iii) daca a =1, atunci egalitatea din ipoteza se pune sub forma

ae & 0
g % 1_— b +9n Si Ilmnqi— 1-=b . Atunci, conform cu criteriul lui
eX @ n %}

¥

Raabe-Duhamel, pentru b >1, seria é X, esteconvergenta si pentru b £1,

n=0

seria este divergenta.

PROPOZITIA 4.212 (Forma echivalenta a criteriului lui Gauss) Fie

£ _ o n®+an”'+a,n"?+..+a
& x, o serie cu termeni pozitivi si = i — % ~ -
n=0 X NP+BNT T +bn" 7+ +b)

¥
i) Daca b - a >1, atunci seria a x, este convergenti.
n=0

¥
i) Daca b - a £1, atunci seria a x, esedivergenti.

n=0

Se dau in continuare doua criterii foarte utile in studiul convergentel seriilor
Ccu termeni pozitivi.

¥
PROPOZITIA 4.2.13. Daca seria é X, este o serie cu termeni pozitivi,

n=0

¥
atunci ea are aceeasi naturi cu seria g v, , unde v, = X st t X, Unde
n=0

(k,). ., estesir crescitor nemarginit de numere reale.
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¥
PROPOZITIA 4.2.14 (Criteriul de condensare al lui Cauchy) Fie é X,

n=0

unde (x,) ., este sir descrescitor de numere pozitive si (a,) ., un sir

n30

crescator nemarginit de numere naturale astfel incét sirul b, = G & este
a,-a,.,

¥ ¥
marginit. Atundi seriile § X, si @ (.- a,)x, au aceeasi natura.

n=0 n=0

¥
Exemplu. Si se studieze natura seriei § tg P

n=3

P
n
numere pozitive. Se considera a, =2". Acesta este un sir crescator si

Solutie. Termenul general al seriei x, =tg— este un sir descrescator de

¥
marginit de numere pozitive. Se considera seria é 2"tg % . Aceadta este 0
n=3

serie divergenta, deoarece Ii(@rQZ”tg%:p 1 0. Conform criteriului de

¥
condensare al lui Cauchy, rezulta ca seria é tg P ese divergenta.

n=3

3. SERII CU TERMENI OARECARE

¥

DEFINITIA 4.3.1 Seria § X, este o serie cu termeni oarecare daci are 0
n=0

infinitate de termeni pozitivi si o infinitate de termeni negativi.

OBSERVATIA 4.3.1 Seriile cu o infinitate de termeni negativi, dar cu un
numar finit de termeni pozitivi pot fi considerate serii cu termeni pozitivi.

Pentru seriile cu termeni oarecare se pune, ca si la celelate tipuri de serii,
problema convergentei sau divergentei. Tn acest caz, convergenta are doua
aspecte:

a) convergenta absoluta;

b) convergenta smpla (semiconvergenta).

Aceste notiuni se definesc astfel:

¥
DEFINITIA 43.1 Fie é X, O serie cu termeni oarecare.
n=0
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¥
a) Se spune ca seria este absolut convergenta daci seria g x| este

n=0
convergenta.

¥ ¥
b) Daca seria g X, este convergenta si seria g |x,| nu este convergents,
n=0 n=0

¥

atunci se spune ci seria g X, este semiconvergenti sau simplu
n=0

conver genta sau conver genta.

Legatura dintre absolut convergenta si semiconvergenta este data de
urmatoarea propozitie.

¥
PROPOZITIA 431 Fie § x, 0 serie cu termeni oarecare. Daci seria
n=0

¥

é X, este absolut convergenta rezultd ca este convergenta. Reciproca nu
n=0
este in general adevarata.

¥

Demonstratie. Daci seria § x, este absolut convergenti rezulta ci seria
n=0

¥

é x, este convergenta. Tinand cont de criteriul de convergentd al lui
n=0

Cauchy se poate afirma ca: oricare ar fi e >0, existd n(e) >0, astfel Tncat
pentru orice n>n(e) rezultd |xn+l|+|xn+2|+...+|xn+p <e, pentru orice

pl ¥ fixat. Dar se stie ci modulul sumei este mai mic sau egal decat suma
moduléeor, adica:

|Xn+l|+|xn+2|+"'+|xn+p

3 |Xn+l+ Xn+2 +'"+Xn+p

¥
Rezulta é X, este convergenta.
n=0
Pentru a demonstra ca reciproca nu este in general adevarata se considera
seria
_ 1 n+l ¥ _ 1 n+l
TN S G +.=Q (1)
2 3 4 n 1 N
numita serie armonica alternanta. Aceasta serie este convergenta si are
suma S=1In2.
Intr-adevar, se considera termenul general al sirului sumelor partiae
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Fie u, :1+1 +}+...+E.Atunci este evident ca u,, - Zaéungzum— u,.
2 3 n &2
Daca seinlocuieste efectiv, se obtine:
—Zaéu 9_1+1+1+1+ +i+1+ ot
8 3 4 n-1 n
N 1 1 a§+1+1+ " 1(3':
2n-1 2n 82 2ng
PR S SR _i_ O
2 3 4 2n-1 2n
u2n—un:i+i+...+i. 2
n+l n+2 2n
Deci, din (1) si (2) obtinem:
SZ —1_14.}_14. + 1 _i:i.pi.p_".pi

2 3 4 7 2n-1 2n n+l n+2 2n
(identitatea lui Catalan).

Dar, S, :lﬁ ik este suma Riemann a functiei f(x):i pe [0,1].
N g4 K 1+x
n

1
. : . o L ox N
Cum functia este integrabila, atunci |n|®rQSZn _E)H_x_lnz' Deci, 1ntr-

adevar seria este convergenta si aresuma ln2.
Dar se observa ca, daca se porneste de la seria (1) si se trece lamodule, se

. . 11 1 . .. .
obtine seria 1+§+§+'"+_ +... care este seria a'monici si care se stie ci
n

este divergenta. Aceasta demonstreaza ca reciproca nu este in general
adevarata.

OBSERVATIA 4.3.2
a) Tinand cont de Definitia 4.3.2, rezulta ca seriile cu termeni pozitivi sunt
serii absolut convergente deoarece |x,| =

b) Deoarece |x,|>0, pentru studiul absolut convergentei pot fi folosite si
criteriile de la serii cu termeni pozitivi.
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PROPOZITIA 4.3.2 Seria termenilor pozitivi si seria termenilor negativi
dintr-o serie semiconvergenta sunt serii divergente.

¥
Demonstratie. Fie é X, O serie semiconvergenta. Atunci, conform cu
n=0

¥ ¥
Definitia 4.3.2, seria § X, este convergenti si g |,| este divergenta. Fie
n=0 n=0
J 3
S,=a X% s s,=a x| termenii generali ai sirurilor sumelor partiae
k=0 k=0
pentru cele doua serii. Atunci Ii®rQSn =S finita si Ii®rgsn =+¥. Fie a,
N N
termenul general a sirului sumelor partiale din seria termenilor pozitivi si
b, termenul genera al sirului sumelor partiale din seriatermenilor negativi.
Atunci au loc relatiile:
\I,an + bn = Sn’
i
e, bn =S,

A . . . +
Tinand cont de aceste relatii, se obtine: 2a, =S, +s . Adici a, = S*s

n

Deci, Ii®r§2an =¥ . Adica, seria termenilor pozitivi este divergenta, deoarece
n

sirul sumelor partiale pentru aceasta serie are limita +¥ . Tot din relatiile
Sn - S,

anterioareseobtine 2b, =S, - s, . Adica, b, = . Dedi, I|®rL1 b,=-¥.

Adica seria termenilor negativi este divergenta, deoarece sirul sumelor
partiae pentru aceastd serie are limita - ¥ .

Pentru studiul convergentel seriilor cu termeni oarecare, pe langa criteriul
general de convergenta a lui Cauchy se mai pot folosi:

i) Criteriul lui Abel;

ii) Criteriul lui Dirichlet;

iii) Criteriul lui Leibniz.

PROPOZITIA 4.3.3 (Criteriul lui Abel) Daca (b,) ., esteun sir monoton

¥
si marginit, iar seria é X, este 0 serie cu termeni oarecare, convergenta,
n=0

¥
atunci si seria é b,x, este o serie convergenta.
n=0
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Demonstratie. Fara a micsora generalitatea se poate presupune ca sirul

(b,)., este descrescator si are limita zero. Fie S, =§ bx, si a,=Q X,

k=0 k=0

¥
termenii generali ai sirurilor sumelor partiale pentru seriile ébnxn sl
n=0

¥ ¥
a x, . Pentru a arita ci seria § b x, este o serie convergents, se arati ci
n=0 n=0

sirul (S,) ., este un sir fundamental. Cum j este spatiu vectorial normat
complet rezulta ca (S, )nz .+ este convergent. Tntr-adevar,

Sn+p - Sn = bn+l Kot +bn+2 ez +'"+bn+p ><>(n+p =
= bn+l(an+l - an)+ b,.. (an+2 - an+l) Tt bn+p (an+p - an+p—l) =
p-1
= (bn+p >e'n+p - bn+l )an) + é. (bn+k - bn+k+l)a'n+k
k=1
Setrece lamodul Tn aceasta egalitate si se obtine:

p-1
S+p - Sn £bn+p >+an+p +bn+l )fan|+é. (bn+k - bn+k+l)|an+k| -
k=1

n

¥
Deoarece seria g x, este convergenta, rezulta ca (a,)

Lo €ste marginit.
n=0

Asadar:

p-1
Sn+p - Sn £ bn+p >+a'n+p +bn+l )fan|+ é (bn+k - bn+k+l)|an+k| £

k=1

p-1 ..
EM é%mp +bn+l + ;a:l(bmk - bn+k+l)§: 2M )bn+l ® 0.

Asadar, S, - S||£2M >, ® 0. De aici rezultd ca sirul (S,) este sir

¥
Cauchy, deci convergent. Deci, seria § b, x, este convergenta.
n=0

¥
Exemplu. Sa se studieze natura seriel é iz arctg 1 .
n

n=1
. . L 1 . 1 .
Solutie. Se consideri sirurile b, =arctg= si x, == . Sirul (b,) . esteun
n n
: 3 S . 81 gy
sir descrescitor si marginit de zero, iar seria g — este convergenta.
n=1
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¥ ¥
Atunci, din criteriul lui Abel, seria é’[bnxn:é’lizarctgE este
n=0 n=ln n
convergenta.

PROPOZITIA 4.34 (Criteriul lui Dirichlet) Fie (a,) ,  un sir monoton

n30
¥

cu limitazero si S =%, +x +...+ X, sir marginit. Atunci seria aax ete
n=0

0 Serie convergenta.

Demonstratie. Se noteazi cu (s,)., sirul sumelor partisle a seriei

¥
a a,x,. Searata In continuare ca sirul (s ) . estesir Cauchy, ceeace este
n=0

¥
echivalent cu faptul ca seria é a,x, esteconvergenta. Avem:
n=0
-1

1=

Sn+p - Sn = (an+pSn+p - an+lSn)+é (an+k - a'n+k+l)Sn+k EM )*an+l|® O’
k=1
deoarece a, J O si |S|EM, (")nl ¥. Dedi, sirul (s )., este sir
Cauchy.
v
Exemplu. Sa se studieze natura seriei é Slnana ,a>0.
n=0

Solutie. Pentru a =kp, termenii seriei sunt nuli. Deci, seria este
. 1
convergentd. Pentru a * kp, sirul cu termenul general a, =— este
n
descrescator si convergent catre zero.

, rezulta ca

(n+1)a
2

Cum, S (a)=sna+sin2a +K+sinma :sin%sin

(a )|£# Deci, acest sir este marginit si din criteriul lui Dirichlet,

. n
sin—
2

S

n

.. . & dnm .
rezulta ca seria g ——— este convergenta.
n=0 n

O categorie particulara de serii cu termeni oarecare sunt seriile alternante
care se definesc astfel.
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DEFINITIA 4.3.3 Seria
¥
X - X+ X - X+t (-1) % .= Q ()

n=1

n

"x, % >0, (" )ni ¥

Se numeste serie alternanta.

Pentru o astfel de serie pot fi folosite in studiul convergentei atét criteriul lui
Abel, cét si criteriul lui Dirichlet, dar Tn mod special pentru convergenta
acestui tip de serie se foloseste urmatorul criteriu.

¥
PROPOZITIA 4.35 (Criteriul lui Leibniz) Fie seria § (-1)™" x, o serie
n=1

alternanta. Daca sirul (xn)m , esteun sir descrescator cu limita zero, atunci

seria alternanta este convergenta.
Demonstratie. Criteriul lui Leibniz este un caz particular al criteriului lui
Dirichlet. Intr-adevar, Tn criteriul lui Dirichlet, daca se considera in locul lui

n n
S, =& x siru A (-2, iar n rolul sirului (a,) . se considera sirul
k=1 k=1

¥
(x,).,, seobtineseria § (- 1)™ x, din enunt.

n=1

¥
Exemplu. S se studieze natura seriei g (- 1)”+ltgl .
n

n=1

¥
Solutie. Cum x, :tgl >0, (" )n2 1, rezulti ca Q (- 1)”+ltg1 este 0 serie
n n

n=1

dternanti. Fie n<n,, cu n,n 1 ¥. Cum i>i rezulta ca

n n
xnl:tgi>tgi:xnz. Deci, (xn)nsl este descrescitor. Deoarece,
n n,
Ii®rL1xn:Ii®ergl:O, atunci din criteriul lui Leibniz rezulta ci seria
n n n

¥
1, 1
a (-1) l'Egﬁ este convergents.

n=1

In continuare se pun in evidenti céteva rezultate foarte utile Tn studiul
seriilor.
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PROPOZITIA 4.3.6 Daca intr-o serie absolut convergentda se schimba
ordinea termenilor, se obtine tot 0 serie absolut convergenta cu aceeasi
Suma.

PROPOZITIA 4.3.7 (Teorema lui Riemann) Tntr-o serie semiconvergenta
se poate schimba ordinea termenilor astfel incét seria obtinuta si fie o serie
convergenta catre un numar dat dinainte, finit sau infinit sau sa fie o serie
oscil anta.

Cu seriile numerice se pot face operatii algebrice, deoarece ele sunt
elemente ale unui spatiu vectorial normat. Aceste operatii se definesc astfel:

¥ ¥
DEFINITIA 4.3.4 Fie é X, sl é y, doua serii numerice. Atunc, avem:

n=0 n=0
¥ ¥ ¥
ax+av.=a(x+y,) - aunareaadoua serii;
n?; nE; nE;
i) ax-av.=a(x-V,) - scadereaadoua serii;
n=0 n=0 n=0

¥ ¥
iii)ag x, =g ax, - inmultireaunei serii cu un numar;
n=0 n=0
¥ ¥ ¥
. o o o . B
iv) axay,=a z -produsul adou serii,

n=0 n=0 n=0

unde z, = XY, + XY, F -t XY, T XY,

¥ ¥
PROPOZITIA 438Daci s, S, s , St sunt sumele seriilor § X,, Q Y, »

n=0 n=0

¥ ¥
a (x,+Y,) si respectiv a (x,- V,), aunci au loc relatiile:

n=0 n=0

Exemplu. Fie z, = §
k=1

)arctgk2+k+l. Sa s studieze

1
(n+1- k)(n+2- k

.3
naturaseriei g z, .
n=0
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Solutie. Tinénd cont de produsul a doua serii, se observa ca

az-= a ;6 Cum seria a 1 ese
v g_ln n+n+lg = n(n+1)

. 1
convergenta si 4 —— =1, iar seria q arctg——— este convergenta

genia s 2‘m(n+1) nal g n*+n+1 g

1 P s __p

si a arctgz—1 5 , atunci seria a z, este convergentisi q z, =5
n=1 n=0 n=0

¥ ¥
PROPOZITIA 439 Fie § x, si @ Y, doua serii convergente ale ciror

n=0 n=0

¥
sumesunt s si S. Atunci seriaprodus g z, este convergenta si are suma
n=0

g si arelocrelatia g =s>XS.

4. EXERCITII REZOLVATE

EXERCITIUL 4.4.1 Sa s arate ca urmatoarele serii sunt convergente si si
segéseascé sumalor:
1

a) a

r=1 N(N +1)(n+2)(n+3)

¥ -
b) é_ In(n+1) Inn;

e INNAN(N+1)
0 g\/2n+1— V2n-1.
= AJant-1

) §|n§i+19;

n=1 Ng

2n+( 1)n+l
)?1 5
¢ X po
f Incos—, xI % =
Janeosy, Xy
§ n+n-3
ga—— -

n=2 n!
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¥ n
Solutie. Seria § x, este convergenta daci S, =g X, este convergent si

n=0 k=1

S=1imS, estesumaseriei, adica S= a X, .

ne® ¥ n=1
3 1 N L .
a) Fie § = 5_[1 Kk Dk +2)(K+3) Descompunem in fractii simple si
obtinem:
1 _ALA LA LA
k(k+1)(k+2)(k+3) k k+1 k+2 k+3’
1
cu A):Q’A‘:_ﬁ AZ:ﬁ si A =— DeC|,
133&1 106 1g ael 1 o6_
" 3lk13k k+3g 2'913k+1 k+2g
_lee,11 1 1 16 1lad 16
_63 273 n+l n+2 n+3p 282 n+2y
Trecand la limita, obtinem: I|mSn—£—1—£—1— 1 Deci,
ne ¥ 36 4 36 18 34
¢ 1 1 1
a este convergenta si a .
e N(N+D(n+2)(n+3) ne N(N+D(n+2)(n+3) 3><3!
Acest exercitiu se poate generaliza astfel:
Seria 5 1 este convergenta si are loc egalitatea
=1 N(N+D(n+2)K(n+ p)
3 1 1
A nn+ )+ KM+ p) P
b) Avem: Sn:é”‘In(k+1)—|nk:é”‘ael 1 gzi 1 _
A noink+1  &8Ink Ink+D) 5 In2 In(n+1)

Deci, IimS, :i.
n® ¥ |n2

g In(n+1)- Inn
Asedar, seria naz Innxdn(n+1)

In(h+D-1Inn_ 1
, Inn¥n(n+1)  In2°

este convergenta si

Qlox

n
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¢ v2k+1- v2k-1

C) Avem: S :a :én'a 1 1 O 1
T a 4K -1 S &J2k-1 Jk+1p J2n+1'
Deci, IimS, =1.

n® ¥

Asadar, serlaa\/2n+1 \J2n-1
n=1 \/4n -1

d) Avem: S = alnghk =In ok+

k=1

este convergenta si are suma 1.

1 2><3>4Kn(n +1) _
1 x3Kn

=In(n+1).

Cum I|mS =¥, aunci seria a IngH— este divergenta.
ng

n=1

e) Avem:
n k _ 1\k+l n .k no(_ 1\k+l e u e u
Sn:éz +(k1) :éﬂ_g_'_é(lz 2 ae?o 1é|. %10
o 5 850 a1 5 3@ €350 68 £554
n n+l
, ImS, _Z 1.5 . Asadar, seria aﬁ este convergenta si
ne ¥ 3 6 6 =l 5
éé 2 +( 1)n+l
O

J X A X
fyAvem: S, =g Incosyzan COS—.

k=1 k=1

Fie P =c0s>>008—>c0s A >c0s—~ . Rezulti ca Psinl:ixsinx.
2 2 2° 2" 2" 2
1 X
Deci, P:sinxxLX Asadar, S, = Inﬂ><LX><
sin— X sin’
2" 2"
. sinx : .3 :
Atunci, I|®rQS =In——. Deci, seria alncos; este convergenta si
. X n=1
¥
é_lncos——lnﬂ
n=1 2 X
2
g) Avem: S = am Dar,
k2 Kl
k2+k—3:k(k—1)+2(k—1)_i @ 1 10, 21 16
k! k! k! 1 &(k-2)! kly &k-D! kg
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Deci,

%:gél_iug 1_1o2 1 1,.,2_, 1 8,
A&k " ég(k D klg (- nt " nl o (n-D!(n)!
¥ 24
Asadar, S, =4- 1 3 si limS, =4. Deci, seria én—nB este
(n_]_) n! n® ¥ ol n!
. .8 n°+n-3
convergenta si a =4.

EXERCITIUL 4.4.2 Sa se studieze convergenta urmatoarelor serii:
g 2"+3
a) a. 2n+l 3n+l !

b Z”X—ala%pé;
)91 J § 25

0) é_ cosix:os%Lcosi, al (0p);
=t 2 2 2"

d) g(1+x+ x* + K, +x") xg(cosx"), xI (0,1).

n=1

Solutie. Conform cu Propozitia 4.1.3, daca limx * 0, aunci seria a X,

ne® ¥ n=1

este divergenta.
20 +1 820 +1
a) Avem: x, = 21+3 7= &30 . Dedi, limx, = mg?’L:}.
oml 4 g+ ('j n® ¥ ®¥ --
R =R
3% 39
. 1 8 2"+3 :
==10 —_— d ta.
Cum In'®rQX” 3 , Seria 212n+1+3n+1 este divergenta
a
9? g
n _: i =i =al
b) Avem: X, = 2>¢g axT cu LI®rQX” Inl(@rgax? ato
2" 2"

deoarece al é%p_ Cum limx, =at 0, atunci seria aZ”>¢g— este

] n® ¥ n=1
divergenta.
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) AVem: X =COSo XC0S Lcosa >cosi. inmultind cu sin>,
2 2 2"t 2" 2"

obtinem:
. a i
xn>smi—£cosi>cos Lsn—: a izx:osix:osistm — =L =—-sina
2" 2 2 2? AR 2 2 2
a a
1 sna _sina on . ._sina n sna
Deci, x,=— x2 ¢y limx =lim 2
2" a a . a ne® ¥ ne¥ g a a
Mo Mo S
. sina L a a . .
Cum, limx_ = 1 0 atunci seria 2 cos—L_cos— este divergenta.
X, g
n
n® ¥ a v} 2 2

n

X
%g(cosx") cu
X

d) Avem: x, =(1+x+ X2 +¥4,+X") ®g(cosx") = ]:-L_

. 1-X . tgl
i, =l ateosx) =12
¥
Cum  limx, = 1tg 10, atunci seria g (L+x+%+x")%g(cosx") este
: - X n=1
divergenta.

EXERCITIUL 4.43 Folosind criteriul comparatiel si se arate ca
urmétoarele Serii sunt convergente:
Y ,
a) o3 1 a 1 2 a>-1x>0;
8nla +tn+p nln(1+X+1/4+X)ﬂ
1 g 1 0
Snz(l n* ' (Inn)™ 5
1 g 10
8n > In(n!) "5, ndAnn g

Solutie. Conform cu Propozitia 4.1.5, seria 83_ X, a X2 Ya, a xnmS este

n=1 n=1 @
convergenta daca si numa daca fiecare proiectie g x,, i=1m este
n=1
convergenta.
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1 1 8 1 .
a) Pentru a>1, avem ————<—. Seria é’[ — este convergenta (vezi
a'+tn+p a o1 @

natura seriei progresiei geometrice). Conform primului criteriu  al

Y 1 y
comparatiei seria g ——————— este convergenta.

n=la +n+ p
N
Pentru |a <1, avem arn+p._ n _ = ! — . Atunci
1 n+p+a 1+£+‘l
n n n
1
L
— 1+£+i
n n n
. L8 1 g 1 : <
Conform cu Propozitia4.2.10, seriille g ————, @ — au aceessi natura

n=la +n+p’ n=ln
sl anume sunt serii divergente (vezi seria armonica).
Studiem natura celei de-a doua proiectii. Pentru x>1, avem

¥
! . <in. Cum sgria é_ in este convergenta atunci, conform
n(l+x+..+x") X

n=1

¥
primului criteriu al comparatiei, seria g

— este convergenta.
e N+ X+ K+ X")

1
Pentru x1 (0,1), avem nA+x+..+x7) _ ! - 1 Xﬂ . Atunci,
1 1+x+..+x" 1- X
n
1
+X +...+X" -
jim XLt XD iy 12X gy
ne ¥ 1 ne¥1- x™
n
. -1 1 g 1 .
Conform cu Propozitia 4.2.10, seriile , a — au aceessi

n=1 n(1+ Xl +K+ Xn) n=1 n
natura. Deci, sunt divergente. Asadar, se poate concluziona ci seria
a3 1 3 1 0] .
caA . é —+ este convergenta pentru a>1 si
en=la +n+p n=ln(X1+X2+K+X)ﬂ

x>1 si divergenta al (-1,1) sau xI (0,).
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Inn)? . < .
b) Este evident ca I|®rL1( ) =0 pentru orice al j. Tindnd cont de
n n

definitia limitel unui sir, se obtine (Inn)* <n pentru orice n>NT ¥ (N

este un rang). Atunci, l Conform cu Propozitia 4.2.3, seria

(Inn)®

¥
a L este divergenta.
n=2 (In n)a

Pentru cea de-a doua proiectie, avem (Inn)™ =" = (") ="
Asadar,(Inn)™ =n""

1 1 .
Pentrun>e?, rezulti ca n"">n’b <—. Deci, rezulti ca
ninn n
1 1 - ¢ 1
———<—. Conform cu Propozitia 4.2.3, deoarece seria g — et
(Inn) n nes N

¥
convergents, rezulta ca seria § ———

1
n=2 (I )Inn
a3 1 é‘ 1
nZ(I n) nz(lnn)
prima proiectie este divergenta pentru orice a I i , desi a doua proiectie
este convergenta.

este convergenta. Deci, se poate

5
- este divergenta deoarece

Inn -

concluziona ci seria 8

c) Deoarece nl<n" b In(n)!<nXnnb . Tindnd cont de

In(n!) nXnn

Propozitia 4.2.14, seriile a 1 5 Z =a 1 au aceessi
nAnn’ 5, 2"9¥n2" S, nAn2

¥ ¥

1
natura. Deci, seria - este divergenta, deoarece seria 3~ este
nazn>4nn g a >4 2

divergenta. Asadar, conform cu Propozitia 4.2.3 se obtine ca seria a In(nl)
et In(n

este divergenta.

EXERCITIUL 4.4.4 Folosind criteriul raportului si radicalului sa se
studieze convergenta seriilor:
& 4"l & nl o

a) —— =
gnal n" a_l n*" @
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e e T

= (N+D)H+(n+ 3!

en ¢ fa"+2"+.+n™ n 00

, - =+ m>0fixat;
)§n182n+1g nal(é n" m+lg 2
ey 0
aan+ bo N
d ., &/(n+D(n+x)- nd + a>0, x>0.
)én 18a>ﬂ+c nal ( ) ) UE

Solutie. Conform cu Propozitia 4.1.5 ca si la exercitiul precedent, se
studiazi convergenta fiecirei proiectii pentru aceste serii din j °.

n

n | n+l |
a) Fe xn:4 :n Atunci X”+1—4 A+l 4n '—4>§en O Dar,
n XN n

Xn (n+1)n+l +1g
lim X = 2 24 ><n'
n® ¥ Xn e n=1
divergenta.

.. n! .
Pentru ceade-adouaproiectie, fie x, =—-. Atunci,
n

Xy _ (n+D)! xﬂ_ 1 &en oU
X, (n+1*™ n! n+1An+1gg'

2
u
Deci, Iimhzlim 1 eaeio =0 si conform cu Propozitia 4.2.6,

n® ¥ Xn ¥ n+1 & n+1gg

g |
seria >— este convergenti. Se poate concluziona ci seria
n=ln
ag 4"l & nl o . 5 . — .
cd — - —-+ este divergenta deoarece prima sa proiectie este o serie

en=1 n n=1 N 7]
divergenta, desi a doua proiectie este convergenta.

}nori

b) Fie xn:\/2+\/2+...+\/§ . Deci, avem recurenta x> =2+x_,. De
aici rezulta ca sirul este monoton si marginit, deci este convergent si

}nori

1?-1-2=0P Ilmxn 21 0. Asadar, seria a\/2+\/2+ 442 este

n=1
divergenta.
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2n

Pentru cea de-a doua proiectie, fie = . Atunci,
Proves = (n+1)i+ (n+3)
Xt _ 2mt [N+ (n+3)! _ % 1+(n+2)(n+3)
X, (N+2)+(n+4)! 2" n+2+(n+2)(n+3)(n+4)
Deci,
lim 2L = 2%4im 1+(n+2(n+3 =0<1
ne¥ X ne ¥ n+2+(n+2)(n+3)(n+4)
Conform cu Propozitia 4.2.6, seria a 2— este convergenta.
=1 (N+D)H+ (n+3)!
}non ¥ n o

Se poate concluziona ca seria a 2+ 2+ —_
= 1(n+1)'+(n+3)'g

este divergenta deoarece prima proiectie a sa este 0 serie divergenta, desi a
doua proiectie este serie convergenta.

c) Fie &2582%2. Atunci, Ilm\/_—L|®rQ2n+1:% si conform cu

Propozitia 4.2.5, seria a 8 2 este convergenta.

é"+2"+..+n" n U :
Pentru cea de-a doua proiectie, fie X, = & — - g - Atunci,
e n m+1u

A" +2"+ .. 4+n" n o
limy/x, —Ilm - - ==
n® ¥ n®¥ n |’n+:|_g

-n™E(MEDN™ +. 42" (M+D) +m+l . - (n+ D™+ (n+)"m+1) +n™

=lim =lim
ne ¥ (m+)n™ ne ¥ (Mm+Y[(n+D)™ - n"]
B Iim[(m+1)q" -C2 N+ Am_ -mP42m? +3m _ - P +2m+3
¥ (m+D[Cin™+ .. +]] m’+m m+1
_ 2 _ 2 . -
Dacy T H2M*3 1% ZM M2 0 mil {0:32,
o

m+1

atunci limy/x, >1 si deci seriadivergenta. Daca m? 3, mi ¥ fixat, atunci
n

¥
I|®rQ X, <1, deci seria é_ X, convergentd. Pentru m=2, avem
n —
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_12+22+___+n2 n_n(n+1)(2n+1) 21
¥ = 3T er DR T A

é‘e12+22+ +n® nu

seria g @ 5 3(, este convergenta. Deci, se poate concluziona
n=1 @ n u
ey N m V' O
n g E1"+2"+ .. +n" n u . .
ca seria & 0 & — g & este divergenta
Acom+1y a8 mHy %

pentru mi {0,1} (deoarece proiectia a doua este divergenti) si convergenti
pentru m3 2, mi ¥ fixat.

AN+ bo axn+bo .
d) Fie = .Ded, p/x ,lar
) Fiex, = Ean+cy " &am+cy

. a@n+hg
limy/x, =lim =lim
ne ¥ n®¥8a><n+0g ne ¥

('DO'_§B
o
(@]
o
I

b N+b¢ . .
Daca —C>O atunci seria aa@ 9 ede divergenta, iar pentru

a 8a><n+c;z;

_ ¥
b-c <0 seria este convergenta. Daca b = c, atunci se obtine é’[ 1 care este
a n=1
divergenta.
Pentru cea de-a doua proiectie, fie x, :eé/(n+1)(n+ X) - ngn. Atunci,

\”/Z = J(n+Y(n+x) - n,ia:

S T T oy (x+D)x+x _ x+1
L'(@rQ\/Z I”!@rg( (n+Hln+x n) oy (n+D(n+x)+n 2

¥
Pentru x1 (0,1), seria § eé/(n +1)(n+x) - ng este convergents, iar pentru
n=1

¥
x>1 este divergenti. Pentru x =1 se obtine § 1 care este divergenta. Se
n=1

ey ¥ 0

. . N+b n

poate concluziona ci seria ¢ oo 2 A &/(n+D(n+x) - nl - este
Aamrcy Ao :

convergenti daci b<c si xI (0,1). Daci b3 ¢ sau x3 1, atunci seria este
divergenta.
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EX ERCI TIUL 4.4.5 Sa se studieze convergenta seriilor:

2" m' < - .
a) a 1 ; S4 se generalizeze,

n=l(2+1)(2X2+ ) (2n+ )

) ¥ €2(2+r)(2+2r)...(2+(n- Hr)U
2183(3+1)(3+2r)...(3+(n— Dr) Y

n! 1 - . .
x—al j;sisegenerdizeze,

)‘?}J(ﬁﬂ)(ﬁw) WZ+n-p
§ V2(2+1). (2+n-DxBE3+D..(B+n-D.

,al j,r>0; sisegeneralizeze;

D B+ 2B n- 1 *
generalizeze.
Solutie.
. 2" ! .
a) Fie x, = . Dedi,

2+1)(22+3)..(2n+1)
2 n

1 1 1 1
2+)(2R+5)...2n+5)@2n+2+——) 2n+2+—
( ) 2) ( n)( n+1)_ n+1

X, _ 2" !
2™ x(n+1)! 2n+2

Xe (2+1)(2>Q+5)...(2n+5)

Deoarece lim 2 =1, atunci nu se poate aplica Propozitia 4.2.6. Se aplica

n® ¥ Xn
Propozitia4.2.9 si se obtine:
E2n+2+71 O 71
& 0 -
ngi—1+:ng—n+1—1+:n\'n+1 =" > Asadar,
X g c 2n+2 - 2n+2 2(n+l)
e o

Ilmnqi—l_—l —
¥ EX. g n®¥ 2(n+1)

2" m'

Conform cu Propozitia 4.2.9, rezulta ca seria a
F(2+D(2°+ ) (2n+ )

este divergenta.

] n
Generalizarea acestel serii este urmatoarea: a nb
= (b+a)(2b+a,)...(bn+a,)

b>0 si Ii®rQan:a. Pentru aceasta serie, procedand analog se obtine
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. 0 : .
limn %o 1+:E. Atunci, pentru a >1 este convergenta si pentru a <1
ne ¥ exn+l P b b
seria este divergenta.

z a .2
€2(2+r)(2+2r)..[2+(n- Dr]u Decj. o 8% +39 _cum

§3@E+)B+2r)..[3+(n-Dr]H T x. &nx+2p

b) Fie x, =

Il(rDrQh =1 nu poate fi aplicata Propozitia 4.2.6. Se aplica Propozitia 4.2.9
wEX

& 43 0
g n -
¢ 1% " 1
® 6 Gr+2x=+
si se obtine nqi_ 19-¢€ 1n o
X 4} =
n
ger+3>&f
C r]1_+ -1
Gr+2x=+
Pentru a se putea calcula Ini®r9e 1n 2 se aplica regula |I'Hospital
n
o +3x8
. 8I’+2XB T +3X(.ja-l r
pentru lim=————=Ilima >§ 2 x .
x® 0 X x® 0 r+2Xg (I’+2x)

- 0 L :
Deci, I|mn9i— 1+:i . Conform Propozitiei 4.2.9 pentrur <a seriaeste
ne® ¥ exn+l g r
convergenta, iar pentru r >a este divergenta.
8 €a(a+r)...(a+nr- r)l}la
C &b(b+r)..(o+nr-r)g

Generdlizarea acestel serii  este seria

a>0,b>0,r>0, al j.
Proceddnd analog se gaseste Iimngei-lgzw. Deci, pentru
ne® ¥ exn+l g r

r<a(b- a) seria este convergenta, iar pentru r >a(b- a) seria este
divergenta.
n! 1
Pl

) Fiex, = V2(42 +1)...-(\/§+n- )
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Deci L:X/E-Fn)?ﬂéa :$+£9 +19a_l
"X, 1+n n g gl ngz& ng
= a-1
& 0 5
91+\/§+>§+12 -1
& 0 n n
Asadar, n(;xn -1.=F g 1 2
eXu @ -
n
. ®ex, ,0 . - :
Pentru acalcula Ilmng—— 1- seaplica regulalui I’ Hospita pentru:
n® ¥ Xn
€+l 7]
a-1
jim &+ 290+ %) Lo im6/2(1+ 7+ @ - DA+ TY= V2 +a - 1
x® 0 X x® 0 u

- 0 .
Deci, Il(@rgnqi— 1-=/2+a - 1. Asadar, pentru a >2- J2 seria este
" € n+1 7]

convergents, iar pentru a < 2- +/2 seria este divergenta.

. . Ny .3 n!
Generalizarea acestei serii este seria é_

x—, a>0,
e a(a+l..(a+n-1) n?

- . e 0
al j. Procedand analog se gaseste: Il(grgngi— l-=a+a-1. Asadar,
" e g
pentru a <2- a seria este divergenta, iar pentru a >2- a seria este
convergenta.

Observatie. Convergenta acestel serii se poate determina si cu ajutorul
Propozitiei 4.2.11

Sog 812,58 )
X1 n n
unde  d.—a@-n+@ 9@ 2% 48" a@-D@-2aw,qd"
" 2 8 ng 2n 8 ng

ql (0,9).
Seobserva ca sirul este convergent si
@-Y@a-2 _(@-ny(2a+ta-2)

2 2 '
Deci, sirul este si marginit. Din egalitatea (1), conform cu Propozitia4.2.11,
a+a-1>10 a >2- a seria este convergenta, iar pentru a <2- a seria
este divergenta.

|n|®r9d” —a@-1+
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iR

+1

Pentru a pune pe sub forma (1) se foloseste formula lui Mac-Laurin de

X, S§+§oxfaeio

+1 Ng Ng
V2(V2+1)..(2+n- D/3(/3+D)..(y3+n- 1)
n'V5(/5+1)...(v5+n- 1)

X, __(n+D(n+5) . Cum 1lim2 =1, atunci nu se poate folos
X (N+V2)(N++/3) X,

Propozitia 4.2.6 si se aplica Propozitia4.2.9. Se obtine

X, _10'_ & (n+1)(n++/5) 10 n*(J5- V2- 3+1)- nx\/—xx/l_%

ordin 3 pentru functia f (n) = (L+n)*"* si

d) Fie x, =

Deci,

n - =
o 5 Ene DD (n+2)(n+3)
Asadar, Ilmng &% 12;@- J2- 4/3+1>0. Dedi, seria din enunt este
eX @
convergenta.
Observatie

e Pentru a aita ci 5-v2-+/3+1>0 se utilizeaza inegalitatile
V5>2,23, V2 <1,48, /3<1,74.
* Generalizarea acestei serii este

¥ a(a+)(@+2)..(a+n- 1obb+L(b+2)..(b+n- 1)

2‘1 nic(c+1)(c+2)...(c+n- 1) '

* Fie a =max{a,b,c} si b=min{ab,c}. Daci n0>max{|[a]|,|[b]|},

atunci termenii seriei au acelasi semn. Deci, aceasta serie poate fi
consideraté ca serie cu termeni pozitivi si aplicand Propozitia4.2.9 se obtine
e n’qc- a- b+1)- nxaX . @ o}
QX” 1_— A )- . Dar, limng2- 1:=c- a- b+1.
X @ (n+a)(n+b) ¥ &Xm g
Conform cu Propozitia4.2.9, pentru c- a- b <0 seria este divergenta.
3 +1)..(a+n- +1)...(b+n- .
Seria éa(a D..(a+n- 1>b(b+1)..(b+n- 1) Se numeste serie
n=1 nic(c+1)...(c+n- 1)
hipergeometrica.

EXERCITIUL 4.4.6 Sa se studieze natura urmatoarelor serii alternante:
¥
n 1
a4 (-1)tg=;
n=1 n
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n=1 n
QAC) —1 aii:
= gn(n+1)
¥ 1 .
yal j

Da (Y

¥
Solutie. Conform cu Propozitia 4.3.5, seria g (-1)"x, este convergenti

n=1
daca x, J O.
, 1 1. p o .
a) Fie =tg—. Deoarece (" )n3 1, —I %,—;, aunci f (x)=tgx este
) Fie x, =tg— (") S0 (x)=tg

functie crescatoare pe ?,%E.Seobgine n<nb i>i|:> tgi >tgi.
2 n n n n

Asadar (x,) estesir descrescator si este evident ca limx, =0. Deci, seria

¥
o

al(- 1)ntg% este convergents.

n=1
¥
Deoarece tg=3 1b seria étgl nu este convergenti. Deci, seria
n n

n=1

¥
n, 1

dternanta § (- 2)"tg= nu este absolut convergent.
n

n=1

. n+1)" 5 .
b) Fie xn:( ) -+l +12. Deci, limx, =0%=0. Se considerd
(n)n+2 r.]2 n g ne ¥

LX+HL
functia f:[L¥)® j, f(x):g)%lg x%
@

x+1 )
Deci, f'(x):£>§<jq $—2+|nx—+12. Fie g(x):£+lnx_+1, cu

Xé& X g 8X X @ X X
g'(x):LZ>O. Deci, g ede crescitoare si M_® 0. Deci,
x* (x+1) 9

g(x)<0. Rezulti cd f'(x)<0P f descrescitoare. Atunci x, = f (n)
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este sir descrescator i conform cu Propozitia 4.3.5 seia

g n-1 n+1 i
a(_ 1) Q

n+2
n

este convergenta.

n=1

n+1 .n
(n+1)" _an+16 S+l o n+l e

Deoarece (n)”+2 "¢ 5w e >ﬁ’ rezulta. cid seria

¥ n+1 ¥ n+1

5 % este divergenta. Deci, seria alternanta g (- 1)”'l(nn+n—2 nu

n=1 n=1

este absolut convergenta.

o) Fie x,=— + —. Pentru a <0, sirul (- 1)"+l><—1 — nu are
gn(n+1)g gn(n+1)g

¥
- , , - 1 ,
limita. Deci, seria é( 1) lx—a ede oscilantd. Pentru a >0,

n=1 gn(n+ )H

X _ éin(n+1) o

limx, =0 s emg <1. Deci, (x,) este sir descresctor.
X, @ a
¥
Conform cu Propozitia 4.35, seria é’[(—l"’lx;a este
25 Tan(neg
convergent.
Deoarece 1 —> 1 —, (")a>0, atunci pentru a £1 seria
gn(n+l)y (n+1)
;a este divergents. Deci, pentru af (0], seria
gn(n+1)

QJO-K E QJO-K

(-)™* x;a nu este absolut convergenta.

: gn(n+1)g
Pentru a >1, seria 5—3
= @n(n+1)}
1 i n _@¥
Sgn(k+D)g  @n(n+1)g

Deci, seria q (- 1)"'l><;a nu este absolut convergenta nici pentru
=1 gn(n+1)g

>
I

nu este convergenta deoarece
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. Atunci I|mxn 1. Asadar, Propozitia 4.3.5 nu

d) Fie x, = \/7 (Q/%)

mai poate fi folosita. Dacid se considera y, = este evident ca

("

¥
Yo ® -1, ¥,., ® 1. Atunci, (y,) ., nuarelimita si seria al( 1)”'1%,

n=1 n
al j este oscilanta.

EXERCI TIUL 4 47 A searate cé seriile de mai jos au sumele indicate:

1 1
= kT ¥
)naln(n+k) k8+ * + 7

¥
b)é’l8n |n”—19_g g =0,577215...

1 p
c) qarctg———— =*:
)nal g n+n+l 4

4
d 2 N 1.
) 21 n!
Solutie.

. 1 1 1ld 10
F S = . C =— = — = Ita
a) ie a_l|(|+k) um i(i+k) kgi kG rezulta ca

ex?[+++1oael+1+__+1('_j

S == ) ..
kg 2 K g 8n+1 n+2 n+kg

Atunci, I|mS— §L+ +. +10

k 2 K g
¢ adl k+1lp &1 &, k+1 &1
b) Fie S = In—== —-qIn—= —-In(n+1). S-aaitat
JReS=ag - sz’}k an===aj-n(n+)

n sectiunea 3.6 ci sirul S, = a =- In(n+1) este convergent si are limita
k= l

g =0,577215..., iar g se mai numeste constanta lui Euler.

1 .

D tg——— =arctg(k +1) - tgk
¢) Deoarece aretg, 7= — arctg(k +1) - arctgk , atunci
p

S, =arctg(n+1)- arctgl=arctg(n+1)- 7
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Dedi, Ilmsn:%—gzpz. Asadar, seria este convergenta @ si
1

4
¥
g _p
arct =—.
2‘1 Ten+l 4
n 4 4
d) Fe S=85 pa, XLt , 6 7 1 g
e k! k! (k-4) (k-3) (k-2) (k-2)!
S'n:é_.%, i=1234. Avem: S =S+7S/+6S+S,. Deoarece
k=1 P+

- y 4
lims, =e, 1=1,2,34, aunci se obtine limS, =15e. Dedi, a n_'

k=1 N:

=15e.
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CAPITOLUL V: SIRURI SI SERII DE FUNCTII

1. SIRURI DE FUNCTII
Fie X si. Y spatii vectorille normate. Se stie ca

Y*={f]f:X®Y; f- functie} este multimea functiilor definite pe X cu
valoriin Y.

DEFINITIA 5.1.1 Fie S:¥® Y, S(n)=f (x) (pune in corespondenti
fiecare numar natural cu un element din Y*). Vom spune cd S(n) = f_(x)
este termenul general al unui sir de functii si se noteaza cu ( f, (X))

no’
OBSERVATIA5.1.1

a) Daci X1 j si Y1 i, aunc sirul (fn(x))nso se numeste sir de functii
reale de variabila reala.

b) Daca X1 §™ si Y1 §*, aunci sirul (f,(x))
functii vectoriale de variabila vectoriala.

c) Fie x,1 X. Atunci (fn(xo))nzo ete un sir de elemente din spatiul

o S& numeste sir de

vectorial normat Y .
Un sir de functii (fn(x))mo genereazi siruri de elemente (f,(x,)) . din

n30
spatiul vectorial normat Y . Aceste siruri de elemente pot fi convergente sau
divergente. Numarul acestor siruri este card X .

DEFINITIA 5.1.2 Punctul x,T X se numeste punct de convergenti al
sirului de functii (f,(x))  daca sirul de elemente ( f,(x,)) , despatiului
vectorial normat Y este un sir convergent. Multimea tuturor punctelor de
convergenta ale sirului de functii (fn(x))nso se numeste multimea de
convergenta a sirului si se noteaza in general cu M.

OBSERVATIA 5.1.2
a) Intre domeniul de definitie X al tuturor functiilor din sir si multimea de
convergenta existi relatia M. 1 X .

b) Functia f:M.® Y, f(x):li®r9 f.(x), se numeste functia limitd a

sirului de funciii (f,(x)) | .
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c) Punctul x,1 X daci nu este un punct de convergenta al sirului de functii

se numeste punct de divergenta al acestui sir si multimea tuturor punctelor
de divergenta ale sirului de functii se noteaza cu M si este evidenta relatia
My, =X\M..

Exemple.

1. Fie f:XI §®YI j,

f.(x)= XL sir de functii rede de

variabila reda. Sa se arate ca:
a) x, =1 este punct de convergenta a sirului;

b) Mc=ij.
Solutie.
o . nxx+1 . . .
a) Dacd in sirul de functii f, (x) = o se Tnlocuieste x cu 1, atunci se
n

obtine sirul de numere rede f, (1):n—+1. Deoarece lim f, (1) =1 (sirul
n+2 ne ¥

este convergent), rezulta ca X, =1 este punct de convergenta al sirului de

functii.

b) Pentru a determina multimea de convergenta a sirului de functii

(fn (x))n30$cdculmzé Ll@@ f.(x), unde x este considerat caparametru, iar

domeniul de definitie al functiei f(x), care este limita acestui sir,

reprezinta chiar multimea de convergenta asirului de functii (fn (x)) in

n3o "

U . nxx+1
cazul de faa limf (x)=lim
n® ¥ ne¥ n+2

domeniul de definitie al acestei functii este j , atunci avemca M. = j .

=X. Rezulta cd f(x)=x. Cum

2.Fie f :XI j®VYI j, fn(x):‘/ﬂxa_7 un sir de functii reale de
p
variabila reda. Sa se arate ca:
a) x, =0 este punct dedivergenta al sirului de functii.
b) si sedetermine M.
Solutie.
: _|2n : o 2n _ :
a) Din f,(0)= o b lim fn(O)—In|®rL1 /?—¥ b sirul (fn(O))mo este

divergent. Deci x, =0 este punct de divergenta al sirului de functii.
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J2n

b) Cum lim f, (x)= lim—— =0 (viteza de convergenta a exponentialei
Vpoe?

este mai mare decét afunctiel putere)

(")xT i{g P M.=(-¥,00E(0¥) P M. ={0}.

Tn continuare se vor studiasiruri de functii vectoriale de variabila vectoriala,
adicai X1 §™ si YI j* Asacum sa vizut din exemplele anterioare,
problema care se pune in legatura cu un sir de functii este studierea
convergentei sau divergentel si, in cazul de convergentd, gasirea functiei
limita, daca acest lucru este posibil.

Pentru sirurile de functii, convergenta este de doua tipuri:

* convergenta simpla sau punctuala,

* convergenta uniforma sau globala.

Aceste notiuni se definesc dupa cum urmeaza.

DEFINITIA 5.1.3 (Convergenta simpli) Fie f : X1 i"® Yi §* un
sir de functii vectoriadle de variabila vectoriala. Acest sir este convergent
simplu sau punctual pe multimea X, catre functia f(x), daca oricare ar fi

e>0, exiti n(xe)>0 adfel incdt pentru orice n>n(xe),
|, (x)- f(x)|<e. Sescrieastfel: f,(x)%¥® f(x) (converge simplu pe
multimea X catre f(x)).

DEFINITIA 5.1.4 (Convergenta uniforma) Fie f : X1 j"® Yi {*un
sir de functii vectoriale de variabila vectoriala. Sirul (f (x))., converge
uniform catre functia f(x) pe multimea X daca oricare ar fi e >0, exista
n(e)>0 astfel incat pentru orice n3 n(e) si xI X, |f,(x)- f(x)|<e.
Se scrie astfel: f,(x)%%® f(x) (converge uniform pe multimea X catre

F09)-

OBSERVATIA 5.1.3

a) Din Definitiile 5.1.3 si 5.1.4 se observa ca orice sir uniform, convergent
este si un sir simplu convergent, pe cand reciproca nu este in general
adevarata.

b) O consecinta imediata a Definitiei 5.1.4 este urmatoarea:
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Fie (f,(x).,, f,:Al i ® j unsir de functii reale de variabili reala.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
i) f,(x)%¥® f(x);
i) sup|f, (x)- f(x)|%%:%® 0;
A

x)|, ¥%¥:%® 0.

Exemple.
1. Fie f, :(0,1]® i, f.(X)=x", unsir de functii reale de variabila reala.
IO x1 (0,2)
Sa se arate ca acest sir converge simplu catre f(x) = L dar nu
X=
converge uniform catre aceasta functie.
Solutie. Deoarece:
0, xI (01
Ilmf (x)—Ilmx —} ( )
h 1L x=1
rezulta ca f, (x) %@ T (x).
Daci se considera x, =1- 1 eum x,1(0,1) si [f,(x, O| % 10lg 1
n ng|l e

rezulta, conform Definitiei 5.1.4 ci diferenta |f,(x,)- f(x)| nu poate fi

facuta oricdt de mici deoarece pentru x, =1- 1 diferenta se afla intr-o
n

. 1 . . .
veciniatate a lui —. Deci, convergenta sirului (fn(x))m0 nu este o
e

convergenta uniforma.

Observatie. @ Daci se considera f: 8 H® i. f,(x)=x", atunci

é .
AO,—f.DECI, %343 0.
& 3f (%) o

b) Daca se considera X = %,12, atunci pe aceasta multime convergenta nu
2
1

este uniforma, deoarece pentru e == avem ca 1_ astfel incét

efz

f.(x,)- f(x)|:x”<3—1n<e, "e>0si xI

ol

f.(x,)- f(x)|:x”>e:é.
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1
n? + x (n+1)2+x2
este uniform convergent pe j catre f(x)=0.
Solutie. Tntr-adevar limita acestui sir este functia f: § ® § prin f(x)=0,
deoarece:

2. Fie f i i, f,(0)== . S4 se arate ca acest sir

& 1 1 0
Ilmf (X)) =limg———+ +=0.
ne¥ gN” + X (n+1) +x2
Aceasta convergenta este uniforma pe j deo
1 1 1 1
f - f = + -0E=+——® 0.
| n(X) (X)| r.]2_'_)(2 (n+1)2+X2 nZ (n+1)2

Tnseamna ca |fn(x)— f(x)|<e, (" )e >0 indiferent de valoarealui x1 j .
Deci, acest sir converge uniformpe j catre f(x) =0.

Cu gutorul Definitiilor 5.1.3 si 5.1.4 poate fi studiata convergenta simpla
sau uniforma numai in cazul Tn care se cunoaste functia limita. Sunt Tnsa
siruri de functii pentru care functia limita nu poate fi determinata si
convergenta acestora nu poate fi studiata cu ajutorul Definitiilor 5.1.3 si
5.1.4. Ease va studia cu unadin propozitiile urmatoare:

PROPOZITIA 5.1.1 (Criteriul de uniform convergenta al lui Cauchy
pentru siruri de functii) Fie f : X1 §"® YI i* un sir de functii
vectoriale de variabila vectoriala. Conditia necesara si suficienta ca acest sir
de functii sa fie uniform convergent pe multimea X este: oricare ar fi
e>0, existi un rang n(e) astfel Tncat pentru orice n>n(e),

frvp (X)- fn(x)||<e,oricarearfi p3lsixI X.
Demonstratie. Se presupune ca (fn(x))m0 este un sir uniform convergent
pe multimea X catre o anumita functie limita f(x). Atunci, conform
Definitiei 5.1.4 au loc relatiile:

x)| <

(")e>0. ($)n(e)>0al (" )n>n(e)p

(" )xI X,

si

(")e>0, ($)n,(e)>0al. (" )n>n,(e)p |f.,(X)- f(X)||<e’

(")xT X
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Daca se noteazi n(e)=max{n,(e),n,(e)}, atunci are loc relatia
N IE fn(x)”: foup (X)- T (X)+ f(x)- fn(x)||£

[, (X)- T+ f.(x)- f(x)|<e+e=2e=e".
Asadar, | f., (x)- f,(x)

Reciproc. Presupunem ca relatia din Propozitia 5.1.1 este indeplinita, adica:
pentru orice e >0, exista n(e)>0 astfel Tncat pentru orice n>n(e),

<e,pentruoricee >0si p3 1.

frvp (X)- fn(x)||<e ,oricarear fi p3 1si xI X . Conform definitiei unui
sir fundamental rezultd ca sirul (f (X)), este un sir fundamental pentru

orice xI X .

Cum gspatiul vectorial normat §° este un spatiu Banach (spatiu metric
complet) rezulti ci exista o functie f(x) (f: X1 j"® YIi j*) astfel
incdt: f, (x)® f(x), oricare ar fi xI X. Atunci Tn inegalitatea

k

fvp (X)- fn(x)||<e daci se trece la limita dupa p® ¥, se obtine ci:
(")e>0, ($)n(e)>0 al. (")n>n(e)p |f,(x)- f(x)[<e, (*)xI X.
De aici rezulta ca sirul este uniform convergent conform Definitiei 5.1.4.
PROPOZITIA 5.1.2 (Criteriul Weierstrass de convergenta uniforma)
Fie f:XI j"®YI j* un sir de functii vectoride de variabila
vectoriala. Daca exista un sir (an)m0 de numere reae pozitive convergent
citre O si are loc inegalitatea | f, (x)- f(x)| £ a, Incepand de la un anumit
rang n,(e), oricare ar fi xi X, aunci f (x) converge uniform pe
multimea X citre f(x), (fn(x) 7% ) f(x)).

Demonstratie. Deoarece In|®rQan =0 conform cu definitia convergentei unui
sir de numere reale se poate afirmaci (" )e >0, ($)n(e)>0 astfel incat
(" )n>n(e), a, <e. Tinand cont de aceasti inegalitate si de inegalitatea
din enuntul propozitiei rezulti ca |f,(x)- f(x)[<e, (")e>0 si

n>n(e). Aceastaarata ci ( f,(x)) ,, converge uniformpe X citre f(x).

129



Exemple.

1. Se considera sirul (f (X)), f,(x)=xxarctg nx. Si se arate ci sirul
este uniform convergent, (" )x1 [0,¥).

Solutie. Deoarece functia limita f(x) nu poate fi determinata, Tn acest caz
nu poate fi folosita definitia convergentei si atunci se va folosi Propozitia
5.1.1si rezulta ca:

fovp (X)- fn(x)| =|x=arctg (n+ p)xx- x=arctg nxq =

= x[arctg (n+ p)>x- arctg nxx = x £

arct L

g 1+(n+ p)nxc
p*X XPX  _p p _1

£ = £E—=-®0.
X1+(n+ p)mx2<(n+ p)>nx  (n+p)n nxp n

Deoarece L ® 0 atunci exista n, (€)3 O astfel Incét pentru orice € >0 si
n

n>n,(e) rezulta 1ce si | o (X)- fn(x)| <e Tn conditiile date. Conform
n

criteriului de uniform convergenta al lui Cauchy rezulta ca sirul este
uniform convergent.

. iN Nx
2. Si se arate ci sirul f, (x) = S >
n

, xI X este uniform convergent pe

multimea numerelor rede catre f(x)=0.

Solutie. Deoarece Definitia 5.1.4 este greu de aplicat, Tn acest caz se va
folos Propozitia5.1.2. Avem:

snnx| . 1
f.(x)- f(x)= S |E5®0.
Conform Propozitiei 5.1.2 rezulta ca S|n2nx ¥%%® 0.
n 1

Se stie ca notiunile de limita, continuitate, derivabilitate si integrabilitate
sunt notiuni de baza pentru functiile reale de variabila reala.

In continuare, se vor da conditiile Tn care aceste notiuni se transfera de la
termenii unui sir de functii la functialimita asirului.

PROPOZITIA 5.1.3 (Continuitatea) Fie (f (x)) ., un sir de funcii

m

continue, uniform convergente catre functia f(x) pe multimea X1 j
Atunci functialimita f(x) este continua.
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Demonstratie. Tinand cont ca f, (x) %%® f (x), atunci conform Definitiei
5.1.4 se poate scrie ci pentru orice e >0, exista n,(e)>0 astfel incét
oricarear fi n>n,(e), avem:

f.(x)- f(x)|<e," xI X. (1)
Datorita faptului ca functiile f (x) sunt continue Tn punctul Xx,, conform

definitiel continuitatii, se poate scrie ca oricare ar fi e >0 exista d (e,xo)
astfel Tncat pentru orice xI X cu |x- x| <d(e), areloc inegalitatea:

1:n(X)_ fy (X0)||<e )
Pentru a demonstra ci functia limita f, (x) este continua Tn punctul x,,

trebuie ardtat ca ||f (x)- f(x,)|| poate fi facuta oricat de mica (adica mai
mica decét o marime detip e).
Avem:
[09- 1 0ol =(F (- £,00)+(£.09- £,06))+(5, (%) - 1 ()] €

E[5,(x)- F()+] .09~ f, ()] +]|f. (%) - f(x)|Ee+e+e=3e=¢".
S-atinut cont de inegalititile (1) si (2) de unde rezulta ca functia f (x) este

o functie continua n punctul x,. Cum x; afost ales arbitrar in X, rezulta
ca f (x)este continud pe multimea X .

PROPOZITIA 5.14 (Derivabilitatea) Fie (f,(x)) . un sir de functii
derivabile pe multimea X | j care este convergent citre functia f (x)
Daci sirul (f' (X)), este uniform convergent pe multimea X citre
functia g(x), atunci functia f (x) este derivabila pe multimea X si are loc
relatia f'(x)=g(x), pentru orice xI X .

PROPOZITIA 5.15 (Integrabilitatea) Fie (f,(x)) ., un sir de functii
continue pe intervalul inchis [a, b] si uniform convergent pe acest interval

catre functia f(x). Atunci functia f(x) este integrabild si are loc
b b

egalitatea lim a(‘)fn (x) dx :9f (x)dx.
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OBSERVATIA 5.14
a) Daca X esteinterval compact de numere reale, atunci Tn Propozitia5.1.4

se poate considera ci (fn(x))m0 este convergent intr-un singur punct
x T X.
b) Egdlitatea din Propozitia 5.1.5 se poate scrie si astfel:

gy?dﬂnggyﬁﬁnm’VHaﬂihbl

c) Propozitiile 5.1.4 si 5.1.5 au 0 mare utilitate Tn practica atunci cand sirul
(f.(¥)., este dificil de studiat, dar sirurile obtinute din acestea prin
derivare sau integrare sunt siruri mai smple care pot fi studiate.

Exemple.
1. Sa se determine limita urmatorului sir de functii cu termenul general:
k+1

g X : .
fJ@_gk+,n[Qn®..

=

Solutie. Se observa ca f,(x)=g x* aunc f,(x)= xxll_—x. Trecand la
k=1 - X

limita se obtine lim f, () =X (convergenta este uniforma). Deci, fiind
n® ¥ 1- X
ndeplinite conditiile Propozitiei 5.1.4, rezultd ca functia f(x), limita
sirului (fn(x)) ,,» Este derivabil si are loc relatia f'(x):li. Integrand
n - X
Tn aceasta egalitate se obtine:
X t R
f = dt=Inf1- x{- x, (" )|0,x|1 ]0,1).
(9= ek - x, ()01 [0

k+1
J X

Deci, lim
ne® ¥ el k+1

=In[1- x- x.

(k+1)x, x1 [0,].

Qo5

2. Fie sirul de functii cu termenul general f, (x)=

=
1

1
Sa se determine limita acestui sir.
Solutie. Seintegreaza dela 0 la x sirul, termen cu termen si obtinem:
k+1
X
1)——

of s (x)dx = & (k+1) ax =4 (k+1)
0 k=1 0 k

=5 X<t To,x]1 [0,1].
a o a [0.X]T [0.]

0
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Rezulta:

X y 1- X"

A (X)dx = g X<t = x? :

00 ( ) 2’1 1' X

Trecand lalimita Tn aceasta egalitate, conform cu Propozitia 5.1.5 se obtine:
1- x" _ X

\ e A 2
an(t)dt—'ng?oofn (t)dt—ln|®r9x 1y

X 2
Deci, ¢)f, (t)dt= X . Derivand aceasta egalitate conform cu Propozitia
0 1- x
x 2 2 L )
515, realts Qf (t)dt=-*— deci f(x)zex—2 =22 X Acadar,
o 1- x gl- Xg (1_ x)
limitasirului este:
_X(2- x
f(x)= .
(2- %)

Exista un rezultat mai puternic decét Propozitia 5.1.4 si anume urmatorul
rezultat.

PROPOZITIA 5.1.6 (Teorema Weierstrass-Stone) Orice functie continua
pe un interval compact | :[a,b]i i este limitauniforma pe | aunui sir
de polinoame.

2. SERII DE FUNCTII

DEFINITIA 5.2.1 Fie (f (X)), unsir defunctii unde f : X ® Y, X,Y
spatii  vectorille normate. Se considera sirul cu termenul general

Sn(x):gl f(x). Atunci cupletul (f,(x),S
k=0

n

(X)) defineste o serie de

¥
functii care se noteaza § f, (x) unde:
n=0

« f.(x) - termenul general al seriei de functii;
* S,(x) - termenul general al sirului sumelor partiae.

Problema care se pune in legatura cu o serie de functii este problema
convergentei seriei de functii si atunci cand este posibil, determinarea sumei
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seriei de functii, care este o functie notata cu S(x). Definirea acestei
notiunise face astfel.
¥
Definitia 5.2.2 Fie § f,(x), (f,:X® Y, unde X,Y spaii vectoriae
n=0
normate) o serie de functii.
a) Seria este convergenta simplu pe multimea X catre functia f (x), daca
sirul sumelor partiale S, (x) % 3® S(x).
b) Seria de functii este uniform convergenta pe multimea X catre functia
S(x), daca sirul sumelor partiale S, (x) % 3® S(X) .

¥ ¥
c) Seriade functii § f,(x) este absolut convergenta, daca seria
n=0 n=0

fo ()

este convergenta.

OBSERVATIA 5.2.1

a) Se observa ca pentru o serie de functii exista trei tipuri de convergenta:
convergenta simpla, uniforma si absoluta, iar problema convergentei unei
serii este rezolvata prin convergentasirului de functii (S, (x)) ..

b) Deoarece, de cele mai multe ori, studiul convergentei sirului (S (x))nz0

n

¥
este dificil, problema convergentei seriei § f,(x) nu poate fi in aceste
n=0
cazuri rezolvata cu ajutorul Definitiei 5.2.2. Din acest motiv, se apeleaza la
urmatoarele propozitii in care se considera serii de functii vectoriale de

variabila vectorida f X1 §"® YI j*“.

PROPOZITIA 5.21 (Criteriul general de uniform convergenta al lui

Cauchy pentru serii defunctii) Conditia necesara si suficienta ca seria de
¥

functii § f,(x) si fie uniform convergenta pe multimea X i ™ este:
n=0

pentru orice e >0, existi n(e)>0 astfel incé oricare ar fi n>n(e) si

P31, ||f . (X)+ f.,(X)+..+f

. (x)” <e, pentruorice xI X .

¥
Demonstratie. Conform Definitiei 5.2.2, punctul b), seria § f,(x) este
n=0

uniform convergenta pe X daca sirul (Sn (x))nzo este uniform convergent
pe multimea X . Din criteriul de uniform convergenta al lui Cauchy pentru
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sirul (S,(x)) ., se obtine conditia necesard si suficienta de uniform
convergenta a acestui sir pe multimea X: pentru orice e >0, exista
n(e)>0 astfel incét oricare ar fi n>n(e) si p21,|S,,(x)- Sn(x)||<e,

n+p

pentru orice xI X . Dar,
e 3

Sup (- S ()| =]A fe(¥)- A fe (X)) = far () +ot Frp (X))
k-0 k-0

Astfel, se obtine conditia din enuntul Propozitiei 5.2.1.
O consecinta imediata a Propozitiei 5.2.1 este urmatoarea propozitie.

¥
PROPOZITIA 522 Fie § f,(x) o serie de functii smplu convergenti pe

n=0
multimea X1 j citre functia f(x). Conditia necesard si suficienta ca
¥

o

seriadefunctii g f, (x) sa convearga uniform pe multimea A catre functia
n=0
f(x) este ca multimea {N(e,x)|xi Ae >O} si fie marginita, (N (e, x)

fi(x)- 1(x)

<e).

Qo5

este rangul Tncepand de la care

=
11,
LY

PROPOZITIA 5.2.3 (Criteriul lui Weierstrass) Conditiile necesare de

¥
uniform convergenti pe multimea X aseriei g f,(x) sunt:
n=0
i)
ii) seriade numere rede pozitive g a, este convergenta.
n=0

fn(x)||£an, nl ¥:

¥
Demonstratie. Stiind ca seria é a, este convergenta, conform criteriului
n=0
general de convergenta al lui Cauchy pentru serii numerice, are loc
afirmatia: pentru orice e >0, existi n(e)>0 astfel incét oricare ar fi
n>n(e) si p%1, a, +a,,+..+a,,<e, pentru orice xI X si pl ¥.
Din ipoteza i) se obtine urmatorul sir de inegalitati:
|| 1:n+l (X)” £ a'n+l’ || 1:n+2 (X)” £ a'n+2’ e
Adunand termen cu termen aceste inegalitati, rezulta:

|| 1:n+l(X)|| +|| 1:n+2 (X)” to.t 1:n+p (X)” £ a'r1+l + a'n+2 +"'+an+p <€.

£a,,.

fn+ p
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Stiind ca normaeste mai mici decat sumanormeor, rezulta:
oo (X)+ Frp () +. (%) <€

¥
Conform cu Propozitia 5.2.1 rezulti ca seria g f,(x) este uniform
n=0

convergenta pe X .

Ca si la sirurile de functii si pentru seriile de functii se pune problema
transferarii proprietatilor de continuitate, derivabilitate si integrabilitate de
la termenii seriel la suma seriei de functii. Aceastd problema este rezolvata
de urmatoarel e propozitii.

¥
PROPOZITIA 5.2.4 (Continuitatea) Fie § f,(x) o serie de functii,

n=0
fooXT i"®YIQ i“ Daci f,(x) suntfunctii continue pe X, oricare ar

¥
fi ni ¥ si seria § f,(x) este uniform convergenti catre functia f (x) pe

n=0
multimea X, atunci f (x) este continud pe X .

PROPOZITIA 5.2.5 (Derivabilitatea)
¥

Fie & f,(x), f,:[ab]i i ® Y i o serie de functii reale de variabila
n=0

reala. Daci seria § f,(x) este simplu convergenta pe [a,b| citre functia
f(x), f,(x), sur:t::‘unc;ii derivabile pe [a,b], oricare ar fi nT ¥, iar seria
5 f¢(x) este uniform convergenta pe [a,b] catre g(x), atunci f (x) este
J;ivabilé pe [a,b] si areloc relatia f'(x)=g(x).

PROPOZITIA 5.2.6 (Integrabilitatea)

¥
Fieseria g f,(x), f,:[ab]l i ® i o seriedefuncti. Daca f,(x) sunt
n=0

¥
functii integrabile pe [a,b], oricare ar fi n1 ¥, iar seria § f, (x) converge
n=0

uniform pe intervalul [a,b] citre functia f(x), atunci f(x) este
integrabila pe [a,b] si are loc egalitatea:
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OBSERVATIA 5.2.2

a) Demonstratia Propozitiilor 5.24, 525 si 5.2.6 se face aplicand
propozitiile similare de lasirurile de functii, sirului (Sn(x))nso.

b) Propozitiile 5.2.4 si 5.2.5 se folosesc de obicei in calculul sumei anumitor
serii atunci cand lim S, (x) estedificil sauimposibil de calculat.

c) Daca in Propozitia5.2.4, X esteinterval compact de numere reale, atunci
proprietateaca f, (x) sunt functii continue pe X, oricare ar fi nl ¥, poate

fi Tnlocuita cu faptul ca seria é fn(x) sa fie convergenta ntr-un punct
xI X.

3. SERII DE PUTERI

¥

DEFINITIA 53.1 O serie de forma § ax", unde a1 j, nl ¥ =
n=0

numeste serie de puteri.

OBSERVATIA 53.1

a) Se observa ca orice serie de puteri este un caz particular de serie de

functii, unde f (x)=a,x". De aceea teoria de la seriile de functii se aplica

si seriilor de puteri.

b) Fiind un caz particular de serie de functii, exista si alte propozitii Tn plus

care se vor tratain cele ce urmeaza.

¢) Sumaunei serii de puteri se numeste functie analitica.

d) Multimea de convergenta aunel serii de puteri nu este vida.

Existd serii de puteri pentru care M, ={0} si exista serii de puteri pentru
3 s X"

care M. = j (exemplu: 1+ n"xx"; q —).

n=1 n=0 n!

¥
PROPOZITIA 5.3.1 (Teorema lui Abel) Fie é a, X" o serie de puteri.
n=0

Atunci exista R2 0, astfel Tncét:

¥
i) seria § a,x" este absolut convergenta pentru x1 (- R R);

n=0
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¥
i) seria § a,x" este divergenta pentru xI (- ¥,- R)E (R +¥).
n=0
Numarul R se numeste raza de convergenta aseriei de puteri.

¥
Demonstratie. i) Se observa ca pentru seria é’[ a X", x=0 este punct de
n=0
convergenta.
Daca nu exista un alt punct de convergenta pentru seria de puteri, luand
R=0, teorema lui Abel este satisfacuta. Sa presupunem ca exista x,* 0
punct de convergenta pentru seria de puteri. Conform consecintei criteriului
general de convergenta al lui Cauchy pentru serii numerice, rezulta ca sirul
cu termenul general f,(x,)=a,x; are limita zero. Fiind un sir convergent,

el este si un sir marginit. Deci, exista M >0 adtfel incét |a, x| £ M . Daca

se considerd |X| <|x,| atunci au loc relatiile:

{x_”
%

q" este convergenta pentru |qf<1. Luand g :‘l‘,
° %o

n

&x 0

EMQ =, unde X
e

X

<1.

X o

|3, %"| =[a, ¢

Qox

Dar seria geometrica

>
JIi

>

¥
rezulta ci seria §
n=0

este convergenta. Deci, conform primului criteriu al

¥
comparatiei, rezulta ca seria § |a, X"
n=0

X1 (- [%].|%]). Cum x, este un punct de convergenta arbitrar, daca se

este convergenta, pentru orice

M
noteaza cu R= sup{ xo} rezulta ca é_ |an xX"| este convergenta, pentru orice
n=0

¥
xI (-RR). Deci, rezulti ca seria § |an xX"| este absolut convergents,
n=0
oricarear fi xI (- RR).
if) Daca x, este un punct de divergenta al seriel de puteri, atunci rezulta ca
oricare ar fi x cu [ >|x| si conform criteriului comparatiei avem ci seria

¥
é_ a,X" este divergenta. Continuand rationamentul ca la punctul i), rezulta
n=0
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¥
ca oricare ar fi x1 (-¥,- |x|)E(|x],+¥), seria § a,x" este divergents.
n=0

Dar, este evident ci si Tn acest caz sup{x} = R. Deci, rezulta ci multimea
dedivergentd este (- ¥,- R)E (R, +¥).

OBSERVATIA 5.3.2

a) Se observa ca teorema lui Abel afirma existenta razei de convergenta

pentru orice serie de puteri, dar nu indica modul de determinare a acesteia.

b) Cu gjutorul razei de convergenta a seriei de puteri, teorema lui Abel

determina multimea de absolut convergenta si divergenta a seriei de puteri

fara punctele x=- R si x=R.

c) Pentru a stabili natura seriei de puteri Tn aceste puncte se considera seriile
¥ ¥

numerice § a,°R" si & (-1)"a,>R" . In functie de natura acestor serii este
n=0 n=0

si natura seriei de puteri in cele doua puncte.

d) Daca M. este mutimea de convergenta a seriei de puteri, atunci

(-RR)I M. [-RR].

PROPOZITIA 5.3.2 (Cauchy-Hadamard) Raza de convergenta R pentru
a,

A
DEMONSTRATIE. Se considera punctul x =X, fixat. Atunci seria:

|| +[a, 20| +|a, 9|+ ... +|a, %]+ ..
poate fi considerata o serie de puteri. Conform cu Propozitia 5.3.1, rezulta
ca aceadta este convergenta pentru orice:

%1 (-RR). N
Dar seria anterioara, concomitent, poate fi considerata si 0 serie cu termeni
pozitivi si pentru stabilirea naturii acesteia poate fi aplicat criteriul lui
D’ Alembert si, conform formei practice a acestui criteriu, se obtine:

BaXo B

a,% a,

¥
seria § a X" este dati derelatia R=1lim

n=0 ne® ¥

lim
n® ¥

=[x,/ lim

ne® ¥
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Daca:

||x0|I|® m|— Bl <1 atunci seria este convergents,
|
-'-|x0|I|m G >1, atunci seria este divergents.
{ ¥l g
Deci, pentru orice |x,| < lim|—- % | adica
n® ¥ an
+1
B <] ('J'
I|m I|m a“ 2
g n® ¥ an alg
seria este convergenta.
Comparénd (1) cu (2) rezulta ca:
lim|-2 = R,
¥ B

OBSERVATIA 5.3.3

a) Pentru a calcula I|m B
A

se foloseste o forma echivalenta si se obtine:

R=_ L
imgfal

¥
b) Daci R este raza de convergenti a seriei g a x" , atunci
n=0
i) seriaderivatelor de ordin n are aceeasi raza de convergenta,

i) daci S(x)=Q a,x", S (x) este sumaseriei derivatelor de ordin n.

Exemplu. Fie seria a 8 _x . Sa se determine multimea de convergenta

M. si multimeade dlvergenga M,
Solutie. Deoarece seria este 0 serie de puteri conform teoremei lui Abel,
pentru adeterminape M. si M, trebuie determinata raza de convergenta
R. Conform formulei lui Cauchy-Hadamard rezulta ca:

J+2 2
n+1 n+1

R=1Iim =1.

n® ¥ n® ¥

‘—Ilm
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¥

. . . n o
Deci, pentru orice x1 (- 1,1), seria a Tlx” este convergenta si oricare ar
n=0 n

¥
fi xI (-¥,-1)E(L¥), seria a %x” este divergenta.
n=0n
Se studiaza natura acestei serii in punctele x=1si x=-1.
¥
Pentru aceasta se studiaza urmitoarele serii numerice: § %1 sl
n=ln
3 no N
-1) —.
%1( ) n+1

n 1 . . . . . .
Cum P > i1 si cum seriaarmonica este divergenta, conform criteriului
n+ n+

¥
- : n : .
comparatiel rezulta ca seria é 1 este divergenta. Deci, punctul x=1
n=1
¥

. . . n
este punct de divergenta pentru seria de puteri é —X".

n=0 n+1
Folosm operatia cu serii numerice:
8 ()-8 ()8 ()
n=0 n+1 n=0 n=0 n+1

¥ ¥
n . - . . n+! 1 .

cum Q (-1)" este serie divergent si seria (- 1) ln_+1’ rezulti ca seria

n=0 n=0
¥
aCy" %1 este divergenta. Deci, x =- 1 este punct de divergenti pentru
n=1 n

¥
seria § ilx”.Asadar, My =(-¥,-1]E[L¥), Mc =(-11).

n=0 n

La seriile de functii, pe langa convergenta simpla, se pune si problema
convergentei uniforme. Seriile de puteri fiind serii particulare de functii,
aceasta problema a convergentel uniforme se pune si pentru seriile de puteri.

¥
PROPOZITIA 5.3.3 Fie seria é a, X" o seriede puteri. Atunci oricare ar fi

n=0
x1 [ R+e,R- e], unde el (0,R), seriaeste uniform convergenta.

Demonstratie.  Tntr-adevar, daca  [{£R-e, rewlta ci

a, {R- e)”| este convergents,

|an><x”£|an(R—e)”|. Cum seria 5
n=0
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¥
conform cu criteriul lui Weierstrass, rezulta ca seria é a, X" este uniform
n=0
convergenta.

OBSERVATIA 534
a) Seobserva ca ce mai mare interval de uniform convergenta este ( R, )

b) Tinand cont de Propozitia 5.3.3, se poate afirma ci (-r,r), ri (O,R)
este intervalul de uniform convergenta pentru seria de puteri.

4. FORMULA TAYLOR PENTRU POLINOAME SI FUNCTI I

PROPOZITIA 54.1 Fie P(x)=§ a %, a1 j. Daci se considers
x,=al j,atunci areloc relatia:

o) =r(e)+ 52 (o) L () e - 4 L

n
Demonstratie. Daci in polinomul P(x)=g§ a, %", se considera ci
k=0

x® x+h, obtinem: P(x+h)=§ a (x+h)‘. Daci se ordoneaza dupi
k=0
puterile lui h, atunci acest polinom are forma:
P(x+h)=a Ah", )
k=0

unde A sunt coeficienti care de fapt sunt expresii de x ce urmeaza a fi
determinati.
Inrelatia (1), dacd seface h=0, rezultd P(x) = A, . Sederiveaza relatia (1)
sl seobtine

P'(x+h)=A+2Ah+3Ah’+..+nAh™". 2
In aceasta relatie, daci se considera h=0, se obtine P'(x)=A . Daca se
deriveaza relatia (2), obtinem:

P"(x+h)=2A,+6Ah+..+n(n- 1) Ah" 2. ©)
Inrelatia (3), daca se considera h=0, atunci se obtine P"(x) = 2A, = 2! A, .
Procedand in mod analog, se obtineca P (x)=k!A, oricarear fi k = o.n.
Cu coeficientii A astfel determinati, daca serevineinrelatia (1), se obtine
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n k
P(x+h)=4 Pt (x).
k=o K!
Daca se considera x=a si x+h=y, seobtine h=y- a. Cu aceste notatii

egalitatea anterioara devine

P(y)=

k

PY (a).

¢ (y-a)
ko K!

p(k) (a) careeste

Facand schimbarea y® x, se obtine P(x): g (X' a)
k=

o N
tocmai formula lui Taylor pentru polinoame.

Observatia 5.4.1
a) Formula lui Taylor pentru polinoame are o importanta calculatorie, Tn

sensul ca permite dezvoltarea polinomului P(x) dupa puterile lui xta.
b) Tn formula Iui Taylor pentru polinoame, daci se consideria=0, se
obtine formula [ui Mac-Laurin, care are urmatoarea forma:

_61 Xk (K)
P(x)=8 15 PY (0).

Exemplu. Folosnd formula lui Taylor pentru polinoame sa se descompuna
in fractii simple fractia:

X433 +2x2 + X+1

(x-9°
g +ax" +K+a, x+a,
(x- %)

Solutie. @) Se considerd polinomul P(x)=x"+3x>+2x* +x+1. Se scrie
formula lui Taylor pentru acest polinom, pentru punctul a=1. Avem:

4 _ k
p(x)=4 XU pi ).
ko K!
Trebuie calculate derivatele pana la ordinul patru inclusiv ae polinomului
P(x) Tnpunctul x=1. Avem:
P(1) =8,
P'(x) = 4x*+9x* +4x+1, deci P'(1) =18,

P"(x) =12x* +18x+4, deci P"(1) =34,

m>n
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P"(x) = 24x+18, deci P"(1)=42,
P (x) =24, deci P (1) =24.
18 34 42 24 .
Asadar, P(x) :8+E(X_ 1)+E(X_ 1)2+§(x— 1)3+E(X_ 1)*, adica
P(x) =8+18(x- 1) +17(x- 1)° + 7(x- 1)* +(x- 1)".

Atunci,
X' +3x° +2x0 +x+1_ 8+18(x- 1) +17(x- 1)* +7(x- 1)’ +(x- 1)* _
CE (x-1)° _
_ 8 , 18 17 7 1
(-1 (x-3" (-7 (x-9° (x- 1

b) Fie polinomul P(x) = é’l ax"* pentru care scriem formula lui Taylor
k=0

pentru punctul a = x,:

P(X):éo(x_k)!%)k P(k)(xo)
Deci, _
P _g 1 PY(x)

PROPOZITIA 5.4.2 (Formula lui Taylor pentru functii care nu sunt
polinoame) Fie f:11 j ® j o functie derivabila de n+1 ori Tn punctul

3 (x-%)"

%1 1si P(x)=a
% K

f(x) peintervalul | =[a,b]. Atunci f(x)=P,(x)+R,(x) (formula lui

(b- X)n:;:p(x' 2)" o) (x), xT (ab). R (x)

se numeste restul deordinul n dinformulalui Taylor.
Demonstratie. Pentru a determina restul R, (x) este evident ci el trebuie

luat sub forma:

£®(x,) polinomul lui Taylor atasat functiei

Taylor), unde: R, (x)=

R.(x)=(x-a)" A, (1)

144



unde A este un numar red care se determina. Evidenta consta Tn faptul ca
trebuie continuat P, (x). Pentru determinarea lui A se considera functia:

(b-z—lX)ZXf "(X)+...+¥xf(n)(x)+(b‘ X)" A

n

F (%)= F(x) #2525 () +
Se observa ca functia F(x) este o functie Rolle raportata la intervalul
[a,b], adicd eaare proprietatile:

i) F(x) continua pe [a,b],

i) F(x) derivabila pe [a,b],

i) F(a)=F(b).

Deci, conform teoremei lui Rolle, existd x 1 (a,b) astfel ncat F'(x)=0.
Dar:

. b-x_,. b-x_,. b- x)°
Fr(x)=f'(x)- f'(x)+ m xf "(x)- m xf (x)+( 2!) xf "(x)
(b' X)n-1 (n) (b' X)rI (n+1) 1
o T )T plo- )
Asadar:
! b- x " n+ -
F (X):%Xf( l)(x)— p(b— x)p LyA.
Tinand cont de aceasta, se obtine:
b-x)" . i
BXV 509 1) p(o-x) xa=o0.
. (b-x)™"" () _
Deci, A=—L——xf"™(x). Cu A astfel determinat, conform (1)
nixp
rezulta ca:
_ n+l- p _ p
Rn(X):(b X) (X a) xf(”+l)(x)_

n!xp

(x-x)"™"(x- @)’
n!xp

Deoarece x T (a,x), rezulti ci x =a+(x- a)q, ql (0,1).

Daci x1 (a,x)I [ab], aunci R (x)= xf ) (x).
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OBSERVATIA 54.2
a) Restul R (x) din Propozitia 5.4.2 se numeste restul lui Taylor sub

forma generala sau restul Schlémlich-Roche.
* Daca in restul sub forma generala se considera p=n+1, se obtine restul

sub forma Lagrange care are evident forma:

&(X):%Xf(nﬂ)(ﬂ, x=a+(x-a)a,ql (0.).

» Daca se considera p =1 in forma generald arestului, se obtine restul sub
forma lui Cauchy:
_(x-a)(x=x)" o
R, () =2 )
sau:

R,(x) :%xx”*lf(”ﬂ) (@), qT (0,1), numai daca xT (0,x)1 [a,b].
* Restul sub forma integrali este:
R (x)=¢(x-t)" £ (1) (t)dt, [%,x]1 [ab].

b) Resturile din formula lui Taylor au o importantd deosebita Tn stabilirea
erorii prin care formula lui Taylor aproximeazia functia f(x) prin

n

polinomul lui Taylor P (x). Daci se considerd restul sub forma lui
Lagrange si se noteazi x- a=h si Mn:sup{|f(”)(x)Ha£x£a+h},

atunci eroarea absoluta de gporoximare a functiel f (x) cu polinomul Taylor

hn+l ] ]
—M dent ca £0 (h™).
(o1 M si ete evident ca R, (x) ( ) Se
pot rezolva probleme de utilitate practica, si anume:

i) dandu-se n si h, sedetermina O (h™);

P,(x) este O (h”*l) =

ii) dandu-se n si O (h"™), se determina h;
iii) dandu-se h si O (h"™*), se determina n.
c) Formula lui Taylor pentru functii are o importanta practica deosebita,

deoarece permite tabelarea functiilor derivabile de n+1 ori.
d) Daca se considera x, =0, formulalui Taylor pentru functii capata forma:
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(=4 510 (0)+R (4

numita formula lui Mac-Laurin pentru functii.

PROPOZITIA 5.4.3 Daci R,(x) este restul din formula lui Taylor pentru
functia f (x) dezvoltatd in jurul punctului x =a, areloc relatia:

_ X
||ml)nzo
©¥(x- a)
2
-1 x- =
Exemplu. Sa se calculeze lim 3 2
x® 0 X
2 3
Solutie. Deoarece €* —1+X+X—+X—+R3( ), atunci:
1 21 3l
X2 XS
e-1-x- — —+Ry(x
230 1 R
X3 X3 6 X
Rezulta ca:
X2
e-1- x- —
X
lim 3 —£+I|mR3(3 ):1
x® 0 X 6 x®0 Y 6

OBSERVATIA 543 Relatia din propozitia anterioarda prezinta o
importanta deosebita Tn calculul limitelor diverselor functii, folosind
dezvoltarealor din formulalui Taylor.

Exemplu. Fie f: j ® j,unde
a f(x)=sinx,

b) f(x)=cosx,

c) f(x)=¢

Sa se dezvolte functiile folosind formula Mac-Laurin cu restul lui Lagrange.
Solutie. Este evident ca formula Mac-Laurin cu restul lui Lagrange are
forma:

f (x)= a% “(0)+ (nX:)!f”” (@), a7 (0,).

Pentru agasi aceasta dezvoltare este suficient si se gaseasca 0 (0).
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a) Dar, sestieca (sinx)(k) ] éae 7p§ Atunci (O):sinl%p.Rezulté
sn
snx=8 — 2 x+- X __dn qu (n+1)p9
& ;

Deci aceasta este egalitatea cu gjutorul careia se tabeleaza functia sin x .
b) In mod analog se gaseste ca:

kp
_ n 0057 ) Xn+l (n+1)p o)
cosx=gQ X+ cos‘;qx+ =
o k! (n+1)! 2 g
si
C) e = gl X—k + X"
o kI (n+1)!

DERIVATE DE ORDIN SUPERIOR

1. Formula Leibniz:
(12g)"(x)= 1" (x)g(x)+Crf ™ () g'(x) +K+Cyf (x) g™ (x) +C f (x) g (x),
(")xT 1;
2. (smx)() sm?ﬁn%g (")xT i, nl¥;
3. (cosx)(”) :cosgx+n%g (")xT i, nl ¥;
2 B9y ) (gl ¥
5. (ave )(n):a>eX (")xT i,al i,nl¥;
6. (x")” =A™, (")x1 i,1€nEm
7. (ax) a‘(Ina)", a>0, (" )xI i, ni ¥;

8. (Inx) (_1”;(n 1) (")xI i, nl ¥
(th) (shx)(zn'l) =chx, (" )xI j, n31;
10. (chx) :chx,(chx)2nl =shx, (" )xI i, n®1;

11. y=arctox,
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po

™ (x)=(n-1)!cos” >sinae+n—;,
Y (x)=(n- 1)tcos”y>singy+n’

v\ i repp
I TR R
()X iy Y

5. SERIA TAYLOR

DEFINITIA 551 Fie f:11 j® j o functie indefinit derivabila Tn

(x- a

¥ n
punctul x=al |. Atunci seria de puteri g : ) xf () (a) se numeste

n=0

seria Taylor atasata functiel f (x) pentru x=a.
Daci seria Taylor atagatd functiei f (x) este convergentd si are ca suma
functia f (x), atunci ease numeste serie Taylor a functiei f (x).
PROPOZITIA 551 (Seria Taylor pentru functia y=f(x)) Fie
f:l1 j® j o functie indefinit derivabild n punctul x=a si R (x)
restul din formula Taylor pentru functia f(x). Conditia necesara si
suficienta ca functia f (x) si fie dezvoltabild Tn serie Taylor Tn punctul
X =a ede ca

limR, (x)=0.

n® ¥
Demonstratie. Trebuie aratat ca Tn conditiile Propozitiei 5.5.1, seria Taylor
atasata functiei f (x) devine seria Taylor a functiei f (x), adici are loc
egalitatea:

f(x)= a (- 2) 50 (a),

n!
Se considera formula Taylor pentru functia f (x):

f(x) =R (x)*+R. (%),
unde P, (x) :éo(x_k?)

Daci se considera limR, (x) =0, atunci se obtine:
n® ¥

limR, (x) = f (x)- limP,(x)

n® ¥ n® ¥

xf ) (a) este polinomul Taylor al functiei.
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k
o _ _ 2 (x-a)
Dedi, L{@rQPn(x)— f(x). Dar, F%(X)—ilo o
termenul general al sirului sumelor partiale pentru seria de puteri
¥ X - n
a QXf (n) (a). Cum acest termen general are o limita finita f (x),
n=0 n:
rezulta ca seria este convergenta pe o vecinatate a punctului x =a catre

f (x) si areloc egalitatea:

xf M (a) este de fapt

OBSERVATIA 55.1
a) Clasa functiilor dezvoltabile in serie Taylor conform Propozitiei 5.5.1
este inclusi in clasa functiilor ce admit dezvoltarea dupa formulalui Taylor.

b) Daci Tn seria Taylor afunctiei f (x) seconsiderda x = a, atunci se obtine

¥ n
f(x):a%xf(”) (0)

n=0 '

care se numeste seria lui Mac-Laurin atasati functiel f (x).

PROPOZITIA 5.5.2 Functia f (x) este dezvoltabila Tn serie Mac-Laurin

(serie de puteri) pe (-e,e), daci existi M >0 astfel incat | (x)| <M,

oricarear fi xI (-e,e).
Demonstratie. Se stie ca restul Rn(x) sub forma lui Lagrange pentru
functia f (x) este:
n+1
- (n+2)
Pentru demonstratie se considera q 1 (0,1) . Din aceastd forma rezulta:

; Xn+l (n+l) Xn+l
|Rn(x)|—m>{f (qx)|<Mx)m.
n+l
Se noteaza: u, =|——. Atunci, Yes | X | Deci, lim|%| = 0<1.
(n+1)! u, |n+2 ¥l U
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Deci, conform criteriului lui D’ Alembert (al raportului), rezulta ca seria

¥

é u, este convergenta. Dar, conform consecintei criteriului genera de

n=0

convergenta a lui Cauchy pentru serii numerice rezultd limu, =0. Conform
n® ¥

criteriului majoririi, rezulta Ii®rL1Rn(x):O. Conform Propozitiei 5.5.1

rezulta ca functia f (x) este dezvoltabila Tn serie Taylor.

Exemple.
1. Si se cerceteze daci functia f:j ® j, f(x)=¢€", este dezvoltabila Tn

serie de puteri si in caz afirmativ sa se determine aceasta dezvoltare.
Solutie. Pentru a cerceta daca functia f (x)=€" este dezvoltabila Tn serie

Mac-Laurin (Taylor), conform Propozitiei 5.5.2 trebuie aratat ca exista V,
astfel incét oricare ar fi x1 V,, si avem |f(”) (x)| <M, pentru orice nT ¥.
Tntr-adevar, (x) =€*. Sestie ca pentru orice x1 (-a,a), are loc relatia
e ® <e' <€ datorita monotoniei functiei f (x)=e€*. Deci, rezulta ca pentru
orice xi (-a,a), |f(”)(x)|<ea =M . Deoarece intervalul (-a,a) este o
vecinitate oarecare alui 0, rezulta ca functia f (x) =€* este dezvoltabila in

g X

n

serie Mac-Laurin si avem: f (x) =g = xf (n) (0). Cum £(n) (0) =1, atunci
n=o N:
L e X" o ox X X"
=g — =1+t
neo N! o2 n!

Afirmatiile anterioare raman valabile si pentru a® ¥ . Deci, f (x) =€ este
dezvoltabila in serie de puteri (" )x1 j .

2. Si se cerceteze daca functia f(x)=sinx, xI j este dezvoltabila Tn
serie de puteri si in caz afirmativ sa se determine aceasta dezvoltare.
Solutie. Se stie ca:
£0) (x) =sinZ+P0
(x) =singk+—~

Cum sin?u%%El, oricare ar fi x1 j rezultd ci |f(”)(x)|£1:M,

pentru orice xI (-¥,¥) carepoatefi consideratd ceamai mare vecinatate a
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lui 0. Conform Propozitiei 5.5.2 rezulta ca f (x)=sinx este dezvoltabila
Tn serie de puteri sau serie Mac-Laurin. Avem:

i0, n=4p
i
n=4p+1
10 (0)=sin® =1+ P
2 70, n=4p+2
t-1 n=4p+3.
Deci, seriade puteri este:
¥ n 3 5 7 ¥ 2n+1
snx= a_gnm:__x_+x__x_ +.=a ()™ X __
on!l 2 1 3 5 7 =0 (2n+1)!

3. Si se cerceteze daca functia f(x)=cosx, xI j este dezvoltabila Tn
serie de puteri si in caz afirmativ sa se determine aceasta dezvoltare.
Solutie. Se stie ca:

f(”)(x):(sinx)()—cosg ”;0
2

Rezulta ca cos?+%3£l. Deci, f(”)(x)£1:M, pentru  orice

Xl (-¥,¥) care poate fi considerata cea mai mare vecintate a punctului

0. Conform Propozitiei 5.5.2 rezulta f (x) =cosx este dezvoltabila in serie
de puteri si aceasta este:

Exercitii. Sa se dezvolte in serie Mac-Laurin functiile:
1) f(x)=In(1+x);

2) f(x)=In(1- x);

3) f(x):(l—lx)” ,N=123;
4) f(x):(“l)()n ,N=123;

5) f(x)=arctgx.
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PROPOZITIA 5.5.3 (Formulele lui Euler) Pentru orice xI j, au loc
relatiile:

ix+ - ix ) eix_ e—ix )
, SINX= 5 ,i=+-1,

COSX =

numite formulele lui Euler.
Demonstratie. Sestie ca oricarear fi xI j , avem:

snx=X- X X X )
r 3 51 7
si
2 4 6
cosx=1- =+ X 4 2
2! 41 6!
Se considera functia f(x)=e"*. Deoarece f(”(x)=a">e™, rezulta ca
£ (0)=a".

Deci, seria Mac-Laurin pentru functia f (x) =€ este:

¥ n 2 3 4 5 6 7
eax:é_X—:1+a5+a2X—+a3x—+a4X—+a5x—+a6x—+a7x_+___
i 0 il 2! 3 4! 5! 6! 7!
In aceasta egalitate daca se considera a =i si a =-i se obtin urmatoarele
relatii:
Sestieca:
2 3 4 5 6 7
i X X X X X X X
€ =l+i—- —- i —+—- = —-i—=+.. ©))
o2 3 4 5 6 7!
si
2 3 4 5 6 7
i X X X X X XX
e =l-i—- it - - i+ 4

w20 3 4 5 6 7!
Conform relatiilor (1) si (2), relatiile (3) si (4) devin:

e* =cosx+isinx, e =cosx- isinx.
Daca se aduna cele doua relatii se obtine:

eix +e—ix
COSX = ,
2
iar daca se scad, se obtine:
iX - iX
: -€
snx= _
2i

Astfel s-au obtinut formulele lui Euler.
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PROPOZITIA 5.5.4 (Seria binomiali) Daci |X <1, atunci seria binomiald
1+%x+¥x2+...+I (- 1)n$| “n+1) X"+.. este
catre f (x)=(1+ x)I ,oricarearfi I T j.

Demonstratie. Se scrie formula lui Mac-Laurin cu restul sub forma lui
Cauchy pentru functia f (x)=(1+ x)I . Intr-adevar, pentru a putea scrie
aceasta formula, sestie ca:

convergenta

R,(x)= (1n—?)n " xt ™ (g ), q1 (0,2)

este restul sub formalui Cauchy pentru functia y = f (x) Deoarece in cazul
defata
f(”)(x):l (1 -2 -2)..( - n+1)(1+x)"”,
rezulta:
£ (@x) =1 (I -1)(1 -2)..(1 - n)(2+gx) ",
iar restul sub forma lui Cauchy este:

Rn(x):%xx””»i (1 -2)(1 - 2).(1 - n){L*ax) ™.

Conform Propozitiei 5.5.1, ca aceasta functie sa fie dezvoltabila in serie de
puteri (Mac-Laurin), trebuie ca limR, (x)=0. Pentru a arita aceastd

egalitate se fac urmatoarel e notatii:
020 a8y

n -

n

n! 1+gxg
Cu aceste notatii rezulta ca:
R, (X) =V, >, 1)
¥
Daca se aplica criteriul raportului seriei é u, , rezulta:
n=0
Upea| _ (I -9( -2)..(1 - n-1)=x"* n! ot =[N 1
u, | (n+2)! (1 -2)...(1 - n) n+l |
co U . e 1
Deci, Inl(rDrQu—nl =|X <1, oricare ar fi xI (-11). Asadar, seria éoun este
convergentd pentru xI (- 1,1). Atunci,
limu, =0. 2

ne® ¥

154



Cum:

n

l-q o

(1+qx)"l:O, ©)

din (1), (2) si (3) seobtine:
IimRn(x):Ini®rQun w, =0, (")xI (-11).

n® ¥
Din Propozitia 5.5.1 rezulta ci functia f (x)=(1+x) este dezvoltabila in
serie de puteri peintervalul (- 1,1).

¥ n
Tinand cont defaptul ca f(x)=3 X—'xf " (0), avem ca:
n=o N:

FO(x)=1 (1 -2)(1 - 2)...(1 - n+2)(2+x) "

o (0 (0)=1 (1 -)(1 - 2)..(1 - n+1).
Asadar,
(1+x)’ PV (LE N (L [ E UL L
1 2! 2!

Exemplu. Si se dezvolte in serie de puteri functia f(x)=+1+x,
xi (-11).

1
Rezolvare. Evident 1+ x =(1+x)2. Deci, pentru a obtine dezvoltarea Tn

. . N . - - S 1 . .
serie aacestel functii se inlocuieste n seria binomiala | :E si se obtine:

x 1 18 5, 1B% 1 1X3%6%..{2n- 3)
Vi+x=1+=- x* + X3 - X (-1) T e " .
2 2°%l 283! 24 x4l ( ) 2" xn!

6. EXERCITII REZOLVATE

EXERCITIUL 5.6.1 Sa se studieze convergenta (simpla si uniforma)
pentru urmatoarele siruri de functii cu termenul general:

a f:[0® i, f (x)=x";

N xx
b) f,:[0,¥)® j, f (X)= ;
) £,:00@ i, f, (0=
Qf: i® i, f()=—2":
e BT 1+nx? '

df:i® j,f()=€e™snx;
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§ f, i\ ® i, f,(x=Vx.
Solutie. Dupa cum se stie, sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

S
1° Daca I|®rL1 f.(X) = f(x) atunci fn(x)(? f(X)

20 fn<r§ f(x) daca si numai dac
i) sup| f.(X)- f(X)|%9% 0
XA

sau

ii) exista un sir de numere pozitive a ® 0 ai. |f (x)- f(X)IEa,
(")xI A

sau

iii) exista sirul de functii qn(x)(ré Oal|f(X- f(X)Eq(x (")xI A

Sau
v) [[f,00- Tk ® 0.

i0, xI [0
a) Avem: Iimfn(x):limx”:} [0
ne® ¥ ne® ¥ T:L x=1.
i0, xI[0,1 . .
Deci, f:[0,]® j, f(x):}l [1 ) este functia spre care sirul de
i X=
functii converge simplu. Avem:
ix", xi[01
11,00 1o X 10D
1L x=1

Deci, sup|f,(x)- f(xX)[F1, (")n3 1. Deoarece este evident ca nu este
X [04]

satisfacut 2° i), atunci sirul nu este uniform convergent.
Observatie. Daci al (0,1), atunci sup | f (X)- f(X)|=a" si Ii®rL1a” =0.
X [0,a] n

Asadar, sup | f (X)- f(x)|% 9% 0 si, conform cu 2° i), sirul converge
X [0,a]

uniform la f (x) pe[0,a].
b) Avem: I|®rQ f (=1 "x1 j,. Deci, functia f:[0,¥)® i, f(x)=1

este functia spre caresirul ( f,(x)), ., converge simplu. Deci,

1
| ,(x) - f(><)|=1—ID sup | f,(¥)- f(xX)[=1.
+nx X [0,¥)
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Atunci, limsup | f (X)- f(X)|=1 si, conform cu 2° i), sirul f (X) nu
d[0¥)

ne¥ 4

converge uniformla f (x).

Observatie. Fie a>0, atunci sup | f.00- f(X) Izi. Atunci,
8 +na

lim sup | f,(X)- f(X)|=0 si, conform cu 2° i), f(x)® f(x), a>0.

n®¥x|
C) Avem. I|®rL1 f (=0, "xI j. Dedi, functia f.|® i, T(X)=0 este
functia spre care sirul converge simplu. Deci,
X
f.(x)- T(X) =
.00 FOF

Se caculeaza || f (x)- f(X) =l f,(X)|l,. Pentru aceasta se foloseste
relatia:

Il =max{] f %), [f L [0 F R}

unde X Xy X, SUNE radacinile ecuatiei f'(x)=0. In acest caz,

1 1 ' 1
f'(x)=0P 1- x*=0P x =-—=, n,=—— 1—3:
Jn'? Jn’ "&
Atunci, || f, ||¥:i® 0. Deci, conform cu 2° iv), fn(x)® 0.
2Jn i

d) Avem: |f (x)[5e™ ssinnx|Ee™, (") xI i . Atund, lim f,(x) =0.

cum, f.(0)=0, rezulta ca fn(x)<§ 0.
l

Deci, sup | f,(X) [>e "sinl>esinl>0. Asadar, I|m sup | f,(X) |_

X [01] X\ [0

Dedi, (f,(x)) nu converge uniform pe [0,1].

Fie a>0. Atunci, sup|fn(x)|<e'”az®0. Deci, Ii®rqup|fn(x)|:O.
b a ¥ i a

Conform cu 2° iv), fn(x)(é 0,undeA={xl j\x3 a}.

EXERCITIUL 5.6.2 Fie f :i® j un sir de functii definit astfel:

f
1= m

si f,00=(f0f )(x), (")n3 2. Sisearateca fn(é 0.
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. . . f (X .
Solutie. Din relatia de recurenta fn(x):ﬁ, se obtine

1+ 1:nz—l(x)
Se presupune adevarat ca

f(x) =2 f(x)=—2
D= e YT e

X . X

f.(X) = si. se demondreazd ci f ., (X)=—F—m—m——.
V1+nx® ' J1+(n+)x°

Tntr-adevar,

X
f0) _ Nl+nd _ x NI+ X _
\/1+ f2(x) \/1+ X NG \/1+(n+1)x2 \/1+(n+1)x2

fra(X) =

1+nx?
Asadar, fnﬂ(x):; ceea ce trebuia demonstrat. Atunci,
1+(n+1)x°
conform inductiei, rezulta ca f_(x) :L, (")yns31.
\J1+nx
Avem: Li@rgfn(x):lim X =0, (")x1 j. Asadar f.()® 0. Se

n® ¥ [1+ nXZ

cerceteaza daca convergenta este si uniforma. Avem:
® xxix 0 1 1+ nx* - nx?
£6(x) = gVL+nc® - x = X
e

J1+ e g 140 (14 )1+ nx?
1

@+ Wl
Deoarece

f.¢(x) =0 nu are radacini, atunci || f, ||, = max{ f (+¥), f,(+¥)} =0. Deci,

I|®rQ || f, Il, =0 si atunci, conform cu 2° iv), fn(x)(é 0.

Observatie. Faptul ca sirul f, (x) =

X .
converge uniformpe j la 0

\J1+nx?

se poate arata folosind Propozitia 5.1.2. Tntr-adevar,

If.(X) = IXI_ g IxI —i®o, C)xl .

V1+nx? IXIX/H_\/H
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EXERCITIUL 5.63 Si se arate ca sirul de functii f :[a,b]® j,

h0 ékw +1)

este o functie uniform continua.
Rezolvare. Deoarece nu se poate determina functia limita f (x) pentru a

este uniform convergent pe [a,b] si functialimita f (x)

studia uniform convergenta, se utilizeaza Propozitia5.1.1. Avem:
”Sp sinkx | . 8" | sinkx | . 8" 1
fop09- 1,09]=| & X ¥
A k+y)” Elkn]” Bakery
1 1

n+1 n+p_

_ n+p-1 n+p 1
= < = <e
(n+1)(n+ p) (n+H(n+p) n+l

(")n>[N(e)] = 8 Hcareesteflnlt (")e>0.Cum, (")e>0gsi

frp(X) - fn(x)| <e, (") pl ¥, conform cu Propozitia

5.1.1sirul (fn(x))n este uniform convergent pe [a,b] citre functia
f:[a,b® j.
sinx
n(n+1
Propozitia 5.1.3, functia f :[a,b]® j este continua. Domeniul de definitie
fiind compactul [a,b] eaeste uniform continua.

Cum functiile f (x) = sunt continue pe [a,b], atunci conform cu

d cosk®x . 5
EXERCITIUL 564 Fie f.:i® i, f (X) = &= . Si se ardte ci

sirul de functii este uniform convergent catre o functie derivabila
f:i® j.
Solutie. Avem:

"6P cosk®x| . '8P |cosk’x| . 8" 1 6" 1
frep (¥) - f(X) —£a—£a <a -t
P | k n+l k4 k=n+1 k k=n+1 k4 k=n+1 kz
n+p
£ é 1 :l_ 1 <E_

k=n+l(k_ :I-)>4< n n+p n

Dar, E<e, (")e>0.Deci,
n

fp(9- f,(0)|<e, (")e>0
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()n> £

Gell
Asadar, conform cu Propozitia5.1.3 exista o functie f: j ® j astfel incét
u on 2
f(0® f(x). Funciile f,(0=8§ Coik sunt  derivabile i
! k=1
& sn k2
f¢(x) = a

Tn mod analog Se arata ca acest sir a derivatelor este, de asemenea, uniform
convergent catre o functie q: j ® j .
Conform cu Propozitia 5.1.4 functia f:j® j este derivabila si

F'(x) =a(x).

EXERCITIUL 5.65 Sa se determine multimea de convergenta pentru
urmatoarele serii de functii:

a) 5(2- X)(2- VX)...2- ¥x), x>0;

3 In(l+a")

b) a —, a>0;
SE 1
nal(n"'x)

Rezolvare. @) Pentru x=2 seria este evident convergenta. Fie x>0.

Atunci Igrg(‘/; =1. Deci, exista unrang N, astfel incat (") n> N, termenii
n

seriei vor fi pozitivi. Deci, seria poate fi considerata ca serie cu termeni

pozitivi. | se aplica acestel serii criteriul Raabe-Duhamel si se obtine:
1

&— 0
. . nex™ - 1+
. T (X o . .
limn L_l+:||me—lg: ||m_’
ne® ¥ efn+1(X) g "¥ -y ne¥ n+1
ox-1 ]
lim Aim —=Inx.
ne¥ 1 n®¥2 =
- X
n+1

Deci pentru Inx>1U xI (e,¥), seria este convergenti. Pentru x = e seria
este divergenta. Deci, multimea de convergenta a seriei este (e,¥).

b) Seria este evident o serie cu termeni pozitivi (" ) xI § si a>0. Folosind
criteriul raportului se obtine:
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- fa() i een ¢ In(l+a™) _

[im—/= =]im

¥ f(x) no¥&n+lg  In(l+a’)

Daci a<1, adica pentru al (0,1), seriaeste convergenta (" ) x1 j .

3 In2
Pentru a=1, seriaeste é_ —— care este convergenta oricare ar fi n>1.

n=1
Pentru a>1 areloc egalitatea:

o naFe 10 &+ 10
In(1+a) 8 ag_lna 8 ag
n* n* nX'l n*
InF+ 10
¥ + n ¥
Deci, § Ingt Xa):é lnx_? é. 8 & Q’. Tindnd cont de seria lui

=t N n=1 N n=1

. . ¢ Ina o
Reimann, seria q ——; este convergentd (" ) x> 2.
n=1 n

106 1

In&+-=2 Ind+=¢

ng a"g In2 3 ng a" g
r.]X

Deoarece

o)
- Z este convergenta pentru

3 In(1+a )

x>1. Deci, pentru x>2, seria g
n=1

este convergenti pentru
(Il ) a > 1

1 : : s
C) Se observa ca seria a( e este 0 serie cu termeni pozitivi
n=1 +X

(")xI j. Folosnd a treilea criteriu al comparatiei se obtine:

n? .8 n o . 3
Ilm—— im =1, (")xI j. Ded, — i
T L a " Aoy

¥
au aceeasi natura (" ) x1 j . Asadar, pentru a >1 seria é_ ﬁ
n=1 X

convergenta (") x1 j, iar pentru a £1 seria de functii é’l —
n=1 (n +X )
multimea de convergenta vida.
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¥

EXERCITIUL 5.6.6 Se considera seria de functii 1+Q (x"- x*%). Si s
n=1

determine multimea de convergenta a seriel si i se arate ca multimea

8 H

Rezolvare. Termenul general al sirului sumelor partidle al seriei

U esteo multime de uniform convergenta.

¥ n
1+ (X"- X" este S, =1+ (X - xH =x".
n=1 k=1
i0, xI (-1))
_11 x=1
¥ x>1
1 nu exista pentru x £ - 1.

Deci, multimea de convergenta a seriei este (O 1] . Din cele aratate anterior,

Cum IIrQS

rezulta ca l+a(x +an)® o- Deci, ¢. S g , F(X) =0 este sumaseriei.
2

n=l 2H

Din|S - 0keU x"<e, (")e>0,seobtineN(e,x) = g:neg
1lu

Se observa ca multlmea | N(e, x)| x1 AO e >O?; este marginita de 0 si
i

& 2f

eliu Deci, conform Propozitiei 5.2.2 rezulta ca 1+a (X" + X" « ® O
e|n0 5u n=1 ZH

EXERCITIUL 567 Sia se determine multimea de convergenta a
urmatoarelor serii de puteri:
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Rezolvare.

a) Avem: supy/|a, | =sup

Deci, w = In|®rgsup1”/| a,|=1P R=1. Deoarece conform cu Observatia 5.3.3,
nel
¥ n
R=-1 . Din seria data, pentru x=1si x=-1, seobtin seriile § _,
W n=l&h+16

& ng

¥
ac 1)”n—__n. Datorita faptului c:
n=1 %+}2
& ng
1
n e o
1 ® 0 c s .
it gy = g7 ey
n = n . n LNt e
%‘I+19 9n+*' +i9 B 2
Ny €& no ég 2y 5

rezultda ca seriile nu sunt convergente. Deci, multimea de convergenta a
seriei este (- 11).

2n
b) Avem: tf|a, | = A {coszTrp‘.Cum

5 COS——
n-+1

6r10‘:1
3

+ + . . . .
si ‘COSM‘:‘COSM‘:% (s-au folosit schimbarile de functie
2n
nN® 3n, n® 3n+1 n® 3n+2), seobtine supy|a,|= 2+1 Deci,
n
w =limsup?{ = =Ilim n =1. Atunci R—l—l
_n®¥SLIp |a”|_ _n®¥ n+1_ ) _W_ )
. : . .4 o W 2np .
Pentru x=1 si x=-1, se obtin seriile numerice g —; *COS si
n=1 (n +1)n 3
¥ 2n 2n
acy n mos”zﬂ. Se observa ca sirul a, = 0 n 2P

2 n 2 n XCOS
ot (n? +1) 3 (n°+1) 3
nu este convergent deoarece a,, ® 1si a,,,, ® 0. Intr-adevir,
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El

¢ y
6n 2m e u .0
limay, =lim—0_=jjm M _yme 1 B0
n® ¥ n®¥[(3n) +1] N ne¥ (m +]_)m ney¥ e 1 (-jmu 8eﬂ
gL+ 2 0
& mpq
(m=3n),
(3n+1) 2p
Iima3n+l—lim B+ ) 31+1 lim Zp 2><i:1>020,
ne ¥ ®¥ [(3n+1)% +1]*" 2n pe¥ (p°+1°° 2P
(p=3n+1).

Cum termenul general a celor doua serii nu are limita, rezulta ca seriile sunt
divergente. Deci, multimea de convergentd a seriei de puteri este (- 1,1).

c) Avem: W—Ilm,/ +— =lim ! . :}.Deci, R:l:e
n® ¥ g ng n®¥&-,[+1(-j e w
N ¥ n

& ng
_ . . . 3 e o}
Pentru x=-e si x=e se obtin seriile g ———, a (- D' x—

n=1 +10 n=1 +1
g[ ng g[ N

2

Avem:

10
n -_—

1.

e
lim = _e @
2 (; ol
+C - ¢l+
&€ ng &€ ng € no

. Se calculeaza:

: )

e€-x-1 . ¢€-1 . e
=1m =
x®0 ¥+ x° x®0 2x+3x> x®0 2+ BX
Din (1) si (2) avem ci lim f (x) =./e. Dedi,

2
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® ¥ ..
g+ =2

& np
- S - . <
Asadar, seria g ———— este divergenta.
=, 10

& ng

Daci se consideria x, :L@nz b x,®e si x,.,® -Je. Atunci

+10
€ ng
3 (-D"" 5 A . .
seria g ———— nu este convergentd. Deci, seria de puteri are multimea
g, 18

&€ np
de convergenta (- e€).

EXERCITIUL 5.6.8 Sa se determine raza de convergenta si sumaseriilor:
g XZn—l
a
) 2’1 2n' 1

¥ 4n-1
o

b
) 2.1 4n' 1
g X4n—3

) a

n=1 4n' 3

, I xI<1;

, I xI<1;

, | X[<1.

! , R=Ilim a“|—Iim2n+1
2n-1 n® ¥ an+l| ne¥ 2n-1

este uniform convergenta pe intervalul [0,x]1 (-1,1). Se considerd seria

=1. Seia

Rezolvare. & Avem: a, =

¥
geometrica é t2"2 t1 [0,X] care, de asemenea, este uniform convergenti
n=1

sl se poate integra termen cu termen. Deci,

g in_l g X 2n-2 X dt 1 1' X
=q Ot* 2dt=¢ =ZIn=—=.
elzn'l elq Ql' tz 2 +X
¥
b) Avem: an:i, R=lim 2| =im#*3 -1 seria Qtlese
an-1 ne ¥ a, ¥ 4An- 1 =1

uniform convergenta pe intervalul [0,x]1 (- 11) si se poate integra termen
cu termen si astfel se obtine:
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¥t ¥ s, atfdt luwsel 16, 1, 1-x 1
=3 At %t = = ~dt ==In=—=- = arctgx .-
An-1-2Q "O1 ¢ 208 ¢ eyt 2 ex 2Y
. . + .
c) Avem: a, = , R=lim 2 =1im 20+ 1 seria é_t“”“‘&cte
4n- 3 n® ¥ a. ¥ 4An- 3 el

uniform convergenta pe intervalul [0,x]1 (- 1,1) si se integreaza termen cu
termen. Deci,

§ X" & xana. 1ozl 16, 1,1-x 1
=8 ottt ==~ . = Sgt==iIn="%+Zarctgx.
Am-3°2Q 20814 105 4 1ex 2009

EXERCITIUL 5.6.9 Si se determine multimea de convergentd si suma
urmatoarelor serii de puteri:

¥
a § N x";
n=1

4n
g X

8 Gy’

C) é¥_ (N+DY(n+2)(n+1) xx".

Rezolvare. @) Se observa ca M. =(-11). Se considera seria geometrica

¥
é_ X" care este uniform convergenta pe ( ],1) si se poate deriva termen cu
n=1

¥
. . . X .
termen. Deci, daca se deriveaza egalitatea éx”zl—, se obtine

n=1 -

———. Se Tnmulteste aceasta egalitate cu x si se obtine:

n=1 (1_ )2
3 X . . .
anmnx'=—-—. Se deiveaza termen cu termen si se obtine:
n=1 (1_ X)
8 oon1_ 1+X R 5 . . ..
an —ﬂ. Se Tnmulteste aceasta egalitate cu X si se rezulta:
n=1 - X
3 XA+ X
a nx" :(—3.
n=1 (1_ X)
b) Seobtine usor ca M. = j . Acum, sestie ca:
. x2 XX xt X X XX
ez l+—+—+—+ R

+ +—+—+
o2 31 4 5 e 7 8
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vop XX X X X X X X
T 1 20 3 4 5 6 78
2 X4 X6 X8

COSX=1- —+—- —+—
20 41 6 8

4n

Seobserva ca: —(e +e*+2cosx) = a .
n= 0(4 )'

¥
c) Evident M_ =(-11). Se stie ca seria geometrica é x™? este uniform
n=0

convergenta pe (-11). Daci se deriveaza termen cu termen egdlitatea

éé 3
ax= , seobtine:
n=0 -
y _9y3 2
& (n+axz =250
n=0 (1_ X)
Sederiveaza aceasta egalitate termen cu termen si se obtine:
¥ 3 _ 2
é_ (n+2)(n+3) %™ = 2X° - 6X :6x
n=0 (1_ X)

Tn fine, daca se deriveaza termen cu termen, obtinem:

3 n_ 6
go(n+1)(n+2)(n+3)xx S

EXERCITIUL 5.6.10 Sa se descompunia in functii simple functia
x4+ 2x3 +3x° +4x+5

f(x) = 5

(x-1)

Rezolvare. Fie P(x) = x* +2x>+3x* +4x+5. Folosind formula Iui Taylor

pentru polinoame seobtine'

(x- 1)

P(x) = P(Q) + 2= ><P<P{1) +2 22 pel) + L xpdgl) + -~ sl (1) |

(x-1)° (x-1)*
2! 4!

P(1) =15, P<P{x)—4x +6X°+6x+4, Pcm)_zo,

P&x) =12x* +12x+6, P%1) =30, P¥x) = 24x+12, Pe1) =36,
W (x) =24, P¥ ) =24.

Tinand cont de acestea, se obtine:

(x-1) (x-1)?
1! 2!

20+ 30+ X36 +

P(x) =15+ (x- 1’ (x- 1" x4,
3l 41
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Deci:

P(x) =15+ 20(x- 1) +15(x - 1)* +6(x- 1)* + (x- 1)*. (1)
Tinand cont de egalitatea (1), se obtine:
X'+ 23 +3x° +4x+5 1 6 15 20 15
= + + + + )
(x-1° (x-D* (x-* (x-D*' (x-D° (x-2°

Observatie. Aceasta modalitate de descompunere in fractii simple (in cazuri
de acest tip) este mult mai comoda din punct de vedere a calcului, decét
metoda clasica de descompunere.

EXERCITIUL 5.6.11 Sa se dezvolte in serie de puteri functiile:

) f()=In, /=% [x<1;
1-x

b) f(x):ﬁ);”s, X (-¥,-3E (-3,-2)E (-2%);

©) f(X)=In(x+v1+x?), xI j:
d) f(x)=cos'x, xI j;
e) f(x)=sin®x+cos’x, xI ij.

Rezolvare. @) Avem: f'(X) =7 1 =(1- x°)"", |x|<1. Daci se inlocuieste

- X2
- x> =t seobtine
¥ ¥
L) =@+ = (- Dt =G X"
n=0 n=0
Deci,
3
f'(x)=a x", [x<1. 1

n=0
¥
Sestie ca pentru | x|<1 seria é x*" este uniform convergents, deci se poate
n=0
integra termen cu termen pe [0,X] I (- 1,1) . Asadar, din egalitatea (1) se

obtine:
2n+l

1+x ¢ « d X
In,/[—=2 =3 A x*"dx = , Ix<1.

. 1+x & x*™
Deci, In =a .
1-x S,2n+1
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3X 9 6

b) Se observda cd —; = - .
X +5x+6 Xx+3 x+2

Deci, f(x)=f,(X)+ f,(x),

9 6 xg'
unde  f,(x)=—=, f,(X)=- ——=.  Dar, f.(X) =3xl+-=
W= L= (0 =3¢+ 22

1
f,(X) :—3>§i+§2 . Functia f(x) se poate dezvolta in serie de puteri
2

pentru | x|< 3, iar f,(X) se poate dezvoltain serie de puteri pentru | X|< 2.
Tinand cont de acestea, rezulta ca functia f(x)=f,(X)+ f,(X) este
dezvoltabila Tn serie de puteri pentru | X|< 2. Deci,

n

3 A X 3 o X
((9=33 (1" 5 s L(9=-33 (1"

n=0 n=0

3x 3 el 16
—— =33 (-)"™MEF—- —IX", |x|<2.
x2 +5X+6 f’:‘o( ) g2" 35 X1

, X+1
c) Avem: f'(X) =-2x5———=-2(x+])
X=+2X+2

Asadar,

X
1+ (x+1)°

Se observa ca functia f,(x) = ;2 este dezvoltabila in jurul punctului
1+(n+D

x,=-1 pe orice intevd [-1X]I (-20) si se obtine

f.(X) =[1+(x+D?* :é¥_ (- D"(x+)* pentru xI (-2,0). Asadar, se

n=0

¥
obtine:  f'(X) =28 (- )" (1+x)*™*. Integrand aceasti egalitate pe

n=0
. ; : 1 & (x+2)>™*
intervalul [-1,x]1 (-2,0), se obtine INn——= S Z
131 (-20), se obiine In——m =8 (™=

x1 (-2,0).

d) Deoarece cos’ x = g +C0S2X + % cos4x, sestieca:

2n

¥
cosx=gQ (-1)" x1 j . Deaici rezulta ca:

ol @n!’

¥ n 2n ] ¥ 1 n )()(2n
COS2X = é -p" 4 si cosdx = é’l -p" 6 .
n=0 (Zn) i n=0 (2n) i
Tinand cont de acestea, se obtine:
¥ n+l n
cos4x:§+é_ (—1)nﬂ aoxl .
4 4 2n)!!
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¥ n 2

€) Deoarece cosex+sin6x:§+§>cos4x si cos4x:é’l(—1)”16 X ,
8 8 n=0 (Zn)”
¥ n 2

atunci cos® x+sin x:§+—é_ -1 167
8%, (2n)!!

EXERCITIUL 5.6.12 Sa se calculeze:

X2

cosx- e 2

a) lim 2 ;

x® 0 X
b) Iximex X >e1n§?i+—aju

Rezolvare Dacd R (x) edte restul de ordinul n din formula lui Taylor a
functiei f (x) dezvoltata in jurul punctului x = a, atunci are loc relatia

Iimmzo. 1)
x®a(X_ a)”
a) Stim ca:
cosx=1- XE+%+R}(X) 2)
si
e'nE =1- §+§+Rj(x). (3)

X2

cosx-e? 1 1 LR Rz(x)

Din (2) si (3) se obtine . Atunci
@ s @ ’ x* T4 8 x* x*
tinand cont de (1), se obtine:
firm COSX- e? 1
00 x* 12°
b) Daca se face substitutia x == se obtine
Ilmgx X +— _“maé_._ 1>e1n(1+t)_—llmw,
®¥ & 8 X% t®0 t®0 t

In(L+t) =t - E+ R, (t).

Atunci, Iimﬂ:lﬂim%_z(t):l_
t® 0 t 2 t®0 ¢ 2
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2

EXERCITIUL 5.6.13 Sa se calculeze cu patru zecimal e exacte 6e'7dx.

N[ %

Rezolvare. SeriaMac-Laurin afunctiei f(x) = e

2n

Xy
ete e 2= (-1)"
n=0 n!
[0,X]1 j siseobtine:

. Se integreaza aceasta egalitate pe intervalul

« xid ¥ NGl
ne 2dx=q (-)"———.
Q 20( ) nl(2n+1)
Considerand x =1, obtinem:

4 e & (1)—t =
Q _20 n!(2n+1) -

1,1 1,1 1 , 61 1
+

.= - - +....
3 10 42 216 1320 9360 75600
Daci se aduni acesti termeni, eroarea facuti este mai mica decét

1 _15

75600 105
zecimala a cincea se obtine:

. Calculand suma acestor fractii prin lipsa si prin adaos la

0,74681< (‘se'?dx <0,74685.

Dedi, 6e_7dx <0,7468....
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CAPITOLUL VI: FUNCTII REALE SI FUNCTII
VECTORIALE

1. LIMITA. DEFINITII. PROPRIETATI GENERALE

Dupa cum se stie, tipurile de functii se clasifica n functie de natura
domeniului, respectiv codomeniului. Tn acest sens, exista urmatoarele tipuri
de functii:

DEFINITIA 6.1.1 )
a) Functiile f: X1 § ® Y1 j senumesc functii reale de variabila reala si

au forma generalda y=f(x). De exemplu, f:(-¥,-1)U(L¥)® i,

X2 +1

f =
(X) XZ _ 1
b) Functiile F: X 1 j ® YI j™senumesc functii vectoriale din variabila
reald si au urmatoarea forma: F(x) =(f,(x), f,(x),..., f,,(x)) unde f,(x),

ey Iy

oricare ar fi i =1,m se numesc protectiile functiei vectoriale F (x) si aceste
protectii sunt functii reale de variabila reada. De exemplu,
F:(-1)U(1¥)® 2, F(x)zgeﬁ,ln(x+l)g.

¢) Functiile f:XI1 j"® YI j se numesc functii reale de variabila
vectoriala si au forma generala y=f (X) = f (x,X,,...X,) . Aceste functii
mai poarta denumirea de functii de mai multe variabile. De exemplu,
fri*® i, f(x,y,z):%.

d) Functiile F: X1 §™® Y " senumescfunctii vectoriale de variabila
vectoriala i au  forma  F(X)=(f,(X),f,(X),... f,(X)) unde
X = (%, %, X,) iar functiile f,(X), oricare ar fi i =1, p sunt functii resle
de variabili  vectoridi. De  exemplu, F:D((0,0),1)® i,

e x2y? 0O .
F(xy)=cn(1+x* +y?), |— "+, unde D((0,0).1) este discul cu
centrul Tn origine si deraza 1.

Aceste tipuri de functii vor fi studiate in cele ce urmeaza din punct de

vedere a limitel si continuitatii.
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Cel mai general cadru in care poate fi definita notiunea de limita este atunci
cand domeniul si codomeniul sunt Tnzestrate cu structura de spatiu
topologic.

Cum spatiul metric si spatiul vectorial normat sunt spatii topologice,
notiunea de limita are sens si atunci cand domeniul si codomeniul sunt
Tnzestrate cu aceste structuri.

Limita unei functii Tn punctul de acumulare x, alui X se defineste dupa

cum urmeaza:

DEFINITIA 6.1.2 (Limita Tn spatiu topologic) Fie f:X ® Y, unde
(X.t,) si (Y,t,) sunt doud spatii topologice oarecare. Se spune ci functia
f (x) arelimita 1 Tn punctul x, si se scrie lgrg f (x) =1 daca pentru orice
W vecinitate a lui 1, exista o vecinitate V a punctului x,, astfel Thcéat
pentru orice x* x,|xI V C X, rezultd f (x)T W.

OBSERVATIA 6.1.1 Ca notiunea de limita data de Definitia 6.1.2 si aiba
sens (limita s fie unici) trebuie ca spatiile topologice (X,t,) si (Y.t,) s
fie spatii topologice separate (Haussdorf).

DEFINITIA 6.1.3 (Limitan spatii metrice) Fie f : X ® Y, iar (X,d) si

(Y,r) spatii metrice. Functia f (x) are limita 1T Y n punctul x, si se

scrie lim f (x)=1 daca pentru orice e >0, exista d(e)>0 astfel Tncat
x® X,

pentru orice Xt x,|d(x,%,) <d (e) rezulta r (f(x),1)<e.

OBSERVATIA 6.1.2

a) Se stie ca spatiul metric este un spatiu topologic separat, de aceea limita
definita de Definitia 6.1.3 este unica, deci notiunea este bine definita.

b) Daca se particularizeaza metricile d si r se obtin diverse forme

echivalente ale acestel definitii.
Exemple.

1. X1 j, YI § d metrica euclidiani a lui j , adici modulul, atunci
Definitia 6.1.3 capata forma cunoscuti, adica: I(i@m f (x)=1 daca oricare ar
X® X,
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fi e>0, exista d(e)>0, astfel Incat pentru orice xI X||x— x| <d(e)
rezulta |f (x)- I|<e.

2. Definitia6.1.3,daca X1 §™si YI P, pentru cazurile:

a pd 2, m=1,

b) m3 2, p=1,

are urmatoarele forme:

a) Functia este de forma F: X1 ®YI j°,
F(x :(fl(x), f,(X), ... fp(x)) si In acest caz definitia este:

irpOF(x):E, E:(Il,l2 ..... Ip) daci (" )e>0, ($)d(e)>0 al

(" )x2 %1 X| |x- x| <d(e) rezulta \/g(fk(x)— Ik)2 <e.

k=1
b) Functiaestedeforma f: X1 j"® Y I j siinacest caz definitia este:
Q@ryﬂ f(x)=1,daci (" )e>0, ($)d(e)>0 al.
()% %1 X| J& (%~ % )* <d(e) rezulta | (X)- 1| <e.

k=1

DEFINITIA 6.1.4 (Limita in spatiu vectorial normat) Fie f: X ® Yo
functie si (X|| ><||l) (Y|| ><{|2) spatii vectoriale normate. Se spune ci functia

f arelimita 1T Y n punctul x, si se scrie lim f (x) =1 daci oricare ar fi
X® X,
e>0, exista d(e)>0 astfel Tncat pentru orice x1 x0|||x— X/, <d(e)

rezulta || f (x)- I||2 <e.

OBSERVATIA 6.1.3

a) Deoarece spatiile vectoriale normate sunt spatii topologice separate,
limita definita de Definitia 6.1.4 este unica. Particularizand normele || % si
| 4|, se obtin definitii echivalente cu Definitia 6.1.4.

b) Definitiile 6.1.2, 6.1.3, 6.1.4 sunt definitii echivalente, adica
considerand-o pe una ca definitie, celelalte doua devin propozitii care pot fi
demonstrate.
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In cele ce urmeazi se vor considera functiile vectoride de variabila
vectoriala, adica  functi  de forma F:XIi j"®YI §",
F(X)=(1.(X), f,(X),... T, (X)),

unde f:XT i"® j, X=(X,%,...,X,).

Daca n=1 si m3 2, atunci se obtin functii vectoriale de variabila reala,
care au forma F(x):(fl(x), f, (), fm(x)), xI .

Daca avem simultan n=1 si m=1, atunci se obtin functii reale de variabila
reala.

Deoarece multimea numerelor reae este o multime ordonata, se poate stabili
daca x converge catre punctul de acumulare x,, crescitor sau descrescator

si astfel se poate defini limita la stanga, respectiv limita la dreaptain punctul
X, pentru functia f: X1 §® Y1 j.

OBSERVATIA 6.1.4

a) Definitiile limitei unei functii Tntr-un punct au fost date considerand
limita 1, cét si punctul x, finite. Cea mai utilizata dintre cele trei definitii
ale limitei functiel Tntr-un punct este Definitia 6.1.3.

b) Pentru functiile vectoridle de variabila vectorida, daca se considera
metrica euclidiana a lui ", respectiv j™, atunci Definitia 6.1.3 are
urmatoarea forma:

lim F(Y): L (E:(Il’lz’""lm))

X® %,
daci pentru orice e >0, existd d (e) >0, astfel Tncat pentru orice X1 X cu
proprietatea ca:

n

a (x- %) <d(e) rezulta \/ém(fj (%)- IJ.)2 <e.

i=1 j=1

c) Definitiile 6.1.2, 6.1.3, 6.1.4 pot fi particularizate pentru functiile reale de
variabila reald si In cazul in care 1 =¥ sau x, =¥, | finit, x, =¥, X,
finit, 1 =¥ .

PROPOZITIA 6.1.1 Fie f:XI j®YI j si xI X' un punct de
acumulare al domeniului de definitie:

a) Daca exista 1, 1, in punctul x, pentru functia f si 1,=1, =1, atunci
functia f arelimita Tn punctul X, si aceasta limita are valoarea | .

b) Dacd functia f are limita I Tn punctul x,, atunci exista 1 si 1, si
I.=1,=1.

175



Dacd se considera f:X1 j?® Y1 j si X =(%y%,)] X', atunci, spre
deosebire de cazul cind X 1 j existi o infinitate de posibilitati ca punctul
X =(x,%,) si conveargi citre punctul X, =(x,, X, ). Aceste posibilititi
sunt date de toate drumurile plane ce trec prin punctul X, = (X, X ). Prin
drum se intelege orice curba plana regulatda (continua si simpla). De
exemplu, graficele functiilor elementare definite pe intervale [a,b] din
domeniul de definitie sunt drumuri.

PROPOZITIA 6.1.2 Functia f: X1 j*>® Y1 § are limita in punctul
% = (X1, X )1 X' dacd si numai daca pe orice drum ce trece prin acest
punct, functia f arelimita si aceste limite sunt egale.

Folosnd Propozitia 6.1.2, se poate arata ca o functie nu are limita Tntr-un
punct cain exemplul urmator.

Exemplu. Fie f=f(xy) si (X,Y,) punctul in care se pune problema
limitei si y=g(x), y=h(x) curbe cetrec prin punctul (x,,Y,)-
Daca:

lim f(x,y):limf(x,g(x)):ll

X® Xy X® Xy
y® Yo
y=9(x)
si
lim f(x,y):lggrpof(x,h(x)):lz
y® Yo
y=h(x)
si

1,11,
Atunci functia f = f (x,y) nu arelimita Tn punctul (x,, Y;).

Propozitia 6.1.3 (Limita functiilor vectoriale de variabila vectoriald) Fie
F(x)= ( f,(X), £, (%), fm(i)), X = (X, %, X%,) O functie vectoriaa de
variabila vectoriala. Functia F(X) arelimita L =(1,,1,,..,1,,) Tn punctul

%o = (X1 Xoz1--+ Xoy) GaCi si numai dacd lim f (X)=1,, oricare ar fi
X® X

j=1Lm.

Demonstratie. Intr-adevar, tindnd cont de Definitia 6.1.4, punctul b) rezulta

limF (X)=L daca:

X® X
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& (x- %) <ale)p [A (1,(0)-1,) <ed

§" )e>0,($)d(e)>0al (")xT X A a ;

W, @ -

Rezulta ci |fj (%)- Ij|<%:e', oricarear fi j =1,m. Dar, tinand cont de
m

limita unei functii reale de variabila vectoriala, rezulta |im f, (x)=1,,
x® %

j=1,m.
Reciproca se demonstreaza in mod anal og.

Observatia 6.1.5
a) Functia F(X) are limita L n punctul X, daca si numai daca fiecare

proiectie asa are limita Tn acel punct.
b) Tinand cont de Propozitia 6.1.3, daci functia F (X) are limita Tn punctul

%o = (Xo1s Xo21-++» Xon ) » AUNCI are loc egalitatea

lim ¥ (%) = lim 1, (x).lim 1, (x) Jim 1,(%))

c) Daca functiile F(X) si G(X), X=(x,X,,..,x,) au limita Tn punctul
%o = (X1, X1 %0 ) » @UNCH functiile F (X ) G(X) I =(x), I'T§ au
limita Tn X, si au loc egalitatile:

lim(F (%)£G(X)) =limF (%) limG(X); liml>F (x) =1 lim F(x).

X® %, X® X, ® %

®%

Un rol deosebit din punct de vedere practic 1l are limita unei functii definita
cu autorul sirurilor. Aceasta problema este rezolvata de urmatoarea
propozitie.

PROPOZITIA 6.1.4 Fie f:XI j°® YI j™. Conditia necesara si
suficientd ca functia F(X) si aiba limita L n punctul X1 X' este ca

X1%; X1 X si Xx®%x sirezulte ci sirul

oricare ar fi (X))

(F(x)),.,® L (unic).
Demonstratie. Tn definitia data de Observatia 6.1.4, punctul b), daci se
Tnlocuieste:



se obtine Propozitia 6.1.4 care mai poarta denumirea de teorema lui Heine.

OBSERVATIA 6.1.6 @) Aceasta propozitie se enunta mai general pentru
functii f: X ® Y, X,Y organizate ca spatii topologice.

b) Tinand cont de Propozitia 6.1.4, rezulti ci daci exista x%® x, si
x®® x, agfel ncat unul din sirurile F(xn¢) sau F(xn¢) nu este

convergent sau aceste siruri sunt convergente cu limite diferite, atunci
functia F (x) nu arelimita in x, .

PROPOZITIA 6.1.5. (Criteriul Cauchy — Bolzano) Fie f:X® Y,
(X,d) si (Y,r) spatii metrice complete. Atunci Ig@m f (x) dacd si numai
X® Xy

daci " €>0, $d(e)>0
astfel incat " x¢x@ X \{x}| d(x¢x,)<d(e),d(x€x,)<d(e) si rezulte

Cir (f (xtl),f(x‘ll))<e.

Algoritm pentru calculul limitelor pentru functiile reale de variabila
vectoriala

Fara a afecta generalitatea problemei, se vor considera functiile reale de
doua variabile.

Pentru a studia existenta limitei Ig@m f (x, y) si eventual a o determina se
o,
procedeaza astfel:
i) se considera fascicolul de drepte care trec prin punctul (xo,yo). Acest
fascicol are urmitoarea ecuatie y =y, +m(x- x,), mi j .
ii) se calculeaza limita pe o dreapta oarecare din fascicol
lim f(x,y):l(i@rpof(x,yo+m(x— %)) =1(m).

y® Yo
(y=yo+m(x- %))

i) &) daca 1 =1(m), adica limita depinde de parametrul m, functia nu are
limita Tn punctul (x,,,) ( vezi Propozitia6.1.2.)
b) daca 1=c (nu depinde de m) functia poate si aiba sau sa nu aiba
limita Tn punctul (X,,,) conform Propozitia 6.1.2.
Tn cazul 3° b) studiul se continua astfel:
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iv) daca functia nu are limita, exista cel putin un drum de ecuatie y=g (x)
care trece prin punctul (x,,Y,) si areloc relatia:

i 1

lgrg i (x,g(x)) 1.
v) daca functia are limita, ea nu poate fi decd constanta 1 si se
demonstreaza acest lucru folosind Definitia 6.1.3 particularizata la functiile
reale de doua variabile (p =2, n=1) sau criterii ale majorarii.
Pentru calculul limitelor functiilor de mai multe variabile se poate folos
acest algoritm combinat cu tabelul limitelor fundamentale pentru functii de

ma multe variabile.
Acest tabel este urmatorul:

sin™ gf (x, y)H

1° lim =1, dacd lim f (x,y)=0;
oy &f (xy)8 Yo
tg™ &f (X, y)p
2° IimL(XyrZH:L daci lim f (x,y)=0;
vy &F (xy)g Ko
i & .
P im0 8 (Xr’ny)H:L daci lim f (x,y)=0;
oy & (XY o
tg™ &f (X, y)B
oy EF (xy) Yo
1
50 limgl+ f (x, y)§f<y) =e, daci lim f (x,y)=0:
mél (% y)§ o (%)
In(1+a f (X,
& 1im 2O lim £ (x,y)=0;
we (%) 3
f(xy) _
7° Iima—lzlna,dacé lim f (x,y)=0.
x® %o f(X ) x® X,
Y® Yo Y Y® Yo

Tabelul se poate generaliza lafunctii de trei sau mai multe variabile.

DEFINITIA 614 Limitele |im§|imf(x,y)g, |im§|imf(x,y)g *

x® % By® Yo y® yo Bx® x
numesc limiteiterate. Mai general,

im FE lim 1 (x0.K, % )KO=1, |
& P

%5 (n)® Xos (n) 8’%(1)® Xos (1)
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unde s este o permutare a multimii {1,2,K,n}, iar |, se numeste limiti
iterati. Pot exista n! limite iterate n (X, %, K, %, ) -

Intre limita functiei f (x,y) n punctul (x,,y,) si limitele iterate Tn acest
punct exista urmatoarea legatura:

PROPOZITIA 6.1.6 Daca exiga limita functiei ntr-un punct si una din
limitele iterate Tn acest punct, atunci acestea sunt egale.

OBSERVATIA 6.1.7 a8 Daca exista doua limite iterate distincte ale functiei
f (?() in punctul o, atunci functia nu are limit in acel punct.

b) Existenta si egalitatea limitelor iterate nu implica existenta limitei Tn
punctul Xo.

c) Existenta limitei functiei f(?() in xo nu implica existenta limitelor
iterate.

DEFINITIA 6.15Fie VI ", V1 0. Sedefineste limita functiei f (x) in

punctul o dupi directia v cafiind lim f (x +1v).

PROPOZITIA 617 Daci $lim f(X), atunci exista si limita functiei
X® %

f (?() n punctul X, dupa orice directie.

Exemplu. Si se arate ci Ii®n;(x2+2xy):8.
y®1

Solutie. Trebuie si aritam ci " e >0, existi d(e)>0 astfel Tncét
x-2<d(e) si |y-i<d(e) si rezlte ci |f(xy)-8<e, unde
f (x,y)=x*+2xy. Intr-adevar,
f(xy)-8=(x-2)+2(x- 2)(y- 1)+6(x- 2)+4(y-1).
Deci,
|f(xy)- 8<[x- 2" +2[x- 2|y- +6[x- 2+4|y- ]
<d®+2d*+6d +4d =3d* +10d <13d,
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unde am consderat ca di (0,1). Pentru 13d<e, rezultdi ci

|f (% y)- 8|<e si conform cu Definitia 6.1.3, rezulti ca le(ér% f(xy)=8.
Y

2. CONTINUITATEA

Notiunea de continuitate a derivat din aspectul fizic sau geometric a
numeroase procese practice. Astfel, drumul parcurs de un proiectil Tn spatiu
este o linie continua. Din punct de vedere matematic, notiunea de
continuitate a unei functii are sens (poate fi pusi) numai daca domeniul si
codomeniul functiei sunt organizate ca: spatii topologice, spatii metrice sau
Spatii vectoriale normate.

Tn aceste cazuri, notiunea de continuitate este definita dupa cum urmeaza.

DEFINITIA 6.2.1 (Continuitatea Tn spatii topologice) Fie (X.t,) si
(Y.t,) spatii topologicesi f:X ® Y o functie oarecare. Functia f este
continua fn punctul x,T X daca oricarear fi W vecinitatealui f (x)T Y,
existd V vecinitate a lui x, astfel incat f (V)I W. Punctul x,1 X care
satisface aceste proprietiti este punct de continuitate a functiei f (x).

DEFINITIA 6.2.2 (Continuitatea in spatii metrice) Fie (X,d) si (Y,r)
spatii metrice si f : X ® Y o functie oarecare. Functia f este continua in
punctul x,T X daci oricare ar fi e >0, exista d(e) >0 astfel incat pentru

orice xT X \{x}| d(x,%,) <d (e) rezulta r (f(x), f (x,)) <e.

DEFINITIA 6.23 (Continuitatea Tn spatii vectoriale normate) Fie
(X|| >1|l) i (Y|| >1|2) spatii vectoriale normate si f:X ® Y o functie
oarecare. Functia f este continud in punctul x,1 X daci oricare a fi
e>0, exista d(e)>0 astfel ncat pentru orice

T X\ [x- %[, <d (e) rezulta | f (x)- (x,)], <e-.

OBSERVATIA 6.2.1

a) Spre deosebire de notiunea de limita care are sens numai n punctele de
acumulare ale domeniului de definitie, notiunea de continuitate are sens,
dupa cum se observa din cele trei definitii, numai in punctele domeniului de
definitie.
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b) Notiunea de continuitate este o particularizare a notiunii de limita.
Particularizarea consta Tn faptul ci limita | este Tnlocuita cu f (x,), iar
%1 X.
c) Ceamai des utilizata definitie a continuitatii este Definitia 6.2.2, aceasta
definitie pentru functiile vectoriale capata urmatoarea forma:
Functia F:X1 j"® YI j™, F(X):(fl(i),fz(i), #(X
X = (X, %,,...%,) este continua T punctul X, = (X, X, x0n)T
oricarear fi e >0, exida d > 0 astfel incét pentru orice

)) unde
X daca

m

X1 X \{x ‘ a (x- %) <d(e) rezulta \/é( (%)- f, (70)) <e.

i=1 j=1

05

PROPOZITIA 6.21 Fie F:X1 j"® YI j"o functie vectoriald de
variabila vectoriala. Conditia necesara si suficientd ca functia F (X) si fie
continui in punctul X1 X este ca orice proiectie a sa si fie continua in
acest punct.

Demonstratie. Se considera F(X):(fl(i),f (X)),

f
2
Xo = (Xo1 Yoz Xon ) §i S& demonstreazi ca f,(X), j =L m sunt continuein
X, -
Intr-adevar, tindnd cont de Observatia 6.2.1 b), rezulta F (X) continua n %,
daca:

(")e>0,(8)d(e)>0al (" )XT X\{% ‘ /al x - % ) <d(e

b Jé"{(fj(f)- f (%) <e

=1

»(X)) continua n

Deci, rezulta ca:
|fj (x)- f, (70)|<%,oricarearfi j=1m.
m

Dar, tinand cont de continuitatea functiilor reale de variabila vectoriala,

rezulta f, (X) continuain X, 1 X, oricarear fi j =Lm.
Reciproca se demonstreaza in mod anal og.
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Tindnd cont de definitia limitei si definitia continuitatii sunt evidente
urmatoarele propozitii care au o mare utilitate practici Tn studiul
continuitatii.
PROPOZITIA 6.22 Fie f: X ® Y o functie oarecare. Functia f este
continua fn punctul x,T X daca si numai daca lim f (x)=1(%).

X® Xo

PROPOZITIA 6.23 Fie f:X®Y o functie oarecare. Functia f
continua Tn punctul x,1 X daci si numa daci pentru orice sir

(%)
arelimita f (x,).

Pentru functiile de mai multe variabile exista doua tipuri de continuitati,
continuitate partiala si continuitate globala. Legatura dintre aceste tipuri de
continuitate este data Tn urmatoarele doua propozitii.

x,T X, x %, x ® X rezulti (f (Xn))nso este sir convergent si

PROPOZITIA 6.24 Fie f: X1 §"® YI j o functie reali de variabila
vectoriald. Daca functia f este continui in X,1 X, atunci f este continua
n raport cu fiecare variabila X, i =1nin parte (continua partial).
Demonstratie. Fie f continud X, = (X, Xp:-- %) - Tindnd cont de
continuitatea functiilor reale de variabila vectoriaa rezulta ca pentru orice
e >0 exista d (e) >0 astfel incét oricare ar fi

n

x1 X\{xo}‘ é()g—xm)2<d(e) rezulta | f(X)- f (%) <e. Relaia

i=1

anterioara | (x - %,;)° <d(e) este satisfacuta si de X' =(x, Xy, s Xon) -
i=1
Dar aceastd relatie pentru X'capata urmatoarea forma: oricare ar fi

X1 pry, X verifica relatia |x - x,|<d (e)

Si | (X0 Xopr Xagreees Xon) = F (Xous Xz Xon )| <€ Deci, rezultd ca functia
f (X) este continua Tn punctul X, Tn raport cu variabila x,.
Tn mod analog se demonstreaza continuitateacu X,, X, ..., X, .

PROPOZITIA 6.25 Daca functia F: X1 §"® YI j este continua in

punctul X,1 X Tnraport cu fiecare dintre variabilele x , i =1,n n parte nu
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se poate afirma nimic despre continuitatea globala a functiei in punctul X,

(in raport cu ansamblul variabilelor).
Demonstratie. Se considera un contraexemplu, adica se aege o functie care
este continua partial Tn raport cu variabilele sale, dar care nu este continua
1 Xy .
: ) . I Xyt 0 o N
globd. Fie f:i?® j, f(xy)=ix+y si se arati ci, desi In

o, xxy=0
punctul O(O, O) este continua, atét in raport cu X, cét si In raport cu y nu

este continua global Tn acest punct.
Intr-adevar, din:

. Xty 3
le(rarrgf(x,y)—lxl(grgxf;ij3 =0si f(0,y)=0
rezulta ca f(x,y) este continua n raport cu x n punctele (0,y),yT i

deci si in (0,0).

. Xty 3
Iyl(grgf(x,y)—lyl(grgx6+y3 =0si f(0,y)=0
rezulta f (x,y) este continua fn raport cu y n punctele (x,0) oricare ar fi
xl j decisiin (0,0). Dar,

3 2

. T S

lim £ (xy) =lim—g—z =lim-—7=0. M
y® 0

(x=y)

. T G|

s ()= ne Ty @
y® 0

)

Din (1) si (2) rezulta ca functia f (x,y) nu are limita in punctul (0,0), deci
ea nu este continua n acest punct in raport cu ansamblul variabilelor.

OBSERVATIA 6.2.2

a) Tinand cont de Propozitiile 6.2.4 si 6.2.5 rezulta ca pentru functiile reale
de variabila vectoriala (functiile de mai multe variabile) exista continuitate
globala si continuitate partiala si ca orice functie continua globaa este
continua si partial, dar reciproc nu.

b) Punctul X, care nu este punct de continuitate pentru functia f se va

numi punct de discontinuitate al acestei functii.
c) Pentru functiile reale de variabila reala exista trei tipuri de discontinuitati:
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- discontinuitate de spetaintai;

- discontinuitate de speta adoua;

- discontinuitate de spetaatreia;
Acestea se definesc astfel.

DEFINITIA 6.2.4
a) Punctul x,1 X1 j estepunct de discontinuitate de speta intai pentru

funcia f:X1 §® Yl j daci exista 1, 1, finite si diferite sau
I, =1, f (XO)

b) Punctul x,1 X1 j este punct de discontinuitate de spefa a doua
pentru functia f: X1 §® Y1 j daca I sau I, auvaori infinite.

¢) Punctul x,T X1 j este punct de discontinuitate de speta a treia
pentru functia f: X1 §® Y1 j daca I_sau I, nuexigta.

DEFINITIA 6.2.5 (Prelungirea prin continuitate) Fie f: X1 j® j si
X, punct de acumulare ce nu apartine lui X 1 j . Daci vy, = I(i@m f (x) Yo
x® X,

finit, atunci functia

if(x),xI X

=] 0

TYor X=%

se numeste prelungirea prin continuitate in punctul x, afunctiei f (x)

Pentru functiile reale de variabila reald, pe langa notiunea de continuitate
mai apare si notiunea de continuitate uniforma care se defineste dupa cum
urmeaza.

DEFINITIA 6.2.5 (Continuitatea uniformi) Fie f:X1 j® j. Se
spune ca functia f (x) este uniform continuia pe multimea X daca: pentru
orice e>0, exista d(e)>0 astfel fTncd& pentru orice

<X X| ¢ x]<d (e) sirezuteca |1 (x')- T (x)]<e.

OBSERVATIA 6.2.3 @) Daca continuitatea este 0 notiune punctuala, adica
ea are sens ntr-un punct xoi X, continuitatea uniforma este o proprietate
globala, adica ea are sens sau se pune pe o intreaga multime X.

Fenomenele practice a caror modelare matematica conduce catre functii

uniform continue sunt fenomene pentru care se poate asigura un proces de
prognoza. De aceea, uniform continuitatea este foarte importanta.
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b) Uniform continuitatea se poate generaliza pentru functii in care domeniile
si codomeniile sunt spatii metrice, astfel: functia f:X® Y, unde

(X,d),(X,r) sunt spatii metrice, este uniform continui pe X daci e >0,
$d(e)>0 astfel ncat " x,x"T X|d(x"x')<d(e) si rezulte ca
r (f (x"), (x'))<e.

In continuare, se dau céteva proprietati ale functiilor continue si uniform
continue. Proprietatile se enunta pentru functii reale de variabila, dar sunt

valabile pentru orice functie definita pe un spatiu metric si avand ca si
codomeniu tot un spatiu metric.

PROPOZITIA 6.26 Fie f :[a,b]® j .
a) Daca f este o functie monotona, atunci aceasta poate avea numai puncte

de discontinuitate de speta | si acestea formeaza o multime cel mult
numarabila.

b) Daca f este continud, atunci f este o functie marginita si isi atinge
marginile.

PROPOZITIA 6.2.7 Fie f:[a,b|® j. Daci functia f este continua pe
[a,b], atunci ea este uniform continud pe [a,b] .

Demonstratie. Se presupuneca f nu este uniform continua pe [a, b] . Deci
($)e>0, (")d(e)>0 astfel incat ($)x', x"T [a,b]| |x-x'|<d(e) s
rezulte:

[T (x)- f(x")>e. 1)

1 si sedau lui n valorile 1,2,3 K, se obtin doua

Daci se considera d (e) =

n

giruri (x',) ., si (x",). cu proprietatea ca x'.,x"T[ab] si

X", - x"n|<1, n=1,23,.... Deci, sirurile sunt marginite si conform lemei
n

lui Cesaro exista subsirurile convergente (x 'np ) (x " ) catre aceessi limita

Mo

<1. Cum f este continua pe [a,b], rezulta
n

f(x'np)® f(x) si f(x"np)® f(x), adica ‘f(x'np)— f(x"np)‘<e.
Aceasta inegalitate intra Tn contradictie cu egalitatea (1). Deci, presupunerea

_Xll

np n

X deoarece |x

p
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ca f (x) nu este uniform continua pe [a, b] este falsi. Aceasta propozitie se
numeste Teorema lui Cantor.

OBSERVATIA 6.2.4 Tinand cont de definitia celor doua notiuni rezulta ca,
continuitatea uniforma implica continuitatea, dar reciproca nu este general
valabila. Propozitia 6.2.7 pune in evidenta conditiile particulare Tn care si
reciproca este adevarata. .

DEFINITIA 6.27 Fie f: X1 j® j o functie reala de variabila reala.
Daci pentru orice x,x"1 X, exista M >0 adfd incét
[f(x")- f(x)|<M|x" x|, atunci functia f se numeste functie de tip
Lipschitz sau o functie lipschitziana.

PROPOZITIA 6.2.8 Orice functie lipschitziana este o functie uniform

continua. A
Demonstratie. Intr-adevar, in definitia uniform continuitatii, daca se alege

d (e) :%, pentru orice e >0 atunci din conditia Lipschitz se obtine ca

|f (x")- f (x')|< M %:e. Dexi,
gx"- x<d(e) =P |1 (x)- f(x')|<eg,
relatie care defineste uniform continuitatea

PROPOZITIA 6.29 Fie f: X ® j o functie continua Tn punctul x,T X
astfel incat f (x)>0 (f(x)<0), unde (X,d) este un spatiu metric. Atunci
functia f este pozitiva (negativa) peo vecinatate alui X, .

PROPOZITIA 6.2.10 Fie f :[a,b]® j . Daca:
i) f continua,

i) f(a)xf(b)<0,

atunci exista x,1 (a,b) astfel incét f (x,)=0.

PROPOZITIA 6.211 Daca f ese o functie continua pe intervalul
compact [a,b|, atunci f are proprietatealui Darboux.

Demonstratie. Dupa cum se stie, pentru aarata ca o functie are proprietatea
lui Darboux trebuie aratat ca atunci cand trece de la o valoare y, la o
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valoare y,, ia toate valorile cuprinse intre y, si Yy, cel putin o data
(Y, <Vy,)- In conditiile din ipoteza, tindnd cont de Propozitia 6.2.6 b),
rezulta ca exista m, si M. Deci, Tn mod normal, pentru a arata ca o functie
are proprietatea lui Darboux trebuie aritat ca exista x,1 (a,b) astfel incat
f(x)=a, oricare ar fi al (mf,Mf). Intr-adevar, se considera functia
g(x)=f(x)-a.Cum functia f este o functie continua pe [a,b], rezulta
g este continua pe [a,b]. Fie x'x"T [a,b] astfel inc&t m, = f(x') si
M, = f (x"). Atunci,
Tog(x')=f(x")-a=m,-a<0i ' .
|01 (-0 -2 s ool <o
Cum functia g este continua pe [a, b], conform Propozitiei 6.2.10 rezulta
ca existda x,1 (x',x") astfel incdt g(x,)=0, g(%)=f(x)-a =0. Deci,
f(x)=a.
OBSERVATIA 6.2.5
a) Proprietatea lui Darboux nu este o proprietate caracteristica functiilor

continue, adica exista functii care nu sunt continue, dar au proprietatea lui
Darboux.

b) Daci C°[a,b] este multimea functiilor continue pe intervalul [a,b] si
D[a,b] este multimea functiilor care au proprietatea lui Darboux pe [a,b] ,

atunci are loc relatia:
C°[ab]1 D[ab].

Definitia 6.2.6 poate fi generalizata si pentru functiile F:E1 j"® "
astfel.

DEFINITIA 6.2.8 Functia F(X) este uniform continua pe E daci pentru
orice >0, exista d(e)>0 astfel incat oricare ar fi X', X"l E, cu

[x-x"|<d(e), s avem [F(x7)- F(x")] <e.
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PROPOZITIA 6.212 Functia vectoridda de variabila vectoriala
F:El j"® ™ este uniform continui pe E daci si numai daci toate
proiectilesale f :El {"® i, i =1,m sunt uniform continue pe E.
Demonstratie. Se folosesc inegalitatile evidente:

[1.(x)- 6 (=) €]F (x)- F(i")||£é|fi (%) 1.(x7) -

PROPOZITIA 6.2.13 Daca F(X) este uniform continua (in raport cu
ansamblul variabilelor) pe E, atunci ea este uniform continua cu fiecare
variabila in parte x pe pr,, E, i=1n.

Reciproca nu este in general valabila.

Demonstratie. Modul de rationare este cel din Propozitia 6.2.4 tinand cont
de Definitia 6.2.8.

Pentru a arata ca reciproca nu este in general valabila se foloseste un
contraexemplu.

Fie f:[-11] [-1]® i,

AN

Xy ) 2
f(xy) =) xey?s BEXTY 20
o daci x* +y? =0.
Fie (%Y%) [-11 [-11] abitrar, dar fixat. Functiile pariae
L - _ % o elr - _ Xy
fol-1® i, f(xy,) oyl si f:[-1® i, f(x.y) iy

sunt uniform continue.
Dar, f (x, y) nu este continua in origine. Deci, nu este uniform continua pe

14 [-14).

Propozitia6.2.14 Fie F:EI j"® j".

a) Daca E este compacta si F este continua pe E, aunci F este
marginita.

b) Daci E este compacta si F continua pe E, atunci F este uniform
continua pe E.

c) Daci F continud si E compacta, atunci F (E) este compacti.
Demonstratie. Pentru demonstratiile proprietatilor @), b), c) se rationeaza ca
la functiile reale de variabila reala (Tnlocuind modulul cu norma euclidiana
pe j", respectiv jm).
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OBSERVATIA 6.2.6 Daca functia este reala de mai multe variabile atunci
proprietatea a) din Propozitia 6.2.13 are urmatoarea forma:

O functie reala de mai multe variabile continua pe multimea compacta
El " este marginiti si Tsi atinge marginile.

PROPOZITIA 6.2.15 Sumasi produsul unui numar finit de functii uniform
continue este o functie uniform continua.

3. EXERCITII REZOLVATE

EXERCI TIUL 6.3.1 Sa se calculeze urmatoarele limite:

\/COSX 3/cosx (smx)xsmxg

a) lim -
X®Oe sin? x X u
2] u

b) “mges'”zx- gsnx In(1+x)- In(1- X)

0
@0z x arctg(1+x)- arctg(1- X)H

e - (n+1) X" +1 x+x2 +...+x" - nU
c) limé 5 : 1 a
X A - Ve
g (x-9) X B
_ ex*-a* a¥ -a* U
d) lime , U, a>0

X®aé X-a X-a g
Solutie Daca F: X1 § ® YT 2 unde F(x)=(f,(x),f,(x)) aunci

im ()= 1. im (4

a) Avem:
sinx U é . snx U
.J SX-*, COS X (SlnX)X cosxl-,J qm,/ CcoSs _,/ COS X (S[’]X)x-cosxl:J
x®Oe sin? x X 1 §x|®o sin? x x®0 X L:j
2] g e 8]
Pentru acalcula I|m /cosx - X Se procedeaza astfel:
sin? x
Voosx - Y/cosx _ $/cos® x - §/cos? x _ cos® X- cos” X
sin? x sin? x sn®x>€(x)

unde E(x) = ¥cos”® x + ¥cos* x + ¥cos® x + ¥cos? x + ¥ cos x +$/cos® x
Este evident ca Ii®ng E(x)=6. Dar,
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2 HJ X
cos’ x- cos? x _ cos” x- (cosx- 1) _ - 2¢0s” x>8in >

STE ST g s ()
S oSx
2cosz)2(><l§(x).
m-\/@ _cos’x
sin®x 2c032;><E(x).

Asadar, avem ca:

\/cosx - \/cosx im cos® X 1

®0 ®0 X = )
X sin? x x ZCOSZEXE(X) 12
Avem:
sjnx_l
X
] snx ] 1 1 1 u X 4
. nxeesnx nxex . . 1€ inx oLL*”X [ sinx
nma@'—? :llmgl—gnxl:“m%él.*‘%l— 15 ly
x®Og X [} x®Og X [} x®0}e g X a b
snx
] o
.16 inx  6usnX 4] 1
:I|mié1+a§'__1:, x ly ==
x®0¥e 8 X a b e
sinx
u N
\/COS Jcosx asinxpesnx a1 16
Asadar, lim U="- — =
x®0 8 sin? x ng, g@lZeg
é
b) Se procedeaza calapunctul anterior si se calculeaZa.
Coenx e In(1+x)- In(1- x)
lim———————— si lim .
x®0 X x®0 arctg (1+ x) - arctg(1- x)
Avem:
es'an_ es'nx es'nx>(esin2x—sinx_ 1) . esian—sinx sin2x- sinx
= ="M x— . X =
X X SiN2x- sin X X
] es'an—s'nx 1 SnX
= @™ x— >(2cosx 1).
sin2x- sinx
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Tin@nd cont de aceasta se obtine:

sin2x sinx Sin2x- sinx

limE— "€ —|ime™™ x -1 Smx>(2005x 1) =1dnexx =1.

x®0 X x® 0 sin2x- sinx
Cum

inltX In&4 2x U 2X
In(1+x)-In(2-x) My 1-xH, 2. 2-%
arctg (1+x)- arctg(1- x) - arctg 2x 2X arctg 2X 1- X
2- X° 1- X

obtinem:

In(1+x)- In(1- x)

i arctg (1+x) - arctg(1- x) ST 2 yarctg 2X2 ’ T
1- x - X
Asadar, limS = €™ In(L+x)- | ( " £=(1.2).
x®0g X "arctg (1+x) - arctg(1- X) 5
c) Avem:
o - (1) +1 M (x-1)- (X 1) - X xR X0 e x- 1
(x-1) - (x- 1) B x-1 B
X )X () D) ()Y X (- (X XA (3 (XX 4 x4
x-1

= X"+ X" (x+1) + X" (x +x+1)+___+(x +X" 2+...+x+1).
Deci,
™ - (n+1)x" +1

Ixi(,gg (X_ 1)2 :Ixi(,gggxn_l-"xn_z(x-"l) (Xn+1+X+1)
—14243+.4n="00F)
Avem:
x5+t x-n (X D)+ (x- 1) (x+2) 4o+ (x- D) (XX 4+ x+1)
x-1 - x-1 -
=14 (X+1) +o (X X4+ x ).
2 n
Ii(grf“x +"'IX - n:Ii(rgrl1(1+(x+1)+...+(x”‘l+x”‘z+...+x+1)):
Deci: X- ”
= n(n+1)
=1+2+..+n= :
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Asadar,

@™ (n+1)x"+1 (x+ X+ +X" - n)O
lim > , +
x®l§ (X- 1) X-1 B

aen(n+1) n(n+1)t_')
E 2 2 4

XX_ aa XX_ Xa Xa_ aa
d) Avem: = + . Dar,
X- a X- a X- a
X - X2 X1 t
=X =x? AnXx,
X- a X- a In(1+t)
undet=x2-1.
o Xe X . t
Deci, Ilm—:Ilm(xa>4nx)>4|m:—:aa>1na.
®@a ¥X-g x®a t®0 |n(1+t)
Acum,
Xa_ aa B ealnx_ ealna _aa ealnx—alna_ 1 valnx— alna_
X-a X- a alnx- alna X-a
X-ao
InaE_‘L+ s
_ avealnx—alna_:l_ - g a ﬂ
alnx- alna X-a
X-ao
Xx_ Xa ealnx—alna_l In?--'- a -
Deci, lim———=a*Aim AHim Z- 32 =a°.
®a X- @ w@aglnx- alna *®a X-a
a
Asadar, am obtinut ca:
.o x*-at
I|®m—:aa>4na+aa:aa(lna+1).
®a X- a
Limita anterioara se poate generaliza astfel:
lima_-&
x® a X- a
aax_aaa . axa_l axa_
Cum: =a® x———a’x , aunci
X- a a’- a X- a
aaX a? aaX a? -1 . X-a
lim =a” =’ qim————=Aim =a® xa*4n’a
x® a X-a X® a a a X® a X-a
Deci, avem ca
. & -a* a*-a¥ o .
I|®mg , i:(aa>(lna+1),aa ><aa>4n2a).
®alx X- a X-a 4
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EXERCITIUL 6.3.2 Sd se cerceteze daca functiile au limita Tn punctele
specificate si Tn caz afirmativ si se calculeze:

= (xy)=(0.0);

1
a) f (X, y) :erctgm

b) f (x,y):éﬂn(l+xz+y2) .(x,y)=(0,0);

=22 (x)=(00);

2

o) f(xy)

Y. XY i
d) f(x, y)—;mrctg Ty (x,y)=(0,0);
9 1(xy)= L (1) =(00)

f) f(xy)= x2X+yy2 , (x,y)=(0,0);

X3+y3
X2+y2

01 (0y)= e ()

9 f(xy)= (0,0):

(%)

(0,0);

2

) 1(03)= 5% (x3)=(00)

Solutie. a) Fie y =mx un fascicul de drepte ce trece prin punctul (0,0).
Avem:

arctg (L- m)x
lim—t ><arctg(1+m) =lim - mé (1= m)x :
x® 0 T 1- mx> x®0 (1+ m)x (1— I‘T])(2)>‘TY1>(2
1- mx?
e e . . 1+m
Aceasta limita nu exista deoarece pentru functia g(X):m’
- mx

lezngg(x) si le]ngg(x) sunt infinite si de semn contrar. Deci, nu existi
. +

Ilmixarctgu.

Yoo XY 1- xy

b) Se procedeaza analog cala punctul a) si avem:
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, -
Angl+(1+ rrf)xeB:IimlngH(Hmz))« Hy(1+m22)xxz Eaaul

1
lim lim (1+m2)><x2 po— -

x® 0 MX’

2

Deoarece aceasta limita depinde de m, rezulta ca nu exista
Ixi(grgiﬁn(1+x2+y2).

y®0Xy

c¢) Casi lapunctele anterioare, se calculeaza:

lim X i X

x®0(1+m4)x4 x®01+m*

exista, ea nu poate fi decd 0. Dar, este evident ca

|;3:>54|<|)2(1:§2| :%|x|® 0. Deci, conform criteriului majorarii avem ci

3 2
lim>Y_=g.
28X +y
X+y
o arctgl_ Y y(X+y)
d) Seobserva ca f (x,y)= Ry yx(l— )
1- xy
arctg Xy
Dar, Iimﬁzl. Se cerceteaza daci exista IimM.Avem:
oo XTY 29 x(1- xy)
1- xy
MO m)) o (dem) o

x® 0 X(l— mXZ) x®0 1- mMx2
Se considera curba y =+/x care trece prin (0,0) si avem ca:
\/;(X+\/;) —li \/;+1 B

y(x+y) _ .
=| = — — =
%0 X'le X/ X

9 x(1- xy) @0 x(l— x&) !
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Deci, rezultd ci limita I|my

nu exista. Deci, nici limita
29 X(1- xy)

) + )
Ilmlxarctg Y nu exist.
X® 0 X -
y® 0
XXy +1-1 X xy? 1
e) Avem: =5 X .
Xty X 4y 14 i xy? +1
. 1 1 % xy?
Dar, lim———=—=. Secerceteaza daci exista Ilm— Avem:
oo LtyXExy" +1 2 2o X +Y’
NG L G m?x* m?x?
lim =lim =lim =0.

x®0 X2 + MEX2 X®0(1+mX2)X x®01+m?

Daca exista aceasta limita nu poatefi decd 0. Cum:

2
Xy” Xy ——|x><y|® 0,
X2+ y? 2|x><y|
XZXyZ
atunci conform criteriului majorarii avem lim =0. Asadar, am
G
: . Xyt +1-1
obtinut ca Ilm%:o.
RS
2
f) Avem: lim—=——— =lim x>m2 :O.Cum| X | |X ><y|——|><|® 0,
x®0 2 +mMPx°  x®01+m |x | |2xy|
2
atunci Ilmﬂ—o.
s
By x(1+m’
g) Avem: I|mﬂ IimM:O.Cum

x®0 X2 +mex®  x®0 1+ P
|52 +y?| X+ny - xy+y\ x+ Y| +y +|xy|t=|

X +y |_ X2+ Y X2+ Y
3] 3 o
2 X2+ y? 2
3+y3
Deci, conform criteriului majOI‘aI’II I|m =0
x +y°
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2

XXX . m
h) Avem: lim———— =lim = 5 -
@ox? +mAXE @0 (14mP)x* 1+m
X .
Deci, I|m|tal|m—Xy nu exista.
x®0X y
y® 0
2 2
X2 - mtx® (1' m )X 1- m
i) Avem: Ilm——llm = 5 -
@0 xE +m¢ <0y (14mP) X 1+m
X2 - yz o
Deci, I|m|taI|m— nu exista.
x®0X y

y® 0

EXERCITIUL 6.3.3. Sa se caculeze:

2 2

. X
a) lim— y4’
® ¥
;®¥X ty
. X+
b) lim—; y 5
® ¥ -
By - xyry
xy
. (0
C) I|®rQ§L+—+ ,a>0
;®¥ Xg
1
d) lim(1+ xy)vx+Jy .
)x®0( Xy) X+\/;
y® 0

. - . 1 . .
Solutie. a) Se face substituirea u:l si v=— si seobtine
X y

. x2+y2 . UZVZ(UZ+V2)
Syt e Uty
Sefoloseste fascicolul de dregpta v =mu. Avem:
6(1+m2) _ m2(1+rr12)>u2
Ilm—:llm—4:O
u®o0 +(1+m ) u® 0 1+m
2+y2 ]
Daca exista lim nu poate fi deca 0. Cum:
x® ¥ X +y
y® ¥
2 2
0
x4+y4<x +y leel iz_/@%@o’
xX*+y' 22Xy ZSX g
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2 2

atunci conform criteriului majorarii I|m Y -o.
¥xt 4yt
y®¥

< . : 1 1

b) Se procedeaza ca la punctul a) si se obtine u==, v==. Avem:
X y
. X+ ux/{u+v .
lim—; Zy =lim ( )Z.Sefolosatefascmolul de drepte v=mu
Y oy U
m(1+m)u® = m(l+m)u o

si obtinem ca ImL:Il (—Z):O. Daca exista limita

u®0(1+m2 m) u®0 1+m’- m

. + . . N
Ilm#, atunci aceasta nu poate fi decat 0. Cum
Sy Xty - Xy

y® ¥

Xty  x*ry_* *ly 9es
Xy -y oY |y| HE T

atunci conform criteriului majorarii Im% =0.
2 Xy -y
2 axy
%, é a Xty a =

c) Avem: Ilmgi+—_ |,me5i+_£’au . Se noteazi f(x):g?H—cfl

e Xoo U ol ne
. _axy . . 3 .
si g(xy)=——-. Evident limf(x)=e. Se cerceteaza daci exista

X+y X® ¥
. " . 1
im2%  Procedand ca mai sus, avem: uzi, vV=—,
oYXy X y
By
im2Y =iim-& =y Asadar, |.m§i+—9”:e¥:¥.
By Xty mouty BiE xp
d  Avem: I|m(1+xy) x+( —I|m8(1+xy u&+f Se  noteazi
y®0 y® 0 H
f(x,y):(1+xy)E sig(xy)= Evident Ilmf( x,y)=e. Se
X+\/7 y®0

cerceteaza daca limita lim——Y _ exista. Cum:

® 0
©0./x+.[y
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Xy 1 Xy’

atunci conform cu criteriul majorarii lim Y _ -o.

® 0
©0.[x+.Jy

1
- - T = — 0_
Dedi, IJ(grg(1+ xy )y =€ =1.

y® 0

EXERCITIUL 6.3.4 Sa se cerceteze continuitatea globala si continuitatea
partiaa afunctiilor:

1_sinx (xy)* (00)

1 sinxy 10
—lx2+y » XY

la , XXy =0

b) f(xy)

¥ w2 2
; X_ Ty . (xy)T i?\OxE Oy
c) f(x,y)z_._ sinxy
la .(x. y)T OXE Oy.
Solutie. Sestieca f (x,y) este continua in punctul (x,, y,) daci:
fim £ (% y)= (% %),
y® o
unde (X,,Y,) este punct a domeniului de definitie. De asemenea, se stie ci
daca o functie f (x, y) este continua Tntr-un punct, ea este continua partial

Tn acel punct, dar reciprocanu este valabila.
a) Se considera fascicolul de drepte y=mx si se calculeaza

sinx 1 . L sinx
= eci, nu existia lim

lim— —_—
x®0 ’X +y x®0X/1+ /1+ ;((gg [X2+y2

Asadar functia nu este continud n (0,0). Se considerda functia

smx_ Avem: Ii(grgf(x 0)—I|msmx—1. Deci, pentru a =1,

X X

functia f (x,y) este continud partia Tn raport cu x n punctul (0,0). Se

f (x,0) =
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considera functia f(0,y)=0. Functia f(x,y) este continui partial n
raport cu y Tnpunctul (0,0) pentrua =0.

b) Se consdera fascicolul de drepte y=mx si se calculeaza
. Snxy _ m

| = .
0 X’ +y* 1+n?
y=nx

Deci, limita Ixi®ngf(x, y) nu existi. Atunci aceastd
y®0

functie nu poate fi continua in (0,0), (" )aT j.Seobservica f(x,0)=a
si f(0,y)=a. Deci, sunt continue in punctul (0,0). Asadar, pentru
(")aT i functia f(x,y) estecontinui partia Tn (0,0) atét cu variabila x
cét si cu variabila vy .

c) Fie y=mx, m* 0. Avem: ”mx2.(1—+m22) [ _mXZ v1+m2 :1+m2.

x®0  §inmx x@osnmx’  m m

Deci, functia f(x,y) nu are limita in (0,0). Asadar f(x,y) nu este
continud in (0,0), (")aT i. Cum f(x0)=a si f(0,y)=a, atunci
aceste functii sunt continue in (0,0), oricare ar fi a1 j . Asadar, functia
f(x,y) este continud partial in (0,0), (")aT i. In punctul (x,,0)

2 2

functia f(x,y) nu este continui deoarece im* Y =4y . Anaog
s Sy
Yy

functia nu este continua in punctul (O, yo) . Deci, punctele de discontinuitate
ale functiei sunt OxU Oy. Deoarece f (x,0)=a este continud in (x,,0),
(")aT i rezultaca functia f (x,y) este continu partial In raport cu x pe
multimea Ox\{(0,0)} . Avem:

2 42 X2 + V2
lim (X, y,) = lim>—° :Iim( y")v_yox Sy
x® 0 x®0 g n yOX x® 0 yOX sin yOX

Deci, functia f(x,y,) nu este continua in punctele (0,y,), (")aT i .

Asadar, functia f (x,y) nu este continua partial n raport cu x pe multimea
Ox\{(0,0)} . Analog se studiazi continuitatea partiala in raport cu y .

EXERCITIUL 6.3.5 Sa se studieze uniform continuitatea functiilor:

a f:(0¥)® j, f(x):xiﬂ+x;
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b) f:(-1¥)® i, f(x)= x+1

(
c) f:(0)® j, f(x)=Inx;
d) f:[e,e]® j, f(x)=Inx, el (0,€).
Solutie. @) Fie x,,x, >0. Avem:

X, X, _ XX+ % - X% = X% _
- f -x|=l(x - =
T05)- 1)< ‘Xl+1+xl x+1 ‘(Xl %)t (% +1)(x,+1) |
:|xl— x2| 1+; <2|xl— x2|:d
(% +1) (% +1)

Daci se considera d = % , aunci

" ? e .

(") T (0¥), g x[< P [f(x)- fx)/<e. Ded, f(x) ese
uniform continua pe (O,¥), desi se observa ca este nemarginita pe acest
interval deoarece lim f (x)=+¢.

o n+2 o n+l Iyt gt — 1 <
b) Fie x'= i3 Y % n+2.Avem. x"- x| —(n+1)(n+2)'ReZU|ta

ca x'si x" sunt suficient de apropiate pentru n suficient de mare. Deci,

V- f(x") = o
10 0 =1 ey

Asadar, functia f (x) nu este uniform continua pe (- 1,¥).

1 1

) 1 1
c) Fie x'=—, x"=
€

_e-1
Rezulta ca x' si x" sunt suficient de apropiate cand n este suficient de

mare. Deci,

x,x"T (0,2). Avem: |x"- x"|=|=

n+1 ’
e

[F(x)- 1 (x)|=

Deci, f(x) nu este uniform continua pe (0, 1) )

1
|——| = 1.
ne n—|=|-n+n+1=

d) Este evident cd f (x)=Inx este continui pe [e,e], el (0,e). Deci,
f (x) este continua pe intervalul compact [e,e]. Conform cu Propozitia
6.2.7, functia f (x) este uniform continua.
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EXERCITIUL 636 Si s sudieze uniform continuitatea functiei

£:(0¥) (0¥)® i, f(x,y):x+y+%.

Solutie. Fie (x',y"),(x"y")T (0,¥)" (0,¥) cu proprietatea |x- x"|<d si
ly- y'|<d. Atunci:

. Wy =gty gy XEY'H 2X'y' e XMY"E2XTY"
R R e ey 0 Ml e (s
o X LY Lo o X L]y
£|X_X|+1+x'+1+y'+|y y|+1+x"+1+y"<
<2 +4.

Luand d¢:%, atunci (" )(x,y"),(x"y")T (0,¥) (0,¥) cu proprietatea

X x'|<d si |y- y'|<d, rezulta ci |f(x',y')— f(x",y")|<% si functia

f (x,y) este uniform continu pe (0,¥)" (0,%).
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CAPITOLUL VII: DERIVATA S| DIFERENTIALA
1. DERIVATA

Pentru functiile reale de variabila reala, definitia derivatel, precum si
formulele si regulile de derivare ca si unele proprietati legate de derivata
cum ar fi teoremele. Fermat, Rolle, Cauchy, Lagrange, I'Hospital se
considera cunoscute. Tn cazul acestor functii se discuti Tn continuare despre:
derivata functiei compuse, derivata functiei inverse, teorema lui Darboux.

PROPOZITIA 7.1.1 (Derivata functiei compuse pentru functii reale de
variabila realad) Fleu:1 ® J, f:J® j, |,J- intervale de numere rede.

Daci functia u este derivabila in punctul x,1 | si f este derivabild Tn
punctul  u(x,)T J, atunci functia F:1® j, F(x)=f(u(x)) este
derivabila in punctul x, si are loc relatia: F'(x,) = '(u(x,))>u'(%).
Demonstratie. Stiind ca functiile u si f sunt derivabile Tn punctul x,,
respectiv U, =u(x,), conform definitiei derivatei unei functii reale de
variabila reaa au loc relatiile:
U(X)_ U(XO) si lim f(U)- f(UO) = f '(uo)'
X® %, X- X, u® u u- u,
Pentru aaritaca functia F (x) este derivabila in punctul x, trebuie aratat ci
F(x)- F(x%)
X=X
F(x)- F(%) _ f(u(x))- f(u(x)) u(x)- u(x)
X- %, u(x)- u(x,) X- X
Trecand la limite si tinand de relatiile anterioare, rezulta ca exita si este
finita:
CEG-FOG) L H09) F(u(e)  u(x)-u(s) _ .
®x X=X % u(x)- u(x) ®x X=X
(limitele din membrul drept exista si sunt finite din ipoteza)
Asadar, F'(x,) = £'(u(%))>u'(%).

exista si ci este finita Ii@m . Intr-adevir,
X® Xy

(uo)>u'(%,)

OBSERVATIA 7.1.1 Daci functia u este derivabila Tn orice punct x1 1 si
functia f este derivabila in orice punct u(x)1 J, atunci functia F (x) este

derivabila peintervalul | si areloc egalitatea: F'(x) = f'(u(x))xu'(x).

203



Aceasta reprezinta formula de derivare a functiilor compuse reale de
variabila reala.
PROPOZITIA 7.1.2 (Derivata functie inverse pentru functii reale de
variabila reala). Fie f:I1 § ® JI j, |,J - intervale. Daca functia f
este bijectiva pe intervalul | si derivabild Tn punctul x, T | astfel Incét
f'(x)t 0, aunci exista f*:J® | derivabild in y, = f(x,) si are loc
: 1

egalitatea ( f*)'(y,) =——

() ()= (%)
Demonstratie. Functia f este bijectiva U f esteinversabila. Deci, exista
f1:J®|.Cum f este derivabila in xOT |, atunci f este continua Tn
acest punct. Adica, pentru orice y, ® y,, exista x, ® x, astfel Tncat
y, = f(x,). Deci, x,=f *(y,). Tinand cont de acestea, rezulta ci exist si

() F () N 1
estefinitd lim 0 . Deci, (7°)'(Yy)=— .
" ()00 =15

OBSERVATIA 7.1.2 Daci functia f este derivabila Tn orice punct x1 I,
rezulta ci functia f * derivabila Tn orice punct y=f (x)T J si are loc
1

t'(x)

egalitatea ( f '1) (y)= care reprezinta formula de derivare a functiei

inverse.

PROPOZITIA 7.1.3 (Teorema lui Darboux) Daci functia f(x) este

functie derivata, atunci functia f are proprietatea lui Darboux.
Demonstratie. Functia f este functie derivata daca exista o functie

derivabila g:11 j ® j astfel incat g'(x)= f(x). Pentru ademonstra ca
functia f are proprietatea lui Darboux trebuie aratat ca oricare ar fi
al (f(a),f(b)), existd c, 1 (ab) astfel incét f(c,)=a . Deci, dupa
cum se observa, fara a micsora generalitatea, se considera ca daca a<b,
a,bl 1 si f(a)< f(b).Seconsidera functia h(x)=g(x)- a %. Pentru ci
functia g este o functie derivabila pe | , rezultd ci h(x) este derivabila pe
|, deci si pe intervalul [a,b] si are loc egditatea h'(x)=g'(x)-a .
Rezulti ci h'(x)=f(x)-a. Cum h este derivabila pe intervalul [a,b],
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Tnseamné ¢ functia h este continud. Deci, daca se consideri [a,b] cafiind
domeniul de definitie al acestei functii, rezulta ca functia h este o functie
marginita si Tsi atinge marginile. Se observa ca h'(a)<0 si h'(b) >0. Intr-
adevar, h'(a)=f(a)-a <0 si h'(b)=f(b)-a >0. Cum functiaegesi o
functie continua, rezulta ca aceste doua proprietati sunt valabile pe o
vecinatate ntreagd a punctului a, respectiv b. Deci, se poate afirma ca

exitda VIV (a) si WiV (b) astfel Tncat W<O, pentru orice

xI VCG[ab] si W>O, oricare ar fi xT WC[ab]. Dar,

jx-a>0bp h(x)- h(a)<0, (*)x1 J C[ab],

%x— b<0 b h(x)- h(b)<0, (")xI WC[ab].

Rezulti ca exista cl (a,b) astfel incdt h(c)=m, (valoarea minimi a
functiei h). Conform teoremei lui Fermat, rezulta ca h'(c):O. Dar,
h'(c)=f(c)-a. Deci, f(c)=a. Daci s consderd c, =c, atunci
proprietatea este demonsirata.

OBSERVATIA 7.1.3

a) O functie derivata nu are puncte de discontinuitate de speta l.
b) Functiile care nu au proprietatea lui Darboux nu sunt functii derivate.

O alta categorie de functii pentru care se studiaza notiunea de derivata sunt
functiile vectoriale de variabila reala.

PROPOZITIA 7.1.4
Fie F:X1 j®YI i"; F(x):(fl(x),fz(x)
vectoriala de variabild reald. Functia F(x) este derivabila Tn punctul

f.(x)) o functie

yeeny I

%1 X daca si numai daca f,(x), i =1n sunt derivabile in x; si are loc
relatia:

Fi(0) =( 10), 1806 - 18%)).
Demonstratie. Se presupune ca functia F(x) este derivabild Tn x, si se

demonstreaza ci f, (x), i=1,n sunt derivabile Tn x,. Tntr-adevar, din
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derivabilitatea lui F(x) Tn punctul x, rezulti ci existi si este finita
P F () oy

lim
x® X X- X%,
F(x)- F) (4 f06) (0)- fl6)  T(¥)- (%)
X=X e X=X X- X X- % 2}

Tindnd cont de egalitatea anterioara si de limita functiilor vectoriale de

f(x)- f
variabila reala rezulta ca fiecare raport M are limita finita Tn
X=X

punctul x,. Deci, functiile f,(x), i =1 n sunt derivabile in punctul x,. Din
egalitatea evidenta

|imM:f§im f(X) 100) g 20 T206) i Fa(X)- ()9,
®x X=X &ox X=X X® X X X, X® X X- X, p

rezuita F(x,) = £66). 1200) . £.6(x,)).
Afirmatia reciproca se demonstreaza Tn mod asemanator.

OBSERVATIA 7.1.4 Daca functia F(x) este derivabila n orice punct al

domeniului siu de definitie X 1 j, aunci prin inlocuirea lui x, cu x ae
loc egalitatea:

Fo(x) =(14%). 1409).... £.4)).
Aceasta reprezinta formula de derivare a functiilor vectoriale de variabila
reala.

Exemplu. Fie F(x) =(f,(x), f,(x)). fl(x)zx_ia, f,(x)=In(x- a). Sa
se cerceteze daca functia F(x) este derivabila pe domeniul maxim de
definitie si sa se gaseasca derivata acesteia.

Solutie. Se observa ca D =(a,+¥). Cum functiile f, si f, sunt functii
elementare definite pe (a,+¥) si cum orice functie elementard este
derivabila pe domeniul siu de definitie, rezulta f, si f, sunt derivabile
simultan, pentru orice xI (a,+¥). Conform Propozitiei 7.1.4, rezulta
F (x) estederivabila, oricare ar fi xI (a,+¥) si areloc egalitatea:
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F(I(x):(fl((x),fzd(x)):g 11

(x-a)” x-a
DEFINITIA 7.1.1 Functia F (x)=(f,(x), f,(x),... f,(x)) este derivabila
de doua ori Tn punctul x, din domeniul siu de definitie daca functia

Q- o

OBSERVATIA 7.1.5
a) Tinand cont de Definitia 7.1.1 si continuand rationamentul din aproape in
aproape, se spune ci functia F(x) este derivabila de n ori in punctul

%1 D, daci funcia G(x)=( £ (x), ("7 (x),... 17 (x)) este
derivabila in x,.
b) Daca se inlocuieste X, cu X, adica functia este derivabila pe ntregul siu
domeniu de definitie, atunci se obtine egalitatea:

FO(x) =(£7(x), £ (). 17 ().
Aceasta formula reprezinta formula de calcul a derivatei de ordinul n
pentru o functie vectoriala de variabila reala.
c) Functia F(x) este derivabila de n ori pe domeniul de definitie, daca

proiectiile sale f,(x), i =1,n sunt derivabile de n ori pe acest domeniu.

Exemplu. Daca se considera functia din exemplul anterior, atunci

F(”)(X):(fl(”)(x)’ fz(”)(x))’ F(”)(x):g;l)nm! (-2)" (n- 1)1 g

_ a.)n+l’ (X- a)n B

Un dt tip de functii pentru care se studiaza derivabilitatea si derivata sunt
functiile reale de variabila vectoriald f: X1 §"® j.

DEFINITIA7.1.2Fiea,bl j",atb.

a) multimea {YT i"

X:a+t(6— 5), ti i} s numeste dreapta ce trece

prinasib.
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b) multimea {YT i"

X = §+t(5— a), t3 O} este semidreapta ce porneste

s O]

din a si trece prin
¢) multimea {YT i

¥:5+t(5— 5), t1 [0,1]} este segmentul de dreapta
decapete @, b si senoteaza ga,bj.
d) Orice semidreapti ce porneste din OT " se numeste directiein §".

OBSERVATIA 7.1.6
a) Daci se considerd semidreapta {XT i

n

x=a+t(b- a), t3 o}, atunci

directiadeterminata de aceasta semidreapta este S = ”E_) - f| .
-a
b) Fie f:Al j"® j si a=(a,a,..a,) A fixat, iar

)
X = (%, %, %, )T A punct curent si S=(s,s,,...5,)1 i" astfel Tncat
[S[[=1. Cu aceste notatii este bine definiti functia g:(-r,r)® i,
g(t)= f(a+ts), r >0 astfel incat S(a,r)i A.

DEFINITIA 7.1.3 Functia f:Al j"® j este derivabili in punctul
al A dupi directia S, daci functia g este derivabild in t=0 si are loc

egalitatea
8 @) _ ) 90 90
ds t®0 t
_df (@), . . o
o — = fqa,s) este derivata lui f dupd directia S Tn punctul
al j".

OBSERVATIA 7.1.7 Dacd in locul lui S se considera versorii
€=(10,0,..,0), & =(0,1,0...,0), ..., & =(0,0,...,0,1), atunci din derivata
lui f dupa directia S se obtin derivatele partiale, Tn raport cu variabilele
Xy Xy eeey X o Tn mod explicit acestea se definesc dupa cum urmeaza.

DEFINITIA 7.1.4 Fie f:X1 §"® Y1 j o functie reai de variabila
vectoriala definitd prin = f (X, %, X1 %, Xors-r %, ) - FUNCLia este
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derivabila Tn punctul X, = Xy, X1+ Xoe 15 Xos Xokers -+ Xon) 1N 1APOIE U
variabila x, daci exista si este finita:

f(%- %

lim M:

%O X = Ko

= lim f()(01')(02 ----- Xok- 13 s Kot -+ XOn)' f()(01')(02 ----- Xok- 13 Xokr Xokeas++s XOn)
X® X X, - Yo '

unde x; = (XOl’XOZ""’XOk—l’Xk’X0k+l""’X0n)'
Limita de mai sus, Tn cazul Tn care exista si este finita, se noteaza astfel cu

£ (x
T (%) sau (%) si poarta denumireade derivata partiali a functiei f
T, * ’ ’

inraport cu x_ calculata in punctul X;.

OBSERVATIA 7.1.8
a) Daca functia este derivabila partial in raport cu variabila x, pe Tntreg
domeniul siu de definitie, atunci se obtine, prin Tnlocuirea lui X, cu X,

TR (x . . :
functia ‘ﬂﬂ(x) sau fg(X) care poarta denumirea de derivata partiala a
X

functiel f Tnraport cu variabila X, .
b) Tn cazul in care functia are doui sau trei variabile nu se mai noteazi
acestea cu (x,X%,) sau (x,%,,%). In acest caz, notatiile sunt (x,y) sau
(x, Y, 2) si aunci Definitia7.1.4 are urmatoarele forme particulare:
i) Daca f =f(x,y), atunci se spune ca functia f este derivabild Tn
. . . f 3 - f 1

punctul (x,,Yy,) Tn raport cu variabila x, daca lim (% %)~ (%)

X® %) X- X,

f
exida si este finita, iar aceasta limita se noteazia cu w sau
X

fXG(XO’yO)'
ii) Tn mod asemanator, f(x,y) este derivabila in raport cu y daci

f (%, ¥)- f (% Y)

I(i@m exigta si este finita, iar aceasta limita se noteaza cu
X® Yo Y- Yo

f (%,

%&y") sau 18X, Y)-
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¢) Tinand cont de definitia derivatei unei functii reale de variabila reala si de
Definitia 7.1.4, se poate afirma ca pentru a determina derivatele partiale ale
unei functii reale de variabila vectoriala se folosesc formulele si regulile de
derivare de la functii reale de variabila reald, considerénd ca variabila doar
variabila specificata Tn procesul de derivare, iar celelalte variabile se
considera constante.

d) Functia derivabila F: X1 i"® ", F(X)=(f,(x).f,(X).K, f,(X))
este derivabila partial Tn YOT X daca fiecare proiectie f,, f,, K, f_ este
derivabila partial Tn X, Tn raport cu toate variabilele x;, x,,K, x. .
Matriceacu m linii si n coloane:

o (%) (%) o Th(%)O

¢ X, T, ™ -
(%) M(6) o M()I

I (%)=¢ T, T, =
¢ L K K K -

€ (%) (%) o Ta(%)7

T, ™, ™ o

se numeste matricea jacobiania a lui F in X,. Dacd m=n, atunci
D(f, f,K,f,)
D (x,%.K,x,)

det J. (%) = (%) se numeste jacobianul functiilor

£, 6, K, ..
Exemplu. Fie f: X1 j*’® j, f(x,y):ln(x2+y3+2).Sﬁsecalculeze:
it It

™ Ty

Solutie. Avem:
T ¢_(X2+y3+2)qi_ 2
ﬁ—(ln(x2+y3+2))x— Y2 _x2+y3+2’
" ¢ (Frv+2 g
ﬂ—y—(ln(x2+y3+2))y— x2+y3+2y_x2+y3+2'

Exemplu.

Fie F:[0.¥)1 i2® §° F(rj.2)=(f,(rj.2).f,(rj.2).f.(ri .2),
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f,(rj.z)=rcosj , f,(rj,z)=rsinj, f,(rj,z)=z. Si se scrie
matricea jacobiand si jacobianul functiilor f, f,, f,.
Solutie. Avem:
agos] -rsinj 00
3 (rj,z)=gsinj rcosj O,
0 0 1

D(f o fs) _ 2

D(r,j ,2)
si reprezinta legatura dintre coordonatele polare si cele carteziene n spatiu.

DEFINITIA 7.15 Functia f: X1 j"® YI j este derivabild partial de

£ (x
doua ori Tn raport cu variabila x, daci functia h(x,%,,...x,) :w este
X

derivabila partial Tn raport cu variabila x, si se obtine relatia:

172f _Th(x) _

— = X = (%, %,...X,).
Din aproape Tn aproape, se spune ci functia f = f (X) este derivabila de n

n—lf V2

ori in raport cu variabila x, daci functia g(x) :# este derivabila

n raport cu variabila x, si se obtine egalitatea:

T (x) _f9(x) _ £0)(x).
X *

DEFINITIA 7.1.6 Se spune ci functia f = f (X) este derivabila Tn raport
£ (x

cu variabila x, si % (in aceastd ordine) daca functia w =h(X) este
X

derivabila in raport cu variabila X si se obtine relatia:
i _th(x)
%I 1%
care poarta denumirea de derivata mixta de ordinul al doilea al functiei
f inraportcu x, si x . Aceastase mai noteazi si cu f§ (X).
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OBSERVATIA 7.1.9 Numarul derivatelor mixte de ordinul k pentru
functia f = f (x,x,,..X,) este Cy,, ,. Deci, pentru functia de trei variabile
f = f(x,y,z) numarul derivatelor mixte de ordinul al doilea este C7 =6.

In general, derivatele partiale mixte nu sunt egale, conform cu exemplul
urmator.

Exemplu.Fie f: §°® j,

f(x,y):%%' (xy)* (0,0)
Lo, (xy)=(0,0).

Sa se calculeze derivatele mixte ale functiei Tn origine.
Solutie. Utilizénd definitia, obtinem:

Tt (x,0) x Tt (0, y) 0.
Ty Ty
Deci,
Tf (x,0) 1f(0,0)
2 .. -
W (00) _ 928 815 o _ iy W —jim*=,

ﬂxﬂy ﬂXgﬂYg x® 0 X x®0 ¥

iar analog, se obtine:
11 (0,0) _
fiyfix

Asadar, in origine, derivatele partiale mixte nu sunt egale.

Dar, in anumite situatii, derivatele mixte pot fi egale. Acest lucru este dat de
urmatoarea teorema.

PROPOZITIA 7.1.5 (Teorema lui Schwarz) Fie f: X1 j?® j, X un

2

deschis din j?. Daca fI C*(X), aunci f¢(xy)=f8(xy),

" (xy)T X.
Demonstratie. Se considera expresia:
E=f(x+hy+k)- f(x+hy)- f(xy+k)+f(xy).
Se noteazd j (x)=f(x,y+k)- f(xy). In urma acestei notatii, expresia
E capata forma:
E=j (x+h)-j (x).
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Seobserva ca functiaj este continua si derivabila si are loc egalitatea:

jUx)=1e(xy+k)- f¢(xy). (1)
Se aplica formulalui Lagrange expresiei E si se obtine:
E=hx '(x), xT [xx+h]. 2)
Tinand cont derelatiile (1) si (2), rezulta:
E=hgfe(x,y+k)- £¢(x,y). €)
Prin aplicareateoremei lui Lagrange functiei f ¢, obtinem:
fe(x y+k)- £¢(x y)=kxf$(xh), h1 [y, y+k]. (4)
Tinand cont derelatiile (3) si (4), rezulta:
E:hxkxw(x,h). (5)

Revenind lafunctia | , sepoate observa ca:

CJ(X) _p F(xyrk)- f(xy)
lim " =lim Koy =fe(xy). (6)

Tinand cont de expresialui E inraport defunctia| , rezulta:

. E_ .. jIx+h)-j (x
W =S ( 2 ():fy¢(x+h,y)- i (xy). ™
Din continuitatea lui f$ (x,y) si relatia (5), rezulta ca:
. E_ .
Ikl(rbrr(]?:lkl(@nghxfx‘y(x,h):hxfy(x,y). (8)

Din (7) si (8), rezulta:
hxt$ (x,y) =1 (x+hy)- 1¢(xy),
deci,
ff(x+hy)- 1¢(xy)

f8(x,y)= . :
Prin trecere lalimita cand h® O si tindnd cont de continuitatea |ui

f$(x y),seobtine £$(x y)=f¢(xy)

si astfel teorema este demonstrata.

Alte forme ale teoremei sunt:
A) Dacai) exista f¢, f¢si 1§ peV,, i) 1§ estecontinuain (a,b),
atunci exista f&(a,b) si fxgr(a,b) = fy@(a, b) .

B) Criteriul lui Young

T (xy) § T (%)

Daca: i) exista
fix 0%

intr-o vecinatate v, alui (a,b),
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T (% y) g T (% y)

i) sunt diferentiabilen (a,b),
ix Ty
2 2 2 2
atunci exista Tt (ab) i ff (ab) si avem ff (ab) T (a.b) .
Ty TyTix Ty TyTix

(Diferentiabilitatea se studiaza in paragraful urmator)

OBSERVATIA 7.1.10

Teorema (criteriul) lui Schwarz este valabila si pentru functiile de trei sau
mal multe variabile si are urmatorul enunt.

Fie f:X1 j"® j, f1 C*(X), X undeschisdin j". Atunci, pentru

orice X1 X si pentruoriceindici i, j1 ¥,1£i, j £n, areloc egalitatea:

i (X)= 1 (x).

Problema derivatelor partidle se pune si pentru functiile compuse de mai
multe variabile. Aceasta problema este rezolvata de urmatoarea propozitie.

PROPOZITIA 7.16 Fie u:XI j® Al j si v:XI j® BI j,
functii derivabile in punctul x,1 X cu derivata continui. Daci functia
f:Yl j°® j, Y=A" B, are derivate partiale continue pe multimea Y,
atunci functiacompusa F (x) = f gu(x),v(x)y este derivabila in punctul x,
si areloc egalitatea:

fu dx v dx
Demonstratie. Pentru a ardta ca functia F(x) este derivabila Tn punctul

o F(x)-F U
X | X1 § trebuie aratat ca raportul M are limita finitd Tn
X=X
punctul X,. Se noteaza:

Uy =U(%), Vo =V(X), u=u(x), v=v(x).

Atunci:
F(x)- F(x) _ f(u(x).v(x))- f(u(x).v(x)) _
X- X, X- X,
1 (000V()- 1 (tv()* 1 (srv()- T (o) _
X=X
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81 (u(0) V() (o)) i+ 6 (o v() - T (e )l
X=%

Tinand cont de teorema lui Lagrange, se obtine:

f (u,v)- f(up,v)=(u-u,)xf¢(x,v), unde u, £x £u

si
f(up,v)- f(Uy, V) =(v- V) xf¢ (up,n), unde v, £h £ v.
Deci,
P FO0) ZUm s g0 )4 Y% w6 (4, n). (1)
X=X X=X X=X

In egalitatea (1), datorita faptului ca functiile u si v sunt derivabile in
punctul x, si datorita continuitatii derivatelor partiale pentru functia f
rezulta ca membrul drept al egalitatii are limita finita Tn punctul x,. Deci si
membrul stang al egalitatii (1) are limita finita Tn punctul x,, ceea ce arata
ca functia F (x) este derivabild in x, si areloc egalitatea:
F(x)- F _ - . : - .

im E ) FO0) i 9= i 6 (2 v) + lim Y i £6 (uh).

X® X4 X_XO x®x0X_XO X® x4 x®x0X_XO X® x4
Rezulta ca:

F (%) =u' (%) xf8up, Vo) +V' (%) xF.E (ug, vp)

F'(x%) _ T du(x) +Evdv(x0) _
fu dx fu dx
Daca se considera ca functiile u si v sunt derivabile pe ntreg domeniul lor
de definitie, iar functia f admite derivate partiale continue Tn orice punct al

domeniului de definitie, atunci rezulti ca F(x) este derivabila pe ntreg
domeniul de definitie si are loc egalitatea:
F(%) _ff du(x) +Evdv(x)
fu dx v dx

relatie care reprezinta formula de derivare a unei functii compuse care
contine doi intermediari care sunt functii reale de variabila reala.

OBSERVATIA 7.1.9
a) Propozitia 7.1.6 este adevirati si in cazul in care f: X1 j"® j si
contine n intermediari, adica: daca functia compusi are forma
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F(x)=f(w(x),u(X),....u,(x)), unde u:Al j® BT j, i=1Ln s
X=B"B,”..” B,, aunci:
F(x)=4 T 0,
i lu dx
b) Propozitia 7.1.6 se poate generaiza si astfel: Fie functia compusi
F: X1 j"® j definita astfel:

F (%0 %00 %) = £ (U (%0 %000 X, ) Uy (X020 %)l (X X000 %))
unde functiile u: Al j"® Bl j, i=1Lm sunt derivabile in raport cu
X, pentru orice i =1,m si functia f admite derivate partiale continue in
raport cu fiecare din variabilele sale u, , pentru orice i =1,m. Atunci F este
derivabila partial Tn raport cu variabila x, si areloc egalitatea:

gy
ﬂxk i=1 ﬂui Xk

numita formula pentru derivata partiala a functiei compuse F care are
m intermediari, care sunt functii de n variabile.

Exemplu. Fie F: X1 j® j, F(x):f(ln(x2+2x+1),sin(x2+1)) i

G:X1 j*® i,G(x,y):g(cos(x2+y2),«/x2+y2).

G 16

™ Ty

Solutie. Calculam F'(x). Daca se considerd ul(x):ln(x2+2x+1),

Sa se calculeze F'(x),

u,(x) =sin(x* +1), atunci avem ca F(x) = f (u,(x),u,(x)). Tinand cont
de Propozitia 7.1.6, rezulta ca:

Fr(x)=T Qu A du,
fu, dx fu, dx

Dar,
d_2x+2_ 2y, _
dX_(x+1)2_ -

) 2xcos(x2+1).
x+1 dx

Deci,

F'(x):ﬂx—2 +£>Qxcos(x2+1),
fu x+1 9u,
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unde Bl i ar raman sub aceastda forma deoarece functia f este
iy, flu,

derivabila, dar necunoscuta.

Daci f(u,u,) erainlocuitd spre exemplu cu f (u,,u,)=4/u, +u, , atunci

1 1 il 1

Pentru calculul derivatelor E e consideram u, (X, y):cos(x2+y2),

x Ty
U, (X, y) =4/x° +y* . Avem G(x,y) = g(ul(x, y).u, (%, y)) . Tindnd cont de
Observatia7.1.9 b), rezulta:
16 _fg fu, 9 Ju, ; 16 _ g Ju, g Ju,
X fu X fu, X Ty Tu Ty Tu, Ty

Dar,
fu, _ : fu, X
ﬂulz_ : 2 .\, ﬂuzz y
Ty 2ydn(x+¥). v C+y

Tinand cont de acestea, rezulta ca:

1G_ 19 ; 2, .2\, 19 X
— =- —=XXSN(X + Y |t Xe—ur.
T T R O A T P

Analog pentru E
iy

PROPOZITIA 7.1.7 (Teorema lui Euler pentru functii omogene) Fie
f:XI1 j"® j ofunctiereai de variabila vectoriala. Daca:
i) f esteomogeni deordin mi j ,
i) exista I i=1n,
fix

atunci are loc egalitatea:

& oqf
- x— =mxf (x,X%,,..., .
axx (%, %1001 X, )

Demonstratie. Daca functia f este omogena de ordin m areloc egalitatea:

f (0, 1, 1) St F (X %000 X, ) -
Daca membrul stdng se considera ca fiind functia compusa:
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F(t)=f(u,u,,..00,), U =tx, U, =tx,, ..., U, =tx,,
atunci, conform cu Observatia 7.1.9 @), rezulta ca:

& If
——% =F'(t).
A7) (t)
Daca se deriveaza si membrul drept inraport cu t se obtine:
‘51 ﬂf m-1
——X =mX"xf (X, %,.., X ),
A 1) (% %10 %,)

egalitate adevarata pentru orice t numar real.
Daca se particularizeaza t =1 Tn aceasta egalitate rezulta:

3 f
a x x:l% =mxf (X, %, X, ) s

i=1
care este relatia lui Euler pentru functii omogene de ordin m. Aceasta
relatie se poate generaliza la derivatele partidle de ordinul al doilea (vezi
Exercitiul 7.4.5).
Se cunoaste ca pentru functiile reale de variabila reala exista teorema lui
Lagrange. Aceasta teorema a lui Lagrange este valabila si pentru functiile
reale de variabila vectoriala si ea se prezinta sub urmatoarea forma.

PROPOZITIA 7.1.8 (Teorema lui Lagrange) Fie f:XI j*’® j,
(a,b)l X. Daci functia f=f(xy) admite derivate partisle pe o
vecinitate VIV, , aunci pentru orice (x,y)TV exista x1 (a,x) si
hi (b,y) astfel incét:

f(xy)- f(ab)=(x-a)xfe(x,y)+(y- b)xf¢(ah).

OBSERVATIA 7.1.10 Daca derivatele partiale sunt continue pe V , atunci
egalitatea din teorema lui Lagrange are urmatoarea forma:

f(xy)- f(ab)=(x-a)xf¢(x,h)+(y- b)xf¢(x,h).
Aceasta egalitate este valabila si pentru functii de n variabile, unde n3 3:

08%0e) ) =8 (1 a) S E2) (g ),

i=1n.
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2. DIFERENTIALA

DEFINITIA 7.21 Fie f: X1 j® j o functie reald de variabila reala.
Functia f este diferentiabild in punctul x,1 X daci exista L1 j si

A

q:X1 i® j cu  proprietatea Ig@mq(x):o asfel  ncét
X® X
F(x)= 1 (6)+L(x- %) +a(x)(x- %)

OBSERVATIA 7.2.1
a) Daca egalitatea din Definitia 7.2.1 se imparte cu (x- X,) si se trece la

limita, atunci seobtine L= f'(x,).

Asadar, f(x)="f(x))+f'(X)(x- %)+a(x)(x- %,)-

b) Daci se noteazd x- X, =h, aunci f(x)- f(x,) @nxf'(x). Functia
hxf '(x,), care depinde liniar de h, se numeste diferentiala functiei f n
punctul %, si se noteaza cu df(x) si are loc egalitatea
df (%,) =hxf'(x,). Pe o vecinitate foarte mici a punctului x,, diferenta
X- %, =h este foarte mica si deci ea poate fi notatd cu dx. Atunci,
diferentialafunctiel f Tnpunctul X, capata urmatoareaforma:

df (%,) = £4x,)dx.
Daca functia f este diferentiabila in orice punct a domeniului sau de
definitie, atunci diferentialasaeste: df (x) = f §x)dx.

Se observa ca diferentiabilitatea si diferentiala nu sunt notiuni echivalente.
O functie diferentiabila are o diferentiala. Diferentisbilitatea este o
proprietate, diferentiala este o expresie. Diferentiala df (x,) aproximeaza

diferenta f (x)- f(x,).

DEFINITIA 7.2.2 Se spune ca functia f ese diferentiabila de n ori in
punctul x, daca functia f(”'l)(x) este diferentiabila Tn punctul X, si
diferentialadeordin n este d"f (x,) = £ (x,) dx".

Problema diferentiabilitatii poate fi pusa si pentru functiile reale de variabila
vectoriala si se defineste astfel.
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DEFINITIA 7.23 Fie f:X1 i"® j.Sespuneci f="f(x,%,...X,)
este diferentiabila Tn punctul X, =(Xo,, Xy, X, ), dacd exista AT j,
i=lnsig:XI j"® i, i=1n cu proprietatea Q@rgoqi (x)=0, i=1n
astfel Tncat:

F(R)=F(%)+A (X - %) A+ (% - x)8 (%),
Daca functia f are 2 saul_:l% variabile, atlIJ_rici egalitatea care defineste
diferentiabilitatea are una din formele:

FO6Y)=f (5% )+ (%= %) A+(Y- Yo) A +(X- %)a (X ¥)+ (Y- ¥)d. (% Y)
F(%Y.2) = f (%, Y0, %) + (X %) A+(y- Yo) A+(2- ) A+(X- %,)au(x v, 2)+
+(Y- Yo)a (% v.2) +(z- 7)as(x v, 2).

OBSERVATIA 722 in Definitia 7.2.3 expresia g (% - %, )& (X) se

i=1
poate fnlocui cu g, (X)% (8 (X - %) , unde limg (%) =o0.
i=1 *®%
In cele ce urmeazi se pune problema legiturii ce existi fintre
diferentiabilitate si derivabilitate.

PROPOZITIA7.21Fie f:X1 i°® i, (ab)l X.Dacifunctia f este

diferentiabila Tn punctul (a,b), atunci f este continud in (a,b) si

derivabila Tn (a,b) Tnraport cu variabilele sale.

Demonstratie. Functia f fiind diferentiabila si tinand cont de definitia

diferentiabilitatii functiilor de doua variabile, se poate afirma ca exista

ABT i si g (xY), d,(xY), cu proprietatea limg, (x,y)=0, i=12,

y®b

astfel Tncét:

f(xy)="f(ab)+A(x-a)+B(y- b)+q,(xy)(x- a)+a,(x y)(y- b). (*)

Trecand lalimita in egalitatea (*), se obtine lim f (x,y)=f(ab), ceeace
y®b

arati ca f (x,y) estecontinud in (a,b). In egalitatea (*) se pune y=b si se

obtine:

220



f (x,b)- f(ab)

X- a

Trecand lalimita in (**), se obtine:
im | (x,b)- f(a,b)

x® a X- a
Deci, f(x,y) este derivabild in (a,b) Tn raport cu x. Rationand analog se

= A+q,(x,y). (**)

=A.

obtine cd f(x,y) este derivabila in (a,b) in raport cu y, A=fdab),
B= fyﬁ(a,b).

OBSERVATIA 7.2.3 Propozitia 7.2.1 este adevarata si pentru functii de
trei sau mai multe variabile.

PROPOZITIA 722 1 Fie f:X1 j*® j. Daci functia f admite
derivabile partiae de ordinul intéi continue pe o vecinitate V a punctului
(a,b)T X, atunci aceasta functie este diferentiabila Tn punctul (a,b).
Demonstratie. Tinand cont ca functia f admite derivate partiale continue
pe o vecinatate V a punctului (a, b), acesteia i se poate aplica teorema lui
Lagrange pentru functii de doua variabile si se obtine:
f(xy)="f(ab)+(x-a)fe(x,y)+(y-b)fe(ah).
Aceasta egalitate se poate scrie sub forma:
f(x y)=f(ab)+(x- a)f¢(ab)+(y-b)fe(ab)+gfe(x,y)- f¢(ab)f(x- a)+
+gf¢(ah)- f¢(ab)g(y-b).
Daca se noteaza:
fe(x,y)- f¢(ab)=0,(xy). fe (ah)- fe (a,b)=q,(x,y)

si tindnd cont de continuitatea derivatelor partiale, rezulta:

limg (x,y)=0,i=12.

i 1 (xy) 1
Tn aceste conditii vaavea loc egalitatea:

f(xy)=1(ab)+(x- a) A+(y- b)B+(x- a)g,(x y)+(y- b)a,(xy),

unde A=fg¢(ab), B= fy¢(a,b). Aceasti egalitate exprima faptul ci
functia f este diferentiabila in punctul (a,b).

OBSERVATIA 7.2.4 Propozitia 7.2.2 are o importanta deosebita n studiul
diferentiabilitatii functiilor de doua variabile (ea se poate generaliza si la
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functii de trei sau ma multe variabile) deoarece reduce studiul
diferentiabilitatii laexistentasi continuitatea derivatelor partiae.

DEFINITIA 724 Functia liniara n X si Y,
(x- a)xf¢(ab)+(y- )f¢(a,b) se numeste diferentiala de ordinul
intai afunctiei f(x,y) in (ab) si se noteazi df (a,b). Diferentiala pe o
intreaga vecinitate alui (a,b) este:

i (xy) = 1if Eni Y) gor TE(xY) dy.

fly
Aceasta se poate generaliza la functiile de n variabile si se obtine

8T (R)
()."i‘md

Operatorul d><::|”T dx+ﬂ—dy se numeste operatorul de diferentiere de
X y
ordinul intai pentru functia f (x, y). Pentru functiile de n variabile, acest

n
operator are forma dx= a ﬂ—d)g Daca operatorul de diferentiere se aplica
i=n 1
n mod repetat unel functii de doua sau ma multe variabile se obtine
diferentiala de ordin superior a acesteia
Pentru functiile de doua variabile, diferentiala de ordinul n are urmatoarea

forma:

n . ﬂnf ) E
d"f (x, dx'dy™"
( y) a_-l 1'[ 1'[ n-i dy

sau, scrisa tinand cont de modul recursiv n care se defineste diferentiala de
ordinul n, aceasta poate fi pusi sub urmatoarea forma:

.{n)
d"f (xy) :gdxH?—;dxg f(x,y),

unde seridica formal la putere dupa formula binomului lui Newton, ridicand

efectiv la puteri lungimile dx, dy, iar operatorilor %(%( li se mareste
Xy
ordinul de derivare specificat dupa formulabinomului.

Pentru functiile f:XI1 §"® j, n33, nu existai o formuli pentru
diferentiala de ordinul n alui f, deoarece nu se cunoaste formula pentru
(A+A +..+A)". In acest caz, diferentialele de ordinul n se obtin dupa
procedeul recursiv de definire a diferentialei de ordin n.
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Se considera cel mai Smplu caz care nu se Tncadreaza in formula anterioara,
adici se caculeaza d*f (x,y,z).

2
f dy i dz + 2 f dx2+21T f dxdz+21T f dxdy_o
1z ixTy fixTz fixTy 2

3
dx+ﬁdy+ﬁdzg—ﬁdx +3 ﬂzf dy’dx +....
gx z g ™ MTy-1x

d*f =d*f odf =

Deoarece se cunoaste formula_

(AL+AZ+...+A1)2:Af+A§+...+Af+2lén_ AA

rezulta:
3 T°f 3 T*f
d?f (x,%,,..x )= X2 +23 dx dx. .
() al‘HXf . .ﬂi.l‘ﬂx‘ﬂx gt

I<J

Diferentiala definita anterior este o particularizare a diferentialei Gateaux.
Aceasta se defineste astfel: fie f: X1 §"® j, X undeschisdin j" si
%, 1 X . Se spune ci functia f este diferentiabili Gateaux (dab) in X,
daci este derivabila dupa orice directie ST " In X,. Numarul fq%,,5) s
numeste diferentiala Gateaux a functiei f Tn punctul X;, iar functionala
df (%):i"® i, df(%)(5)=1q%,s), "STi", s numeste
diferentiala Gateaux a functiei f n punctul X, .

Daci se considera vectorul Nf (%,) :gan (%) K, fi (X")S (care reprezinta

e Tx % g
gradientul  functiei f),  atunc df (%,)(3) =(Nf (%,).5).

df (70)(§):énais, a,sl i, este o aplicaie liniara. Tnlocuind s =48,

i=1
i =1,n, seobtine:
el fdx e ) o i
df (%)(8)= 4% 8) = =5~ =a,, i=1n.
Considerand aplicatiileliniare pr: j"® j, prx=x, si inlocuind x =dx ,
Se obtine:
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28 T (%)
df (%) =8 /g
(%) a g, =

Exemplu. Fie functiile:

f(x,y,z,u):In(x2+y2+zz+u2), g(x,y,z):ln(xxxyyxzz).
Si se calculeze: df, d*f, dg, d°g, d"g, n3 3.

Solutie. Sestieca df (x,y,zu) :%dx+ﬁdy+ﬁdz+ﬁdu_

0% {1z fu
Dar,
i 2X i 2y
ﬁ_xz_'_yz_i_zz_'_uz ' ‘H_y_x2+y2+zz+u2’
i 2z M 2u
E_Xz_'_yz_i_zz_'_uz ' ﬁ_xz_'_yz_,_zz_'_uz'
Rezulta ca:
df (x,y,zu)=— 22 —— (xdx+ ydy + zdz+udu).
X“+y +z°+u
Sestieca:
2 2 2 2 2 2
d*f =11117de2+%dy2+%dzz+%du2+2%dxdy+21¥x1}czdxdz+
2 2T ayaze 21 ayau+ 2 dzou.
xflu yfiz Tyflu Tu

Pt _2(—x2+y2+22+u2) 2 _2(x2—y2+22+u2)
owe (X2+y2+22+u2)2 YA - (X2+y2+22+u2)2
f _2(x2+y2— zZ+u2) Pt _2(x2+y2+22_ uz)

2 2 2 2"
1z (x2+y2+22+u2) u (x2+y2+22+u2)

Analog se calculeaza derivate mixte de ordin doi.
Inlocuind in formula diferentialei de ordinul al doileaafunctiei f , seobtine

d*f (x,y,zu).

Functiel g (x, Y, z), pentru a-i putea gasi in mod simplu derivate ce intervin
in diferentialele cerute, i se face urmatoarea transformare:
g(x y,z)=xInx+ylny+zinz.
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Sestieca:
dg :‘”—gdx+mdy+‘”—gdz,
X I\ 9z

unde: ‘ﬂg =lnx+1, T9 _ =lny+1, m:Inz+1. Deci,
y 1z
dg =(Inx+1)dx+(Iny+1)dy+(Inz+1)dz.
Sestieca:
2 ﬂzg 2 ﬂzg ‘ﬂg ‘ﬂg ‘ﬂg
= — d 2—=—d 2—=dxdz+2—=dydz.
0°g =g X Hqp ' Ty O F2q Oy 2g oz y‘ﬂdyz
2 2
undeﬂgzl,ﬂgzl,ﬂg:l, e :‘Hg :‘Hg =0. Deci,
X x Ty y fx z Xy WXz 1Tyfz

d®g :ldx2+ldy2+1dzz.
X y z

Pentru calculul lui d"g, n3 3, nefiind o formula pentru astfel de
diferentiale Tn mod general, se aplica principiul de deducere al acesteia din
aprogpe n aproape. Dar, dupa cu s-a vazut acesta este destul de greoi.
Totusi se stie ca diferentiala de ordinul n a unei functii de mai multe
variabile contine doua sume distincte: suma in care intervin derivatele
patiae de ordinul n Tn raport cu fiecare variabila Tn parte si sumain care
intervin derivatele partiale mixte de ordinul n. Tn cazul functiei g(x,y,z)

suma derivatelor partiale mixte de ordinul n este O, deoarece derivatele
partiale mixte de ordin doi dupa cum se observa sunt nule.

Deci, d”g:ﬂ ?dx”+ﬂ ?dy”+ﬂ ?dz”.
ix iy fz

g_(-9"%n-2)! g _(-1"%n-2)! T°g _(-1)"%n-2)!
X" X" " y" y! 4 " '
Asadar,

n _/ a0 ®1 ., 1 ,, 1 .0
d g(X’y’Z)_(_ 1) >(n_1)!gxn—l dx +yn—ldy +Zn—ldZ 5

O clasi importantd de functii sunt functiile compuse. Tn continuare, se pun
in evidenta céteva reguli pentru determinarea diferentialei  functiilor
COMpuse.

PROPOZITIA 7.23 Fie DI ™, EI j" doua multimi deschise. Daci
j :D® Esi f:E® j" suntdoua aplicatii cu proprietatile:
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i)j diferentiabilain al D,

ii) f diferentiabilain b =j (a),

atunci  functia compusi  foj este diferentiabila n
d(foj )(a)=df (b)odf (a).

Q|

Si

Se stie ca matricea asociata compunerii a doua aplicatii liniare este produsul
matricelor celor doua aplicatii. Tinand cont de Propozitia 7.2.3, se obtine

egalitatea:
3. (3)=9,(b)3 (a).
Exemplu. Fie D,El j® doui multimi deschise si j :D® j?,
i (xy)=(uv), T:E® i, f(uv)=w, w(xy)="f(u(xy).v(xy)).
Tindnd cont de egalitatea anterioara, se obtine:
afu fuo
agw fwo_adft ff o¢fx Ty
Ex Tygy &Tu Tweelv Ty+
Sx yg

In continuare se pun in evidenti citeva propozitii care arata utilitatea
practica adiferentialei.

PROPOZITIA 7.2.4 Conditia necesard si suficientd ca df (x,X,,...,X,) si
fie identic nula pe X1 ", este cafunctia f (x,X,,...,x,) si fie constanta

n

pe X1 j".

PROPOZITIA 7.25 Daca expresia diferentida E=g§ P (X)dx,
i=1

X = (%, %,... %,) este diferentiala unei functii f(x,X,,...X,), atunci
af S

— =P (X) sl reciproc.

x (x) si recip

Demonstratiile acestor doua propozitii sunt imediate.

3. UNELE APLICATII ALE DIFERENTIALEI
A. FORMULA LUI TAYLOR

Tntr-un capitol anterior s-ademonstrat formula lui Taylor pentru functii reale
de variabila reala. Aceasta formula poate fi generalizata si pentru functii de
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doua sau mai multe variabile. Tn cele ce urmeaza se da formula lui Taylor
pentru functii de doua variabile.

PROPOZITIA 7.2.6 (Formula lui Taylor pentru functii de doua
variabile) Fie f:X1 j?® j diferentiahili de n ori n (ab),
(a,b)T X. Atunci are loc egalitatea:
1€Tf (ab Tf (a,b U
120 g 20y o)
g fx Ty a

£ (a,b . 2f (a,b)C
280 a0y oz a)(y- o) AP g ().
unde:

f(x,y)="f(ab)+

L(n+1)

R (xy)= (nil) e1:1((x )+ﬂ—1L(y- b)é f ga+(x- a)x.b+(y- b)agal (0.).

Aceasta egalitate poarta denumirea de formula lui Taylor pentru functii
dedoua variabile.

Demonstratie. Restul R (X,y) este dat n expresia anterioarad sub forma
unui operator gplicat functiei f . Operatorul este similar cu operatorul

pentru determinarea diferentialei de ordinul n+1 n functiile de doua
variabile.

In continuare, rationamentele se fac pe segmentul care uneste pe (a, b) cu
(x,y) cainfiguraalaturata.

Ya

V(a,b)

Fie | ()= (a+(x— a)t, b+(y- b)t), ti [01. Se obsava ca
j (0)=f(ab) iar j(1)=f(xy). Deoarece functia f(x,y) este
derivabila de n+1 ori, rezulta ca si functiaj este derivabila de n+1 ori pe
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intervalul Tnchis [0,1]. Deci, acesteia i se aplica formula lui Mac-Laurin.
Conform acestei formule se obtine relatia:

()= (0)+ 14 (0)+ 5 "(0)++5j °(0)+

al (0.1).

tn+l

(n +1)!j " (ax),

Dar, pentru t =1 se obtine:

f(xy)=f (a,b)+j '1(!0) o "2(!0) - (”)n(o) o] ((:qu')

Pentru a cacula derivatele j '(0),j "(0),....] (") (0).] (n+2) (q) se calculeazi
derivatele functiei j (t)=f (x(t),y(t)) considerata ci o functie compusi

cu doi intermediari pe segmentul | care uneste punctul (a,b) cu un punct
arbitrar (x,y)1 Vi fixat, unde: x(t)=a+(x- a)t, y(t)=b+(y- b)t,
variabila independenta fiind t. Deci, (x(t),y(t))7 I. Tindnd cont de
aceasta, se obtine:

qf i
t)=—(x-a)+—(y-b
(1) = (- @)+ (v-b)
Rezulta ca:
: Tt (a,b) Tt (a,b)
'(0) =——(x- a)+ -b
§(0) =g (e @)+ = (v )
RN - i LS I et °f RS
§ (1) = g (- @)+ (- D) @) g (v-B) g (- )y~ )

Tindnd cont de egalitatea derivatelor mixte obtinem ca:
2
f
(x- a)(y-b) + 2 (y- )"

2 2
()= (e a) + 2

x* Txtly Ty*
Deci,
17°f (ab 17°f (ab 17°f (ab .
20 oy« LR )y )+ L2y ()

Astfel, s-a obtinut a treilea termen din formula lui Taylor pentru functii de
dous variabile. Tn mod analog se calculeaza j "(0), ...,] (n) (0), (n+2) (0) si
prin Tnlocuire in formula lui Mac-Laurin pentru functia j (t) se obtine
formula lui Taylor pentru functii de doua variabile.
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OBSERVATIA 731
a) Egdlitateadin Propozitia 7.2.6 se mai scriesi astfel:

g é1 8 T*f(ab i ki
e1 81 (a )(X— a) (y_ b) E+Rﬂ(x,y),
u

f =f(ab & —
(X’y) (a’ )+e’lgﬁi=o ﬂXIﬂXk_I

1%, 1 (uv)

k n- k
(1)1 &, O g @) ol

iar u=a+(x- a)q, v=b+(y-b)g,ql (0,1).

b) Daca in formula lui Taylor se considera n=0, atunci se obtine formula
lui Lagrange pentru functii de doua sau mai multe variabile.

c) Folosnd diferentiala, formula lui Taylor pentru f (x, y) n punctul

unde R, (x,y)=

(a.b)l X este

1 1 1.
f(xy)="f (a,b)+idf (a,b)+5d2f (a,b)+...+ﬁd f(a,b)+R (xYy).
d) Daci f(xy) ese diferentiabila de n+1 ori pe V,,, aunci
(" )(xy)1 Viar)» ($)(x,h) pe segmentul care uneste pe (a,b) cu (xy)
1 n+l
i f(xh).

(n+
e Daci f:XI1 {j"® j ofunctiede n ori diferentiabila pe deschisul X,
atunci " al X fixatsi X1 X, exista Al [é,i] astfel incat

astfel incét R (x,y) =

f(Y):f(a)+%df (5)+%d2f(5)+...+$d”f(a)+(n+l)! "L ().

B. PUNCTE DE EXTREM
n cele ce urmeaza se considera f: X1 §°® j, dar rezultatele obtinute
pentru aceasta functie se vor generaliza pentru functiile de n variabile.

N . 0
DEFINITIA 731 Fie f:X1 j?® j si (ab)l X. Daci exista
VIV (ab) astfel incét:

i) f(ab)- f(xy)<0, pentru orice (x,y)T V, atunci punctul (a,b)T )O(

se numeste punct de minim local pentru f (x,y);
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i) f(ab)- f(xy)>0, pentru orice (x,y)T V, atunci punctul (a,b)l X
se numeste punct de maxim local pentru f (x,y).

Daci inegdlitatile i) si ii) sunt satisfacute pentru orice (x,y)T X, atunci
extremele se numesc globale. Conditia necesara ca (a,b) si nu fie extrem

globa este IX!@T f(x,mx)=+¥.

y=mx

Se stie ca pentru functiile reale de variabila reala, minimele si maximele
verifica teorema Fermat. Aceadta teorema poate fi generalizata si pentru
functiile de mai multe variabile astfel:

PROPOZITIA 7.3.2 (Teorema lui Fermat) Daci f: X1 j?® j si

0
(a,b)T X este un punct de extrem locdl al functiei f (x,y), atunci rezulta
ca:
f(ab f(ab
ff(ab) o fF(ab)
fix 0%
(se presupune ca derivatele partiale exista).
Demonstratie. Daca punctul (a, b) este un punct de extrem local al functiei

f(x,y), atunci acest punct este de extrem local si pentru functiile
g(x)=f(xb), h(y)=f(ay). Dar, aceste functii sunt functii de o
singura variabild si rezulti ca g'(a)=0, h'(b)=0. Deci, rezulta:
Tf (a,b) 1t (a,b)

A% —ggi ——L =0,
X Ty

OBSERVATIA 7.3.2
a) Casi lafunctiile reale de variabila reala, reciproca acestei teoreme nu este
Tn general valabila.

b) Punctele interioare ale lui X pentru care df (x,y) =0 se numesc puncte
stationare defunctiei f (x,y).

¢) Tinand cont de punctele @) si b) rezulta ca multimea punctelor de extrem
a une functii de mai multe variabile este inclusi in multimea punctelor
stationare.
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d) Punctele stationare ale functiei f (x, y) care nu sunt puncte de extrem se
numesc puncte sa si sunt echivalente punctelor de inflexiune ale functiilor
de variabila reala.

PROPOZITIA 733 (Determinarea punctelor de extrem) Fie
f:X1 §j°® j ofunctie care admite derivate partiae mixte de ordinul al
doilea continue pe o vecinatate V a lui (a,b) si (a,b)l X un punct
stationar. Daca se noteaza:
_Tf(ab) T°f(ab) e
S v g

1°f (a,b)
S
1°f (a,b)

XZ

( o
By &
atunci:

i) pentru D>0 si <0, rezultd ca (a,b) punct de maxim local.

ii) pentru D> 0 si >0, rezulta ci (a,b) punct de minim local.

iii) pentru D<0, rezulta ca (a,b) nu este punct de extrem.

Demonstratie. Se considera formula lui Taylor de ordinul al doilea pentru
functia f (x,y):
f(xy)="f(a b)

(-2« 2y e

1 éff (a,b)
0%

s T
1 é1°f (a,b) 2 °f(ab) 1°f(ab)
o A Gl v vy v

Tinand cont de faptul ca (a,b) este punct stationar si Ii®mR2(x, y)=0

y®b

{y- b)23+ R, (xY).
a

rezulta:
13 71 (ab)
f(x,y)="f(ab X-ajly- b)x——="+
()= 1 (a6)+ LR o) - a)y- o)LL
1 7%f(a,b
"2 ﬂ(y—z )>(y- b)",
pentru orice (x,y)I V, unde V este o vecinatate foarte mici a punctului
(a,b). Dacd se noteaza:
Tf(ab) __ ff(ab)__ Tf(ab)_
ﬂXZ e ‘ﬂx‘ﬂy =8, ‘Hyz A2
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atunci rezulti ca:

E= 1 (xy)- f(ab)=21y- b & gy- os 28, +a223
A

Se observi ci pe vecinitatea V apunctulw (a,b), semnul expresiei E este

dat de expresia din paranteza dregpta. Dar, aceasta expresie poate fi

considerata un trinom de gradul a doilea in variabila t:%. Cum

D=4a’,- 4a,»,, =- 4D, atunci daci D <0, (deci, D>0) trinomul are

peste tot semnul lui a,, . Deci, cu dte cuvinte, daca:

i) D>0 si a,= %<O rezulta ca f(xy)- f(ab)<0, adica

punctul (a,b) este un punct de maxim;
11 (a,b)

i) D>0 si a, = ——~>0,rezultaca f(xy)- f(ab)>0,
X
adica punctul (a,b) este un punct de minim.
iii) pentru D<0, f(xy)- f(ab) are variaie de semn pe vecinitatea V,

deci punctul (a,b) nu mai este punct de extrem.

OBSERVATIA 7.3.3
a) Daca D=0, nu se poate afirma nimic despre natura punctului (a, b),

adici (a,b) poate fi punct de extrem sau nu. Aceasta afirmatie rezulta din
exemplul urmator.

Exemplu. Se considera functiile f(x,y)=x’+y* si g(xy)=x"+y® si
(a,b) =(0,0). Se observi ci (0,0) este punct de minim pentru f (x,y) si
nu este punct de extrem pentru g(x,y), dar in ambele cazuri D=0.

b) Propozitia anterioara este valabila si pentru functiile de trei sau mai multe
o )
variabile. n cazul in care (a,,a,,..,a,)1 X este punct stationar pentru

Tf(a.a,..8)
™I,

functia f (x,%,,... X,), seface notatia a; =
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c) Se considera forma patratici q(x)= & %X, . Spunem ci q(x) este

1£i,j€n
pozitiv definiti daca q(x)>0," XT " \{6} :
d) Daci q(x) este pozitiv definita, atunci exista ki j astfel Tncat
a(x)2 k[x[", " xT .
e) Fie X1 j" undeschis, 1 C*(X) si al X un punct stationar (critic)
pentru f. Daca d*f (&) este pozitiv (negativ) definita, atunci a este un
punct de minim (maxim) pentru f (generalizarea Propozitiel 7.3.3).

’f(a)o
ail ( )+ are toate valorile proprii strict

g ™I% G-in

j=1,n

f) Dacd matricea H(a)=

pozitive (strict negative), atunci d*f (&) este pozitiv (negativ) definita.
Tindnd cont de observatia7.3.3. €) + f) se obtine urmatoarea propozitie.

PROPOZITIA 7.34 (Teorema lui Sylvester) Fie f:X1 j"® j si

(a,a,,....a,)1 )0( punct stationar al functiei f (X).

L a,
a a, a, a; a, &,
N Do a, a, ot Lo
|) Daci a11>0s . >0, aZl a22 a23 >O,..., ! ! L ! >O,
1 2 a?7 a?7 a33
1 2 Ay L B

atunci punctul (a,a,,..,a,) este punct de minim local pentru
(%05,

8, 4, a;
i) Daci  a,<0, :121 :212>O, a, @, a,<0, .,
s & & ag
a, a, L a,
(-9’ 3M21 aAT t a;n >0, atunci punctul (a,,a,,...,a,) este punct de
a, a, L a,

maxim local pentru functia f (X,,,...,X,).
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Exemplu. Sa se determine punctele de extrem ale functiei f:j*® j,
f(XY,2) =23 +2y* + 22+ 2xy +2yz+2(x+y+2)+7.

Solutie. Algoritmul de determinare a punctelor de extrem pentru functiile de
mai multe variabile are doua etape distincte. Mai ntd determinam puncte

1

i g =0

: X

IE:O
stationare ale functiei f (x,,%,...,X, ), adici rezolvam sistemul H1x,

Iy

i

I_f:O

1 1%,

Apoi, separam punctele de extrem din multimea punctelor stationare
folosind teorema Sylvester.
Concret, din exemplul dat, rezulta:

ki

.I._:O

Iﬂ? ] 4x+2y+2=0
%%—:Ot>}4y+2x+22+2:o.
[ [2z24+42y+6=0
9

}‘ﬂz

Acest sistem are solutia (-35,-8), adica x=-3,y=5,z=-8. Dedi,
multimea punctelor stationare are doar un singur element.

Se verifica cu gutorul teoremei Sylvester daci punctul (-35,-8) este
punct de extrem. Pentru aceasta este nevoie de numerele g, care reprezinta
valorile derivatelor de ordinul a doilea si derivatelor mixte de ordinul al
doilea in punctul (-35,-8). Obtinem: a, =4, a,=a,=2, a,=4,
Ay =8y =0, 8,=8;,=2, 8,=2.

Dar,

a,l 4 2 0

4 9 a; &,
:‘2 4‘:12>0’ ay &, a3=(2 4 21=8>0.
&y &, ap (0 2 2
Conform teoremei Sylvester, rezulta (-3,5,-8) este un minim loca al

a, a,

a,=4>0,
: ay ay

functiei f(xy,z).
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OBSERVATIA 7.3.4 Exercitiul anterior poate fi enuntat si sub forma:

Si se aate ca 2x°+2y’+Z° +2xy+2yz+2(x+y+z)- 40>0, pentru

orice (x,y,2)T i°.

Exemplu. Sa se cercetezedaci (0,1 ), | T i, sunt puncte de extrem pentru
2x+3y

fri?® i, f(xy)=xye
Solutie. Gasim punctel e stationare:
i9f _

tﬂx_o }2xye” ¥ (1+x) =0  2xy=0 i1+x=0

i U | Ui ) sal | .
i _y  §Xe¥(1+3y)=0 §x*°=0 11+3y=0
Ty

Asadar, obtinem punctele critice (0, y)yi sl g?l— %9 Deci,
i o

f(xy)- f(0,y)=xye™™.
Distingem cazurile:
i) y<O.In acest caz, (0,y) este punct de maxim pentru functia f,

deoarece existd o vecinitate alui (0,y) astfel incat f (x,y)- f(0,y)<O.
ii) y>0. In acest caz, (0,y) este punct de minim pentru functia f,
deoarece existd 0 vecinitate alui (0,y) astfel incét f (x,y)- f(0,y)>0.
iif) Expresia f (x,y)- f(0,y) nu are semn constant pe nicio vecinitate a
lui (0,0). Deci, (0,0) nu este punct de extreme pentru f .

Pentru g?l— 52 nu se poate stabili cu ajutorul definitiei daca acesta este
2

sau nu punct de extreme si se foloseste teorema lui Sylvester. Obtinem:
_ 2 a; &, _3
S B 8y €
punct de minim local.

a,

3 - ) 16
=—, = =0, >0. Ded, ~-1,-== este
a, & a, =a, 8l 35

Asadar, se poate afirma ci xzye2”3y+%>0, "(xy)T i | $r>0,

9x* +9y” +18x+ 6y +10<9r?.
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In cele ce urmeaza se pune problema aflarii punctelor de extrem cu
legaturi pentru o functie cu n variabile, dandu-se algoritmul de rezolvare al
acestei probleme. Problema se formuleaza astfel.

Si se dle punctele de extrem pentru functia f(x,x,,...,x,), stiind ca
acestea indeplinesc conditiile:
11 (%0%,%,) =0
0 2(6%0%)=0 Dl g m) 4 g
il D(X, %10 %)

b (%%,%,) =0

o N

ix, T X,

. . . T“ 2 T“ 2 T“ 2

L

unde —D(J vl 2] m) =% % .-
D(&’XZ""’M) I_ I_ I_ I_

in o | fin

i, T X,

Conditiile din aceasta problema mai poarta denumireasi de legaturi pentru
puncte de extrem. Pentru a rezolva aceasta problema se urmareste
urmatorul agoritm:

i) Se condruieste functia lui Lagrange:

f (X Xyres Xyl 11 el ) = (xlxzxn)+éil 1j 2 (% %00 %) = F(X),

unde | i =1,m sunt variabile noi si poarta denumirea de multiplicatorii lui

Lagrange. (X =(X, %, X,))-
ii) Sedetermina punctele stationare ale functiei lui Lagrange.
i) Fie (a,a,,...,a,,m,m,...,m,) unul din punctele stationare ale functiei

lui Lagrange (adicd, punctul (a,,a,,...,a,) este punct stationar a functiei
f (X)).
Se calculeazi diferentiala d*F (X) (F(X) =F (X,%,...,X,, M, M,...,m,)).
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1dj,(a,a,..a,)=0
0

[
id =
iv) Serezolva sitemul | i 2(2:2:-.3))

i
tdi . (a.a,,..8,)=0
n care necunoscute sunt dx;, dx,,...,dx,dx_.,,...,0X, .
Seexprima dx, dx,,...,dx, Tn functie de celelalte necunoscute dx,,,, ..., dx, .

V) Aceste valori se Tnlocuiesc n diferentiala de la punctul iii), Tn care se
inlocuiesc si X, %,,...,X, CU &,,4a,,...,a, si Seobtine urmaitoarea egalitate:

d°F (a,8,,2,)= Q gdxdx,
i,j=m+l
care este o forma patratica.
vi) Acestei forme patratice i se aplica teorema lui Sylvester pentru a decide

natura punctului stationar (a,,a,,...,a,). Daci a a,dxdx; este pozitiv
i,j=m+l

(negativ) definita punctul (a,,a,,...,a,) este punct de minim (maxim) al lui

f (X) ce verifica legaturile.

OBSERVATIA 7.3.5 Etapele acestui algoritm sunt prezentate pe larg in
capitolul 8 paragraful 5.

Exemplu. Sa se afle paraelipipedul de volumul maxim ale carui dimensiuni
sunt supuse conditiilor:
IX+y-z=4
% X-y-2=8
Rezolvare. Din punct de vedere matematic, problema mai poate fi enuntata
si astfel.
Si se afle punctele de extrem ale functiei f (x,y,z) = xyz care indeplinesc
conditiile:
IX+y-z=4
% X-y-2=8
Pentru rezolvarea acestei probleme se foloseste a goritmul prezentat.
i) Se condruieste functia lui Lagrange:
f(xy.zl.l,)=f(xy.z)+1% ,(xy.2)+1,j,(xY2)
sl se obtine:
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f(xy.2)=xxyz+l,(x+y- z- 4)+1 ,(x- y- z- 8).
i) Se determina punctele stationare ale acestei functii, rezolvand urmatorul
sistem:

Iﬂf -0
|'”X
.:.E:o iyz+l, +1,=0
i 1 Ixz+1,-1,=0
”” =0 b j|[xy—l -1,=0.
|'”Z
i o I x+y- z—4 0
|.”|_:O fx-y-2z-8=0
i
:E:O
11,

i

Ix=3

i

..y:_2

!

Solutia acestui sistem este: {z=-3

:
fl2=-75

Deci, functia lui Lagrange admite un singur punct stationar si acesta este

% .33 3 1506

& 2" 2%
3 156 3..3 3 15
i) F(x,y,z)=f x, VZ,— ,——-—x Z+—X+—y-—2- 6- —X+
) F(xy.2) gk 5 5= YTHXETY 5
+Ey+Ez+6O XXy *xZ- 6X+9y+6z2+54.

Acestel functll i aﬂam diferentialade ordinul a doilea:

2 2 2
'”F f TP a2 TP 42 2TF Gy 2T G 21°F

d?F(x,y,z 24
(xy.2)= Y T2 1z iz

dydz.

Deci,
d’F (x, y, z) = 2dxdy + 2dxdz + 2dydz .
iv) Serezolva sistemul
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jdi,(3-2-3)=0 g ldx+dy-dz=0

tdi,(3-2-3)=0  {dx-dy- dz=0
2dx- 2dy=0b dx=dz,
2dy=0b dy=0.

Seinlocuieste dy =0 si dz=dx, x=3, y=-2; z=-3 indiferentialadela
punctul iii) si se obtine:

d’F (3,-2,-3)=2dxdzb d’F(3,-2,-3)=2dz*P df (3,-2-3)>0.
Rezulta ca punctul stationar determinat este un punct de minim a functiei
f (x,y,2) =xyz care verifici legaturile date.

4. EXERCITII REZOLVATE

EXERCITIUL 7.4.1 Folosind definitia derivatel, si se calculeze derivatele
urmatoarelor functii:

a) F(x):ge\/xh/xh/; L 9

cos" Xg

x O

,arctg +.

N 1-Xg
Solutie. Se observa ca functiile date sunt functii vectoriale de variabila reala
de forma F(x)=(f,(x), f,(X)). Derivata functiilor are sens numa in

domeniul de definitie. Daca X, este un punct a domeniului de definitie,
atunci sestieci F(x) este derivabild Tn acest punct daci exista si este finita
®x  X- X,

a) Fie F(X) - ( fls(X), fZ(X)) ’ unde fls(X) = X+m §| fZ(X) :—Coi-n ” .

Indicele superior din f, reprezinta numarul radicalilor. Se observa ca

b) F(x) = gearccos
e

si aceasta limita este F '(x,) .

F:D= [0¥)ge. } +ka ® j2.
12 Ud ¢

Fie x,1 D.Avem:
lim F(X)' F(Xo) — Iim&ff(x)- fl3(x0) fz(X)' fz(xo)g
o X=X g X=X X=X g
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Iimleim\/x+m— \/xo +m _

X® X X - XO X® Xy X - XO
1 1 1
PYE to toT ’
2f3(x)  2f2(x)  2f1(x)
1 1

lim f,(0) - f,00) _ lim cos’x cos'x, _ 1 lim COS" X, - COS" X _
®% X=X X® X X- %, cos" X, *®% C0S" X(X- %)

_hsinx,

x0s™ ! X, = nXgx,.
cos" % %

i 3 )
Deci, IimM:? kl ,Nx tgz<0 9 Rezulta ca:
®x X=X, 8244 f°(x) cos'x g
Aag 1 tgx, 0
F '(XO) = _a. ’n n -
25 1500) " cos'x g
Cum x, afost alesarbitrar in domeniul de definitie, rezulta ca:
agéd 1 ntgx O
F(X=cca ———=
M7828 17 ws x5

OBSERVATIE. Se poate generaliza Iludand n  radicadi, adica
fl”(X)=JX+m si atunci F'(X):g%é_ 1 ntgx O
e

e 1) " cos” x g

X
NP

fz(x):arctgl%, F:D=j,® i’ Fie x,1 j,.Atunci % 1[0
X

J1+X

b) Fie F(x) = (f.(x), f,(x)), unde f,(x) = arccos

D )
—2 17]01.A :
si T+x, [0,D). Avem

lim F(X)' F(Xo) :|im$rl(x)_ fl(xo) fz(X)' fz(xo)g’

% X- X% g X=X X=X g
arccosi— arccos %
_ 1+ 2 1+ 2
Dar, im0 06) _ iy X N2
X® X X - XO X® Xy X - XO
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Se stie ca arccosa - arccosb =arcsin(b - v/1- a2 - a\/l— b?),
(")a,b1 [0,1).

S e
- + +
Dedi, lim 107 h06) _ i, S TSP IS I
X®% X=X, X® % X- X%, 1+ X5
si,
; ; arctg 135 - arctg 1i(°
lim Z(X)' z(xo):“m X X
X® X4 X - XO X® x4 X - XO
. _ a-b .
Sestieca arctga - arctgb = arctg ot (")a,b>0. Dedi,
arctg X2 %
limf20- B0 _ i Xt @A) 1
®x X=X, X® % X- X, 1+ 2%, + 2%
Deci, lim- X FO) & 1 ! 2 Rezulta ca:

®x X=X g 1+ " 142%, + 2% 5
®-1 1 0
F' = , =.
) &1+ "1+ 2% +2x¢

Cum x, afost alesarbitrar in domeniul de definitie, rezulta ca:

F,(X)_ae-l 1 0
S 142X +2X

EXERCITIUL 7.42 Fie f :[ab]® j, k=0m, functii continue pe

[a,b] si derivabilepe (a,b) si a£x <X, <..<x, £b.Si searateci exist

fex) fex) L fe(x)

o) filkx) L 100 _g
N N N

fo () f06G) L fo(x)

X1 (X, %), k=1Lm- 1, astfel incat
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Solutie. Se considera functia:

fo() (0 L f.(X
fo(x)  f.(x) L f,(x)
l l (..

fo () fi (%) Lo fa(%)
Se observa ca F(X) este o functie Rolle pe intervalul [x,X.,],

(")k=1m- 1. Deci, exista x1 (x,x,) astfel incat F'(x)=0. Dar, daci
D(x) :|fij(x)|0£i£n , unde f;(X) sunt derivabile, atunci D(X) este o functie
O£ j£n

F(x) =

derivabild. Senoteazd D, (x) functiacare se obtinedin D(x) prin derivarea

n
liniei i. Deci, D'(x)= é D, (X). Tinand cont de acest rezultat, rezulta ca
i=1

F'(x) ese:

fe) e L f¢(X
fo() f(x) L f.(x)
M M M

fo (X)) fL(x) L f(x)

F'(x)=

si exercitiul este rezolvat.

EXERCITIUL 743 Fie F:j ® j*, F(xX)=(cos(axxb),sin(ax+b)). Sa
searate ci F(X) esteindefinit derivabila si si se calculeze F™(x).

Solutie. Functia F(x)=(f(x), f,(x)) este indefinit derivabila, daca
functiile f,(X) si f,(X) sunt  indefinit  derivabile i
FOx) =(f"(x), £,7(x), (") n3 1, nl ¥.

Functiile  f:j ® [-11]], i=12, unde f,(X) =cos(axtb) i
f,(X) =sin(axxb) sunt indefinit derivabile,

deci F(x) =(cos(ax+b),sin(ax+b)) esteindefinit derivabila.

Acum: f, (x) =cos(axxb), f¥x)=-asin(axxb)=-acos(ax+b +%) si
f®x) =a’sin(ax+ b+%) =a’ cos(ax * b+27p) . Seobservi ci:

£ (x) = a" cos(ax b+%).
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Se presupune aceasta lege adevarata i se demonstreaza ca
+
f.™(x) =a™" cos(ax+ b+ nTl p) . Avem:

. ¢
109 (x) = (10 (%)%= ga" scos(axx b +m)§ = - a™hein(ax £ b+%) =

& 2

=a™" xcos(ax + b+@) :

Deci, conform inductiei, rezultd ci f ™ (x) = a" cos(ax + b+%), (" )nT ¥.

Analog se procedeazi cu f,(x) si seobtine f,”(x)=a"sin(ax+ b+%) _
Deci,
F(X) :g%” >cos(ax1rb+%),a” >sin(ax¢b+%)2.

EXERCITIUL 7.44 Fie D={xI j|axtb>0 si F:D® j?, unde
F(x) :EEL, In(ax b)g. Sa se arate ca F(x) este indefinit derivabila si
8ax1rb ]
si se calculeze F™ (x).
Solutie. Functiile fl(x):L+b si f,(x)=In(axxb) sunt indefinit
ax+

derivabile, deci functia F(x) ese indefinit derivabila si
F® )= (" (x), £, (¥) .-

-a 1)Qa2 -1 >Ga3
Avem: fx) = @axzb) f. @) = (axzb)® f%x) = (axzb) Se
-D "1 a”
presupune ci ™ (x) :% este adevarata si se demonstreazi ca
_\n+l 1"+t
£ (x) = 1)(ax>frnb;”1+)2-a . Intr-adevar:

f (n+1) (X) — ( f (n) (X))¢: a' 1)” xnla” 9-¢: (_ 1)n+l )(n+1)!an+l .
1 1 & (axib)’”l ﬂ (axib)”+2

(- D"xn'a"
(axib)”+l )

Atunci, conform cu principiul inductiei , avem ca f,"”(x) =
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a’ 1x23a°

a -
Analog, fZQX) = ﬁ, fZQX) = m y fZQKX) = m yaeen
_ 1\l _ 19N
presupune ca f,”(x) = ( 1)( ﬁnb)r})'a este adevirati si se demonstreazi
ax=*
_ 1\n+2 | qntl .
ci £,("(x) _(h7onta® Intr-adevar:

(axi b)n+l

(1) 1o — [ £ (1) 7o \C_ &~ D™ xn-1la" f_3¢: (- D" xnla™
0= (0 e i 5 e

Asadar, conform cu principiul inductiei, avem ca:
_ n+l _ 19N .
(0 (=D A DI gy
(axtb)"
Deci,

&-1)"xla” (-)"xn- Dla° g

F™(x) = :
) & (ax+b)™ (axth)" g

EXERCITIUL 7.45 Fie f(x,¥,2z) o functie omogena de ordinul n, care
admite derivate partiale de ordinul doi continue. Sa se arate ca:
¥ ﬂzz y? ﬂzz + P ‘HZZ PPV IS S P
fix iy fz ixTy ixYz iylz
n(n- Y xf(x,y,2).
(relatia Euler deordin doi pentru functii de doua variabile).
Solutie. Conform relatiei lui Euler se obtine:

(n- 1)><xﬁ+(n— 1)xyﬁ+(n— l)XZE: n(n-)xf(x,y,2). (1)
fix 0% fz

Functiile EEE sunt omogene de ordinul (n- 1). Deoarece f(X,Y,2)
x Ty 1z

este omogena de ordin n, aunci ae loc egalitatea

f(tx, yt,tz) =t"xf (X,y,2). Se deriveazid egdlitatea in raport cu x si se

obtine:

f&tx, yt,t2) =t" xf €%, y,2) P f&tx ty,tz) =t"*xf €x,y,2).
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Deaici rezulta ca jT—f este omogena de ordin (n- 1). Analog se arata ca jT—f
X y

si bl sunt omogene de ordinul (n-1). Asadar, functiile oIt ﬂ— si il
fz T Ty fz
verifica relatialui Euler si se obtine:
2 2 2
l Z +y‘ﬂ f,, I
fix Xy XYz
7f LT, 1°f
X + =(n- DxfKx,y,z 3
.Mxyﬂyz ‘IMT( )xf&x,y,2), ©)
1 f 1 f 1 f
X + +z =(n- D) xfEx,vy,z 4
ﬂzﬂxyﬂzﬂy 7 =(n- Dxigxy.2). (4)
Tnmultind relatia (2) cu x, relatia (3) cu y, relatia (4) cu z, adunand
relatiile obtinute si tinand cont de relatia (1), se obtine
2 2 2 2 2 2
SCLILIMIVY i B S PV L PSS i PSS
fix iy fz ixTy ixYz iylz
n(n- Y xf(x,y,2).

=(n- DxfExy,2), 2

OBSERVATIE. Daci functia f(x,X,,...,x,) este omogend de ordin n si
admite derivate partiale mixte de ordinul doi continue, atunci

axkzﬂ L +28 xx Tf =n(n- D xF (4, %000 X,) -
™ g M,
EXERCITIUL 7.4.6 Fie f(X,%,..,X)= 1 . Si o=
PE+X+ et

calculeze:

n ﬂ f ﬂZ f
A X 7 +2a XX,
™« ‘ITXk‘ITX

Solutie. Se observa ca functla este omogena de ordin n=-1. Conform cu

TP 1 i 2

axk'ﬂXk a-xk J‘ka‘ﬂx _ﬂ/xf+x22+___+x§'

exercitiul 7.4.5, avem ca:

2

X

definitia derivatelor partide, ca f(x,y) este derivabila partial Tn raport cu

EXERCITIUL 7.4.7 Fie f(x,y)=arcsn S4 = arate, folosind
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X si in raport cu y n orice punct (x,,y,)T i°\{(0,0)} si s se calculeze

MO0y T y)
fix 0%
Solutie. Functia f(Xx,y) este derivabila n raport cu x Tn punctul (x,,Y,)

daca lim_ OYe)~ 109 %) oicts i este finita si aceasta limita este chiar

X® %, X- X,
(%) Aver
o :
arcsin*— arcsin %
im fYo) - F00Y0) L XY VX +Yo
x® %o X- X% x® X, X=X, ’
Sestieca:

arcsina - arcsinb =arcsin(@+/1- b? - by/1-a?), (")a,b1 (0,3).

Seobservi ci (x,,y,)T i\{(0,0)}, — %7 (0. Ded,

VX +Ye
Yo

X))
i f Y0~ £, %0) _ o JOC+E)0G+90) 6 +yE
o X% bk X- %, Yo

Deci, aceasta limita exista si este finitd, ceea ce aratd ca functia
2

X

2 2
(%,Y,)* (0,0) si it ()1(10x Yo) =% Y . Cum (X,,Y,) afost alesarbitrar se

0

f(x,y) =arcsin este derivabila partiad Tn raport cu x 1n

TF(xy) _ X +y°

obtine:

% y
Analog,
; Y,
acsin(y, - y) % <
im 10 00 i JOSHR0E YY) Ky
y® Yo Y- Y, Y® Yo Y-Y X

Cum (X,,Y,)* (0,0), limita exista si este finita, ceea ce aratd ca functia
2

X

este derivabila partial Tn raport cu y si

f(x,y) =arcsin
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2 2
fif ()1(-[0’y0) = %*"Y% cum (%.Y,) * (0,0) afost ales arbitrar rezulta ca
y X

My _ X +y

iy X
EXERCITIUL 748 Si s caculeze '”nf(xlﬁxi """ %)
X
L (Xln’ in:""x”) pentru functiile:
X9
) f (XX X,) = cosga 8% 3
5
i) f (%, %0 %) = snga 8%
2
1
i) f(X,%,....%,)= 7
a aX
k=1
V) (X% X,) = Inga akxk_
Solutie. Fie X = (X, %X,,..., X,) -
i) Avem:
M9 = asinda ax 2 2=+ 00s oA ax +22,
‘HX & e 25
Tx) _ = >£
-a°sin + cos +2
‘H)g a’ 8a X =a’ 8a A X
Se considera T f(ni): COSga aka+n>£_ si se demonstreaza ca
: 2¢
n+l V2
ﬂﬂ—fm(lx)—a cosga a X, +(n+1)IO . Intr-adevir,
X

n+lf(X) 1 &ﬂ f(X)0
™ X & W

S=- g dnca ax +nb o=
2 8 ﬂ

Q" cosga A Xy +(n+1)
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Atunci, conform principiului inductie,

‘”'HX( )—a cosgaakxk+n>£ (") nl ¥,

ii) Serationeaza analog cala punctul i) si seobtine:

‘H;X(X) =a" smga akxk+n><B (") nl ¥,
i) Avem: ) -a TFO) 1“2"’\2 T°fx) ‘1“2*3"’\3
X g 5 0
Sa aka_ 8& akxk— 8& akxk—
Se presupune ca i q o0 - ) m'an1+l este adevarata si se demonstreaza
X'
8a akxk +
n+l n+l n+l
ca T ﬂ):;flx) ) >(n+1)' . Intr-adevar:
83 akxk +
e a

TR T ()0 ey D DA

ﬂ)ﬂnﬂ ﬂ)ﬂ ﬂ)ﬂ B Q .
¢ e §§%‘ akxkg . 8a akxk 2
5,

N+l = n+2

Tfx) _ CD"nla]

Atunci, conform principiului inductiei, 7 = (") nl ¥,
X & 0
a X -
8k=l a9
— 2 — _ 2 3 — 3
iv) Avem: ﬂ]:”;X) =— % , I ;X(ZX) = 3 7 I ;ng) -_1%3 5 -
i 2 i & o] - 5y o}
a aX a aX - a aX -
k=1 8k=l a 8k=l 2}
n = n+1
Se presupune ca ‘ﬂﬂf(nx) SR U 1)' este adevarata si se
%
a akxk +
8 k=1 @
n+1 < _ n+2 n+l R
demonstreaza ci I 1;+(1X) ( 1) m'?ﬂ Intr-adevir,

fix
8& akxk—
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%
™ _ 1 aw f(x)6_¢(- D™ Hn- 14"
)% E W g 9 & 0

3 (_ 1)n+2 m' a1n+l
n+1 .

a aka—
k=1 a9

o

S

el .|. J- O
(DO

%) _ (1)”+l>‘(n 1)'

Atunci, conform principiului inductiei, 0
X

83 akxk +

k=1 o

(") ni ¥,

1 nf(r?) i ZE!T f(X)_ Se rationeaza in mod
X9, e ™ g
asemanator cum s-aréi onat la punctele anterloare si se obtine:

Tindnd cont de faptul ca

n+mf(X)_ p " T *
= ><a XC0S +(n+m nml ¥ ;
) T Y gaakxk (n+m)= ()
ii) i ):6\ X" sin aakxk+(n+m)IO (") nml ¥';
O™ e
i 00 - C0 TR () et
X" X
83 akxk—
n+m n+m+2
IV) f(X) (-1 >(n+mn+]2'a1 >a ’(..) nmi ¥
I
83 akxk—

EXERCITIUL 7.4.9 Sa se calculeze 1 f()(11,-[Xi """ X) pentru functiile:
X
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a ax,
i) f (X X X,) =2
A b,

k=1

V) (X%, %) = 8aakxk—>9ngaakxk—

Solutie. Fie X =(X,X%,,..,X,) si f(X) =u(X)»(X). Conform formulei lui
Leibniz pentru derivata de ordinul n a produsului f(X) =u(X)»(X) se
obtine
(%) _
X’

u(x) JI"'v(%)
ﬂ)ﬂ ﬂxn [

én. Cl ﬂ
1=0

i) Se observa ca f(X) =u(X)»(X), unde u(X) :é’nl ax si v(X) :eélakxk
k=1
Avem:
X _ - Cou(x) 1"v(X) +C! Tux) I 1V(><) +C? Tu(x) 1" *v(x) |
X' ' P L

n-3 3 4 ax, 4
+C; x—ﬂ; ) x—ﬂﬂx\n/(gx L= Cosd a0 e +Cla et
X3 .

+C§631 xx >e1vn-2 >e|21akxk + +C:631 >91n_3 )ezla\<>(1< -

=g e g%fé’nl a8, % + 387 5Ch 0 + 68, 3C2 %, +6C7 2
k=1 %)
(derivatele de ordinul 4, 5, ... delui u(X) sunt zero)
1"v(X) _ (- D™ (n- D&’

ii) Tindnd cont de exercitiul 7.4.8 iv), avem ca
14 Y

Se observi ci f(X)=u(X)w(X), unde u(X)=g ax si

V(X) = Inga akxk Conform formulei lui Leibniz se obtine:
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i) _ (X);n v(x) +erU) IV ez Tux) I \n/_(zi)+
" 1% >t ¢ X

Cox Tux) 1" S\n/(;()‘Coﬁaka NG 1)”+l>(n 1)'
ﬂ& % k=1
8& akxxk—
( 1)nl>(n 3)| n-2

2 30 23 e

+C,3ax — +C 63X
gaam- 8aakxxk-
C%6a (])M)(n 4)' e
8aam<k-
6 .

M% o 2 e £+ (- 2 0T

ga@x)&— g ga@x)&— gaak)&—

N

a
- Ba(n- P21 +6:C0.
(o]
aax g
a H
(derivatele de ordinul 4, 5, ... delui u(X) sunt zero)

iii) Se observa ci f(X)=u(X)w(X), unde U(Y):glakxk i
k=1

V(X) = Tindnd cont de exercitiul 7.48 c¢), avem ca:

e-
H

a bix
V(%) _ ( 1)" m'b”

. Conform formulei lui Leibniz, se obtine:
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_C D”l>(n i ¢
on

(derivatele de ordlnul 4,5, ... delui u(xX) sunt zero)

ﬂq>aam+a

k=1

mm; o)

iv) Se observa ca f(X)=u(X)®(X), unde u(i):é ax i
k=1
V(X) = Snga akxk_ Tindnd cont de exercitiul 7.4.8 b, avem ca:

1 V(X) =a" smga a, XX, +n><Bﬂ Conform formulei lui Leibniz, se obtine:

x’ ix" ‘ﬂxi ‘H)g” ‘ﬂxi ‘H)g”

s TU) I V(R
ﬂ)ﬂ ﬂxn 3
(derivatele de ordinul 4, 5, ... delui u(X) sunt zero)

EXERCITIUL 7.4.10 Presupunand ca f si y sunt derivabile de doua ori,
S se arate ca:

fu fu fu g &Y Z0,
i) Xx—+a x—+bz><— nou(x,y,2), u(x,y,z)=e" ¥ -—,—_=;
i) i y.ﬂy = (%Y,2), u(x,y,z) = S X 5
fu fu Tu & Yo,
i) XXx—+yx—+zx—=0, u(x,v,z
i) ﬂxy.ﬂy = (y)gxZ
|||)‘”u 2‘”2, u=f (x- at)+y (x+at);
‘ﬂx
‘Hu U Tu
iv) —- 2 +— =0, u=xX(x+y)+ X+Vy);
)'nx A (X+y)+y¥ (X+Yy)
V) 2‘Hu+2ny‘ﬂ_u+y2x‘ﬂ_u n(n- 1)>u(x,y, 2),
x> TyTix v
aeyo &0
X"
Sxp y Y ey

Solutie. Fie F (X, %, X,) = F (U (X, X5y eeey X, )y ey Uy (X, X540, X)), EEUNCI
TF (X, % s enos xn):é”‘ﬂy‘ﬂui(xl,x2 ..... xn).
ﬂX| i=1 ﬂui ﬂX|
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i) Fie v,(x,y,2) :l, v, (X, Y,2) :ib.Atunci:
X

— =™ +¢ _);1+£>&9:n>enx)f -a)e”x>;y>£- b)e”xéis

X v, X v, TXg X qv, x** v,

Tu_ gt M W IV, 0 e LI

iy gﬂvl v v, Vg X v,

Tu_ 2T 9 0 o LI
Iz v, 9z v, Tz 4 X v,

Tnmultind aceste egdlititi cu x, a y, respectiv b zsi adunandu-le, se obtine:
xxﬂ—u+ayxﬂ—u+bzxﬂ—u=nxenx>f - ae”xxlxﬂ- be”xxibxi+aenxxlxﬂ+
1 Ty 1z X v, X" v, X v,

+ae”xxlxﬂ]—+be”xxibxﬂj—:nxe”x>j .
1-[Vl X 2
Deci, xxﬂ—u+a yxﬂ—u+bzxﬂ—u:nxm(x, Y, 2).
fix Ty iz

i) Fie vi(x,Y,2) =%, Vv, (XY, 2) :% . Atunci:

Tu_ Tt 9y

x v, ™x Tv, T X 1,

fu_9f v 9F v, 1 9F 1 f
v v Iy v, Iy xv z v

Tu_ Tt Ay

z v, 1z v, 1z > v,

Tnmultind cu x, y respectiv z aceste egalititi si adunandu-le, se obtine:
fu, Ju, Ju_ y i vy It y I y I

XX—+ Y X—+ Z%— = +Ix—+Ix— -

=0.
Ix 1\ 9z X, xv z 1%, z 1,

u
Deci, xx—+yx—+zx—=0
X I\ Iz
OBSERVATIE.

Din u(x,y,z) =f ?’_XQ rezulta u(tx,ty,tz) =t°>u(x,y, z). Deci, u(x,y, 2)
X Zg

este omogena de grad zero. Conform relatiei lui Euler,

X)(ﬂ—u+y>(ﬂ—u+zxﬂ—uzo_
ix 0% {1z
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i) Fie v (x,t) =x- at, v,(x,t) = x+at. Atunci:

Tu_. .V 1\

Wop Ny T% - 5540

oo v

T°u v, %

W——aﬁ xﬁ+a>y ﬂt2—+a (f"+y ).
o TU L e n

Deci, — = f .

eci P a“(f"+y ")

ﬂ—u—f xﬂl+y xﬂi—f +y !

qIx Ix Ix

Tu_. . v ™ i

5o Y T

Deci, % =f "+y "

Din (1) si (2) seobtine: jﬁu f'u

Y
iv) Fie v(x,y) = x+y. Atunci:

M—f +x% %+y>y %—f +xf +yy

qIx
Tu v v
=xf '—+y + =xf 'ty + Y
ooy Yy y vy
T°u v v
—— =] X X0 X+ x_
0 =] ‘HXJ ! 1 yy 1
Tu v v v
— =X U Y X— Yy '+ U
o Y Y YT Yy
T°u v v ns v
=) M X "X— Y '+ =j 4y +X "+
ﬂxﬂy"ﬂy B YT g Ty e e
Tin@nd cont de acestea se obtine:
‘ﬂzu ‘ﬂu ‘ﬂu
=2f xf "y - Of -
" ‘ﬂX‘ﬂy Ty v ¥
2
SR TIPS LT T
X ‘HX‘Hy Ty

V) Fie v(x,y) = X. Atunci:

U oot 5f + x5 xﬂ—+y % sV = oo of < X
fix fix x

254

=a’ x— (ecuatia coardei vibrante).

=3 txf "tyy "

=xf "ty tyy "

D

2y "t Tty =

2



Exl:_”( Dok 4 of o LA N,

™ X 7" X ﬂx
=n(n- 1)xx" 2% - nxx"'3xy>f - (n- 2K 3xyof HXT Ayt of H 23w

Py Ly
n+l n+2
=n(n- 1) 2% - 2(n- 1) xx" 3 xy ¥ '+2xy7,5, Xy of yX4
yn

:Xn—l)f l+nxyn—ly +_yl’

Wt syt +yry x;'TT—V
y

iy Ty

n-1
E—>< b Y n(n- Dy Py +neyThy xﬂmx—y y L >y o 2
Ty? y iy x° X Ty
n-2 n-1 n-1 n
=x"3f "en(n- Dy +nd—y ey v Loy
X X X X

n-2 n-1

y LY

ﬂu:x”'za‘"+n(n—1)xy—>y tonxT gty
X X

Deci,

2 n n+l
ﬂ u :nxxn-l)j -)&_ Xn-Z)j " Xn-Z)j u)&_ (n+1))L2y L y )y ")%:
y

xfy Ty Ty X X

=nxx" 2 - X7 - X" 3 xyf - (n+1)><%>y -

Tinand cont de aceste egalitati, se obtine:
ﬂ u ﬂ u ﬂu n n-1 1 yn+l 1 n-2 2 n
X2 X + 2%y Xm— + ><—:nn-1xx>f-2n-1xx >f+2><—>y + XXy of "+
0 2xy oy y*x = =n(n-1) (n- 1" xy

y):y "+ 20 xyof - X yof - 2(n+J)><yL>y 2 v >y "+ X727 "+n(n- J)><£>y+

)L +2
e y Y Y =0 Db +yhy T=n(n- u(x ).
OBSERVATIE. Tinand cont de exercitiul 7.4.5, egalitatea este evidenta

deoarece din u(x, ) =x"of & 8 _+y X/ g’iﬂseobtme

u(tx ty) =t" e><”>f gyo+y”>y 8—_mu—t 1(xy). Deci, u(x,y) este omogena de
ordin n.

EXERCITIUL 7.4.11 Sa se calculeze diferentialele indicate pentru fiecare
functie in parte:

) f(xy)=(ax+by)™", df, d*f, d"f;

i) f(x,y)=(ax+by)cos(ax+by), df, d*f, d"f;
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i) f(x,y,z)=e">" df, d°f, d*f;
iv) f(x,y,2)=cos(ax+by+cz), df, d°f, d"f.
Solutie. Sestieca daca f(x,y) estediferentiabila de n ori in domeniul siu
de definitie, atunci'
ﬂf 2 ﬂzf 2 ﬂzf 2 ﬂzf
df (x, y)——dx+—dy, d f(x,y)= dx” + dy” +2 dxdy,
™ Ty x? 1'% TxTy

A" (x,y) =8 CF T sy
<o XMy

Se stie ca daca f(x,y,z) este diferentiabila de 3 ori in domeniul de
definitie, atunci:

df (x, y,z)——dx+ﬁdy+ﬁdz
ix 0% 1z
1°f 1% f 2, 1 f 1 f 1 f il
d?f(x,y,z =— e +— ——dZ?+2—dxdy +2 dxdz+2 dydz.,
0.2 =0 11 F Y T Y 2 Wiz
Pxy.2) =t o dy PR IR ) AP ﬂsfzdxdy2+
™ 1z ™y xTy
3 3
+3 ﬂzf dx*dz+3 r°f ~dxdz’ +3 T°f ’dz+3 r°f ~dydz® + Tf dxdydz -
Xz Tz Ty*z Tyfiz* yiiz

i) Avem: df (x,y) = (ax+by +1) ™" (adx + bady)
d?f(x,y) = (ax+by +2)e™"™ (a’dx® + 2abdxdy + b’dy?) =
= (ax+ by + 2) ™™ (adx + bdy)?,
n J ﬂ f k n-k
d"f(x,y)=q Cf———dx )
( y) 2.0 ﬂxkﬂyn- k >dy
Folosnd formula lui Leibniz pentru derivata de ordin n a produsului

ﬂ (Xy)_a)bnk

f(x,y) = (ax+by) ™", se obtine (ax+by +n) ™,
Ty

Deci, avem ci:

d"f(x,y) =g Coa ™  xax+by +n) ™ sdx“dy™ * =
k=0

= (ax + by + n) >&™*™ (adx + bdy)".
Deci, d"f (x, y) = (ax+ by + n) x™*" (adx + bdy)" .

ii) Se procedeaza analog cala punctul i) si se obtine:

df = %dxﬁ_ydy [acos(ax +by) +a(ax +by) >COS(aX+by+—)]dX+
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+{bcos(ax +by) + b(ax+ by) xcos(ax + by + %)]dy -
= cos{ax+ by)(adx + bdy) + (ax + by) xcos(ax + by + %)(adx+ bdy) =
= [cos{ax + by) + (ax + by) cos(ax+ by + %)] (adx + bdy) .
Dedi, df (x, y) =[cos(ax+by) + (ax + by) cos(ax + by + %)](adx+ bdy) ,
N |

Zf ﬂzf p
dx®+2 dxdy + dy? =[2a® cos(ax+by + =) +

a?(ax +by) >cos(ax + by + 2><%)]dx2 +[4ab>cos(ax + by + %) +2ab(ax+by) >

d*f(xy) =

>cos(ax + by + 2><%)]dxdy+[2b2 cos(ax + by+%) +b?(ax + by) >cos(ax + by + 2><%]dy2 =
= Zcos(ax+by+%)(adx+bdy)2 +(ax+hby) >cos(ax+by+2%)(adx+ bdy)? =

:[st(ax+by+%) + (ax + by) xcos(ax + by+2>%)](adx+ bdy)?.

Deci,
dzf(x,y):[2cos(ax+by+%)+(ax+by)>cos(ax+by+2><%)](adx+bdy)2,
°n ﬂnf k n- k
d"f(x,y)=q C*———dx )
( y) 20 ﬂxkﬂyn—k >dy

Folosnd formula lui Leibniz pentru derivata de ordin n a produsului
(ax+by) cos(ax +by) = f (x,y), obtinem:

ﬂﬂnx—fk%—’n.yk’ = 2l “[(ax-+by) cos(axc+ by + %) +ncos(ax-+by+ (n- D 7],
Deci,

d"f(x,y>:[(ax+by>>cos(ax+by+%>+

+ncos(ax+by+(n- 1) %] xQ Crakb™ “dx“dy™ ¥,

k=0

d"f (x, y) =[(ax+ by) x:os(ax+by+%)+ncos(ax+by+(n- 1)%1(adx+bdy)“-
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i) Avem:
Tlf Tlf ax+hy+cz ax+by+cz ax+b +cz —
df (x, y,z)——dx+—dy+—dz € xadx +e™ ™ xpdy + e xedz =
y

9z
= ™" x(adx + bdy + cdz)
df (x,y, z) = ™" xadx + bdy + cdz)
d? f(xyz):—dx +%dy 11]]; 7 11]]x1] 11(1{ + i dydz =
= gt (azdx +b’dy” + c*dz® + 2abdxdy + 2acdxdz + 2bcdydz) =
e (adx + bdy + cdz)?,

d*f (x,y,2) = €™ (a%dx® + b’dy® + c*dZ’ + 3a’bdx?dy + 3ab’dxdy’ + 3acdx’dz +
+3ac’dxdz’ + 3b’cdy®dz + 3bc*dydz’ + 6abcadxdydz) .

Deci, d*f(x,y,2) = €™*”** xadx + bdy + cdz)®.

OBSERVATIE. Se observi ci: d"f(x,y, z) =™ xadx+hbdy + cdz)",

egalitate care se poate demonstra prin inductie.

iv)
Avem:
i af p
df (x, y,z)— dx+—dy+—dz cos(ax+by+cz+ )(adx+bdy+cdz),
x I\ 9z
T T e,
d?f =— —-d dz=
bey.2)= T T M ﬂXﬂ yﬂ Pk

= cos(ax + by +cz+ 25)(a2dx2 +b?dy? + ¢’dz* + 2abdxdy + 2acdxdz + 2bcdydz) =

= cos(ax + by+cz+23)(adx+ bdy +cdz)?,

f °f °f
@ty =T e e T g T s TF geqyes T guayzs
'S Ty’ 1z Ty x ﬂ v
3 3 3
ﬂ " aaz+3 1" dxdzz+3¥dy2dz+3 T f2 z ﬂ — dxdydz =
‘ﬂx fz ™Mz iy z iz ‘HX'ﬂyﬂ
= cos(ax+by +cz+ 3%)(adx +bdy +cdz)°.

Deci, d*f(x,y,2) = cos(ax+by+cz+%)(adx+bdy+cdz)3.

OBSERVATIE.

i) Se observa ca d”f(x,y,z):cos(ax+by+cz+%)(adx+bdy+cdz)”,

egalitate care se poate demonstra prin inductie.
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i) Daca se analizeaza exercitiul 7.4.11 c), iv) se poate face urmatoarea
generalizare.

Daca f(X,%,,....X,) = fga ak><xk estedlferentlablladenorl atunci
d"f (4, %, %,) = O 88. A K < )(ald)('l+azdxz+ +a,dx,)".

EXERCITIUL 7.4.12 Sa se calculeze diferentialele de ordinul specificat
pentru functiile urmatoare:
i) F(xy)= fg‘?(z X0 oF, d°F;
Yo
i) G(x,y):g(xy,yx), dG;
i) H(x,y,2) =h(x+y+zxxy>xz), dH, d°H.
fIF fiF

Solutie. @) Avem: dF =— dx+——dy. Notim: u(x,y) = x*, V(X, y)——
fix Ty y
Deci,

Ik _9f ‘HU E‘HV_ZE l‘ﬂf Ik _9f ‘HU ‘Hf ‘ITV__lx‘H_
x fu ‘ITX fiv fix Tu y v Ty fu ‘Hy v Ty y: v
1°F 1°F ‘H F
d°F =——dx* + ——dxd

x? ‘Hyzdy oy
Asadar,
dF—gJZX—+1 ll gd —lxﬁdy,

u yvg y v

2 2 2 2 2
“F—%xxﬂ+lxﬂ2 —ZE 2amf 'ﬂu 1°f ﬂvo 1ae'ﬂf 'ﬂu 'ﬂf ﬂvo

[ S TRV VPt TRt T Yo I G YSIMIL X G

N & JErO 1w 1 PIO_ ISPl X 1 g
=2—+2x 2 L1, Yoo 2= D A H A X X
o Ty vy yE MUY Wy ey T Y

TPE & x a8 2x I x et f Ju 1°f fvo_2x gt X fPf
2 o BT T YRRV
&M "ty K ﬂyg VoYW
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2 2 2 L.
é Tu flu y Tulv y? 1]\/ gy? ﬂv v ﬂv o
2 2
+g?ix_f 22X T X ﬂfodxdy
EY v Y v y3 W 5

b) Avem: dG(x,y):—dx+—dy. Notam: u=x", v=y", adica
fix iy

u=e"", v=¢e"". Dei,
G_f9,fu 9 v_T9.v, v, 79
ix  Tu ‘Hx iv 'ﬂx u x v
TG _Tg Ju_ M9 vV _19 v unxe 9, X Xy
Iy Tu ‘Hy v ‘Hy flu v vy

xyAny,

Deci,

dG(x, Y)_ ><—><xy+ﬂg><y >4ny dx+aaTg xxy>4nx+ﬂgx_xyxgdy_
c) Avem: dH(xy,z)——d +—dy+—dz Notam: u=x+y+z,
X Ty P4

v =xxyxz. Deci,

m:ﬂ—h)(ﬂ—u+ﬂ—hxﬂ—v:ﬂ_h+yzxm’

X fu fIx qv X Tu v

m:T[—h)(ﬂ—u+T[_h)(ﬂ_v:T[_h ﬂh

fy Tufy viy Tu ‘Hv
m:T[—h)(ﬂ—u+T[—h>(ﬂ—\/:T[_h.yxyxm_

fz fu 9z v 9z fu v

Asadar,

&h Tho Tho, . adh fho
dH =o=—+ yz>x—_dx+ —+XZX—_dy+ +Xy*x—_-dz=

&1u Vg &fu Vo~ &u Vg

_Th fh

0 (dX+dy+dZ)+ﬂ—(yzdx+xzdy+xydz)
Avem:

2, T°H . TH T°H 1°H °H

d°H -— a2 +2——

(% y,2) e dx 'ny <z dy+ = 7+ vy v iz
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Deci,

ﬂZH _&ih yzﬂ—h.; ﬂzh ﬂu 1%h ><ﬂ_v_'_yzeeﬂzh ﬂu ﬂzh ﬂvo
TEu e, T T X fulv xS XV X

2

:ﬂ_2+2yz—ﬂ h +y?z Zx—ﬂ =

Tu Tuiv v

1] H _&adh Xzﬂho ﬁllexﬂ_u_F 2h xﬂ+xzaﬂ h ﬂu 1] h ﬂvo
Sﬂu ﬂVﬂy 0z gy Ty S Ty IV Ay g

oo f)
u utlv V
ﬂH ﬂh Xyﬂho ﬂh ﬂu 1]2 xﬂ_+xyaﬂh fu ﬂh ﬂvo
T Y we, T a2 Y 2 W e
::2_2+2xyﬂﬂ1? +x°y? Eh,
u ut|lv V
2
ﬂH ae,ﬂh Zﬂho ﬂh ﬂu ﬂhxﬂ_v+zﬂ_h+ ae'ﬂh ﬂu ﬂh ﬂvo

™y &fu yﬁfay Tu? ‘ﬂy fufiv Iy v yze‘ﬂV‘ﬂu ‘ﬂy % ‘ﬂyg

1°h 1%h Th 'ﬂzh
:?+ (xz+yz) v + zxﬂ—v+ xyz v

ﬂH _ah ﬂho ﬂh Ju h v fh, aeﬂh Ju ﬂh Jve_
+yz— Xty —+YZ¢
XMz &u Vg, Tu? ﬂZ fuv Tz~ v eﬂvﬂu ﬂZ v ﬂzg

_h 1h qh 1°h
—W+(Xy+y2) yxﬁﬂy z><ﬂ7,

°H az,ﬂhxﬂh _f*h fu ﬂhxﬂ_v+xﬂ_hxaeﬂh fu , T°h fvo_
Y A T VR T P T VA S VA TV T S o e

_Th 1°h fh 1°h
e +(xy+ XZ)ﬂuﬂV+Xxﬂ_V+X yzxﬂT

Asadar,

d’H -:}—h(dx+dy+dz)

+(xy + xz)dydz] + [y Z°dx? + x*Z%dy? + x?y?dz’ + xyz(zdxdy + ydxdz + xdydz)] +

+ ‘ﬂ_ (zdxdy + ydxdz + xdydz) .
\%

EXERCITIUL 7.4.13 Sa se calculeze punctele de extrem ae functiilor:
) F(y)=xyAn( +y?), (xy)* (0,0);
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ii) f(x y)=sinx+cosy+cos(x- y), (x ) [o,%]’ [o,%];

i) f(x,y,2)=xy’Z’(a- x- 2y- 32), a>0.
Solutie. i) Se determina punctele stationare ale functiei f (X, y) rezolvand
sistemul:

X2 I é 2x°
1 _g mn(x HY) S 2V =0 jydn(¢y)rog=0
1 X i é +y° 0 | X =
I'ﬂ P 2xy2 DI,e 2y* U Diy_
[==0  Txqn(x®+y?)+ =0 Ix@npE+y? Y '
Tﬂy T ( y) X2+y2 {Xgn(x +Y)+X2+y2u 0
2x°
Inx +y)+ =0
|X 0 |y:0 i ( y) X2+ y?
2 _ . 2
|Iny _O |InX =0 Iln(X2+y2)+ 22y 2:0.
X +y
Punctul A,(0,0) nu convine, A, (O, 1) %(O -, AL0), A0 . Ultimul
= 1 X=-
sistem este echivalent cu sistemele | - ! y . Deaci &

sal
iln2x=-1 fln2x=-1

obtin Asaﬂ 10 A, 19 Agae 1 19 Se cerceteaza care din
&2e'2e 82e 26y °& 2e'2ep

aceste opt puncte stationare sunt puncte de extrem. Cercetarea se face pentru
fiecare punct n pate. In continuare se va studia doar punctul

16
—,- —=. Avem:
A782e 2ep
TPF _ 2xy(X* +3y?)
P (Y)Y jay,=-
f°f _ 2xy(3x +y?) P
"2 ~ 2, 2\2 P ia,=-
! la,=a, =-1-In2
: Tt = Tf =In(x® + y?) +—2X(X4 YY)
TIxTy  Tyfix (¢ +y?)°
-2 -1-In2
Cum U % N9=4. (1+In2)*>0, deoarece
a, a,l [-1-1In2 -2
1+In2<2 conform cu Propozitia 7.3.3 (teorema Sylvester), punctul
A, —,- i_ este un punct de maxim local al functiei f(x,y).
82e 2eg
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Analog se cerceteaza celelalte puncte.
ii) Se determind punctele stationare ale functiel f (x,y) rezolvand sistemul:

19F _

X jcosx- sin(x- y)=0 jcosx=siny c0SX = cOs- - y_
‘ﬂ l

Lt P 1 Gny+sin(x- y)=0" ) cosx=sin(x- y)ID 82 "ob
.T'.ﬂ—y=0 ! y ! Lcosx =sin(x- v)

1, _ p 1, _ p
=-X+=+2k =-X+=+2k
p {JTTRT TP (YT TAR

fcosx=-cos2x  foosx=-1

%Y:_x+%+2kp iIX=-p +2kp %X:%+2kp

| 1 p Ily_ p+2kp Sal | o sau
100X = T2 ly="+2k

| 2 f 2 (Y=g ek
io_9p

..X:_+2k

s

fy=-2 4ok

y 3 p

Singurul punct stationar care satisface conditiile initiale adica este din
[0, IO] [0, —] este Agg P O . Se cerceteaza daca acesta este sau nu punct

de extrem. Avem

=-snx- cos(x- y) | 1++/3
| X :l:all:_ 2
i il 7 =- COsy- cos(x- y) P Eaﬂ:-l
i 1y I 1
I qf la, =a, =_.
i ——— =Co3(X- Y) f 2
7 Ty !
13 1
Cum 2 2 :1+\E— i:\@ 1>O, conform cu Propozitia 7.3.3
1 2 4 4
2

teorema Sylvester), punctul A ;esteun unct de maxim local.
( Syl ), punctul ?;, ";0 punct d local
9

iii) Se determina punctele stationare ale functiei f (x,y) rezolvand sistemul:
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LI

=0
::: fix 1y*Z’(a- x- 2y- 32)- xy’z’=0
}111—]‘:0!3 }2xy23(a— X- 2y- 32)- 2xy°Z* =0
| ‘ﬂ? ’Z*(a- X- 2y- 32)- 3xy’Z’ =
=0
| 1z

Din fiecare ecuatie a sistemului rezulta cate doud ecuatii. Cu aceste ecuatii
se pot formamai multe sisteme. In continuare se considera sistemul:
12xX+2y+3z=a

} X+3y+3z=a
% X+2y+4z=a.

Calculam determinantii:

2 2 3 a 2 3 2 a 3
D=1 3 3=7, D,=la 3 3=a, D,=]1 a 3=a,
1 2 a 2 1 a
2 2
D,=|1 3 a=a.
1 2
. a a a 9 9 .
Deci, xz; y:? 2:7. Se cerceteaza daca punctul stationar
AE@ 99 este sau nu punct de extrem. Avem:
§7'7'73
TEf ey I oy2(a- 2x- 3y- 3z
i =22 1Ty yz'( y- 32)
i 20
: f—2xz *(a- x- 6y-32) b 1 =3y’Z*(a- 2x- 2y- 42)
i 2 ixYz
2
: f—6xy z(a- x- 2y- 62) T =6xyz’(a- x- 3y- 42).
i 12 itz
Deci,
o2 _ea’ 122 & @
BT s BT e B T T B T A0 T o B T8 T
2
A3 2 ?’
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J2 2
__2_3-5 a; Q| _ 7 7° _48.101 —silo>0
ail 75 ! a2l a22 2a5 6a5 710 1 710 .
- ? - ?
7 7° 7
211
% H2 G | 2a° e6a’° 6a’|_ 6a® o= 42a® 0
& Ay azs_'? g ‘?—‘FZ 3 —‘?< :
aSl a32 a33 3a5 6a5 12a5 3 3
- ? - ? - 75

(a>0)

Tindnd cont de Propozitia 7.3.4 ii), punctul A@,E,Eg este punct de
&7'7'74
maxim local.

EXERCITIUL 7.4.14 Si se gaseasca extremele ce verifica legaturile
specificate pentru functiile:
i) f(xY,2=xy°Z®, x+2y+3z=a, x>0,y>0,z>0, a>0;
i) fxy)=xy, x+y=a;
i) f(x,y)=Cos2 x+Cos Y, X- y:%.
Solutie. i) Se construieste functialui Lagrange:
f(x,y,21)=xy’Z +| (x+2y+3z- a).

Se &fla punctele stationare ale functiei lui Lagrange rezolvand sistemul:
i qif

iqo =0

: ix -

TE: _:_y23+| =0

']If'ﬂy b 'I[2xy23+2l =0
IE | 3Xy222 +3| :O
11z ix+2y+3z- a=0.
i

TE:

(R

Rezolvand acest sistem si tinand cont de faptul ca x>0, y>0, z>0, a>0,
obtinem:
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X:E y:E Z:E |:a_5
6’ 6’ 6’ 6°

Se calculeaza diferentiala de ordinul doi afunctiei:
5
f(x,y,zl)= xyzzs— %(X+2y+32- a)

Tn punctul AE%,%,%S si seobtine:
@
4 4

d% = 2%4dy2 +62—de2 +42—:dxdy+12%dydz+3%dzdx.
Diferentiind legatura, se obtine dx =-2dy- 3dz. Se Tnlocuieste aceasta in
d’f si seobtine urmatoareaforma patratica:
df = 2—: (- 6dy? - 3dZ’ - 6dydz) .

Deaici rezulta: a, =-6, a,,=-3, a, =a,, =- 3,
a; a, -6 -
& 8y -3 -

Conform cu teorema lui Sylvester, forma patratica este negativ definita, deci

A@,E,Egesteun punct de maxim.
&6'6 65
ii) Se construieste functia lui Lagrange: f (x,y,l ) =xy+I (x+y- a)

Se &fla punctele stationare ale functiei lui Lagrange rezolvand sistemul:

21218— 9=9>0.

1 9f
i '”]f jy+l =0 il =-x
}ﬂ—:OD |lx+l =0b :'x:y
i iiyza T a
I qf Ix=—.
1—=0 i 2
(Rl
Deci, functia are ca punct stationar punctul A —,9,— 92
&2'2" 25

Se calculeaza diferentiala de ordinul doi afunctiel

f(xy)=xy- E(x+ y- a) in punctul A@,ES si se obtine d* = 2dxdy.
2 2’2

Se diferentiaza legatura si se obtine dx =-dy. Inlocuind in diferentiala de

ordinul doi, se obtine urmitoarea forma patratici d¥ =-2(dy)> care
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evident este negativ definita. Deci, punctul A?‘%,%S este punct de maxim
2

al functiei f(x,y) care verifica legatura x+y=a.

OBSERVATIE. Din legatura se poate explicita y=a- x si se obtine
functia de o singura variabila f(x) =ax- x*. Aceasta este 0 paraboli care

&

admite un maxim n punctul x = %. Deci, A82 %2 este un punct de maxim

2
pentru functia f(x,y) care satisface legatura x+y=a.

iii) Se construieste functia lui Lagrange:
f(x,y,1 )=cos’x+cos’ y+I (x- y- %).

Se &fla punctele stationare ale functiei lui Lagrange rezolvand sistemul:
1 9f

o =0 ]
i ﬂ;( I-2sinxcosx+| =0
}2—20!3 :'—ZSinycosy—I =0
! ! p_
i ix-y- = =0
IE:O [ y 4
191
Deci,
i
Il =dn2x )
fsin2x+sn2y=0p A FL (k- 12,02
i ) 8 2 4’ 4
IX-y=—
) y 4

Se determina diferentiala de ordinul doi a functiei f (x,y) =cos® x+cos’ y
n punctul ié?(%,(Zk— 1)%9. Se deosebesc doua situatii: k par si kimpar.
2

Pentru k par, se obtine d* =-2d*x. Deci, in acest caz, punctele sunt de

maxim. Pentru k impar, se obtine df = 2dx*. Deci, in acest caz, punctele
sunt de minim.
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CAPITOLUL VIII: FUNCTII IMPLICITE. DEPENDENTA
FUNCTIONALA. SCHIMBARI DE VARIABILA

1. FUNCTII IMPLICITE

Fie F:DI §2® j .Dupicum sestie, graficul acestei functii reprezinti o
suprafata avand ecuatia:

z=F(xy), (x,y)I D. (1)
Intersectand graficul cu planul xOy se obtine o multime de puncte, solutii
ale ecuatiei:

F(xy)=0, (xy)l D. 2
Este firesc s ne intrebam daca aceasta multime de puncte din plan
reprezinta graficul unei functii de o variabila. Dupa cum se stie, pentru
aceasta este necesar si suficient ca orice paraela la Oy si intersecteze
multimea cel mult Tntr-un punct. Tntr-adevar, daci aceastd conditie este
indeplinita, notdnd cu D, multimeapunctelor x,1 j pentru care pardeala
Oy intersecteaza efectiv multimea intr-un punct, iar prin j :D, ® j
functia definita prin j (x)=y, xI D,, unde y este ordonata punctului de
intersectie, atunci graficul functiei | coincide cu multimea solutiilor
ecuatiei (2)

{(xi ()1 D} {(xy)|F(xy)=0. (xy)I D}.

In acest caz, spunem ci ecuatia (2) defineste o functie implicita, adica
functia] estedefinita implicit prin ecuatia (2).

OBSERVATIA 8.1.1

i) Este posibil ca o functie F sa nu defineasca o functie implicita, dar sa
admita restrictii care defineasca o functie implicita.

ii) Mai mult, ne-ar interesa urmatorul aspect: daca fixam o solutie (x,,y,) a
ecuatiel (2), este posibil s punem in evidenta o vecinatate convenabila a
punctului astfel Tncét multimea solutiilor ecuatiei (2) din aceasta vecinatate
si reprezinte graficul unei functii de o variabila? Raspunsul la aceasta
ntrebare este dat de urmatoarea propozitie.

PROPOZITIA 8.1.1 (Teorema de existenta si unicitate a functiilor
definite implicit) Fie F:DI j?2® j, unde D este un dreptunghi cu
centrul Tntr-un punct P, (X,, ,) cu laturile parael cu axele de coordonate.

268



Daca:

i) F (X Y)=0,

i) F este continua pe D,

iii) pentru fiecare x fixat (din intervalul de pe axa Ox corespunzator lui D
paralele cu Ox), functia y® F(x,,y) este strict crescitoare (sau strict
descrescitoare), atunci exista uninterval |1 j cu x, ininterior si o functie
j 11 ® j cuurmatoarele proprietati:

D (%)= Y

2) F(x,j (x)):O, pentruorice x1 1,

3)] estecontinua pe I,

4) daca (x,y)T Dsi F(x,y)=0,cuxl I, aunci y=j (x).

Functia] este unicafunctie cu proprietatile 1)-4) pe I.

Demonstratie. Conform enuntului, fie un dreptunghi cu centrul in
P, (%, o) si culaturile paralele cu axele de coordonate cain figura:

A

y Mo

o

si prin P, o paralela la Oy si se cerceteaza comportarea functiei F in
punctele acestei paralele, adici valorile functiei y=F (x,,y) cand yT J.
Deoarece F (X,,Y,)=0, rezulta:

F (%, Y,) <0, pentru y<y,

F (% Yo) >0, pentru y>y,.
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De aici, rezultd ca F(L,)<0. Cum F este continud, conform ipotezei ii),
rezulta ca exista |, pelaturainferioara a dreptunghiului cu centrul in L, pe
care F ede negativi. Tn mod analog, exista 1, pe latura superioara a
dreptunghiului cu centrul in M, pe care F este pozitiva. Proiectam aceste
intervale pe axa Ox si notim cu | =min{l,1,}. Fie xI I un punct
arbitrar. Paralela dupa acest punct la Oy intersecteaza laturile
dreptunghiului Tn punctele L, respectiv M si F(L)<O0 si F(M)>0.
Redtrictia lui F la aceasta paralela este tocmai functia de o variabila
u® F(xy), ul J, functie continud, decarece F este o functie continua

pe D. Din proprietatea lui Cauchy, rezulta ci exista yl J, astfel Incét
F(x,y)=0. Acest punct yi J este unic determinat de x1 |, deoarecein
caz contrar am gunge la o contradictie cu conditiaiii) de strict monotonie.
Definim functiaj :1 ® j prinj (x)=y, unde y este deci un punct unic
din J astfel incdt F(x,y)=0. Deci, proprietitile 2) si 4) sunt indeplinite.
Daci x=Xx,, aunci y=y,. Deoarece F(x,Y,)=0, Tnseamna ci
j (%)=Y,- Deci, areloc proprietatea 1).

Sa observam ca | este continua Tn X,, deoarece pentru orice e >0, exista
(%-d,x,+d), cu d>0, astfel incé, oricare ar fi xI (x,-d,x +d),
ecuatia F(x,y)=0 si aibi o solutie unica yi (j (%)-ej (%)+e),
pentru orice X1 (%,-d,x,+d). Cu ate cuvinte [x- x|<d, deci

i (x)-7 (%)|<e.

OBSERVATIA 8.1.2 Conditia ii) din Propozitia 8.1.1 se poate nlocui cu
conditiamai slaba ca F si fie continua separat cu fiecare variabila.

PROPOZITIA 8.1.2 (Teorema de existenta, derivabilitate si unicitate)
Fie F:D® j,unde D este un dreptunghi cu laturile paralele cu axele de

coordonate avand centrul in B, (%,, Y,) cu urmatoarele proprietiti:

i) F(%,¥)=0,
i) F arederivate partiale continue pe D,

.. F
i) —(x,y)* 0 pe D.
).ﬂy( y)* 0p
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Atunci, exista un interval | cu centrul in X, si o functiej :1 ® j avénd
urmatoarele proprietati:

1) (%)= Yo,

2) F(x,j (x)):O,pentru orice x1 I,

3)daca (x,y)T Dsi F(x,y)=0,cuxl I, aunci y=j (x),

4) | estederivabilape | si:

)
o) = g —— 3
.”*(X’J (x))
y
Functia] esteunica cu proprietatile 1)-4) pe | .
Demonstratie. Observam Tn primul rand ca sunt asgurate conditiile din
ipoteza teoremei precedente, dupa cum urmeaza:
- primaconditie este aceeasi in amblele teoreme;
- Intrucé prinii) din Propozitia8.1.2, F are derivate partiale continue pe
D, din criteriul de diferentiabilitate rezulta ca F este diferentiabila pe D,
deci cu at&t mai mult este continua pe D. Asadar este indeplinita conditia ii)
din Propozitia8.1.1.
- din condita iii) a Propozitiei 8.1.2, rezulta %(x y)® 0. Se presupune

fara arestrange generalitatea ca ‘ET_F(X y) >0. Prin urmare, pentru fiecare
y

x fixat, functia y® F(x,y) este strict crescitoare. Deci, toate ipotezele
Propozitiei 8.1.1 sunt indeplinite. Exista 11 j cu centrul in x, si
j 11 ® j cuproprietatile 1)-4) din Propozitia 8.1.1. Deci, functia ] aresi
proprietatile 1), 2) si 3) din Propozitia 8.1.2. Conform criteriului de
diferentiabilitate, F este diferentiabila pe D. In particular, F este
diferentiabild Tn (x,,y,). Deci, existi a:D® j,b:D® j continue n

(%1 Yo)s cu a (%, Yy)=b(x),Y,) =0, astfel Tncét pentru orice (x,y)i D

areloc relatia:

F(xy)- F(xo,yo)ﬂ—i(xo,yo)(y- Yo)ta (% y)(y- Yo)-

Luand x1 1, y=j (x), avem F(x,j (x))=0. Dei, relatia precedenta
devine:

T 36 06 %)+ 1)1 (91 (%) # (9 (- 1)
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+b (% y) (i (¥)-7 (%))=0.

Tmpartind cu x- x,, obtinem:

i (%)

X

i (%) _ K(Xo’yoﬁa(x, y)
% :TTI;(Xo’yo)‘*'b(X, y)

Daci X® X, rezulta j (x)® j (x,), deoarece| este continua in X, .

OBSERVATIA 8.1.4 Aplicand regula de derivare a unui cét si regula de
derivare afunctiilor compuse din relatia (3), avem:

S°F  T°F dyUTF IF 6T°F  T°F dyu

e IxT %Q‘ﬂ xSy %‘1’

j 4(x)=- e y oaxgly ) elXiy 1y u
#HF 6
Sy o

Se generalizeaza Propozitia 8.1.2 la functiile definite implicit de n ori
variabile, astfel:

PROPOZITIA 813 Fie DI j” o multime convexia deschisi si
F:D'1,® i, |, =[Yo- k.Y, +k], k>0, unde FT Cf., . Daca:

i) exista (X, yo)1 I}’O/ﬁ, astfel Tncét F(%,,Y,)=0,

2) F este derivabild inraport cu y pe I}’O/ﬁ si FYX,y)* 0,

atunci exista h >0, astfel Tncit i’:l[xOi - ho% +h] [Ye- kYo +K]T D 1,
si existd f :i’:l[xOi - h,%; +h]® 1, cu proprietitile:

3 (%))=Y

b) F (%, f(x))=0, (" )XT X[% - h,% +h]
c) f admite derivate partiale continue pe domeniul siu de definitie si
_ RE(xy)

-———=2 f esteunici cu aceste proprietati.
% Fy¢ (X, y) p p H
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Aplicatie geometrica
Fie curbadata implicit.

F(xy)=0. (5)
Graficul acestei curbe este multimea punctelor (x,y) din plan care verifica
ecuatia (5). Daca sunt indeplinite, in vecinatatea unui punct (xo, yo) de pe
curba, conditiile din Propozitia 8.1.1, rezulta ca pe o vecinatate a acestui
punct graficul coincide cu graficul functiei y=j (x). Ma mult, daca |
este derivabila Tn X, atunci, dupa cum se stie, curba admite tangenta in
punctul (x,,y,) a cirei panta este j {x). Prin urmare, tindnd seama de

relatia (3), ecuatia:
Y- Yo =i 4%)(X- %)
devine:
qF

(- %) g (6.%0)+ (v Yo) -

Y (%, ¥o) =

2
Exemplu. Sa se caculeze ;ﬂ si dy pentru y definit de
X

XZ
F(sinx+y,cosy+x)=0,cu FT C*(D), DI j?.
Solutie. Notdnd cu u=sinx+y si v=cosy+X, rezulti F(u,v)=0. Se

deriveaza Tn functie de x (tinand cont ca u si v sunt functii de x si vy, iar
y estefunctie de x):

9F flu ‘ITF v _
Tu ‘ﬂx v ‘ﬂx
sau:
TF € pox+ dyu, TF —
— snyx=-=0, *
uS dxf ‘ﬂvgl Y H ®)
de unde:
o) A 41]_1]__
dx IF smyxE
fu v
Daca se deriveaza inca o data relatia (*) in raport cu X, se obtine:
1F & d*yd. T°F dy & dy
ﬁ%—snx+ dx“*' e osx+—Xg+2xm/§osx+—§ smy ng
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‘ﬂ Fa dys  IF € N a@lyo
sinyx=: +—@0- sin - COS 0.
8 ydx;z; ‘ﬂvgo rva dx? y8dx U=
Exemplu. Sa se arate ca functia z= z(x, y), definita implicit de ecua;ia
F(x- az,y- bz)=0, unde abl j, FI C'D), veifici ecuatia
a><‘”—z+b><‘”—Z 1.
fix iy
Solutie. Se noteaza cu u=x- az si v=y- bz si rezulta:
% ax‘ﬂ_Zi_J' fiF ‘HZ JE
& s U

1z JIF %_‘[ bﬂZOﬂF —0.

—ax—x—_+
&

=0,

Ty fu Ivg v
Deci,
Iz _ 1 xﬁ
™ gl Ll T
flu iv
Y2__ 1
L2 S L |
fu iv
Asadar, axﬂ—+be 1.
X Ty

2
Exemplu. Si se calculeze ;ﬂ si %, daca y = y(x) este definita implicit
X X

de ecuatia (X* +y2)3— 3(x*+y?)+1=0.

Solutie. Senoteaza F(x,y) :(x2 + yz)3 - 3(x2 + y2)+1. Obtinem:
HTI):( —3(x +y ) XX - 3>Qx:6xg(x2+y2)2— 1"5
TF
‘ﬂy_B(X +y) Ry- 3Ry = 6ygx +y 2 18

Tin@nd cont de aceste derivate, obtinem:

TF
dy_ Ix (X y) X
dx~ TF oy’
" 'ﬂy(x’ y) ’
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de unde:

o »&ys ¥ ¥ y?
(s-atinut cont ci y = y(x)).

Exemplu.  Functia y=y(x) este definiti prin  ecuatia

2
Iny/x*+y? =aarctg y (at 0). Calculati % si H

x dx
Solutie. Se deriveaza ecuatiatinand cont ca y = y(x) si se obtine:
dy
-y
2x+ ZyQ ox
dx —axX__
2 +y Ry Y
XZ

dy

Serezolva aceasta ecuatie in raport cu ol
X

Exemplu. Si se arate ca ecuatia F (x,y) =0 defineste implicit pe y = f (x)
si sisecdculeze fqx),

unde F(x,y) =x*+2y+x{Inx- Iny)- 3.

Solutie. Se observa ca pentru (1,1) se obtine:

i) F(L1)=1+2+1Inl- In1)- 3=3- 3=0,

i g Xp IF

—(11)=2-1=11 0.
Ty y ﬂy( )
U F L 9F . o “
De asemenea, existi ™ si &y continuein D((11),r), rT (0,1).
Deci, fiind satisfacute conditiile din Propozitia 8.1.3, ($)1 =[1- h,1- K],
J=[1+h1+k] si f:1® J, 1" J1 D ofunctieunici cu proprietatile:
a f(1)=1
b)F(x, f(x))=0;
- . y(2x+Inx- Iny+1)
f1 CHI f =-
0 11 ) 1oy = Y]
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O alta problema care se pune n legatura cu functiile definite implicit este
determinarea diferentialelor (de diverse ordine) ale acestora. Pentru a gasi
diferentiala de ordinul Tntéi, al doilea,... pentru functia y = f (X) definita

implicit de ecuatia F (X, y) =0, trebuie calculate derivatele de ordinul intai,
al doilea,... e functiei y= f (X). Sestie ca:

if (X 3
( )d)g :_a—

df (x)= &

1 J
o~ Q FE(Xy)dx .
F¢ (xy) & ° (%.y)dx

Se da n continuare un algoritm pentru determinarea punctelor de extrem ale
functiei y = f (X) definita implicit de ecuatia F (X, y) =0.

Acest dgoritm are urmatorii pasi:

1) Se &fla punctele stationare ae functiei y = f (x) care satisfac conditia
Fe(X,y)* 0.

Pentru aceasta se rezolva sistemul

Deci, df (X) =

2) Fie (X, Y,) 0 olutie asistemului anterior. Se calculeazi a; =

3) Se calculeaza determinantii:

a;, a, K a,
D =% % K &l o
“ L L L L| ’
4. 3, K a,

si se aplica teoremalui Sylvester [vezi cap. 7, paragraful 3.8].

Exemplu. S se afle extremele functiei z(x, y) definita implicit de ecuatia
X +y*+7°- 2x-2y-7=0
Solutie. Fie F(x,y,2) = x>+ y* + 7°- 2x- 2y- 7. Serezolvi sistemul
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1F (xy.2)=0
}de:(x,y,z):o
%Fyd:(x,y,z):o
si se obtin solugiile (1, 1 3) si (L 1-3). Pentru (1, 1, 3), se obtine

1 1 1 1 .
873 8= 2 878,70, D, =- 2<0, D, = ->0. Deci (1, 1, 3)

este punct de maxim.
Analog se cerceteaza cel de-al doilea punct stationar.

2. SISTEME DE FUNCTII IMPLICITE
DEFINITIA 8.2.1
Un sistem de m ecuatii:

: Fo (%0 %o X3 Yo Yoo Y ) =0
i Fy (X0 Xareee X5 Yo Yoo Y ) =0
!
|

(D)

=

1P (X% Vi Yiss V) =0
unde F, (X, %, X3 Yas Voseos Yin) =0, k=1m, sunt m functii de (n+m)

variabile definitepe X" Y cu XT §" Yl i™ se numeste sistem de m
functii implicite.
Un sistem de m functii

: ¥ = £ (0 X500 %)
.Il.MyZ: fz()(l,Xz,...,Xn) (2)
!

Y = F (X0 %000 %, )
de n variabile definite pe Al X1 j" este o solutie a sissemului (1) Tn
raport cu variabilele vy,,y,,...,y,, pe multimea A, daca inlocuind pe .

(i =1 m) in sistem 1l verifica identic:
Fk(xl,xz,...,xn; Fy (X0 X eees X1 ) 3o fm(xl,xz,...,xn)):o, k=1m.
OBSERVATIA 8.2.1 In cazul in care sistemul (1) are pe multimea A o

singura solutie (2), se spune ca functiile f, f,,..., f_ sunt definite implicit

277



de sistemul de ecuatii (1) sau ca sistemul de functii (2) s-a obtinut din
sistemul de ecuaii (1) prin rezolvarein raport cu variabilele y,, y,, ..., y,,.

DEFINITIA 822 Daci F, =F (Y, Yy, V), | =1 M au derivate partide
inraport cu variabilele y,, y,,..., y,, pe multimea E, atunci determinantul de

functii

IR
)\ ' WV
TR R
v, . WV
1 1 | I 1
v, . WV

se numeste determinantul functional a functiilor F,F,,...,F, nraport cu
variabilele y,, y,,..., y,, si Se noteaza cu:
D(FuFoFn) D(Fg

D(Yis¥orn V) D(V
sau iacobian si sehoteazi cu J.

PROPOZITIA 821 (Teorema de existenti) Fie EI §j™" i

(YO,VO):(xf,xg,...,xg;yf,yg,...,yg)T int E si functia vectoriala
F=(F.F,..F,)E® "

Daca:

i) F(%,¥,)=0,

if) functiille rede F, (k:],_m) au derivate partiale continue

m(1£i£n), ﬁ(1£j£m) intr-o vecinitatle U”V a punctului

T fly;

(%.%).

.. D(F) e o )

iii) iacobianul ——+ este diferit de 0 Tn punctul (X, Y, ), atunci:

D(v)
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1) existd o vecindtate U," V, alui (X,,Y,) cu U1 i", V,1 i™ sio
), £ (R) s £0(X)): U, ® ,, astfel

functie vectoriala unica f(x)=(f,(x
(% )):O pentru orice X1 U,.
2 (

T 'm

inca y, = f (%) s F(i f
2) functiile redle f, (%), f,(X),..., f,(X) au derivate partiale continue pe
U, si

F.F,. F, D(F.F,...F,)

"  D(F,F,..F,)

D (Yo Yor-oos Yim)
3) daca func‘gllle l,FZ,...,Fm au derivate partiale de ordinul k pe UV,
atunci functiile f, f,,..., f,, au derivate partiale de ordinul k continue pe
U

2 Fn)

VoY) Ty DY Y Vs %)
P )
)

0"

Demonstratie. Se face prin inductie dupa m. Pentru m=1 (un sistem
format dintr-o singura ecuatie care defineste o singura functie reala
implicita) Propozitia8.1.1.

3. DEPENDENTA FUNCTIONALA

DEFINITIA 8.3.1 Daca:
= (%0 %X, ) s Yo = F5 (%0 X000 X, ) v Vi = T (%0 %0400, X))

sunt m functii reale definite pe o multime X1 ", functia reda
F=F(X,%,..X%,):X® j depindedefunctiile f, f,,..., f, pemultimea
X daca exita o functie reala de m  variabile

=F (V. Yoo Yo ):YT i"® j astfel incét pentru orice X1 X si avem
identitatea:

F (X0 %00 %,) © F 8 (X000 X, ) s T (%0 %000 %, )8

DEFINITIA 8.3.2 Functiilereae:

(X% 0% ) Yo = (X% X)) e Y = (X %0 X))
definite pe X 1 §" sunt in dependenti functionald pe o multime Al X,
daca cel putin una din ele depinde de celelalte pe multimea A.
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Exemplu. Fie functiile:
i@ g, f(xy)=x-y,0:i°® i, g(xy)=xy,
h:i?® i, h(xy)=x*+y>.
Sa se cerceteze daca functiile sunt Tn dependenta functionala.
Solutie. Deoarece (X- y)2 =x*+y?- 2xy, rezulti ci h=f?+2g. Deci, h
2

depindede f si g pe j°.

PROPOZITIA 8.3.1 Conditia necesara si suficienta pentru ca n functii de
n variabile independente:

Y= (%0 % X0 )0 Yo = B (30 X0 X ) oo Y = B (30 %0000 X))
definite pe o multime X 1 " cu derivate partiale continue pe X, si fiein
dependenta functionald pe multimea Al X este caiacobianul:
oo T
9%, X,
f, 1,

D(yl’yZ""’yn) — ﬂ ﬂxz ﬂxn

i, 9f, 1if,

ix,  9x fix,

si fieidentic nul pe A.
Demonstratie. Necesitatea. Pentru n=3. Fie:

LY: = £ (% %0 %)
Y, = (%%, %) ©)
I
P ¥s = f3 (X0 %0 %)
si si presupunem ca intre functiile y,, y,, y, avem relatia:
F (¥ YY) =0. )
Diferentiind in (4), se obtine:
IF IF IF
—dy, +—dy, +— =0. )
. dy, . dy, . dy;

Insi, din (3), se obtine evident:
dy, =1 i +

ﬂ_fl d)(2 + ﬂ_fl
% %

dXS’
X
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fif qif fif
dy, =—2dx +—=dx, +—2dx,,
Y, = % X, '”Xz ™ X
dy, _ It dx +—2 T dx, +—=2 Ty dx,,

‘ITXl ix, X,
care, inlocuiten (5) si regrupate dupa dx, dx,, dx,, dau egalitatea:
HAF 1f, ‘HF 1If, ‘HF 1f, od +a£'ﬂ_fl+E‘ﬂf fF 1f, 0

=dx, +
Sy, % Ty, T Ty g T Ty, T T P

aE!TF‘ITI‘ ‘HF‘ITf ‘HF‘HfO —
g d)(3 = O,
e'ﬂyl ﬂxs ﬂyz ﬂxs ﬂys ﬂxs a
relatie care trebuie sa fie adevarata oricare ar fi dx, dx,, dx, si care
conduce la sstemul omogen:

I‘HF ‘ﬂf ‘HF ‘Hf ‘HF ‘Hf

P Ty 'ﬂyz T ‘Hys T

"HF ity +JF Tf, +JE s _

P T, 1, 'ﬂyz Tx, ‘Hys T

"HF i +JE Tf, Il s _

71y, 7% 'ﬂyz T ‘Hys T
in carenecunosx:utelesuntE E E

. s

Asuprardatiei F(y,,Y,, ys)—O am facut ipoteza ci nu este identic nula n

Yir Yo Y, deci E E ALl nu trebuie si fie simultan nule, ceea ce

Ty, Ty, Ty,
conform teoremei lui Rouché conduce la

LA A A
i, I Tx
i, I Tx
i, I Tx

=0, pentruorice (X, %, %)T A.

D (¥ ¥z ¥s) _
D (%, %, %,)
olegaturaintre y,, y,, Yy, pe A.

Reciproc (suficienta). Daca 0 pe A, atunci exista cel putin
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Aceasta propozitie se poate generaliza la un sistem de n functii cu m
variabile astfel:

PROPOZITIA 832 Fie sistemul de functii f, (%), f,(X), ... f,(X),
Y:(xl,xz,...,xm). Daca exista un minor r al matricii iacobiene al acestui
sistem de functii, diferit de zeroin x,1 D si toti minorii de ordin r +1 sunt
nuli in vecinatatea V alui X,, atunci cele r functii care apar in minorul de

ordinul r sunt independentein V , celelalte n- r functii depind de aceste r
functii.

DEFINITIA 833 Functiile f,(x,%,K,x,),K,f, (x,%,K,x,) definite
pe o multime X1 j" se spune ci sunt independente intr-un punct
(xfx‘Z’Kxg)T X, daci niciuna din functii nu depinde de celelalte ntr-o
vecinitate a lui (xf,xg,K,xg)_ Functiile f,, f,,K, f, sunt independente pe

X', daca sunt independente n orice punct interior a lui X .

PROPOZITIA 832 Fie functiile f (x,%,K,x,),K,f (x,%,K,x,)

definite pe o multime X I R". Daca functiile f au derivate partide :TT—f'

continue pe X si daca rangul matricei:

of, ff, | 9o
AT TR
o, , , W=

M=ET T, X, -
C M [T/
(; -
o %o | T
i 9% X, &
este sEm pe X, aunci din cele m functii date, exista s dintre ele
independente pe X, iar celelalte m- s ramase sunt dependente de acestea.

Exemplu. Sistemul:
_i_x3+y3+z3+u3:1
by +yz v =2
%In(x2+y2)+eZz+u2 =3
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defineste y, zsi u cafunctiide x in DT 3. Si secaculeze dy dz du

dx dx dx’
Solutie. Derivand n raport cu x ecuatiile sstemului si tinand seamaca v,
zsi u sunt functii de x, obtinem:

-:-3x2+3y2+322%+2u%20

. dx dx

b b oy a0y 9242 % 45y g

_:_y xde yZdx dx dx

i 22X >+ 22y 2+22e22+“2E+2ue22+“2%:O.
I XT+YyT Xty dx dx

Sistemul are o unica solutie daca:

3y? 37 2u
D=|2xy+2Z* 2yz+u® 2zu |! 0.
% 226 2ue”
X2+y
Avem:
& D -3y? 37 2u
V-2 p=| -y? 2yz+? 2
dx D' 2y y ’
> y > 2z o uet
X2+y
3y? -37° 2u
g _b, D, =[2xy+Z2*  -Vy° 2zu
dx D' ? ) oy ’
2 Y 2 T2 2 2ue” ™
X2+y X2+y
W D 3y? 37 - 3%
u — 3 —_ 2 2 2
—=—, D,=2xy+2"° 2yz+u -
& D' ° Xéy vz )ZIX
v -y
y X"ty
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Exemplu. Se dau functiile: u= fgeﬂg,v:gawg,wzhgeﬂg cu
ey-Zg &z- X eX-Yg

f,g,h1 C'(D),Di §° Si se arate ci functiile sunt in dependenta

functionala si s se gaseasca legaturadintre ele.

Solutie. Trebuie sa aratam ca:

oW fu
x Ty 1z
D(uviw) v v ™o
D(x,y,z)_ x Ty 9zl
W oW
x Ty 1z
Notand a ==Y b=Y"2 g=2"X optinem:
y-z zZ- X X-y
fu_ d fJa _df 1
x dafx day-z
fu_difa_dof z-x
Iy dafy da (y- 2)2
fu_df Ja _df x-vy
T da e da(y o)
Deaici rezulta ca:
B(uvw y-2Z Z-X X-Y
%:fww y-2 Z-X x-yv(y_ Z)Z(Z_lx)z(x_ y)2:0
y-2Z Z-X X-Y

Pe D¢l D, functiilef, g, h fiind monotone, avem:

X-Y_¢a Y-Z_ Z- X _ 1

el (u).”— =9 (V)’X_—y—h (w).
Deci,

2 (u)xg™*(v)ht(w)=1.

Exemplu. Sa sedetermine a astfel ncét functiile:
u=f(ax+2y- z),v=g(- x- y+2z),w=h(x+3y- 22)
(unde f,g,h sunt functii derivabile in raport cu argumentul lor Tntr-un
domeniu V1 ?) sifiein dependenti functionald in V.
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Solutie. Avem:

b a 2 -
DluvW) _ ¢ ogond-1 -1 2|=0p a=2.
D(xy.7) 1 3 -2

o 5
Pentru agasi legatura, pentru a = 2 avem:

i-X-y+2z=g*(v)
: x+3y- 2z=h"*(w),

1
de unde:
2 -
=4-1=310
-1 2
Pentru ca sistemul sa fie compatibil, trebuie ca
fiu) 2 -
D, =|g7*(v) -1 2|=0.
h*(w) 3 -2

4. EXTREME CONDITIONATE
In paragraful 3 din capitolul VIl este dat agoritmul de determinare a

punctelor de extrem conditionate. In continuare se prezinti pe larg
extremele conditionate.

Fie f:ET i"® i, f(X)=1f(x,%,K,x,) sifie Al E.
DEFINITIA 8.4.1 Se spune ci functia f arein punctul al A unextrem
relativ lamultimea A, daca redtrictia functiei f la multimea A are in punctul

al A unextrem obisnuit.

DEFINITIA 8.4.2 Extremele functiei f relative lao submultime Al E s
numesc extr eme conditionate.
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OBSERVATIA 8.4.1 Vom considera un sistem de k<n functii reae
F (X),F, (X).K,F (X) definite pe E, iar multimea A va fi definitd ca
multime a solutiilor sistemului:

)

Fe (% %K, %,) =0
Asadar, A={x|XT E,F(X)=0,F,(X)=0K,F,(x)=0}. In acest ca,
extremele functiei f relative la multimea A se mai numesc extreme
conditionate de sistemul (1).

Urmatoarea propozitie da conditii necesare de existentda a punctului de
extrem conditionat.

PROPOZITIA 84.1 Fie a un punct care verifica sistemul (1). Sa
presupunem ca functia f si functiile F, (X),F,(X),K,F (X) au derivate
patiae continue intr-o vecinatate V a lui a si ca matricea functionala
0 . .
M :%i aren punctul a rangul k (egal cu numarul relatiilor sistemului
X
1N}
(1)). Daca a este punctul extrem al functiei f, conditionat de sistemul (1),
atunci exista k numere | ; astfel incét si avem:

LI @), B @)y, e (a) e, T (a) =0

£ 1% "X ™ ™

T, 1k = 1, = IF 2y =

i—(a)+l,—(a)+l ,—=(a)+K+Il  —(a)=

Iy

I

[ [/ 1 - 1, - T =

—(a)+l,2(a)+l ,——2(a)+K+I ,—~(a)=0

: : N HFEO _
Demonstratie. Deoarece matricea functionala M = 7': arein punctul a
i@

rangul k, exista un determinant de ordinul k al acestei matrici diferit de O
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D(F,F,K,F), 0

D (%, %K. %)
in punctul a. Sistemul (1) se poate rezolva in raport cu variabilele
X, %, K, %, Tnjurul punctului a =(a,,a,,K,a,,a,,,,K,a,), deoarece:
- prinipoteza F,(a)=0,F,(a)=0,K,F,(a)=0;
- functiile F (X),F,(X),K,F(X) au derivate partiale continue intr-o
veciniatate alui a;
- iacobianul acestor functii Tn raport cu variabilele x;, x,,K, x, este diferit
de zero.
Conform propozitiei relative la sisteme de functii implicite, exista V¥1 A a
punctului (a,,a,,K,a,) T spatiul i“ si o vecinatate V"™* a punctului
(8 a,0sK,a,) In spaiul  §j™%, astfel ncat, pentru orice punct
(Xeaas X2s K, %, )T V™6, sistemul (1) s aiba o solutie unica x;,x,,K, %, n
(VA

n punctul a. Pentru a face o alegere presupunem ca:

1% =] (K K %)
1% =12 (%Ko x))
1% =1 (e KX,
Avem: a =j,(a..,K,a,).K,a =i (a..,K a,). Functiile j,j,K,j,
au derivate partiale continue pe multimea V™*. Si scriem ci sistemul (3)
este 0 solutie asistemului (1), pentru orice (X, X, K, x,)T V™ . Avem:
%Fl(i (%K% ) K] (%00 K% ) %0 K %, ) =0
il (4)
| . .
£ (1 (%0 K ) K 4 (X KX ) 1% K %) =0,
Diferentialele acestor functii sunt nule pe V™ (in particular si Tn punctul
COERN -9)}

©)
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TR+ g,k gy, + 0

PR " e
TiF . TR . 1 . T1F, T1F, _
e di, 2 d L, K, T2 dj 42 dy, K2 dx, =0
T T e

T
|
PTF . TR . v .  TF TF,
G+ Mg Mg+ gy 4k
I R Mkl M i

In sisgemul (5), dj,.dj,,K,dj, reprezinti diferentialele functiilor

T1F
dx.,, +K—*
Xt %

dx, =0

dx, =0.

j i 2K, calculate n punctul (a.,,a,,,,K,a,), iar dx,,,K,dx, sunt

variabile independente.
Sa consideram functia compusa:

F (X X K, %, ) =

= (3 (Kernr Koz K X0 ) K] (R X2 K%, )5 (K 2o KL X)) (6)
definita pentru (X, X, K, x,)T V™~.

Deoarece functia f (x,x,,K,x,) ae in punctul a=(a,a,K,a,) un
extrem conditionat de sistemul (1), functia F(X.., %, K,x,) are in
punctul (ak+l,ak+2,K,an) un extrem obisnuit (lucru evident). Tn acest caz,
diferentiala acestei functii in punctul (a,.,,a,,,,K,a,) este nula:

LIRS (| (L (LI (L
dF =—dj,+—dj ,+K+—dj  +—dj , +K+—dj , =0 (7
ﬂxlllﬂlez .”Xklk.” )k .”an (7)

+1
si aici dj ,,dj ,,K,dj , sunt diferentialele functiilor j ,j ,,K,j , Tn punctul
(Beur . K ) iar dx,,,, K, dx, sunt variabile independente.
Tindnd seama de (5) si (7), pentru orice sistem de numere | ,,I ,,K,I ,
avem:

of k. (RO .. N & qFO0.,. &N & YR O,
—+al,—t.dj ,+e—+al,—t-dj ,+K+c—+al,—2dj , +
A - N A
e & TR O &ff & RO ..

+ +al,—+=dj ,,, tK+c—+al,-—2:dj ,=0. (8)
My 0 Mg K a T
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Vom aege un numar | 1 ,,K,I  astfel incéat coeficientii diferentialelor
dj,,dj ,,K,dj , siseanuleze.

:ﬂf +| ‘”F1+K+Ikﬁzo

,[‘Hxl %, %

il *)
T

|£+I ﬂFl+K+I I, =0,

[RET “ X,

derivatele fiind calculate In a=(a,,a,,K,a,). Acest lucru este posibil
deoarece determinantul coeficientilor lui | 1 ,,K,l, din (*) ese
D(F.F,.K,F)

10 cadlcula in (a,a,,K,a,). Cu aceste valori obtinute

D (%, %, K. %)
pentru | 1 ,,K,I, egalitatea (8) se scrie:
ee If X 1K o&ff & 9JRO
+al, —dj wtK+c—+4al, —2=dj =0.
éﬂxkﬂ i=1 1-[Xk+lﬂ i 91-[Xn i=1 1-[Xn 9

Pentru ca aceasta egalitate sa aiba loc pentru orice valori ade variabilelor

independente  dx,,,,K,dx,, este necesar si suficient si se anuleze
coeficientii acestor variabile, adica:

}'LH 15 +K+] LN

:t'ﬂxk+l 1-[Xk+l 1-[Xk+l

il (**)
|

|'£+| lE.p[(.H kﬁ_o

(LT fix,

Egalitatile (*) si (**) formeaza sistemul doi de egalitati.
OBSERVATIA 8.4.2 Orice punct a =(a,,a,,K,a,)care verifica sistemul

- : F O : o
(1) Tn care matricea M :aqLi are rangul k si care verifica sistemul (2)
X
i)
pentru anumite valori | ,1 ,,K,I, se numeste punct stationar al functiei f
conditionat de sistemul (1).
Codficientii | ,I ,,K,I , se numesc multiplicatorii lui Lagrange.
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OBSERVATIA 8.4.3 Se observa ca in sistemul (2) apar derivatele partiale
de  functie f(X)+1,F(X)+K+I ,F(X)  definiti  pentru

X = (%,%,K,x )T i.

OBSERVATIA 8.4.4 Din cele de ma sus, rezulta ca pentru o functie f cu

derivate partiale continue pe o multime deschisi EI1 ", calea de urmat
pentru aflarea punctelor stationare conditionate de sistemul (1) in care
functiile F,F,,K, F, au derivate partiale continue pe E este:
1) seformeaza functia gjutatoare:
F (%006, K, %50, K ) = (%) +1 R (R)+ K+ F (%)
cu coeficientii | ,1 ,,K,I, nedeterminati;
2) seformeaza sstemul de n+k ecuatii:
:i:%(xl,xz,K,xn;l LK) =0
HIF

—— (%%, K, X511l 5 K1) =0

(%%, K, %1 4,15, K, 1) =0

cu n+k necunoscute: x,X%,,K,x;l 1, K|, si se cauta solutii ae
acestui sistem;

3) daca x,x, K, x;l,l, K,  este o solutie a acestui sistem atunci
punctul x;,X,,K, X, este punct stationar conditionat al functiei f.

Fie a=(a,a,K,a,)un punct stationar al functiei f conditionat de (1).

Pentru avedeadaca a este sau nu un punct de extrem conditionat va trebui
sa studiem semnul diferentei:

f(%)- f(a)=1f(xxK.x)- f(a.a,Ka,),

pentru punctele X =(x,%,,K,x,) care verifici sistemul (1), deci pentru
care F,(X)=0,F,(X)=0K,F,(X)=0. Se observi ci pentru asemenea
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puncte X, avem F (X) = f (X) si deci f(X)- f(a)=F (X)- F(a).Pede
alta parte, functia F (X) are derivate partiale de ordinul al doilea continue

ntr-o vecinatate alui a. Deci, putem scrie formulalui Taylor de ordinul al
doilea:

unde

limw(a)=0, r :\/(xl a) +K(x,- a,)".

x® a
Daca diferentiem relatiile sistemului (1), obtinem k relatii liniare Tn
dx,, K, dx, :

iﬂFl T“:l —_
r—dx +K+—tdx, =0
! qx, % I, %

tM

I

:

- IR, T1F, _
I —<dx, +K+—dx, =0.
(Y Tx,

Deoarece matricea acestui sistem liniar este matricea functionala
FO . . A .
M :gLi care are rangul k, se pot exprima ca diferentiale in functie de
<
N}

celelate n- k, introducand in formula lui Taylor de mai sus obtinem in
membrul drept o forma patratica definitda sau nu (é Ajdxdxj). Tn cazul
cand 3 A d)gdxj este definita pozitiv, avem minim conditionat, iar cand
este definita negativ avem un maxim conditionat.

Exemplu. Si se giseasci extremele functiei f(xy,z)=xy+xz+yz
conditionate de xyz =1 in domeniul x>0, y>0, z>0.
Solutie. Fie F (x,y,z) = f (x,y,z)+I (xyz- 1) . Rezolvand sistemul:
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1
: Ix

:{E:o
fF(xy.2)=xyz- 1=0,

-2, A(L11). Deaici rezulta:
F(xY.2) = xy+xz+yz- 2xyz+2, d°F | ,=- (dxdy +dydz+dxdz).

obtinem x=1, y=1,z=1, |

Diferentiind xyz=1 si calculand Tn punctul A, rezulta dx+dy+dz=0.
Deci, d°F |A: dx® +dxdy + dy® este definita pozitiv, de unde rezulti A este
minim conditionat.

Exemplu. Sa se studieze extremele functiei  f (x, Y, z) =Xy +yz+zx, unde
(x,y,2)1 i®culegaturile: - x+y+z=1si x- z=0.

Solutie. Vom folos metoda multiplicatorilor lui Lagrange. Se considera
functia atasata:

F(xy,zl,m=xy+yz+zx+l (- x+y+2z)+m(x- z).

Daca exidta, extremele se gasesc printre punctel e stationare, care sunt solutii
ale sistemului:

-:E—y+z—l +m=0
: qIx

i iz4l =0
LTy

}.E—x+y+l -m=0
i ﬂz
-:E——x+y+z 1=0
: 1l

IE:X—ZZO,

1 im

Rezolvand acest sistem, obtinem: x=-1y=1z=-11 =2, m=2. Avem,
d’F| = 2(dx>dy+dx>dz+dy>dz). Diferentiind legaturile n  punctul
(-121), avem
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i-dz+dy+dz=0

%dx:dz.
Tnlocuindu-le, se obtine d’F |, =2dx* >0. Rezultd ci (- 1,11) este punct
de minim.

5. SCHIMBARI DE VARIABILA S| FUNCTII

Rezolvarea multor probleme se simplifica prin schimbarea variabilelor
independente sau a functiilor care intervin in aceste probleme.

A. Schimbarea variabilelor independente la functiile de o variabila
PROPOZITIA 851 Fie y=f(x), xI X1 j® yl YI j si functia
x=j (), t1 T, f,j 1 c™, n=12,.... Awndi, ﬂ:ixd_y
dx j'(t) o

Demonstratie. Functia compusi y = f (j (t)), t1 T, realizeaza o aplicatie
a multimii T Tn multimea Y. Aplicand regula de derivare a unei functii
compuse, obtinem:

dt dx dtdt dx dt  dx j(t) dt

dy dy

relatie care exprima pe —= ™ prin derivata — e

OBSERVATIA 85.1
a) Deci operatorul diferential este:

dx_ 1 dx
== _x 1
dx j(t) dt @
Tinand cont deregula (1), se obtine:
® 0 2y 6
dzl_.'l d 1 dy 1gj—xd—y.—1.d3”:)p
dx (t) dtgj t) dtQ,J "(t)& j 2 d dt® g
2 2
d_2><: 1 (t) xd_x+d_>Uu etc.
X g -() j(t) dt dt?

Exemplu. Fie ecuatia (1— xz)xy"+ xy'=0. Ce devine ecuatia daci se face
schimbarea x = cost ?
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Solutie. Fiej (t)=cost. Avem:

dy_ 1.y
dx sint dt
dy 1 e j" dy 1 d’yo_ 1 e cost dy 1dyo
—— T TG gt —X% == ¢
X? J't)gj'2 dt j ' dt’ ;  sint§ sin’t “at Tent et p
2
= L @Y g
sn“t gdt t o

Asadar, prin Tnlocuire in ecuatia data, se obtine:

2
(1 coszt) 1 aajy+ctgtxd—yo+costx—1xﬂ obp

n’t & dt? dt sint dt
2
Y e dy
dt? dt

B. Schimbar ea variabilelor independente la functiile de doua variabile

PROPOZITIA 85.2 Fiefunctia z= f (x,y), f:X1 j?® j si functiile
x=j (wv), y=y (uv), jy VI i’® j astfel nca (xy)I X,
f,j .y auderivatele partiale de ordinul a doilea continue pe domeniul de

definitie. Atunci a _Llady gz W dzg unde D=—N Y ) D(j y )
D (u,v)

dx Dg‘ﬂv du fu dvg
Demonstratie. Din compunereafunctiilor f,j )y , rezulta:
z(u,v) = f (j (uv)y (u,v)).
Aplicand regula de derivare afunctiilor compuse, se obtine:
R B2
t‘ﬂu x fu Ty Tu
AL N
fv ™x v Ty v

Dedi,
MW dde 2, Ly Je fy 020
x 9qv D ‘ﬂu fu D v x ‘ﬂv ‘ﬂu fu ‘ﬂv;z;
"w_1 Jz 9 fze

Iy D 'nu 'nv 1% 'nuE'

OBSERVATIA 8.5.2 Pentru calculul derivatelor de ordinul a doilea se
folosesc operatorii:
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B:igy X Ty S0 T i? oI M 10
X D &fv du fqu dv;z; fy D é&fu v v ‘Hu;z;
aplicati unul atuia sau aplicati in mod repetat.

C. Transfor marea punctuala a curbelor plane
Problema se pune astfel: fie o transformare regulata

u=f(x
o=

fv=9(xy)

si (C):y=y(x) o curba plani. Daci curbei plane (C) i se aplica
transformarea (T), se obtine T(C)=(G):v=v(u). Pentru studiul curbei

2,

(G) trebuie exprimate derivatele (;—d\ljj—u\zl in functie de derivatele
dy d’y

dx dx?
Problema este rezolvata de urmatoarea propozitie.

f.g:Al j2® j

PROPOZITIA 853 Daci existi derivatele % s j‘n’, n=12,..,
X u
atunci:
Y9 , Tg dy
dv ‘ﬂx i% dx
du T 9F dy
> Ty dx
Demonstratie. Deoarece u = f (x,y) si v=g(x,y), rezulta ci:
i if if o .99
pdu = dor = dy 19 gy + 9 dy
du Tf i

P Ty Ty

OBSERVATIA 8.5.3 Din Propozitia 8.4.3 se obtine operatorul

?—%xd— Pentru calculul derivatelor de ordin superior ale lui v = v(u)
u u

se aplica Tn mod repetat acest operator. Deci,
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d
cag+of <’ 0

1 dg
——xd—q—v
¢ dxey
e

<

d2
UZ

o

G+ fex=-
dx g

Exemplu. Si se transforme ecuatia diferentiala y"+ x>y =0, unde
y = y(x), pentru schimbarea de variabila:
1 X=r >cost
%y:r sint
innouafunctie r =r (t).
Solutie. Avem:
jdy=(r sint+r COSt)dtp dx _r'sint+r cost

%dx:(r ‘cost - 1 sint)dt dy r'cost-rsint’ @
Deci,
M:i da@lyop y: 1 aar'sint+rcost9¢p
dx’> x¢ dtgdx;z; dx* r'(cost- r sint) &r 'cost- r sint g,

d?y_ 2r®-rr"+r? . @

dx*  (r 'cost- r sint)’
Tinand cont de (1) si (2), ecuatia diferentiala devine:
rx " 2r 2. r cost(r 'sint+r cost)’- r 2=0.

D. Transformarea punctuala a suprafetelor
Problema se pune in felul urmator: fiind data suprafata (S) de ecuatie

z=2z(x,y) si transformarea punctuala regulata:

=1 (x .2
(T):iv=g(xv.2), f,g.h:Al i@ i,

i

tw=h(xy,2)

atunci daca suprafetei supraftei (S) i se aplica transformarea (T), se obtine
suprafata S=T(S): w=w(u,v).
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Pentru a studia suprafata (S)

2 2 2
‘”—\;V, Tw .. 1N raport cu derivatele E, E, ﬂ—f
v fulv x Ty 9
Aceasta problema se rezolva astfel:

PROPOZITIA 85.4 In cazul in care existi: E E
™x Ty
atunci
h¢ g¢ z¢ f¢ h¢ z¢
h¢ g¢ z¢ f¢ h¢ z¢
w _ h¢ g¢ - w _ f¢e he -1
Tu |f¢ g¢ he| v [f¢ g¢ hg|
¢ of hf ¢ of hf
f¢ g¢ -1 f¢ g¢ -1

E

Demonstratie. Avem:

fw w

dw=—du+—dv,

flu iv

bau=T0 g I gy o I g

-,- ™ Ty Tz ’{/
i Ly =9 gy, 19 dy+— g dz!
i fix iy Tz b
i dW—ﬂ—hdx+ﬂ—hdy+ﬂ—hdz

i fix 1% fiz

| =Je —adx+ Je dy

i X iy
i

i

trebuie exprimate derivatele ﬂ—W ﬂ—W Tw

W' o’
|4

(D)

(2)

3

(4)

Tnlocuind relatiile (4) in relaiile (2) si (3), iar dupa aceea relatiile (2) in
relatia (1) dupa care egaland cu (3), se obtine:

aa1h ‘ﬂh ‘HZOdX ah Yh 9z06

A0 2Oy =
SIx 1z o Sty 1z ye
_ efwadif ‘Hf ‘HZo Twadlg Mg Tzou

= B A2

TEUST T2 G WETX |z X
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Eﬂwaan +‘ﬂf ‘ﬂzo Twadg ‘ﬂg ‘ﬂzou
TSty Tz vy WSy 2 Ty o
‘ﬂw w

Prin identificare, se obtine sistemul liniar in —, —
u’' v

1w

Iﬂ(f¢+f¢agyh_{gg+ggx¢) h¢ +h¢ xz¢,
|
L (194 1850p) + (08 + 08 g =g e af.

Prin rezolvarea acestui sistem, se obtine:

h¢ g¢ z¢ f¢ h¢ z¢
h¢ g¢ z¢ f¢ h¢ z¢
fw_n¢ of -3 qw_|fF hE -1
Tu |f¢ g¢ he v |[f¢ g¢ he|
¢ of hf ¢ of hf
f¢ 9f -1 f¢ g¢
z, Tz y
Exemplu. Ce devine relaia xxﬂ—+y><ﬂ— z; z=z(xy) daci se face
X y

schimbarea de variabile:
Tu=x+z
(T): tv=y+z
fw=x+y
n nouafunctie w=w(u,v)?
Solutie. Prin diferen‘giere Se obtine sistemul:

jau= ﬁ+E$m+Ewy
8 X2 0%

I Al
>dx+ +—_>d

: ‘Hx € o Y

T

T dx+dy—ﬂ—>du +ﬂ—W>dv

T flu v

Tn acest sistem, eliminand pe u si v, seobtine:
e‘ﬂw 9z gw ‘ﬂwou +é‘ﬂw Tz adw ‘ﬂwou

d A+ p
xrdy= S T Su W e Ty e &J”y
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fiz _ 1 Tu
x W, w
fu v
si
w
Tz_ = 1)
Ty Iw, fw
fu v
Din transformarea (T ), se obtine:
X:u+w—v’y:v+w—u’2:u+v—w_ 2
2 2 2
Tinand cont derelatiile (1) si (2), ecuatiadin enunt devine:

(u+W— v)ﬂ—W+(v+W— u)ﬂ—W:BW— u-v.
flu \%

6. EXERCITII REZOLVATE

EXERCITIUL 8.6.1 Seda ecuatia y* +x*> =1. Si se cerceteze daci aceastd
ecuatie defineste pe y cafunctie de x.

Solutie. Se noteazi F(x,y)=y’+x°-1. Tindnd cont de faptul ci
y? =1- x°, atunci evident 1- x3 0b x1 (-¥,1]. In acest caz, y1 (-¥,0]
sau y1 [0,¥). Deci, exista doua situatii pentru ca F(x,y) si fie o functie
de doua variabile si anume:

a F:(-¥,+] [0,¥)® j;

b) F:(-¥,]" (-¥,00® j.

Considerénd F:(-¥,1]" [0,¥)® j , ecuatia F(X,y) =0 defineste pe y ca
functie de x, daca exista (x,,y,)1 (-¥,1" [0,¥) astfel incat F(x,,Y,) =0

si exista —ﬂF (xy)
Ty

Dacia se considera punctul (0,1), atunci este evident ca F(0,) =0 si
T1F

‘H_ =2yt 0, (") (x,yI Vioy - Vioy €ste prezentat in figura alaturata:
y : :

1 0 intr-o vecinatate alui (X,,Y,) .
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Exercitiul 8.6.2 Se di ecuatia x> +2y*+3z? =1. In ce conditii ecuatia
defineste pe z ca functie de x, y. Sa se determine multimea de
continuitate si diferentiabilitate afunctiei z(x,y).

Solutie. Ecuatia se mai scrie si astfel: 37° =1- x°- 2y®. Este evident ci
aceasti egalitate are sensin cazul incare 1- x*- 2y?3 0U x*+2y*- 1£0.
Se noteaza F(x,y,2) =x*+2y*+37°-1. In acest caz, zl [-1,0] sau
zl [0,1). Deci, exista situatiile:

aF:D'[0® j;

b)F:D" [-10]® j,unde D={(x,y)1 iz| X2 +2y?-1£0} .

Existd (X, Y,.2)] D" [01] astfel Tncdt F(x,,Y,,2)=0. Intr-adevar,

—— =, == Deci, F:D'[0]® j si aunci ecuatia

F(x,y,2)=0 defineste pe z functie de (x,y). Daci se considera
F:D'[-1]® j, aunci fie D,D,I i adtfel incdd D,ED,=D si

D,C D, =j .Inacest caz, F(x,y,z) =0 implica:
i1 — .
i—=x/1- X"-2y°, (X, y)l D,
3
z(x, ):Jllfl
T —xf1- x-2y?, (x,y)T D,.
i V3 ?

Deci, ecuatia F(X,Yy,z) =0 are o infinitate de solutii z(x,y) pe D. Aceste
solutii nu sunt functii continue. Tntr-adevir, fie(a,b)T FrD, (de exemplu).
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Avem:

lim z(x, y):ix\ll— a’- 201 lim z(x,y)=- i><\/1— a’- 2o°.
22 V3 o €
oyl By () b,
Daca se considera functia F:D” [0,]® j, atunci ecuatia F(x,y,2)=0
defineste pe z(x,y) si aceasta este continua. Analog pentru cazul
F:D [-1L0]® j.Deci, D={(x,y)I i2| X’ +2y*- 1£0 este multimea
de continuitate pentru functia z(x,y) definita implicit de ecuatia
F(x,y,2) =0 até Tn cazul a), cét si in cazul b).
Pentru ca z(x,y) i fie diferentiabila, trebuie ca F(x,y,z) =0 si admita
derivate partiale continue si F&Xx,y,z) * 0. Aceste conditii implica faptul ca
domeniul de diferentiabilitate alui z(x,y) este

D'={(x,y)1 i2| x* + 2y’ - 1< 0} atdt incazul ), cét si in cazul b).

2
EXERCITIUL 863 Si se calculeze 12
xfy

pentru functia z(x,y) definita

implicit de ecuatia In(x* + y* + z°) + ax+ by +cz =1.

Solutie.

Fie F:i’\{(0,0,0}® j, F(xVy,2=In(x*+y’+2z)+ax+by+cz-1.
Avem:

Tz _ 1 adz0
™y fTy&xg
qF 2X ta
E:__~|]7L:x2+y2+z2 :_2X+a(x2+y2+22)
x TF 2Z . 2z+c(X+y'+7)

1z X2 + yz +7
fz _ 2y+b(x*+y*+7°)
Ty 2z+c(C+y*+2)
Se deriveazi egalitatea F(X,y,z) =0 inraport cu X si apoi nraport cu vy,
tinand cont ca z este functie de x si y si se obtine:
°z _ 1
Wy (¢ +y + D)2z +c( +y + 2]

SLLPALILE

vy T e

x+22><— ?x+2
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EXERCITIUL 864 Si se arate ca functia z(x,y) definita de

F(x- mz,y- nz)=0, m,ni .,verlflcarelatlamxg—z+nx1q—z 1.
X y

Solutiee. Fie u=x-mz si v=y-nz. Derivand egditatea
F(x- mz,y- nz) =0 inraport cu x, se obtine:
T FWV_gp TP T20 TFea  T20_

U v g Xz W& Xz
‘HF
pl._ _u __ (1)
‘ﬂx m‘ﬂ ‘HF
fu ‘ITV
Analog,
TF
fz_ v @)
L) L
Tu v
Tinand cont de egalitatile (1) si (2), se obtine:
TF TF TF TF
X nx— mx— + nNx—
mxﬂ—z+nxﬂ—zz fu + v = flu v =1.
LS YRR SO, SN SO SN S

Tu v fu v Tu v

EXERCITIUL 8.6.5 Sd se afle punctele de extrem ale functiei z=z(x, y)
definita implicit de ecuatiac x* + y* +z° - 2x- 2y- 7=0.
Solutie. Se noteazi F(X,y,2)=x"+y*+7°- 2x- 2y- 7. Punctde
1FS(x,y,2=0
stationare sunt solutiile sistemului :'Fy¢(x, y,2z) =0 care verifica conditia
%F(x, y,2)=0
Fe(x,y,2)* 0.
Deci,
12x-2=0
|2y 2=0
lx2+y +7°- 2x- 2y- 7=0.
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Se obtin solutiile (1,1,3) si (L1-3). Cum FE(X,Y,2z) =2z, se observa ca
FC(113)=6*0 si F¢(1,1,-3)=-6* 0. Deci, aét (1,1,3) cat si (1L1-93)

sunt puncte stationare. Avem:
fz_ FE(xy,2 _1-x

X Fe(x Y,z z
1z _ FE(xy.2) _1l-y

Ty Fe(xy,z z
Sederiveaza (1) inraport cu X si se obtine:

9z 1-x
ﬂZZ -Z- (1' X)ﬁ -Z- (1‘ X)7 ZZ+(1_ X)Z
we z z o z '
Sederiveaza (2) inraport cu y si se obtine:
z_ Z+@-y)°
ﬂyz Z3 -
Sederiveaza (1) inraport cu y si se obtine:
2 -@- X)XE
Tz _ Ty __ (3-x0d-y)
T[Xﬂy ZZ Z3 -
Se cerceteaza daca (1,1,3) este punct de extrem. Avem:
=- i =- l =- } = =0
ay o7 3’ Ay 3’ a, =a, =Y,
1 ; 0 1
a,=-><0, a, a12:3 1.0
3y ayl | Y O
3

Deci, (1,1,3) este punct de maxim pentru functia definita implicit.
Se cerceteaza daca (1,1, - 3) este punct de extrem. Avem:

:i:}>0 :} = =0
=0 3 1 8 3’312 8y =Y,
1 a, a, 5 0 1
a,=->0, ! =3 =—>0.
3 a21 a22 0 } 9

3

Deci, (1,1,- 3) este punct de minim pentru functia definita implicit.

303

(D)

2

©)

(4)



EXERCITIUL 8.6.6 Functia z= f(x,y) este definita implicit de sistemul
de ecuatii:
I X=Uu>cosv
|ly:u><sinv
%z:v.
Sa se calculeze derivata functiei f dupa directia =i +2'j n punctul
22 V2 p pd
€2 24743
Solutie. Se noteaza F(X,Y,zU,V)=X- uXosv,
F(X Y¥,z,u,v) =y- uxsinv, F(xY,zu,V)=2z-v. Seobserva ci functiile

F,,F,, F, sunt continue si derivabilein j°. Avem:

0 -cosv usnv
M:o -sinv -ucosv|=u.
D(z,u,v)

1 0 -1
Seobservi ci:
D(FliniFs) =11 Q.
D(u,v,W) |=22p,p0
€224 43

Conform cu teorema de existenta a sistemelor de functii implicite, din cele
aratate anterior, rezulta ca sistemul:
iF(xy,zuv)=0
% F,(x,y,zu,v) =0
% F(XY,zuv)=0
defineste implicit functiile z= f(x,y), u=g(x,y), v=h(xy).
Conform aceleiasi teoreme, avem:
D(F., K, ) D(F,F,, F)
M _ Dixzuyv) 1f _ D(y,zuv)

7w D(F,F.F)'fy D(F.F,.F)’

D(z,u,v) D(z,u,v)
E =- j)g'nv’ E :_COSV_
x u I\ u
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Asadar,

&2 20 2 J2¢
af G5, qf G oo T
&2 2 Q,:_ﬁ &2 2 Q,:_z
x 2 Ty 2
1 1 1 r rar
Daca s=ax +bxj, atunci ﬂfnzﬁ—fx +Exjg><sb ﬂp:ﬁxﬁﬁm.
S WV g s Tx Ty

e X
Daci 's:i+2'j,atunci E’—:—£+£>Q:\/§_ ﬂ:@
s 2 2 2 2

| ix+y+u?+vi=1
|

EXERCITIUL 8.6.7 Sistemu defineste pe u si v ca

fxy+ul+vi=2
functii de x si y. Sa sedetermine du(x,y) si dv(x,y).
Solutie. Se stie ca du:de+Edy si dv:ﬂdx+ﬂdy. Pentru
x Ty x Ty
determinarea derivatelor Emﬂﬂ se foloseste o adta modalitate fata
x Ty x My

de cea din exercitiul anterior si anume, se deriveaza sistemul Tn raport cu X,
respectiv in raport cu y, tindnd cont ca X si y sunt variabile independente, iar
usi v sunt functii de x si y. Avem:

Lo 4oy = g
} ix x
tae Mg ¥ =y
T x x
Deci,
-1 2v
ix |2u 2v| 6uv?-6uv 6u(v-u)’
3u? 3V
2u -1
v_|3u® -yl 3u®-2yu _ 3u-2y

2u  2v| 6uv?- 6UV  BV(V- U)

TR Ve

"
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Analog se determina Tu si v rezolvand sistemul ! Ty y
oW Lt + 37 = - x
) Yy y
si se obtine:
-1 v
Tu_|-x 3% _ 2w-3v _ 2x-3
fy |2u 2v| 6uv?-6uv 6u(v-u)’
> 3V
u -
v _3u® x| _ 3uf+2ux _ 3u- 2X
fy |2u 2v| 6w’-6u’v 6v(v-u)
u* 3
Asadar,
2y- v 2x- 3 1
du= dx + dybP du= 2y- v)dx +(2x- 3)d
6u(v- u) 6u(v- u) y 6u(v- u) [2y-v) ( o]
dvzwl_u)[(?;u - 2y)dx+ (3u+2x)dy].

EXERCITIUL 8.6.8 Fie

Ui’ ® i, U(X % %) =X +X X,

U i®® 0, Uy(X,%, %) =X +X% + X,

Ut 17 ® i, U, %, %) = X% + X% + X, X
Si searate ca u;,Uu,,u, sunt in dependenta functionala.
Solutie. Este evident (X +X,+X,)? =X + X5+ X5 +2(XX, + XX + X,X,) -
Deci, uZ=u +2u, b u =u’- 2u,. Se consideri j (u,,u,) =u’ - 2u,. Deci,
u =j (u,,u,), ceeace arata ca u, depinde functional de u, si u,.

EXERCITIUL 869 Fief, g, h bijectii si u,v,w: j°® j, u=f22,
Zg

V= g'*’ES, w= f?(—?. Sa se arate ca u,v,w sunt dependente functional si
8Xﬂ eYo

Sa se gaseasca relatiadintre ele.

Solutie. Se stie ca u,v,w sunt dependente functional daca si numai daca:
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T fu
™x Ty 19z
ﬂ ﬂ ﬂ:o
™ Ty 9z
Iw - w fw
™x Ty 9z
Avem:
Tu_g Ml Ty
X v z 7z z
v z v wv_1
- == "_:O’—:_ "
x 2’9 VY |4 xXg
WLy, W X W,
x y fy vy iz
Deci,
Tu fu fu 1y y
" Ty 1z o 7 Z o 13
v v ﬂ:fbg'»h'%—é o I _fxgh) oz 0 1|=
™>x v 9z X X XXy X2 X
T w fw 1 X 1 -X o
> Ty 9z y y y
e Z 0
fogoh € -2 1y x 1T g
= %1 x |-= ; 1-1)=0
XXY>XZ ¢ z X|+  xxyxz
1 0 1 -
& Yig

Asadar, u,v,w sunt in dependenta functionala. Cum f,g,h sunt bijectii,
atunci exista f',g "', h " si:

=f*(u)

N <

=h(w).

——r e —— ] — —
~<|>< '
x | N
I
Q@
AN
Py
=
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= <] 1

Rezulti ci f'(u)xg*(v)*'(w)=1 sau u=f—————- cae
97 (VW) g

reprezinta relatia intre functiile u,v,w.

EXERCITIUL 8.6.10 Fie f,g,h bijectii si u,v,w:A® j, unde

_,e X 6 e ¥y 6 e 7 o)

=f Cru iy V= gg—+, W= hg—+-
&(X- Y)(X- 2) g &(y-X(y- Dg &(z- X)(z- V) g
arate ca u,v,w sunt in dependenta functionala si s se gaseasca relatia dintre
ele.
Solutie. Pentru a arata ca u,v,w sunt Tn dependenta functionala trebuie
aratat ca:

S *

Su Su fu
™ Ty 9z
L .
x Ty 9z
Tw - w - fw
x Ty 9z
Dar,
T _ 2(x- W)(x- 2)- X(x- 9= X (x-Y) o 2y2- X(y+2) .,
ix (X- Y)*(x- 2)? (X- Y)*(x- 2)?
E:—XZ(XZ_ Z) )(f':—xz2 $% "E:—XZ fo"
Iy (x-y)(x-2 (X- y)°(x- 2) z  (x- y)(x- 2)
Wv_ ' g IV 2a-y(x+2)
™ (y-2(y-x° " "y (Y- 2%(y-%?
v _ y* .
__—)g s
2 (y- 2°(y- %)
w _ z . Tw z

= , —=————h
™ (z-9%z-y) "y (z-X)(z-y)
Tw_ 2xy- z(x+y) ..
Tz (z-%*z-y)*
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Atunci,

2yz- x(y+2) X X
(x- Y)(x- 2) X-y X-Z
_ f 'xg ' ; y? 2xz- y(x+2) y? _o
(x- y)*(x- 2*(y- 2)° y- X (y- D(y- %) y-z
7 z 2xy - z(x+Y)
Z- X z-y (z- x)(z-y)
Deci, u,v,w sunt in dependenti functionala pe A (A fiind j* mai putin
planele  bisectoare). Deoarece  f,g,h  sunt  bijectii, exista
frg'h': j® A astfel inci:
2 2 2
U=, gl = W=
(x- y)(x- 2) (y- x)(y- 2) (z- X)(z-y)
Dar,
2 2 2

X + y + z =1.
(X- Y)(X-2) (y-x(y-2) (z- x)(z-Y)
Atunci, f*(u)+g " (v) +h*(w)=1.

OBSERVATIE. Deoarece pentru a arata ca D=0 sunt necesare calcule

foarte lungi, se poate arata dependenta functionala, aratand direct relatia
dintre u,v,w.

EXERCITIUL 89.11 Si se arate ca functiile u=Q x, v=Q % si
k=1 k=1

W= XX, + XX +...+ XX +XX+...+X ,X sunt Tn dependentd functionala

n

pe i".
Solutie. Pentru ca functiile u,v,w si fie Tn dependenta functionala pe "
trebuie ca matricea jacobiana

Hu  fu Mfuod
i
M M Tl

¢ T, X, +
Cow Tw | Tw
€ T
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si nu aiba rangul trei. Tn acest caz, matricea jacobiana este:
el 1 L 16
J=%2x 2% L 2x,.,

S S L Sp
unde S, = én X - j, j=1,n.ntr-adevir, rang J <3, deoarece toti minorii
deordin 3 skt:Jlnt nuli.
1 1 1 nl nl nl ] 1 1 1
Fie Dy, =[2x  2X 2x|=2l&d x ax ax/=2ax/1 1 1|=o0.
S s sl g s 5| 88

Rezultd ci Dy =0. Cum D, este un determinant de ordin 3 oarecare a
matricii J, rezulta ca rang J<3. Deci, u,v,w sunt Tn dependenta

functionala pe i °.

OBSERVATIE. Dependenta functionala a lui u,v,w se observa si direct,
deoarece v =u’ - 2w.

EXERCITIUL 8.6.12 Se considera ecuatia diferentiala
(x+D2y"+2(x+1)y'+4y =In|x+1].
Care este formaecuatiei daci se utilizeaza substitutia | x+1|= €', tT j ?
Solutie. Se considera x+1>0. Deci, subgtitutia devine x+1=¢'. Deci,
x=¢-1=f (t). Sestieca:
dy_ 1 dy d’y_ 1 del dyo
dx Ft) dt’ d¢  f() dt&f (1) dt

Deci,
ﬂ:e’t)ﬂ’ﬂ:e'Zt?ﬂ-}-ﬂ?_
dx dt = ax® & dt dt’ 4
. : . d?’y dy _
Tindnd cont de acestea, ecuatia devine F+a+4y =t.

Daci se considera x+1<0, atunci Xx+1=- € si se obtine acelasi rezultat.
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EXERCITIUL 8.6.13 Ce devine ecuatia y™sinx+y(cosx+1) =0 daca
se foloseste schimbarea de variabila t =tg g ?

Solutie. Se observa ca:
2dt dx _ 2 dt  1+t?

X =2arctgt, dx= P —=
Tdt 1+t dx 2
Cum dy_dy dt ( +1) , aunci:
dx dt dx 2
d? dy_1 dél dyu 1 d’yu_
+1) x— 1 (17 +1) x= t?+1 + 12+ x—2 =
2 oD 6 D<= 5 >et ( e

_ (e +1)xd_y+(t +1)? d’y
2 dt 4 dt?’

2

i cosx=
3 1+t2

. . 2t o
De asemenea, se stie césmle . Tindnd cont de toate

+t2
2
acestea, se obtine: tszZ+2%:O.

EXERCITIUL 8.6.14 Ce devine ecuatia y"+ xy'=¢e’ daca se considera x

functiede y ?
Solutie. Avem:
y':ﬂ:i:i
dx dx x'
dy
w1 daoslyo_ 1aelo¢ 1 -x"_ X"
y = —X s TS T
X' dygdx;z; X' &x'g X' (X) (x)
Deci, ecuatia devine:
- X 3+l:ey,adi(::§1—x"+x>(x')2:ey.
(x)” x

EXERCITIUL 8.6.15 Ce devine ecuatia y"+(x+Yy)A+y")® =0 daci s
face schimbarea de variabila si functie x=u+t, y=u- t, unde u=u(t) ?
Solutie. Avem: dx=du+dt, dy=du- dt. Deci,
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du

dy _du-dt_ o '
dx du+dt @+1’
dt
adu 6 adu .6 d?u d?u
d_zy:igdt' ?:igdt'lfyﬂ: 1 T e
2 du ,* du du 2 3"
X dx97+17 dtga+1T dx adu ., aaiu+12 aglu 19

edt o [} dt ga P ga’Lg

Tinand cont de aceste egalititi, ecuatia devine u"+8uxu’)® =0.

EXERCITIUL 8.6.16 Si se transforme ecuatia: y"+g><y'+ y =0 luand pe
X

x cafunctiede t si pe t = xxy cavariabila independenta.
Solutie. Avem: dt = y>dx+ x>dy . Atunci,

1- ﬂ x—t>~'di(
%:—dx b %:—1 b ﬂ:—y dt b ﬂ:—dt
dt  ydx+xdy dt y+x>ﬂ X dX dx 00X
dx dt dt
dx x>§dxg X 2t>§dX9
d_zyzi@%i?'tﬁ: dx _ dt o dt® dt &
X2 dx&dx g dtg sz% . dt y l‘?s
e dt o dt &
3

EXERCITIUL 8.6.17 Sa se transforme ecuatia:
ﬁz+2xy2xﬂ_z+2>(y— f)x1lz+>5>gf>2220,
™ Tx Tx

considerand schimbarea de variabile independente x =uxv, y = %

Solutie. Avem:
\IE:EZXLD(+12)(1_B/
fu X u fy Tu
iZ_ZK 2l
fv XV VW™
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. - . 1 .
Tindnd cont cd x =ux si y=—, seobtine:
%

I

Tﬂ_Z:uxﬂ_Z_ixﬂ_Z_

v o X% V Ty
Deci,

2 P 2
Tindnd cont ca E:lxﬂ, rezulta ﬂ—f:lxl?xﬂgzizxﬂ—f Din
X v fu X v quégv ug v° fu
aceste egalitati, ecuatia devine:
2
E+2u><v2><—z+2>t(v—v3)><E+x2><y2><22:0.
2
flu flu v

2
EXERCITIUL 86.18 Si se determine 12
xTy

daca se trece de la coordonate

carteziene la coordonate polare.

Solutie. Trecerea de la coordonate carteziene la coordonate polare este data

dereatiile:
1 X=Tr »0sq
i (@)
fy=rsing.

Atunci,

| dz _ Tz Wx Yz, Ty

pdr X I fy T’
ffa T fa Ty Tq
Tinand cont de egalitatile (1), se obtine:

i9z Mz . 1z
i —— =C0SQ %— +sinQ %—
!‘Hr S TN Ty
+ Yz . 9z 1z
T2 = sging X2 + 1 »coSq %= .
f1q Py
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AL N . Iz .
Rezolvand sistemul Tn raport cu % si :lﬂT— Se obtine:
X y

'E:coq z sinq ‘ﬂz
! X rr fq
: E = sing <2 'nz 4 cosq x‘ﬂ_z _
Ty {ir r 19
Din aceste egalitati se obtin urmatorii operatori de derivare:
[RE PN ELLC I
! T r r g
i1 =sing X, 00sq A
Ty {ir r ‘Hq

Tinand cont de acesti operatori, obtinem:
&, 0
Tz _ 1 i ‘Hz Lcosq fz6_

Wy & I 1 fag
1 e ‘ﬂz cosqx‘ﬂ_zt_')_ sinq ‘ﬂ 9z cosqx‘ﬂ_zt'):

= COS{ X— o8iNQ *— + e Sing x— + e
R T e S T

- cosq 6iNg v‘ﬂ z smqt:osq ‘ﬂ i coquv‘ﬂ z
Ir? r 19 r Tg9r
_ cosZy xE sing xcosq xE

r 19 r qr
1°z Tz 1z
EXERCITIUL 8.6.19 Ce devine ecuatia —+2x—+——0 daca se
'S ™y

fac schimbarile de variabile u=x+z, v=y+2z?
Rezolvare:
11z _ 91z ‘HU ‘HZ ‘ITV
J[‘ﬂx lu ‘ﬂx v ‘ﬂx
‘ﬂz ‘ﬂz ‘ﬂu ‘ﬂz ‘ﬂv
r'ny fuly ey
fu 1z v_Tz fu_1Tz 9v 91z

Tindnd contca — =1+—, —=—, — =—, — =1+— seobtineca:
Tx x Ix 9x’ Ty ‘Hy Ty Ty
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v M

fu v
Relatiile (1) se mai pot pune si sub forma:

|‘ﬂz ‘ﬂz+‘ﬂz>§a}z M1z6_ ai ‘ﬂzo ‘ﬂz ‘ﬂz ‘ﬂz
1

1‘Hx T &I g € Txofu Tx v o
|E_E Tz & 1201z
EVA VAt TRE Sl v T
Tinand cont derelatiile (2) se obtine:
) e 0' ® TE 0
Fz_oo wOIC qu %, IC x
" S ey ¥ 7. wwgww
& U WVo u e
'ﬂZO'ﬂX 1z 'H>U
L) i
al_‘HZ_‘HZoE Tvelu ‘ITU ‘ITVL‘J @
&€ u o
1°z 1 efz < a& 926 i
_— = XA X— 1+ - — X Z
o e 2 126 8V U & Tup Wi g
€ u Vo
T’z _ 1 X%e‘ﬂz 1x aﬁggxﬂ_xdgsi Tz61x, fiz fd )
™y = %z 126 16V U & fug v & velu fu ‘Hvu?;
€ u Vo

Tinand cont de acestea se obtine ca:
‘ﬂzz LTz ‘ﬂ z_ 1 LT R

- = Xi— 47
‘Hx2 ‘HX‘Hy Ty? & Tz Tzs' lu vl (2
8 u vg
Deci, ecuatia obtinuta este: ‘”—§+2 T2 +E—O.
flu uv  v°
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EXERCITIUL 8.6.20 Si se determine 2z &?”E+%+ dacd se face
X 1Yg

schimbarea: u = y

L V=X 4y, w=272.

Solutie. Sunt e\/ldente relatiile:
Piw du w v 5,2
’Il‘ﬂu *x v X X
RIS LU P
fu Ty v Ty Ty
y

Tindnd cont ca u-— v=x*+ Yy, relaiile anterioare devin:
LYW W — 952
I x* fu v i
I
EDLIP TP
fx fu v 0%
Atunci,
—= xﬂ—W+2(x+y)x— ZZGQE_'_EE
x* qu v & Tyg

EXERCITIUL 8621 Ce devine ecuaia 1-2+-2- 2512 =0 daca s
X 'ﬂy XNy

face schimbarea de variabila si functie u=x+y, V:X, w=—"7?
X

x |N

Solutie. Din datele problemel se obtine:
1w ‘ﬂu ‘ﬂw ‘ﬂv R4
tﬂu ‘ﬂx v ‘ﬂx x?
‘HW Ju Tw v _1 9z
T‘Hu ‘Hy fiv ‘Hy X ‘Hy

y

+ 1,02
x 1

Tindnd cont cd u=x+y si v==, obtinem:

"”_W_lxﬂl" ]

’[‘Hu X v
‘ﬂw 1 ‘ﬂw i
X

R
X fix

Zz
X2
fiz
T‘HU X ‘ITV ‘H
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Deci,
19z _ Jw_ y fw, z
’I[ ix fu x v x
| E = Xxﬂlv.pﬂ_vv .
Ty u v
Se calculeaza derivatele de ordinul &l doileasi obtinem:
2 2 2 2 2
E :2M+Xvﬂ W_ 2)(!\(1-[ w +y_xﬂ_\N’
% fu u? x Xy x W
%z Tw w1 T°w
— = XX - 2% + % ,
Ty w? ~ ufv x v

1%z :ﬂ_vv+xxﬂv+aﬁ_ XQV‘HZW Yy TPw
Iy fu ~ T2 & xzTulv ¥ TV
Tz Tz Tz .

Daca se inlocuiesc valorile lui —, — in ecuatia data se obtine

o™ Ty IxTy
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CAPITOLUL IX: EXERCITII PROPUSE

EXERCITIUL 9.1.1 Sa searateca functia f : X ® Y este inversabila daca
si numai daca este bijectiva.

EXERCITIUL 9.1.2 Sa se arate ca daca functile f : X ® Y si g:Y® Z

sunt bijective atunci:
a) gof:X® Z edebijectiva;

b) (go f)'l: ftog™.

EXERCITIUL 9.13 Fie X ={x,X,,..,X,} 0 multime formata dintr-un
numar finit de elementesi f : X ® X o functie. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

a) f esteinjectiva,

b) f estesurjectiva,

c) f estebijectiva.

EXERCITIUL 9.14. Fie f : X® Y o functie. Sa se arate ca:

a) relatia A, definita prin XAy daci si numai daci f (x)=f (y) este o
relatie de echivalenta pe X ;

b) existd o functie injectiva h:XAf ® Y adtfel incét diagrama si fie

comutativa, unde p este aplicatia canonica;

X >y
f
\ h
XIR;

c)daca f estesurjectiva, atunci h este bijectiva.

EXERCITIUL 9.1.5 Fie M o multime arbitrard. Sa se arate ca:
@) (P (M),l) este o structura de ordine partiala in care f este primul

element, iar M ultimul element;
b) oricarear fi AT P (M), il | auloc relaiile:
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i) SJp{A}iTI ZUA;

i) inf{A};, = 1 A.
EXERCITIUL 916 Fie X={{1}.{12 {234} {5} ordonata prin

incluziune.
a) Sa se determine elementele maximale si minimale.
b) Exista un cel mai mare element?

EXERCITIUL 9.1.7 Fie ¢ multimea numerelor intregi pe care se defineste
relatia:
xAyU 3dividepe x- y.
a) Si searateca A este orelatie de echivalenta.
b) Si sedetermine C,1 ¢ /A care contineintregul x.
c) Si se determine multimeafactor ¢ /A .

EXERCITIUL 9.1.8 Fie f : A® B. Sd searateca:
a) f surjectie b cardB £ cardA;
b) f injectie b cardA3 cardB.

EXERCITIUL 9.19 Si se demondreze ca multimea ¥ a numerelor
naturale este infinita.

EXERCITIUL 9.1.10 Sa se arate ca multimea ¥~ ¥ este numarabila.

EXERCITIUL 9.1.11 Sa se arate ca:

a) card SU AE:AO, unde cardA =A;
&y U
é u. R

b) cardglJ A, £A, . unde cardA, <A;
&y U

c) card[A” B] =A,, unde cardA=A, cadB=A;

63 U, A
d) cardgO A=A, unde cardA =A, (" )i=1n.
ei=1 u

EXERCITIUL 9.1.12 Sa se arate ca pentru orice numere reale a,b,c,d , cu
a<b si c<d, exidareatiile:
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a) [a,b] ~[c.d], (a,b) ~(c,d);

b) [a.b) ~(a,b) ~(a,b] ~[a,b].
EXERCITIUL 9.1.13 Sa se arate ca:

a) card(¢)=A,;

b) card(=) =A;

c) card(P)=A,, P multimeanumerelor prime;

d) multimea polinoamelor cu coeficienti reali este numarabila;
e) card(A)=A,, A multimeanumerelor algebrice.

EXERCITIUL 9.1.14 Fie M o multime oarecare. Sa se arate ca:
a) cardP (M) =27 ;
b) cardM <2™, undem = cardM .

EXERCITIUL 9.1.15 Sa se arate ca:

a) card([a b)) = card((a b)) = ([a b]) =A_;

b) card(1)=A_, | multimeanumerelor irationale;
c) card(T)=A_; T multimea numerelor transcedente;
d) card(¥¥)=A

EXERCITIUL 9.1.16 Sa se arate ca:
@ cadl(A)=A.. adh =ALACA =T, it jg

b)carﬁJA =A,, geadA =A_,ACA =f, i1 jj

|IN

c) card(A’ B)—AC, [cardA = cardB=A] .

EXERCITIUL 9.1.17 Sa se dfle:
a) cardP (¥);

b) cardP (i);

c)cadj'’
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EXERCITIUL 9.21 Sa se arate ca familia F a multimilor Tnchise din
spatiul topologic (j,t ;) areurmatoarele proprietiti:

af,jl F

b) pentruorice ki 1 b | R T F;

K1

c) pentruorice F, T F, k=L,nb UFRT F.
k=1

EXERCITIUL 9.2.2 Si se arate folosind multimile F, =[1/n,], nT ¥*,

ca proprietatea c) de la Exercitiul 9.2.1 nu este adevarata pentru reuniune
infinita.

EXERCITIUL 9.2.3 Fie (X,t) un spaiu topologic si ABI X. Si e
arate ca:
0
a Al A;
R [
b) Al BP Al B;
0 0 o0
c) ACB=AGB;

9 ¥A= 14
9 UA=UR.

EXERCITIUL 9.24 Fie (X,t) un spaiu topologic si ABI X. Si e
arate ca:

a) Al A;
b) Al BP Al B;
c) AE B= AE B;
d) A= A.

EXERCITIUL 9.25 Fie (X,t) un spaiu topologic si ABI X. Si se
arate ca:

a) Al Bb A'l B';

b) (AE B)'= A'E B';

c) (A)'=A;
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d) A'l A.

EXERCITIUL 9.2.6 Fie (X,t ) un spatiu topologic si Al X . Si se arate
ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) A esteinchiss;
b) AE A, (A= A);
0) AE A}
d) AE frA.
EXERCITIUL 9.2.7 Fie (it , ) spatiu topologic. Se considera multimile:
11 1, - g - . ¥
=i=+=|nl ¥*y, pl ¥ si A=UA .

Ab T p n g p=l'Ab

Sa se determine punctele lor importante.

EXERCITIUL 9.2.8 Si se arate ca:
a) JA= ACCA;
0 . 0 4
b) JA= A\A=IZAE Ean A2,
& %
c) TA=TA;

0
d) 1(1A) =TA\TA;
e) 1(AEB)I fAEB.

EXERCITIUL 9.29 Fie (j,t,) spatiu topologic real. Si se determine:
E,extE, frE, E,E',1E,

daca:

a) E=(%,%,%,);

b) E=[12]E (3,4)E{5};

c) E=o.

EXERCITIUL 9210 Fe S={{x}, %1 i.(")nl ¥ (multimea
sirurilor de numerereale). Sa se arate ca:

. 1 |Xn_yn|
d:S"S® i, d(X,y,)=a ok,
i d06v) A 214 - v,
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este 0 metrica pe S. Sa se calculeze distanta dintre sirurile:
n(n+1)

x,=1+(-1)" si y, =1- (-1) 2 .

EXERCITIUL 9.2.11 Se considera multimea:

S:Cl[a, b]
(multimea functiilor continue si cu derivata de ordinul intdi continua pe
[a,b]) si sedefinestefunctiad:S” S® j,, astfel:

d(f,9)=max| f (x)- g(x)|+max|'(x)- g'(x]-

A [a,b]
Sisearateci d este o metrica.

EXERCITIUL 9.2.12 Considerénd metrica de la Exercitiul 9.2.11, s3 s
calculeze d( f,g) daca:

3 ()=, g(x)=Inx, x g cf
b) f(x)=x% g(x)=x*, xI [01];
c) f,(x)= sm ( x)=0, xI [0,];

COS

(
d) f,(x) g(x)=0, x [0,2p].

EXERCITIUL 9.2.13 Sedau:

d,(xy)=|x- y si d,(x,y)=[Inx-Iny],
oricarear fi x,yl i,\{0} =E.
a) Sa searateci (E,d,) si (E,d,) sunt spatii metrice.
b) Cum arata sferele deschise pentru fiecare din cele doua spatii metrice?
EXERCITIUL 9.2.14 Si se arate ca daca (S,d) este spatiu metric, atunci
urmatoarele aplicatii sunt metrici:
ad:S S®ij,, dl(x,y):M, (")xyl'S;

1+d(x,y)

b) d,:S" S® j,, d,(xy)=In(l+d(xy)). (")xyl S;

) d,:S" S® i, dy(xy)=(d(xy)),al (02), (")xyl S
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d) Daci S=j®si d este metrica euclidiani, atunci si se calculeze d,, d,,
d, pentru x=(12) si y=(-3-1).

EXERCITIUL 9.2.15 Fie j " Tnzestrat cu structurade spatiu vectorial, real.
Sa se arate ca:

Aj:i"® i.,i (X)=|x|=4 % estenormg;

i=1

b)j :i"® i,,j (X)=|x|=a |x| este norma.
i=1

EXERCITIUL 9.2.16 Doi vectori x, y a unui spatiu prehilbertian sunt
- 2 2 2
ortogonali U |x+y[" =|x|"+|y]".

EXERCITIUL 9.3.1 Sa se gaseasca marginile multimilor de numere reale:

a) A:}6—n| ni ¥U;
in ?;
b) A:J.[ﬂ+i| i ¥§,
o 2n+1 b
n-1 n
0 A=l1+ o, (Y M i ¥§;
T n 2n-1 p
S e
d) A:}lF+F| m, ni ¥§;

f A:\l S emsinn | ni ¥y,
) }( ) 5| Y

EXERCITIUL 9.3.2 Sa se gaseasca un interval inchis care contine toti
termenii sirurilor:
.. p
a s X =SN——x—;
) (Xn)nl¥ Xn n+1 2

2

) (1)1 10 G20
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EXERCITIUL 9.3.3 Sa s precizeze daca urmatoarele siruri sunt marginite
sau nu:

a) xn:glcoska,ai (op);
k=1

b) x, =8 (- 1) coska , al (0,p);

k=1

0) xn:glsinka,ai (0p);

k=1

d) xn:én(—l)ksinka,ai (0.p);

k=1
e x,=n +1,al (0,p);
f) x, =(- 1)”n>sin%;

Q) X, :\/1+\/2+\/3+...+ﬁ .

EXERCITIUL 934 Si se studieze monotonia urmatoarelor siruri:

185 n!
flx =8+20 . M
)% &€ ng n"x/n

EXERCITIUL 9.3.5 S se studieze convergenta urmatoarelor siruri:
1 n_ 1 n.
B X, = b) x,=(-1)" %= ©) X, =1";
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d)xn:2n’ e)xn:F’
fyx,=—,a>0
8 2k-1 _3n >sm(n') . Inn
= . h = .
9 91 2k ) 2n+1 ) %, n -’
. _ n n . _ .. hp . — .
=(-1) *>—; k) x =sin—/—; I = ;
)% =(-1) e ) X, =sin— ) X, =sinn
_ P N
m)xn—coszn, n) x, =tg i1 4 0)
_arcsn(—l)”m2+1
%= n® +2n
_ (-1’
p) x, =arctg T

EXERCITIUL 9.3.6 Si se calculeze:
a) lim tg2 = al%,gé; b) lim{Yn*, ki ¢;
)n®¥n>?'lg k'’ 8 29 )n®¥\/7
1 ”n'
n®¥{1/m’ d) !1I®r!£1 n

né(n+k
e lim*=E—: f) Ilm\/an

ne® ¥ n n® ¥

- (n)* 3.
R [ETRIRLE e [P

i) limn|~—=
)n®¥ (2n_1)|
;1 . 0
K) lima —: 1) limS3 =- Inn2;
) n® ¥ elkl ) n®¥8ka:'l g
m) Iimaecospnzxinig, a>0: g 2k- 1,
o ¥ & n+lg ¥ a1

326



0) Iimna%\% 16 a>0; p) Iim(n)Z)an ;
ne ¥ g ;’ ' n®¥(2n)!\/ﬁ’
r Ilmé’nl 1 ) Iimé’nl !
ne ¥ k=1(2k 2 ¥ D Jn+k
n no3
t)limg ! cou) limgy k2+k;
¥ 7 In2+k ne¥ = n°+k
V) Ilmén_ 1 w) Ilmén_ ! ;
Yo dn+k’ n®¥ k=1(n2+k2)2’
: a k"
X) lim& —= 2) lim 2
¥ |\ (n+k)2’ ey nml
&8 | o]
al) |img§}lk L e P
no¥ ¢ "™ m 1%’ ' ne ¥ k=l(k+1)"
o

A 1 Xn
D) lima/OQCr;  di) limy—dx;
n® ¥ k=1 n® ¥ 0 [1_ XZ

. 1 l\ - n., H n\
el) Inl(@rgmodarcsn x) ; f1) LI@I’Q Parctg nx dx.

[

n+l

EXERCITIUL 9.3.7 Si se studieze convergenta si in caz afirmativ sa se
determine limita pentru sirurile definite recurent dupa cum urmeaza:

Q) x,=(n+2)x,.,- (n+1)x,,, X, =a, x =2a;
b) N>, - (n'l)Xn+l- x =0, nl ¥, x,=a;
c) (n+1)2xxn.1' n®xx =2n+1, nl ¥;

d) (n+1)"xx,.,- n°x, =n+1, x, =a, ni ¥;

- % 7 —q1 3.

= ,nl ¥, x,=at =;
€) X 32 n % =at o
) xn+l:2>°:("n'1, nl ¥, x,=a.
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EXERCITIUL 9.3.8 Folosind definitia limitei, si se arate ca:

\/m+n2 n+2)+(n+ |9
? I”ggg( 3/n6+1) ( (22+§)' 1)-i:(4’0);
7]

b) L%Tan—ﬂ- N S I +=(0,04);

N

& énk no
7 S N T R B
- k= += 01):
) I”gggélk(kﬂ)’n’ n+2 = (Lo1):

&
-1) -1)" 0
g{z—l),w,cosmi nu exista.
ne¥gn®+1 n! 2 p
EXERCITIUL 939 In j? se considerd sirul: x =(10), x,=(0,1),
X, =(1,0), x,=(0,1),... Si searate ca:
a) Tn metrica uzuala acest sir este divergent.
b) sirul () ., este convergent.

EXERCITIUL 9.310. Se considerd spatiul metric (j,d,), unde
d, (x,y) =|arctgx- arctgy|. Si se arate ca sirul (x,) ., %, =n, (" )nl ¥
este fundamental, dar nu este convergent.

EXERCITIUL 9311 Fie (c[0 d) spatiu  metric,  unde

ab]’

d(f,g):\/(‘)(f(x)—g(x))zdx. Si se aate ca sirul (fn(x))nw,

(0]

f,(x)=x", x1 [0,1] nu este convergent in ((C"[O,l]),d), dar este sir
fundamental.

EXERCITIUL 9.3.12 Fie (iz,d) spatiu metric, cu metrica euclidiana

uzuala. Folosind criteriul lui Cauchy, si se studieze convergenta
urmatoarelor siruri;
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o
—~
1
=

ol
=
5
—+
=
(@)

3) o Y
&1 g (-)to
b) X, =¢cA —. 5
V%8 i)
® p o
n n ko> 2
0) >‘<n=gé’l : a — o
G (kD) Gk (k+D)
e %]

d) X _a§‘+(_ 1)”'1 (n+1)2 9
X”_é 3 ’3n2+n+1g

EXERCITIUL 9313 Sia se gaseasca punctee limita ale sirului
U, =(X,, Y, Z,) pentru urmatoarele cazuri:

a) x, =1+(-1)"a (a >0), y,=sn? 2 7 ={14+209" i ¥

4’
Inn 2 n -
b) xn:ﬁ, yn:cosTrp, z,=(-1) Xn, nT ¥,

EXERCITIUL 9.3.14 Si se dabileasca daca functiile de mai jos admit
puncte fixe si apoi s se gaseasca:

a f:i® i, f(x)=x%

by f:i® i, f(x)=x%

o f:i® j, f(x)=sinx

d f:i® j, f(x)=cosx

e f:i®j, f(x)=e'-1

Hfi® i, f( ):i|x| m%’XT i\{0}, a>0

EXERCITIUL 9.3.15 Fie f:[a,b]® [ab], (a<b) crescitoare. Si se
arateca f admite cel putin un punct fix.
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EXERCITIUL 9.3.16 Sa s arate ca urmatoarele functii sunt contractii pe
multimile indicate, considerate ca spatii metrice cu metrica euclidiana:
&4 10 é4 1o 1
a f;‘?_,_,® ~—,—, T(X)=————;
) g9'2H &9'24 () (x+1)2
b) f:[-3-2]®[-3-2], f(x)=Ux-1;
o f:[-10]®[-10], f(x)= X 13—1;
(x-4)
d) f:[12]® [1,2], f(x)=%5- x;
X+1

e f:[-3-2]®[-3-2], f(x):arcsinT.

EXERCITIUL 9.3.17 Sa se aplice principiul contractiei pentru studiul
convergentei sirurilor date prin relatiile de recurenta:

_p T . T -
a =—— , X% | dat, nl ¥;
)Xn 3\/§Xn—l %l
b) xn:piarctgxn_l, %1 i dat, nl ¥;
C) X, =1+Inyx ., %1 [L+¥) dat, nl ¥.

EXERCITIUL 9.4.1 Utilizand sirul sumelor partiale s se studieze natura
seriilor urmatoare si, Tn caz afirmativ, sa se calculeze sumele acestor serii:

2 3 2n+3 )
A n(n+)(n+2)’
& u

o) g+ 2 Y
a n(n o

1 @ +3)

¥
C) é (\/n+2— 2«/n+1+\/ﬁ);

n=1

3, ®, a0d -
d Inceh—=, al j;
Jaingho al i
9837,

n=1 6n ’

g $ sin(2k-1
f)éun,undeun:aLz)a;
n=1 k=1 k
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¥ n+1
0) é’[ u,,undeu, = é’[ arctg

n=1 k=1 W .

EXERCITIUL 9.4.2 Sa se cerceteze daca seriile urmatoare satisfac conditia
necesara de convergenta:

$ ant+agp -
a ;,a,bl -;
)2.18n+bb '

3 a - p 6
b) - 2"%xg—, al 6%,—+;
2'1 2" 8 Zﬂ
3 16
C nﬂna?t——;;
) 22 8 Nng
n2-1
§ am’- 16+
d) 3 b
)élgnz"'lb

EXERCITIUL 9.4.3 Folosind primul si a doilea criteriu @ comparatiel sa
se studieze natura seriilor:
a) gi al i';

ol na 1 1 1

b § Y

2 1
1 N°+3n+5

3 . p
C) e_lsm n(n+1) ;

(V1. Va1
! (f/sn“ +1+3n* +2)q |

Qox

d)

>
I

In?+2n+3- In?+n+3

3
? 21 n(n3+n2+2)

( L+tgt
f) & In 2

=o1-tg-

n

EXERCITIUL 9.4.4 Folosind criteriile de convergenta, si se stabileasca
natura seriilor:
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¥
a a \/2— \/2+\/2+...+\/§ (de n+1 ori serepeta radicalul);
n=1

¥ 1 xn g
b) & —g—; ;
)913n n+lg

2

aen O
3" ,a>0;
)agn 5

(2a+1)...(na+1)
b+1)(2b+1)...(nb+1)’

§ p(p+1)..(p+n-1) ; _
f) a (a+1)(q+n-1) {-2)" pg>0,1 >2;
g)a L xi,a>0;ai i
nla(a+1) (a+n-1) n
l+1+}+"+i
h) a az® " a>0;

n=1

>0, b>0;

al i;

a 1
—In*n

¥ ¥
Dax.axiundexl (01), X, =%+1- %, n31L
n=2 n=2

EXERCITIUL 94.5 Si se arate ca seria a ); este convergenta si sa

n= N
se apI’OXI meze sumasacu trei zecimale exacte.

1)" :
EXERCITIUL 9.4.6 Sa se arate ca seria a ( ) este convergenta si sa se
n=2 n n

determine numarul de termeni ce trebuie Tnsumati pentru a obtine suma
seriei cu trei zecimale exacte.

EXERCITIUL 9.4.7 Sa se cerceteze natura seriilor:

8 & (-1 (vn+1- n);
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3 (_ 1)n+1ﬂn+1('j .

b =
)a &3n+1p
¥
o al- 1)”+lx\/ﬁ>4n:f+i;
n=1
g n+1 . 1
d a(-1) XQ/ﬁxsmﬁ.
n=1

EXERCITIUL 948 Si se dsudieze convergenta absoluta sau

semi convergenta urmatoarelor serii:

g sinnx .

aa—70, Xl i;
=t N
g cosnx -

b)el v X

o n- !
C) a (_ 1) 1 Snzn :
n=1 n
3 n- 1
d -1 l><—;
)‘21( ) n-Inn
g 1n—l tgg
- X—
® 21( ) n(n+1)

¥
EXERCITIUL 9.4.9 Fie é u, O serie cu termeni pozitivi astfel Tncét sirul

n=1
(u,). ., este descrescitor, iar (a,) .,
naturale Tn asa fel ncét sirul cu termenul general sa fie marginit. Sa se arate

un sir crescator divergent de numere

¥ ¥
ci seriile Q U, si & (@~ &), au aceessi natura.

n=1 n=1

¥
EXERCITIUL 9.4.10 Fie seria é u,, u, >0, convergentd. Sa se arate Ca:

n=1
. u+2u,+...+nu
) lim—=2 2 h=0Q;
n® ¥ n
b)§|im“l+2“2+"'+”“n _3 y
= .
n=ln®¥ n(n+1) n=1
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EXERCITIUL 9.5.1 Seda sirul defunctii f,(x)=1+x", xI j,si se
cere:

i) multimea de convergenta si functia limita;

i) s se arate ci nu este uniform convergent pe (- 1,1). Si se determine o
multime de uniform convergenta.

EXERCITIUL 9.5.2 Seda sirul de functii:
_ 1 1 1 .
fn(X)_ 2 >t 2 2+ 2 2,X| 1
n“+x° (n+1)"+x* (n+2)"+x

Sa se studieze convergenta.

EXERCITIUL 9.5.3 Seda sirul de functii:
_sinx , sin2x snnx - _
f,(x)= vt et X
Sa se studieze convergenta.

EXERCITIUL 954Fie f.:i® i, f
se studieze convergentasirului ( f, ())

. (x)=sin"x+cos"x, (" )n3 1. S&
ne1’

nx -
> X i
1+nx

EXERCITIUL 9.55Fie f,(x)=

Sa se studieze convergenta sirului.

EXERCITIUL 9.5.6 Sa se determine multimea de convergenta pentru
urmatoarele serii de functii:

)aaen+1oae1 xo_
8 n o &l- 2xgp '

b)ggnx al j;
n=1
é(l)”aa X0

C)iilzlnn 1+ X 8
¥ In{1+a"

d)a( )

EXERCITIUL 9.57 Sa se studieze caracterul convergentei urmatoarelor
serii de functii pe multimile indicate:
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a) 1+§ (x” - x”'l) , cand:
n=1

/

i) xi S H
i) xT [0,4];
X X u
) X+<nalgl+nx 1+(n- 1) xg - x1 [o4];
¥ 00523p><x A
Vq e
d) &4 3™ cang:
n=1 n
i) xI [a,2p-a], al (0,2p);
i) xI [0,2p];

e)aarctg Zln X

n=1

EXERCITIUL 9.5.8 Este posibila integrarea termen cu termen a seriei:
¥ L, 5
a) é’lZXQn2>e'”X (n-1)°e ™ v U x1 [0,1]?

b) aarctg v , xI [a,b]?

EXERCITIUL 959 Este posibila derivareatermen cu termen a seriei:

aee“x -0 X7 [01]2

EXERCITIUL 9.5.10 Sa se determine multimea de convergenta pentru
urmatoarele serii de puteri:

¥ 7 n\n
a) a__gl- (-2) "

3”’

g
b)a
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EXERCITIUL 9.5.11 Sa se determine multimea de convergenta si suma
urmatoarelor serii de puteri:

¥
8 a(-1"(n+)"x;
n=1
b) & (n+1)(n+2) = ;
r;:l
c) § n°xX";
n=1

4n
d X

d) %W'

EXERCITIUL 9512 Si se determine daca functiile urmatoare sunt
dezvoltate Tn serii de puteri si i se gaseasca aceasta dezvoltare,
specificandu-se intervalul in care este valabila:

a f(x)=sin*x, xI j;

b) f(x)=

X2+ x+1

(g (g A

C) f(x):ln(l— x+x2), x1 i
d) f(x)=+vx+a?, x3 -a*
! x1
1- x+x2 !

EXERCITIUL 9.6.1 Se considera functia:
F: X1 j® j?, F(x):(fl(x),fz(x)).Sﬁsecalculezeli(grgF(x) daca:
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_ & - cosx Y1+x- Y1- x6
a) F(X) _g X2 ' X +
2
_ ad- COSX>XCOS2X...COSNX arcsinX- arctgx o
b) F(X) —8 XZ y X3 E’
&/1+x-1 1- cos® x0
2 F(X):g x xosnex
2

EXERCITIUL 9.6.2 Se consideri functia F: X 1 j ® j°.Sa secalculeze

IX|®rQ F(x) daca:

e X0
8) F (x) =g(L+x)m Ros19 +;
AT
& m ..Ctg?:g I 2 4 X 9
D) F(X)=¢g g+ '|:((xx4+eezx))+'
e - -
& o

8¢n(1+ex) o -e%060

C) F(X):é

ToraE
X + :
e® € g

EXERCITIUL 9.6.3 Folosind definitia limitei, si se arate ca:

EXERCITIUL 964 Fie f: i \{0} ® j, f(x,y):xsin%.
a) Sa se studieze existentalimitei in (0,0) si (1,0).

b) S se studieze existenta limitelor iterate in aceste puncte.

EXERCITIUL 9.6.5 Sa se arate ca pentru functiile de mai jos nu exista
limf (x,y).

x® 0
y® 0
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2 2

a) f:i’\{(00)}® i, f(x,y):;:y ;

4

b) f:i”>\{(0.0}® i, f(x,y):m;
C) f:iz\{(x,y)|x+y:O}® i, f(x,y):%.

EXERCITIUL 9.6.6 Pentru functiile de mai jos, si se calculeze

Ixi®ngf(x,y):
y® 0
2
a) f:i’\{(00)}® i, f(x’y):x)z(+X§2;
e ) _ 1 XXy
b) f:i, i.® i, f(x’y)_xxy){g—hxy’

1

1 Eey?
o f:i’\{(00)}® i, f(x,y):x4+y4>eX v,

d) f:iz\{(0,0)}® 02, f(X’y):g- COS(X3+y3) sin(x3+y3)9

X2 + y2 ! X2 + y2 B

EXERCITIUL 9.6.7 Sa se studieze continuitatea partiala a functiilor:

1 3y’ .
af:i’® j?, f(x,y):_{x4+y4’ (x)* (00)
i 0 (xy)=(00)
]. 2:2
b) f:i2® i, f(xy)=1€" (x¥)*(0.0)
i (x,y)=(0,0
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EXERCITIUL 9.6.8 Sa se studieze continuitatea functiilor:

[

o f:i, i.® i, f(x,y):}(l’LXY)ﬁw, (x,y)* (0,0)

EXERCITIUL 9.6.9 Sa se studieze continuitatea functiilor:
a f:ij’® j?,

2

)= |gexyx%,(xz+y2)>4n(x2+yz)g’ (x,y)* (0,0)
% (O’O)’ (X, y):(0,0)
b) f:i2® 2,
&, 1 sm(x +y)
f(XY)::[gX +y)>co‘,xz+y X2 + Y2 E(Xy) (0.0)
} (0.0). (xy)=(0,0).

EXERCITIUL 9.6.10 Si sediscutedupi a1 j continuitateafunctiilor:

) %0 0, 1= Png (9 09

D) F:i%® i f(xy)= :%’(XW(O’O)
poo (x.y)=(0,0)

EXERCITIUL 9.6.11 Caredin functiile de mai jos se pot prelungi prin
continuitate?
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X2+ xy +y?
a) f:i’\{(00)}® i, f(x,y):%yzy;

ey
b) £:i*\{(0.0}® i, f(xy)=e";

an(1+x’y? _ BESNe
9 f:i7\{(0.0}® %1 (X,y):é(xv),(mﬂz V)
EXERCITIUL 9.6.12 Sa se studieze continuitatea uniforma a functiilor:
af:i® j, () snx:

f

b) f:i,® i, f(x)=xx€n*x*;
o f:[L¥)® i, f(x):W,nT ¥:
ax-y x06

d) f:(12) (L2)® 2, f(xy)= 8X+y v

EXERCITIUL 9.7.1 Pornind de la definitie, sa se calculeze derivatele si
derivatele partiale ale functiilor de mai josin punctele specificate:

a) f(x)=+bx+1, x,=3;
b) f(x):ln(x2+5x) X, =1;

0 f(xy)— sin® x+sin’ fﬂl? O_ f " 4 0.
%]

d) f(xy)=e", fﬂging £9(1,0);

e f(xy)=Iy, 14-22), 19-22), 1¢(-2.2).

EXERCITIUL 9.7.2 Sa se studieze derivabilitatea functiilor:
Q) fri,® i f(x)=(f(x),f,(x),f(x)), unde

In(X +3X) O<X<1 f ):‘I,InSX’ O<X£e

i

I
f, (X )
()= i (x-1)+2In2, x31 ? }ax+b,x>e

—_——
Nlo

f,(x) =|Inx-1,x>0;
b) f:§® i f(x)=(f(x),f,(x),f;(x)), unde:
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1 2x1 X<l
fl(X):Il 0, x=1, fZ(X):rL]aixél— X3|,3|X|B,
I

In(x - 2x+x) x>1
fs(x):rll]in{x2+3x,x}.
EXERCITIUL 9.7.3 Sa se calculeze derivatele urmatoarelor functii:
a) f(x)=(f(x),f,(x), f;(x)), unde:
2 s,in1

f(x) = §_+1 £,(x) =31+ e, f,(x)=e";
b) f(x)=(f,(x), f,(x), f;(x)), unde:

f,(x) =29, f,(x)= X L (x):arccosi;

1 2 X 3 \/;
o) f(x)=(f.(x), f,(x), f;(x)), unde:

X a- 2x

f,(x)=arctg————, f,(Xx)=arctg—————,
)mas e BT, s

EXERCITIUL 9.7.4 Sa se demonstreze urmatoarele egalitati:
a) arcsiny/1- x* +arccosx=p , x1 ( 1,0);

a>0.

P
b) arctgx +arctg—— =
X P (¥,-1);
T 4’
. @ o
C) arcsin X+ 3arccosx +arcsin 2xy1- x° :E x| g % %:
(4]

EXERCITIUL 9.75 Si s calculeze derivatele de ordinul n pentru
functiile:
a) f(x)=(f(x),f,(x), f;(x)), unde:
1+ 1+x
fl(X):ﬁ’ fz( ) Inﬁ fs(X):
b) f(x)=(f.(x), f,(x), f;(x)), unde:

I S
2x2 - 3x+5’
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f,(x)=x3™, f,(x)=In? (1— 5x+6x2)X , f,(x) =sin3x>cos® x.
EXERCITIUL 9.7.6 Sa se arate ca functiile urmatoare satisfac relatia lui
Euler si sa se verifice prin calculul direct al derivatelor relatia gasita:

a f(xyz)= +yr+ 22 An>
y
x X
b) f(x,y,2)==";
y

C) f(x,y,z):L-'-zl_

(XZ + yz + 22)5

EXERCITIUL 9.77 Si se calculeze derivatele specificate pentru
urmatoarele functii:

X+y0 ﬂn+mF
F +b
o F (1) = n(acey) 7Y, TP
b) F (% y):((x2+y2)>e><+y’cos(x+ y)). %
c) F(x, y):(sin(ax+by),sin6(ax+by)+cos6(ax+by)), gn;;m

EXERCITIUL 9.7.8 Presupunand ca functiile | siy sunt derivabile deun
numar suficient de ori, sa se verifice urmatoarele egalitati:

a) Y% xx% 0, z= j(X2+y2);
b) szﬂ—)z( ny% 3z, z= ;:XJ (xxy);
C) (Xz—y)%+xyx%z/ xyz, z=¢e’ % ?;Dezxjé
7]
d) Xxﬂ_U+yx‘ﬂ_u+yx‘ﬂ_u u+ Y u=Yunx+xj & 0,
fix fly ﬂZ Z ya 8)(
oG G 2o B
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EXERCITIUL 9.7.9 Pornind de la definitia diferentialei, si se arate ca
functia:
f (x,y) =27x° +54x°y +36xy” - 8y°

este diferentiabili pe j 2.
EXERCITIUL 9.7.10 Se considera functia:

i X2 - yz

PXy*———, (x,y)* (0,0

f(X,y):%Xy X2+y2 ( y) ( )

1 0, (xy)=(00).
a) Si searateca f este diferentiabila pe j °.
b) Sd searateca f admiten orice punct derivate partiale de ordinul doi.
c) Ssearateca f¢ si f@ nu sunt continuein origine.

EXERCITIUL 9.7.11 Sa s calculeze diferentialele de ordinul indicat
pentru urmatoarele functii:

a) du, u=x*+y*- 3xy(x- y);
b) du, u:sin(x2+y2):

c) d*u, u:In(xXxyysz);

d) d"u, u=e™";

ax+by+cz

€) d"u, u=¢€

EXERCITIUL 9.7.12 Sa s calculeze diferentialele de ordinul a doilea
pentru urmatoarele functii:

a F(t)=f (tz,lnt);

b) G(t):g(tz,lnt,et);

c)u (x,y,z):u(x+y+z,x2+y2+zz).

EXERCITIUL 9.7.13 Sa se scrie formulalui Taylor pentru functiile de mai
josn punctel e specificate:

a) f(xy)=e",npunctul (1,-1);

b) f(xy)=e>siny, in punctul (0,0), formula lui Taylor de ordinul al
treilea
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EXERCITIUL 9.7.14 Sa se determine punctele de extrem local pentru
functiile:

a) f(x,y):xy+5—0+§, x>0, y>0;
Xy

b) f(x,y):xyln(x2+y2), (x )1 i*\{(0,0)};
o) f(xy,z)=xX+y*+2°- xy+x- 2z;
2 2
d) f(x,y,z):x+y—+z—+g, x>0,y>0, z>0;
4 'y z
e f(x,y,z):§+§+§+l—z, x>0,y>0,z>0.

EXERCITIUL 9.7.15 Sa se gaseasca punctele de extrem si extremele
functiilor cu legaturile specificate:
a f(xy)=x"+y", (x®0,y3 0,m>1),cuconditia x+y- 2=0;
b) f(x,y)=x+xy+y?+x- y+1, cu condiia X* +y*- 1=0;

XZ yZ ZZ
c)Wx%ﬂz%+ﬁ+f¢mwMMa7+F+7-kﬂ,

a c
(a>0,b>0,c>0);

.. 1X+y-2z-3=0
d) f(x,v,z)=xyz, cuconditiile {
) Fxnz)=x ’ %x—y—z—B:O;
..., 1X+y+z=5

e) f(x,V,z)=xyz, cuconditiile {
) T (xy.2)=x ’ %xy+yz+zx:8.

EXERCITIUL 9716 Fie f: j’® j, f(xy)=xye™™. Si searate ci
daci $r>0 astfel inc&t " xyl §j cu proprictatea ci

.2
(x+1)° +§ey+%2 <r?, aunci x2ye™*¥ +% >0.
2

EXERCITIUL 9.8.1 Sa se calculeze derivata intéi si a doua a functiilor
definite implicit de urmatoarele egalitati:

a) x*+y*- 3axy=0, y=y(x);
b) xy- Inchxy =0, y=y(x).
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EXERCITIUL 9.8.2 Sa se calculeze derivata intéi si a doua ale functiei
y = y(x) definita implicit de ecuatia: arctgz— In(x2 + yz) =0.
X

EXERCITIUL 9.8.3 Sa secaculeze ytdinrelatiac x’ - y*=0.

EXERCITIUL 9.8.4 Si secaculeze y¢ dinrelaia: ch2y- 2e° =0.

EXERCITIUL 9.8.5 Si secaculeze y@ dinrelatia

X+ y+z+3y- x=0.
EXERCITIUL 9.8.6 Sa secalculeze y#dinrdatiac y> Y- x=0.

EXERCITIUL 9.8.7 Sa se calculeze derivatele partide de ordinul intai si
doi defunctiei z=2z(x,y) definita implicit de egditatile urmatoare:

XZ y2 ZZ o
Ve O

b) ze“+yx” - acsinZ=0.
X

EXERCITIUL 9.88 Stiind cd z=2z(x,y) estedefinitd implicit de ecuatia:
a) In(x2+yz)— 4 =0,
x 7y
b) tg—- ch— =0,
) 195 >
sa se calculeze derivatele partiale de ordinul ntéi si a doilea

EXERCITIUL 9.89 O funcie u=u(x,y,zt) este definitd implicit de
ecuatia f (x,y,zt,u)=0. Si se arate ca:

oo 4 |oote e
u
E TIRTIRT
.3 y
Wy alfo e rg g
&fu g :
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EXERCITIUL 9.8.10 Relatiile:
_i_x+y+z—1:O
b2 +y?+22-2t=0
%X3+y3+23— =0
K definesc pe x, y, z cafunctii de t. Sa se calculeze: % ﬂ %
dat dt dt
EXERCITIUL 9.8.11 Relatiile:
iX2+y2+ZZ- R2=0
i
ixX+y*+2- 3xyz- a®=0
dy . dz

definesc pe y, z cafunctii de x. Sa secalculeze: — si —.
dx = dx

EXERCITIUL 9.8.12 Si se arate ¢ functia z=z(x, y) definita implicit de

ecuatia Fg’(—,lS:o, z1 0, unde F(u,v) estederivabila partia Tn raport
z'2p

cu u si v verifica rlatia x>z¢ +yxz¢ = z.

EXERCITIUL 9.8.13 Si se calculeze z¢, z§, z& daca z=2z(xy) este
definita implicit de ecuatia F (x,x+y,x+y+2z) =0, unde F(u,v,w) esteo

functie care admite derivate partiale de ordinul Tntéi si al doilea in raport cu
u, v, w.

EXERCITIUL 9.8.14 Si se arate ca ecuatiile de mai jos definesc implicit o
functie z= f (x,y) n vecinitatea punctelor indicate:
a) xy+yz+2z’x=1, (110);

XZ y2 ZZ
Ve
c) 2*- 3xyz=a’, at 0, (0,1 a);

d) x+y+2z=¢, (1,0,0);

€) 2z=+X*+V* ng;, (llO) ;

f) (x+y)=*- xy- z=0, (2,2,0).

=1, a,b,c>0, (0,0,c);

346



EXERCITIUL 9.8.15 Si se afle extremele functiei y = f (x) definita de
ecuatiile:

a) X*+2y°- 2xy+4x- y+6=0;

b) y*+2x°y- 3=0;

c) x*+y*- 3x’y- 3=0.

EXERCITIUL 9.8.16 Si se gaseasca punctele de extrem ale functiilor
z=f(x,y) definite de ecuatiile:

a) 2x*> +6y° +27° +8xz- 4x- 8y+3=0;

b) x*y- 3xy*+y>+Z* +6x+7y- 3z- 14=0;

c) x4+y4+z4:2(x2+y2+22).

EXERCITIUL 9.8.17 Sa se arate ca functiile:

_i_u:x2+y2+22
%v:x+y+z
i
FW=Xy+yz+2x

sunt Tn dependenta functionala si sa se determine relatia dintre ele.

EXERCITIUL 9.8.18 Sa se arate ca functiile:

_i_ Vi = XX T XX,

[ Yo = XX, + %X,
Y=+
1Y =X X+ 4

sunt Tn dependenta functionala si sa se determine relatia dintre ele.

EXERCITIUL 9.8.19 Se considera functiile:

&y- 206 aex+2y+zo h -y

0
=f =, V= =
N 8X+Z Ve 8 X+Z 8y+ ﬂ

unde f, g, h sunt bijectii. Sa se arate ca u, v, w sunt in dependenta
functionala si sa se determine relatia dintre ele.
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EXERCITIUL 9.8.20 Fie functiile:

AL
1 gy+z' Xg
?v:gae z+x O
i gZ+X— Yo
¥ & Xty Q

'w=h -
i exty-zg
unde f, g, h sunt bijectii. Sa se arate ca u, v, w sunt in dependenta
functionala si sa se determine relatia dintre ele.

EXERCITIUL 9.8.21 Fie functiile:
1z AXtay+az
u= v+alv+alz
i ax+ay+a,
T, _bx+by+bz
V= 1 R
i bx+by+bz
L= GXtoy+ez
1W_ 1 1 1
( CX+CY+CzZ
Sa se arate ca u, v, w sunt in dependenta functionala si sa se determine
relatiadintre ele.

EXERCITIUL 9.8.22 Sa se determine functia | derivabila, astfel Tncat

u=j (x+y), V:M si fie Tn dependenta functionala.

1-j (x)% (v)

EXERCITIUL 9.8.23 Si se determine functia | , astfel ca u=j (x+y),
v=j (x)% (y) si fieTn dependentd functionald.
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