Ejercicio 157 Obtenga una soluci6n particular para
cada uno de esos valores de r.

17. Intente plantear la forma de una soluci6én particular de
£y’ + xy — y= x,y a partir de aqui obtener la

solucién general de esta ecuacién en el intervalo (0, oo).

18 Utilice el método de variacién de pardmetros para
resolver ¥y" + xy — y=x.
19. Considere la ecuaci6n lineal no homogénea
Ay —(2x+ Ay +2+y=x

Utilice el hecho de que y;1(%) = xe 3 (x) = x¢" son
soluciones independientes de la correspondiente
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ecuacién homogénea (véase el Ejercicio 5 de la
Seccién 17.4) para obtener la solucién general de esta
ecuacién no homogénea.

20. Considere la ecuacion de Bessel no homogénea

fy’+g'+(f—é)y=xm

Utilice el hecho de que y;(0) = x Zcosxe

y2(® = x~ " sen x son soluciones independientes de la
correspondiente ecuacién homogénea (véase el
Ejercicio 6 de la Seccién 17.4) para obtener la solucién
general de esta ecuacién no homogénea,

kB Soluciones de ecuaciones diferenciales basadas en series

En la Seccién 17.5 presentamos un procedimiento para resolver ecuaciones diferenciales lineales
de segundo orden con coeficientes constantes y homogéneas:

ay'+ by +cy=0
y ecuaciones de Euler de la forma
aty'+ bxy + cy=0
Muchas de las ecuaciones diferenciales homogéneas lineales y de segundo orden que surgen en
las aplicaciones no tienen coeficientes constantes, y no son del tipo de Euler. Si las funciones
coeficiente de dichas ecuaciones son suficientemente bien comportadas, a menudo se pueden ob-
tener soluciones en forma de series de potencias (series de Taylor). Estas series solucién se utili-
zan frecuentemente para definir nuevas funciones, cuyas propiedades se deducen parcialmente
del hecho de que son la solucién de ecuaciones diferenciales particulares. Por ejemplo, las fun-

ciones de Bessel de orden v se definen como ciertas soluciones basadas en series de la ecuacién
diferencial de Bessel

Y +xy+ (- vVA)y=0
Las soluciones basadas en series de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden homogé-

neas se obtienen més facilmente cerca de un pumto erdimario de la ecuacion. Un punto ordina-
rio es un punto x = a tal que la ecuacién se puede expresar en la forma

V' +pwy +q@y=0
donde las funciones p(x) y g(x) son amaliticas en x = a (recuérdese que una funcién f es analiti-

caenx= asi f(x) se puede expresar como la suma de su desarrollo de Taylor en serie de poten-
clas de x — a en un intervalo de radio positivo centrado en x = a), Por tanto, asumimos

P =Y plx—a”

n=0

qn = ¥ - a”
donde ambas series convergen en algin intervalo de la forma a — R < x < a+ R Frecuente-
mente p(x) y g(x) son polinomios y, por tanto, son funciones analiticas en todas partes. Un cam-
bio de la variable independiente ¢ = x — a situaré el punto x= a en el origen £ = 0, por lo que
podemos asumir que a = 0,
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El siguiente ejemplo ilustra la técnica de solucién basada en series alrededor de un punto or-
dinario.

Calcule dos soluciones independientes basadas en series de potencias de x para la ecuacién

y' —2xy +vw=0
(Para qué valores de v tiene la ecuacién una solucién polinémica?
Solucién Probamos una solucién en forma de series de potencias como

de Hermite

y=3 ax'=a+ ax+ ax + ax’ + -, de forma que
n=0

nax"!

1

y:

I8

Ir

2

[-4]

Y=Y nn—Dax" "=y (+2(n+ agx"
n=2 n=0
Hemos sustituido n por n+ 2 para obtener x” en la suma de y". Sustituyendo estas expresiones en la ecua-
clén diferencial tenemos

E (n+2)(n+ a, x" — 2 E nax' +v E ax"=0
n=1 n=0

n=0

28, + vay+ ), [(n+ 2)(n+ Na,,, — 2n—v)alx¥" =0
n=1
Fsta identidad se cumple para todo x suponiendo que los coeficientes de todas las potencias de xse anulan;
es decir,
_ & _ (@n—v)a,

2= 2T omt )

La tdltima de estas férmulas se denomina relacién de recunrencia
Podemos escoger cualquier valor para a, y a;; después, las condiciones iniciales determinaran todos los

coeficientes restantes con &, (n = 2). Podemos encontrar una solucién escogiendo, por ejemplo, 8, =1y
a, = 0. Entonces, por la relacién de recurrencia,

{n=1,2,.)

&=0 a=0 =0 ., Yy
v
%=
A —va vid—vy)  vd—)
T 4x3  2x3x4 4]
_@-va_ va-vE-v)

6x5 6l

El patrén resulta obvio:

B vid—v)(8 —v) - {dn—4—v)

@n)| e Ll

n =

Una solucién de la ecuacién de Hermite es

= yd—v)B—v--(dn—4 —v)
=1 - X"
n=1+z @0

Observamos que si v = 4n para algin entero no negativo n, entonces y; es un polinomio par de grado 2n,
porque &,,,, = 0y todos los coeficientes pares posteriores por tanto también se anulan,
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La segunda solucién, y,, se puede obtener de la misma forma, escogiendo 2, =0y a, = 1, Es

_ o Z2—v8—v)-{n—-2-—9) ...
yﬂ'”n; (2n+ 1)1 e

y es un polinomio impar de grado 2n + 1 siv=4n+ 2.

Ambas soluciones basadas en series convergen para todo x. El test de la razén se puede aplicar directa-
mente a la relacién de recurrencia, Como los términos consecutivos distintos de cero de cada serle tienen la
forma a,X" y a,,,x"*%, podemos calcular

+2

%HE

dp

%HE

p= lim P

f=00

= |xf* lim
I= 00

2n—v
=0

i 2
3 ey

o0

para todo x, de forma que la serie converge por el test de la razén,

Si x= ano es un punto ordinario de la ecuacién

Y+ pWy +qy=0
entonces se denomina pumio simgular de dicha ecuacién. Esto significa que al menos una de las
funciones p(x) y g(x) no es analitica en x = a. Sin embargo, si (x— a)p(®) y (x — &*q(x) son
analiticas en x = a, entonces se dice que el punto singular es un pumlio simgnlar regular. Por
ejemplo, el origen x = 0 es un punto singular regular de la ecuacién de Bessel,
Y +xy+ (E-vVy=0

ya que p(¥) = 1/xy q(x = (¥ — v))/¥ satisfacen xp(¥) = 1 y ¥q(x) = ¥ — % que son ambas
polinomios y por tanto analiticas.

Las soluciones de ecuaciones diferenciales son en general no analiticas en puntos singulares.
Sin embargo, es todavia posible calcular al menos una solucién basada en series alrededor de
esos puntos, El método requiere buscar una solucién basada en series de la forma x* multiplicada
por una serie de potencias, es decir,

y=k-a"*}y alx-a"= )y al-a" con a, # 0
n= n=0

La sustitucién en la ecuacién diferencial produce una ecunaciém indidial cuadratica, que determi-
na uno o dos valores de y donde se pueden obtener estas soluciones, y una relaciém de recu-
rrenda que permite el calculo de los coeficientes a, para n = 1. Si las raices indiciales no son
iguales y su diferencia no es un entero, se pueden calcular dos soluciones independientes, Si las
rafces indiciales son iguales o difieren en un entero, se puede calcular una solucién de este tipo
(correspondiente a la rafz indicial mayor), pero el cilculo de una segunda solucién independiente
(y, por tanto, de la solucién general) requiere técnicas que se salen del alcance de este libro, Se
remite al lector a textos esténdar en ecuaciones diferenciales para una presentacién mas amplia y
ejemplos. Nos contentaremos aqui con un ejemplo final.

m Calcule una soluci6n, en potencias de x, de la ecuacién de Bessel de orden v = 1, concre-
tamente,

Y +x+(E-1)y=0
Solucién Probamos

y= ﬂgﬂ anx#+n
Y= 3t nap

y'= f‘. (u+n)u+n—1)axr+" =z
n=0
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Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién de Bessel se obtiene

-]
2

a=0
-]
5

n=0

((u+Au+n—1)+(@u+n—ax"+ax"? =0

[+ 02— la + 3 2, =0
n=2

(W —Dag + (u+ 1)* — Dax+ E (g + 0 — 1)a, + a,-5]x"= 0
n=2

Todos los términos deben anularse. Como &, # 0 (podemos tomar & = 1), obtenemos

w—=1=0 ecuaci6n indicial
[+ 1) —1]a =0,
a, = —#, (n=2) relacidn de recurrencia
Evidentemente, y = +1; por lo tanto, a; = 0. Si tomamos u = 1, entonces la relacién de recurrencia es
a,= —a,_/(n)(n+ 2). Entonces,
;=0 a=0 a =0,
~1 1 —=1
BT oxt BT axixix6 P Ix4x4x6x6x8

De nuevo el patrén es obvio:

(=0"

© 22550 (n + 1)1

y una solucién de la ecuacién de Bessel de orden 1 es

S

£= ng‘g 22%nl(n+ 1)|

Por el test de la razén, esta serie converge para todo x.

Observacion Obsérvese que si intentdramos calcular una segunda solucién utilizando
# = — 1 obtendriamos la relacién de recurrencia

35—2

T nn-2)

y no serfamos capaces de calcular a,. Esto demuestra lo que puede suceder si las raices indicia-

les difieren en un entero.

Ejercicios 17.7

1. Calcule la solucién general de ' = (x — 1)?y en forma
de una serie de potencias y= ) 7", aslx — 1)".

2 Calcule la solucién general de y' = xy en forma de una

serfe de potencias y= Y 7, a,x" con g, y a, arbitrarios,

X Resuelva el problema de valor inicial
Yy +xy+2y=0
M0y =1
y) =2

4 Calcule la solucién de y” + x + y= 0 que cumple
HO)=1le y(0) =0.

& Calcule los tres primeros términos distintos de cero de una
solucién en forma de serle de potencias de x del problema
de valor inicial y”" + (senx)y=0, y(0)=1, y(0)=0.

& Calcule la solucién, en forma de serie de potencias de x,
del problema de valor inicial
(1-Dy —x/+9=0, 0 =0, y0) =1
7. Calcule dos soluciones en forma de serie de potencias de
xde la ecuaci6n 3xy" + 2y + y = 0.

& Calcule una solucién en forma de serie de potencias de
la ecuacién de Bessel de orden v = 0, es decir, de la
ecuacién xy' + y + xy =0,
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Ideas clave
¢ ;Qué significan las signientes expresiones?
< ED ordinaria

< ED en derivadas parciales
¢ Solucién general de una ED
< Combinacién lineal de soluciones de una ED
< Orden de una ED
ED lineal
ED separable
ED exacta

ED de coeficlentes constantes
Feuacitn de Euler

<

<

<

< Factor de integracién
<

<

¢ Ecuaci6n auxiliar

o Explique cmo resolver:
¢ Una ED separable
< Una ED lineal de primer orden
< Una ED de primer orden homogénea
< Una ED de coeficientes constantes
¢ Una ecuacién de Euler

. Quéu-m&qimqmmpcﬂ-nde

valor inidal para una ED de
tendri soluciin imica cerca plininal?

* Explique los métodos de resolucién
mmnérica de ED de primer ordenx:
< El método de Euler
< El método de Euler mejorado
< El método de Runge-Kutta de cuarto orden
. . .
ED kees bommoginens
¢ Coeficlentes indeterminados
< Varlacién de parametros

¢ ;Qué s los i
JQué som pt.im';. e pl.lm
=iy e
cerca de tales punios.

Ejercicios de repaso

Calcule las soluciones generales de las ecuaciones
diferenciales de los Ejercicios 1-186.

1. 3—‘y¥= 2xy 2 g= e Vsenx
E.S;Z=x+2y l%=f2:y}?
7% (%f:)z 32§;+50—y+2y=0
84y —4y+5r=0 1@ 24y +y=0

11. F%—t%+5y=0
lﬂ.?—l—B%—l—ley 0
13.;1;—55—‘;+6y=e‘+€3"
14.2%—5%+6y=xe“

15.;%+2@+y ¥ 16 x%—2y=x3

Resuelva los problemas de valor inicial de los Ejercicios
17-26.

dy_ £ y_J
17. {dx 18 {4y #
z) = H2) =1
dy_ xy dy
19. EY_XE-F_}? 20 EY—F(COSX)}’:ECCEX
y0) = Hm) =1
(' + 3y +2y=0 (' +2y + (1 + )y =0
2. {y0) =1 22 ({1) =0
y( =2 y() ==
(y'+10y +25y=0 (y' — 3xy + 4y=10
28 (yl)=e" 24 (ye=¢
L)‘[1] =0 :ﬂe] =0
(Fy o Ly &
- <E+4y—8e“ i {2E+SE¥—S)’=B+?€¢
yo)=1 HO) =
Q) = -2 () =1
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£7. Indique para qué valores de las constantes Ay B es
exacta la ecuacién

[(x+ A)e*sen y+ cos }] dx+ x[e* cos y+ Bsen y] dy=0

(Cudl es la soluci6én general de la ecuaciéonsi A y B
tienen esos valores?

28 Calcule un valor de n para que X" sea un factor de
integracién de

( + 3y9) dx + xydy=10
y resuelva la ecuacién.
20, Demuestre que y = x es una solucién de
£y — A2 + xcotn)y + (2 + xcot Yy =0
y calcule la solucién general de la ecuaci6n,

30. Utilice el método de variacién de pardmetros y el
resultado del Ejercicio 29 para calcular la soluci6n
general de la ecuacién no homogénea

xzy’ —x(2 + xcotx)y + (2 + xcotx)y = ¥senx

31. Suponga que flx, ) y a—i’ f(x, y) son continuas en todo

el plano xy y que f(x, )) estd acotada en dicho plano,
es decir, | f(x, )| < K Demuestre que ninguna
solucién de y = f(x, y) puede tener una asintota
vertical, Describa la regién del plano donde debe estar
la solucién al problema de valor inicial

boon



APENDICE |

Numeros complejos

Old Macdonald had a farm,
Minus E-Squared O

Cancidn para nifios matematicamente simplificada

Muchos de los problemas a los que se aplica la matemadtica requieren la solucién de ecuaciones.
A lo largo de los siglos los sistemas de numeracion se han tenido que ampliar muchas veces para
proporcionar soluciones a mas y mas clases de ecuaciones. Los niimeros naturales

N=1{1,23,4,..}
son inadecuados como soluciones de ecuaciones de la forma
X+ n=m, (m, ne N)
Se pueden afiadir el cero y los nimeros negativos para crear los enteros
=4y =3 —2,-10, 1,2, 3,..}

donde esa ecuacién tiene como solucién x = m — n incluso si m < n (histéricamente, esta exten-
sion del sistema numérico aparecio mucho mas tarde que algunas de las que se mencionan poste-
riormente). Algunas ecuaciones de la forma

nx=m, (m,neZ, n#0)

no se pueden resolver mediante los enteros. Es necesaria otra extension para incluir niimeros de
la forma m/n, lo que lleva al conjunto de los niimeros racionales

Q={%I:m,nez, n#ﬂ}

Toda ecuacion lineal
ax= b, (a,be@Q, as#0)

tiene una solucién x = b/aen QQ, pero la ecuacién cuadratica
r=32

no tiene solucién en Q, como se demostré en la Seccién P.1. Una nueva extension enriquece el
conjunto de los nimeros racionales para formar el conjunto de los niimeros reales R en el que
algunas ecuaciones como X = 2 tienen solucion. Sin embargo, otras ecuaciones cuadriticas, por
ejemplo,

r©=-1
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no tienen solucién incluso dentro del conjunto de los nimeros reales, por lo que el proceso de
extensién no estd completo. Para poder resolver cualquier ecuacién cuadritica, necesitamos ex-
tender el sistema de los nlimeros reales para formar un conjunto mayor que se denomina sistema
de los mimeros complejos. En este apéndice definiremos los nimeros complejos y desarrollare-
mos algunas de sus propiedades basicas.

Definicién de numeros complejos
Empezaremos por definir el simbolo /, denominado umidad imagimaria’, que tiene la propiedad
£=-1
Por tanto, también denominaremos a / rafz cuadrada de — 1 y lo expresaremos como \/—_1 ;
Por supuesto, / no es un nimero real; ninglin niimero real tiene un cuadrado negativo.
DEFINICION 1
Un mismero compléjo s una expresion de la forma
at+bl o a+ib
siendo ay b mimeros reales, e i la unidad imaginaria.

Por ejemplo, 3 +21, 2 —2i in=0+ ity —3 = —3 + 0/ son todos niimeros complejos. El tl-
timo de estos ejemplos muestra que todo numero real se puede considerar como un nimero com-
plejo (utilizaremos normalmente a + bf a menos que b sea una expresion complicada, en cuyo
caso escribiremos a + ib; cualquier forma es aceptable).

A menudo es conveniente representar un nimero complejo mediante una Unica letra; wy zse
utilizan frecuentemente para este fin. Si a, b, xe y son niimeros reales, y

w=a+bi y z=x+y

podemos entonces referimos a los nimeros complejos wy z Noétese que w= zsi y solosi a=x
y b= y. Son de especial importancia los niimeros complejos

0=0+0;, 1=1+0/ y i=0+1

DEFINICION 2

Si z= x+ yies un nimero complejo (siendo x e yreales), denominaremos a x parte real
de zy la indicaremos como Re (2). Denominaremos a y parte imaginaria de z y la indica-
remos como Im (2):

Re(d =Re(x+y)=x, Im(g=Imx+y)=y

Notese que tanto la parte real como la parte imaginaria de un nimero complejo son niimeros
reales:
Re(3 —-5)=3 Im(3 - 5= -5
Re(2h)=Re(0+2/)=0 Im2) =Im(0+2)=2
Re(-T)=Re(-7+0)=-7 Im(-7)=Im(-7+0)=0
' En algunos campos, por ejemplo, la ingenieria elécirica, la unidad imaginaria se denomina jf en vez de /. Como «ne-

gativo», o «irracional», el término «imaginario» sugiere el recelo con que se acogia la nueva clase de nimeros que se
presentaban por primera vez.
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Representacion grafica de numeros complejos

Como los niimeros complejos se construyen a partir de parejas de nimeros reales (sus partes real
e imaginaria), es natural representar graficamente a los nimeros complejos como puntos en un
plano cartesiano. Utilizaremos el punto de coordenadas (a, b) para representar al nimero com-
plejo w= a + ib. En particular, el origen (0, 0) representa al mimero complejo 0, el punto (1, 0)
representa al nimero complejo 1 =1+ 0/ y el punto (0, 1) representa al nimero complejo
=0 + 1i (véase la Figura I.1).

i L RES . 24

|!:“
-

* —1— —i

— ®2-2i Figura I.1 Un diagrama de Argand que representa
el plano complejo.

Esta representacién de los nimeros complejos como puntos en un plano se denomina diagrama
de Argand. Como todo niimero complejo estd representado por un tinico punto del plano, el
conjunto de todos los nimeros complejos se denomina frecuentemente plano complejo. El sim-
bolo C se utiliza para representar al conjunto de todos los niimeros complejos y, de forma equi-
valente, al plano complejo:

C={x+y:xyeR}

Los puntos del eje x del plann complejo oorrespondan a los numeros reales (x x + 01), por lo
que el eje x se denomina eje real Los puntos del eje y correspcnden a nimeros

puros (i = 0 + yi), por lo que el eje ¥ se denomina eje
Puede ser de utilidad emplear las coordenadas polares de un punto en el plano complejo.
DEFINICION 3

La distancia desde el origen hasta el punto (2, b) correspondiente al niimero complejo
w= a + bi se denomina médullo de w y se escribe |w| o |a + bil:

|wl=|a+ bi| = . /& + P

DEFINICION 4

Si la recta que va desde el origen hasta (a, b) forma un dngulo € con la direccién positiva
del eje real (midiéndose los angulos positivos en el sentido contrario al de las agujas del
reloj), entonces 0 se denomina fase del nimero complejo w= a + bi y se escribe arg (w) o
arg(a+ bi) (véase la Figura 1.2).
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s =a+bi

]

._l_’,.--'\arg( u)

—/3+i

]

x  Figura 12 Médulo y fase de un niimero complejo,

El médulo de un nimero complejo es siempre real y no negativo. Es positivo a menos que el ni-
mero complejo sea 0. El papel que juega el médulo en los niimeros complejos es similar al del
valor absoluto en los niimeros reales. De hecho, a veces el modulo se denomina valor absoluto.

Las fases de los nimeros complejos no son tnicas. Si w= a + bi # 0 entonces todos los po-
sibles valores de arg (w) difieren en un multiplo entero de 2n. El simbolo arg (w) no representa
realmente un Gnico nimero, sino un conjunto de numeros. Cuando escribimos arg (W) = 0 esta-
mos diciendo que el conjunto arg (W) contiene a todos los niimeros de la forma 6 + 24n, siendo
k un entero. De forma similar, la afirmacion arg(2) = arg (w) dice que los dos conjuntos son
idénticos.

Si w= a+ bi, con a = Re(w) # 0, entonces

b
tan arg (W) = tanarg(a + bj) = =

Esto significa que tan = b/a para todo 0 en el conjunto arg (w).

Algunas veces es conveniente restringir ¢ = arg () a un intervalo de amplitud 27, es decir,
al intervalo 0 <0 <2n 0 — 1 < 0 < n, de forma que los numeros complejos distintos de cero
tendrdn fases inicas. Denominaremos al valor de arg (w) en el intervalo — 7 < 6 < 7 fase prin-
dpal de wy lo escribiremos Arg(w). Todo nimero complejo w excepto el cero tiene una fase
principal tnica Arg (w).

IEETTR] (Algmos modales y fases principales) Véase la Figura 13.

[2]=2 Arg(2)=0

1L+ 1] =/2 Arg(l + §) = /4
¥ =4 Arg () = /2
|—21|=2 Arg(-2) = —zf2

|- /3 +1=2 Arg(— /3 + )= 5x/6
I-1-2|=./5 Arg(-1-2)=—z+tan'(2

L ¥ - I+

..-
—1-2

1 ]

$ =2

Figura 1.3 Algunos niimeros complejos con sus mddulos.
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Observacion Siz= x+ yiyRe(2) = x> 0, entonces Arg (2) = tan™ ' (y/x). Muchas hojas de

calculo de computador y paquetes de software matematico implementan una funcién arctan de-

nominada atan2 (x, ¥) que proporciona el angulo polar de (x, J) en el intervalo ( — 7, n]. Por tanto,
Arg (x + y)) = atan2 (x, )

Dado el médulo r=|w| y cualquier valor de la fase § = arg(w) de un numero complejo
w= a+ bi, tenemos que a= rcos 0 y b = rsenf, por lo que w se puede expresar en funcién de
su médulo y fase como

w= rcos@ + irsenf

La expresién del miembro derecho se denomina representacién polar de w.

Revise la nota de atencion al final de la presentacion de la funcién ar-
cotangente en la Seccion 3.5; programas diferentes implementan la
funcién arcotangente de dos variables utilizando notaciones diferentes
y/o diferente orden de variables.

iif ATENCION 1l

DEFINICION 5

El conjugado o complejo conjugado de un nimero complejo w = a + bi es otro nimero
complejo, simbolizado por w, y dado por

w=a— bf

3, 2= -2f

||

Obsérvese que

Re(#) = Re (W) || = |w|
Im(w) = —Im(w) arg(w) = —arg(w)

En un diagrama de Argand el punto w es la reflexién del punto w con respecto al eje real (véase
la Figura 1.4).

»w=ad i

& T—q—bi

Figura .4 Un nimero complejo y su conjugado son imdgenes especulares entre si
con respecto al eje real.

Notese que w es real (Im(w) = 0) si y sélo si w= w. Ademdas, w es imaginario puro
Re(w) =0) siy sélo si w= —w(en este caso, —w= —a— bisi w= a+ bi).
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Aritmética compleja

Como los niimeros reales, los nimeros complejos se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir.
Dos numeros complejos se suman o restan como si fueran vectores bidimensionales cuyas com-
ponentes son sus partes real ¢ imaginaria.

Suma y diferencia de mimeros complejos

Si w=a+ biy z= x + yi, siendo a, b, xe ynimeros reales, entonces
w+z=(a+x)+ b+ pni
w—z=(a—-x)+(b—- i

En un diagrama de Argand los puntos w + zy w — zson los puntos cuyos vectores de posicion
son, respectivamente, la suma y la diferencia de los vectores de posicién de los puntos wy z
(véase la Figura 1.5). En particular, el nimero complejo a + bf es la suma del nimero real
a= a+ 0i y el nimero imaginario puro bi = 0 + bi.

v w-z

— Figura 15 Dos nimeros complejos se suman y se restan vectorialmente,
Obsérvense los paralelogramos.

La suma compleja obedece a las mismas reglas que la suma real: si w;, W, y w; son tres nu-
meros complejos, las siguientes propiedades se pueden verificar ficilmente:

Wi+ W= W+ W La suma es conmutativa.
(wy +w) + Wy = w, + (W, + W) La suma es asociativa.
|w, + wy| < |wy| + | s desigualdad del triangulo.

Notese que |w; — w»| es la distancia entre los w; y w5 en el plano complejo. Por tanto, la desi-
gualdad del tridngulo dice que en el tridngulo cuyos vértices son w;, Tw, y 0, la longitud de un
lado es menor que la suma de las longitudes de los otros dos.
Se puede verificar también facilmente que el conjugado de una suma (o diferencia) es la
suma (o diferencia) de los conjugados:
wtz=w+2z

(a) Si w=2 + 3iy z= 4 — 5/, entonces
w+z=Q+4)+(3—5)i=6—2i
w—z=Q2 -4+ (3 —(—5)i=—-2+81
(b) 3i+(1—-2H—-(2+3N+5=4—-2i
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La multiplicacién de dos nimeros complejos w= a+ biy z= x+ yi se realiza multiplicando
formalmente las expresiones binomiales y sustituyendo 7 por —1:
wz=(a+ bi)(x+ yiy = ax+ ayi + bxi + byt
=(ax— by + (ay + bx)i

Producio de mimeros camplejos
Si w=a+ biy z= x + yi, siendo a, b, xe y nliimeros reales, entonces

wz = (ax — by) + (ay + bx)i

Ejemplo 4
(@ 2+301 —2n=2—-4i+3i—6Ff=8—1
(b) 45— 4 =51—4F =4+ 51,

(¢) (a+ bi(a— biy= & — abi+ abi — PP =2+ PP, -

El apartado (c) del ejemplo anterior muestra que €l cuadrado del modulo de un nimero complejo
es el producto de dicho niimero con su complejo conjugado:

wiv=|wf’
La multiplicacién compleja comparte muchas propiedades con la multiplicacion real. En particu-
lar, si Wy, W, y W; son nimeros complejos, entonces
W, = Wy W La multiplicacion es conmutativa.
(W) Wy = Wy(WaWg) La multiplicacion es asociativa.
wi(we + w3) = wywe + wiws  La multiplicacion es distributiva respecto de la suma.
El conjugado de un producto es €l producto de los conjugados:
WZ =Wz
Para ver que esto es asi, sean w= a + biy z= x + yi. Entonces,
wWz= (ax— by) + (ay + bx)i
=(ax— by — (ay + b¥)i
=(a— bi)x— y) =Wz

Es particularmente sencillo determinar el producto de moédulos complejos expresados en forma
polar. Si

w=r(cosf + isend) y z= scos¢ + isenq)
siendo r = |w|, @ = arg (w), s = |z|, y ¢ = arg(2), entonces
wz = rs(cos  + isen l)(cos ¢ + isen @)
= rs((cos 0 cos ¢ — sen Osen ¢) + i(sen Ocos ¢ + cos 0 sen ¢p))
= rs(cos(d + ¢) + isen (6 + ¢))
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Véase la Figura 1.6. Como las fases sélo estin determinadas hasta un miltiplo entero de 27, he-
mos demostrado que

Moédulo y fase de un producio
|wz| = |wl|z|l y arg(wz)=arg(w)+ arg(2)

4

¢+ 0
[

iw

x  Figura 1.6 La fase de un producto es la suma
de las fases de los factores,

La segunda de estas ecuaciones dice que el conjunto arg (wz) esta formado por todos los nime-
ros ! + ¢, donde @ pertenece al conjunto arg (W) y ¢ al conjunto arg (2).
De forma mas general, si w;, W5, ..., W, son numeros complejos, entonces

AT AR A YR VA
arg (W, Wy --- w,) = arg (w,) + arg (wy) + --- + arg(w,)

La multiplicacién de un numero complejo por I tiene una interpretacion geométrica particular-
mente simple en un diagrama de Argand. Como || =1 y arg(f) = n/2, la multiplicacién de
w= a+ bi por i no modifica el modulo de w pero aumenta su fase en 71/2 (véase la Figura 1.7).
Por tanto, la multiplicacién por § gira el vector de posicién de w en sentido contrario al de las
agujas del reloj 90° alrededor del origen.

U )
O

+  Figura L7 La multiplicacién por i corresponde a una rotacién en sentido contrario
al de las agujas del reloj de 90°.

Sea z= cos f + isen ). Entonces |z| = 1 y arg (2) = . Como el mé6dulo de un producto es el
producto de los médulos de los factores y la fase de un producto es la suma de las fases de los
factores, tenemos |2"| = |2" = 1 y arg(Z") = narg (2) = nf. Por tanto,

Z" = cos ) + isenn@

y hemos demostrado el Teorema de de Moivre.
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TEDHEMAo Teorema de Moivre
(cos O + isen ()" = cos ) + isen nf
[ ]

Observacion Una gran parte del estudio de las funciones complejas de variable compleja se
sale del alcance de este libro. Sin embargo, en el Apéndice II presentaremos una versién comple-
ja de la exponencial que tiene la siguiente propiedad: si z= x + iy (siendo x e y reales), entonces

& =&Y =¢ge”= e(cos y+ isen )

Por tanto, el médulo de €” es €%° e Im (2) es un valor de arg (¢7). En este contexto, el Teorema
de de Moivre dice simplemente que
(= o

m Exprese (1 + 1)° en la forma a + b
5
Solucién Como |(1 +f)-‘*|=|1+1|5=(\/5)5=4\/Eyarg((1+35)=5arg(1+g=f,wmmos
5m 5n 1 1
1+ =4/2(cos—+ fsen— | =4./2( ——=——=1|= —4 -4
(a+n \[( 4 4) \[( /2 \/5)
N
El Teorema de Moivre se puede utilizar para generar identidades trigonométricas de los multi-
plos de un angulo. Por e¢jemplo, para n= 2 tenemos
cos 20 + isen20 = (cosf + isenf)* = cos’>0 — sen’@ + 2icosOsen

Por tanto, cos20 = cos> # — sen’ @ y sen 20 = 2 sen 0 cos 0.
El imverso de un niimero complejo distinto de cero w= a + bi se puede calcular multipli-
cando el numerador y el denominador de la expresion del inverso por el conjugado de w:

X a— bi _a—-bw
YT W atbi (atbia-b) ZF+F |wP
Como | W] = |w] y arg (%) = —arg(w), tenemos

1 lw| 1 1
=@=m y m"g(—)=—arg(w)

W w
El codiente z/w de dos nimeros complejos z= x+ yiy w= a + bi es el producto de zy 1/w,
por lo que
z zw (x+y)a— b)) xa+ yb+ {ya— xb)
w |wf @ 2+F &+ b
Tenemos
Médulo y fiase de un cociente
z| Pl z\
== arg| — | = arg(2) — arg (W)

El conjunto arg (z/'w) estd formado por todos los nimeros f — ¢ donde 0 pertenece al conjunto
arg(2) y ¢ pertenece al conjunto arg (w).
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. L 2 +3i 1
LTI Simplifique  (a) y (b) ‘
4-1 1+ 4/3

Solucién
243 2+3)@4+D) 8—3+(@2+ 120 141
@ T @-pa+n #+E W

S

7=

i 0-1/3 J3+1_ f
1+1f Qi —sff 1F+3 =74 3t

Por otra parte, como |1 +I\/§|=2yarg{1 +J\f§)= _'f ,el médulo del cociente de (b)

1 T m oW
es — y su fase es — — — = —. Por tanto,

2 2 3 6
i 1
(coanszeng) ?—F—I

1+4/3 2

Raices de numeros complejos

Si a es un nimero real positivo, existen dos niimeros reales diferentes cuyo cuadrado es a. Se
denominan
ﬁ (la raiz cuadrada positiva de a)
= ﬁ (la raiz cuadrada negativa de a)

Todo niimero complejo z = x + yi distinto de cero (siendo X* + y* > 0) tiene dos raices cuadra-
das; si w; es un nimero complejo tal que Wi = 7 entonces W, = — w; también cumple w3 = z.
Es interesante seflalar una de esas raices para denominarla

Sea r= |z, de forma que r > 0. Sea 0 = Arg(2). Por tanto, — 7 < f < n. Como

z=r(cosf + isenf)

A
W= QOSZ 158112

cumple claramente W = z Denominaremos a w rafz cuadrada prindpal de 7 y lo escribiremos
\/;: Las dos soluciones de la ecuacién W = z son, por tanto, w = \[zy w= —ﬁ

Obsérvese que la parte real de \/} es siempre no negativa puesto que cos(0/2) = 0 para
—m/2 < 0 < m/2. En este intervalo sen (6/2) = 0 sdlo si 6 = 0 en cuyo caso \/Ees real y positiva.

@) \/4 = /Hcos 0 + fsen0) = 2.

{b)\ﬂ—J( cos— +Iseng) wsg+1mng=é+éi

o 2 o) = T =)
@ /——+1 llcos—+1‘sen——cos +Isen3E % %1‘.

el niumero complejo
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Dado un niimero complejo zdistinto de cero, se pueden obtener n niimeros complejos distintos w
que cumplen W’ = Z Estos n numeros se denominan las raices r-ésimas de z Por ejemplo, si
z=1 = ¢cos0 + 7sen(, entonces todos los nimeros

W|=1

2 2m;
W, = cos— + fsen—
n n

4 = 4m
w; = cos— + fsen—
1 n

6br @ 6n
Wy = cos— + isen—
n n

An—Dn |, 2(n—Dn
W, = cos—— + fsen———
n n

cumplen W' =1y, por tanto, son raices n<ésimas de 1 (estos nimeros se denominan general-
mente raices n-ésimas de la unidad). La Figura 1.8 muestra las tres raices clibicas de 1. Obsérve-
se que estan en los tres vértices de un triangulo equildtero cuyo centro estd en el origen y uno de
sus vértices estd en 1. En general, las n raices n-€ésimas de la unidad estaran en una circunferen-
cia de radio 1 centrada en el origen, y sus vértices formaridn un poligono regular de n lados con
uno de sus vértices en 1.

_.hl

Uz:;‘"‘fiq

o=l

I

Figura |.8 Las raices ciibicas de la unidad.

Si z es un numero complejo distinto de cero y  es la fase principal de z(—n < # < n), en-
tonces el nimero

0 0
- 1/n — =4 i —
w, = |2 (cosﬂ fsenﬂ)
se denomina raiz Fiﬁ;ﬂ n¢sima de z Todas las raices n-ésimas de z estdn en una circunfe-

rencia de radio |z|'/” centrada en el origen y ocupan los vértices de un poligono regular de n la-
dos con uno de sus vértices en w, (véase la Figura 1.9). Las otras 1 raices son

+2 +:2
Wy = |z|""‘(¢::t:uslg L f's.'zanfi R)
Wy = IZI”"(cosﬁ i + j"S'EﬂB :41;)
W= IZII"”(oos—ﬁ i 2(E ... + j'sen—e i 2(2 — l)n)
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Figura 1.9 Las cinco raices quintas de z.

Podemos obtener todas las raices n-ésimas de z multiplicando la raiz principal n-ésima por las

raices n-¢simas de la unidad.

(L LR Calcule las raices cuartas de —4. Dibijelas en un diagrama de Argand.
Solucion Como | —4|"* = /2 y arg(—4) = =, la raiz cuarta principal de —4 es
w, = ﬁ(cnsg+ J‘sen%)= 1+1

Las ofras tres raices cuartas estan en los vértices de un cuadrado cuyo centro es el origen y uno de sus
vértices estd en 1 + 1 (véase la Figura 1.10). Por tanto, las otras raices son

W2=_1+.I, WB=_1_.!, W4=1_1
¥
=i | e wy=14i
r'/ A
—4 II II: x
\.\ g
wy=—1—i ™ _ " =1
Figura .10 Las cuatro raices cuartas de —4.
|
Ejercicios: Apéndice |
En los Ejercicios 1-4, calcule las partes reales ¢ imaginarias & z= —1+ 1 G z=-2
(Re(2) e Im(2)) de los mimeros complejos zdados, y dibuje 7 z=13i & z= —5/
la posicion de cada uno de los nimeros en el plano i
complejo (es decir, en un diagrama de Argand). QA z=1+2i 10. 2= -2+
L z=—-5+2i B z=4-1 1. z= -3 —4f 12. z=3 — 4}
8 z= —qf 4 z= —
A= ==y 12 z= /3| 14 7= /331

En los Ejercicios 5-15, calcule los moédulos r= |2| y las
fases principales ! = Arg(2) de los niimeros complejos
dados z y exprese Zen funcion de ry 6.

4
1% z= 3(:*:&5%E + 3isen

4

5



16. Si Arg(2) = 3n/4 y Arg(w) = n/2, calcule Arg (zw),
17. Si Arg(2) = —5n/6 y Arg(w) = n/4, calcule Arg(z/w).

En los Ejercicios 18-23, exprese en la forma z= x + yi los
mimeros complejos 2z con los modulos y fases dados.

19 |7 =5, arg(z:|=nmr'E

18 |4=2 arg) == ;

n

3
M d=1, ag@=" Pld=n ae@=

1 T
23 7= ag(@)=—

En los Ejercicios 24-27, calcule los complejos conjugados
de los nimeros complejos dados.

24 5+ 34 25 —3-—5i
28. 41 2% 21

Describa geométricamente (o realice un dibujo) del
conjunto de puntos z en el plano complejo que cumplen las
ecuaciones o desigualdades de los Ejercicios 28-33,

2 |7=0, arg(9) =1

2R |z =2 24 |71 <2
3 |z—-21<3 3L |z—3+4i <5
E.argz=; 3 néarg{z)é%ﬂ

Simplifique las expresiones de los Ejercicios 34-43,
M 2+5)+3—)) 35 i —3-2)+(7—3)

3. 4+ H)4— 1) 37. (1+2-3)
38 (a+ bih(2a— bi) 3| 2+

23— 1+ 3i

21 e
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a1 (1 + 252 - 3))
2+ 3 2-H3+2)p
44. Demuestre que z+ w =2+ W.

Zl| ~t

z
45. Demuestre que (;) =

48. Exprese los nimeros complejos z= 3 + 1‘\/5 y
w= —1+ J‘ﬁen forma polar (es decir, en funcién
de su modulo y fase), Utilice estas expresiones para
calcular 2wy z/w.

47. Repita el Ejercicio 46 para z= —1 + [y w= 31

48 Utilice el Teorema de de Moivre para obtener una
identidad trigonométrica de cos 36 en funcién de cos6,
y otra para sen 30 en funcién de senf.

48. Describa las soluciones, si existen, de la ecuacion
(a) z=2/zy (b) z= —2/z

50. Dados los nimeros positivos a y b, siempre es cierto

que /ab= \/5./5 {Se cumple una identidad similar
para ./ zw, siendo zy w mimeros complejos?
Sugerencia. Considere z=w= —1.

51. Calcule las tres raices cibicas de —1.

2. Calcule las tres raices cibicas de — 81,

58 Calcule las tres raices ciibicas de —1 + 1

3. Calcule todas las raices cuartas de 4.

35. Calcule todas las soluciones complejas de la ecuacion
2+1—-4/3=0.

58. Calcule todas las soluciones de Z + & = 0, siendo a
un niimero real positivo.

357. Demuestre que la suma de las raices r-<€simas de la
unidad es cero. Sugerencia: Demuestre que estas raices
son todas ellas potencias de la raiz principal.






APENDICE Il

Funciones complejas

El camino mas corto entre dos verdades en el dominio
real pasa por el dominio complejo.

Jacques Hadamard (1865-1963)
citado en La inteligencia matemética, v. 13, 1991

La mayor parte de este libro trata del desarrollo de las propiedades de las fumciomes reales, es
decir, funciones de una o mas variables reales cuyos valores son a su vez nimeros reales o vec-
tores con componentes reales. La definicion de fiincion dada en la Seccién P.4 se puede adaptar
al caso de funciones complejas de variable compleja.

DEFINICION 1

Una fimcdién compleja [ es una regla que asigna un tnico nimero complejo £(2) a cada
niimero z de un conjunto de nimeros complejos (denominado domimio de la funcién).

Normalmente utilizaremos z= x + y7 para indicar un punto general del dominio de una funcién
compleja y w= u+ vf para indicar el valor de la funciéon en z si w= f(2), entonces las partes
real e imaginaria de w(u = Re (w) y v = Im(w)) son funciones reales de z y por tanto funciones
reales de las dos variables reales x e y:

u=uwx y», v=vx3)

Por ejemplo, la funcién compleja f(2) = 7, cuyo dominio es el plano complejo completo C,
asigna el valor Z° al niimero complejo z Si w= Z (siendo w= u+ viy 2= x + yi), entonces

u+ol=(x+yy=x -y + 2yl
de forma que
u=Re(F)=¥-y y ov=Im(@)=2y

No resulta practico dibujar la grdfica de una funcién compleja. La grifica de w= f(2) tendria
que ser dibujada en un espacio (real) de cuatro dimensiones, ya que se requieren dos dimensio-
nes (un plano Zz) para la variable independiente y dos dimensiones mads (un plano w) para la va-
riable dependiente. En vez de eso, podemos representar graficamente €l comportamiento de una
funcion compleja w = f(2) dibujando el plano z y el plano w separadamente, y mostrando la
imagen en ¢l plano w de cierto conjunto de puntos previamente escogido en el plano z. Por ejem-
plo, la Figura IL1 ilustra el hecho de que para la funcién w= 2 la imagen del cuarto de disco
|4 < a 0 < arg(2) <2 es el semidisco |w| < &, 0 < arg (W) < n. Para ver por qué esto es asi,
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J4 3 v
it arg (w) = 20
arg (z) =0
w

: /- Figura Il.1 La funcién w= 2

zl=r 4 X [w| = #2 gt ¥ transforma un cuarto de disco de radio
aen un semidisco de radio &
Plano = Pl elevando al cuadrado el médulo
" s y doblando la fase de cada punto z

obsérvese que si z= r(cosf + isenf), entonces w= r*(cos 26 + isen 26). Por tanto, la funcién
transforma la circunferencia |z = ren la circunferencia |w| = I y la recta radial arg (2 =  en
la recta radial arg (w) = 26.

Limites y continuidad

Los conceptos de limite y continuidad se pueden trasladar de manera obvia del campo de las
funciones reales a las funciones complejas suponiendo que utilizamos |z — 2| como la distancia
entre los niimeros complejos z y %. Se dice que

lim £(2) = A
z—23

suponiendo que podemos asegurar que | f(2) — 4| es tan pequefio como deseemos tomando z su-
ficientemente cerca de Z, Formalmente,

DEFINICION 2
Se dice que f(2) tiende al limite A cuando z tiende a Z, y se escribe
lim f(2) =4
=3

si para todo nimero real positivo € existe un ¢ (que depende de €), tal que

O<|z—3z|<déd = |f(D—-Al<e

DEFINICION 3
La funcién compleja f(2) es comtimua en z= 7 si lim,_,, 1(2) existe y es igual a f(%).

Todas las leyes de los limites y de la continuidad se aplican como en el caso de funciones reales.
Los polinomios, es decir, las funciones de la forma

RA)=a,+az+ aZ+ - +az

son continuas en todo punto del plano complejo. Las funciones racionales, es decir, las funciones
de la forma

=2

k(2 = )
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siendo A2 y ¢X2) polinomios, son continuas en todas partes excepto en los puntos donde
(X2 = 0. Las potencias enteras 2’ son continuas excepto en el origen si n < 0. La situacién de

potencias fraccionarias es mds complicada. Por ejemplo, \fz(la raiz cuadrada principal) es con-
tinua excepto en los puntos z= x < 0. La funcién f(z) = Z es continua en todas partes, porque

1z %l = z=%| = |z - 3|

La derivada compleja

La definicién de derivada es la misma que para funciones reales:

DEFINICION 4

La funcién compleja £ es diferendciable en zy tiene derivada /(2) en ese punto, siempre
que exista
. Hz+h - 19
lim =

h=0 .h

(9

Notese, sin embargo, que en esta definicion /1 es un niimero complejo. El limite debe existir in-
dependientemente de como /1 tienda a 0 en el plano complejo. Este hecho tiene profundas impli-
caciones. La existencia de una derivada en este sentido fuerza a que la funciéon f sea mucho me-
jor comportada de lo que es necesario en el caso de una funcidn real diferenciable. Por ejemplo,
se puede demostrar que si f(2) existe para todo zen una regién abierta D en C, entonces f tiene
derivadas de todos los 6rdenes en D). Es mds, tal funcién es la suma de la serie de Taylor

"(a)

(2 = f(z) + F(z)z— z) + (Z— 7 + -

alrededor de todo punto 7 en D). La serie tiene radio de convergencia positivo £ y converge en
el disco |z — z,| < F. Por esta razon, las funciones complejas que son diferenciables en conjun-
tos abiertos de C se denominan generalmente fumciomes amaliticas. La demostracion de estas
afirmaciones estd mas alld del alcance de este apéndice introductorio. Se pueden encontrar en
cursos y textos de analisis complejo.

Se aplican las reglas habituales de la diferenciacién:

d
(A + Bg2) = Af() + BE)

d
5 (1282) = (242 + (942

d (f(Z)) _89f()— (929
dz\ g9 gy

d
2 E2) = (g2)g @

Como se puede esperar, la derivada de (2 = z"es f(9 = nz"" .
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CALCULO

m Demuestre que la funcién f(2) = Z no es diferenciable en ningiin punto.
Solucién Tenemos

£(3 = tim il a1
B0 h
e i 8 timE
B0 h h=o h
Pero hifh = 1 si hes real, y ifth= — 1 si h es imaginario. Como existen niimeros reales ¢ imaginarios puros

arbitrariamente cercanos a 0, el limite anterior no existe, por lo que tampoco existe f(2).

El teorema siguiente relaciona la existencia de la derivada de una funcién compleja f(2) con
ciertas propiedades de sus partes real e imaginaria (x, ) y v(x, }).

TEOREMA ({J) La condicin de Canchy-Riemann

Si f(2) = ux, y) + fo(x, ) es diferenciable en z= x + yi, entonces vy v cumplen las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann
u_on w__u
éx dy  ox dy
Asimismo, si 1 y v son suficientemente suaves (es decir, si tienen derivadas parciales se-
gundas continuas cerca de (X, )), y si Uy v cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en
(x, ), entonces f es diferenciable en z= x+ ¥ y
du  ov
f(2)=—+i—
@ dx ox
DEMOSTRACION Supongamos en primer lugar que f es diferenciable en z Haciendo
h= s+ ti tenemos

=g
o w [b(x+s,}'+t)—u(x,y) ,v(x+s,}'+f)—v(x,y)]
= lim - + 1 :
(s, H—(0, 0) s+ it S+ it

El limite debe ser independiente del camino por el que / tienda a 0. Haciendo f = 0, de
forma que /= s tienda a 0 siguiendo el eje real, obtenemos

Pl = tim | XS D" UE ), JEXFE P ) _ou_ o
50 S S ox Ox
De forma similar, haciendo s = 0, de forma que /7 = f/ tienda a 0 siguiendo el eje imagina-
rio, tenemos
(3 = lim ur, y+H-ux y)  olx y+y-ox )
t—0 it it
i [P O ) ux y+ D ux )
t=s0 t t
v Ju
e e
éy oy

Igualando estas dos expresiones de f(z), podemos ver que
u_o  w__du
dx Y  Ox dy
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Para demostrar la condicion inversa, utilizaremos el resultado del Ejercicio 19 de la Sec-
cién 12.6. Como se supone que U y v tienen segundas derivadas parciales continuas, debe-
mos tener

b Tt t(&y)=sg—i+ f%+ s + 6
oX+sy+8H— v(x,y}=s@+ r@+ as + B
éx dy
donde hemos utilizado la notacién O (véase la Definicion 10 de la Seccién 4.8); la expre-

sion (O(4) indica un término que cumple | (X 1)| < K]A| para alguna constante K. Por tanto,
si 4y v cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces

ou ou v Ov
fz+ By - 2 saTr+ra—+;(a—+r—)+G(£+r2)
h a S+ It

(s+;t} +1{s+ t)—

= N NCET

s+ it

—%{+1—+ OL/3 +B)

Por tanto, podemos hacer que 1= s+ i tienda a 0 y obtener

(2= 6_u+ 1@
ox

e

De las ecuaciones de Cauchy-Riemann se sigue inmediatamente que las partes real e imaginaria
de una funcién compleja diferenciable son funciones reales armonicas:

T g LI,
Fra W 0 R W
Véase el Ejercicio 15 de la Seccién 12.4.

La funcién exponencial

Consideremos la funcién
f(2) = e'cos y + €' seny

siendo z = x + yi. Las partes real e imaginaria de f(2),
ux, ) =Re(f(2)=¢€cosy y v(x y)=Im(f(2)=¢e"seny
cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann

cu ov ov ou
a—e‘msy—@ Y & =é'seny= T

en todos los puntos del plano z Por lo tanto, f(2) es diferenciable (analitica) en todas partes y

cumple
f(a= 5_u+ 1?— e"cos y+ fe*sen y = f(2)
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Evidentemente f(0) = 1,y f(2) = €' si z= x es un nlimero real. Es por tanto natural denominar
a la funcién £(2) funcién exponencial €,

e€=¢(cosy+isen)) para z=x+yi

En particular, si z= yf es imaginario puro, entonces
e” = cos y+ iseny

un resultado que también se puede obtener separando las partes real e imaginaria de la serie de
Maclaurin de €™ "
o’ (82))

e"-'=1+(ﬁ)+ 2t al 3! i 4| i T

A T

=cosy+jseny

Obsérvese que

e = /€ (cos’ y + sen ) = €*
arg (¢) = arg (¢") = arg (cosy + iseny) = y
& =¢"cosy— ie"sen y= €“cos(—)) + le'sen(—y) = €&

En resumen:
Propiedades de Ia funcién exponencial
Si z = x + yi, entonces & = ¢ Ademis,

Re (¢) = €*cos, &l =
Im(¢) = e'seny,  arg(e) =y

m Dibuje la imagen en el plano w del rectangulo

R:agsx<h c<y<d
en el plano z bajo la transformacién w = &’

Soluclén Las rectas verticales x = a y x = b se transforman en las circunferencias concéntricas | w| = e”

y |w| = €”. Las rectas horizontales y= c y y= d se transforman en las rectas radiales arg(w) =c y
arg(w) = d Por tanto, el rectingulo F se transforma en la region polar Py se muestra en la Figura 11.2,

Plano z Plano w

arg (w) =

P arg (w) =¢

Figura Il2 Mediante la funcién exponencial

! o w= & las rectas verticales se transforman
' il i en circunferencias centradas en origen,

o

: . Eaa : : y las rectas horizontales se transforman
b e . en semirrectas que radian desde el origen.
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Obsérvese que si d— ¢ = 2m, entonces la imagen de K serd la regién anular completa
& < |w| < €®, que se puede cubrir mas de una vez. La funcién exponencial € es periddica de
periodo 2nf: .
eti=¢ paratodo =z
y no es, por tanto, uno a uno en todo el plano complejo. Sin embargo, w = €” es uno a uno desde
cualquier banda horizontal de la forma

—00 < X< a0, c<y<c+2n

en todo el plano w excluyendo el origen.

El Teorema Fundamental del Algebra

Como se observa al principio del Apéndice I, la extension del sistema de numeracién para in-
cluir los nimeros complejos permite que una mayor clase de ecuaciones tenga solucioén. Conclui-
remos este apéndice verificando que las ecuaciones polindmicas siempre tienen solucién utili-
zando numeros complejos.

Un polinomio complejo de grado n es una funcién de la forma
P(A=ar+a, L '+ - +aZ+az+a

donde &, a,, ..., 4, son nimeros complejos y a,# 0. Los nimeros a0 < /< n) se denominan
coeficientes del polinomio. Si todos ellos son nimeros reales, entonces P,(x) se denomina poli-
nomio real.

Un nimero complejo 7, que cumple la ecuacién A(z) = 0 se denomina cexo o rafz del poli-
nomio. Todo polinomio de grado 1 tiene un cero: si a, # 0, entonces &z + a, tiene un cero
z= — 3gy/a,. Este cero es real si a, y &, son reales.

De forma similar, todo polinomio complejo de grado 2 tiene dos ceros. Si el polinomio es

P2 = a,?Z + az+ a,

con a, # 0, entonces los ceros se pueden obtener mediante la formula de la ecuacién de segundo

grado
—a, — \/a& — 43,3, , —a + /a4 — 433

Z — m—
2a, = 2a,

z=z=

En este caso FP,(2) tiene dos factores lineales:

Py2) = afz— 20z~ 2)
Incluso si cada a7 — 4a,4, = 0, de modo que 7 = 2, podemos considerar todavia que el polino-
mio tiene dos ceros (iguales), cada uno correspondiente a cada factor. Si los coeficientes &,, a, y
a, son nlimeros reales, los ceros serin reales siempre que 4 > 4a,a,. Cuando los coeficientes
reales cumplen & < 4a,a,, entonces los ceros son complejos, de hecho, complejos conjugados:
% =15.

IGETEEN Resuelva 1a ecuacion 7 +2iz— (1 + ) =0,

Solucidn Los ceros de esta ecuacion son

TN EY)

Z

]

|
by
I+
=

o by

1
=— {1 1 —./2 1 1 )
t \/5{ +(1-J2) o ﬁ{ +(1+ /21

I
|
—
e
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El Teorema Fundamental del Algebra asegura que todo polinomio complejo de grado positivo
tiene un cero complejo.

TEOREMA €)) El Teorema Fundamental dd Algebra

Si A2 =az"+a, &'+ -+ az+ a es un polinomio complejo de grado n> 1, en-
tonces existe un nimero complejo z; tal que Hz) = 0.

DEMOSTRACION (Daremos solamente un planteamiento informal de la demostracién).
Podemos suponer que el coeficiente de Z' en H2) es a,= 1, ya que podemos dividir la
ecuacién Hz) = 0 por a, sin cambiar sus soluciones. Podemos suponer también que a, # 0;
si a, = 0, entonces z = 0 es ciertamente un cero de F(Z). Por tanto, consideraremos el poli-
nomio

P2 =72+ (X2

donde (X2) es un polinomio de grado menor que n que tiene un término constante distinto
de cero. Si K es suficientemente grande, entonces | (X2)| serd menor que K" para todos los
nimeros z que cumplan |z| = E. A medida que z se mueve por la circunferencia |z| = Ken
el plano z w= Z" se mueve por la circunferencia | w] = K" en el plano w (n veces). Como
la distancia desde 7" hasta P(2) es igual a |A2) — 2| = |((2)| < K", se deduce que la ima-
gen de la circunferencia |z = K bajo la transformacién w= P(2) es una curva que rodea al
origen 11 veces (si se sigue una circunferencia de radio r n veces, paseando un perro con
una cadena de longitud menor que r, y el perro vuelve al punto de origen, entonces aquél
habré recorrido la circunferencia n veces). En la Figura I1.3 se ilustra esta situacion para el
caso particular

P=2+2Z2-iz+1, |7=2

La imagen de |z| =2 es la curva grande en el plano w que rodea al origen tres veces.
Cuando K disminuye, la curva que traza w= H2) para |z| = K cambia de forma conti-
nua. Cuando R se acerca a 0, hay una pequefia curva cerca del término constante a, de
F(2). Cuando X es lo suficientemente pequefio, la curva no encerrara al origen (en la Figura
I1.3 la imagen de |z| = 0.3 es la curva pequefia que estd cerca del punto 1 en el plano w).
Por tanto, para algin valor de F, por ejemplo & = K, la curva debe pasar por el origen. Es
decir, debe existir un nimero complejo z,, con |z| = R, tal que P(z) = 0.

A

w=z+z2—iz+1 para|z| =2

para [z] = 0.3

Figura Il.3 La imagen de la circunferencia
|2l = 2 rodea al origen en el plano w
tres veces, pero la imagen de |2 = 0.3
no rodea al origen en absoluto.

e
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Observacion La demostracién anterior sugiere que deberian existir n soluciones de la ecua-
cion A2 = 0; la curva tendria que pasar de rodear n veces al origen a rodear ( veces al origen
cuando X tiende a cero. Podemos formalizar esto como sigue. Hz) = 0 implica que z— z es un
factor de F(2):

R2)={(z—37)F,_(d

donde P,_, es un polinomio de grado n — 1. Si n> 1, entonces F,_, debe tener también un ce-
ro, %, por el Teorema Fundamental. Podemos continuar este razonamiento de forma inductiva
para obtener n ceros y factorizar F(2) como un producto de la constante a, y n factores lineales:

P2 =afz—z)z—5) (2~ z)

Por supuesto, algunos de los ceros pueden ser iguales.

Observacion Si P es un polinomio real, es decir, un polinomio cuyos coeficientes son niime-
ros reales, entonces H2) = F(Z). Por tanto, si z es un cero no real de F(2), entonces también lo
es % = Z:

Rz)=Rz)=Pz)=0=0
Los polinomios reales pueden tener ceros complejos, pero éstos siempre deben aparecer en pares
conjugados. Todo polinomio real de grado impar debe tener al menos un cero real.

(ST W Demuestre que z, = — 1 es un cero del polinomio
P=2+52+77+52+6

y calcule todos los ceros restantes de dicho polinomio.

Solucion Obsérvese primero que Hz)=H—-)=1+5/—7—51+6 =0, por lo que z = —ies de
hecho un cero. Como los coeficientes de AZ) son reales, 2 = { debe ser también un cero. Por tanto, z+ 1y
z— 1 son factores de F(z), y también lo es

E+HEz-n=2+1
Dividiendo A2 por Z + 1 se obtiene

Az _ _
m-z?+ 524+ 6=(z+ 2)(z+ 3)

Por tanto, los cuatro ceros de P(Z)son 2z, = — I, =1 ;= —2y 7 = —3,

Ejercicios: Apéndice Il

n
En los Ejercicios 1-12, la regién D del plano zestd formada @S 0<|z|<2,0<arg(2) < 2 W=

por los niimeros complejos z= x+ )i que cumplen las “
condiciones dadas. Describa (o dibuje) la imagen R de Den ﬂ.Egarg{z).ﬁ;E, e
el plano w bajo las funciones dadas w = f{(2). 4 3
B xhy=L wmE & x=1;, w=2 8 y=1 w=2

n 3n 1
8 1<|2<2 S<agz< s w=27 10 x=1; w=-,

z

lﬂglzlgz,ﬂﬁarg(z)gi,w=z’ 11. —oo«:x{m,%ﬁys;g; w= ¢
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12.0{3«:%,{]‘:)?{: w; w=e?

En los Ejercicios 13-16, verifique que las partes reales
imaginarias de las funciones f(2) satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, y calcule f(2).

13 f(2) = 7. 14 f(7=7.

|

15 /)=~ 16 (2 =€

17. Utilice el hecho de que " = cos y + isen y (para y
real) para demostrar que

e+ e ¥ e —e ¥
2 21
El Fjercicio 16 sugiere que se pueden definir las funciones
complejas
& —e 2 g M

A=
cos 5 ¥ 27

asi como extender las definiciones de las funciones
hiperbdlicas a

cos y= ¥ seny =

senz =

e+ e % &—e *
2 2

Los Ejercicios 18-26 desarrollan propiedades de estas
funciones y relaciones entre ellas,

coshz= y senhz=

18 Demuestre que cos 2y sen Z son peridicas con periodo
2x, y que cosh zy senh 2 son periddicas con periodo 2.

19. Demuestre que (d/d2)senz= coszy
(d/dz)cos z= —senz ;Cudles son las derivadas de
senh z y cosh 2?

0. Verifique las identidades cos z= cosh (i2) y senz= —1
senh(i2). ;Cudles son las identidades correspondientes
para cosh z y senh(2) en funcién de cos y sen?

21. Calcule todos los ceros complejos de cos z (es decir,
todas las soluciones de cosz = 0).

22, Calcule todos los ceros complejos de sen z.
23. Calcule todos los ceros complejos de cosh z y senh z

24. Demuestre que Re(cosh 2) = coshxcos y e
Im (cosh 2) = senh xsen .

25, Calcule las partes real e imaginaria de senh z

28. Calcule las partes real e imaginaria de coszy sen Z
Calcule los ceros de los polinomios de los Ejercicios 27-32.
27. P7)=7 + 2z 28 A)=7—2z+1

2 P=7+2z+5 M AH=7—-2iz— 1

8l. Pn)=27 —3i7 —2z % A)=7-27+4

83. El polinomio P(z) = #* + 1 tiene dos parejas de ceros
complejos conjugados. Calciilelos y, a partir de aqui,
exprese HAz) como un producto de dos factores
cuadriticos con coeficientes reales.

En los Ejercicios 34-36, compruebe que los nimeros dados

7 son ceros de los polinomios dados, y calcule todos los

ceros de dichos polinomios.

34 PR=7F 47+ 127 - 162+ 16; z=1— /3.

B PAD=2+3L+42+42+3z+1; z=1

38 P(2) =27 — 27 — 82 + 872 + 31z— 30;
n=-—2+1

37. Demuestre que la imagen de la circunferencia |2 = 2
bajo la transformacién w= 7' + 2 — 2iz — 3 rodea al
origen en el plano w cuatro veces.
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Funciones continuas

La geometria parece a veces adelantarse al analisis, pero
de hecho lo precede en la misma forma que un discipulo
precede a su maestro para limpiar e iluminar su camino,
El intervalo entre los dos es tan grande como el existente
entre el empirismo y la ciencia, entre la comprension y la
razén o entre lo finito y el infinito.

J. J. Sylvester (1814-1807)
de Philosophic Magazine, 1866

El desarrollo del cdlculo depende de un modo esencial del concepto de limite de una funcién vy,
por tanto, de las propiedades del sistema de los nimeros reales. En el Capitulo 1 presentamos
estas nociones de una manera intuitiva sin intentar demostrarlas, excepto en la Seccion 1.5, don-
de se presento la definicién formal de limite y se utilizé para verificar algunos limites elementa-
les y demostrar algunas propiedades sencillas de los limites.

Muchos resultados sobre limites y continuidad de funciones presentados en el Capitulo 1
pueden parecer bastante obvios; la mayoria de los estudiantes y usuarios del calculo no se preo-
cupan al aplicarlos sin demostraciéon. No obstante, las matematicas son una disciplina altamente
logica y rigurosa, y cualquier afirmacién, aunque sea obvia, que no se pueda demostrar mediante
argumentos estrictamente l6gicos debe considerarse sospechosa. En este apéndice partiremos de
la definicion formal de limite dada en la Seccion 1.5 y la combinaremos con la nocion de com-
pletitud del sistema de los niimeros reales que aparecié por primera vez en la Secciéon P.1 para
presentar demostraciones formales de los resultados mds importantes sobre funciones continuas
dados en los Teoremas 8 y 9 de la Seccién 1.4, el Teorema Max-Min y ¢l Teorema del Valor
Medio. La mayor parte del desarrollo del cdlculo realizado en este libro se basa en esos dos teo-
remas,

La rama de las matematicas que trata de las demostraciones de este tipo se denomina anélisis
matemdtico. Se trata de una materia que no es seguida habitualmente por los estudiantes de ma-
tematicas en los primeros cursos, sino que se pospone a cursos superiores para los estudiantes
que siguen cursos de especializacion en matematicas. Es nuestra intencién que el material que se
presenta aqui sea de interés en esos cursos para los estudiantes con mayor interés en la compren-
sion del cdlculo.
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Limites de funciones

La definicién formal de limite estd en el corazén del andlisis matemadtico, y es la Definicion 9 de
la Seccion 1.5, que volvemos a presentar a continuacion:

Definiciin formal de limite

Se dice que lim,,, f(x) = L si para todo nimero positivo € existe un niimero positivo &
que depende de € (es decir, 6 = d(¢€)), tal que

O<|x—al<é = |f(HN-Ll<e

La Seccién 1.5 se marc6é como «opcional», ya que la comprensién del contenido de esa seccion
no es esencial para la comprension del cdlculo. Sin embargo, esa seccion es un requisito previo
esencial para este apéndice. Es muy recomendable volver a la Seccion 1.5 y leerla cuidadosa-
mente, prestando especial atencion a los Ejemplos 2 y 4, y realizando al menos los Ejercicios
31-36. En estos ejercicios se demuestran las leyes estindar de los limites planteadas en la Sec-
cion 1.2

Funciones continuas

Consideremos las siguientes definiciones de continuidad, equivalentes a las proporcionadas en la
Seccién 1.4.

DEFINICION 1 Continuidad de una finciin en 1 punto

Se dice que una funcién £, definida en un intervalo abierto que contiene al punto a, es con-
tinua en dicho punto a si

lim £(x) = f(a)

K= 3

es decir, si para todo €>0 existe un & >0 tal que si |x— a| < d, entonces

|f(x) — f(a)| < e.

DEFINICION 2 Continuidad de una funcitn en un intervalo

Una funcién f es continua en un intervalo si es continua en todo punto de dicho intervalo.
En el caso de un extremo de un intervalo cerrado, s6lo es necesario que f sea continua por
un lado. Por tanto, f es continua en el intervalo [a, D] si

lim £(f) = f(%)

para todo x que cumpla a< x< by
lim f)=fa) y lim (=1
=g+ f— H—

La Figura III.1 ilustra estos conceptos.
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a2

a b P d e x Figura .1 f es continua en los intervalos
[a, 0], (b, o) [c d] y (d, e].

Los Teoremas 6 y 7 de la Seccion 1.4 presentan unos resultados importantes que repetimos
aqui:

TEOREMA o Combingriin de finacimes conthmas

(a) Si fy g son continuas en el punto &, entonces también lo son f+ g f— g fgy, si
g(a) 5& {)) ‘ri"g‘

(b) Si fes continua en el punto Ly si lim,_,, g(x) = L, entonces tenemos
lim f(gx) = AL) = f(lim g(x)

En particular, si g es continua en el punto a (de forma que L = g(a)), entonces
lim,_,, f(2x)) = f(ga)), es decir, fog(x) = f(g(x)) es continua en x = a.

(c) Las funciones f{x) = C (constante) y g(x) = x son continuas en toda la recta real.

(d) Para todo niimero racional rla funciéon f(x) = x" es continua en todo niimero real don-
de esté definida.

DEMOSTRACION El apartado (a) es un replanteamiento de varias reglas de combina-
cién de limites; por egjemplo,
lim f(x)g(x) = (lim f} (X))(H ) = f(aga)

A—+d X—d

El apartado (b) se puede demostrar como sigue. Sea € > 0. Como f es continua en [,
existe un k>0 tal que |f(g(x) — f(L)| < € siempre que |gx) — L| < & Puesto que
lim, ,  2(x) = L, existe un é >0 tal que si 0 < |x— a| <4, entonces |g(x) — L| < k. Por
tanto, si 0 < |x — a| < é, entonces | f(gx)) — f(L)| < ey lim,_,, f(gx) = A(L).

Las demostraciones de los apartados (c) y (d) se dejan planteadas al estudiante en los

Ejercicios 3-9 de este apéndice.
e
Completitud y limites secuenciales

DEFINICION 3

Se dice que un nimero real u es una cota superior de un conjunto no vacio S de nimeros
reales si x < u para todo x de 5.

El niimero u* se denomina cota superior minima de S si u* es una cota superior de S
y u* < u para toda cota superior u de S.

Anilogamente, £ es una cota inferfor de Ssi { < xpara todo xde S. El niimero €* es
la cota inferior méixima de S si €* es una cota inferior y € < €* para toda cota inferior €
de S.
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m Sean S, =[2, 3] y S, = (2, o). Cualquier niimero u > 3 es una cota superior de 5;. .S; no
tiene cota superior; se denomina no acotado superiormente. La cota superior minima de S, es 3. Todo mi-
mero real € <2 es una cota inferior de S} y S;. €* = 2 es la cota inferior mixima de los dos conjuntos.
Notese que la cota superior minima y la cota inferior mdxima de un conjunto pueden pertenecer 0 no a
dicho conjunto. -

Recordaremos ahora el axioma de completitud de los numeros reales, que se presentd breve-
mente en la Seccion P.1.

Axioma de completitud de los mimeros reales

Un conjunto no vacio de nimeros reales que tenga una cota superior debe tener una cota
superior minima.

De forma equivalente, un conjunto no vacio de nimeros reales que tenga una cota infe-
rior debe tener una cota inferior méxima.

Recalcamos que esto es un axioma que aceptamos sin demostracién. No se puede deducir a par-
tir de las propiedades mds elementales algebraicas o de otro tipo de los niimeros reales. Esas
otras propiedades son compartidas por los niimeros racionales, un conjunto que no es completo.
El axioma de completitud es esencial para la demostracion de los resultados mas importantes so-
bre funciones continuas, en particular, el Teorema Max-Min y el Teorema del Valor Medio. Sin
embargo, antes de plantear estas demostraciones, debemos realizar algin trabajo previo.

En la Seccién 9.1 planteamos una version del axioma de completitud en el &mbito de secuen-
cias de nimeros reales; concretamente, que una secuencia creciente que estd acotada superior-
mente converge a un limite. Comenzaremos por verificar que esto se deduce de la version plan-
teada anteriormente (ambas versiones son, de hecho, equivalentes). Como se indicé en la
Seccion 9.1, la secuencia

{Xn = {Xl: X, X3, "'}

es una funcion de los enteros positivos, es decir, X, = x(11). Se dice que la secuencia converge
al limite L, y se expresa como limx,= L, si la comrespondiente funcion x({) cumple
lim,_, . x(f) = L, tal como se definié antes. Mas formalmente,

DEFINICION 4 Limite de una secuendia

Se dice que lim x, = L si para todo nimero positivo € existe un nimero positivo N = Me)
tal que |x, — L| < € se cumple siempre que n= N.

TEDREMAO Si {x,} es una secuencia creciente acotada superiormente, es decir,
Yoop2X, ¥ XE2K pami=1,2.3...

entonces limx, = L existe (en otras palabras, si {x,} es decreciente y acotada interior-
mente, entonces lim x;, existe).

DEMOSTRACION Sea {x,} creciente y acotada superiormente. Fl conjunto S de nime-
ros reales X, tiene una cota superior, K, y por tanto tiene también una cota superior minima,
L. De este modo, x,, < L para todo n, y si € > 0, entonces existe un entero positivo N tal
que xy > L — € (si no fuera asi, L. — € seria una cota superior de .S que seria menor que la
cota superior minima). Si n>= N, entonces tenemos L —e< xy<x,<L, por lo que
|x, — L| < € Por consiguiente, lim x, = L. La demostracién para el caso de una secuencia
decreciente acotada inferiormente es similar. : ®
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TEDREMAG Sia<x,< bparatodo n ysilimxy,= [, entonces a< L < b.

TeEorReMA )

DEMOSTRACION Supongamos que L > b, Sea e = L — b, Como lim x, = I, existe un
ntal que |x, — L| < e Por consiguiente, x, > L — e= L — (L — b) = b, que es una contra-
diccién, ya que se supone que X, < b. Entonces, L < b. Un argumento similar permite de-
mostrar que L > a.

—

Si f es una funcién continua en el intervalo [a, D], si a< x,< b para todo n y si
lim x, = L, entonces lim f(x,) = f(L).

e

La demostracién es similar a la del Teorema 1(b), y se deja como Ejercicio 15 al final de este
apéndice.

Funciones continuas en un intervalo cerrado y finito

Ya estamos preparados para demostrar los resultados principales sobre funciones continuas en
intervalos cerrados y finitos.

TEOREMA o Teorema de ka acotackin

n

Si f es una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces estd acotada en dicho interva-
lo; es decir, existe una constante K tal que |f(x)|< Ksi a<x<bh

DEMOSTRACION Demostraremos que [ esti acotada superiormente; la demostracion
de que f estd acotada inferiormente es similar. Para todo entero positivo 1, sea .S, el con-
junto de puntos xen [a, D] tal que f(x) > m

S,={x:a<x<b y f(®»>n}

Desearfamos demostrar que S, es vacio para alglin n. Se deduciria entonces que f(x) < n
para todo xen [a, b]; es decir, n seria una cota superior de f en [a, b].

Supongamos, por el contrario, que S, es no vacio para todo n. Demostraremos que esto
lleva a una contradiccién. Como S, estd acotado inferiormente (a es una cota inferior), por
completitud, S, tiene una cota inferior maxima; llamémosla x, (véase la Figura II1.2). Evi-
dentemente a < x,. Como f(x) > nen algin punto de [a, b] y f es continua en dicho pun-
to, f(x¥) > nen algin intervalo contenido en [a, b]. Entonces X, < b. Se deduce entonces
que f(x;) = n(si f(x,;) < n, entonces, por continuidad, f(x) < n para alguna distancia a la
derecha de x,, y x, no podria ser la mdxima cota inferior de S,).

Figura lll2 El conjunto S,
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Para todo ntenemos S,,, = S,. Por tanto, x,,, = X,y {x,} es una secuencia creciente, Co-
mo estd acotada superiormente (b es una cota superior) esta secuencia converge, por el
Teorema 2. Sea limx,= L. Por el Teorema 3, a< L < b Como f es continua en [,
lim f(x,) = f(L) existe por el Teorema 4. Pero como f(x,) = n, lim f(x,) no puede existir.
Esta contradiccién completa la demostracion.

—

TEOREMA o El Teorema Max-Min

Si f es una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces existen puntos v y u en [a, b]
tales que para todo x en [a, b] tenemos

f(v) < (%) < f(u)
es decir, [ toma sus valores miximo y minimo en [a, b].

DEMOSTRACION Por el Teorema 5 sabemos que el conjunto S= {f(x):a< x< b}
tiene una cota superior y, por tanto, por €l axioma de completitud, una cota superior mini-
ma. Denominemos M a esta cota superior minima. Supongamos que no existe ninglin punto
uen [a, b] tal que f(u) = M. Entonces por el Teorema 1(a), 1/(M — (X)) es continua en [a,
b). Por el Teorema 5, existe una constante K tal que 1/(M — f(x)) < K para todo x en [a,
b). Entonces f(x) < M — 1/K, lo que contradice el hecho de que M es la minima cota supe-
rior de los valores de f Por tanto, debe existir algiin punto u en [a, b] tal que f(u) = M.
Como M es una cota superior de los valores de f en [a, D], tenemos que f() < (W =M
para todo xen [a, D].

La demostracion de que debe existir un punto v en [a, b] tal que f(x) = f(v) para todo x
en [a, D] es similar.

[

TEOREMA o El Teorema del Valor Medio

Si f es una funcién continua en el intervalo [a, b] y 5 es un nimero real comprendido entre
los nimeros f(a) y f(b), entonces existe un punto c en [a, D] tal que f(c) = s.

DEMOSTRACION Para ser concretos, supongamos que f{(a) < s< f(b) (la demostra-
cién para el caso f(a) > s> f(b) es similar). Sea S= {x:a<x< by f(x)<s}. Ses no
vacio (a pertenece a S) y acotado superiormente (b es una cota superior) y por tanto, por
completitud, S tiene una cota superior minima; llamémosla c.

Supongamos que f(c) > s. Entonces ¢ # a y, por continuidad, f(x) > s en algin inter-
valo (¢ — 8, c], con & > 0. Pero esto dice que ¢ — ¢ es una cota superior de S menor que la
minima cota superior, lo que es imposible. Por tanto, f(c) < 5.

Supongamos que f(c) < s. Entonces ¢ # by, por continuidad, f(x) < s en algin inter-
valo de la forma [, ¢+ §) para algin 6 > 0. Pero esto dice que [¢, ¢+ &) = S, lo que con-
tradice el hecho de que ¢ es una cota superior de S. Por consiguiente, no podemos tener
f(€) < sy entonces f(¢) = s.

]

En la Seccion 1.4 se puede encontrar mas material sobre estos teoremas y algunas aplica-
ciones.
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Apéndice Il

1. Sea a < b < ¢y supongamos que f(x) < g(x) para
agx<c Silim, ; () =Lylim ,gx)=M
demuestre que L < M. Sugerencia: Suponga que
L > My deduzca que f(X) > g(x) para todo x
suficientemente cercano a b. Esto contradice la
condicion de que f(X) < gx) paraa< x< b,

2 Si f(x) < K en los intervalos [a, b) y (b, €], y si
lim,,, f(x) = L, demuestre que L < K.

& Utilice definicion formal de limite para demostrar que
lim,_,,, ¥"=0 para todo nimero racional positivo I,
Demuestre las afirmaciones de los Ejercicios 4-9,
4. f(x) = C (constante) y g{x) = x son ambas continuas
en toda la recta real.
& Todo polinomio es continuo en toda la recta real,

6. Una funcion racional (cociente de polinomios) es
continua en todas partes excepto donde el denominador
sea cero.

7. Si nes un entero positivo y a > 0, entonces £(x) = x*"
es continua en x = a,

8 Si r= m/nes un nimero racional, entonces g{x) = x
es continua en todo punto a > 0.

9. Si r= m/n,siendo m y n enteros y n impar, demuestre
que g(x) = x" es continua en todo punto a < 0. Si
r =0, demuestre que £ es también continua en 0.

10. Demuestre que f(x) = | x| es continua en la recta real.

Utilice las definiciones del Capitulo 3 de las funciones de
los Ejercicios 11-14 para demostrar que estas funciones son
continuas en sus respectivos dominios.

11. senx 12 cosx
18 Inx 14 &
15. Demuestre ¢l Teorema 4,

16. Suponga que toda funcién continua y acotada en [a, 5]
debe tomar un valor maximo y minimo en dicho
intervalo, Sin utilizar el Teorema 5, demuestre que
toda funcién f que sea continua en [a, 5] debe estar
acotada en dicho intervalo. Sugerencia: Demuestre que
g(6) = t/(1 + | ] es continua y creciente en la recta
real. Considere después g( f(x)).






