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Ejercicios 9.4

Determine si las series de los Ejercicios 1-12 convergen

absolutamente, convergen condicionalmente o divergen.
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En las series de los Ejercicios 13-18, calcule el minimo
entero n que asegura que la suma parcial s, se aproxima a
la suma s de la serie con un error menor que 0.001 en valor

absoluto.
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Determine los valores de x para los que las series de los
Ejercicios 17-24 convergen absolutamente, convergen
condicionalmente o divergen,
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+25 ;Se puede aplicar directamente el test de las series
alternantes a la serie ) 7, (1/n)sen (nm/2)?
Determine si la serie converge,

*28 Demuestre que la serie ) 72, a, converge
absolutamente a a,= 10/if para npary a

= —1/10" para n impar,
(Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas
y cuéles son falsas? Justifique su respuesta en el caso

de verdaderas o dé un contraejemplo en el caso de
falsas.

(@) S1Y ., a,converge, entonces 3 o, (—1)"a
converge
) S1) 5L, a,convergey » =, (—1)"a, converge,
entonces Zn_l a, converge absolutamente

c) St En—[ a, converge absolutamente, entonces
Y at1 (—1)"a, converge absolutamente.

(a) Utilice un argumento basado en la suma de
Riemann para demostrar que

=27
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1
(b) ¢Para qué valores de x converge absolutamente la

: 3

serie ) %‘? ¢Para qué valores converge
n=1

condicionalmente? ;Para qué valores diverge?

(Sugerencia: Utilice primero el test de la razén,

Para probar los casos donde p = 1, puede resultar

de utilidad la inecuacién del apartado (a)).

(Para qué valores de x converge absolutamente la

20 1x"
serle 30y ,:,IE:)W? ¢Para qué valores converge

condicionalmente? ;Para qué valares diverge?
Sugerencia. Véase el Ejercicio 42 de la Seccién 9.3.

+30k Desarrolle procedimientos para reordenar los términos
de la serie arménica alternante de forma que la serie
reordenada (a) diverja a oo, (b) converja a —2.

*» 20

Esta secci6n trata de un tipo especial de series infinitas denominadas series de potencias, que
pueden verse como un polinomio de grado infinito.
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DEFINICION 7  Series de potendias

Una serie de la forma

Y alt-o"=atalc—o+abc—9*+alx— 9’ + -

n=0
se denomina serie de potencias en potencias de x = ¢ 0 serie de potencias alrededor de ¢
Las constantes a,, a,, a, ... se denominan coeficientes de la serie de potencias,

Como los términos de una serie de potencias son funciones de una variable x, la serie puede con-
verger o no converger para cada valor de x. En aquellos valores de x donde la serie converge, la
suma define una funcién de x. Por ejemplo, si —1 < x < 1, entonces

1
l+x+X2+28+...=
1—-x

La serie geométrica del miembro izquierdo es una representacién en serie de potencias de la
funcién 1/(1 — x) en potencias de x (o alrededor de 0). Nétese que la representacién sélo es vali-
da en el intervalo abierto (—1, 1), incluso aunque 1/(1 — x) esté definida para todos los nimeros
reales x excepto x= 1, Para x= —1 y |x| > 1 la serie no converge, por lo que no puede repre-
sentar a 1/(1 — x) en estos puntos.

El punto c es el centro de comvergendia de la serie de potencias ) 72 a,(x — 9", La serie
converge seguro (a ay) en x = c (todos los términos excepto posiblemente el primero son 0). El
Teorema 17, que veremos posteriormente, demuestra que si la serie converge en algiin otro lu-
gar, entonces converge en un intervalo (posiblemente infinito) centrado en x = ¢ y converge ab-
solutamente en todos los puntos de ese intervalo excepto posiblemente en uno de sus extremos o
ambos si el intervalo es finito. L.a serie geométrica

1+ x+F#+2+ .

es un ejemplo de este comportamiento. Su centro de convergencia es ¢ = 0, y converge sélo en
el intervalo (— 1, 1), centrado en 0, La convergencia es absoluta en todos los puntos del interva-
lo. Otro ejemplo es la serie

& e =B x-5?% ((x-25>3

Elnzn‘ V= T axE T

que se estudi6 en el Ejemplo 4 de la Seccién 9.4, Alli demostramos que esta serie converge en el
intervalo [3, 7), un intervalo de centro x= 5, y que la convergencia es absoluta en el intervalo
abierto (3, 7), pero sélo es condicional en el extremo x = 3,

TEOREMA () Para cualquier serie de potencias ¥ a,(x ~ 9" se debe cumplir una de las siguientes
alternativas:;

(i) La serie puede converger sélo en x= ¢

(i) La serie puede converger en cualquier nimero real x.

(ii) Puede existir un nimero real positivo R tal que la serie converge en todo valor de x
que cumple |x — c| < Ry diverge en todo valor de x que cumple |x — c| > R. En es-
te caso, la serie puede converger o no converger en cada uno de los dos extremos
x=c—Ryx=c+R

En cada uno de estos casos la convergencia es absoluta excepto, posiblemente, en los ex-
tremos x=c— Ky x= c + K en el caso (iii).
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DEMOSTRACION Observamos anteriormente que toda serie de potencias converge en
su centro de convergencia; s6lo el primer término puede ser distinto de cero, por lo que la
convergencia es absoluta, Para demostrar el resto de este teorema, es suficiente demostrar
que si la serie converge en cualquier nimero X, # ¢, entonces converge absolutamente en
todo nimero x mas cercano a ¢ que X, es decir, en todo valor de x que cumpla
|x — c| < |x — cl|. Esto significa que la convergencia en cualquier valor x; # ¢ implica
convergencia absoluta en (¢ — x;, €+ xg), por lo que el conjunto de puntos x donde la se-
rie es convergente debe ser un intervalo centrado en c

Supongamos, por tanto, que ¥ 72, a,(x — 9" converge. Entonces lim a,(xo — ¢)" = 0,
por lo que | a,(x; — 9| < K para todo n, siendo K alguna constante (Teorema 1 de la Sec-
cién 9.1), Sir=|x— c|/lx; — d < 1, entonces

Y lax— 9" = Zﬂ la{% — 9

n={0

Entonces Y 7. a,(x — )" converge absolutamente,

"<k 3 f”=i-=:co

Xp—C n=0

—

Por el Teorema 17, el conjunto de valores x para los que la serie de potencias 3 7 a,(x — 9"
converge es un intervalo centrado en x = ¢, Denominaremos a este intervalo el intexrvalo de
convergencia de la serie de potencias. Debe tener una de las siguientes formas:

() Un punto aislado x = c (es decir, un intervalo cerrado degenerado [c, c]).
(i) La recta completa (— o0, o0).
(iii) Un intervalo finito centrado en ¢

[c—R c+R,olc—Rc+R,olc—Rc+£HK,o(c—Rc+£R

El mimero R en (iii) se denomina radio de convergenda de la serie de potencias. En el caso (i)
se dice que el radio de convergencia es £= 0; en el caso (i) es R = oo,

El radio de convergencia, R, se puede obtener frecuentemente aplicando el test de la razén a
la serie de potencias: si

a (X [ dﬂ'i-l a
p=lim | ————| = lim [Z2])|x— ¢
n=o0 &n(X = C} =00 E
existe, entonces la serie Y 72, a,(x— ¢)" converge absolutamente donde sea p < 1, es decir,
donde
a
|x—c|<R=1/]im ot
n—ao d,

La serie diverge si |[x — c| > k.

Radio de cmvergencdia
Supongamos que L =lim,_, % existe o es co. En ese caso, la serie de potencias

Yo @,lx — )" tiene como radio :'ie convergencia R= 1/L (si L = 0, entonces £ = oo0; si
L = oo, entonces £=0).

m Determine el centro, el radio y el intervalo de convergencia de
sl .7 s
,E., (F + 1)37
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Solucion La serie se puede expresar como

@ o\t ] 5\"
,,;D (ﬁ) n2+1(x+§)

El centro de convergencia es x= —5/2. El radio de convergencia, F, est4 dado por

2H+1 1
l—L—llm(E) {n+1)2+1_umg F+1 2
R T i i T s {n+DE+1 3
3] if+1

Por tanto, £ = 3/2. La serie converge absolutamente en (—5/2 —3/2, —5/2 + 3/2) = (—4, —1) y diverge
en (—w, —4 y en (—1, w). En x=—1 la serle es Zf;iu lf{ff +1); en ¥x= —4, es
i 1)"/(rf + 1). Ambas series convergen (absolutamente). El intervalo de convergencia de la serie de
potencias dada es, por tanto, [—4, —1]. n

m Determine los radios de convergencia de las series
L= 4] AJT (= ]
@ Y- y b ¥ ns
n=0 H! n=0
Solucion
lim L i
(n+ DI ol

Esta serie converge (absolutamente) para todo x. La suma es &', como demastraremos en el Ejemplo 1
de la siguiente seccidn,

nl 1
=]im—l=11m—=0. Por tanto, B = oo,

). Li= (n+ 1) n+1

(n+ 1)1
nl

(b)L=’]jm ’=lhn(n+1)=m.Portanto,R=D.

Esta serie converge sélo en su centro de convergencia x= 0,

Operaciones algebraicas en series de potencias

Para simplificar la presentacién que sigue, consideraremos sélo series de potencias con centro de
convergencia 0, es decir, series de la forma

(2]

Y ax'=a+ax+ axf+ af+ -

n=0

Todas las propiedades que demostraremos para estas series se extienden autométicamente a se-
ries de potencias de la forma ;. a,(y — 9", mediante el cambio de variable x = y — c.

Observemos primero que las series que tienen el mismo centro de convergencia se pueden
sumar o restar en cualquier intervalo que sea comiin a sus intervalos de convergencia. El si-
guiente teorema es una consecuencia simple del Teorema 7 de la Secci6n 9.2, y no requiere de-
mostracion,



598 CcALcuLO

TEOREMA @ Sean Y 7o a,x"y Y. =0 b,x" dos series de potencias con radios de convergencia R,y R
respectivamente, y sea ¢ una constante, Entonces,

(i) fo_ﬂ (ca,) x" tiene radio de convergencia R, y

Qf: (ca)x"=c E Zx"

A= =

siempre que la serie de la derecha converja.

(i) 3 5o (@, + b,) x" tiene radio de convergencia £ al menos tan grande como el minimo
de R,y R, (R=min{R, R:}), vy

Y (@,+b)¥=Y ax+ Y b

=0 =0 o=
siempre que las dos series de la derecha converjan.

Illllllllllllllllllll..l

La situacién respecto a la multiplicacién y divisién de series de potencias es més complicada.
Sélo mencionaremos los resultados, sin demostrarlos. Se pueden encontrar més detalles en cual-
quier libro de texto sobre anélisis matemético.

La multiplicacion de la forma

(@ + ax+ ax + )by + bix + b’ + --)

= aohy + (@b + ab)x + (aby + aiby + ab) o + -
nos lleva a conjeturar la férmula

(2 aﬂr‘)()af bﬂx")= T o

= () =) n=(Q

siendo
Ch= aﬂbﬂ-Fiﬁth—l A +'anhD== E: Eﬁthfj
J=0

La serie } 7, ¢,x" se denomina producto de Caundhy de las series Y 77 a,x" y Y 7o b x"
Como la suma, el producto de Cauchy tiene también un radio de convergencia como minimo
igual al menor de los de las series que se multiplican.

Ejomplo 3 [

l =i}
E—1+x+f+x3+ ----Eﬂx"
se cumple para —1 < x< 1, podemos determinar una representacion en serle de potencias de 1/(1 — x)*
tomando el producto de Cauchy de esta serie consigo misma. Como a,= b, = 1paran=0, 1, 2, ... tene-
mos que

n
=) l=n+1 y
Jj=0

1
(1— 2

=1+2x+3+4°+ .= Y (n+ )x"
n=0
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que debe cumplirse también para —1 < x < 1, La misma serie se puede obtener por multiplicacién directa
de las series:

*
++ +
b be | 3¢ 3¢
++ |+ +
Mo Mo M| e 3%
++ |+
Mo M Mo Ma| M0 Ma
e s

1 4+ 2x + 3% + 482 + ...
[ |

Las series de potencias también se pueden dividir, pero no existe ninguna regla simple para de-
terminar los coeficientes de la serie cociente. El radio de convergencia de la serie cociente sera
como minimo el menor de los tres nimeros K, &, y I, siendo R, y R, los radios de convergen-
cia de las series numerador y denominador y /2, la distancia desde el centro de convergencia al
niimero complejo més cercano donde la serie denominador tenga una suma igual a 0. Para ilus-
trar este punto, obsérvese que 1y 1 — x son dos series de potencias con radio de convergencia
infinito:

1=14+0x+0xX+0x+ .. paratodo x
l-x=1- x+0¥+0x+ ..  paratodo x

Su cociente, 1/(1 — x), sin embargo, tiene un radio de convergencia de 1, la distancia del centro
de convergencia x= 0 al punto x = 1 donde el denominador se hace cero:

1
- =1+x+x¥+xX+.. paral|y<]
. 2

Diferenciacion e integracion de series de potencias

Si una serie de potencias tiene radio de convergencia positivo, se puede diferenciar o integrar
término a término. La serie resultante convergerd a la derivada o integral apropiada de la suma
de la serie original en todas partes excepto, posiblemente, en los extremos del intervalo de con-
vergencia de la serie original. Este hecho muy importante asegura que, a efectos de calculo, las
series de potencias se comportan como si fueran polinomios, que son las funciones més sencillas
de diferenciar e integrar, Formalizaremos las propiedades de la diferenciacién y la integracién de
series de potencias en el siguiente teorema.

TEOREMA @ Diferenciacién e integracién término a iérmino de series de potendas

Si la serie fo_u a,x" converge a la suma f(x) en un intervalo (— &, k), siendo R > 0, es
decir,

flx) = OZD: ax'=a+ax+axr+axr+.., (~R<x<Rfk

n=q(

entonces f es diferenciable en el intervalo (— R, B y
FO =Y naxy'=a+2ax+3axr+.., (-R<x<BR)
=]

Ademas, f es integrable en cualquier subintervalo cerrado de (— R, k), y si |x| < R, en-
tonces

i 5 W a1 ! 2
L £ dt Eoﬂ‘klf a3x+2f+313+
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Aunque comprender lo que dice este teorema es muy importante para lo que sigue, entender la
demostracién no lo es. El lector puede saltar la demostracién y continuar a las aplicaciones.

DEMOSTRACION Sea x un niimero que satisface —R < x < Ry escéjase H> 0 tal
que | x| + H < R. Por el Teorema 17 tenemoas entonces que’

S la,l(lx + B = K< o0
nm=]
El Teorema Binomial (véase la Seccién 9.9) demuestra que si n = 1, entonces
(x+ H"=x"+ " th+ Z M i
i=2 \K&
Por tanto, si |A| < H, tenemos que

|(x+ B — X" — n"~Lh| =

nfn -i(hk
;,Z:z (k) =

n P
<3 (-G

=2
|Jh|2 2 n n—k
<g X (k) |x"~*
| hf?
=g (d+ Y
Ademas,

A 1

|| = S+ Ay

Por tanto,

T
. na ! HE ) (14| + H" = 7 < 0

nm=]

con lo que la serie ¥ ;2. nax""! converge (absolutamente), por ejemplo, a g(x). Ahora

flx+ h) — f(» © glx+ k" — ax"— nax"'h
h “EW|=| X h
n=1
|fi| Z |a||(x+ B" — x" — nx"~1h|
=]
5 e KIfJI
Zl |2l (|x] + H)” <
Haciendo que A tienda a cero, se obtiene | f(x) — g(x)| <0, por lo que f(x) = g(x), como
querfamos demastrar.
Obsérvese ahora que, como |a,/(n+ 1)| < |a,,| la serie
.h(X} Z +1
a=0 11

! Fsta demostracion se debe a R, Vyborny, American Mathematical Monthly, abril 1987,
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converge (absolutamente) al menos en el intervalo (— &, K). Utilizando el resultado de la
diferenciacién demostrado anteriormente, se obtiene

KW= ax=fd

n={Q

Como H(0) = 0, tenemos que

'r f(hdt= J.x H(#H dt= h(d

0 0

X

= h(x

0

como queriamos demostrar.

|

En conjunto, estos resultados implican que una serie diferenciada o integrada término a término
tendrd el mismo radio de convergencia que la serie original. De hecho, como ilustran los si-
guientes ejemplos, el intervalo de convergencia de la serie diferenciada es el mismo que el de la
serie original, excepto por la pasible pérdida de uno de los extremos o de ambos si la serie origi-
nal converge en los extremos de su intervalo de convergencia, De forma similar, la serie integra-
da convergera en todo el intervalo de convergencia de la serie original y, posiblemente, en uno
de los extremos del intervalo o en ambos, incluso si la serie original no convergia en los extremos.

Al ser diferenciable en el intervalo (— &, B), siendo R el radio de convergencia, la suma f(x)
de una serie de potencias es necesariamente continua en dicho intervalo abierto. Si la serie con-
verge en uno de los extremos o en ambos, — R y R, entonces f es también continua (por un la-
do) hasta estos extremos. Este resultado se establece formalmente en el teorema que sigue. No lo
demostraremos aqui; el lector interesado en una demostracion puede consultar libros de texto de
andlisis matematico.

TEOREMA @ Teorema de Abd

La suma de una serie de potencias es una funcién continua en todo el intervalo de conver-
gencia de la serie. En particular, si ¥ 7. a,R" converge para algin £ > 0, entonces

lim ¥ ax"= ) a,r

*=R= p= n=0

Y si Y 5o an(—R)" converge, entonces
im ¥ ax=7Y a,(-R"
x—+ =R+ p=q a=q(
. |

Los siguientes ejemplos muestran la forma en la que se aplican los teoremas anteriores para ob-
tener una representacién en serie de potencias de funciones.

ST LN Obtenga las representaciones en series de potencias de las funciones
1 1

(@) =2 (b) - 7 (¢) In(1+ %
empezando con la serie geométrica
! =§x"=1+x+f+x3+--- (—l<x<1)
l—=x 5=0

y utilizando diferenciacién, integracién y sustitucién. ;Dénde es valida cada serie?
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Solucién
(a) Diferenciando la serie geométrica término a término se obtiene
1 a0
T Y W l=1+2x+3¢ 445+ .. (—l<x<])
- n=1

Este resultado es el mismo obtenido mediante multiplicacién de series en el Ejemplo 3 anterior.
(b) Diferenciando otra vez se obtiene, para —1 <x < 1,

2 =4}

(1 X)3=Eﬂﬂ“_l)*"q:[l"2)+(2><3]x+{3x4]£+...
- n=72

Dividiendo ahora por 2:

1 o mn—1
5= Y PO pr o) 4 3xt 62 4108 4 e (-l<x<1)
(1—,«\:) n=2 2
(c) Sustituyendo x por —fen la serie geoméfrica original:
= 5N
1+t

- § ()" =1—t+£L—P+£F£— .. (—l<t<l)

n=0

Integrando desde 0 hasta x, slendo | x| < 1, se obtiene

In(1 +x)=_|qi= v (—1)”J.xr”dr

ol +t 5=b 0

= s £ ¥ 2
= — 1" -y — — L heE e — s
ﬂ;ﬂ( 1) P 2+3 4+ (—1<xgl)

Nétese que la dltima serie converge (condicionalmente) en el extremo x = 1, asf como en el intervalo

—1<x<1, Como In(1 + X es continua en x= 1, el Teorema 20 nos asegura que la serie debe converger

a esa funcién también en x = 1, Por tanto, en particular, la serie arménica alternante converge a In2:
P,k L% (—1"

[ a]
2=1——-t-—-t—— .=
2 3 4 5 ng’uﬂ+1

Sin embargo, ésta no serfa una férmula muy til para calcular el valor de In2 (;por qué no?).

Utilice 1a serie geométrica del ejemplo anterior para obtener una representacién en serie de
potencias de tan™'x.

Solucion Sustituimos x por — £ en la serie geométrica, Como 0 < # < 1 slempre que —1 << 1, se
obtiene
1

1+ £
Integrando ahora desde 0 hasta x, con [x]| < 1:

=1-Ff+d-F+F—.. (-l<i<c])

m—lx=ri=ru—f+f—f+f—..qdc
o1+ F

.23+x5 X7+X9
AT Ty T Ty T

+1

=n§'ﬂ{_ljn2ﬂ+1 (=1 ma=g:1)
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Notese, sin embargo, que la serie también converge (condicionalmente) en x= —1y 1, Como tan~' es
continua en + 1, la representacion en serie anterior de tan™ ' x también vale para esos valores, por el Teore-
ma 20, Haciendo x= 1 se obtiene otro interesante resultado:

= 1 1 1 1

4 3 5 7 9

De nuevo, ésta no serfa una buena férmula para calcular un valor numérico de n (;por qué no?), -

=i

s
ST NCE Calcule la suma de la serie ) 7 calculando primero la suma de la serie de potencias

n=1
Y HY=x+4¢ +9¢ + 164 + ..
n=1
Solucién Obsérvese en el Ejemplo 4(a) c6mo el proceso de diferenciar la serie geométrica produce una

serie con coeficientes 1, 2, 3, ... Partiendo de la serie obtenida para 1/(1 — x* y multiplicndola por x se
obtiene

Y st At =;2
n=1 {1 - Aﬂ
Diferenciando ahora de nuevo para obtener una serie con coeficientes 1%, 2%, 3%, ...
o d =z 1+x
1= hau = — =
nglnff 1+4x+ 98 + 16x° + AP kT
Multiplicando de nuevo por x se obtiene la serie de potencias deseada:
2 X1+ 4
Y Fl=x+4F +9° + 162 + ... = -
n=1 (1 - X)

La diferenciacién y la multiplicacién por x no cambian el radio de convergencia, por lo que esta serie con-
verge a la funcién indicada para —1 < x < 1, Haciendo x= 1/2 obtenemos
1 5 3
ol

n=1 l
8
||

El siguiente ejemplo ilustra cémo se puede utilizar sustitucién para obtener representaciones en
series de potencias de funciones con centros de convergencia diferentes de 0.

(ST T A Calcule una representacién en serie de f(x) =1/(2+ x), en potencias de x— 1.
(Cudl es el intervalo de convergencia de esta serie?

Solucién Sea t= x — 1, de forma que x = t+ 1. Tenemos que
1 1 1 1
2+x 3+t 3

gt
3
1 I
=§(1_§+?_§+...) (—1<#3<1)
= - (-1)“% (—3<f<3
n=0 3
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Nétese que el radio de convergencia de esta serie es 3, que es la distancia del centro de convergencia, 1, al
punto —2 donde el denominador es 0. Esto lo podriamos haber predicho con anterioridad. -

Célculos con Maple

Maple puede calcular las sumas de muchos tipos de series, incluyendo las series numéricas abso-
lutamente y condicionalmente convergentes, y muchas series de potencias. Incluso cuando no
puede obtener la suma formal de una serie (convergente}, Maple puede proporcionar una aproxi-
macién decimal con la precision indicada por el valor actual de su variable pigits, que por de-
fecto es 10. He aqui algunos ejemplos.

> sum(n 4/2°n, n=1,.infinity) ;

150
> sum(1/n"2, n=1,.infinity) ;
5
> sum(exp(-n"2), n=0..infinity) ;
3 o
=0
> evalf(%) ;
1.386 318 602
> fi=x—>sum(x (n-1)/n, n=1..infinity) ;
w  fyln=1)
f:=x—rﬂgl( a )
> £(1) ; £(-1) ; £(1/2) ;
oo
In(2)
21n(2)

Ejercicios 9.5

Determine el centro, radio e intervalo de convergencia de 9. Utilice multiplicacién de series para obtener una

las series de potencias de los Ejercicios 1-8. representacion en serie de potencias de 1/(1 — »°
o 2n . vilida en el intervalo (—1, 1),
LYy 2 ) 3nx+1)" 10. Determine el producto de Cauchy de las series
n=0y/n+1 =0 1+x+2+ 2+ yl—x+2—2+..¢En
@ ] fy42\" ® ()" qué intervalo y a qué funcién converge la serie
i Zl = ( 9 ) 4 El fio2n x' producto?
n; n; - 11. Determméa el desarrollo en serie de potencias de
5 Y P2x—3)" & Y (- 1/(1 — x)° dividiendo formalmente 1 por 1 — 2x + &
n=0 i P Partiendo de la representacién en serie de potencias,
7, g MAE) g g A2 A B B R (-1 1)
e n;n 7 Zl - ol g X

=]
Il



determine representaciones en serie de potencias de las
funciones que se indican en los Ejercicios 12-20. jEn qué
intervalo es vélida cada representacién?

1
lz.jenpulenclasdex

|

13 = )zenpotenciasdex
14 T+ 25 en potencias de x
15 In(2 — x) en potencias de x

|
16. — en potencias de x— 1
X

1
17. 2 potencias de x+ 2

X
18 menpolenclaséex

19. en potencias de x

x
1-24
20. Inx en potencias de x— 4

Determine el intervalo de convergencia y la suma de las
serles de los Ejercicios 21-26.

m Series de Taylor y Maclaurin
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(= a]

1. 1 —4x+ 16X — 84X + ... Z 1)"(4x)™
22 3 +4x+ 55 +68 + .= Y (n+3)x"
n=0
1 » £ 2 @ 57
e e by
3 4 5 8 =yn+3

2L 1 x3-2x4x+3x5F -4 xBF+ ...
[ ]

=Y (-)"n+ Dn+ 3¢
=0

25 2 +4F +6x + 88 + 1048 + .. Ez(n+1
;ml—fﬁf f+f © (- 1)"f"
2 3 4 5 T A+l

Utilice la técnica (o el resultado) del Ejemplo 6 para
calcular las sumas de las series numéricas de los Ejercicios
27-32.

Sl 2 n+1
n=1 n=0
2 (a+1)? @ (—1)"nn+ 1)
30, _
n=0 TCH E 2”
a0 (_ l)n—l a0 1
3 =2 —
,,g; n2" ngg n2”

Si una serie de potencias Y ., a,(x — 9" tiene radio de convergencia positivo ®, entonces la
suma de la serie define una funcién f(x) en el intervalo (¢ — K, ¢ + E). Se dice entonces que la
serie de potencias es una represemtaciém de f(x) en ese intervalo. ;Qué relaci6én existe entre

la funcién f(x) y los coeficientes a,, a;, a,

responde a esta pregunta.

TEOREMA €J) Supongamos que la serie

f=3% alx-9"=

n=0

... de la serie de potencias? El teorema que sigue

aQtak—0+ak—02+ak—-0*+

converge a f(x) para ¢ — R< x < ¢+ R, siendo K > 0. Entonces,

dy =

(9

para k=0, 1,2, 3, ...

DEMOSTRACION Esta demostracién requiere diferenciar la serie de f(x) término a
término varias veces, un proceso justificado por el Teorema 19 (reformulado adecuada-

mente en potencias de x — ¢):
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flxn= E nafx— 0" 1= a + 2a(x— 9 + 3ay(x — ¢* + -

nm=]

(= GZO: mn—1ax— 0" 2=2a + 6as(x — 9 + 12a(x— 9%+ ---

=2

Ay = QZD: nn=1)(n—=2) - (n—k+ Da,x— 9" *

n=k

k+ 1)! ko)
TG i AT

Cada serie converge para ¢ — K < x < ¢+ K. Haciendo x = c se obtiene (g = Ha, lo
que demuestra e] teorema.

=JH&;(+ F: P (x—(jz-{-...

e

El Teorema 21 demuestra que una funcién f(x) que tenga una representacién en serie de poten-
clas con centro en ¢ y radio de convergencia positivo debe tener derivadas de todos los 6rdenes
en un intervalo alrededor de x = ¢, y s6lo puede tener una representaciéon en forma de serie de
potencias en potencias de x — ¢, concretamente

] f{ﬂ} ol
=3 L0 - gr= g+ o9+ 210
n=0 Ey

£00) (x— 0+ --

Esta serie se denomina serie de Taylor o, si ¢ = 0, serie de Maclaurin,

DEFINICION 8 Series de Taylor y de Madaurin

Si f(®) tiene derivadas de todos los 6rdenes en x= c (es decir, si () existe para k=
=0, 1, 2, 3, ...), entonces la serie

= g
L2 m 9
i 3)
= f(g) + f’(c}(x— €) + leid (X— (j2 +ﬂ3—;:c} (x — c}B + e

se denomina serie de Taylor de f airededor de c (0 serie de Taylor de f en potencias
de x— @. Si c=0, se utiliza generalmente la expresion serie de Madawrin en vez de
serie de Taylor,

Notese que las sumas parciales de la serie de Taylor (o de Maclaurin) son los polinomios de
Taylor (0 de Maclaurin) estudiados en la Seccién 4.8.

La serie de Taylor es una serie de potencias tal como se ha definido en la seccién anterior. El
Teorema 17 implica que ¢ debe ser el centro de cualquier intervalo en el que esa serie converja,
pero la definicién de serie de Taylor no exige que la serie deba converger en ninguna parte, ex-
cepto en el punto x = ¢, donde la serie es simplemente (g + 0 + 0 + ---. La serie existe siem-
pre que todas las derivadas de f existan en x = ¢, En la practica esto significa que todas las deri-
vadas deben existir en un intervalo abierto que contenga a x = ¢ (ypor qué?). Sin embargo, la
serie puede no converger en ninguna parte excepto en x = ¢ y si converge en alguna otra parte,
puede converger a algo distinto de f(x) (véase el Ejercicio 40 al final de esta seccién donde se
presenta un ejemplo en el que esto sucede). Si la serie de Taylor converge a f(x) en un intervalo
abierto que contiene a ¢, entonces se dice que f es analitica en ¢
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DEFINICION 9 Fundiones anmaliticas

Se dice que una funcién f es amalitica em ¢ si tiene una serie de Taylor en cy dicha serie
converge a f(x) en un intervalo abierto que contiene a ¢, Si f es analitica en todos los
puntos de un intervalo abierto, se dice que es analitica en dicho intervalo,

La mayoria de las funciones elementales que se encuentran en calculo, pero no todas, son anali-
ticas siempre que tengan derivadas de todos los érdenes. Por otra parte, siempre que una serie de
potencias en potencias de x — ¢ converja para todo x perteneciente a un intervalo abierto que
contenga a ¢, su suma f(x) serd analitica en ¢ y la serie dada serd la serie de Taylor de f alrede-
dor de c.

Series de Maclaurin de algunas funciones elementales

El calculo de las series de Taylor y de Maclaurin de una funcién f aplicando directamente la
Definicién 8 sélo es practico cuando se puede obtener una férmula para la n-ésima derivada de
f. Ejemplos de estas funciones son (ax + b)", €**% In (ax + B), sen (ax + b), cos (ax + b), y su-
mas de dichas funciones,

Calcule la serie de Taylor de " alrededor de x = ¢. ;Dénde converge la serie a '? ;Dén-
de es analitica €7 ;Cudl es la serie de Maclaurin de %7

Solucién Como todas las derivadas de f(x) = €" son €*, tenemas que Ay =& para todo entero
n = 0. Por tanto, la serie de Taylor de e drededor de x = c es

T - 0= e e — 0 + o - O 4 - (r— O+
;,Z‘gﬂlx =e+e gtgrx—a+
El radio de convergencia R de esta serie esta dado por
L ej{u+1) nl 1
i t,"! ’ m{ﬂ+1] n—eo N+ 1

R oo
Por tanto, el radio de convergencia es £ = oo y la serie converge para todo x. Supongamos que la suma es

gl):

=0

t‘

g = e+ ef{x—c]-l—zi:(x g% + {x—c}s

Por el Teorema 19, tenemos que
E‘

EC‘
g =0+¢ +§2( c)+3—!3{x—d2+

&
=4+ lx— 9 +2_I (x— %+ ... = glx)
Ademss, gld) = e+ 0+ 0+ --- = ¢, Como g(¥) cumple la ecuacién diferencial g'(x) = g(x) del creci-

miento exponencial, tenemos que g(x) = Ce". Sustituyendo x = ¢ se obtiene &= glg = C¢, por lo que
C = 1. Entonces, la serie de Taylor de &* en potencias de x — c converge a &* para todo niimero real x:

E (x 9"
n=0 11

= ¢ +e‘{x—c)+ec(x g% + [x ¥+ ... (para todo ¥
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En particular, € es analitica en toda la recta real R, Haclendo ¢ = 0 se obtiene la serie de Maclaurin de e

¥
=1+x+_—~-+—+.-  (paratodo ¥

m Calcule la serie de Maclaurin de (a) senxy (b) cosx. ;Dénde converge cada serie?
Solucién Sea f(x) =senx Entonces tenemos que f(0) =0y
(0 = cosx fo)=1
f'(®) = —senx ' =0
% =—csx A0 =-1
A% =senx ) =0
%) = cosx ) =1

Asi, la serie de Maclaurin de senxes
=0+x+0 X—3+0+£+0
gy =0+x 3) 51
L ¥ X T =" gt

=y¥——4+———4 ii.. =
SR TITR & 2n+ 1)l

Hemos denominado g(x) a la suma, ya que todavia no sabemos s la serie converge a sen.x. La serle conver-
ge para todo x por el test de la razén:

{_ 1)n+l

(m+1)+1
(2(n+ 1) + DI 14 g | R
o | D o | e @nr 3
(2n+ 1)
|xf*

" e (204 3)(2n+ 2)
Ahora podemos diferenciar dos veces la funcién g(x) y obtener

¥ P 2
g =1-G+ g gt
o ﬁxf*i_
g = —xtg gty e

Por tanto, g() satisface la ecuacion diferencial g'(x) + glx) = 0 del movimiento arménico simple. La solu-
cién general de esta ecuacion, como se observd en la Seccién 3.7, es

g = Acosx+ Bsenx

Obsérvese, a partir de la serie, que g{0) =0y g'(0) = 1. Estos valores determinan que A= 0y B= 1, Por

consiguiente, g(x) =senxy g(¥ = cosx para todo x.
En definitiva, hemos demostrado que

L n+1 ¥ X E

senx=ﬂ§n{2rl+mf e (para todo ¥
o (=17 P S
cmx_;":u (2n)! fﬂ_l_2_|+4_l_ﬁ_l+m {para. todo )
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El Teorema 21 demuestra que podemos utilizar todos los medios disponibles para calcular una
serie de potencias que converja a una funcién dada en un intervalo, y la serie obtenida resultara
ser la serie de Taylor. En la Seccién 9.5 se obtuvieron varias series a partir de la serie geométri-
ca. Entre ellas:

Algumas series de Madaurin
B iyl (-l<x<1)
1-x n=0
- 2=§m“‘1=1+2x+3f+4f+--- [—lex<l)
(1—/\’) =1
=B R SR
]I‘l[1+I}—BZ:1 5 f—X—E+§—I+--- (—I{X«{._U
~ ® (—1)" X ¥ X
e a+1 __ et EE e AT =
tan x—ﬂznzn_'_lf = o (-1<x<))

Estas series, junto con los intervalos donde convergen, se utilizardn frecuentemente de ahora en
adelante, por lo que serfa conveniente memorizarlas.

Otras series de Taylor y Maclaurin

Las series se pueden combinar de diversas formas para generar nuevas series. Por ejemplo, pode-
mos calcular la serie de Maclaurin de e™* sustituyendo x por — x en la serie de &"

S el f_f
e —HZ:U g =] | .7c+2I 31+--- (para todo x)

Las series de €'y e * se pueden restar o sumar, y los resultados dividirse por 2 para obtener las
series de Maclaurin de las funciones hiperb6licas senh x y cosh x:

ex_e—,r a0 fﬂ"‘l X3 XE

SIS Ly wE . PR
E+eF = Ao ¥ X

coshx = - _ﬂ_n®—1+2—!+4—l+--- (para todo x)

Observacion Obsérvese la semejanza de las series de senx y senhx, y las de cosx y coshx
Si utilizdramos niimeros complejos (niimeros de la forma z= x + iy, siendo #= — 1y xe yrea-
les; véase el Apéndice I} como argumentos de nuestras funciones, y si hubiéramos demostrado
que las operaciones sobre series se pueden aplicar a series de nimeros complejos, verfamos que
cos x = cosh (1¥) y senx = — isenh (). De hecho, ¢* = cosx + isenx y e * = cos x — isen x,
por lo que ) ) _ _

L gk

cosx = 2 y senx= T

Estas formulas aparecen en el estudio de funciones de variable compleja (véase el Apéndice II);
desde el punto de vista complejo, las funciones trigonométrica y exponencial son simplemente



610 cALcuLo

diferentes manifestaciones de la misma funcién basica, la exponencial compleja & = €%, Aqui
nos contentaremos simplemente con mencionar las interesantes relaciones anteriores e invitar al
lector a verificarlas formalmente calculando las series (estos célculos formales no constituyen
por supuesto una demostracién, ya que no hemos establecido las reglas que hay que aplicar en
series de niimeros complejos).

m Obtenga las series de Maclaurin de las siguientes funciones:
sen ()

@ e *B, (b P (c) sen’x.

Solucién
(a) Sustituimos x por —x*/3 en la serie de Maclaurin de €"

~ £ 1N 18
E‘“’3=1‘§+ﬁ(§) ‘ﬁ(@)*

< n 1 1
- ngﬂ 0" g ¥ (para todo %)
(b) Para todo x # 0 tenemos que

senf=g(xz_w)3 @y )

X X 31 5l
XS XB &0 . X4ﬂ+l
=xoqts T L OV

Nétese que f(x) = (sen () /x no esta definida en x = 0, pero tiene limite (concretamente 0) cuando x
tiende a 0. Si definimos £(0) = 0 (la extensién continua de f(x) a x = (), entonces la serie converge a
f(x) para todo x.

(c) Utilizaremos una igualdad trigonométrica para expresar sen’x en funcién de cos 2x y utilizaremos des-
pués la serie de Maclaurin de cos x sustituyendo x por 2x.

l—cos2x 1 1 (29? (221
senzx———g——(l— - + R

1 ([23)2 (@ N (29° )

2\ 2l 4] 6l
o0 22ﬂ+|.
= Zﬂ (—1)" TETT ¥ (para todo x real)

Las series de Taylor alrededor de puntos distintos de 0 se pueden obtener muchas veces a partir
de series de Maclaurin conocidas mediante un cambio de variable,

(SETTJLE N Calcule la serie de Taylor de In x en potencias de x — 2. ;Ddnde converge la serie a Inx?
Solucién Notese que si t = (x — 2)/2, entonces

Inx=In+ {x—?.]]=1n|:2(1+xT)]=]nz+]n(1+ﬂ
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Utilizamos la serle de Maclaurin conocida de In{1 + #:

In¥x=In2 +In{l + H

2 + ¢ I S 3
=|n?Z + ——2-|-—3——4—...
- _ o2 peny 3 . 4
s ¥x—2 (x—2) (x—2)° (x—2)

2 2 x 2¢ 3x23 4x 24
(_1)11'—[

n2”"

4]
=In2 + ), (x—2)"
n=1

Como la serie de In(1 + £ es vélida para —1 < #< 1, la serie de In xes valida para —1 < (x — 2)/2 € 1,
es decir, para 0 < x < 4. n

m Calcule la serie de Taylor de cosx alrededor de n/3. ;Dénde es vélida la serie?
Solucién Utilizamos la férmula de suma del caseno:

- ﬂt+ﬂ s T w T T
COSX= COS| X 373 = C0s 3 CCES sen 3 SEI]S

Esta representacion en serie es vélida para todo x. Un célculo similar permitiria calcular el desarrollo de
€os x 0 senx en potencias de x — c para todo c real; ambas funciones son analiticas en todos los puntos de
la recta real. -

Algunas veces es muy dificil, si no imposible, obtener una férmula del término general de una
serie de Maclaurin o de Taylor. En estos casos, en general, es todavia posible obtener algunos
términos iniciales, antes de que los cdlculos se hagan demasiado complicados. Si hubiéramos in-
tentado resolver el Ejemplo 3(c) multiplicando por si misma la serie de senx nos hubiéramos
encontrado en esta situacién. Esto puede ocurrir también cuando es necesario sustituir una serie
en otra o dividir una serie por otra.

(ST TGN Obtenga los tres primeros términos distintas de cero de la serie de Maclaurin de (a) tanx y
(b) Incos x.

Solucién

(@) tanx= (senx)/(cos x). Podemos obtener los tres primeros términos de la serie de Maclaurin de tanx di-
vidiendo la serie de cosx por la de senx:
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X 2
x+§+gx5+
e o S
2 24 6 120
r X
X—E‘i‘ﬂ St
r X
3 m
r x
38
2x
= -
2
= -
1 2
Portanto,tanx=x+§x3+ﬁx5+---.

No es facil obtener todos los términos de la serie; sélo con un considerable esfuerzo de cémputo se
pueden llegar a obtener més términos de los que ya hemos obtenido, La serie de Maclaurin de tanx
converge para |x| < m/2, pero no podemos demostrarlo con las técnicas de que disponemos hasta ahora
(eso es asi porque el nimero complejo z= x+ iy mis cercano a 0 donde el «denominador» de tanz,
que es cos z, es cero, es, de hecho, el valor real z = x/2),

(b) 1ncosx=]n(1 +(—£+§—f+ ))

21 61
=(_£+£_£+M)J(_£+£_£+MT
2l 41 86 2 2l 41 8l
1 ¥ £ B 3
5(‘a+a‘a )‘
A S _%ﬁ_£+_)
2 24 720 2\4 24
1 B
et Rk ] e
i(5)
£ ¥ P
B TR

Nétese que en cada etapa del calculo sélo hemos utilizado los términos suficientes para asegurar que
podrfamos calcular todos los términos en potencias hasta x°. Como Incos x es una funcién par, su serie
de Maclaurin sélo tiene potencias pares. Tampoco podemos calcular el término general de esta serie.
Podriamos intentar calcular términos utilizando la formula a; = £#(0)/K, pero incluso esto se hace bas-
tante dificil tras unos pocos valores iniciales de £.

Obsérvese gue la serle de tanx también se podrfa haber obtenido a partir de la de Incosx ya que

tanx= — —lncosx
dx

Revision de la formula de Taylor

En los ejemplos anteriores hemos utilizado diversas técnicas para obtener la serie de Taylor de
distintas funciones y hemos verificado que esas funciones son analiticas, Como se demuestra
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en la Seccién 4.8, el Teorema de Taylor proporciona un medio para estimar el tamario del error
E,(x) = f(x) — P,(x) que aparece cuando se usa el polinomio de Taylor

Py = Z:‘w(c o ot

k=0

para aproximar el valor de f(x) con x ¢. Como los polinomios de Taylor son sumas parcia-
les de la serie de Taylor de f en c (si dicha serle existe), otra técnica para verificar la conver-
gencia de una serie de Taylor es utilizar la férmula de E;(x) proporcionada por el Teorema
de Taylor para demostrar, al menos para un intervalo de valores de x que contenga a ¢ que
lim,_, ., E,(x) = 0. Esto implica que lim,,_,, P,(x) = f(x), de forma que f es en realidad la suma
de su serie de Taylor alrededor de c en ese intervalo, y por tanto f es analitica en ¢ Presentamos
a continuacién una versién algo més general del teorema de Taylor.

TEOREMA ¢2) Teorema de Taylar

Si la derivada (n + 1)-ésima de f existe en un intervalo que contenga a cy a x, y si P,(x)
es el polinomio de Taylor de grado nde f alrededor del punto x= ¢, entonces

() =P + E(X Féornuila de Taylor
se cumple, expresandose el término de error E;(x) por una de las siguientes férmulas:

Fn+ D)
Resto de Lagramge  F(x) = G 1(;? (x— 9!
para algiin sentre cy x
mhml E”(x}=nlljx(x_ﬂnf{n+l}(ﬂcﬂ

e

El Teorema de Taylor con resto de Lagrange se demostr6 en la Seccién 4.8 (Teorema 10) utili-
zando el Teorema del Valor Medio, e induccién sobre n. La version del resto integral también se
demuestra por induccién sobre n. Véase el Ejercicio 42 donde se da una idea de c6mo se puede
realizar la demostracién. Aqui no utilizaremos uso de la forma integral del resto.

Nuestro ejemplo final de esta seccién reformula la serie de Maclaurin de €* calculando el li-
mite del resto de Lagrange como se ha sugerido anteriormente.

(ST T Utilice el Teorema de Taylor para calcular la serie de Maclaurin de f(x) = €* ;Dénde
converge la serie a f(%?

Solucién Como €* es positiva y creciente, € < * para todo 5 < | x|, Como f¥(x) = " para todo &, te-
nemos, haciendo ¢= 0 en el resto de Lagrange de la Férmula de Taylor,

Pkl
| B0 | = [ﬂ+1!:)!] g para alguna sentre 0 y x
& |X|n+1
i n+1 ki
{n+1)l|xl <é [H+1)!—>Dcua11don—>m

para todo x real, como se demuestra en el Teorema 3(b) de la Seccién 9.1. Entonces lim,,_,,, E,(x) =
Como el polinomio de Maclaurin de orden nde e* es Y'7_, (x'7H),

E"=n]1m (E —+E,,{x)) ‘)30§=1+x+xj+xs+

y la serle converge a &' para todo niimero real x.
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Ejercicios 9.6

Calcule las representaciones en serie de Maclaurin de las
funciones de los Ejercicios 1-14, ;Para qué valores de x es
valida cada representacién?

1. ! 2. cos (2x)
3 sen (x — n/4) 4 cos(2x—m)
5. ¥sen(x/3) 6. cos’ (x/2)
7. sen xcosx & tan ! (55)
1+
e 10 (2 + 5
1+x &
.ln— 12 (& — 1)/

13 coshx —cosx 14 senhx —senx

Calcule las representaciones en serie de Taylor de las
funciones de los Ejerciclos 15-26, ;Dénde es valida la
representacién de cada serie?

15 f(x) = e ¥ alrededor de —1

18 f(x) = senx drededor de =/2

17. f(x) = cosx en potencias de x — x

18 f(x) = Inxen potencias de x — 3

18. f(x) =In(2 + %) en potencias de x — 2
20. f(x) = & en potencias de x + 1

B

£(%) = senx — cos x alrededor de E

£(x) = cos® x drededor de g

f(x) = 1/5 en potencias de x+ 2

X
1+ x

flx) = en potencias de x — 1

f(x) = xIn x en potencias de x — 1
f(x) = xe en potencias de x + 2

Calcule los fres primeros términos distintos de cero de las
series de Maclaurin de las funciones de los Ejercicios
27-30.

R R BB

Z7. secx 28 secxtanx
29, tan (e — 1) L S |

+81. Utilice el hecho de que (/1 + x? = 1 + x para
calcular los tres primeros términos distintos de cero

de la serie de Maclaurin de . /1 + x,

32, ;Tiene serie de Maclaurin csc x? ;Por qué? Calcule los
tres primeros términos distintos de cero de la serie de
Taylor de cscx alrededor del punto x = /2.

Calcule las sumas de las series de los Ejercicios 33-36.

| 1+¥ +£+ £+£ -

21 314
7 't 2 b <

— + — + — e

3lx4 5l x16 7lx64 9]x258

L L
8 1l+—+—+—+—+ .
315 71 9l

g L e Ty

2x2l 4x3 8x4]

87. Sea P(x) = 1 + x + x°, Calcule (a) la serie de
Maclaurin de P(x) y (b) la serie de Taylor de A%
alrededor de 1.

+3B. Verifique por célculo directo que f(x) = 1/xes
analftica en a para todo a # 0.

+38 Verifique por cilculo directo que Inx es analftica en a
para todo a > 0,

+4L Revise el Ejercicio 41 de la Seccién 4.3. En él se
demuestra que la funcién

—ye
f():)={e st x#0

34 ¥

38 1+

0 si x=0

tiene derivadas de todos los érdenes en todo punto de
la recta real, y f%(0) = 0 para todo entero positivo k.
;Cuél es la serie de Maclaurin de f(x)? ;Cudl es
intervalo de convergencia de esta serie de Maclaurin?
(En qué intervalo la serie converge a f{x)? jEs f
analitica en 07?

+41. Multiplicando directamente las series de Maclaurin de
ey &, demuestre que e'e’ = %,

+42 (Férnmla de Taylor con resto integral) Verifique
que si £ existe en un intervalo que contenga a ¢
y a x, y sl Py(x) es el polinomio de Taylor de orden n
de f alrededor de c, entonces (X = P, (%) + E, (8,
slendo

l X
B =— j (= 9" 0()
Proceda como sigue:

(a) En primer lugar, observe que el caso n= 0Oes
precisamente el Teorema Fundamental del
Calculo:

f(X)=ﬂd+_[ (3 dt

Integre ahora por partes de la férmula anterior,
tomando U= f(f) y dV = dt. De forma contraria
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a nuestra polftica habitual de no incluir una
constante de integracién en V] en este caso
escribiremas V= —(x— ) en vez de sélo V=1¢
Obsérvese que el resultado de la integracién por
partes es el caso =1 de la férmula,

y a partir de aqui que
nnn—n<In{nl) <+ 1)Innr+1) —n
(b) Sic,=In(nl) — (n+ 3 Inn+ n, demuestre que

(b) Utilice un argumento de induccién (e integracién Cn— Cpy1 = (_rz + l) lnﬂ L 1
por partes de nuevo) para demostrar que si la : &
formula es vélida para n = k, entonces también es ( 1)1 1+ 1/(2n+ 1)

s = +— Tl BRiee WEDE
vé]idaparaﬂ—j:+1. A 2 nl—l;(2n+l)

+48. Utilice la férmula de Taylor con resto integral para 1 Gp
indicar que no es clerto que la serle de Maclaurin de {c) Utilice la serie de Maclaurin de In
In(1 + %) converge aln(l + x) para —1 < x< 1,

+44 (Férnmla de Stirling) I limite

é 1
1—t(ﬂ ase e

Ejercicio 11) para demostrar que
0 : ! + : g
SGTGn<gl\ent1? @nrDt

nl i
i O ppt U 1(1 1 )

lim
=00

indica que el error relativo de la aproximacién “12\n

ﬂ_ﬂ+1
ol fentize—n y, por tanto, que {c,} es decreciente y {¢, — 25}

tiende a cero cuando n crece. Es decir, nl crece con
una velocidad comparable a ,/2zn™* e~ ", Este
resultado, conocido como Férmula de Stirling, es muy
itil en matematicas aplicadas y estadistica,
Demuéstrelo realizando los siguientes pasas,

{a) Utilice la identidad In (nl) = E}LI Injyla

es creciente, Concluya a partir de aqui que
im,_, ., ¢, = cexiste, y que
nl

lim ——%—= lim ¢ =¢°
a0 V2™ o

(d) Utilice ahora el Producto de Wallis del Ejercicio
38 de la Secci6n 6.1 para demostrar que

naturaleza creciente del logaritmo para demostrar lim (27nl)* _ =
quesinz 1, o @)l /2n V2

y deduzca a partir de aqui que e“= ,/2x, lo que
! completa la demostracién.

n+1

I
J Inxdx < In (nl) -c:-l. Inxdy

1]

L3 Aplicaciones de las series de Taylor y Maclaurin

Aproximacion de valores de funciones

En la Seccién 4.8 vimos que los polinomios de Taylor y Maclaurin (las sumas parciales de las
series de Taylor y Maclaurin) se pueden utilizar para formar aproximaciones polinémicas a fun-
ciones més complicadas, En el Ejemplo 5 de esa seccién utilizamos el resto de Lagrange en la
férmula de Taylor para determinar cudntos términos de la serie de Maclaurin de €* son necesa-
rios para calcular ¢ = e con una precisién de tres cifras decimales. A efectos de comparacion,
en el Ejemplo 7 de la Seccién 9.3 obtuvimos el mismo resultado utilizando una serie geométrica
para acotar la cola de la serie de e.

El ejemplo que sigue muestra cémo la cota del error asociada con el test de la serie alternan-
te (véase en Teorema 15 de la Seccién 9.4) se puede utilizar también para estas aproximaciones.
Cuando el término a, de una serie (i) alterna de signo, (ii) decrece constantemente de tamafio y
(ii) tiende a cero cuando n — oo, entonces el error que se produce al utilizar una suma parcial
de la serie como aproximacién a la suma de la serie es del mismo signo que el primer término
omitido, y no es mayor en valor absoluto que dicho término.
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m Calcule cos43° con un error menor que 1/10 000,
Solucion Daremos dos soluciones alternativas:

METODO L Podemos utilizar la serie de Maclaurin del coseno:
o 437 1 /4377 1 /43%\*
cos43 —msﬁ—l—a(@) +4—l(ﬁ) S

Como 437/180 ~ 0.750 49 --- < 1, la serle anterior debe cumplir las condiciones (i)-(ii) mencionadas ante-
riormente, Si truncamos la serie después del n-ésimo término

ne 1 @ 2n—2
=1 (2;:—2)!(1&0)

entonces el error £ estar acotado por el tamano del primer término omitido:

m< g ()" < g
~ (2nl \ 180 2n!
El error no superara 1/10 000 si (2m)| > 10 000, por lo que n = 4 servira (8! = 40 320).
. 1 (43n\* 1 (43z\' 1 /437\°

METODO IL Como 43° esté cerca de 45° = 7/4 rad, podemos mejorar un poco utilizando la serie de Tay-
lor alrededor de n/4 en vez de la serie de Maclaurin:

Camo

1 /=\* 1 /=y 1
41190 31 190 20 000

s6lo necesitamos los dos primeros términos de la primera serle y el primer término de la segunda serie:

1 1 2
o430 s 7 (1 " %— > (%) )m 0.731 358 ...
?

De hecho, cos43° =0,731 353 7 ---, -

Al calcular valores aproximados de funciones es mejor, siempre que se pueda, utilizar una serie
de potencias alrededor de un punto tan cerca como sea posible del punto donde se desea la apro-
Ximacion,

Funciones definidas por integrales

Existen muchas funciones que se pueden expresar en forma de combinaciones simples de funcio-
nes elementales cuya primitiva no se puede calcular por técnicas sencillas; sus primitivas no son
combinaciones simples de funciones elementales, Sin embargo, a menudo podemos calcular la
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serie de Taylor de las primitivas de sus funciones y, por tanto, aproximar sus integrales defi-
nidas.

m Caleule la serie de Maclaurin de

Elx) = Jw e *dt

1]
y utilicela para calcular £(1) con una precisién de tres cifras decimales.

Solucion La serie de Maclaurin de E(x) estd dada par

Flopsl 2, 8 A
E[)ﬂ—-l.u(l— +2—!—§+4—!—---)f
e Ba B & o
_( 3 5x2 7x3 9x4 )

X

0

XS X5 XT 19 o0 X2n+1
3 5x2 Tx3l 9xd a=ul 2n+ 1)nl
y es valida para todo x, ya que la serie de e~* es vlida para todo ¢, Por tanto,
D=1 1+ : ! F
B =l-s+ssa 7xsit
1, 1 1 =7
o i (=D

s aaew O N . A—
3 5Hx2l 7x3l (2n— 1){n— 1)

Pararemos en el término nésimo, De nuevo, el test de la serie alternante nos asegura que el error de esta
aproximacién no serd superior al primer término omitido, por lo que serd menor que 0.0005, slempre que
(2n + 1)nl > 2000, Como 13 x 6| = 9360, n = 6 servira, Asi,
=1 : 3 . g ! ! 0.747
B)ml=3+ % = 28 1320~

redondeado a tres cifras decimales.

Formas indeterminadas

Los Ejemplos 1 y 2 de la Seccién 4.9 mostraron cémo se pueden usar los polinomios de Maclau-
rin para calcular los limites de formas indeterminadas. Presentaremos aqui dos ejemplos més, es-
ta vez utilizando directamente las series y calculando suficientes términos para que se cancelen
los factores [0/0].

m{:&llﬂ llmx—senx llm{sz—l)ln(l“rXS)
EIRe (a] x=0 XS y (-b) x=0 (1 _CCﬁSA’)E '

Solucién

X—senx 0
@ um =2 |7




618 CcALcuLO

&
mTE"
_x--ﬂ A’S

" 1 xz+ 1 1
=1 T TR TR

e — )In(l + 2 [0]

®) Ljﬂ (1 — cos 3x)° 0

2 3
(1+[2x) +@+@+---—1)(x3—§+---)
= lim

2l 31
e B (3xn* 5
(“(“T*Tﬁ'"))
24 + 2% + .
= lm g 3 2
(E 12—4—!144'---)
2+ 2% + .- 2 8
= lim

o789 L 2T 7NE T 81
=) )

Podemos comprobar que el segundo de estas ejemplos es mucho més dificil si se intenta resolver utilizando
la Regla del 1'Hapital.

H
Ejercicios 9.7
1+x Int
1. Estime el error si se usa el polinomio de Maclaurinde  17. K(x) = J —dt
grado 5 de sen x para aproximar sen (0.2). g ik
2. Estime el error si se usa el polinomio de Taylor de = 2
grado 4 de Inx en potencias de x — 2 para aproximar a—— L g
In (1.95).
*tan~! £
Utilice las series de Taylor o de Maclaurin para calcular los 1% M(x) = z
valores de las funciones indicadas en los Ejercicios 3-14, q
con error menor que 5 X 10”7 en valor absoluto. 20. Calcule L(0.5) con una precisién de tres cifras
3 L2 4 1/e decimales, siendo L la definida en el Ejercicio 18,
5 ol & sen(0.1) 21. Calcule /(1) con una precision de tres cifras decimales,
. g0 & n(6/5) slendo Ila definida en el Ejercicio 15.
. cos
11. cos 65° 12 tan~'0.2 g2 i TnK) o3 1 L= )
x—0 senh %0 (1 — i
13 cosh(1) 14 1n(3/2) 0 semx 0 (1= cosx)
(e —1— »° 2sen 3x — 3sen2x
Calcule la serie de Maclaurin de las funciones de los 24 lim——— 25 lim -
Ejercicios 15-19, -0 ¥ —In(l + X 0 Sx—tan” " 5x
_ [*sent _[fe-1 sn(senxy) — x senhx — senx
11y __L g 1808= L X A ll-l-]}]x(oos (senx) — 1) o o coshx — cosx
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m El teorema binomial y la serie binomial

m Utilice la Férmula de Taylor para demostrar el Teorema Binomial: si nes un entero positi-

vo, entonces
— 1
lat R =a+ m,,_lx_l_ﬂ{flm ) e o e
£
i=o \k
n nl
ndo( |=—"\
- (x) (n— HIK
Soluciéon Sea f(¥ = (a + »". Entonces,
nl

P =n(a+ "' = (a+ ™"

(n— 1l

Al B nl _
PA=——"@m-Da+d" = (a+ "7

(n— DI (n— 2)|

_ nl
" (n— A

A (a+x"* (O<k<n

Al :
En particular, £(x) s (a+ 9" "= nl, una constante, y asf

M) =0 paratodo x, si k> n

Para 0 < k < n, tenemos que fY9(0) = @ fl B &% Asi, por el Teorema de Taylor con resto de Lagrange,
para algin valor sentre ay x,
e o pb (0) flatl) (s) s
AR * g
= nl 2 Jfn
. Pkt 0= ( ) ik
=o(n— B ,t-;u &

Esta es, de hecho, la serfe de Maclaurin de (a + %" no sélo el polinomio de Maclaurin de grado n. Como
todos los términos de orden superior son cero, la serie tiene sélo un mimero finito de términos distintos de
cero, y por tanto converge para todo x. -

Observacion Si f(x) = (a+ x)", siendo a > 0 y r cualquier nimero real, entonces, calculos
similares a los realizados anteriormente permiten demostrar que el polinomio de Maclaurin de
grado nde fes

B (Pl 2; kot d)
k=1

Sin embargo, si r no es un entero positivo, entonces no existird ningiin entero positivo n para el
que el resto E,(x) = f(x) — P,(x) sea cero y la correspondiente serie de Maclaurin no seré un po-
linomio.
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La serie binomial

Para simplificar el analisis de la funcién (a + %" cuando r no es un entero positivo, tomaremos
a= 1 y consideraremos entonces la funcién (1 + x)". Los resultados para el caso general se si-
guen de la identidad

p_ x\"
(a+ %) —a’(1+a)

valida para a > 0.
Si res un nimero real cualquiera y x > — 1, entonces la derivada k-ésima de (1 + x)" es

rir=D(r—=2) - (r—k+ 1)1 + 2% k=1, 2 ..)
Asi, 1a serie de Maclaurin de (1 + x)"es
© fr—Yr—2)---(r—k+1)

1+
,:_-Z:l K

que se denomina serie binomial. El teorema que sigue demuestra que la serie binomial conver-
ge, de hecho, a (1 + x)"si | < 1. Podriamos demostrarlo escribiendo la Férmula de Taylor para
(1 + x"con ¢= 0, y demostrando que el resto E(x) = 0 cuando n— oo (necesitarfamos utilizar
la forma integral del resto para demostrarlo para todo | x| < 1). Sin embargo, utilizaremos un mé-
todo més facil, similar al utilizado para las funciones exponencial y trigonométrica en la Sec-
ci6én 9.6,

Xt

TEOREMA @ La serie hinomnial

Si |x| < 1, entonces

dr—l}xz_’_f{r—l}(r— 2}X3+_"

l+29"=1+rm+

21 3l
=1+ E fr= D= ZLI--- r=n+1) ¥ (-l<x<l)
nm ]

DEMOSTRACION Si |x| < 1, entonces la serie

e "Z“: ;{r—l}[r—Z]---(r—n#—l}Xn

nm] ﬂ!

converge por el test de la razén, ya que

Ar— BY(r—2) ---(r— n+ 1}(r— n Sl
~ lim (n+ 1)!
P T Hr=0)(r=2 - (r—n+1)
X
nl
=]
- I [ - <

Noétese que f(0) = 1. Necesitamos demostrar que f(x) = (1 + " para |x| < 1.
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Por el Teorema 19, podemos diferenciar la serie de f(x) término a término en |x| < 1

para obtener
a2 Ar=1)r=2ywir—-n+l) ..,
=2 (D 3
_ § f{r*l}(r—Z]---(r—n}f
n=( .ﬂ!

Hemos sustituido n por n+ 1 para obtener la segunda versién de la suma a partir de la
primera versién, Sumando la segunda versién a la primera multiplicada por x se obtiene

& rr=10)r-2)-(r—n

Q+x0fn=% x°
n=( J']!
® fr—N)(r—2)---(r—n+1)
2 (n- D
T "":"_”""”xﬂ[(r—n) +
n=] ﬂl
=rf(x)

La ecuacion diferencial (1 + x) £(x) = rf(x) implica que
d ¥y _(1+39FW -l + "W
de (1 + %" (1+ 0%

para todo x que cumpla |x] < 1. Por tanto, f(x)/(1+ x)" es constante en ese intervalo, y
como f(0) = 1, la constante debe ser 1. Asf, f(x) = (1 + x".

=0

—— ]
Observacion Para algunos valores de r la serie binomial puede converger en los extremos
x=10 x= —1, Como se observé anteriormente, si r es un entero positivo, la serie tiene un

nimero finito de términos distintos de cero, y por tanto converge para todo x.

Soluciéon En este caso r= —(1/2);
1

1+ x

=(1+x" 4

ot (A D

1 1x3 1x3x5

=1--x+ £ — 2+

2 X7 g7 253

o 1x3x5x ...%x 2n—1)
=1+ —-1)? x?

Esta serie converge en —1 < x < 1 (utilice el test de la serie alternante para incorporar al extremo x = 1).
N
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m Calcule la serie de Maclaurin de sen™ ' x,

Solucién Sustituimos x por —# en la serie obtenida en el ejemplo anterior, con lo que resulta

1 x3x5x...x(2n—1)

£ (—1<t<])

1
=Rl Py 21

Integramos ahora en f desde 0 hasta x.

F

D I xIXH XX
1+

- (2n—1) F”)dt

=g N

n=1

B LIXxIXHxXwX (211—1]1!:2‘,I+l
"nl(2n + 1)
3
(-1l<x<])

=x+x—3+—x5+---

6 40

Ejercicios 9.8

Calcule las representaciones en serie de Maclaurin de las
funciones de los Ejercicios 1-6. Utilice la serie binomial
para calcular las respuestas,

1. ./1+x 2
3./4 4
i Ji+ X

5(1—-5° & (1+2°

+7. (Coefidentes binomiales) Demuestre que los
coeficlentes binomiales

n\ nl
(J:) T Hn— Bl
cumplen

n\ _ /a\ . -
{1) (0) = (ﬂ) = 1 para todo n,
(i1) Si 0<k<n, entonces (;: 1) + (D = (ﬂ—; 1).

Se deduce entonces que, dado un nz= 1 fijo, los
coeficientes binomiales

(o) () &) ()

son los elementos de la fila nésima del tridngulo de
Pascal que se muestra a continuacién, en el que cada

= —
I
3

elemento de valor >1 es la suma de las dos
diagonales sobre él.

1 5 10 10 5 1

+*8 (Una demosiracién indactiva de Teorema
Binomial) Utilice induccién matematica y los
resultados del Ejercicio 7 para demostrar el Teorema
Binomial:

(a+H7= 3, @ = Hf

k=0

. @ 2

+ (;) 3P+ o+ B

+*Q (Regla de Leibniz) Utilice induccion matematica, la
Regla del Producto, y el Ejercicio 7 para verificar la
Regla de Leibniz para expresar la derivada n-ésima de
un producto de dns funciones;

g){lﬂ = ( )Jdﬂ ﬁgw
- fmg+ nfo-Dg 1 @ fg

+ (;)ﬂ"—?"g‘?" + oo+ fg
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m Series de Fourier

Como ya hemos visto, las representaciones de funciones mediante series de potencias hacen po-
sible aproximar dichas funciones tan exactamente como deseemos en intervalos cercanos a un
punto de particular interés, mediante la utilizacién de las sumas parciales de las series, es decir,
de polinomios. Sin embargo, en muchas aplicaciones importantes de las matematicas, las funcio-
nes que se deben utilizar son periédicas. Por ejemplo, una buena parte de la ingenieria eléctrica
trata del anélisis y el manejo de formas de onda, que son funciones peritdicas del tiempo. Los
polinomios no son funciones peridicas, y por esta razén, las series de potencias no se adaptan
bien a la representacién de esas funciones.

Para la representacién de funciones peri6dicas en intervalos amplios son mucho mas apropia-
das ciertas series infinitas de funciones peri6dicas denominadas series de Fourier.

Funciones periodicas
Recordemos que una funcién £ definida en la recta real es periddica de periodo T'si
ft+ =1 para todo ¢ real (*)

Esto implica que f(t-+ m7) = f(f) para todo entero m, de forma que si T es un periodo de f,
también lo es cualquier miltiplo mT de T El minimo ndmero positivo T para el que se cum-
ple (*) se denomina periodo fundamental 0 simplemente periodo de f.

La gréfica completa de una funcién de periodo 7'se puede obtener desplazando miiltiplos en-
teros del periodo T la parte de la grafica correspondiente a cualquier intervalo semiabierto de
longitud T (por ejemplo, el intervalo [0, 1)) a la izquierda o a la derecha. La Figura 9.6 muestra
la gréafica de una funcién de periodo 2.

y
y = f(r) =cos{m) + ;tsen (2mr)

AN AN
LA LV A VAl VA

periodo 2. Obsérvese como la grafica
< repite la parte del intervalo [0, 2) una
y ofra vez a la izquierda y la derecha,

m Las funciones g(f) = cos(rf) y h(f) = sen (z) son peri6dicas del periodo 2:
gt + 2) = cos (nf+ 2n) = cos (nf) = g{d)

La funcién K@) = sen(2z) también tiene periodo 2, pero éste no es su periodo fundamental, Su periodo
fundamental es 1:

Kt+ 1) =sen(2rt+ 2a) = sen(2rd = k)

El periodo de 1a suma () = g(d + 1 k() = cos (nd) + 1 sen (2n), que se representa en la Figura 9.6, es 2,
el minimo comiin multiplo del periodo de sus dos términos, -

m Para todo entero positivo n, las funciones

) =cos(mot) 'y gl = sen(mol)
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tienen periodo fundamental T'= 2x/(rw). El conjunto de todas esas funciones, correspondientes a todos los
enteros positivos n, tienen periodo comin T'= 2x/w, el periodo fundamental de £, y gi. T es un multiplo
entero de los periodos fundamentales de las funciones £,y g, Las series de Fourler tratan de expresar fun-
ciones generales de periodo T en forma de series cuyos términas son miiltiplos reales de estas funciones,

Series de Fourier

Se puede demostrar (pero no lo haremos aquf) que si f(f es periédica de periodo fundamental T,
es continua y tiene derivada continua por tramos en la recta real, entonces f(# se puede expresar
en todas partes como la suma de una serie de la forma

%+ E (a,cos (nwh + b,sen (nwh) ()

n=

fd) =

que se denomina serie de Fourier de , siendo w = 27/Ty las secuencias {a,}5—o ¥y {b,} o= los
ooefidentes de Fourdier de / La determinacién de los valores de estos coeficientes, dada una
determinada funcién £ se realiza mediante las siguientes relaciones, vélidas para enteros my n,
que se demuestran facilmente utilizando las férmulas de suma del seno y el coseno (véanse los
Ejercicios 49-51 de la Seccién 5.6).

rT

_ 0 st n#£0
'Ocos(fxut}dr—{?, d =0
T
sen (nwf) dt=0
J O
T 0 si m#n
cos (mw1) cos (nwi dt = .
Jo 272 51 m=n
T s
0 si m#n
'ﬂsen(mﬂsen(mﬂdt—{m d men

T
cos (mwf sen (nwf dt =0

J0

Si multiplicamos la ecuacién (**) por cos (mw?) (o por sen (mwi), e integramos la ecuacion re-
sultante en el intervalo [0, T) término a término, todos los términos de la derecha excepto el co-
rrespondiente a a,, (0 b,) serdn 0 (la integracion término a término requiere justificacioén, pero
tampoco la daremos aquf). El resultado de la integracién es

£ 1
J. f(f cos (mwi) dt = 7 Ta,
0

T 1
I f[l}sen(mt}a‘t=§ Th,

0

Notese que la primera de estas férmulas es vélida incluso para m = 0, porque hemos optado por
denominar al término constante de la serie de Fourier a,/2 en vez de &, Como todos los inte-
grandos son peri6dicos de periodo 7, las integrales se pueden realizar sobre cualquier intervalo
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de longitud T, frecuentemente, es conveniente utilizar el intervalo [— 772, T/2] en vez de [0, 7).
Los coeficientes de Fourier de f son, por tanto,

9 2
J f(hcos(mwhdt (n=0,1,2 .)

a,=—
2 72

bh,=— f(hsen(nwhdt (n=1,2, 3, ..)
T -T2

siendo @ = 2n/T.
||

Calcule la serie de Fourier de la funci6n en diente de sierra f(#) de periodo 2z cuyos valo-
res en el intervalo [—=, =] son f(f) = n — |¢| (véase la Figura 9.7).

Solucion En este caso, T=2ny @ = 2r/(2n) = 1. Como £(#) es una funcién par, f(f)sen (nf) es impar,
por lo que todas los coeficientes del seno en la serie de Fourier b, son cero:

b, =£ J'rr f(Hhsen(nh dt=0
2n | _ .

y=f@®

s T A ' 'Figura 9.7 Una funcién en diente
de sierra de periodo 2.

Ademas, f(f) cos(nf) es una funcién par, por lo que

2 [ 4 "
a,=— | flhcos(mdi=— | F(f)cos(npdt
in | _ i in [i]

=Er(n—r)cmmﬂdr
" Jo

n st n=0
={{] si n#0y nes par
4/(nrf) st n es impar

Como los enteros negativos impares 1 son de la forma n= 2k — 1, slendo & un entero positivo, la serie de
Fourler de f se expresa como

[=.4]

n 4
f[f) = E =+ ‘E;l mcm ((2.&' = l)f)
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Convergencia de la serie de Fourier

Las sumas parciales de una serie de Fourier se denominan polinomios de Fourier porque se pue-
den expresar como polinomios en sen (wf) y cos(wf, aunque realmente no intentaremos ex-
presarlos de esa forma. El polinomio de Fourier de orden m de la funcién periédica f de periodo
Tes
£h = %4— Y (a,cos (mwt) + b,sen (nwid)
n=1

siendo @ = 2x/T, y con los coeficientes a,(0 < n< m) y b,(1 < n< m) expresados por las f6r-
mulas integrales desarrolladas anteriormente.

(1 TGN El polinomio de Fourler de orden 3 de la funcién en diente de sierra del Ejemplo 3 es
n 4 q
Eh = §+ ;msr+accﬁ{3t)

La Figura 9.8 muestra la grafica de esta funcién. Obsérvese que parece una aproximacién razonable a la
grafica de f de la Figura 9.7 pero, como es una suma finita de funciones diferenciables, £({) es también
diferenciable en todas partes, incluso en los miltiplos enteros de n donde f no es diferenciable.

B |

4 4
y = f3(1) e dl + —cosi + — cos(3r)
2 T 9

Figura 98 Aproximaciéon mediante
el polinomio de Fourier £(4 de la
funcién en diente de sierra
del Ejemplo 3.

—I o 3;,1— I

Como se dijo anteriormente, la serie de Fourier de una funcién f(# periédica, continua y con
derivada continua por tramos en la recta real converge a f(f) en todo niimero real ¢ Sin embar-
go, los coeficientes de Fourier (y, por tanto, la serie de Fourier) se pueden calcular también (uti-
lizando las férmulas dadas anteriormente) para funciones periédicas con derivadas continuas por
tramos, incluso si las funciones en sf no son continuas, sino s6lo continuas por tramos.

Recuérdese que f(#) es continua por tramos en el intervalo [ b], si existe una particién
{a=x <x < X% < - <x;,= b} de [a b] y funciones F), F, ..., Fj tales que

(i) F;es continua en [x;_;, x;].
(i) £(§ = F(9 en (x,_y, x).
La integral de una funcién f de este tipo es la suma de las integrales de las funciones F;

b k A
j f(ﬂﬂ?=zj F{(h dt
a jm ]

Xj—1
Como f(# cos(nwd) y f(f sen (nwd son continuas por tramos si lo es £, los coeficientes de Fou-
rier de una funcién periédica continua por tramos se pueden calcular utilizando las mismas fér-
mulas que para una funcién periédica continua. La cuestién de dénde y a qué converge la serie
de Fourier en este caso se responde mediante el siguiente teorema, cuya demostracion se puede
encontrar en libros de texto sobre andlisis de Fourier.
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TEOREMA @ La serie de Fourier de una funcién f peri6dica y continua por tramos con derivada conti-
nua por tramos converge a dicha funcién en todo punto ¢ donde f sea continua, Ademas,
sl f es discontinua en ¢ = ¢ entonces tiene limites por la derecha y por la izquierda dife-
rentes, pero finitos, en c:

lim f(§=flc=) y lim f() = flc+)

= c— t—=c+

La serie de Fourier de f converge en ¢t = cal promedio de esos limites por la izquierda y

por la derecha:
i fle=) + flc+
%-{- Y (a,cos (nwc) + b,sen (nwc)) = L }2 )
e ]
siendo @ = 2x/ T,
- e

m Calcule la serie de Fourier de la funcién periédica f de periodo 2 que cumple

—1 81 —-1l<x<0
fih =
L {1 st D<x<l

(Dénde no es f continua? ;A qué converge la serie de Fourier de f en esos puntos?
Solucién En este caso, T=2 y @ = 27/2 = n. Como f es una funcién impar, los coeficientes de los
cosenos son todos cero:

1
a;= J f(Hcos(mh dt =0 (El integrando es impar).

La misma simetria implica que

1
b,,=-|. f{f) sen (nnd) dt
=

1

=2 J. sen (nnf dt = —

0 0

2 4/(nm) si nesim

=~ (- = par
nm 0 si nes par

Los enteros impares 1 son de la forma n=24—1 para k=1, 2, 3, ... Por tanto, la serie de Fourler de fes

‘1 = ]

1
7 kgl ﬁ Sen {{24’( o 1] ?f.f:l

2cos (mf) |*

=E (SEn (md) +lsen (3nh) +£sen (5md + )
T 3 5

ale

1 -

+ Figura 9.9 La funcién continua por
framos f (en negro) del Ejemplo 5 y
su polinomio de Fourier f; (en gris)
L, -1 8 dsen ((2k — Vnd
Rl =k — e~

=1 2k — 1)m
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Noétese que f es continua excepto en los puntos donde £ es entero. En cada uno de esos puntos £ salta de
—lalodela —1, por lo que el promedio de los limites por la izquierda y la derecha de f en esas
puntos es 0, Obsérvese que la suma de la serie de Fourier es 0 en valores enteros de # de acuerdo con el
Teorema 24, Véase la Figua 9.9, -

Serie de Fourier en cosenos y senos

Como se ha observado en los Ejemplos 3 y 5, las funciones pares no tienen términos en seno en
su serie de Fourier, y las funciones impares no tienen términos en coseno (incluyendo el término
constante a,/2). Muchas veces es necesario en las aplicaciones calcular una representacién en se-
rie de Fourier de una funcién dada, definida en un intervalo finito [0, a] que no tenga términos
en seno (una serie de Fourier en cosemos) 0 que no tenga términos en coseno (una serie de
Fourier en semos), Esto se puede realizar ampliando el dominio de f al intervalo [—a, 0], ha-
ciendo que f sea par o impar en [—a, aJ.

f(—0) = f(f sl —a< t<0 para la extensi6én par
f(=8 = —f() st —a<t<0 para la extensién impar

y calculando después su serie de Fourier considerando la funcién f extendida de periodo 2a (si
quisiéramos la extensién impar, habria que redefinir f(0) con valor 0).

(FETTJ LA Calcule la serie de Fourier en cosenas de g(f) = n — 1, definida en [0, =].
Solucion La extensién par de g(f) a [—x, x] es la funcién f del Ejemplo 3. Por tanto, la serie de Fourier
en casenos de g es
4

s =i}
EJFE; "2k — 1 cos ((2k — 1)1

TG Calcule la serie de Fourler en senos de A(#) = 1, definida en [0, 1].

Solucion Si definimos A(0) = 0, entonces la extensién impar de / al intervalo [—1, 1] coincide con la
funcién f() del Ejemplo 5, con la salvedad de que la dltima funcién estd indefinida en = 0. La serie de
Fourier en senos de h es la obtenida en el Ejemplo 5, concretamente,

4 = 1

;*;l k— 1 1931'1((21{— Dz .

Observacion Las series de Fourier en senos y cosenos se trataran desde una perspectiva dife-
rente en la Secci6én 13.4.

Ejercicios 9.9

En los Ejercicios 1-4, ;cual es el periodo fundamental e & £(f) = {0 L O0<t<l rhene periodo 2
las funciones dadas? L8l 1etc?
= = —-1<

1. f() =sen(3d 2 g() = cos(3 + ni) 7 f{t)={0 si 1<t<0 L.
8 h() =cos?t 4 Kp =sen(2h + cos (39 st 0st<l

En los Ejercicios 5-8, calcule las series de Fourler de las t ss 0<t<1

funciones dadas. & f(h=41 sl 1<t<2 ftiene periodo 3
& fl) =t —n<t<m ftene perlodo 2. 3—1f s 2<t<3



9. ;Cudl es la serie de Fourler en cosenos de la funcién
h() del Ejemplo 77

10. Calcule la serie de Fourier en senos de la funcién g(#)
del Ejemplo 8,

11. Calcule la serie de Fourler en senos de £(f) = { en el
intervalo [0, 1],

12. Calcule la serie de Fourler en cosenos de f(f) = tenel
intervalo [0, 1].
13. Utilice el resultado del Ejemplo 3 para calcular
o 1 1 1

=14+t
2 @17 32 52

Repaso del capitulo
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14 Verifique que si f es una funci6n periédica par de
periodo T entonces los coeficientes de seno de Fourier
b, de f son todos cero y los coeficientes de coseno de
Fourler a, de f se expresan como

4 7
a,= —J f(h cos (i) dt, n=4012,..

T )o

siendo @ = 2z/T. Enuncie y verifique el
correspondiente resultado para funciones f impares.

Ideas clave
. thﬁ:ﬁﬁaﬁ@hm

< [Esta acotada superiormente,
¢ Es alternante,
¢ Converge,
¢ Es definitivamente positiva,
< Es creciente,
< Diverge a infinito,
o Indique lo que significa decir que I serie
Y1 Ay
< Converge.
< Es geométrica,
< Es una serie p.
¢ Converge absolutamente,
< Diverge.
¢ Es telescopica,
< Es positiva,
¢ Converge condicionalmente,

* Defina los sigiientes tests de cmvergenda de
series.

< Test de la integral

< Test de comparacién en el limite
¢ Test de la serie alternante

< Test de la comparacién

< Test de la razén

¢ ;Cémo se pueden calcular cotas de la cola de
una serie?

¢ ;Cuil es uma cota de la cola de una serie
alternante?

* ;Qué significan las signientes expresiones?
Serie de potencias

Radio de convergencia

Serie de Taylor

Polinomio de Taylor

Funcién analitica

Intervalo de convergencia

Centro de convergencia

Serie de Maclaurin

< Serie binomial

* ;Dénde es diferenciable la suma de una serie de
potencias?

 ;Dénde converge Ia integral de uma serie de
fule-:’m?

o ;Dénde es continua Ia suma de una serie de
potencias?

* Defina d Teorema de Taylor con resto de
Lagrange.

e Defina e Teorema de Taylor con resto indegral

e ;Qué es d Teorema Binomial?
¢ ;Qué es uma serie de Fourier?

¢+ ;Qué es uma serie de Fourier en cosenos? ;Y en
senos?

LI - A B - I ¢
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Ejercicios de repaso

En los Ejercicios 1-4, determine si las secuencias dadas
convergen y calcule su limite en caso de que converjan.

RN
nl 2
- Inn » (—1)"f
{asf e

3 Seaal}ﬁ.ysea
n=1213..

a, 1
Bagt = T
1

para

Demuestre que {a,} es decreciente y que a, > \/E
para n= 1. jPor qué debe converger {a,}? Calcule
im0 an

6. Calcule el limite de la secuencia {Inln (n+ 1) —Inlnn}.
Calcule las sumas de las series de los Ejercicios 7-10.

= (n— 5)/2 = ki
7 AN 1 —_—
n;l ngl] {7: - 1}2:}
oy 10y
=1 Hz _4l =1 ﬂz Y %

Determine si las series de los Ejercicios 11-16 convergen o
divergen. Justifique sus respuestas.

© p—1 “ p+ 2"
B ,,; T i ,El 1+ 3"
£ n £ Fg
13 4
n; (1+ m)(1 + n/n) ,,; (1+29(1+ n/n
o0 2n+1 a0 ﬂ!
s n;l nl in ,,;l (n+2)1+1

Indique si las series de los Ejercicios 17-20 convergen
absolutamente, convergen condicionalmente o divergen,

[=a] (_1]11'—[ o0 (_1]11'

L | * i cos (nm)
i S0 Inlnn e ,,Z’l 1+

(Para qué valores de x convergen absolutamente las series
de los Ejercicios 21-227 ;jPara qué valores convergen
condicionalmente? ;Para qué valores divergen?

@ (x—2)" ® (5 — 28"
n;l BH\XE = ngl I

Determine las sumas de las series de los Ejercicios 23 y 24
con una precisién de 0,001,

ol |

n;l ﬂs

21.

P |
"“EIHHE

En los Ejercicios 25-32, calcule las series de Maclaurin de
las funciones dadas. Indique en dénde converge cada serie
a la funcién,

1 o0 X
3—x 3— ¥
27. In(e + ¥) s l—e
X
29, ycos’x 30 sen(x+ (n/3))
3. B8+ 18 32 (1+x18

Calcule las series de Taylor de las funciones de los
Ejercicios 33 y 34, alrededor de los puntos indicadas x= ¢,

B lxec==x 34 senx+cosx, c=m/d

Calcule el polinomio de Maclaurin del grado indicado de
las funciones en los Ejercicios 35-38.

85 grado 3 38 sen(l + ), grado 3
87. cos(sen ), grado 4 38 /1 + senx, grado 4

8. Indique qué funcién tiene como serle de Maclaurin la
siguiente:

x X « (—1)%"
1-——+—— e =
2l 4] = (2]
40. Una funcién f(x) tiene como serie de Maclaurin

¥, o o e
1+x2+2—2+?+---=1+£‘1?

Calcule £¥(0) para todos los enteros positivos &
Calcule las sumas de las series de los Ejercicios 41-44.

© n+1 e pf
a- ngl] nn == 1'1'=1]E]I
ol 1 an {_Dnzzn—si
8L ML e
* £ — 350
45 518 = J sen () dt, calcule lim ————,
0 x=s0 XJ
(x—tan~" A{F = 1)

48, Utilice series para calcular 1’1_1.13 27— 1+ 052D -
47. ;Cuéantos términos distintos de cero en la serie de
Maclaurin de e~ son necesarios para calcular
{4 e * dx con una precisi6n de 5 cifras decimales?
Calcule la integral con esa precisi6n.

48 Fstime el tamario del error si se utiliza el polinomio de
Taylor de grado 4 alrededor de x = n/2 de la funcién
f(x) = Insen x para aproximar Insen (1.5).

49, Calcule la serle de Fourier en senos de f{) = — fen
[0, =],

1 s —n<i<0
50. Calcule la serle de Fourler de f(ﬂ_{g s O<it<n



Problemas avanzados
L (Un refinaniento del test de la razém) Sea a,> 0y

£ A

+3

=3

8n41/3; = n/n+ 1 para todo n. Demuestre que Y 72, a,
diverge. Sugerencia: a, > K/n para alguna constante K.

(Suma por partes) Sean {u,} y {v,} dos secuencias, y
sea 5, = Y11 vk

(a) Demuestre que 3 §_, uwi=

= Ups15: + Li—1 (Ui — Uis1)s, (Sugerencia:
Escriba v, = 5, — Sp—1, con 5 = 0, y reordere la
suma),

St {uy} es positiva, decreciente y converge a 0, y si
{v,} tene sumas parciales acotadas, |s,| < K, para
todo n, siendo K una constante, demuestre que
Yoy g, converge, (Sugerencia: Demuestre que
la serie Y 7Ly (U, — Uns1)S, cONVerge,
compardndola con la serie telescépica

Z?}i 1 (un — Upy l)]

Demuestre quegj‘;il (1/n)sen (nx) converge para todo
x. Sugerencia: Si x es un entero multiplo de =, todos
los términos de la serie son 0, por lo que no hay nada
que demostrar, Si no, sen (x/2) 0, En este caso
demuestre que

f _ cos (1/2) — cos ((N+ 1/2)9
= 2sen (x/2)
utilizando la relacién
cos(a— B) —cos{a+ b
senasenb =

2

para convertir la suma en telescopica. Aplique después

el resultado del Problema 2(b) con u, = 1/ny

v, = sen (1nx).

Sean a,, a,, a;, ... los enteros positivos que no contienen

el digito 0 en sus representaciones decimales, Es decir,

a = ]., ds = 2, ey dg = 9, dip = ].1, wn dig = 19,

a9 =21, ..., @ =99, ay = 111, etc. Demuestre que la
[=4]

serle ) — converge y que su suma es menor que 90.
a,

=1
(&}gP?‘EM&I (Cuantos de estos enteros tienen m digitos?
Un término 1/a, donde a, tiene m digitos, es menor que
10—m+ l] ]

(Uso de uma integral para mejorar la
Recuerde la férmula del error de la Regla del Punto

Medio, de acuerdo con la cual
k+1/2
J N de—fH =
k—1/2

siendo & — (1/2) € c < k+ (1/2).

fa) Si '(x) es una funcién decreciente de x, demuestre
que

P+ —PU+P<PO<Ph—9—Flh—3

19
24
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(b) Si(i) £'(x es una funcidn decreciente de x,

(i) f¥+12 FO) dy converge y (ifi) £(x) -0
cuando X — oo, demuestre que

PN-Y = »
A-de 5 f{n)—_[ £ de <
24 a=N+1 N+1)2
BYAUAS)
24

(c) Utilice el resultado del apartado (b) para aproximar
¥ o2y 1/1f con una precisién de 0.001.

+@& (El mimero e es irvacional) Partiendo de e =
=3 1o 1/nl:
(a) Utilice la técnica del Ejemplo 7 de la Seccién 9.3
para demostrar que para todo n > 0,

il | 1
D<e- j;ﬂ j S
Notese que aquf la suma tiene n + 1 términos, no n
términos.

(b) Suponga que e es un niimero racional, por ejemplo
e = MJN, para ciertas enteros positivos My N,
Demuestre que M (e — Y /2 (1//1)) es un entero.

(c) Combine los apartados (a) y (b) para demastrar que
hay un entero entre 0 y 1/N. ;Por qué no es esto
posible? Concluya que e no puede ser un niimero

racional,
7. Sea
o0 22.(1.[ b
0 =2 erv i
2 4 8
—x+§x3+3x 5x5+3x Ean s T
(@ Calcule el radio de convergencia de esta serie de
potencias,

(b) Demuestre que {x) = 1 + 2x£(x).
d
© LQué es — (e F()?

(d) Exprese f{x) por medio de una integral.

+& (El mimero = es irracionall) El Problema 6 anterior
indica cmo demostrar que e es irracional, asumiendo
lo contrario y llegando a una contradiccién, En este
problema se demuestra que m es también irracional. La
demostracién n se hace de nuevo por reduccién al
absurdo, pero es algo mas complicada, por lo que la
dividiremos en varias partes.

(a) Sea f{x) un polinomio, y sea
g = fx) — @ + MU — 90 + .-

= ¥ (-1’
J=0
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Como f es un polinomio, todos los términos de la
suma anterior excepto un nimero finito de ellos
serdn cero, por lo que no hay problemas de
convergencia, Verifique que

d
e (g'(x)senx — g(¥) cos ¥) = flx)senx
y a partir de aqui que
-I.1T f(x)senxdr= g{n) + g(0)
1]

(b) Suponga que = es racional, es decir, n = m/n,
slendo m y n enteros positivos. Se demostrara que
esto conduce una contradiccién y, por tanto, no
puede ser clerto. Escoja un entero positivo k tal

que (nm)*/K < 1/2 (;por qué es esto posible?).
Considere el polinomio

CMm—mf LR Ry
=y 'HJED(J)”" sy

Demuestre que 0 < f(Y) < 1/2para0<x<m ya

partir de aqui, que 0 < r fysenxdy < 1, Asf,
0

0 < gln) + g(0) < 1, donde g(x) esta definida
como en el apartado (a).

() Demuestre que la derivada i€sima de f(x) se
expresa como

—i & (K k—J JM + k—1
PR )“’ S i T

(d) Demuestre que () es un entero para i=0, 1, 2, ...
(Sugerencia Observe, para 1 < & que £7(0) =0y,
para i > 2k que f(x) = 0 para todo x Para
k < 1< 2k, demuestre que sélo un término de la
suma de f(0) es distinto de 0, y que este término
es un entero, Necesitar4 utilizar el hecho de que los
coeficientes binomiales G] son enteras),

(e) Demuestre que f(z — x) = f(x) paratodo x, y a
partir de aqui, que £(x) es también un entero
para todo =0, 1, 2, ... Por tanto, si g{) se define
como en el apartado (a), entonces gin) + g{0) es
un entero, Esto contradice la conclusién del
apartado (b) y demuestra que = no puede ser
racional,

+*@ (Una serie asinddtica) Aplique integracién por partes

para demostrar que
x N
J e Vdt=e Y (—Dn—1)I¥"
n=2

0

+ -1V m J e
1]

(Por qué no se puede utilizar simplemente una serie de
Maclaurin para aproximar este integral? Utilizando
N =5, calcule un valor aproximado de [3* e~ "'dry
estime el error, Estime el error para N= 10 y N= 20,
Nétese que la serie ) 7L, (—1)"(n— 1) |1x" diverge
para todo x # 0. Esto es un ejemplo de lo que se
denomina serie asimtética Aunque diverge, una buena
seleccién de las sumas parciales permite obtener una
buena aproximacién a la funcién cuando x es pequefia,



