CAPITULO P

Preliminares

«Nos ensefiaban a beber y a escupir, naturalmente —re-
plicé la Falsa Tortuga—, y luego las diversas ramas de la
Aritmética; a fumar, a reptar, a mutilar y sobre todo a di-
mitir»,

Lewis Carrdl (Charles Luiwidge Dodgson, 1832-1808)
de Alicia en el Pais de las Maravillas

Introduccién En este capitulo preliminar se revisan las cosas mas importantes
que hay que saber para introducirse en el cilculo. Se consideran los niimeros reales,
los sistemas de coordenadas cartesianas en el plano, las ecuaciones que representan
lineas rectas, circulos y pardbolas, las funciones y sus representaciones graficas, y
en particular, las funciones polinémicas y trigonométricas.

En funcién de los conocimientos preliminares de calculo que se posean, se pue-
de estar familiarizado con estos temas o no. Si es asf, bastara con leer por encima
este capitulo para refrescar nuestros conocimientos anteriores. Si no es asi, este ca-
pitulo debera estudiarse con detalle.
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Los numeros reales y la recta real

El Célculo se basa en las propiedades del sistema de los niimeros reales. Los mismeros reales se
expresan mediante decimales, Por ejemplo,

5 = 5.00000...

—3=-0.750000...
1=0,3333

J2=14142
n=3.14159...

En todos los casos anteriores los puntos suspensivos ... indican que la secuencia de digitos deci-
males no finaliza nunca. En el caso de los tres primeros niimeros anteriores, el patrén que siguen
los digitos es obvio, Por tanto, podemos saber cudles serdn los digitos siguientes, En el caso
de ﬁ y m no hay un patrén obvio. Los niimeros reales se pueden representar geométricamente
como puntos en una recta que se denomina recta real, como se muestra en la Figura P.1, Para
indicar tanto la recta real como el sistema de los nimeros reales se utiliza el simbolo R.

R, b b d

k2

-3 0 1 vz 2 3T 4 Figura P.1 La recta real.

Las propiedades del sistema de los niimeros reales se pueden clasificar en tres categorfas:
propiedades algebraicas, propiedades de orden y completitud. Ya estamos familiarizados con las
propiedades algebraicas. Mas o menos significan que los nimeros reales se pueden sumar, res-
tar, multiplicar y dividir (excepto por cero), dando como resultado mas nimeros reales, y que las
reglas de la aritmética son validas.

Las propiedades de orden de los niimeros reales se refieren al orden en que dichos niimeros
aparecen en la recta real. Si xestd a la izquierda de y significa que «x es menor que » o que «y
es mayor que x». Lo anterior se puede expresar simbélicamente como x < yo y> x, respectiva-
mente, La desigualdad x < y significa que bien x < y o bien x= y. Las propiedades de orden de
los nimeros reales se resumen en las siguientes reglas de las desigualdades.

El simbolo == significa «implica»

Reglas de ks desigmaldades
Si a, by c son nimeros reales, entonces:
L acxh ==  a+eoc<bh+ec
2. @b = a—-c<bh-c
3. a<byc>0 = ac < be
4 a<byc<0 == ac> bc en particular, —a> —b
5 a»>h == %}D

1]
B.0<a<hb — =
b a

Las Reglas 1-4 y la 6 (si a> 0) siguen siendo validas cambiando < y > por < y =.
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Notense especialmente las reglas para multiplicar (o dividir) una desigualdad por un nimero.
Si el nimero es positivo, la desigualdad se mantiene, Si es negativo, la desigualdad se invierte.
La propiedad de completitud del sistema de los nimeros reales es mas sutil y dificil de com-
prender. Una forma de enunciarla es la siguiente: Si A es un conjunto cualquiera de niimeros rea-
les que contiene al menos un nimero, y existe un nimero real y con la propiedad de que x < y
para todo x perteneciente al conjunto A, entonces existe un nimero y mfnimo que cumple esa
propiedad. Mas o menos, esto significa que la recta real no contiene agujeros ni saltos. A todo
punto de dicha recta le corresponde un niimero real. En nuestro estudio del clculo no haré falta
considerar mucho la completitud. Se utiliza generalmente para demostrar ciertos resultados im-
portantes, en concreto, los Teoremas 8 y 9 del Capitulo 1 (estas demostraciones se incluyen en el
Apéndice III, pero en general no son necesarias en cursos elementales de célculo, sino mas bien
en cursos avanzados de andlisis matematico). Sélo necesitaremos utilizar la propiedad de com-
pletitud en el Capitulo 9, en el estudio de las series infinitas,
El conjunto de los niimeros reales tiene algunos subconjuntos especialmente importantes:
() Los mimeros naturales o enderos positivos, es decir, los niimeros 1, 2, 3, 4, ...
(ii) Los mimmeros emteros, es decir, los nimeros 0, +1, +2, +3, ...
(iii) Los mimeros raciomales, es decir, nimeros que se pueden expresar en forma de una frac-
cién m/n, siendo m y ndos enteros, y n # 0.
Precisamente, los nlimeros racionales son nimeros reales cuyo desarrollo decimal puede:
(@) Finalizar, es decir, que termina con una secuencia de infinitos ceros, por ejemplo,
3/4 = 0.750000.
(b) Repetirse, es decir, que finaliza con una cadena de digitos que se repite indefinidamente.
Por ejemplo, 23/11 = 2,090909... = 2.09 (la barra indica el patrén de digitos que se repiten).

Los niimeros reales que no son racionales se denominan nimeros irracionales.

Demuestre que los niimeros (a) 1.323232... = l.ﬁy (b) 0.3405405405... = 0.3405 son nii-
meros racionales, expresandolos como cociente de dos enteros,
Solucién
(@) Sea x=1.32323Z.., Entonces, x — 1 = 0,323232... y
100x = 132.323232... = 132 + 0.323232... = 132 + x — 1
Por tanto, 99x = 131 y x = 131/99,
(b) Sea y = 0.3405405405... Entonces 10y = 3.405405405... y 10y — 3 = 0.405405405... Ademas,
10000y = 3405.405405405... = 3405 + 10y — 3

Por tanto, 9990y = 3402 e y= 3402/9990 = 63/185. n

El conjunto de los niimeros racionales posee las mismas propiedades algebraicas y de orden
que el de los nimeros reales, pero no tiene la propiedad de completitud. Por ejemplo, no existe
ningiin nimero racional cuyo cuadrado sea 2. Por tanto existiria un hueco en la recta de los ni-
meros racionales en el lugar que deberfa ocupar ﬁ !. Como la recta real no tiene «<huecos», es
el lugar ideal para el estudio de los limites y, por tanto, del calculo.

! jCémo sabemos que ﬁ €8 un nimero irracional? Supongamos lo contrario, es decir, que ﬁ es racional, Enton-
ces ﬁ = myn,slendo my n dos enteros y n # 0. Supongamos adicionalmente que la fraccién m/n ha sido ya reducida,
es decir, que ya se han cancelado los factores comunes en el numerador y en el denominador, Deberfa cumplirse que
nf'fif =2, y por tanto n = 21, que es un entero par, Por tanto, m debe ser par (el cuadrado de un entero par es siempre
par). Como m es par, se puede expresar en la forma m = 2%, siendo & un entero, Tenemas entonces que 44 = 217 y
1 = 2, que es par. Por tanto, n debe ser también par. Esto contradice el hecho de que /2 se puede expresar como una
fraccién irreducible m/n, ya que si es asi, my nmo podrian ser ambos pares. Por tanto, no existe ningiin mimero racional
cuyo cuadrado sea 2.
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Intervalos

Un subconjunto de la recta real se denomina imtervalo si contiene al menos dos nimeros y con-

tiene también todos los mimeros reales que existen entre dos cualesquiera de sus elementos. Por

ejemplo, el conjunto de los nimeros reales x tales que x> 6 es un intervalo, pero el conjunto de

los nimeros reales y tales que ¥ # 0 no es un intervalo (;por qué?). Consta de dos intervalos.
Si a y b son niimeros reales tales que a < b, entonces:

(i) El intervalo abierto desde a hasta b, representado por (a, b), estd formado por todos los
nimeros reales x que cumplen que a< x < b,
(ii) El indervalo cerrado desde a hasta b, representado por [a, b], estd formado por todos los
nimeros reales x que cumplen que a< x< b,
(iii) El imtervalo semiabierto (3 ) estd formado por todos los nimeros reales x que cumplen
que a<x<b
(iv) El intervalo semiabierto (2, )] estd formado por todos los nimeros reales x que cumplen
que a<x< h

Estos intervalos se muestran en la Figura P.2. Nétese el uso de puntos vacios para indicar los
extremos de los intervalos que no estan incluidos en éstos, y el uso de puntos rellenos cuando los
extremos estan incluidos en los intervalos. Los limites de los intervalos se denominan extremos
Los intervalos de la Figura P.2 son imtervalos fimitos, y todos tienen como longitud b — a.
Los intervalos pueden tener también longitud infinita, y en ese caso se habla de imtervalos infi-
mites. 1.a Figura P.3 muestra algunos ejemplos de intervalos infinitos. Nétese que la recta real R
es en si un intervalo, que se indica como (— oo, o). El simbolo oo («infinito») no representa
ningin nimero real, por lo que no estd permitido que pueda ser un extremo del intervalo.

e
-

[;
Intervalo abierto (a, &) '

L . L O

a b a . i
Intervalo cerrado [a, b] El intervalo (a, o)

? b - ¢

Intervalo semiabierto |a, ) El intervalo (—no, a]

O &

0 . o

Intervalo semiabierto (g, h] El intervalo (—ao, 20) es la recta real

Figura P.2 Intervalos finitos. Figura P.3 Intervalos infinitos,

Resuelva las sigulentes desigualdades. Exprese los conjuntos solucién en forma de interva-

los y dibijelos. ;

X
fa) 2x—1>x+3 b) ——=22x—-1 {c) =5
3 x= 1
Solucién
(@) 2x—1>x+3 Se suma 1 en ambos miembros,
2x>x+4 Se resta x en ambos miembras.
x>4 La soluci6n es el conjunto (4, oo).

b s
(b) — 32 B3] Se multiplican ambos miembros por —3.

x< —6x+3 Se suma 6x en ambos miembras,

Tx<3 Se dividen los dos miembros por 7.
3

X< = La solucién es el intervalo (— oo, 3/7].
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(c) Se pasa el 5 del segundo miembro al primero y se simplifica, expresando la desigualdad de una forma
equivalente:

2 2—5x—1) 7 — 5x
—5z20 = —=0 = =
x—1 xr—1 x—1
— bx
La fraccién no estd definida en x= 1, y vale 0 en x= 7/5, Entre esos niimeros, toma valores
X—

positivos si el numerador y el denominador tienen el mismo signo, y valores negativos si tienen distinto
signo. Es sencillo organizar la informacién de los signos en la tabla siguiente:

v 1 7/5
T—35x + + + 0 =
=] i 0 + + +
(7T—50)/x—1) o indef + 0 =

Por tanto, el conjunto solucién de la desigualdad es en este caso el intervalo (1, 7/5].

0 a
{4, 00)
o 37
(—o, 3/7]
0 L5 2
| a7 " Figura P.4 Intervalos del Ejemplo 2.

El simbolo <= significa «si y sélo si» o «es equivalente a». Si A y B son dos sentencias, enton-
ces A < B significa que, si una de ellas es verdadera, la otra necesariamente también lo es,
por lo que ambas deben ser verdaderas, o ambas falsas.

Algunas veces es necesario resolver sistemas de dos o mas desigualdades que se deben satis-
facer simultdneamente. De momento, resolveremos cada desigualdad por separado y buscaremos
qué nimeros pertenecen a la interseccién de los conjuntos solucién,

IGEETEE] Resuelva los sistemas de desigualdades:

fa) 3g<2x+1<5 (b) 3x— 1 <5x+3<2x+ 15
Solucién

(a) Utilizando la técnica del Ejemplo 2, se puede resolver la desigualdad 3 < 2x+ 1, obteniéndose 2 < 2x
y x 2 1, De forma similar, la desigualdad 2x+ 1 < 5 produce 2x< 4 y x< 2, Por tanto, la solucién
del sistema (a) es el intervalo cerrado [1, 2].

(b) Se resuelven las dos desigualdades como sigue:

Ix—1=<b5x+23 Sx+3<2x+ 15
—1—-3<bx— 3x bx—2x<15—3
—4<2x y 3 < 12
—2<X x<4

Por tanto, el conjunto solucién es el intervalo (—2, 4].
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La resolucién de inecuaciones de segundo grado se basa en la resolucién de las correspon-
dientes ecuaciones de segundo grado.

SEITILE Y Inecuaciones de segumdo grado

Resuelva;
@) ¥ —5x+6<0 (b) 24 + 1 > 4x

Solucién

(a) El trinomio ¥ — 5x + 8 se puede factorizar en el producto (x — 2) (x — 3), que serd negativo sélo cuan-
do uno (y sélo uno) de los factores sea negativo. Como ¥ — 3 < x— 2, eso ocurre cuando x —3 < 0
y x — 2 >0, Por tanto, debe cumplirse que ¥ < 3 y x> 2, y la solucién es entonces el intervalo abier-
to (2, 3).

(b) La inecuacién 24 + 1 > 4x es equivalente a 2¥* — 4x+ 1 > 0. La ecuaci6n de segundo grado corres-
pondiente, 2x* — 4x+ 1 = 0, es de la forma A¥ + Bx + C =0, y se resuelve aplicando la férmula de
la ecuaci6n de segundo grado (véase la Seccién P .8):

B+ /B -44C 4+./16-38 J2
- = -

=1+-
4 =g

X

Par lo que la inecuacidn dada se puede expresar en la forma:

(x—1+%\/§)(x— l—%ﬁ)}ﬂ

Esto se cumple si los factores del miembro izquierdo son ambos positivos o ambos negativos simulta-
1 1
neamente, Por tanto, debe cumplirse que x <1 — 2 \/5 oquex>1+ 2 \/E El conjunto soluci6n es

1 1
la unién de los intervalos (—m, L= ﬁ)u(l +5v/2 m).

Nétese el uso del simbolo U para indicar la wmidm de intervalos. Un nimero real pertenece a
una unién de intervalos si pertenece al menos a uno de los intervalos. Necesitaremos también
considerar la intersecci6n de intervalos. Un nimero real pertenece a una imterseccién de interva-
los si pertenece a todos los intervalos, Para indicar la interseccién se utilizaré el simbolo n., Por
ejemplo,

[1,3)n[2,4] =123 donde [1,3)ul2 4]=]1 4]

3 2
m Resuelva la desigualdad 1< Y represente el conjunto solucién.

X

Solucion Podriamos pensar en multiplicar por x(x — 1) para eliminar las fracciones de la inecuacién, pe-
10 esto requerirfa considerar tres casos por separado (;cudles son?), En lugar de esto, combinaremos las dos
fracciones en una sola:

3 2 3 +2 a 5x— 2
et —a —
xr—1 X x—1 «x xx—1)

<0

Examinaremos los signos de los tres factores de la fraccién izquierda para determinar dénde es negativa
dicha fraccién:
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Sx —2 == = = 0

x = 0 + + + - +

<=1 ~ - - ~ -

Sx—12

xx — 1)

indef

+
=
|
+

= indef

El conjunto solucién de la inecuacién dada es la unién de esos dos intervales, es decir, (— o0, 0)u
v (2/5, 1), Véase la Figura P.5,

0 2/5
4 oO—0O

La union (—oo, 0) U (2/5, 1

Q-

Figura P.5 K conjunto solucién del Ejemplo 5.

—

El valor absoluto

El valor absoluto 0 médulo de un nimero x, que se escribe |x| (y se lee «valor absoluto de x»),
se define mediante la férmula

X, six=0
= {—X. six<0

Las lineas verticales del simbolo |x] se denominan barras de valor absoluto.

STUOCCE 3 =3 [0]=0, |-5=5
|

Nétese que |x] = 0 para todo niimero real x, y que |x] = 0 si y sélo si x= 0. Algunas perso-
nas encuentran confuso decir que || = — x cuando x es negativo, pero es correcto, ya que en este

caso —x es positivo. El simbolo \/E siempre indica la raiz cuadrada no negativa de a, por lo
que una definicién alternativa de |x] serfa [x| = /.

Es importante recordar que \/? = |a]. No debe escribirse \/? = a4, a menos que se sepa que
az=0.

Geométricamente, |x| representa la distancia (no negativa) desde x hasta 0 en la recta real. De
forma mas general |x — y| representa la distancia (no negativa) entre los puntos x e y de la recta
real, ya que esta distancia es la misma que la del punto x — yal 0 (véase la Figura P.6):

X—y sixzy
= i

X Sx<y

I I I |

:“ —  |x— ¥ —": :*— [x — ¥ —r:

[ | | | -

Figura P.6

0 x—y ¥ x |x — y| = distancia de xa y.
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La funcién valor absoluto posee las siguientes propiedades:

Propiedades del valor absoluto
1. |—a| = |al. El valor absoluto de un niimero y de su negativo es el mismo,
al _ |al

2, |ab| = |a||b| y TR El valor absoluto del producto (o cociente) de dos niimeros es

el producto (o cociente) de sus valores absolutos.

3. |a+ b| < |a| + |b| (desigualdad de tridmgulo). Fl valor absoluto de una suma o dife-
rencia de dos niimeros es menor o igual que la suma de sus valores absolutos.

Las dos primeras propiedades se pueden comprobar considerando separadamente los casos
que resultan de que tanto a como b pueden ser positivos o negativos, La tercera propiedad se
deduce de las dos anteriores ya que +2ab < |2ab| = 2|a||b|. Por tanto, tenemos que

la+ b|?= (a+ B = a® + 2ab + I
< lal* + 2|al| bl + |bI* = (|al + |b])*
Y tomando la raiz cuadrada (positiva) de ambos miembros se obtiene que |a + b| < |a| + |b|.
Este resultado se denomina «desigualdad del tridngulo», ya que se sigue del hecho geométrico
de que la longitud de cualquier lado de un tridngulo no puede ser mayor que la suma de las lon-
gitudes de los otros dos lados. Por ejemplo, si suponemos que los niimeros 0, a y b de la recta
real son los vértices de un «tridngulo» degenerado, entonces las longitudes de los lados de dicho

tridngulo son |a|, | B y |a— b|. El tridngulo es degenerado porque todos sus vértices estdn en la
misma linea recta.

Ecuaciones e inecuaciones con valores absolutos

La ecuacién |x] = D (siendo D> 0) tiene dos soluciones, x=D y x= — D, es decir, los dos
puntos de la recta real que estdn a una distancia D del origen. Las ecuaciones e inecuaciones con
valores absolutos se pueden resolver algebraicamente dividiéndolas en casos de acuerdo con la
definicién de valor absoluto, pero a menudo se pueden resolver también geométricamente inter-
pretando los valores absolutos como distancias. Por ejemplo, la inecuacién |x — a| < D expresa
que la distancia desde x hasta a es menor que D, y por tanto x debe estar entre a— Dy a+ D
(0, lo que es lo mismo, a debe estar entre x — Dy x+ D). Si D es un niimero positivo, entonces,

|x] =D — ox=—Dox=D
|l <D = ~PDexel)
<D <= -D<x<D
|x] > D — ox<—-Dox>D

De forma més general,

|x—a|=D — ox=a—-Dox=a+D
|x—al< D > S—Deoxza+l)
lx—a|< D — =Ny g% f)
|x—a|>D > ox<a—Dox>a+D
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ST Resuelva:  (a) |2x+ 5|=3 (b) |3x—2|< 1
Solucién

(@) |2x+5|=3 <= 2x+ 5=423 Por tanto, o blen 2x=—-3 - 5=—-8 o0 bien 2x=3 - 5= -2,
Las soluciones son x=—4 0 x=—1,

(b) I3x—2|<1 <= —1<3x—2< 1 Resolvemoas la pareja de inecuaciones:

—1g3x—2 x—2<1
—1+2<g3x y Ixg1+2
3=sx rel

Por tanto, la solucién es el intervalo [1/3, 1]. -

Observacion Veamos cémo se podria haber resuelto geométricamente el apartado (b) del
Ejemplo 7, interpretando las inecuaciones como distancias:

2 2
|3X—2|= S(X—§)|=3 X—§|
Por tanto, la inecuacién expresa que
Sx—E|&;1 0 x—E|&;1
3 31 3

Esto indica que la distancia de x a 2/3 no debe ser mayor que 1/3. Las soluciones de x deben
estar entonces entre 1/3 y 1, ambos extremos incluidos (véase la Figura P.7).

1 5 I * Figura P.7 El conjunto solucién del Ejemplo 7(b).

SETGT LRl Resuelva la ecuacion [x + 1] =[x — 3).

Solucién La ecuacién dice que x estd equidistante de —1 y 3. Por tanto, x es el punto intermedio entre
—1y 3. Es decir, x=(—1 + 3)/2 = 1. De otra manera, la ecuaci6én dada dice que o blenx+ 1=x—3 0
bien x+ 1 = —(x— 3). La primera de las dos ecuaciones no tiene solucidn, y la segunda tiene como solu-
cléon x= 1, N

SETGTALR N ; Qué valores satisfacen la inecuacién

Solucion Tenemos que

2
5——|~=:3?
X

P 2
’5——«:3 = —J<5-—-<3 Se resta 5 en cada miembro,
X X

2
—8< G —2  Se divide cada miembro por —2,
1
G e Se toman inversos,
X

: 1
—<x<
4
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En los célculos anteriores hemos manejado un sistema de dos inecuaciones simultdneamente, en lugar de
separarlas en dos inecuaciones como hemos hecho en ejemplos anteriores. Nétense las diversas reglas de
manejo de inecuaciones que se han empleado aqui, Al multiplicar una inecuacién por un nimero negativo
cambia el sentido de la desigualdad. También se cambia el sentido al tomar inversos en los dos miembros
de una inecuacién si son positivos. Por tanto, la inecuacién dada se cumple para todo x perteneciente al

intervalo abierto (1/4, 1). -

Ejercicios P.1

En los Ejercicios 1 y 2, exprese el niimero racional 2, ¥ —2x<0 226X —5x<—1
mediante la repeticién de los digitos decimales. Utilice una
barra sobre el conjunto de digitos que se repiten, 28 x> 4x 24 X —x<2
1 2 - 25 X514t %6 2
"9 11 27" Tk x—1 x+1

En las Ejercicios 3 y 4, exprese los nimeros en forma de
fraccién irreducible de enteros.
3 0.12 4 3.27

5. Exprese los nimeros racionales 1,7, 2/7, 3/7 =
y 4/7 mediante repeticién de digitos decimales i
(utilice una calculadora para obtener tantos digitos
decimales como sea posible). ;Se puede observar algin
tipo de pauta? Intente predecir cémo serén las
expresiones de las fracciones 5/7 y 6/7, y compruebe
sus predicciones,

6. ;Pueden dos decimales diferentes representar el mismo
nimero? ;Qué nimero representa 0.999... = 0.9?

En los Ejercicios 7-12, obtenga el conjunto de todos los
nimeros reales x que satisfacen la condicién dada,
expresdandolos como un intervalo o unién de intervalos.
7.x20 y x<5 & x<2 y x=-3
% x>-5 0 x<—86 10. x<—1
1. x> -2

En los Ejercicios 13-26, resuelva las inecuaciones dadas,
expresando la solucién como un intervalo o uni6n de
intervalos,

12 <4 o0 x=2

13 —2x=4 14 3x+5<8
6—x 3x—4
15 5x—3 <7 — 3x 16 1 = >
17.3(2 -0 <23+ % 18 ¥ <9
1 x+1
19 — <3 20. =2
2—x X

Resuelva las ecuaciones de los Ejercicios 27-32.

27. x| =3 28 |x—3|=7

29, [2¢+5|=14 M0 |1—¢f=1
5

81, [8 —3s]=9 m§—1’=1

En los Ejercicios 33-40, escriba los intervalos definidos por
las inecuaciones dadas.

!\ x| <2 3 |x] <2
85 |s—1]<2 9 [1+2]<1
S7. 13x— 7| <2 3R |2x+ 5| < 1
a |’ 1<t n’z—f{l

2 2| "2

En los Ejercicios 41 y 42, resuelva las inecuaciones dadas
interpretandolas como aseveraciones sobre distancias en la
recta real,

4. |x+1]>|x— 3 £ |x—3 <2|x

43, No caiga en la trampa de aceptar que |—a| = a. ;Para
qué niimeros reales es cierta la anterior ecuaci6én?
(Para qué mimeras es falsa?

44. Resuelva la ecuacién [x— 1| =1 —x.
45. Demuestre que la inecuacién
la— b| > |lal — | B
se cumple para todos los niimeros reales a y b,
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m Coordenadas cartesianas del plano

La posicién de cualquier punto del plano se puede medir con respecto a dos rectas reales perpen-
diculares entre sf que se cruzan en el origen. Estas lineas se denominan ejes coordenados del
plano. Generalmente (pero no siempre), denominaremos eje x a una de esas rectas y la dibujare-
mos horizontalmente, con los niimeros x creciendo hacia la derecha. La otra recta se denominara
eje y, y la dibujaremos verticalmente, con los nimeros y creciendo hacia arriba. El punto de
intersecci6n de los ejes coordenados (es decir, el punto donde x e y valen ambas cero) se deno-
mina origem, y se representa frecuentemente mediante la letra O.

Sea P un punto cualquiera del plano. Dibujemos una recta perpendicular al eje x que pasa
por el punto P. Si aes el valor de x donde 1a recta corta al eje x, se dice que a es la coordenada
x del punto P. Andlogamente, la comrdemada y de P es el valor de y donde la linea perpendicu-
lar al eje y que pasa por P corta a dicho eje y. El par ardenado (2 ) se denomina pareja de
coordenadas 0 coordenadas cartesimas, del punto P, Utilizaremos la notacién P(a, b) para in-
dicar simultdneamente el punto Py sus coordenadas (a, b) (véase la Figura P.8). Nétese que la
coordenada x es la que se pone en primer lugar en la pareja de coordenadas. Existe una corres-
pondencia uno a uno entre las parejas de coordenadas y los puntos del plano. Todo punto posee
una pareja de coordenadas nica y cada pareja de coordenadas determina un tnico punto. El
conjunto formado por los ejes de coordenadas y las parejas de coordenadas se denomina sistema
de coordenadas cartesiamas del plano, debido al filésofo del siglo xvi René Descartes, que
cred la geometria analitica (de coordenadas), Cuando se incorpora este sistema de coordenadas,
el plano pasa a denominarse plamo cartesiamo Noétese que se utiliza la misma notacién (a, b)
para indicar las coordenadas cartesianas de un punto en el plano y para indicar un intervalo
abierto en la recta real. Esto, sin embargo, no debe ser fuente de confusiones dado que el signifi-
cado exacto estard claro por el contexto.

La Figura P.9 muestra las coordenadas de algunos puntos del plano. Nétese que todos los
puntos del eje x tienen 0 como coordenada y. Para indicar esos puntos, generalmente escribire-
mos sélo su coordenada x. De forma similar, los puntos del eje y tienen x =0, y los podemos
etiquetar utilizando tinicamente su coordenada y.

Los ejes de coordenadas dividen el plano en cuatro regiones denominadas cuadrantes [os
cuadrantes se numeran del I al IV, como se muestra en la Figura P.10. El primer cuadramte s
el superior derecho, Las dos coordenadas de los puntos pertenecientes al primer cuadrante son
nimeros positivos. Los nimeros pertenecientes al cuadrante III tienen ambas coordenadas nega-
tivas, En el cuadrante II s6lo la coordenada y es positiva, y en el cuadrante IV s6lo la coordena-
da x es positiva,

-‘I /

4 78 +(2:3)

b_: A s i
o

1 1

L 1
—1 3 2 —1g 1 2

Figura P.8 Los ejes coordenados
y un punto P con coordenadas (a, b).

o—52) 2l ;
0.5.1.5)
.

1k of3:1}

i

I

L 1 i L
R 5 S | T 2 3 4
=30 4L (2,—1)

I

Figura P9 Algunos puntos con
sus coordenadas,

_?P{u. F) Y

IV

Figura P.10 Los cuairo cuadrantes,
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Escalas de los ejes

Al dibujar datos en el plano coordenado o al pintar férmulas cuyas variables tienen diferentes
unidades de medida, no es necesario utilizar la misma escala en los dos ejes de coordenadas. Si,
por ejemplo, se dibuja la altura en funcién del tiempo de una piedra que cae, no hay ninguna
razén que obligue a poner la marca que indica 1 en el eje de las alturas a la misma distancia del
origen que la marca que indica 1 en el eje de tiempos.

Cuando se dibujan funciones cuyos valores no representan medidas fisicas, y cuando se dibu-
jan figuras en el plano coordenado para estudiar su geometria o sus propiedades trigonométricas,
es habitual hacer iguales las escalas de los dos ejes coordenados. La unidad de distancia mide
entonces lo mismo en el eje horizontal y en el eje vertical. Como en el caso de un mapa topogré-
fico o de un dibujo a escala, los segmentos de rectas de la misma longitud aparentaran tenerla en
el dibujo, y los dngulos que parezcan iguales lo seran en realidad. Algunos resultados geométri-
cos que obtendremos posteriormente, como la relacién entre las pendientes de dos lineas perpen-
diculares, s6lo son validas si se utilizan escalas iguales en los dos ejes.

Los ordenadores y las calculadoras gréficas son otra cosa, Las escalas horizontales y vertica-
les en las gréficas generadas por esos dispositivos son en general diferentes, por lo que las dis-
tancias, las pendientes y los dngulos resultan distorsionados. Las circunferencias pueden parecer
elipses, y los cuadrados pueden parecer rectdngulos o incluso paralelogramos. Los 4ngulos rectos
pueden parecer agudos u obtusos, Estas circunstancias requieren un cuidado especial al interpre-
tar lo que vemos. El software de ordenador de alta calidad para dibujo de gréficos cartesianos
permite generalmente al usuario compensar estos problemas de escala ajustando la relacidn de
aspecto (relacién entre la escala vertical y la horizontal). Algunas pantallas de ordenador tam-
bién admiten un ajuste limitado. Al utilizar software de gréaficos, es conveniente ajustar nuestra
configuracién particular de hardware/software de forma que los didmetros vertical y horizontal
de un circulo dibujado parezcan iguales.

Incrementos y distancias

Cuando una particula se mueve de un punto a otro, los cambios netos en sus coordenadas se de-
nominan incrementos, Se calculan restando las coordenadas del punto inicial de las coordenadas
del punto final. Un imcremento en una variable es el cambio neto en los valores de dicha varia-
ble. Si x cambia de x, a x;, entonces el incremento de xes Ax= x — x,.

Calcule los incrementos de las coordenadas de una particula que se desplaza desde
A(3, —3) hasta B(—1, 2).

Solucién Los incrementos (véase la Figura P.11) son:
Ax=—-1-3=-4 y Ay=2-(-3)=5

- ‘4{3> _3}

Figura P.11 Incrementos en x e y.
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Si P(x;, y1) y X%, ¥) son dos puntos del plano, el segmento de recta PQ es la hipotenusa de un
triangulo rectdngulo PCQ), como muestra la Figura P.12. Los lados PCy CQ de dicho tridngulo
tienen longitudes

[Ax| = |, — x| y [AY=|y.— xl

que son respectivamente la distancia horizontal y la distancia vertical entre Py ). Por el Teore-
ma de Pitagoras, la longitud de PQ) es la rafz cuadrada de la suma de los cuadrados de las dos
longitudes anteriores.

iz, v SR

x  Figura P.12 la distancia de Pa Qes
D= \X{XQ = XI}Z + (e — J"]]Z-

Féarmula de la distancia enire dos pumtos del plano
La distancia D entre P(x;, 1) y Q(x;, ¥,) es

D= /(A% + Ay = /(g — ) + (o — )?

IGETIEE] L distancia desde A3, —3) hasta B(—1, 2) en la Figura P.11 es
JET=32+ 2 — (-3 = /(- 8?7 + 52 = /41 unidades

m La distancia desde el origen O{0, 0) hasta un punto Ax, j) es
Ja—0F+ (y—02=/F+)

Gréficas

La grafica de una ecuacién (o inecuacién) que relaciona las variables x e y es el conjunto de
todos los puntos Ax, 3) cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién (o inecuacién).

SENTALE N [a ecuacion ¥* + y* = 4 representa todos los puntos Px, )) cuya distancia al origen es

J¥ + = /4 = 2. Fsos puntos estan sobre una dreumferencia de radio 2 centrada en el origen. Fsta
circunferencia es la gréfica de la ecuacién x* + y* = 4 (véase la Figura P.13(a)).
|

Los puntos (x, j) cuyas coordenadas satisfacen la inecuacién ¥ + ¥ < 4 estén todos a una
distancia <2 del origen. La grafica de esta inecuaci6n es, por tanto, el disco de radio 2 centrado en el ori-
gen (véase la Figura P.13(b)). =
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¥ ¥
2 2
oy ¥ =2 2
(4] v 0 x
—2 - Figura P.13
(a) La circunferencia x* + y* = 4,
(a) (b) (b) El disco ¥ + y* < 4.

(—2,4)

SEITLNE Considere la ecuacién y= x*. Algunos puntos cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién

son (0, 0), (1, 1), (—1, 1), (2, 4) y (—2, 4). Estos puntos (y todos los deméas que cumplen la ecuaci6n) se
encuentran sobre una curva que se denomina pardbela (véas la Figura P.14).

.\I
2.9

(1, 1)

Figura P.14 La pardbola y = ¥,

Lineas rectas

Dados dos puntos del plano, Pi(x;, y) y Plx, y), denominaremos a los incrementos
Ax= X — x y Ay = 3, — y; desplazamiento y dlevacién, respectivamente, entre P, y P, Dos
puntos como éstos determinan siempre una tnica limea recta (a menudo denominada simple-
mente recta) que pasa por ambos. La denominaremas recta P, P,

Cualquier recta no vertical en el plano tiene siempre la propiedad de que la relacién

— elevacion Ay jp-n
B desplazamiento A % - x

toma el mismo valor para dos puntos cualesquiera P(x;, y)) vy Py(x;, o) de la recta (véase la
Figura P.15). La constante m = Ay/Ax, en una recta no vertical, se denomina pendiente.

(1T LY 1. pendiente de la recta que pasa por los puntos A(3, —3) y B(—1, 2) es
Ay 2—(=3) 5 5

Xy =l =d =4 A

La pendiente de una recta nos indica su direccién y su tasa (o velocidad) de crecimiento
(0 decrecimiento). Una recta de pendiente positiva va creciendo hacia la derecha, mientras que
una recta con pendiente negativa va decreciendo hacia la derecha. Cuanto mayor sea el valor ab-
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Figura P15 Ay/Ax= Ay'/AX porque

¥

los triangulos P, QP y Py Q' P; son semejantes,

soluto de la pendiente, mas acusado es el crecimiento o el decrecimiento. Dado que Ax vale cero
en una recta vertical, no podemos formar el cociente n, la pendiente de la recta vertical esta in-
definida.

La direccién de una recta se puede medir también mediante un angulo. La imchinacién de
una recta se define como el minimo angulo, medido en sentido contrario al de las agujas del re-
loj, formado entre la direccién positiva del eje x y la recta. El la Figura P.16, el angulo ¢ (la
letra griega «phi») es la inclinacién de la recta L. La inclinacién ¢ de cualquier recta cumple que
0° < ¢ < 180° La inclinacién de una recta horizontal es de 0° y la de una recta vertical, de 90°.

Suponiendo que se usa la misma escala en los dos ejes coordenados, 1a relacién entre 1a pen-
diente m de una recta no vertical y su inclinacién se muestra en la Figura P.16:

Ay
m—ﬂ—tamﬁ

(La funcién trigonométrica tan se define en la Seccién P.7).

Figura P.16 La recta L tiene una inclinacién de ¢.

x

Las rectas paralelas tienen la misma inclinacién, Si no son verticales deberan tener, por tan-
to, la misma pendiente. Lo contrario también es cierto: dos rectas con la misma pendiente tienen
la misma inclinacién y, por tanto, son paralelas.

Si dos rectas no verticales L, y I, son perpendiculares, sus pendientes m;, y m, cumplen la
relacién mym, = — 1, por lo que la pendiente de una de ellas es el imwerso cambiado de signo de
la pendiente de la otra:

1 1

m=-— e —
1 iy y m m

(Este resultado asume también que los dos ejes coordenados tienen la misma escala), Para verlo,
observemos en la Figura P.17 que

AD AD
m=%p ¥ m="hc
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¥

Pediente ma

=
(=
=]
1]
=
=
171
3

~ %  Figura P.17 AABD es similar a A CAD.

AD _
BD AD”

-

Ecuaciones de la recta

Como AABD es similar a A CAD, tenemos que por tanto,

Las lineas rectas son figuras particularmente simples, y sus ecuaciones correspondientes son
también simples. Todos los puntos de una recta vertical que pasan por el punto a en el eje x
tienen sus coordenadas x iguales a a. Por tanto, la ecuacién de esa recta es x = a. Andlogamente,
¥y = b es la ecuacién de una recta horizontal que corta al eje yen b,

(ST [R-W [as ecuaciones de las rectas horizontal y vertical que pasan por el punto (3, 1) (véase la
Figura P,18) son, respectivamente, y =1y x=3,

Lineax =3

Lineay =1 3, 1)

3 . Figura P.18 Lasrectas y=1yx=3,

Para escribir la ecuacién de una recta no vertical L, es suficiente conocer su pendiente m y
las coordenadas de un punto de dicha recta, P,(x;, y;). Si P(x, §) es otro punto cualquiera de la
recta, entonces

F~Hh _
X— X
por lo que
y—n=mx—x) o y=mx-x)+y
La ecuacién

y=mx—x)+ n

Se denomina ecuacién pumto-pesudiente de 1a recta que pasa por el punto (x;, y1), y tiene
pendiente m.



[
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(ST TRl Obtenga la ecuacion de la recta de pendiente —2 que pasa por el punto (1, 4).

Solucién Sustituimos x; = 1, y; =4 y m= —2 en la forma punto-pendiente de la ecuacién de la recta,
con lo que se obtiene
y=—2x—-1)+4 o y=-2x+8 -

ST TGV Calcule la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (1, —1) y (3, 5).
b—{=d
# = 3, Podemos utilizar ahora esta pendiente junto

con uno cualquiera de los dos puntos dados para obtener la ecuacién de la recta, Si se usael punto (1, —1),
se obtiene

Solucion La pendiente de la recta es m=

y=3(x—1)—1, quesesimplificaen y=3x—4
Si se usa el punto (3, 5) se obtiene
y=3(x—3)+5  quesesimplifica tambiénen y=3x—4

En cualquier caso, la ecuacion de la recta es y= 3x — 4, =

La coordenada y del punto donde una recta no vertical corta al eje yse denomina ordenada
en el arigen (véase la Figura P.19). Andlogamente, 1a abscisa en el arigen de una recta no hori-
zontal es la coordenada x del punto donde la recta corta al eje x. Una recta de pendiente m y
ordenada en el origen b pasa por el punto (0, b}, por lo que su ecuacién es

y=m(x—0)+b o massimple, y= mx+ b

Una recta con pendiente m y abscisa en el origen a pasa por el punto (a, 0), por lo que su ecua-
cion es

y=mix— 2

X

Figura P19 La recta L tiene ordenada en origen b y abscisa en el origen a.

La ecuacién y= mx+ b se denomina ecuacién explicita de la recta de pendiente m y
ordenada en el origen b.

La ecuacién y = m(x — a) es la ecuacién de la recta de pendiente m y abscisa en el
origen a.

Calcule la pendiente, la ordenada en el origen y la abscisa en el origen de la recta cuya
ecuacion es 8x + 5y = 20.
Solucién Despejando y de la ecuacion obtenemos
_20—8x 8

¥ 3 —gx+4
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Comparando la expresién anterior con la forma explicita general y= mx+ b, puede verse
que la pendiente de la recta es m = —8/5 y la ordenada en el origen es b= 4.

Para calcular la abscisa en el origen se hace y = 0 en la ecuacién de la recta y se despeja x,
con lo que se obtiene 8x = 20, o x= 5/2. Por tanto, la abscisa en el origen es a = 5/2.

La ecuacién Ax+ By= C (donde A y B no son simultineamente cero) se denomina ecua-
cidm lineal general en x e y porque su gréfica es siempre una linea recta, y la ecuacion de cual-
quier recta se puede expresar de esa forma.

Muchas magnitudes de interés se relacionan mediante ecuaciones lineales, Una vez que co-
nocemos que la relacién entre dos variables es lineal, dicha relacién se puede obtener a partir de
cualquier pareja de valores que se correspondan, de la misma forma que hemos obtenido la ecua-
cién de una recta conocidos dos puntos cualesquiera de ella.

La relacién entre la temperatura en grados Fahrenheit (F) y grados Celsius () es una
ecuacién de la forma F= mC+ b El agua se congela a F=32° 0 C=1(° y hierve a F=212° o

C = 100°, Por tanto,

32=0m+ b

y 212=100m+ b

por lo que b= 32 y m= (212 — 32)/100 = 9/5. Entonces, la relacién se expresa mediante la ecuacién

lineal

9
F=gc+32 0 C=

(F— 32)

w0

Ejercicios P.2

En los Ejercicios 1-4, una particula se mueve desde A hasta
B Calcule los incrementos netos Axe Ay de las
coordenadas de las particulas, Calcule también la distancia
desde A hasta B,

1. AD, 3), B4, 0) 2 A(—1,2), Bd4 —10)
8 AB, 2, B(—1,-2) 4 AQ053), B2 3

5. Una particula inicia su movimiento en el punto
A(—2, 3) y el cambio en sus coordenadas es Ax=4 y
Ay= —1. Calcule su nueva posicién,

6. Una particula llega al punto (—2, 2) después de que
sus coordenadas tengan un cambio de Ax= —5y
Ay=1, ;Cudl fue su posicién original?

Describa los gréficos de las ecuaciones e inecuaciones de
los Ejercicios 7-12.

TX+y=1 & X+ =2
8 F+y<l 10 ¥+ ¥ =0
M y>¥ 12 y< ¥

En las Ejercicios 13-14, calcule la ecuacién de (a) la recta
vertical y (b) la recta horizontal que pasa por los puntos
dados.

13. (-2, 5/3) 14 (/2, —13)

En los Ejercicios 15-18, escriba la ecuacién de la recta que
pasa por el punto Py tiene pendiente m.

15 P(—1, 1), 16 P2, 2),
17. PO, b, 18 Pa, 0),

En los Ejercicios 19 y 20, indique si el punto P estd por
encima, por debajo o sobre la recta dada.

18 P2, 1), 2x+3y=86 2. A3, —1), x—4y=7

En los Ejercicios 21-24, escriba la ecuacién de la recta que
pasa por los dos puntos dados,

2. 0,0, (273 B’ (21, {2 -2
23 (4,1, (-2,3 24 (—-20, (02

En los Ejercicios 25-26, escriba la ecuacién de la recta con
pendiente m y ordenada en el origen b.

25 m=-2 b=./2 Mm=-12 b=-3

En los Ejercicios 27-30, calcule la ordenada en el arigen, la
abscisa en el origen y la pendiente de las rectas dadas, y
dibuje sus graficas.

27. 3x+ 4y =12

= | f2x— /3y=2

m=1 m=1/2

m=2 m=—2

2B x+2y=—4
30 15x—2y= -3



En los Ejercicios 31 y 32, obtenga las ecuaciones de las
rectas que pasan por el punto Py (a) son paralelas a o
(b) son perpendiculares a las rectas dadas,

3. P2, 1), 32 -2 2),
33. Calcule el punto de interseccién de las rectas
3x—4y=-86 y 2x—3y=13
34 Calcule el punto de interseccién de las rectas
2x+y=8 y

35. Dada una recta que no sea horizontal ni vertical, ni
pase por el origen, demuestre que su ecuacién se puede

y=x+2 2x+y=4

Sx—Ty=1

X
escribir en la forma - + % = |, slendo a su abscisa en

el origen y b su ordenada en el origen.

36. Determine la abscisa y la ordenada en el origen y
X
dibuje la gréfica de la recta 2~ §= L.
37. Calcule la ordenada en el origen de la recta que pasa

por los puntos (2, 1) y (3, —1).

38 Una recta pasa por los puntos (—2, 5) y (& 1), y su
abscisa en el origen vale 3. Calcule k.

38. El coste de imprimir x copias de un folleto es de C €,
siendo C=Ax+ B para ciertos valores de las constantes
Ay B Si imprimir 10 000 copias vale 5000 € e
imprimir 15 000 copias vale 8000 €, jcudnto costara
imprimir 100 000 copias?

40. (Falwenheit vs. Celsius) En el plano FC, dibuje la
]}
gréfica de la ecuacién C'= 3 (F — 32) que relaciona

las temperaturas en grados Celsius y Fahrenheit que
vimos en el Ejemplo 12. Dibuje en la misma grafica la
recta cuya ecuacién es F'= C. ;Existe alguna
temperatura para la cual un termémetro graduado en
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grados Celsius marque lo mismo que un termémetro
graduado en grados Fahrenheit? Si es asi, calcule dicha
temperatura,

Geometria

41. Demuestre, calculando las longitudes de sus tres ladas,
que el tridngulo que tiene como vértices las puntos
A2, 1), B6, 4) y (5, —3) es isdsceles.

42, Demuestre que el tridngulo cuyos vértices son los
puntos A0, 0), B(1, \/3) y C(2, 0) es equilatero,

48. Demuestre que los puntos A(2, — 1), B(1, 3) y ({—3, 2)
son tres vértices de un cuadrado y calcule el cuarto
vértice,

44 Calcule las coordenadas del punto medio del segmento
P\P;, entre los puntos Py(x, y1) ¥ Pe(%, J2).

45. Calcule las coordenadas del punto que en un segmento
entre los puntos P, (x,, 1) y Po(x, )3) estd a dos tercios
del recorrido desde P, a B,

48. El punto Pestidenel eje x yel punto @) estd en la recta
y= —2x El punto (2, 1) es el punto medio del
segmento P(). Calcule las coordenadas del punto P.

En los Ejercicios 47 y 48, interprete la ecuacién como una
aseveracion sobre distancias y determine asf la grafica de la
ecuacion,

4. [(x—2F+ =4

R [(x— 22+ F= 2+ (y— 2
4B, ;Para qué valor de kes larecta 2x+ ky=3

perpendicular a la recta 4x + y = 1?7 ;Para qué valor
de k son ambas rectas paralelas?

0. Obtenga la ecuacién de la recta que pasa por el punto
(1, 2) y por el punto de interseccién de las rectas
x+2y=3y2x—3y=—1,

Gréficas de ecuaciones cuadraticas

En esta seccién se revisan los circulos, pardbolas, elipses e hipérbolas, cuyas graficas representan

ecuaciones cuadraticas de dos variables.

Circunferencias y discos

La dramferenda de centro C y radio a estd forma por el conjunto de todos los puntos del
plano que estdn a una distancia a del punto C.

La distancia del punto P(x, 3} al punto Clh, & es /(x — H® + (y — B? por lo que la ecua-
ci6n de la circunferencia de radio a > 0 y centro C(h, &) es

Jor— B+ (- =2
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La ecuaci6n anterior se puede expresar de una forma més simple elevando al cuadrado am-
bos miembros.

Ecuaciin estimdar de una circumferencia
La ecuacién de la circunferencia de radio a > 0 y centro (h A) es
(x— B2+ (y— B2 =4
En particular, la ecuacién de la circunferencia de radio a centrada en el origen (0, 0) es
¥+y¢=4&

La circunferencia de radio 2 y centro el punto (1, 3) (véase la Figura P.20) tiene la ecua-
cén (x— 1)*+ (y— 3)* = 4. =

La circunferencia cuya ecuacién es (x+ 2)* + (y— 1)> =7 est4 centrada en el punto
(—2, 1) y su radio es ﬁ (véase la Figura P.21). -

Figura P.20 1a circunferencia de ecuacién Figura P.21 La circunferencia de ecuacién
(x—1)2+ (y—3)2=4 (x+ 22+ (y— 12 =1

Si se desarrollan los cuadrados de la ecuaci6n estandar (x — ) + (v — £)? = & y se agrupan
todas las constantes en el miembro derecho de la ecuacién, resulta

R— 2+ P —2Uy=2— R~ R
Una ecuacién cuadratica de la forma
Z+ ¥+ 2ax+ 2by=c

puede representar una circunferencia, un tnico punto, o ninglin punto en absoluto. Para saber en
qué caso estamos, se completan los cuadrados del miembro izquierdo, Como ¥ + 2ax son los
dos primeros términos del desarrollo del cuadrado (x+ 8% = ¥* + 2ax + &, para completar el
cuadrado del término en x se suma a° a los dos miembros de la ecuacién (ndtese que & es el
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cuadrado de la mitad del coeficiente de x). An4logamente, se suma b en los dos miembros para
completar el cuadrado en y. Entonces, la ecuacién queda

x+ a2+ (y+b2=c+ &+ H

Si ¢+ a + ¥ >0, el grafico corresponde a una circunferencia de centro (—a, —Bb) y radio
Je+a@+ . Sic+a + B =0, la gréfica s6lo consta del punto (—a, —b). Si ¢+ a* + I <0,

la grafica no contiene ningiin punto.

m Calcule el centro de la circunferencia x* + * — 4x + 6y = 3.

Solucién Obsérvese que ¥ —4x son los dos primeros términos del desarrollo del binomio
(x— 2)® = ¥ — 4x — 4, y que ¥ + By son los dos primeros términos del cuadrado (y + 3)% = j* + 6y + 9.
Por tanto, hay que sumar 4 + 9 en ambos miembros, con lo que se obtiene

¥ —4dx+ 4+ +8y+9=3+4+9 o (x— 2%+ (y+3)°=18

Por tanto, la ecuacién representa una circunferencia de centro (2, —3) y radio 4. -

El conjunto de todos los puntos dentro de una circunferencia se denomina imtesdior de la cir-
cunferencia, o diisco abierto, El conjunto de todos los puntos que estan fisera de una circunferen-
cia se denomina exterior de la circunferencia (véase la Figura P.22). El interior de una circunfe-
rencia junto con la propia circunferencia se denomina disoo cexrrado, o simplemente disco. 1a
inecuacion

x-RB*+(-b'<d
representa el disco de radio |4 centrado en (A, 4).

Exterior

Interior

Figura P.22 Interior de la circunferencia {(sombreado) y exterior de la circunferencia
(sin sombrear),

Identifique las graficas de
(@) ¥ +2x+ y* <8 (b) ¥ +2x+)y* <8 (€) X +2x+ y>8

Solucion Completando el cuadrado en la ecuacion X* + y* + 2x = 8:
¥+2x+14+y=8+1
(x+ 172+ =9

puede verse que la ecuacién representa una circunferencia de radio 3 centrada en (—1, 0). La inecuacién
(a) representa el disco (cerrado) con el mismo centro y radio (véase la Figura P.23). La inecuacién (b) re-
presenta el interior de la circunferencia (o disco abierto). La inecuacién (c) representa el exterior de la cir-
cunferencia,
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Figura P.23 El disco ¥ + y* + 2x <8,

Ecuaciones de pardbolas

Una pardbala es una curva del plano cuyos puntos estédn a la misma distancia de un punto
fijo F'y de una recta L que no pasa por F. El punto F se denomina flece de la pardbola, y
la recta L divectriz de la pardbola. La recta perpendicular a L que pasa por F se denomi-
na eje de la pardbola, y el punto V donde se encuentran la parabola y su eje se denomina
vértice.

Obsérvese que el vértice ¥ de una parbola estd equidistante del foco F'y del punto de la direc-
triz L més cercano a F. Si la directriz es horizontal o vertical, y el vértice estd en el origen, la
ecuacion de la parabola sera particularmente simple.

Calcule la ecuacién de la parabola cuyo foco es el punto F0, p) y cuya directriz es la
recta L de ecuacién y = —p.

Solucién Sea Ax, j) un punto cualquiera de la parabola, Entonces (péase la Figura P.24) las distancias
de Pa Fy al punto mas cercano ¢Jde larecta L se expresan

PF=_J(x— 02+ (y— pP = /2 + y* —2py + P
PO=/a-"+ (- (-pP =/  +ep+ [

F$i0.

fn.—ﬂ] V0, i X
y=-p L Q(x,—p) Figura P.24 1a paribola 4py = ¥, con foco FI0, p) y directriz y = —p,

Como P esta en la pardbola, PF = PQ), y por tanto las cuadrados de las distancias deben ser también
iguales:
Xty —epy+p =y +ipy+p



CAPITULO P. Preliminares 23

Simplificando, p
¥=4p o y= 4_P (denominada ferma estandar)
La Figura P.24 ilustra la situacién para p > 0, La parabola se abre hacia arriba y es simétrica respecto a

su eje, el eje y. Si p< 0, el foco (0, p) estara por debajo del origen y la directriz y = — p estard por encima
del origen. En este caso la parabola se abrira hacia abajo en vez de hacia arriba, -

La Figura P.25 muestra varias parabolas con ecuaciones de la forma y = a¥*, para valores de
a positivos y negativos.

Figura P.25 Algunas parabolas de la forma y= ax’.

SEINTILNN [ ecuaci6n de la pardbola con foco (0, 1) y directriz y=—1es y=x/40 ¥ =4y
(se toma p = 1 en la ecuacién estandar), -

SE TG A Calcule el foco y la directriz de la pardbola y = — ¥,

Solucién Laecuaci6n dada se ajusta a la forma estandar y = ¥*/(4p) para 4p = — 1. Por tanto, p = — 1/4.
El foco estd en el punto (0, —1/4), y la directriz es la recta y = 1/4, n

Intercambiando los papeles de x e yen el proceso anterior de obtenci6n de la ecuacion estan-
dar se puede demostrar que la ecuacién
}}

#=4px o x= P (ecuacién estandar)

representa una parabola con foco en el punto (p, 0) y directriz la recta vertical x= — p. El eje es
el gje x.

Propiedades de reflexion de las pardbolas

Una de las principales aplicaciones de las pardbolas es su uso como reflectores de luz y de ondas
radioeléctricas. Los rayos que parten del foco de la pardbola se reflejan formando un rayo para-
lelo a su eje, como muestra la Figura P.26, De la misma forma, todos los rayos que lleguen a
una pardbola paralelos a su eje se reflejardn concentrandose en el foco. Esta propiedad es la ra-
z6n por la que los telescopios y reflectores utilizan espejos parabélicos y por la que los radiote-
lescopios y las antenas de microondas tienen forma parabélica. En la Secci6n 8.1 examinaremos
més detenidamente esta propiedad de las pardbolas.
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/

Eje

[
=
S

Figura P26 Reflexion en una parabola.

Escalado de una gréfica

La gréafica de una ecuacién se puede comprimir o expandir horizontalmente sustituyendo x por
un multiplo de x. Si a es un entero positivo, al sustituir en una ecuacién x por ax se multiplican
por un factor 1/alas distancias horizontales en la gréafica de la ecuacién (véase la Figura P.27).
Al sustituir y por ay se multiplican las distancias verticales de la misma forma.

(b) (c) s
y=1—(x2)

y=1—(2x)? Figura P.27 Fscalado horizontal:
(a) Graficade y=1—x°

! (b) Grafica de (a) comprimida

dpy =x

= horizontalmente,
\ 1 % / —2 2\x (c) Gréfica de (a) expandida

horizontalmente,

Puede parecernos sorprendente que, como las circunferencias, las parabolas sean figuras geo-
métricas similares. Pueden tener tamanos diferentes, pero todas tienen la misma forma. Se puede
cambiar el tamaro de una grafica que representa a una ecuacién en x e y, conservando su for-
ma, aplicando el mismo factor de escala a ambas coordenadas. Si se aplica un factor de escala
a la ecuacién 4py= ¥, sustituyendo x e y por 4px y 4py, respectivamente, se obtiene
4p(4py) = (4px)*, o y= ¥~ Por tanto, la pardbola general 4py = x* tiene la misma forma que la
parabola concreta y = ¥, como se ilustra en la Figura P.28.

Figura P28 1as dos pardbolas son similares. Compérense las partes dentro
de los rectdngulos,

:
X
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Desplazamiento de una gréfica

La grafica de una ecuacion (o inecuacién) se puede desplazar horizontalmente ¢ unidades susti-
tuyendo x por x — ¢, o verticalmente sustituyendo y por y — c.

Desplazamientos

Para desplazar una grafica c unidades a la derecha se sustituye en la ecuacién o inecuacién
xpor x — ¢ (si c< 0, el desplazamiento ser4 a la izquierda).

Para desplazar una grafica c unidades hacia arriba se sustituye en la ecuaci6n o inecuacién
ypor ¥y — ¢ (si c< 0, el desplazamiento sera hacia abajo).

SEITILE: M [a grafica de y = (x— 3)” es la de la pardbola y = ¥* desplazada 3 unidades a la derecha,
La grafica de y = (x+ 1)® es la de la parabola y = ¥* desplazada 1 unidad a la izquierda (véase la Figura
P.29(a)).

H

SETILE N 14 graficade y=x + 1 (0 y— 1 = %) es la de la pardbola y = ¥* desplazada 1 unidad
hacia arriba. La gréficade y= ¥ — 3 (0 y — (—3) = %) es la de la par4bola y = »* desplazada 3 unidades
hacia abajo (véase la Figura P,29(b)). -

y={x—3 _l:

y=ix+1)?

(a) (b)

Figura P.29 (a) Desplazamientos horizontales de y = ¥,
(b) Desplazamientos verticales de y = ¥,

SEITILRTE [a circunferencia de ecuacion (x — B)? + (y — B? = &, con centro en (h & y radio a, se

puede obtener desplazando la circunferencia ¥ + ¥ = # de radio a centrada en el origen / unidades hacia
la derecha y & unidades hacia arriba, Estos desplazamientos corresponden a sustituir x por x — he ypor y — k.
H

La grafica de y = a¥* + bx + c es una pardbola cuyo eje es paralelo al eje y. La parabola se
abre hacia arriba si a> 0 y hacia abajo si a < 0. Para obtener el vértice (4 & basta con comple-
tar el cuadrado y escribir la ecuacién en la forma y= a(x — h)® + k
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m Describa la grafica de y= x* — 4x+ 3.

Solucién Laecuacién y= ¥ — 4x+ 3 representa una pardbola que se abre hacia arriba. Para calcular su
vértice y su eje completamos el cuadrado:

y=¥—-dx+4—-1=(x—-2% -1 portanto, y— (—1)= (x—2)*

Es decir, la curva es la pardbola y = ¥* desplazada 2 unidades a la derecha y 1 unidad hacia abajo. Por
tanto, su vértice es el punto (2, —1) y su eje es la recta x= 2. Como el foco de y = ¥ es el punto (0, 1/4),
el foco de la pardbola del ejemplo es el punto (0 + 2, 1/4 — 1) o (2, —3/4) (véase la Figura P.30).

\b/(lemmrse (2, —-3/4)

(2. -1)

Figura P.30 La paribola y= ¥ — 4x+ 3.

Elipses e hipérbolas

Si a y b son dos nimeros positivos, la ecuacién

Bl
& b
representa un curva denominada elipse inscrita en el rectingulo —a<x<a —-b<y<b
(¢por qué?). Si a= b, la elipse se convierte en una circunferencia de radio a centrada en el ori-
gen, Si a# b, la elipse es una circunferencia que ha sido deformada aplicando un factor de esca-
la diferente en las dos direcciones coordenadas.
La elipse estd centrada en el origen, y pasa por los cuatro puntos (a, 0), (0, b), (—a 0) y
(0, — D) (véase la Figura P.31), Los segmentos entre (—a, 0) y (g 0), y entre (0, —b) y (0, b) se

denominan ejes principales de 1a elipse. El mas largo de los dos se denomina €je mayer y el
més corto, eje menaor.

1

-\.'

b

Eje menor

—a Eje mayor

JF

X
—b Figurl P31 la elipse ? + F =1,
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m La ecuacién §+“§= 1 representa una elipse cuyo eje mayor va desde (—3, 0) hasta
(3, 0), y cuyo eje menor va desde (0, —2) hasta (0, 2).

|
La ecuacién
i
£ F
representa una curva denominada hipérbela, con centro en el origen y que pasa por los puntos

(—a, 0) y (a 0) (véase la Figura P.32). La curva tiene dos partes (que se denominan ramas).
Cada rama se aproxima a dos rectas (denominadas asfmdotas), a medida que se aleja del origen.
Las ecuaciones de las asintotas son

¥ T
a b 0 ¥ a+b 0
X
X ¥ :
Figura P.32 Lahipe:rbola? F=1ysusasuntolas.

La ecuacién xy = 1 representa una hipérbola que pasa por los xguntos (=1 1y (L By
cuyas asintotas son los ejes coordenados. Es, de hecho, la hipérbola = 2, rotada 45° alre-
dedor del origen en sentido contrario al de las agujas del reloj (véase la Flgura P.33). Este tipo
de hipérbolas se denominan hipérbolas rectangulares, ya que la interseccién de sus asintotas
forma &ngulos rectos.

Figura P33 Dos hipérbolas rectangulares,

En el Capitulo 8 estudiaremos con mas detalle las elipses e hipérbolas.
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Ejercicios P.3

En los Ejercicios 1-4, escriba la ecuacién de la
drecunferencia de centro C'y radio r.

1. C(Q, 0), 2 C(0, 2),
3 C(-20), 4 C3, -9,

En los Ejercicios 5-8, calcule el centro y el radio de las
drcunferencias cuyas ecuaciones se proporcionan,

5 XF+y—ix=3 & X+ Y +4y=0
LY+ —2x+4y=4 B XF+y-2x—y+1=0

Describa las reglones definidas por las inecuaciones o
parejas de inecuaciones de los Ejercicios 9-186,

9 +y>1 10 ¥+ Y <4

. (x+ )"+ y¥ <4 12 ¥+ (y— 2% <4
18 ¥+ ¥>1 ¥+y<4

M A+ x+2F+)y<4

18 ¥+ <2y, ¥+)F<2y

16 ¥+ ¥ —dx+2y>4, x+y>1

r=4 r=2

r=3 r=5

17. Escriba una inecuacion que represente el interior de la
circunferencia de centro (—1, 2) y radio \/E

18 FEscriba una inecuacién que represente el exterior de la
circunferencia de centro (2, —3) y radio 4.

19. Escriba una pareja de inecuaciones que representen la
parte del interior de la circunferencia de centro (0, 0) y

radio ﬁ que esta a la derecha de la recta vertical que
pasa por el punto (1, 0).
20. Escriba una pareja de inecuaciones que representen el

exterior de la circunferencia de centro (0, 0) y radio 2
que estd en el interior de la circunferencia de centro

(1, 3) que pasa por el origen.
En las Ejercicios 21-24, escriba la ecuacion de la parabola
cuyos ejes y directrices se proporcionan,

21. Foco: (0, 4) Directriz: y= —4
22, Foco: (0, —1/2) Directriz: y=1/2
23 Foco: (2, 0) Directriz; x= —2
24 Foco: (—1, 0) Directriz; x=1

En los Ejercicios 25-28, calcule los focos y directrices de
las parabolas definidas por las ecuaciones, y dibuje una
grafica con las parabolas, sus focos y sus directrices.

25 y=X/2 2B y=—X
27. x=— /4 28 x = )?/18

29, [a Figura P.34 muestra la gréfica de la ecuacion y = ¥
y cuatro versiones desplazadas de la misma, Obtenga
las ecuaciones de las versiones desplazadas.

¥

Version (c)

/..

Version (d)

{4, —2)
Version (a)
-3

Figura P34

30. Indique qué ecuaciones resultan de desplazar la recta
y=mx

(a) Horizontalmente para hacerla pasar por el punto
(a, b).

(b) Verticalmente para hacerla pasar por el punto
(a, b).

En los Ejercicios 31-34 se modifica la escala de la grafica

¥=,/x+ 1enlaforma indicada, Obtenga la ecuacién de
la grafica resultante,

81. Las distancias horizontales se multiplican por 3.
32, Las distancias verticales se dividen por 4,
38 Las distancias horizontales se multiplican por 2/3.

34 Las distancias horizontales se dividen por 4 y las
verticales se multiplican por 2.

En los Ejercicios 35-38, obtenga la ecuaci6n de la grafica
que resulta de desplazar la grafica correspondiente a la
ecuacion dada en la forma que se indica,

B y=1-% abajo 1, izquierda 1
3 2+ F=5 arriba 2, tzquierda 4
87. y=(x—1)°—1  abajo 1, derecha 1

® y=/x abajo 2, izquierda 4



Calcule los puntos de interseccidn de las parejas de curvas
de los Ejercicios 35-42.

M| y=xX¥+3 y=3kx+1
W y=x¥-6 y=4x—¥
4. ¥+ y¥=25 3x+4y=0
2 24 +2F=5 xy=1

En los Ejercicios 43-50, identifique y dibuje las curvas
representadas por las ecuaciones dadas.

n§+ﬁ=1 44 9¥F + 16 =144
_ oy 2 2
ﬁ.[xgg:l +U’22) -1 . (x—1)2+0':1] o

m Funciones y sus graficas
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47.%—}?=1 |- F=—1
M. xy=—4 B (x—Dy+2) =1

3l. Indique cudl es el efecto sobre la grafica de una
ecuaciénen xe yde

(a) Sustituir x por —x.
(b) Sustituir y por —y.

. Indique cudl es el efecto sobre la grafica de una
ecuacion en x e y de sustituir simult4neamente x por

—an X0
8. Dibuje la grafica de |x] + |y = 1.

El 4rea de un circulo depende de su radio. La temperatura de ebullicién del agua depende de la
altitud respecto al nivel del mar. El interés de una inversion depende del tiempo que se manten-

ga aquélla.

Siempre que una cantidad dependa de otra, se dice que la primera es funci6n de la segunda.
Por ejemplo, el drea A de un circulo depende de su radio rde acuerdo con la férmula

A= nr

por lo que podemos decir que el drea es una funcién del radio. La férmula es una regla que indi-
ca cémo calcular un dnico valor de salida del 4rea A en funcién de los valores que tome el radio r.

El conjunto de todos los posibles valores del radio se denomina demimie de la funcién.
El conjunto de todos los posibles valores del area es el ramgo de la funcién, Como los circulos
no pueden tener radios ni dreas negativos, el dominio y el rango de la funcién correspondiente
al drea del circulo es el intervalo [0, co), es decir, el conjunto de los nimeros reales no nega-

tivos.

El rango y el dominio de una funcién pueden ser cualquier tipo de objeto. No tienen que ser
niimeros necesariamente. No obstante, en la mayor parte de este libro, el dominio y el rango de
una funcién serdn conjuntos de nimeros reales.

En cdlculo es frecuente referirse a una funcién genérica sin tener en mente una férmula con-
creta, Para indicar que yes una funcién de x se escribe

y=1f(x

que se lee como «y es igual a f de x». En esta notacién, debida al matematico del siglo X1x
Leonhard Euler, la funcién se representa mediante el simbolo f. La variable x, denominada va-
riable independiente, representa un valor de entrada del dominio de f. La variable y, denomi-
nada variable dependiente, representa el correspondiente valor de salida f(x) en el intervalo de f.

DEFINICION 1

Una fimdiém f de un conjunto D en un conjunto .S es una regla que asigna un tinico ele-
mento f(x} de Sa cada uno de los elementos x de D.
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X

En esta definicién D = @(f) (que se lee «Dde #) es el dominio de la funcién £ El rango de
£ ®(1), es el subconjunto de S formado por todos los valores f(x) de la funcién, Una funcién
puede verse como una especie de maquina (véase la Figura P.35) que produce un valor de salida
f(x} en su rango siempre que se introduce un valor x de su dominio.

®fx)
Rango ()

Figura P.35 La funcién como una maquina,

Hay varias formas de representar simbélicamente una funcién. Por ejemplo, la funcién cua-
drado de un nimero, que transforma un nimero real x en su cuadrado x°, se puede indicar:

(a) Mediante una férmula como y= ¥, que utiliza una variable dependiente y para indicar el
valor de la funcién.

(b) Mediante una férmula como (¥ = ¥%, que define un simbolo de funcién f para indicar la
funcién.

(c) Mediante una regla de transformacién como x— x* (léase «x se transforma en #%»).

En este libro utilizaremos generalmente las opciones (a) o (b) a la hora de definir funciones, En
rigor, para denotar una funcién deberfamos utilizar f en vez de f(x), ya que esto tltimo indica el
valor de la funcién en el punto x. Sin embargo, como se trata de un uso comtiin, a menudo indi-
caremos la funcién como f(x) para nombrar explicitamente la variable de la que depende f A
veces resulta conveniente utilizar la misma letra para indicar la variable dependiente y el simbo-
lo de la funcién. Por ejemplo, la funcién del 4rea del circulo se puede escribir como
A=f() =nr* o como A= A(D) = n/’. En el dltimo caso A se utiliza para indicar la variable
dependiente y el nombre de la funcién.

m El volumen de una esfera de radio rse calcula mediante la funcién

4
I‘{J‘) —_— 5 !'Us
para r = 0. Por tanto, el volumen de una esfera de radio 3 metros es
4
H3) = 3 z(3)® = 36z m*

Nétese que la variable rse sustituye por el valor concreto 3 en la férmula que define la funcién, para obte-
ner el valor de dicha funcién en r= 3, -

m Una funci6n F esta definida para todos los mimeros reales f como

Fl) =2t+3
Calcule los valores de salida de /' que corresponden a los valores de entrada de 0, 2, x+ 2 y F(2).
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Solucién En cada caso se sustituye £ en la definicién de F por el valor de entrada:
F0)=2(0)+3=0+3=3
R2)=2(2)+3=4+3=7
Fx+2) =2(x+2)+3=2x+7
RRA2) =F7) =2(7) +3=17

Convenio para el dominio

Una funcién no queda apropiadamente definida hasta que se especifica su dominio. Por ejemplo,
la funcién f(x) = ¥ definida para todos los niimeros reales x > 0 es diferente de la funcién
g(x) = x* definida para todos x reales porque sus dominios son diferentes, incluso aunque tomen
los mismos valores en todos los puntos donde estan definidas. En los Capitulos 1-9 vamos a tra-
tar con funciones reales (funciones cuyos valores de entrada y de salida son nimeros reales).
Cuando el dominio de una funcién no se indique explicitamente, asumiremos que el dominio es
el mayor conjunto de ntimeros reales a los que la funcién asigne valores reales. Por tanto, si se
habla de la funcién ¥* sin especificar un dominio, asumiremos que se trata de la funcién gx)
anterior.

Convenio para d dominio

Cuando una funcién f se defina sin especificar su dominio, se supondrd que su dominio
esta formado por todos los nimeros reales x para los que el valor de la funcién f(x) es un
nimero real.

En la préctica, generalmente es sencillo determinar el dominio de una funcién f(x) dada por
una férmula explicita. Sélo hay que excluir aquellos valores de x que producirian una divisién
por 0 o tomar una rafz par de un nimero negativo.

La funcién raiz cuadrada. Fl dominio de 7(3 = /¥ es ¢l intervalo [0, o), ya que
los nimeros negativos no tienen raiz cuadrada, Tenemos, por ejemplo, que f(0) =0, fl4)=2 y
f(10) = 3.16228, Nétese que, aunque existen dos niimeros cuyo cuadrado es 4, concretamente —2 y 2, s6-
lo uno de esos nimeros, 2, es la raiz cuadrada de 4 (recuérdese que una funcién asigna un dnico valor a
cada elemento de su dominio; no se puede asignar dos valores diferentes a una misma entrada). La fimcién

rakz cnadrada \/;' slempre indica la raiz cuadrada no negativa de x. Las dos soluciones de la ecuacién
L=4sonx=/A=2yx=—[1=-2 =

X
ST LN El dominio de la funcién h(x) = F 5t formado por todos los nimeras reales, excep-
to x=—2 y x =2, Expresado en términos de intervalos:
D) =(—oo, —Pu(—-2 2)u (2 x)

La mayorfa de las funciones que encontraremos tendrdn dominios que son intervalos o uniones de intervalos,
N

El dominio de la funcién S( = /1 — # esta formado por todos las nimeros reales ¢ tales

que 1—F£=0. Por tanto debe cumplirse que #< 1 o que — 1 << 1. El dominio es el intervalo cerrado [—1, 1].
N
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Gréficas de funciones

Dice un viejo refran que «una imagen vale mas que mil palabras». Esto es atin mas cierto en el
campo de las mateméticas: lo mejor para describir el comportamiento de una funcién es dibujar
una grafica de ésta.

La gréfica de una fimdiém f es simplemente la grafica de la ecuacién y= f(x), Esta forma-
da por todos los puntos del plano cartesiano cuyas coordenadas (x, J) son parejas entrada-salida
de la funcién £ Por tanto, un punto (x, y) pertenece a la gréfica de la funcién f si x pertenece al
dominio de fy se cumple que y= f(x).

Para dibyjar la gréfica de una funcién, algunas veces es necesario confeccionar una tabla de
pares de coordenadas (x, f(x)) para varios valores de x en el dominio de £ dibujar esos puntos y
después unirlos con una «curva suave».

STEITILEE Dibuje la funcién £(x) = X%,

Solucién Primero se realiza una tabla de valores (x ) que cumplen la ecuacién y = ¥ (véase la Ta-
bla 1). Seguidamente se dibujan los puntos y se unen mediante una curva suave (véase la Figura P,36(a)).

Tabla 1.
X y=fd

=
o e =

¢C6mo sabemos que la grafica debe ser suave y que no hace cosas extrafas entre los puntos
que hemos calculado, como se muestra, por ejemplo, en la Figura P.36(b)? Por supuesto, siempre
podriamos dibujar més puntos, mas cercanos entre sf, pero jcémo sabemos que la gréfica se
comporta de nuevo entre esos puntos como hemos dibujado? En el Capitulo 4, el calculo nos
proporcionara ttiles herramientas para responder a esas preguntas.

¥ ¥
(=2.4) (2, 4) (=2, 4) (2. 4)

D) (1,1 (=11 (1, 1)

(a) (b)

Figura P36 (a) Grafica correcta de f(x) = ¥,
(b) Gréafica incorrecta de f(x) = A%

Algunas funciones aparecen a menudo en las aplicaciones, por lo que es conveniente familia-
rizarse con sus graficas, Algunas de ellas se muestran en las Figuras P.37-P.46. Es conveniente
estudiarlas durante un rato, y merece la pena acordarse de ellas. Nétese, en particular, la grafica
de la funcién valor absohste, /(x) = |x|, que se muestra en la Figura P.46. Esta formada por dos
semirrectas: y= —xpara x<0e y= xpara x= (.
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¥ ¥4 ¥

=
Il
-

(1, 1)

X X
(=10 (L, 1)
A
Figura P37 Grafica de la funcién Figura P.38 Grafica de la funcién Figura P.39 Grifica de la funcién
constante f(x) = ¢, flx) =x flo = &£,
¥ ¥
¥ =%
X
(1.1)
x (—1,—1)
Figura P.40 Grafica de la funcién Figura P.41 Grafica de la funcién Figura P.42 Grifica de la funcién
) = /x flx) = x. o) = x'A,

X

Figura P.43 Grafica de la funcién Figura P.44 Grafica de la funcién Figura P.45 Grafica de la funcién
fm=1/x ) =1/%. ) = m

Si se recuerdan los efectos de los desplazamientos horizontales y verticales en las ecuaciones
que representan graficas (véase la Seccién P.3), se pueden dibujar facilmente gréficas que sean
versiones desplazadas de las que se muestran en las Figuras P.37-P.46.

SETN T Dibuje la graficade y=1 + /x — 4.

Solucién Se trata de la gréafica de la funcién y= ﬁcb la Figura P.40, desplazada 4 unidades a la dere-
cha (debido a que x se sustituye por x — 4) y una unidad hacia arriba. Véase la Figura P.47. -
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y=1+/x—4 —-—._.\ ' :
) { - Ex.:l

4. 1)
X
Figura P46 GCrafica de la funcién Figura P.47 Grifica de la funcién Figura P.48 Créfica de la funcién
(0 = |A. f(¥) = \/x desplazada 4 unidades a la ﬂx)_E—x
derecha y una unidad hacia arriba, ==t

2_
Ejemplo 8 mmpmaﬁmNhfm=x_f

Solucion No es inmediato observar que la grafica es una versién desplazada de una grafica conocida,
Para ver que esto es asi, se puede realizar la divisién de x — 1 por 2 — x, obteniéndose un cociente de —1
y un resto de 1:
2ox_—xtl4l_-—G-D+1_ 1
5 | =1 xr—1 K=
Por tanto, la grafica es la de la funcién 1/x de la Figura P.43 desplazada una unidad a la derecha y una
unidad hacia abajo. Véase la Figura P.48, =

No toda curva que podamos dibujar corresponde a la grafica de una funcién, Una funcién f
s6lo puede tomar un tinico valor f(x) para cada valor de x de su dominio, por lo que ninguna
recta vertical puede cortar a la grafica de una funcién en mas de un punto. Si a pertenece al
dominio de la funcién £ entonces la recta vertical x = a cortara a la grafica de la funcién en un
{inico punto (a, £(a)). La circunferencia x* + y* = 1 de la Figura P.49 no puede ser la grafica de
una funcién ya que existen rectas verticales que la cortan dos veces. Sin embargo, es la unién de
las gréficas de dos funciones. Concretamente:

y= 1—-# e y=—.a‘1—xz
que son, respectivamente, las mitades superior e inferior (semicircunferencias) de la circunferen-
cia dada.

Figura P49 1a circunferencia ¥ + y* = 1 no es la grafica de ninguna funcién,
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Funciones pares e impares. Simetria y reflexiones

Sucede a menudo que la grafica de una funcién presenta ciertas clases de simetria. Los tipos de
simetria mas simples relacionan los valores de una funcién en x y en —x.

DEFINICION 2 Fumciones pares e impares

Supongamos que — x pertenece al dominio de una funcién cuando x pertenece a dicho do-
minio. Se dice que f es una fumciém par si

f(—x = f(x para todo x en el dominio de f
Se dice que f es una fumdcién impar si
f(—xn=-f0 para todo x en el dominio de f

Los nombres de pare impar proceden del hecho de que las potencias pares como ,\ﬂ - 1 .
&, ..., x % x4 ... son funciones pares, y las potencias impares como x' = x, &, ..., x~ ', 7%, ..,
son funciones ]mpares Obsérvese, por ejemplo, que (—x)" = ¥, y que (- A= —x 3,

Como (—¥) = ¥, cualquier funcién que dependa sélo de 2 es par, Por ejemplo, ]a funcion
valor absoluto y = |3 = ./% es una funcion par.

La gréfica de una funcién par es simétrica respecto del eje y. Una recta horizontal dibujada
desde un punto de la gréfica hasta el eje y, si se prolonga la misma distancia hacia el otro lado,
llegara a otro punto de la grafica (véase la Figura P.50(a)).

La grafica de una funcién impar es simétrica respecto del origen, Una linea recta dibujada
desde un punto de la grafica hasta el origen, si se prolonga la misma distancia hacia el otro lado
del origen llegara a otro punto de la grafica, Si una funcién impar f estd definida en x =0, en-
tonces su valor en ese punto debe ser cero: f(0) = 0 (véase la Figura (P.50(b)).

¥4 v= f(x) ¥
y= fix)

L

-

~-9,
Bl

T

(a) (b)

Figura P50 (a) La grafica de una funcion par es siméirica respecto al eje x,
(b) La grafica de una funcién impar es simétrica respecto al origen.

Si f(x) es par (o impar) también lo es cualquier multiplo constante de f(x), como 2 f(x) o
—5f(x). Las sumas (o diferencias) de funciones pares son funciones pares, y las sumas (o dife-
rencias) de funciones impares son impares, Por ejemplo, f() = 3x* — 5x* — 1 es par, ya que es
la suma de tres funciones pares: 3x, —5x* y —1 = — X, Analogamente, 4x* — (2/x) es una fun-
cién impar, La funcién g(x) = x* — 2xes la suma de una funcién par y una funcién impar, y por
tanto no es ni par ni impar.

También son posibles otras c]ases de simetria, Por ejemplo, la funcién g(x) = ¥ — zx se
puede expresar de la forma g(¥) = (x — 1)* — 1. Esto demuestra que los valores de g(l + u
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iguales, y por tanto la grafica (véase la Figura P.51(a)) es simétrica respecto a la recta vertical
x=1, Se trata de la pardbola y = ¥* desplazada 1 unidad a la derecha y 1 unidad hacia abajo.
Anslogamente, la gréfica de h(x) = ¥* + 1 es simétrica respecto al punto (0, 1) (véase la Figu-
ra P.51(b)).

]
]
W
1 i
H -
¥
]
]
i
v
W
]
¥ .
W

(a) (b)

Figura P51 (a) La grifica de g{x) = ¥ — 2x es siméirica respecto a x = 1,
(b) La graficade y= h(x) = x* + 1 es siméirica respecto al punto (3, 1),

Reflexiones en rectas

La imagen de un objeto reflejado en un espejo plano parece estar a la misma distancia del plano
del espejo que el objeto que esta frente al mismo. Por tanto, un espejo corta en angulo recto, y
divide en dos partes iguales el segmento de recta que va desde cada punto del objeto al corres-
pondiente punto en la imagen, Dada una recta L y un punto P que no pertenezca a la recta Z, se
denomina al punto ¢ reflexién o imagen especular de P en la recta L si dicha recta L corta al
segmento Pg) formando un angulo recto y lo divide en dos partes iguales. La reflexién en L de
cualquier grafica G es la gréfica formada por las reflexiones en L de todos los puntos de la grafi-

ca G.
Algunas reflexiones de gréficas se pueden expresar facilmente respecto a las ecuaciones de
dichas graficas:
Reflexiones en rectas especiales
1. Al cambiar x por —xen una ecuacién en x e yse refleja la gréfica de la ecuacién en el
eje y.
2. Al cambiar y por — yen una ecuacién en xe yse refleja la grafica de la ecuacién en el
eje x.

3. Al cambiar x por a — x en una ecuacién en x e y se refleja la gréafica de la ecuacién en
la recta de ecuacién x = a/2.

4, Al cambiar y por b — y en una ecuacién en x e yse refleja la grafica de la ecuacién en
la recta de ecuacién y = b/2.

5. Al intercambiar x e y en una ecuacién en xe y se refleja la gréfica de la ecuacién en la
recta de ecuacién y = x.

ST R Describa y dibuje la gréficade y= /2 — x— 3.

Solucion La grafica de y=,/2 — x es la reflexién de la grafica de y = ﬂ (Figura P.40) en la recta

vertical x = 1. Por tanto, la gréfica de y= ,/2 — x— 3 es el resultado de desplazar hacia abajo 3 unidades
dicha reflexién (véase la Figura P.52(a)).
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¥ ¥4

\ = —|x|

(a) (b)

Figura P.52 (a) Construccion de la graficade y= ./2 —x— 3.

(b} Transformacién de y = |x| para producir la gréfica en gris. m

(ST TN Eixprese la ecuacién de la grafica en gris de la Figura P.52(b) en funcién de la funcién
valar absoluto |4

Solucion La grifica en gris se puede obtener reflejando en primer lugar la grafica de | (Figura P.46) en
el eje x y desplazando después la reflexién 3 unidades a la izquierda y 2 unidades hacia arriba, La reflexién
de y= |4 en el eje x iene como ecuacién —y = |4, o y = —|x. Al realizar el desplazamiento de 3 unida-
des a la izquierda se obtiene y = —|x + 3|. Finalmente, al desplazar 2 unidades hacia arriba se obtiene
¥y=2—|x+ 3|, que es la ecuacion deseada. -

Definicion y dibujo de funciones con Maple

Muchos calculos y gréficas que aparecen al estudiar cilculo se pueden realizar utilizando un sis-
tema de algebra por ordenador, como Maple o Mathematica. De vez en cuando en el libro se
incluirdn ejemplos que ilustran cémo emplear Maple para realizar esas tareas. Los ejemplos es-
tdn escritos en Maple 6, pero la mayorfa de ellos funcionaran bien con versiones anteriores de
Maple.

F]{_"lrnpe;:ar\e-macns con un ejemplo que muestra c6mo definir una funcién en Maple y, segui-
damente, cémo dibujar su gréfica. Se muestran en courier las entradas que escribimos en el
Maple y en tipo normal las respuestas de Maple, Definamos a continuacién la funcién
f=x—-2F-12x+1,

> foi=x->x"3-2%x"2-12*%x+1; <enter>
fi=xox¥—-2¢—-12x+1

Nétese el uso de := para indicar que se estd definiendo el simbolo que hay a la izquierda y el
uso de -> para indicar la regla de construccién de f(x) a partir de x. Nétese también que Maple
utiliza el asterisco * para indicar la multiplicacion y el acento circunflejo ~ para indicar la expo-
nenciacion, Una instruccién de Maple debe terminar con punto y coma (;) antes de pulsar la te-
cla Enter. De ahora en adelante no mostraremos <enter> en las entradas.

Ahora podemos utilizar f como una funcién ordinaria:

> E(E)+E(L) 2
f —2f —12t—-11
Dibujemos a continuacién la grafica de f en el intervalo [ —4, 5].
> plot (f(x) , x=-4,.5);
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También podrfamos haber especificado la expresién x~3-2#x+2-12*x+1 en la orden plot, en
vez de definir primero la funcién f(x). N6tese el uso de los dos puntos . . para separar los extre-
mos izquierdo y derecho del intervalo de representacién. La orden plot admite otras opciones,
todas ellas separadas por comas. Se puede especificar también el intervalo de valores de y, ade-
més del de x (que es obligatorio), y se puede usar la opcién scaling=CONSTRAINED si se desea
igualar las distancias en los dos ejes. Aplicar esto no serfa una buena idea en el caso de nuestra
funcién (ypor qué?). E1 comando modificado quedaria asf (se omite la grafica resultado).

> plot (£(x), x=—4..5, y=-40..30, scaling=CONSTRAINED) ;

Ejercicios P.4

En los Ejercicios 1-6, obtenga el dominio y el rango de
cada una de las funciones.

a P.54 muestra las graficas de las funciones:
i) x — & (i) ¥ — & (i) x(1 — 27, (iv) £ — 5°.
(Cual es la grafica correspondiente a cada funci6n?

8. La Figur

1 fH=1+# 2 f)=1-x _
3 GW=./8_2x 4 A9 =1/x—1) "1 Grafica (a) "1 Grifica (b)
t 1
2=t & P fx—2
7. ;Cudles de las graficas de la Figura P.53 corresponden
a graficas de funciones y = f(x)? ;Por qué? s \ 7
Y Grafica (a) ¥ Grifica (b)
_/\/_/ "1 Grafica (0) "1 Grifica (d)
X X
v
; Grafica (c) Grafica (d) \ \ X
© Figurl P54
En los Ejercicias 9 y 10, dibuje la gréfica de la funcién f
construyendo primero la tabla de valores de f(x) en x= 0,
& x x=41/2, x= 41, x=132yx= 12

Figura P53 9 flix)y=4 10. f(x) = 8



En los Ejercicios 11-22, indique qué simetria (si es que
existe alguna) tiene la grafica de f(x). En particular jes f
par o impar?

. fH=x+1 12 f(x =x+x
X 1
15 f( o & 16. f( o ol
x—2 x+4
17. f(0 = ¥ —6x 18 f(W=x—2
18, (0 = |¥| 20. () =|x+ 1]
2. f()=/2x 2 f()=(x—1)°
Dibuje las gréficas de las funciones de los Ejercicios 23-38.
28 () =—¥ 24 f(N=1—4%
25 f()=(x—1)° 28 (N =(x—1%+1
2. fH=1—-2 28 f(x) =(x+2)°
2. f(0=x+1 80 F()=/x+1
3. fH=—|A 2 MH=4-1
8 W) =|x—2 M fH=1+|x—2
1
5. f{A’]=? 36 f(X)=TX
X
5 gl sl _l—x

En los Ejercicios 39-46, f indica una funcién con dominio
[0, 2] y rango [0, 1] cuya gréfica se muestra en la Figura
P.55. Dibuje la gréfica de las funciones indicadas y
especifique sus dominios y sus rangos.

. )+ 2 0. f(x) —
4. f(ix+2) 2 f(x—1)
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.8 —fx M f(—x
45 (4 —x) M 1-f(1—-x
y
(1, 1)
y= flx)
- X
2
Figura P.55

En muchas ocasiones es muy dificil determinar de forma
exacta el rango de una funcién. En los ejercicios 47-48,
utilice una calculadora o un ordenador para dibujar la
funcién £y, ampliando la grafica, determine el rango de f
con una exactitud de dos cifras decimales.

x+2
¥+ 2x+3

En los Ejercicios 49-52, dibuje mediante un ordenador o
calculadora las graficas de las funciones dadas. Examine las
graficas (ampliandolas o reduciéndolas si es necesario) y
busque las simetrfas. ;Respecto a qué rectas y/o puntos son
simétricas las gréaficas? Intente verificar sus conclusiones
agebraicamente,

x—1 et
= Av,
Y+x .

e
1]

0. fy)= 148 f(x)

M f)=x"—625+9¥—1 av)
3 — 2%+ ¥
B A=y &%
-1 2¥ + 3
8 f=-— B8 =w=-——"— &

58 ;Qué funcién f(x), definida en la rectareal R, es ala
vez par e impar?

Combinacién de funciones para crear otras nuevas

Las funciones se pueden combinar de diversas formas para crear otras nuevas. En esta seccién
examinaremos las combinaciones que se obtienen

(@) Mediante operaciones algebraicas: sumando, restando, multiplicando y dividiendo funciones.
(b) Mediante composicion: es decir, construyendo funciones de funciones.
(c) Agrupando funciones definidas en dominios diferentes.

Sumas, diferencias, productos, cocientes y multiplos

Como los nimeros, las funciones se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir (excepto donde el
denominador valga cero), para producir nuevas funciones.



