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Prefata

Economistii, indiferent de domeniul in care lucreaza, au nevoie
de cunostinte solide de stricta specialitate, dar gi de tehnici specifice
matematicii aplicate. Informatia economica trebuie sa fie relevanta,
credibila, inteligibild - calitdti care sunt asigurate numai atunci cénd
economistul care o construieste, o prelucreaza si o valorifica stapaneste
deopotrivd cunostinte in domeniul respectiv, dar i temeinice cunostinte
de matematici aplicate in economie.

Culegerea de probleme pe care o propunem celor interesati
contine seturi de probleme rezolvate si probleme propuse in vederea
rezolvarii, din urmatoarele domenii ale matematicii economice: algebra
liniara, optimizari liniare, analiza, probabilitdti si statisticda matematica.
Prin ea, autorii valorificd experienta acumulata la catedra in decursul unui
numar insemnat de ani universitari.

Prezenta Iucrare s-a elaborat in strdnsad concordantd cu
programa analiticad a disciplinei "Matematici aplicate in economie"” de la
A.S.E. Bucuregti, indiferent de profilul facultatii.

Culegerea de probleme se adreseaza in primul rand studentilor
economigti, dar si studentilor de la alte profile, carora viitoarea profesie le
solicita si cunogtinte de matematici aplicate in economie.

Prin varietatea problemelor rezolvate sau propuse pentru a fi
rezolvate, lucrarea constituie un ghid important pentru pregétirea
examenelor la matematica de céatre studentii facultétilor cu profil
economic din invatdmantul de stat si privat si permite realizarea de
acumulari in vederea practicarii in conditii de performanta a muncii de
economist. Naddjduim ca economistii practicieni sa& gaseasca in
culegerea  noastrda  numeroase  soluti  pentru  eficientizarea
managementului la nivel micro $i macroeconomic.

Suntem recunoscatori conducerii Catedrei de Matematica din
cadrul Academiei de Studii Economice Bucuresti, in cadrul careia ne
desfasuram activitatea, personal domnului profesor universitar doctor
Gheorghe Cenusa, din partea caruia noi, autorii, am primit un important
sprijin  si  pretioase sugestii legate  de structura si organizarea
materialului.

Nutrim speranta ca cititorii s& gdseascéa in aceasta culegere un
sprijin real pentru studiu si cercetare si s& ne transmitd orice fel de
semnale cu caracter de sugestie pentru imbunététirea continutului séu la
editiile viitoare.

Autorii



CAPITOLUL 1

METODA ELIMINARII COMPLETE
(GAUSS-JORDAN)

Metoda elimindrii complete se poate folosi, printre altele, pentru:
- rezolvarea unui sistem de ecuatii liniare;
- calculul inversei unei matrice nesingulare.

Etapele aplicarii acestei metode sunt:
1.  Se alcatuieste un tabel care contine matricea sistemului ce trebuie
rezolvat (notatad A4 ) sau matricea ce trebuie inversata ( 4 ).
2. Se alege un element nenul al matricei A4, numit pivot.
3. Elementele din tabel se modifica astfel:
a) elementele de pe linia pivotului se impart la pivot;
b) coloana pivotului se completeaza cu zero;
c) restul elementelor se calculeaza dupa regula dreptunghiului:
- se formeaza un dreptunghi, avand elementul ce trebuie inlocuit si
pivotul ca varfuri;
- din produsul elementelor de pe diagonala pivotului se scade
produsul elementelor celeilalte diagonale, iar rezultatul se imparte la pivot.
Schematic, regula dreptunghiului se prezinta astfel:

bx—ac
X =

, unde:

b = pivotul;
x = elementul ce trebuie inlocuit;
x'=noua valoare a elementului x.

d) (facultativ) daca pe linia pivotului existd un element egal cu zero,
atunci coloana acelui element se copiaza; analog, dacd pe coloana pivotului
existd un element egal cu zero, atunci linia acelui element se copiaza.

4. Se reiau pasii 2 si 3 pand cand de pe fiecare linie s-a ales cate un pivot.



PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se rezolve urmatorul sistem de ecuatii liniare, folosind metoda
— X1 +2)C2 —3X3 =-2
eliminarii complete: 2x; —6xy +9x3= 3 -

—3X1 +2X2 +2X3 =-3

Rezolvare:
Vom folosi urmatoarea schema:
A b
I3 X
A b
2 3] 2
2 -6 9 3
302 2 -3
1 -2 3 2
0 3] -1
0 4 11 3
1 0 0 3
0o 1 -3722| 12
0 0 5
1 0 0 3
0 1 0 2
0 0 1 1

Deducem ca solutia sistemului este: x; =3, xp =2, x3 =1.

2. Sa se rezolve urmatorul sistem de ecuatii liniare, folosind metoda
eliminarii complete:
4x; +xp +x3 =9
3x)+xp =6
Sx1+2xy +x3 =11



Rezolvare:

A b
4 1 1] 9
3 0] 6
5 2 1] 11
0 1 3
31 0| 6
-0 1 -
1 0 1] 3
0 1 3| -3
0 0 2
1 0 0] 2
0 1 0] 0
0 0 1] 1
I3 X

Observatie. Pentru simplificarea calculelor, am ales drept pivot mai intai
elementul al doilea al diagonalei principale (in cazul nostru,1).
Solutia sistemului este: x; =2, x, =0, x3 =1.

3. Sa se determine, In cazul in care exista, inversa matricei:

2 -1 3
A=|0 4 1.
3 1 5
Rezolvare:

Deoarecedet 4 # 0, rezulta ca matricea A este inversabila.
Pentru determinarea inversei, vom folosi urmatoarea schema:




A I

I -1 31 o o
0 4 1]0 1 0
31 510 o 1
1 -12 3212 0 0
0 1 0 1 o0
0 52 12 |32 0 1
1 0 13/8]12 1/8 0
0 1 1/4] 0 14 0
0 0 3/2-5/8 1
1 0 0 |-19 -8 13
0 1 0 |3 -1 2
0 0 1 |12 5 -8
I3 A7

-19 -8 13

Amobtinutci A1 ={-3 -1 2

12 5 -8

4. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare, folosind metoda eliminarii
complete:
—2X1+3X2— X3 = 3
5X1 + 4X2 +2X3 =15.

X1 + IOX2 =21
Rezolvare:
A b
-2 3 3
5 4 2 15
1 10 0 21
2 -3 1 -3
10 0 21
1 10 0 21
0 -23 1 -45
1 10 O 21
0 0 0 0
15 X



Observatii

- Metoda Gauss-Jordan consta in transformari succesive ale sistemului initial
in forme echivalente.

- In rezolvarea unui sistem prin aceasti metodd nu este obligatoriu ca pivotul
sa fie ales de pe diagonala principala.

Din ultima iteratie, rescriind sistemul, rezulta:

-23 =-45 . OIS . A
{ X2t , care este un sistem compatibil simplu nedeterminat, avand

X +10xy =21
Xo=a
solutia: {x; =21-10a0 , a €R-
x3 =—-45+23c

5. Sa se rezolve urmétorul sistem de ecuatii liniare, folosind metoda eliminarii
complete:

5x1 —3xy +10x3 =-10

3x)+2xp + 4x3 = 1

—x1—=Txy+ 2x3= 6

Rezolvare:
A b

5 3 10| -10
3 2 4 1
72 6
0 -38 20| 20
0 -19 19
1 7 -2 -6
0 0 0] -18
0 -1910 1 19/10
1 16/5 0 | -11/5

Aplicand metoda eliminarii complete, am obtinut urmatoarea forma
echivalentd a sistemului:



Oxl +OX2 +OX3 =-18

19 _ 19
Oxl —EXZ + X3 —E
1

5

—

x1+%x2 +OX3 =—-

Din prima relatie rezultd ca sistemul este incompatibil.

6. Sa se rezolve sistemul de ecuatii liniare, folosind metoda eliminarii
complete:
2x1 = xp + x3+2x4 =1
X|+ xp +2x3+ x4 =2.
3x) —2xp + x3 +3x4 =1

Rezolvare:
A b

2 1 2| 1
11 2 1|2
32 1 3|1
2 1 -1 2] -
0 3 3| 3
0 -1 -1 -
0 1 2 0] 1
1 0o 1 1|1
0 0 0 0] 0

Aplicand metoda eliminarii complete, am obtinut urmatoarea forma echivalenta
a sistemului:

Xy + 2X3 =1 . . .
, care este un sistem compatibil dublu nedeterminat.
X1

+X3 + X4 =1

Solutia sistemului este:
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X3 =

X =
4=/ ,cua,feR.
X2 =1-2a
X1 Zl—a—ﬂ
PROBLEME PROPUSE

Sa se rezolve urmatoarele sisteme de ecuatii liniare:
x| +2xy +4x3 =31
1. 35x;+ xp +2x3 =29
3x— xp+ x3 =10
R: x1=3,xy) =4, x3=5.

X1 +2)C2+3X3= 9

2. 3x1 — X2 +4)C3= 15
—X] +7X2 —6X3 =-27

9 39

R: X1=O,X2=—H,X3=ﬁ.
X1 +x2+2x3 =4
3. 3)61 — Xy tX3 =3
—3X1+SX2+4X3 =5

R: Sistemul este incompatibil.

2x1 +3XZ +4X3 =16
4. le —SXZ +2X3 =1

3x1 —x2—2x3 =95
R: X1 23, X2 22, X3 =1.

11



2)61 — X +3X3 +Xq =2
—X] +2XZ — X3 — X4 =1

Rixj=-3a-3p+3.m=-ja+if+i,x3=ax=f afek

3 3
2x1+2xy —x3 +x4=4
4x; +3x) —x3+2x4= 6
8x; +5xp —3x3 +4xy =14
3x;+3xp —2x3+2x4 = 6

R: XIZZ,X2 ZO,X3 Z—Z,X4 =-2

Sa se determine inversele matricelor:

1 1
2 1 -1 2 2
_ ) gyl _1r 3
7. A=|0 -1 1 R: A4 L2
4 3 1 1 1
2 4
1
0 2 -4 0 3
_ ) S N N )
8. A=|2 -2 1 R: A4 L3
1 2 -1 1 1
3 9
21
1 2 3 4 5 2
1
9. 4|2 1 23 R: 1| 3 -1
302 1 2 e 1
4 3 2 1 1 2
Lo
2
3 -1 1 7 0
10. A=|-2 1 0 R: 471 = % 1
) 5
>

Q= N Q=

()

—

A=

- <

_

N —

v =

12



CAPITOLUL 2

SPATII VECTORIALE

2.1. NOTIUNEA DE SPATIU VECTORIAL

BREVIAR TEORETIC

Definitia 1. Se numeste spatiu vectorial peste un corp K, o
multime nevidda V' dotatd cu doud operatii, +:VxV —>V si
-1 KxV — V¥V, cu proprietatile:
1 (V,+) grup abelian;
I a) (a+p)x=a-x+pf-x,Va,BecK,Vxel;
b) a-(x+y)=a-x+a-y,VaeK,Vx,yel;
c) (@f) x=a-(f-x),Va,fekK,VxeV,
d) 1g -x=x,VxeV ,unde 1g este elementul neutru al
operatiei de inmultire din K.

Exemple de spatii vectoriale:

» (R",R| este spatiul vectorial numeric real n-dimensional, unde

X; eR,izl,n}.

R" = (xl,xz,...,xn )t
] (M m,n (R), R) este spatiul vectorial real al matricelor de tipul

(m,n) cu elemente numere reale.
. (R[X ],R) este spatiul vectorial real al polinoamelor in
nedeterminata X , cu coeficienti reali.
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= (R,[X],R) este spatiul vectorial real al polinoamelor de grad

cel mult n, in nedeterminata X , cu coeficienti reali.
] (F [a,b],R) este spatiul vectorial real al functiilor reale definite

pe intervalul [a,b).

Definitia 2. Fie (V,K) un spatiu vectorial si W c V., W = .
Spunem ca W este subspatiu vectorial al spatiului vectorial
(V,K)daca:

1) Vx,yeW=x+yeW,

2) VaeK,xeW=a-xeW.

Observatie. Un subspatiu vectorial are o structurd de spatiu
vectorial 1n raport cu operatiile induse.

PROBLEME REZOLVATE

1. Consideram operatiile:
@:RIxRi —>RI 51 ®:R><Ri —>R:,

nn

*
x@y=x-y, a®x=x", Vx,yeR,,VaeR, unde este
inmultirea numerelor reale.
% .. -
Sd se arate cd R, mpreuna cu cele doua operatii formeaza un

spatiu vectorial real.

Rezolvare:
Verificam conditiile din definitia 1.

o * o o
I a) Fie x,ye R, ;rezultici x®y=x-y=y-x=y®x,
conform comutativitatii Tnmultirii numerelor reale.
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b) Fiex,y,z e R: ; rezulta ca
(x®y)@z=(x-y)z=x(y2)=xO(y®2),
in baza asociativitatii Inmultirii numerelor reale.

¢) Numarul real 1 este elementul neutru fata de operatia @ :

x@lzl@leoczx,VxeR:

d) Vxe Ri ! = 1 € R_t astfel incat
x

x(—Bx_1 =x_1(-Bx=x-l=1.
X

Il. a) Fiea,feR,x€ R:. Rezulta ca
(a+ﬂ)®x=xa+'g =x%.xP =a®@x® p®x.
b) Fie aeR,x,yeRj_. Rezulta ca:
a®(x®y)=(x®)” =(x-y)% =x%-y* = (@@ D(a®y).
c¢) Fiea,feR, x ER: Rezulta ca:
@p®x=xP =P =[P —48( |=a®(por).
d) FiexeR,;rezultd ci: 1 ®x=x'=x.
Conform definitiei 1, din / si I rezulta ca Ri impreuna cu

cele doud operatii formeaza un spatiu vectorial real.

2. Sa se arate ca multimea

x;eRi=1n x;+x, 1= 0}, impreuna cu

V= {(xl,xz,...,xn )t

adunarea vectorilor din R" si inmultirea acestora cu scalari,
formeaza un spatiu vectorial real.

Rezolvare:
Deoarece V < R" si (R” ,R)este spatiu vectorial, conform

15



observatiei din breviarul teoretic este suficient de aratat cd V' este
un subspatiu vectorial al spatiului (R" ,R).

1) Fie x,yeV .Rezultaca x = (xl,xz,...,xn)t, x;,i=ln,cu
X+ 1 =081 y= (1, 020000) s i €Ri=1n, cu
V1 +Yu—1=0.Avem ca:
X+y=00+Y,% + VX, +,) X, +y, €R,i =1n,
(x+y),+(x+y),,=x,+y, +x,,+y,, =0, prin urmare
x+yel.
2) Fie a € R,x €V . Rezulta ca:
ox = (axl,oocz,...,axn)t,oocl- eR,i= I,_n,
(ax), +(exx), , =ox, +ox, , =a(x, +x,,)=0,deci ax eV .
Conform definitiei 2, din 1) si 2) rezultd cd V' este un subspatiu

vectorial al spatiului (R", R/, deci V' este spatiu vectorial real.

PROBLEME PROPUSE

1. Sa se arate ca multimea
Crap](R)=1{/| / :[a,b] = R, f continui pe [a,b]}, impreuna cu

operatiile de adunare a functiilor i de inmultire a functiilor cu
scalari formeaza un spatiu vectorial peste R .

2. Sa se arate cd multimea M, ,(R) a matricelor cu m linii

si n coloane si elemente numere reale are o stuctura de spatiu
vectorial real in raport cu operatiile de adunare a matricelor si de
inmultire a acestora cu scalari reali.

16



3. Sa se arate ca multimea
0ab R . .
A= 0 d ; a,b,c,d € R, c =a+b; impreuna cu operatiile
c

de adunare a matricelor si de inmultire a acestora cu scalari reali
formeaza un spatiu vectorial peste R .

4. Consideram operatiile: @: (R:)z X (Ri)z - (Ri)z s

(e f - (e
:RxR, | =R |, (rx2)@ (v1,v2) = (0 - y1, x2 - 12).,
a®(x1,x2)= %, x,* ,Vx,yeRi,VaeR.

. o * N o o ..
Sa se studieze daca (R +)2 impreuna cu cele doud operatii
formeaza un spatiu vectorial real.
< < . a b
5. Sase arate ca multimea 4 =
b a

J;a,b € C} (unde a

reprezinta conjugatul numarului complex « ), impreuna cu
operatiile de adunare a matricelor si de inmultire a acestora cu
scalari reali formeaza un spatiu vectorial peste C .

6. Sa se arate ca urmatoarele multimi sunt subspatii vectoriale
ale spatiilor vectoriale indicate:
a) Ry[X]< R[X];

b) {(a,o,b)t
c) {ZaX >+ bx?

d) {(xl,xzﬂ%)t

Indicatie. Se folosesc definitiile notiunilor de spatiu si subspatiu
vectorial, precum si faptul ca un subspatiu vectorial are o structura
de spatiu vectorial in raport cu operatiile induse.

a,be R}C R3;

a,b e R}C R[XT];

X; eR,izl,_3,x1 =3xp,x] + X7 =x3}c R3.




2.2. DEPENDENTA SI INDEPENDENTA LINIARA
A SISTEMELOR DE VECTORI

BREVIAR TEORETIC

Definitia 1. Fie (V/,K) un spatiu vectorial. Un sistem finit de
vectori {vl Vg peeeens ,vn} din V' se numeste liniar independent daca
Yap,ar,....,a, € K cuproprietatea ajv| + avy +....+a,v, =0,

rezultd ) =ap =...=, =0.

Definitia 2. Fie (V/,K ) un spatiu vectorial. Un sistem finit de
vectori {v,,v,,.....,v,} din V' se numeste liniar dependent daci
exista scalarii p,a,,...,a, € K, nu toti nuli, astfel incat

o +ayvy +..+a,v, =0.

Propozitia 1. Un sistem de vectori din spatiul vectorial (R” , R)

este liniar independent daca si numai daca rangul matricei avand pe
coloane vectorii sistemului este egal cu numarul de vectori.

Propozitia 2. Sistemul {vl,vz, ...... ,vn}cV este liniar dependent

dacd si numai dacd cel putin un vector din sistem este o combinatie
liniara a celorlalti.

Propozitia 3. Orice subsistem al unui sistem de vectori liniar
independent este liniar independent.

Propozitia 4. Orice suprasistem al unui sistem de vectori liniar
dependent este liniar dependent.

Propozitia 5. Orice sistem de vectori care contine vectorul nul este
liniar dependent.

18



PROBLEME REZOLVATE

-1 2 1
1. Se considera vectorii v; =| 2|, vy =|-1 |, v3 =| 4
-1 1 -1

din spatiul liniar (R3 , R).

a) Sa se arate cd vectorii v|,v,,v3 sunt liniar dependenti.

b) Sa se determine o relatie de dependenta liniard intre
Vi,V2,V3.

c) Sa se precizeze care dintre vectori se poate scrie ca o
combinatie liniara a celorlalti.

Rezolvare:
a) Conform definitiei 2, trebuie s aratdm ca exista scalarii
a,,a,,0, € R, nu toti nuli, astfel incat ajv; +a,vy +azvy =0.
Inlocuind v;,v,,v3 in aceasti relatie, rezulta:
-1 2 1 0
ar| 2 |vaq|-1 |+asl 4 o | i obtinem sistemul liniar
-1 1 -1 0
—a;+2a,+ a3 =0
omogen. 207 —ay +4a3 =0"
-a; ta, —a3z3 =0
Determinantul matricei sistemului este A =0, prin urmare
sistemul admite si solutii nebanale, deci existd «,,,,a; € R, nu
toti nuli, astfel incat ajv| +ayvy +azvy =0.
Conform definitiei 2, rezulta ca vectorii v|,v,,v3 sunt liniar
dependenti.
b) O relatie de dependenta liniara intre vectorii v|,v,,v3 este o

relatie de forma: v + apvy +a3v3 =0, cu a,,a,,a;, € R, nu
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toti nuli. Rezolvam sistemul liniar omogen obtinut la punctul a).
Considerdam o, ap necunoscute principale si a3 =a, ae R,

necunoscuti secundara si obtinem: | ~ @1 * 2@2 = —4a prip
2a 1 -y = —4a

urmare solutia sistemului este: o) =—3a, @y =-2a, 23 =a,a <R,
iar o relatie de dependenta liniara intre cei trei vectori este:
=3av| —2avy +avy =0,a € R , sau, dupa simplificare,
=3v; =2vy +v3 =0.
c¢) Deoarece vectorii sunt liniar dependenti, conform propozitiei

2 rezulta cé cel putin un vector se poate scrie ca o combinatie
liniara a celorlalti. Din relatia de dependenta liniard gasita la
punctul b) rezulta ca oricare dintre vectori se poate scrie ca o

combinatie liniard a celorlalti, astfel: v; = —% vy + %\g ,
Vy = —%vl +%V3 , v3=3v+2v;.

2. a) Sa se arate ca vectorii

4 -1 1
vi=|-1]|,vy=| 2 |, v3=| 1]|dinspatiul liniar (R3,R) sunt
1 3 -1

liniar independenti.
b) Sa se precizeze daca vectorul v, se poate scrie ca o
combinatie liniard a celorlalti vectori.

Rezolvare:
a) Conform definitiei 1, trebuie sa aratam ca oricare ar fi scalarii

a,,a,,a, € R astfel incat ayv; + apv) + a3vy =0, rezulta ca
a) =ay = a3 =0. Inlocuind v;,v,,v3 in relatia de mai sus,

obtinem:
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4 -1 1 0) . s o
o | i rezultd sistemul liniar
1 3 -1 0
4&1 -y, + a3 = 0
OMOZEN: |} _ o 4+ 2ay) + a3 =0"
o +3a, —a3 =0

Determinantul matricei sistemului este A =—25 # 0, prin urmare
sistemul admite numai solutia banala: o) =a, =a3 =0.

Conform definitiei 1, rezulta cd vectorii v|,v;,v3 sunt liniar
independenti.

b) Observatie. Din propozitia 2 rezulta ca intr-un sistem de

vectori liniar independent nici unul dintre vectori nu se poate scrie
ca o combinatie liniard a celorlalti.
Deoarece vectorii vi,v;,v3 sunt liniar independenti, rezulta ca

v, nu se poate scrie ca o combinatie liniard a vectorilor vy si v3.

3. Sa se studieze natura urmatoarelor sisteme de vectori din
spatiile liniare indicate:

a) vy = (:fj,vz :( 32 j,\g = [_IJ din (RZ,R);
3 -1

b) vy =|-1|,vo =| 2 |din (R3,R);
1 4
1 -1 2 0

Ay 2| ", 2| O] M|, 2| 3|din (R4,R).
1 2 0 1
0 3 -1 -1

Rezolvare:

a) Metoda I (folosind definitia). Fie a,,a,,a; € R astfel incat
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av) tapvy +azvy = 0. Rezulta ca:

-2 2 1 0) . ... . -
a +a +a = si obtinem sistemul liniar
He1) 77203 3-1) Lo

omogen: —2a1+2a2+a3:0.
—ap + 3a 2 — a3 = 0
. . . -2 2 1) .
Matricea sistemului este 4 = 1 3 1 S1are rangul 2, mai

mic decat numarul de necunoscute, prin urmare sistemul este
compatibil nedeterminat, deci admite si solutii nebanale, adica
existd «,,a,,a; € R, nu toti nuli, astfel incat

avy +apvy +azvy = 0. Conform definitiei 2, rezulta ca
{v,,v,,v,} este un sistem de vectori liniar dependent.

Metoda II (folosind propozitia 1).
Fie A matricea formata cu componentele vectorilor:

-2 2 1 . o
A= ( {3 J ;avem cd rang A =2 si este diferit de numarul
de vectori din sistem, prin urmare {v1 V) ,v3} este un sistem de

vectori liniar dependent.
b) Metoda I (folosind definitia). Fie aj,a, € R astfel incat

av) +ayvy =0. Rezultd ca:

3 -1 0
aj| —1|+ay| 2 |=|0|siobtinem sistemul liniar omogen:
1 4 0
3a 1 -9y = 0

-—a1+2a, =0"
a; +4a, =0
Rangul matricei sistemului este 2, egal cu numarul de necunoscute,
prin urmare sistemul este compatibil determinat, deci admite numai
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solutia banala: o =a, =0.
Conform definitiei 1, rezulta ca {vl , vz} este un sistem de vectori

liniar independent.
Metoda II (folosind propozitia 1).

3 -1
Fie A matricea formata cu componentele vectorilor: 4 =| -1 2 |;
1 4

rangAd =2 si este egal cu numarul de vectori din sistem, prin
urmare {v|,v,} este un sistem de vectori liniar independent.
¢) Metoda I (folosind definitia). Fie ¢,,,,a;,a, € R astfel

incat ov, +a,v, +a,v; +a,v, =0=

1 -1 2 0 0
-1 0 1 0

= aq 1 +ay) ) + a3 0 +ay | = 0 =
0 3 -1 -1 0

ap—ay +2a3 =0
-~ ap+az+3ay =0 ; determinantul matricei sistemului
ap+2a,+a4 =0
3oy —a3—ays4 =0
este A =24 =0, prin urmare sistemul admite numai solutia banala:
o) =ay =a3 =ay =0. Conform definitiei 1, rezulta ca
{vl V5, V3, v4} este un sistem de vectori liniar independent.

Metoda II (folosind propozitial).
Fie A matricea formata cu componentele vectorilor:

1 -1 2 0

A= -1 0 1 31 yangd = 4 =numirul de vectori din sistem,
1 2 0 1
0o 3 -1 -1

prin urmare {v|,v,,v3,v4 }este sistem de vectori liniar independent.
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4. Sa se studieze natura urmatoarelor sisteme de vectori din
spatiile liniare indicate:

1 1 1
a) vi=|2|,vy=]|-3 , V3 =| a ,aeR,din(R3,R);
4 9 a2
a 3 5
NP RN IS N R ,aeR,din(R“,R).
4 3 a-1
0 1 -2

Rezolvare:
Vom folosi propozitia 1 din breviarul teoretic.
a) Fie A matricea avand pe coloane vectorii vi,v;,v3:

] detd = —S(a—2)a+3).

4 9 4°
Dacda a e R\ {— 3, 2}, atunci det 4 # 0 = rangA =3 =numarul de
vectori, deci {vl V2 ,V3} este sistem de vectori liniar independent.
Dacd a e {— 3, 2} = det A = 0 = rangA < 3 = rangA # numarul de
vectori, deci {vl V2 ,V3} este sistem de vectori liniar dependent.

b) Fie A matricea avand pe coloane vectorii g1,g7,g3:

a 3 5
A= -1 a I | Determinim rangd . Avem ca
4 3 a-1
0 1 -2
4 3 . Y .
dy = 0 1 # 0 si fie d3, d3 minorii obtinuti prin bordarea lui d, .
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-1 a 1

dy=| 4 3 a-11=9a+9.

0 1 -2

Daci a € R\{-1}, atunci d3 # 0 = rangA = 3 =numirul de

vectori, deci {g],g,,g3] este sistem de vectori liniar independent.

-1 3 5
Daca a = -1, atunci d3 =0; avem ca d'3: 4 3 —2 |=48=%0,
0 1 -2

deci rangA =3 =numarul de vectori, prin urmare {gl , 82,83 } este

sistem de vectori liniar independent.
In concluzie, vectorii gy, g5, g3 sunt liniar independenti, Va € R.

5. Sa se studieze natura urmatoarelor sisteme de vectori din
spatiile liniare indicate:

a) g =1-2X,g, =2X -3X%, g3 =2-6X +3X? din
(R3[X1.R);

b) by =3-2i, by =—4+i din (C,R);

¢) f]=sinx, fr =cosx, in (F,R),unde
F={f:[0,1]—>R, f continua pe [0,1]};

d) Alzf '1}/12:( : ZJ,AF(T 'IIJ in (M, (R),R).

5 2 -1 -4

Rezolvare:
Observatie. Deoarece nici unul dintre sistemele de vectori din

enunt nu apartine unui spatiu liniar de tipul (R” , R), neN ,nuse

poate folosi propozitia 1 pentru a stabili natura acestora. Vom
aplica definitia.
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a) Fie a,,a,,a, € R astfel Incat a1g| +argy7 + 383 =0;

obtinem: a;(1-2X )+, (2)( ~3x?2 )+ as (2 —6X +3X72 ): 0
o +2a3 =0
si rezultd sistemul liniar omogen: | Yoy +2a, —6as =0
-3a,+3a3 =0
Determinantul matricei sistemului este A =0, prin urmare sistemul
admite si solutii nebanale, adica exista «,,a,,; € R, nu toti nuli,
astfel incat oy g + a2, +a3g3 =0.
Conform definitiei 2, rezultd cd g;,g,, g3 sunt liniar dependenti.
b) Fie a;,a, € R astfel incat ab; + arb, =0; obtinem:
(3 -2i)+ay(~4+i)=0 si rezultd sistemul liniar omogen:

3ayp - 2a3 =0 care admite numai solutia banald: o) =a, =0.
— 26(1 +a, = 0

Conform definitiei 1, rezultd cd b;,b, sunt liniar independenti.
c) Fie a),a, € R astfel incat «; f] + a5 f» =0; din aceasta
egalitate de functii rezultd ca o sin x + a, cosx = 0,Vx [0, 1].

Pentru x =0 obtinem &, =0, iar pentru x =% rezultd

4
o '%*‘0‘2 -gzo,deci a1 =ay =0.

Conform definitiei 1, rezultd cad vectorii fj, f, sunt liniar
independenti.
d) Fie a,,a,,a; € R astfel incat o 4; +ay Ay +a3A43 =0,

. 3 -1 1 2 4 -1 0 0
adicd ¢ s 5 +a, |4 +az P , de unde

3a; +a,+4a53 =0

obtinem sistemul liniar omogen: |~ @1 +2a2 —a3 =0
56!1 -0y +t0Oj3 =0
20!1 —40!2 + a3 =0
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Rangul matricei este trei si egal cu numarul de necunoscute, prin
urmare sistemul este compatibil determinat, deci admite numai
solutia banald: o) = oy = a3 = 0. Conform definitiei 1, rezultd ca

vectorii Aj, Ay, Ay sunt liniar independenti.

6. 1In spatiul liniar (R3 ,R) se consideri vectorii:

3 1 2 5 0
vi=|-1|,vy=|2 |,vy=|-2|,vy=|11| vy=]| 0},
2 1 1 4 0

Ve = 3v, = 2v,.
Sa se determine natura urmatoarelor sisteme de vectori si cand
este posibil s se scrie o relatie de dependenta liniara intre vectori:

a) .vasvats D) vavgls o) aavsls d) vauvsavg s
e){V25V3,V6}; f){V3»V4,V5}-

Rezolvare:
a) Metoda I (folosind definitia). Fie «,,a,,a; € R astfel incat

av) tapvy +a3vy = 0. Rezulta ca:

3 1 2 . . . ..
si obtinem sistemul liniar
a|| — 1|+ a 2 2 +asz| — 2 = 0 >
2 1 1 0

3a1+ ay; +2a3 =0
omogen: —a;+2ay7 -2a3 =0"
201+ a, +a3z =0
Deoarece determinantul matricei sistemului A = -1 0, rezulta ca
sistemul admite numai solutia banala: o, =a, =a; =0.

Conform definitiei 1, rezultd ci {v,,v,,v,} este un sistem de

vectori liniar independent.
Metoda II (folosind propozitia 1).
Fie A matricea formatd cu componentele vectorilor:
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3 1 2
4=l-1 2 _o|> detd=-1=0, decirangul matricei 4 este

2 1 1

trei, egal cu numarul de vectori din sistem, prin urmare
v, ,v3} este un sistem de vectori liniar independent.

b) Metoda I (folosind definitia).
Fie a,,a,,a, € R astfel incat a;v| +a,v; +azvy =0, relatie

3 2 5 0

echivalenta cu ail -1 ,de unde

+ay|-2 |+a3] 1 |=]0
2 1 4 0
3a1 +2ay) +5a3 =0
obtinem sistemul liniar omogen: | _ L~ 2a, 4 a3 =0"
2a; +ay +4a3 =0
Deoarece determinantul matricei sistemului A =0, rezulta ca
sistemul admite si solutii nebanale, adica exista «,a,,a; € R, nu

toti nuli, astfel incat a,v, + a,v; +a;v, =0.
Conform definitiei 2, rezultd ca {v,,v;,v,} este un sistem de

vectori liniar dependent.
Metoda II (folosind propozitia 1).
Fie A matricea formata cu componentele vectorilor:

3 2 5
A=|-1 -2 1|;detd=0;d, = =8 # 0, deci rangul
2 1 4

matricei A4 este 2, diferit de numarul de vectori din sistem, prin
urmare {v1 )V, ,v4} este un sistem de vectori liniar dependent.

O relatie de dependenta liniara intre vectorii sistemului este de
forma: o,v, +a,v, +a,v, =0, cu a,,a,,a, € R, nu toti nuli.
Rezulta sistemul liniar omogen:
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3a;+2a, +5a3 =0 . o . .
@ -2ay +as =0 ; determinantul principal al sistemului:
201 +tayt+4az =0

3 2

dy = =8#0,deci «,,a, necunoscute principale si «,

necunoscuta secundara. Rezolvand sistemul, obtinem:

oy =-34,ay =24, a; =14, culeR.

Prin urmare, o relatie de dependenta liniara intre vectori este:
=3, +2v, + A,v, =0, L e R",sau —3v, +2v, +v, =0,

¢) Metoda I (folosind definitia). Fie «,,a, € R astfel incét
a,v, +a,v, =0; de aici rezulta:

1 2 0 a1+2a2=0
a 2 + ay -21=10|= 2(21—2(2220'
1 1 0 a +0{2:0

Rangul matricei sistemului liniar omogen obtinut este 2, egal cu
numarul necunoscutelor, prin urmare sistemul admite numai
solutia banala: o, =, =0.

Conform definitiei 1, rezulta ca {v2 ,v3} este un sistem de vectori

liniar independent.
Metoda II (folosind propozitia 1).

Fie A matricea formatd cu componentele vectorilor:

1 2 1

; d, = ) # 0, deci rangul matricei A4 este 2,

A=| 2 2|’
11

egal cu numirul vectorilor din sistem, prin urmare {v,,v,| este un

sistem de vectori liniar independent.
Metoda III. {v,,v,} este un subsistem al sistemului de vectori

liniar independenti {v,,v,,v;} , de unde rezulti, conform

propozitiei 3, ca {v,,v3} sistem de vectori liniar independent.
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d) Metoda I (folosind definitia). Fie «,,a,,;,, € R astfel

incat av, +a,v, +a,v; +a,v, =0=

3 1 2 5 0
=S a|-1|+ay| 2 |[+taz| -2 |+ay| 1l |=|0]|=
2 1 1 4 0
3a1+ ar+2a3+5a4 =0 31 2
= {-ay+2a, -2a3+ ag =0:dy=|-1 2 -2/=-1%0,prin
2001+ ar+ az+4a,4 =0 2 1 1

urmare rangul matricei sistemului este mai mic decat numarul de
necunoscute, deci sistemul admite si solutii nebanale, adica exista
a,,a,,a,,a, € R, nu toti nuli, asfel incat

av, +a,v, +a,v, +a,v, = 0. Conform definitiei 2, rezultd ca
{vl Yy, Vs, v4} este un sistem de vectori liniar dependent.

Metoda II (folosind propozitial).
Fie A matricea formata cu componentele vectorilor:

31 2 5 31 2
A=|-1 2 -2 1|sdy3=|-1 2 -=2|=-1#0,decirangul
2 1 1 4 2 1 1

matricei A este trei, diferit de numarul de vectori din sistem, prin
urmare {v,,v,,v,,v,} este un sistem de vectori liniar

dependent.

Metoda III. {v,v,,v,,v,} este un suprasistem al sistemului de
vectori liniar dependenti {v,,v,,v,} , de unde rezulti, conform
propozitiei 4, c¢a {v,,v,,v,,v,} este un sistem de vectori liniar
dependent.

Determinam o relatie de dependenta liniara:

av, +a,v, +av, +a,v, =0, cu a,a,,a;,a, € R, nu toti nuli.

Rezolvand sistemul, obtinem: —3v, +2v, +v, =0.
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e) Se observa ca in sistemul de vectori {vz,v3,v6} unul dintre
vectori (v,) este o combinatie liniard a celorlalti doi:
ve = 3v, — 2v3 . In baza propozitiei 2 , rezultd ca sistemul de
vectori {vz,v3,v6} este liniar dependent.

O relatie de dependentd liniard este: v, = 3v, — 2v,, sau
3vy = 2vy —vg = 0.

/) Deoarece sistemul de vectori {v3,v4,v5} contine vectorul
nul, rezultd, conform propozitiei 5 , ca este liniar dependent.

O relatie de dependenta liniard este: 0 -v3 + 0 -vy4 + Avg =0,

A€R ,sau 0-v3 +0-vg+1-v5 =0,

7. Sa se determine parametrul real m astfel incét vectorii
3m—1 m+1 2
v =|2m—-1|, v, =| m+1|, v3 =| 2m—1| din spatiul liniar (R3,R) s fie
m+2 -2 m+2

liniar independenti.

Rezolvare:
Conform propozitiei 1 din breviarul teoretic, vectorii v, v,,v3 sunt

liniar independenti daca si numai daca rangul matricei 4 avand pe
coloane componentele acestora este egal cu 3.

3m—-1 m+1 2 3m—-3 m+1 2
detA={2m-1 m+1 2m-1|= 0 m+1 2m—1|=
m+2 =2 m+2 0 -2 m+2

=3(m—1)(m2 +3m+2+4m—2)=3(m—1)m(m+7).
Avem cid rang A=3 < det A#0 < me R\{~7,0,1}.
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8. Se considerd vectorii din spatiul liniar (R3[ X1, R):
g, =1-2X,g,=2X -3X%, g, =3X>—4X° g, =1+2X -6X".
Stabiliti in care din urmatoarele sisteme de vectori unul dintre
vectori se poate scrie ca o combinatie liniard a celorlalti:
a){g1.82.83}: D){g1.82.3.84}: Og1.82.84} -

Atunci cand este posibil, scrieti unul dintre vectorii sistemului ca
o combinatie liniara a celorlalti.

Rezolvare:

Se stie (propozitia 2) ca unul dintre vectorii unui sistem se poate
scrie ca o combinatie liniara a celorlalti daca si numai daca
sistemul este liniar dependent.

In consecinta, problema revine la a studia natura fiecarui sistem
de vectori.

a) Fie a,,a,,a, € R astfel incat o, g, +a,g, +a,8, =0=
Sa,(1-2X)+a,2X -3X)+a,3X’ -4X)=0=>
= a, +(2a,+2a )X +(3a, +3a)X’ —4a, X =0=>

o) = 0
“201+203=0 = o =g, =a, =0, adici sistemul de vectori
- 36(2 + 36!3 =0
— 40(3 =0

este liniar independent si prin urmare nici unul dintre vectori nu se
poate scrie ca 0 combinatie liniard a celorlalti.
b) Fie a,,a,,a;,a, € R astfel incét
o,g +a,g, +a,g, +a,g, =0; de aici rezultd sistemul:
a) +ay =0
“2o+2a3 4204 =0 o g =, =, =@, =0, deci
—3(12 +3(Z3 —60.’4 =0
— 46{4 =0
sistemul de vectori este liniar independent si nici unul dintre vectori
nu se poate scrie ca o0 combinatie liniard a celorlalti.
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¢) Fie a,,a,,a, € R astfel incat o, g, +a,g, +a,2, =0=
ap +a3=0
= {20 + 20y + 203 =0 deoarece  determinantul ~ matricei
—3ay; —6a3 =0
sistemului este A=0, rezultd cd sistemul admite si solutii
nebanale, deci {g,,g,.g,} este un sistem de vectori liniar

dependent si in acest caz rezultd ca unul dintre vectori se poate
scrie ca o combinatie liniard a celorlalti. Rezolvand sistemul de mai
sus, obtinem: &) = -4, @y =24, a3 =4, culeR.

O relatie de dependentd liniard Iintre acesti vectori este:
— v, =2, +Av, =0, AeR", sau —v, —2v, +v, =0, de unde
putem scrie unul dintre vectori ca o combinatie liniard a celorlalti

astfel: v, = =2v; +v, sau v; = —1v, +3v, sau v, =v, +2v;.
-6 3 4
9. Fie vectorii w=| 3|, m=|1],n=-2|a€ R, din spatiul
-9 a 6

liniar (R3 ,R). Sa se determine parametrul a astfei Incat vectorul v,
sd fie o combinatie liniard a vectorilor v| si v3.

Rezolvare:
Vectorul v, este o combinatie liniard a vectorilor v; si v3 daca

existd a, f € R astfel incat v, = av; + fv3, ceea ce revine la faptul

—6a+4p8 =3
ca sistemul: ) 3, 551 este compatibil. Fie 4 matricea

—9q+6B=a

sistemului §i A matricea extinsa. Avem ca rangd =1, rangA>?2,
deci sistemul este incompatibil, Va € R. Prin urmare, nu exista
a € R astfel ca v, sa fie o combinatie liniard a vectorilor v; si v3.
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10. Sa se studieze natura urmatorului sistem de vectori din
spatiul liniar (R4,R) si atunci cand este posibil sa se scrie unul
dintre vectori ca o combinatie liniara a celorlalti:

v, =(mLL) v, =(L,mL1) , v, =A,LmD" v, =A,LLm)" ;m e R.

Rezolvare:
Fie A matricea formata cu componentele vectorilor:
m1l 1 1 m 1 1 1
1 m 1 I m 1 1
A= sdet 4 = =(m+3)\m—-1).
1 1 m 1 I 1 m 1
1 1 1 m 1 1 1 m

e Daca me R\{-3,1} = det4 # 0 = rang A = 4 = numarul de
vectori, deci {v1 ,vz,v3,v4} este un sistem de vectori liniar

independent.

e Daca m e {-3,1}, atunci det 4 =0, deci rang 4 # numarul de

vectori, deci {vl,vz,V3,V4}este sistem de vectori liniar dependent.

In acest caz, determinim o relatic de dependenti liniara intre

vectorii sistemului: a,v, +a,v, +a,v; +a,v, =0.

Pentru m = -3 se obtine sistemul compatibil simplu nedeterminat:
—3a,+a,+a;+a, =0
o =3yt ta, = ,cusolutia o, =, =a; =, =1, L€ R.
o +oa,-3a,+a,=0
o +a,+a; =30, =0

O relatie de dependenta liniard este: Av, + Av, + Av; + Av, =0,

A€R,sau v, +v, +v, +v, =0, de unde putem scrie unul dintre

vectori ca o combinatie liniara a celorlalti: v, =—v, —v, —v,.

Pentru m =1 se obtine sistemul compatibil triplu nedeterminat:
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o ta,+a;+a, =0
o +o,+o,+a, =0 i
, cu solutia

o +a,+a,+a, =0 |

o +a,+a;+a, =0
a=—p-y-90,a,=p,a,=y,a,=0,cuf,y,0 €R.Rezulta
relatia de dependenta liniara:
(—ﬂ—y—ﬁ)vl +PBvy+yvy+ovy=0,cu B, 7,0 €R,nutoti
nuli.
Dacd avem, de exemplu, f # 0, putem scrie vectorul v, ca o

U . +y+0 o
combinatie liniard a celorlalti: v, = &vl - lv3 -——v

B g B

11. Fie vectorii:

a=lt =l D Noa =T M= 2 din spatiul
S A A S T L (T A (5 T ’

liniar (M (R), R), unde a e R. Determinati parametrul a astfel
incat: a) ceipatru vectori sa fie liniar independenti;

b) vectorul A4 sa se poata scrie ca o combinatie liniara a
vectorilor 4y, 4;, Az .

Rezolvare:
a) Fie a,,a,,a,,a, € R astfel incat
a +op —aj3 +20[4 =0
aay +ay +ay +a4=0
oA o, 4, va 4, +a, 4, =0 = ! 2 3 4 ;
a —ap +3a3 —3a4 =0
40{1-{—20!2 +aoy =0
vectorii sunt liniar independenti daca din relatia de mai sus rezulta
ca toti scalarii sunt nuli, adica daca sistemul obtinut admite numai
solutia banald. Rezultd de aici cad determinantul matricei sistemului
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trebuie sa fie nenul. Avem cad A = -2(a — 3)2 , de unde obtinem ca
aeR\{3}.
b) Metoda I. Vectorul A, se poate scrie ca o combinatie
liniard a vectorilor 4, 4,, 4, daca exista scalarii «,,a,,a; € R
ap +tay —az= 2
astfel incat Ay = oy Ay +aydy +azdy < |40 +a2 Taz= 1,
o) —oay +3a3=-3
4aq +2ay =a
Trebuie aflatd valoarea parametrului a € R astfel incat sistemul
obtinut sa fie compatibil. Determinantul format din elementele
ultimilor doua linii si coloane ale matricei sistemului este nenul,
deci rang A>2. Prin bordarea acestuia obtinem doi determinanti

1 1 -1 a 1 1
de ordinul trei: A;j={1 -1 3|=0si Ay =[1 -1 3|=18-6a.
4 2 0 4 2 0

Pentru a =3, obtinem cd rang A=2 = rang A, deci sistemul este

compatibil. Pentru a # 3, avem ca rang A =3 si rangz =4, deci
sistemul este incompatibil. Prin urmare, a = 3.

Metoda 1I. Conform propozitiei 2, o conditie necesara pentru
ca vectorul A4 sd se poatd scrie ca o combinatie liniard a celorlalti
vectori este ca 4;, 4, Az, A4 sa fie liniar dependenti, adica a =3.
Verificdm dacd pentru a = 3 exista scalarii «,,a,,a; € R astfel

o) tap; —a3 = 2
incat Ay = a4 +ar Ay +az4; < 3ap +ay +az= 1 .
o —ay +30{3 =-3
40!1 + 2&2 =3

Avem ca rang A = rangz = 2, deci sistemul este compatibil.
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In concluzie, 4, se poate scrie ca o combinatie liniard a vectorilor
Ay, Ay, Ay dacd si numai dacd a =3.

12. Se considera vectorii liniar independenti f,, f,, f; din
spatiul vectorial (¥, R) si urmdtoarele combinatii liniare ale
acestora: gy =-3f1+2/>, —f3, g2 =-2f1+ /> -3/,
g3=—f1+3/»—-2f3, g4 =f1 — f» — 2 /3. Stabiliti natura
urmatoarelor sisteme de vectori:

a) {21,22,24}; D) €1, 82, 23.24}; ©) {2223, 24}

Rezolvare:

a) Fie a),a,,03 € R astfel incat o, g, + o, g, +a,8, =0=
ai(=3fi+2/2 - f3)+ar(-2fi + [ =3/3)+ a3 (fi - /o - 2/3)=0=
(=30 =20, + a3)fi + (2ay + oz —a3)f> + (- @) =3a; —2a3)f3 = 0.
Deoarece vectorii f,, f,, f; sunt liniar independenti, rezulta ca toti
coeficientii acestora din relatia de mai sus sunt nuli:

=301 -2ay +a3=0

2a; +a, —a3 =0 ; determinantul matricei sistemului obtinut

— —3612 —2063 =0

-3 -2 1
este: A=| 2 1 —1|=0, prin urmare sistemul admite si solutii
-1 -3-2

nebanale, deci exista «,,a,,a; € R, nu toti nuli, astfel Incat
0,8 +a,8, +a;8,=0.
Rezultd ca vectorii {g1 2 Qss g4} sunt liniar dependenti.

b) {g1 122,85, g4} este suprasistem al unui sistem de vectori
liniar dependent ({gl, 22,84 }) , prin urmare, conform propozitiei 4,
{g1 282,83, g4} este un sistem de vectori liniar dependent.
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c) Fie aj,a,,03 € R astfel incat o, g, +a,2, + a2, =0=
=a|(-2/i+fr=3f)+vaa (- fi43f2-2f3)ves(fi - f2-213)=0=
= (= 2a) —ay +a3)fi + () +3ay —a3)fy +(=3a; — 20, —2a3)f3 =0.
Cum vectorii f, f,, f; sunt liniar independenti, rezulta ca toti
coeficientii acestora din relatia obtinutd mai sus sunt nuli:

-2a,-a,+a;=0
o, +3a, —a; =0 ;

=3a, - 2a, -2a, =0

-2 -1 1
determinantul matricei sistemului este A=| 1 3 —-1|=18%#0,
-3 -2-2

prin urmare sistemul admite numai solutia  banala:
a, =a,=a,=0. Rezulti ci vectorii {g,,g;,g,} sunt liniar

independenti.
PROBLEME PROPUSE
1. Se considera vectorii
-2 1 3
vi=|—-4] vy = 3|, v3=| 6| dinspatiul liniar (R3,R).
2 -2 -3

a) Sa se arate ca vectorii v, v,,v3 sunt liniar dependenti.

b) Sa se determine o relatie de dependenta liniard intre
V1,V2,V3.

c) Sa se precizeze care dintre vectori se poate scrie ca o
combinatie liniard a celorlalti vectori.

R: D) 3y +2v3=0; ¢) vy siv3: vy =0vy —%\g; V3 :—%Vl +0v,.
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2. a) Sa se arate ca vectorii

2 -2 2
vi=|-3|, vy =| 5 |, v3 =|—1|din spatiul liniar (R3,R)
1 1 1

sunt liniar independenti.
b) Sa se precizeze care dintre vectori se poate scrie ca o

combinatie liniard a celorlalti vectori.
R: b) nici unul.

3. Sa se studieze natura urmatoarelor sisteme de vectori din
spatiile liniare indicate:

A S B

6 -9

byv=| -2, vy=| 3 |din (R3,R);
4 -6
-2 -1 1 0
&, | 2o | 3, _| 5|dn (R4,R).
o N
-1 4 -1 -3

R: a) sistem de vectori liniar dependenti (s.v.1.d.);
b) sistem de vectori liniar dependenti (s.v.l.d.);
c¢) sistem de vectori liniar independenti (s.v.l.1.).

4. Sa se studieze natura urmatoarelor sisteme de vectori din
spatiile liniare indicate:
a) g =3-X+X2, g, =142X+3X2% g3=1-4X-5X7

din (R3[X1,R);
b) by =1+3i, by =2—1i, by =7—4i din (C,R);
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¢) f]=sinx, f, =cos2x, in (F,R), unde
F= { f:[0,1] > R, f continud pe [0,1]};

d) Alz(z _3J,A2:(_3 IJ,A3:(__1 Z)in(MZ(R),R);

1 1 2 5 4
e) i :er’ be) =e3x, in (F,R),unde
F= { f:[0,1] > R, f continua pe [0,1]};
f) f1 =cosx, f, =cos3x, f3 = cos> x, in (F,R), unde

F={ f:[0,1]> R, f continua pe [0,1]};
R: a) s.wv.li; b)s.v.ld.; ¢) s.v.li; d) s.vld.;e) s.v.li; f) s.v.ld.

5. Stabiliti natura urméatoarelor sisteme de vectori din spatiile
vectoriale indicate si, atunci cand este posibil, scrieti o relatie de
dependenta liniard intre vectori:

a)in R¥: x; = (2-13),xy = (1-1,2) ,x3 = (0,1,-1);
b) in R*: x =(8,03.2) ,xs = (6,0,0,1) ,x3 = (5-7.53) ;
) in R3: xy =(3,1-4) x5 =(2-2,1),x3 = (4,-8,-3) , x4 = (- L13)';
d) in R*: x = (0.,2,-1) ,xy = (1,2,-1,0) ,x3 = (0,2,-1,1) , x4 = (4,6,1,3) .
R: a) sv.ld; x; -2x; —x3 =0; b) s.v.li;
c) s.v.ld; x; —2xy +x3 +3x4=0; d) s.v.li.

6. Sa se cerceteze natura urmatoarelor sisteme de
vectori din spatiile vectoriale indicate, iar in caz de dependenta
liniara sa se scrie o relatie de dependenta liniara intre vectori:

a) vy =1, vy =sinx, vy = sin? x,1in (F,R), unde
F = { f:[0,1] > R, f continua pe [0,1]};

b) q = cos? x,ay =15,a3 =sin’ x, In (F,R), unde
F = { f:[0,1] > R, f continua pe [0,1]};
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©) fi=5X2-X,f, =3X-1,f3=-X%+11in (Ry[X], R);
d) zy =5-7i,z =1+i in (C, R);
2 -8 0 2 2 -6
€) 4y = , Ay = JAs = in (M, (R),R).
)1(10 6}2(—2—4j3[8 2} (M3 (R),R)
R: a)s.v.li; b)s.vld.; 15a; —ap +15a3 =0; ¢) s.v.li;
d) s.wvli; e) swvld; 4+ 4, — 43 =0.

7. Fie spatiul vectorial (V,K). Sa se demonstreze ca:

a) sistemul de vectori {x, y,O} c V' este liniar dependent;

b) sistemul de vectori {x, Y, X, z} c V' este liniar dependent;
¢) sistemul de vectori {a +c,b+c,a+b+ 2c} c V este liniar

dependent.
R: a) se arata cd se poate scrie o relatie de dependenta liniara intre

vectori (de exemplu, 0-x+0-y+a-0=0,cu aeK, a#0g);
b) a-x+0-y—-a-y+0-z=0,cuaek,a#0g.

8. Sa se discute natura urmatoarelor sisteme de vectori din
spatiile liniare indicate, in functie de valorile parametrului real m :

a) x; =(1,1,3),x, =(1,m,1)',x3 = (3,1,1) , in (R3,R);
by x; =(3,2,0), x5 =(2,0,m) ,x3 = (1,m,0) , in (R3,R);
c) ay = (3 2 m) ,dy = (2,m,3)t,a3 = (m,3,2)t, in (R3,R);
d) x; =(4-m~12Y ,xy =(2,0,-1,m) ,x3 = (m,~2,m1) , in
(r*.R).
R: a) s.v.li.pentru m e R\ {%}, s.v.l.d. pentru m € { }
b) s.v.li.pentru m € R\ {O, g} s.v.l.d. pentru m € { %}
¢) s.v.Li. pentru m € R\{-5}; s.v.L.d. pentru m e {-5}.
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9. Tn spatiul vectorial (¥, R) se considera vectorii liniar
independenti a,b,c.
Sa se determine natura urmatoarelor sisteme de vectori:
a){a+b-2c,—a+2c, a+2b-3c};
b) {3a—2b—2c,~a+2b,a+2b—2c}.
R: a) swv.li; b) s.wv.ld.

10. in spatiul vectorial (7, R) se consider vectorii liniar
independenti a,b,c. Sa se determine natura sistemelor de vectori:

a) {— 2a—c,b+c3a+2b —c};

b) {~a—2b4a+2b+c2a+b-2c}.

11. in spatiul liniar (R3 ,R) se consideri vectorii:

2 3 1 5 0
vy = -1 , Vo = 2 , V3 = 3 s, V4 = 8 , V5 = 0 5
4 1 -2 -2 0

Ve = 4vy 3 - 2y 4 -
Stabiliti natura urmatoarelor sisteme de vectori si, atunci cand este
posibil, scrieti o relatie de dependenta liniara intre vectori:

a)vi,va,v3ts DLvsvals Olvavsts Dvvaval;
V3. va.vels V3va.vs).
R: a)s.v.li; b)s.v.ld; ¢)s.v.li; d)s.vld.; e)s.v.ld.; f)s.v.ld..

12. Sa se studieze natura urmatorului sistem de vectori din
spatiul liniar (R3,R) si, atunci cand este posibil, sa se scrie unul
dintre vectori ca o combinatie liniara a celorlalti:
vi=Cm—-1,m=2m+1)"; vy =(m-1,m—1,-m)";
vy =C2m—1,m-22m-1)".

Indicatie. Se foloseste propozitia 1 din breviarul teoretic

42



13. Se considera urmatorii vectori din spatiul liniar (R,[ X],R):

g1 =2-X,g,=4X -3X% g3 =X%-3X3 g, =2+3X-6X2.
Stabiliti in care din urmatoarele sisteme unul dintre vectori se poate
scrie ca o combinatie liniara a celorlalti: a){gl , 82,83 };

b){gl, 22,93, g4}; c){gl, 27, g4} . Atunci cand este posibil, scrieti
unul dintre vectorii sistemului ca o combinatie liniara a celorlalti.
R: b).

14. in spatiul liniar (R3 ,R) se consideri vectorii:
v =(-L12)" vy = (2,2,-D ,v3 = (23,17 ,vg = (4,-13) ,vs = (13,1,
Determinati k 1,5 astfel incat sistemul de vectori:

a) {vl V) ,vk} sd fie liniar dependent;

b) {vy,vi,va} si fie liniar independent.
R: a) ke{l,2,5}; b) ke {1,3,5}.

15. Sa se studieze natura urmatoarelor sisteme de vectori din
spatiile liniare indicate:

a)y vy =(m,2,2,...,2) , vo =(2,m,2,...,2) , ...,
v, =(2,2,2,....,m) din (R",R); meR;

b) fi=1, fr=1-X, f3=(1-X)....., frs =(1=X)" din
(R,[X],R), neN";

¢) gy =1, gy =cosx, g3 =C0s>X,...., gn4] =cos”" x din
(F,R),unde F ={ f:[0,]]— R, / continua pe [0,1]}, ne N";

d) fi=e*, fy=e>, fy=¢%,...., f, =™ din (F,R),

unde F ={ f:[0,1]= R, f continud pe [0,1]}, ne N .
R: @) s.v.li. daci m e R\{2—2n, 2};s.v.L.d. dacd m e {2—2n, 2};
b) s.v.li.; ¢) s.v.li; d) s.v.li.
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2.3. SISTEM DE GENERATORI
BAZA A UNUI SPATIU VECTORIAL
COORDONATELE UNUI VECTOR
INTR-O BAZA DATA

BREVIAR TEORETIC

Definitia 1. Fie (//,K) un spatiu vectorial. O familie de vectori
G=1{v} ic; C©V se numeste sistem de generatori pentru V daca orice

vector din V' se poate scrie ca o combinatie liniara cu vectori dinG .

Definitia 2. Fie (V/,K) un spatiu vectorial. Familia B c V' se
numeste baza a spatiului vectorial (V,K)daca:

1) B este o familie liniar independenta;
2) Beste un sistem de generatori pentru V.

Definitia 3. (V,K ) este un spatiu vectorial finit dimensional sau de
tip finit daca are o baza finita.

Definitia 4. Fie (V,K ) un spatiu vectorial finit dimensional. Se

numeste dimensiunea spatiului vectorial §i se noteaza cu dim V
numarul de vectori ai unei baze.

Propozitia 1. Fie (V,K ) un spatiu vectorial, dim V' = m . Un sistem
de vectori {vl,vz, ...... ,vm} din V' formeaza baza a spatiului (V,K)
daca si numai daca este liniar independent.
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Observatia 1. Conform propozitiei 1, rezultd ca un sistem de
vectori B formeaza o baza a spatiului liniar de tip finit (V,K ) daca
si numai daca:

1) B este un sistem liniar independent;

2) cardB =dimV (unde cardB reprezintd numarul de elemente
al multimii B).

Propozitia 2. Fie (V,K ) un spatiu vectorial de dimensiune finita.
Atunci scrierea unui vector v intr-o baza data B este unica.

Definitia 5. Fie (/,K) un spatiu vectorial, dimV =n si
B={v{,V3,......,v,, } 0 bazi in acest spatiu.

Coordonatele vectorului x in baza B sunt scalarii

a),ay,.....a, € K astfel incat x =av) +arvy +....+a,v,.
Vectorul x5 = (@],03,....a,)" se numeste vectorul coordonatelor
lui x in baza B.

Observatia 2. Propozitia 1 din paragraful 2.2 referitoare la natura

unui sistem de vectori din R"” poate extinde si in cazul unui sistem
de vectori dintr-un spatiu liniar real de tip finit, astfel:

Propozitia 3. Un sistem de vectori dintr-un spatiu liniar real de tip
finit este liniar independent dacd si numai dacad rangul matricei
avand pe coloane coordonatele vectorilor sistemului intr-o baza
oarecare a spatiului liniar este egal cu numarul de vectori.
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PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se arate cd multimea de vectori G ={g,g,,g3, g4}, unde

&1 2(1’35_2)t: &2 :(_l’Ll)ta 83 = (_2’2’_1)t, g4 :(1,(),1)’,

formeaza un sistem de generatori pentru spatiul liniar (R3 , R).

Rezolvare:
Conform definitiei 1, {gl, 22,23, g4} formeaza sistem de generatori
pentru spatiul liniar (R3 ,R) dacd Vve R,3ay,a5,a3,a4 € R astfel
incat v = 181 028y +0383 +0484-
Fie v= (a,b,c)t eR? ; relatia de mai sus devine:
ar—ayp —20{3 tayg =a
3a1+a2+2a3 =ph;

—20{1 tQy) —03t+t04 =¢C

rangul matricei sistemului este 3 si este egal cu rangul matricei

extinse, prin urmare sistemul este compatibil, deci exista
ay,ap,03,04 € R astfel incit v=a;g| +arg, + @383 + 2484

Rezulta ca {gl, 22,23, g4}este sistem de generatori pentru spatiul
liniar (R3 ,R).
2. Sa se arate cd multimea de vectori B formeazd o bazi a

spatiului vectorial indicat si sd se determine coordonatele
vectorului v in baza B:

a) B={v =(G,~1,2)",vy =(-2,1,1) ,v3 =(-4,2,-1)'};
V,K)= (R3,R);v =(-1,2,5);

b) B={f =1f, =(X+1),f, =(X+1),..f., =(X+])'};
(V,K)=(R,[XL,R); f =ag + a1 X +a, X* +...+a,X";
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o sefaehacl ol ol )
(V,K)=(M,(R),R); v= C D

Rezolvare:
a) Conform propozitiei 1, avem de verificat doua conditii:
1) B =sistem de vectori liniar independent;
2) numarul vectorilor din multimea B = dimensiunea
spatiului din care fac parte vectorii.

3 -2 -4
1) Avemca |—-1 | 2|=-3%0, prinurmare rangul matricei
2 1 -1

formate cu componentele vectorilor= 3 = numarul de vectori, deci
B este sistem de vectori liniar independent;
2) cardB=3= dim R
Din 1) si 2) rezultd ca B formeaza o baza a spatiului vectorial
(R’,R).
Determindm coordonatele vectorului v in baza B.
Metoda I. Coordonatele vectorului v in baza B sunt scalarii
a,,a,,a, € R astfel incat v =a,v, + a,v, + a,v,. Rezultd
) 3o, -2a, —4a, =-1
sistemul: —a ta, 20, =2 -
20, +a,—a; =5
Rezolvand sistemul, obtinem: o, =3,a, =l,a;, =2.
Prin urmare, coordonatele vectorului v in baza B sunt: 3, 1, 2,
sau vg = (3,1, 2).
Metoda II. Din formula de reprezentare a unui vector intr-o
bazi datd avem cd: v, = A”' -v, unde v, reprezinti vectorul
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coordonatelor Iui v in baza B, iar A este matricea avand pe
coloane vectorii bazei. Folosind metoda Gauss-Jordan, obtinem:

A v
3 2 4 |-
-1 202
2 1 -11]5
0 0]3
- 1 22

0 -3|3
1 0 0]3
0 1 215
0 0 6
1 0 03
0 1 01
0 0 12

[3 A_I'V

Prin urmare, vz = (3, 1, 2)t,

b) 1)Fie ¢,,a,,....a,, R astfel incat
afiro,f,+..+a,, g, =0=
Sa 1t (X+D)+.+a, (X +)"'=0=>
Ay =0
a, + C1110‘n+1 =0

1 2
a1 +Cpay, +Cha, 1 =0

=
) +C§a3 + C32a4 o+ Cy lan+1 =0
ay+ay+aytoag+...ta, +a, 1 =0
=0, =0, =...... a,., =0,deci B este sistem de vectori liniar
independent;
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2) card B=n+1=dimR,[X].
Din 1) si 2) rezultd ca B este o bazd a spatiului vectorial R, [X].
Fie a,,a,,....,a,,, € R coordonatele vectorului v in baza B =
=S f=a,+taX+.+a,X" =a 1+a,(1+ X)+..+a,, (1+X) (*).
Pentru x=-1= ¢, = f(-1).
Derivam relatia si pentru x = —1 obtinem ca a, = f'(-1).

R ) " _1 (n) _1
Repetand procedeul, obtinem: o, = % yeres Qg = f—(') .
n!
S 4
¢) 1) Fie a; € R, i =14 astfel incat Y a;4; =0=
i=1
20, +a,+o; +a, =0
o +2a,+a,+a, =0 . .
! S ; determinantul matricei sistemului este
o, +a,+2a,+a, =0
o +a,+oy;+2a, =0
A =50, deci sistemul admite numai solutia banala:
a, =a,=a, =a, =0, prinurmare B este un sistem de vectori
liniar independent.
2) card B= 4 =dimM,(R).
Din 1) si 2) rezultd cd B formeaza o baza a spatiului liniar
(M3 (R).R).
Fie a,,a,,0;,a, € R astfel Incét
2&1 +tay+0a3+0oy =1
ay +20£2 +a3+ay =1
v=o4, +a,4, +a 4, +a, 4, =
ataj +20{3 +ay =1

a)p+a) +aj +26(4 =1
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3. Se dau vectorii:

1 -1 1 0 0
v, =121, v, = 31, vy = 2|, v, = , vy =101,

3 -5 -1 -2 0
Ve = v, —2v, +3v,.

S& se determine care din urmaitoarele multimi formeaza un
sistem de  generatori pentru spatiul  vectorial (R3,R):
A, va,vals DLV vals Obavsls D vsvls
W2.v3.v6 s V34575

Din fiecare sistem de generatori sa se extragd toate bazele
posibile ale spatiului vectorial (R3 , R).

Si se verifice daci scrierea unui vector din R® ca o combinatie
liniard a vectorilor ce formeaza sistemul de generatori este unica.

Rezolvare:
Q) {vl,vz,V3} formeaza sistem de generatori daca

Vve R’,3a,,a,,a, € R astfel incat v=a,v, +a,v, +a,v;.
a a, —a,+ay,=a
Fie v=| b |e R’; relatia de mai sus devine: 1 2a, +3a, +2a, =b;
c 3a, -5a, —a; =c
determinantul sistemului este A =—20 # 0, prin urmare sistemul
este compatibil determinat, deci existd o;,a,,a3 € R astfel incat

v=a,v, +a,v, +a,v;.
Rezulta ca {v1 ,vz,v3} este sistem de generatori; de asemenea,

{vl ,vz,v3} este sistem de vectori liniar independent, deci formeaza

o0 baza a spatiului liniar (R3 , R). Conform propozitiei 2, rezulta ca
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scrierea unui vector din R’ ca o combinatie liniari a vectorilor ce
formeaza sistemul de generatori este unica.
b) Procedand analog, obtinem ca se poate gasi un vector

ve R? astfel incat sistemul si fie incompatibil, prin urmare
{V1 Vs ,v4} nu este sistem de generatori.
¢) In mod analog, rezulta ca {vz,v3} nu este sistem de
generatori.
d) Am ardtat la punctul a) ca {Vl,vz,v3} sistem de generatori,
prin urmare rezultd ca Vve R? ,day,ay,a3 € Rastfel incat
— 3 —
v=av, +a,v, +a,v;, > Vve R 3a,,a,,a,,a, =0 R astfel
incat v=a,v, +a,v, +ayv, +a,v,.
Deoarece {vl,vz,\g} este sistem de generatori, rezultd ca
{vl,vz,v3,v4} este sistem de generatori. Cum dim R* =3, obtinem
ca sistemul {vl,vz,v3,v4} nu este baza a spatiului R®. Rimane si

verificim prin calcule dacd scrierea unui vector din R’ ca o
combinatie liniard a vectorilor ce formeaza sistemul de generatori
este unicd. Vom obtine cd aceastd scriere nu este unica.

Deoarece dim R’ =3, rezultd ci numirul maxim de baze ce se pot
forma cu vectorii din acest sistem este Ci. Notdm cu A,

determinantul format cu componentele vectorilor a;,a,,a,. Avem
Ay #20, Ay, =0, Ay, =0, A,;,, #0, deci bazele care se pot
forma sunt: {vl,vz,v3} si {vz,v3,v4}

Pentru punctele e) si f) se procedeaza in mod similar.

4. Fie F = {fl,fz,f3} 0 baza a unui spatiu liniar (V,R)de
dimensiune trei si sistemul de vectori G ={g},g7,23}CV .
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Stiind ¢ g =21, - f, + f3, &2 =—f1+ /2 +2/3,
g3 = f1 + f3, se cere:
a) sasearatecad G = {gl 82, g3} formeaza o baza a spatiului
vectorial (V,R);
b) sa se determine coordonatele vectorului x=3f; —2f, +4f3

inbaza F.

¢) sa se determine coordonatele vectorului y=5g; —3g, +2g3
in baza F ;

d) sd se determine coordonatele vectorului z= f; =37, + 213

inbaza G.

Rezolvare:

a) Fie a,a,,a3 € R astfel incat ;g + a8, +a383 =0=
a|(-2fi = Lo+ ) raar(- fi+ fa+2f3)+a3(fi + /3)=0=
(-2a; —ay +a3)fi + (- —aa)fy + (e +20; +a3)f3 =0.
Deoarece vectorii f,, f,, f; sunt liniar independenti, rezulta cd toti
coeficientii acestora din relatia de mai sus sunt nuli:

-2a; —ay +a3=0

—a +ay — 0, determinantul matricei sistemului obtinut

o) +20y +a3 =0

-2 -1 1
este: A=|-1 1 0|=-6=0, prin urmare sistemul admite numai
1 2 1

solutia banald: a; =ay =a3 =0, deci {g],27,g3} este un sistem
de vectori liniar independenti. De asemenea, numarul de vectori din
sistem este egal cu dimensiunea spatiului liniar (V, R), prin urmare

G =1{g1.g7,g3} formeazi o bazi a spatiului vectorial (V,R).
b) Avem cd x=3f, —2f, +4f3, prin urmare, conform definitiei,
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coordonatele vectorului x in baza F sunt: 3, —2, 4 sau
xp =(3,-2,4).

¢) Avem cd y=5g; —3g, +2g3. Trebuie sd exprimdam vectorul
y in functie de vectorii bazei F . Folosind relatiile din enunt care
exprima vectorii bazei G in functie de vectorii bazei F', obtinem:
y=5-2fi =+ 3)-3-fi+ fa+2f3)+ 2N + B)=-5h -8 + /3
deci, conform definitiei, coordonatele vectorului y in baza F
sunt: =5, —=8,1 sau yp = (—5,—8,1)t.

d) Pentru a determina coordonatele vectorului z= f] -3/, +2/3

inbaza G putem folosi metoda Gauss-Jordan. Pornim de la
reprezentarea vectorului z n baza F'. Vom elimina, pe rand, cate
un vector al bazei initiale, pe care il vom inlocui cu un vector al
noii baze, G . Rezultda urmatorul tabel:

Baza | g1 gV g | =z
A2 -l 1 1
fr |- 0 | 3
£l 2 1 2
fil1-3 0 ] -2
g2 -1 1 0 -3
cfs |3 0 8
<fi |[6]+ 0 0 |-10
gy | -1 1 0 -3
g3 | 3 0 1 8
g | 1 0 0 5/3
g | 0 1 0 [-4/3
g3y |0 0 1 3
In ultima iteratie, in coloana vectorului z, s-au obtinut
coordonatele acestuia in baza G, prin urmare zg = (% ,— i, 3y .
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PROBLEME PROPUSE

1. Sa se arate ca multimea de vectori A={a;,a,,a3, as},unde
a1 =(-203)", ay =(5,1-1", a3 =(3,1-2)', ag =(1,6,3)",
formeaza un sistem de generatori pentru spatiul liniar (R3 , R).

2. Stabiliti care din sistemele urmatoare de vectori formeaza o
baza a spatiului vectorial indicat:

a) vy =(3,1,2)",v3 =(3,2,1)",v3 =(4,3,1)' in (R3,R);

b) vy =(1,23,4)" v, = (23,41 ,v3 =(1,0-1,2)" ,v3 = (1,2,0,-1)’
in (R4,R);

¢) vy =—1+4i,v, =3+2i in (C,R);

dyv =X2 43X -3,v) =4X2 + X +2,v; =2X% -5X +8 In
(Ry[X1.R);

o) 4 :(1 2],142:(2 3]’143:(3 4}‘44:(4 1} N

3 4 4 1 1 2 2 3

(My(R),R).
R: a), b), c), e).

3. Sa se arate cd multimea de vectori B formeazd o baza a
spatiului vectorial indicat si sd se determine coordonatele
vectorului v n baza B :

a) B={v =(2,-15) v, =(=3,1,1) ,v3 =(-1,1,6)'};
V,K)= (R3,R);v:(5,—4,4)f;

b) B={fi=Lfr=(X-2) f3=(X-2P....fp =(X-2)"};
(V,K)=(R,[XLR); f =ag+ a1 X +a, X* +...+a,X";
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1 -1 48 11 4 -8
) B= Al:(—l J’Azz(zlJ’AF(l J’A“z(—z 1) ’

11 1
s

4. Sa se determine parametrul m € R astfel incat multimea de
vectori B sa formeze o baza a spatiului liniar indicat:

a) B={v =2,m1), v, =(=1L,1Lm) ,v3 =(1,2,2)}, (R3,R);
b) B={fi =1_X, fZ =m+X2}a(R2[X]> R);
¢) B={zy=m-2i, f, =—1+mi}, (C, R).

5. Se considera sistemul de vectori din spatiul liniar (R3 ,R):
B={v =(3,1,-2) ,v, =(-4,2,1) ,v3 = (-1,1,2)'} .
a) Sa se arate cd B formeaza o baza a spatiului liniar (R3 ,R).

b) Sa se determine vectorul v € R3 ,stiind ca vg = (— 2,5, 6)t .

6. 1In spatiul vectorial (R3 ,R) se considera vectorii:
v =3, L,=1)", vy =(2,0,1)",v3 =(1,— 1,3)",v4 =(0,3,0)" ,vs =(2,3,1)" .
Determinati k € 1,5 astfel incat sistemul de vectori:
a) {Vl V2, Vi } sd formeze o baza a spatiului vectorial (R3 ,R);
b) {vz ,V4,vk} sd fie sistem de generatori pentru spatiul
vectorial (R3,R).
R: a) ke {4,5}; b) k e {1,3}.

7. Fie B) =1{a;,ay,a3} o bazi a unui spatiu liniar (, R)de

dimensiune trei si sistemul de vectori By = {bl ,by,b3 } cl.
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Stiind cd by = a; —a, +3asz, by =-3a;—4a; +a;z,
by =2ay +3a, +3aj, se cere:
a) si se arate ¢i B, = {b;,b,,b; | formeazi o bazi a spatiului
vectorial (V,R);
b) sa se determine coordonatele vectorului x =2a; —a, +4az

inbaza Bj.
¢) sd se determine coordonatele vectorului y = -2a; +5a, —2a3

inbaza Bj;
d) sa se determine coordonatele vectorului z = 4b; — b, —2b5

in baza Bj.

R: a) Se foloseste propozitia 1 din breviarul teoretic.
b) xg =(2,-1,4); ¢) yp =(-3,1,2f; d) zp =(3,-6,5).
8. Sa se arate ca multimea de vectori din spatiul liniar (R3 , R)
G = o1 =(11.0) g2 = (0.10) g3 = (- LLOY .24 = OLIY
este un sistem de generatori pentru spatiul liniar R? ,R|sica

. . t . e e o .
scrierea vectorului v = (1,0,0)" ca o combinatie liniara a vectorilor
din G nu este unica.

9. Sise arate ci sistemul de vectori B = {a;,a,,a3} din spatiul

liniar (R3 , R) formeaza o baza a acestui spatiu si sa se determine
coordonatele vectorului x n aceasta baza:

a) a; =(-13,5),a, =(1,-4,1) ;a3 =(-1,2,10) ;x = (- 2,4,21)';

b) ay =(=3.L1),ay =(1,-3.1) ,a3 =(1,L,-3) ;x = (2,-1,-1)".

R: Se foloseste propozitia 1 din breviarul teoretic;

a) XB z(zalal)t; b) XB Z(—%’%’%y‘
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10. Sa se arate ca sistemul de vectori B formeaza o bazd a
spatiului liniar (,K) si s se determine coordonatele vectorului x
in aceasta baza pentru fiecare din cazurile urmatoare:

a) (V,K)= (Rz,R), B= {vl =(1,2),v, =(~1,0) },x =(53);

b) (V,K)=(R3[ X1, R),

B:{ﬂzl’f2:X+laf3:XS_X:f4:2X2_1}J le_Xz;

o) (V,K)=(M3(R),R),
o (R U R A i |
0 0 11 10 0 0
13
<L)

B = =01,2,-1) vy =(=1,0,1),v, = (2,0, } x=(2,2,1)".
e) (V,K)=(C,R), B={z; =1+i,z9 =4-3i}, x=2-5i.

11. Se dau vectorii din spatiul liniar (R 3 , R):

2 -1 3 0 0
V1 = 1 , Vo = 2 ,V3 = 2 s Vg4 = 3 ,V5 =10
4 -1 -1 -6 0

Ve = 3\/1 - 2V2 + V3.

Care din urmatoarele multimi formeaza un sistem de generatori
pentru spatiul vectorial (R3 ,R): a){VI,V2,V3 }; b){vl,V3,v4};
N2, v3}s DL V2 v3vals QW2 vsvels N3 vasvs)

Din fiecare sistem de generatori sd se extraga toate bazele

posibile ale spatiului vectorial (R3 ,R).
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Si se verifice daci scrierea unui vector din R’ ca o combinatie
liniard a vectorilor ce formeaza sistemul de generatori este unica.

12. in spatiul vectorial (R4,R) se considera vectorii

3 —4 3
1 3 2
L I T8 T I T L
I —2 0

Sa se completeze acest sistem de vectori pana la o baza.

13. in spatiul vectorial (R2 ,R) se considera vectorii:

V| = (a,2)t,v2 =(3,4a +1)t,v = (2,a)t,a € R. Se stie ca {vl,vz}
este bazd, iar coordonatele vectorului v in aceasta baza sunt egale
cu -7 si 3. Sa se determine valoarea parametrului a .

14. Fie spatiul vectorial (R2 ,R). Se considera vectorii
v = (m, m—l)t,vz =(3, 2)t,u1 =(5, 7)t,u2 =(3,4),meR.
Un vector x are coordonatele 1 si —m in baza B = {vl,vz},
respectiv m? +2m—-1 si m? —14m +11 in baza By = {ul,uz}.
Sa se determine valoarea parametrului m .
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2.4. SUBSPATIUL VECTORIAL GENERAT DE O
MULTIME DE VECTORI

BREVIAR TEORETIC

Definitie. Fie (V,K) un spatiu vectorial de tip finitsi M V',
M # @ . Se numeste acoperirea liniard a lui M sau subspatiul
vectorial generat de M si se noteaza L(M ) sau <M > sau Span(M )

n
multimea: L(M) = {Zaixi

i=l1

* . P
neN ,aieK,xieM,zzl,n}.

Propozitie. L(M) este subspatiu vectorial al lui (V,K).

Observatia 1. L(M )= L(B), unde B este o familie liniar
independentd, maximala, continutd in M .

Observatia 2. Pentru a gdsi o bazd in L(M) trebuie sa cautdm in
M o familie maximala de vectori liniar independenti.

PROBLEME REZOLVATE

1. in spatiul vectorial (R3 ,R) se considera vectorii:

1 2 3 5 4
V9, = 2 , Vo = 3 , V3 = 5 , V4 = 8 . Vs = 7 ’
1 1 2 3 3
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. = ; Y = 1 .Fie M = {vl,vz,v3,v4,v5} . Se cere:
4 1
a) saseafledimL(M);
b) sa se precizeze daca vectorii x, y apartin sau nu spatiului
vectorial L(M);
c) 1) sdse dea exemplu de o bazd B pentru L(M) astfel incat
BicM;
2) sa se dea exemplu de o baza B, pentru L(M) astfel incat
By cR*\M;
3) sd se dea exemplu de o bazd B; pentru L(M) astfel incat
ByacMsi BynM#J.

Rezolvare:
a) Conform observatiei 2 din breviarul teoretic, pentru a

determina o baza in L(M) trebuie sa gdsim in M un sistem

maximal de vectori liniar independenti. Scriem matricea 4 ale
carei coloane sunt componentele vectorilor din M :

1 2 3 5 4
A=12 3 5 8§ 7|.Determinam un minor nenul de ordin
1 1 2 3 3

# 0, prin urmare un sistem maximal

maxim §i gasim A, = 5

de vectori liniar independenti este {v;,v, }, deci dim L(M)=2.

b) Avem ci L(M)= {0‘1"1 +ayvy .. tasvs| a; eR,i:ITS}. in
baza observatiei 1, rezultd ¢ L(M)={ayv; + arvy| aj,an € R}.
e xe L(M) daca exista scalarii ),y € R astfel incéat

X =01V Tt vy <=
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5 1 2 o) +2ay =5
<19 (=a1| 2 |+a3| 3 | < 12a; +3a, =9; obtinem
4 1 1 o +tapy =4
a) =3,ap =1, prin urmare x € L(M).
e yeL(M) daca exista scalarii ],y € R astfel incat
y=apv+ayvy &
1 1 2 o +2ay =1
S| |=a1| 2 |+ay| 3 | < 2a7 +3a, =1; obtinem ca
1 1 1 ap +ap =1
sistemul nu are solutie, deci y ¢ L(M).
c) 1) B = {vl , Vo } c M si B baza (am aratat la punctul a)).
2) Fie wy =2v;,wy =3v, si By = {w,wy | RP\M si
{wl,wz} sistem de vectori liniar independenti, deci baza pentru
L(M) ( deoarece dim L(M') = 2 =numirul de vectori din B, ).
3) By = {v;,w, }, unde wy =3v,; avem By & M si
By "M # @ ;inplus, {v|,w, | este un sistem de vectori liniar
independenti, deci baza pentru L(M) (deoarece dim L(M ) =2 =
= numadrul de vectori din Bj3).

2. In spatiul liniar (R",R) se considerd multimile X si ¥
din R":
a) X = {x = (xl,xz,...,xn)t /x; € Rji= I,_n,xl =X, };
by Y= {x = (xl,xz,...,xn)t /x; € R\Q,i= I,_n}
Sa se stabileasca dacd X, Y sunt subspatii ale spatiului
vectorial (R”,R) si In caz afirmativ sa se determine dimensiunile

acestora.
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Rezolvare:

a) Fie x,yeX:xz(xl,xz,---,xn)taCu

. T . t
x;eR,i=1nx =x, st y=(y1,y2,...,yn) ,
cuy; €eR,i=Ln,y =y,. Atunci

x+y:(x1 + V1,X0 F Ve Xy, +yn)t,cu x;+y;eRji=Lnsi
Xy +y] =X, +y,,prinurmare x+ye X .

Fie x e R si xeX:x:(xl,xz,...,xn)t,cu x;eRi=1n,

X| =X,;avemcd ax = (axl,axz,...,oocn )t, cuax; eRji=1n si
ox| = ax,, , prin urmare ox € X .Conform definitiei, rezulta ca X
este subspatiu vectorial al spatiului liniar (R" , R).

Daca xe X = x = (xl,xz,...,xn)t,xl- eR,i=Lnx =x,,

deci x = (x,X5,...,x,_1,x ) , prin urmare

g1 = (1,0,0......1Y , g5 =(0,1,0......,0) ,......, g ,_; - (00,0,......1,0) .
Pentru a determina dimensiunea spatiului vectorial X , trebuie

sd gisim o bazd in X = L(G)= L({g;,g2,....g,_1}), deci, conform

observatiei 2 din breviarul teoretic, trebuie sia cautam in G o

familie maximala de vectori liniar independenti.

Fie A matricea avand drept coloane vectorii g1,g2,...,€,-15

1 0 0., 0
01 0. 0
A= i, ’
00 0. 1
1 0 0......... 0
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Deoarece determinantul format cu primele n—1 linii este nenul,
rezultd cd rangul matricei A este n—1 si egal cu numarul
vectorilor din G, prin urmare vectorii gy,8»,...,€,_; sunt liniar

independenti. Am obtinut ca dim X =n—1.
b) Y= {x = (xl,xz,...,xn)t /x; € R\Q,i= L_n}
Fie x = (ﬁ,ﬁ,,ﬁy eYsia= J2er ; rezulta
ox = (2,2, ..... ,2)Z ¢ ¥ ,deci Y nu este subspatiu vectorial al

spatiului liniar (R",R).

PROBLEME PROPUSE

1. Sa se determine dim L(A) in spatiul vectorial V' si s se
stabileasca daca v e L(A):

a) V= (R4,R),

A= {al =(0,-3,1,-1),ay = (1,0,2,1) a3 = (1.3.1,2) } v=(23-11);
b) V=(R4[X1,R), A={a; =X +1l,ay = X?> + X% a3 = X3,
ag=X>-XYas=Xx*+2xX3+ XY, v=X2+ X +1.

R: a) dimL(A)=2,v¢g L(A); b) dmL(A)=4,veL(A).

2. Fie G= {(a,b,c)t/a—3b+2c =0;a,b,ceR}.

a) Sase arate cd G este subspatiu al spatiului vectorial (R3 ,R).
b) Sa se indice o bazd a spatiului vectorial G si sd se

determine dimensiunea acestuia.

R: a) Se foloseste definitia subspatiului vectorial.

h)dimG=2; B = {(3,1,0)’,(—2,0,1)f}.

63



3. In spatiul vectorial (R3 ,R) se considera vectorii:

5 3 11 13
vy = 31, vp=1| 2|, vy3 = 7|, vgq = >
2 1 4
2 1 19
vs=| 1|, x=] 0]|,y=]| 12 | .Fie
1 1 6

M = {V19V2,V3,V4,V5}. Se cere:
a) sa se calculeze dim L(M) ;

b) sa se precizeze daca vectorii x, y apartin sau nu spatiului
vectorial L(M);

c) sa se dea exemplu de:
1) obaza Bj pentru L(M)astfel incat B; < M ;
2) obaza B, pentru L(M) astfel incat B, — R? \M ;

3) obaza B pentru L(M) astfel incat By ¢ M si
BynM#D.

-1 2
d) sa se determine coordonatele vectorilor a =| -1|,b=]| 1
0 1

in bazele By,B,,B3.

4. In spatiul liniar (R",R) se considerd multimile X', Y, Z:

|

i
x =
t . PR
Y:{x:(XI,XZ,...,xn) /xl ER,Z Zl,n’ xn_l :2xn },
z=

=(X1,%9,..0, X L/ x; eZ,i=1n
(1 2 n) i

= (xl,xz,...,xn)t /x; €R,i= L_n,x1 +Xy 4.t x, = O}.
Sa se stabileascd daca X, Y, Z sunt subspatii ale spatiului
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vectorial (R” ,R) si in caz afirmativ si se determine dimensiunile
acestora.

R: X nu este subspatiu vectorial; ¥ si Z sunt subspatii
vectoriale de dimensiune n —1
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2.5. SCHIMBAREA COORDONATELOR UNUI
VECTOR LA TRECEREA DE LA O BAZA
LA ALTA BAZA

BREVIAR TEORETIC

Considerdm spatiul vectorial (V,K), dimV =n. Fie
F={f,fy,, Ty} 51 G={07,07,.......,0 } doud baze ale
spatiului liniar (V,K).

Definitie. Se numeste matricea de trecere de la baza F la baza G

matricea care are drept coloane coordonatele vectorilor bazei G in
baza F. Notand aceastd matrice cu Cg g, putem scrie:

Cec =((9DF (92)F woveem (On)F )-
Formula de transformare a coordonatelor unui vector x eV la

trecerea din baza F in baza G este: xg = C,E}G “XE -
Observatia 1. Cg  =(Cg g )_1.

Observatia 2. In baza definitiei, rezulti ci matricea de trecere de la
baza canonica a spatiului liniar (R n, R) la o altd bazd F a acestui
spatiu are pe coloane componentele vectorilor bazei F.

Observatia 3. Fie spatiul liniar (Rn , R) si xeR" | E baza
canonica si F ,G alte doud baze ale acestui spatiu. Notam cu A

matricea de trecere de la baza E labaza F (Xg = AL Xg) sicu

B matricea de trecere de la baza E labaza G (Xg = B~!. XE ).

Formula de transformare a coordonatelor unui vector x € R" la
trecerea din baza F inbaza G este: xg = B_IA-xF.
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PROBLEME REZOLVATE

1. in spatiul liniar al polinoamelor de grad cel mult 3 si
coeficienti reali, (R3[X ],R), considerim bazele
F={f =1f =X,f;=X2,f; =X3}si
G={g; =—2+3X+X?=5X3,9, =4-X2,g3 =-X —-6X3,
gq =14+2X +3X 21, '

Sa se determine matricea de trecere de labaza F labaza G.

Rezolvare:
Conform definitiei din breviarul teoretic, matricea de trecere de

labaza F labaza G are pe coloane coordonatele vectorilor bazei
G in baza F. Avem ca:

91 =(=2)- fy +3- fy +1- f3 +(=5)- f4 = (g1 =(-2,3,1,-5)%;
gy =4-f;+0- 5 +(=1)- f34+0- f4 = (9p)F =(4,0,-1,0)%;

93 =0-f+ (=1 f) +0- f3 +(=6)- f4 = (93)F =(0,-1,0,-6)";
gy =1-f,+2-fy +3-f3+0- f4 = (94)F =(1,2,3,0)". Rezulta:

-2 4 0 1
30 -1 2
Crc =(9)F (92)F (93)F (94)F )= 1 -1 0 3
-5 0 -6 0

2. Fie E={e,ey,e3} si F={f}, fy, f3} doud baze ale unui
spatiu vectorial de dimensiune 3. Stiind ca f; =3e; +2e, +€3,
fy = —ey +23, f3 =-2¢ +e3, sd se determine matricea de
trecere de la baza F labaza E.
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Rezolvare:
e Observam ca pe baza informatiilor din enunt se poate determina
foarte usor matricea de trecere de la baza E la baza F, notata Cg ¢ .

3
Din f; =-3e; +2e, —e3 rezultica (fj)g =| 2 |; analog obtinem:
1
1 -2
(fy)e =|-11; (f3)g =| 0|, prin urmare
2 1
31 =2
Cer =((fDe (f2)e (fe)=| 2 -1 0
1 2 1

e Pentru a obtine matricea de trecere de la baza F la baza E vom
folosi observatia 1, conform careia avem ¢ Cg g =(Cg )_1 .

Vom aplica metoda Gauss-Jordan.

Cer I3
3 1 21011 0 o0
2 -1 010 1 o0
1 2 0 0 1
5 5 01 o0 2
2 0o/0 1 o0
1 2 110 0 1
0o o1 5 2
2 1 01]0 -1 0
5 0 1100 2 1
1 0 0 5 -1 25
0 1 0 -2/5 -3 45
0 0 1 1 7 3

I3 Cre
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-1/5 -1 -2/5
In concluzie, Cp g =|-2/5 -3 -4/5|.
1 7 3

3. Fie F si G doua baze ale spatiului vectorial (R3, R) si

0o -2 1
A=|-1 1 3 | matricea de trecere de labaza F labaza G.
2 0 1

Stiind ca F ={f, = (1,0,-1)", f, = (-2,0,)", f, = (LL,=D"}, sd se
determine baza G .

Rezolvare:
Conform definitiei, prima coloand a matricei A reprezinta
coordonatele vectorului g; in baza F:

0 4
GDF =|-1|=0=0-f+(-D-fr+2-f3= 2.
2 -3
Analog avem:
-2 -4
@2)F=| 1 |=0=(2)-fi+1-f,+0-f3=] 0
0 3
1 -4
(g3)|:= 3 jgl=l'fl+3'f2+1'f3= 1.
1 1

Rezulta ca baza este:
G={0; =(42-3)",0; =(-4.03)", 93 = (-4,LD"}.
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4. Fie urmatoarele sisteme de vectori din spatiul liniar (R3 , R):
F={fi=(2LD" f, =G-LD". f =(LL-D'},
G ={g, =(2L0)',g3 = (0-LD',g93 = (1LLO)'}.

a) Sasearatecad F si G sunt baze ale spatiului liniar (R3 , R).
b) Sa se determine matricea de trecere de la baza G la baza F
si matricea de trecere de labaza F labaza G.

c) Fie x un vector din spatiul liniar (R3 , R). Stiind ca
Xg = (4,—2,1)t , 84 se determine Xg .
d) Sa se exprime vectorul y =-30; +29, — g3 din spatiul
liniar (R3 , R) in baza F siin baza canonica a spatiului (R3 , R).
e) Sa se determine legatura Intre coordonatele unui vector din

spatiul liniar (R3, R) in bazele F 51 G.

Rezolvare:
a) Notam cu A matricea care are drept coloane vectorii din
multimea F.
-2 1 1
det A= 3 -1 1 |=8#%0= rangA =3 = numdrul de
1 I -1

vectori ai multimii F, prin urmare F formeaza un sistem de vectori
liniar independent. (1)
Numarul vectorilor din F este 3 si este egal cu dimensiunea

spatiului (R*,R) (2)
Din (1) si (2) rezulti ci F este o bazi a spatiului liniar (R*,R).
Analog se arati ci G formeazi o bazi a spatiului liniar (R*,R).

b) Vom folosi observatia 2. Fie A si B matricele asociate celor
doua baze (acestea au pe coloane vectorii bazelor F, respectiv G),
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Cg,F matricea de trecere de la baza G labaza F si x e R3.
Avemcd Xg = CE}G ‘XE §1 Xg = B~!A. XE , prin urmare

matricea de trecere de labaza G labaza F este: Cg g = B7IA,

pe care o vom determina cu metoda Gauss-Jordan.

B A
2 0 I [2 3 1
1 1|1 -1 1
0 1 o0 ]1 1 -
2 0 1|2 3 1
5 S TS I T B |
1 0 2 0 0
0 0|4 3 1
0 1 o1 1 -
1 0 1|2 0 0
1 0 0|4 3 1
0 1 0|1 1 -
0 0 1]6 -3 -1
I3 B’A
-4 3 1
Amobtinutca Cg g =| 1 1 -1].
6 -3 -1

Pentru a afla Cg g (matricea de trecere de la baza F la

bazaG ), vom utiliza formula Cg g =(Cg g) "

¢) Vom folosi formula de transformare a coordonatelor unui
vector la trecerea din baza F in baza G :
-4 3 1 4 =21
XG ZCE}G'XF =CG’|:-X|: = 1 1 —-1{|-2|= 1
6 -3 -1 1 29
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d) y=-3f +2f,—f; = yp =(-32-1".
Pentru a exprima vectorul y in baza G vom folosi formula

-1
¥e =Cr.c " YF-
Pentru a exprima vectorul y in baza canonica E, vom folosi ca

-2 3} (1) (-1
y=-3f +2f, —f3=-3-| 1]+2-] 1|-| 1|=|-2],prin
1 ~1) \-1) (-4

urmare yg =(-1,-2,- 4)t .
e) Consideram un vector X € R3. Fie Xg =(a1,a7,03 )t si
Xg = (01,52, 5 )' coordonatele vectorului X in cele doud baze.

Aplicand formula Xg = CE}G ‘Xg =Cg F - Xp , obtinem ca:

ﬁl -4 3 1 o ﬁl = —46!1 +30[2 +aj
Bol=| 1 1 =1||ay|= =0 +ay—-a3 ,relati
ﬂ3 6 -3 -1 asj ﬂ3 = 60[1 —30[2 — a3

care arata legatura Intre coordonatele unui vector X € R in bazele
G si F.
5. Sa se determine formulele de transformare a coordonatelor

unui vector din spatiul liniar (R2 , R) la trecerea de la baza F la
baza G ,unde F = {f =(1,-1)', f, =(=3,1)'} si
G= {gl = (2’1)1, gz = (17_1)t} .

Rezolvare:

Consideram un vector X € R?. Fie Xg = (X, Xz)t sl

Xg =(Y1,Y2 )t coordonatele vectorului X in cele doud baze.
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Notam cu A matricea de trecere de la baza canonica la baza F
(matricea avand pe coloane vectorii bazei F ) si cu B matricea de
trecere de la baza canonica la baza G. Formula de transformare a

coordonatelor unui vector x € R" la trecerea din baza F in baza G

este: Xg = B_IA-X,: .

Calculam matricea B~'A folosind metoda Gauss-Jordan.

B A
2 1 1 -3
1 -1 1
31 o0 [0 -2
-1 1 |1 -1
1 0 [0 -2/3
0 1 1 -5/3
P B'A
. (Y 0 —-2/3) (X .
Rezulta ca = . , prin urmare formulele de
%) 1 -5/3 X2
transformare a coordonatelor unui vector din spatiul liniar (R2 , R)
2
Yi=—3%
la trecerea de la baza F labazaG sunt:
Y2 =X =3%2

PROBLEME PROPUSE

1. in spatiul liniar al polinoamelor de grad cel mult 3 si
coeficienti reali (R3[X ],R) considerdm bazele

F={fi=1"f,=X,f;=X2,f; =X} si
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G={g; =1-2X + X2 -4X>,g, =3X =X 2,03 =2- X +8X 3,

gq =3-2X + X2},
Sa se determine matricea de trecere de labaza F labaza G .

10 2 3
2 3 -1 -2

ReCre=l 11 o 1
40 8 0

2. Fie E={ej,ey,e3} si F ={f}, fy, f3} doud baze ale unui
spatiu vectorial de dimensiune 3. Stiind ca f; = —e; —2e, +3e;3
fy =3 +2e, —e3, f3 =e, +4e;, sd se determine:
a) matricea de trecere de la baza E la baza F ;
b) matricea de trecere de la baza F la bazaE.

-1 3 0
R:a) Cer=(fDe (f)e (fpe)=[-2 2 1 [;
3 -1 4
3 _1 1
8 2 3
b) Cre=Cer)'=| 34 -+ %
1 1 1
6 3 6

3. Fie F si G doud baze ale spatiului vectorial (R3, R) sl

4 -1 2
A=|-2 1 0 | matricea de trecere de labaza F labaza G.
1 3 1

Stiind cd F = {f; =(3,.2,-D', f, =(1,0,-D', f3 = (2,-1,)}, sa
se determine baza G .
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R: G={g; =(12,7,-D', g5 = (4,-5,3)", g3 = (8,3, }.

4. Se considerd urmatoarele sisteme de vectori din spatiul liniar
R.R):
F={f=(32D" f, =(1,-3.D", f3 = 1,L-D"}
G =19, =(-12,0)",9, = (0,-1,2)", 95 = (2,0,-)'}.

a) Sasearate cd F si G formeaza baze ale spatiului liniar
R3.R).

b) Sa se determine matricea de trecere de la baza F labaza G
si matricea de trecere de la baza G labaza F .

¢) Fie x un vector din spatiul liniar (R3 , R). Stiind ca
Xg = (2,3,—4)t , 54 se determine Xp .

d) Sa se exprime vectorul y=2f; —3f, + f3 din spatiul liniar
(R3 , R) in baza G si in baza canonica a spatiului (R3 , R).

e) Sa se determine formulele de transformare a coordonatelor

unui vector din spatiul liniar (R3 , R) la trecerea din baza G in baza
F.

_2 9 _3

13 0 7 14 14

. | 5 1. 3 3 1
Rib) Cre=| 5 3 S|Cr=| 7 -7 11l

305 3 8 19

2 2 7 14 14

) xg =(11,12,12)%;
B yo =2, 1By

. t . t .
e) Fie Xg = (a1, a2, a3)" si Xg =(fy, P, B3) ; atunci
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,Bl =o +30{2

5 1
ﬁz =5a1 +36¥2 +5053 .

3 3
,83 = 50{1 +5a2 +Ea3

5. Stabiliti cum se modifica coordonatele unui vector la trecere
de labaza F labaza G, daca:

a)F={fi=(-12", 1, =3-D"},G={g; =2D", 9, =(1.2)"};
b) F ={f, =2-X +X2,f2 =1+3X,f, =—1+2X2},
G=1{g,=1+X,0,="2+3X-X?g,=-1+X?};

c)F={f = (—3,1,—1)t, f, = (O,—l,l)t, f, = (1,1,0)‘},

G=1{g, =(32.)", 9, = (2,1,0)",9; = (1,0,0)'} .

R: a) Fie Xg = (¢, 0{2)t st Xg = (f, ﬂz)t; atunci

1, _8

1 3.,
=—za+t=>a
By =-sa1+5a

6. Fie B ={b;,by =(1,2,)%,b; = (-2,1,)!} 0 bazi a spatiului
liniar (R3, R) si vectorul v = (~1,1,0)" € R*. Stiind ci

Vg = (-1,1,2)", si se determine vectorul by.

R: b=(-2,3,3)".

7. Fie F si G doui baze ale spatiului vectorial (RZ[X], R) si

2 |
A=|-1 1 3 | matricea de trecere de la baza F la baza
1 0 -1

a
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G.SﬁmdcﬁGz:ml=1+X,g2=—2+3X——Xﬁg3=—1+X2L
sd se determine baza F .

_1 2 1
3 3 3
R: - -l 2 _1 _5|:
Co,r =(Crg) S -3 —3|
_1 2 4
3 3 3
- _1 29, _1lg,=_4.,5 2
fi==301+502-393=-3+5X - X"}
- 24, _1 2q,22_1 2
fo= 501-392+503 =53 X+ X7,
_Tq, 3 44, -13_38 2
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CAPITOLUL 3
OPERATORI LINIARI

3.1. NOTIUNEA DE OPERATOR LINIAR
MATRICEA ASOCIATA UNUI OPERATOR LINIAR

BREVIAR TEORETIC

Fie (X,K) si (¥,K) doua spatii vectoriale de dimensiune finita.
Definitia 1. O functie U : X — Y se numeste operator liniar daca:
(1) U este aditiv, adica U(x+y)=U(x)+U(y),Vx,y € X ;
(2) U este omogen, adica U(ax) =aU(x),Va e K,Vxe X .
Observatie. Cele doua conditii pot fi inlocuite prin:
B) U(ax+ p)=aU(x)+ pU(y),Va,P e K,Vx,ye X .

Propozitie. Dacd U : X — Y este operator liniar, atunci
U(Ox)=0y.(4

Definitia 2. Fie spatiile vectoriale (X,K) si (Y,K) , cu dim X =m,
dimY =n, m,ne N si U: X — Y un operator liniar. Fie
F={f1,f20s[m}obazialui (X,K) si G=1{g|.g,...g,}0 baza
alui (Y,K). Se numeste matricea operatorului liniar U
corespunzatoare bazelor F si G matricea 4 € M, ,,(K) ale carei

linii sunt componentele vectorilor U( f}),...,U(f,,)n baza G, adica
4=UM)6 UG wm Ulfm)G )
Reprezentarea operatorului liniar U in bazele F §i G este data de

formula: U(x)g = Ath.
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Daca F si G sunt bazele canonice ale spatiilor (X ,K ) si (Y ,K ),

atunci reprezentarea operatorului liniar U este: U(x) = A'x.

Modificarea matricei unui operator liniar la schimbarea bazelor in
care se reprezintd
Fie U:X — Y un operator liniar, F, F' doud baze ale spatiului

liniar (X, K) si G, G' doua baze ale spatiului liniar (¥, K).

Fie A=A4p st B=Ap ¢ matricele operatorului liniar
corespunzatoare bazelor F' si G, respectiv bazelor F' si G'. Fie C
matricea de trecere de la baza F la baza F' si D este matricea de

trecere de la baza G labaza G'. Atunci B! = D_1 At.C.

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se determine care dintre urmatoarele aplicatii defineste un
operator liniar:

b

4x1 —x9 +3
a) U:R3—>R2,U(x)=[ e )@J

- X1+ 2x2 + X3
5 3 X1 —4)62
b) U:R“ >R , U(x): —2X1 +3].
le — X2
Rezolvare:

a) Fiea,feR,x,y e R3; avem ca:

Ul + fy) =U ZI:IZ}l _ Moo+ ) = (o + fiyn) +3(ees + fivs) )
T TR T ey + ) + 200y + ) + (s + Brs))
a3+ fys

79



2(4(1)61 —axy +300€3 ]+(4ﬁx1 —ﬁ)Cz +3ﬂX3

i 2pes ﬂxJ = aU(x)+ fU(»);

—ax1+2ax2 +0x3

b) Metodal Fie a,f e R,x,y € R?. Avem ca: U(ax+ py) =
(o + ) —Haxy + Pa) | (oo + By — 4oy =4/,

:U(zl;iyyz]: — ay + ) +3 = —2aq -2/ +3 (1);
S5(axy + By) —(aoxy + Brp) ) \Sexy +5 8y —axy = By
x1—4xy yi—4y2 | (ax+ P —doxy -4y,

QU(x)+ BUG) =] =23 +3 |+ Bl =2 +3 | =| =20 — 20 +3a +3p8 | (B):
5x1—x; Sn-» Soxy +5 By —axy = By

Din (1) si (2) rezulta ca relatia (3) din definitia operatorului liniar nu
este indeplinitd Vo, f € R, prin urmare U nu este operator liniar.

Metoda II. Daca U ar fi operator liniar, conform (4) ar trebui
ca U(OR2)=0R3.
0
Dar U(0p:)=|3|#0ps, prin urmare U nu este operator liniar.

0

2. Se considerd operatorul liniar U : R 3 5 R? ,
U(x) = (
a) matricea operatorului corespunzatoare bazelor canonice ale

spatiilor liniare (R3, R) si (Rz, R);
b) matricea operatorului corespunzatoare bazelor

F={fi=(-12),/, =301, /3 =(1.2-1) } si
G=1{g;=(-12).g, =(01)}.

3x) —xp - 2X3J. S3 se determine:

—X] + Xy +X3
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Rezolvare:
a) Fie A matricea operatorului corespunzatoare bazelor

canonice ale spatiilor R? si R2.
Scriem formula de reprezentare a operatorului in bazele canonice

ale spatiilor spatiilor R’ si R>:U (x)= A'x.

1
In cazul nostru, avem ca y(x) :[ 3 -1 - ZJ. x, |» deunde

-1 1 1
X3
3 -1
rezultaca A=|-1 1
-2 1

b) Fie A ; matricea operatorului corespunzatoare

bazelor F' si G . Determinarea acesteia se poate face in doua
moduri.
Metoda I. Folosind definitia 2.

! 0 -1 0
U(f)=U-1 =(sza1g1+a2g2:a1[ 2]+a2( j:>

1
2
—a1:0 a1=0
= = .
2(114‘&2 =0 (%) =0
. 0
Am obtinut ca U(f])g :[0)

3

v —ulolof 7). (1 0
(f2) = 1 S|, T asit@g o, |rag =

-a; =17 o =-7
= = .
26{1 +ay =-2 (%) =12
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Rezultd cd U(f)g = [_ 7J .

12
1
3 -1 0
U(f3)=U|2 |= N It 2P A | DA | P e
-1
= —a =3 = =3 rin urmare U(f3)g = -3
da+ay =0 |ay=6 " 6T 6 )
0 0
Rezulta ca Apg=|-7 12
-3 6

Metoda II. Folosind formula de transformare a matricei unui
operator liniar la schimbarea bazelor in care se reprezinta, avem ca:

A;, G = pl.4l.c ,unde C este matricea de trecere de la baza

canonica a spatiului liniar (R3 , R) la baza F,iar D este matricea

de trecere de la baza canonica a spatiului liniar (R3 , R) labaza G .

13 1 1 0
Avemcad: c=|-1 0o 2 §iD=[ 1J,prinurmare

2
2 1 -1
t 1 gt 0 =7 =3} .. . o0
AF,GZD ‘A" -C = 0 1 si deci Apg=|-1 12
-3 6
3. Se considera operatorul liniar U : R*> — R”,
-x, +2x,
U(x)=| 2x, —3x, |.Sase determine matricea operatorului
—3x, +4x,

corespunzatoare bazelor G = {g, , gz} si £ = {e1 ,€,,8; }, unde
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0 0 1
Rezolvare:
Avem:
1 4
U(g)=| 0|=¢ +0e,-¢e,,U(g,)=|—5|=4e, —5e, + be,.
-1 6

Rezultd ca matricea operatorului corespunzatoare bazelor G si E

1 0 -1
este: A= .
4 -5 6

4. Se considera spatiile vectoriale (R3,R) si (R2 ,R) si fie
E= {e1 ,€,,8, }, G= {g1 , gz} bazele lor canonice. Notam cu U
operatorul liniar U : R* — R*, definit prin:

Ule) =38, — g,,U(e;) = -2g, — &,,U(e;) = =5¢,.

Sa se determine:
@) matricea asociata operatorului liniar in bazele canonice;

b) forma operatorului;

¢) matricea asociata operatorului liniar in bazele

F= {—e1 +2e,,e, —3e, 4¢, +e3}$i G= {gl,gz};
d) matricea asociatd operatorului liniar in bazele

F= {—e1 +2e,,e, —3e, 4e, +e3}si H = {3g1 - 2,8, +2g2}.

Rezolvare:
a) Vom folosi definitia. Din ipoteza rezultd ca
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Ulen)g =(3:-D", Ulea)g =(-2.-1)", Ule3)g = (0.-5)". Prin
urmare, matricea asociata operatorului liniar in bazele canonice este:

3 -1
A=|-2 -1
0 -5

b) Folosind rezultatul obtinut la punctul precedent, obtinem ca:
. 3 =2 0 \x 3x, —2x,
Ukx)=A'x= =>Ux)= .
-1 -1 -5 \x, —X; — X, —5x,

¢) Notdm cu B matricea asociatd operatorului liniar in bazele
Fsi G. Avem:
U(f1)=U(-e; +2ep) =-U(e)+2U(ep) =—(3g1 —g2) +
+2(-2g) — g2)=-7g) —3g, si analog
U(fz) = _2g1 +14g2,U(f3) = 12g| _9g2~
De aici rezulta ca
Uf)e =773 Ufa)g = (214, U(f3)g =(12,-9)" . Prin
urmare, matricea asociatd operatorului liniar in bazele F' si G este:

-7 -3
B=|-2 14
12 -9

d) Fie C matricea asociatd operatorului liniar in bazele F' si H .
U(f)=-7¢g -38,,U(f;) =-2g, +14¢,,U(f;) =12g, - 9¢,.
Trebuie sa determinam coordonatele vectorilor U(f,), U(f,),
U(f;)inbaza H . Pentru aceasta, vom aplica metoda eliminarii

complete.
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Baza h, h, | U | UL | UL
g 3 [ ]-7 |2 |12
& -1 2|3 |14 |9
noo |3 1|7 ]2 -12
g 0 |-17 |10 |15
hoo|o 1 [ -1 |8 -3
I 10 |_5z |2 3

5

Prin urmare,
Uy = =950, =(2.8)Uf), =(3,-3)", de unde

1

<
5N

rezultd matricea C =

W Ny
W OOml

S. Considerdm spatiul vectorial (R3,R) si fie E ={e,,e,| baza
canonicd a acestui spatiu. Notdm cu U operatorul liniar
U:R> — R®, definit prin: U(e,) = (-1,2,-3)",U(e,) = (2,-3,4)".

Sa se determine:
a) matricea asociata operatorului liniar in bazele canonice;
b) forma operatorului.

Rezolvare:
a) Dacanotdim cu G = {gl , 25,85 }baza canonica a spatiului

(R’,R), atunci rezultd c¢d U(e,), = (-1,2,-3)",U(e,) = (2,-3,4)",
de unde obtinem matricea operatorului in bazele canonice:

-1 2 -3
A= .
[ 2 -3 4J

85



b) Folosind rezultatul de la punctul precedent, obtinem ca:

-1 2 -x, +2x,

X
Ux)=A'x=| 2 -3 (1]:U(x)= 2x, —3x,
-3 4 2 —3x +4x,

6. Consideram spatiul vectorial (R3 ,R) si fie £ = {61,62,63}
baza canonicd a acestui spatiu. Notdm cu U operatorul liniar
U:R’—> R, definit prin: U(e)) =2ey —3e3,U(ey) = —e; —3ey
U(e3) = 2e;. Sa se determine:

a) matricea asociata operatorului liniar in bazele canonice;

b) forma operatorului.

Rezolvare:
a) Vom folosi definitia. Din ipoteza rezulta ca

U(el )E = (0927_3)t s U(ez )E = (_1:_3a0)t s U(eS )E = (270707 )t . Prin
urmare, matricea asociata operatorului liniar in bazele canonice este:

0o 2 -3
A=|-1 -3 0
2 0 0
b) Utilizand rezultatul obtinut la punctul precedent, obtinem ca:
0 -1 2)x - X, +2x,
Ux)=A'x=| 2 =3 0 |x,|=Ux)=| 2x -3x,
-3 0 0 fx —-3x,
7. Se considerd operatorii liniari U,V : R*> — R?,
[2)61 - X, ] (— X, +4x2] N )
Ux)= V(x) = . Sa se determine:
-x, +3x, 3x, —5x,

a) operatoriiU +V,U oV ;
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b) matricele operatorilor calculati la punctul @), corespunzatoare

bazei canonice a spatiului (R 2 ,R).

Rezolvare:
(xl +3x, J
a) U+V)(x)=UXx)+V(x)= .
2x, —2x,
— X+ 4x2
UoV)x)=U¥(x)=U (3 J =
Xl — SX2

_ 2(—)C1+4X2)—(3)C1—5X2) _ —5X1+3X2
= (=xy +4x)+303x; =5x5) ) (10x; —19x, )

b) Metoda I. Folosind rezultatul obtinut la punctul a), rezulta:

1 3) 5 3
Avsv =, S Auer =| g )

Metoda II. Fard a calcula U +V si U oV, utilizand formulele
Ay, = A, + 4, st 4., = 4, - 4, , obtinem:

A_2—1+—14_13‘
vl o1 3 3-5) |2 =2/
2 -1\ (=1 4\ (-5 3
AUQV: . = .
-1 3)( 3-=5 10 -19

PROBLEME PROPUSE

1. Sa se determine care din urmatoarele aplicatii defineste un
operator liniar:
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—2x;+xy -3
a) U:R> —>R2, U(x)= TN ;
X1 +3XZ - X3

2X2—4
2 3
b) U:R" >R aU(X)Z —X1+3X2 .
5x1+3x2
-x;+5
¢) U:R> >R, ywy=| 1772
3x1+6x2

R: Aplicatia de la punctul ¢) defineste un operator liniar.

2. Se considerd operatorul liniar U : R 5 R} ,
2x1 - X3
U(x)=| — x| +2x, |- Sase determine:
xp + 3x2
a) matricea operatorului corespunzatoare bazelor canonice ale
spatiilor R? si R? H
b) matricea operatorului corespunzatoare bazelor
F={fi=12), /2 =(-21)}si
G ={g1 =(-102) g2 = (201)".g3 = (LLO)}.

(o
(9]

2 -1 1
R: a) 4= ;b =
) (—1 2 3) ) Arg

~ W

= g
_

|

3. Se considera operatorul liniar U : R® > R? ,

—2x1+x7 -3 o . . .
U(x)= A TX2 TN . Sa se determine matricea operatorului
X1+ 3)62 — X3

corespunzitoare bazelor G ={g|,g7,23} si E = {ej,e; }, unde
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3

) -2 0
g1—2,g2—1 ,lare| = 1,e2:1.

0
0o 7
3 1
2 2

4. Se considera spatiile vectoriale (R3,R) si (R2 ,R) si fie
E= {31 ,€,,6; }, G ={g,,g,} bazele lor canonice. Notim cu U
operatorul liniar U : R> — R*, definit prin:

Ule) =—-g) +282,U(ey) =281 —3g7,U(e3) =2g;.

Sa se determine:
@) matricea asociatd operatorului liniar in bazele canonice;

b) forma operatorului;

¢) matricea asociata operatorului liniar in bazele

F= {2e1 +3ep,3e) —2e3,¢; +e2}$i G= {gl,gz};

d) matricea asociata operatorului liniar in bazele

F ={e; —3ey,2¢; +3e3,¢; —2e3fsi H = {g) —2g5,-2g| + 2}

5. Fie spatiul vectorial (R3,R) sifie £ = {el,ez,e3} baza
canonica a acestui spatiu. Notdm cu U operatorul liniar
U:R>— R’, definit prin: U(e) = -3¢ +e;5,U(ey) = —e; +2e,,
U(e3) = e;. Sa se determine:

a) matricea asociata operatorului liniar in bazele canonice;
b) forma operatorului.



6. Se considera operatorii liniari U, V' : R SR ,

—X]+ 2X2 +4X3 2x1 — X +3X3
U(x)=| 2x;-3xy-5x3 |, V(x)=| x;+3x; . Sd se
—3x1+4x2+ X3 —3x1+x2—x3

determine:
a) operatoriilU +V,UoV ;
b) matricele operatorilor calculati la punctul @), corespunzatoare

bazei canonice a spatiului (R 3 ,R).

R:
X+ Xy +7x3 —12x1 +11X2 - 7)63
D U+V))=| 3y -5 UV =] 163 =16x; +11x3 |3
—6x1 +5x5 —5x1 +16x5 —10x3
1 1 7 -12 11 -7
by Ay,y =| 3 0 =51; Ay.y=| 16 -16 11].
-6 5 0 -5 16 -10
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3.2. NUCLEUL SI IMAGINEA
UNUI OPERATOR LINTAR
INJECTIVITATEA, SURJECTIVITATEA SI
INVERSABILITATEA
UNUI OPERATOR LINTAR

BREVIAR TEORETIC

Definitia 1. Fie (X,K) si (Y,K) doud spatii vectoriale de
dimensiune finitd si U:X — Y un operator liniar. Se numeste

nucleul operatorului U si se noteazd KerU multimea:
KerU = {x eX/U(x)= OY}-

Definitia 2. Fie (X,K) si (Y,K) doud spatii vectoriale de
dimensiune finitd si U:X — Y un operator liniar. Se numeste

imaginea operatorului U i se noteazd ImU multimea:
ImU ={yeY/3Ixe XailU(x)=y}.

Definitia 3. Fie (X,K) si (Y,K) doud spatii vectoriale de
dimensiune finitd si U : X — Y un operator liniar. Operatorul U se

numeste injectiv, respectiv surjectiv, dacad acesta este o functie
injectiva, respectiv surjectiva.

Propozitia 1. Fie (X ,K ) si (Y,K) doud spatii vectoriale de
dimensiune finitd si U : X — Y un operator liniar. Operatorul U este
injectiv daca si numai daci KerlU ={0 y }.

Propozitia 2. Fie (X,K) si (Y,K) doud spatii vectoriale de

dimensiune finitd si U : X — Y un operator liniar. Operatorul U este
surjectiv daca si numai daca ImU =Y .
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PROBLEME REZOLVATE

1. Se considerd operatorul liniar U : R — R*,
U(x) = (2x,,0,x, —x;,—x, ) . Sa se determine nucleul si imaginea
operatorului, precum si dimensiunile acestora.

Rezolvare:

Nucleul operatorului este: KerU = {x eR/U (x)= 0}.
Rezolvam ecuatia U(x) =0 si obtinem sistemul:

2x1 =0
X1 = 0 ¢
xy)—x3=0= = KerU = 0,a,a) /a € Rj.
Xy =x3=a,a€R
—X1 = 0
xe KerU = x = (O,a,a)’ = a(O,l,l)t .
Fie g, = (0,1,1)’ ; {gl} este sistem de generatori pentru spatiul KerU
si sistem de vectori liniar independent, deci formeaza o baza a acestui
spatiu, prin urmare dim KerU =1.

Imaginea operatorului este ImU = {y e RY/3x e RPailU (x)= y}.
ImU = {(le,O,xz —X3,—x1)t /x1,X) —x3 € R(=
= 16, (2.0,0.-1) +(x, - x, X0.0.L0) /x,,x, —x, € R}
= 1a(2,0,0,-1) +5(0,0,,0) /a,b < R}.

Fie g, =(2,00,-1) si g, =(0,0,10); {g,.g,} este sistem de

vectori liniar independent si sistem de generatori pentru spatiul /mU ,
deci formeaza o baza a acestui spatiu; rezultd dimlmU =2 .

-1 5 3
2. Fie A=| 3 -4 2 | matricea asociatd unui operator liniar
-2 1 -3
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U:R®— R*.Sisedetermine KerU , ImU , dim KerU , dimImU .

Rezolvare:
KerU= {x eR/U(x)= O};
—x, +3x, =2x;, =0
Ux)=0= Alx=0= 5x, —4x, +x; =0 ; deteminantul matricei
3x, +2x, =3x;, =0

-1 3 =2
sistemului: A=| 5 —4 1| = 0; alegem minorul principal
3 2 -3
x| = ia
ST
-1 . . . .
d, =‘ 5 _4 # 051 rezultd solutia sistemului: {x, = Ha, acR,

X3 =

. 5 9 !
deci KerU =4| —a, —a, a| /laeR}.
11 11
Daca x € KerU , atunci

t t
X = ia, ga,a zai, 2,1 ,a€R.
11 11 11" 11

. 5 9
Fie 21 Z[H, ﬁ’

spatiul KerU si sistem de vectori liniar independent, deci formeaza o
baza a acestui spatiu; prin urmare, dim KerU =1.

t
lj ; {gl} este sistem de generatori pentru
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ImU= {y eR’/IxeR’ail(x) = y};
—x, +3x, —2x; =y,

U(x)=y <1 5x,—4x, +x, =y, ;trebuie determinat y € R’
3x, +2x, =3x; =y,

astfel Incat sistemul sa fie compatibil.

Considerand minorul principal al matricei sistemului:

-1
dzz‘ 5 _4 # 0, rezultd ca rangAd = 2;
-1 3 y,
d,=|5-4 »=022y +11y, 11y, =0
3 2 y,
Iy =a
<:>2y1+y2_y3:0:>y3=2y1+y23 yzzﬁ ;a,ﬁeR.
v, =20+ p

ImU={a, B2+ BY I, € Rj=1a(1,0.2) + BOL1) /e, B < R.

Fie g, =(1,0.2) si g, =(0,L1); {g,,g,} este sistem de vectori
liniar independent si sistem de generatori pentru spatiul ImU, deci
formeaza o baza a acestui spatiu; rezultd dimlmU =2 .

3. Se considera operatorul liniar U : R® > R? ,
Ux)= (—x] +2x,,3x, + X5, X, —x3)’.
Sa se studieze:

@) injectivitatea, surjectivitatea operatorului liniar U ;

b) inversabilitatea operatorului si daca este inversabil sa se
calculeze inversa acestuia.
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Rezolvare:
a) U este injectiv daca si numai daci KerU = {0}.
-x,+2x,=0 x, =2x,
UXx)=03x,+x;,=0 =6x,+x,=0=>x=x,=x,=0=>
X, —x;=0 X; =X,
KerU ={0} , prin urmare operatorul U este injectiv.
U este surjectiv daci si numai daci ImU=R’;
ImU= {y eR’/IxeRPail(x) = y}.
—-X, +2x, =y,
Ux)=y<{3x,+x,=y, ;Ix€ R3 astfel incat U(x)=y dacasi
Xy X3 = V5
numai daca sistemul este compatibil; deteminantul matricei
sistemului este:

-1 2 0
A=|3 0 1|20=>3xeR :UXx)=y,VyeR’ = ImU=R’=
0 1 -1

U este surjectiv.

b) Deoarece U este injectiv si surjectiv, rezultd ca U este

bijectiv, deci inversabil. Determinam U™

-x, +2x, =y, x}:w

Ux)=y < 3x, +x, =y, ={x, =200

Xy = X3 = Vs XSZM
_%x1+%x2+%x3
SU*I(X): %x1+%)€2+%x3
%xl"'%xz—g)@
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PROBLEME PROPUSE

1. Se considera operatorul liniar U : R?® - R>. Si se determine
KerU , ImU , dimKerU, dimImU daca:

@) U(x) = (x1, x5 +x3, 1 + x5 +x3)';
b) U(x) = (xp,x1,x3)';
) U(x)=(2x] = x5 +x3, 0, X + x5 —2x3) .
R: a) KerU = {(O, -a, a)t /o eR}; dimKerU =1;

ImU = {(a, g, a+,8)t/a, ﬂeR}; dimimU =2 ;
b) KerU ={0}; dimKerU = 0;

ImU = R3; dimImU =3

c) KerU = {(%a, %a, a)l la e R}; dim KerU =1;

ImU = {(a, 0, 8) /a, ﬂeR}; dimImU =2 .

2. Se considerd operatorul liniar U : R® > R3. In fiecare din
cazurile a), b), c), se cere:

1) sa se studieze injectivitatea si surjectivitatea operatorului U .

2) sa se studieze daca operatorul este inversabil si in caz afirmativ sa
se calculeze inversa acestuia:

a) U(x)=(3x) +4xy +x3,x] —2x5 +2x3,%] + X3 )';
b) U(x) = (x; +2xy +x3,x +3x5 +2x3,—x] 2%, ) ;

¢) Ux)=(2x; —xy +2x3,—x] +3x5 +2x3,—X] + X )t.

R: a) nu este injectiv, nu este surjectiv;
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4x1 - 2XZ + X3

b) este bijectiv; U_l(x) =|=2x1+ xp—x3 |;
X1 + X3

—-X] tXxp — 4)(73

c¢) este bijectiv; U_l(x) =|—-x +x3 —3x3

1 5
X1 —EX2 +EX3
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3.3. VECTORI PROPRII SI VALORI PROPRII
BREVIAR TEORETIC

Definitia 1. Fie (X, K) un spatiu vectorial si U : X — X un

operator liniar cu reprezentarea U(x) = A'x.
Vectorul x € X, x # 0, se numeste vector propriu al operatorului
U dacd exista A1 € K astfel incat U(x) = Ax; in acest caz, 4 se

numeste valoare proprie a operatorului U si se spune cd x este
vector propriu corespunzator valorii proprii A .

Definitia 2. Fie ()X, K) un spatiu vectorial, U : X — X un operator
liniar si 4 o valoare proprie a operatorului U . Multimea

X, ={xe X/U(x)=Ax} se numeste subspatiul propriu asociat
valorii proprii 4.

PROBLEME REZOLVATE

1. Se considera operatorul liniar: U : R R? ,
U(x)=(x; +3xy —4x3,-2x, + 5x3,3x3 )t .
Sa se determine valorile proprii, vectorii proprii si subspatiile
proprii corespunzatoare pentru acest operator.
Rezolvare:

Din relatia U(x) = A'x vom determina matricea operatorului in

baza canonica a spatiului (R 3 , R):
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1 3 -4)\x 1 0 0
Ux)=| 0 =2 5| x|=4'x=4=] 3 -2 0].
0 0 3)x -4 5 3

e Determinam valorile proprii ale operatorului, rezolvand
ecuatia caracteristica:

1-4 0 0
det(A-A)=0<=| 3 -2-1 0 |=0=>
-4 5 3-4
=>4 =1 A)=-2; 13=3.

e Determinam vectorii proprii corespunzatori fiecarei valori

proprii, rezolvand ecuatia matriceald A" -x=A4-x,cu x#0.
Pentru 4; =1 obtinem

1 3 -4 X1 X1 X1 +3X2 —4X3 =X
0o -2 5 X3 =1 Xy | = —ZX2+5)C3:)C2:>
O O 3 X3 X3 3X3 = X3

=x3=0,x=0,x =a, aeR\{O}.

Prin urmare, multimea vectorilor proprii corespunzatori valorii
proprii A4} =1leste: V| = {(a,0,0)t /aeR\ {O}}

Subspatiul propriu corespunzator valorii proprii 4; =1 este:
X\ = {(a,0,0)t /ae R}.

Pentru 4; = -2 obtinem

1 3 -4 X1 X1 X+ 3X2 - 4X3 = —2X1
0 -2 5 X =-2- Xy | = —2X2 +5X3 =—2X2 =
0 0 3 X3 )C3 3X3 = —2X3

99



= x3=0,x) =a, x; =—a, a € R\{0}. Deci multimea vectorilor
proprii corespunzdtori valorii proprii A, = -2 este:

V oy = {(— a,a0f /aeR\ {O}}

Subspatiul propriu corespunzator valorii proprii 4, =—2 este:
X_p = {(— a,a,O)t /ae R}.

Pentru 4; =3 obtinem

1 3 -4)\x X1 X1 +3xy —4x3 =3x;
0 =2 S|x|[=31x|= —2xy +5x3 =3x) =
0 0 3 )\x; X3 3x3 =3x3
=S Xx3=a,X) =a, x] = —%, a € R\{0}. Prin urmare, multimea

vectorilor proprii corespunzatori valorii proprii A3 =3 este:

Vs = {(a,a,—%y /aeR\ {o}} :

Subspatiul propriu corespunzator valorii proprii A3 =3 este:

X3 z{(a,a,—%y /aeR}.

2. Fie U: R’ — R’ un operator liniar care are matricea

1310 6
corespunzatoare bazelor canonice 4 =|-24 -19 -12
12 10 7

Sa se determine valorile proprii, vectorii proprii i subspatiile
proprii corespunzatoare pentru acest operator.
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Rezolvare:

e Determinam valorile proprii ale operatorului, rezolvand
ecuatia caracteristica:

13-4 10 6
det(A-Al)=0<=|-24 -19-1 -12/=0.
12 10 7-1
Adunand toate liniile la prima, obtinem:
1-4 1-4 1-2 1 1 1
-24 -19-4 —12:O<:>(1—/1—24 -19-14 -12|=0<
12 10 7-1 12 10 7-1

@(/1—1)2(1+1):0 :>/11 = ﬂz =1; /13 =-1.

e Determinam vectorii proprii corespunzatori fiecarei valori

proprii, rezolvand ecuatia matriceald A" -x=A4-x,cu x#0.
Pentru 4; =1 obtinem

13 =24 12\ x X 13x) —24xy +12x3 = x;
10 —-19 10| xy |=1:|xy [=110x] —19x, +10x3 = x)
6 -12 7 N\ x3 X3 6x1 —12xy + Tx3 = x3
12x) —24x9 +12x3 =0 x| —2xy +x3 =0
= <10x; =20xp +10x3 =0 ={x-2x+x3=0 =
6x1 —12x5 + 6x3 =0 X]—2xy +x3=0
=Xy =a,xy=b,x3=2b—-a; a,beR, a?+b%20.
Rezulta ca multimea vectorilor proprii corespunzatori valorii proprii
A =leste:V; = {(a,b,zb—a)’ /a,beR,a® +b* # 0}.
Subspatiul propriu corespunzator valorii proprii 4; =1 este:

X = {(a,b,2b—a)t la,be R}.
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Pentru 4; = -1 obtinem
13 -24 12 X1 X1 13X1 —24X2 +12X3 =—X]
10 -19 10 X2 =-1- X = 10x1 —19)62 +10X3 =—X
6 12 7 \x3 X3 6x1 —12xy + Tx3 =—x3
14x1 —24)(72 +12)C3 =0 7)61 —12)62 +6X3 =0
= 10)61 —18X2 +IOX3 =0 = 5)61 —9X2 +5X3 =0 =
6)61 —12)62 + 8)63 =0 3)61 —6)62 + 4X3 =0
= x; =2a,xy = %a, X3 =a; a€R\ {0} Prin urmare, multimea
vectorilor proprii corespunzatori valorii proprii A, = —leste:

V= {(2a, % a, ay /aeR\ {0}} . Subspatiul propriu corespunzator

valorii proprii A, =—1 este: X_;| = {(Za,ga,ay /ae R}.

PROBLEME PROPUSE

1. Sa se determine valorile proprii §i vectorii proprii pentru
operatorul liniar U : R > R3, unde:

a)U(x)= (xz,xz +2x3, — X3 )t ;

b) U(x) = (2x1 —Xp +Xx3, —X] +2xp + X3, —X] +x2)t;

) U) =(-x3,—x5,—x1 ).
R: Cl) ﬂ’l :—1, ﬂz =0, 13 =1;

Voy=la ~a.af tac RVOY: ¥ ={a,0.0) ra <R\ (0}f
n= {(a, a,0) /ae R\{O}};
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by 41 =0, =143 =3;F ={(—a,—a, a)t/aeR\{O}};

" ={(a, a, O)t/aeR\{O}}; V3 ={(—a, 2a, a)t/aeR\{O}};

¢) A =Ay=-1A3=1;V, ={(a, b,a) /a,beR, a’+b* =0y
" ={(—a,0, a)t/aeR\{O}}.

2. Sa se calculeze valorile proprii si subspatiile proprii pentru
operatorul liniar U : R® > R care are ca matrice corespunzatoare

bazelor canonice matricea:

—2 4 1 1 2 1
a)Ad=| 0 -1 =2 |;bA=-1 2 -1|;
0 0 8 1 -1 2
0 -1 0
o A=[1 3 1|
0 -1 0

Ria) 1 =2, =-1,43=8; X » ={(—%a,%a, ay/aeR}

X_I:{(O,%a, ay/aeR}; Xg :{(O, 0, a)t/aeR};

by =14, =2;
X1 :{(0, a, a)t/aeR};Xz :{(a, a, Za)t/aeR};
) =0, =1,43=2; Xg={-a,0,a) /acR|;

Xq ={(a, a, a)t/aeR}; X, ={(a, 2a, a)t/aeR}.

>
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CAPITOLUL 4

FUNCTIONALE LINIARE, BILINIARE SI
PATRATICE

4.1. FUNCTIONALE LINIARE

BREVIAR TEORETIC

Definitia 1. Fie (X, K) un spatiu vectorial de dimensiune finita.
O aplicatie f: X — K se numeste functionald liniara daca:
(1) feste aditiva, adica
Sx+y)=fx)+ (), Vx,yeX;
(2) f este omogena, adica
flax)=of (x),VaeK,Vxe X.
Observatie. Cele doua conditii pot fi inlocuite prin:

Q) flax+py)=of )+ ff (»),Va,BeK,Vx,ye X .

Definitia 2. Fie (X, K )un spatiu vectorial de dimensiune 7,

f X — K o functionala liniara, G = {gl,gz,...,gn }o bazd a
spatiului liniar (X, K).

Notdm a; = f(g;), i = Ln. Atunci 4= (a1,a9,..a, )t se numeste
vectorul atagat functionalei liniare in baza G .
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PROBLEME REZOLVATE

1. Stabiliti daca urmatoarele aplicatii sunt functionale liniare si
in caz afirmativ scrieti vectorul atagat functionalei in baza canonica

a spatiului liniar (R3 , R) si In baza

G= {gl =(33.1), g, =(3,1,3), g3 = (1,3,3) }
a) f:R3 —> R, f(x)=3x] —x +2x3;
b) f:R> >R, f(x)=1x| —2xy +4x3 +1.

Rezolvare:
a) [ este functionald liniara daca f (ax + ﬂy) =af (x)+ b (y),

‘v’x,yeRssi Va,feR.

Fiex,y e R?, a0, f e R= x = (x1.x2,53) .y = (v, 2.3 )
f(006+ﬁy)=f(a(xlaxzax3)t +/3(y17y2,y3)t)=

=f((00€1 + By,axg + Py, oxs +ﬂy3)t)=3(0“1 + ) -
—(ary + fyy)+ 2axs + fr3) = al3x) —x; +2x3)+

+BBy1 —y2 +2y3)=of (x)+ A (), prin urmare feste
functionala liniara.

Vectorul atasat functionalei f in baza canonici a spatiului(R’, R)

este format din coeficientii functionalei : 4 = (3,-1,2)".
Vectorul atasat functionalei f in G = {gl, g7, g3} este

B=(f(g1): f(g2), £(g3)) . Avem ca:
f(g)=fB3D=8; f(g2)=fB13) =14 f(g3) = f(1,3.3)=6,

prinurmare B = (8, 14, 6)t.
b) Fie x,yeR3 si @, € R. Avem ca:
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Slax+ py) = flaxy + Pyy,oxy + fyy,oxz + fyz) =

= (axy + fy1) —2(axy + fyy) +4(axs + fyz) +1 st

of (x)+ ff (v) = ax) =20y +4axz + ) =2y, +4Py3 +a+ B,
prinurmare f(cx+ py) # of (x)+ G (y).

Rezulta ca f nu este functionala liniara.

1
2. Aratati ca aplicatia f : Ry[X]—> R, f(P)= JP(x)dx este o
0
functionala liniara si scrieti vectorul atagat functionalei in baza
canonic a spatiului liniar (R,[X],R) si in baza

G:{gl =1-X,g, =3X+ X2 g, =2+3X2}.

Rezolvare:

f este functionala liniara daca f(aP + SQ) = aof (P)+ G (Q),
Va,f € RVP,0 e Ry[X], Avem ca:

1 1 1
f(aP + PO) = [(aP + BO)(x)dx = ar[ P(x)dx + B O(x)dx =
0 0 0

=af (P)+ ff(Q), prin urmare f este functionala liniara.
Baza canonici a spatiului liniar (Ry[ X1, R) este

E= {61 =1,€2 =X,€3 =X2}.

Vectorul atasat functionalei in baza E, notat A4, este:

A= (f(e) f(e2), fle3))
1.

—

1
9 1 1 21
Avem ci f(el):fdx:x|0 =1 f(ez)zjxdx=x70
0 0

1 51 . . .
fle)=] Pde=X| = 1 ; prin urmare, vectorul atagat functionalei
0 3lp 3 i
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in baza canonica este 4 = (1, %, %y .

Analog se obtine ca vectorul atasat functionalei f in baza G este:

~ (F(g1).f(22).f(g2))' sivarezutia: B=(L, 1L, 3f

PROBLEME PROPUSE

1. Sa se stabileascad daca urmatoarele aplicatii sunt functionale
liniare si in caz afirmativ sa se scrie vectorul atagat functionalei n
baza canonici i in baza G a spatiului liniar (V,K):

a) f:R> 5 R, f(x)=3x] —x; +2x3;
G= {g (LL1Y, g5 =(0,13), g5 = (1,3,0) } V,K)
b) f: R3 R, f(x)=x] —2xy +4x3+2;
G= %— (2.1,1) gg==®ng,g3:@zpy},@:K)zﬁﬁ,R%
c) f: R* > R, f(x)=3x] —xp +2x3 +3x4;
G= {g (LLLLY, gy =(1,2,3.4) , g3 = (1,4.9,16) , g4 = (1,8,27,64) }
UﬁK):@ﬂgR%
d) f:R? SR, f(x)=x;—2xy +1;

G=le1 = (21 .2 =(1.2) }. (7.K) = k2 &).

R: a) f este functionala liniara; matricea functionalei in baza

(R3,R);

canonica este 4 = (3, -1, 2)t ; matricea functionalei in baza G este

=(4,5,0).
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2. Sasearate ca aplicatia /: R, [X]—> R, f(P)=P(2) este

o functionald liniara si sa se scrie vectorul atasat functionalei in
baza

2!
R: Vectorul atasat functionalei in baza G este

A:(llll ..... -

TR TR

2 n
X -1 X -1
Gz{glzl,gsz—l,g:;:—( ) N ,gnz—( n‘) }

3. Sa se determine functionala liniard f : R 3 5R , stiind ca
f(1,0,2)=3,1(2,1,0)=6, £(0,2,1) =9.
R: Se cautd f de forma f(x)=ax; +bx, +cx3, unde a,b,c € R si
se giseste f(x)= x| +4xy +x3.
1
4. Sase arate ca aplicatia [ : R3[X] >R, f(P)= jP‘ (x)dx
0
este o functionala liniara si sa se scrie vectorul atasat functionalei
in baza canonica a spatiului liniar (R3 [X],R) siin baza

G:{gl —1-X,gy =3X+ X3 g3 =2X+3X%, g4 =1}.
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4.2. FUNCTIONALE BILINIARE

BREVIAR TEORETIC

Definitia 1. Fie (X,K)si (Y,K) doud spatii vectoriale de
dimensiune finita.

O aplicatie f: X xY — K se numeste functionald biliniara daca
este liniara in raport cu fiecare argument, adica:

(1)f(aoc+ ﬂy,z)z og’(x,z)Jr ,Bf(y,z),Va,ﬂ e K,Vx,ye X,VzeY;
(2)f(x,ay+ﬂz)= 0g’(x,y)+ ﬁf(x,z),Va,ﬁ eK,Vxe X,Vy,zeY.

Definitia 2. Fie (X, K) un spatiu vectorial de dimensiune 1,

(Y , K ) un spatiu vectorial de dimensiune n, f: X xY > K o

functionala biliniara, £ = {el ,€) ,...,en} o0 baza a spatiului liniar

(X,K), G= {gl,gz,...,gn }o bazi a spatiului liniar (¥, K).

Notdm a;; = f(e;,8,), 1= I,_m,j =1,n.. Atunci 4 = (aij )i:@ se
j=Ln

numeste matricea atasata functionalei biliniare in bazele E §i G .

Modificarea matricei unei functionale biliniare la schimbarea
bazelor in care se reprezintd
In conditiile definitiei 2, fie 4 matricea atasatd functionalei
biliniare in bazele £ si G si B matricea atasata functionalei
biliniare in bazele F' si H . Fie C matricea de trecere de la baza
E labaza F' si D matricea de trecere de la baza G labaza H .

Atunci B=C'-4-D.
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PROBLEME REZOLVATE

1. Se considera aplicatia f : RZxR> SR ,
S, y) =2x1y1 —x1y2 +3x273.
a) Sasearate cd f este o functionala biliniara.
b) Sa se scrie matricea functionalei in bazele canonice ale
spatiilor liniare (Rz, R) si (R3 , R)
¢) Sa se scrie matricea functionalei in bazele
E=1 =(12),e, = (3,4)’} si
G=lg1 =G g2 = (131 g3 = (L3 |

Rezolvare:
a) f este functionala biliniara daca este liniara in fiecare

argument, adica:
1) f(ox+ fy.2)=af (x,2)+ B (v,2).Va, B € R Vx,y € R*,Vz € R

2) f(r,av+ ) = of (x,3) + i (x,2),Va, f € R,Vx € R*,¥y,z e R>.
Fie a, f € R. Avem ca:

D) flax+ py,z) = fa(x,x2) + B(¥1,12):(21,22,23)) =

= [y + P,y + B2). (21,22, 23)) = 20m; + fy)z) -

1= (axy + Py1)zp +3(axy + fo)z3 =a(2x1z1 —x125 +3xp23) +
+BCyizi —nza +3y2z3) =af (X, 2) + ff (¥, 2).

2) f(rap+ ) = f((x1,32). (3192, 93) + B21,22.23)) =

= [((x1,x0). (@) + frr.avp + Bea.ayy + fiz3)) =

=2x1(ayy + fz1) —x1(ayp + fzp) +3xp (a3 + fz3) =
=a(2x1y1 =Xy + X203) + B(2x12) —x125 + Xp23) =

=af (x,y)+ B (x,2).

Dinl) si 2) rezultd ca feste functionala biliniara.
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b) Matricea functionalei in bazele canonice ale R’si R’ este
formata din coeficientii functionalei: 4 = (a;;),_15 ,unde a;; este
j=13

2 -1 0
coeficientul lui x;y . Obtinem: 4 =(0 0 3].

¢) Metoda I. Matricea functionalei f corespunzatoare bazelor

E si G este B:(bij )iziz ). unde by = f(e;,g ;). Obtinem ca:
=13

by Zf(el,gl)zf((l,Z)t,(ll,l)’):2-1-3—1-1+3-2-1:11;
by = fle,g2)=2-1-1=1-1+3-2-3 = 11; prin urmare

11 5 19
B= .
27 9 39
Metoda II. Folosim formula de transformare a matricei

functionalei la schimbarea bazelor: B =C . A4-D.Matricea de

trecere de la baza canonica a spatiului (R2 , R) labaza E este
1 . . . o
C= {2 4j , lar matricea de trecere de la baza canonica a spatiului

31 1

(R3,R) labaza G este D=1 3 1]|.Rezultdca
1 1 3
; 115 19
B=C"-4-D=
27 9 39

2. Demonstrati ca
1
[ iR [XIxRy[ X1 R, f(P,Q) = [ P'(x)Q'(x)dx , este 0
0
functionala biliniard simetrica si scrieti matricea functionalei in
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baza canonica a spatiului R,[X] siin baza

G:{gl —1-3X,g, =2+ X% g3 :4X—X2}.

Rezolvare:
Trebuie sa aratam ca :

D) feP+ BO.T)=of (P,T)+ ff(Q.T).Va,BeR,VP,0,T € Ry[ X];
2) f(P,aQ + pT)=of (P,T)+ B (Q.T),Va, B €R,VP,0,T € Ry[ X];
3) f(P,0)= f(Q,P),VP,0 € Ry[ X].

1)Fiea, B € R. Avem ca:

1
f(aP+ BO,T) = [(aP+ O) (x)T" (x)dx =
0

1 1
= ajP'(x)T'(x)dx + ,[)’IQ'(x)T'(x)dx =aof (P,T)+ ff(O,T).
0 0

Analog se aratd 2) si In concluzie rezultd cd f este functionala
biliniara.
3) Fie P,Q € Ry[X]. Avem ca:

1 1
f(P,Q)= jP' (0)0'(x)dx = IQ' (x)P'(x)dx = f(Q, P), prin urmare
0 0

f este functionald biliniard simetrica.
Baza canonicd a lui Ry[X]: E = {el =ley =X,e5 = Xz}
Matricea lui f in baza E este

A= (aij)l.’j:lz,aij :f(el-,ej),i,j :1,3

Avem ca:
1

ajy = f(ep.e)) = f(LD) = [1Tdx =0; ajy =a;3 =0=ay; = a3y;
0
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1 1
any :f(x,x):jdx:l; apz3 =azp :Il.zxdle; ass :%_
0 0

Obtinem ca 4 =

oS O O
— — o
WA — O

Analog B :(bij)l',jZB’ ij :f(gl',gj ,i,j :1,3.

S

PROBLEME PROPUSE

1. Sa se arate ca aplicatia f : R*xR* SR ,

f(x,y)=2x1yy —5x,y5 +3x3y; este o functionala biliniara si sa

se scrie matricea functionalei in bazele canonice ale spatiilor liniare

(R3,R) si (Rz,R) si in bazele E = {el =(0,L), ey =(1,0,1)’,

ey = (1,1,2)’} si G = {gl =(1,0), g5 = (3,1)’} .
R: Matricea functionalei in bazele canonice ale spatiilor liniare

(R3,R) si (RZ,R) este: 4=|0-5|;

30
3 4
matricea functionalei in bazele £ 51 G este B=| 3 11].
6 15

2. Sa se arate ca aplicatia
f:R3 xR —> R, f(x,y)=3x1yy +x3yp —4x,y3 esteo
functionala biliniara si sd se scrie matricea functionalei in baza
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canonica a spatiului liniar (R3 , R) si in baza
G= {gl = (Oalaz)tagz = (173a1)tag3 = (3,1:2)t }

R: Matricea functionalei in baza canonica a spatiului liniar (R3 , R)

0o 3 0
este 4={0 (0 -4 |;matricea functionalei in baza G este
0 1 0
-6 2 -6
B=-20 0 -20/|.
3 29 3

3. Sa se demonstreze ca aplicatia

1
[ R3[X]1xR3[X]1—> R, f(P,Q) = [ P'(x)Q'(x)dx este 0

0
functionala biliniard simetrica si sa se scrie matricea functionalei n
baza canonici a spatiului liniar (R3[X], R) si in baza

G= {gl =1-3X,g, =2+ X3 -2X, g3 =4X - X2, g, :1}.
4. S se demonstreze ca aplicatia
1
J iR XIxRy[X] >R, f(P,Q)= fP(x)Q'(x)dx este o
0

functionala biliniara si sa se scrie matricea functionalei in baza
canonica a spatiului liniar (RZ[X ], R) si in baza

G={gl =3-5X,g, =2+ X -2X2, g3 =4X—X2}.
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4.3. FUNCTIONALE PATRATICE

BREVIAR TEORETIC

Definitia 1. Fie (X K ) un spatiu vectorial, unde K € {R, C } Fie
f: X xX — K o functionald biliniara simetricd. Restrictia functiei
f la diagonala produsului cartezian X x X , definita prin

diag(X x X) = {(x,x)/ xeX }, se numeste functionald patraticd,
expresia functionalei patratice in punctul (x,x) se noteaza f(x,x)
sau, mai simplu, f(x),cu f: X > K.

Definitia 2. Fie V' : X — R o functionala patratica.
1) V se numeste pozitiv definitd daca V(x) >0, Vxe X, x#0.
2) V se numeste semipozitiv definita daca
V(x)=20,Vxe X, x#0.
3) V se numeste negativ definita daca V(x) <0, Vxe X, x #0.
4) V se numeste seminegativ definita daca
V(x)<0,Vxe X, x=#0.
5) V se numeste nedefinitd daca 3x,y € X a.i. V(x)>0 si
V(y)<0.

Observatie: Matricea asociata unei functionale patratice ntr-o
anumita baza este matricea asociatd functionalei biliniare asociate
in baza respectiva.

Observatie: Se spune ca functionala patratica V' : X — R a fost
adusa la forma canonica daca s-a determinat o bazd G a spatiului

n
X, pentru carc V(X) = Z:/,Ll.yl2 ,unde XG :(ylayZa"'ayl’l)t .
i=1
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Aducerea unei functionale patratice la forma canonica se poate
face prin:

e Metoda Jacobi :
Se calculeazd Ay,A,,...,A, (unde A, este determinantul format

din primele i linii §i coloane ale matricii A4 -matricea asociata
functionalei).

Daca A, #0,Vi=1,n = 3 o baza a spatiului R" in care
functionala se scrie :

A A A
vV =0 2+ 1 2+”_+ n—1 2,A =1.
») A1y1 Azyz A YusBo

e Metoda Gauss:

Se cautd i € 1,n astfel incat coeficientul lui x% sa fie nenul si se
grupeaza toti termenii ce contin x,; din acestia se formeaza un
patrat; termenii ramasi nu vor mai contine x,. Se repetd procedeul
anterior pana la obtinerea formei canonice.

Observatie. In cazul in care functionala patratica este degenerata,

adica V(x)= Y a;ix;x; , se alege (k,1) astfel incat aj; # 0 si
1<i<j<n

se folosesc transformarile

Xp =2z +z7, X] =2} =21, X; zzi,izl,_n,i:tk,i;tl.

Astfel functionala devine nedegenerata, adica 3i € I,_n astfel incat
a;; # 0 sipoate fi adusa la forma canonica prin una din metodele

cunoscute.
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PROBLEME REZOLVATE

1. Se considera functionala pétratica
ViR > R, V(x)= 3x21—x%—2x1x2 +5xpx3.

a) Sa se scrie matricea functionalei In baza canonica a spatiului
(R3.R).

b) Sa se determine natura functionalei.

Rezolvare:

a) Matricea functionalei in baza canonica a spatiului (R3 ,R)
este 4= (a,j)l,’j:lz,aij ,unde a;; este:

coeficientul lui xl-z, dacai=j

l'coeﬁcientul lui x;x ;, daca i # j

2
3 -1 0
Atunci A=| -1 -1 % .
5
0o 3 2

b) Pentru a stabili natura functionalei , calculam minorii
principali A,,A,,A; ai matricei 4 (unde A, este format din
primele i linii §i coloane ale matricii 4).

* Dacdtoti A, >0 = functionala patraticd este pozitiv definita.

* Dacd A, alterneaza ca semn, Incepand cu (-), atunci functionala
este negativ definita.

* Orice altd combinatie de semne cu A; # 0 implica faptul ca
functionala este nedefinita.
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— 3 -1

Ay =3]=3, Azz‘_l _1‘:—4, Ay=|-1 -1
0o =2

2

deci functionala patratica este nedefinia.

SN SN [V i)

107

2. Sase determine a € R astfel incat functionala patratica:

a) V: R > RV(x)= 2x21+3x%+ax%—2x1x2 +2x7x3;

by V: R RV (x)= —2x21—x%+ax%+2x1x2 +2x7x3

sd fie: 1) pozitiv definita;
2) negativ definita.

Rezolvare:
2 -1 0 Ay =2
a) A=|-1 3 1|= A, =5
0 1 a Ay =5a-2
A >0
1) V este pozitiv definitd < A2>O:ae(§,oo)
Ay >0
A <0
2) V este negativ definitd < JA, >0=>ae .
A3 <0
-2 1 0 Ay =-2
by A= 1 -1 1|=>A,=1 . Rezultd ca:

0 1 a Ay =3a+2
1) V este pozitiv defintd <& ae .
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2) V este negativ definitd < a € [— oo,—%).

3. Sa se reduca la forma canonica functionalele pétratice:
a) V:R = R,V(x)=3x 4+2x3+4x7-2x,x, +2X,X; ;
b) ViR’ = R,V(x)=-x-2x3-3x1+2x,X, + 2X,x,
si sd se stabileasca natura acestora, folosind metoda Jacobi.

Rezolvare:
3 -11 A =3
a) Secalculeazd A|,Ay,A3; A=|-1 2 0|=7A,=5
1 0 4 Ay =18
Deoarece A; #0,Vi = 1,3=3 obazia spatiului R> in care
functionala se scrie :
Ay Ay 3 5
Viy)= +—Ly3 22 :> V(y)= = —
)= Alyl A2y2 Agy ) = 5y2 18y3
Deoarece toti coeficientii functionalei in noua baza sunt strict
pozitivi, rezultd cd V' este pozitiv definita.

-1 1 1 A =-1
1 0 -3 Ay =-1
prin urmare V este negativ definita.

4. Si se reducd la forma canonica, folosind metoda Gauss,
urmatoarele functionale patratice:

a) V:R> SRV (x) =x21+3x%—2x§+2x1x2 —6x1x3 +4x7x3;

b) V:R> 5> RV(x)= 3x21—x%+5x%—4x1x2 +2x1x3 +8xx3 3
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¢) ViR S RV(x)= X)Xy —4x1x3 + 5xpx3;
d) V: R > R,V (x)=2x1xy —Tx1x3 +10x,x3;

e) V: R > R,V (x) =x21+4x%+25x%+4x1x2 —10x;x3 + 6x7x73 ;

)V R > R,V (x) =x21+5x%+7x%—4x1x2 +6x1x3 —8x7X3;

g) V: R > RV(x)= 2x21+3x%—5x%+3x1x2 —4x1x3 +6x)x3.

Rezolvare:

a) Deoarece coeficientul lui x21 este nenul, se grupeaza

termenii care contin variabila x;:

V(x)= ﬁ + 3x§—2x§+2x1x2 —6x1x3 +4x,5x3.

Se formeaza un patrat care sa cuprinda toti termenii in care apare

variabila x; si se obtine:

V(x) = x34+2x1 (xp = 3x3) + (x5 —3x3)% = (33 —3x3)% +3x3-2x3 +4xyx3 =

2
=| x1 +xp —3x3 —x§+6x2x3 —9x§+3x§—2x§+4x2x3 .
»
Se repeta procedeul pentru variabila x, si se obtine:

V(x)=p342x2 ~11x3+10xx3 =p2+2(x 3 +5x5x3) ~ 1 1x3=

2 2
=y21+2(x%+2x2 %x3 + Tsx%—jsx%j -1 1x%=

2 5 2 25 2 2.4.2 47 5
=y1+2(x + -x3)" ——x3-1lx3=y1+2y5-—r3,
2 2 2
¥,

Rezulta ca forma canonica a functionalei patratice V' este

120



2.5,.2 47 2 5
V) ZJ’I+2J’2—7J’3: unde y; =x+xp =3x3, y3 = X3 S,

»y3 =Xx3. prin urmare V' este nedefinita.

b) V(x)= 3x12 _x22 + 5x32—4x1x2+ 2x1x3 +8xpx3 =

(9x21—12x1x2 +6x1x3) x2+5x +8xpx3 =

(9x1 12x1x7 +6x1x3) x%+5x%+8x2X3 =

2
2 2 2 2 _
3x1 —ZXZ +2X3 -4 XZ—4.X2)C3 +X3 —XZ+5)C3+8)C2)C3 =
%,—/

- %yzl——x2+§x2x3 ——X3—X%+SX3+8x2x3 =
- %yzl_zx% +%X%+2—x2x3 = %yzl_z(x%—4x2x3 )+ %x%:

zéyzl—% x%—4x2x3 +4x% —4x% +%x%=

1 o 7 28 0 14 o 1 o 7 » 2
=—y1——| xp —2x +—x3+—x3=—y——y5+14y73,

3yl 3 2 3 3 3 3 3 3y1 3y2 V3
Y,

» =3xl —2X2 +ZX3,y2 = X2 _2x3ay3 = X3

Rezulta ca functionala patraticd V' este nedefinita.
c) V: R > R,V (x) = x1x7 —4x1x3 +5x5x3.
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Observdm ca nu existd i astfel incat x, # 0.
Folosim transformarea:

X1 +Xp
212—2
X1=21—23
_ _ X=X
Xy =2Z1+2Zp r =422 —T
X3 =23 z3 = x3

V(x) = XX —4)61)63 +5)C2)C3 2221—25—42123 +4ZzZ3 +52123 +522Z3 =

=221—z%+2123 +9zy23 =

5 1 1Y (1Y,
=z+2z 523 +§Z3 —523 —z5+9zpz3 =

2

1 1
=| 21 +EZ3 —é—zz%+92223 =

%,—/
o4
2
=y21—(z%—222 323 + %z%—%z%j —%z%zyzl—[zz _%Z3j + 202%:>
» N 1 xX] +xo N 1 .
=z —Zh=—= 4+ —
1 1 B 3 5 B 3
2 2 2 9 Xp—x1 9
=V (y) =y1-y2+20y3, unde <y, =z, BT T
Y3 =2z3=x3

Rezulta ca functionala este nedefinita.

d) V(x)=2x1xy —Tx;x3+10xpx3.
Folosim transformarea:
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X, =2z, —2,
X, =2z +z,

Xy =2z,
V(x)= 2221—22%—72123 +72z9z3 +10z1z3 +10z5z3 =
= 2221 —2Z%+3221 +17z9z3 =

= %(4221+6ZIZ3 )— 2Z%+172223 =

1 3 92 9>

— 2z +22z —2zZ2 |+—2z5 ——z —22 +17z9272 =
2|: 1 ( 1{2 3) 4 3 4 3 2 243 =

2

1 3 9

—|2z1+—z ——z —22 +17z52z47 =

2 1 2 3) 8 37442 243 =

1 1 9
=Ey21 5(422—342223)—§Z3

N | —

1 17 Y (17| 9
y 2{(222) —2(222)(23j (2723j —(2723j ]—8z§:

2
1 o 1 17 2 1 212 2
=—yi——|2zp ——z +35z5=—y5——=y5+35
2y1 2( 2 > 3) 3 2)’1 2y2 V3
Functionala este nedefinita.

e) V(x)= xlz +4x22 + 25x32+ 4x1x7—10x1x3 +6x9x3 =

=x21+2x1 (2xy =5x3)+(2xy — 5x3)2 —(2xy —5x3 )2 + 4x%+25x%+

+6x7x3 =(x] +2x, —SX3)2 +26x5x3 =y21+26x2x3
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X =4 z, =
2
Xy, =2, =23 =
X3 =X,
Xy =2, + 2z, Z3——2

V(x) =y21+26(z§—z§) =y21+26y§—26y§ , deci functionala este

nedefinita, unde am notat:

1 1
Y1 =X +ZX2 —SX3, Y2 =2 ZE.XZ +EX3,

1 1

=2z3=——Xy +—Xx3.
Y3 3 ) 2 2 3

3. Si sereduca la forma canonica functionalele patratice
folosind metoda lui Gauss si sd se gaseascad baza in care este scrisa
forma canonica:

ViR > R, V(x)= 2x12 —3x22 + 7x32 +3x1xy —4x1x3 —9xpx3.
Rezolvare:

V(x)= 2x12 —33(22 +7x32+3x1x2—4x1x3 - 9xpx3 =

= %(4)“12 +6x1xp —8x1x3) — 3x%+7x%—9x2x3 =
1 b 5 5
= 5 _(2X1) +2x1(3xp —4x3)+ (Bxp —4x3)° —(3xy —4x3)" |-
—3x§+7x§—9x2x3 =

=% 2x) +3xy —4x3 | —(9x3—24x,x3 +16x3) |-3x3+
\—W—J

i
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1 9
= 7x%—9x2x3 =— 21—5)6%-‘1-12)62)63 —8x%—3x%+7x%—9x2x3 =

\]

1 o 15 » 2 1 2  » 15 »
=5V, —x3+3xpx3 =5y1—(x3—3x2x3)—7x2=

2
! 2 2 9 2 9 2 15 2
= (3300 + 333 3x3) =
2
Y2

3
N =2)C1 +3x2 _4X3,y2 Z_Exz +x39y3 =X

Deci V(y) =§y21—y%—3y%, unde

V1 =2x1+3xy —4x3,¥7 =—%x2 +X3,¥3 =Xy, sau

203 -4 [y

Y1

3
y2 =10 =5 1] x
Y3 0 1 0)\*3

Notdm cu £ baza canonica sicu G = {gl 82, g3} baza in care este

scrisd forma canonica a functionalei.
Coordonatele vectorului x in baza E sunt xj,x,,x3, iar

coordonatele vectorului x in baza G sunt y;,y,,y3. Avem ca:

xg=C 1x £ ,unde C este matricea de trecere de la baza £ la
baza G .
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Din relatia scrisd mai sus rezulta ca:

2 3 -4

1 _ _3
ct=lo -3 1
0 1 0

Vom folosi metoda Gauss-Jordan pentru a obtine matricea C, ale

carel coloane sunt chiar vectorii bazei G .

c! I
R 3 41 o0 o
0 -32 110 1 0
0 1 010 0 1
1 2 2|12 0 0
013242 1|0 1 0
0 1 010 0 1
1 0 -1 12 1 0
0 1 2310 -23 0
0 0 |23]|0 23 1
1 0 0 172 2 372
0 1 0 |0 0 1
0 0 1 0 1 372
I3 C
1 3
2 2 2
Obtinem C={0 0 1 |, decibaza in care este scrisa forma
3
0 1 3

canonica este:
G={g1=(%,0,07,g2=(2,0,1, V.gs=f.13 }
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PROBLEME PROPUSE

1. Se considera functionala patratica
V:R> >R, V(x)= 2x21—x%—3x1x2 + 2x1x3 + xpx3. Scrieti

matricea functionalei Tn baza canonica a spatiului (R3 ,R) si
stabiliti natura functionalei.

_3
2 5 1
R: 4= —% -1 % ; functionala patratica este nedefinita.
1
1 5 0

2. Sdse determine a € R astfel incat functionala patratica:
ViR > RV(x)= 2x21+x%+5x%+2ax1x2 +2x1x3

sa fie pozitiv definita.

R: ae(—%,ﬂ).

5

3. Sase determine a € R astfel Incat functionala pétratica:
ViR > R V(x)= ax21+x%+x%+2ax1x2 + x1x3 +4x7x3

sa fie nedefinita.
R: aeR.

4. Sase determine a € R astfel incat functionala patratica:
V:R> >R, V(x)= 2ax21—5x%—2x%—2x1x2 —2ax)x3 +4xpx3

sa fie negativ definita.

R: ae (_8_53\% , _8+3£j .

5
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5. Sa se reduca la forma canonica urmatoarele functionale
patratice:

a) V: R® SR, V(x)= 3x21+5x%+x%+4x1x2 +2x1x3;

by V: R* SR, V(x) =x21+2x1x2 —2x1x3 +4x3X4;

c) V: R® SR, V(x)= —5x21—2x%—2x%—2x1x2 +4x1x3 +2x7x3;

d)y V: R® SR, V(x) =x21+5x%+2x%+2x1x2 +4x,x3.

si sa se stabileasca natura acestora folosind metoda Jacobi.

R: a) V(x) = % y12 + % y% +U y32 ; functionala pozitiv definitg;

b) V(x ) 3 yl —2y2 +1 y3 5 y% ; functionald nedefinita;
)

c) V(x _E y 2 - y ; functionald negativ definita;

d) V(x) yl +7 y2 + y3 functionala pozitiv definita.

6. Sa se reducd la forma canonicad urmatoarele functionale
patratice prin metoda Gauss; s se precizeze natura functionalelor
si sa se gaseasca baza 1n care este scrisd forma canonica:

a) V: R® SR, V(x) =x21+2x%+5x%+2x1x2 +4x,x3;
b) V: R® SR, V(x) =x21+4x%+x%—4x1x2 +2x1x3;
c) V: R® SR, V(x)=x1xy +5x1x3 —3xpx3;
d) V: R® SR, V(x)=2x1xp +Txpx3 + 6x1x3;
e) V: R* > R, V(x) =x21+2x1x2 +4x3x4.

R: a) V(x)= y12 +y§ +y32, unde

Y1 =X +Xxp, yp =Xxp +2x3, y3 = x3; baza este

G=1{g=(10,0) g2 =(-1.1,0)'.g3 = (2. 2. 1)' |
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b) V(x)=y{ +4y3 —4y3, unde yj = x; —2x) +x3,
Vo :%xz +%x3, V3 =%x2 —%x3 ; baza este
G=lg1=(1,0,0) g, =(1,1,0), g3 =G, 1, -1 |

Ly +1
2 2
1 1

Yy =—5 X +5X) +4x3, y3 = x3; baza este

G= {gl =(1,1,0),g,=(-1,1,0), g3 =3, =5, 1)} }

¢) V(x)=yf -3 +15y3,unde y; =L x; +1x; + x5,
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CAPITOLUL 5
SISTEME DE ECUATII SI INECUATII
LINIARE

BREVIAR TEORETIC

Consideram sistemul de ecuatii liniare Ax = b, unde
A€M,y (R, beM, (R), A= (a, )i, x=(x,x,)

Jj=Ln

b=(b,,...b,) .

Definitia 1. Vectorul x =(x,,...,x,) se numeste solutie de bazd a

sistemului  Ax=»b dacd vectorii coloana ai matricei A4
corespunzatori componentelor nenule ale solutiei sunt liniar
independenti.

Definitia 2. O solutie de bazd a sistemului 4x =5 se numeste
nedegeneratd daca are exact m componente nenule si degenerata
daca are mai putin de m componente nenule.

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se determine toate solutiile de baza ale sistemului de
ecuatii liniare:
— X, +2x, +3x, +4x, = 4
{ 2x, —3x, —6x; —6x, =5
Care dintre acestea sunt solutii nedegenerate?
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Rezolvare:

Notdm cu A4 matricea sistemului si cu a,, i =1,4, vectorii formati
din coloanele acesteia.

-1 2 3 4
A= .
(2 -3 -6 —6]

Determindm toate bazele ce se pot forma cu vectorii a,,i=14.
Numirul maxim de astfel de baze este C; =6. Se stie ci doi

. . . . 2 - - .
vectori din spatiul vectorial (R”,R) formeazda o bazd a acestui

spatiu dacd si numai dacd determinantul ce are pe coloane
componentele vectorilor este nenul. In baza acestui fapt, obtinem

toate bazele ce se pot forma cu vectorii a,,i=14: B, ={a,,a,},
B, =1{a,,a,}, B,; ={a,,a,}, B, =1{a;,a,}. Prin urmare, sistemul

are 4 solutii de baza, pe care le vom determina aplicind metoda
elimindrii complete:

Baza N;rciﬁrclio;:ltte a, a, a, a, b

e 2 3 4 4
e, 2 3 6 6 5
a, 1 2 3 4 4
e, 0 0 2 3
a, X, 1 0 -3 0 2
a, X 0 1 0 3
a, X 1 0 Iil 0 2
a, x4 0 12 0 1|32
a, ¥, 173 0 1 0 |-2/3
a, x 0 0 1 32
a, ¥, 173 0 1 0 |-2/3
a, . 0 1 0 2 3
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In a treia iteratie, din coloana “h” putem citi solutia de baza
corespunzatoare bazei B, : x, =2,x, =3,x, =0,x, =0, care se
mai poate scrie: x, = (2,3,0,0). Se observi ca aceasta are exact
doua componente nenule, deci este o solutie nedegenerata.

Din urmatoarele iteratii obtinem urmatoarele solutii:

1 . -
X (2,0,0,%), care este de asemenea o solutie nedegeneratd;

14

— _2 3Y : 3 5.
Xg, = (0,0, 2, 2) este solutie de baza, nedegenerata;

X (O,3,—§,O)t este solutie de baza, nedegenerata.

23

2. Fie sistemul:
X1+ 2X2 <8

{ 2X1 - X2 >4 .

a) Sa se determine toate solutiile de baza ale sistemului de ecuatii
atasat si solutiile corespunzatoare ale sistemului de inecuatii.

b) Fie functia f : R> > R, f(x)=3x] +4x,.Sa se determine
solutia de baza a sistemului de inecuatii pentru care f este
maxima.

Rezolvare:
Scriem sistemul de ecuatii atagat:

{ X1 +ZX2 +y1 =8
2x) —xp =y =4 y1,220
Matricea sistemului este:

1 2 1

A= ; coloanele acesteia determind vectorii
2 -1 0 -1

a;, i =14
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Sistemul admite cel mult CA% = 6 solutii de baza. Bazele care se pot
forma cu vectorii a;, i = 1,4 sunt: B, = {al,az }, B3 = {al,a3},

By =1ay,as}, Bay =1{az.az}, Bag ={az.a4}, B3y =laz.a4}.

Baza | \ihie | @ 9, a5 a4 b
e 2 1 0 8
e 2 -1 0 -1 4
a 1 2 1 0 8
e 0 5 2 12
a x| 1 2 1] 0 8
ay x4 0 5 2 1 12
as X3 1 2 1 0 8
as X4 -2 0 1 -4
as X3 5 0 1 -2 1 6
ay X 1 0 1 -4
a3 X3 0 5/2 1 12 6
a ) 1 172 0 -112 2
a; X 0 1 2/5 1/5 |12/5
a x 1 0 15 [34 | 165
ay X -1/3 1 1/3 0 | 43
ay x4 5/3 0 1/3 1 [16/3

a) Solutiile de baza ale sistemului de ecuatii atasat_sunt:

g = (%5%, 05 Oy ) a - (2,0,6,0)t a = (8,030912)I ,
xp, =(0,-4160) xp, =(0,4/3,0,16/3).

Observatie. x B, = (0,0,8,—4)t nu convine, deoarece y, =—-4<0.
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Solutiile de baza ale sistemului de inecuatii sunt:

12 = (%’% ’ me :(2’0)t9 xBM Z(S,O)I,

szs - (O’_4)t sz4 - (O’%)/ ng4 = (0>O)t :

b) Calculam valoarea functiei pentru fiecare solutie de baza si

obtinem:
16 Q)z 96
5’5 5

Rezulta ca solutia de baza pentru care se realizeazd maximul

functiei f este xp = (8,0)t.

PROBLEME PROPUSE

1. Sa se determine toate solutiile de baza ale sistemelor de
ecuatii liniare:
3x;+ xp +3x3 —2x4 =7
a 5
4)61 —3)62 - X3 +6X4 = 8
b) —2x1 + Xy +3X3 —2)C4 =12
4x1 —3)62 —6X3 +SX4 = 3’
) { 6)61 + X —4X3 —2X4 + 2x5 = 11
c

—3X1—5X2 +2X3 +6X4 — X5 =—4 '
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Care dintre acestea sunt solutii nedegenerate?

R:a) xp =(-1,-4,0,0); xp_ (g,o —ls,oy
(-1,0,0,2); xp_ =( -T2 07

(00—13

XB

14

Xp y toate aceste solutii sunt nedegenerate.

> 16

34

2. Se considera sistemele de inecuatii:
3x1 — SXZ <15
a .
2x1 - X2 <4
—x;+4xy 26
b) 1 2
2x1-3xp < 4

IN

) 6x; +xp 27

c

3x1+5xp 28
4x; —3xp < 1

d) 1 2
7X1— X2 >-3

Sa se determine toate solutiile de baza ale sistemului de ecuatii
atasat si solutiile corespunzatoare ale sistemului de inecuatii.

Fie functia f ‘R - R, f(x)=6x; —x,. Sa se determine solutia
de baza a sistemului de inecuatii pentru care f este minima.

R: a) xp —(7, 00)’ xXp, =(2,0,9,0);
xg =(0.-3,0.1; x5 =(0,0,15,4);

xBlZ (%’_% ’ xBls - (2’0)t’ sz4 :(0’_3)1; st4 - (O’O)I f este

minima pentru solutia xg .
34

135



CAPITOLUL 6
OPTIMIZARI LINIARE

BREVIAR TEORETIC

Consideram problema de programare liniard scrisd sub forma

standard:
[opt]f =cx
(*) {Ax =b, unde
x>0
AeM, ,(R). beM,, 1 (R), ceM,(R).ceM,(R), xeM,;(R).

Definitia 1. Se numeste solutie posibila (admisibila) a problemei

(*), orice vector x e R" care satisface restrictiile problemei si
conditiile de semn. Notam multimea solutiilor posibile cu

sz{xeR"/Ax=b,x20}.

Definitia 2. Se numeste solutie posibila de baza a problemei (*),

orice solutie posibili x € R” a problemei (*) care indeplineste
urmatoarele conditii:

1) are cel mult m componente srtict pozitive, iar celelalte sunt
egale cu zero;

2) coloanele matricei 4 corespunzatoare componentelor strict
pozitive sunt vectori liniar independenti.

Definitia 3. Fie C = R” o multime convexd. Un punct ve C se
numeste varf al multimii C daca nu existd nici o pereche de vectori

xxteCsiie (0,1) astfel incat v = axl 4 (1- ﬂ)xz.
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Teorema 1. Orice solutie posibili de bazi a problemei (*) este
varf al multimii solutiilor posibile si reciproc.

Definitia 4. Se numeste solutie optima a problemei (*), orice
solutie posibild x° € R" a problemei (*) care satisface si conditia

de optim, adicd f (xo)z opt f(x).
xeX,

Notam multimea solutiilor optime cu X,

Teorema 2. Solutia optima a problemei de programare liniara (*)
se afla printre varfurile multimii solutiilor posibile X, ale

problemei.

Observatia 1. Daca problema (*) are p solutii optime de baza:

x%k ,k=1,p, atunci solutia optimda generald are forma:

A

XO Zﬁkx()k ﬂ“k >0 Zﬂ“k —1
k=1 k=1

Observatia 2. Spunem ca o problema de programare liniard admite:
1) optim unic, daci X contine un singur element;

2) optim multiplu, daci X contine cel putin doud elemente.

Vom prezenta in continuare metode de solutionare a problemelor
de programare liniara.
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6.1. REZOLVAREA GRAFICA A UNEI
PROBLEME DE PROGRAMARE LINIARA

Aceastd metoda este comod de aplicat in cazul problemelor de
programare liniara cu doud variabile.

PROBLEME REZOLVATE

1. Se considerd urmatoarea problema de programare liniara:
[max |/ = 4x +7x,

X]+x7 56
X]—Xxp <2
Xy 21
x1,xp 20
a) Sa se determine multimea solutiilor posibile ale problemei.

b) Sa se determine multimea solutiilor posibile de baza ale
problemei.

c¢) Sa se determine multimea solutiilor optime ale problemei.

Rezolvare:

a) Reprezentam grafic multimea solutiilor posibile X, adica

multimea punctelor planului ale caror coordonate verifica
restrictiile problemei.

e Scriem ecuatiile atasate celor trei inecuatii i reprezentam
grafic dreptele care le corespund acestora in plan:

dy : x| + x, =6, care intersecteazd axele in punctele (0,6) si (6,0).
dy x| — x5 =2, care intersecteazi axele in punctele (0,—2)si (2,0).
dy : x5 =1, care este paraleld cuOx; si taie Ox, in punctul (0,1).

e Determindm multimea punctelor din plan ale caror coordonate
verifica restrictiile problemei.
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Se stie ca multimea punctelor planului ale caror coordonate verifica
0 inecuatie reprezintd un semiplan.

Fie S| semiplanul determinat de inecuatia x; + x, <6; punctul
(0,0) verificd inecuatia, deci S, contine originea. Procedand
analog in cazul celorlalte inecuatii si intersectind semiplanele
obtinute (5, :x; —x5 <2, S3:xy 21, S4:x; >0, S5:x, >0), gasim:

A
X2
Sy
D
S
C
A |Ss
(d3) S5
A B
(0] xX;
S;
dy)
(dy)

Multimea solutiilor posibile ale problemei este reprezentata de
interiorul i frontiera patrulaterului ABCD: X |, = [4BCD].

A=d3 N 0xy = 4(0,1).

B =d, ndy; rezolvand sistemul {xl -x3=2 format din ecuatiile
Xy = 1

celor doud drepte, gasim: B(3,1).
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Analog, C =d| Nnd, = C(4,2).
D =d; nOx, = D(0,6).
Deoarece multimea X, este marginita, rezulta ca:
b) Multimea X ,;, a solutiilor posibile de baza este formata din
b =14,B.C.Dj.

¢) Multimea X, a solutiilor optime de baza este formatd din

varfurile patrulaterului ABCD, X

acele elemente ale multimii X ,, (varfuri ale multimii solutiilor

posibile) in care functia obiectiv isi atinge valoarea optima (in acest
caz, valoarea maxima).

Avemca f(4)=£(0.1)=7; f(B)= f(3,1)=19;

(€)= 1(4,2)=30; f(D)= 1(0.6)=42, deci X, ={D}={(0,6)}.
Multimea X, a solutiilor optime este X, = {D}={(0,6)}, adica

x; =0, x, = 6; valoarea optima a functiei obiectiv estemax f* = 42.

2. Sa se rezolve urmatoarea problema de programare liniara:
[max]f = 2x; +3x,
- 2)(71 + sz >2
2x1 + 3X2 <6
X1,xy 20
Rezolvare:
1. Determinam multimea solutiilor posibile ale problemei.

e Scriem ecuatiile atagate celor trei inecuatii i reprezentdm
grafic dreptele care le corespund acestora in plan:

dy :—2x +5x, =2, care taie axele in punctele (O,%) sl (— 1,0).
dy :2x| +3x, =6 care taie axele in punctele (0,2) si (3,0).

e Determinam punctele din plan ale caror coordonate verifica
inecuatiile sistemului, intersectand semiplanele §; : —2x; + 5x, > 2,

S2 22)(31 +3x2 <6, S3 1X] >0, S4I)C2 Z0.0bEineml
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A
X2

—>

S;
S5
B
C
4 S4T
[0 Xy -
S;
(dy)

(d2)

Multimea X, a solutiilor posibile ale problemei este reprezentata
de interiorul si frontiera triunghiului ABC: X = [ABC ] , unde
A(o,l), B(0,2) si C(i,l).

1I. Calculam valoarea functiei obiectiv in varfurile multimii X ,,.
Aveme f(4)=7(0.2)=5; £(B)= £(0.2)=6: s(C)=r.1)=6.
Observam ci functia f atinge valoarea maxima in punctele (0,2 )
si (5,1 ) Conform observatiei 1 din breviarul teoretic, rezulta ca
solutia optima a problemei este:

X% =202Y+(1- /1)(%,1 )( 2 €[0,1], adicd segmentul [BC].

Valoarea optima a functiei obiectiv este max f =6.
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3. Sa se rezolve urmatoarea problema de programare liniara:
[min]f = 9x; +5x,
—X1+ X >1
X+ 2x2 <1
X1 ,X2 >0
Rezolvare:
Determinam multimea solutiilor posibile ale problemei.
Dreptele ce determina semiplanele atagate celor doua inecuatii sunt:
dy :—x +x, =1, care taie axele in punctele (0,1) si (—1,0).

d, :x1 +2x, =1, care taie axele in punctele (0,% ) si (1,0).
Intersectdm semiplanele §; :—x; + x, >1, S, :x) +2x, <1,
S3:x120, S4:x920.

A
sz

Ss (dy)

S

st

(dy)

S

Obtinem cd multimea solutiilor posibile ale problemei este vida:
X, =4, prin urmare problema de programare liniard nu are

solutie.
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4. Sa se rezolve urmatoarea problema de programare liniara:
[max]f = 3x; +5x,

X1 -3x2 >3
—2x1 +Xp <2
X1,X) >0

Rezolvare:
Determinam multimea solutiilor posibile ale problemei.
Dreptele ce determina semiplanele atagate celor doua inecuatii sunt:
dy x| —3x, =3, care taie axele in punctele (0,—1) si (3,0).
dy: —2x| +x, =2 care taie axele in punctele (0,2) si (—1,0).
Multimea X, a solutiilor posibile ale problemei este reprezentata

de suprafata hasurata.

x;
S;

(dy)

(d>)

Deoarece multimea X, este nemarginitd si problema este de

maxim, rezulta ca problema are optim infinit (max f= +oo).
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6.2. ALGORITMUL SIMPLEX PRIMAL

6.2.1. PROBLEME DE PROGRAMARE LINIARA CARE
ADMIT SOLUTIE INITIALA DE BAZA

PROBLEME REZOLVATE

Sa se rezolve prin doud metode problema de programare liniara:
[max]f =5x +3x,
2%+ x, <8
X +2x, <7
x,x,20

Rezolvare:

A. Algoritmul simplex primal
Pasul I.
a) Aducem problema la forma standard:

[max]f = 5x, +3x, + Ox, + Ox,
2x + x,+x, =8
X +2x,+x, =7
x, 20, i= 1,74
b) Scriem matricea sistemului (A ) , pentru a verifica daca

problema are solutie initiald de baza (aceasta conditie este
indeplinitd daca A contine matricea unitate).

ay ap az ay
(2110} bazaini;ialéesteB:{a3,a4}.
{1 201
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Pasul II. Alcatuim tabelul simplex:

B ¢ | x 5 3 0 0 |e
a, az 03 a4

“a |0 8 2]} 1 1 0 8:2

a, | 0 7 1 2 0 1 7:1
R 0 0 0 0
A, 5 3 0 0

* f, seobfine calculand produsul scalar dintre fiecare coloana

si coloana C’; de exemplu, primele doud elemente din linia f i

0

s-au determinat astfel: , _ (Oj (i] 2 0.840.7205

—02—0201—0-
fl_O.l_.+._

* Ajsecalculeaza astfel:

A =C;— f;, pentru probleme de maxim;

Aj = fj —Cj,pentru probleme de minim;

(C; reprezintd prima linie din tabel si este formata din coeficientii

functiei obiectiv.)

Pasul I1I. Verificam criteriile:
* Criteriul de optim finit: A ; <0,Vj =15

Acest criteriu nu se verifica , pentrucd A; =5>0 si Ay =3>0.

o Criteriul de optim infinit: 3k € 1,_5 astfel incat Ay, > 0 si toate

elementele coloanei aj, sunt <0.

Acest criteriu nu se verifica, pentru ca: A;,A, >0, dar
coloanele ay,a, contin cel putin cite o valoare strict pozitiva.

Pasul IV. Schimbam baza:

e Criteriul de intrare in baza: intra in baza vectorul ay,

corespunzator diferentei maxime A ; > 0.

145



In cazul nostru, max{S, 3} =5, deci intrd In bazd vectorul ay.
e Criteriul de iesire din baza: iese din baza vectorul a;

corespunzator raportului 6y minim (6, >0). Coloana 0, se

determind facand raportul intre elementele coloanei X si

elementele strict pozitive ale coloanei vectorului care intra in baza.

In cazul acesta, 6, = min{%,%}z 4, deci iese din bazd vectorul a3 .
Pasul V. Trecem la o noua iteratie:

= Stabilim pivotul, care se gaseste la intersectia liniei vectorului

care iese (a;) cu coloana vectorului care intra in baza (ay, ).
= Completam coloanele B §i ¢

= Restul elementelor se determind cu metoda Gauss-Jordan.
* Calculam noile valori f; si A,.

B ¢ | x 5 3 0 0 [e
a, a, a, a,

<aq, |5 |4 1 L 12 0 |8

e, |0 |3 0 32 -2 1 |2
7, |20 5 512 512 0
A, 0 12 -5/2 0

Algoritmul se repetd pana cand se verifica unul din criteriile de
optim.

B ¢ | x 5 3 0 0 | o
a, az a3 a4
o |5 |3 1 0 23 -3
o, |3 |2 0 1 -1/3 2/3
7|21 5 3 /3 13
A, 0 0 73 13

In acest caz, observam ci se verifica criteriul de optim finit
(A; <0,¥j=15).

Solutia optima a problemei se citeste din coloana X* : x; =3,
xy =2, x3=0, x4 =0, iar valoarea maxima a functiei este

fmax =21
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B. Metoda grafica
Dreptele ce determind semiplanele atagate restrictiilor sunt:

dy :2x, + x, =8, care taie axele in punctele (0,8) si (4,0).

dy i x +2x, =7, care taie axele In punctele (o% ) si (7,0).
Determindm multimea solutiilor posibile ale problemei,
intersectand semiplanele S, : x; +2x, <8, Sy :2x; +x, <7, S3:x; 20,
Sy :xy >0. Obtinem:

\Y
X1 o

(d>)

A)\ dy)

S

Multimea X, a solutiilor posibile ale problemei este reprezentata

de interiorul si frontiera patrulaterului OABC.
Deoarece x , este marginita, optimul functiei obiectiv se realizeaza

intr-unul din véarfurile poligonului solutiilor posibile. Acestea sunt:
0(0,0), 4l0.2), B(3,2) i C(4,0).

Avem ci: £(0,0)=0, f(O,%):%, (3,2)=21si f£(4,0)=20.

Prin urmare, solutia optima a problemei este: x9 =(3,2), f,. =2I.
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6.2.2. REZOLVAREA PROBLEMELOR DE
PROGRAMARE LINIARA CARE NU ADMIT SOLUTIE
INITIALA DE BAZA. METODA BAZEI ARTIFICIALE

PROBLEME REZOLVATE

Sa se rezolve problema de programare liniara:
[max]f =5x, +2x,
2x,+3x, <6
X +x, 21

X,x,20

Rezolvare:
e Se aduce problema la forma standard:

[max]f =5x, +2x, + Ox; + Ox,
2%, +3x,+x,=6
X +2x,—-x, =1
x; 20, i=1,74

e Se scrie matricea sistemului( 4 ) , pentru a verifica daca
problema are solutie initiala de baza (aceasta conditie este
indeplinitd dacd A contine matricea unitate).

ay ap asz ay O
_( 231 0 J ; lipseste vectorul e, = (ljdin matricea 4 si
11 0-1

din aceasta cauza la restrictia a doua vom adauga o variabila
artificiala y.
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Observatie. Variabilele artificiale apar 1n functia obiectiv cu
coeficientul + M la problemele de minim si — M la cele de
maxim, unde M — .

Rezultd forma standard de lucru a problemei:

[maxlf =5x, +2x, + Ox; + Ox, — My

2%, +3x,+x,=6

X +2x,—-x,+y=1

x,20, i=L4
Rezolvam aceasta problema:
B | | ¥ 5 2 0 0 M |9
a, a, a a, as
o, |0 |6 21 3 1 0 0 |3
<« a -M |1 1 0 -1 1 1
f; -M -M -M 0 M -M
A, 5tM 2+M 0 -M 0
“a, |0 4 0 1 1 2 -2 |2
a, 5 1 1 1 0 -1 1 -
J; 5 5 5 0 -5 5
A, 0 -3 0 5 -M-5
a, 0 2 0 172 172 1 -1
a, 5 6 1 3/2 1/2 0 0
S 30 5 15/2 52 0 0
A, 0 -11/2 -5/2 0 -M
Discutie:

e Dupa ce algoritmul simplex a luat sfarsit, daca unei variabile
artificiale 1i corespunde in coloana X’ o valoare nenuld, atunci
problema nu are solutie.

e Dupa ce algoritmul simplex a luat sfarsit, daca toate variabilele
artificiale sunt egale cu 0, atunci decizia este optim finit, iar solutia
problemei se citeste din coloana X°.

Rezultatele obtinute in ultima iteratie sunt: x; =6, x, =0, x3 =0,

x4 =2, y=0. Cum variabila artificiald este y =0, rezulta ca

roblema are solutie optimia: X ¢ = (6,0,0,2 ! si =30.
p tie op /i

max
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6.2.3. CAZURI SPECIALE iN REZOLVAREA
PROBLEMELOR DE PROGRAMARE LINIARA

I. Probleme cu optim multiplu

Discufie. a) Daca toate valorile A, =0 din ultima linie a tabelului

simplex corespund unor vectori din baza optima (ultima baza),
atunci problema are solutie unica.

b) Daca 3A, =0 sivectorul a, nu se afla in baza
optimd, atunci problema admite optim multiplu. Pentru gasirea
unei alte solutii, se introduce in baza vectorul a, .

Solufia optimd generald este: X' = X' +(1-2)X?, 2 €[0,1].
PROBLEME REZOLVATE

Sa se rezolve problema de programare liniara:
[max]f =8x, +5x, +2x,
X+ X, +x, 212
3x,+2x, +x, =30
2x +x, +x;, <22

X, 20, i=13

Rezolvare:
Forma standard a problemei este:
[max]f =8x, +5x, +2x; + 0x, + Ox_
111-10
3x, + 2, + x, =30 4=132100
2x, +x, +x;+x, =22 21101

X, 20, i=15

X+ X, +x,—x, =12

s
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1 0
Deoarece lipsesc vectorii ¢; =| 0| sie, =|1 |,laprimasilaa

0 0

doua restrictie vom adduga variabilele artificiale y, si v, .

Rezulta forma standard de lucru:
[maxlf =8x) +5x9 +2x3 + 0x4 + Ox — My, — My,
X1 + p%) +X3 — X4 +y1 =12
3X1 +2X2 +X3 +y2 =30
2x) +xp +x3 + x5 =22

Xl'ZO, i=1,5

Tabelul simplex:

B ¢ | x 8 5 2 0 0 -M -MJ|@
a, a, a, a, as ag a,
e |-M |12 1 1 1 -1 0 1 0 |12
<a, |-M |30 2 1 0 0 0 1|10
4 |© 22 2 1 1 0 1 0 0 |11
fl. -42M -4M  -3M -2M M 0 -M -M
AJ 8§+4M 5+3M 2+2M -M 0 0 0
<a | -M |2 0 13 23l -1 0 1 -1/3|3
o |8 10 1 23 13 0 0 0 1/3 |30
o |0 |2 0 -13 13 0 1 0 -1/3|6
/; 80-2M | 8 5.y s-omw M 0 M gy
3 3 3
A, 0y mwm-2 M 0 0 g am
3 3 3
“a |2 3 0 11 32 0 32 -12]6
o |8 9 112 0 12 0 -12 12|18
e |0 1 0 -12 0 12 1 -12 -12 |-
REE 8 5 2 1 o0 -1 3
A, 0  0* 0 -1 0 -M+l-M3
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Din ultima iteratie citim solutia optimd X" =(9,0,3,0,1)". In linia
A, avem A, = 0, dar vectorul a; nu se afld in baza optima, de

unde rezulta ca problema are optim multiplu. Pentru gasirea unei
alte solutii, introducem in baza vectorul a; si din urmdtoarea

iteratie va rezulta X* = (6,6,0,4,0)" .

fi | 78 8 5 2 1 0 -1 3
A, 0 0* 0 -1 0 -M+l -M-3
a |5 |6 0 1 2 -3 0 3 -1
a |8 |6 1 0 -1 2 0 -2 1
a; |0 | 4 0 0 1 -1 1 1 -1
fi 178 8 5 2 1 0 -1 3
A, 0 0 0 -1 0 -M-1 -M-3

Solutia optimi a problemei: X” = AX"' +(1-1)X*, 1 €[0,1],
adica X% = (6+31,6—6430,4—44, 1), 4 <[0,1].

I1. Probleme care nu admit solutie
PROBLEME REZOLVATE

Sa se rezolve problema de programare liniara:
[min]f = 7x, +4x,

-x+ x, 21
X +2x, <1

X,%,20
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Rezolvare:
Forma standard de lucru a problemei este:
[min]f =7x, +4x, +0x; +0x, + My
—-xX+ x,—x+y=1
X +2x,+x, =1

x,.ZO,i:I,74

B c X 7 4 0 0 M | @
a, a, a, a, a
o | M 1 -1 1l -1 0 1|11
<a, |0 1 1 0 1 0 |12
1 M -M M -M 0 M
A, -M-7 M-4 -M 0 0
a, | M 12 312 0 -1 -1/2 1
a, |4 12 12 1 0 12 0
f M/3+2 | 2-3M/2 4 M 2-M2 M
A, -5-3M/2 0 M 2-M2 0

A, <0,V)= 1,5, deci algoritmul a luat sfarsit. Rezultatele din ultima

iteratie sunt: x; =0, xo =1/2, x3 =0, x4 =0, y =1/2.
Deoarece variabilei artificiale y 1i corespunde o valoare nenula,
rezultd ca problema nu are solutie.

II1. Probleme cu optim infinit
PROBLEME REZOLVATE

[max]f =3x, +5x,
x, —3x,23
-2x+x,<2

X ,x,20
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Rezolvare:
Forma standard de lucru a problemei este:
[maxlf =3x, +5x, + 0x; + Ox, — My
X =3x,—x,+y=3

“2x 4 x,+x,=2

x,20,i=14
B | C X 3 5 0 0 Mg
al le a, Ll4 ds
o |-M |3 1 3 -1 0 1 |3
o | 0 2 2 1 0 1 0 |-
/, 3M | -M M M 0 M
A, [3*M 53M M 0 0
a, 3 3 1 3 -1 0 1 |-
a, | 0 8 0 -5 2 1 2 |-
7, 9 3 9 3 0 3
A, 0 14 3 0 -M3

Se observa ca se verifica criteriul de optim infinit (coloana a, ).
In acest caz, problema are optim infinit (max f= +oo).
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PROBLEME PROPUSE

Sa se rezolve prin doud metode urmatoarele probleme de
programare liniara si sa se compare rezultatele:

[max]f:7x1 +8)Q
1 2x1 + x5 £5 R: x1 =2, x =1; finax =22.
x1+2x2 <4
X1,%xp 20
[min]f = 6x, +7x,
2. —x1+ xp 21 R: x1=0,x2=1§fmin=7'
)C] —2x2 Sl
x19x220
[max]f:4xl +6x2
3. 2x] +3x7 <6 R: x; =1, X2=%2fmax=13‘
-2x] +6x7 23
X1,% 20
[max]f =3x; +7x,
4’ —2x1+3x2 >6
x1—2x2 S4
X1 X2ZO
[max]f =2x; +3x,
5, —2x; +5xy 22
2)61+3X2 <6
xI’XZZO
[min]f = 5x + 2x,

6. 2x) + 3x, <6 R: x; =0, xp =1; fiyin =2-
X+ xp21

R: Problema are optim infinit.

. — _3. _1
R: X1 _1,x2 9 fmax‘?'

X1,X2 >0
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10.

11.

R:

[min] /" = 3x; +4x;
4x) —Txp 228
—5x; +2x, 210
X1, xp 20
[max]f =3x; +4x,
2x1+ xp <12
—x;+2xy <4
X1, Xp 20
[max]f =3x; +5x,
3x1 +2x, <6
2x1+ x5 <6
Xy, xp 20
lopt]f =3x1 +5x,
—x; +2xy <8
2x; +3xp 26
3x1+ xp <18

X1, X2 >0

R: Problema nu are solutie..

R: X1 =4,x2 24; fmax =28.

R: X1 =0, X2 =3; fmax =15.

X1 =4, xy =6; finax =42 dacd problema este de maxim;

X1 =3,xp =0; finin =9 dacd problema este de minim.

[max]f =2x] +5x,
2x; +xp <5
X]+4x, <6
Xy, xp 20

R: X1 =2, X2 =1; fmax =9.
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[max]f = 2x; +3x,

12. R: x1 =2, xyp ==; ===,
x| +3xy <12 152072 =50 fmax

2
X1, X2 >0

Sa se rezolve urmatoarele probleme de programare liniara
folosind algoritmul simplex primal:

[max]f =2x; —xy +3x3 +2x4 +3x5
3x; + X3+x4 < 4

13' 2)61+)C2—X3+X4 =1
x1+2x3+2x4+x5 =2
Xl'ZO, ZZE
R: x) =2, 0 =003 =0,x4 =0,x5 =3 =l
'xl_zaxz_ ,X3 =U, x4 = >x5_23fmax_2
[max]f:5x1+2x2 +SX3
X1 +Xxp + X3 >18
14.

2x1 + X +3X3 =45
X1 +Xp +ZX3 <33

X 20, i=13

R: x; =994, x, :%,1, X3 =9+%/1, A2e[0,1]; frpax =117
[min]f = x; —2x5 +3x3 +2xy4
3x1 +x9 +x4 =2
1. 1 2 4
x1+x2+x3+2x4 =3
X +xp +x4 <1

x,-ZO,i:l,4
ey, 4 _1 _ —_ 0 _ 11
R.xl _E’ X9 _E’X?’ —Z,X4 —O, fmin —7
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[max]f =3x; +5x) +x3 +6x4
x| +x3+2x4 <40
16. oy 1x, 43135 <16
x| +Xxp +2)C3 <48
xiZO, l=1,74
R:x; =0, xp =16,x3 =0,x4 = 20; fax =200
[max]f =5x| +4xy +3x3 +2x4 + X5
17. 2)CI+)C2 + X3 +3X4 +2XS =40
x| +2xy +3x3 +x4 +3x5 =50
xl-ZO, ZZB
R:xl 2109 2% 220,)6'3 ZO,X4 :O’XS 205 fmax =130
[min]f=x1+3x2 +2X3 +SX4 +4XS
18. 3)61-1—2)62 +X3+2)C4 +3)C5 =63
X1+3X2+2.X3 +X4+2.X'5 =42
x,-ZO, IZB
R:xl =15, X :9’_)(3 :O,X4 ZO,XS =0; fmax =42
[min]f =10x] + 5x, + x3
X +Xy +X3 >5

19. 2x1 —x2 —X3 Sl
X1 +3X2—ZX3 >4
xl-ZO, l:E

e _14 _11. _ 81
R:x; =0, xp _?ax:; 50 Smin 5
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[min] /= 8x) +4xy +12x3 + 6x4
2x; +xp +2x3 —x4 210
20. X +2xy +x3+3x4 29
—2x; +xp +3x3+x4 28
x; 20, i:l,73

R: x| :%, Xy =9,x3 =0,x4 =0; fipin =40

[max]f =9x; +10x, + 8x3
3x) —xp +x3<30
)1, x| +2xy +3x3 <60
2x; +xy +x3<20
— X1 +2xy —2x3 <40

)Cl'ZO, l=1,_3

R:x; =0, Xy =20,x3 = 0; fiax = 200
[max]f = 5x; +10x, + 20x3
x| +2xy +3x3 <5
22. 20+ xp+ x3<4
X]+2xy +2x3 <6
x; 20, i=1,_3

R:x; =0, xp =0,x3 :%; Smax :%
[min]f =2x; —xy +x3 —x4 +3x5
X]+xp +x3—x4 +2x5 <12
23. Xy +2x) +x3+x4 +x5 =12
3x;+xp +Xx3—Xx4 —x5 28
x; 20, i=1,75

4 28 .
R:xl :E, X) :?’x:; :0,X4 ZO,XS :O, fmin =-5
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[min]f = x1 +2xp —x3 +3x4 + x5
24 2x] +x9 +x3 —x4 +x5 <10
. X| +2xp +3x3 +x4 —x5 =12
X|+Xp +X3+X4 +X5 >14

x; 20, i=15
R:x; =0, xp =0,x3 =%,X4 =2,x5 =%; Smin =7
[max]f = x +2xp +3x3 +4x4 + 5x5
25, |2x;+3x) +x3+ x4 +2x5 =28
3x1+xp +3x3+2x4 +x5 =35
x; 20, i:1,75
R:x; =0,x =0,x3 =0,x4 =14,x5 =7; fiax =35
[min]f = x| +2xp +4x3 +2x4 + x5
26. |x] +3xp +2x34+3x4 +x5 =2
2x; +xp +3x3 +2x4 +3x5 =3

X ZO, i:1,5

—

R:x; =0, xp =,x3 =0,x4 =%,x5 =%; Smin 217
[max]f = x| +2xp +3x3 +4x4 +5x5
27. |2x) +x9 +2x3 +3x4 +3x5 =30
X1 +2xy +2x3 +2x4 +x5 =40
x; 20, i=15
R:ix; =0, xp =18,x3 =0,x4 = 0,X5 =4; finax = 56
[min] /= 3x; +xp +5x3 + 2x4 + X5
28. | x+2xp +3x3+2x4 + x5 =20
2x1 +xp +x3+3x4 +3x5 =30
x; 20, i:1,75

R:xl :()’ Xy :6’x3 =0,X4 =0,x5 :8; fmin =14
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29.

30.

31.

32.

[max]f =x; —2xp +3x3 +2x4

3x1 +Xp +Xy4 =2

X]+xy +x3+2x4 =3

X] +Xxp +Xxy4 <1

XiZO l:ﬁ

. _ 23
R.xl 3,X2—0X3—§, Ofmzax_?'

[min]f =5x; +4x, +3x3

X]+xy+x326

3x)+2xy +x3 22

x| +xy +2x3 21

x; 20, i=1,73
R:x; =0, xp =0,x3 =6; finin =183
[max]f =5x; +6xy +7x3

2x1 +xp +x3 <3

X]+xy +3x3 <5

X|+xy+2x3<4

x; 20, i=1,73

Rix; =0,x =2,x3 =1, finax =193
[min]f =3x; —2xp +7x3

X1 +3xy —x3 <3

2x] —xp +2x3 <2

3x)+2xy —x3 24

x; 20, i=l,73

ey, =6 -5 -0 _ 8.
R:x =7, X2 =513 =0; fiin =7
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33.

35s.

36.

[max]f =4x; +5x, —2x3
2x1 +x9 +x3 <6

X1 +3xp +2x3 <4
3xp+xy —x3 21

x; 20, i=13

L1 2 A _
Rix; =7, x =5,x3=0; frpax =

5 5
[min]f = x; +3xy +2x3
X|+xy+x323
2x)+3xy +x3 24
x| +2x, +353 210

xl-ZO, lzﬁ

e 22 0. =16, _
Rix; =5, xp =0,x3 =73 fimin =

[max]f =—6x] +5xy +4x3
X|+Xxy +2x3 <7
—xy+xp +3x3 25
2x1 +3xy +x3 <3

x,-ZO, l:E

66 ,
5 0

34 .

?9

N SNV B —4.
R:xp =2, xp =0,x3 =2 fmin =43

[min]f:xl +3XZ —2X3
X| +Xp +Xx3 =2
X1 +2x2 +3X3 <5
—x]+xp +2x3 21
X 20, i:1,3

ool .. 3. _
Rixp =2, %3 =0,x3 =33 fmin =~

5.
Ea
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37.

38.

39.

40.

[max]f =4x; +3xy +10x3
X +xp+3x3<2
2x] +xy +x3 <1
3xy+xy +2x3 <3

x>0, i=13

R:x :%’ xp =0,x3 =%§ Smax :%;
[max]f = 5x; +x, +4x3

2x; +3x) +x3 <6

x| +2xy +3x3 <5

2x] +x9 +x3 <2

x; 20, i=1,73

. _1 _ _ 8. _37.
R:x _§’x2 =0,x3 =% Smax =%

[max]f =4x| —xy +6x3 +2x4
x| +xp +x3+2x4 =3

2x1 +3xy +x4 <6
2x)4+2xp —x4 22

x; 20, i=14
R:)Cl =1, X) =0,X3 =2, X4 =0; fmax =16;
[min]f =3x; —4x, +x3 +5x4
X]—Xx3+2x4 22

2x; —xp +3x4 =3

Xy +x3—2x4 <1

x; 20, i=14

Rix; =0,x, =9,x3 =0, x4 =4, fipin =—16.
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6.3. DUALITATE IN PROGRAMAREA LINIARA
6.3.1. SCRIEREA PROBLEMEI DUALE

BREVIAR TEORETIC

Modelului matematic al unei probleme de programare liniara i se
poate atasa in mod unic o noud problema de programare, numita
duala problemei primale. Problema initiala sau primala (PP)
impreund cu problema sa duald (PD) formeaza un cuplu de
probleme duale.

Consideram modelul matematic al unei probleme de programare
liniara.

e Spunem ca o restrictie este concordanta cu functia obiectiv

A

dacd este de tipul "<" 1n cazul unei probleme de maxim si

S

daca este de tipul "> " in cazul unei probleme de minim.

e Spunem cd o restrictie este neconcordanta cu functia obiectiv

dacad este de tipul ">" 1in cazul unei probleme de maxim si
daca este de tipul "< " in cazul unei probleme de minim.

Reguli de obtinere a problemei duale din problema primala
1. Duala unei probleme de minim este o problema de maxim, iar
duala unei probleme de maxim este o problema de minim.
2. Fiecarei restrictii din PP 1i corespunde o variabila in problema
duald; numarul variabilelor din PD este egal cu numarul
restrictiilor din PP, iar numarul restrictiilor din PD este egal cu
numarul variabilelor din PD.
3. Coeficienti functiei obiectiv din PD sunt termenii liberi din
PP, iar termenii liberi din PD sunt coeficienti functiei obiectiv
din PP.
4. Matricea coeficientilor sistemului de restrictii din PD este
transpusa matricei coeficientilor sistemului de restrictii din PP.
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5. a) Unei restrictii concordante cu functia obiectiv din PP 1i

corespunde o variabild pozitiva in PD.
b) Unei restrictii neconcordante cu functia obiectiv din PP 1i

corespunde o variabilad negativa in PD.
¢) Unei restrictii de tip egalitate din PP 1i corespunde o

variabild oarecare in PD.
6. a) Unei variabile pozitive din PP 1i corespunde o restrictie

concordantd cu functia obiectiv in PD.
b) Unei variabile negative din PP 1i corespunde o restrictie

neconcordanta cu functia obiectivin PD.
¢) Unei variabile oarecare din PP 1i corespunde o restrictie de

tip egalitate in PD.

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se scrie duala urmatoarei probleme de programare liniara:
[min]f =3x; =Txy +2x3 — x4

—2x; +3xy +x4 <9

4x) —xy +2x3 =2

3x] +xp +2x3 —5x4 24

X120, X7 £0, x3€R, x420

Rezolvare:
Asociem fiecarei restrictii din problema primala cate o variabila:

Uy, up, uy.
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[min]f =3x1 —Txy +2x3 — x4

—2x; +3xy +x4 <9 ‘“1
PP: 4x1—x2+2x3=2 ‘MZ
3X1+X2+2X3—5X424 ‘u3

x120, x50, x3€R, x420

Folosind regulile enuntate in breviarul teoretic, obtinem problema
[maxlf =9y +2uy +4us
—2uy +4uy +3u3 <3

dualdi PD: 3up —up +uz 2-7
2142 +2u3 =2
up —SU3 <-1

u; <0, uy eR, u3 20
Deoarece prima variabila din PP este pozitiva (x; > 0), rezulta ca

prima restrictie din PD este concordanta cu functia obiectiv
("< "pentru maxim). Analog s-a procedat si pentru obtinerea

celorlalte restrictii din PD.
Prima restrictie din PP este neconcordanta cu functia obiectiv
("< "pentru minim), rezulta ca prima variabila din PD este

negativa (u; <0). Analog s-a procedat si pentru obtinerea
semnului celorlalte variabile din PD.

2. Sa se scrie duala urmatoarei probleme de programare liniara:
[max]f =8x; +3xy +4x3

S5xp +3xy +2x4 <9

4x) —x9 +3x3 52

6x] +5xy —4x3 <1

=3x] +xp +2x3<4

X[ZO, IZE
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Rezolvare:

Asociem fiecarei restrictii din problema primala cate o variabila:
Uy, up, ujz.

[max]f =8x] +3xy +4x3

5x1 +3xy +2x4 <9 ‘ul
PP 4x; —xp +3x3 <2 ‘uz
6x) +5xy —4x3<1 ‘u3
=3x1 +xy +2x3 <4 ‘u4
x; 20, i:E

Folosind regulile enuntate in breviarul teoretic, obtinem problema
duala:

[min]f:9u1 +2uy +uz +4uy
Sup +4uy +6uz —3uy 28
PD: 3uy —uy +5u3 +uy =3
2up +3uy —4uz +2uy 24
u; 20, i=14

Observatie. In acest caz, spunem ci PP si PD formeaza un cuplu de
probleme duale simetrice.
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6.3.2. REZOLVAREA UNUI CUPLU DE PROBLEME
PRIMALA-DUALA

PROBLEME REZOLVATE

Se da urmatoarea problema de programare liniara:
[min]f =30x; +12x, +36x3
x| +2xy +x323
Xy +x325
X1 +2x3 21
2x1 +xp 26

x;20,1= B

a) Sa se construiasca problema duala.

b) Sa se rezolve problema duala.

c) Sa se determine solutiile optime ale cuplului de probleme

primala-duala.

Rezolvare:
[max]f =3uy +Suy +uz +6uy

up +us +2uy <30
a) PD: 2up +uy +ugy <12
up +uy +2uz <36
u; 20, i=14
b) Aducem problema duala la forma standard:
[max]g =3uy + Suy +uy + 6uy + Ousg + Oug + Ouy
up +uz +2uy +ug =30
2up +uy +ug +ug =12
up +uy +2uz +uq =36

uiZO, 1=ﬁ
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Realizam tabelul simplex:

B ETE 5 1 6 0 0 0
a, az a3 Cl4 a5 ab a7
as |0 |30 |1 0 1 20 1 0 o0 |15
“ag |0 |12 |2 1 0 0 1 0 |12
a |0 |36 |1 1 1 0 0 0 1 |-
g; |0 0 0 0 0 0 0 0
A, |3 5 1 6 0 0 0
“as |0 |6 3002 [y o 1 2 0 |6
a |6 |12 |2 1 0 1 0 1 0 |-
a; |0 |36 |1 1 1 0 0 0 1 |36
g; |72 |12 6 0 6 0 6 0
A, 19 A 1 0 0 0 0
aa |1 |6 30020 1 0 1 2 0 |-
aa |6 |12 |2 1 0 1 0 1 0 |12
<a; |0 |30 |4 3] 0 0 -1 2 1 |10
g |78 |9 4 6 12 1 4 0
A, -6 1 -5 0 1 40
az |1 |26 [-1/3 0 1 0 173 23 0
a |6 |2 23 0 0 1 13 13 0
o |5 |10 |43 1 0 0 -13 23 173
g; |88 [313 5 1 6 2/3 143 503
A, 223 0 0 0 -2/3 -14/3 -5/3

Solutia optima a problemei duale este:

up=0,upy =5 u3=1Lug =6,us5=0,ug =0, u7 =0; gax =88.
c¢) Pentru a determina solutia optimd a problemei primale se
procedeaza in felul urmaétor:

-se rezolva problema duala cu ajutorul algoritmului simplex primal;
-in ultima iteratie a algoritmului simplex primal, pe linia g;, in
dreptul coloanelor ce corespund vectorilor care au format baza
initiala, se citeste solutia optima a problemei primale.

Prin urmare, solutia optima a problemei primale este:
xp=2/3,xy=14/3,x3 =5/3; finin = &max = 8.
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Observatie. Este utild rezolvarea problemei duale in locul celei
primale atunci cand duala este mai usor de rezolvat cu ajutorul
algoritmului simplex primal, cum a fost cazul problemei anterioare.
PROBLEME PROPUSE

Sa se scrie duala urmatoarelor probleme de programare liniara:

[max]f:5x1 — Xy +4x3 +3xy4
4x1 +3)C2 +5X4 >6

L. Tx; —x9 +2x3 =5
3x) +xp +2x3 —5x4 <4
X120, X9 £0, x3€R, x420
[min]g=6u1 +5uy +4us
4up +7Tuy +3uz3 25
R: PD: 3up —uy tuz -1
2uy +2u3 =4
Sup —Su3 >3
u; <0, uy eR, uz3 =0
[minlf:3x1 —Txy +2x3 — X4
) —2x] +3xy +x4 =2

4x1 — X +2X3 >1
3X1+XZ +2X3 —SX4:3
X120, xpeR, x3<0,x420
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[max |g = 2u; +uy + 3us

—2u; +4uy +3u3 <3
R: PD 3up —uy +uz=-7
uy +2uz =2

up —Suz <-1

u; <0, up 20, uz erR
[min]f =8x; + 6xy +3x3 — x4

3. =2x1+3xy +x427
3x] +xp +2x3 = 5x4 <4
x1eR, xy <0, x320,x420

[max]g:7x1 +4x,

—2u; +3uy =8

R: PD: 3uyp +uy 26

2uy <3

uy —5Suy <1

u; 20, uy <0

[max1f=—2x1 +7x9 +2x3

—-2x1 +3x, <4

4x; —x9 +2x3 =2

3x; +xp +3x3 21

x1 20, xp 20, x3€eR
[min]g = 4u; + 2uy + us

—2u; +4uy +3uz >2-2

3uy —upy +uz <7

2uy +3uz =2

u1 20, up eR, uz3 <0
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5. Se da urmatoarea problema de programare liniara:
[min]f =5x] +2xy +6x3
x| +2xy +x323
2x; + xp 26
Xy +x325
X1 +2x3 21

x;20,1= E

a) Sa se construiasca problema duala.

b) Sa se rezolve problema duala.

c¢) Sa se determine solutiile optime ale cuplului de probleme

primala-duala.
[max]g =3u; +6uy +Su3 +uy

Uy +2uy +uy <5

R: a) PD: 2up +uy +2uz <2
up +3u3 +2uy <6
u; 20,1=1,4

&) X°=(1,4,0); foin=13; U° =(0,2,0,1)'; gmax =13.

6. Se da urmatoarea problema de programare liniara:
[maxlf =3x] +2xy +4x3
x| +2xy +x3 <3
2x1 + Xy <6
Xy +x3 <5
x;20,i=13
a) Sa se construiasca problema duala.
b) Sa se determine solutiile optime ale cuplului de probleme

primala-duala.
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[min]g = 3u; + 6uy + 5u3
up +2uy 23
R:a) PD: 2up +uy +uz =2
up +uz =4

u; >0, i=13

b) X°=(0,0,3); frnax =12;U°% =(4,0,0)'; gpyin =12,

7. Se da urmatoarea problema de programare liniara:
[min]f = 8x) +4xy +12x3 +6x4
2x; +xp +2x3 —x4 210
—X] +2xy +x3+3x4 29
=2x] +xp +3x3+x4 28
x; 20, 1= 1,_3
a) Sa se construiasca problema duala.

b) Sa se rezolve problema duala.
¢) Sa se determine solutiile optime ale cuplului de probleme

primala-duala.
[max]g =10u; +9uy + 8us

2up —uy —2u3 <8
R: a) PD: up +2uy +uz <4
2uy +uy +3x3 <12
—up +3u3+x3<6
uiZO,i:ﬁ
¢) X°=(0,10,0,0); fiin =40; U° =(4,0,0);
8max =40.
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8. Se da urmatoarea problema de programare liniara:
[max]f =7x; —9x, +8x3
=3x; —xp +x3=7
—2xy +3x3 <3
2x] —xp —x3<2
—x;+2xy —2x3 <8
x; 20, i= 1,_3
a) Sa se construiasca problema duala.
b) Sa se determine solutiile optime ale cuplului de probleme

primala-duala.
[min]g = 7u; +3uy + 2uz + 8uy

—3u1 +uj +2u3 —Uy >7

R: a) PD: —u1—2u2—u3+2u42—9;
u1+3u2—u3—2u428
u; 20, i=ﬁ
9 4 95
b) X0:(7>0: )l fmaX: >U0:(0’ i 7,0y Emax =7 -
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6.4. ALGORITMUL SIMPLEX DUAL

PROBLEME REZOLVATE

Sa se rezolve urmatoarea problema de programare liniara,
utilizand algoritmul simplex dual:
[min]f =3x, +2x, +4x, + x,
=5x 4+ x, —4x; +2x, <-12
-3x,— x, =3x; +x, <-9
—-x, + 2x, = 2x; —x, <-15

x,20, i=14

Rezolvare:

e Forma standard de lucru a problemei este:
[min]f =3x, +2x, +4x, + x, + 0x, + Ox, + Ox,
—5x, + x, —4x, +2x, +x; =-12
=3x, — x, =3x; +x, +x,=-9
=X+ 2x, = 2x; —x, +x, =-15

x, 20, i=17

e Realizam prima iteratie din tabelul simplex si verificam daca
avem solutie dual realizabild (A <0, Vj=L17):

¢ |Baza | X 3 2 4 10 0 0
a, a, a, a, as ag a,

0 o, |12 |5 1 4 20 1 0 0
0 o -9 |3 a3 0 1 0
0 | <a |-15 |1 2 2 0 0 1
7, 0o o 0 o0 o0 o0 0 0

A) 3 2 4 1 0 0 0
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o Aplicam criteriul de iesire din baza: iese din baza vectorul
corespunzitor celei mai mici valori negative din coloana X*; in
cazul acesta, min{~12,-9,~15}=-15, deci iese din bazi vectorul a,.

e Aplicam criteriul de intrare in baza: se calculeaza rapoartele
dintre elementele liniei A ; si elementele strict negative de pe linia

vectorului care iese din bazd; va intra in bazd vectorul
corespunzator celui mai mic raport; in cazul nostru,
-3 4 -1
1’271
e Stabilim pivotul si elementele din urmatoarea iteratie le vom
determina folosind metoda Gauss-Jordan.

min }: 1, deci va rezulta ca intra in baza vectorul a, .

o Algoritmul simplex dual ia sfdrsit cand se produce unul din
urmatoarele evenimente:

- toate elementele coloanei X sunt mai mari sau egale cu zero;
in acest caz, decizia este optim finit, iar solutia se citeste din
coloana X2 ;

- coloana X’ contine elemente strict negative, iar pe linia unui
vector corespunzator unei valori strict negative avem numai valori
mai mari sau egale cu zero; in acest caz, decizia este: problema nu
are solutie.

Rezultd urmatoarele iteratii:

C | Baza | X* 3 2 4 1 0 0 0
a, a, [ a, ds ag a,
0 | <a |-42 [-7 5 ) 1 0 2
0] a |-24 |4 1 5 0 0 1 1
1| e |15 1 2 2 1 0 0 -1
EE 1 2 2 1 0 0 -1
A, 2 4 2 0 0 0 -1
4] a [214 178 558 1 0 -1/8 0 -1/4
0 a |94 |38 -17/8 0 0 -58 1 -1/4
1| o |92 |34 34 0 1 1/ 0 -12
/. |512 1A 134 4 1 1A 0 32
A, -1/4  -21/4 0 0 -1/4 0 -3/2
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Deoarece toate elementele coloanei X’ sunt pozitive, rezulti ci
21 9
9 4 b 2 b
minima a functiei obiectiv corespunzitoare acestei solutii este:

21,49 _51
Jmin =415 =7

problema are solutie optima: X = (0, 0 0, 2)l , 1ar valoarea

PROBLEME PROPUSE

Sa se rezolve urmatoarele probleme de programare liniara folosind,
acolo unde este posibil, algoritmul simplex dual:
[mm]f = 3X1 + 4)(2 + 5X3

1. {x—2x)—x3<-2 R: XOZ(O» 1, O)I; Jmin =4
_2xl—x2—3X3 >-1
leO,IZIT?)

[max]f =—x; —2xp —x3 —3x4

2.|x +2xy -3x3-x4 <6 R: X% =(0,0,2,0); fiax =2
2X] = X9 —X3 —2x4 -2

Xi 20, l=1,74

[min]f:le +Xp +ZX3 +5)KI4

3. 2% +xy —2x3 —x4 <2 R:on(O,%,%,Oy; fmmz%
X]—ZX2—)C3—2X4 <-3

x; 20, i=14

[max]f =x; —2xp +3x3 —4x4 +5x5

4. 2x1 +Xy +X4 +X5 =5
—X] —X) +X3—3X4 =-4

)CI'ZO, l:E

R: X° :(o, 0,11-114,5-4 4, %ﬂy,ﬂe[oa 15 fimax =13
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[min]f = 5x; +4x, +3x3
—2X1+2X2 X3 —4 0 1
S IR R: X% =(7,5,0)3 fiin =55
—X] —X) +2)C3 <-12
x; 20, i=13
[min]f =4x; +3x) +2x3 + x4

6.|2x) —xp —x3 —3x4 =-3 R: Nu se poate aplica algoritmul
—2)62 —3X3 +X4 =-3
X > 0, i= 1,74

simplex dual ( ASD ); folosind algoritmul simplex primal ( ASP ),
se obtine solutia optimd X ° = (0, 0, %, % , pentru care f,i, =3.

[max]f = 6x; +3x;, +2x3

7. _xl—xz—ZX3Z—4 R:X _(2 2a0y fmaxz_
3)61—)62—)633_2
XIZO,IZB
[min]f = 5x; +3x; +2x3
—xj —xy —x3 S5 o_( 14 1) _ 44
8. X] =Xy +2x3 <4 R: X _0’?’5 afmln_T

2x1—x2—x3 <1
X 20, l:B
[max]f =-3x; —xy —3x3 —x4

9, |-x] —xp —x3-3x4 =-3 R: Nu se poate aplica 4SD ;
2x1 —2)(2 +3X3 + X4 =-3
X 20, l=1,74

folosind ASP , se obtine solutia optimd X ° = (0, %, 0, %)l , pentru

15
care fax = -
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[opt]f =x1 —2xy +3x3 —4xy4

10. |-2x; —x3 +x3-x4=—4 R: Daca problema este de maxim,
X1 —Xp —3X3 — X4 =-3
X > 0, i= 1,74

X0 = (3, 0, 2, O)t » fmax =9 3 dacd problema este de minim,

1
XO :(%: 07 Oa _Oy’ fmll’l :_13'
[min] /' =8xy +3x,

11. |x;—xp <-1 R: Problema nu are solutie.
X]+2xp <1
X > 0, i= 1,7
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6.5. REOPTIMIZARI

PROBLEME REZOLVATE

Se considera problema de programare liniara:
[maxlf =Tx, +4x,
-2x,+3x, <9
x, - x, <3
X+ x, £9
x, >0, i=12
a) Sa se determine solutia optima a acestei probleme.
b) Sa se determine solutia optima a problemei in cazul in care
coeficientii functiei obiectiv devin:

bl) c= (453) 5
b,) c=(55);
by) @ =(16).

c¢) Sa se determine solutia optima a problemei in cazul in care

temenii liberi devin:
¢) b=(123);

¢r) b =(53)".

Rezolvare:
a) Forma standard de lucru a problemei este:

[maxlf:7x1+4x2+0x3+0x4+0x5
-2x,+ 3x, +0x;, =9
X, — X, + x,=3
X+ X+ x,=9

x, 20, i=15
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Pentru rezolvarea problemei vom aplica algoritmul simplex primal.
Realizdm tabelul simplex:

cé Baza | X* 7 4 0 0 0
a, 02 a} a4 a5
0 a, |9 21 3 1 0 0
0 | <a, |3 1l -1 0 1 0
0 a |9 1 1 0 0 1
7 ]o 0 0 0 0 0
A, 7 4 0 0 0
0 a, |1 0 1 1 2 0
7 4 |3 1 -1 0 1 0
0 | <a |6 0 (2] 0 -1 1
7, ]2t 7 7 0 7 0
A, 0 11 0 7 0
0 a, |1 0 0 1 52 12
7 a |6 1 0 0 12 12
4 « |3 0 1 0 -1/2 12
7, |54 7 4 0 3/2 11/2
A, 0 0 0 32 1172

Rezulta solutia optima: X = (6, 3,12, 0, 0)', f,.. =54.

b) Modificarea coeficientilor functiei obiectiv

Alcdtuim un tabel simplex in care vom copia datele din ultima
iteratie a tabelului precedent, cu exceptia liniei C; (unde vom scrie
noii coeficienti ai functiei obiectiv, dati de ), a coloanei C”
(unde vom trece tot coeficientii functiei obiectiv dati de ¢) si,
evident, a linitlor f; si A, . Dupd ce calculim A, sunt posibile
doua situatii:

1) toate elementele liniei A ; sunt negative sau egale cu zero si

in acest caz se poate citi solutia optima a problemei modificate;
solutia optima a problemei modificate coincide cu solutia optima
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a problemei initiale. Valoarea optima a functiei obiectiv este data
de primul element al liniei f;

2) pelinia A existd cel putin un element strict pozitiv si in acest

caz se aplicd in continuare algoritmul simplex primal, pana la
obtinerea solutiei optime a problemei modificate.

b)) In cazul in care & = (4,3) obtinem urmitorul tabel simplex:

c Baza | X* 4 3 0 0 0
a, a, a, a, as
0 a, 12 0 0 1 52 -12
4 a, 1 0 0 1/2 172
3 a, 3 0 1 0 -1/2 172
f; 33 4 3 0 172 7/2
A 0 0 0 -1/2 -7/2

Se observa ca toate elementele liniei A, sunt negative sau egale

cu zero. Rezulta ca solutia optima a problemei modificate coincide
cu solutia optima a problemei initiale:

X°=(6,3,12,0,0)", f. =33.

max

b,) In cazul in care @ =(5,5) obtinem urmatorul tabel simplex:

¢ |Baza | X 5 5 0 0 0
a, a, a, a, as
0 | <o |12 0 0 1 -1/2
5 a, 1 0 0 12 12
5 a, |3 0 1 0 -12 12
f, |45 5 5 0 0 5
A, 0 0 0 0 -5
0 a, |24/5 [0 0 2/5 1 -1/5
5 a, 18/5 |1 0 -1/5 0 3/5
5 a, |27/5 |0 1 1/5 0 2/5
7, |45 5 5 0 0 5
A, 0 0 0 0 -5
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Observam ca toate elementele liniei A ; din prima iteratie sunt

negative sau egale cu zero, prin urmare solutia optima a problemei
initiale este solutie optima si pentru problema modificata:

X' = (6, 3,12, 0, 0)' . Deoarece pe linia A, existd A, =0, dar
vectorul a, nu se afld in baza optima, rezultd cd problema are
optim multiplu. Introducand in baza vectorul a,, obtinem o noua
solutie optima: X2 = (18/5, 27/5, 0, 24/5, 0)".

Solutia optima in forma generala a problemei este:

X7 =AX'+(1-)X* Ae[0]],iar £, =45.

b,) In cazul in care ¢ = (1,6) obtinem urmdtorul tabel simplex:

¢ |Baza | ¥ 1 6 0 0 0
a, a, a, a, as

0 |<a |12 0 0 1 12
1 a_ |6 1 0 0 12 12
6 a, |3 0 1 0 -1/2 12
f, |24 1 6 0 -5/2 72

A, 0 0 0 527 72

0 a, |24/5 [0 0 2/5 1 -1/5
1 a, 18/5 |1 0 -1/5 0 3/5
6 a, |27/5 |0 1 1/5 0 2/5
7, |36 5 5 1 0 3

A, 0 0 -1 0 3

Pe linia A ; din prima iteratie existd un element strict pozitiv

(A4 = % ), prin urmare vom aplica in continuare algoritmul simplex

primal, pana la obtinerea solutiei optime a problemei modificate:

X° =(18/5,27/5,0,24/5,0), f =36.

max
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¢) Modificarea termenilor liberi ai restrictiilor problemei

Vom folosi formula prin care se determini o solutie de bazi X* a
sistemului de restrictii corespunzatoare unei baze date B:

X? =B7".b, unde B este matricea care are pe coloane vectorii

bazei B si B se citeste din ultima iteratie a tabelului simplex, in
dreptul vectorilor care au format baza initiala; b este vectorul
termenilor liberi.

Daci vectorul termenilor liberi b devine b , se calculeaza
X% =B".b.Sunt posibile doua cazuri:

1) X% >0, 1n acest caz solutia optima a problemei modificate
este formatda din variabilele bazice, care se pot citi din vectorul
Xt si din variabilele secundare, care sunt egale cu zero.

2) X" are cel putin o componenta negativa; 1n aceasta situatie,
se alcatuieste un tabel simplex, in care se copiaza datele din
ultima iteratie a tabelului simplex al problemei initiale, mai putin

coloana X?, unde se scriu elementele date de X”. Se aplicd in
continuare algoritmul simplex dual.

c) b=(12,3)
Dupi formula X* = B~ -b avem ci solutia de baza a sistemului
de restrictii cu termenii liberi dati de b , corespunzatoare bazei

5 1 9
Ly =) (1) (3
. VB _ 1 1 _|s :
{a;,a,,a,},este: X =|0 3 1112 (=[51]20,deci
1 1 1
0 -3 7) 3 2

solutia optima a problemei modificate este data de:

=2 =3 =1 — —
Xy =3,X =3,%, =5,X, =xs =0, sau

v t
Xo :(%’%’%’0’0) > fmax :7%4—4%:32_9
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cz) 5 = (5:371)t
Dupa formula X =B"-b avemci solutia de baza a sistemului

de restrictii cu termenii liberi dati de b , corespunzatoare bazei
{a;,a,,a,}, este:

12 =0 (5) (12
XP=l0o 1 1113 |=| 2 [, careare si o componentd
o -1+ 1)) (-1

negativa; prin urmare, vom aplica in continuare algoritmul simplex
dual.

c Baza | X* 7 4 0 0 0
a, a, a, a, as
0 a; |12 0 0 1 524 -12
7 a |2 1 0 0 12 12
4 | ea, |-l 0 1 0 12
7, |10 7 4 0 32 11/2
A, 0 0 0 -3/2 1172
0 a, |7 0 5 1 0 2
7 a, 1 1 1 0 0 1
0 a, |2 0 2 0 1 -1
7, 7 7 7 0 0 7
A, 10 3 0 0 -7

Obtinem ca solutia optima a problemei modificate este:
X0 = (1,07.20), Foo =7-144-0=7.
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PROBLEME PROPUSE

1. Se considerad problema de programare liniara:
[maxlf =5x1 +9x,

—3x; +2x, <12
-x;+ xp <8
X+ xy <6
x; 20, i= 1,72
a) Sa se rezolve aceastd problema.

b) Sa se determine solutia optima a problemei in cazul in care
coeficientii functiei obiectiv devin:

by) ¢ =(2,1);
by) € =(1,6).
c) Sa se determine solutia optima a problemei in cazul in care
temenii liberi devin:

¢) b=(,2,3);
¢r) b=(531);
c3) b=(1,2,4).

R: a) X% =(0,6), fiux =54;

b) b)) X% =(6,0), finax =30;
by) X°=(0,6), fmax =54;

¢) ) X°=(12), fiax =23;
) X% =(0,1), fimax =9;

vo _ (7 13 7 152
c3) X =(ga?y, fmaxz?'
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2. Se considera problema de programare liniara:
[mlnlf = 5x1 + 3X2

—4x) +3x, <24
X —xy <3
Xy + xp <9
x; 20, i= 1,2
a) Sa se rezolve aceastd problema.

b) Sa se determine solutia optima a problemei in cazul in care
coeficientii functiei obiectiv devin:

by) ¢ =(6,5);
by) € =(3.8);

c¢) Sa se determine solutia optima a problemei in cazul in care
temenii liberi devin:

¢) b=(4,56);
¢) b =(531);
¢1) b =(3,2,4).
R: a) X°=(4,3), fiax =29:
by b)) X =(43), fmax =39;
by) X% =(0,7), fmax =56
&) o) X0 =L, 1, Ty =29:
(L), finax =5:
¢3) X0 =(3,1), finax =18.

Cz) )N(O
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6.6. REZOLVAREA UNEI PROBLEME DE

PROGRAMARE LINIARA PRIN MAI MULTE

METODE

PROBLEME REZOLVATE

Sa se rezolve urmatoarea problema de programare liniara prin toate

metodele cunoscute:
[min]f = 5x, + 4x, + 6x;
X +3x,+x,26
2x, +x, +2x; 212
3x, +x,+2x, 224

x;,20, i=13
Rezolvare:
Metoda I. (folosind algoritmul simplex primal)

Forma standard de lucru a problemei este:

[min]f = 5x, +4x, + 6x, + 0x, + 0x, + Ox, + My, + My, + My,
X +3x%,+x,—-x,+y, =6
2x, +x, +2x, x5+ y, =12
3%+ X, +2x, —xs + y, =24

x,20, i=L6

Realizam tabelul simplex:
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c Baza | x* 54 6 0 0 0 M M M|@
a, az LZ3 04 a5 a(, LZ7 LZ8 ag
M | <a 6 2 1 -1 0 0 1 0 0 |6
M a |12 2 1 20 -1 0 0 1 016
M 0, | 24 31 20 0 -1 0 0 1|8
f, 42M 6M  4M M -M M -M M M M
A] 6M-5 4M-4 SM-6 -M -M -M 0 0 0
5 a |6 1 2 1 -1L. 0 0 1 0 0]-
M | <a |0 0 3 0 ;10 2 1 010
M a |6 0 5 -1 3 0 -1 -3 0 1]2
f/ 6M+30 5 -8M+10 -M+5 5M-5 -M -M  -5M+5 M M
A ; 0 -8M+6 -M-1 5M-5 -M -M  -6M+5 0 0
5 a |6 1 1201 0 -12 0 0 12 0]6
0 a, |0 0 32 0 1 -12 0 -1 12 0|18
M [ <a |6 0 10 32 -1 0 32 1 |-
f/ 6M+30 5 -M/2+5/2 -M+5 0 3M/2-5/2 -M 0 -3M/2+52 M
AJ 0 -M/2-3/2 -M-1 0 3M/2-52 -M -M -5M/2+5/2 0
5 a |8 1 13 23 0 0 -13 0 0 1/3
0 a, |2 0 -53 -1/3 1 0 -13 -1 0 1/3
0 a, |4 0 -13 23 0 1 23 0 -1 2/3
f/ 40 5 5/3 10/3 0 0 -5/3 0 0 5/3
A] 0 -7/3 -8/3 0 0 -5/3 M -M  5/3-M
Rezultd solutia optima: X° =(8,0,0,2,4,0)", /. =40.

Metoda I1.(cu ajutorul problemei duale)

Scriem si rezolvam problema duala:
[max|g =6y, +12y, + 24y,

»i+2y, +3y;

<5

2y, +y, +y; <4

Y, +2y, +2y,<6

y,20, i=13

Forma standard de lucru a problemei duale este:
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[max]g=6y1 +12y, +24y, + 0y, + 0y, + 0y,
Yi+2y, +3y;+y, =5
2y, 4y, +y +ys =4
Vi+2y, 42y, +y, =06
vy, 20, i=16
Realizam tabelul simplex pentru problema duala:

c Baza | ¥ 6 12 24 0 0 0 2]
a, a, a, a, as dag
0 [«a |5 |1 2 BN 1 0 0 |53
0 as 4 2 1 1 0 1 0 4
0 a, 6 1 2 2 0 0 1 3
S 0 0 0 0 0 0 0
A, 16 12 24 0 0 0
24 a; 5/311/3 2/3 1 1/3 0 0 -
0 as 7/3 | 5/3 1/3 0 -1/3 1 0 0
0 a, 8/3 | 1/3 2/3 0 -2/3 0 1 2
S 40 | 8 16 24 8 0 0
A, -2 -4 0 -8 0 0
Solutia optima a problemei primale se citeste de pe linia £, in

dreptul vectorilor care au format baza initiala :
X’ =(8,0,0), /. =40.

min

Metoda Il ( cu ajutorul algoritmului simplex dual)

Pentru a se putea aplica algoritmul simplex dual, este necesar sa
avem o solutie dual realizabila. Pentru aceasta, va trebui sa
inmultim cel putin o restrictie cu -1. Observam ca cel mai
convenabil este sa inmultim toate restrictiile cu -1; astfel, cu
ajutorul variabilelor de compensare, vom obtine matricea identica
si algoritmul simplex va fi mai usor de aplicat, in conditiile in care
s-a obtinut o solutie dual realizabila.

190



[minlf =5x, +4x, +6x,
—-x,—=3x,—x; <6
-2x, —x, —2x, <-12
=3x,—x, —2x,<-24
x, 20, i= 13
Forma standard de lucru a problemei este:
[minlf =5x1 +4xy +6x3 +0x4 +0x5 +0x¢
—x;=3xp —x3+x4 =—06
-2x] —xp —2x3 +x5 =—12
=3x) —xp —2x3 +xg =24

x; >0, i=16
Realizdm tabelul algoritmului simplex dual:
c Baza | X* 5 4 6 0 0 0
a, a, a, a, as dag
0 a, -6 -1 -2 -1 1 0 0
0 a; -12 -2 -1 -2 0 1 0
0 | <a |24 |3 -1 2 0 0 1
S 0 0 0 0 0 0 0
A, -5 -4 -6 0 0 0
0 a, 2 0 -5/3 -1/3 1 0 -1/3
0 a; 4 0 -1/3 -2/3 0 1 -2/3
5 a, 8 1 1/3 2/3 0 0 -1/3
S 40 5 5/3 10/3 0 0 -5/3
A, 0 -7/3 -8/3 0 0 -5/3

Rezulta solutia optima: X° = (8,0,0,2,4,0)", f,,., =40.
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PROBLEME PROPUSE

Sa se rezolve urmatoarele probleme de programare liniara prin
toate metodele cunoscute:

[max]f =3x; +5x;
x) +3xy <11 R: X0:(2,3)l;fmaxz2l'
2x1+x2 <7
xlyxz 20
[min] /' =5x; —9x;
2x1—xp 24

R: X% =(3,2)'5 finin =-3-
-X] +3XZ <3

xl’ x2 ZO

[max]f = 4xl + 3x2
2xl + X <5

w

R: X° =(2, 1)t§ Smax =11.
x1+2)Q <4

xl’ x2 20
[min] f = 4x; + x5
3x1 —2xp 212 R: X°=(22,27);5 fmin =61.
_xl + x2 > 5
xl’ xz 2 0
[max]f =3x; +4x;

5. [2x) +xp <12 R: X0=(474)t3fmaX:28'
- X +2X2 <4

xla x2 20
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10.

[min] f = 3x; +8xy

3% —2x3 23 R: X° =(7,9); fiin =-51.
—Xp+xp 22
X1, X2 >0
[max]f =7x; —xp
—3xp+xp 26 R: Problema nu are solutie.
X+ 2X2 <4

X1, X2 >0

[max]f =3x; +5x,

-x1+ ZXZ <8

2x) +3x, 26 R: X% =(4,6); frax =42.
3)(71 + X <18

xljz >0

[min]f =3x; + 2x; + x3

2x] + x5 +3x3 =6

X +xp +x323 R: X0=(2,2,0)t;fmaX=10.
x| +xp +2x3 <4

x; 20, i=1j’>

[min]f =6x] — xy + 5x3

X1 +x3+2x4 22

Xy + X3 — X4 <1
x,-ZO,izl,74

2x) —xp =4 R: X0=(2,0,0,2)t;fmm=12.
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[mln]f = 2)C1 — Xy + ZX3

—X] + Xy +X3 >2

11. R: X% =(8,55); fin =21.

x1—2x2 + X3 >3
X1 +X2—2X3 >3

XiZO,iZE

[min]f:4x1 —3X2 + X3

—X] tXy +X3 >4

12. R: X% =(0,11,5); finin = —28.

2)&71 — X +3X3 =4
—X] —X) +2)C3 >-1

xiZO,i=E

[max]f =2x; +8xy +5x3
X1 +3xp +2x3 =30

13. X] +2xy +x3<22
X| +xy +x3 212

XiZO,l.:E

R: X% =(34, 6434, 6-64), A €[0,1]; finax =78.
[max]f =x; +2xy +4x3

X +2xy <6

14. |2x) +x) +x3 <6 R: X° :(0, 3, g)f, Simax =16.

X +2x3 <5

xiZO,izﬁ

[min]f =3x; +2xp +4x3

—2x; +x32-1

IS. 1y +3x) —x3 23 R: X7 =(0, 4, O)t;fminzg-

Xy +2x3 24

xiZO,i:E
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6.7. PROBLEME DE TRANSPORT

PROBLEME REZOLVATE

1. Un produs trebuie transportat de la furnizorii F;, F, catre
beneficiarii B,, B,, B,. Cantitdtile de care dispun cei trei furnizori,

necesarul fiecarui beneficiar si costurile unitare de transport sunt
date 1n tabelul urmator:

B, B, B, Disponibil
F, 3 2 2 60
F, 4 5 6 70
Necesar 40 50 40

a) Sa se scrie modelul matematic al problemei.
b) Sa se determine planul optim de transport astfel incat costul

total de transport sd fie minim, pornind de la o solutie de baza
obtinuta prin metoda coltului de nord-vest.

Rezolvare:

Observatie. Fiecarui furnizor F, 1i corespunde in coloana
“disponibil” cantitatea de care dispune, fiecarui beneficiar B, fi
corespunde pe linia “necesar” cantitatea de care are nevoie, iar la
intersectia liniei furnizorului F; cu coloana beneficiarului B, se

poate citi elementul C; = costul unitar de transport de la F; catre

1

B,. Notdm cu N suma cantitatilor de pe linia “necesar” si cu D

suma cantitdtilor din coloana “disponibil”.

a) Notam cu x; cantitatea ce trebuie transportatd de la

furnizorul "i" catre beneficiarul " j", unde i = 1,_2 , J= 1,_3 si cu
f costul total de transport. Observam cd N = D, deci problema
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este echilibrata. Modelul matematic al problemei de transport este:
[min]f(x) =3x11 +2x1p +2x13 +4x51 +5x97 + 6293

X1 +x12 +x13 =60

Xp1 +Xx9p + x93 =70

X1 +xp1 =40
X1p + x99 =50
X13 +x23 =40

b) Etapa 1. Se verifica daca problema este echilibrata (N = D );
deoarece N = D =130, rezulta ca aceasta conditie este indeplinita.
Etapa Il. Se determind o solutie de bazd, notata X , .

Vom folosi metoda coltului de nord-vest.
1) Fie NV casuta situata in coltul de nord-vest al tabelului X, .

In NV se transporti o cantitate egald cu minimul dintre necesarul
si disponibilul corespunzatoare acestei casute (in NV se scrie
valoarea min {40,60}=40).

2) Se scade aceasta valoare din disponibilul si necesarul
corespunzator cdasutei NV . Dacd s-a epuizat necesarul, se
completeaza cu “-“ casutele de pe coloana pe care se afla NV, iar
dacd s-a epuizat disponibilul se completeazd cu “-* casutele de pe
linia pe care se afla NV .

3) Se reiau pasiil), 2)pentru matricea ramasa necompletata.
Obtinem solutia X :
40 | 20 -
- 30 | 40

Etapa Ill. Se verifica daca solutia obtinuta este:
1) nedegenerata (daca are m+n—1 componente nenule, unde

m reprezintd numarul de furnizori, iar n reprezintad numarul de
beneficiari);
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2) optimd (daca A, <0,(V)i=1,m,j=1n).

1) Se observa ca solutia X, este nedegenerata.

2) Pentru testarea optimalitatii, introducem variabilele
unde C;

sunt costurile unitare de transport din casutele bazice (casutele
corespunzatoare componentelor nenule ale solutiei).
2.1) Pentru determinarea variabilelor u; si v, vom folosi

u,,i=12 si Vi, J= 1,3, cu proprietatea ca u, +v, = C

i

urmatorul tabel, in care am copiat costurile C;; din casutele

nebazice si am dat uneia dintre variabile valoarea zero (u, =0 ):

= v~ VT
u, =0 3 2
u,= 5 6

Din conditia u, +v, =C

ij’

ul+v,=3}:> 3: u1+v2=2} 5:
vV, =25 =V, =2

i=12, j=13, obtinem:

u, = u, =

u,+v, =5 U+ =6

22 =>u,=3. 2T =>v=3.
V2= M2=3

2.2) Pentru variabilele u, si v, gasite calculam

C,=u,+v,Vi=12, j= 1,3 si le scriem in urmatorul tabel:

v, =3 v, =2 vy =3
,=0 |3 2 3
u, =3 6 5 6

2.3) Determindm apoi A = C_,.j— C;,Vi=12, j=13 si

verificam criteriul de optim.
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Toate calculele din etapa //1.2) se pot sintetiza in urmatorul tabel:

X, v, =3 v, =2 vy =3 A,=C;-G,
- + u, =0 3 2 3 0 0 1
40 20
ol 301 | 40 u, =3 6 5 6 2 0 0
+ -

Etapa IV. Se observa ca exista valori A, > 0, prin urmare solutia

nu este optima.
Se alege cea mai mare dintre diferentele A; >0 (in cazul acesta,

A,,) siin casuta corespunzatoare acesteia (x,, ) se scrie 6. Se

formeaza un circuit ce pleaca din @ si revine in @, care merge in
unghi drept si are colturile nenule. In colturile circuitului se scriu
alternativ semnele “+” , -, incepand cu “+” de la . Se alege
6 =minimul casutelor marcate cu “-:6 = min{40,30} =30 . Cu
0 =30 se determind o noua solutie de baza X, , adunand @ la

casutele marcate cu “+” si scazand @ la cele marcate cu “-*.
Vor rezulta urmatoarele iteratii:

X, v, =3 v, =2 v =5 A, =C-C,
- =013 2 5 0 |o 3
10[T350 [1©
301 140 | =14 3 6 0 |2 |0
+ -
X, vV =0 v, =2 V3 =2 A'/ = Cflricu
- 0, =0 |0 2 2 3]0 0
5001710
40 [o30 [, =414 6 6 0 |1 0
+ -
X, v1:1 v, =2 v3:2 A,=C,-¢,
20 [ 40 | 4=0 |1 2 2 2710
40 | 30 w,=3 |4 5 5 0 |o -1

rezultd ca solutia gisita n ultima iteratie este optima.

Deoarece criteriul de optim se verifica (A
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Observam ca toate diferentele A, =0 corespund unor variabile

bazice, deci solutia optima este unica. Am obtinut x©
20 40
40 30
sau: x,, =0,x,, =20,x,; =40,x,, =40,x,, =30,x,; =0.
Costul total minim de transport este:
2 3
Suin =2, 2,Cyx; =3:042:20+2-40+4-40+5-30+6-0 =430 u.m.

i=l j=1

2. Sa se rezolve problema de transport:

B, B, B, Disponibil
F, 4 1 3 60
F, 2 5 6 40
F, 1 7 4 100
Necesar 70 80 50

Rezolvare:
Etapa 1. Se observa ca problema este echilibrata.

Etapa II. Determinam o solutie initiald de baza.

Observatie. In cazul in care nu se specifica folosirea unei anumite
metode pentru aflarea unei solutii initiale de baza, este mai bine sa
determindm cate o solutie prin mai multe metode si sd o alegem
pe aceea care are costul total de transport minim.

a) Prin metoda coltului de nord-vest rezultd solutia X | :

60 -
10 30 -
- 50 50
fo =90 u.m.
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b)  Metoda costului minim pe linie

1) Fie ML casuta de pe prima linie careia 1i corespunde cel mai
mic cost. In ML se transporti o cantitate egald cu minimul dintre
necesarul si disponibilul corespunzatoare acestei cadsute (vom
obtine astfel x;; =60).

2) Se scade aceasta valoare din disponibilul si necesarul
corespunzator casutei ML. Dacd s-a epuizat necesarul, se
completeaza cu “-“ casutele de pe coloana pe care se afla ML, iar
daca s-a epuizat disponibilul se completeazd cu “-“ casutele de pe
linia pe care se afla ML .

3) Se reiau pasiil), 2)pentru matricea ramasa necompletata.
Rezultd solutia x | :

- 60 -
40 : :
30 20 50
f1 =510 u.m.

¢) Metoda costului minim pe coloana obtinem:

1) Fie MC casuta de pe prima linie careia ii corespunde cel
mai mic cost. In MC se transporti o cantitate egald cu minimul
dintre necesarul si disponibilul corespunzatoare acestei casute (vom
obtine astfel x3; =70).

2) Se scade aceasta valoare din disponibilul si necesarul
corespunzator casutei MC. Daca s-a epuizat necesarul, se
completeaza cu “-* cadsutele de pe coloana pe care se afla MC, iar
daca s-a epuizat disponibilul se completeazd cu “-“ casutele de pe
linia pe care se afla MC .

3) Se reiau pasiil), 2)pentru matricea rimasa necompletata.

Rezultd solutia x, :
- 60 -
- 20 20
70 - 30
fo =470 u.m.
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d) Metoda costului minim in tabel:

1) Fie MT casuta de pe prima linie careia ii corespunde cel
mai mic cost. In MT se transportd o cantitate egald cu minimul
dintre necesarul si disponibilul corespunzatoare acestei casute (vom
obtine astfel xj, =60).

2) Se scade aceasta valoare din disponibilul si necesarul
corespunzator casutei M7 . Dacd s-a epuizat necesarul, se
completeaza cu “-“ casutele de pe coloana pe care se afla MT , iar
daca s-a epuizat disponibilul se completeazd cu “-“ casutele de pe
linia pe care se afla MT .

3) Se reiau pasiil), 2)pentru matricea ramasa necompletata.
Rezulta solutia x; :
- 60 -
- 20 20
70 - 30

f3 =470 u.m.

Alegem drept solutie initiald de baza pe aceea care are costul de
transport minim, adica pe x, (care coincide cu ;).

Etapa I1I. Solutia aleasa este nedegenerata, ramane sa verificam
optimalitatea.

V|:'1 v2:1 v3:2 A, =C,-C,
XU
5 =0 | -1 1 2 5[0 [
60
w=413 5 6 1 0 0
o[ 20 [l2o | ™
701 30 [, =21 3 4 0 4 |0
- + 3
Etapa 1V.
X, v=2 | v,=1 v, =1 Ay =C,-C,
60 w=0 |2 1 1 6 |0 [-2
20 | 20 uw,=4 |2 5 5 0 0 -1
50 50 W= 1 4 4 0 -3 0
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Problema are solutie unica. Solutia optima este x©:
60
20 20
50 50

Costul minim de transport este: £, =450 u.m.

3. Sa se rezolve problema de transport:

B, B, B, Disponibil
F, 1 3 2 42
F, 2 1 3 30
Necesar 24 12 36

Rezolvare:
Etapa 1. Se observa ca problema este echilibrata.
Etapa II. Determinam o solutie initiald de baza.
a) Prin metoda coltului de nord-vest rezulta solutia x | :

24 12 6
- 30

fo =162 u.m.
b)  Prin metoda costului minim pe linie obtinem solutia x | :

24 - 18
- 12 18

f1 =126 u.m.
Solutiile obtinute prin metoda costului minim pe coloana si in tabel
coincid cu x | .
Vom alege x; drept solutie initiald de baza.
Etapa I1I. Aceasta solutie este nedegenerata; verificam

optimalitatea.
X v, =] v, =0 vy =2 -
Au = Cu - Cu
- o= 1 0 2 0 310
24 118
oLl 12 1118 w,=1 |2 1 3 0 0 |0
+ -
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Observam ca A,, =0, dar x| nu este variabila bazica, deci

problema are optim multiplu. Vom determina o noua solutie,
scriind € in cdsuta x,;. Rezultd € =18 si o noud solutie x , :

6

36

18

12

Solutia optima sub forma generala este:
X9 =ax'+1-1x2,2e[0,]]

4. Sa se rezolve problema de transport:

B, B, B, Disponibil
F, 5 1 3 30
F, 2 6 4 80
Necesar 40 50 60
Rezolvare:

Etapa I. Problema este neechilibrata (D < N).

Pentru echilibrare se introduce un furnizor fictiv, avand
disponibilul egal cu N —D =40 si costurile unitare de transport

nule. Obtinem problema:
B, B, B, Disponibil
F, 5 1 3 30
F, 2 6 4 80
F, 0 0 0 40
Necesar 40 50 60

Etapa II. Determinam cate o solutie initiala de baza prin cele patru

metode.

a) Prin metoda colfului de nord-vest rezulta solutia x | :

fo = 550

30 - -
10 50 20
- - 60
u.m.
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b) Prin metoda costului minim pe linie rezulta solutia x | :

f1 = 270
¢) Prin metoda costului minim pe

fo =310 u.m.
d) Prin metoda costului m

30

40

40

20

20

u.m.

- 30 -
40 20 20
; - 40
inim in
- 60 -
- 20 20
70 - 30

f3 =470 u.m.

Alegem Xj drept solutie initiala de baza.

coloana gasim solutia X, :

tabel obtinem solutia x; :

Etapa I1I. Aceasta solutie este nedegenerata, ramane sa verificaim

optimalitatea.
=11 v=1 v3:1 8;=C; =G
X1
- [30]- [4=0 [-1 1 1 6 [0 |2
40 [- [40],,=3 |2 4 4 0 [2]0
- 20 20 | 4,=-1 | -2 0 0 2 10 |0

Problema are

Costul total minim de transport este f,;, =270 u.m.

30

40

40

20

20

solutie unicd. Solutia optima este x ©:
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5. Sa se rezolve urméatoarea problema de transport, pornind de
la o solutie de baza obtinuta prin metoda costului minim pe linie:

B, B, B, Disponibil
F, 7 3 6 24
F, 5 6 4 30
Necesar 12 24 18

Rezolvare:

Etapa 1. Se observa ca problema este echilibrata.

Etapa II. Determindm o solutie initiald de baza prin metoda

costului minim pe linie si obtinem solutia x | :

; 24

12 -

18

Etapa I1l. Observam ca solutia obtinuta este degenerata (are

numai 3 componente nenule, in loc de 4).
Deoarece degenerarea solutiei s-a produs in faza initiald, vom
modifica problema astfel: addugam la fiecare cantitate din coloana

“disponibil” o valoare ¢, iar la ultima cantitate de pe linia
“necesar” valoarea m - &, unde m reprezintd numarul de

furnizori, iar & este un numar pozitiv foarte mic, £ — 0 . Dupa

ce algoritmul a luat sfarsit, inlocuim & cu zero si apoi citim

solutia optima a problemei.
Astfel obtinem problema modificata:

B, B, B, Disponibil
F, 7 3 6 24+¢&
F, 5 4 6 30+¢&
Necesar 12 24 18+2 ¢

Solutia obtinutd prin metoda costului minim pe linie este x | :

24

&

12

18+¢
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Aceasta este nedegeneratd; verificim optimalitatea.

X, v, =5 v, =3 v, =6 A, =C,-C,
- |24 € =0 |5 3 6 2 10 |0
12 | - 18+¢ u,=0 |5 3 6 0 -1 10

Rezulta ca problema are solutie optima unica, degenerata, X 0.
24
12 18

Costul total minim de transport este:

S =3-24+5-1246-18 = 240 um.

6. Sa se rezolve urmatoarea problema de transport, pornind de
la o solutie de baza obtinuta prin metoda costului minim pe
coloana:

B, B, B, B, Disponibil
F, 3 5 5 9 30
F, 4 4 7 7 60
F, 2 6 7 5 50
F, 5 6 6 8 90
Necesar 20 70 70 70
Rezolvare:

Etapa I. Avem D = N =230 u.m., deci problema este echilibrata.
Etapa II. Determinam o solutie de baza prin metoda costului
minim pe coloana si obtinem x | :

- 10 20 -

- 60 - -
20 - - 30
- - 50 40
Etapa lll. a) x , are 4+4—1 componente nenule, deci este

nedegenerata.
b) Testam optimalitatea solutiei:
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X() v =4 V2—5 V3:5 V4:7 AL,ZH*C,/
+ - u=0|4 5 5 7 1 [0 |0 |-2
o[TT10 | 2
un=-13 4 4 6 1o |31
60
- + | =22 3 3 5 0 31410
20 30|
50— =0 [ uy=1]5 6 6 8 0 [0 [0 |0
+ -

Se observd cd A, >0, prin urmare solutia nu este optima.

Etapa IV. In cisuta x,, adiugim 6. Alegem

6 = min{20,40,20}=20. Cu @ = 20 gisim o nou solutie de bazi

X,

a) Observam cd aceasta solutie este degenerata.

20

10

60

50

70

20

Deoarece degenerarea solutiei s-a produs pe parcurs , vom scrie

¢ intr-una din casutele eliberate in etapa precedenta (x,, sau

X5 ). Vom obtine o solutie nedegenerata X, :

20

10

£

60

50

70

20

b) Verificam optimalitatea acestei solutii:

X, =3 | »=5| n=5| u7 A,.J.:CT—C,
20 [ 10 | & u = 3 5 5 7 10 |0 ]0O |-2
60 w=-1_|2 4 4 6 |20 |-3]-1
50 | uy=- 1 3 3 5 |-11-3]1-410
70 20 | 4=t 4 6 6 8 -1 10 [0 |0
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Criteriul de optim este indeplinit. Ludm & = 0 si rezulta solutia

optimd x©:

20

10

60

50

70

20

Costul total minim de transport este:
Sowin =20-3+10-5+60-4+50-5+70-6+20-8 =1480 u.m.

PROBLEME PROPUSE

Sa se scrie modelul matematic si sa se determine planul optim de
transport pentru urmatoarele probleme, astfel incat costul total de

transport sa fie minim:

1.
B, B, B, Disponibil
F, 4 3 3 80
F, 5 6 7 80
Necesar 50 60 50
R: X9:
30 50
50 30
Smin =670u.m.
2.
B, B, B, Disponibil
F, 4 6 3 50
F, 7 5 1 80
F, 1 2 4 70
Necesar 100 40 60
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R: X°:

50
20 60
50 20
Smin =450u.m.
3.
B, B, B, Disponibil
F, 6 8 3 60
F, 4 5 1 40
F, 2 7 9 100
Necesar 70 80 50
R: X°:
10 50
40
70 30
Smin = 780u.m.
4.
B, B, B, Disponibil
F, 4 1 3 60
F, 2 5 6 40
F, 1 7 4 100
Necesar 70 20 50
R: X°:
20 | 40
40
70 10 | 20
Smin = 250u.m.
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B, B, B R Disponibil
F, 5 2 4 8
F, 3 6 7 6
F, 2 8 5 12
Necesar 9 10 7
R . o .
8
2 4
9 3
JSmin =89u.m.
6.
B, B, B R Disponibil
F, 3 8 3 60
F, 4 5 6 40
F, 9 7 4 60
Necesar 60 80 50
X
60
40
10 50
30
Jmin = 650u.m
7.
B, B, B, Disponibil
F, 5 2 6 40
F, 1 4 3 60
F, 7 1 4 100
Necesar 80 70 50
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R: X°:

20 20
60
50 50
Jmin = 450u.m.
8.
B, B, B, B, Disponibil
F, 2 4 4 7 20
F, 3 3 6 6 50
F, 1 5 6 4 40
F, 4 5 5 7 80
Necesar 10 60 60 60
R: X°:
10 104 10-104
50
40
10-104 50+104 20
2€[0,1]; finin = 810um.
B, B, B, B, Disponibil
F, 7 3 5 8 30
F, 1 4 6 7 60
F, 2 6 1 5 50
F, 5 9 7 4 80
Necesar 30 55 70 60
R: X°:
25+52 5-52
30 30-51 51
50
15 60 5

2€[0,1]; finin = 645um.
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10.

B, | B, | B, | B, |Disponibil
F, 1 4 5 9 20
F, 4 2 7 7 55
F, 2 5 3 5 40
F, 4 6 6 8 90
Necesar 90 70 65 70
R: X°:
20
55
40
70 152 20-151
15-154 | 5+154 70
2€[0,1]; finin = 650u.m.
11.
B, B, B, B, Disponibil
F, 6 5 4 9 35
F, 4 3 7 5 50
F, 2 6 7 5 55
F, 4 6 3 8 70
Necesar 25 70 90 85
R: X9:
15 20
50
25 30
70
5 55
Smin = 715u.m.
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12.

Disponibil

80
35

50
20

B,

60

95

40

20

Necesar

13.

Disponibil

30

55
70
90

B4

80

70

65

35

Necesar
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CAPITOLUL?Y
SERII

7.1. SERII DE NUMERE REALE

BREVIAR TEORETIC

o0
Fie ) a, o serie numericd de termen general a,,. Definim sirul
n=l1
n
sumelor partiale (S,),>1,» S, = 2 a; . Pentru a stabili natura

k=1
o0
seriei ».a, se pot folosi:
n=l1
o0
Definitia 1. Seria ) a, este convergenta daca sirul (S,,),>1
n=l1

este convergent.
In acest caz, numdrul § = lim S, se numeste suma seriei.

n—»o0
Dacd lim §, =+ sausirul (S,),>; nu are limitd, spunem ca
n—>0
o0
seria ). a, este divergentd.
n=l1

Criteriul suficient de divergenta. Daca lim q,, # 0, atunci
n—»0

o0
seria ). a, este divergenta.
n=l1
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Criterii pentru serii cu termeni pozitivi
o0 o0
Criteriul 1 de comparatie. Fie ) a, si > b, serii cu termeni
n=1 n=l1
pozitivi pentru care exista ng € N astfel incat a,, <b,, (‘v’)n 2ng.
o0 o0
a) Daca ) b, este convergentd, atunci ) a, este convergenta.
n=1 n=1

o0 o0
b) Dacd } a, este divergentd, atunci Y p, este divergenta.

n=1 n=l1
o0 o0
Criteriul 2 de comparatie. Fie ) a, si > b, serii cu termeni
n=l1 n=l1
pozitivi pentru care existd ng € N astfel incat 4+l ¢ %,(v)n > ng-
al’l bl’l
o0 o0
a) Daca ) b, este convergenta, atunci ), a, este convergenta.
n=1 n=1
o0 o0
b) Daca ) a, este divergentd, atunci ) b, este divergenta.
n=1 n=1

00 0
Criteriul 3 de comparatie. Fie > a, si > 5, serii cu termeni
n=l1 n=1
pozitivi.

.. a . . <
a) Daca lim - e (0,00), atunci seriile au aceeasi natura.
n—0 Oy

b) Dacd lim In _o si:

n—w by,

o0 0
by) Y b, este convergenta, atunci ¥ g4, este convergenta,
n=1 n=I

o0 o0
by) Y a, este divergentd, atunci ) b, este divergenta.
n=1 n=1
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ap

c) Dacd lim — =oosi:
n—o Oy
o0 o0
c1) Y a, esteconvergentd, atunci ) b, este convergenta,
n=l1 n=1
o0 o0
cy) 2.b, este divergentd, atunci ) a, este divergenta.
n=l1 n=l1

Corolarul criteriului raportului (d'Alembert).

o0
. . P .a
Fie ) a, o serie cu termeni pozitivisi /= lim “ntl
n=1 n—oo dy
o0
a) Daca [<1,atunci ) a, este convergenta.
n=l1

e}

b) Daca [>1,atunci ) a, este divergenta.
n=l1

Corolarul criteriului radacinii (Cauchy).

o0
Fie ) a, o serie cu termeni pozitivisi /= lim ¥a,, .

n=l1 n—0
o0

a) Daca [ <1,atunci ) a, este convergenta.
n=l1

o0

b) Daca [>1,atunci ) a, este divergenta.
n=l1

Corolarul criteriului Raabe-Duhamel.

.2 . . . ) a
Fie > a, o serie cu termeni pozitivi si /= lim n{ n —lj.

n=1 n—o \ dy4q
o0
a) Daca [ <1,atunci ) a, este divergenta.
n=l1
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o0
b) Daca [>1, atunci > a, este convergenta.
n=1

Criteriu pentru serii alternate

Criteriul lui Leibniz.
o0

Fie seria alternatd Y (-1)"a,, a, >0. Dacd: a) sirul (a,),>|
n=1

o0
este descrescdtor si b) lim a, =0, atunciseria Y (-1)"a, este
n—00 n=l1

convergenta.

o0
Propozitia 1. a) Daca seria ) a, este convergenta si are suma S,
n=l1
o0
atunci seria ) «-a, este convergentd si are suma «-S.
n=1

o0 0
b) Daca seriile > a, si D b, suntconvergente si au sumele S; si
n=l1 n=l
0
S, , atunci seria Y (a,, +b,) €ste convergenta si are suma S; +S,.

n=1
o0
Definitia 2. Seria ) a, este absolut convergenta daca seria
n=l1
o0
Y |a,| este convergentd.
n=1

Propozitia 2. Daca o serie este absolut convergenta, atunci este $i
convergenta.
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PROBLEME REZOLVATE

Sa se stabileasca natura urmatoarelor serii de numere reale si,
daca este posibil, sd se determine suma acestora.

Ly ! a>0
Nnta+\n+a+1 '
Rezolvare:
Consideram sirul sumelor partiale:
n 1 nok+a-Vk+a+l
Sn = = =
ioVk+a+Vk+a+1 42 ~1
=Vl+a+2+a-2+a+B+a-.—Vn+ta+Vn+a+1=
=8, =\Jn=a+1-1+a = lim S, =, decisirul (S,),s| este
n—0

divergent, prin urmare, conform definitiei, seria este divergenta.

2. v
n:14n2—1
Rezolvare:
n 1 n 1 12z 1 1
S = = = — —_—_—) =
" kZ=:14k2—1 k§1(2k—l)(2k+1) 2k§1(2k—1 2k+1)

Ifr 1 1 1 1 1 1(1 1
=—|-——+———+...+ - =8,=—|-- =
2{1 3 3 5 2n—1 2n+1 21 2n+l1

1

) 1 . . o . _ 1
= lim S, =— » deci seria este convergenta i are suma S = 5
Nn—>0
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*  3n-1

3. 1 .
nzz:l B 3n+2
Rezolvare:
n _ n
S,=3In k=1 > [In(3k —1) - In(3k +2)] =

k=1 3k+2 k=1
=In2-In5+In5-In8+...+InBn—-1)—1In@Bn+2)=

=In2-In(3n+2)= lim S, =—oo, prin urmare seria este

n—>0
divergenta.
o0
4. >q", qeR. (seria geometrici).
n=0

Rezolvare:

1 1

k=0
n+l1 , g=1

Pentru g € (-L1) rezultaca lim §,= —L_ deci seria este
n—ow 1-

convergenta si are suma L

I-¢
Pentru g €[1,0) rezultd cd lim S, =0, deci seria este divergenta.
n—»
Pentru g € (—0,—1] , nuexista lim §,, (in acest caz, se spune ca

n—»0
seria este oscilantd), deci seria este divergenta.
In concluzie, seria geometrica este convergenta daca si numai daca

qe (_ 1,1) si are suma S :L

l—q'
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1 . . Lo .
—,a € R (seria armonica generalizatd sau seria Riemann)
a
1n

wn
T M8

Rezolvare:

o0
e Pentru a =1 obtinem seria armonica, Y —. Avem ca:
n=1"1

1 [1 1) (1 11 1] 1 1 1
Sy =l+—+| —+— |+ —+—+—+— |+..+ + +ot—|>
23 4)(56 738 L R L 2"

1 (1 IJ (1 1 1 lj 1 1 1
Sl+—+|—+—|+|F-F -+ |+...+ + +.ot =
2 4 4 8 8 8 8 on=l  yn-l on-1

:1+%+%+ ..... +%:S2u >1+§:> lim §, =oo, Prin urmare seria

n—>o0

este divergenta.

o0
e Pentru g4 <1— 1 > l,‘v’n >1;seria ¥ 1 este divergenta, deci, in
[24
n n n=1"

baza criteriului 1 de comparatie, rezulta ca Z L este divergenta.
n= li’l

e Pentru o >1, avem ca

1 1 1 1 1 1
Sy g=l+|—+—|+|—F+—+—+—|+....+
2(2 3(2 4a 50! 6a 7(1

20{—1 20!—1
sirul (S,,),>; este marginit; fiind i crescator, rezultd ca este
convergent si deci seria este convergenta.
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6. (oo} 311 +8I’l .
el 3n+l +8n+1

Rezolvare:

im lim ; conform criteriului suficient
ap =

) L
n—o0 n—o0 (3 n+l 8
8"t [SJ +1

de divergenta, rezulta ca seria este divergenta.

S 1
7.0y —.
o2 Inn
Rezolvare:
s 1 1 21 . = -
Avemcd — >— vn>2; seria ) — este divergentd, deci, in baza
Inn n =17

.. . . . . N | . <
criteriului 1 de comparatie, rezultd ca seria ' —— este divergenta.

n=p Inn
8. ¢ 1"
n=1n!e"
Rezolvare:
n n
. [1+1j (1+1j 71
Avemcad apy _\ n) n) 1 el by
An € (l-%ljnﬂ 1+l 1 by
n n n

. 0 . - - . . .
cum seria Yy 1 este divergenta , rezulta, folosind criteriul 2 de
n=1"
o0 n
. o . n . -
comparatie, ca seria y —— este divergenta.
n
n=1nle
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9. © 3n+5'

n=14n? -1
Rezolvare:
Se compara cu seria i l ; fie a, = 3’12—4—5 si b, =l;
n=1" 4n” -1 n
lim Gn _ lim 3}12—+5 = i € (0,9); de aici rezulta, conform

n>ob,  n—>wo4p? 1

criteriului 3 de comparatie, ca seriile au aceeasi naturd; cum seria
e}

1 . y e @ . <
2. — este divergentd, rezultd cd si seria Y M+ este divergenta.
n=17 n=14n* -1
10 °Z°: 3\/2715 3% +1+n+2
nmt  Tn® —2n* 41
Rezolvare:
N N TN
Se compara cuseria ), — = Y. 35 = > —  fie
n=ln n=ln-* p=1n°
3
305 22 . 1 . a 2
a, = 2n” =3n°+1+n+2 si bl’l:_i; hm _n:_e(()’co)’de
7n® —20% +1 n’ noob, 7
aici rezulta, conform criteriului 3 de comparatie, ca seriile au
o0
aceeagi natura; cum seria ), —— este convergenta (este seria
n=1n’

. N 4 o o . .
armonica generalizatd cu ¢ = 3 >1), rezulta ca si seria

© 3275 —3n2 +14+n+2
>

n=1 7n3 —2n2 +1

este convergenta.
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© 1
1L Y I 1+—|.

n=1 n

Rezolvare:
< 1 . 1
Se compara cu seria Z 3 ; fie a, =In 1+—3 si bn=—3,
n n

HJ

a, e
lim — = lim =1€ (0,00) = conform criteriului 3 de
n—swb, n-swo
n3
. .. . 21
comparatie, ca seriile au aceeasi naturd; cum seria > — este
n=1n

o0
convergentd, rezultd ca si seria ln[l + 13J este convergenta.

n=1 n

© 14.7...(3n-2)

.Y .
213.7.10...(4n—1)

Rezolvare:
Vom folosi corolarul criteriului raportului. Avem ca:
1.4.7....3n—-2).3n+1)

Gyt _ o 3710 (4n-D@n+3) . GntD) 3

lim = -
nsw ay oo 147..0Gn-2) n—o (4n+3) 4
3.7.10...(4n—1)

prin urmare seria este convergenta.

b

13. f(n(%—l))n, a>1

n=1
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Rezolvare:
Aplicam corolarul criteriului radacinii:
. . a1
lim %§/a, = lim n(%—l)z lim 1 =lIna.

n—»0 n—>0 n—>oo 2
n

e Dacid Ina <1< a<e, atunci seria este convergenta.
e Dacid Ina >1< a > e, atunci seria este divergenta.
0 n
e Pentru a = e, seria devine: Z(n(% - 1)) .
n=1
Incercam si aplicam criteriul suficient de divergenti. Vom calcula

lim a, = lim (n@e ~1))' = lim [1+n@e-n-1)' =
n—»oo n—>0 n—»0
limn{n(4/e-1)-1
:enawn(n( ¢ ) ):eL;
er—1-1
L= lim n(n(%—l)—1)= lim ———".
n—o n—>ow —
n
X _1_ X _
Avemca lim e -lzx — lim & ! = l, asadar
x>0 2 x>0 2x 2
L e=l-x, 1
V (x,} 51X, >0, rezultdcd lim ———=—;1n
B X, -0 xi’zl 2
1 er—1-1 1
particular, pentru x,, = — obtinem ca L = lim — =
n n—ow L 2

.. 1 . o
deci lim a, = el =em 20 , prin urmare, conform criteriului
n—»oo
0 n
suficient de divergenta, seria Z(n(% - 1)) este divergenta.
n=1
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3 —1 n’+1
3n+2j )

14. f(

n=1

Rezolvare:
Aplicam corolarul criteriului radacinii:
n’+1 n’+1
. . 3n-1 . 3
lim ¥a, = lim " "= lim|1- o=

n—o0 n—oo\ 3n+2 n—>oo 3n+2

. 3 n'Hl

lim— .

= 1 - . <
=e'”" 3nt2 n  =_ <], prin urmare seria este convergenta.
e

2
2 [2.58...3n-1)
> Z{ 3.6.9....(3n) }

n=1

Rezolvare:

{2.5.8.....(3;1—1)(3;1+2)T

o 3.6.9......(3n)(3n+3; .

n—w dy n—0 2.58....3n-1) e
3.6.9...(3n)

criteriul raportului este neconcludent.
Folosind corolarul criteriului Raabe-Duhamel obtinem:

2
lim n( &n —1j= T MG ) Y R R L B
n—>o \ n>w | 3n+2)2 > 3p+2)2 3

(Bn+2) 2 _ 1, deci
(Bn+3)

deci seria este divergenta.

Sa se studieze convergenta si absolut convergenta seriilor:

3n—1
5

16. > (-1)"
n=1 2n
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Rezolvare:

. . 3n—-1
e Studiem convergenta. Notdm a,, = n—z; ]
2n

_ 342 3n-1_ -5n* -5n-1
2n+D? 20 nn+1)-2"!

(a,,),>1 este descrescdtor; cum lim a, =0 rezulta, in baza
n—oo

criteriului lui Leibniz, ci seria este convergenta.

e Studiem absolut convergenta; pentru aceasta, vom considera

seria modulelor:

a,.1—a, <0, deci sirul

0 _ 0
> 3"—21; comparam cu seria 1 : lim 2 = 3 € (0,00) si
n=1 2n n=11" n—x by

rezultd ca seriile au aceeasi naturd (criteriul 3 de comparatie), prin
urmare seria modulelor este divergenta, deci seria alternata

© n3n—1 .
[ > (-1 5 ) nu este absolut convergenta.
n=1 2n

17. 3 (1) — .

n=1 n-2"

Rezolvare:
Studiem absolut convergenta; pentru aceasta, vom considera seria
modulelor:

o0

> ; aplicand corolarul criteriului raportului, obtinem:

n=1n - 2"

n
. a . n-2 1 . .
lim ~2*L = jim = — <1, prin urmare seria

now @y noo(n4l)-2" 2

0
modulelor este convergenta, deci seria alternata >’ (-1)" !
n=1 n- 211
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este absolut convergenta. Conform propozitiei 2 din breviarul
teoretic, rezultd ca seria este i convergenta.

Sa se arate ca urmatoarele serii sunt convergente si sa se calculeze
sumele acestora:

© 1
no] H(n+1)(n+2) ’
® 1

generalizare: ) P
no (n+1)...(n+ p)

18.

*

eN .

Rezolvare:
Consideram sirul sumelor partiale,

n 1 1 1 1
o _;El k(k+1)(k+2)_5k§1 {k(k+1)_(k+1)(k+2)}
i1 1 1 1 I }:

=—|—- + —— it -
2[1-2 2.3 2.3 3.4 n(n+1) (n+1)(n+2)

1| 1 1 ) 1 ) .
=—|—-————|= lim §, =—, prin urmare seria este

211-2 (n+1)(n+2) n—>0 4

) 1
convergenta gi are suma S = rh
Generalizare:
n 1

S n= Z

2 kD (k+p)

| o 1 1
Y [k(k+1)...(k+p—1) - (k+1)(k+2)...(k+p)} B

1 1 1 . 1 .
— - = lim §,, =——, prin
pll1-2-..-p (m+D)(n+2)..(n+p) n—0o0 p-p
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. . 1
urmare seria este convergenta $1 arc suma S=—.

p-p

© n
19. 3
a1 (n+1)!

Rezolvare:
noook nk+)-1 |1 1
o (KDY 2 (kD) TR (k+D)!
=l—l+l—l+m+l— ! =1- = lim §, =1,
o2 2 3 n o (n+1) (n+1) " nseo
deci seria este convergenta si suma seriei este S =1.

0 _
20 vy "5
3 2
n=1n"+5n" +4n
Rezolvare:
Avem: k-5 k-5 A, B _C ; aducem la

= =4+ —+
sk rar k(k+1)k+4) k k+1 k+4
acelasi numitor si dupa identificare obtinem sistemul:
A+B+C=0 5 5
54+4B+C=1>cusolutia 4=—=, B=2, C=—:. Prin urmare,

44=-5

n
Snzz

3k +2 _n{ 5 2 3 }_
k=1 k> +6k% +8k 4=

_7_5’_7_
4k k+1 Hk+4)

| o

N

) PR S BN :_é”(l_L}é”(L_;j:
Sl 4k Alk+1) Ak+4) Ak+4)] 4 5\k k+1) 4 5\k+1 k+4

1 1 1 1 1 1 3((1 1 1 1 1 1
et ——— |+ | oot — | e ——+ =
1 2 2 3 n n+l) 4/(2 3 n+l1 5 n+3 n+4

=_,(1_Lj+3(l+l+l_ Pt 1 j;rezultaca

235 n+2 n+3 n+4

228



5 3 31 19

lim S, =->+>-—=——, deci seria este convergenta i are suma
n—>o 4 4 30 40
__
40
21. ")
n=0 7"
Rezolvare:

0 3 n 0 4 n
Consideram seriile ) (— 7) si D (7j , care sunt serii

n=0 n=0

geometrice de ratii ¢ € (—1,1), deci convergente si au sumele:
1 7 . 1 7
S =3 = — 1 —-_——— —
LI ) T I R

Conform propozitiei 1 din breviarul teoretic, rezulta ca seria

2 (=3 3\ 2(4) L
Y|l—]-= +— P este convergenta si are suma
7

n=0 72 7
s Mg T 2T 1T 318
49 3 49 10 3 3 630

o (3 2n+1
Am obtinut ca ) (=3 " +2 = 3187.

=0 7’“r2 630
0 2
2, y - antd
n=l1 3"
Rezolvare:
0 2

o0 n 0 n
Consideram seriile  —, > —, > —

n:13n n=13n n=13n
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| . o . 1 .
Seria ), — este o serie geometrica de ratie ¢ = 3 deci este

n=13"
. I 1 1
convergentd si are suma S} = —-——=—.
3 1 2
1-=
3
S n
Pentru seria ) —- vom scrie sirul sumelor partiale:
n=13
nok

S,=2 — > avem ci:

k=13

1 3 n . o . 1
S, oty oyttt inmultim aceasta egalitate cu | —— |:

37 3 3 3"

1 1 2 -1 .
=S, =————- U , apoi adundm cele doua
relatii si va rezulta:
-
2 1 1 1 1 n 1 3 n
=S, =—+—+—+..t—— == -
o0
=S, =E{1—(ly’}— "~ lim Snzz,deci seria Y, L este
4 3 2.3"  poow 4 a1 3"

< 3
convergenta g1 are suma S, = 7

2
. &n . .
Pentru seria ), — vom scrie sirul sumelor partiale:
n=13"
n 2
T,=> — ;avemca
k=13

12 22 32 n? o 1
T, STty t gttt inmultim aceasta egalitate cu | —— |:
30303 3" 3
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2
Ty - n_l , apoi adunam cele doud
3© 3 3" 3t

2. 12 22-1%2 32-2? n?—m-1)% n?
+...+ -

_$ K -(k-D* n* $ 21 n?
k:l 3k 3I’l+1 k:l 3k 3n+l
1
B R

o 2
= lim T, 22[2-§—l-§j:%,prinurmare seria zn_n este
n=13

< . 3
convergenta si suma el este Sy = 5

Asadar, conform propozitiei 1 din breviarul teoretic, seria
2 5n% +2n+4 .

> ————— este convergenta i are suma

n=1 3

4.5, +2-5,+5-83=4-242.205.3 211,
)

00 n+l
23. Z(_l) sin 2 .
= )
Rezolvare:

Seria data se mai poate scrie: ﬁ— (\éT + (é)s - (\éy +...., care

este o serie geometrica avand primul termen f si ratia —% , prin
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urmare seria este convergentd si are suma S =

PROBLEME PROPUSE

Stabiliti natura urmatoarelor serii de numere reale §i atunci cand
este posibil determinati suma acestora:
X 1 . .
R: Seria este divergenta.

o 2n+1 442043

23

R: Seria este convergenta si are suma § =~

n=2n"—1
3.2 41— peSer : <
- Y In R: Seria este divergenta.
n=1 4n+3
®© 5 " . . . 5
4. ¥ (_ ] R: Seria este convergenta si are suma S = 1
n=1
= 3n+4 . . .
5. Z R: Seria este convergenta si are suma S =-=.
mnn+)(n+2) 2

6. Zw:( )" R: Seria este divergenta.

n=l1
n

R: Seria este convergenta si are suma S =1.
a1 (m+1)!

8. i(\/n +3-2Vn+2++/n+ 1) R: Seria este convergenti si are suma

n=l1

S=~2-43.

9. z 2n+5 R: Seria este convergenta si are suma S = 1L
“(n+)(n+2)(n+3) 12
10. ! R: Seria este divergenta.

n=1 n+1+\/n+3
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11. 3 R: Seria este convergenta si are suma S ==
Z * 3n— 2)(3n +1) 8 3

0

12. Zl

n=l1

0

13.3° [3” + (—3)"] R: Seria este divergenta.
n=l1

0 I’l

14. 3
n=0b""

% e(-1, 1) s are suma ﬁ si este divergentd in caz contrar.

;a,be R, b#0 R: Seria este convergenta daca

( 3)n+3 22n+1
15. Z— R: Seria este convergenta si are suma

_ _ﬁ
5= 176
16. R: Seria este convergenta si are suma S = 2,
Z n’ +4n+3 s 12
1.3 !
T Bn-=2)3n+1)(3Bn+4)
4n+2

182

~nd+3n’ +2n

R: Seria este convergentd si § = =

R: Seria este convergenta si are suma S = %

Sa se studieze natura urmatoarelor serii:

4dn—1
19. R: Seria este divergenta.
Z 13n+2 8

20. Z(n hl 1} R: Seria este divergenta.
n

21.) nsin 1 R: Seria este divergent.
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22. Z( 1)" 3—_3 R: Seria este divergenti.
n+5

23. i _(=2)"+3"  R: Seria este divergenta.
n=1(— 2)n+1 4 3n+1

o0
24, Z* R: Seria este divergenta.
11n(2n+1)
25. z R: Folosind criteriul 3 de comparatie, rezulta
“In(n> +2)
o0
ca seria are aceeasi naturd cu seria Y L, deci este divergenta.
n=2 Inn
26. Z R: Seria este convergenta.
n=l nk 3”
27.% 261 +5 R: Seria este divergenta.
et 5n° —1
= 2n-1 . <
28. Z R: Seria este convergenti.
‘n’ +4n+3

29, °z°:5\/3n7 wntil+n+2

R: Seria este divergenta.
n=l 6n2—2n+1

30. Zsm — R: Seria este convergenta.
n=1
31. Zln(l + LJ R: Seria este divergenta.
n=l1 \/;
32. ! R: Seria este convergenta.
‘= n+5"

R: Seria este divergenta.

&322 utyz—:f—
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34. Z R: Seria este convergenta.
“2n’ +5n+7

= 3n’+1
S +2+1

36. ! R: Seria este convergenta.
Tt 42437 1147

3s. R: Seria este divergenta.

® 1
37. Z (3n’ —n) * R: Seria este divergenta.

a>0 R: Seria este divergentd daci a € (0, 1] (are

38. 3

n=1 n+ a
aceeasi natura cu seria armonica) §i este convergenta daca a > 1.

39. z R: Seria este divergenta.
4'1

40. zl 9. (4n=3) R: Seria este convergenta.
Z1-6-11-....-(5n—4)

41.2.0: " ,a>—1 Rz Seria este divergenta daca
1 (a+D(a+2)...(a+n)

ae(-1, 1] si este convergentd dacd a > 1.

3

42.2 135...2n-1) R: Seria este convergenta.
~| 246..(2n)

43. il [3} R: Seria este convergenta.
n=1 1

44, i( n- lj R: Seria este divergent.
—\3n+2

45. i( *2 - 1)) R: Seria este convergenta.
n=1
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46. Z Y R: Seria este convergenta.
o !
© 2n*-3
47. % ( St 3j R: Seria este convergenta.
n=1 Sn+4
48.2( 3n - lj R: Seria este divergenta.
3n+2
49. 3y [5” + 3) R: Seria este divergenta.
~ Sn+2
2
50. Z 1-5:9-..-(4n=3) R: Seria este convergenta.
15-9-13-...-(4n+1)
51. S0 523 ( nl j
; 2” Vl ; nl’l
o ( " 2" 3" (n)?
53. M 0 54.
;(n2+2n+3 47 Z z(zn)'

56. Z(\/n +2n+3 —In’ —2n+3y 57 Zwa", a>0

= 20 (2n-1)!
Studiati convergenta si absolut convergenta seriilor:

58. Z( DS 5. Z( !
2n
o 632( v m
n=1 n
( ) -1"
64. 65. (21431 66.
Z 2( v(3 ] ; ~ (- 3)

68. z (-1)" 69. Z (=1)"" sin 1
n=1 n

n=1
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Atunci cand este posibil, calculati suma urmatoarelor serii:

n=0 n% +5n+6
w p—
755 on-l

n= ln3 +4n? +3n

76. Z
(n+1>f+nm

oo gh+3 _ n+l
77. 34— CD"3

n=1 5}’l+2
© 2
78, 3 A tbnte

n=0 n!

e

Zl’l +n—

n=1 I’l + 2)'

so.i n+2

m n'+(n +D)H(n+2)!

n+l n+2
82. Z 27 +3

R: 1

2057 .
R: 200 °

:a,b,ceR R: e(2a+b+c);
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o0 + _1 n
83.2115#
n=l

84.5:@

n=l1 271
85, 22n% +3n+4
n=1 5"

86 izn +( 1)n+1

n=1

87i

ss.z —, |a|>1
1 a

89. 3
0 n2

90° Zin’ a‘>1
n=1 4
® 1

91. > —sinZE
n=1 3" 3

92. < - CcoSn
>y

93. z( n+2-2/n+1+n)

n+3 32n+1

94,3 (2

—
n=0 IO’H

95 3

=0 5n+2

( 3) n+3 +2 2n+l1
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96. 1 i+L+L+ ..... + ! !

2t 37 27 3t
4n+3 _ (_1) n+l 3n+1

97. 21 o
08, Z( 1) (2n+1)

n=1

3n+( 1)n+l
99.
; 4"
I 1 1 1 1

—_—t =t ———.......
f Y4 3 s 33 6

Stabiliti natura seriilor:

S (_1)”*1 < n-1 ( 1)
101. E - 102. E - — 103.§ — 2
nzl( ) (n+1)" = al(1+2")

n=l1

< 3n—-2 ka
104. 105. " 106. 107.
Zn +7n+4 ,,Z:;(n+ ] Z4n+7 ,,Z::‘COS”
® 1 0 (_l)n w» 1
108. 109. 110.
"Zz:lners nZZI: in Z::'\/nz+1+\/n3+1
TRV L VT T U C VST S VE N Qi i
n=1 1n(n+l) n=1 3+5v8n7 —1 n=l1 2ﬂ+ +4.5ﬂ+
ey =~ usy @ 116. 2(4” 3)
o n! ~nl-(n+2)! =S\ Tn+1
= 3n+5 3n+2 T
117. 4" a>0 118. " 119. S n?sin>
,,2:;2n+3 4 ;Sn 37 4ha>0 Z 3
120.21[”:? a'a>0 121, 2(2 + 7" j 122. Zw;nln(l—:l)
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" 3 n’ o n+l £ 1
e e e 5 e S
n=1

~(1+2m)" ~n? -1
n(n®+1) © 1
126. ”*“j per 127. 7” —n+l 128. > —
;(lﬁb “oe Z:‘ 3n? +1 HZ::'”n
129.Zzntg;,ae(o/2fj 130. Z( n+2-2vn+1++n)
n=l1
N 1 JIn+8
13y 132.) — 133.
Z1\/2}13+n—1 ; n! 2311 -
1 1
134y -2 n PN 7 135.3 arerg—— 1363 20" +3
n=1 n=1 \/; n=1 (3n+7)"

< 1 1 =1 !
137. 138. 1-cos j 139. ( ]
Z:\/2114—1—\/2n z( n =N

140. Z[l Smlj 141. z(‘/”T‘ ”“)b 142. in!(aj a0
1\ " n=2 (%/m-%ln-kl) n=1 n

143. i Gn=D) q44, S ! @50
=3-7-11...-(4n-1) Sala+D(a+2)..(a+n-1)

o0 L n n .
145. 3 " “2n a0 146. 3 2 (“j a0 4T S0 g o
e

n
n=1 n=1 n=0

148. 2 (a+1)(2a+1)...(na+1) 149. W( 2n )
;(b+l)(2b+l)...(nb+l)’a’beR+ 2 31

© n+l
150.3 3" 151, Z(”“j ' a>0 152. 2[6””’”5]

n=1 (2)1 +1) n=1 2}'1 +5n+9

0 n?+1
153,70 g5y 1 s, ("zj"”J a0
n=1

=" (n+2)" = (nn)"™" n?+1
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156. Z( i Dmra) -n).a>0 157, zn 158 S a0

n=1

- lnn+lnn2) © 1 n
159. Ze (a ,0<a<l 160. Y (~1)"" (_j
n=1 ; J2
161- i(—l)n_l n—+1 162.5:(_1)/171 135 et (2]’! —1)

pun (n +D)Vn+1-1

163. Z( 1)" 7 164. Z( 1y 2 3n +2 165. Z( 1)”12%

n=l1 n=1
2

1 B e —n
167. -H! 168.
§ =D | E

2n+1 n+ nl3"—n

169. im[” “J 1.3 a3 ;1”'

n=2 N Inn n=1 N

n+l

166. 3" (-1)

172. 3951 oo 173, 332 g3
n=1 n! n=1 n=1 (27’!)'

175. 3 " " 176. 5! 2n+3
: Z . Z Ja>—1 1717. Z
2

3n—1 ‘on+a” nlm
178.

(Jn* +3n+5—In* =3n+5)" 179. Z( 3 +4 J”-a”,a>0

3n+l +4n+1

n=l1

180.

+3n+5 4 a>0 181. ia(a+1)(a+2)...(a+n).0<
n42n+3 ’ “~ bb+1)(b+2)...(b+n)’

_(_1)/1+13n+1 183 ) 1
5"+ Zl Jnn+)n +n+1)
1 185_22.7-12...-(5;1—3)
Tnt +1+4n” +1 m 5-9-13-...-(4n+1])
0 2 _ - P © 2n n
186. 3 F1-1 qg7 g+l ggg 312 FO

L (n N 1)! . Z m = 2)1+] + 5n+1

182.

M8 ; Ms

3
l‘

184.

Ms

n

2-4-6-...-(2n)

l)n

a<b
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2n

n=1 2n+ 3n 2

< N - 3n+S5 = nt+n+l
189. ;m 190. 335 050 191, Zl(a

192. Z =193, 370" a >0 194 Z(_l);ﬂ
n 1 n=1 n=1
195. 5° [3n+2j RS U1 plC it
Sn—1 = (2n)! n

-1 - (2n —1)!!
197. Al 198 Y !
;msms Sy Tn+ 4 Z‘( ) { n)!! }

199. 31— a>-1 200. 3 "0 aper

n=1 n+a n=1 N

j ,a>0
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7.2. SERII DE PUTERI

BREVIAR TEORETIC

0
Fie seria de puteri > q,x", Se numeste multime de convergenta a
n=1
seriei de puteri multimea formata din punctele in care seria este

o0
convergentd: C = { xe R\ Sa,x" convergenté}> .
n=1

Teorema 1 (Teorema lui Abel). Pentru orice serie de puteri

ianx” existd R, 0< R <o, astfel Incat:

n=1

1) seria este absolut convergenta pe intervalul (— R, R);

2) seria este divergenta pe multimea (—o0,—R)U (R, );

3) pentru orice € (0,R), seria este uniform convergenta pe
intervalul [-r,7].

Observatie. R se numeste raza de convergenta.

o0
Teorema 2 (Cauchy-Hadamard). Fie > a,x" o serie de puteri
n=1

si R raza de convergentd. Dacd notam @ = lim ”,/|an , atunci

n—»oo

L, w#0

[0}
R=<0, #=0"

0, =

. N o —lans]
Observatie. Se poate calcula @ si dupa formula: @ = lim ———.
n— |an|
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o0
Teorema 3. Fie seria de puteri Y a,x"si S(x) suma acesteia.
n=1
Atunci:
a) seria derivatelor are aceeasi raza de convergenta R ca si
seria data;
b) functia S este derivabila pe intervalul de convergenta

si derivata acesteia S'(x) este egald cu suma seriei derivatelor.

Teorema 4. Fie seria de puteri Ozo:a ,x"si S(x) suma acesteia.
n=1

Atunci:

a) functia S (x) admite primitive si este integrabila pe orice
interval [a,b] < (-R,R);

b) seria primitivelor are aceeasi razd de convergentd R ca
si seria data;

c) abstractie facand de o constantd, pentru x € (—R, R)
avem:

o0 o0
[ Yapx"dx =3 [a,x"dx=[S(x)dx siin particular, pentru

n=1 n=1
[a,b] = (—R,R) are loc relatia'
b o0 o0 b
[ Ya,x"dx=73 [a,x"dx= IS(x)dx
an=1 n=lqg

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se studieze convergenta seriei de puteri:

i 1
3 (-1) n-x”,xeR-
n=l1 n-5
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Rezolvare:
1

e (Calculdm raza de convergenta. Fie 4, = (-1) . Avem ca:
n-5"
(_1 n+l1 ;
_%‘%H‘_% (”+1)'5n+1 _—— n 1 deci

o= lim —— = lim = lim =—

n—>om ‘an‘ n—oo (_ l)n 1 n—owSn+1) 5

n-5"

R = l = 5 .

®

e Conform teoremei lui Abel, rezulta ca:
1) seria este absolut convergenta pe intervalul (-5,5);

2) seria este divergentd pe multimea (—o0,~5)U(5,0);

3) pentru orice r € (0,5), seria este uniform convergenta pe
intervalul [-r,r].

e Studiem natura seriei pentru R =+5:

Pentru R =5, seria de puteri devine: %(—1)” L 57, adica

n=1 n5n

0 . 1) . . . ~
> (-1) 1 sirul u, = 1 este descrescitor si are limita zero; rezulta,
n=1 n n

. . . . . . o . 0 -
conform criteriului lui Leibniz, ca seria y (1) 1 este convergenta.

n=1 n

Pentru R = -5, seria de puteri devine: i(_ 1y 1 .(-5)"» adica
n=1 n-5"
n=1"
In concluzie, seria este convergenta pe multimea (-5,5].

o0 1 d. - . o
s —, care este divergenta (seria armonica).

2. Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri:

§ (2n+1)” (x=3)", xeR
n=1 6n->5 ’
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Rezolvare:
e Notam y = x—3. Vom determina mai intai multimea de

5 o2 (2n+1Y!
convergenta a serier 3 (611—5) .

n=1

n
e Calculdm raza de convergenta. Fie 4, = [2” + 1) . Avem:

6n->5

- - 2n+1 " 1 . 1
w= lim %/|a,| = lim n ==,deci p=—=3.

n—»00 ‘ n‘ n—>o0 (61’!—5) 3 w

e Conform teoremei lui Abel, avem:
1) seria este absolut convergentd pe intervalul (-3,3);

2) seria este divergenta pe multimea (—o0,~3)U(3,);

3) pentru orice r € (0,3), seria este uniform convergenta pe
intervalul [-7,7].

e Studiem natura seriei pentru y =13

. . . © (41! .
Pentru y =3, seria de puteri devine: Y ( n j .37, adica
6n->5

n=1

n n
§(6n+3j . Notam un:(6"+3j ; avem ca
n=1

6n->5 6n->5
lim 82 4
lim u, = lim | 1+ =g~ """ = 20, deci, conform
n—o n—om 6n->5
criteriului suficient de divergenta, seria este divergenta.
n
Pentru y =-3, seria de puteri devine: §: 2n+1 -(=3)", adica
n=1 6n->5

© n n

3 (-1) 6n+3 ; notdm 4, = (_1)”(6"'|r3 ; avem ca sirul

n=1 6n->5 6n->5

u, )n>1 este divergent (nu existd [im 1y, )s deci seria este divergenta.

n—»®
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In concluzie, seria de puteri este convergenti pentru y € (— 3,3) =
& 3<y<3e 3<x-3<3< 0<x<6. Prin urmare,
(2"“)” (x—3)" este (0,6).

. o . . 0
multimea de convergenta a seriei y°
6n->5

n=1

3. Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri

DT (o

n=1

Rezolvare:
Notdm y = x + 2. Vom determina mai Intai multimea de

3"+ (4" "

- .« . 0
convergen‘ga a SCricl1. z

n=l1 n

no, g\
w’nzl_

e (Calculam raza de convergenta. Fie a, =
n

3n+1 + (_4)n+1
n+1

3"+ (4"
n

(—4)””((— 3y 1]
(—4)"((— %)” +1j

Conform teoremei lui Abel, rezulta ca:

1) seria este absolut convergentd pentru e (_ iij ;

— .‘311+l+(_4)n+1‘:

= lim
oo (n+1) | 314 (-4t |

n— ‘an‘ n—»

= .. =4=R=—

= lim
n—w (n+1)

2) seria este divergentd pentru y e [— 0,— LIJ U i,ooj ;
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3) pentru orice y e (o)lJ , seria este uniform convergenta pe
4
intervalul [-r,r].

e Studiem natura seriei pentru y = o1

Pentru y = i seria de puteri devine: § +( )" ( jn , adica
4

n=
§ 1 _[3)}1 Y 1], Avem ca seria § [E) este convergentd
ol n \ 4 n 4

n=1"

(folosind criteriul raportului) si seria %o:(_l)" L este convergenta
n=1 n

(folosind criteriul lui Leibniz), prin urmare seria este convergenta

n n n
Pentru y = _%, seria de puteri devine: § 3+(_4)(_ lj ,

n=l1 n 4
.. ™ 1 (3" 1 o a1l (3 " *
adica > (_1)n(j +=|. Notdam p, =(-1)" —- . neN
n=1 n \4 n n \ 4
1 o 13\ 1 x S
cp=—>ne€N sid, =(-1)"=.|2| +—,neN" . Avem cd seria
n n \ 4 n

0

> b, este convergenta (folosind criteriul lui Leibniz). Daca
n=1

0

presupunem cd seria ¥4, este convergenta, deoarece
n=1

[o0]
¢p=dy—b,,(V)ne N", rezultd cd si seria ¥ ¢, este convergents,

n=1
o0
contradictie. Prin urmare seria ) d,, este divergenta

n=1

248



i luzie, seria 33 F D" n est t3 pent
n concluzie, seria 27 Y% €ste€ convergenta pentru

n=1 n

11 1 1 1 1 9 7
ye|l-——— | ——<yS- ——<x+25 - ——<x<——.

4’4 4 4 4 4 4 4
Am obtinut cd multimea de convergenta a seriei

0 M | A\ 9 7
23 +(—4) -(x+2)n este [_,_:‘.
n=1 n 4 4

4. Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri

n
X X

Sy e
Rezolvare:

< < o 1
e Calculam raza de convergenta. Fie ¢, = ———

,n>0.
((—1)"+4)1
.

o= lim Y|a,| = lim ,|———— = lim — fie
n—w n—w ((_ l)n +4y n—w (_ 1) +4
b, :¥, n>0.deoarece lim b,, =% st lim by, 4 :%,
(_1)” +4 n—»o0 n—>00
rezultd cd @ = lim ¥=max{%, %}:%, deci g =l=3.
n—o(-1)" +4 w

e Conform teoremei lui Abel, avem:
1) seria este absolut convergenti pentru x € (- 3,3);

2) seria este divergenti pentru x € (—o0,~3) U (3,).
e Studiem natura seriei pentru x = +3:

Pentru x =3, seria de puteri devine: %o: 3" ;
n=0 ((— l)n +4 in
n .
ﬁebn: 3 ,n>0;avemca by, . =1, vn>0, deci
(—1)" +4)"
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lim by,,; =1= lim b, # 0 si conform criteriului suficient de
n—oo n—o

divergenta rezulta ca seria este divergenta.

: B (=3
Pentru x =-3, seria de puteri devine: ) ;
=0 ‘(— )" + 4i”

n
fie ¢, = (-3) ,n>0;avemca ¢y, =—1, Yn>0, deci
(1) +4)"
lim ¢y, ;1 =-1= lim ¢, # 0 siconform criteriului suficient de
n—>0 n—>0
divergenta rezulta ca seria este divergenta.
Prin urmare, multimea de convergenta a seriei de puteri este (-3,3).

Sa se determine multimea de convergenta si suma urmatoarelor
serii de puteri:

o0
S Y mx”
n=l1
Rezolvare:

o0
Consideram seria de puteri 3 x” .
n=1

- . .o - a
e Raza de convergenta a acestei serii este R = [im ‘ ”‘ =1-
n—>0 ‘an+1 ‘

o0
e Pentru xe (— 1,1), seria Y x" este convergenta gi are suma
n=I1
Z 1 X . . . .
S(x)=x- Y. x" =x-——=—"— (am folosit seria geometricd). Prin
n=0 l-x 1-x

0
. o X
urmare, putem scrie ca > x" = P Vx e (-11).
n=l -
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1

Aplicand teorema 3, rezulta ca %O: (x" )' :( X j , Vxe(-L1),

n=l 1-x

. . - © 1

relatie echivalentd cu: Y "1 = vxe(-1,1)-
n=1 (1 = X)z
Inmultind cu x relatia precedenta, obtinem:
0
>onx" = al 5 Vxe(-11).
n=1 (1-x)
o0

6. S n(n+1)x"

n=1
Rezolvare:
Consideram seria de puteri § x"*1, care are raza de convergenta

n=1
< X 1 y & x?
R=1.Avemcd Y x""' =x*. Yx" = =—, Vxe(-11).
n=1 n=0 1-x

. . ow» | 2

Aplicand teorema 3, rezulta ca y° (xn+1) =21, vxe(-1, 1)
n=1 1-x

. . < Z 2x—x?

relatie echivalentd cu: Y (n+1)x" = , Vxe(=1,1).

n=1 (1-x
Aplicand din nou teorema 3, rezulta ca

o0

| 2 ' .
Z((n + l)x") = [2x - xz } , Vxe(=1,1) de unde obtinem:
(1-x)

0 . 2
Y(n+hnx""T = 3 Vx e (-1,1).
n=1 (l—x)

Inmultind cu x relatia precedenta, obtinem:

n=1

& 2x
> (n+1nx" = ——, Vxe(-LD).
n=1 (1-x)
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7. Y n2x"

n=1

Rezolvare:
Pentru x e (~1,1) avem:

n?x" = T (0% +n-na" = T(n® +ma" - Tux i folosind

n=1 n=1 n=I n=1
rezultatele obtinute la problemele 5 si 6, obtinem:
L 2o 2x X
Zn x = 3— Z,VXE(—I,I)’ sau
n=1 1-x)° (1-x)
2
o0
anx" _— -H; ,Vxe (—1,1)-
n=1 (1-x)
[o'e) xl‘l
8. >
n=1 "
Rezolvare:

o0
Considerdm seria de puteri 3 x"~!, avand raza de convergenti
n=1

R =1 sisuma §(x)= % . Prin urmare, putem scrie ca

o0
Zx”_l = L, Vx € (_ 1, 1). Aplicand teorema 4, rezulta ca
— 1-x

n=1

i jx”‘ldx =] ix”_ld)ﬁ C, pentru x € (— 1,1), adica

n=1 n=1

o0 n

S oL ic=—m-n+C, vre(-11).

el 1 1-x
o0 xn

Pentru x =0 obtinem C =0, deci 3 “—=—In(1-x), Vxe(-11).
n=1 "
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PROBLEME PROPUSE

Sa se studieze convergenta seriei de puteri :

1y —I"H;-xn xeR-
nz=:1( ) (2n-1)-3"

R: serie convergenti pentru x e (-3, 3] si divergenta in rest.

Sa se determine multimea de convergentd a urmatoarelor serii de puteri
2 (3n-2Y" cC= (l ﬂ)
2. Z( j (2-x)", xeR R: C= 303

n=1 Sn+1

o0 n
3. X R: C=[-2,2

n§12" n? [ ]
4, i(—l)”x—n R: C=R

n=1 n

[e0] 1 n
5 x R: C=[-3,3)

n=1(5n-1)-3
6 Ozoln'xn R: CZ{O}

n=1
7. 3 X R: C=[-11

n=l \/; [ )

g y_ 27l R: C =(~o0,~1]U[L, «)
n=0(n+1)°x"

-n" o, A1
Szt e
10, 3[1-(-4)" " R: c=(-1,1)

n=1
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

%((_1)" 4 5)7 (e 1)

0 xn

n=12" +3"
0 I’ln
z 2
n=1(n')
® (lna)

floay

T ,a>0
n!

n
X

n=l1

T (3 +1)(x—_1jn
x+1

n=0
§(3n+1)”(2x+1j’“
n—o\n+2 5x-2

& \/71 (4)6—1}

2 (D" x+3

n=1 n +n+1
2

Xln +2n+2

Z 2 '(x_l)n

n=0\2n"+n+2

© n
z (2j x2n
n=0 3
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24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

o0

0

x3n

1

n=1n-3"(x - 5)"

0

n! n
-x

n=1n" . 2"

S
n=1

0

n

x
—,a>0
n

l+a™)-

n+2
X

n=0 n+1

0
n=0
o0

n=1
o0

n=0

0

n=0

0

)

e e}
2
n=0
0

2 om+2)
3 n 2+ n+ o
3n +n+2

()

(2I’l+1)' ‘3}’1 '(X—Z)n
nl(n+2)!
2”+en”(

_3)"
n+l1 * )

n? +1 (_1)n(3x—lj"
n=03n% +n+1 x+2

(n)? .
meﬁ_ﬁ

(2]’1)” . (3 _ x)n

o@Dt

n=0

>

; a>0
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Sa se determine multimea de convergentd si suma urmatoarelor
serii de puteri:

e 2
40. Y nx"! R: C=(-1,1); S(x)=—"—.
n=1 (l—x)
8 2
41. D! R: C=(-11); S(x)= .
Dnta+Dx (-11); S(x) T
© 2
42,3 n2xm R: C=(-1,1); S(x)== (“31).
n=1 (l—x)
43, §n(n+1)(n+z)x" R: C=(-1,1); S(x)= ox -
n=1 (l—x)
0 2
44. Y nx" R: C=(-11); S(x)= "0 *4x+1]
n=1 (1—x)4
45. % (n Dn s 2+ 3" R C= (-1 1); 8(x)=—>—.
n=0 (l—x)
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xl’l

e
46.
nzol’l-‘rl

o0 2n
47.3%
n=12n

48. i(xﬂ)"
n=0
49. Ozo:n(x +1)"

n=1

50. ozo:nz(x+ 1)"
n=0

- 2
SL Y (D" (n+1)*x"
n=0
0 a”l
52. 3 T x";a,b#0
n=0bn
o0 n
3. % ha x" a,b#0
n=0 b"

R: € =(-2,0); S(x)=—~.
R: €=(-2,0); S(x)= "5
% (20 s)- = ik 2)
R C= (1) S)=r =5
R: =2, 2); 5(x) -
R C=f b st-
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7.3. DEZVOLTARI iN SERIE

BREVIAR TEORETIC

Fie f:1 —> R, a eI astfel incat f indefinit derivabila in punctul
a . Se numeste polinom Taylor de ordin n asociat functiei f in
punctul a, polinomul:

(k) (a)

T, (x,a) = Z /7@ a)k.

Se numeste rest Taylor de ordin n al functiei f in punctul a,
functia:
Ry (-, a): I >R, Ry(x,a)=f(x)=T,(x,a).

Formula lui Taylor: f(x)=T,(x,a)+ R, (x,a), Vxel.

Se numeste serie Taylor asociatd functiei f in punctul a, seria:
o ()
z f (a) . (x _ a)l’l .
n=0 n!

Fie A multimea de convergenta a acestei serii.

Formula de dezvoltare a functiei f in serie Taylor in punctul a

(n)
este: f(x)= Z /@ “(x—a)",pentru xe ANI cu
n=0 n!
proprietatea cd lim R, (x,a)=0.
n—»o0

Pentru a =0, obtinem seria Mac-Laurin asociata functiei f :

SO0

n=0 f’l'
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Forme ale restului Taylor de ordinul n al functiei f in punctul a:
o restul Taylor sub forma Lagrange:
(n+1)
R, (x,a) =M-(x—a)”+l, cu ¢ intre asi x;
(n+1)!
o restul Taylor sub forma Cauchy:

(n+1)
Rn(x,a)zf—'(c)-(x—c)"(x—a) ,cu ¢ intre asi x.
n!

PROBLEME REZOLVATE

1

3x+2°
a) Sa se scrie seria Taylor asociata functiei in punctul a =1.

1. Se considera functia f: R\{~2} > R, f(x) =

b) Sa se calculeze multimea de convergenta a acestei serii.
c) Sa se determine restul Taylor de ordin » al functiei f in
punctul a =1.

Rezolvare:
a) Seria Taylor asociata functiei f* in punctul a =1 este:

0 (n)
>/ @ n,(l) (=1

n=0

Functia f este indefinit derivabila pe R \ {— %} si avem:
f(x)=0CBx+2)"

S'(x)=3(-DBx+2)”

() =3 (-D(2)(3x+2)7

(-1)"3"n!

" (x) =3"(=1)(-2)..(—n)(Bx +2) " = —————— deci
S (x) =3 (=1D(=2)...(=n)( ) Grt 2
_1\n |
f (”)(1) = Ly, Vn € N . Prin urmare, seria Taylor asociata
5”
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o L2 (=3)"
functiei f* inpunctul a =1 este: ¥ >~/ .(x-1)".
n:() 5n+l

b) Notdm x—1=y. Avem ca:

(_3)n+1
e s
o= lim ‘an+1‘ = lim Sizéa deci Ryzg.
n—o ‘an‘ n—>o0 (_3)}1 5
el

o0
Pentru y = % obtinem seria ¥ (~1)" é , care este divergenta,
n=0
5

deoarece termenul ei general nu are limita zero; pentru y = =3

o0
obtinem seria )| %, care este divergentd; prin urmare seria
n=0

obtinuta este convergenta pentru y € (—%, %), adicax e (— %, %)
2 8

Rezulta ca multimea de convergenta este 4 = (— 3 5).
c) Folosim expresia restului Taylor sub forma Lagrange:
f(l’l +1) (C)
(n+l)
(_ 3)n+1
(Bc+2)"

R, (x,]) = (x—1)"*!, cu ¢ intre Isi x. Obtinem:

R, (x,]) = (x-1)", cucintrelsix.

2. a) Sase dezvolte 1n serie Mac-Laurin functia
f:R>R f(x)=e".
b) Si se calculeze valoarea lui /e cu trei zecimale exacte.
c) Sa se dezvolte in serie Mac-Laurin functia g: R — R, f(x) = e
d) Sa se calculeze sumele seriilor: § 1 si %O: M.
n=07" n=0 n!
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Rezolvare:

(n)
a) Seria Mac-Laurin asociata functiei f* este: Z f (0)
n=0
Functia f este indefinit derivabild pe Rsi £ (x)=e" ,‘v’n eN=>
= f"(0)=1,Vn e N. Am obtinut ca:
1
seria Mac-Laurin asociata functiei f este: | ~ x"
n=0""
Determinam multimea pe care este valabila dezvoltarea functiei
f in serie Mac-Laurin

e (Calculam multimea de convergentd A4 a acestei serii.
1

o= lim ‘a"H‘ = lim (D! _ lim #:03 R=w0> deci seria este
n—»0 ‘a ‘ n—»0 i n—oo (n+1)

n!
convergent pentru x € (—0,0). Rezultici 4=R.

e Determindm multimea valorilor lui x pentru care
lim R,(x,0)=0.

n—
e Folosim expresia restului Taylor sub forma Lagrange:

(n+1)
Rn ()C,O) = w

"1 cu ¢ intre 0 si x;

(n+1)!
n+1 wtl
R, (x,0)| = efl= e cu ¢ intre 0 si x;
(n+1)! (n+1)! ’ ’

f’l
rezultd cd lim R, (x,0)=0, Vx e R, deci e” Z ~— VxeR.

n—»0 n= 07’1

b) Scriem relatia precedentd pentru x = —% si obtinem:

gk

n=0
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Folosim definitia restului Taylor de ordin 7 :
Ry (x,0) = f(x) =T, (x,0).
Pentru x = —% avem ca ‘f(—l)— T, (—%,OJ =|R,

yc ‘ n+1

kO k! ‘ (+1)'

e, ce(—l,O)- (1)

Intentiondm sa gasim o valoare n pentru care

i
1
1 n ( B Y . e -1 .
e -y L) <0,001- In aceste conditii, numerele 4 =e > si
k=0 K
. [
T, =2, l?' au primele trei zecimale comune.
k=0
Conform relatiei (1), deducem ca este suficient sa gasim o valoare
1+l
n pentru care 2 .e© <0001, ce (—l,O). Deoarece
(n+1)! 2

pentru ¢ € (—%,0) avem ci € <e = 1, rezulta ca este suficient sa

‘ 1n+1

2 <o,001@%< 13,
(n+1)! 2" (m+ ! 10

gdsim o valoare n pentru care

relatie adevarata pentru n > 4.
Pentru n =4 obtinem |A - T4| < 0,001 , deci

R

Rezultici e ~0,606.

~ 0,606 .
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c¢) Inlocuind x cu x* in formula gisita la punctul a), obtinem:

o0 x3n

3

et =Y

n=0

,VxeR.

o0 n
d) Folosim rezultatul de la punctul a): e* = > —, Vx e R.

n=0 1
| 21
e Pentru x=1 obtinem cd sumaseriei » — este: Y —=e.
n=0 n! n=0 n!
S on © p?
e Consideram seriile: ) — si > —
n=0 n! n=0 n!
o0 o0 o0 o0
Avem ca: Zﬁ:zﬁzz ! =ZL=€

n=0 n! n=1 }’l! n=1 (n—l)' m=0 m!

2 2 ©

2ot _an n__&@-D+l_ & (n-)
,EO ! _,El ! ,El (n—1)! ,El (n—1)! ,El (1!
S S (U S D WU D WIS RS

ao (=Dl T (n=1)! n:l(n_l)!:n:Z(n_z)!+n:1(n_1)!

1 21
=y —+ > —=2e.
m=0 m! m=0 m!
Conform propozitiei 1 din breviarul teoretic de la serii numerice,

C . .2 an® +bn+c . .
rezulta ca seria )| —————— este convergenta si are suma

n=0 n!
S=a-2e+b-e+c-e=e(Ra+b+c).

3. Sa se determine seria Taylor n punctul a = -2 asociatd
functiei: f: (— oo,%)—) R, f(x)= 1n(3 — 2x).
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Rezolvare:
Seria Taylor asociatd functiei f in punctul a = -2 este:

00

() (_
Z—f n(! 2)-(x+2)".

n=0

Functia f este indefinit derivabila pe (— oo,%) si avem:
'(x) = ——=2(2x-3)""

[0 =5 =22x-3)

) =22(-1)2x-3)72

) =22 (-1)(-2)(2x-3)

FD oy =2 =D n-1)12x-3)",YneN"
£y =2 )" -7 " = —(%) (n-D.,.VneN";
O 2)=1n7.

Am obtinut ca seria Taylor asociata functiei f in punctul a = -2

2 1(2)"
este: In7+ > ——(7j (x+2)".

n=l 7

4. a) Sase dezvolte in serie Mac-Laurin functia
fi1(=1,0) > R, f(x)=1In(l1+x) si sa se precizeze multimea pe
care este valabila dezvoltarea gasita.
n+l

0 —
b) Sa se demonstreze ca ). (G In2.

n=1 n
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Rezolvare:
a) Seria Mac-Laurin asociata functiei f este de forma:

iw-x”. Avem: f'(x) :ﬁ

n=0 n'

S0 =k
Prin inductie se arata ca f(”) 0) = (_1)n+1 (n-D!, Vne N
Pentru n =0, avem f(o) 0)= f(0)= 0

_ (n) n— 1(" D1
£ () = (1+) ....... S @ =

Seria Mac-Laurin asociata functiei f este deci: Y x".

n=1
Determinam multimea pe care este valabila dezvoltarea functiei f
in serie Mac-Laurin.

e Calculam multimea de convergentd A a acestei serii.

n

(_1)I’l+2
a - n+1 -
a)=11m|n+l| lim — = lim =1= R=1,deci
now |a,| o (D" noeo(n+l
n

seria este convergenta pentru x € (~1,1).De asemenea, pentrux = 1
obtinem o serie alternatd convergenta, in baza criteriului lui
Leibniz. Rezulta cd 4 =(-1,1].
e Determindm multimea valorilor lui x € (—1,1] pentru care

lim R, (x,0)=0.

n—»®

e Pentru x € (0,1] folosim expresia restului Taylor sub forma
(n+1)

Lagrange: . R, (x,0) = w'xwrl ,cu ¢ intre 0 si x;
(n+1)!

265



n+l n+l

| X _(\nt+2 _ nl |
IR, (x,0) = PR

_| X . 1
_|(1+c) n+1

. . . x
cu c intre 0 slx,adlca0<c<x<1:>0<l—<1.
+c

Rezulta ca lim R,(x,0)=0, Vx € (0,1].

n—»o0
e Pentru x € (—1,0] folosim expresia restului Taylor sub forma
(n+1)
Cauchy: R, (x,0) = f—'(c)~(x—c)"x, cu ¢ intre 0 si x;
n!
x(x—c)" n+2  nl ‘ |x—c " | X |
R, (x,0)| = ———(-1 — = . R
[Rn (x0) n! =D A+ | |1+c| [1+¢
N . . xX—c
cucmtreOslx,adlca—1<x<c<0:>—1<1 <0.
+c
Rezulta ca lim R,(x,0)=0, Vx € (-=10].
n—»>0
Prin urmare, lim R, (x,0) =0, Vx e (-11].
n—»0
Obtinem ca: In(l+x)= Y x",Vx e (-11].
n=1 h
b) Pentru x =1 obtinem:In2 = )"
n=1 L

5. a) Sa se dezvolte in serie Mac-Laurin functia
f:R—> R, f(x)=cosx. Sa se afle valoarea numarului cosl cu

doua zecimale exacte
b) Sa se dezvolte 1n serie Mac-Laurin

functia f : R > R, f(x) =sinx;

266



c¢) Sa se dezvolte in serie Mac-Laurin functia
f:R >R, f(x)=sinx’

d) Sa se dezvolte in serie Mac-Laurin functia
f:R—>R, f(x)=cos’x

Rezolvare:
a) Seria Mac-Laurin asociata functiei f este de forma:
0 (n) 0 .
3 10
Functia f este indefinit derivabila pe R si avem:
cosx,n =4k
" —sinx,n =4k +1 . nr
f( )(x) = cosn = 4k+2sau f( )(x) = cos(x+7j =
sinx,n=4k+3
1, n=4k
= rM©)y=1 0,n=4k+1sau £ (0)= cos(ﬂj
~1, n=4k+2 2
Obtinem seria Mac-Laurin asociata functiei f :
1—ﬁ+ﬁ——6—....+(—1)” i fosau S (<1)" x .
20 41\ (2n)! =0 (2n)!

Determindm multimea pe care este valabila dezvoltarea functiei f

in serie Mac-Laurin
e Calculam multimea de convergentd A4 a acestei serii. Notam

x? = y si vom determina raza de convergenta a seriei
$ D"
n=0 (2]’1)'
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(_1)n+1

—apy| ——|@n+2)! o
o, = lim = lm ———+= =0, deci seria este
y =1 1 0=R, d t
n—>o an| n—o | (-1)"
(2n)!

convergent pentru y € (—o0,0)=> x € (—o0,). Rezulticd 4=R.
e Determindm multimea valorilor lui x pentru care
lim R,(x,0)=0.

n—>0
Folosim expresia restului Taylor sub forma Lagrange:

(n+1)
f (C) _xn+l

R, (x,0)= ,cu c intre 0 si x;
n(x:0) (n+1)! ;
1
xn+1 |x|n+
R, (x,0) = ccoslc+(n+1D)Z =—-‘cosc+ n+1£],
R (20) (n+1)! ( (D)5 (n+1)! ( (415

cu ¢ intre 0 si x; deoarece ‘cos(c +(n+ 1)%] <1si

n+1
x
lim | | =0, rezultdacda lim R,(x,0)=0, VxeR.
n—o (n + 1)! n—>©
o0 x21’l
Prin urmare, cosx= Y (-1)" =—— VxeR
= n)!

Vom afla valoarea lui cos1 cu doui zecimale exacte.
Scriem relatia precedenta pentru x =1 gi vom obtine:

- (D"
o @2m)!’
Folosim definitia restului Taylor de ordin »:

Ry (x,0) = (%) =T, (x,0).
F)-T,0.0)=|R,(1L0)] &

cosl =

Pentru x =1 avem ca
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=

G x
cosl—lzo (2k)!| - (n+l)!‘cos(c+(n+1)5], ce(0l). (1)

Intentiondm sa gasim o valoare n pentru care

5 (D
1— AL
cos /Eo ok

k

. no(-1
si T, = > ), |
k=0 (2k)!
Conform relatiei (1), deducem ca este suficient sa gasim o valoare

1 ,,]
1)“cos(c+(n+1)5 <001, ce(0]).

<0,01. In aceste conditii, numerele A4 = cosl

au primele doud zecimale comune.

n pentru care

Deoarece ‘cos(c +(n+1) %] <1,

rezultd ca este suficient sa gasim o valoare n pentru care
1

<0,01 & (n+1)!>100, relatie adevarata pentru n>5.

(n+1)!

Pentru n =5 obtinem |A—T5| < 0,01 , deci

A=~T5(1,0) :1—l+l—l+l ~ 0,5403025794 .
20 4 6 8

Deci valoarea numarului cosl cu doua zecimale exacte este:
cosl~0,54.

00 x21’l+1
b) Analog se obtine: sinx = > (=1)"
= Q)

,VxeR.

¢) Inlocuind x cu x* in formula obtinuta la punctul ), avem

; x4n+2

2n+1)!

2 o0
ca: sinx” = ), (-1 ,VxeR.
n=0
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d) Vom folosi formula: cos® x = I+ cos2x = 1 + lcos 2x.

2
Inlocuim pe x cu 2x in formula de la punctul a):

n 20>
cos2x = ,E:o( 1) !

o) 2n
cos?x=1+ > (=" %,
20 =0 2.2

,Vx € R, de unde rezulta:

VxeR.

6. Sa se dezvolte 1n serie Mac-Laurin functia
1

fiR—>R f(x)=1le *, x#0 .
0, x=0

Rezolvare:
Avem f (n) (0) =0 Vn >1(se poate arata prin inductie)
Seria Mac-Laurin asociata functiei f este de forma:
SPAROI
,,Z(;f n! -
Deci seria Mac-Laurin asociata functiei f este identic nula
Asadar suma acestei serii este S(x) =0 Vx e R
Observatie: f(x) = S(x)dacax = 0,dar f(0)=S(0)

b

7. Sa se determine seria Taylor in punctul a = -2 pentru

functia: f:R\{-1 }—)Rf()—%.
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Rezolvare:
Seria Taylor asociata functiei f in punctul a =-2:

00

(m) (_
Z—f n(! 2)-(x+2)”.

n=0
Functia f este indefinit derivabild pe R \ {— %;3} .
Descompunem f 1in fractii simple:
3x-2 1 1

x) = = + )
S 2x* =5x-3 2x+1 x-3
Procedand la fel ca la problema 1, obtinem:
(=2)"n! N -D"n!

"M (x) = ,VneN.
ST QRx+D)"" (x-3)"
Tl |
f<">(—2)=—§n+’f'—5’f—;l,VneN.

Rezulta ca seria Taylor asociata functiei f in punctul a = -2 este:
0 n n+l

IR Ry

0| 3\3 5

8. Sa se dezvolte 1n serie Mac-Laurin functia

I (— l,oo) — R, f(x)=(1+x)%,unde a € R. (Seria binomiald)

Rezolvare:

© (n) 0
Seria Mac-Laurin asociata functiei f este: zf_'() -x".
n!

n=0
Functia f este indefinit derivabila pe (—1,0) si avem:
f'(x)=a(l+x)""
f1'(x) = a(a-1)(1+x)*?
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0 =a(@=1)-.....-(a—n+1),Yne N*,
Rezulta ca seria Mac-Laurin asociata functiei f este:

(")0 2 af@=1)-..-(a-n+1
n=1 n! n=1 n.
Determinam multimea pe care este valabila dezvoltarea functiei f
in serie Mac-Laurin.

e Calculam multimea de convergenta a acestei serii.
—aga| e
o= lim = lim

n—>oo |Cl | n—o n+1

=1= R =1, deci seria este

convergenta pentru x € (— 1,1). Rezulta ca pe intervalul (—L1) seria
este convergenta.

e Determindm multimea valorilor lui x pentru care
lim R,(x,0)=0.

n—>0
e Folosim expresia restului Taylor sub forma Cauchy: :

(n+1)
R (xa)z—f "
n!

“(x—c)"(x—a),cu c intre a si x;

(n+1)
R (xO)—f D (o) ()=

_ x(x—c)"

a(a—l)....(a—n)(1+c)a’”’1, cu ¢ intre 0 si x; notim
n!

6’:5, 0< 6 <1 siobtinem

R, (x,0) =

n+l n
M;'_Q)a(a Nl —n)(1+0x)% " =
n

_(@-D..(a@-1-n+Dx" wx(l4 005 1[1 9]”'
n! 1+6
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Folosindca 0 <@ <1 sicd —1<x <1 rezultd ca

n
0< 1-0 <1; de asemenea,
1+6x

n
lim (a—D..(a-1-n+1x
n—>00 n!
lim [R,, (x,0)| = 0, Vx € (-L1). Rezultd ci:
n—>0

=0 ; obtinem ca

(1+x)% =1+ i a@-1)-..-(a—n+l)

n=1

n!
9. Sa se dezvolte 1n serie Mac-Laurin urmétoarele functii:

1
1-x

f:R\{—l}—)R,f(x):% si g:R\{l} > R, g(x)=—.
X

Rezolvare:
Functia f este indefinit derivabila pe R\ {— 1}.

Aplicam relatia (1) din problema precedenta pentru o = —1si

rezulti: (1+x)" =1+ i EDE2):-e 1) -x", sau

n!

o0
L S vrel). @
1+x n=0
Inlocuind pe x cu — x in relatia (2), rezulta:

L = %x”, Vx e (-11). (3)

1-x n=0
10. Sa se dezvolte in serie Mac-Laurin functia
f:R—>R, f(x)=arctgx.

Rezolvare:
Functia f este indefinit derivabila pe R .

x", Vxe(=11). (1)
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f'(0)=

-1
= (1 + x2)
I+x
Scriem relatia (1) pentru o = —1si x inlocuit cu x°:

PR S R L §(—1)(—2) ) (2

1+x n=1 n.

o0

=3 (- 1)"x*", Vx e (-1,]) - Rezulta ca, pentru xe( 1,1), avem:
n=0

2n+1
f)=] Z( )" x> dx +C = Z (- 1)” al 1+C;pentru x=0
n=0
. x2n+1
rezultd C =0, prin urmare grctgx = Z (=" , Vxe(-1])-
n=0 2n+

11. Sa se dezvolte in serie Mac-Laurin functia
f: [— 1, 1] — R, f(x)=arcsinx.

Rezolvare:
Functia f este indefinit derivabila pe intervalul (-1,1).
1

L _a-x2) 2, wre(-LD).

\/1—)62

Scriind formula (1) obtinuta pentru seria binomiald cu « = —% si

Avemca f'(x)=

inlocuind x cu —x? avem:

ro=-2" —1+z(_1][_;)(_zjw(_znz_lj.(—sz, Vre(-L1)-

n!

Pentru x € (~1,1) , avem:

N 3 o1:3-5-.-2n=-1) 2y . S@n-DI 5,
f(x)—(l ) _1+,,Zl 37 6 ) X —1+nZ=:1 2! x

de unde, prin integrare, ob‘glnem ca:
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0 2n+1
pentru xe(—l,l),avem: f(x)=x+Y @n-D! x +C;
' a1 Cmlt o 2n+1

pentru x =0 rezultd C =0, deci

. 2 -1 2
arcs1nx:x+z( n_ DU x )
a1 Co)! 2n+1

(Vi e(-1,1).

12. Sa se dezvolte in serie Mac-Laurin functia

fi(=0,2) >R, f(x)=InQ2-x).

Rezolvare:

Functia f este indefinit derivabila pe (- ,2).
-1 1 1 1

S'(x)= = =

2-x —2+x _5‘1_%.

X

5 <1 rezulta:

Scriem formula (3) cu x inlocuit prin £ si pentru
2

0 n
£1(x) :_%1 1x :_% D (;j , de unde, prin integrare, obtinem:
) n=0
x 1
f(x)=In2-x)=-> — -Jx"dx-l—C, Vxe(-2,2);
n=02
o0 n+l1

[ =Q2-x==Y —>

n=0 (n+1)-2"*!
Pentru x =0, obtinem C =1In2, prin urmare

1 "

+C, Vxe(-22).

o0
In2-x)=In2- , Vxe(-22).
n=0

2n+l
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PROBLEME PROPUSE

1. Se considera functia f: R\ {%}—) R, f(x)= ﬁ

-
a) Sa se scrie seria Taylor asociata functiei in punctul a =1.
b) Sa se calculeze mulfimea de convergenta a serii obtinute.
¢) Sa se determine restul Taylor de ordin » al functiei f in

punctul a=1.

R: a) OZO:
n=0

e asl3),

(_ 4)}’l+1 n+l . .
¢) R,(x,)=—"—-(x-1)""",cuc intre I §i x.
(4c-1)"
2. a) Sase dezvolte 1n serie Mac-Laurin functiile
fiR>R f(x)=esi g¢:R>R, g(x)zex2
b) Si se calculeze valoarea luid/e cu trei zecimale exacte.

2
. . 0
c) Si se calculeze suma seriei: ¥ 3n”+an+5

n=0 n!
2n
® (2x+1)" 2 2 x
R:a)e2x+lzzu,‘v’xeR;ex = ',‘v’xeR;
n=0 Q@ n=0

b) e ~1395; ¢) 15¢ .

3. a) Sa se determine seria Taylor in punctul a =1 asociata
functiei: 1 : (—%,oo)—) R, f(x)=m(Bx+1);
b) Sa se dezvolte in serie Mac-Laurin functia

fi(=o,1)>R, f(x)=In(l—x) sisa se precizeze multimea pe care
este valabild dezvoltarea gasita;

. .. o (_2)n+1

c) Sa se calculeze suma seriei " ~ =1,
n
n=1 n-3
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o -1 qn
R: a) In4+ Y (1)—3'x”;
n=1 n-4"

b) ln(l—x)z— ozo; l-x",Vxe [—1, 1); c) 21n§.
n=0"

4. a) Sase dezvolte in serie Mac-Laurin functia

f:R—> R, f(x)=sinx. Sa se afle valoarea numarului sinl cu
doua zecimale exacte.

b) Sa se dezvolte in serie Mac-Laurin functiile:

fitR—>R,i=13, fi(x)=sinx>, f5(x) = cos’ x, f3(x) =sin° x.

00 x2n+l

R: a)sinx= Y (-1)" ,VxeR; sinl ~0,84;
(2n+1)!

0 6n+3
bysinx® = 3 (=1)" al ,Vx € R ; folosind formula
= Qnr)!

sin3x =3sinx — 4sm3 X , obtinem: sin’ x =

nx—is1n3x—
é 0 2n+1

33
4
~ N 1 (3x)2n+1 _3 © 2n x2n+1 .
_4£§f g 2n+1)! E:( o (2n+1)! 42; ( )Qn+nf

pentru f3 se foloseste formula cos3x = 4cos® x —3cosx

5. Sa se determine seriile Taylor in punctul a = -2 asociate
functiilor: f: R\ {1, 4} SR, f(x) et
3

32— Tx4 4
1
‘R\{1,2,3' > R, = .
g RVL23} = R, g0 = o
13
R: f(x)= ——— obtinem seria Taylor
3x-4 x-1
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£ B3] fear

g(x)= 2 + ! ; rezulta ca seria Taylor asociata
2\x-1 x-2 x-3

este: ;’20[_ (;)Hl +2G]n+l _[;]n+1](x+2)n .

6. Sa se dezvolte 1n serie Mac-Laurin functia

fi(-L0)> R, f(x)=~1T+x.
o (_ n-1 _
R:Vl+x=1+3 1) (2n 3)!!-x", Vx e (-1]).

n=1 n-2"

Sa se dezvolte 1n serie Taylor in jurul punctelor indicate functiile:

7. f;R\{-%}aR,f@):L,a:o.

1+ 2x
8. :R\{l}—>R, = ,a=0.
g R\ R g()=——.a
9. h:R—>Rh(x)= ! ,a=0

\/1+)c2

10. f:[-1,1]> R, f(x)=arccosx,a=0
11. f:R—>R,f(x)zln[x+\/l+x2),a=0.

.

12. f(x)= a=0
Y-
1
13. f(x)=x+2,a=0
4. f()=——. a=0
(x+1
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15. f(x):%, a=0
x*—Tx+12
16. f(x):e_w, a=0
17. f(x)=sin(2x+1), a=0
18. f(x)=3x, a=1
19. f:R\{~1,-3} > R, f)=——— a=-2
x“+4x+3

20. f:R\{-22} >R, f(x)z%, a=3

x° -4
21. f:(~0,2) > R, f(x)=In(2-x), a = -3
22. Sa se scrie urmatoarele functii ca sume ale unor serii de

puteri: @) f(x):ln[%/l j b) f(x)=e>**3;

¢) f(x)=(ax+b)*,a>0kec0\Z;
d) f:(-2.0)> R, f(x) = In(ax +b), a > 0.

23. Sa se calculeze cu doua zecimale exacte numerele:
a) cos 2; b) In2; c) arctg 2.
R: @) -0,41; ) —0,69; ¢) 1,10.
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CAPITOLUL 8
FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE
REALE

8.1. LIMITA. CONTINUITATE.
DERIVATE PARTIALE. DIFERENTIABILITATE

BREVIAR TEORETIC

Definitia 1. Fie f: A< R" — R o functie reald de n variabile

reale. Spunem cd lim f(x)=/ daca pentru orice sir
XX,

(X)) meN €4, x,, #xy s1 lim x,, =xy avem lim f(x,)=/.
m—>0 m—>0

Definitia 2. Fie f: 4 c R?S>Ro functie reala de doua variabile

reale si (a,b) € A. Spunem ca [ este continud in punctul (a,b)

daca pentru oice sir {(xn s Vn )} nenN © A cuproprietatea ca

lim (x,,y,) =(a,b),atunci lim f(x,,y,)= f(a,b).

n—»o0 n—»0

Definitia 3. Fie /' : A c RZ SR o functie reald de doud variabile
reale si (a,b) e A.

Spunem ca functia [ este derivabila partial in raport cu x in
punctul (a,b) e A dacda lim f(xb)= f(ab)

xX—a X—da

exista si este finita.

Vom nota aceastd limitd cu f 'x(a,b) sau @.
X
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Analog, functia f este derivabila partial in raport cu y in punctul

(a,b) € A daca lim f(a’y)_;:(a’b) exista si este finita.
y—>b Y-

Vom nota aceasta limitd cu f 'y(a,b) sau @.

Definitia 4. Spunem ca functia f: 4 c R%? SR este diferentiabila
in punctul (a,b) € int A daca exista doua numere reale A4 si ¢ sio
functie w: 4 —> R, continud si nula in (a,b), astfel incat:

F(0y)— f(a,b) = AGx—a) + iy —b) + &(x,y)- p(x, ), unde
P ) = (x-a)? +(y—b)? .

Propozitia 1. Daca functia f: 4 c R> >R este diferentiabila in

punctul (a,b) € A, atunci f admite derivate partiale f 'x(a,b) si
f'y(a,b) in punctul (a,b) si, in plus, A=/ (a,b)si = f'y(a,b).

Propozitia 2. Daca functia f: 4 R%? >R este diferentiabila in
punctul (a,b) € A, atunci f este continud in (a,b).

Propozitia 3. Daca functia f: 4 c R? > R admite derivate
partiale f () si f 'y(x, y)intr-o vecinatate a punctului

(a,b) € A, continue in (a,b), atunci f este diferentiabila in
punctul (a,b) e 4.

Definitia 5. Fie f: A c R>>Ro functie diferentiabila in punctul
(a,b) interior lui 4 .

e Se numeste diferentiala de ordinul intdi a functiei f in punctul
(a,b) functia liniara:

df (x,y:a,b) = f (a.b)(x—a)+ f'y(a,b)(y—b)z f(abydx+ f'y(a,b)dy.
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e Se numeste diferentiala de ordinul n a functiei f in punctul

(n)
(a,b) functia: d" f(x,y;a,b) = ia’x + idy f(a,b).
ox oy

Observatie. Toate definitiile valabile pentru functii de doua

variabile f: A4 c R?> >R se pot extinde pentru cazul functiilor de

n variabile, f:AcR" >R, neN,n>3.

PROBLEME REZOLVATE

1. Sase calculeze:
3.5
a)  lim w; b) lim ln(zliz)
(.00 x2 +y* (x.2)=(0,0) x* +y

Rezolvare:

a)Fie sirul (x,,y,) R* xR" astfel incat lim (x,,,¥,)=(0,0).
n—>®

3 5
Notam f:R*xR* — R, f(x,y)zw.Avemcé:

9

x2 + y4
3 5
. . 18g(x," +yn)
lim f(x,,y,)= lim = ———=
e (50000 %24y,
3.5 3.5 35
_ . 1g(x," +y,”) X5~ +yy, _ . Xp” +Vn .
= lim s s a2 gL lmo
(x,,9,)=>00,0)  x,” +y, X"+, (2,200 x, % + y,
3 5 3 5
lim ""2+7y”4 < lm [T im % <
@)= 00x, 2 1y, 4 )00 x, 2 4y, 4] () 00x,2 4y,
3 5 3 5
+ .
< dim Fe im %:o: lim %:o,
(3,:9)0.0)x, 2| (5,.3,)>(0.0) @00 x, 2 1y,
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prin urmare, conform definitiei 1, rezulta ca
3 5
t +
lim 7g(§ Y _ 0.
(x.3)=>(0,0) x“+y

b) lim In(1+ xy) ~ lim In(1+xy) . v

x)=00) x2 432 x)->00) Xy x2 42

=1- lim a4 ; vom ardta ca nu exista lim aid
(.9)(0.0) x2 4 2 (x.)-(0.0) x? + 32

x . ~ . .
%; consideram sirurile
xX“+y

notam f:R xR =R, f(x,y)=

* P , , % *
{(xn’yn)}neNCR xR si {(xn’yn)}neNCR xR, astfel
incat lim (x,,y,)=(0,0) si lim (x'n,y'n)z(0,0):

n—»o

(xn’yn):(l’l)’( nayn) (% ;);aVemCQ

n n
A 1 = 2
lim (v, p,) = lim 2-=— i lim f(xy,0',)= lim =5
n—>o0 = 2 n—>o0 I1—>00i7 5
I’l n-

deoarece lim f(x,,y,)# hm f (x',,¥", ), rezulta, conform
n—»o0

TP . X
definitiei 1, cd nu exista lim 24
(x.)—>(0,0) x2 + y

ln(l + xy)

5 prin urmare nu

exista lim
(x.9)—>(0.0) x? +y

2. Sa se studieze continuitatea urmatoarelor functii de doua
3x2 y

variabile: @) £ g2 SR f(x,y)= m’

0, (x»)=(00

(x,») #(0,0),
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1
b) f:R* >R, f(x,y)= (1+2xy2)x3+y3 . (x,) #(0,0).
0, (x,») #(0,0)

Rezolvare:

a) f este continud pe R\ {(0,0)} , fiind rezultatul unor operatii

algebrice cu functii elementare, deci continue. Radmane sa studiem
continuitatea in punctul (0,0). Avem ca:

2 2 2
N O I 3x7p]

————< lim =
e)=0.0) x4 4 2| )=(0.0) 14 4 2 (er)(0.0) 4

= lim 3| y| =0= £(0,0), deci functia f este continua si In
(x,»)—(0,0)

punctul (0,0), prin urmare este continua pe R,

b) f este continua pe R?\ {(0,0)} , fiind rezultatul unor operatii

algebrice cu functii elementare. Ramane sa studiem continuitatea in
punctul (0,0).

1 lim 22
lim f(x,y) = lim (1 + nyZ)xs +y3 _ e(x.‘-w(n,n)x +y :
(x,»)—(0,0) (x,y)—(0,0)
2
demonstram ci limita iy 29" hu exista. Fie sirul
(x.)-(0,0) x> + 33
2
2k>

1 k 5 1 : n’
X,V :(—,—);avemca lim f(x,,y,)= lim ———= ;
(e, 7) non now” o n—>ook';r1 1
n
deoarece valoarea acestei limite depinde de alegerea lui &, rezulta,
2
conform definitei 1, cd nu existd  lim 2xy si implicit nu
(x.)=(0,0) x3 + 33
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existd lim  f(x,y),deci f nu este continud in punctul (0,0).
(x,»)—(0,0)

3. Folosind definitia, sa se calculeze derivatele partiale de
ordinul intdi in punctul (3,2) ale functiei

£:(0,0)xR—>R, f(x,y)=x".

Rezolvare:

, _ 2 72
£ (32)=lim SED=SGD iy X737 i (x+3) =6

x x—3 x=3 x—3 x-3 x—3

\ _ Yy _32
£ Gy = tim LONSGD 373

Y y—2 y=2 y—>2 y-=2

202y-2 _ =2 _

zlimM:9lim3 1:91n3.

y=>2 y=2 y—=2 y-=2

4. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai si doi ale
functiei f:R> >R, f(x,y)=keyP; k, a, BeR.

Rezolvare:

[ =k P f Gy =k g
[ (ey) =ka(a-1x2yP,

[y =kex®' P = £ (0

[y ) =k BB -y’
Observatie. Pentru k >0, a 20, =0, functia

f: R> > R, f(x,y)=hkx* yﬂ se numeste functia de productie
Cobb-Douglas.
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5. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul Intéi ale functiei

xy
T > (an’) * (0’0)
SiRT SR, f(x,p)=1x2+ )2 :

0, (x»=(00

Rezolvare:
e Pentru (x,y) # (0,0) avem:

2, .2 2x
R
' 24/x° +y y3
fx(x»J/)Z D D =
X +y (x2+y2)
' x3
Anal bti =
nalog, obtinem fy(x,y)

(2 + 2]

e Pentru a determina derivatele partiale in punctul (0,0) vom

T

folosi definitia:

f(x,0)— £(0,0) = lim ﬂ: lim 0=0.

' (0,0) = lim
fx( ) x—0 x—0 x—0 X x—0
£ (0,0)= lim JON=FO9 _ iy 920 i 0= 0.
y 30 y—0 y—=>0 y—0
<. ' #a (xay)i(ono) .
Rezulta: fx(x’y): ()C2 +y2)7 B
0 . (x,»)=(0,0)
3
! xjjﬁ (an’)i(O,O)
0 » (%,)=(0,0)
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6. Folosind definitia, sa se arate ca functia f : R?> >R ,
f(x,y)= 4x% -3 y este diferentiabila in punctul (1,— 2).
Rezolvare:

Functia f este diferentiabild in punctul (1,-2)daca exista
A, ;e R siofunctie @ : R®> SR , continuad si nula in (1,-2), astfel
incat: f(x,y) = f(1,=2) = Ax =D+ u(y +2) + o(x,y) - p(x,y),
unde p(x,y) = \/(x - 1)2 +(y + 2)2 . Conform propozitiei 1
din breviarul teoretic, avem ca daca f este diferentiabila in
punctul (1,-2), atunci A= f'x(l,—2) =8 si u= f'y(l,—2) =-3.
Astfel, relatia din definitie devine:

452 3y —10=8(x—1)=3(y + 2) + 0(x, ) (x = 1)? + (y +2)?
Pentru (x, y) # (1,-2) rezulta ca
4x% —8x+4 4(x—1)°

Va0 40427 @02 +(r+2)?
(x,y)=(1,-2) vom considera @(x,y)=0 (pentru ca functia

o(x,y) = , iar pentru

w(x, y)sa se anuleze in punctul (1,-2)).

12
Avemci  lim  o(x,y)= lim -1 <
(%,9)>(1,-2) (0)>02) e —1)2 1 (3 +2)2
2
< lim G2l 0 = w(1,-2), deci functia @ este continua

@)= (o)

in punctul (1,-2).

In concluzie, existd 1 =8, u=-3 si functia @ : R®> SR ,
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2
4(x—-1
(2 ) 2,(x,y);ft(l,—z) o
o(x,y) = \/(x—l) +(y+2) , continua si nula

O’ ('xa J’) = (13_2)

in(1,-2), astfel incat

f(3) = f(L=2) = A =D+ p(y+2) + 0(x, ) p(x, ), V(x,y) € R,
Conform definitiei 4, rezulta cd functia f este diferentiabila in
punctul (1,-2).

7. Sa se studieze diferentiabilitatea urmatoarelor functii in
punctele indicate:
a) f:R?> >R, f(x,9)=vy3x-1)%+5y* inpunctul (1,0);
D FRES R, flp =l @020D 5 o),
0, (x»=#(02)
¢) f:R* >R, f(x,y)=e 5"V in punctul (-3.4).

Rezolvare:
a) Daca f este diferentiabila in punctul (1,0), atunci rezulta, in

baza propozitiei 1, ca existd f 'x(l,O) si f 'y(l,O).

[0 =/ _ V3(x =12 . NE

b

Calculam lim
x>l x—1 x—1  x-1 x—1 x-1

cum limitele laterale sunt diferite, rezultd ca nu exista f . (1,0),

ceea ce contrazice propozitia 1. Prin urmare, f nu este
diferentiabila n punctul (1,0).

b) Daca f ar fi diferentiabild in punctul (0,2), atunci, in baza
propozitiei 2 ar rezulta cd f* este continud in punctul (0,2).

288



1

Avemeci lim  f(x,y)= lim (I+xy)sinx =
(x,)—(0,2) (x,)—(0,2)

Xy
m ——
=0 Isiny =2 £ 0= £(0,2), deci f nu este continud in
punctul (0,2), ceea ce contrazice propozitia 2. Prin urmare, f nu
este diferentiabild in punctul (0,2).

¢) In baza propozitiei 3, deducem ci o conditie suficientd pentru
diferentiabilitatea functiei f* este ca functia f sa admita derivate

partiale f 'x(x, y)sif vy(x, y) intr-o vecinitate a punctului (- 3,4),
continue n (-3,4).
Calculam f'x(x,y) =" siny si f'y(x,y) =S xcos y.

Aceste functii exista si sunt continue pe R? , decisipeo
vecinitate a punctului (—3,4). Rezulti ci functia f este

diferentiabila in punctul (- 3,4).

8. Sa se scrie diferentialele de ordinul intai si doi in punctul
(1, 2) ale functiei f: D —> R, f(x,y)= ln(l —xy+ yz), unde
D= {(x,y)eRz/l—xy+y2 >0}.

Rezolvare:

° ' =—_y £ =
S ) iy VANERY)

. 2 .
f,12) =—§; fy(1,2) =1.

df (x,7:1,2)= f(L2(x =1+ f,,(12)(r=2) = =2 (x=1)+ (v -2)

-x+2y

1—xy+y2 ,
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sau df(x,y;1,2) = —%dx +dy.

2
. f (x, y)—é'
(1- xy+y)
2 2
" — X% =2y +2xp+2 v -1
fuy)= v 2§ ;fxy(x,y)=y—22;
(I=xy+y7) (I=xy+y7)
" 4 " 1 " 1
fxz (192):_55 f 2 (X,) = - 3_ fxy(laz)z_

d? f(x,;12)= f 1,2)(x-1)% +2 f' L2)(x-1)(y-2)+
+f 020 -2 =

= a2 f(r 1) =5 (=D 5 (=D -2~ (-2
dzf(x,y;1,2)= —gabc2 +§dxdy—%dy2.

9. Sa se scrie diferentialele de ordinul intéi si doi ale functiei
£ R3 SR, f(x y,z ) ax+by+cz

Rezolvare:

o f (x ),z ) ax+by+cz fy(X,y,Z)= beax+by+cz;
f (x y,z ) ax+by+cz
df (x,y,z)= f'x(x,y,z)dx + f'y(x, y,z)dy + f'Z(x,y,z)dz;

a’f(x,y,z)z aeax+by+czdx+beax+by+czdy I ceax+by+czdz )

o folenz)=ate ™ TEL £ (xp,z) = bR,
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£ (rp.z)= et tbrre, f;y(x,y,z)=abe“"+by+cz;

"

fxz(X,y,Z)= ace“x+by+cz; f;z(x’y,z): bceax+by+cz ‘
d*f(x,y,2)= fxz (x, y,2)dx? +f;2 (x, 7,2 )dy> +f;2 (x, v, 2)d=2 +

+2f Ly (v, 2)dxdy +2 f_(x, y,2)dxdz +2 f"yz (x, y, 2 vz
Dupi inlocuire, rezulti:
dzf(X,y,Z) = (adx + bdy + cdz)2eax+by+cz ‘

10. Sa se scrie diferentiala de ordinul » pentru functia:
£ R3 SR, f(x y,z ) ax+by+cz

Rezolvare:
Folosind rezultatul problemei precedente si aplicand inductia
matematica, obtinem:

dnf(x,y, ) (adx+bdy+cdz)n ax+by+cz

PROBLEME PROPUSE

1. Sa se calculeze limitele functiilor :

1
2 2 xsin—+y
. X—y+x-+ . : 1
a) lim 4 Y ; b) lim —X—; ¢) lim xsin—;
x—0 xX+y x>0 Xx+Yy x—0 y
y—0 y—0 y—0
2 2 2.4
. 1 .2xT+ .
d) lim ycos—; e) lim Q; f) lim Xy ;
x—0 X x—0 Xy x—0 x +y8
y—0 y—0 y—0
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[2 . 2 2 2
+y +4-2. . - .
NY Ty FRTey Ay lim —2 X -y .

g) lim TR > i) lim
x—0 5(x7+y7) x>0 x +y x—0 x +y
y—0 y—0 y—0
3 3 3 5 2
N 1° X~ + . X"+ . X
j) lim Y ; k) lim —y; [) lim Y ;
x—0 X +y2 x—0 X +y4 x—0 X +y2
y—0 y—0 y—0
2 2 2 2
. xXT + . —_
my lim =2 ) lim =2 o) lim (x2 +y2)e (x+3),
x—0 x4 -|-y4 x—0 X +y8 x—0
y—0 y—0 y—0

R: a) pentru (xn, yn)z (%, %)—) (0, O), k # —1, obtinem ca

lim f(x,,y,)= 1=k depinde de alegerea lui &, deci limita nu
n—>00 1+k

existd; b) nuexistd; ¢) 0; d) 0; e) nuexistd; f) pentru

4
(xn, yn)z (—12 , k)—> (O, 0), obtinem ca lim f(x,,y,)= k
n n n—>o0 kg

depinde de alegerea lui &, deci limita nu exista; g) %0 ; h) nu

existd; i) nuexistd; j) 0 ; k) 0;7) 0; m) oo; n) ©; 0)0.
2. Sa se studieze continuitatea urmatoarelor functii:

l—\l1+x2+y2

T ) 200,

a)f(x,y)= x“+y
s
SX=y=
bvmw=$*wﬁﬂmw¢&m.
a, (x,y) = (0, 0)

L’ . 0’0
O f(x,y)=12x> +3y° (xy)=( );

L (%y)=(0,0)
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1
et (x,y) e (R\{0})x R

dften=y 2 :
y t+te X
0,  (%))e{0}xR
2, 2) e 1 .
e)f(x,y) = (x IR )Smxya (x,y) € (R\{0}) (R\{O});
0, (x.») € Rx {0} U {0}x R

x+2y 2
i —lxry ©YeR e a)ack)
L (el aen)

R: a) f continui pe R2; b) daca o =1, atunci f continua pe
R? ; dacd a #1, atunci f continua pe R? \{(O, O)}; c) f
continud pe R? \{(0,0)}; d) f continui pe R? \{(0,0); ¢ f
continua pe R%; f) f continud pe R? \{(-3a, a), a € R}.

3. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai si doi ale

functiilor:

. p2 3 4 ) .
a) f:R° >R, f(x,y)=x" =-3xy" +5x"y—-12y;
b)f(xay)=x3y2(6_x_y);
C)f'Rz _)R’ f(x’y)zln(3+x2+2y4)’
d) f(x,y)=xy+2+55x#0, y#0;

Xy

&) f(xry) =[xty +2y),
f)f(x,y):xy,x>();
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l+x-y

\/1+x2 +y2 ,
B f:R? >R, f(x,y)=Cx+2y%)sin(xy);
D) fiRT SR, f(xy)=(2+y?) e T,
DR SR, f(x,9.2) =0y -5z
R: a) f;c(x,y) =3x2 —3y4 +10xy;
f‘y(x,y) =—12xp° +5x% —12; f; (x,y)=6x+10y;
[y )= [ () ==127 +10x; £ (x,3) = =36x% )
. (x oz ) (3)/2 _SZ)e,S)H—z2 : f'y(X,y,Z)Z 6y€5x+z2 :

(x ».z )=(6y z—10z —5)e5x+22;

Q) [:R* >R, f(x,y)=

n

[ wyz)= 25(3y2 sz)e5x+z )= 665
7 (oynz)= (125222 22023 302462 )55+
f')'cy(x7y’z)=f;x(X,y, ):30yesx+zz;

" X, V,z)= " X, 0,z :56y 2-10z2 —5]e 2;
£ enz)= £ (v 2)=sl6y2z —1027 —5)e
f'}';z(xayaz):f;y(x,y,Z)=12yzesx+zz .

4. Folosind definitia, sa se arate ca functia f : R®> SR,

f(x,y)=3x- 5y3 , este diferentiabila in punctul (3,— 1).

5. Sa se studieze diferentiabilitatea urmdtoarelor functii in
punctele indicate:
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a) [R>S R, f(x,0) =42+ D% +3(r-2)* in (-1,2);
1
b) f:R* SR, f(x,y)=1(1+xp)"% (x,y)=(3,0) in (3,0);
0, (x.)=(3.0)
¢) f:R> >R, f(x,y)=1+x>)""Y in punctul (-3,4).
R: a) f nu este diferentiabila in punctul (— 1,2); b) f nueste
diferentiabila in punctul (3,0); c) f este diferentiabild in punctul

(-3,4).

6. Sa se scrie diferentialele de ordinul intai si doi in punctul
(~1,1) ale functiilor de la problema 3.

7. Sa se arate ca functia :
2

xypuw (0,0)

0,(x,y) =(0,0)
e discontinua in punctul (0,0)

a)f(x,y)= este:

e continui in (0,0) in raport cu x
e continui in (0,0) in raport cu y

b)f(x,y)= M este :
e continua

e are derivate partiale n origine

e nu este diferentiabila in origine
2

xywuw¢wm

szyzO

e continui pe R’

o) f(x.y)=
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e are derivate partiale pe R’
e nu este diferentiabild pe R’

8. Studiati diferentiabilitatea urmatoarelor functii in punctul (O, 0):
X
— 2, (%) #(00)
a) f(x,y)=12x“ +4y
L, (x,») = (0,0)
R: a)Deoarece functia nu este continui in punctul (0, 0), rezulta

ca f nu este diferentiabila in acest punct; b) deoarece nu exista

f ,y (0, 0), rezulti ci f nu este diferentiabila in (0, 0).

;b)) [ y)=xyy].

9. Sa se scrie diferentialele de ordinul intai si doi ale functiilor:
a) f: R} > R, f(x,y,2) =3xy2 —ZnyZ3 +4xz—5y3 +1;
b) f:R> >R, f(x,y,2)=sin(ax+by+cz);
c) f:R3 — R, f(x,y,z)z\/x2 +2y2 +322 .

10. Sa se scrie diferentiala de ordinul # pentru functiile:
a) f:R2 — R, f(x,y)zeaH'By;
b) f: R> > R, f(x,y)=sin(ax+by);
c) f: R > R, f(x,y,z)=cos(ax+by+cz);
d) f:D—>R, f(x,y,z)=In(ax+ by +cz),
Dz{(x,y,z)eR3 /ax+by+cz>0}.
R: a) d" f(x,y)=(adx +bdy)" @by

b) d”f(x, y) = (adx + bdy)” Sin(ax +by+n %),

c) dnf(x,y,z) = (adx +bdy + cdz)n cos(ax +by+cz+ n%)
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8.2. EXTREMELE FUNCTIILOR DE MAI MULTE
VARIABILE

8.2.1. EXTREME LIBERE
BREVIAR TEORETIC

Definitia 1. Functia f : 4 < R" — R admite un maxim local
(minim local) in punctul a = (a;,a,,...,a, ) € A dacd existd o
vecinatate V' a punctului ¢ astfel incat oricare ar fi
x=(x1,X9,....,X,) €V N A are loc inegalitatea f(x) < f(a)
(respectiv f(x)> f(a)). In aceste conditii, spunem ci punctul a
este punct de extrem local pentru functia f . Daca inegalitatile de

mai sus sunt verificate pe tot domeniul de definitie 4, spunem ca
punctul a este punct de maxim (minim) global pentru functia f .

Definitia 2. Fie /: A< R" — R. Punctul

a=(aj,ay,...,a,) €int A este punct stationar pentru functia f
daca f este diferentiabila in @ si diferentiala df (x;a)=0.
Observatie. Daca punctul a = (ay,a5,...,a, ) € int A este punct

stationar, df (x;a) =0 implica f. );k (a)=0, Vk=1,n.

Propozitie. Daci functia f: 4 < R" — R admite un extrem local

in punctul a = (ay,a;,....a,) € 4 siexista f, intr-o vecinatate a

punctului @, Vk =1, atunci f, (a)=0, Vk=1n

Teorema 1. Fie f: 4 R> - R si (a,b) € int 4 un punct stationar
pentru f . Presupunem cd f admite derivate partiale de ordinul
doi, continue intr-o vecinatate V' a punctului (a,b). Consideram
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expresia A(a,b)= [fxy (a,b)]2 —fr (a,b)-fy"z (a,b). Atunci:
1. Daci A(a,b) <0, atunci (a,b) este punct de extrem local,

si anume: - punct de minim local, dacd f’ ;z (a,b)>0;

- punct de maxim local, daca f;z (a,b)<0.

2. Dacda A(a,b)>0, atunci (a,b) este punct sa.

Teorema 2. Fie f: Ac R" — R . Presupunem ci punctul a € 4
este punct stationar pentru f* si functia f are derivate partiale de
ordinul doi continue intr-o vecinatate V' a punctului a . Atunci:

1) daca dzf(x;a) <0, pentru orice x e V"N 4, atunci a este
punct de maxim local;

2) daca dzf(x;a) > 0, pentru orice x € V' N A4, atunci a este
punct de minim local;

3) daca d? f(x;a) este nedefinitd, atunci a este punct sa.

Algoritm de determinare a punctelor de extrem local pentru o
functie f: Ac R" - R
Etapa 1. Determinam punctele stationare, care sunt solutiile

f;c, (xl,xz ,...,x,,)z 0
sistemului: o (01 %70 ) =0

f;c" (xl,x2 ,...,x,,): 0

Etapa 2. Stabilim care dintre punctele stationare sunt puncte de
extrem local. Acest lucru se poate realiza in mai multe moduri:

Metoda I. Pentru fiecare punct stationar P(a;,a,....,a, ) calculim
matricea hessiana:
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f;]z (al,..,an) f;xz (al,..,a,,) ........ Srx, (al,..,a,,)
_ f;ml (al,..,an) f;c (al,,.,an) ......... f;zx” (al,,.,an)

Srx (ay,nay) fxﬁxz(al,..,an) ......... fx’z’(al,..,an)
si minorii Ay, Aj,......,A,, aiacesteia, unde A; este minorul

H(ay,ay,...,a,)

format din primele i linii §i i coloane ale matricei H(a,b), i=1,n.
Discutie.
e Daca toti minorii A; >0 , atunci P(a;,ay,...,a, ) este punct de

minim local.
e Dacd minorii A; alterneaza ca semn, incepand cu minus, atunci

P(ay,ay,...,a,) este punct de maxim local.
¢ Orice altd combinatie de semne, cu A; # 0, implica
P(ay,a,,...,a,) punct sa.

Metoda II. (pentru functiile de doud variabile)
Pentru fiecare punct stationar P(a,b) calculam expresia:

Mab)= | @) - 1 @0)- 1) (@),
1. Daci A(a,b)<0,atunci (a,b) este punct de extrem

local, si anume:

- punct de minim local, daca f;z (a,0)>0;

- punct de maxim local, daca f.:(a,6)<0.

2.Dacid A(a,b)> 0, atunci (a,b) este punct sa.

Observatia 1. In cazul functiilor de doua variabile, A(a,b)=—A,.
Prin urmare, daca A, <0, atunci rezultd ca A(a,b) >0, deci (a,b)
este punct sa.

Metoda III. Se calculeaza diferentiala de ordinul al doilea a functiei
in punctul stationar @ = (a;,a5,...,a, ) si se aplica teorema 2.

299



Observatia 2. Existenta unui punct de extrem local poate fi pusa in
evidenta cu ajutorul metodelor prezentate numai daca functia f

este diferentiabild in acel punct si admite derivate partiale de
ordinul doi continue intr-o vecinatate a punctului respectiv.

In caz contrar sau in cazul in care prin aplicarea metodelor de mai
sus nu se poate stabili natura punctului, se foloseste:

Metoda 1V. Definitia punctului de extrem local.

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:
FiR? SR, f(x,y)=6xy+2y> —45x =51y +7.

Rezolvare:
Etapa 1. Determindm punctele stationare, care sunt solutiile

fe(x)=0

sistemului: '
Sfy(x,y)=0

Avem ci; fx(%))=12x—45 , prin urmare obtinem sistemul:
Sy, y)= 6x°2 +6y2 =51
15

12xy—-45=0 XV ="
2 (.2 <
6x° +6y° -51=0 x2+y2=%
_15
i =7 P=7
Notam x+y =S, xy=P= 5 = 4
s?-2p=1 |s=14

Pentru S:4,P:%:>t
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3 5
Xy == Xy ==
72 sau 2772,
5 3
Y=y Ya=5
PentruS:—4,P:%:>t2+4t+%=0:>t1=——,t2——%,
3 5
. |3 =—= X4 =—2
deci J° 2 sau 4 2,
5 3
yz=-y5 Y4 =75

Am obtinut punctele stationare:
3.5) p(s,3) -2, -3) pyl-2,-3)
Pl(z’z R\ 5p BS =3 ety =35)
Etapa 2. Stabilim care dintre punctele stationare sunt puncte de

extrem local.
Metoda I. Scriem matricea hessiana:

Foler)  fhn))

" "

Siley) )
Avem: f;z (x,y): [f);(x,y)]x =12y;
Fo )=l =125 = fn(0);

"

fy2 (x’y): [f;;(%)’)]y = 12_)/, deci

H(x.y) 12y 12x
X, ) = )
P 2x 12y

H(x,y)=

H(3 5) 0 A =300, Ay = 257650, prin

=, == - = , = = )

272 18 30 ! 278 30

urmare P i, 2 ) este punct de minim local.

H(5 3)— 0 A =1850, Ay =] Y= 576 <0, prin
2°2/7 (30 18) "1 © 27 ko 18] ’
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urmare P (; ;) este punct sa.
3 s5) (—30-18 -30-18

H(-3-3)= = A;=-30<0,A; = =576 >0,
27 27 (-18-30 -18 -30

prin urmare P (— % , — %) este punct de maxim local.

H(-5-3)- T80 — s <08, =) T s <0
2720 —30-18) T T2 30 —18) ’

prin urmare P (3 5) este punct sa.
Metoda II. Calculam expresia:
Alx,y)= [f);;/ (x, y)]2 — [y (n,3) £y (. p)
si obtinem A(x,y) = 144(x2 - y2 ) Avem ca:
A(2 2)< 0sif. ( )> 0, deci Pl(%, %) punct de minim local.

5 3) (5 3)
A(z > >0, prin urmare P i) este punct sa.

A(_é _%)< 0sif: (_% _7)< 0, deci P (—f ——) punct de maxim

A(—§ - %)> 0, prin urmare P, (— %, - %) este punct sa.
2. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:
£:(0, ) SR, f(x,y)=x>+p% +3xy—8lnx—14Iny+5.

Rezolvare:
Etapa 1. Determinam punctele stationare. Avem ca:

fe(x,p)= ZX+3y—*

fy(x,y)=2y+3x—7

. Rezolvam sistemul:
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fulmy)=0  |2x#3y=1=0 (52038 (1)
{fy'(x,y) o 2y+3x—%=0® {2y2 +3xy=14 (2)
Am obtinut un sistem omogen. Inmultim prima ecuatie cu 14, pe
cea de-a doua cu (—8) si adunam relatiile obtinute; rezulta:
28x2 +18xy—16y? =0< 14x? + 9xy —8y? =0. Impartim aceasta

ecuatie prin 2 (yz # 0) si notdm i =t . Obtinem:

1412 +9t-8=0= 1, = —%, ty = % . Radacina negativa nu convine,

deoarece x>0 si y >0, prin urmare avem ;=X =1— 5 =2y,
y

2
fnlocuind y =2x in (1), rezultd x = £1. Cum x > 0, rezultd ci
singura valoare care se acceptd este x =1, de unde obtinem y =2.
Am obtinut un singur punct stationar: P(1, 2).

Etapa 2. Stabilim daca acesta este punct de extrem local.
Avem: f;z (x, y): lf);(x,y)J’x: 2+ % ;
farr)= s )= 3= i)

fy (x, y) = [f)’, (x, y)vaz 2+ L—‘! , deci matricea hessiana este:

felny)  faler)) [2+5 03

H(x7y): " " = :
fuwy)  fper)) |30 2432
10 3 10 3
Avemca H(l, 2)= 3 0 [PAI=10>0, Ay=) ) |=46>0,
2 2

prin urmare P(1, 2) este punct de minim local.
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3. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:

b z 1
f:(R*)3 —)R,f(x,y,z)=—+z+—+—.
y 4 x z
Rezolvare:
Etapa 1. Determinam punctele stationare. Avem ca:
Al 1 z
fx(x>ysz):*_72 l_i:()
Y o x y x?
' x 1, deunde rezulta sistemul: ,
Sy ===+ .
y y 4
' 1 1 1 1
fz(xayaz)zf_ﬁ *—7:0
X oz X z
x2 =)z X = 22 X = 22

echivalent cu < 4x =y2 = y2 —47° & y2 =472 &

2 =x z4=yz z4:yz

XZZZ

L *
y =12z ;am folositca x,y,ze R .
3

2=y
Pentru y=222>23=2Z:>Z=i\/5,y:i2\/5,x=2.
Pentru y=-2z=z> =—2z = z =0(nu convine) sau 2=-2=z¢R.

Am obtinut punctele stationare P (2,2v2,+/2) si Py(2,-22,—2).

Etapa 2. Stabilim natura punctelor stationare, folosind matricea
hessiana.

" 2Z " 2x " 2
fxz(xayaz)=_3 5 fyz (xaynz)=_3 fzz(xay,z):_3
X y z
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" 1 "
fxy(X,y,Z) :__2 :fyx(xay,z);

y
n 1
fxz(X,y,Z) = Y
X

= fox(%.3.2); fy2(x.9,2) = 0= f1,(x,y.2)
fe(y.2)  fo@y.z)  fulo.o)
H(x,p,2)=| fyc(6,0:2)  fr(n0.2)  fiz(60.2) |=

"

faer2)  fo(uyz)  fr(xy.2)

2z 1 1 VD |

XT 72 2 4 \8F 4

B L (CEAPNEIE S S
N

Ly, 2 _1 0 V2

2 i 4 2

AvemcéAlsz>0; A2:i4>0' A3=£j>0,prin

b

urmare P (2,2\/5 A2 ) este punct de minim local.

V2 11
4 8 4
H2.-242.-2)= —é —‘85 0
L, 2
4 2
A1=—£<0; A2=3 >0; A3=_£<0,prinurmare
4 64 64

Py (2,—2x/§ —J2 ) este punct de maxim local.
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4. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:
f:R2 —> R, f(x,y)= xy(x2 +y2 —4).

Rezolvare:
Functia f se mai poate scrie: f(x,y) = X y+ xy3 —4xy.
Etapa 1. Determinam punctele stationare. Avem ca:
{f; (,9) =3x2p+ 3 4y {3x2y 4P —4y=0
= =

f};(x,y):x3+3xy2—4x x3+3xy2—4x=0

@{y(?vxz +y2 —4)=0 N

x(x2 + 3y2 —4)=0

Cazul a) {y=0 = P;(0, 0)-
x
y=0

2 2

=>x=12=P (-2, 0) A(2,0)-
x“+3y° =4

Cazul b) {

2,2 _
Cazul c) {3x 0+y _4:>y:J_rZ:>P4(O, -2), P5(0, 2)-
X =

3x2+y2:4

; Inmultim prima relatie cu (— 3) si apoi o
x% 43 y2 =4

Cazul d) {

adunam cu cealaltd; obtinem: x2=1=x=+1 ;
pentru x = —1=> y =+l = By(~1, -1} P, (-1, 1);
pentru x = 1= y=+1= K(l, —1) A(1, 1).

Am obtinut punctele stationare:
R(0,0). Py(-2,0). i5(2,0), (0, -2), P5(0,2),

Py(—1, —1) P (=1, 1), B(1, 1), Ry(1, 1).
Etapa 2. Stabilim care dintre punctele stationare sunt puncte de
extrem local.
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" " " 2 2
fXZ(X,y)=6xy;fyz(x,y):6xy;fxy(x,y)=3x +3y° —4.
2 2
e Matricea hessiana: H(x,y)= 6xy 3x°+3y° -4
3x% +3y% -4 6x

0 .
Calculdam H(0, 0)= ( A Oj ; avem cd Ay =0, prin urmare

natura punctului nu se poate preciza folosind matricea hessiand.

e Inacest caz, calculim expresia:
Alx y [fxy X y]z fx X y) fy (x y) si obtinem

xX,y)= (3x +3y —4)2—36x y*. Avem ci:

l>

(
(x
A(0,0)=16 > 0, prin urmare P;(0, 0) este punct sa.
A(=2,0)=64 >0, deci P,(-2, 0) este punct sa.
(2,0)=64 >0, deci P;(2, 0) este punct sa.
A(0,~2) =64 >0, deci P4(0,—2) este punct sa.
(

A(0,2)=64 >0, deci P5(0,2) este punct sa.

,0
2

>

A=1,-1)==32<0si f,2(~1,—1)=6>0 deci Ps(~1, —1) este
punct de minim local.

A=1,1)==32<0si f,:(~1,-1)=—6 <0 deci P;(~1,1) este
punct de maxim local.

A1L-1)=-32<0si fo:(I,—1)= =6 <0 deci B(I, —1) este
punct de maxim local.

AL1)==32<0si f,:(1,1)=6>0 deci Py(1, 1) este punct de

minim local.
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5. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:
f:RS >R, f(x,y,2) =x* +y3 +27 +4xz-3y+2.
Rezolvare:

Etapa 1. Determinam punctele stationare. Avem ca:
fx(xayaz):4x3+4z 4x3+4zz()
_fy' (x,y,z)=3y% -3 , de unde rezulta sistemul: 392 -3=0 >
fZ'(x,y,z):2z+4x 2z+4x=0
y2 =1 y2 =%l1
echivalentcu z=-2x < {x=0; x5 = +/2
X3—2X:0 ZIZO; 22’3 212\/5
Am obtinut punctele stationare P (0, 1, 0) , P (0, -1, 0) ,
PW2,1,-242), PV2,-1,-242), Ps(-42.1,242),
RylovE-1,242),

Etapa 2. Stabilim natura punctelor stationare, folosind matricea
hessiana.

[y (x,3,2)=12x> [y (x.p.2)=6y [ (x.p,2)=2
fop(a02)=0=f1,(0,3.2);  fr(urnz)=4=fr(60,2);
fy2(0,3,2) =0= f1,(x,.2)

122 0 4
e Matricea hessiani este: H(x,y,z)=| 0 6y 0
4 0 2
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0 0 4
H(O,l,O) =| 0 6 0 |;avemcd A| =0, prin urmare nu se
4 0 2

poate stabili natura punctului P,(0,1,0) folosind matricea hessiana.

e De aceea vom studia semnul diferentialei de ordinul al doilea a
functiei in punctul P;(0,1,0). Avem ca:

dzf((x,y,z); (x0»70.20))= 12x3 dx? + 60 a’y2 +2dz? + 8dxdz .

d? F((x,»,2),(0,1,0)= 6aly2 +2dz% +8dxdz . Pentru a afla

semnul acestei expresii, folosim metoda lui Gauss de reducere la
forma canonica a unei functionale ()étratice. Obtinem:

d? f((x,y,2)(0,1,0)) = 6dy? +2ldz? + 4dxdz + 4dx? )— 8dx? =
= 6dy? +2(dz +2dx)* —8dx?, deci d? f((x,y,2);,(0,,0)) este
nedefinita, prin urmare P(0,1,0) este punct sa.

dzf((x, y,2),(0,-1,0)) = —6afy2 + 2((,1722 + 4dxdz + 4dx? )— 8dx? =
= —6dy? +2(dz + 2dx)* —8dx?, deci d° f((x,,2),(0,~1,0)) este
nedefinita, prin urmare P, (0,—1,0) este punct sa.

d? f{(x.y. 2k V2.1~ 2V2 ) = 24ax? + 6dy? + 222 + 8dlvdz =
= 6dy? +2(dz +2dx)* +16dx> >0, deci Py (\/5,1,— 2\/5) este punct
de minim local.

d? (6.3, 2x (V2,-1,— 242)) = 24ax® — 6y +2dz? + 8dlvdlz =
= —6dy? +2(dz + 2dx)* +16dx?, deci P, (\/E, -1,- 2\/5) punct sa.

Analog, obtinem ca Ps (— V2 1, 242 ) este punct de minim local
si Py (— V2 ,— 1, 242 ) este punct sa.
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6. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:
f:R2 —>R,f(x,y)=x4 +y4.

Rezolvare:
Etapa 1. Determinam punctele stationare. Avem ca:

fa(x,y) = 4x>

fy(x.p)=4y°
12x2 0 0 0

o H(xy)= , H(0,0)= A=Ay =0,
0 12y° 0 0

2y
deci nu se poate stabili natura punctului folosind matricea hessiana.

, deci P(0,0) punct stationar.

e A0,0)= [f;y (o,o)]2 — /12 (0,0)- £, (0,0)=0, prin urmare nu se
poate preciza natura punctului nici prin aceasta metoda.

o d? £((x,y)(0,0)) = 0, deci nu se poate determina natura
punctului cu ajutorul diferentialei.
e Folosim definitia punctului de extrem.

Avem ca £(0,0)=0. Deoarece f(x,y)= x4t y4 > £(0,0),
‘v’(x, y) e R? , rezultd ca P(O, 0) este punct de minim global al

functiei f .

7. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:
f:R2 — R, f(x,y)zx2 +y3.

Rezolvare:
Etapa 1. Determinam punctele stationare. Avem ca:

fe(x,p)=2x

' (v.y) 5o deci P(0,0) punct stationar.
Sylx,y)=3y
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H()20H(OO)20A2A 0

L x, = ; b = ; = 2 = b
=0 6y 0o o) ! 2

deci nu se poate stabili natura punctului folosind matricea hessiana.
o A0,0)= [f;c;, (0,0)]Z - f;z (0,0)- fy”z (0,0)=0, prin urmare nu se
poate preciza natura punctului nici prin aceasta metoda.

¢ d° £((x,y)(0,0) = 2dx?, care este 0 functionald semipozitiv
definita, deci nu se poate determina natura punctului cu ajutorul
diferentialei.

e Folosim definitia punctului de extrem local.

Avemca £(0,0)=0.

Fie V' o vecindtate a punctului (0,0); rezulti ci existi & > 0 astfel

incat (—&,&)x (- &,6)c V ; fie (al,a2)=(o, —%)e Vosi
(b1.2)= (0. £)e v s avemea f(ag.ar)=—%"<0=7(0,0) si

f(by,by)= % >0 = £(0,0). Prin urmare, am aritat ca in orice

vecinitate a punctului (0,0) functia ia atat valori mai mari ca
f (O, 0), cat si valori mai mici ca f (0,0). Rezulta, conform
definitiei, ca P(0,0) este punct sa.

8. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:
SR SR [ =0l

Rezolvare:
Etapa 1. Determinam punctele stationare. Avem ca:

fe(ny) =12 +xp?e™™ =y (x4 1)

fy(x.p) = 2xye™ Y —xp?e’™ = xpe Y (2 y)
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yzex_y (x+1)=0
=
xye* Y (2-y)=0
Din prima ecuatie rezultd cd x =—1 sau y=0.
e Daci y=0= xe R = (a,0) punct stationar, Vo € R.
e Dacd x=—-1= y =0(obtinut si la cazul precedent) sau
y=-2= (— I,— 2) este punct stationar.
o) = y2e Y ek D+ 2 Y = y7e T (x4 2);
[y (2 9)=x(2-2p)e" Y —x(2y - y})e" Y =xe" Y (y2 —4y +2);

fay(0,3) = 29" (x4 1) = p2e" Y (x+1) = y(2 - y)e* T (x +1).

2 x—y x—y
ye (x+2) y(2-y)e (x+1)
H(x,y)= ~ NS
y2-y)e* Y (x+1) xe* TV (y7 -4y +2)
4e 0
H(-1,-2)= ; Ay =4e>0;
0 -—14e

Ay =-56¢% <0 = (-1,-2) punct sa.

H(a,O):[ 0 0

0 2ae”
poate determina cu aceasti metoda. In aceste conditii, vom folosi
definitia punctului de extrem local. Avem ¢ f(a,0)=0.

e Pentru a.> 0, fie £ > 0 astfel incat a.— & > 0. Atunci existd o
vecindtate V' = (o — ¢, + ¢) a punctului (a,O)astfel incat oricare
ar fi (x,y) eV are loc inegalitatea

J; Ay = A, =0 = natura punctului nu se

F(x,y)=xv2e"7 > f(a,0)=0. Rezults, conform definitiei, ca
(a,0) este punct de minim local.
e Pentru a.<0, fie £ >0 astfel incat a.+ & < 0. Atunci existd o
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vecindtate V' = (o — ¢, a + ¢) a punctului («,0) astfel incat oricare
ar fi (x,y) eV are loc inegalitatea

F(x, ) =xv2e* ™Y < f(a,0) = 0. Rezultd, conform definitiei, ca
(a,0) este punct de maxim local.

e Pentru a.=0 avem cd 1in orice vecinatate (—¢,&)xU a
punctului (0,0) exista atat puncte in care

F(x, ) =xp?e* ™Y < £(0,0) = 0, cat si puncte in care

f(x,y)=xp%e ™Y > £(0,0) = 0. Prin urmare, conform definitiei,
rezultd ca (0,0) nu este punct de extrem local, deci este punct sa.

9. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:
f: R? — R, f(x,y):a(xz +y2)+4xy—4x—4y, unde a € R.

Rezolvare:
Determinam punctele stationare. Avem ca:

f);(x,y)=2ax+4y—4 {2ax+4y—4=0 YZ%%
1 :> _ C>
fony)=2ay+ax—a  [2av+dx=4=0 " |(2 4} oy 4 ()

Cazul a)Daci a € R\ {*2}, atunci x = aiz =y, deci

P( 22 )punct stationar.

a+2’a+2
2a 4 2
_ _ 2 2 | — . - _
H(x,y)—[4 2QJ_H(M,M), Ay =2a; Ay =4a” -16.
a — o0 -2 0 2 + o0
A R O+++++++++++
Ay [+++++0------------- 0 ++ + ++
Din tabelul de mai sus rezulta ca:
Daca a € (— oo,2), atunci P(L,L) este punct de maxim local.
a+2’ a+2
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Daci a € (~2,2)\ {0}, atunci P(— L) este punct sa.

+27a+2
Daca a =0, avem ca A, <0, deci, conform observatiei 1 din

breviarul teoretic, rezultd ca P(_z’%) este punct sa.

Daci a € (2,+ ), atunci P(?,%) este punct de minim local.

Cazul b) Dacd a =2, atunci ecuatia (1) devine: 0 =0, deci

x=a,aeR, y=1-a prinurmare M, (a,l - a) punct stationar.
4 4
Hix,y)=

(x,) [ 4 4
preciza natura punctului folosind matricea hessiana.

2 . _ 2 2 _ 2
d=f((x,y) (e, 1)) = 4dx= + 4dy* + 8dxdy = H(dx + dy)”, care
eset o functionald patratica semipozitiv definitd, deci nu se poate
afla natura punctului nici prin aceasta metoda.

In acest caz, vom aplica definitia punctului de extrem. Avem ca
flad-a)=-2; f(x,y)=2x% +2y% +4xy—4x—4y =
=2(x+y- 1)2 ~2>-2,¥(x,y)e RZ, prin urmare (a,1-a) este
punct de minim global al functiei f .

Cazul ¢) Daci a = -2, atunci ecuatia (1) devine: 0 = -8, deci
functia nu are puncte stationare.

Presupunem cd f* are un punct de extrem local P(a,b) .
Deoarece f admite derivate partiale in orice punct, conform
propozitiei din breviarul teoretic ar rezulta ca
f]; (ab)= fJ', (ah)=0, deci P(a,b) ar fi punct stationar,
contradictie. Prin urmare, pentru a = -2 functia nu are puncte de
extrem local.

j:H(a,l—a); Ay =4, Ay =0, deci nu se poate
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10. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:
f:R3 —>R, f(x,,2) =(x2 +y2 +22)§.

Rezolvare:
Etapa 1. Determindm punctele stationare.
Pentru (x, y,z) #(0,0,0) avem ca:

' 4x
Sx(x,p,2)=————==0

e, y,z)= 4y _ o Sistem care nu are solutie.
y > - — =

33\/x2 + y2 +22
' 4z
S p,2)=————==0

3 xz+yz-+-z2

)

Pentru a calcula derivatele partiale in punctul (0,0,0) vom
folosi definitia.
(00,0 = tim LELOZSO00 1, X
x—0 x-0 x—0 X

fy (0,0,0) = lim S0.20)-f(000) _ . ¥ _,

y—0 y—0 x—=>0 Yy
fZ(OOO)—hmf(OOZ) JO00) _ i z ~0
z—0 x—>Oz

Obtinem ca (O, 0,0) este punct stationar al functiei f .

Etapa 2. Stabilim natura punctului stationar.

[0 - £,000) R 4.1

0,0,0) = lim
f ( ) x—0 x—0 x—0 X 3x—>03‘/x2

=+ ¢ R, deci functia f* nu este de douad ori derivabila in raport cu
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X, prin urmare nu putem aplica algoritmul prezentat in breviarul
teoretic pentru a determina natura punctului stationar.

Conform observatiei din breviarul teoretic, in aceste conditii vom
aplica definitia punctelor de extrem.

Observam ca f(x,y,z) = £(0,0,0), V(x,y,z) € R3 , agsadar punctul
(0,0,0) este punct de minim global al functiei f .

11. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:

3

f:R3 - R, f(x,y,z)z(x2+y2+zz) :

Rezolvare:
Etapa 1. Determindm punctele stationare.
Pentru (x, y,z) # (0,0,0) avem ca:

2x

Sfe(x.y,2)= =0
3%/(x2 +y2 + 22)2
fy' (x,7,2) = 2y _0o ,sistem care nu are solutie.
33\/(x2 +y2 +22)2
' 2z
fz (X,y,Z) = =0

?)%/()c2 + y2 + 22)2
Pentru a calcula derivatele partiale in punctul (0,0,0) vom folosi
definitia. Avem ca:

£200.00) = lim LELO=TO0D _ gy L s
x—0 x=0 x—>0 X x>0 %/_

care nu exista.

Rezultd ca functia nu are derivate partiale in punctul (0,0,0).

Obtinem ca functia nu are puncte stationare, prin urmare nu putem

aplica algoritmul prezentat in breviarul teoretic.

In aceste conditii, vom aplica definitia punctelor de extrem.
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Observam ca f(x,y,z) > £(0,0,0), V(x,y,z) € R> , agadar punctul
(0,0,0) este punct de minim global al functiei f .

12. Sa se determine valorile parametrilor a,b,c € R astfel incat

functia f : R> > R, f(x,y)= P 3xy2 + ax+ by +c si admita in
(— 2,— 1) un punct de maxim local, in care valoarea functiei sa fie
egala cu -30.

Rezolvare:
Deoarece (—2,—1) este punct de extrem local, conform propozitiei
: : : . | fe2-D=0
din breviarul teoretic rezulta ca /. )f( ) .
fy(=2,-1)=0

Avem ca:

f;c(x,y)=3x2 +3y2 +a f;c(—2,—1):a+15
{fy'(x,y)=6xy+b 3{fy'(—2,—1)=b+12'
a+15=0=a=-15
b+12=0=>b=-12

Verificam daca punctul stationar (— 2,— 1) este punct de extrem

Rezulta {

local, folosind matricea hessiana.
-12 -6

ey =" Y= Hean -
6y 6x -6 -12

A =-12<0 si Ay =108> 0, rezulti ci (~2,—1) este punct de
maxim local.

Din conditia f(-2,—1) =—-30 rezulta
—-14-2a-b+c=-30=c=-58.

Am obtinut ca sunt indeplinite cerintele din enunt pentru
a=-15b=-12, c =-58

j; avem ca
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13. Sa se determine parametrii a,b,c € R astfel incat functia
f R> > R, f(x,y)= 3xzy+y3 +ax+by+c siadmiti in (2,1)

un punct de extrem local.

Rezolvare:
Deoarece (2,1) este punct de extrem local, conform propozitiei din

(21)=0
breviarul teoretic rezultd ca f)f @h=0
fy (2,H)=0

Avem ca:

fe(x,)=6xy+a
{f}',(x,y)zbc2 +3y2 +b.
124a=0=>a=-12
I5+4b=0=>b=-15

Verificdm daca punctul stationar (2, 1) este punct de extrem local,
folosind matricea hessiana.

6y 6x 6 12
H(x,y)= =>HQ2,))= ; deoarece Ay =6>0
6x 6y 12 6

Rezulta {

si Ay =—108 <0, rezultd ci (2,1) este punct sa.
Prin urmare, nu exista a,b,c € R astfel incat functia din enunt
sd admita in (2,1) un punct de extrem local.

PROBLEME PROPUSE

Sa se determine punctele de extrem local ale functiilor:
1. f(,y)=x+y’ =3x-12y+1
R: (1, 2) punct de minim local; (~1, —2) punct de maxim local.
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fO,y)=x+y’ —4x-2y+4
f, ) =x"+y> +xp-3x-3y+2
[, y)=x"+y" +2xy—6x—4y+6
f(x,y)zx3 +y3 +3xy+33
S, p)=xy(5=x-y)
. f(x,y)zx4 +y4 —4xy
R: (1, 1) si (=1, —1) sunt puncte de minim local.
8. f(x,y)=3x’y+y° —12x—15y+11
R: (1, 2) punct de minim local; (~1, —2) punct de maxim local.

9. J(xy)=xy(x+y=3)
R: (1, 1) punct de minim local.

N oo R W

10. f(x,y)zx2 +xy+y2 -x-2y
R: (O, 1)punct de minim local.

1. f(x,y)=(x-1)2+2y°

12. f(x,y)=(x+y)-e @)

R: (— %, - %) punct de minim local; (% , %) punct de maxim local.

13. f(x,) = xIn(x® + y2)

1

R: LL)(_ ’
(J;?’_le?j’ (_\/1273’ lefe)puncte de maxim local.
14. f(x,y)=2x3+2y3—3xy+3

15. f(x,y)= 3xy2 e —15x-36y+9
R: Functia nu are puncte de extrem local.

j puncte de minim local;

16. f(x,y)=x3+y2+3xy+3x+y
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17. f(xy)=(x-D% -2y
_ .4 3 3 2 2
18. f(x,y)=x" +ypy° —8x” +18x° -3y —8x—-3y+8

R: (1+\/§,2+\/§), (1 +\/5,2—\/§) puncte de minim local;

(1 ~\2 , 2)punct de maxim local.
19. f(x,y)z(x2+y2)-e_(x2+y2)
20. f(x,y)=x3+y3—6x2—9y2+9x+15y
21. f(x,y)=£+1;x;t0,y¢0
Yy X

22. f(xy)—x+ +y -4y, x#0,y=0
X

I+x-y

2

23. f(x,y)= >
I+x"+y

24, f(x,y)zxy+$+§;x,y>0
Xy
R:(5, 2) punct de minim local.
25. f(x,y)=x"y* (6 x—=y); x,y>0
6. f(x,y)zx +y —2x? +4xy—2y
R: (—\/5,\/5) si (\/5,—\/5) puncte de minim local.
27. f(x,y)zezx(x+y2+2y
28. f(x,y)zxz—xy+y2—2x+y

29. f(x,y) = x? +xy+y2 —2x—y
R: P(1, 0) punct de minim local.

30. f()c,y)zx2 +ay2 —4x-2y+2,a<R
31. f(x,y)zx2 +y2 +axy—-2x-2y+2,a€R
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32. f(x,y)zax2 +ay2 +4xy—-8x—-10y+12,aeR

33. f()c,y)zax2 +ay2 +xy—4x—4y+4,aeR

34. f(x,y,z):x2 +y2 +2° +2x+12yz+2
R: (— 1, —144, 24) punct de minim local.

35. f(x,y,z)zx2 +y2 +2° +xy+xz+yz—4x—-4y—4

36. f(x,y,z)=x2+2y2+322+6xy—6xz+8yz—2x—18y—8z
R: Nu are puncte de extrem.

37. f(x,y,z):x2 +y2 + 22 —-2x—-4y -6z

2 2

38. f(x,y,z)=x+y—+z—+g;x>0,y>0,z>0
4 y z

R: (%,1, l) punct de minim local.
* 1
39. f:(R )3—>R, f(x,y,z):—+Z+£+£.
x 4 z vy
R: (\/E, 242, 2) punct de minim local;
(— J2, - 242, 2) punct de maxim local.
40. f(x,y,z)zy2 +22 +xy+yz+3x+y+z
R: (-8, 5,—3)punct de minim local.
41. f(x,y,z)=xyz—6x—-3y—2z
42, f(x,1,2)=x +y° +2° +3xy+3xz+3yz—12x —12y 12z
43. f(x,y,z2)=xyz+xy+xz+yz—-5x-Ty—-11z
4. fry)=x?+y? vzl +xprxz+yz
45. f(x,y,2) = x> —3x2 +y2 +22 +yz—-T7y—10z
46. f(x,y,2) =16 —(x+1)? = (y+2)* —(z +3)*

47. f(x,y,2)=x(y+1)*; x,y,2>0
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48. f(x,y,z)=x2—y2+22+xy+xz+yz+6x—4y—4z
49. f(x,y,z)=x2+2y2+322+xy+xz+yz—7x—12y—2lz
. y,z)=(x+22)ex(y2+zz+l)
( 1,0, )punct de minim local
51. f(x,y,z)=sinx+sin y+sinz —sin(x + y + z)
Tz

|z z = ;
R: ( SRR ) punct de maxim local.

52. f(x,y,z)zax2 +y2 e +xy+xz+yz—7x—-8y—-9z
53. f:R> >R, f(x,y)=x"+’
R: (0,0) este punct de minim global al functiei f .
54. f:R* SR, f(x,y)=x"+°
R: Functia nu are puncte de extrem local.
55. f: R? —> R, f(x,y) :x2yey—x
R: (-2,—1) este punct sa; pentru «.>0, (O,a) este punct de minim
local; pentru a.<0, (a, 0) este punct de maxim local.
56. f(x,y)= —x? —y4
R: (0,0) este punct de maxim global.

57. f(x, y)=xt 4yt —x? - y?

R: (0, 0) punct de maxim local si (— -L

5 FE)

(%, —%), ( Nk f) puncte de minim local.

58. Sa se determine valorile parametrilor a,b,c € R astfel incat

functia f': R?> >R, f(x,y)= 32 +x° +ax+by+c sa admita in
(L,2) un punct de extrem local, in care valoarea functiei sa fie -30.
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8.2.2.EXTREME CONDITIONATE
(CU LEGATURI)

BREVIAR TEORETIC

Metoda multiplicatorilor lui Lagrange pentru determinarea
punctelor de extrem local conditionat ale unei functii de mai multe
variabile

Pentru a determina punctele de extrem local ale functiei
1 (Xl s XD 5y Xy ) =

0
X1,X9,0.,%X,)=0
f:Ac R" - R, cu conditiile (legiturile): gz( 12 ")

trebuie parcurse urmatoarele etape:

Etapa 1. Scriem functia lui Lagrange:
d)(xl,xz,...,xn,/ll,/iz,...,lk) =

= f(X],X0 5000y X)) + A1 €1(X15 X0 00y X))+ oo + A G (X]5 X0 5005 X))
Etapa 2. Determinam punctele stationare ale functiei @ .

Etapa 3. Stabilim care dintre punctele stationare sunt puncte de
extrem local conditionat pentru functia f . Pentru fiecare punct
stationar (x? ,...,x,(l) ; /1? ooy /12) al functiei @, se inlocuiesc valorile
/1?,...,/12 in functia @, rezultand o functie de » variabile, avand
punctul stationar (x{) yeees x,g ) Determinam semnul diferentialei de
ordinul doi dzq)(xl,...,xn; xlo,...,x,?) a functiei

. 10 0
d)(xl,...,xn,/II ,...,/Ik )
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e Daca dZCD(xl,...,xn; xlo,...,xg)< 0 (functionala

dz(I)(xl yeees Xy xlO yens x,?) este negativ definitd), atunci (x{),...,x,&))

este punct de maxim local conditionat.

e Daca d2®(x1,...,xn; x?,...,x2)> 0 (functionala

d>® - x0,...,x0 ) este pozitiv definita), atunci (x?,..., x?
X]sees Xpp3 X[ 5ees Xy | €8t€ poZitiv definitd), atunci \x;',..., x,

este punct de minim local conditionat.

o 1n alta situatie, se diferentiaza conditiile in punctul (xlo yeers x,?)

si se rezolva sistemul obtinut In raport cu dx;,dx,,...,dx,,,

exprimand dx;,dx,,...,dx; in functie de dxj _,...,dx,, ; apoi se

inlocuiesc rezultatele gasite in expresia d 2®(x1 yeees X gy x{) ,...,x,?) si

se vede daca punctul este de maxim sau de minim local.

e Daci functionala d 2 (D(xl yeees X5 xlo ,...,x,(,,) ) este nedefinita,

atunci (xlo ,‘..,x,?) este punct sa.

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:
f:R?> SR, f(x,y)=x>+y* —3x—4y+3, care verifici relatia
x+2y=3.

Rezolvare:
Metoda I. (metoda multiplicatorilor lui Lagrange)
Relatia x+2y =3 < x+2y—-3=0. Fie

g:R2 >R g(x,y)=x+2y-3.
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Etapa 1. Scriem functia lui Lagrange:
O(x, y,A) = f(x, )+ Ag(x,y) = x2 +y2 —3x—-4y+3+A(x+2y-3).
Etapa 2. Determinam punctele stationare ale functiei @ :

O (x,y,A)=2x-3+1
@, (x,7,4) =2y —4+22

(Dl/i(x,y,l)zx+2y—3

3-2
xX=—"
2x—3+1=0 422/1 x=1
=2y —4+21=0= y=_T —Jy=1,
x+2y-3=0 A=1
3-2,,4-22 5 _,
2 2

deci (1,1,1) este punct stationar al functiei @ .

Etapa 3. Pentru A =1 obtinem

D(x,p,l) = X2+ y2 —3x—-4y+3+(x+2y-3)=D(x,y) st P(1,))
este punct stationar conditionat al functiei f . Stabilim natura
acestui punct, in functie de semnul diferentialei de ordinul doi a

functiei ® in P(1,1), notata d2CD(x,y;1,1).

Avem: @ - (x,y) =2; CD;Z (x,»)=2; CD';Cy (x,»)=0;

@, (L) =2; @ (11)=2; @y, (11) =0. Rezulta:

d*O(x, piL,1) = @ > (LDdx? + D e (LD)dy? +20 ., (1, Ddxdy =

=2dx? + 2a’y2 > 0, prin urmare P(1,1) este punct de minim local
conditionat.
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Metoda Il. (metoda reducerii)

Din relatia x+ 2y =3 obtinem x = 3 — 2y, iar functia devine
f(ap) = B=2p.) = (3-20)" + )2 =33 -2y) -4y +3=
=592 —22y+21=h(y).

Am obtinut o functie de o singura variabila,

h:R—>R, h(y)=5y>—10y+3, care este o functie de gradul al doilea

si admite pe y = —zi =1 ca punct de minim local. Rezulta ca
a

x =1, prin urmare P(1,1) este punct de minim local conditionat al
functiei f .

Observatie. Metoda reducerii se poate aplica numai in cazul in care
legéturile sunt date de functii liniare.

2. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:
f: R} > R, f(x,y,z)=2x+y—2z ,care verifica relatia
x4 y2 +2z2=9.

Rezolvare:
Vom aplica metoda multiplicatorilor lui Lagrange.
Relatia x2+y?+z2 =9 x?+y2+22-9=0 Fie
g:R3 —>R,g()c,y,z):x2 +y2 +2z2-9.

Etapa 1. Scriem functia lui Lagrange:

D(x,y,2,0) = [(x,3,2) + Ag(x, p,2) = 2x+ y =2z + A(x* +y% +22).
Etapa 2. Determinam punctele stationare ale functiei @ :

d)'x(x,y,z,ﬂ,)=2+2/1x 24+20x=0

D, (x,0,2,4) =1+24p 142y =0
! ~1-2+24z=0 =
D, (x,y,z,A)=-2+24 -

x2+y2+22—9=0

Cl)'/l(x,y,z,ﬂ,) = x2 +y2 + 22 -9
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—_1
=77
1
y=—-57
= 12’1 :>/1=i%.
Z:E
S -
/S S

Pentru 4 = % = P/(-2,-1,2) punct stationar conditionat al functiei /.

Pentru 2 = _% = P,(2,1,-2) punct stationar conditionat al functiei f .

Etapa 3.

e Pentrui=1

3 obtinem:
(D(x,y,z,%) = 2x+y—2z+%(x2 +y2 +22) =D(x,y,z) si

P, (-2,-1,2) este punct stationar conditionat al functiei f . Stabilim
natura acestui punct, in functie de semnul diferentialei de ordinul
doi a functiei @ in P (-2,-1,2).

Q,:(x,3,2)=1; @p:(x,y,2)=1; @2(x,p,2)=1;

(D;y (x,y,2) = d);z (x,y,2)= (D},Z (x,y,z) =0. Obtinem:

d2<I)(x,y,z;—2,—1,2) ) dy2 +dz? >0 , prin urmare
P, (-2,-1,2) este punct de minim local conditionat.

1

° Pentru/i:—2

obtinem

CD(x,y,z,%)=2x+y—2z—%(x2 +y2 +22)=CD(x,y,z) si

P>(2,1,-2) este punct stationar conditionat al functiei f . Stabilim

natura acestui punct, in functie de semnul diferentialei de ordinul
doi a functiei @ in P5(2,1,-2).
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D2 (x,y,2z)=-1; d)yz (x,y,2)==1; D,2(x,y,z)=~1;
q);y (x,y,2)= (D;Z (x,y,2z)= d);,z (x,y,z) =0. Rezulta:

d>®(x,y,2z;2,1,-2) = —dx? —dy? —dz? <0, deci Py(2,1,-2) este
punct de maxim local conditionat.

2. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei:
f:R® SR, f(x,v,z)=xyz , care verifici relatia xy+yz+zx=12.

Rezolvare:
Vom aplica metoda multiplicatorilor lui Lagrange.
Relatia xy+yz+zx=12<xy+yz+2x-12=0. Fie

g:R3 —> R, g(x,y,2)=xy+yz+zx—-12.

Etapal. Scriem functia lui Lagrange:
O(x,y,z,A)= f(x,y,2)+ Ag(x,y,2) =xyz+ Axy + yz+ zx —12) .

Etapa?. Determinam punctele stationare ale functiei @ :
DO,.(x,y,z,))=yz+ Ay + Az M Vo4 dy+ 2z =0 (1)

O (i y ) =xztix+ 2 () |zt idz=0 (2)
jd

D, (x,y,50)=xp+ i+l (3) x+Ax+Ay=0 (3)

xXy+yz+zx =12 (4)

CI)'/1(x,y,z,/1) =xy+yz+zx—12 (4)

xD)-y-2Q)=>Az(x—y)=0 =>A=0sauz=0sau x=y.

yz=0

xz=0 .
a) Daca A=0= , contradictie.

xy=0

xXy+yz+zx =12
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Ay =0

Ax=0
b) Daca z=0= ; din prima ecuatie rezulta
xy+Ax+Ay=0
xy =12

A=0sau y=0.

xy=0 .
b)) Pentru A=0= , contradictie.
xy =12

by) Pentru y =0= x-0=12, contradictie. Deci x=y.
Analog, folosind relatiile (2) si (3), rezulta cd y=z.
Prin urmare x = y = z si din relatia (4) obtinem
32 =12=>x=2=yp=z 1=FI.

Avem punctele stationare conditionate F;(2,2,2) si
P (-2,-2,-2).

Etapas.

e Pentru A =-1 obtinem ®(x,y,z,4) = xyz—(xy + yz+zx—12)
st P(2,2,2) este punct

stationar conditionat al functiei f . Stabilim natura acestui punct, in
functie de semnul diferentialei de ordinul doi a functiei @ in

P(222).

D (x,0,2) =D 2 (x,3,2) = P2 (x,9,2) = 0;
cD')'cy(x,y,Z):Z—l; @, (x,0,2)=y-1; ®}Z(x,y,2)=x—1:>
D,,(222)=1 O (222)=1 ©,222)=1=

d>d(x,y,2:2,2,2) = dxdy + dvdz + dzdx  (*).
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Pentru a stabili semnul acestei functionale, diferentiem legitura
g(x,y,z) =0 siobtinem dg(x,y,z;2,2,2)=0. Avem ca:

g(x,y,z)=xy+yz+zx—12; g;c(x,y,z) =y+z;
g (nyz)=x+y=g,(222)=g,(222)=¢g,(2,2,2) =4, prin

urmare relatia dg(x, y,z;2,2,2) =0 devine 4dx +4dy+4dz =0; de
aici obtinem dz = —dx —dy si, prin inlocuire 1n (*), rezulta:

d2®(x, y,2:2,2,2) = —dx* —dxdy —dy® = —(dx+%dy)2 —%dyz <0

,deci F(2,2,2) este punct de maxim local conditionat.

e Pentru A =1 obtinem ®(x, y,z,A) =xyz+ (xy + yz+zx —12) si
P (-2,-2,-2) este punct stationar conditionat al functiei f .
Stabilim natura acestui punct, in functie de semnul diferentialei de
ordinul doi a functiei @ in P, (-2,-2,-2).

(Dx2('x’y’Z):(Dyz(xayaz):(Dzz(x’yaz)zo;
(D;y(x,y,Z):Z'i'l; (D;Z(xayaz):y-i_l; q);/z(xayaz):x+1:>
D (2272 =1 O (-2-2-2)=-1 @ (-2-2-2)=-1=

d>d(x, y,z;-2,-2,~2) = —dxdy — dydz — dzdx (**).
Pentru a stabili semnul acestei functionale, diferentiem legatura
g(x,y,z) =0 siobtinem dg(x,y,z;-2,-2,-2) =0. Avem ca:

g(x,y,z)=xy+yz+zx—12; g;c(x,y,z):y+z;

g:(x,y,z)=x+y
= g, (-2.-2,-2) = g, (-2,-2,-2) = g, (-2,-2,-2) =4, prin
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urmare relatia dg(x, y,z;—-2,-2,-2) =0 devine

—4dx —4dy —4dz =0 = dz = —dx —dy si, prin inlocuire in (¥*),
rezulta:

d>®(x,y,2;2,2,2) = dx® + dxdy + dy? = (dx + %dy)z + %dyz >0,

deci P, (-2,-2,-2) este punct de minim local conditionat.

PROBLEME PROPUSE

Sa se determine punctele de extrem local conditionat ale functiilor:
1. f:R?> SR, f(x,y)=x*>+y%> —3x—4y+3, cu conditia x +2y =3;
R: (1,1) punct de minim local conditionat.
2. f:R* SR, f(x,y,z)=2x+y—2z,cuconditia x?+y%+z%=9.
R: (— 2,— 1,2) punct de minim local conditionat.
(2, 1,— 2)punct de maxim local conditionat.
3. f:R* >R, f(x,y,z)=xyz ,cuconditia xy+yz+zx=12.
R: (2,2,2) punct de maxim local conditionat;
(—2,-2,-2) punct de minim local conditionat.
4. f(x,y,z) =xyz cuconditia x+ y+z=3.
R: (1, 1, 1) punct de maxim local conditionat.

5. f(x,y)=x%+ 2 cu conditia g—g ~1.

6. f(x,y) = x? +xy+y2 +x—y+1 cuconditia x> +y° =1.

7. f(x,y,z) = xyz cuconditiile x+ y+z=5;xy+ yz+zx =8§.
7 4 4 4 7 4 4 4 7 .

R: (3, 3 5), (5’ 3 5), (5’ 3 3) puncte de maxim local
conditionat; (1, 2, 2), (2, 1, 2), (2, 2, 1) puncte de minim local
conditionat.

8. f(x,y,z) = xyz cuconditiille x+ y—z=3;x—y—z=8§.
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9. f(x,y)=6-4x—3y cuconditia x* +y* =1.
10. f(x,y) = xy cuconditia x+y =1
11. f(x,y) = x+2y cu conditia X2+ y2 =5
R: (1, 2) punct de maxim local conditionat; (2, —2)punct de

minim local conditionat.

12. f(x,y) = x? +y2 cu conditia %+§ =1

13. f(x,y) = cos? x + cos? vy cuconditia y—x = %

14. f(x,y,z) = x—2y+2z cu conditia x* + y> +2z° =9
R: (1, -2, 2) punct de maxim local conditionat;
(— 1,2, - 2)punct de minim local conditionat.
15.7:R*> >R, f(x,y,z)=xyz , care verifici relatia x+y+z=3
16. f:R>* SR, f(x,y)=x+2y, x*+y>=5
17. /R’ >R, f(x,y,2)=x+2y-2z, x*+y°+z° =16

R: (%, %, - %) punct de maxim local conditionat;
(— % , — %, %) punct de minim local conditionat.

18. f:R’ SR, f(x,y,2)=xy+xz+yz, xyz=1
R: (1, 1, 1) punct de minim local conditionat.
19. f(x,y,z2)=x+y+z, l+ l+ l:1; x#0,y#0,z#0
X y z
R: (3, 3, 3) punct de minim local conditionat.
20. f(x,y)=x"+y’ —4x—4y+5, 2x+y =3
21. f(x,y)=x>+y> +xp+x+y+1, x—y=0
22. f(x,y)=xy, x+y=1
23. f(x,y,2)=x"+y +z° +xp+xz+yz, x+y+z=3
24. f(x,y,2)=x"y’z", x+2y+32z=6
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25. f(x,y,z)=xy+xz+yz, x+y+z=3
26. f(x,y,z)=xy+xz+yz, xyz=28
27. f(x, )= (x-1)* +(y=2)*, x*+y’ =1

28. f(x,y)=x+y, iz+ R iz; x#0,y20,a#0
x a

2

Y
29. f(x,y)=x>+ 2, §+ %:1

30. f(x,y,2)=xy+xz+yz, x+y+z=12
31. f(x,y,z) = xyz, cuconditiile x+y+z=5, xy+xz+yz=38
32. f(x,y,z)=x+ y + z, cu conditiile x— y+z=2, x> + y? +z2 =4

R: (i 2 i) punct de maxim local conditionat;

37373
(0, -2, 0) punct de minim local conditionat.
33. f(x,y,2) = x2 +2y2 +322 +3xy+xz+2yz,
cuconditiile 2x+ y+z=4, x+2y+z=4
34. f(x,y,z)=xyz,cuconditiilex+ y—z=5, x—y+z=2
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8.3. METODA CELOR MAI MICI PATRATE

BREVIAR TEORETIC

Tipurile de ajustare frecvent utilizate sunt:
e Ajustare liniara: y=ax+b

e Ajustare parabolica: y = ax? +bx+c

b
X

; cunotatia z :i se ajunge la

e Ajustare hiperbolica: y =a+
ajustare liniara

e Ajustare dupi o functie exponentiala: y =b-a*; prin
logaritmare se obtine: Iny =Inb+ XxIna sau z = A+ Bx si se
ajunge tot la o ajustare liniara

PROBLEME REZOLVATE

1. Consumul de materii prime al unei societati comerciale In
primele 5 luni ale anului, exprimat in milioane lei, a fost:

Luna ianuarie | februarie | martie | aprilie | mai

Consum(mil. lei) | 2,7 2,5 3 3,9 4,1

Sa se ajusteze datele dupd o dreapta si sa se faca o prognoza pentru
luna iulie.

Rezolvare:
Tabelul precedent poate fi reprezentat sub forma:
X; -2 -1 0 1 2

vi 127 25 3 [39 a1

Consideram functia de ajustare f(x)=ax+Db.
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Suma patratelor erorilor este data de functia:

5 5
Fab)=X[fo0) -yl = Z[ag+b-yF.
i=1 i=1

Punem conditia ca suma patratelor erorilor sa fie minima.

F.(a,b)=0
Fp(a,b)=0
, 5
Fa(a,b) =23 (ax; +b - y; )x;

=1 .
; va rezulta sistemul:

, 5
Fo(a,b) =23 (ax; +b-y;)
i=1

5,008 5
a. X +b2 % — 2 xyj =0

i=1 i=l1 i=1
s s (*)
ain +5b— Zy, =0
i=1 i=1
Xi Yi x? Xi Yi
-2 2,7 4 -5,4
-1 2,5 1 -2,5
0 3 0 0
1 3,9 1 3.9
2 4,1 4 8,2
5 5 5 5
> % =0 yi =16 Sx? =10 | Y Xy, =4.2
i=1 i=1 i=1 i=1
Sistemul (*) este echivalent cu:
a=0,42

10-a+0-b=42
=
0-a+5-b=16,2

{

b=324"
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Am obtinut dreapta de ajustare f(x)=0,42x+3,24.

Pentru o prognoza pe luna iulie vom considera X =4 si vom obtine
f(4) =4,92 milioane lei..

2. Volumul vanzarilor unui produs in timp de 7 luni a

inregistrat urmatoarea evolutie:
Luna |ian | feb. | martie | aprilie | mai | iunie | iulie

Volumul 30 | 54 76 82 70 50 45
vanzarilor
(mil. lei)

Sa se ajusteze datele dupd o parabola si sd se faca o prognoza
pentru luna urmaétoare.

Rezolvare:
Tabelul precedent poate fi reprezentat sub forma:
Xi 3002 -1 0 1 2 3

Yi 30 54 76 82 70 50 45

Consideram functia de ajustare f(X) = ax? +bx+c.
Suma patratelor erorilor este data de functia:

7 7
2 2
Fab,c)= X[f(x)-yi]" = Xlaxi +bxj +c- Yi]z :
i=1 i=1
Punem conditia ca suma patratelor erorilor sa fie minima.

F.(a,b,c)=0
Fp(a,b,c) =0
F.(a,b,c)=0

336



I
—_

(ax, +bx; +c— y,)x2

, 7
Fa(a,b,c) Z
i=1
. 7
Fp(a,b,c)=2>
i=1
, 7
Fc(a,b,c) = Z(ax, +bxj +c— y,)

7 7 7 7
ain4 +b2xi3 +chi2 - inzyi =0

(axI +bx; +c -y )xi ; va rezulta sistemul:

i=1 i=1 i=1 i=1
7 3 7 5 7 7
ay X +b X+ Xi—2xyi =0 (%)
=1 =1 =1 =1
7 7 7
ainZ +bY xj+7c—- > y;j =0
i=1 i=1 i=1
s [ [k [ [ [y
-3 30 9 -27 81 -90 270
-2 54 4 -8 16 -108 216
-1 76 1 -1 1 -76 76
0 82 0 0 0 0 0
1 70 1 1 1 70 70
2 50 4 8 16 100 200
3 45 9 27 81 135 405
_ilxi =0 _z]y =407 ix? =28 Zx, =0 _i}x;‘ =196 _i}xiyi =31 ix?yi =1237
1= = i=1 i=1 1= 1= i=l

Sistemul (*) este echivalent cu:
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196a+0-b+28c =1237 a=-4,654
0-a+28b+0-c=31 =<b=1107
28a+0-b+7c =407 c=76,761
Am obtinut parabola de ajustare
f(X) = —4,654x> +1,107x + 76,761 .

Pentru o prognoza pe luna urmatoare vom considera X =4 si vom
obtine f(4)=6,725 milioane lei..

PROBLEME PROPUSE

1. Cifra de afaceri a unei firme in ultimii 5 ani, exprimata in
miliarde lei, a fost:

Anii 1997 | 1998 1999 | 2000 2001

Cifra de 3,8 4,1 4,6 52 5,5
afaceri(mld.lei)

a) Sa se ajusteze datele dupd o dreapta.
b) Sa se facad o prognoza pentru urmatorii doi ani.
R: a) f(x)=0,45x+4,64; b) 599; 6,44 .

2. Valoarea profitului inregistrat de un agent economic in timp
de 7 trimestre a Inregistrat urmatoarea evolutie:

1 2 3 4 5 6 7
Trimestrul
Valoarea 34 |52 |98 |76 65 |58 52
profitului
(mil. lei)

a) Sa se ajusteze datele dupa o parabola.
b) Sa se facad o prognoza pentru urmatorul trimestru.

R: a) f(X)=-4,32x> +1,18x+79,42; b) 15,02.
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3. Valoarea produselor raimase nevandute intr-un magazin pe
timp de 7 luni, exprimata in milioane lei, este data in tabelul
urmator:

Luna ian. | feb. | martie | aprilie | mai | iunie | iulie

Volumul 50 30 20 15 12 10 8
vanzarilor
(mil. lei)

Sa se ajusteze datele dupa o hiperbola si sa se faca prognoza
pentru luna octombrie.

4. Evolutia pretului benzinei timp de 5 ani, inregistrata in luna
ianuarie a fiecdrui an a fost:
Anii 1997 | 1998 | 1999 2000 2001
Pretul(mii lei) 3 4 6 9 13
a) Sa se ajusteze datele dupd o dreapta.

b) Sa se facad o prognoza pentru urmatorul an.
R: a) f(x)=2,5x+7; b)14,5.

5. Volumul vanzarilor de autoturisme in perioada 1998-2002 a
fost:

Anii 1998 1999 | 2000 2001 2002
Volumul 2 3 4 6 9
vanzarilor

(mld. lei)

a) Sa se ajusteze datele dupa o dreapta si dupa o parabola.
b) Comparand suma patratelor erorilor, sa se determine care dintre

functiile gasite descrie mai bine evolutia fenomenului studiat.
c) Sa se facd o prognoza pentru urmatorul an cu ajutorul functiei

alese la punctul precedent.
R: a) f(X)=1,7x+4,8; g(x) = 1,O7x2 +1,7x+0,22 c) 14,9.
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6. Evolutia pretului de vanzare a unui produs timp de 5
trimestre este data in tabelul urmétor:

1 2 3 4 5
Trimestrul
Valoarea 5 6 8 10 13
profitului
(mil. lei)

a) Sa se ajusteze datele dupa o dreapta.
b) Sa se faca o prognoza pentru trimestrul urmator.
R: a) f(x)=2x+8,4; b) 14,4.

7. Productia unui bun de consum timp de 5 luni a inregistrat
urmdtoarea evolutie:

Luna ian. | feb. | martie | aprilie | mai
Volumul 1 3 5 8 11
vanzarilor
(mil. lei)

Sa se ajusteze datele dupa o dreapta si sa se faca prognoza pentru
urmatoarele doua luni.

R: a) f(x)=-4,32x +1,18x+79,42 ; b) 15,02.

340



CAPITOLUL 9
CALCUL INTEGRAL

9.1. INTEGRALE GENERALIZATE

9.1.1. INTEGRALE CU LIMITE INFINITE

BREVIAR TEORETIC

Definitie. Fie f :[a,0) & R o functie integrabila pe orice interval

c
compact [a,C], c >a. Dacd lim j f(x)dx exista si este finita,
c—o®©

a
o0

spunem ca f f (X)dx este convergenta si vom nota
a

0 c
[ f(x)dx = lim [ f(x)dx.
a C—)ooa

Criteriu de convergenta. Fie f :[a,0) > R,a>0, f(x)>0,
Vx e[a,0). Dacid lim x% - f(x) = L € R, atunci:
X—>00
o0
1) pentru & >1, rezulta ca j f (x)dx este convergenta.
a
o0
2) pentru @ <1 i L#0, rezultd ca f f (x)dx este divergenta.
a
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PROBLEME REZOLVATE

1. Folosind definitia, s se studieze natura urmatoarelor
integrale si in caz de convergenta sa se determine valoarea
acestora:

© 0
a) 1, = [edxkeR;b) 1, = [ —dx;

wNXE 42

c) I, = x; d)1,=|—dx, 2 eR;
} Jx2+6x+12 ! Ix“ ©

-0 1

0
T 1
e)l. = |xcosxdx; f)| =[——dx.
i -[ 6 Jx2+5x+6

—o0 -1

Rezolvare:
a) Vom aplica definitia din breviarul teoretic.

Functia f :[a,0) > R, f(X)= e~ este integrabila pe orice
interval compact [a,C], ¢ > a. Studiem existenta si valoarea limitei:

c —ka
L= tim [e ™ dx = lim — e —eka) =& Ly gk,
C—0 4 cowo K k Kcow
pentru K 0.

. 1 _ .
e Pentru k >0 avem lime™ =0= L :Ee | prin urmare

C—w

. LT 1 _
integrala este convergenta si J.e ¥dx = Ee k
a

e Pentru k <0 avem lime™ =0 = L = o0, deci integrala este

C—

divergenta.

C—w C—Hx®
a

0 0 C

e pentru k=0 avem |, = J.eodx = J.dx ; lim | dx = limx|:1 =+,
a a

rezultd ca integrala este divergenta.
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1

NXE+2

este integrabila pe orice interval compact [—C,0], ¢ > 0. Vom studia

b) Aplicam definitia. Functia f :(-%0,0] > R, f(X)=

limita:

0
L= lim | ——dx= lim ln(x+\/x2+2j
o o ,X2+2 c—o0

~ lim ln(—c+\/02 +2j=1n\/§— lim In— 2 —n2 |
C—0 Coo oy /C2+2

prin urmare integrala |, este convergenta si I

0

=1n2 -

W =In2.

¢) Functia f:R—> R, f(X) = 2; este integrabila pe
X" +6X+12

orice interval compact [-C,C], C > 0. Vom studia limita:
f 1 T 1 1 X+3

L=lim| ————dx=lim | ————dx =lim—arct
oo d X2 46X +12 c%_[(x+3)2+3 N RN

! 11m(arctg c+3 —arctg ﬂj —L(£+£] =" rezultd
T Bee 3 V3 o) ABl2 2) 3

. : 1
cd integrala |, este convergentd si |, = J ﬂdx = %
I XT+6x+

d)Functia f :[l,o) > R, f(X)= La este integrabild pe orice
X

interval compact [1,C], ¢ > 1. Studiem existenta si valoarea limitei:
C
. 1
L =1lim | —dx. Pentru & #1 avem:

C—)oo] X
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c 1 —a+l |C 1 1
L =lim | —dx =lim = - limc"™;
come X“ °—>°°—a+1|l a-1 a-1lwo=

e Dacd a <1= L =, rezulta ca integrala este divergenta.

1 .. <
e Dacaa>1=L= PRRE deci integrala este convergenta.
a f—

e Daci a=1=L=Ilim ldX=limlnC=oo,prinurmare

C— ] X C—0

integrala este divergenta.

e) Aplicam definitia. Functia f :(—0,0] > R, f(X) = XcosX
este integrabila pe orice interval compact [—C,0], ¢ > 0. Vom
studia limita:

C—® C—o C—

—C —C —C

0 0 0
L = lim [ xcos xdx =lim [ x(sin x)'dx :lim(x sinx|_ - jsin xdx] -

= lim(~csinc+1—cosc) = limC(—sinCJrl—%j =lim f(c);
C C

C—0 C— C—

pentru X, =2n7 + % = lim f(X,) = —o;
n—oo

b
pentru X, =2Nn7 — = rl]l_I)l; f(X,) =00, prin urmare nu existi

0 0
lim I Xcos Xdx , deci integrala | = IX cos Xdx este divergenta.
C—

—C —00
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f) Functia f :[-1,0) >R, f(X)=—;
X" +5X+6
pe orice interval compact [—1,C], ¢ > —1. Studiem limita:
¢ 1 ¢ 1
L = lim fz—dx— lim —2dX=
C>% | X* +5X+6 oy (x+ 2 ) (;)

este integrabila

C
X+2

= lim In

= lim (ln ¢ +§ - ln%j =In2, prin urmare

X+3 1 GCox

integrala |, este convergentd si |, = 4dx In2.
Y x?+5%x+6

2. Utilizand criteriul de convergentd, sa se studieze natura

urmatoarelor integrale, iar In caz de convergenta sa se afle valoarea
acestora:

¢ 3x+4 [ arctgx
a)llzj1+ dx; b) I, j : )fx—zgdx.
1

«/2x+3

Rezolvare:

a) Functia f :[0,0) > R, f(x)= -, are proprietatea cd

2

f(x) >0, Vx €[0,0). Deoarece limx“
xom 14X
a =4 >1 rezulta, conform criteriului de convergenta enuntat in
breviarul teoretic, ca integrala este convergenta.
Valoarea integralei este:
c 2
. X 1 c 1 T
| =lim —dx =lim| — arctgx3| =lim—arctgc® =~
cw e 1+ x° con\ 3 0 6

C—® 3

- =1, pentru
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3x+4
b) Functia f :[-1,0) > R, f(X) =——=——, are proprictatea
XA2X+3

3x+4 3
ca f(X)>0, Vxe[-1,0). Deoarece limX* ———=—,
e x32x+3 A2

1 5 e <«
pentru o = 3 <1 rezultd, conform criteriului de convergenta, ca

integrala este divergenta.

. arctgx .
) Functia f : [1,00) —->R, f(x)= 2g , are proprietatea ca
X
f(x)>0,Vxe [1 oo) Deoarece lim x“ - arctgx _ » pentru
X—0 X2 2

a =2>1 rezulta, conform criteriului de convergenta, ca integrala
este convergentd. Valoarea integralei este:

I-hmjpujammxmu-hm[——ammﬂl+j J
C— x(x? +1

C—)Ool
c c’
2xdx
=Z 4+ lim lJ. :1—{-l lim J. =
4 C—>0021X2 X2+1 4 2C—>oolt(t+1)
C2
=Z+1 lim In +4In2=2+11n2
coo c? 4]
3. Sa se studieze natura integralei: | = jz— dx, meR.
5 2X" —4x+1
Rezolvare:
: x" . <
Functia f :[2,00) > R, f(X) = ——————, are proprietatea ca
2X° —4x+1

f(x)> 0, VX €[2,00).
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m

U X 1 . C o
Avemcd limX® - —————=— dacd si numai dacd
X0 2X° —4x+1

a+m=2< a=2-m.Rezulta ca:
e Pentru a=2-m>1< m<1, integrala este convergenta.

e Pentrua=2-m<1< m21, integrala este divergenta.

4. Sa se determine valorile parametrului n € R pentru care
L}

: * o x2
integrala | = j ——————dX este convergenta.

05N2x35 48

Rezolvare:
21
Functia f :[0,00) > R, f(x) = X , are proprietatea ca
5'W2x3 +8
f(x)>0, Vxe[0,0).
L}

Cw X? 1 .. . -

lim x* - = daca si numai daca

X—>00 sy 4 g 51\1/5

n . 35 46 n

+——-l=—oa= .
2 11 11 2

Ca urmare a aplicarii criteriului de convergenta, avem ca integrala

S C . 46 n 70
este convergentd daca si numai daca o = 12 >Il=>n<—.
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PROBLEME PROPUSE

Folosind definitia, s se studieze natura urmatoarelor integrale si
in caz de convergenta s se determine valoarea acestora (notata | ):

o0
Jxe_axdx, aeR R: divergentd daca a < 0; convergenta

0
daca a>0 si | =#.
o0
2. J 3 R: convergenta, | =#.
oX"—2x+4
3. Ism Xdx R: divergenta.
0
ol
4, j R: divergenta.
S X +4
T 2x+1 .
5. Jz—dx R: divergenta.
3X° +4x+3

1 .
6. J —adX, aeZ  R:divergentd pentru o <1, convergenta

“w X
_
pentru o >1 si | o
o0
7. jx sin dx R: divergenta.
—o0

8. Ixaxdx, a>0 R: convergenti pentru a < (0,1) si

Ina-1

In%a

I =—a-

; divergentd pentru a > 1.
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9. I cos” xdx R: divergenta.
=2 1
10. J.gdx R: divergenta.
1. [ ———dx R: convergentd si | =2.

12. | —dx R: convergenta si | = %+ In2.

| 72

13. [ ——dx R: convergentdsi | = —

o0
14. je—ax cosxdx, a e R R: divergentd daca a <0 ; convergenta
1

daci a>0gsi | = -
a“+1

w 2
Irctgx .
J‘mdx R: convergenta si | = 33%

15.
x? +1

1
16. Im—axdx, aeR R: divergenta daca « <1; convergentd
X
1

1
(@-17

dacd a >1si | =

Utilizand criteriul de convergentd pentru functii pozitive, sa se
studieze natura integralelor urmatoare si, daca este posibil, sa se
determine valoarea lor.

0

17. j arctgx dx R: divergenta.
X

1
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18. | ———dx R: divergents.

19. J arc;c‘gx dx R: convergentd si | = E + —— ln 2.
;X
20. Jldx R: convergenta i | = 47;;6 .
1 X2 —5x+13
) 2
21. | X7 +4 dx R: divergenta.
1x 2% +3
22. J%ldx R: convergenta si | = i - —1n3
X —_
2
3
23. J.23X—+5dx. R: convergenta.
X" +2Xx+4

-1
Sa se studieze natura integralelor:
m

4. [ ———dx, meR.
S X7 +2X+4

R: convergentd daca m <1, divergentd dacd m>1.
2

25. J‘mx—dx, meR.
o X0 +3x+1

R: divergenta daca m <3, convergenta daca m > 3.
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V2x -1
(Bx=2)V4x+3

R: convergentd daca m < 7, divergentd daca m> 7.

26. dx, me N, m>2

— 38

Sa se determine multimea valorilor parametrilor a,b,c € R
pentru care urmatoarele integrale sunt convergente:

o 5 2a+l

27 [P Ria<.
3%’ +4 2
03 5

28, [N gy R:b> 11,
09x" +1

29. j“x Riced.

Y2x -
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9.1.2. INTEGRALE DIN FUNCTII NEMARGINITE

BREVIAR TEORETIC

Definitie. Fie f :(a,b] > R o functie integrabila pe orice interval

b
compact [c,b] = (a,b] si lim|f(x)|=c0.Daca lim [ f(x)dx
x—a

£ ate
b
exista si este finitd, vom spune ca I f (X)dx este convergenta si
a
b b
vomnota | f(x)dx = lim [ f(x)dx.
a c2Vate
>0

Criteriu de convergenta. Fie f :(a,b] > R, f(x) >0, Vx e (a,b]

si lim f(x)=o.
x—a

b

1) Daca lim (x—a)” - f(x)= Ae R, pentru g <latunci [ f (x)dx
X—a

a
X>a

este convergenta.

2) Daca lim (X — a)'B f(x)=Ae R*, pentru £ > 1atunci
X—a

x>a

b

f f(x)dx este divergenta.
a
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PROBLEME REZOLVATE

1. Folosind definitia, s se studieze natura urmatoarelor
integrale si in caz de convergenta sa se determine valoarea
acestora:

0 1 2 1

= [————dx; D) I, =[———dx;

o i[\/9—x2 G Bl J.lxz—6x+8 X
b e

C) I3:‘[(X—a)p dx,peR; d) |4=‘!.mdx;

Rezolvare:

a) Fie f:(-3,0]> R, f(x)= . Cum

9—x*

1
lim = +00
SeR'CES'S ’
rezultd ca functia este nemarginita in unul din punctele domeniului
de integrare.
Avem ca f este continud, deci integrabila pe orice interval compact
[c,0] = (-3,0].
Studiem existenta si valoarea limitei:

o 1 ) ) x|’ ) . —3+¢ T
lim J. ——dx = limarcsin — = lim| 0 — arcsin 3 :3 ,

0 2 0 0
0 e V9-X £0 )
0
.. . 1 T
deci integrala este convergentd si |, = j dx ==

73\/9—X2 2'

b) Fie f :[-1,2) > R, f(X) = 2; Cum lim f (X) = +o0,
— +8 i:;z
rezultd ca functia este nemarginita in unul din punctele domeniului

de integrare.
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Functia f este continua, deci integrabila pe orice interval compact
[-l,c]c[-L2).
Studiem existenta si valoarea limitei:

2—-¢ 2—¢ 2-¢
. 1 . 1 . [1. |x-4
lim | ——————dx=Ilim | ————dx=1im| —In ‘ =
e20 7 X" —6X+8 6207 (x=3)" -1 o0\2 0 x=2])]
1. 2+¢ 5 - . .
= 11m(1n —In j = o0, deci integrala este divergenta.
20 € 3
. 1 e
¢) Functia f :(a,b] > R, f(X) =——— este nemarginita si

(x-a)?

integrabild pe orice interval compact [C,b] < (a,b]. Studiem limita:

8 1. Lolb
L= lim J de:l hm(x_a) p
g0 X—a —Pe0 ate
&>0 a+g( ) >0
— 1 | (b-a)"P—1im &P |- pentru p=1.
I-p 0

>0

(b-a)
1-p
b _ 1-p
convergenta si are valoarea: |, :J ! dx = (b-a) .
a (X - a)P I-p
pentru p >1 avem L =0, deci integrala este divergenta.

e pentru p=1 avem
b

e Dacd p<lavem L= , deci integrala este

. 1 ) b .
L=lim | ——dx= 11m1n|X - a|| = ln(b - a)— limlng = +oo,
-0 X—a -0 ate -0
>0 ate &>0

&>0

prin urmare integrala este divergenta.
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d) Fie f:(l,e] >R, f(x)=

.Cum lim f(X) =+,
XIn X X—1
x>1

rezulta ca functia este nemarginitd in unul din punctele domeniului
de integrare.
Functia f este continud, deci integrabila pe orice interval compact
[c,e]c(1,e].
Studiem existenta si valoarea limitei:

e

lim f ;dx = lim In(In X)|i3 =— lim In(In(1+ &)) = o0, deci
£—0,, . XInX e—>0 te >0
e>0 e>0 >0

integrala este divergenta.

2. Folosind criteriul de convergenta pentru functii pozitive sa se
studieze natura urmétoaelor integrale si, daca este posibil, sa se
determine valoarea acestora:

2o 4 1
a) [———dx : b) [———dx;
'<[\/4—x2 {x3—3x+2
b
1
€) [————=dx, a<b.
i,/(x—a)(b—x)

Rezolvare:

a) Fie f:[0,2) >R, f(X)= ; Avem:

Va-x?

1
lim—— = +o0. Vom aplica criteriul de convergenta enuntat in
2 a2 P gem ’
X<2

breviarul teoretic. Avem ca f(X) >0, Vx €[0,2) si.
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. (2-x 2—x)"
lim ( ) = hm ( ) .
aANA=x G (2+x) (2-x)2
conform criteriului de convergenta, rezulta ca integrala este
convergentd. Valoarea integralei este:

:l pentru « :%<1, deci,

2—-¢ 2-¢ _
| = lim j dx = lim arcsin5 = lim arcsin2 :Z_
20  Ja_x2 £—>0 2o £>0 2
&>0 &>0 >0
b) Fie f :(1,4] > R, f(x)=3;.
X> —3X+2

) 1 1 <

Avem lim 3 = lim =+00. Avem ca
X—=>1x” —3x+2 X—>1(x 1) (X+2)

x>1
f(x) >0, Vx e (1,4] si.

hm(x—l)“
X—=>1(x - 1) (x+2)

x>1
de convergenta, rezultd ca integrala este divergenta.

=1 pentru a =2 >1, deci, conform criteriului

¢) Fie f :(ab) >R, f(X) =———"— Scriem

J(x—a)b-x)

|1+|2,unde |1 ZJ

1
—dX si
av(x=ayb-x)

b

,/(x a)(b X)

= dx, a<c<b.
2 I,/(x a)(b X)
Avem ca 11m—:+oo i f(X)>0, Vxe(a,c];
x—a . /(x—a)(b—x) 100 (@cl

X>a
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1 1 1
lim (X — a pentru ¢ =— <1, prin
x—a J(x—ayb-x) ~Jb-a 2
X>a

urmare integrala || este convergenta.

Avem cd lim S S +0 si f(Xx)>0, Vxe[c,b);
x—=bJ(x—a)b—-x)
x<b
lim (b - x)“* ! __ 1 pentru o = 1 <1, deci
x—b Jx-a)b-x) +b-a 2

x<b

integrala |, este convergenta.

In concluzie, integrala | = 1} + |, este convergenti.
Pentru a calcula Iy si I,, facem schimbarea de variabila:
x=a+(b— a)sin2 t = dx=2(b—-a)sintcostdt;
Obtinem:

b-¢ 1
I=lj+1y=lim [ ————dx=
20, J(x—a)b—x)
>0
arccos4/35 1
=lim | -2(b—a)sintcostdt =
g_>0arcsm\/: \/(b a)sin’t-cos’t
arccos /75 :
=lim  [2dt = lim 2t|2“"’°S =7,
20 yrogin [= €20 aresin
&>0 e>0
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PROBLEME PROPUSE

Folosind definitia, s se studieze natura urmatoarelor integrale si
in caz de convergenta s se determine valoarea acestora (notata | ):

0
1
L |y = [ ——dx. R: convergentisi | =Z.
2
“1v1-x2
3
2. 1y =j2—dx. R: divergenta.
1 X7 =8x+15
b
3. I3=[———dx,meR. R: convergenta si
a(b — X)m
I-m
| = (b;a) daca m <1, divergentda daca m>1.
-m
e
4. 1= dx. R: divergenta.
1 XIn~ X

Folosind criteriul de convergenta pentru functii pozitive sa se
studieze natura urmatoaelor integrale si daca este posibil sa se
determine valoarea acestora:

T

5. [——dx. R: convergentisi | =Z .
£V16—x2 ?

1

6. | %dx . R: divergenta.
2 X° =3x-2
b 1

7. [————dx, a<b. R: divergenta.
a(X=a)(b—x)

R: convergentidsi | =7 .

3 1
—_dX.
i,/(x—3)(5— X)
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Sa se studieze natura integralelor:
1
e
9. J
X
0

-1
! dx
_3\/x2 -1

! dx. R: divergenta.
In

R: convergentasi | = —1n(3 -2\2 )

Utilizand criteriul de convergentd pentru functii pozitive sa se
studieze natura integralelor, si, in caz de convergenta, sa se
determine valoarea lor:

1
11. j;dx. R: convergenta si | :ﬁTﬁ'

o (x+3Wx

3
1
12, | ———=dx R: convergentasi | = 7.
! JB=Xx)x
13. I%dx. R: divergenti.
7 X =3X+2

Sa se precizeze multimea valorilor parametrilor reali m, n, p
pentru care urmatoarele integrale sunt convergente:

14j 2X +1 R:n<l.

15. jx4+ldx meN,m>2. RimeN,m>2.

1\/x5+x 2
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9.1.3. INTEGRALE EULERIENE

BREVIAR TEORETIC

[e 0]
Integrala gamma: T'(a)= [x*'e *dx; a>0.
0

Proprietati:

) r(1)=1.
2)T(a)=(a-1)r(a-1), (vV)a>1.
3) T(n)=(n-1),, (V)neN.

4) r(lj =z.
2
1
Integrala beta: B(a,b)= [x*1(1-x)Pdx; a>0,b>0
0
Proprietati:
1) Ala,b)= B(b,a), Va,b >0
I'(a)r(p)
2 b)= vab>0.
)ﬂ(aﬁ ) F(a-i-b H a: >
( ) ) Xa—l
2) Alab)= [——dx.
(J;(l+ X)a+b

3) Daca a+b =1, atunci f#(a,b) =— T
sin(az)
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PROBLEME REZOLVATE

Sa se calculeze urmatoarele integrale:
+00

Lo1= [ /x+1e ™ dx.
-1

Rezolvare:

Folosim schimbarea de variabila x+1=t= x=t—-1= dx =dt.
Intervalul de integrare se modifica dupa cum rezulta din tabelul de
mai jos:

X -1 )

t 0 o0
0 1

Obtinem: | = f t etdt. Prin identificare cu formula de definitie a
0

integralei gamma, rezultd a—-1=-=a= % , prin urmare

1=r(3)=1r{)=17.

1
2

2
~+00
2. 1= xe X dx.
0
Rezolvare:

Folosim schimbarea de variabild 2x =t = X = %t =dx = %dt .

X 0 0
t 0 0
Obtinem: | = I(£) e_tldt=L6jt5e_tdtzi6l“(6)=5—6’=§.
o\2 2 205 2 2 8
+00 )
3. 1= x% X dx.
—©
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Rezolvare:
Deoarece functia care trebuie integrata este pard, rezultd ca

+o0 ,
=2 xe ™% dx.

0
Folosim schimbarea de variabild: x? =t = x =t* = dx = %t_édt .
X 0 0
t 0 0
~+00 +00
1=2 ] PetLt-tdt= | tielat :1"(7) :5.3.11"(1):15\/;_
0 0 2) 222 \2 8

1
4. 1 =[xIn® xdx.
0

Rezolvare:
Folosim schimbarea de variabila: Inx =t = x =e! = dx = eldt

X 0 1

t — 0 0

0 t O 3t
| = [ert’eldt= [tPe dt
—00 —00

Facem transformarea: % =—-y=>t= —% y=dt= —%dy

t — 0 0

0 3 _ 16% 53 _ 16 32
'ZJ(‘%V) e y(‘%)dy:—gfy% ydyz—gr(“):—g-
0 0
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© 2
5. 1= [e ™ dx (integrala Euler-Poisson).

0

Rezolvare:

Folosim schimbarea de variabild: X2 =t = x =t* = dx = %t_%dt .

X 0 0

t 0 0

o0
6. jln—xdx,a>1.
a
1 X

1)2\/2;

Folosim schimbarea de variabila:Inx =t = x = e! = dx = eldt.

Rezolvare:

X 1 0

t 0 0
o0 o0

| = [tetedt = [te (@ tqt
0 0

Folosim schimbarea de

variabila: (a -1}t = y=>t=-Ly=dt=

a-1

t 0 0

y 0 0

0

l=—1_[ye Vdy= 1)21"(2):(

(a-1) 0 (a-1

a-1)
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) ) b

7. Integrala | = Ie_O’SX ~X*lgx are forma kea(%) . Sd se
-1

determine valorile parametrilor reali k, a si b.

Rezolvare:
O D Ry
Avemcia: | = je_7X gy = je_ > dx=
-1 -1
X24+2X+1 W3 (X;rlj
- fe 2 2dx o2 je V2 ) 4 . Folosim schimbarea de variabila:

-1

X+1—t:>x J2t—1= dx = /24t .
NG

X -1 0

t 0 o

e =
= ?j \J2dt . Folosind faptul ca J.e’t dt = —(1ntegrala
0

1

Euler-Poisson), obtinem cad | = e*y2 % = ei(%j , prin urmare

3,1

valorile cautate ale celor trei parametri sunt: k =1, a = > b= 5

Sa se calculeze urmétoarele integrale:

> :{)3x2(l— X)
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Rezolvare:
I dx

| _(I)ﬂxz(l X)

de definitie a 1ntegra1e1 beta, obtinem:

j X3 (1 - X)_% dx . Prin identificare cu formula

a_1=_%:>a_3, b- 1——§:>b—§,pr1nurmare avand in

vedere definitia §i proprietatea 3 pentru integrala beta, rezulta:
)T 2
I = ﬂ (3 ) - -

sin% V3
1
9.1 =jx8(1—x3}1x.
0
Rezolvare:

Facem schimbarea de variabild x> =t = X = ts =dx= %t_%dt .

X |0 1

t 1

0

1 1
=Lt (=t St = L[t —tht = L _LIore 1
_3({ (I-t)~>dt 3(f)t (1-tht=5532) 3G 1z

10. | =}%/§(1—x2)"5dx
0

Rezolvare:

Facem schimbarea de variabili: x? =t = x =t z =dx = % “adt.
X 0 0

t 0 0
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1 1 1 1 3 1
Prin urmare, | = [ x?(l - x2)1’5dx = % jt?(l —t)tdt=
0 0

1
:ljt‘%(l—t)%dt :lﬂ(z 5)
20

27372

o0 X o0
11. Sé se calculeze: a) | = | cdx;b) | =
0(1+X) 01+X

X dx.

6

Rezolvare:
a) Prin identificare cu a doua formula de definitie a integralei beta
(proprietatea 2), obtinem: a—1=1=a=2; a+b=6=b=4,

prinurmarelzﬂ(2,4):%:2lo.
b) Facem schimbarea de variabila X0 =t=x=t Ddx—% ~dt.
X 0 00
t 0 00
0 % ] 14—3
L e g g) L e
6,1+ 6 6,1+t 6 373 6sin% 9

12. Integrala | = [(sin x)1*(cos x)" %6 dx are forma k- B(p,q),
0
unde Kk, p,q € R; p,q > 0. Sa se afle valorile paramertilor k, p,q.

Rezolvare:
Folosim schimbarea de variabila: sin® X =t = 2sin X cos Xdx = dt .
X 0 T
2
t 0 1

Transformam functia care trebuie integrata astfel:
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(sin X) (cos X)_l’6 2sin X cos Xdx =

I\JI»—
O — oy

(sm X) (cos2 X)_O’8 2sin X cos Xdx . Obtinem:

NI»—
O oy

|=Ejt0’2(1—t)_0’8dt:%ﬂ(l,z; 0,2)» deci k—f, p=12 q=02.
0

< . 3 dx
13. Sa se calculeze integrala: | = j

“4f(x+4)3-x)

Rezolvare:

3 1 5
Integrala se poate scrie: | = j(x +4)7°(3-x) v dx.
—4
Incercam si facem schimbarea de variabild
X+d=t=>x=t-4=dx=dt.

X -4 3

t 0 7

Se observa ca intervalul de integrare devine (0,7), prin urmare,
pentru a ajunge la intervalul (O, 1) , vom folosi schimbarea de

variabils 5% 2t & x = 7t — 4 = dx = 7dt.

X | —4 3

t 0 1

1 1
Obtinem: | = [(7t) *(7-7t) *7dt=7"¢-7"¢-7[t ¢(1-t) “dt =
0 0
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PROBLEME PROPUSE

Sa se calculeze valoarea urmatoarelor integrale:

© 6 _ax . 80 ToT X 2.
1. J'x e Xdx R: 243 2. JX e " dx R:3;
0 0
+oo i
1 4, —X
2 1 IX e dxp- 3.2
3. E|)'()(_)( )de R: 772 4, g R: Z T

1 00 2
5. [Vx—x?dx R:% 6. [ e X dx Rz
—00

0

-1 0
7. [JEx=1P eldx R:z 8 [x*(1+x)dx R: "
o e

0
0 .2
9. [x e*dx R: —120 10. [ X3 H 24 Ri-l
—00 —© eX
1 1 1 273
11. jx14(1—x3)6dx R: %930 12-I;dx R: 73
3/,,2 3
0 03/ x=(1-x)
2 0 X4 1
13.jx2\/4—x2dx R: 14. I dx R: 3
0 ()(1+X)6
15.j(x—x2) dx R: -1 16. j—dx R:2x
0 030 0§/x°(1-x)

1
7 Prlinxfox R 13 18§t e as 0 RIS
0 0

19(]?;4dx RL\/* 20. }z(x+2)5ex+2dx R:=120
ol+X 242 e
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211 g R 2 22.[e > dx R V27w
om 0 2

o0
23.[e X' dx; n>0 R: 11“()
0
o0
24. [xMe™ dx; m,n >0 R: F(m”)
0
25.[(x—2)7 > *dxR: 7! 26. [e"dx R: 2
2 0
/2 +00 3
27." [ "sin xoos® xak R 28, [ e ax R: 711
0 0

0
4 2 . 729
29. I3X 9-x"dx RiZ57

3ojezdeJ_ﬁ 31; dx R:27

01 +2x?
32. I,Hn —dXR: Tﬁ 33 I R: 27z
(x+3) (1-x)
T 2 —-1m
34. [x"e X dx;neN R: 0, dacid n impar; g LRSS :—(n 1)"\/;’
; p > _
—00 22
dacd n par
35. j(x+1)3 X+lgx R: -3! 36j dx R:7
o \/ZS—XXX—j
37 jlln3 x(1-Inx)*dx R: L 38 j X dX R:Z
.1X - 280 IOI-I-X6 "3
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a 6
x4\/a2 —x2dx R: ”36‘_2

+00 s © 2 -1
40. [ e ¥+ dx R: £’§ a1 x| ax R i
1 2e 0 2
2 5 2 5832 7 2n,—x" n+1
X*V9—x"dx R:2322 43. [x"e”" dx;ne N R: F

3
0 0 n

o0
44, jx3e1_xdx R: 6

0

1 _ A \
45, J'(ln%)p 1dx; p>0 R;l"( )46 IX—dX R-”‘/E 32
0

01+ 20 27
o0

o0 2 4 n
47. [e X P dxR: e;/; 48, [(x-1)°e "V ax R:1
-1 1
3

49jxexdxneNR 50] de;E
0 01+X 8

0
51. [x6v16-x?dx R: 12807
—4

1 /2

52. jxs(l— )dx R: L 53 f sin? xcos2 XdXR: 7
0
o0

54, jﬁde =55 jx (1 X )Adx
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1 © 1
56. dx R:Z 57. dx R: =
(J)l+x 3 ({%&iuxzi V3
2
X
58. dx R: 2%
g
7/2 (m—1)(n-1)
59. [ sin®™ ! xcos? ! xdx; mne N R men-1)
0
o0 5 2 0 2 5
60. [e X +X*+lgxR: & T g1 [ (1+X—J ;neN’
o V2 e
62, [ 2 +4rlgy R: &2 7 63 [ dx R: i
—00 01+X4

o] 0
64. [x-2e**dx R: @ 65. [x’e! *dx R:16
2 1

66. }x3(1—x2)5dx R:é

4
67. f—dx R: 3132
oacf s
o]
68. Integrala | = Ie O+ x are forma ke®7z° , unde

-1
k,a,b € R. Sa se afle valorile parametrilor k,a,b.

N PP |
R: k—?,a—S,b—E.
/2
69. Integrala | = | sin? xcos* xdx are forma kz? unde
0
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k,a € R. Sa se determine valorile parametrilor K si a.

R
R: k= 35> @ 1.
®© 3
70. Integrala | = fx2’56_4x dx =al'(b),unde a,be R;b>0.Sa
0
se determine valorile parametrilor a si b .

1
71. Integrala j - | x3’6(1— x3)4’8 dx = kB(p,q), unde
0

k,p,qeR; p,q>0.Sa se determine valorile parametrilor K, p,q.
1 1+ X)mel a- X)anl

72. Sase calculeze T -
) (1+x2)m+n

dx,m>0,n>0-
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9.2. INTEGRALE DUBLE

BREVIAR TEORETIC

Fie D < R? un domeniu marginitsi f : D — R o functie
integrabild pe D. Calculdm 7 = f f f (x, y)dxdy.
D

Reguli de calcul

1. Daci D este dreptunghiul [a,b]x[c,d], atunci:

b(d d(b
[/ e, p)dxdy = | [ [ f(x, y)dy}dx = | [ J f(x,y)dedy

D a\c c\a

2. Presupunem cd D este un domeniu Inchis, simplu in raport cu
axa Oy, adica D = {(x,y)eRz/ a<x<h alx)<y< ,B(x)}, iar
functia y — f(x, y) este integrabild pe [a(x), B(x)]. Atunci:

b| B(x)
I/, y)dxdy = f[ jf(X,y)dy}x.

al a(x)

3. Presupunem cda D este un domeniu inchis, simplu in raport cu
axa Ox, adica D = {(x,y)eRz/ a<y<b, a(y)<x< ,B(y)}, iar
functia x — f(x,y) este integrabila pe [a(y), B(»)]. Atunci:

5[ A()
[/ (e, y)dndy = | [ If (x,y)dx]dy :

D al a(y)

373



4. Schimbarea de variabila in integrala dubla: trecerea de la
coordonate carteziene la coordonate polare.

Consideram transformarea: x = pcosé, y = psiné, unde
p20,0¢c0,27]. Rezulti ci daca (x, y) parcurge domeniul D,

atunci (p,8) parcurge domeniul D = [r1.7]x[0).6,], unde
[r.7 ] [0,0) si [6,,60, ] [0,27]. In aceste conditii, rezulti ca:

Hf(x,y)dxdy =Hf(pcos€,psin0)p dpdf .
D D’

Observatie. Daca D este un domeniu inchis si marginit, atunci aria
suprafetei D este: Aria(D)= [[ dxdy .
D
Formule ce vor fi utilizate:
e ccuatia dreptei ce trece prin punctele A(xl, yl), B(xz, y2)

x y 1
este: x oy 1]=0-
X3 yy o1

e ccuatia cercului cu centrul A(a,b) siraza r este:
(x—a) +(y-b) =r*.
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PROBLEME REZOLVATE

1. Se considerd D =[0,1]x[-1,0] si /:R— R,
flx,y)= 2x2y - xy3 +1. Sa se calculeze ”f(x,y)dxdy .

D
Rezolvare:

%2 3 (2.2 4 P70
I=I f(Zx y—Xxy +1)dy dxzj'{(x y —%xy +y] }dxz
o\~1 0 y=-1

1
1 3002
:j(—x2+lx+1)dx: ESNE S [ S L
0 4 308 38 24

2. Sase calculeze = H(xz — y kxdy » unde
D

D={(x,y)eRz/OSxSl;x—2£y£x2+3x—1}.

Rezolvare:
Deoarece domeniul D este simplu in raport cu axa Oy, obtinem:

1(x*+3x-1
I=] | (x2 —y)dy dx. Avem ca:

0 x—2

x> +3x-1 ) 1 4 3 ) 3
| (x —y)dy =—x" —x~ —2x" +x+ =, prin urmare
x=2 2 2

]=I lx4—x3—2x2+x+i i = 7L
0 2 2 60
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3. Sase calculeze J = [[dxdy , unde
D

D= x,y)eRz/ny—2,ny2—x—2}.

Rezolvare:

Consideram functiile f1, />, :R—> R, fi(x)= x> -x-2,

f>(x) =x—2. Determindm punctele de intersectie ale graficelor

celor doua functii, rezolvand sistemul {y =x?—x-2 si gasim
y=x-2

punctele 4(0,—2) si B(2,0). Domeniul D este dat de suprafata

hasurata.

A(0, -2)

Observam ca D se mai poate exprima astfel:
D= {(x,y)eRz/ OSxSZ,xz —x—2£y£x—2}, deci D este
simplu in raport cu axa Oy . Prin urmare, integrala devine:

2 x-2 20 vln 2 R )
I=] [ dy dx=£(y|y:xz_x_2)dx:(f)(2x—x )dx:?-

O\x*—x-2
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4. Sa se calculeze | = j J xdxdy » unde D este domeniul din figura.

0, 1)

(0,0 P
Rezolvare:
x y 1
e Ecuatia dreptei AC este: || ( ||—0= x+y=2-
0 21

=]

,1) sirazi 1 este:
(x—0)2 +(y—1)2 =l x? +y2 -2y=0.
e Coordonatele punctului B se determina rezolvand sistemul:

5 _9 x=0,y=2 ) . .
{ xX+y 3{ o obtinem 4(0,2) si B(%,%)-

4
x2+y2—2y=0 X=—,y=

5 5
Consideram domeniul simplu in raport cu axa Ox . Cu notatiile din
breviarul teoretic, punctul 2, avem:

e Ecuatia cercului de centru (

a=2 p=2; 2x+y=2=x=202-y)=a(y)=12-y);

x2+y2—2y=0:>x=im<:>ﬂ(y)=+m-ReZ‘ﬂté:
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J2y-y? 2y=y?

2 2x2
I=J dex dy:j?

dyz—%

o — 2O

2-y

5. Sase calculeze I = _[_[ dxdy , unde domeniul D este dat de

D
suprafata hasurata.
A
Y (1,2)
/ 2,1
Lt 20
0 2 x
Rezolvare:
x y 1
Ecuatia dreptei dy este: [0 | 1|=0= y=x+1-
2 1
x y 1
Ecuatia dreptei d, este: |1 2 1|=0= y=3—x-
2 11

(5y2—12y+4)dy =

32

75

Dorim sa integram pe domenii simple in raport cu Oy . Vom descompune

D in reuniune a doua domenii D,, D, care au interioarele disjuncte:
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y (1,2) I

D;

» »
» »
X

1 2

S
=
Q

Pentru D, avem a=0;b=1; a(x) =0, f(x) =x+1

1 x+1 1 1
I =ﬂdxdy=j[ Idy}dxzf(x+l)dx:(%x2 +xj

D oL 0 0 0
Pentru D, avem a=1,b=2; a(x)=0, f(x)=3—x.
2(3—x 2 x2 2
Iy = [dxdy = [| [dy jdx = [(3-x)dr =3

D 1L 0
Rezulticd [ =1 +1, =3.

1 1

6. Sase calculeze [ = ﬂ\/xz +y2dxdy, unde
D
D:{(x,y)eR2/4Sx2 +y2 S9;y20}.
Rezolvare:

Folosim trecerea la coordonatele polare:
x = pcosf
{ y = psiné
{4sz+y2 S93{2S,0S3
y>0 0<@<r

, pel0,:0),00,27]

3

=3-2,

2
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Vom avea: D = {(p,&) eRz/ZS p<3,0< Hﬁﬂ'} si
dxdy = p-dpd0 .
19

(3 Vd
I= ﬂpzdpdé’:I[Ipzdde9=1j19d9=—ﬂ.
D’ 0\2 30 3

7. Sa se calculeze aria discului de raza r, unde » > 0.

Rezolvare:

Avem de calculat aria domeniului D = {(x, y) eR?/x%+ y2 <r? }

Conform observatiei din breviarul teoretic, aria domeniului D este
egald cu H dxdy .
D

Folosim trecerea la coordonatele polare :
{x = pcosf

o, pe[O,oo),He[O,27z]
y = psinf

(x,y)e D= X2+ y2 <r?t= pel0,r] 8 €[0,27]. Prin urmare,

D" = {(p,@)eRz/OSpSr, O£¢9§27r}§i dxdy = p-dpd@ . Prin
urmare,

2z (r r2 2z
[[dxdy = [[pdpdo = [|[pdp|d0 =" [d0=m*.
D D’ 0\0 2 0

8. Sase calculeze I = He”x“ry2 dxdy unde
D

D={<x,y)eR2/1£x2+y2£4,O£x£y}.
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Rezolvare:
Folosim trecerea la coordonatele polare:

{xzpcos@

oL pelo,w)oelo2x].
y = psinf

(x,y)eD:lsx2+y2 <4,0<x<y=pell,2] He[% %}

2 T T :
Avem: D" {(p, eR /1<p<2 Z QSE}SI
dxdy = p-dpd@ . Rezulta:

= ” \/,o2 cos’ @+ p’ sin® 6 32 P _
= |le pdpdl = j jpe dp |db =
_Z[{peplz—J'epdpj jz'(2e —-e—e +e)dl9 e? ‘;:%-ez-

PROBLEME PROPUSE

1. Si se calculeze H(Sx3 ¥y —2xy + 7 Hxdy unde
D
D=[-2,0]x[1,2]. R: -10.

2. Sase calculeze J'J'(er dedy unde
D

Dz{(xy ERZ/IS)CS3 OSny—l} R: 441 1n3

3. Sase calculeze ” dxdy ,unde

x+y+1

Dz{(x,y)eRz/y—xSI,x+yS3;xZO,yZO}. R: 2-In2.
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4. Si se calculeze ” (2xy +x— 3)ydxdy

D
undeDz{(x,y)eR2/1£x£2;x2+13y£x2—x+3}.R: %
5. Sase calculeze |[ y—4 dxdy unde
D x
D:{(x,y)eRz/lsxs4,2x—1§y§x2+1}.R: %

6. Sase calculeze _U Y dxdy , unde
X
D

Dz{(x,y)eRz/ISxSZ, 2x—1£y£x2}.R: %—%mz.

7. Sise calculeze ” e ) dxdy unde unde
D

D={<X,y)ER2/X2+y2 S16,x20,y20}. R:
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CAPITOLUL 10
ECUATII DIFERENTIALE

BREVIAR TEORETIC

Ecuatii diferentiale de ordinul 1

e Forma implicita: F(x,y,y')zO, F:DcR> > R, xel cR,
functia necunoscuta fiind y = y(x), derivabila, cu derivata
y'=y(x).

e Forma explicita: y'= f(x,y)

A rezolva o ecuatie diferentiald presupune a determina o functie
y=@(x), :1 > R, astfel incat F (x, o(x), (/)’(x)) =0; Tn aceste

conditii, spunem ca functia y = go(x, C ), C € R este solutia

generala a ecuatiei.

Pentru o anumita valoare a lui C, functia y = ¢(x) se numeste

solutie particulara a ecuatiei.

e Problema lui Cauchy pentru ecuatia F (x, Vv, y') =0 constd in

determinarea unei solutii particulare a ecuatiei, care verifica
conditia initiald y(xg) =y, X €1, yg9 €R.

I. ECUATII DIFERENTIALE CU VARIABILE
SEPARABILE
Forma generala este:

y'=f(x)-g(»), f:(a,b)—> R, g:(c,d)—>R; f,g continue si
gy»)#0,Vye(cd).
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II. ECUATII DIFERENTIALE OMOGENE

Forma generald este: y'= g(XJ , &:(a,b) > R continua.
x
Aceasta ecuatie se rezolva astfel:
Y

Se face inlocuirea — =z = y = zx, y'=z'x + z §i se obtine o
X

ecuatie diferentiala cu variabile separabile.

II1. ECUATII DIFERENTIALE LINIARE DE ORDINUL I
Forma generala este:
V'=P(x)y+Q0(x), P,Q:(a,b) > R continue.
Aceasta ecuatie se rezolva in doi pasi :

i) se determina solutia ecuatiei omogene atasate: y'= P(x)y,
care este o ecuatie diferentialad cu variabile separabile;

ii) se aplica metoda variatiei constantelor.

IV. ECUATII DIFERENTIALE DE TIP BERNOULLI
Forma generald este:

y'= P(x)y+Q(x)y*,a € R\{0,1}, P,Q:(a,b) — R continue.
Aceasta ecuatie se rezolva 1n doi pasi:

1) se imparte ecuatia prin y“ si rezulti:

Lay'+ ;_1 P(x)+Q(x)=0.
Y y
2) se noteazd y' "% =z = (1-a)y %y'=z' si dupa inlocuire se

obtine o ecuatie diferentiald liniard de ordinul /.
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PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se determine solutia generald a ecuatiei diferentiale:

'

y'= 2x 24 si solutia particulara care trece prin punctul (0,1).
x“+1

Rezolvare:
Observam ca aceasta este o ecuatie diferentiald cu variabile
separabile.

1

N . 5 X
Se separa variabilele si rezulta: DA >
Yoox®+1
Integrand in raport cu x, obtinem:

jly'dxzf 2x dx+c,ce R= ln‘y‘ =%ln(x2 +1)+InC,C>0<
Y +1

<:>1n|y|=ln(C x2+1j:>|y|=C x2+1:>y=iC\/x2+l,

sau y=K+yx> +1,KeR.
Solutia generala sub forma explicita a ecuatiei diferentiale este:
2 *
y=y(x,K)=KNx“+1, KeR .
Inlocuind x =0 si y =1 in solutia generala se obtine K =1, deci
solutia particulara a ecuatiei diferentiale este: y = y(x) = X2+l

2. Sa se determine solutia generald a ecuatiei diferentiale:
V(y+Dx+)=x(y+1)—x.

Rezolvare:
Ecuatia se mai poate scrie sub forma:
+1 b .
V(y+DhHx+)=xy < y—y': PR care este o ecuatie cu
y X+

variabile separabile. Integram 1n raport cu x si obtinem:
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jy+1 :.[lex+c,ceR:>y+1n|y|:x—1n|x+1|+lnC
X+

:>ln|y(x+1)|=x—y+lnC, C>O:>1nT=x—y:>

(x+1)=Ce™™, C>0= y(x+1)=xCe™™, C>0.
Rezulta ca solutia generala a ecuatiei diferentiale sub forma

implicitd este: y(x+1)=Ke ™, KeR .

3. Sa se integreze urmatoarea ecuatie diferentiala:
X2+ 2y2 =xp'.
Rezolvare:
Ecuatia se mai poate scrie sub urmatoarea forma echivalenta:
X242 y2
xy o
Aceasta este o ecuatie diferentiala omogend. Folosim substitutia:

2= = y =1zx, y'=z'x + z i se obtine ecuatia:

, X 2402252 , 14222
Zhaz's ————— =zt xz'=
zx z
, 1422 z 1
z'x = = 7=
z z7+1 X

Integram aceasta ecuatie cu variabile separabile:

[— z'dxzj'ldx:%ln(l-kzz)=1n|x|+lnC,C>0:>
X

2241

—=Al+2% = C|x|. Revenind la substitutia z = Y , avem:
X
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2
1{1 + y_2 =( |x| . Rezulta cd solutia generald a ecuatiei diferentiale
X

este: \/xz +y2 =Cx2,C>0.

4. Sa se rezolve urmatoarea ecuatie diferentiala:
y'cosx —2ysinx = cosx sisa se determine solutia particulara care

trece prin punctul| £ Z 1.
4’4 2

Rezolvare:
Impartim ecuatia prin cosx # 0 si obtinem:
y'=2ytgx—-1 (1), x#Qk+ l)%,k € Z , care este o ecuatie

diferentiala liniard de ordinul I.
i) Rezolvam ecuatia omogena atasata:

1 1
y'=2ytgx < — y'=21gx < [—y'dx = [2igxdx + ¢, c e R &
Y y

®1n|y|=—2ln|cosx|+an, K>0 311’1M:1n%
cos” x
B 1 K +K
== =y = K>0=y= ,K>0,
K cos?x || cos? x cos” x
sau y = C; , CeR".
cos” x

ii) Aplicam metoda variatiei constantelor si rezulta:

_ € e C'(x)cos” x + 2sin xcos xC(x) _

COS2 X COS4 X

C'(x)cosx + 2sin xC(x)

COS3 X
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Inlocuim y si y' in ecuatia (1) si obtinem:
C'(x)cosx +2sinxC(x) ) C(x)

3 gx+1=
cos” X cos“ x
sz)—l =0= C'(x) =cos’ x = C(x) = jcos2 xdx =
cos“ x
= jmdx +C) = % + lsin 2x + Cy; solutia generala a

ecuatiei diferentiale este:

x 1. 1
=y(x,C;)=|=+—sin2x+C; |-———, C; € R.
y=y(x0Cp) (2 2 1) > G

cos” x
A o r)\_r 1 : .
Punand conditia ca y(z)— YRR obtinem:
z l_(z 1 . =
4+2_(8 +4+C1) 2=C;=0.
< . . . x 1. 1
Rezulta solutia particulard: y = y(x) =| —+—sin2x |- 5
2 4 cos” x

5. Sa se integreze urmatoarea ecuatie diferentiala:

y'+y~ctgx+y3 =0,x#kr,keZ.

Rezolvare:

Se observa ca aceasta este o ecuatie diferentiala de tip Bernoulli, cu
a=3.

1) impér[:im ecuatia prin y3 si rezulta: % yv+%ggx+1 =0.(1)

y y
3

2) Notim y! P =z y 2=z 2 _ ¥V __ 2,

Prin inlocuire in (1) obtinem:
1

- % tzoctgx+1=0& z'=2z-ctgx+2  (2), care este o ecuatie

diferentiald liniard de ordinul I.
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i) Rezolvam ecuatia omogena atasata:
1 1
z'=2z-ctgx & —z'=2ctgx = J—Z'dx = 2Jctgxdx+c, ceR=
z z

= ln|z| :21n|sinx|+lnC, C>0>

. . *
= z=%xCsin x,C>0:>Z:Ksm2x,KeR.
ii) Aplicam metoda variatiei constantelor:

lnsm x:>|z| Csm x, C>0=>

z= K(x)sin2 x=>z'= K'(x)sin2 X+ 2sinxcos xK(x).
Inlocuind in (2), obtinem:
K'(x)sin2 x+2sinxcos xK(x) = 2K(x)sin2 X-ctgx + 2 =

dx =

& K'(x)sin? x=2= K'(x) = — — = K(x0)=2]—

sin” x sin” x
= K(x)=-2ctgx + Cy.
Solutia generald a ecuatiei diferentiale liniare de ordinul / este:

z= K(x)sin2 x= (— 2ctgx + Cl)sin2 x =-2sinxcosx + C sin? x

sau z = —sin2x+ C sin? x, CleR.
Revenind la substitutia z = — obtinem solutia generald a ecuatiei
y

1

. 1
Bernoulli: y2 =—= > C; eR.
Z  —sin2x+Cysin” x
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PROBLEME PROPUSE

Sa se determine solutia generala pentru urmatoarele ecuatii
diferentiale si solutia particulara care trece prin punctul indicat:

1. y'= x(22y D a.
(x“+1)

R: y(x,C)zC(x +1)+— CeR;y(x)= l(x +1) +1.
2. 20'=CBx+2)(y2 +4), (2, e2—4).
R: 1ln(y +4) x2+x+C CeR; C=-4.
3. (3x—4)y2y'+(y2+1):0, (1,0).
R: y—arctgyz—%ln|3x—4|+c,CeR; C=0.
4. &MV y2x—De® =0, (0,1).
W(x.C)=nle x(x_1)+C)CeR'C:e—l.

5. y'cosx+sinxsin’y =0, (” ”),

6. 2x’ yy'=y +1, (L,5).

Sé se determine solutia generald a urmatoarelor ecuatii
diferentiale:

7. x2+2y2=xyy' R: a) yz(x,C)=Cx4—x2,CeR

2x
2 ' 2_ . _ x+y .
8 x“(2y+D)+y"=0 R:x=Ce ,CeR;
,:—3x+4y R:x+y=C(y—x)7,CeR.
4x+3y

390



Sa se rezolve urmatoarele ecuatii diferentiale si sa se afle
solutia particulara care trece prin punctul indicat:
x4
10. y'+4x3y = x3, (0,1); Rz y(x,C)= %ﬂ

4 s
X

e

' _ 1 = T l)
11.y'cosx —2ysinx = cosx, (4,4+2 .

12. y'+3y = 6xe”*,(0,3);
2\, X —3x
R: y(x.C)= (6x—3)e 2+2Ce CeR: C=
13. y'2xy = 2xe ™ ,(0,]);

R:y(x,C)=[2 +Cle ™ ,cer; C=1.

0o [\o

Sa se integreze urmatoarele ecuatii diferentiale:

14. 6y2y'+xy3 =2x; R: J/()C,C)zjﬁ\/e_%x2 +2,CeR.
o

15. xy‘—4y=)c2 y; Rix=Ce”,CeR.
2 1
16. y'+xy—y“x=0; R: y(x,C)=———,CeR.
Ce?™ +1

1

17. xy'+2y =x>p°e*; R: yz(x,C)z 7 ,CeR.
X (C—2exi

-3
CeR,C_4.
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