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Prefaţă 
          
 
              Economiştii, indiferent de domeniul în care lucrează, au nevoie 
de cunoştinţe solide de strictă specialitate, dar şi de tehnici specifice 
matematicii aplicate. Informaţia economică trebuie să fie relevantă, 
credibilă, inteligibilă - calităţi care sunt asigurate numai atunci când 
economistul care o construieşte, o prelucrează şi o valorifică stăpâneşte 
deopotrivă cunoştinţe în domeniul respectiv, dar şi temeinice cunoştinţe 
de matematici aplicate în economie.  
              Culegerea de probleme pe care o propunem celor interesaţi 
conţine seturi de probleme rezolvate şi probleme propuse în vederea 
rezolvării, din următoarele domenii ale matematicii economice: algebră 
liniară, optimizări liniare, analiză, probabilităţi şi statistică matematică. 
Prin ea, autorii valorifică experienţa acumulată la catedră în decursul unui 
număr însemnat de ani universitari. 
              Prezenta lucrare s-a elaborat în strânsă concordanţă cu 
programa analitică  a disciplinei "Matematici aplicate în economie" de la 
A.S.E. Bucureşti, indiferent de profilul facultăţii.  
              Culegerea de probleme se adresează în primul rând studenţilor 
economişti, dar şi studenţilor de la alte profile, cărora viitoarea profesie le 
solicită şi cunoştinţe de matematici aplicate în economie.  
              Prin varietatea problemelor rezolvate sau propuse pentru a fi 
rezolvate, lucrarea constituie un ghid important pentru pregătirea 
examenelor la matematică de către studenţii facultăţilor cu profil 
economic din învăţământul de stat şi privat şi permite realizarea de 
acumulări în vederea practicării în condiţii de performanţă a muncii de 
economist. Nădăjduim ca economiştii practicieni să găsească în 
culegerea noastră numeroase soluţii pentru eficientizarea 
managementului la nivel micro şi macroeconomic.  
              Suntem recunoscători conducerii Catedrei de Matematică din 
cadrul Academiei de Studii Economice Bucureşti, în cadrul căreia ne 
desfăşurăm activitatea, personal domnului profesor universitar doctor 
Gheorghe Cenuşă, din partea căruia noi, autorii, am primit un important 
sprijin şi preţioase sugestii legate  de structura şi organizarea 
materialului. 
              Nutrim speranţa ca cititorii să găsească în această culegere un 
sprijin real pentru studiu şi cercetare şi să ne transmită orice fel de 
semnale cu caracter de sugestie  pentru îmbunătăţirea conţinutului său la 
ediţiile viitoare.     
                                                                            Autorii 
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CAPITOLUL 1 
 
 

METODA ELIMINĂRII COMPLETE 
(GAUSS-JORDAN) 

 
    Metoda eliminării complete se poate folosi, printre altele, pentru: 
        -  rezolvarea unui sistem de ecuaţii liniare; 
        -  calculul inversei unei matrice nesingulare. 
 

Etapele aplicării acestei metode sunt: 
    1.   Se alcătuieşte un tabel care conţine matricea sistemului ce trebuie 
rezolvat (notată A ) sau matricea ce trebuie inversată ( A ). 

2. Se alege un element nenul al matricei A , numit pivot. 
3. Elementele din tabel se modifică astfel: 

)a    elementele de pe linia pivotului se împart la pivot; 
          )b    coloana pivotului se completează cu zero; 
          )c     restul elementelor se calculează după regula dreptunghiului: 
                -  se formează un dreptunghi, având elementul ce trebuie înlocuit şi 
pivotul ca vârfuri; 
                -  din produsul elementelor de pe diagonala pivotului se scade 
produsul elementelor celeilalte diagonale, iar rezultatul se împarte la pivot. 
    Schematic, regula dreptunghiului se prezintă astfel: 
           a ………… x                                      

            :                   :           
b

acbxx −
=' ,    unde: 

            :                   :  
            b ……...…. c  

=b   pivotul;  
=x elementul ce trebuie înlocuit; 
='x noua valoare a elementului x . 

          d) (facultativ) dacă pe linia pivotului există un element egal cu zero, 
atunci coloana acelui element se copiază; analog, dacă pe coloana pivotului 
există un element egal cu zero, atunci linia acelui element se copiază. 

4. Se reiau paşii 2 şi 3 până când de pe fiecare linie s-a ales câte un pivot. 
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PROBLEME REZOLVATE 
 
    1.   Să se rezolve următorul sistem de ecuaţii liniare, folosind metoda 

eliminării complete:     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=++−
=+−
−=−+−

3223
3962
232

321

321

321

xxx
xxx
xxx

. 

 
 
Rezolvare: 
Vom folosi următoarea schemă: 

   A     b  
…….. ……… 
    3I     X  

               
        A             b  

-1     2     -3 
2     -6      9 

 -3     2       2 

-2 
3 
-3 

1     -2      3   
0     -2      3    
0     -4     11 

2    
-1    
3 

1      0        0   
0      1    -3/2 
 0      0       5 

3  
1/2    
5 

1      0       0    
0      1       0    
0      0       1 

3     
2     
1 

     
   Deducem că soluţia sistemului este: 1,2,3 321 === xxx . 
 
    2.   Să se rezolve următorul sistem de ecuaţii liniare, folosind metoda 
eliminării complete: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+

=++

1125
63

94

321

21

321

xxx
xx

xxx
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Rezolvare: 
        A             b       

4       1       1 
3       1       0 
5       2       1 

9     
6 

11 
1      0       1   
3      1       0  

 -1     0       1 

3     
6    
-1 

1        0       1   
0        1     -3   
0        0       2 

3     
-3    
2 

1        0       0   
0        1       0   
0        0       1 

2     
0     
1 

        3I           X  
  
   Observaţie. Pentru simplificarea calculelor, am ales drept pivot mai întâi 
elementul al doilea al diagonalei principale (în cazul nostru,1). 
    Soluţia sistemului este: 1,0,2 321 === xxx . 
     
3.   Să se determine, în cazul în care există, inversa matricei: 

      
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

5      1       3
1      4      0
3      1    2

A . 

 
Rezolvare: 
Deoarece 0det ≠A , rezultă că matricea A  este inversabilă. 
Pentru determinarea inversei, vom folosi următoarea schemă: 
 

   A     3I  

…….. ……… 
    3I     1−A  
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         A                  3I  
2      -1       3 
0       4       1 
3       1       5 

1        0       0   
0        1       0 
0        0       1 

1    -1/2   3/2   
0      4       1     
0    5/2   1/2  

1/2     0       0 
  0      1       0   
-3/2    0      1 

1      0    13/8   
0      1      1/4   
0      0    -1/8 

1/2   1/8     0 
  0    1/4     0    
-3/2 -5/8    1 

1      0       0     
0      1       0     
0      0       1 

-19    -8    13   
-3      -1     2    
12      5     -8 

        3I                   1−A  

 

Am obţinut că 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−
=−

8-       5        12
2        1-      3
31      8    19

1A . 

 
    4.   Să se rezolve sistemul de ecuaţii liniare, folosind metoda eliminării 
complete: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=++
=−+−

2110
15245
332

21

321

321

xx
xxx
xxx

. 

Rezolvare: 
 

        A               b       
-2       3       -1 
5        4       2 
1      10       0 

3     
15    
21 

2       -3       1   
1      10       0      
1      10       0  

-3    
21    
21 

0      -23      1   
1       10      0      
0        0       0 

-45  
21    
0 

       3I            X  
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Observaţii 
- Metoda Gauss-Jordan constă în transformări succesive ale sistemului iniţial 

în forme echivalente. 
- În rezolvarea unui sistem prin această metodă nu este obligatoriu ca pivotul 

să fie ales de pe diagonala principală. 
 
    Din ultima iteraţie, rescriind sistemul, rezultă: 

⎩
⎨
⎧

=+
−=+−

2110
4523

21

32
xx

xx , care este un sistem compatibil simplu nedeterminat, având 

soluţia: R
x
x
x

∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
−=

=
α

α
α

α
,

2345
1021

3

1

2
. 

 
  5.   Să se rezolve următorul sistem de ecuaţii liniare, folosind metoda eliminării 
complete: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−−
=++

−=+−

627
1423

101035

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 
 
Rezolvare: 
 
        A             b       

5      -3     10 
3       2       4 
-1    -7       2 

-10     
1 
6 

0     -38    20   
0     -19    10   
1       7      -2  

20      
19      
-6 

0       0        0   
0   -19/10     1   
1    16/5     0   

-18     
19/10    
-11/5 

        
     
    Aplicând metoda eliminării complete, am obţinut următoarea formă 
echivalentă a sistemului: 
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

−=++

=+−

−=++

5
11

325
16

1

10
19

3210
19

1

321

0

0

18000

xxx

xxx

xxx

. 

 
    Din prima relaţie rezultă că sistemul este incompatibil. 
 
    6.   Să se rezolve sistemul de ecuaţii liniare, folosind metoda eliminării 
complete: 

    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=+++
=++−

1323
22
122

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

. 

 
Rezolvare: 
       
            A               b       

2      -1       1       2 
1       1       2       1 
3      -2       1       3 

1     
2 
1 

-2      1      -1     -2   
 3       0      3       3   
-1      0      -1     -1   

-1    
3    
-1 

 0      1       2       0  
 1      0       1       1 
 0      0       0       0 

1    
1     
0 

                          
Aplicând metoda eliminării complete, am obţinut următoarea formă echivalentă 
a sistemului: 

    
⎩
⎨
⎧

=++
=+

1
12

431

32
xxx

xx
, care este un sistem compatibil dublu nedeterminat. 

 
Soluţia sistemului este: 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−−=
−=

=
=

βα
α

β
α

1
21

1

2

4

3

x
x
x
x

, cu R∈βα , . 

 
PROBLEME PROPUSE  
 
  
    Să se rezolve următoarele sisteme de ecuaţii liniare: 

    1.   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=++

=++

103
2925
3142

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

R: 5,4,3 321 === xxx . 
 

    2.   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−+−
=+−

=++

2767
1543
932

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

R: 11
39

311
9

21 ,,0 =−== xxx . 

 

    3.   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−
=+−

=++

5453
33
42

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

R: Sistemul este incompatibil. 
 

    4.   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=+−
=++

523
1285

16432

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

R: 1,2,3 321 === xxx . 
 

11



    5.   
⎩
⎨
⎧

=−−+−
=++−

12
232

4321

4321
xxxx
xxxx

 

R: Rxxxx ∈==++−=+−−= βαβαβαβα ,;,,, 433
4

3
1

3
1

23
5

3
1

3
5

1  

    6.   

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−+
=+−+
=+−+
=+−+

62233
144358
6234
422

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

R: 2,2,0,2 4321 −=−=== xxxx  
 
    Să se determine inversele matricelor: 

    7.   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1      3       4
1       1-      0
1-     1        2

A           R: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−=−

4
1

4
1

2
1

4
1

4
3

2
1

2
1

2
1

1

             

       -      

0            

A  

    8.   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

1     2      1
1      2-     2
4-      2      0

A            R: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−=−

9
2

9
1

3
1

9
4

9
2

6
1

3
1

3
1

1

            

       -      

           0 

A  

    9.   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

1     2      3       4
2      1      2       3
3      2       1      2
4      3      2       1

A         R: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=−

5
2

2
1

10
1

2
1

2
1

2
1

2
1

10
1

2
1

5
2

1

 -            0       

       1-            0

0             1-      

       0            

A  

    10.  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

2-     2        1   
0      1        2
1      1      3  

A        R: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=−

7
1

7
5

7
2

7
4

7
1

7
2

1

-     1      

      1      

     0     

A  
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CAPITOLUL 2 

 
SPAŢII VECTORIALE 

 
 
    2.1. NOŢIUNEA DE SPAŢIU VECTORIAL 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 
 
Definiţia 1. Se numeşte spaţiu vectorial  peste un corp K , o 
mulţime nevidă V  dotată cu două operaţii, VVV →×+ :  şi 

VVK →×⋅ : , cu proprietăţile: 
     I.   ),( +V  grup abelian; 
    II.   )a  ;,,,)( VxKxxx ∈∀∈∀⋅+⋅=⋅+ βαβαβα  
          )b   ;,,,)( VyxKyxyx ∈∀∈∀⋅+⋅=+⋅ αααα  
          )c   ;,,),()( VxKxx ∈∀∈∀⋅⋅=⋅ βαβααβ  
          )d   VxxxK ∈∀=⋅ ,1 , unde K1  este elementul neutru al  
operaţiei de înmulţire din K . 

 
    Exemple de spaţii vectoriale:  
 ( )RRn ,  este spaţiul vectorial numeric real n-dimensional, unde  

( ){ }niRxxxxR i
t

n
n ,1,,...,, 21 =∈= . 

 ( )( )RRM nm ,,  este spaţiul vectorial real al matricelor de tipul  
( )nm,  cu elemente numere reale. 
 [ ]( )RXR ,  este spaţiul vectorial real al polinoamelor în  

nedeterminata X , cu coeficienţi reali. 

13



 [ ]( )RXRn ,  este spaţiul vectorial real al polinoamelor de grad  
cel mult n ,  în nedeterminata X , cu coeficienţi reali. 
 [ ]( )RbaF ,,  este spaţiul vectorial real al funcţiilor reale definite  

pe intervalul [ ]ba, . 
 
Definiţia 2. Fie ),( KV  un spaţiu vectorial şi ∅≠⊂ WVW , . 
Spunem că W  este  subspaţiu vectorial  al spaţiului vectorial 

),( KV dacă: 
1) WyxWyx ∈+⇒∈∀ , ; 
2) WxWxK ∈⋅⇒∈∈∀ αα , . 
 

Observaţie. Un subspaţiu vectorial are o structură de spaţiu 
vectorial în raport cu operaţiile induse. 
 
 
 
PROBLEME REZOLVATE 

 
 
    1.   Considerăm operaţiile: 

 ***: +++ →×⊕ RRR  şi **: ++ →×⊗ RRR ,  

yxyx ⋅=⊕ , αα xx =⊗ , RRyx ∈∀∈∀ + α,, * , unde ""⋅  este 
înmulţirea numerelor reale. 
    Să se arate că *

+R  împreună cu cele două operaţii formează un  
spaţiu vectorial real. 
 
Rezolvare: 
    Verificăm condiţiile din definiţia 1. 
I.  )a  Fie *, +∈ Ryx ; rezultă că xyxyyxyx ⊕=⋅=⋅=⊕ , 
conform comutativităţii înmulţirii numerelor reale. 
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    )b   Fie *,, +∈ Rzyx ; rezultă că 
)()()()( zyxzyxzyxzyx ⊕⊕=⋅⋅=⋅⋅=⊕⊕ , 

  în baza asociativităţii înmulţirii numerelor reale. 
    )c   Numărul real 1 este elementul neutru faţă de operaţia ⊕ : 

*,111 +∈∀=⋅=⊕=⊕ Rxxxxx . 

    )d  *1* 1, +
−

+ ∈=∃∈∀ R
x

xRx astfel încât 

1111 =⋅=⊕=⊕ −−
x

xxxxx . 

II. )a   Fie *,, +∈∈ RxRβα . Rezultă că 

xxxxxx ⊗⊕⊗=⋅==⊗+ + βαβα βαβα)( .     

    )b   Fie *,, +∈∈ RyxRα . Rezultă că: 

)()()()()( yxyxyxyxyx ⊗⊕⊗=⋅=⋅=⊕=⊕⊗ ααα αααα . 

    )c   Fie *,, +∈∈ RxRβα . Rezultă că: 

( ) ( ) )()( xxxxxx ⊗⊗=⊗====⊗ βαααβ βαββααβ . 

    )d   Fie *
+∈Rx ; rezultă că: xxxR ==⊗ 11 . 

  Conform definiţiei 1, din  I  şi  II  rezultă că  *
+R   împreună cu 

cele două operaţii formează un spaţiu vectorial real. 
 
    2.   Să se arate că mulţimea 

( ){ }0,,1,,...,, 1121 =+=∈= −ni
t

n xxniRxxxxV , împreună cu  

adunarea vectorilor din nR  şi înmulţirea acestora cu scalari, 
formează un spaţiu vectorial real. 
 
Rezolvare: 
    Deoarece nRV ⊂  şi ( )RRn , este spaţiu vectorial, conform  
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observaţiei din breviarul teoretic este suficient de arătat că  V  este 
un subspaţiu vectorial al spaţiului ( )RRn , . 

    1)   Fie Vyx ∈, . Rezultă că t
nxxxx ),...,,( 21= , nixi ,1, = , cu  

011 =+ −nxx  şi t
nyyyy ),...,,( 21= , niRyi ,1, =∈ , cu 

011 =+ −nyy . Avem că: 

niRyxyxyxyxyx ii
t

nn ,1,,),...,,( 2211 =∈++++=+ , 
0)()( 111111 =+++=+++ −−− nnn yxyxyxyx , prin urmare 

Vyx ∈+ . 
    2)   Fie VxR ∈∈ ,α . Rezultă că:  

,,1,,),...,,( 21 niRxxxxx i
t

n =∈= ααααα  
0)()()( 111111 =+=+=+ −−− nnn xxxxxx ααααα , deci Vx∈α . 

    Conform definiţiei 2, din 1) şi 2) rezultă că V  este un subspaţiu 
vectorial al spaţiului ( )RRn , , deci V  este spaţiu vectorial real. 

 
 
 PROBLEME PROPUSE 
 
    1.   Să se arate că mulţimea 

=)(],[ RC ba { fRbaff ,],[: → continuă pe }],[ ba , împreună cu 
operaţiile de adunare a funcţiilor şi de înmulţire a funcţiilor cu 
scalari formează un spaţiu vectorial peste R . 
 
    2.   Să se arate că mulţimea )(, RM nm  a matricelor cu m  linii 
şi n  coloane şi elemente numere reale are o stuctură de spaţiu 
vectorial real în raport cu operaţiile de adunare a matricelor şi de 
înmulţire a acestora cu scalari reali. 
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    3.   Să se arate că mulţimea 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+=∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= bacRdcba

dc
ba

A ,,,,;
0

0
 împreună cu operaţiile  

de adunare a matricelor şi de înmulţire a acestora cu scalari reali 
formează un spaţiu vectorial peste R . 
 

    4.   Considerăm operaţiile: ( ) ( ) ( )2*2*2*: +++ →×⊕ RRR  şi 

( ) ( )2*2*: ++ →×⊗ RRR ,  ( ) ( ) ( )22112121 ,,, yxyxyyxx ⋅⋅=⊕ ,  

( ) ( )ααα 2121 ,, xxxx =⊗ , RRyx ∈∀∈∀ + α,, * . 

    Să se studieze dacă ( )2*
+R  împreună cu cele două operaţii 

formează un spaţiu vectorial real. 

    5.   Să se arate că mulţimea 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= Cba

ab
baA ,;  (unde a  

reprezintă conjugatul numărului complex a ), împreună cu 
operaţiile de adunare a matricelor şi de înmulţire a acestora cu 
scalari reali formează un spaţiu vectorial peste C . 
 
    6.   Să se arate că următoarele mulţimi sunt subspaţii vectoriale  
ale spaţiilor vectoriale indicate: 

)a ][][ XRXRn ⊂ ; 

)b ( ){ } 3,,, RRbaboa t ⊂∈ ; 

)c { } ][,2 25 XRRbabXaX ⊂∈+ ; 

)d ( ){ } 3
32121321 ,3,3,1,,, RxxxxxiRxxxx i

t ⊂=+==∈ . 

Indicaţie. Se folosesc definiţiile noţiunilor de spaţiu şi subspaţiu 
vectorial, precum şi faptul că un subspaţiu vectorial are o structură 
de spaţiu vectorial în raport cu operaţiile induse. 
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2.2. DEPENDENŢA ŞI INDEPENDENŢA LINIARĂ 
A SISTEMELOR DE VECTORI 

 
BREVIAR TEORETIC 
 
Definiţia 1. Fie ( )KV ,  un spaţiu vectorial. Un sistem finit de 
vectori { }nvvv ,......,, 21  din V  se numeşte liniar independent  dacă  

Kn ∈∀ ααα ,...,, 21  cu proprietatea 0....2211 =+++ nnvvv ααα , 
rezultă 0...21 ==== nααα . 
 
Definiţia 2. Fie ( )KV ,  un spaţiu vectorial. Un sistem finit de 
vectori { }nvvv ,......,, 21  din V  se numeşte liniar dependent  dacă 
există scalarii Kn ∈ααα ,...,, 21 , nu toţi nuli, astfel încât 

0...2211 =+++ nnvvv ααα . 
 

Propoziţia 1. Un sistem de vectori din spaţiul vectorial ( )RRn ,  
este liniar independent dacă şi numai dacă rangul matricei având pe 
coloane vectorii sistemului este egal cu numărul de vectori. 
 
Propoziţia 2. Sistemul { } Vvvv n ⊂,......,, 21  este liniar dependent 
dacă şi numai dacă cel puţin un vector din sistem este o combinaţie 
liniară a celorlalţi. 
 
Propoziţia 3. Orice subsistem al unui sistem de vectori liniar 
independent este liniar independent. 
 
Propoziţia 4. Orice suprasistem al unui sistem de vectori liniar 
dependent este liniar dependent. 
 
Propoziţia 5. Orice sistem de vectori care conţine vectorul nul este  
liniar dependent. 
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PROBLEME REZOLVATE   
 

    1.   Se consideră vectorii   
1-
4
1 

  ,
1 

 1-
 2 

  ,
1
2
1

321
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
= vvv  

din spaţiul liniar ( )RR ,3 . 
    )a  Să se arate că vectorii 321 ,, vvv  sunt liniar dependenţi. 

)b  Să se determine o relaţie de dependenţă liniară între  

321 ,, vvv . 
)c  Să se precizeze care dintre vectori se poate scrie ca o  

combinaţie liniară a celorlalţi. 
 
Rezolvare: 
    )a  Conform definiţiei 2, trebuie să arătăm că există scalarii 

R∈321 ,, ααα , nu toţi nuli, astfel încât 0332211 =++ vvv ααα .      
    Înlocuind 321 ,, vvv  în această relaţie, rezultă: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

0
0
0

1-
4
1 

 
1 

 1-
 2 

1
2
1

321 ααα şi obţinem sistemul liniar 

omogen: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+−
=+−
=++−

0
042
02

321

321

321

ααα
ααα
ααα

.  

    Determinantul matricei sistemului este 0=∆ , prin urmare 
sistemul admite şi soluţii nebanale, deci există R∈321 ,, ααα , nu 
toţi nuli, astfel încât 0332211 =++ vvv ααα . 
    Conform definiţiei 2, rezultă că vectorii 321 ,, vvv  sunt liniar 
dependenţi. 
    )b  O relaţie de dependenţă liniară între vectorii 321 ,, vvv  este o 
relaţie de forma: 0332211 =++ vvv ααα , cu R∈321 ,, ααα , nu 
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toţi nuli. Rezolvăm sistemul liniar omogen obţinut la punctul )a . 
Considerăm 21, αα  necunoscute principale şi Raa ∈= ,3α , 

necunoscută secundară şi obţinem: 
⎩
⎨
⎧

−=−
−=+−

a
a

42
2

21

21
αα
αα , prin 

urmare soluţia sistemului este: Raaaa ∈=−=−= ,,2,3 321 ααα , 
iar o relaţie de dependenţă liniară între cei trei vectori este: 

*
321 ,023 Raavavav ∈=+−− , sau, după simplificare, 
023 321 =+−− vvv . 

    )c  Deoarece vectorii sunt liniar dependenţi, conform propoziţiei 
2 rezultă că cel puţin un vector se poate scrie ca o combinaţie 
liniară a celorlalţi. Din relaţia de dependenţă liniară găsită la 
punctul )b  rezultă că oricare dintre vectori se poate scrie ca o 

combinaţie liniară a celorlalţi, astfel: 33
1

23
2

1 vvv +−= , 

32
1

12
3

2 vvv +−= ,   213 23 vvv += . 

 
    2. )a  Să se arate că vectorii  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1-
1
1 

  ,
3 

 2
 1-

  ,
1
1
4

321 vvv din spaţiul liniar ( )RR ,3  sunt 

liniar independenţi. 
         )b  Să se precizeze dacă vectorul 2v  se poate scrie ca o  
combinaţie liniară a celorlalţi vectori. 
 
Rezolvare: 
    )a  Conform definiţiei 1, trebuie să arătăm că oricare ar fi scalarii 

R∈321 ,, ααα  astfel încât 0332211 =++ vvv ααα , rezultă că 
0321 === ααα . Înlocuind 321 ,, vvv  în relaţia de mai sus,  

obţinem:  
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

0
0
0

1-
1
1 

 
3 
2

 1-

1
1
4

321 ααα şi rezultă sistemul liniar 

omogen: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=++−
=+−

03
02
04

321

321

321

ααα
ααα
ααα

. 

Determinantul matricei sistemului este 025 ≠−=∆ , prin urmare 
sistemul admite numai soluţia banală: 0321 === ααα . 
    Conform definiţiei 1, rezultă că vectorii 321 ,, vvv  sunt liniar 
independenţi. 
    )b  Observaţie. Din propoziţia 2 rezultă că într-un sistem de 
vectori liniar independent nici unul dintre vectori nu se poate scrie 
ca o combinaţie liniară a celorlalţi. 
    Deoarece vectorii 321 ,, vvv  sunt liniar independenţi, rezultă că 

2v  nu se poate scrie ca o combinaţie liniară a vectorilor 1v  şi 3v . 
 
    3.   Să se studieze natura următoarelor sisteme de vectori din 
spaţiile liniare indicate: 

    )a  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
1-
1 

 ,
3 

 2
 ,

1
2

321 vvv din ( )RR ,2 ; 

    )b  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

4 
 2
 1-

 ,
1
1
3

21 vv din ( )RR ,3 ; 

    )c  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=

1-
1
3
0 

,

1-
0
1
2

 ,

3 
 2
 0

1-

 ,

0
1
1
1

4321 vvvv din ( )RR ,4 . 

 
Rezolvare: 
    )a  Metoda I (folosind definiţia). Fie R∈321 ,, ααα  astfel încât  
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0332211 =++ vvv ααα . Rezultă că:  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

0
0

1-
1 

3 
 2

1
2

321 ααα şi obţinem sistemul liniar 

omogen: 
⎩
⎨
⎧

=−+−
=++−

03
022

321

321
ααα
ααα . 

Matricea sistemului este ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
=

131
122

A  şi are rangul 2, mai 

mic decât numărul de necunoscute, prin urmare sistemul este 
compatibil nedeterminat, deci admite şi soluţii nebanale, adică 
există R∈321 ,, ααα , nu toţi nuli, astfel încât 

0332211 =++ vvv ααα . Conform definiţiei 2, rezultă că 
{ }  ,, 321 vvv este un sistem de vectori liniar dependent. 
    Metoda II (folosind propoziţia 1).  
Fie A  matricea formată cu componentele vectorilor: 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
=

131
122

A ; avem că 2=Arang  şi este diferit de numărul 

de vectori din sistem, prin urmare { }  ,, 321 vvv este un sistem de 
vectori liniar dependent. 
    )b  Metoda I (folosind definiţia). Fie R∈21,αα  astfel încât  

02211 =+ vv αα . Rezultă că:  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

0
0
0

4 
 2
 1-

1
1
3

21 αα şi obţinem sistemul liniar omogen: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+−
=−

04
02
03

21

21

21

αα
αα
αα

. 

Rangul matricei sistemului este 2, egal cu numărul de necunoscute,  
prin urmare sistemul este compatibil determinat, deci admite numai  
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soluţia banală: 021 ==αα . 
Conform definiţiei 1, rezultă că { }  , 21 vv este un sistem de vectori 
liniar independent. 
    Metoda II (folosind propoziţia 1).  

Fie A  matricea formată cu componentele vectorilor:
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

4     1  
2     1
  1-   3   

A ; 

2=rangA  şi este egal cu numărul de vectori din sistem, prin 
urmare { }  , 21 vv este un sistem de vectori liniar independent. 
    )c  Metoda I (folosind definiţia). Fie R∈4321 ,,, αααα  astfel 
încât ⇒=+++ 044332211 vvvv αααα  

⇒

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⇒

0
0
0
0

1-
1
3
0 

1-
0
1
2

3 
 2
 0

1-

0
1
1
1

4321 αααα

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−−
=++

=++−
=+−

⇒

03
02
03
02

432

421

431

321

ααα
ααα
ααα
ααα

; determinantul matricei sistemului 

este 024 ≠=∆ , prin urmare sistemul admite numai soluţia banală: 
04321 ==== αααα . Conform definiţiei 1, rezultă că 

{ }  ,,, 4321 vvvv este un sistem de vectori liniar independent. 
    Metoda II (folosind propoziţia1).  
Fie A  matricea formată cu componentele vectorilor: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
−

=

1130
1021
3101
0211

A ; == 4rangA numărul de vectori din sistem, 

prin urmare { }4321 ,,, vvvv este sistem de vectori liniar independent. 
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    4.   Să se studieze natura următoarelor sisteme de vectori din 
spaţiile liniare indicate: 

    )a  
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

2
321  

1
,

9
 3-

1
,

4
2
1

a

avvv , Ra∈ , din ( )RR ,3 ; 

    )b  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=

2-
1

1
5

,

1 
 3
 

3

 ,

0
4
1

321 a
g

a
g

a

g , Ra∈ , din ( )RR ,4 . 

 
Rezolvare: 
Vom folosi propoziţia 1 din breviarul teoretic. 
    )a  Fie A  matricea având pe coloane vectorii 321 ,, vvv : 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
2      9     4

    3-    2
1      1     1 

a

aA ; ( )( )325det +−−= aaA . 

Dacă { }2,3\ −∈ Ra , atunci ==⇒≠ 30det rangAA numărul de 
vectori, deci { }321 ,, vvv  este sistem de vectori liniar independent. 
Dacă { }⇒−∈ 2,3a ≠⇒<⇒= rangArangAA 30det  numărul de 
vectori, deci { }321 ,, vvv  este sistem de vectori liniar dependent. 
    )b Fie A  matricea având pe coloane vectorii 321 ,, ggg : 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

210
1      3     4

1      1
5      3      

a
a

a

A . Determinăm rangA . Avem că  

0
10
34

2 ≠=d  şi fie 3d , '
3d  minorii obţinuţi prin bordarea lui 2d .    

24



99
210
1      3     4

1      1

3 +=
−
−

−
= aa

a
d . 

Dacă { }1\ −∈ Ra , atunci 03 ≠d ==⇒ 3rangA numărul de 
vectori, deci { }321 ,, ggg  este sistem de vectori liniar independent. 

Dacă 1−=a , atunci 03 =d ; avem că 048
210
2     3     4
5 3     1

'
3 ≠=

−
−

−
=d , 

deci == 3rangA numărul de vectori, prin urmare { }321 ,, ggg  este 
sistem de vectori liniar independent. 
În concluzie, vectorii 321 ,, ggg  sunt liniar independenţi, Ra∈∀ . 
 
    5.   Să se studieze natura următoarelor sisteme de vectori din 
spaţiile liniare indicate: 
    )a 2

3
2

21 362 ,32 ,21 XXgXXgXg +−=−=−=  din 
( )RXR ],[3 ; 
    )b  ibib +−=−= 4 ,23 21  din ( )RC, ; 
    )c  xfxf cos,sin 21 == ,  în ( )RF , , unde 

{ fRfF ,]1,0[: →= continuă pe }]1,0[ ;  

    )d  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1     1 
1-    4

,
4    1
2    1   

,
2      5
1-      3

321 AAA  în ( )RRM ),(2 . 

 
Rezolvare: 
    Observaţie. Deoarece nici unul dintre sistemele de vectori din 
enunţ nu aparţine unui spaţiu liniar de tipul ( )RRn , , *Nn∈ , nu se 
poate folosi propoziţia 1 pentru a stabili natura acestora. Vom  
aplica definiţia.  
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    )a   Fie R∈321 ,, ααα  astfel încât 0332211 =++ ggg ααα ; 

obţinem: ( ) ( ) ( ) 03623221 2
3

2
21 =+−+−+− XXXXX ααα  

şi rezultă sistemul liniar omogen: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−+−
=+

033
0622
02

32

321

31

αα
ααα
αα

. 

Determinantul matricei sistemului este 0=∆ , prin urmare sistemul 
admite şi soluţii nebanale, adică există R∈321 ,, ααα , nu toţi nuli, 
astfel încât 0332211 =++ ggg ααα . 
    Conform definiţiei 2, rezultă că 321 ,, ggg  sunt liniar dependenţi. 
    )b  Fie R∈21,αα  astfel încât 02211 =+ bb αα ; obţinem: 

( ) ( ) 0423 21 =+−+− ii αα  şi rezultă sistemul liniar omogen: 

⎩
⎨
⎧

=+−
=−

02
023

21

21
αα
αα , care admite numai soluţia banală: 021 ==αα . 

    Conform definiţiei 1, rezultă că 21,bb  sunt liniar independenţi. 
    )c  Fie R∈21,αα  astfel încât 02211 =+ ff αα ; din această 
egalitate de funcţii rezultă că [ ]1,0,0cossin 21 ∈∀=+ xxx αα . 

Pentru 0=x  obţinem 02 =α , iar pentru 4
π=x  rezultă 

02
2

22
2

1 =⋅+⋅ αα , deci 021 ==αα . 

    Conform definiţiei 1, rezultă că vectorii 21, ff  sunt liniar 
independenţi. 
    )d  Fie R∈321 ,, ααα  astfel încât 0332211 =++ AAA ααα , 

adică ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0    0 
0    0

1     1 
1-    4

4    1
2    1   

2      5
1-      3

321 ααα , de unde 

obţinem sistemul liniar omogen: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+−
=+−

=−+−
=++

042
05
02
043

321

321

321

321

ααα
ααα
ααα
ααα

.  

26



Rangul matricei este trei şi egal cu numărul de necunoscute, prin 
urmare sistemul este compatibil determinat, deci admite numai 
soluţia banală: 0321 === ααα . Conform definiţiei 1, rezultă că  
vectorii 321 ,, AAA  sunt liniar independenţi. 
     
    6.   În spaţiul liniar ( )RR ,3  se consideră vectorii: 

  ,
0 
0 
0 

   ,
4 
1 
5 

  ,
1   
2
2   

  ,
1 

 2 
 1 

  ,
2  
1
3   

54321
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−= vvvvv  

.23 326 vvv −=  

    Să se determine natura următoarelor sisteme de vectori şi când 
este posibil să se scrie o relaţie de dependenţă liniară între vectori: 

{ }321 ,,) vvva ; { }431 ,,) vvvb ; { }32 ,) vvc ; { }4321 ,,,) vvvvd ; 
{ }632 ,,) vvve ; { }543 ,,) vvvf . 

 
Rezolvare: 
    )a   Metoda I (folosind definiţia). Fie R∈321 ,, ααα  astfel încât  

0332211 =++ vvv ααα . Rezultă că:  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

0
0
0

1   
2
2   

 
1 

 2
 1 

2  
1
3  

321 ααα şi obţinem sistemul liniar 

omogen: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=−+−
=++

02
022
023

321

321

321

ααα
ααα
ααα

. 

Deoarece determinantul matricei sistemului 01 ≠−=∆ , rezultă că 
sistemul admite numai soluţia banală: 0321 === ααα . 
Conform definiţiei 1, rezultă că { }  ,, 321 vvv este un sistem de 
vectori liniar independent. 
         Metoda II (folosind propoziţia 1).  
Fie A  matricea formată cu componentele vectorilor: 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

1       1     2   
2    2     1
2      1     3   

A  ; 01det ≠−=A , deci rangul matricei A  este  

trei, egal cu numărul de vectori din sistem, prin urmare  
{ }  ,, 321 vvv este un sistem de vectori liniar independent. 
    )b   Metoda I (folosind definiţia).  
Fie R∈321 ,, ααα  astfel încât 0433211 =++ vvv ααα , relaţie 

echivalentă cu 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

0
0
0

4 
1
5 

 
1 

 2-
 2  

2  
1
3  

321 ααα , de unde 

obţinem sistemul liniar omogen: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+−−
=++

042
02
0523

321

321

321

ααα
ααα
ααα

. 

Deoarece determinantul matricei sistemului 0=∆ , rezultă că 
sistemul admite şi soluţii nebanale, adică există R∈321 ,, ααα , nu 
toţi nuli, astfel încât 0433211 =++ vvv ααα . 
Conform definiţiei 2, rezultă că { }  ,, 431 vvv este un sistem de 
vectori liniar dependent. 
         Metoda II (folosind propoziţia 1).  
Fie A  matricea formată cu componentele vectorilor: 

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

4      1     2   
1      2-    1
5      2     3   

A  ; 0det =A ; 08
2    1
2    3  

2 ≠=
−

=d , deci rangul  

matricei A  este 2, diferit de numărul de vectori din sistem, prin 
urmare { }  ,, 431 vvv este un sistem de vectori liniar dependent. 
    O relaţie de dependenţă liniară între vectorii sistemului este de 
forma: 0433211 =++ vvv ααα , cu R∈321 ,, ααα , nu toţi nuli. 
Rezultă sistemul liniar omogen: 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+−−
=++

042
02
0523

321

321

321

ααα
ααα
ααα

; determinantul principal al sistemului:  

08
2    1
2    3  

2 ≠=
−

=d , deci 21 ,αα  necunoscute principale şi 3α  

necunoscută secundară. Rezolvând sistemul, obţinem: 
,,2,3 121 λαλαλα ==−=  cu R∈λ . 

Prin urmare, o relaţie de dependenţă liniară între vectori este: 
023 4331 =++− vvv λλλ , *R∈λ , sau 023 431 =++− vvv . 

 

    )c    Metoda I (folosind definiţia). Fie R∈21 ,αα  astfel încât 
02211 =+ vv αα ; de aici rezultă: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=−
=+

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
022
02

0
0
0

1   
2
2   

 
1 

 2
 1 

21

21

21

21
αα
αα
αα

αα . 

Rangul matricei sistemului liniar omogen obţinut este 2, egal cu 
numărul necunoscutelor,  prin urmare sistemul admite numai 
soluţia banală: 021 ==αα . 
Conform definiţiei 1, rezultă că { }  , 32 vv este un sistem de vectori 
liniar independent. 
         Metoda II (folosind propoziţia 1).  
Fie A  matricea formată cu componentele vectorilor: 

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=
1       1    
2    2    
  2       1    

A  ; 0
 2   2 

2      1 
2 ≠

−
=d , deci rangul matricei A  este 2,  

egal cu numărul  vectorilor din sistem, prin urmare { }  , 32 vv este un 
sistem de vectori liniar independent. 
 Metoda III. { }  , 32 vv este un subsistem al sistemului de vectori 
liniar independenţi { }  ,, 321 vvv , de unde rezultă, conform 
propoziţiei 3, că { }32 ,vv  sistem de vectori liniar independent. 
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    )d   Metoda I (folosind definiţia). Fie R∈4321 ,,, αααα  astfel 
încât ⇒=+++ 044332211 vvvv αααα  

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⇒

0
0
0

4 
1 
5 

 
1   
2
2   

 
1 

 2 
 1 

2  
1
3  

4321 αααα

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+−+−
=+++

⇒
042
022
0523

4321

4321

4321

αααα
αααα
αααα

; 01
1       1     2   
2    2     1
2       1     3  

3 ≠−=−−=d , prin 

urmare  rangul matricei sistemului este mai mic decât numărul de 
necunoscute, deci sistemul admite şi soluţii nebanale, adică există 

R∈4321 ,,, αααα , nu toţi nuli, asfel încât 
044332211 =+++ vvvv αααα . Conform definiţiei 2, rezultă că 

{ }  ,,, 4321 vvvv este un sistem de vectori liniar dependent. 
         Metoda II (folosind propoziţia1).  
Fie A  matricea formată cu componentele vectorilor: 

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

41       1     2  
12    2     1
52       1     3

A  ; 01
1       1     2   
2    2     1
2       1     3  

3 ≠−=−−=d , deci rangul 

matricei A  este trei, diferit de numărul de vectori din sistem, prin 
urmare { }  ,,, 4321 vvvv este un sistem de vectori liniar  
dependent. 
Metoda III. { }  ,,, 4321 vvvv este un suprasistem al sistemului de 
vectori liniar dependenţi { }  ,, 431 vvv , de unde rezultă, conform 
propoziţiei 4, că { }  ,,, 4321 vvvv este un sistem de vectori liniar 
dependent. 
Determinăm o relaţie de dependenţă liniară: 

044332211 =+++ vvvv αααα , cu R∈4321 ,,, αααα , nu toţi nuli.  
Rezolvând sistemul, obţinem: 023 431 =++− vvv . 

30



    )e   Se observă că în sistemul de vectori { }  ,, 632 vvv unul dintre 
vectori ( 6v ) este o combinaţie liniară a celorlalţi doi: 

326 23 vvv −= . În baza propoziţiei 2 , rezultă că sistemul de 
vectori { }  ,, 632 vvv este liniar dependent. 
O relaţie de dependenţă liniară este: 326 23 vvv −= , sau 

023 632 =−− vvv . 
 

    )f  Deoarece sistemul de vectori { }  ,, 543 vvv conţine vectorul 
nul, rezultă, conform propoziţiei 5 , că este liniar dependent.  
O relaţie de dependenţă liniară este: 000 543 =+⋅+⋅ vvv λ , 

*R∈λ , sau 0100 543 =⋅+⋅+⋅ vvv . 
 
    7.   Să se determine parametrul real m  astfel încât vectorii 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+
+

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−
−

=
2
12

2   
  ,

2
1
1

  ,
2 
12
13

321
m
mvm

m
v

m
m
m

v  din spaţiul liniar ( )RR ,3  să fie 

liniar independenţi. 
 
Rezolvare: 
Conform propoziţiei 1 din breviarul teoretic, vectorii 321 ,, vvv  sunt 
liniar independenţi dacă şi numai dacă rangul matricei A  având pe 
coloane componentele acestora este egal cu 3. 

=
+−
−+

+−
=

+−+
−+−

+−
=

220
1210

2133

222
12112

2113
det

m
mm

mm

mm
mmm

mm
A  

( )( ) ( ) ( )713242313 2 +−=−+++−= mmmmmmm . 
Avem că { }1,0,7\0det3 −∈⇔≠⇔= RmAArang . 
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    8.   Se consideră vectorii din spaţiul liniar ( )RXR ],[3 : 
2

4
32

3
2

21 621 ,43 ,32 ,21 XXgXXgXXgXg −+=−=−=−= . 
    Stabiliţi în care din următoarele sisteme de vectori unul dintre 
vectori se poate scrie ca o combinaţie liniară a celorlalţi: 

{ } { } { } ,,)  ;,,,)  ;,,) 4214321321 gggcggggbggga .  
    Atunci când este posibil, scrieţi unul dintre vectorii sistemului ca 
o combinaţie liniară a celorlalţi. 
 

Rezolvare: 
    Se ştie (propoziţia 2) că unul dintre vectorii unui sistem se poate  
scrie ca o combinaţie liniară a celorlalţi dacă şi numai dacă  
sistemul este liniar dependent. 
    În consecinţă, problema revine la a studia natura fiecărui sistem 
de vectori. 
    )a   Fie R∈321 ,, ααα  astfel încât ⇒=++ 0332211 ggg ααα  

⇒=−+−+−⇒ 0)43()32()21( 32
3

2
21 XXXXX ααα  

⇒=−+−++−+⇒ 04)33()22( 3
3

2
3211 3

XXX αααααα  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−
=+−
=+−

=

⇒

04
033
022

0

3

32

21

1

α
αα
αα

α

⇒ 0321 === ααα , adică sistemul de vectori  

este liniar independent şi prin urmare nici unul dintre vectori nu se 
poate scrie ca o combinaţie liniară a celorlalţi. 
     )b   Fie R∈4321 ,,, αααα  astfel încât 

044332211 =+++ gggg αααα ; de aici rezultă sistemul: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−
=−+−
=++−

=+

04
0633
0222

0

4

432

421

41

α
ααα
ααα

αα

04321 ====⇒ αααα , deci  

sistemul de vectori este liniar independent şi nici unul dintre vectori  
nu se poate scrie ca o combinaţie liniară a celorlalţi. 
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    )c   Fie R∈321 ,, ααα  astfel încât ⇒=++ 0432211 ggg ααα  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=++−

=+
⇒

063
0222

0

32

321

31

αα
ααα

αα
; deoarece determinantul matricei 

sistemului este 0=∆ , rezultă că sistemul admite şi soluţii 
nebanale, deci { } ,, 421 ggg este un sistem de vectori liniar 
dependent şi în acest caz rezultă că unul dintre vectori se poate 
scrie ca o combinaţie liniară a celorlalţi. Rezolvând sistemul de mai 
sus, obţinem: ,,2, 321 λαλαλα =−=−=  cu R∈λ . 
O relaţie de dependenţă liniară între aceşti vectori este: 

02 4331 =+−− vvv λλλ , *R∈λ , sau 02 431 =+−− vvv , de unde 
putem scrie unul dintre vectori ca o combinaţie liniară a celorlalţi 
astfel: 431 2 vvv +−=  sau 42

1
12

1
3 vvv +−=  sau 314 2vvv += . 

 

    9.   Fie vectorii 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

6
2
4  

  ,1
3

  ,
9- 
3
6

321 v
a

vv , Ra∈ , din spaţiul 

liniar ( )RR ,3 . Să se determine parametrul a  astfei încât vectorul 2v  
să fie o combinaţie liniară a vectorilor 1v  şi 3v . 
 
Rezolvare: 
Vectorul 2v  este o combinaţie liniară a vectorilor 1v  şi 3v  dacă 
există R∈βα ,  astfel încât 312 vvv βα += , ceea ce revine la faptul 

că sistemul: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−
=+−

aβα
βα
βα

69
123
346

 este compatibil. Fie A  matricea 

sistemului şi A  matricea extinsă. Avem că 1=rangA , 2≥Arang , 
deci sistemul este incompatibil, Ra∈∀ . Prin urmare, nu există  

Ra∈  astfel ca 2v  să fie o combinaţie liniară a vectorilor 1v  şi 3v . 
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    10.  Să se studieze natura următorului sistem de vectori din 
spaţiul liniar ( )RR ,4  şi atunci când este posibil să se scrie unul 
dintre vectori ca o combinaţie liniară a celorlalţi:  

.;),1,1,1(,)1,,1,1(,)1,1,,1(,)1,1,1,( 4321 Rmmvmvmvmv tttt ∈====  
 
Rezolvare: 
Fie A  matricea formată cu componentele vectorilor: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

m
m

m
m

A

    1     1     1
1         1     1
1      1        1
1      1     1   

; ( )( )313

   1     1     1
1         1     1
1      1        1
1      1     1   

det −+== mm

m
m

m
m

A . 

• Dacă ⇒≠⇒−∈ 0det}1,3{\ ARm rang == 4A  numărul de  
vectori, deci { }  ,,, 4321 vvvv este un sistem de vectori liniar 
independent. 
• Dacă }1,3{−∈m , atunci 0det =A , deci rang ≠A numărul de  
vectori, deci { }4321 ,,, vvvv este sistem de vectori liniar dependent. 
În acest caz, determinăm o relaţie de dependenţă liniară între 
vectorii sistemului: 044332211 =+++ vvvv αααα . 
Pentru 3−=m  se obţine sistemul compatibil simplu nedeterminat: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−++
=+−+
=++−
=+++−

03
03
03

03

4321

4321

4321

4321

αααα
αααα
αααα
αααα

, cu soluţia λαααα ==== 4321 , R∈λ . 

    O relaţie de dependenţă liniară este: 04321 =+++ vvvv λλλλ ,  
*R∈λ , sau 04321 =+++ vvvv , de unde putem scrie unul dintre  

vectori ca o combinaţie liniară a celorlalţi: 4321 vvvv −−−= . 
Pentru 1=m  se obţine sistemul compatibil triplu nedeterminat:  
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++
=+++

0
0
0
0

4321

4321

4321

4321

αααα
αααα
αααα
αααα

, cu soluţia 

δαγαβαδγβα ===−−−= 4321 ,,, , cu R∈δγβ ,, . Rezultă 
relaţia de dependenţă liniară: 
( ) 04321 =+++−−− vvvv δγβδγβ , cu R∈δγβ ,, , nu toţi 
nuli. 
Dacă avem, de exemplu, 0≠β , putem scrie vectorul 2v  ca o 

combinaţie liniară a celorlalţi: 
4312 vvvv

β
δ

β
γ

β
δγβ

−−
++

= . 

  
    11.   Fie vectorii:  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

a
AAA

a
A

    3-
1     2 

,
0     3  
1     1

,
2     1
1     1   

,
4      1

      1
4321  din spaţiul 

liniar ( )RRM ),(2 , unde .Ra∈  Determinaţi parametrul a  astfel 
încât:   )a   cei patru vectori să fie liniar independenţi; 
            )b   vectorul 4A  să se poată scrie ca o combinaţie liniară a  
vectorilor 321 ,, AAA . 
 
Rezolvare: 

)a   Fie R∈4321 ,,, αααα astfel încât 

044332211 =+++ AAAA αααα

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++
=−+−
=+++
=+−+

⇒

024
033
0
02

421

4321

4321

4321

ααα
αααα
αααα
αααα

a

a ; 

vectorii sunt liniar independenţi dacă din relaţia de mai sus rezultă 
că toţi scalarii sunt nuli, adică dacă sistemul obţinut admite numai 
soluţia banală. Rezultă de aici că determinantul matricei sistemului 
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trebuie să fie nenul. Avem că 2)3(2 −−=∆ a , de unde obţinem că 
{ }3\Ra∈ . 

    )b   Metoda I. Vectorul 4A se poate scrie ca o combinaţie 
liniară a  vectorilor 321 ,, AAA  dacă există scalarii R∈321 ,, ααα  

astfel încât   ⇔++= 3322114 AAAA ααα  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+
−=+−

=++
=−+

a

a

21

321

321

321

24
33
1
2

αα
ααα
ααα
ααα

. 

Trebuie aflată valoarea parametrului Ra∈  astfel încât sistemul 
obţinut să fie compatibil. Determinantul format din elementele 
ultimilor două linii şi coloane ale matricei sistemului este nenul, 
deci 2≥Arang . Prin bordarea acestuia obţinem doi determinanţi 

de ordinul trei: 0
024
311
111

1 =−
−

=∆  şi a
a

618
024
311
11

2 −=−=∆ . 

Pentru 3=a , obţinem că ArangArang == 2 , deci sistemul este 
compatibil. Pentru 3≠a , avem că 3=Arang  şi 4=Arang , deci 
sistemul este incompatibil. Prin urmare, 3=a . 
         Metoda II. Conform propoziţiei 2, o condiţie necesară pentru 
ca vectorul 4A  să se poată scrie ca o combinaţie liniară a celorlalţi 
vectori este ca 4321 ,,, AAAA  să fie liniar dependenţi, adică 3=a . 
Verificăm dacă pentru 3=a  există scalarii R∈321 ,, ααα  astfel 

încât ⇔++= 3322114 AAAA ααα

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+
−=+−

=++
=−+

324
33
13
2

21

321

321

321

αα
ααα
ααα
ααα

.  

Avem că 2== ArangArang , deci sistemul este compatibil. 
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În concluzie, 4A  se poate scrie ca o combinaţie liniară a vectorilor 

321 ,, AAA  dacă şi numai dacă 3=a . 
 
    12.   Se consideră vectorii liniar independenţi 321 ,, fff  din 
spaţiul vectorial ( )RV ,  şi următoarele combinaţii liniare ale 
acestora: 3211 23 fffg −+−= , 3212 32 fffg −+−= , 

3213 23 fffg −+−= , 3214 2 fffg −−= .  Stabiliţi natura 
următoarelor sisteme de vectori: 

{ } { } { }4324321421 ,, c)  ;,,,)  ; ,,) gggggggbggga . 
 
Rezolvare: 
    )a  Fie R∈321 ,, ααα  astfel încât ⇒=++ 0432211 ggg ααα  

( ) ( ) ( ) ⇒=−−+−+−+−+− 023223 321332123211 fffffffff ααα
( ) ( ) ( ) 023223 332123211321 =−−−+−+++−− fff ααααααααα . 
Deoarece vectorii 321 ,, fff  sunt liniar independenţi, rezultă că toţi 
coeficienţii acestora din relaţia de mai sus sunt nuli: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−−
=−+
=+−−

023
02
023

321

321

321

ααα
ααα
ααα

; determinantul matricei sistemului obţinut  

este: 0
2  3     1
 1   1       2   

1      2    3
=

−−−
−

−−
=∆ , prin urmare sistemul admite şi soluţii 

nebanale, deci există R∈321 ,, ααα , nu toţi nuli, astfel încât 
0432211 =++ ggg ααα . 

Rezultă că vectorii { } ,, 421 ggg  sunt liniar dependenţi. 
    )b  { }4321 ,,, gggg  este suprasistem al unui sistem de vectori  
liniar dependent { }( ) ,, 421 ggg , prin urmare, conform propoziţiei 4,   
{ }4321 ,,, gggg  este  un sistem de vectori liniar dependent. 
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    )c  Fie R∈321 ,, ααα  astfel încât ⇒=++ 0433221 ggg ααα  
( ) ( ) ( ) ⇒=−−+−+−+−+−⇒ 022332 321332123211 fffffffff ααα  

( ) ( ) ( ) 022332 332123211321 =−−−+−+++−−⇒ fff ααααααααα . 
Cum vectorii 321 ,, fff  sunt liniar independenţi, rezultă că toţi 
coeficienţii acestora din relaţia obţinută mai sus sunt nuli: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−−
=−+
=+−−

0223
03

02

321

321

321

ααα
ααα
ααα

;  

determinantul matricei sistemului este 018
2  2     3
 1    3       1   

1       1    2
≠=

−−−
−

−−
=∆ , 

prin urmare sistemul admite numai soluţia banală:  
0321 === ααα . Rezultă că vectorii { } ,, 432 ggg  sunt liniar 

independenţi. 
 
 
PROBLEME PROPUSE 
 
    1.   Se consideră vectorii 

  
3
6
3

  ,
2

 3 
 1 

  ,
2
4
2

321
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

= vvv din spaţiul liniar ( )RR ,3 . 

    )a  Să se arate că vectorii 321 ,, vvv  sunt liniar dependenţi. 
)b  Să se determine o relaţie de dependenţă liniară între  

321 ,, vvv . 
    )c   Să se precizeze care dintre vectori se poate scrie ca o  
combinaţie liniară a celorlalţi vectori. 
R: )b 023 31 =+ vv ; )c  1v  şi 3v : 33

2
21 0 vvv −= ; 212

3
3 0vvv +−= . 
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    2. )a  Să se arate că vectorii  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1
1
2 

  ,
1 

 5
 2-

  ,
1
3
2

321 vvv din spaţiul liniar ( )RR ,3  

sunt liniar independenţi. 
         )b  Să se precizeze care dintre vectori se poate scrie ca o  
combinaţie liniară a celorlalţi vectori. 
R: )b  nici unul. 
 
    3.   Să se studieze natura următoarelor sisteme de vectori din 
spaţiile liniare indicate: 

    )a  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1-
2 

  ,
3 

 1-
  ,

5
1

321 vvv din ( )RR ,2 ; 

    )b
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

6-
 3
 9-

  ,
4
2
6

21 vv din ( )RR ,3 ; 

    )c  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

3-
1
5
0 

,

1-
0
3
1

  ,

4 
 1
 0

1-

  ,

1
0
2
2

4321 vvvv din ( )RR ,4 . 

R: )a  sistem de vectori liniar dependenţi (s.v.l.d.); 
     )b  sistem de vectori liniar dependenţi (s.v.l.d.); 
     )c  sistem de vectori liniar independenţi (s.v.l.i.). 
 
    4.   Să se studieze natura următoarelor sisteme de vectori din 
spaţiile liniare indicate: 
    )a 2

3
2

2
2

1 541 ,321 ,3 XXgXXgXXg −−=++=+−=   
din ( )RXR ],[3 ; 
    )b  ibibib 47,2 ,31 321 −=−=+=  din ( )RC, ; 
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    )c  xfxf 2cos,sin 21 == ,  în ( )RF , , unde 
{ fRfF ,]1,0[: →= continuă pe }]1,0[ ;  

    )d  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3   4- 
7    1

,
5    2
1    3   

,
1      1
3-      2

321 AAA  în ( )RRM ),(2 ; 

    )e  xx efef 3
2

2
1 , == ,  în ( )RF , , unde 

{ fRfF ,]1,0[: →= continuă pe }]1,0[ ;  

    )f xfxfxf 3
321 cos,3cos,cos === ,  în ( )RF , , unde 

{ fRfF ,]1,0[: →= continuă pe }]1,0[ ;  
R: )a  s.v.l.i.; )b s.v.l.d.; )c  s.v.l.i.; )d  s.v.l.d.; )e  s.v.l.i.; )f  s.v.l.d. 
 
    5.   Stabiliţi natura următoarelor sisteme de vectori din spaţiile  
vectoriale indicate şi, atunci când este posibil, scrieţi o relaţie de 
dependenţă liniară între vectori: 
  )a  în 3R : ( ) ( ) ( )ttt xxx 1,1,0,2,1,1,3,1,2 321 −=−=−= ;  

  )b  în 4R : ( ) ( ) ( )ttt xxx 3,5,7,5,1,0,0,6,2,3,0,8 321 −=== ; 

  )c  în 3R : ( ) ( ) ( ) ( )tttt xxxx 3,1,1,3,8,4,1,2,2,4,1,3 4321 −=−−=−=−= ; 

  )d  în 4R : ( ) ( ) ( ) ( )tttt xxxx 3,1,6,4,1,1,2,0,0,1,2,1,1,2,1,0 4321 =−=−=−= .  
R: )a   s.v.l.d.; 02 321 =−− xxx ; )b  s.v.l.i.;  
     )c   s.v.l.d.; 032 4321 =++− xxxx ; )d   s.v.l.i.. 
  
    6.   Să se cerceteze natura următoarelor sisteme de  
vectori din spaţiile vectoriale indicate, iar în caz de dependenţă 
liniară să se scrie o relaţie de dependenţă liniară între vectori: 
  )a  xvxvv 2

321 sin,sin,1 === , în ( )RF , , unde 
{ fRfF ,]1,0[: →= continuă pe }]1,0[ ;  

  )b  xaaxa 2
32

2
1 sin,15,cos === , în ( )RF , , unde 
{ fRfF ,]1,0[: →= continuă pe }]1,0[ ;  
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  )c  1,13,5 2
32

2
1 +−=−=−= XfXfXXf  în ( )RXR ],[2 ; 

  )d  iziz +=−= 1,75 21  în ( )RC, ; 

  )e  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2     8 
6-    2

,
4    2
2    0   

,
6      10
8-     2

321 AAA  în ( )RRM ),(2 . 

R: )a s.v.l.i.; )b s.v.l.d.; 01515 321 =+− aaa ; )c  s.v.l.i.;  
     )d  s.v.l.i.; )e  s.v.l.d.; 0321 =−+ AAA . 
 
    7.   Fie spaţiul vectorial ),( KV . Să se demonstreze că: 
    )a   sistemul de vectori { } Vyx ⊂0,,  este liniar dependent;             
    )b   sistemul de vectori { } Vzxyx ⊂,,,  este liniar dependent; 
    )c  sistemul de vectori { } Vcbacbca ⊂++++ 2,,  este liniar 
dependent. 
R: )a  se arată că se poate scrie o relaţie de dependenţă liniară între 
vectori (de exemplu, 0000 =⋅+⋅+⋅ αyx , cu KK 0, ≠∈ αα ); 
     )b  000 =⋅+⋅−⋅+⋅ zyyx αα , cu KK 0, ≠∈ αα . 
 
    8.   Să se discute natura următoarelor sisteme de vectori din  
spaţiile liniare indicate, în funcţie de valorile parametrului real m : 
    )a  ( ) ( ) ( )ttt xmxx 1,1,3,1,,1,3,1,1 321 === , în ( )RR ,3 ; 

    )b  ( ) ( ) ( )ttt mxmxx 0,,1,,0,2,0,2,3 321 === , în ( )RR ,3 ; 

    )c   ( ) ( ) ( )ttt mamama 2,3,,3,,2,,2,3 321 === , în ( )RR ,3 ; 

    )d  ( ) ( ) ( )ttt mmxmxmx 1,,2,,,1,0,2,2,1,,4 321 −=−=−−= , în  

( )RR ,4 . 

R: )a   s.v.l.i. pentru { }
2
1\Rm∈ ; s.v.l.d. pentru { }

2
1∈m ; 

      )b   s.v.l.i. pentru { }
3
2,0\Rm∈ ; s.v.l.d. pentru { }

3
2,0∈m ; 

      )c   s.v.l.i. pentru { }5\ −∈ Rm ; s.v.l.d. pentru { }5−∈m .  
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    9.   În spaţiul vectorial ( )RV ,  se consideră vectorii liniar  
independenţi cba ,, . 

Să se determine natura următoarelor sisteme de vectori: 
    )a { }cbacacba 32,2,2 −++−−+ ; 
    )b { }cbabacba 22,2,223 −++−−− . 
R: )a   s.v.l.i.; )b   s.v.l.d.. 

 

    10.  În spaţiul vectorial ( )RV ,  se consideră vectorii liniar  
independenţi cba ,, . Să se determine natura sistemelor de vectori: 
    )a { }cbacbca −++−− 23,,2 ; 
    )b { }cbacbaba 22,24,2 −+++−− . 

 

    11.  În spaţiul liniar ( )RR ,3  se consideră vectorii: 

     
  ,

0 
0 
0 

   ,
2-
8 
5 

  ,
2-
3
1   

  ,
1 

 2 
 3 

  ,
4  
1
2   

54321
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−= vvvvv

 

.24 436 vvv −=  

  Stabiliţi natura următoarelor sisteme de vectori şi, atunci când este 
posibil, scrieţi o relaţie de dependenţă liniară între vectori: 
{ }321 ,,) vvva ; { }431 ,,) vvvb ; { }32 ,) vvc ; { }4321 ,,,) vvvvd ; 
{ }643 ,,) vvve ;  { }543 ,,) vvvf . 

R: )a s.v.l.i.; )b s.v.l.d.; )c s.v.l.i.; )d s.v.l.d.; )e s.v.l.d.; )f s.v.l.d.. 
 
    12.  Să se studieze natura următorului sistem de vectori din 
spaţiul liniar ( )RR ,3  şi, atunci când este posibil, să se scrie unul 
dintre vectori ca o combinaţie liniară a celorlalţi:  

tmmmv )1,2,12(1 +−−= ; tmmmv ),1,1(2 −−−= ;  
tmmmv )12,2,12(3 −−−= . 

Indicaţie. Se foloseşte propoziţia 1 din breviarul teoretic 
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    13.  Se consideră următorii vectori din spaţiul liniar )],[( 3 RXR : 
2

4
32

3
2

21 632 ,3 ,34 ,2 XXgXXgXXgXg −+=−=−=−= . 
Stabiliţi în care din următoarele sisteme unul dintre vectori se poate 
scrie ca o combinaţie liniară a celorlalţi: { }321 ,,) ggga ;  
{ }4321 ,,,) ggggb ; { } ,,) 421 gggc . Atunci când este posibil, scrieţi 

unul dintre vectorii sistemului ca o combinaţie liniară a celorlalţi. 
R: )b . 

    14.  În spaţiul liniar ( )RR ,3  se consideră vectorii: 
ttttt vvvvv )1,3,1(,)3,1,4(,)1,3,2(,)1,2,2(,)2,1,1( 54321 =−==−=−= . 

Determinaţi 5,1∈k  astfel încât sistemul de vectori: 
    )a { }kvvv ,, 21  să fie liniar dependent; 
    )b { }42 ,, vvv k  să fie liniar independent. 
R: )a  { }5,2,1∈k ; )b { }5,3,1∈k . 
 

    15.  Să se studieze natura următoarelor sisteme de vectori din 
spaţiile liniare indicate: 
    )a ( )tmv 2....,,2,2,1 = , ( )tmv 2....,,2,,22 = , . . . ,  

( )tn mv ....,,2,2,2=  din ),( RRn ; Rm∈ ; 

    )b 11 =f , Xf −= 12 , ( )23 1 Xf −= ,. . . ., ( )nn Xf −=+ 11  din  

( )RXRn ],[ , *Nn∈ ; 

    )c   11 =g , xg cos2 = , xg 2
3 cos= ,…., xg n

n cos1 =+   din   

( )RF , , unde { fRfF ,]1,0[: →= continuă pe }]1,0[ , *Nn∈ ; 

    )d  xef =1 , xef 2
2 = , xef 3

3 = ,…., nx
n ef =   din  ( )RF , , 

unde { fRfF ,]1,0[: →= continuă pe }]1,0[ , *Nn∈ . 
R: )a  s.v.l.i. dacă { }2,22\ nRm −∈ ; s.v.l.d. dacă { }2,22 nm −∈ ; 
     )b  s.v.l.i.; )c  s.v.l.i.;  )d  s.v.l.i. 
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2.3. SISTEM DE GENERATORI 
BAZĂ A UNUI SPAŢIU VECTORIAL 
COORDONATELE UNUI VECTOR  

ÎNTR-O BAZĂ DATĂ 
 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 
 
Definiţia 1. Fie ( )KV ,  un spaţiu vectorial. O familie de vectori 

{ } VvG Iii ⊂= ∈  se numeşte sistem de generatori pentru V dacă orice 
vector din V se poate scrie ca o combinaţie liniară cu vectori dinG . 
 
Definiţia 2. Fie ( )KV ,  un spaţiu vectorial. Familia VB ⊂  se 
numeşte bază a spaţiului vectorial ),( KV dacă: 

1) B  este o familie liniar independentă; 
2) B este un sistem de generatori pentru V. 

 
Definiţia 3. ( )KV ,  este un spaţiu vectorial finit dimensional sau de 
tip finit dacă are o bază finită. 
 
Definiţia 4. Fie ( )KV ,  un spaţiu vectorial finit dimensional. Se 
numeşte dimensiunea spaţiului vectorial şi se notează cu dim V 
numărul de vectori ai unei baze.  
 
Propoziţia 1. Fie ( )KV ,  un spaţiu vectorial, dim mV = . Un sistem 
de vectori { }mvvv ,......,, 21  din V  formează bază a spaţiului ),( KV  
dacă şi numai dacă este liniar independent. 
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Observaţia 1. Conform propoziţiei 1, rezultă că un sistem de 
vectori B  formează o bază a spaţiului liniar de tip finit ( )KV ,  dacă 
şi numai dacă: 
1) B  este un sistem liniar independent; 
2)  VcardB dim=  (unde cardB  reprezintă numărul de elemente  
al mulţimii B ). 
 
Propoziţia 2. Fie ( )KV ,  un spaţiu vectorial de dimensiune finită. 
Atunci scrierea unui vector v într-o bază dată B este unică. 
 
Definiţia 5. Fie ( )KV ,  un spaţiu vectorial, dim nV =  şi 

{ }nvvvB ,......,, 21=  o bază în acest spaţiu. 
Coordonatele vectorului x în baza B sunt scalarii 

Kn ∈ααα ,....,, 21  astfel încât nnvvvx ααα +++= ....2211 .                                                                                             

Vectorul t
nBx ),....,,( 21 ααα=  se numeşte vectorul coordonatelor 

lui x în baza B. 
 
Observaţia 2. Propoziţia 1 din paragraful 2.2 referitoare la natura 
unui sistem de vectori din nR   poate extinde şi în cazul unui sistem 
de vectori dintr-un spaţiu liniar real de tip finit, astfel: 
 
Propoziţia 3. Un sistem de vectori dintr-un spaţiu liniar real de tip 
finit este liniar independent dacă şi numai dacă rangul matricei 
având pe coloane coordonatele vectorilor sistemului într-o bază 
oarecare a spaţiului liniar este egal cu numărul de vectori. 
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PROBLEME REZOLVATE 
 
    1.   Să se arate că mulţimea de vectori },,,{ 4321 ggggG = , unde 

tg )2,3,1(1 −= , tg )1,1,1(2 −= , tg )1,2,2(3 −−= , tg )1,0,1(4 = , 

formează un sistem de generatori pentru spaţiul liniar ( )RR ,3 . 
 
Rezolvare: 
Conform definiţiei 1, { }4321 ,,, gggg  formează sistem de generatori 

pentru spaţiul liniar ( )RR ,3  dacă RRv ∈∃∈∀ 4321
3 ,,,, αααα  astfel 

încât 44332211 ggggv αααα +++= . 

Fie ( ) 3,, Rcbav t ∈= ; relaţia de mai sus devine: 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−+−
=++
=+−−

c
b
a

4321

321

4321

2
23
2

αααα
ααα

αααα
;  

rangul matricei sistemului este 3 şi este egal cu rangul matricei 
extinse, prin urmare sistemul este compatibil, deci există 

R∈4321 ,,, αααα  astfel încât 44332211 ggggv αααα +++= . 
Rezultă că { }4321 ,,, gggg este sistem de generatori pentru spaţiul 

liniar ( )RR ,3 . 
 
    2.  Să se arate că mulţimea de vectori B  formează o bază a 
spaţiului vectorial indicat şi să se determine coordonatele 
vectorului v  în baza B : 

    )a   };)1,2,4(,)1,1,2(,)2,1,3({ 321
ttt vvvB −−=−=−==  

( ) ( ) ;)5,2,1(;,, 3 tvRRKV −==   
    )b   };)1(,...,)1(),1(,1{ 1

3
321

n
n XfXfXffB +=+=+=== +  

( ) ( ) ;...;],[, 2
210

n
nn XaXaXaafRXRKV ++++==  
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    )c   
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

2  1
1   1

,
1  2
1  1

,
1  1
2  1

,
1  1
1  2

4321 AAAAB ,  

( ) ( ) .
1   1
1   1

;),(, 2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== vRRMKV  

 
Rezolvare: 
    )a    Conform propoziţiei 1, avem de verificat două condiţii: 
     1)  =B sistem de vectori liniar independent; 
     2)   numărul vectorilor din mulţimea =B dimensiunea  
spaţiului din care fac parte vectorii. 

    1)   Avem că 03
1     1     2   
2       1     1 

 4   2-    3   
≠−=

−
−

−
, prin urmare rangul matricei 

formate cu componentele vectorilor == 3  numărul de vectori, deci 
B  este sistem de vectori liniar independent; 
    2)   card 3dim3 RB == . 
    Din 1) şi 2) rezultă că B  formează o bază a spaţiului vectorial 

),( 3 RR . 
Determinăm coordonatele vectorului v  în baza B . 
    Metoda I. Coordonatele vectorului v  în baza B sunt scalarii 

R∈321 ,, ααα  astfel încât 332211 vvvv ααα ++= . Rezultă 

sistemul: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=++−
−=−−

52
22

1423

321

321

321

ααα
ααα
ααα

. 

Rezolvând sistemul, obţinem:  2,1,3 321 === ααα . 
Prin urmare, coordonatele vectorului v  în baza B sunt: 3, 1, 2,  
sau ( )tBv 2,1,3= . 

    Metoda II. Din formula de reprezentare a unui vector într-o  
bază dată avem că: vAvB ⋅= −1 , unde Bv  reprezintă vectorul  
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coordonatelor lui v  în baza B , iar A  este matricea având pe  
coloane  vectorii bazei. Folosind metoda Gauss-Jordan, obţinem: 

          A  v  
 3       -2     -4   
-1        1       2  
2         1      -1 

-1 
 2 
 5 

 1       0        0 
-1       1        2 
 3       0       -3 

 3 
 2 
 3 

1        0        0   
0        1        2   
0        0       -3 

 3  
 5   
-6 

1        0        0   
0        1        0   
0        0        1 

 3 
 1 
 2 

            3I          vA ⋅−1  

Prin urmare, ( )tBv 2,1,3= . 
    )b   1) Fie Rn ∈+121 ,....,, ααα  astfel încât 

⇒=+++ ++ 0.... 112211 nn gff ααα  

⇒=+++++⋅⇒ + 0)1(....)1(1 121
n

n XX ααα  

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=++++++
=++++

=++

=+

=

⇒

+

+
−

+−−

+

+

0.....
0.....

........................................................
0

0

0

14321

1
1

4
2
33

1
22

1
21

11

1
1

1

nn

n
n
n

nnnnn

nnn

n

CCC

CC

C

αααααα
αααα

ααα

αα

α

0........ 121 ===⇒ +nααα , deci B  este  sistem de vectori liniar 
independent; 
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2) [ ]XRnBcard ndim1 =+= . 
Din 1) şi 2) rezultă că B  este o bază a spaţiului vectorial ][XRn . 
Fie Rn ∈+121 ,....,, ααα  coordonatele vectorului v  în baza B ⇒  

n
n

n
a XXXaXaaf )1(....)1(1... 12110 +++++⋅=+++=⇒ +ααα (*). 

Pentru )1(1 1 −=⇒−= fx α . 
Derivăm relaţia şi pentru 1−=x  obţinem că )1('2 −= fα . 

Repetând procedeul, obţinem: 
2

)1(''
3

−
=

fα ,…, 
!

)1()(

1 n
f n

n
−

=+α . 

    )c   1) Fie 4,1, =∈ iRiα  astfel încât ⇒=∑
=

0
4

1i
ii Aα   

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++
=+++

02
02
02
02

4321

4321

4321

4321

αααα
αααα
αααα
αααα

; determinantul matricei sistemului este  

05 ≠=∆ , deci sistemul admite numai soluţia banală: 
04321 ==== αααα , prin urmare B  este un sistem de vectori 

liniar independent. 
2) card =B  4 )(dim 2 RM= . 

Din 1) şi 2) rezultă că B  formează o bază a spaţiului liniar 
( )RRM ),(2 . 
    Fie R∈4321 ,,, αααα  astfel încât 

⇒+++= 44332211 AAAAv αααα ⇒

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++
=+++

12
12
12
12

4321

4321

4321

4321

αααα
αααα
αααα
αααα

 

5
1

4321 ==== αααα
t

Bv ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⇒

5
1,

5
1,

5
1,

5
1 . 
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    3.   Se dau vectorii: 

  ,
0
0
0

   ,
2
5   
0   

  ,
1
2  
1  

  ,
5
3   
1

  ,
3
2
1

54321
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= vvvvv

.32 3216 vvvv +−=  
    Să se determine care din următoarele mulţimi formează un 
sistem de generatori pentru spaţiul vectorial ( )RR ,3 :   
{ } { } { } { };,,,)  ;,)  ;,,)  ;,,) 432132431321 vvvvdvvcvvvbvvva  
{ } { }.,,)  ;,,) 543632 vvvfvvve   

    Din fiecare sistem de generatori să se extragă toate bazele 
posibile ale spaţiului vectorial ( )RR ,3 . 
    Să se verifice dacă scrierea unui vector din 3R  ca o combinaţie 
liniară a vectorilor ce formează sistemul de generatori este unică. 
 
 
Rezolvare: 
    )a   { }321 ,, vvv  formează sistem de generatori dacă  

RRv ∈∃∈∀ 321
3 ,,, ααα  astfel încât 332211 vvvv ααα ++= . 

Fie 3R
c
b
a

v ∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= ; relaţia de mai sus devine: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=++

=+−

c
b

a

321

321

321

53
232
ααα
ααα

ααα
; 

determinantul sistemului este 020 ≠−=∆ , prin urmare sistemul 
este compatibil determinat, deci există R∈321 ,, ααα  astfel încât 

332211 vvvv ααα ++= . 
Rezultă că { }  ,, 321 vvv este sistem de generatori; de asemenea, 
{ }  ,, 321 vvv este sistem de vectori liniar independent, deci formează 

o bază a spaţiului liniar ( )RR ,3 . Conform propoziţiei 2, rezultă că 
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scrierea unui vector din 3R  ca o combinaţie liniară a vectorilor ce 
formează sistemul de generatori este unică.  
    )b   Procedând analog, obţinem că se poate găsi un vector 

3Rv∈  astfel încât sistemul să fie incompatibil, prin urmare 
{ }431 ,, vvv  nu este sistem de generatori. 
    )c   În mod analog, rezultă că { }32 ,vv  nu este sistem de 
generatori. 
     )d  Am arătat la punctul )a  că { }  ,, 321 vvv sistem de generatori, 

prin urmare rezultă că RRv ∈∃∈∀ 321
3 ,,, ααα astfel încât 

⇒++= 332211 vvvv ααα RRv ∈=∃∈∀ 0,,,, 4321
3 αααα  astfel 

încât 44332211 vvvvv αααα +++= . 
     Deoarece { }  ,, 321 vvv este sistem de generatori, rezultă că  
{ }4321 ,,, vvvv   este sistem de generatori. Cum 3dim 3 =R , obţinem 

că sistemul { }4321 ,,, vvvv  nu este bază a spaţiului 3R . Rămâne să 
verificăm prin calcule dacă scrierea unui vector din 3R  ca o 
combinaţie liniară a vectorilor ce formează sistemul de generatori 
este unică. Vom obţine că această scriere nu este unică. 
Deoarece 3dim 3 =R , rezultă că numărul maxim de baze ce se pot 
forma cu vectorii din acest sistem este 3

4C . Notăm cu jkl∆  
determinantul format cu componentele vectorilor lkj aaa ,, . Avem 

0123 ≠∆ , 0124 =∆ , 0134 =∆ , 0234 ≠∆ , deci bazele care se pot 
forma sunt: { }  ,, 321 vvv şi { }  ,, 432 vvv . 
Pentru punctele )e  şi )f  se procedează în mod similar. 
 
        4.   Fie { }321 ,, fffF =  o bază a unui spaţiu liniar ),( RV de 
dimensiune trei şi sistemul de vectori { } VgggG ⊂= 321 ,, .  
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      Ştiind că 3211 2 fffg +−−= , 3212 2 fffg ++−= , 

313 ffg += , se cere: 
    )a  să se arate că { }321 ,, gggG =  formează o bază a spaţiului 
vectorial ( )RV , ; 
    )b  să se determine coordonatele vectorului 321 423 fffx +−=   
în baza  F . 
    )c  să se determine coordonatele vectorului 321 235 gggy +−=   
în baza F ; 
    )d  să se determine coordonatele vectorului 321 23 fffz +−=  
în baza  G . 
 
Rezolvare: 
    )a  Fie R∈321 ,, ααα  astfel încât ⇒=++ 0332211 ggg ααα  

( ) ( ) ( ) ⇒=++++−++−− 022 31332123211 ffffffff ααα
( ) ( ) ( ) 022 33212211321 =+++−−++−− fff αααααααα . 
Deoarece vectorii 321 ,, fff  sunt liniar independenţi, rezultă că toţi  
coeficienţii acestora din relaţia de mai sus sunt nuli:  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+−
=+−−

02
0
02

321

21

321

ααα
αα

ααα
; determinantul matricei sistemului obţinut  

este: 06
1  2     1

 0   1     1
1     1    2

≠−=−
−−

=∆ , prin urmare sistemul admite numai 

soluţia banală: 0321 === ααα , deci { } ,, 321 ggg  este un sistem 
de vectori liniar independenţi. De asemenea, numărul de vectori din 
sistem este egal cu dimensiunea spaţiului liniar ( )RV , , prin urmare  

{ }321 ,, gggG =  formează o bază a spaţiului vectorial ( )RV , . 
    )b  Avem că 321 423 fffx +−= , prin urmare, conform definiţiei, 
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coordonatele vectorului x  în baza  F  sunt: 4,2,3 −  sau 

( )tFx 4,2,3 −= . 
    )c  Avem că 321 235 gggy +−= . Trebuie să exprimăm vectorul 
y  în funcţie de vectorii bazei F . Folosind relaţiile din enunţ care 

exprimă vectorii bazei G  în funcţie de vectorii bazei F , obţinem: 
( ) ( ) ( ) 32131321321 8522325 fffffffffffy +−−=++++−−+−−= , 

deci, conform definiţiei, coordonatele vectorului y  în baza  F  

sunt: 1,8,5 −−  sau ( )tFy 1,8,5 −−= . 
    )d  Pentru a determina coordonatele vectorului 321 23 fffz +−=  
în baza  G  putem folosi metoda Gauss-Jordan. Pornim de la 
reprezentarea vectorului z  în baza F . Vom elimina, pe rând, câte 
un vector al bazei iniţiale, pe care îl vom înlocui cu un vector al 
noii baze, G . Rezultă următorul tabel: 
 

Baza   1g    2g ↓    3g     z  
    1f   
← 2f  
    3f  

-2      -1       1 
-1       1       0 
 1       2        1 

   1 
  -3 
   2 

    1f  
   2g  
← 3f  

-3       0       1↓  
-1       1       0 
 3       0        1 

  -2 
  -3 
   8 

← 1f  
   2g  
   3g  

-6 ↓     0       0 
-1        1       0 
 3        0        1 

 -10 
  -3 
   8 

   1g  
   2g  
   3g  

 1       0        0 
 0       1        0 
 0       0        1 

  5/3 
- 4/3 
    3 

În ultima iteraţie, în coloana vectorului z , s-au obţinut 

coordonatele acestuia în baza G , prin urmare ( )tGz 3,, 3
4

3
5 −= . 
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PROBLEME PROPUSE 
 
     
    1.   Să se arate că mulţimea de vectori },,,{ 4321 aaaaA= , unde 

ta )3,0,2(1 −= , ta )1,1,5(2 −= , ta )2,1,3(3 −−= , ta )3,6,1(4 = , 

formează un sistem de generatori pentru spaţiul liniar ( )RR ,3 . 
 
    2.   Stabiliţi care din sistemele următoare de vectori formează o 
bază a spaţiului vectorial indicat: 
    )a  ttt vvv )1,3,4(,)1,2,3(,)2,1,3( 321 ===  în ( )RR ,3 ; 

    )b  tttt vvvv )1,0,2,1(,)2,1,0,1(,)1,4,3,2(,)4,3,2,1( 3321 −=−===  

în ( )RR ,4 ; 
    )c  iviv 23,41 21 +=+−=  în ( )RC, ; 

    )d 852,24,33 2
3

2
2

2
1 +−=++=−+= XXvXXvXXv  în  

( )RXR ],[2 ; 

    )e  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3    2
1     4

,
2     1 
4     3

,
1     4
3     2

,
4     3
2      1

4321 AAAA  în  

( )RRM ),(2 . 
R:  )a , )b , )c , )e . 
 
    3.  Să se arate că mulţimea de vectori B  formează o bază a 
spaţiului vectorial indicat şi să se determine coordonatele 
vectorului v  în baza B : 

    )a   ( ) ( ) ( ) };6,1,1,1,1,3,5,1,2{ 321
ttt vvvB −=−=−==  

( ) ( ) ( ) ;4,4,5;,, 3 tvRRKV −==   

    )b   ( ) ( ) ( ) };2,...,2,2,1{ 1
2

321
n

n XfXfXffB −=−=−=== +  

( ) ( ) ;...;],[, 2
210

n
nn XaXaXaafRXRKV ++++==  
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    )c   
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

==
1  2
8-   4

,
1  1
1  1

,
1  2
8  4

,
1  1
1-  1

4321 AAAAB ,  

( ) ( ) .
11   1

1   11
;),(, 2 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== vRRMKV      

4. Să se determine parametrul Rm∈  astfel încât mulţimea de 
vectori B  să formeze o bază a spaţiului liniar indicat: 

)a  ( ) ( ) ( ) }2,2,1,,1,1,1,,2{ 321
ttt vmvmvB =−=== , ( )RR ,3 ; 

)b },1{ 2
21 XmfXfB +=−== , [ ]( )RXR ,2 ; 

)c }1,2{ 21 mifimzB +−=−== , ( )RC, . 
 

    5.   Se consideră sistemul de vectori din spaţiul liniar ( )RR ,3 : 

( ) ( ) ( ) }2,1,1,1,2,4,2,1,3{ 321
ttt vvvB −=−=−== . 

    )a  Să se arate că B  formează o bază a spaţiului liniar ( )RR ,3 .       

    )b  Să se determine vectorul 3Rv∈ , ştiind că ( )tBv 6,5,2−= . 
     
    6.   În spaţiul vectorial ( )RR ,3  se consideră vectorii: 

ttttt vvvvv )1,3,2(,)0,3,0(,)3,1,1(,)1,0,2(,)1,1,3( 54321 ==−==−= . 

      Determinaţi 5,1∈k  astfel încât sistemul de vectori:  

    )a { }kvvv ,, 21  să formeze o bază a spaţiului vectorial ( )RR ,3 ; 
    )b { }kvvv ,, 42  să fie sistem de generatori pentru spaţiul  

vectorial ( )RR ,3 . 
R: )a { }5,4∈k ; )b { }3,1∈k . 
 
    7.   Fie { }3211 ,, aaaB =  o bază a unui spaţiu liniar ( )RV , de 
dimensiune trei şi sistemul de vectori { } VbbbB ⊂= 3212 ,, .  
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      Ştiind că 3211 3aaab +−= , 3212 43 aaab +−−= , 

3213 332 aaab ++= , se cere: 
    )a  să se arate că { }3212 ,, bbbB =  formează o bază a spaţiului 
vectorial ( )RV , ; 
    )b  să se determine coordonatele vectorului 321 42 aaax +−=   
în baza  1B . 
    )c  să se determine coordonatele vectorului 321 252 aaay −+−=   
în baza  2B ; 
    )d  să se determine coordonatele vectorului 321 24 bbbz −−=   
în baza 1B . 
 

R: )a  Se  foloseşte propoziţia 1 din breviarul teoretic. 

   )b ( )tBx 4,1,2
1

−= ; )c  ( )tBy 2,1,3
2

−= ; )d  ( )tBz 5,6,3
2

−= . 

    8.   Să se arate că mulţimea de vectori din spaţiul liniar ( )RR ,3  

( ) ( ) ( ) ( ){ }tttt ggggG 1,1,0,0,1,1,0,1,0,0,1,1 4321 =−====   

este un sistem de generatori pentru spaţiul liniar ( )RR ,3  şi că 

scrierea vectorului ( )tv 0,0,1=  ca o combinaţie liniară a vectorilor 
din G  nu este unică. 
 
    9.   Să se arate că sistemul de vectori { }321 ,, aaaB =  din spaţiul  

liniar ( )RR ,3  formează o bază a acestui spaţiu şi să se determine 
coordonatele vectorului x  în această bază: 
    )a ( ) ( ) ( ) ( )tttt xaaa 21,4,2;10,2,1,1,4,1,5,3,1 321 −=−=−=−= ; 

    )b ( ) ( ) ( ) ( )tttt xaaa 1,1,2;3,1,1,1,3,1,1,1,3 321 −−=−=−=−= . 
R:  Se  foloseşte propoziţia 1 din breviarul teoretic; 

    )a ( )tBx 1,1,2= ; )b  ( )tBx 4
1

4
1

2
1 ,,−= . 

56



     10.   Să se arate că sistemul de vectori B  formează o bază a 
spaţiului liniar ( )KV ,  şi să se determine coordonatele vectorului x  
în această bază pentru fiecare din cazurile următoare: 
    )a ( ) ( )RRKV ,, 2= , ( ) ( ){ }tt vvB 0,1,2,1 21 −=== , tx )3,5(= ; 
    )b ( ) ( )RXRKV ],[, 3= , 

{ }12,,1,1 2
4

3
321 −=−=+=== XfXXfXffB , 21 Xx −= ; 

    )c  ( ) ( )RRMKV ),(, 3= ,  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

0    0
0     1

,
0     1 
1     0

,
1     1
0     0

,
0     0
1      1

4321 AAAAB ,

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
2     1
3      1

x ; 

    )d ( ) ( )RRKV ,, 3= ,  

( ) ( ) ( ){ }ttt vvvB 1,0,2,1,0,1,1,2,1 221 =−=−== , tx )1,2,2(= . 
    )e ( ) ( )RCKV ,, = , { }izizB 34,1 21 −=+== , ix 52 −= . 
 
    11.   Se dau vectorii din spatiul liniar ( )RR ,3 :  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
0
0

 ,
6
3   
0   

 ,
1
2  
3  

 ,
1
2   
1

,
4
1
2

54321 vvvvv   

.23 3216 vvvv +−=  
    Care din următoarele mulţimi formează un sistem de generatori 
pentru spaţiul vectorial ( )RR ,3 :   { } { };,,)  ;,,) 431321 vvvbvvva  
{ } { } { } { }.,,)  ;,,)  ;,,,)  ;,) 543632432132 vvvfvvvevvvvdvvc      

    Din fiecare sistem de generatori să se extragă toate bazele 
posibile ale spaţiului vectorial ( )RR ,3 . 
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    Să se verifice dacă scrierea unui vector din 3R  ca o combinaţie 
liniară a vectorilor ce formează sistemul de generatori este unică. 
 

    12.   În spaţiul vectorial ( )RR ,4  se consideră vectorii  

 

0
1
2  
3  

  ,

2
1
3   
4

  ,

1
2
1
3

321

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= vvv .  

Să se completeze acest sistem de vectori până la o bază. 
 

    13.   În spaţiul vectorial ( )RR ,2  se consideră vectorii: 

 Raavavav ttt ∈=+== ,),2(,)14,3(,)2,( 21 . Se ştie că { }21,vv  
este bază, iar coordonatele vectorului v  în această bază sunt egale 
cu  -7 şi  3. Să se determine valoarea parametrului a . 
 

    14.  Fie spaţiul vectorial ( )RR ,2 . Se consideră vectorii 

Rmuuvmmv tttt ∈===−= ,)4,3(,)7,5(,)2,3(,)1,( 2121 . 
Un vector x  are coordonatele 1 şi m−  în baza { }211 ,vvB = , 

respectiv 122 −+ mm  şi 11142 +− mm  în baza { }212 ,uuB = . 
Să se determine valoarea parametrului m . 
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2.4.  SUBSPAŢIUL VECTORIAL GENERAT DE O 
MULŢIME DE VECTORI 

 

BREVIAR TEORETIC 

 
Definiţie. Fie ),( KV  un spaţiu vectorial de tip finit şi VM ⊂ ,  

∅≠M . Se numeşte acoperirea liniară a lui M sau subspaţiul 
vectorial generat de M  şi se notează )(ML sau M  sau ( )MSpan  

mulţimea: 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=∈∈∈= ∑
=

niMxKNnxML ii
n

i
ii ,1,,,)( *

1
αα . 

 
Propoziţie. )(ML este subspaţiu vectorial al lui ),( KV . 
 
Observaţia 1. ( ) ( )BLML = , unde B  este o familie liniar 
independentă, maximală, conţinută în M . 
 
Observaţia 2.  Pentru a găsi o bază în )(ML  trebuie să căutăm în 
M o familie maximală de vectori liniar independenţi. 

 
 
PROBLEME REZOLVATE   
 
    1.   În spaţiul vectorial ( )RR ,3  se consideră vectorii: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3 
7 
4 

   ,
3 
8 
5 

  ,
2   
5   
3   

  ,
1 

 3 
 2 

  ,
1  
2  
1  

54321 vvvvv ,  
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1 
1 
1 

y, 
4 
9 
5 

 x . Fie { }54321 ,,,, vvvvvM =   .  Se cere: 

    )a    să se afle dim )(ML ; 
    )b    să se precizeze dacă vectorii yx,  aparţin sau nu spaţiului  
vectorial )(ML ; 
    )c    1) să se dea exemplu de o bază 1B  pentru )(ML astfel încât  

MB ⊂1 ; 
    2) să se dea exemplu de o bază 2B  pentru )(ML astfel încât  

MRB \3
2 ⊂ ; 

          3) să se dea exemplu de o bază 3B  pentru )(ML astfel încât 
MB ⊄3 şi ∅≠∩MB3 . 

 
Rezolvare: 

    )a   Conform observaţiei 2 din breviarul teoretic, pentru a 
determina o bază în )(ML  trebuie să găsim în M  un sistem 
maximal de vectori liniar independenţi. Scriem matricea A  ale 
cărei coloane sunt componentele vectorilor din M : 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

33211
78532
45321

A . Determinăm un minor nenul de ordin 

maxim şi găsim 0
32
21

2 ≠=∆ , prin urmare un sistem maximal 

de vectori liniar independenţi este { }21,vv , deci  dim 2)( =ML .       
    )b  Avem că { }5,1,...)( 552211 =∈+++= iRvvvML iαααα . În 
baza observaţiei 1, rezultă că ( ) { }RvvML ∈+= 212211 ,αααα . 
• )(MLx∈  dacă există scalarii R∈21,αα  astfel încât 

⇔+= 2211 vvx αα  
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

⇔
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⇔

4
932
52

1
3
2

1
2
1

4
9
5

21

21

21

21
αα
αα
αα

αα ; obţinem 

1,3 21 == αα , prin urmare )(MLx∈ . 
• )(MLy∈  dacă există scalarii R∈21,αα  astfel încât  

⇔+= 2211 vvy αα  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

⇔
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⇔

1
132
12

1
3
2

1
2
1

1
1
1

21

21

21

21
αα
αα
αα

αα ; obţinem că 

sistemul nu are soluţie, deci )(MLy∉ . 
    )c   1) { } MvvB ⊂= 211 , şi 1B  bază (am arătat la punctul )a ). 

          2)  Fie 2211 3,2 vwvw ==  şi { } MRwwB \, 3
212 ⊂=  şi  

{ }21, ww  sistem de vectori liniar independenţi, deci bază pentru 
)(ML ( deoarece == 2)(dim ML numărul de vectori din 2B ). 

         3) { }213 , wvB = , unde 22 3vw = ; avem MB ⊄3 şi 
∅≠∩MB3 ; în plus, { }21, wv  este un sistem de vectori liniar 

independenţi, deci bază pentru )(ML (deoarece == 2)(dim ML  
= numărul de vectori din 3B ). 
 
    2.   În spaţiul liniar ( )RRn ,  se consideră mulţimile X şi Y   

din nR : 
)a  ( ){ }ni

t
n xxniRxxxxxX ==∈== 121 ,,1,/,...,, ; 

)b   ( ){ }niQRxxxxxY i
t

n ,1,\/,...,, 21 =∈== . 
      Să se stabilească dacă X , Y  sunt subspaţii ale spaţiului  
vectorial ( )RRn ,  şi în caz afirmativ să se determine dimensiunile 
acestora. 
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Rezolvare: 
a) Fie ( )tnxxxxXyx ,...,,, 21=⇒∈ , cu  

ni xxniRx ==∈ 1,,1,  şi ( )tnyyyy ,...,, 21= ,  

cu ni yyniRy ==∈ 1,,1, . Atunci 

( )tnn yxyxyxyx +++=+ ,...,, 2211 , cu niRyx ii ,1, =∈+  şi 

nn yxyx +=+ 11 , prin urmare Xyx ∈+ . 

Fie R∈α  şi ( )tnxxxxXx ,...,, 21=⇒∈ , cu niRxi ,1, =∈ ,  

nxx =1 ; avem că ( )tnxxxx αααα ,...,, 21= , cu niRxi ,1, =∈α  şi 

nxx αα =1 , prin urmare Xx∈α .Conform definiţiei, rezultă că X  

este subspaţiu vectorial al spaţiului liniar ( )RRn , . 

Dacă ( ) ni
t

n xxniRxxxxxXx ==∈=⇒∈ 121 ,,1,,,...,, ,  

deci ( )tn xxxxx 1121 ,,...,, −= , prin urmare 

( ) ( ) ( )tn
tt xxxx 0,1,.....,0,00......0,.....,0,1,01,.....,0,0,1 121 ⋅++⋅+⋅= − ; 

rezultă de aici că { }( )121 ,...,, −= ngggLX , unde 

( ) ( ) ( )tn
tt ggg 0,1,.....,0,00,......,0,.....,0,1,0,1,.....,0,0,1 121 ⋅== − . 

     Pentru a determina dimensiunea spaţiului vectorial X , trebuie 
să găsim o bază în ( ) { }( )121 ,...,, −== ngggLGLX , deci, conform 
observaţiei 2 din breviarul teoretic, trebuie să căutăm în G  o 
familie maximală de vectori liniar independenţi. 
Fie A  matricea având drept coloane vectorii 121 ,...,, −nggg ;  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0............001
1............000

..........................
0.............010
0.............001

A ; 
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Deoarece determinantul format cu primele 1−n  linii este nenul, 
rezultă că rangul matricei A  este 1−n  şi egal cu numărul 
vectorilor din G , prin urmare vectorii 121 ,...,, −nggg  sunt liniar 
independenţi. Am obţinut că  dim 1−= nX . 

b) ( ){ }niQRxxxxxY i
t

n ,1,\/,...,, 21 =∈== . 

Fie ( ) Yx
t
∈= 2,....,2,2  şi R∈= 2α ; rezultă 

( ) Yx t ∉= 2,.....,2,2α , deci Y  nu este subspaţiu vectorial al 

spaţiului liniar ),( RRn . 
 

 
PROBLEME PROPUSE 

 
    1.   Să se determine dim )(AL  în spaţiul vectorial V  şi să se  
stabilească dacă )(ALv∈ : 

)a  ( )RRV ,4= , 

( ) ( ) ( ){ }ttt aaaA 2,1,3,1,1,2,0,1,1,1,3,0 321 ==−−== , ( )tv 1,1,3,2 −= ; 

)b  )],[( 4 RXRV = , 3
3

42
21 ,,1{ XaXXaXaA =+=+== , 

}2, 432
5

42
4 XXXaXXa ++=−= , 12 ++= XXv . 

R: )a  dim 2)( =AL , )(ALv∉ ; )b  dim 4)( =AL , )(ALv∈ . 
 
    2.   Fie ( ){ }RcbacbacbaG t ∈=+−= ,,;023/,, .  

)a   Să se arate că G  este subspaţiu al spaţiului vectorial ( )RR ,3 . 
)b   Să se indice o bază a spaţiului vectorial G  şi să se  

determine dimensiunea acestuia. 
R: )a  Se foloseşte definiţia subspaţiului vectorial. 

      )b dim 2=G ; ( ) ( ){ }ttB 1,0,2,0,1,3 −= . 
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    3.   În spaţiul vectorial ( )RR ,3  se consideră vectorii: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

5 
8 

13 
  ,

4   
7   

11  
  ,

1 
 2 
 3 

  ,
2  
3  
5  

4321 vvvv , 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

6 
12 
19 

y, 
1 
0 
1 

,
1 
1 
2 

 5 xv . Fie 

{ }54321 ,,,, vvvvvM = .  Se cere: 
    )a  să se calculeze dim )(ML ; 
    )b  să se precizeze dacă vectorii yx,  aparţin sau nu spaţiului  
vectorial )(ML ; 
    )c   să se dea exemplu de: 

        1)  o bază 1B  pentru )(ML astfel încât MB ⊂1 ; 

      2)  o bază 2B  pentru )(ML astfel încât MRB \3
2 ⊂ ; 

            3)  o bază 3B  pentru )(ML astfel încât MB ⊄3 şi 
∅≠∩MB3 . 

    )d  să se determine coordonatele vectorilor 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1 
1 
2 

, 
0 
1- 
1- 

ba  

în bazele 321 ,, BBB . 
 

    4.   În spaţiul liniar ( )RRn ,  se consideră mulţimile X , Y , Z : 

( ){ }niZxxxxxX i
t

n ,1,/,...,, 21 =∈== ,  

( ){ }nni
t

n xxniRxxxxxY 2,,1,/,...,, 121 ==∈== − , 

( ){ }0...,,1,/,...,, 2121 =+++=∈== ni
t

n xxxniRxxxxxZ . 
 Să se stabilească dacă X , Y , Z  sunt subspaţii ale spaţiului  
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vectorial ( )RRn ,  şi în caz afirmativ să se determine dimensiunile 
acestora. 

R: X  nu este subspaţiu vectorial; Y  şi Z  sunt subspaţii  
vectoriale de dimensiune 1−n  
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2.5.  SCHIMBAREA COORDONATELOR UNUI 
VECTOR LA TRECEREA DE LA O BAZĂ  

LA ALTĂ BAZĂ 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 

Considerăm spaţiul vectorial ( )KV , ,  dim nV = . Fie 
},.......,,{ 21 nfffF =  şi },.......,,{ 21 ngggG =  două baze ale 

spaţiului liniar ( )KV , .  
 
Definiţie. Se numeşte matricea de trecere de la baza F la baza G  
matricea care are drept coloane coordonatele vectorilor bazei G în 
baza F. Notând această matrice cu GFC , , putem scrie: 

( )FnFFGF gggC )........()()( 21, = . 
Formula de transformare a coordonatelor unui vector Vx∈  la 
trecerea din baza F în baza G este:   FGFG xCx ⋅= −1

, . 

Observaţia 1. 1
,, )( −= GFFG CC . 

 

Observaţia 2. În baza definiţiei, rezultă că matricea de trecere de la 
baza canonică a spaţiului liniar ( )RRn ,  la o altă bază  F  a acestui 
spaţiu are pe coloane componentele vectorilor bazei  F. 
 

Observaţia 3. Fie spaţiul liniar ( )RRn ,  şi nRx∈  ,  E  baza 
canonică şi F ,G alte două baze ale acestui spaţiu. Notăm cu A 
matricea de trecere de la baza E  la baza  F  ( EF xAx ⋅= −1 )  şi cu 

B matricea de trecere de la baza E  la baza  G ( EG xBx ⋅= −1 ).  
 

Formula de transformare a coordonatelor unui vector nRx∈  la  
trecerea din baza  F  în baza  G  este:   FG xABx ⋅= −1 . 
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PROBLEME REZOLVATE 
 
    1.   În spaţiul liniar al polinoamelor de grad cel mult 3 şi 
coeficienţi reali, [ ]( )RXR ,3 , considerăm bazele 

},,,1{ 3
4

2
321 XfXfXffF =====  şi 

}.321

,6,4,532{
2

4

3
3

2
2

32
1

XXg

XXgXgXXXgG

++=

−−=−=−++−==
. 

    Să se determine matricea de trecere de la baza  F  la baza  G . 
 
Rezolvare: 
    Conform definiţiei din breviarul teoretic, matricea de trecere de 
la baza F  la baza  G  are pe coloane coordonatele vectorilor bazei 
G în baza F. Avem că: 

t
Fgffffg )5,1,3,2()()5(13)2( 143211 −−=⇒⋅−+⋅+⋅+⋅−= ; 

t
Fgffffg )0,1,0,4()(0)1(04 243212 −=⇒⋅+⋅−+⋅+⋅= ; 

t
Fgffffg )6,0,1,0()()6(0)1(0 343213 −−=⇒⋅−+⋅+⋅−+⋅= ; 

t
Fgffffg )0,3,2,1()(0321 443214 =⇒⋅+⋅+⋅+⋅= . Rezultă: 

( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
−

==

0605
3011
2103
1042

)()()()( 4321, FFFFGF ggggC . 

 
    2.   Fie },,{ 321 eeeE =  şi },,{ 321 fffF =  două baze ale unui 
spaţiu vectorial de dimensiune 3. Ştiind că 3211 23 eeef ++= , 

3212 2+−= eef , 313 2 eef +−= , să se determine matricea de 
trecere de la baza  F  la baza  E. 
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 Rezolvare: 
• Observăm că pe baza informaţiilor din enunţ se poate determina  
foarte uşor matricea de trecere de la baza E la baza F, notată FEC , . 

Din 3211 23 eeef −+−=  rezultă că 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
2
3

)( 1 Ef ; analog obţinem: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

2
1
1

)( 2 Ef ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

1
0
2

)( 3 Ef , prin urmare 

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
==

121
012
213

)()()( 321, EEEFE fffC . 

• Pentru a obţine matricea de trecere de la baza  F la baza E vom  
folosi observaţia 1, conform căreia avem că 1

,, )( −= FEEF CC . 
Vom aplica metoda Gauss-Jordan. 
 

      FEC ,               I3 
3       1      -2    
2      -1       0    
1       2       1 

1       0       0    
0       1       0    
0       0       1 

5       5       0    
2      -1       0    
1       2       1 

1       0       2    
0       1       0    
0       0       1 

-5      0       0    
-2      1       0    
5       0       1 

1       5       2    
0      -1       0    
0       2       1 

1      0       0        
0      1       0        
0       0       1 

-1/5    -1      -2/5   
-2/5    -3      -4/5   
1         7         3 

       I3                  EFC ,
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În concluzie, 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−
−−−

=
371

5/435/2
5/215/1

,EFC . 

 
    3.   Fie F  şi G  douã baze ale spaţiului vectorial ( )RR ,3  şi 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

102
311
120

A  matricea de trecere de la baza F  la baza G .    

    Ştiind cã })1,1,1(,)1,0,2(,)1,0,1({ 321
ttt fffF −=−=−== , sã se 

determine baza G . 
 
Rezolvare: 
    Conform definiţiei, prima coloană a matricei A  reprezintă 
coordonatele vectorului 1g  în baza F: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=⋅+⋅−+⋅=⇒

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

3
2
4

2)1(0
2
1
0

)( 32111 fffgg F . 

Analog avem: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=⋅+⋅+⋅−=⇒

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

3
0
4

01)2(
0
1
2

)( 32122 fffgg F ; 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=⋅+⋅+⋅=⇒

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
1
4

131
1
3
1

)( 32113 fffgg F . 

Rezultă că baza este: 
})1,1,4(,)3,0,4(,)3,2,4({ 321

ttt gggG −=−=−== . 
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4. Fie urmãtoarele sisteme de vectori din spaţiul liniar ( )RR ,3 :    

})1,1,1(,)1,1,3(,)1,1,2({ 321
ttt fffF −=−=−== ,     

})0,1,1(,)1,1,0(,)0,1,2({ 321
ttt gggG =−=== . 

    )a   Sã se arate cã F  şi G  sunt baze ale spaţiului liniar ( )RR ,3 . 
    )b   Sã se determine matricea de trecere de la baza  G  la baza F  
şi matricea de trecere de la baza F  la baza G . 
    )c   Fie x  un vector din spaţiul liniar ( )RR ,3 . Ştiind cã  

t
Fx )1,2,4( −= , sã se determine Gx . 

    )d   Sã se exprime vectorul 321 23 gggy −+−=   din spaţiul 

liniar ( )RR ,3  în baza F  şi în baza canonică a spaţiului ( )RR ,3 . 
    )e   Sã se determine legătura între coordonatele unui vector din  

spaţiul liniar ( )RR ,3  în bazele F  şi G . 
 
Rezolvare: 
    )a   Notăm cu A  matricea care are drept coloane vectorii din 
mulţimea F. 

==⇒≠=
−

−
−

= 308
111
113
112

det rangAA  numărul de 

vectori ai mulţimii F, prin urmare F formează un sistem de vectori 
liniar independent.     (1) 
Numărul vectorilor din F  este 3 şi este egal cu dimensiunea 
spaţiului ),( 3 RR   (2) 
Din (1) şi (2) rezultă că F este o bază a spaţiului liniar ),( 3 RR . 
Analog se arată că G formează o bază a spaţiului liniar ),( 3 RR . 
    )b   Vom folosi observaţia 2. Fie  A şi B matricele asociate celor  
două baze (acestea au pe coloane vectorii bazelor F, respectiv G),  
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FGC ,  matricea de trecere de la baza G  la baza F  şi 3Rx∈ . 

Avem că FGFG xCx ⋅= −1
,  şi FG xABx ⋅= −1 , prin urmare 

matricea de trecere de la baza G  la baza F  este: ABC FG
1

,
−= , 

pe care o vom determina cu metoda Gauss-Jordan. 
    B                   A 

2       0       1    
1      -1       1    
0       1       0 

-2      3        1   
1      -1        1   
1       1       -1 

2       0       1    
-1      1      -1    
1       0       1 

-2      3        1   
-1      1       -1   
2       0        0 

1       0       0    
0       1       0    
1       0       1 

-4      3        1   
1       1       -1   
2       0        0 

1       0       0    
0       1       0    
0       0       1 

-4      3        1   
1       1       -1   
6      -3       -1 

   I3                    B-1A 

    Am obţinut că 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
=

136
111
134

,FGC . 

    Pentru a afla GFC ,  (matricea de trecere de la baza F  la 

bazaG ), vom utiliza formula 1
,, )( −= FGGF CC . 

 
    )c   Vom folosi formula de transformare a coordonatelor unui 
vector la trecerea din baza F în baza G :   

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
=⋅=⋅= −

29
1

21

1
2
4

136
111
134

,
1
, FFGFGFG xCxCx . 
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    )d   t
Fyfffy )1,2,3(23 321 −−=⇒−+−= . 

Pentru a exprima vectorul y  în baza G  vom folosi formula 

FGFG yCy ⋅= −1
, . 

Pentru a exprima vectorul y  în baza canonică E, vom folosi că 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⋅+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−
⋅−=−+−=

4
2
1

1
1
1

1
1
3

2
1
1
2

323 321 fffy , prin 

urmare ( )tEy 4,2,1 −−−= . 

    )e   Considerăm un vector 3Rx∈ . Fie t
Gx ),,( 321 ααα=  şi  

t
Fx ),,( 321 βββ=  coordonatele vectorului x  în cele două baze. 

Aplicând formula FFGFGFG xCxCx ⋅=⋅= −
,

1
, , obţinem că: 

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

3

2

1

3

2

1

136
111
134

α
α
α

β
β
β

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=
−+=

++−=

3213

3212

3211

36

34

αααβ
αααβ

αααβ
, relaţii 

care arată legătura între coordonatele unui vector 3Rx∈  în bazele 
G  şi  F. 
 
    5.   Să se determine formulele de transformare a coordonatelor 
unui vector din spaţiul liniar ( )RR ,2  la trecerea de la baza F  la 
baza G , unde })1,3(,)1,1({ 21

tt ffF −=−== şi 
})1,1(,)1,2({ 21

tt ggG −=== . 
 
Rezolvare: 
    Considerăm un vector 2Rx∈ . Fie t

F xxx ),( 21=  şi 
t

G yyx ),( 21=  coordonatele vectorului x  în cele două baze. 
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Notăm cu A  matricea de trecere de la baza canonică la baza F 
(matricea având pe coloane vectorii bazei F ) şi cu B matricea de 
trecere de la baza canonică la baza G. Formula de transformare a 
coordonatelor unui vector nRx∈  la trecerea din baza F în baza G 
este: FG xABx ⋅= −1 . 

Calculăm matricea AB 1−  folosind metoda Gauss-Jordan. 
B              A 

2  1 
1       -1 

1 -3 
-1     1 

3  0 
-1       1 

0  -2 
1     -1 

1        0     
0        1 

0   -2/3  
1   -5/3  

  I2             B-1A 

Rezultă că ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

2

1
3/51
3/20

x
x

y
y

, prin urmare formulele de 

transformare a coordonatelor unui vector din spaţiul liniar ( )RR ,2  

la trecerea de la baza F  la bazaG  sunt: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=

23
5

12

23
2

1

xxy

xy
. 

 
 
 
PROBLEME PROPUSE 

  
    1.   În spaţiul liniar al polinoamelor de grad cel mult 3 şi 
coeficienţi reali [ ]( )RXR ,3  considerăm bazele 

},,,1{ 3
4

2
321 XfXfXffF =====  şi 
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,82,3,421{ 3
3

2
2

32
1 XXgXXgXXXgG +−=−=−+−==

}23 2
4 XXg +−= . 

    Să se determine matricea de trecere de la baza F   la baza  G  . 

R:  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−−
=

0804
1011
2132

3201

,GFC . 

 
    2.   Fie },,{ 321 eeeE =  şi },,{ 321 fffF =  două baze ale unui 
spaţiu vectorial de dimensiune 3. Ştiind că 3211 32 eeef +−−=  

3212 23 eeef −+= , 323 4eef += , să se determine: 
)a  matricea de trecere de la baza E  la baza F ; 
)b  matricea de trecere de la baza F  la baza E . 

R: )a  ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

==
413
122
031

)()()( 321, EEEFE fffC ; 

       )b  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

== −

6
1

3
1

6
1

24
1

6
1

24
11

8
1

2
1

8
3

1
,, )( FEEF CC  . 

    3.   Fie F  şi G  douã baze ale spaţiului vectorial ( )RR ,3  şi 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

131
012
214

A  matricea de trecere de la baza F  la baza G .      

    Ştiind cã })1,1,2(,)1,0,1(,)1,2,3({ 321
ttt fffF −=−=−== , sã 

se determine baza G . 
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R: })1,3,8(,)3,5,4(,)1,7,12({ 321
ttt gggG −=−=−== . 

 
    4.   Se considerã urmãtoarele sisteme de vectori din spaţiul liniar 
( )RR ,3 : 

})1,1,1(,)1,3,1(,)1,2,3({ 321
ttt fffF −=−=−==

})1,0,2(,)2,1,0(,)0,2,1({ 321
ttt gggG −=−=−== . 

    )a   Sã se arate cã F  şi G  formeazã baze ale spaţiului liniar  

( )RR ,3 . 
    )b   Sã se determine matricea de trecere de la baza  F  la baza G  
şi matricea de trecere de la baza G  la baza F . 
    )c   Fie x  un vector din spaţiul liniar ( )RR ,3 . Ştiind cã  

t
Gx )4,3,2( −= , sã se determine Fx . 

    )d   Sã se exprime vectorul 321 32 fffy +−=   din spaţiul liniar  

( )RR ,3  în baza G  şi în baza canonică a spaţiului ( )RR ,3 . 
    )e   Sã se determine formulele de transformare a coordonatelor 

unui vector din spaţiul liniar ( )RR ,3  la trecerea din baza G  în baza 
F . 

R: )b  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

2
3

2
3

2
1

2
5

,

5

3

031

GFC ; 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−−

=

14
9

14
1

7
8

14
1

14
3

7
3

14
3

14
9

7
2

,FGC ; 

      )c  t
Fx )12,12,11(= ; 

      )d  t
Gy ),,( 7

13
7
11

7
19 −−= ; 

      )e  Fie t
Gx ),,( 321 ααα=  şi t

Fx ),,( 321 βββ= ; atunci 
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

++=

++=

+=

32
3

212
3

3

32
1

212
5

2

211

5

3

3

αααβ

αααβ

ααβ

. 

 
    5.   Stabiliţi cum se modificã coordonatele unui vector la trecerea 
de la baza F  la baza G , dacã: 

)a })1,3(,)2,1({ 21
tt ffF −=−== , })2,1(,)1,2({ 21

tt ggG === ; 
)b }21,31,2{ 2

32
2

1 XfXfXXfF +−=+=+−== ,
}1,32,1{ 2

3
2

21 XgXXgXgG +−=−+−=+== ; 
)c })0,1,1(,)1,1,0(,)1,1,3({ 321

ttt fffF =−=−−== ,
})0,0,1(,)0,1,2(,)1,2,3({ 321

ttt gggG ==== . 

R:  a) Fie t
Fx ),( 21 αα=  şi t

Gx ),( 21 ββ= ; atunci 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

−=

25
3

15
1

2

215
8

115
11

1

ααβ

ααβ
. 

 
    6.   Fie })1,1,2(,)1,2,1(,{ 321

tt bbbB −=== o bazã a spaţiului 

liniar ( )RR ,3  şi vectorul 3)0,1,1( Rv t ∈−= . Ştiind cã 
t

Bv )2,1,1(−= , sã se determine vectorul 1b . 

R:  tb )3,3,2(−= . 
 
    7.   Fie F  şi G  douã baze ale spaţiului vectorial ( )RXR ],[2  şi 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

101
311
122

A  matricea de trecere de la baza F  la baza 
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G . Ştiind cã }1,32,1{ 2
3

2
21 XgXXgXgG +−=−+−=+== , 

sã se determine baza F . 

R: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

−

== −

3
4

3
2

3
1

3
5

3
1

3
2

3
7

3
2

3
1

1
,, )( GFFG CC ; 

2
3
5

3
4

33
1

23
2

13
1

1 XXgggf −+−=−+−= ; 
2

3
1

3
2

33
2

23
1

13
2

2 XXgggf +−=+−= ; 
2

3
8

3
13

33
4

23
5

13
7

3 3XXgggf +−=+−=  
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CAPITOLUL 3 
OPERATORI LINIARI 

 
3.1. NOŢIUNEA DE OPERATOR LINIAR 

MATRICEA ASOCIATĂ UNUI OPERATOR LINIAR 
 

 
BREVIAR TEORETIC 
 
Fie ( )KX ,  şi ( )KY ,  două spaţii vectoriale de dimensiune finită. 
Definiţia 1. O funcţie YXU →: se numeşte operator liniar dacă: 

(1) U  este aditiv, adică XyxyUxUyxU ∈∀+=+ ,),()()( ; 
(2) U  este omogen, adică XxKxUxU ∈∀∈∀= ,),()( ααα . 

Observaţie. Cele două condiţii pot fi înlocuite prin:  
              (3) XyxKyUxUyxU ∈∀∈∀+=+ ,,,),()()( βαβαβα . 
 
Propoziţie. Dacă YXU →: este operator liniar, atunci 

YXU 0)0( = . (4) 
 
Definiţia 2. Fie spaţiile vectoriale ( )KX ,  şi ( )KY ,  , cu mX =dim , 

nY =dim , Nnm ∈,  şi YXU →: un operator liniar. Fie 
},...,,{ 21 mfffF = o bază a lui ( )KX ,  şi },...,,{ 21 ngggG = o bază 

a lui ( )KY , . Se numeşte matricea operatorului liniar U  
corespunzătoare bazelor F  şi G  matricea )(, KMA nm∈ ale cărei 
linii sunt componentele vectorilor )(),...,( 1 mfUfU în baza G, adică 

( )tGmGG fUfUfUA )(  ......  )(  )( 21= . 
Reprezentarea operatorului liniar U  în bazele F  şi G  este dată de 
formula: F

t
G xAxU =)( . 
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Dacă F  şi G  sunt bazele canonice ale spaţiilor ( )KX ,  şi ( )KY , , 

atunci reprezentarea operatorului liniar U  este: xAxU t=)( . 
 
Modificarea matricei unui operator liniar la schimbarea bazelor în 

care se reprezintă 
Fie YXU →:  un operator liniar, ', FF  două baze ale spaţiului 
liniar ( )KX ,  şi ', GG  două baze ale spaţiului liniar ( )KY , . 
Fie GFAA ,=  şi ',' GFAB =  matricele operatorului liniar 
corespunzătoare bazelor F  şi G , respectiv bazelor 'F  şi 'G . Fie C  
matricea de trecere de la baza F  la baza 'F  şi D  este matricea de 
trecere de la baza G  la baza 'G . Atunci CADB tt ⋅⋅= −1 . 
 
 
PROBLEME REZOLVATE 
 
    1.   Să se determine care dintre următoarele aplicaţii defineşte un  
operator liniar: 

    )a  23: RRU → , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

+−
=

321

321
2

34
)(

xxx
xxx

xU ; 

    )b  32: RRU → , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+−

−
=

21

1

21

5
32

4
)(

xx
x

xx
xU . 

  Rezolvare: 
    )a  Fie 3,,, RyxR ∈∈βα ; avem că: 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++++−
+++−+

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+
+

=+
)()(2)(

)(3)()(4
)(

332211

332211

33

22

11

yxyxyx
yxyxyx

yx
yx
yx

UyxU
βαβαβα
βαβαβα

βα
βα
βα

βα  
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)()(
2

34
2

34

321

321

321

321 yUxU
xxx

xxx
xxx

xxx
βα

βββ
βββ

ααα
ααα

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

+−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

+−
= ; 

 
    )b     Metoda I.  Fie 2,,, RyxR ∈∈βα . Avem că: =+ )( yxU βα  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−+
+−−

−−+
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−+
++−

+−+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=

2211

11

2211

2211

11

2211

22

11

55
322

44

)()(5
3)(2

)(4)(

yxyx
yx

yxyx

yxyx
yx

yxyx

yx
yx

U
βαβα

βα
βαβα

βαβα
βα

βαβα

βα
βα  (1); 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−+
++−−

−−+
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+−

−
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+−

−
=+

2211

11

2211

21

1

21

21

1

21

55
3322

44

5
32

4

5
32

4
)()(

yxyx
yx

yxyx

yy
y

yy

xx
x

xx
yUxU

βαβα
βαβα

βαβα
βαβα  (2).  

Din (1) şi (2) rezultă că relaţia (3) din definiţia operatorului liniar nu 
este îndeplinită R∈∀ βα , , prin urmare U  nu este operator liniar. 
 
           Metoda II.  Dacă U ar fi operator liniar, conform (4) ar trebui 
ca 32 0)0( RRU = . 

Dar 32 0
0
3
0

)0( RRU ≠
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= , prin urmare U  nu este operator liniar. 

 
    2.   Se consideră operatorul liniar 23: RRU → ,  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−
−−

=
321

321 23
)(

xxx
xxx

xU . Să se determine: 

    )a  matricea operatorului corespunzătoare bazelor canonice ale  

spaţiilor liniare ( )RR ,3  şi ( )RR ,2 ; 
    )b  matricea operatorului corespunzătoare bazelor  

( ) ( ) ( ) }1,2,1,1,0,3,2,1,1{ 321
ttt fffF −==−==  şi  

( ) ( ) }1,0,2,1{ 21
tt ggG =−== . 
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     Rezolvare: 
    )a  Fie A  matricea operatorului corespunzătoare bazelor 

canonice ale spaţiilor 3R şi 2R . 
Scriem formula de reprezentare a operatorului în bazele canonice 
ale spaţiilor spaţiilor 3R şi 2R : xAxU t=)( . 

 În cazul nostru, avem că 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
=

3

2

1

 1      1      1
2   1    3  

)(
x
x
x

xU , de unde 

rezultă că 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

1      2-
 1      1
  1    3  

A . 

    )b  Fie GFA ,  matricea operatorului corespunzătoare  
bazelor F  şi G . Determinarea acesteia se poate face în două 
moduri. 
    Metoda I.  Folosind definiţia 2.    

⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1
0

2
1

0
0

2
1
1

)( 2122111 αααα ggUfU

⎩
⎨
⎧

=
=

⇒
⎩
⎨
⎧

=+
=−

⇒
0
0

02
0

2

1

21

1
α
α

αα
α

. 

Am obţinut că ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
0

)( 1 GfU . 

⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0

2
1

2
7

1
0
3

)( 2122112 αααα ggUfU  

⎩
⎨
⎧

=
−=

⇒
⎩
⎨
⎧

−=+
=−

⇒
12

7
22

7

2

1

21

1
α
α

αα
α

. 
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Rezultă că ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

12
7

)( 2 GfU . 

⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

1
0

2
1

0
3

1
2
1

)( 2122113 αααα ggUfU

⎩
⎨
⎧

=
−=

⇒
⎩
⎨
⎧

=+
=−

⇒
6
3

02
3

2

1

21

1
α
α

aa
a

, prin urmare ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

6
3

)( 3 GfU . 

Rezultă că 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

6        3-
21      7
  0     0  

,GFA . 

    Metoda II. Folosind formula de transformare a matricei unui 
operator liniar la schimbarea bazelor în care se reprezintă, avem că: 

CADA tt
GF ⋅⋅= −1

, , unde C  este matricea de trecere de la baza 

canonică a spaţiului liniar ( )RR ,3  la baza F , iar D  este matricea 

de trecere de la baza canonică a spaţiului liniar ( )RR ,3  la baza G . 

Avem că: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

112
201
131

C  şi ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=

12
01

D , prin urmare 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=⋅⋅= −

6120
3701

, CADA tt
GF  şi deci 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

6        3-
21      7
  0     0  

,GFA . 

    3.   Se considerã operatorul liniar 32: RRU → ,  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
−
+−

=

21

21

21

43
32  
2 

)(
xx

xx
xx

xU . Sã se determine matricea operatorului 

corespunzãtoare bazelor { }21 , ggG =  şi { }321 ,, eeeE = , unde 
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3
2

,
2
3

21 gg şi 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
0

,
0
1
0

,
0
0
1

221 eee . 

 
Rezolvare: 
Avem: 

3211 0
1
0  
1  

)( eeegU −+=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
= , 3212 654

6  
5
4  

)( eeegU +−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−= . 

Rezultă că matricea operatorului corespunzãtoare bazelor G  şi E  

este: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
6       5    4   
1-      0       1   

A . 

 
    4.   Se considerã spaţiile vectoriale ( )RR ,3  şi ( )RR ,2  şi fie 

{ }321 ,, eeeE = , { }21, ggG =  bazele lor canonice. Notãm cu U  
operatorul liniar 23: RRU → , definit prin: 

23212211 5)(,2)(,3)( geUggeUggeU −=−−=−= . 
Sã se determine: 
    )a  matricea asociatã operatorului liniar în bazele canonice; 
    )b  forma operatorului; 
    )c  matricea asociatã operatorului liniar în bazele  
     { }313221 4,3,2 eeeeeeF +−+−= şi { }21, ggG = ; 
    )d  matricea asociatã operatorului liniar în bazele 

{ }313221 4,3,2 eeeeeeF +−+−= şi { }2121 2,3 ggggH +−−= . 
 
Rezolvare: 
    )a  Vom folosi definiţia. Din ipotezã rezultã  cã  
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t
G

t
G

t
G eUeUeU )5,0()(,)1,2()(,)1,3()( 321 −=−−=−= . Prin 

urmare, matricea asociatã operatorului liniar în bazele canonice este: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−

=
5     0   

 1      2
1       3  

A . 

    )b  Folosind rezultatul obţinut la punctul precedent, obţinem cã:  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

−
=⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

−
==

321

21

2

1

5
23

)(
 5   1    1

0     2    3  
)(

xxx
xx

xU
x
x

xAxU t . 

 
    )c  Notãm cu B  matricea asociatã operatorului liniar în bazele 
F şi G . Avem: 

+−−=+−=+−= )3()(2)()2()( 2121211 ggeUeUeeUfU
2121 37)2(2 gggg −−=−−+  şi analog 

212 142)( ggfU +−= , 213 912)( ggfU −= . 
De aici rezultã cã 

t
G

t
G

t
G fUfUfU )9,12()(,)14,2()(,)3,7()( 321 −=−=−−=  .  Prin 

urmare, matricea asociatã operatorului liniar în bazele F  şi G   este: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

9      12 
 14       2
3       7- 

B . 

 
    )d  Fie C  matricea asociatã operatorului liniar în bazele F şi H . 

211 37)( ggfU −−= , 212 142)( ggfU +−= , 213 912)( ggfU −= . 
Trebuie sã determinãm coordonatele vectorilor )( 1fU , )( 2fU , 

)( 3fU în baza H . Pentru aceasta, vom aplica metoda eliminãrii 
complete. 
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Baza  1h      2h  )( 1fU  )( 2fU  )( 3fU  

1g  
2g  

 3       -1    
-1        2 

-7       
-3 

-2 
14 

12      
-9 

2h   
2g  

-3        1    
5         0 

   7     
-17 

2       
10 

-12     
15 

2h    
1h  

0         1     
1         0 

5
16−    

5
17−    

8        
2 

-3       
3 

 
Prin urmare, 

t
H

t
H

t
H fUfUfU )3,3()(,)8,2()(,),()( 325

16
5

17
1 −==−−= , de unde 

rezultã matricea 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=
3        3   
 8           2   

       - 5
16

5
17

C . 

 
    5.   Considerăm spaţiul vectorial ( )RR ,3   şi fie { }21,eeE =  baza 
canonicã a acestui spaţiu. Notãm cu U  operatorul liniar 

32: RRU → , definit prin: tt eUeU )4,3,2()(,)3,2,1()( 21 −=−−= . 
Sã se determine: 
    )a  matricea asociatã operatorului liniar în bazele canonice; 
    )b  forma operatorului. 
 

Rezolvare: 
    )a  Dacã notãm cu { }321 ,, gggG = baza canonicã a spaţiului  

),( 3 RR , atunci rezultă cã t
G

t
G eUeU )4,3,2()(,)3,2,1()( 21 −=−−= , 

de unde obţinem matricea operatorului în bazele canonice: 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
4       3     2   
3-      2       1-  

A . 
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    )b  Folosind rezultatul de la punctul precedent, obţinem cã: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
−
+−

=⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
==

2

21

21

2

1

43
32   
2  

)(
 4      3- 
  3    2   
 2      1 

)(
xx
xx
xx

xU
x
x

xAxU t . 

 
    6.   Considerăm spaţiul vectorial ( )RR ,3   şi fie { }321 ,, eeeE =  
baza canonicã a acestui spaţiu. Notăm cu U  operatorul liniar 

33: RRU → , definit prin: 212321 3)(,32)( eeeUeeeU −−=−=  

13 2)( eeU = . Sã se determine: 
    )a  matricea asociatã operatorului liniar în bazele canonice; 
    )b  forma operatorului. 
 
Rezolvare: 
    )a  Vom folosi definiţia. Din ipotezã rezultã cã  

t
E

t
E

t
E eUeUeU ),0,0,2()(,)0,3,1()(,)3,2,0()( 321 =−−=−= . Prin 

urmare, matricea asociatã operatorului liniar în bazele canonice este: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−=

0        0       2  
 0        3    1

3-      2       0  
A . 

    )b  Utilizând rezultatul obţinut la punctul precedent, obţinem cã:  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

+−
=⇒

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

==

1

21

32

3

2

1

3
32   

2           
)(

 0     0       3
0     3    2   
2      1    0   

)(
x

xx
xx

xU
x
x
x

xAxU t . 

    7.   Se considerã operatorii liniari 22:, RRVU → , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−
−

=
21

21

21

21

53
4

)(,
3

2
)(

xx
xx

xV
xx

xx
xU . Sã se determine: 

    )a  operatorii VUVU o,+ ; 
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    )b  matricele operatorilor calculaţi la punctul )a , corespunzãtoare  

bazei canonice a spaţiului ( )RR ,2 . 
 
Rezolvare: 

    )a ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

=+=+
21

21

22
3

)()())((
xx

xx
xVxUxVU . 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+−

==
21

21
53
4

))(())((
xx
xx

UxVUxVU o  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++−−

−−+−
=

21

21

2121

2121
1910
35

)53(3)4(
)53()4(2

xx
xx

xxxx
xxxx

. 

 
    )b  Metoda I. Folosind rezultatul obţinut la punctul )a , rezultã:       

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=+ 22
31

VUA  şi ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

1910
35

VUA o . 

 Metoda II. Fãrã a calcula VU +  şi VU o , utilizând formulele  
VUVU AAA +=+  şi VUVU AAA ⋅=o , obţinem: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=+ 22

31
53
41

31
12

VUA ;  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

1910
35

53
41

31
12

VUA o . 

 
 
 

PROBLEME  PROPUSE 
 
 
    1.   Să se determine care din următoarele aplicaţii defineşte un 
operator liniar: 

87



  )a  23: RRU → , 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−+

−+−
=

321

21

3

32
)(

xxx

xx
xU ; 

  )b   32: RRU → , 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+−

−

=

21

21

2

35
3

42

)(
xx
xx

x

xU . 

   )c   22: RRU → , 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

+−
=

21

21

63

5
)(

xx

xx
xU . 

R: Aplicaţia de la punctul )c  defineşte un operator liniar. 
 
    2.   Se consideră operatorul liniar 32: RRU → , 

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+−
−

=

21

21

21

3
2

2
)(

xx
xx
xx

xU . Să se determine: 

    )a  matricea operatorului corespunzătoare bazelor canonice ale  

spaţiilor 2R şi 3R ; 
    )b  matricea operatorului corespunzătoare bazelor 

( ) ( ) }1,2,2,1{ 21
tt ffF −=−== şi

( ) ( ) )}0,1,1(,1,0,2,2,0,1{ 321 ==−== gggG tt . 

R: )a  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

 3     2      1
1   1    2  

A ;  )b  
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

 4     -    

5        

5
17

5
11

5
13

5
19

,GFA . 

 
    3.   Se considerã operatorul liniar  23: RRU → ,  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+
−+−

=
321

321
3

32
)(

xxx
xxx

xU . Sã se determine matricea operatorului 

corespunzãtoare bazelor { }321 ,, gggG =  şi { }21,eeE = , unde 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
0

,
0
1
3

,
0
2
1

321 ggg , iar ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
1
0

,
1
2

21 ee . 

R: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

     

     

 7    0

2
1

2
3

2
17

2
5

, EGA . 

 
    4.   Se considerã spaţiile vectoriale ( )RR ,3  şi ( )RR ,2  şi fie 

{ }321 ,, eeeE = , { }21, ggG =  bazele lor canonice. Notãm cu U  
operatorul liniar 23: RRU → , definit prin: 

13212211 2)(,32)(,2)( geUggeUggeU =−=+−= . 
Sã se determine: 

)a  matricea asociatã operatorului liniar în bazele canonice; 
)b  forma operatorului; 
)c  matricea asociatã operatorului liniar în bazele 

{ }213121 ,23,32 eeeeeeF +−+= şi { }21, ggG = ; 
)d  matricea asociatã operatorului liniar în bazele 

{ }313221 2,32,3 eeeeeeF −+−= şi { }2121 2,2 ggggH +−−= . 
 
    5.   Fie spaţiul vectorial ( )RR ,3   şi fie { }321 ,, eeeE =  baza 
canonicã a acestui spaţiu. Notãm cu U  operatorul liniar 

33: RRU → , definit prin: 212211 2)(,3)( eeeUeeeU +−=+−= , 

13 )( eeU = . Sã se determine: 
a)  matricea asociatã operatorului liniar în bazele canonice; 
b)  forma operatorului. 
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    6.   Se considerã operatorii liniari 33:, RRVU → , 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++−
−−
++−

=

321

321

321

43
532   
42  

)(
xxx
xxx
xxx

xU , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−
+

+−
=

321

21

321

3
3   

32  
)(

xxx
xx

xxx
xV . Sã se 

determine: 
    )a  operatorii VUVU o,+ ; 
    )b  matricele operatorilor calculaţi la punctul )a , corespunzãtoare 

bazei canonice a spaţiului ( )RR ,3 . 
R: 

)a ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
−
++

=+

21

31

321

56
53   
7  

)(
xx

xx
xxx

xVU ; ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−
+−
−+−

=

321

321

321

10165
111616  
71112

)(
xxx
xxx
xxx

xVU o ; 

)b
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=+

056
503   
711  

VUA ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
=

10165
111616  
71112

VUA o . 
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3.2.  NUCLEUL ŞI IMAGINEA  
UNUI OPERATOR LINIAR 

INJECTIVITATEA, SURJECTIVITATEA ŞI 
INVERSABILITATEA  

UNUI OPERATOR LINIAR 
 

BREVIAR TEORETIC 
 
Definiţia 1. Fie ( )KX ,  şi ( )KY ,  două spaţii vectoriale de 
dimensiune finită şi YXU →:  un operator liniar. Se numeşte 
nucleul operatorului U  şi se notează KerU  mulţimea: 

{ }YxUXxKerU 0)(/ =∈= . 
 
Definiţia 2. Fie ( )KX ,  şi ( )KY ,  două spaţii vectoriale de 
dimensiune finită şi YXU →:  un operator liniar. Se numeşte 
imaginea operatorului U  şi se notează ImU  mulţimea: 
Im { }yxUiaXxYyU =∈∃∈= )(../ . 
 
Definiţia 3. Fie ( )KX ,  şi ( )KY ,  două spaţii vectoriale de 
dimensiune finită şi YXU →:  un operator liniar. Operatorul U  se 
numeşte injectiv, respectiv surjectiv, dacă acesta este o funcţie 
injectivă, respectiv surjectivă. 
 
Propoziţia 1. Fie ( )KX ,  şi ),( KY  două spaţii vectoriale de 
dimensiune finită şi YXU →:  un operator liniar. Operatorul U este 
injectiv dacă şi numai dacă { }XKerU 0= . 
 
Propoziţia 2. Fie ( )KX ,  şi ( )KY ,  două spaţii vectoriale de 
dimensiune finită şi YXU →:  un operator liniar. Operatorul U este 
surjectiv dacă şi numai dacă Im YU = . 
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PROBLEME REZOLVATE 
 
    1.   Se considerã operatorul liniar 43: RRU → , 

( )txxxxxU 1321 ,,0,2)( −−= . Sã se determine nucleul şi imaginea 
operatorului, precum şi dimensiunile acestora. 
 
Rezolvare: 
    Nucleul operatorului este: { }0)(/3 =∈= xURxKerU .  
Rezolvãm ecuaţia 0)( =xU  şi obţinem sistemul: 
 

( ){ }RaaaKerU
Raaxx

x

x
xx

x
t ∈=⇒

⎩
⎨
⎧

∈==
=

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=−

=
/,,0

,
0

0
0

02

32

1

1

32

1
. 

( ) ( )tt aaaxKerUx 1,1,0,,0 ==⇒∈ . 
Fie ( )tg 1,1,01 = ; { }1g  este sistem de generatori pentru spaţiul KerU  
şi sistem de vectori liniar independent, deci formeazã o bazã a acestui 
spaţiu, prin urmare  dim 1=KerU . 
   Imaginea operatorului este Im { }yxUiaRxRyU =∈∃∈= )(../ 34 . 

Im ( ){ }=∈−−−= RxxxxxxxU t
3211321 ,/,,0,2  

( ) ( )( ){ }Rxxxxxx tt ∈−−+−= 321321 ,/0,1,0,01,0,0,2

( ) ( ){ }Rbaba tt ∈+−= ,/0,1,0,01,0,0,2 . 
    Fie ( )tg 1,0,0,21 −=  şi  ( )tg 0,1,0,02 = ; { }21 , gg  este sistem de 
vectori liniar independent şi sistem de generatori pentru spaţiul ImU , 
deci formeazã o bazã a acestui spaţiu; rezultã dimIm 2=U . 
 

    2.   Fie 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
=

312
243
351

A matricea asociatã unui operator liniar 
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33: RRU → . Sã se determine KerU , ImU  , dim KerU , dimImU . 
 
Rezolvare: 
    KerU={ }0)(/3 =∈ xURx ; 

⇒=⇒= 00)( xAxU t

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−
=−+−

0323
045

023

321

321

321

xxx
xxx

xxx
; deteminantul matricei 

sistemului: 0
323
145
231
=

−
−

−−
=∆ ; alegem minorul principal 

0
45
31

2 ≠
−

−
=d şi rezultã soluţia sistemului: R

x

x

x

∈

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

α

α

α

α

,
11
9

11
5

3

2

1

, 

deci 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= RaaaaKerU

t
/,

11
9,

11
5 . 

 
Dacă KerUx∈ , atunci 

Raaaaax
tt

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ,1,

11
9,

11
5,

11
9,

11
5 . 

Fie 
t

g ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1,

11
9,

11
5

1 ; { }1g  este sistem de generatori pentru  

spaţiul KerU şi sistem de vectori liniar independent, deci formeazã o 
bazã a acestui spaţiu; prin urmare, dim 1=KerU . 
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ImU={ }yxUiaRxRy =∈∃∈ )(../ 33 ; 

⇔= yxU )(
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−
=−+−

3321

2321

1321

323
45

23

yxxx
yxxx
yxxx

; trebuie determinat 3Ry∈  

astfel încât sistemul sã fie compatibil. 
Considerând minorul principal al matricei sistemului: 

0
45
31

2 ≠
−

−
=d , rezultă că 2=rangA ; 

⇔=−+⇔=−
−

= 01111220
23
45
31

321

3

2

1

yyy
y
y
y

dcar  

⇒=−+⇔ 02 321 yyy R
y
y
y

yyy ∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
=
=

⇒+= βα
βα

β
α

,;
2

2

3

2

1

213 . 

ImU= ( ){ }=∈+ Rt βαβαβα ,/2,, ( ) ( ){ }Rtt ∈+ βαβα ,/1,1,02,0,1 . 
Fie ( )tg 2,0,11 =  şi  ( )tg 1,1,02 = ; { }21 , gg  este sistem de vectori 
liniar independent şi sistem de generatori pentru spaţiul ImU, deci 
formeazã o bazã a acestui spaţiu; rezultã dimIm 2=U . 
 
    3.   Se considerã operatorul liniar 33: RRU → , 

( )txxxxxxxU 323121 ,3,2)( −++−= . 
 Sã se studieze: 
    )a  injectivitatea, surjectivitatea operatorului liniar U ; 
    )b  inversabilitatea operatorului şi dacã este inversabil sã se  
calculeze inversa acestuia. 
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Rezolvare: 
    )a  U  este injectiv dacã şi numai dacã { }0=KerU . 

⇒===⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=+

=
⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+
=+−

⇔= 006
2

0
03

02
0)( 321

23

22

21

32

31

21

xxx
xx
xx
xx

xx
xx

xx
xU

{ }0=KerU  ,  prin urmare operatorul U este injectiv. 
    U  este surjectiv dacã şi numai dacã ImU= 3R ; 
ImU={ }yxUiaRxRy =∈∃∈ )(../ 33 . 

⇔= yxU )(
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+
=+−

332

231

121

3
2

yxx
yxx
yxx

; 3Rx∈∃ astfel încât yxU =)(  dacă şi 

numai dacă sistemul este compatibil; deteminantul matricei 
sistemului este: 

⇒≠
−

−
=∆ 0

110
103
021

⇒∈∀=∈∃ 33 ,)(: RyyxURx  ImU= 3R ⇒  

U  este surjectiv. 
 
    )b  Deoarece U  este  injectiv şi surjectiv, rezultă că U este  
bijectiv, deci inversabil. Determinăm 1−U : 

⇔= yxU )(

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

=

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+
=+−

−+

++

++−

7
63

3

7
3

2

7
22

1

332

231

121

321

321

321

3
2

yyy

yyy

yyy

x

x

x

yxx
yxx
yxx

  

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+

++

++−

=⇒ −

37
6

27
1

17
3

37
1

27
1

17
3

37
2

27
2

17
1

1 )(

xxx

xxx

xxx

xU . 
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PROBLEME  PROPUSE 
 
    1.   Se considerã operatorul liniar 33: RRU → . Sã se determine 
KerU , ImU , dimKerU, dimImU  dacă: 
    )a ( )txxxxxxxU 321321 ,,)( +++= ; 

    )b ( )txxxxU 312 ,,)( = ; 

    )c ( )txxxxxxxU 321321 2,0,2)( −++−= . 

R: )a  ( ){ }RKerU t ∈−= ααα /,,0 ; dim 1=KerU ;          

           Im ( ){ }RU t ∈+= βαβαβα ,/,, ; dimIm 2=U ; 
      )b  { }0=KerU ; dim 0=KerU ;          

           Im 3RU = ; dimIm 3=U ; 

      )c  ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈= RKerU

t
αααα /,, 3

5
3
1 ; dim 1=KerU ;          

           Im ( ){ }RU t ∈= βαβα ,/,0, ; dimIm 2=U . 
 
    2.   Se considerã operatorul  liniar 33: RRU → . În fiecare din 
cazurile )a , )b , )c , se cere: 
1) să se studieze injectivitatea şi surjectivitatea operatorului U .  
2) să se studieze dacă operatorul este inversabil şi în caz afirmativ sã 
se calculeze inversa acestuia: 

)a  ( )txxxxxxxxxU 31321321 ,22,43)( ++−++= ; 

)b   ( )txxxxxxxxxU 21321321 2,23,2)( −−++++= ; 

)c ( )txxxxxxxxxU 21321321 ,23,22)( +−++−+−= . 
 
R: )a  nu este injectiv, nu este surjectiv; 
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     )b  este bijectiv; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

−+−

+−

=−

31

321

321
1 2

24
)(

xx
xxx
xxx

xU ; 

      )c  este bijectiv; 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−

−+−
−+−

=−

32
5

22
1

1

321

321
1 3

4
)(

xxx

xxx
xxx

xU . 
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3.3.  VECTORI PROPRII ŞI VALORI PROPRII 
 
BREVIAR TEORETIC 
 
Definiţia 1. Fie ( )KX ,  un spaţiu vectorial şi XXU →:  un 

operator liniar cu reprezentarea xAxU t=)( . 
   Vectorul ,0, ≠∈ xXx se numeşte vector propriu al operatorului 
U  dacă există K∈λ  astfel încât xxU λ=)( ; în acest caz, λ  se 
numeşte valoare proprie a operatorului U  şi se spune că x  este 
vector propriu corespunzător valorii proprii λ . 
 
Definiţia 2. Fie ),( KX  un spaţiu vectorial, XXU →:  un operator 
liniar şi λ  o valoare proprie a operatorului U . Mulţimea 

( ){ }xxUXxX λλ =∈= /  se numeşte subspaţiul propriu asociat 
valorii proprii λ . 
 
 
PROBLEME REZOLVATE 
 
    1.   Se considerã operatorul liniar: 33: RRU → , 

( )txxxxxxxU 332321 3,52,43)( +−−+= . 
Să se determine valorile proprii, vectorii proprii şi subspaţiile 
proprii corespunzătoare pentru acest operator.  
 

Rezolvare: 
    Din relaţia xAxU t=)(  vom determina matricea operatorului în 

baza canonică a spaţiului ( )RR ,3 : 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=⇒=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

 35      4- 
0      2    3   
0      0       1   

 30       0  
5       2    0  
4-     3       1  

)(

3

2

1
AxA

x
x
x

xU t . 

• Determinăm valorile proprii ale operatorului, rezolvând  
ecuaţia caracteristică: 

⇒=
−−

−−
−

⇔=− 0
354

023
001

0)det(
λ

λ
λ

λIA  

3;2;1 321 =−==⇒ λλλ . 
 
 
• Determinăm vectorii proprii corespunzători fiecărei valori  
proprii, rezolvând ecuaţia matriceală xxAt ⋅=⋅ λ , cu 0≠x . 
Pentru 11 =λ  obţinem 

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=+−
=−+

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

33

232

1321

3

2

1

3

2

1

3
52
43

1
 30       0  

5       2    0  
4-     3       1  

xx
xxx
xxxx

x
x
x

x
x
x

 

{ }0\,,0,0 123 Raaxxx ∈===⇒ .  
Prin urmare, mulţimea vectorilor proprii corespunzători valorii 
proprii 11 =λ este: ( ) { }{ }0\/0,0,1 RaaV t ∈= . 
Subspaţiul propriu corespunzător valorii proprii 11 =λ este: 

( ){ }RaaX t ∈= /0,0,1 . 
Pentru 21 −=λ  obţinem 

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=+−

−=−+

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

33

232

1321

3

2

1

3

2

1

23
252
243

2
 30       0  

5       2    0  
4-     3       1  

xx
xxx
xxxx

x
x
x

x
x
x
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{ }0\,,,0 123 Raaxaxx ∈−===⇒ . Deci mulţimea vectorilor 
proprii corespunzători valorii proprii 22 −=λ este: 

( ) { }{ }0\/0,,2 RaaaV t ∈−=− . 
Subspaţiul propriu corespunzător valorii proprii 22 −=λ  este: 

( ){ }RaaaX t ∈−=− /0,,2 . 
Pentru 31 =λ  obţinem 

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=+−
=−+

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

33

232

1321

3

2

1

3

2

1

33
352
343

3
 30       0  

5       2    0  
4-     3       1  

xx
xxx
xxxx

x
x
x

x
x
x

 

{ }0\,,, 2123 Raxaxax a ∈−===⇒ . Prin urmare, mulţimea 

vectorilor proprii corespunzători valorii proprii 33 =λ  este: 

( ) { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈−= 0\/,, 23 RaaaV

ta .  

Subspaţiul propriu corespunzător valorii proprii 33 =λ  este: 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈−= RaaaX

ta /,, 23 . 

 
 

    2.   Fie 33: RRU →  un operator liniar care are matricea 

corespunzătoare bazelor canonice 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−=

71012
121924
61013

A  . 

    Să se determine valorile proprii, vectorii proprii şi subspaţiile 
proprii corespunzătoare pentru acest operator.  
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Rezolvare: 
• Determinăm valorile proprii ale operatorului, rezolvând 

 ecuaţia caracteristică: 

0
71012

121924
61013

0)det( =
−
−−−−

−
⇔=−

λ
λ

λ
λIA . 

Adunând toate liniile la prima, obţinem: 

( ) ⇔=
−
−−−−−⇔=

−
−−−−
−−−

0
71012

121924
111

10
71012

121924
111

λ
λλ

λ
λ

λλλ

( ) ( ) 011 2 =+−⇔ λλ 1;1 321 −===⇒ λλλ . 
 
• Determinăm vectorii proprii corespunzători fiecărei valori  
proprii, rezolvând ecuaţia matriceală xxAt ⋅=⋅ λ , cu 0≠x . 
Pentru 11 =λ  obţinem 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−
=+−

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

3321

2321

1321

3

2

1

3

2

1

7126
101910
122413

1
 712       6  

10       19    10  
12     24     13  

xxxx
xxxx
xxxx

x
x
x

x
x
x

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−

=+−

=+−

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−

=+−

=+−

⇒

02
02
02

06126
0102010
0122412

321

321

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx

xxx
xxx
xxx

 

0,,;2,, 22
321 ≠+∈−===⇒ baRbaabxbxax . 

Rezultă că mulţimea vectorilor proprii corespunzători valorii proprii 
11 =λ este: ( ){ }0,,/2,, 22

1 ≠+∈−= baRbaabbaV t . 
 Subspaţiul propriu corespunzător valorii proprii 11 =λ  este: 

( ){ }RbaabbaX t ∈−= ,/2,,1 . 
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Pentru 11 −=λ  obţinem  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=+−
−=+−

−=+−

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

3321

2321

1321

3

2

1

3

2

1

7126
101910
122413

1
 712       6  

10       19    10  
12     24     13  

xxxx
xxxx
xxxx

x
x
x

x
x
x

 

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−
=+−

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−
=+−

⇒
0463
0595
06127

08126
0101810
0122414

321

321

321

321

321

321

xxx
xxx
xxx

xxx
xxx
xxx

 

{ }0\;,,2 33
5

21 Raaxaxax ∈===⇒ . Prin urmare, mulţimea 

vectorilor proprii corespunzători valorii proprii 12 −=λ este: 

( ) { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈=− 0\/,,2 3

5
1 RaaaaV

t
. Subspaţiul propriu corespunzător 

valorii proprii 12 −=λ  este: ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈=− RaaaaX

t
/,,2 3

5
1 . 

 
 

PROBLEME  PROPUSE 
 
 
    1.   Să se determine valorile proprii şi vectorii proprii pentru 
operatorul liniar 33: RRU → , unde: 
    )a ( )txxxxxU 332,2 ,2)( −+= ;      

    )b ( )txxxxxxxxxU 21321321 ,2,2)( +−++−+−= ;    

    )c ( )txxxxU 123 ,,)( −−−= . 
R: )a  1,0,1 321 ==−= λλλ ; 

( ) { }{ }0\/,,1 RaaaaV t ∈−=− ;  ( ) { }{ }0\/0,0,0 RaaV t ∈= ; 

( ) { }{ }0\/0,,1 RaaaV t ∈= ; 
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)b 3,1,0 321 === λλλ ; ( ) { }{ }0\/,,0 RaaaaV t ∈−−= ;   

( ) { }{ }0\/0,,1 RaaaV t ∈= ; ( ) { }{ }0\/,2,3 RaaaaV t ∈−= ; 

)c  1,1 321 =−== λλλ ; ( ){ }0,,/,, 22
1 ≠+∈=− baRbaabaV t ;  

( ) { }{ }0\/,0,1 RaaaV t ∈−= . 
 

    2.   Să se calculeze valorile proprii şi subspaţiile proprii pentru 
operatorul liniar 33: RRU →  care are ca matrice corespunzătoare 
bazelor canonice matricea: 

)a
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−
=

800
210

142
A ;  )b

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−=

211
121
121

A ;   

)c   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

010
131
010

A . 

R: )a 8,1,2 321 =−=−= λλλ ; ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈−=− RaaaaX

t
/,, 9

40
9

10
2 ;   

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈=− RaaaX

t
/,,0 2

9
1 ; ( ){ }RaaX t ∈= /,0,08 ; 

     )b 2,1 21 == λλ ; 

( ){ }RaaaX t ∈= /,,01 ; ( ){ }RaaaaX t ∈= /2,,2 ; 

     )c  2,1,0 321 === λλλ ; ( ){ }RaaaX t ∈−= /,0,0 ; 

( ){ }RaaaaX t ∈= /,,1 ; ( ){ }RaaaaX t ∈= /,2,2 . 
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CAPITOLUL 4 

 
FUNCŢIONALE LINIARE, BILINIARE ŞI 

PĂTRATICE 
 

 
 

4.1.  FUNCŢIONALE LINIARE 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 
Definiţia 1. Fie ( )KX ,  un spaţiu vectorial de dimensiune finită. 
O aplicaţie KXf →: se numeşte funcţională liniară dacă: 

(1) f este  aditivă, adică 
Xyxyfxfyxf ∈∀+=+ ,),()()( ; 

(2) f  este  omogenă, adică 
XxKxfxf ∈∀∈∀= ,),()( ααα . 

Observaţie. Cele două condiţii pot fi înlocuite prin:  
              (3) XyxKyfxfyxf ∈∀∈∀+=+ ,,,),()()( βαβαβα . 
 
Definiţia 2. Fie ( )KX , un spaţiu vectorial de dimensiune n , 

KXf →:  o funcţională liniară, { }ngggG ,...,, 21= o bază a 
spaţiului liniar ),( KX . 

Notăm nigfa ii ,1),( == . Atunci ( )tnaaaA ,..., 21= se numeşte 
vectorul ataşat funcţionalei liniare în baza G . 
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PROBLEME REZOLVATE 

    1.   Stabiliţi dacă următoarele aplicaţii sunt funcţionale liniare şi 
în caz afirmativ scrieţi vectorul ataşat funcţionalei în baza canonică 
a spaţiului liniar ( )RR ,3  şi în baza 

( ) ( ) ( ){ }ttt gggG 3,3,1,3,1,3,1,3,3 321 ==== . 

    321
3 23)(,:) xxxxfRRfa +−=→ ; 

    .142)(,:) 321
3 ++−=→ xxxxfRRfb  

 
Rezolvare: 
    )a  f  este funcţională liniară dacă ( ) ( ) ( )yfxfyxf βαβα +=+ , 

3, Ryx ∈∀ şi R∈∀ βα , . 

Fie ( ) ( ) ;,,,,,,,, 321321
3 tt yyyyxxxxRRyx ==⇒∈∈ βα  

( ) ( ) ( )( )=+=+ tt yyyxxxfyxf 321321 ,,,, βαβα  

( ) ( )−+=+++= 11332211 3),,( yxyxyxyxf t βαβαβαβα  
( ) ( ) ( )++−=+++− 3213322 232 xxxyxyx αβαβα  
( ) ( ) ( )yfxfyyy βαβ +=+−+ 321 23 , prin urmare  f este 

funcţională liniară. 
Vectorul ataşat funcţionalei  f  în baza canonică a spaţiului ),( 3 RR  

este format din coeficienţii funcţionalei : ( )tA 2,1,3 −= . 
Vectorul ataşat funcţionalei  f  în { }321 ,, gggG =  este 

( )tgfgfgfB )(),(),( 321= . Avem că: 
6)3,3,1()(;14)3,1,3()(;8)1,3,3()( 321 ====== fgffgffgf ,  

prin urmare tB )6,14,8(= . 

    )b  Fie 3, Ryx ∈  şi R∈βα , . Avem că: 
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=+++=+ ),,()( 332211 yxyxyxfyxf βαβαβαβα  
1)(4)(2)( 332211 ++++−+= yxyxyx βαβαβα  şi 

βαβββαααβα +++−++−=+ 321321 4242)()( yyyxxxyfxf , 
prin urmare )()()( yfxfyxf βαβα +≠+ . 
Rezultă că f  nu este funcţională liniară. 
 

    2.   Arătaţi că aplicaţia ∫=→
1

0
2 )()(,][: dxxPPfRXRf  este o 

funcţională liniară şi scrieţi vectorul ataşat funcţionalei în baza 
canonică a spaţiului liniar ( )RXR ],[2  şi în baza 

{ }2
3

2
21 32,3,1 XgXXgXgG +=+=−==  . 

 
Rezolvare: 
    f  este funcţională liniară dacă )()()( QfPfQPf βαβα +=+ , 

],[,,, 2 XRQPR ∈∀∈∀ βα  Avem că: 

( ) =+=+=+ ∫∫∫
1

0

1

0

1

0
)()()()( dxxQdxxPdxxQPQPf βαβαβα  

)()( QfPf βα += , prin urmare f  este funcţională liniară. 
Baza canonică a spaţiului liniar ( )RXR ],[2  este 

{ }2
321 ,,1 XeXeeE ==== . 

Vectorul ataşat funcţionalei în baza E , notat A , este: 
=A ( )tefefef )(),(),( 321  

Avem că 1)( 1
0

1

0
1 === ∫ xdxef ; 

2
1)(

1

02

1

0
2

2

=== ∫ xxdxef ;  

3
1)(

1

03

1

0

2
2

3

=== ∫ xdxxef ; prin urmare, vectorul ataşat funcţionalei  
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în baza canonică este ( )tA 3
1

2
1 ,,1= . 

Analog se obţine că vectorul ataşat funcţionalei   f  în baza G  este: 

( )tgfgfgfB )(),(),( 321= şi va rezulta: ( )tB 3,, 6
11

2
1= . 

 
 
 
PROBLEME PROPUSE 
 

    1.   Să se stabilească dacă următoarele aplicaţii sunt funcţionale 
liniare şi în caz afirmativ să se scrie vectorul ataşat funcţionalei în 
baza canonică şi în baza G  a spaţiului liniar ( )KV , : 

   )a ;23)(,: 321
3 xxxxfRRf +−=→  

( ) ( ) ( ){ }ttt gggG 0,3,1,3,1,0,1,1,1 321 ==== ,  ( ) ( )RRKV ,, 3= ; 
   )b  242)(,: 321

3 ++−=→ xxxxfRRf ; 

( ) ( ) ( ){ }ttt gggG 0,12,2,1,0,1,1,2 321 ==== , ( ) ( )RRKV ,, 3= ; 

   )c   ;323)(,: 4321
4 xxxxxfRRf ++−=→  

( ) ( ) ( ) ( ){ }tttt ggggG 64,27,8,1,16,9,4,1,4,3,2,1,1,1,1,1 4321 ===== , 

( ) ( )RRKV ,, 4= ; 

   )d  12)(,: 21
2 +−=→ xxxfRRf ; 

( ) ( ){ }tt ggG 2,1,1,2 21 === . ( ) ( )RRKV ,, 2= . 
R: )a  f  este funcţională liniară; matricea funcţionalei în baza 

canonică este ( )tA 2,1,3 −= ; matricea funcţionalei în baza G  este 

( )tB 0,5,4= . 
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    2.   Să se arate că aplicaţia )2()(,][: PPfRXRf n =→  este 

o funcţională liniară şi să se scrie vectorul ataşat funcţionalei în  
baza  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −

=
−

=−===
!

)1(,.....,
!2

)1(,1,1
2

321 n
XgXgXggG

n
n . 

R: Vectorul ataşat funcţionalei în  baza  G  este 

( )t
nA !
1

!3
1

!2
1 ,.....,,,1,1=  

 
    3.   Să se determine funcţionala liniară RRf →3: , ştiind că  

3)2,0,1( =f , 6)0,1,2( =f , 9)1,2,0( =f . 
R: Se caută f  de forma ( ) 321 cxbxaxxf ++= , unde Rcba ∈,,  şi 
se găseşte ( ) 321 4 xxxxf ++= . 

    4.   Să se arate că aplicaţia ∫=→
1

0
3 )(')(,][: dxxPPfRXRf   

este o funcţională liniară şi să se scrie vectorul ataşat funcţionalei 
în baza canonică a spaţiului liniar )],[( 3 RXR  şi în baza 

{ }1,32,3,1 4
2

3
3

21 =+=+=−== gXXgXXgXgG  . 
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4.2.  FUNCŢIONALE BILINIARE 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 
 
Definiţia 1. Fie ( )KX , şi ( )KY ,  două spaţii vectoriale de 
dimensiune finită. 
O aplicaţie KYXf →×: se numeşte funcţională biliniară dacă 
este liniară în raport cu fiecare argument, adică: 
(1) ( ) ( ) ( ) ;,,,,,,,, YzXyxKzyfzxfzyxf ∈∀∈∀∈∀+=+ βαβαβα
(2) ( ) ( ) ( ) .,,,,,,,, YzyXxKzxfyxfzyxf ∈∀∈∀∈∀+=+ βαβαβα  
 
Definiţia 2. Fie ( )KX ,  un spaţiu vectorial de dimensiune m , 
( )KY ,  un spaţiu vectorial de dimensiune n , KYXf →×:  o 
funcţională biliniară, { }neeeE ,...,, 21=  o bază a spaţiului liniar 
( )KX , , { }ngggG ,...,, 21= o bază a spaţiului liniar ( )KY , . 

Notăm .,1,,1),,( njmigefa jiij === . Atunci ( )
nj
miijaA
,1
,1

=
== se 

numeşte matricea ataşată funcţionalei biliniare în bazele E  şi G . 
 

Modificarea matricei unei funcţionale biliniare la schimbarea 
bazelor în care se reprezintă 

     În condiţiile definiţiei 2, fie A  matricea ataşată funcţionalei 
biliniare în bazele E  şi G  şi B  matricea ataşată funcţionalei 
biliniare în bazele F  şi H . Fie C  matricea de trecere de la baza 
E  la baza F  şi D  matricea de trecere de la baza G  la baza H . 
Atunci DACB t ⋅⋅= . 
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PROBLEME REZOLVATE 
 
    1.   Se consideră aplicaţia RRRf →× 32: , 

322111 32),( yxyxyxyxf +−= . 
    )a   Să se arate că f  este o funcţională biliniară. 
    )b   Să se scrie matricea funcţionalei în bazele canonice ale  

spaţiilor liniare ( )RR ,2  şi ( )RR ,3   
    )c   Să se scrie matricea funcţionalei în bazele 

( ) ( ){ }tt eeE 4,3,2,1 21 ===  şi 

{ }ttt gggG )3,1,1(,)1,3,1(,)1,1,3( 321 ==== .  
 
Rezolvare: 
    )a   f este funcţională biliniară dacă este liniară în fiecare 
argument, adică: 
1) 32 ,,,,),,(),(),( RzRyxRzyfzxfzyxf ∈∀∈∀∈∀+=+ βαβαβα ; 

2) .,,,,),,(),(),( 32 RzyRxRzxfyxfzyxf ∈∀∈∀∈∀+=+ βαβαβα  
    Fie R∈βα , . Avem că:  
1) =+=+ )),,(),,(),((),( 3212121 zzzyyxxfzyxf βαβα

( ) −+=++= 1113212211 )(2),,(),,( zyxzzzyxyxf βαβαβα
++−=+++− )32()(3)(1 322111322211 zxzxzxzyxzyx αβαβα

).,(),()32( 322111 zyfzxfzyzyzy βαβ +=+−+  
2) ( ) =+=+ ),,(),,(),,(),( 32132121 zzzyyyxxfzyxf βαβα

( ) =+++= ),,(),,( 33221121 zyzyzyxxf βαβαβα
=+++−+= )(3)()(2 332221111 zyxzyxzyx βαβαβα  
=+−++−= )2()2( 322111322111 zxzxzxyxyxyx βα

).,(),( zxfyxf βα +=  
Din1) şi 2) rezultă că  f este funcţională biliniară. 
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    )b   Matricea funcţionalei în bazele canonice ale 2R şi 3R  este 
formată din coeficienţii funcţionalei: 

3,1
2,1)(

=
==
j
iijaA , unde ija  este 

coeficientul lui ji yx . Obţinem: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

300
012

A . 

    )c   Metoda I. Matricea funcţionalei  f  corespunzătoare bazelor 
E  şi G  este ( ) )

3,1
2,1

=
==
j
iijbB , unde ),( jiij gefb = . Obţinem că: 

( ) ( ) 1112311312)1,1,3(,)2,1(, 1111 =⋅⋅+⋅−⋅⋅=== ttfgefb ; 
( ) ;1132311112, 2112 =⋅⋅+⋅−⋅⋅== gefb prin urmare 

.
39927

19511
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=B  

         Metoda II. Folosim formula de transformare a matricei 
funcţionalei la schimbarea bazelor: DACB t ⋅⋅= . Matricea de 
trecere de la baza canonică a spaţiului ( )RR ,2  la baza E  este 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

42
31

C , iar matricea de trecere de la baza canonică a spaţiului  

( )RR ,3   la baza G  este 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

311
131
113

D . Rezultă că 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅⋅=

39927
19511

DACB t  

 
    2.   Demonstraţi că 

∫=→×
1

0
22 )(')('),(,][][: dxxQxPQPfRXRXRf , este o 

funcţională biliniară simetrică şi scrieţi matricea funcţionalei în 
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baza canonică a spaţiului ][2 XR  şi în baza  

{ }2
3

2
21 4,2,31 XXgXgXgG −=+=−== . 

 
Rezolvare: 
    Trebuie să aratăm că : 
1) ][,,,,),,(),(),( 2 XRTQPRTQfTPfTQPf ∈∀∈∀+=+ βαβαβα ; 
2) ][,,,,),,(),(),( 2 XRTQPRTQfTPfTQPf ∈∀∈∀+=+ βαβαβα ; 
3) ][,),,(),( 2 XRQPPQfQPf ∈∀= . 
  1) Fie R∈βα , . Avem că: 

=+=+ ∫
1

0
)(')()'(),( dxxTxQPTQPf βαβα

).,(),()(')(')(')('
1

0

1

0
TQfTPfdxxTxQdxxTxP βαβα +=+= ∫∫  

Analog  se arată 2) şi în concluzie rezultă că f este  funcţională 
biliniară. 
3) Fie ][, 2 XRQP ∈ . Avem că: 

),()(')(')(')('),(
1

0

1

0
PQfdxxPxQdxxQxPQPf === ∫∫ , prin urmare 

f este funcţională biliniară simetrică. 

Baza canonică a lui { }2
3212 ,,1:][ XeXeeEXR ====  

    Matricea lui  f  în baza E  este 
3,1,),,(,)( 3,1, === = jieefaaA jiijjiij  

 Avem că: 

31211312
1

0
1111 0;0'1'1)1,1(),( aaaadxfeefa ======== ∫ ; 
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3
4;121;1),( 33

1

0
3223

1

0
22 ==⋅===== ∫∫ axdxaadxxxfa . 

Obţinem că 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

3
410
110
000

A  

Analog .3,1,),,(,)( 3,1, === = jiggfbbB jiijjiij  

 
 
 
PROBLEME PROPUSE 
 
    1.   Să se arate că aplicaţia RRRf →× 23: , 

132221 352),( yxyxyxyxf +−=   este o funcţională biliniară şi să 
se scrie matricea funcţionalei în bazele canonice ale spaţiilor liniare 
( )RR ,3  şi ( )RR ,2  şi în bazele { ,)1,0,1(,)1,1,0( 21

tt eeE ===   

}te )2,1,1(3 =  şi ( ) ( ){ }tt ggG 1,3,0,1 21 ===  .  
R: Matricea funcţionalei în bazele canonice ale spaţiilor liniare  

( )RR ,3  şi ( )RR ,2  este: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

03
50
20

A ;  

matricea funcţionalei în bazele E  şi G  este 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

156
113
43

B . 

    2.   Să se arate că aplicaţia 

322321
33 43),(,: yxyxyxyxfRRRf −+=→×   este o 

funcţională biliniară şi să se scrie matricea funcţionalei în baza 
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canonică a spaţiului liniar ( )RR ,3  şi în baza 

{ }ttt gggG )2,1,3(,)1,3,1(,)2,1,0( 321 ==== . 

R: Matricea funcţionalei în baza canonică a spaţiului liniar ( )RR ,3  

este 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

010
400
030

A ; matricea funcţionalei în baza G  este 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
−−

=
3293

20020
626

B . 

 
    3.   Să se demonstreze că aplicaţia 

∫=→×
1

0
33 )(')('),(,][][: dxxQxPQPfRXRXRf  este o 

funcţională biliniară simetrică şi să se scrie matricea funcţionalei în 
baza canonică a spaţiului liniar ( )RXR ],[3  şi în baza  

{ }1,4,22,31 4
2

3
3

21 =−=−+=−== gXXgXXgXgG . 
    4.   Să se demonstreze că aplicaţia 

∫=→×
1

0
22 )(')(),(,][][: dxxQxPQPfRXRXRf  este o 

funcţională biliniară şi să se scrie matricea funcţionalei în baza 
canonică a spaţiului liniar ( )RXR ],[2  şi în baza  

{ }2
3

2
21 4,22,53 XXgXXgXgG −=−+=−== . 
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4.3.  FUNCŢIONALE PĂTRATICE 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 
Definiţia 1. Fie ( )KX ,  un spaţiu vectorial, unde { }CRK ,∈ . Fie 

KXXf →×:  o funcţională biliniară simetrică. Restricţia funcţiei  
f  la diagonala produsului cartezian XX × , definită prin 

( ){ }XxxxXXdiag ∈=× /,)( , se numeşte funcţională pătratică;  
expresia functionalei pătratice în punctul ( )xx,  se notează ( )xxf ,  
sau, mai simplu, )(xf , cu KXf →: . 
 
Definiţia 2. Fie RXV →:  o funcţională pătratică. 
1) V  se numeşte pozitiv definită dacă 0,,0)( ≠∈∀> xXxxV . 
2) V  se numeşte semipozitiv definită dacă 

0,,0)( ≠∈∀≥ xXxxV . 
3) V  se numeşte negativ definită dacă 0,,0)( ≠∈∀< xXxxV . 
4) V  se numeşte seminegativ definită dacă 

0,,0)( ≠∈∀≤ xXxxV . 
5) V  se numeşte nedefinită dacă Xyx ∈∃ ,  a.î. 0)( >xV  şi  
      0)( <yV . 
 
Observaţie: Matricea asociată unei funcţionale pătratice într-o 
anumită bază este matricea asociată  funcţionalei biliniare asociate 
în baza respectivă. 
 
Observaţie: Se spune că funcţionala pătratică RXV →:  a fost 
adusă la forma canonică dacă s-a determinat o bază G  a spaţiului 

X , pentru care ∑
=

=
n

i
ii yxV

1

2)( λ , unde ( )tnG yyyx ,...,, 21= .    
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    Aducerea unei funcţionale pătratice la forma canonică se poate 
face prin: 
 
• Metoda Jacobi : 
Se calculează n∆∆∆ ,,, 21 K (unde i∆  este determinantul format 
din primele i  linii şi coloane ale matricii A -matricea asociată 
funcţionalei). 
Dacă ∃⇒=∀≠∆ nii ,1,0  o bază a spaţiului nR  în care 
funcţionala se scrie : 

1,)( 0
212

2
2

12
1

1

0 =∆
∆
∆

++
∆
∆

+
∆
∆

= −
n

n

n yyyyV L . 

 
• Metoda Gauss: 
Se caută ni ,1∈  astfel încât coeficientul lui 2

ix  să fie nenul şi se 
grupează toţi termenii ce conţin ix ; din aceştia se formează un 
pătrat; termenii rămaşi nu vor mai conţine ix . Se repetă procedeul 
anterior până la obţinerea formei canonice. 
 
Observaţie. În cazul în care funcţionala pătratică este degenerată, 
adică ( ) ∑

≤<≤
=

nji
jiij xxaxV

1
, se alege ( )lk,  astfel încât 0≠kla  şi 

se folosesc transformările  
lkk zzx += , lkl zzx −= , likinizx ii ≠≠== ,,,1, . 

Astfel funcţionala devine nedegenerată, adică ni ,1∈∃  astfel încât 
0≠iia  şi poate fi adusă la forma canonică prin una din metodele 

cunoscute. 
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PROBLEME REZOLVATE 

 
    1.   Se consideră funcţionala pătratică  

3221
2
2

2
1

3 523)(,: xxxxxxxVRRV +−−=→ .  
    )a   Să se scrie matricea funcţionalei în baza canonică a spaţiului  

),( 3 RR . 
    )b   Să se determine natura funcţionalei.  
 
Rezolvare: 
 
    )a   Matricea funcţionalei în baza canonică a spaţiului ),( 3 RR  
este ijjiij aaA ,)( 3,1, == , unde ija  este: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠⋅

=

jidacaxxluiulcoeficient

jidacaxluiulcoeficient

ji

i

,

,

2
1

2
 . 

  Atunci 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

=

20

11
013

2
5

2
5A . 

    )b   Pentru a stabili natura funcţionalei , calculăm minorii 
principali 321 ,, ∆∆∆  ai matricei A  (unde i∆  este format din 
primele i linii şi coloane ale matricii A ). 
 Dacă toţi ⇒>∆ 0i  funcţionala pătratică este pozitiv definită. 
 Dacă i∆  alternează ca semn, începând cu (-), atunci funcţionala  

este negativ definită. 
 Orice altă combinaţie de semne cu 0≠∆i  implică faptul că  

funcţionala este nedefinită. 
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4
107

20

11
013

,4
11
13

,33

2
5

2
5

321 −=−−
−

=∆−=
−−
−

=∆==∆ , 

deci funcţionala pătratică este nedefiniă. 
 
    2.   Să se determine Ra∈  astfel încât funcţionala pătratică:  
    )a   3221

2
3

2
2

2
1

3 2232)(,: xxxxaxxxxVRRV +−++=→ ; 

    )b  3221
2
3

2
2

2
1

3 222)(,: xxxxaxxxxVRRV +++−−=→  
să fie :  1)  pozitiv definită; 
            2)  negativ definită. 
 
Rezolvare: 
 

    )a  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=∆
=∆
=∆

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

25
5
2

10
131
012

3

2

1

aa
A  

           1)   V  este pozitiv definită ⇔ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞∈⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>∆
>∆
>∆

,
5
2

0
0
0

3

2

1

a . 

           2)   V  este negativ definită ⇔ ∅∈⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<∆
>∆
<∆

a
0
0
0

3

2

1
. 

    )b  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=∆
=∆
−=∆

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

23
1

2

10
111
012

3

2

1

aa
A . Rezultă că: 

           1)   V  este pozitiv defintă ⇔  ∅∈a . 
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           2)   V  este negativ definită ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−∈⇔

3
2,a . 

  
    3.   Să se reducă la forma canonică funcţionalele pătratice: 
    )a   3121

2
3

2
2

2
1

3 22423)(,: xxxxxxxxVRRV +−++=→ ;   
         )b   3121

2
3

2
2

2
1

3 2232)(,: xxxxxxxxVRRV ++−−−=→  
şi să se stabilească natura acestora, folosind metoda Jacobi. 
 
Rezolvare: 

    )a   Se calculează 321 ,, ∆∆∆ ; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∆
=∆
=∆

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=

18
5
3

401
021
113

3

2

1
A  

Deoarece ∃⇒=∀≠∆ 3,1,0 ii  o bază a spaţiului 3R  în care 
funcţionala se scrie : 

⇒
∆
∆

+
∆
∆

+
∆
∆

= 2
3

3

22
2

2

12
1

1

0)( yyyyV 2
3

2
2

2
1 18

5
5
3

3
1)( yyyyV ++= . 

Deoarece toţi coeficienţii funcţionalei în noua bază sunt strict 
pozitivi, rezultă că V  este pozitiv definită. 

    )b  2
3

2
2

2
1

3

2

1
)(

1
1
1

301
021
111

yyyyV −−−=⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=∆
=∆
−=∆

⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=Α , 

prin urmare V este negativ definită. 
 
    4.   Să se reducă la forma canonică, folosind metoda Gauss, 
următoarele funcţionale pătratice: 
 

)a   323121
2
3

2
2

2
1

3 46223)(,: xxxxxxxxxxVRRV +−+−+=→ ; 

)b  323121
2
3

2
2

2
1

3 82453)(,: xxxxxxxxxxVRRV ++−+−=→ ; 

119



)c  ;54)(,: 323121
3 xxxxxxxVRRV +−=→  

)d  323121
3 1072)(,: xxxxxxxVRRV +−=→ ; 

)e  323121
2
3

2
2

2
1

3 6104254)(,: xxxxxxxxxxVRRV +−+++=→ ; 

)f  323121
2
3

2
2

2
1

3 86475)(,: xxxxxxxxxxVRRV −+−++=→ ; 

)g  323121
2
3

2
2

2
1

3 643532)(,: xxxxxxxxxxVRRV +−+−+=→ . 
 
Rezolvare: 
    )a    Deoarece coeficientul lui 2

1x  este nenul, se grupează 
termenii care conţin variabila 1x : 

323121
2
3

2
2

2
1 46223)( xxxxxxxxxxV +−+−+= . 

   Se formează un pătrat care să cuprindă toţi termenii în care apare 
variabila 1x  şi se obţine: 

=+−+−−−+−+= 32
2
3

2
2

2
32

2
32321

2
1 423)3()3()3(2)( xxxxxxxxxxxxxV

444444 3444444 21
 

32
2
3

2
2

2
332

2
2

2

321 423963

1

xxxxxxxxxxx
y

+−+−+−
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−+=
4434421

. 

Se repetă procedeul pentru variabila 2x  şi se obţine: 
( ) =−++=+−+= 2

332
2
2

2
132

2
3

2
2

2
1 11)5(210112 xxxxyxxxxyxV  

,
2

47211
2
25)

2
5(2

11
4
25

4
25

2
522

2
3

2
2

2
1

2
3

2
3

2
32

2
1

2
3

2
3

2
332

2
2

2
1

2

yyyxxxxy

xxxxxxy

y

−+=−−++=

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+++=

44 344 21

 

    Rezultă că forma canonică a funcţionalei pătratice V  este  
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,
2

472)( 2
3

2
2

2
1 yyyyV −+=  unde  3211 3xxxy −+= , 322 2

5 xxy += , 

33 xy = . prin urmare V  este nedefinită. 
 
    )b   =++−+−= 323121

2
3

2
2

2
1 82453)( xxxxxxxxxxV  

( ) =++−+−= 32
2
3

2
23121

2
1 856129

3
1 xxxxxxxxx  

( ) =++−+−= 32
2
3

2
23121

2
1 856129

3
1 xxxxxxxxx  

( ) =++−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+−= 32

2
3

2
2

2
332

2
2

2

321 8544223
3
1

1

xxxxxxxxxxx
y

44 344 21
 

 =++−−+−= 32
2
3

2
2

2
332

2
2

2
1 85

3
1

3
4

3
4

3
1 xxxxxxxxy  

( ) =+−−=++−= 2
332

2
2

2
132

2
3

2
2

2
1 3

144
3
7

3
1

3
28

3
14

3
7

3
1 xxxxyxxxxy

=+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−+−−= 2

3
2
3

2
332

2
2

2
1 3

14444
3
7

3
1 xxxxxxy

44 344 21
 

333223211

2
3

2
2

2
1

2
3

2
3

2

32
2
1

,2,223

,14
3
7

3
1

3
14

3
282

3
7

3
1

2

xyxxyxxxy

yyyxxxxy
y

=−=+−=

+−=++
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−=
43421  

 
Rezultă că funcţionala pătratică  V  este nedefinită. 
 
    )c   323121

3 54)(,: xxxxxxxVRRV +−=→ . 
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Observăm că nu există i astfel încât 0≠ix . 
Folosim transformarea: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

−
=

+
=

⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=
+=
−=

33

12
2

21
1

33

212

211

2

2

xz

xx
z

xx
z

zx
zzx
zzx

 

=+++−−=+−= 32313231
2
2

2
1323121 554454)( zzzzzzzzzzxxxxxxxV

=++−= 3231
2
2

2
1 9 zzzzzz  

=+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= 32

2
2

2

3

2

331
2
1 9

2
1

2
1

2
12 zzzzzzzz  

=+−−

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+= 32
2
3

2
2

2

31 9
4
1

2
1

1

zzzzzz

y
43421

 

⇒+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−−= 2

3

2

32
2
1

2
3

2
3

2
332

2
2

2
1 20

2
9

4
1

4
81

4
81

2
92 zzzyzzzzzzy

,20)( 2
3

2
2

2
1 yyyyV +−=⇒  unde 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==

−
−

=−=

+
+

=+=

333

3
12

322

3
21

311

2
9

22
9

2
1

22
1

xzy

x
xx

zzy

x
xx

zzy

. 

Rezultă că funcţionala este nedefinită. 
 
    )d   323121 1072)( xxxxxxxV +−= . 
Folosim transformarea: 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+=
−=

33

212

211

zx
zzx
zzx

 

=+++−−= 32313231
2
2

2
1 10107722)( zzzzzzzzzzxV  

=++−= 32
2
1

2
2

2
1 17322 zzzzz  

( ) =+−+= 32
2
231

2
1 17264

2
1 zzzzzz  

( ) ( ) =+−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= 32

2
2

2
3

2
331

2
1 172

4
9

4
9

2
3222

2
1 zzzzzzzz

44444 344444 21

=+−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 32

2
2

2
3

2

31 172
8
9

2
32

2
1 zzzzzz

=−−−= 2
332

2
2

2
1 8

9)344(
2
1

2
1 zzzzy

=−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−= 2

3

2

3

2

332
2

2
2
1 8

9
2

17
2

17
2

17)2(2)2(
2
1

2
1 zzzzzzy

2
3

2
2

2
1

2
3

2

32
2
1 35

2
1

2
135

2
172

2
1

2
1 yyyzzzy +−=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=  

Funcţionala este nedefinită. 
 
    )e   =+−+++= 323121

2
3

2
2

2
1 6104254)( xxxxxxxxxxV  

+++−−−+−+= 2
3

2
2

2
32

2
32321

2
1 254)52()52()52(2 xxxxxxxxxx

32
2
132

2
32132 2626)52(6 xxyxxxxxxx +=+−+=+  

123



⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

+
=

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
−=

=

2

2
23

3

32
2

323

322

11

xx
z

xx
z

zzx
zzx

zx
 

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 2626)(26)( yyyzzyxV −+=−+= , deci funcţionala este 

nedefinită, unde am notat: 

3211 52 xxxy −+= , 3222 2
1

2
1 xxzy +== , 

3233 2
1

2
1 xxzy +−== . 

 
    3.   Să se reducă la forma canonică funcţionalele pătratice 
folosind metoda lui Gauss şi să se găsească baza în care este scrisă 
forma canonică: 

323121
2

3
2

2
2
1

3 943732)(,: xxxxxxxxxxVRRV −−++−=→ . 

 
Rezolvare: 
 

=−−++−= 323121
2

3
2

2
2

1 943732)( xxxxxxxxxxV  

 

=−+−−+= 32
2
3

2
23121

2
1 973)864(

2
1 xxxxxxxxx

[ ]
=−+−

−−−−+−+=

32
2
3

2
2

2
32

2
32321

2
1

973

)43()43()43(2)2(
2
1

xxxx

xxxxxxxx
 

+−

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−−
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−+= 2

2
2
332

2
2

2

321 3)16249(432
2
1

1

xxxxxxxx
y

44 344 21
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=−−+−−=

=−−−=+−−=

=−+−−+−=−=

2
2

2
22

92
22

9
32

2
3

2
1

2
232

2
3

2
132

2
3

2
2

2
1

32
2
3

2
2

2
332

2
2

2
132

2
3

2
15)3(

2
1

2
15)3(

2
13

2
15

2
1

973812
2
9

2
197

xxxxxxy

xxxxyxxxxy

xxxxxxxxyxxx

 

23322
3

23211

2
3

2
2

2
1

2
2

2
2

2

22
3

3
2
1

,,432

,3
3
1

2
15

2
9

2
1

2

xyxxyxxxy

yyyxxxxy

y

=+−=−+=

−−=−+
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−=
43421  

 

Deci ,3
3
1)( 2

3
2
2

2
1 yyyyV −−=   unde 

23322
3

23211 ,,432 xyxxyxxxy =+−=−+= , sau 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

3

2

1

2
3

3

2

1

010

10

432

x
x
x

y
y
y

. 

Notăm cu E  baza canonică şi cu { }321 ,, gggG =  baza în care este 
scrisă forma canonică a funcţionalei. 
Coordonatele vectorului x  în baza E  sunt 321 ,, xxx , iar 
coordonatele vectorului x  în baza G  sunt 321 ,, yyy . Avem că: 

EG xCx ⋅= −1  , unde C  este matricea de trecere de la baza E  la 
baza G . 
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Din relaţia scrisă mai sus rezultă că:  

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=−

010

10

432

2
31C . 

Vom folosi metoda Gauss-Jordan pentru a obţine matricea C , ale 
cărei coloane sunt chiar vectorii bazei G . 
       1−C              3I  

2       3      -4 
0    -3/2      1   
0       1       0 

1        0       0   
0        1       0 
0        0       1 

1     3/2     -2 
0    -3/2      1   
0       1       0 

1/2     0       0   
0        1       0 
0        0       1 

1       0     -1 
0      1    -2/3   
0       0     2/3 

1/2     1       0   
0     -2/3     0 
0      2/3      1 

1      0       0     
0      1       0     
0      0       1 

1/2    2    3/2    
0        0       1 
0        1    3/2 

       3I                 C  

Obţinem 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

2
3

2
3

2
1

10

100

2

C , deci baza în care este scrisă forma 

canonică este: 

( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ====

ttt
gggG 2

3
2
3

322
1

1 ,1,,,1,0,2,0,0, . 
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PROBLEME PROPUSE 
 
 
    1.   Se consideră funcţionala pătratică  

323121
2
2

2
1

3 232)(,: xxxxxxxxxVRRV ++−−=→ . Scrieţi 

matricea funcţionalei în baza canonică a spaţiului ),( 3 RR  şi 
stabiliţi natura funcţionalei. 

R: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

=

01

1

12

2
1

2
1

2
3

2
3

A ; funcţionala pătratică este nedefinită. 

 
    2.   Să se determine Ra∈  astfel încât funcţionala pătratică:  

3121
2
3

2
2

2
1

3 2252)(,: xxxaxxxxxVRRV ++++=→  
să fie pozitiv definită. 

R:  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈ 5

53
5

53 ,a .  

 
    3.   Să se determine Ra∈  astfel încât funcţionala pătratică:  

323121
2
3

2
2

2
1

3 42)(,: xxxxxaxxxaxxVRRV +++++=→  
să fie nedefinită. 
R:  Ra∈ . 
 
    4.   Să se determine Ra∈  astfel încât funcţionala pătratică:  

323121
2
3

2
2

2
1

3 422252)(,: xxxaxxxxxaxxVRRV +−−−−=→  
să fie negativ definită. 

R:  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ +−−−

5
638

5
638 ,a . 
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    5.   Să se reducă la forma canonică următoarele funcţionale 
pătratice:  

)a  3121
2
3

2
2

2
1

3 2453)(,: xxxxxxxxVRRV ++++=→ ; 

)b  433121
2
1

4 422)(,: xxxxxxxxVRRV +−+=→ ;  

)c  323121
2
3

2
2

2
1

3 242225)(,: xxxxxxxxxxVRRV ++−−−−=→ ; 

)d  3221
2
3

2
2

2
1

3 4225)(,: xxxxxxxxVRRV ++++=→ . 
şi să se stabilească natura acestora folosind metoda Jacobi. 
R: )a  ( ) 2

36
112

211
32

13
1 yyyxV ++= ; funcţională pozitiv definită; 

      )b  ( ) 2
42

12
32

12
2

2
12

1 2 yyyyxV −+−= ; funcţională nedefinită; 

      )c  ( ) 2
3

2
29

52
15

1 yyyxV −−−= ; funcţională negativ definită; 

      )d  ( ) 2
3

2
24

12
1 yyyxV ++= ; funcţională pozitiv definită. 

 
    6.   Să se reducă la forma canonică următoarele funcţionale 
pătratice prin metoda Gauss; să se precizeze natura funcţionalelor 
şi să se găsească baza în care este scrisă forma canonică: 
    )a  3221

2
3

2
2

2
1

3 4252)(,: xxxxxxxxVRRV ++++=→ ; 

    )b  3121
2
3

2
2

2
1

3 244)(,: xxxxxxxxVRRV +−++=→ ;   

    )c   323121
3 35)(,: xxxxxxxVRRV −+=→ ; 

    )d  313221
3 672)(,: xxxxxxxVRRV ++=→ ; 

    )e   4321
2
1

4 42)(,: xxxxxxVRRV ++=→ . 

R: )a  ( ) 2
3

2
2

2
1 yyyxV ++= , unde  

211 xxy += , 322 2xxy += , 33 xy = ; baza este 

{ }ttt gggG )1,2,2(,)0,1,1(,)0,0,1( 321 −=−=== ; 
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      )b  ( ) 2
3

2
2

2
1 44 yyyxV −+= , unde 3211 2 xxxy +−= , 

32
1

22
1

2 xxy += , 32
1

22
1

3 xxy −= ; baza este 

{ }ttt gggG )1,1,3(,)0,1,1(,)0,0,1( 321 −==== ; 

     )c   ( ) 2
3

2
2

2
1 15yyyxV +−= , unde 322

1
12

1
1 xxxy ++= , 

322
1

12
1

2 4xxxy ++−= , 33 xy = ; baza este 

{ }ttt gggG )1,5,3(,)0,1,1(,)0,1,1( 321 −=−=== . 
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CAPITOLUL 5 

SISTEME DE ECUAŢII ŞI INECUAŢII 
LINIARE 

 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 
  Considerăm sistemul de ecuaţii liniare bAx = , unde 

)(),( 1,, RMbRMA mnm ∈∈ , ( )
nj
miijaA
,1
,1

=
== , ( )tnxxx ,...,1= , 

( )tnbbb ,...,1= . 
 
Definiţia 1. Vectorul ( )tnxxx ,...,1=  se numeşte soluţie de bază a 
sistemului bAx =  dacă vectorii coloană ai matricei A  
corespunzători componentelor nenule ale soluţiei sunt liniar 
independenţi. 
 
Definiţia 2. O soluţie de bază a sistemului bAx =  se numeşte 
nedegenerată dacă are exact m  componente nenule şi degenerată 
dacă are mai puţin de m  componente nenule. 
 
 
PROBLEME REZOLVATE 
 
    1.   Să se determine toate soluţiile de bază ale sistemului de 
ecuaţii liniare: 

 
⎩
⎨
⎧

−=−−−
=+++−

56632
4432

4321

4321

xxxx
xxxx

. 

Care dintre acestea sunt soluţii nedegenerate? 
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Rezolvare: 
Notăm cu A  matricea sistemului şi cu 4,1, =iai , vectorii formaţi 
din coloanele acesteia. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−

−
=

6632
4321

A . 

Determinăm toate bazele ce se pot forma cu vectorii 4,1, =iai . 
Numărul maxim de astfel de baze este 62

4 =C . Se ştie că doi 
vectori din spaţiul vectorial ),( 2 RR  formează o bază a acestui 
spaţiu dacă şi numai dacă determinantul ce are pe coloane 
componentele vectorilor este nenul. În baza acestui fapt, obţinem  
toate bazele ce se pot forma cu vectorii 4,1, =iai : { }2112 , aaB = , 

{ }4114 , aaB = , { }3223 ,aaB = , { }4334 , aaB = . Prin urmare, sistemul 
are 4 soluţii de bază, pe care le vom determina  aplicând metoda 
eliminării complete: 
 

Baza Necunoscute 
  principale    1a           2a          3a           4a  b  

1e          
2e  

    -1            2            3             4     
    2           -3           -6           -6      

 4 
-5 

1a         
2e  

     1           -2           -3           -4       
    0            1             0            2         

-4 
 3 

1a  
2a  

    1x  
    2x  

    1            0            -3            0 
    0            1             0             2  

 2 
 3 

1a  
4a  

    1x   
    

4x  
    1            0            -3            0 
    0           1/2           0             1  

 2 
3/2 

3a  
4a  

    3x   
    

4x  
 -1/3           0            1             0 
    0           1/2           0             1  

-2/3 
 3/2 

3a  
2a  

    3x   
    

2x  
 -1/3           0            1             0 
    0             1           0             2  

-2/3 
   3 
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În a treia iteraţie, din coloana “b ” putem citi soluţia de bază 
corespunzătoare bazei 12B  : 0,0,3,2 4321 ==== xxxx , care se 

mai poate scrie: ( )tBx 0,0,3,2
12
= . Se observă că aceasta are exact 

două componente nenule, deci este o soluţie nedegenerată. 
Din următoarele iteraţii obţinem următoarele soluţii: 

( )tBx 2
3,0,0,2

14
= , care este de asemenea o soluţie nedegenerată;  

( )tBx 2
3

3
2 ,,0,0

34
−=  este soluţie de bază, nedegenerată;  

( )tBx 0,,3,0 3
2

23
−=  este soluţie de bază, nedegenerată. 

 
    2.   Fie sistemul: 

 
⎩
⎨
⎧

≥−
≤+

42
82

21

21
xx
xx

. 

  )a  Să se determine toate soluţiile de bază ale sistemului de ecuaţii 
ataşat şi soluţiile corespunzătoare ale sistemului de inecuaţii. 
  )b  Fie funcţia 21

2 43)(,: xxxfRRf +=→ . Să se determine  
soluţia de bază a sistemului de inecuaţii pentru care f  este 
maximă. 
 
Rezolvare: 
Scriem sistemul de ecuaţii ataşat: 

⎩
⎨
⎧

≥=−−
=++

0,;42
82

21221

121
yyyxx

yxx
 

Matricea sistemului este: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
1012
0121

A ; coloanele acesteia determină vectorii 

4,1, =iai . 

132



Sistemul admite cel mult 62
4 =C  soluţii de bază. Bazele care se pot 

forma cu vectorii 4,1, =iai  sunt: { }2112 , aaB = , { }3113 , aaB = , 
{ }4114 , aaB = , { }3223 , aaB = , { }4224 , aaB = , { }4334 , aaB = . 

 
Baza Necunoscute 

  principale    1a           2a          3a           4a    b 

1e         
2e  

    1            2             1             0     
   2           -1            0            -1      

   8 
   4 

1a         
2e  

     1           2             1             0       
    0          -5           -2            -1       

   8 
-12 

1a  
4a  

    1x  
    4x  

    1            2             1            0 
    0            5             2            1  

   8 
 12 

3a  
4a  

    3x   
    4x  

    1            2             1            0 
   -2            1             0            1  

   8 
 -4 

3a  
2a  

    3x   
    2x  

    5            0             1           -2 
   -2            1             0            1  

 16 
 -4 

3a  
1a  

    3x   
    1x  

    0           5/2           1           1/2 
    1         -1/2            0         -1/2  

   6 
   2 

2a  
1a  

    2x   
    1x  

    0            1           2/5           1/5 
    1            0           1/5           3/5  

12/5 
16/5 

2a  
4a  

    2x   
    4x  

  -1/3         1           1/3             0 
   5/3          0           1/3             1  

  4/3 
16/3 

  
    )a  Soluţiile de bază ale sistemului de ecuaţii ataşat sunt:  

( )tBx 0,0,, 5
12

5
16

12
= , ( )tBx 0,6,0,2

13
= ( )tBx 12,0,0,8

14
= , 

( )tBx 0,16,4,0
23

−=  ( )tBx 3/16,0,3/4,0
24
= . 

Observaţie. ( )tBx 4,8,0,0
34

−=  nu convine, deoarece  042 <−=y . 
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Soluţiile de bază ale sistemului de inecuaţii sunt: 

 ( )tBx 5
12

5
16 ,

12
= ,  ( )tBx 0,2

13
= , ( )tBx 0,8

14
= , 

    

( )tBx 4,0
23

−= ( )tBx 3
4,0

24
= ( )tBx 0,0

34
=  . 

 
    )b Calculăm  valoarea functiei pentru fiecare solutie de bază şi  
obţinem:  
( )

5
96

5
12

5
16 , =f  

( ) 60,2 =f  
( ) 240,8 =f  
( ) 164,0 −=−f  

( )
3

16
3
4,0 =f  

( ) 00,0 =f . 
Rezultă că soluţia de bază pentru care se realizează maximul 
funcţiei f  este ( )tBx 0,8

14
= . 

 
 
PROBLEME PROPUSE 
 
 
    1.   Să se determine toate soluţiile de bază ale sistemelor de 
ecuaţii liniare: 

    )a
⎩
⎨
⎧

=+−−
−=−++
8634
7233

4321

4321
xxxx
xxxx

; 

    )b
⎩
⎨
⎧

=+−−
=−++−

35634
12232

4321

4321
xxxx
xxxx

; 

    )c
⎩
⎨
⎧

−=−++−−

=+−−+

46253
112246

54321

54321
xxxxx
xxxxx

. 
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    Care dintre acestea sunt soluţii nedegenerate? 

R: )a  ( )tBx 0,0,4,1
12

−−= ; ( )tBx 0,,0, 15
52

15
17

13
−= ; 

( )tBx 2,0,0,1
14

−= ; ( )tBx 0,,,0 8
13

8
17

23
−−= ; 

( )tBx 16
17

8
13 ,,0,0

34
−= ; toate aceste soluţii sunt nedegenerate. 

 
    2.   Se consideră sistemele de inecuaţii: 

    )a
⎩
⎨
⎧

≤−
≤−

42
1553

21

21
xx
xx

. 

    )b
⎩
⎨
⎧

≤−
−≥+−
432
64

21

21
xx
xx

 

    )c
⎩
⎨
⎧

≥+
≥+

853
76

21

21
xx
xx

 

    )d
⎩
⎨
⎧

−≥−
≤−

37
134

21

21
xx
xx

 

Să se determine toate soluţiile de bază ale sistemului de ecuaţii 
ataşat şi soluţiile corespunzătoare ale sistemului de inecuaţii.  
Fie funcţia 21

2 6)(,: xxxfRRf −=→ . Să se determine soluţia 
de bază a sistemului de inecuaţii pentru care f  este minimă. 

R: )a  ( )tBx 0,0,, 7
18

7
5

12
−= ; ( )tBx 0,9,0,2

13
= ; 

( )tBx 1,0,3,0
24

−= ; ( )tBx 4,15,0,0
34
= ; 

( )tBx 7
18

7
5 ,

12
−= ; ( )tBx 0,2

13
= ; ( )tBx 3,0

24
−= ; ( )tBx 0,0

34
= . f  este 

minimă pentru soluţia 
34Bx . 
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CAPITOLUL 6 
OPTIMIZĂRI  LINIARE 

 
 
BREVIAR TEORETIC 
 
    Considerăm problema de programare liniară scrisă sub forma 
standard: 

                    
[ ]

( )
⎩
⎨
⎧

≥
=

=

0
*

x
bAx

cxfopt
,      unde 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )RMxRMcRMcRMbRMA nnnmnm 1,,1,11,, ,,,, ∈∈∈∈∈ . 
 
Definiţia 1.  Se numeşte soluţie posibilă (admisibilă) a problemei 
( )* , orice vector nRx∈  care satisface restricţiile problemei şi 
condiţiile de semn. Notăm mulţimea soluţiilor posibile cu 

{ }0,/ ≥=∈= xbAxRxX n
p . 

 
Definiţia 2.  Se numeşte soluţie posibilă de bază a problemei ( )* , 

orice soluţie posibilă nRx∈  a problemei ( )*  care îndeplineşte 
următoarele condiţii: 
1) are cel mult m  componente srtict pozitive, iar celelalte sunt  
egale cu zero; 
2) coloanele matricei A  corespunzătoare componentelor strict  
pozitive sunt vectori liniar independenţi. 
 
Definiţia 3.  Fie nRC ⊂  o mulţime convexă. Un punct Cv∈  se 
numeşte vârf al mulţimii C  dacă nu există nici o pereche de vectori 

Cxx ∈21,  şi ( )1,0∈λ  astfel încât ( ) 21 1 xxv λλ −+= . 
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Teorema 1.  Orice soluţie posibilă de bază a problemei ( )*  este 
vârf al mulţimii soluţiilor posibile şi reciproc. 
 
Definiţia 4.  Se numeşte soluţie optimă a problemei ( )* , orice 

soluţie posibilă no Rx ∈  a problemei ( )*  care satisface şi condiţia 

de optim, adică ( ) ( )xfoptxf
pXx

o

∈
= . 

Notăm mulţimea soluţiilor optime cu oX . 
 
Teorema 2.  Soluţia optimă a problemei de programare liniară ( )*  
se află printre vârfurile mulţimii soluţiilor posibile pX  ale 
problemei. 
 
Observaţia 1. Dacă problema ( )*  are p  soluţii optime de bază: 

pkxok ,1, = , atunci soluţia optimă generală are forma: 

1,0,
11

0 =≥= ∑∑
==

p

k
kk

p

k

ok
k xx λλλ . 

 
Observaţia 2. Spunem că o problemă de programare liniară admite: 
1) optim unic, dacă oX  conţine un singur element; 
2) optim multiplu, dacă oX  conţine cel puţin două elemente. 
 
Vom prezenta în continuare metode de soluţionare a problemelor 
de programare liniară. 
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6.1.  REZOLVAREA GRAFICĂ A UNEI 
PROBLEME DE PROGRAMARE  LINIARĂ 

 
    Această metodă este comod de aplicat în cazul problemelor de 
programare liniară cu două variabile. 
 
 
PROBLEME REZOLVATE 
 
    1.   Se consideră următoarea problemă de programare liniară: 

             

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
≥

≤−
≤+

+=

0 , 
1

2
6 

            

74max

21

2

21

21

21

xx
x

xx
xx

xxf

 

    )a  Să se determine mulţimea soluţiilor posibile ale problemei. 
    )b  Să se determine mulţimea soluţiilor posibile de bază ale  
problemei. 
    )c  Să se determine mulţimea soluţiilor optime ale problemei. 

 
Rezolvare: 
    )a  Reprezentăm grafic mulţimea soluţiilor posibile pX , adică 
mulţimea punctelor planului ale căror coordonate verifică 
restricţiile problemei. 
• Scriem ecuaţiile ataşate celor trei inecuaţii şi reprezentăm 
grafic dreptele care le corespund acestora în plan: 

6: 211 =+ xxd , care intersectează axele în punctele ( )6,0  şi ( )0,6 . 
2: 212 =− xxd , care intersectează axele în punctele ( )2,0 − şi ( )0,2 . 

1: 23 =xd , care este paralelă cu 1Ox  şi taie 2Ox  în punctul ( )1,0 . 
• Determinăm mulţimea punctelor din plan ale căror coordonate 
verifică restricţiile problemei. 
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Se ştie că mulţimea punctelor planului ale căror coordonate verifică 
o inecuaţie reprezintă un semiplan. 
    Fie 1S  semiplanul determinat de inecuaţia 621 ≤+ xx ; punctul 
( )0,0  verifică inecuaţia, deci 1S  conţine originea. Procedând 
analog în cazul celorlalte inecuaţii şi intersectând semiplanele 
obţinute ( 2: 212 ≤− xxS , 1: 23 ≥xS , 0: 14 ≥xS , 0: 25 ≥xS ), găsim: 

 
    Mulţimea  soluţiilor posibile ale problemei este reprezentată de 
interiorul şi frontiera patrulaterului ABCD : [ ]ABCDX p = . 

( )1,023 AOxdA ⇒∩= . 

32 ddB ∩= ; rezolvând sistemul 
⎩
⎨
⎧

=
=−

1
2

2

21
x

xx   format din ecuaţiile  

celor două drepte, găsim: ( )1,3B . 

O 

B 

D 

(d1) 
(d2) 

S1 

S2 

(d3) 
A 

C 
S3 

x1 

x2 

S5 

S4 
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Analog, ( )2,421 CddC =∩= . 
              ( )6,021 DOxdD ⇒∩= . 
    Deoarece mulţimea pX  este mărginită, rezultă că: 

    )b  Mulţimea pbX  a soluţiilor posibile de bază este  formată din  

  vârfurile patrulaterului ABCD , { }DCBAX pb ,,,= . 

    )c   Mulţimea obX  a soluţiilor optime de bază este formată din  
acele elemente ale mulţimii pbX  (vârfuri ale mulţimii soluţiilor 
posibile) în care funcţia obiectiv îşi atinge valoarea optimă (în acest 
caz, valoarea maximă). 
Avem că ( ) ( ) 71,0 == fAf ; ( ) ( ) 191,3 == fBf ; 
( ) ( ) 302,4 == fCf ; ( ) ( ) 426,0 == fDf , deci { } ( ){ }6,0== DX ob . 

     Mulţimea oX  a soluţiilor optime este { } ( ){ }6,0== DX o , adică 
6,0 21 == xx ; valoarea optimă a funcţiei obiectiv este 42max =f . 

 
2.  Să se rezolve următoarea problemă de programare liniară: 

             

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+
≥+−

+=

0 , 
632
25 2

            

32max

21

21

21

21

xx
xx
xx

xxf

 

 

Rezolvare: 
    I.   Determinăm mulţimea soluţiilor posibile ale problemei. 
• Scriem ecuaţiile ataşate celor trei inecuaţii şi reprezentăm 
grafic dreptele care le corespund acestora în plan: 

252: 211 =+− xxd , care taie axele în punctele ( )
5
2,0  şi ( )0,1− . 

632: 212 =+ xxd  care taie axele în punctele ( )2,0  şi ( )0,3 . 
• Determinăm punctele din plan ale căror coordonate verifică  
inecuaţiile sistemului, intersectând semiplanele 252: 211 ≥+− xxS ,  

632: 212 ≤+ xxS , 0: 13 ≥xS , 0: 24 ≥xS . Obţinem: 
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Mulţimea pX  a soluţiilor posibile ale problemei este reprezentată 

de interiorul şi frontiera triunghiului ABC : [ ]ABCX p = , unde 

( )
5
2,0A , ( )2,0B  şi ( )1,2

3C . 

    II. Calculăm valoarea funcţiei obiectiv în vârfurile mulţimii pX . 

Avem că ( ) ( )
5
6

5
2,0 == fAf ; ( ) ( ) 62,0 == fBf ; ( ) ( ) 61,2

3 == fCf . 

Observăm că funcţia f  atinge valoarea maximă în punctele ( )2,0  

şi ( )1,2
3 . Conform observaţiei 1 din breviarul teoretic, rezultă că 

soluţia optimă a problemei este: 

( ) ( )( ) [ ]1,0,1,12,0 2
3 ∈−+= λλλ

ttoX , adică segmentul [ ]BC . 

Valoarea optimă a funcţiei obiectiv este 6max =f . 

O 

B 

(d1) 

(d2) 

S2 

S1 

A 

C 

x1 

x2 

S4 

S3 
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     3.   Să se rezolve următoarea problemă de programare liniară: 

             
[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+
≥+−

+=

0 , 
12
1 

            

59min

21

21

21

21

xx
xx
xx
xxf

 

 

Rezolvare: 
Determinăm mulţimea soluţiilor posibile ale problemei. 
Dreptele ce determină semiplanele ataşate celor două inecuaţii sunt: 
    1: 211 =+− xxd , care taie axele în punctele ( )1,0  şi ( )0,1− . 

    12: 212 =+ xxd , care taie axele în punctele ( )
2
1,0  şi ( )0,1 . 

Intersectăm semiplanele 1: 211 ≥+− xxS , 12: 212 ≤+ xxS , 
0: 13 ≥xS , 0: 24 ≥xS . 

 
Obţinem că mulţimea soluţiilor posibile ale problemei este vidă: 

∅=pX , prin urmare problema de programare liniară nu are 
soluţie. 

(d1) 

(d2) 
S1 

S2 

x1 

x2 

  O 

S4 

S3 

142



4. Să se rezolve următoarea problemă de programare liniară: 

             

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+−
≥

+=

0 , 
22
33-

            

53max

21

21

21

21

xx
xx
xx
xxf

 

 
Rezolvare: 
Determinăm mulţimea soluţiilor posibile ale problemei. 
Dreptele ce determină semiplanele ataşate celor două inecuaţii sunt: 
    33: 211 =− xxd , care taie axele în punctele ( )1,0 −  şi ( )0,3 . 
    22: 212 =+− xxd  care taie axele în punctele ( )2,0  şi ( )0,1− . 
Mulţimea pX  a soluţiilor posibile ale problemei  este reprezentată 
de suprafaţa haşurată. 

 
Deoarece mulţimea pX  este nemărginită şi problema este de 

maxim, rezultă că problema are optim infinit ( )+∞=fmax . 

(d1) 

S2 

S1 

x2 

O x1 

(d2) 

S3 

S4 
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6.2.  ALGORITMUL SIMPLEX PRIMAL 
 

6.2.1.  PROBLEME DE PROGRAMARE LINIARĂ CARE 
ADMIT SOLUŢIE INIŢIALĂ DE BAZĂ 

 
 
 
PROBLEME REZOLVATE 
 
Să se rezolve prin două metode problema de programare liniară: 

            

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+
≤+

+=

0 , 
72 
8  2

            

35max

21

21

21

21

xx
xx
xx

xxf

 

Rezolvare: 
 
A. Algoritmul simplex primal 
Pasul I. 
      )a  Aducem problema la forma standard: 

          

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

=++
=++

+++=

4,1   ,0 

72 
8  2

            

0035max

421

321

4321

ix

xxx
xxx

xxxxf

i

 

        )b  Scriem  matricea sistemului ( A ) , pentru a verifica dacă 
problema are soluţie iniţială de bază (această condiţie este 
îndeplinită dacă A  conţine matricea unitate). 
                      

        
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1  0  2  1 
 0  1  1  2 
4321

A

aaaa
;   baza iniţială este { }43, aaB = . 
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Pasul II. Alcătuim tabelul simplex: 
5             3             0            0  B BC  BX  

1a            
2a            

3a           
4a      

Θ  

  ← 3a  
      

4a  
0        
0 

8        
7 

2 ↓          1            1           0    
1              2            0           1 

8:2    
7:1 

jf  0 0              0            0           0   
 j∆  5             3             0           0  

• jf  se obţine calculând produsul scalar dintre fiecare coloană 
 şi coloana BC ; de exemplu, primele două elemente din linia jf     

s-au determinat astfel: 07080
7
8

0
0

0 =⋅+⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=f ; 

                                    01020
1
2

0
0

1 =⋅+⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=f . 

• j∆ se calculează astfel:  
             jjj fC −=∆ , pentru probleme de maxim; 
             jjj Cf −=∆ , pentru probleme de minim; 

( jC  reprezintă prima linie din tabel şi este formată din coeficienţii 
funcţiei obiectiv.) 
 

 Pasul III. Verificăm criteriile: 
• Criteriul de optim finit: 5,1,0 =∀≤∆ jj ;  

Acest criteriu nu se verifică , pentru că 051 >=∆  şi 032 >=∆ . 
• Criteriul de optim infinit: 5,1∈∃k  astfel încât 0>∆k şi toate  
elementele coloanei ka  sunt 0≤ . 
      Acest criteriu nu se verifică, pentru că: 0, 21 >∆∆ , dar 
coloanele 21,aa  conţin cel puţin câte o valoare strict pozitivă. 
 

 Pasul IV. Schimbăm baza: 
• Criteriul de intrare în bază: intră în bază vectorul ka   
corespunzător diferenţei maxime 0>∆ j . 
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  În cazul nostru, { } 53,5max = , deci intră în bază vectorul 1a . 
• Criteriul de ieşire din bază: iese din bază vectorul la   
corespunzător raportului kθ  minim ( 0>kθ ). Coloana kθ  se 

determină făcând raportul între elementele coloanei BX  şi 
elementele strict pozitive ale coloanei vectorului care intră în bază. 
În cazul acesta, { } 4,min 1

7
2
8 ==lθ , deci iese din bază vectorul 3a . 

 

  Pasul V. Trecem la o nouă iteraţie:      
 Stabilim pivotul, care se găseşte la intersecţia liniei vectorului  

care iese ( la ) cu coloana vectorului care intră în bază ( ka ). 
 Completăm coloanele B şi BC  
 Restul elementelor se determină cu metoda Gauss-Jordan.  
 Calculăm noile valori jf  şi j∆ . 

5             3             0            0 B BC  BX  
1a            

2a            
3a           

4a      
θ  

← 1a  
   

4a  
5       
0 

4          
3 

1           1/2↓        1/2          0      
0           3/2         -1/2          1 

8        
2 

 jf  20 5          5/2            5/2          0  
  j∆  0          1/2           -5/2          0  

 Algoritmul se repetă până când se verifică unul din criteriile de 
optim. 

5             3             0            0 B BC  BX  
1a            

2a            
3a           

4a      
θ  

   
1a  

   
2a  

5        
3 

3      
2 

1           0             2/3         -1/3    
0           1            -1/3          2/3 

 

 jf  21 5           3             7/3          1/3  
  j∆  0           0            -7/3         -1/3  

 În acest caz, observăm că se verifică criteriul de optim finit 
( 5,1,0 =∀≤∆ jj ). 

 Soluţia optimă a problemei  se citeşte din coloana BX  : 31 =x ,  
22 =x , 03 =x , 04 =x ,  iar valoarea maximă a funcţiei este  

.21max =f  
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B. Metoda grafică 
Dreptele ce determină semiplanele ataşate restricţiilor sunt: 
    82: 211 =+ xxd , care taie axele în punctele ( )8,0  şi ( )0,4 . 
    72: 212 =+ xxd , care taie axele în punctele ( )

2
7,0  şi ( )0,7 . 

Determinăm mulţimea soluţiilor posibile ale problemei, 
intersectând semiplanele 82: 211 ≤+ xxS , 72: 212 ≤+ xxS , 0: 13 ≥xS , 

0: 24 ≥xS . Obţinem: 

 
Mulţimea pX  a soluţiilor posibile ale problemei este reprezentată 
de interiorul şi frontiera patrulaterului OABC . 
Deoarece pX  este mărginită, optimul funcţiei obiectiv se realizează 
într-unul din vârfurile poligonului soluţiilor posibile. Acestea sunt: 
( )0,0O , ( )

2
7,0A , ( )2,3B  şi ( )0,4C . 

Avem că: ( ) 00,0 =f , ( )
2
21

2
7,0 =f , ( ) 212,3 =f  şi ( ) 200,4 =f . 

Prin urmare, soluţia optimă a problemei este: ( )tOX 2,3= , .21max =f  

O 

B 
C 

(d1) (d2) 
S1 

S2 

x1 

x2 

A 

S4 

S3 
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6.2.2.  REZOLVAREA PROBLEMELOR DE 
PROGRAMARE LINIARĂ CARE NU ADMIT SOLUŢIE 
INIŢIALĂ DE BAZĂ. METODA BAZEI ARTIFICIALE 

 
 
PROBLEME REZOLVATE 
 
Să se rezolve problema de programare liniară: 

        

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≥+
≤+

+=

0 , 
1 

63 2
            

25max

21

21

21

21

xx
xx

xx
xxf

 

 
Rezolvare: 
• Se aduce problema la forma standard: 

          

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

=−+
=++

+++=

4,1   ,0 

12 
6 3 2

            

0025max

421

321

4321

ix

xxx
xxx

xxxxf

i

 

• Se scrie matricea sistemului( A ) , pentru a verifica dacă  
problema are soluţie iniţială de bază (această condiţie este 
îndeplinită dacă A  conţine matricea unitate). 
 

  
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
 1  0    1   1 
 0     1   3   2 
4321

A

aaaa
; lipseşte vectorul ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
0

2e din matricea A  şi 

din această cauză la restricţia a doua vom adăuga o variabilă 
artificială y . 
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Observaţie.  Variabilele artificiale apar în funcţia obiectiv cu 
coeficientul  M+  la problemele de minim şi  M−  la cele de 
maxim, unde ∞→M . 
Rezultă forma standard de lucru a problemei: 
[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

=+−+
=++

−+++=

4,1   ,0 

12 
6 3 2

            

0025max

421

321

4321

ix

yxxx
xxx

Myxxxxf

i

 

Rezolvăm această problemă: 
5             2            0            0          -M   B       BC  BX  

1a            
2a           

3a           
4a          

5a  
θ  

   
3a  

←
5a  

0        
-M 

6      
1 

2 ↓          3           1           0             0       
1              1           0          -1            1 

3     
1 

jf  -M -M         -M          0           M         -M   
 j∆  5+M     2+M         0          -M          0  

←
3a  

   
1a  

0       
5 

4      
1 

0            1             1            2 ↓        -2      
1            1             0           -1            1 

2     
- 

 jf  5 5           5              0           -5            5  
  j∆  0          -3             0             5         -M-5  
   

4a  
   

1a  
0       
5 

2          
6 

0          1/2          1/2            1           -1      
1          3/2          1/2            0            0 

 

 jf  30 5         15/2         5/2            0            0  
  j∆  0        -11/2        -5/2           0          -M  

  Discuţie: 
• După ce algoritmul simplex a luat sfârşit, dacă unei variabile  
artificiale îi corespunde în coloana BX  o valoare nenulă, atunci 
problema nu are soluţie. 
• După ce algoritmul simplex a luat sfârşit, dacă toate variabilele  
artificiale sunt egale cu 0, atunci decizia este optim finit, iar soluţia 
problemei se citeşte din coloana BX . 
Rezultatele obţinute în ultima iteraţie sunt: 61 =x , 02 =x , 03 =x ,  

24 =x , 0=y . Cum variabila artificială este 0=y , rezultă că  

problema are soluţie optimă: toX )2,0,0,6(=  şi .30max =f  
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6.2.3.  CAZURI SPECIALE ÎN REZOLVAREA 
PROBLEMELOR DE PROGRAMARE LINIARĂ 

 
 
I. Probleme cu optim multiplu 
 
Discuţie.  a) Dacă toate valorile 0=∆ j  din ultima linie a tabelului 
simplex corespund unor vectori din baza optimă (ultima bază), 
atunci problema are soluţie unică. 
                b) Dacă 0=∆∃ k  şi vectorul ka  nu se află în baza 
optimă, atunci problema admite optim multiplu. Pentru găsirea 
unei alte soluţii, se introduce în bază vectorul ka .  

Soluţia optimă generală este: ].1,0[,)1( 21 ∈−+= λλλ XXX opt  
 
PROBLEME REZOLVATE 
 
Să se rezolve problema de programare liniară: 

     

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤++
=++

≥++

++=

3,1   ,0 

222
3023 

12  

            

258max

321

321

321

321

ix

xxx
xxx

xxx
xxxf

i

 

 
Rezolvare: 
Forma standard a problemei este: 

    

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

=+++
=++
=−++

++++=

5,1   ,0 

222
3023 

12  

            

00258max

5321

321

4321

4321 5

ix

xxxx
xxx

xxxx

xxxxxf

i

  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

1    0   1   1   2 
0   0   1   2   3 
 0   1  1   1   1 

A ; 
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 Deoarece lipsesc vectorii 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
0
1

1e   şi 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
1
0

2e , la prima şi la a 

doua restricţie vom adăuga variabilele artificiale 1y  şi 2y . 
 
Rezultă forma standard de lucru: 

    

[ ]

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

=+++
=+++
=+−++

−−++++=

5,1   ,0 

222
3023 

12  

            

00258max

5321

2321

14321

214321
5

ix

xxxx
yxxx

yxxxx

MyMyxxxxxf

i

    

 
 Tabelul simplex:    

 8          5         2        0         0       -M        -M B BC  BX  
1a         

2a        
3a        

4a         
5a        

6a          
7a  

θ  

   
6a  

←
7a  

   
5a  

-M      
-M      
0 

12        
30        
22 

1↓         1         1       -1         0         1         0     
3           2         1        0          0         0          1    
2           1         1        0          1         0          0 

12   
10   
11 

jf  -42M -4M      -3M       -2M         M           0          -M          -M   
 j∆  8+4M   5+3M    2+2M     -M           0           0             0  

←
6a  

   
1a  

   
5a  

-M     
8        
0 

2          
10        
2 

0         1/3      2/3↓    -1         0        1       -1/3   
1         2/3      1/3        0         0        0        1/3   
0        -1/3     1/3        0         1         0       -1/3 

3     
30   
6 

jf  80-2M 8        
3

16 M−       
3
28 M−      M          0         -M       

3
8 M+    

 j∆  0        
3

1−M          
3

22 −M     -M        0          0       
3

48 M−−   

← 3a  
   

1a  
   

5a  

2        
8        
0 

3          
9          
1 

0        1/2 ↓      1       -3/2      0       3/2     -1/2   
1        1/2          0       1/2       0      -1/2      1/2   
0       -1/2          0       1/2       1     -1/2     -1/2 

6     
18   
- 

jf  78  8          5           2         1        0        -1        3   
 j∆  0         0*          0        -1       0     -M+1  -M-3  
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    Din ultima iteraţie citim soluţia optimă tX )1,0,3,0,9(1 = . În  linia 

j∆  avem 01 =∆ , dar vectorul 1a  nu se află în baza optimă, de 
unde rezultă că problema are optim multiplu. Pentru găsirea unei 
alte soluţii, introducem în bază vectorul 1a  şi din următoarea 
iteraţie va rezulta tX )0,4,0,6,6(2 = . 
 
 

jf  78  8         5          2          1         0         -1          3  
 j∆  0         0*        0         -1         0     -M+1    -M-3 

   
2a  

   
1a  

   
5a  

5     
8     
0 

6        
6        
4 

0         1          2         -3         0         3         -1      
1         0         -1          2         0        -2          1      
0         0          1          -1        1         1         -1 

jf  78 8         5          2           1         0       -1          3  
 j∆  0         0          0          -1        0      -M-1   -M-3 

 
 
  Soluţia optimă a problemei: ],1,0[,)1( 21 ∈−+= λλλ XXX opt  
adică ].1,0[,),44,3,66,36( ∈−−+= λλλλλλ toptX  
 
 
 
II. Probleme care nu admit soluţie 
 
PROBLEME REZOLVATE 
 
 Să se rezolve problema de programare liniară: 

            

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+
≥+−

+=

0 , 
12 
1  

            

47min

21

21

21

21

xx
xx
xx
xxf
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Rezolvare: 
 
  Forma standard de lucru a problemei este: 

  

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

=++
=+−+−

++++=

4,1,0

12 
1  

            

0047min

421

321

4321

ix

xxx
yxxx

Myxxxxf

i

 

7              4             0             0           M B BC  BX  
1a             

2a            
3a            

4a           
5a  

θ  

   
3a  

← 4a  
M      
0 

1            
1 

-1             1 ↓        -1            0            1     
1              2             0            1            0 

1/1 
1/2 

jf  M -M             M              -M                0              M   
 j∆  -M-7        M-4             -M                0               0  

   
1a  

   
4a  

M        
4 

1/2        
1/2 

-3/2          0           -1          -1/2          1     
1/2           1            0            1/2          0 

 

 jf  M/3+2 2-3M/2    4          -M        2-M/2        M  
  j∆  -5-3M/2   0          -M        2-M/2        0  

 
5,1,0 =∀≤∆ jj , deci algoritmul a luat sfârşit. Rezultatele din ultima 

iteraţie sunt: .2/1,0,0,2/1,0 4321 ===== yxxxx     
Deoarece variabilei artificiale y  îi corespunde o valoare nenulă, 
rezultă că problema nu are soluţie. 
 
 
III. Probleme cu optim infinit 
 
PROBLEME REZOLVATE 
 

    
[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+

≥−

+=

0 , 
2 2-

33
            

53max

21

21

21

21

xx
xx

xx
xxf
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Rezolvare: 
 Forma standard de lucru a problemei este: 

  

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

=++
=+−−

−+++=

4,1,0

2 2-
33

            

0053max

421

321

4321

ix

xxx
yxxx

Myxxxxf

i

 

 
             

   3              5               0            0         -M B BC  BX  
  

1a             
2a              

3a           
4a          

5a  
θ  

5a  

4a  
-M    
  0 

3        
2 

   1            -3            -1            0           1    
  -2              1             0            1           0 

3        
- 

jf  -3M  -M           3M          -M           0         -M   
 j∆  3+M        5-3M         -M           0           0  

1a  
4a  

  3   
  0 

3        
8 

   1            -3            -1            0           1  
   0            -5            -2            1           2 

-        
-     

 jf  9    3            -9             -3           0           3  
  j∆     0           14              3            0       -M-3  

Se observă că se verifică criteriul de  optim  infinit (coloana  2a  ). 
În acest caz, problema are optim infinit ( )+∞=fmax . 
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PROBLEME PROPUSE 
 
    Să se rezolve prin două metode următoarele probleme de 
programare liniară şi să se compare rezultatele: 
 

1.   

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+
≤+

+=

0 , 
42 
5  2

            

87max

21

21

21

21

xx
xx
xx

xxf

             R: 22;1,2 max21 === fxx . 

2.      

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤−
≥+−

+=

0 , 
12 
1  

            

76min

21

21

21

21

xx
xx
xx

xxf

           R: 7;1,0 min21 === fxx . 

3.      

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≥+
≤+

+=

0 , 
362-
63 2

            

64max

21

21

21

21

xx
xx
xx
xxf

         R: 13;,1 max2
3

21 === fxx . 

4.      

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤−
≥+−

+=

0 ,
42
632

            

73max

21

21

21

21

xx
xx
xx
xxf

        R: Problema are optim infinit. 

5.     

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+
≥+−

+=

0 , 
632 
25 2

            

32max

21

21

21

21

xx
xx
xx
xxf

          R: 2
13

max2
3

21 ;,1 === fxx . 

 6.    

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≥+
≤+

+=

0 , 
1 
63  2

            

25min

21

21

21

21

xx
xx
xx
xxf

            R: 2;1,0 min21 === fxx . 
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7.      

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≥+−
≥−

+=

0,
1025
2874
43[min]

21

21

21

21

xx
xx
xx

xxf

       R: Problema nu are soluţie.. 

8.        

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+−
≤+

+=

0,
42

122
43[max]

21

21

21

21

xx
xx

xx
xxf

       R: 28;4,4 max21 === fxx . 

9.        

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+
≤+

+=

0,
62
623

53[max]

21

21

21

21

xx
xx
xx

xxf

        R: 15;3,0 max21 === fxx . 

10.   

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
≤+
≥+
≤+−

+=

0,
183
632
82
53][

21

21

21

21

21

xx
xx
xx
xx

xxfopt

   

       R:    42;6,4 max21 === fxx  dacă problema este de maxim;       
               9;0,3 min21 === fxx  dacă problema este de minim. 

11.       

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+
≤+

+=

0,
64
52

52[max]

21

21

21

21

xx
xx
xx

xxf

      R: 9;1,2 max21 === fxx .    
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12.       

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+
≤+

+=

0,
123
3035

32[max]

21

21

21

21

xx
xx
xx

xxf

        R: 2
33

max2
5

22
9

1 ;, === fxx . 

 
    Să se rezolve următoarele probleme de programare liniară 
folosind algoritmul simplex primal: 
 

13.      

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

=+++
=+−+

≤++

+++−=

5,1,0

222
12

43
3232[max]

5431

4321

431

54321

ix

xxxx
xxxx

xxx
xxxxxf

i

  

       R: 2
11

max2
3

54322
1

1 ;,0,0,0, ====== fxxxxx  

14.        

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤++
=++
≥++

++=

3,1,0

332
4532
18

825[max]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx
xxx

xxxf

i

 

       R: [ ]1,0,9,,99 2
9

32
9

21 ∈+==−= λλλλ xxx ; 117max =f  

 15.        

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤++
=+++

=++

++−=

4,1,0

1
32

23
232[min]

421

4321

421

4321

ix

xxx
xxxx

xxx
xxxxf

i

        

       R: 2
11

min432
1

22
1

1 ;0,2,, ===== fxxxx  
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16.       

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≤++
≤++
≤++

+++=

4,1,0

482
1632

402
653[max]

321

321

431

4321

ix

xxx
xxx

xxx
xxxxf

i

    

       R: 200;20,0,16,0 max4321 ===== fxxxx  

17. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

=++++
=++++

++++=

5,1,0

50332
40232

2345[max]

54321

54321

54321

ix

xxxxx
xxxxx

xxxxxf

i

    

       R: 130;0,0,0,20,10 max54321 ====== fxxxxx  

 18.        

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

=++++
=++++

++++=

5,1,0

42223
633223

4523[min]

54321

54321

54321

ix

xxxxx
xxxxx

xxxxxf

i

 

       R: 42;0,0,0,9,15 max54321 ====== fxxxxx  

19. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≥−+
≤−−
≥++

++=

3,1,0

423
12
5

510[min]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx
xxx

xxxf

i

    

       R: 5
81

min5
11

35
14

21 ;,,0 ==== fxxx  
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20. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≥+++−
≥+++−
≥−++

+++=

3,1,0

832
932

1022
61248[min]

4321

4321

4321

4321

ix

xxxx
xxxx

xxxx
xxxxf

i

    

       R: 40;0,0,9, min4322
1

1 ===== fxxxx  

21. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≤−+−
≤++
≤++
≤+−

++=

3,1,0

4022
202
6032
303

8109[max]

321

321

321

321

321

ix

xxx
xxx
xxx
xxx

xxxf

i

   

       R: 200;0,20,0 max321 ==== fxxx  

22. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤++
≤++
≤++

++=

3,1,0

622
42
532

20105[max]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx
xxx

xxxf

i

  

       R: 3
100

max3
5

321 ;,0,0 ==== fxxx  

23.         

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≥−−++
=++++

≤+−++

+−+−=

5,1,0

83
122
122

32[min]

54321

54321

54321

54321

ix

xxxxx
xxxxx
xxxxx

xxxxxf

i

 

       R: 5;0,0,0,, min5435
28

25
4

1 −====== fxxxxx  
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24.    

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≥++++
=−+++
≤+−++

++−+=

5,1,0

14
1232

102
32[min]

54321

54321

54321

54321

ix

xxxxx
xxxxx

xxxxx
xxxxxf

i

    

       R: 7;,2,,0,0 min2
13

542
11

321 ====== fxxxxx  

25.  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

=++++
=++++

++++=

5,1,0

35233
28232

5432[max]

54321

54321

54321

ix

xxxxx
xxxxx

xxxxxf

i

 

       R: 35;7,14,0,0,0 max54321 ====== fxxxxx  

26. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

=++++
=++++

++++=

5,1,0

33232
2323

242[min]

54321

54321

54321

ix

xxxxx
xxxxx

xxxxxf

i

   

       R: 7
11

min7
5

57
3

4321 ;,,0,,0 ====== fxxxxx  

27. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

=++++

=++++

++++=

5,1,0

40222
303322

5432[max]

54321

54321

54321

ix

xxxxx
xxxxx

xxxxxf

i

 

       R: 56;4,0,0,18,0 max54321 ====== fxxxxx  

28. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

=++++
=++++

++++=

5,1,0

30332
20232

253[min]

54321

54321

54321

ix

xxxxx
xxxxx

xxxxxf

i

  

       R: 14;8,0,0,6,0 min54321 ====== fxxxxx  
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29. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤++
=+++

=++

++−=

4,1,0

1
32

23
232[max]

421

4321

421

4321

ix

xxx
xxxx

xxx
xxxxf

i

  

       R: 3
23

43
7

323
2

1 ;0,,0, ===== miaxfxxxx . 

30. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≥++
≥++

≥++

++=

3,1,0

12
223

6
345[min]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx

xxx
xxxf

i

 

       R: 18;6,0,0 min321 ==== fxxx ; 

31. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≤++
≤++
≤++

++=

3,1,0

42
53
32

765[max]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx
xxx

xxxf

i

 

       R: 19;1,2,0 max321 ==== fxxx ; 

32. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≥−+
≤+−

≤−+

+−=

3,1,0

423
222

33
723[min]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx

xxx
xxxf

i

 

       R: 7
8

min37
5

27
6

1 ;0,, ==== fxxx ; 
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33. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≥−+
≤++
≤++

−+=

3,1,0

13
423

62
254[max]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx

xxx
xxxf

i

 

       R: 5
66

max35
2

25
14

1 ;0,, ==== fxxx ; 

34. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≥++
≥++

≥++

++=

3,1,0

1032
432

3
23[min]

321

321

321

321

ix

xx
xxx

xxx
xxxf

i

 

       R: 5
34

min5
16

325
2

1 ;,0, ==== fxxx ; 

35. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤++
≥++−

≤++

++−=

3,1,0

332
53

72
456[max]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx

xxx
xxxf

i

 

       R: 4;,0, min7
13

327
4

1 ==== fxxx ; 

36. 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≥++−
≤++

=++

−+=

3,1,0

12
532

2
23[min]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx

xxx
xxxf

i

 

       R: 2
5

min2
3

322
1

1 ;,0, −==== fxxx ; 
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37. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤++
≤++
≤++

++=

3,1,0

323
12
23

1034[max]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx
xxx

xxxf

i

 

       R: 5
34

max5
3

325
1

1 ;,0, ==== fxxx ; 

38. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤++
≤++
≤++

++=

3,1,0

22
532
632

45[max]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx
xxx

xxxf

i

 

       R: 5
37

max5
8

325
1

1 ;,0, ==== fxxx ; 

39. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≥−+
≤++

=+++

++−=

4,1,0

222
632

32
264[max]

421

421

4321

4321

ix

xxx
xxx

xxxx
xxxxf

i

 

       R: 16;0,2,0,1 max4321 ===== fxxxx ; 

40. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤−+
=+−
≥+−

++−=

4,1,0

12
332

22
543[min]

432

421

431

4321

ix

xxx
xxx

xxx
xxxxf

i

 

       R: 16;4,0,9,0 min4321 −===== fxxxx . 
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6.3.  DUALITATE ÎN PROGRAMAREA LINIARĂ 
 

6.3.1.  SCRIEREA PROBLEMEI DUALE 
 
BREVIAR TEORETIC 
 
   Modelului matematic al unei probleme de programare liniară i se 
poate ataşa în mod unic o nouă problemă de programare, numită 
duala problemei primale. Problema iniţială sau primală ( PP ) 
împreună cu problema sa duală ( PD ) formează un cuplu de 
probleme duale. 
   Considerăm modelul matematic al unei probleme de programare 
liniară. 
• Spunem că o restricţie este concordantă cu funcţia obiectiv 

dacă este de tipul ""≤  în cazul unei probleme de maxim şi 
dacă este de tipul ""≥  în cazul unei probleme de minim. 

• Spunem că o restricţie este neconcordantă cu funcţia obiectiv 
dacă este de tipul ""≥  în cazul unei probleme de maxim şi 
dacă este de tipul ""≤  în cazul unei probleme de minim. 

 
   Reguli de obţinere a problemei duale din problema primală 
1. Duala unei probleme de minim este o problemă de maxim, iar 
duala unei probleme de maxim este o problemă de minim. 
2. Fiecărei restricţii din PP  îi corespunde o variabilă în problema  
duală; numărul variabilelor din PD  este egal cu numărul 
restricţiilor din PP , iar numărul restricţiilor din PD  este egal cu 
numărul variabilelor din PD . 
3. Coeficienţi funcţiei obiectiv din PD  sunt termenii liberi din  
PP , iar termenii liberi din PD  sunt coeficienţi funcţiei obiectiv 
din PP . 
4. Matricea coeficienţilor sistemului de restricţii din PD  este  
transpusa matricei coeficienţilor sistemului de restricţii din PP . 
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5. )a  Unei restricţii concordante cu funcţia obiectiv din PP  îi  
corespunde o variabilă pozitivă în PD . 
      )b  Unei restricţii neconcordante cu funcţia obiectiv din PP   îi 
corespunde o variabilă negativă în PD . 
      )c  Unei restricţii de tip egalitate din PP  îi corespunde o 
variabilă oarecare în PD . 
6. )a  Unei variabile pozitive din PP   îi corespunde o restricţie  
concordantă cu funcţia obiectiv în PD . 
      )b  Unei variabile negative din PP  îi corespunde o restricţie 
neconcordantă cu funcţia obiectiv în PD . 
     )c  Unei variabile oarecare din PP   îi corespunde o restricţie de 
tip egalitate în PD . 
 
 
 
 
PROBLEME REZOLVATE 
 
 
    1.   Să se scrie duala următoarei probleme de programare liniară: 

     

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥∈≤≥
≥−++

=+−
≤++−

−+−=

0,,0  x,0 
4523

224 
9 3 2

            

273min

4321

4321

321

421

4321

xRxx
xxxx

xxx
xxx

xxxxf

 

 
Rezolvare: 
Asociem fiecărei restricţii din problema primală câte o variabilă: 

321 ,, uuu . 
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           PP :        

[ ]

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≥∈≤≥

≥−++

=+−

≤++−

−+−=

0,,0  x,0 
4523

224 

9 3 2

            

273min

4321

34321

2321

1421

4321

xRxx
uxxxx

uxxx

uxxx

xxxxf

 

Folosind regulile enunţate în breviarul teoretic, obţinem problema 

duală   PD :       

[ ]

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥∈≤
−≤−
=+

−≥+−
≤++−

++=

0,u  ,0 
15u

222
73u 

334u 2

            

429max

321

31

32

321

321

321

uRu
u
uu

uu
uu

uuuf

 

 Deoarece prima variabilă din PP  este pozitivă ( 01 ≥x ), rezultă că 
prima restricţie din PD  este concordantă cu funcţia obiectiv 
( ""≤ pentru maxim). Analog s-a procedat şi pentru obţinerea 
celorlalte restricţii din PD . 
  Prima restricţie din PP  este neconcordantă cu funcţia obiectiv 
( ""≤ pentru minim), rezultă că prima variabilă din PD  este 
negativă ( 01 ≤u ). Analog s-a procedat şi pentru obţinerea 
semnului celorlalte variabile din PD . 
 
    2.   Să se scrie duala următoarei probleme de programare liniară: 

    

[ ]

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≤++−
≤−+
≤+−
≤++

++=

1,3i  ,0 

423
1456
234 
923 5

            

438max

321

321

321

421

321

ix

xxx
xxx

xxx
xxx

xxxf
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Rezolvare: 

Asociem fiecărei restricţii din problema primală câte o variabilă: 
321 ,, uuu . 

PP : 

[ ]

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≤++−

≤−+

≤+−

≤++

++=

1,3i  ,0 

423

1456

234 

923 5

            

438max

4321

3321

2321

1421

321

ix

uxxx

uxxx

uxxx

uxxx

xxxf

 

Folosind regulile enunţate în breviarul teoretic, obţinem problema 
duală: 

PD : 

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≥+−+
≥++−
≥−++

+++=

1,4i  ,0 

4243u 2
353u 
8364u 5

            

429min

4321

4321

4321

4321

iu

uuu
uuu
uuu
uuuuf

 

Observaţie. În acest caz, spunem că PP şi PD formează un cuplu de 
probleme duale simetrice.    
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6.3.2.  REZOLVAREA UNUI CUPLU DE PROBLEME 
PRIMALĂ-DUALĂ 

 
 
PROBLEME  REZOLVATE 
 
Se dă următoarea problemă de programare liniară: 
[ ]

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≥+
≥+
≥+
≥++

++=

1,3i  ,0 

62
12
5 
32 

            

361230min

21

31

32

321

321

ix

xx
xx
xx
xxx

xxxf

 

)a  Să se construiască problema duală. 
)b  Să se rezolve problema duală. 
)c  Să se determine soluţiile optime ale cuplului de probleme  

primală-duală. 
 
Rezolvare: 

)a PD : 

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤++
≤++
≤++

+++=

1,4i  ,0 

362 
12 2
302 

            

653max

321

421

431

4321

iu

uuu
uuu
uuu

uuuuf

 

)b Aducem problema duală la forma standard: 
[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

=+++
=+++
=+++

++++++=

1,7i  ,0 

362 
12 2
302 

            

000653max

7321

6421

5431

7654321

iu

uuuu
uuuu
uuuu

uuuuuuug
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Realizăm tabelul simplex: 
 

3          5          1          6          0          0         0 B BC  BU  
1a        

2a         
3a          

4a         
5a          

6a        
7a  

 

    5a  
← 6a  
    7a  

0      
0      
0 

30      
12      
36 

1          0          1         2 ↓      1           0        0     
2          1          0         1           0          1         0     
1          1          1         0           0          0         1 

15   
12   
- 

jg  0 0          0          0         0           0          0         0   
 j∆  3          5          1         6           0          0         0  

← 5a  
    4a  
    7a  

0      
6      
0 

6        
12      
36 

-3       -2          1 ↓       0          1         -2        0     
2          1          0          1           0         1         0     
1          1          1          0           0         0         1 

6    
-    
36 

jg  72 12        6          0          6           0         6         0   
 j∆  -9        -1          1         0           0         0         0  

   3a  
   4a  
← 7a  

1      
6      
0 

6        
12      
30      

-3        -2↓        1         0           1        -2        0     
2           1          0         1           0          1        0     
4           3          0         0          -1         2         1 

 -    
12   
10 

jg  78  9          4           6        12          1          4        0   
 j∆  -6         1          -5         0          -1        -4        0  

   3a  
   4a  
   2a  

1      
6     
5      

26      
2       
10      

-1/3      0           1         0         1/3      -2/3      0     
2/3        0          0          1        1/3       1/3       0    
4/3       1          0          0        -1/3      2/3      1/3 

 

 jg  88 31/3     5          1           6        2/3     14/3     5/3  
  j∆  -22/3     0         0          0        -2/3   -14/3    -5/3  

 
Soluţia optimă a problemei duale este: 

0,0,0,6,1,5,0 7654321 ======= uuuuuuu ; 88max =g . 
)c  Pentru a determina soluţia optimă a problemei primale se 

procedează în felul următor: 
-se rezolvă problema duală cu ajutorul algoritmului simplex primal; 
-în ultima iteraţie a algoritmului simplex primal, pe linia jg , în 
dreptul coloanelor ce corespund vectorilor care au format baza 
iniţială, se citeşte soluţia optimă a problemei primale. 
Prin urmare, soluţia optimă a problemei primale este: 

3/5,3/14,3/2 321 === xxx ; 88maxmin == gf .  
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Observaţie. Este utilă rezolvarea problemei duale în locul celei 
primale atunci când duala este mai uşor de rezolvat cu ajutorul 
algoritmului simplex primal, cum a fost cazul problemei anterioare.  
 
 
PROBLEME PROPUSE  
 
    Să se scrie duala următoarelor probleme de programare liniară: 
 
 

    1.

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥∈≤≥
≤−++

=+−
≥++

++−=

0,,0  x,0 
4523

527
65 3 4

            

345max

4321

4321

321

421

4321

xRxx
xxxx

xxx
xxx

xxxxf

   

 

R:   PD :

[ ]

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥∈≤
≥−
=+

−≤+−
≥++

++=

0,u  ,0 
355
422

13u
537u 4

            

456min

321

31

32

321

321

321

uRu
uu
uu

uu
uu
uuug

 

    2.       

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥≤∈≥
=−++

≥+−
≤++−

−+−=

0,0,  x,0 
3523

124 
2 3 2

            

273min

4321

4321

321

421

4321

xxRx
xxxx

xxx
xxx

xxxxf
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R:  PD  

[ ]

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

∈≥≤
−≤−
≥+

−=+−
≤++−

++=

Ruu
u

uu
uu

uu
uuug

321

31

32

321

321

321

,0u  ,0 
15u
223

73u
334u 2

            

32max

 

    3.      

[ ]

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥≥≤∈
≤−++

≥++−

−++=

0,0,0  x, 
4523

 7 3 2
            

368min

4321

4321

421

4321

xxRx
xxxx

xxx
xxxxf

 

R: PD : 

[ ]

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≤≥
−≤−

≤
≥+

=+−

+=

0u  ,0u 
15

32
63

83u 2

            

47max

21

21

2

21

21

21

uu
u

uu
u

xxg

 

    4.       

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∈≤≥
≥++
=+−

≤+−

++−=

Rxx
xxx
xxx

xx
xxxf

321

321

321

21

321

,0  x,0 
133
224 

4 3 2

            

272max

 

R: 

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤∈≥
=+

≤+−
−≥++−

++=

0,u  ,0 
232

73u 
234u 2

            

24min

321

32

321

321

321

uRu
uu

uu
uu

uuug
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    5.  Se dă următoarea problemă de programare liniară: 
[ ]

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≥+
≥+
≥+
≥++

++=

1,3i  ,0 

12
5 
62
32 

            

625min

31

32

21

321

321

ix

xx
xx

xx
xxx

xxxf

 

)a  Să se construiască problema duală. 
)b  Să se rezolve problema duală. 
)c  Să se determine soluţiile optime ale cuplului de probleme  

primală-duală. 

R: )a  PD : 

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤++
≤++
≤++

+++=

1,4i  ,0 

6233
222

52u 

            

563max

431

321

421

4321

iu

uuu
uuu

uu
uuuug

 

     )c   ( )toX 0,4,1= ; 13min =f ; ( )toU 1,0,2,0= ; 13max =g . 
 
 
    6.  Se dă următoarea problemă de programare liniară: 
[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤+
≤+
≤++

++=

1,3i  ,0 

5 
62
32 

            

423max

32

21

321

321

ix

xx
xx

xxx
xxxf

 

)a  Să se construiască problema duală. 
)b  Să se determine soluţiile optime ale cuplului de probleme  

primală-duală. 
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R: )a   PD : 

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≥+
≥++

≥+

++=

1,3i  ,0 

4
22

32u 

            

563min

31

321

21

321

iu

uu
uuu

u
uuug

 

     )b  ( )toX 3,0,0= ; 12max =f ; ( )toU 0,0,4= ; 12min =g . 
 
    7.  Se dă următoarea problemă de programare liniară: 

          

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≥+++−
≥+++−
≥−++

+++=

3,1,0

832
932

1022
61248[min]

4321

4321

4321

4321

ix

xxxx
xxxx

xxxx
xxxxf

i

 

)a  Să se construiască problema duală. 
)b  Să se rezolve problema duală. 
)c  Să se determine soluţiile optime ale cuplului de probleme 

primală-duală. 

R: )a   PD : 

[ ]

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≤++−
≤++
≤++
≤−−

++=

1,4i  ,0 

63
1232

42
82u2

            

8910max

331

331

321

321

321

iu

xuu
xuu

uuu
uu

uuug

 

     )c   ( )toX 0,0,10,0= ; 40min =f ; ( )toU 0,0,4= ; 
40max =g . 
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    8.  Se dă următoarea problemă de programare liniară: 

     

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≤−+−
≤−−
≤+−
≤+−−

+−=

3,1,0

822
22
332

73

897[max]

321

321

321

321

321

ix

xxx
xxx
xxx

xxx

xxxf

i

 

)a  Să se construiască problema duală. 
)b  Să se determine soluţiile optime ale cuplului de probleme 

primală-duală. 

R: )a  PD : 

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≥−−+
−≥+−−−

≥−++−

+++=

1,4i  ,0 

823
922

72u 3

            

8237min

4321

4321

4321

4321

iu

uuuu
uuuu
uuu
uuuug

;    

)b ( )toX 7
4

7
9 ,0,= ; 7

95
max =f ; ( )toU 0,,,0 7

13
7
23= ; 7

95
max =g . 
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6.4.  ALGORITMUL SIMPLEX DUAL 
 

 
PROBLEME REZOLVATE 
 
    Să se rezolve următoarea problemă de programare liniară, 
utilizând algoritmul simplex dual: 

   

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

−≤−−+−
−≤+−−−
−≤+−+−

+++=

4,1   ,0 

1522  
93  3 
1224  5

            

423min

4321

4321

4321

4321

ix

xxxx
xxxx
xxxx

xxxxf

i

 

 
Rezolvare: 
• Forma standard de lucru a problemei este: 

   

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

−=+−−+−
−=++−−−
−=++−+−

++++++=

7,1   ,0 

1522  
93  3 
1224  5

            

000423min

74321

64321

54321

7654321

ix

xxxxx
xxxxx
xxxxx

xxxxxxxf

i

 

 
• Realizăm prima iteraţie din tabelul simplex şi verificăm dacă  
avem soluţie dual realizabilă ( 7,1,0 =∀≤∆ jj ): 
       

  3        2         4         1          0           0           0      BC  Baza BX  
 

1a        
2a        

3a         
4a         

5a          
6a           

7a     
  0     

5a  
  0     

6a  
  0 ← 7a  

-12       
- 9        
-15       

-5         1       -4         2↓       1           0           0      
-3        -1       -3         1          0           1           0  
-1         2       -2        -1          0           0           1    

   
jf     0  0         0         0         0          0           0            0  

 j∆  -3        -2       -4        -1          0          0            0 
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• Aplicăm criteriul de ieşire din bază: iese din bază vectorul  
corespunzător celei mai mici valori negative din coloana BX ; în 
cazul acesta, { } 1515,9,12min −=−−− , deci iese din bază vectorul 7a . 
• Aplicăm criteriul de intrare în bază: se calculează rapoartele 
dintre elementele liniei j∆  şi elementele strict negative de pe linia 
vectorului care iese din bază; va intra în bază vectorul 
corespunzător celui mai mic raport; în cazul nostru, 

{ } 1,,min 1
1

2
4

1
3 =

−
−

−
−

−
− , deci va rezulta că intră în bază vectorul 4a . 

• Stabilim pivotul şi elementele din următoarea iteraţie le vom  
determina folosind metoda Gauss-Jordan. 
 
• Algoritmul simplex dual ia sfârşit când se produce unul din  
următoarele evenimente: 
- toate elementele coloanei BX  sunt mai mari sau egale cu zero;  
în acest caz, decizia este optim finit, iar soluţia se citeşte din 
coloana BX ; 
- coloana BX  conţine elemente strict negative, iar pe linia unui  
vector corespunzător unei valori strict negative avem numai valori 
mai mari sau egale cu zero; în acest caz, decizia este: problema nu 
are soluţie.  
Rezultă următoarele iteraţii: 

  3          2          4         1          0            0           0     BC  Baza BX  
 

1a          
2a         

3a         
4a         

5a           
6a           

7a    
  0 ←

5a  
  0    

6a  
  1    

4a  

-42       
-24       
15 

-7           5        -8 ↓      0          1            0           2     
-4           1         -5         0          0           1            1  
 1          -2          2         1           0           0          -1   

   
jf   15  1          -2          2         1          0            0          -1  

 j∆  -2          -4        -2         0           0            0          -1 
  4    

3a  
  0    

6a  
  1    

4a  

21/4     
9/4       
9/2 

7/8      -5/8         1         0        -1/8          0       -1/4    
3/8     -17/8        0         0        -5/8          1       -1/4    
–3/4     -3/4         0         1         1/4          0       -1/2   

    
jf  51/2 11/4     -13/4         4          1          -1/4           0         -3/2 

    
j∆  -1/4      -21/4         0          0          -1/4           0         -3/2 
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Deoarece toate elementele coloanei BX  sunt pozitive, rezultă că 

problema are soluţie optimă: ( )toX
4
9

2
9

4
21 ,0,,,0,0= , iar valoarea 

minimă a funcţiei obiectiv corespunzătoare acestei soluţii este: 

2
51

2
9

4
21

min 14 =⋅+⋅=f .  
 
 
 
PROBLEME PROPUSE 
 
Să se rezolve următoarele probleme de programare liniară folosind, 
acolo unde este posibil, algoritmul simplex dual: 

    1.

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

−≥−−−
−≤−−

++=

3,1,0

132
22

543[min]

321

321

321

ix

xxx
xxx

xxxf

i

           R: ( )toX 0,1,0= ; 4min =f  

    2.

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

−≤−−−

−≤−−+

−−−−=

4,1,0

222
632

32[max]

4321

4321

4321

ix

xxxx
xxxx

xxxxf

i

   R: ( )toX 0,2,0,0= ; 2max −=f  

    3. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

−≤−−−
−≤−−+

+++=

4,1,0

322
222

523[min]

4321

4321

4321

ix

xxxx
xxxx

xxxxf

i

   R: ( )toX 0,,,0 5
7

5
4= ; 5

18
min =f  

    4. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

−=−+−−
=+++

+−+−=

5,1,0

43
52

5432[max]

4321

5421

54321

ix

xxxx
xxxx

xxxxxf

i

       

       R: ( ) [ ]1,0,,5,1111,0,0 3
11

3
11 ∈−−= λλλλ

toX ; 13max =f  
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    5. 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

−≤+−−

−≤−−−
−≤−+−

++=

3,1,0

122
6

422
345[min]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx

xxx
xxxf

i

       R: ( )toX 0,5,7= ; 55min =f  

    6.

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

−=+−−
−=−−−

+++=

4,1,0

332
332

234[min]

4321

4321

4321

ix

xxxx
xxxx

xxxxf

i

  R: Nu se poate aplica algoritmul 

simplex dual ( ASD ); folosind algoritmul simplex primal ( ASP ), 

se obţine soluţia optimă ( )toX 5
3

5
6 ,,0,0= , pentru care 3min =f . 

    7. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

−≤−−
−≥−−−

++=

3,1,0

23
42

236[max]

321

321

321

ix

xxx
xxx

xxxf

i

       R: ( )toX 0,, 2
7

2
1= ; 2

27
max =f . 

    8. 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=≥

≤−−

−≤+−
−≤−−−

++=

3,1,0

12
42
5

235[min]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx
xxx

xxxf

i

       R: ( )toX 3
1

3
14 ,,0= ; 3

44
min =f . 

    9.

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

−=++−
−=−−−−

−−−−=

4,1,0

3322
33

33[max]

4321

4321

4321

ix

xxxx
xxxx

xxxxf

i

  R: Nu se poate aplica ASD ;  

folosind ASP , se obţine soluţia optimă ( )toX 7
3

7
12 ,0,,0= , pentru  

care 7
15

max −=f . 
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    10. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

−=−−−
−=−+−−

−+−=

4,1,0

33
42

432][

4321

4321

4321

ix

xxxx
xxxx

xxxxfopt

i

 R: Dacă problema este de maxim, 

( )toX 0,2,0,3= , 9max =f ; dacă problema este de minim, 

( )toX 3
10

3
1 ,0,0,= , 13min −=f . 

    11. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=≥

≤+
−≤−

+=

2,1,0

12
1

38[min]

21

21

21

ix

xx
xx

xxf

i

               R: Problema nu are soluţie. 
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6.5. REOPTIMIZĂRI 
 
 
PROBLEME REZOLVATE 
  
Se consideră problema de programare liniară: 

    

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤+
≤−
≤+−

+=

2,1   ,0 

9  
3      
93 2

            

47max

21

21

21

21

ix

xx
xx

xx
xxf

i

 

)a  Să se determine soluţia optimă a acestei probleme. 
)b  Să se determine soluţia optimă a problemei în cazul în care 

coeficienţii funcţiei obiectiv devin:  
                 )3,4(~)1 =cb ; 
                 )5,5(~)2 =cb ; 
                 )6,1(~)3 =cb . 

)c  Să se determine soluţia optimă a problemei în cazul în care 
temenii liberi devin:                   
                tbc )3,2,1(~)1 = ; 

                tbc )1,3,5(~)2 = . 
 
Rezolvare: 
    )a  Forma standard de lucru a problemei este: 

         

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

=++
=+−
=++−

++++=

5,1   ,0 

9  
3   
903  2

            

00047max

521

421

321

54321

ix

xxx
xxx
xxx

xxxxxf

i
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Pentru rezolvarea problemei vom aplica algoritmul simplex primal. 
Realizăm tabelul simplex: 
       

  7              4               0                0                 0      BC  Baza BX  
 

1a             
2a               

3a               
4a                

5a      
  0     

3a  
  0 ← 4a  
  0    

5a  

9          
3          
9          

-2↓           3                1                0                0       
1              -1                0                1                 0 
1               1                0                0                 1      

   
jf  0 0               0                0                 0                0       

 j∆  7               4                0                 0                0      
  0    

3a  
  7    

1a  
  0 ← 5a  

15        
3          
6 

0               1↓              1                2                0       
1              -1                0                 1               0       
0               2                0                -1               1    

   
jf  21 7             -7                 0                 7               0    

 j∆  0             11                0                -7               0   
  0    

3a  
  7    

1a  
  4    

2a  

12        
6       
3 

0              0                 1               5/2            -1/2     
1              0                 0               1/2             1/2     
0              1                 0              -1/2             1/2     

   
jf  54 7              4                 0               3/2            11/2   

 j∆  0              0                 0              -3/2          -11/2   
 
Rezultă soluţia optimă: 54,)0,0,12,3,6( max == fX to . 
  
b) Modificarea coeficienţilor funcţiei obiectiv 
 
Alcătuim un tabel simplex în care vom copia datele din ultima 
iteraţie a tabelului precedent, cu excepţia liniei jC  (unde vom scrie 

noii coeficienţi ai funcţiei obiectiv, daţi de c~ ), a coloanei BC  
(unde vom trece tot coeficienţii funcţiei obiectiv daţi de c~ ) şi, 
evident, a liniilor jf  şi j∆  . După ce calculăm j∆   sunt posibile 
două situaţii: 
1) toate elementele liniei j∆  sunt negative sau egale cu zero şi  
în acest caz se poate citi soluţia optimă a problemei modificate; 
soluţia optimă a problemei modificate coincide cu soluţia optimă 
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a problemei iniţiale. Valoarea optimă a funcţiei obiectiv este dată 
de primul element al liniei jf ; 
2) pe linia j∆  există cel puţin un element strict pozitiv şi în acest  
caz se aplică în continuare algoritmul simplex primal, pănă la 
obţinerea soluţiei optime a problemei modificate.  
 
 )1b  În cazul în care )3,4(~ =c  obţinem următorul tabel simplex: 

  4                3                 0                0                 0     BC  Baza BX  
 

1a               
2a                 

3a                
4a                

5a     
  0    

3a  
  4    

1a  
  3    

2a  

12        
6       
3 

0                0                   1                5/2            -1/2    
1                0                   0                1/2             1/2    
0                1                   0               -1/2             1/2    

   
jf  33 4                3                   0                1/2             7/2   

 j∆  0                0                   0               -1/2            -7/2  
  Se observă că toate elementele liniei j∆  sunt negative sau egale 
cu zero. Rezultă că soluţia optimă a problemei modificate coincide 
cu soluţia optimă a problemei iniţiale: 

33~,)0,0,12,3,6(~
max == fX to . 

 
)2b  În cazul în care )5,5(~ =c  obţinem următorul tabel simplex: 

 
 

  5                5                 0                 0                 0     BC  Baza BX  
 

1a               
2a                 

3a                
4a                

5a     
  0 ←

3a  
  5    

1a  
  5    

2a  

12        
6       
3 

0                0                   1                5/2↓          -1/2   
1                0                   0                1/2             1/2    
0                1                   0               -1/2            1/2    

   
jf  45 5                5                   0                  0                5   

 j∆  0                0                   0                  0               -5   
  0    

4a  
  5    

1a  
  5    

2a  

24/5     
18/5     
27/5 

0                0                  2/5                1              -1/5   
1                0                 -1/5                0               3/5   
0                1                  1/5                0               2/5   

   
jf  45 5                5                   0                  0                 5   

 j∆  0                0                   0                  0                -5  
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Observăm că toate elementele liniei j∆  din prima iteraţie sunt 
negative sau egale cu zero, prin urmare soluţia optimă a problemei 
iniţiale este soluţie optimă şi pentru problema modificată: 

tX )0,0,12,3,6(~1 =  . Deoarece pe linia  j∆  există 04 =∆ , dar 
vectorul 4a  nu se află în baza optimă, rezultă că problema are 
optim multiplu. Introducând în bază vectorul 4a , obţinem o nouă 
soluţie optimă: tX )0,5/24,0,5/27,5/18(~ 2 = . 
 Soluţia optimă în formă generală a problemei este: 

]1,0[,)1(~ 21 ∈−+= λλλ XXX opt , iar 45~
max =f . 

)3b  În cazul în care )6,1(~ =c  obţinem următorul tabel simplex: 
 

  1              6                   0                 0                 0       BC  Baza BX  
 

1a              
2a                  

3a                
4a                

5a       
  0 ←

3a  
  1    

1a  
  6    

2a  

12        
6       
3 

0                0                   1                5/2↓          -1/2     
1                0                   0                1/2             1/2      
0                1                   0               -1/2             1/2      

   
jf  24 1                6                   0               -5/2             7/2  

 j∆  0                0                   0                5/2*            -7/2  
  0    

4a  
  1    

1a  
  6    

2a  

24/5     
18/5     
27/5 

0                0                  2/5                1              -1/5     
1                0                 -1/5                0               3/5     
0                1                  1/5                0               2/5   

   
jf  36 5                5                   1                  0                 3    

 j∆  0                0                  -1                  0                -3   
  
Pe linia j∆  din prima iteraţie există un element strict pozitiv 

( 2
5

4 =∆ ), prin urmare vom aplica în continuare algoritmul simplex 

primal, pănă la obţinerea soluţiei optime a problemei modificate: 
36~,)0,5/24,0,5/27,5/18(~

max == fX to . 
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)c  Modificarea termenilor liberi ai restricţiilor problemei 
 
Vom folosi formula prin care se determină o soluţie de bază BX  a 
sistemului de restricţii corespunzătoare unei baze date B :   

bBX B ⋅= −1 , unde B  este matricea care are pe coloane vectorii 
bazei B  şi 1−B  se citeşte din ultima iteraţie a tabelului simplex, în 
dreptul vectorilor care au format baza iniţială; b  este vectorul 
termenilor liberi.  
 Dacă vectorul termenilor liberi b  devine b~ , se calculează 

bBX B ~~ 1 ⋅= − . Sunt posibile două cazuri: 
1) 0~ ≥BX , în acest caz soluţia optimă a problemei modificate  
este formată din variabilele bazice, care se pot citi din vectorul 

BX~  şi din variabilele secundare, care sunt egale cu zero. 
2) BX~  are cel puţin o componentă negativă; în această situaţie,  
se alcătuieşte un tabel simplex, în care se copiază datele din 
ultima iteraţie a tabelului simplex al problemei iniţiale, mai puţin 
coloana BX , unde se scriu elementele date de BX~ . Se aplică în 
continuare algoritmul simplex dual. 
 
 tbc )3,2,1(~)1 =  
După formula bBX B ~~ 1 ⋅= −  avem că soluţia de bază a sistemului 
de restricţii cu termenii liberi daţi de b~ ,  corespunzătoare bazei 

},,{ 213 aaa , este: 0
3
2
1

0
0
1

~

2
1
2
5
2
9

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
5

≥
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=BX , deci 

soluţia optimă a problemei modificate este dată de: 
0,,, 542

1
22

5
12

9
3 ===== xxxxx , sau 

2
39

2
1

2
5

max2
9

2
1

2
5 47~,)0,0,,,(~ =⋅+⋅== fX to . 
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tbc )1,3,5(~)2 =  
După formula bBX B ~~ 1 ⋅= −  avem că soluţia de bază a sistemului 
de restricţii cu termenii liberi daţi de b~ ,  corespunzătoare bazei 

},,{ 213 aaa , este: 

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=
1
2

12

1
3
5

0
0
1

~

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
5

BX , care are şi o componentă 

negativă; prin urmare, vom aplica în continuare algoritmul simplex 
dual. 

  7              4                 0                 0                 0      BC  Baza BX  
 

1a              
2a                

3a                
4a                

5a      
  0    

3a  
  7    

1a  
  4 ← 2a  

12        
2        
-1 

0                0                 1                5/2↓          -1/2    
1                0                 0                1/2             1/2     
0                1                 0               -1/2             1/2     

   
jf  10 7                4                 0                3/2            11/2  

  
j∆  0                0                 0               -3/2           -11/2 

  0    
3a  

  7    
1a  

  0    
4a  

7          
1          
2 

0                5                 1                 0                  2     
1                1                 0                 0                  1     
0               -2                 0                 1                -1    

   
jf  7 7                7                 0                 0                  7 

    
j∆  0               -3                 0                 0                -7     

  
Obţinem că soluţia optimă a problemei modificate este: 

70417~,)0,2,7,0,1(~
max =⋅+⋅== fX to .  
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PROBLEME PROPUSE 
 
 
    1.   Se consideră problema de programare liniară: 

    

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤+
≤+
≤+−

+=

2,1   ,0 

6  
8  -  
122 3

            

95max

21

21

21

21

ix

xx
xx
xx

xxf

i

 

    )a  Să se rezolve această problemă. 
    )b  Să se determine soluţia optimă a problemei în cazul în care  
coeficienţii funcţiei obiectiv devin:  
                  ( )1,2~)1 =cb ; 
                  ( )6,1~)2 =cb . 
    )c  Să se determine soluţia optimă a problemei în cazul în care  
temenii liberi devin:                  
                 ( )tbc 3,2,1~)1 = ; 

                 ( )tbc 1,3,5~)2 = ; 

                 ( )tbc 4,2,1~)3 = . 

R: )a  ( ) 54,6,0 max == fX to ; 

      )b   ( ) 30~,0,6~) max1 == fXb to ; 

             ( ) 54~,6,0~) max2 == fXb to ; 

      )c    ( ) 23~,2,1~) max1 == fXc to ; 

             ( ) 9~,1,0~) max2 == fXc to ; 

             ( )
5

152
max5

13
5
7

3
~,,~) == fXc

to . 
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    2.   Se consideră problema de programare liniară: 

         

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤+
≤−
≤+−

+=

2,1   ,0 

9  
3      
243 4

            

35min

21

21

21

21

ix

xx
xx

xx
xxf

i

 

    )a  Să se rezolve această problemă. 
    )b  Să se determine soluţia optimă a problemei în cazul în care  
coeficienţii funcţiei obiectiv devin:  
                 ( )5,6~)1 =cb ; 
                 ( )8,3~)2 =cb ; 
    )c  Să se determine soluţia optimă a problemei în cazul în care  
temenii liberi devin:        
                ( )tbc 6,5,4~)1 = ; 

                ( )tbc 1,3,5~)1 = ; 

                ( )tbc 4,2,3~)1 = . 

R: )a  ( ) 29,3,4 max == fX to ; 

      )b   ( ) 39~,3,4~) max1 == fXb to ; 

             ( ) 56~,7,0~) max2 == fXb to ; 

       )c  ( ) 29~,,~) max2
1

2
11

1 == fXc
to ; 

            ( ) 5~,0,1~) max2 == fXc to ; 

            ( ) 18~,1,3~) max3 == fXc to . 
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6.6.  REZOLVAREA UNEI PROBLEME DE 
PROGRAMARE LINIARĂ PRIN MAI MULTE 

METODE 
 
 
 
PROBLEME REZOLVATE 
 
Să se rezolve următoarea problemă de programare liniară prin toate 
metodele cunoscute: 

   

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≥++
≥++

≥++

++=

3,1   ,0 

2423
1222 

6 3 

            

645min

321

321

321

321

ix

xxx
xxx

xxx
xxxf

i

 

 
Rezolvare: 
 
 Metoda I. (folosind algoritmul simplex primal) 
 
  Forma standard de lucru a problemei este: 
 

   

[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

=+−++
=+−++

=+−++

++++++++=

6,1   ,0 

2423
1222 

6 3 

            

000645min

36321

25321

14321

321654321

ix

yxxxx
yxxxx

yxxxx
MyMyMyxxxxxxf

i

 

 
 Realizăm tabelul simplex: 
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5      4       6     0      0       0     M       M      M BC  Baza BX  
1a     

2a      
3a    

4a      
5a      

6a     
7a       

8a       
9a  

θ  

  M ←
7a  

  M     
8a  

  M     
9a  

  6        
12        
24 

1 ↓   2      1    -1      0       0      1       0        0     
2       1      2    0      -1       0      0       1        0    
3       1      2    0       0      -1      0       0        1 

6     
6     
8 

   
jf  42M 6M      4M      5M    -M      -M         -M         M         M            M   

 j∆  6M-5  4M-4   5M-6  -M     -M         -M          0           0             0  
  5    

1a  
  M ←

8a  
  M    

9a  

6          
0          
6 

1      2      1    -1↓    0       0       1       0         0  
0     -3      0     2     -1       0      -2       1         0   
0     -5    -1      3      0      -1      -3       0        1 

-     
0     
2 

   
jf  6M+30 5   -8M+10   -M+5   5M-5   -M       -M    -5M+5       M           M      

 j∆  0   -8M+6      -M-1    5M-5   -M       -M    -6M+5      0             0      
  5    

1a  
  0    

4a  
  M ←

9a  

6          
0          
6 

1     1/2↓   1     0    -1/2     0     0      1/2       0    
0    -3/2     0     1    -1/2     0    -1      1/2       0   
0    -1/2    -1     0     3/2    -1     0     -3/2       1 

6     
18   
- 

   
jf  6M+30 5   -M/2+5/2   -M+5   0    3M/2-5/2   -M       0     -3M/2+5/2   M   

 j∆  0   -M/2-3/2    -M-1    0    3M/2-5/2   -M     -M    -5M/2+5/2     0  
   5    

1a  
   0    

4a  
   0    

5a  

8          
2          
4 

1    1/3     2/3    0      0    -1/3    0        0     1/3   
0   -5/3   -1/3    1      0    -1/3   -1        0     1/3   
0   -1/3   -2/3    0      1    -2/3    0       -1     2/3 

 

jf  40 5        5/3       10/3       0         0         -5/3       0             0        5/3   
 j∆  0       -7/3       -8/3        0         0       -5/3      -M         -M    5/3 -M  

 
 
Rezultă soluţia optimă: 40,)0,4,2,0,0,8( min == fX to . 
 
 Metoda II.(cu ajutorul problemei duale) 
 
Scriem şi rezolvăm problema duală: 
[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤++
≤++
≤++

++=

3,1   ,0 

622y 
4y 2
532y 

            

24126max

321

321

321

321

iy

yy
yy
yy

yyyg

i

 

Forma standard de lucru a problemei duale este: 
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[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

=+++
=+++
=+++

+++++=

6,1   ,0 

622y 
4y 2
532y 

            

00024126max

6321

5321

4321

654321

iy

yyy
yyy
yyy

yyyyyyg

i

 

Realizăm tabelul simplex pentru problema duală: 
 

  6          12        24           0           0              0     BC  Baza BY  
 

1a          
2a          

3a           
4a           

5a             
6a     

θ  

  0 ← 4a  
  0     

5a  
  0     

6a  

 5     
4      
6 

1            2           3 ↓        1            0             0      
2            1           1            0            1             0      
1            2           2            0            0             1 

5/3    
4        
3 

   
jf  0 0            0           0            0            0             0   

 j∆  6           12         24           0            0             0  
  24    

3a  
  0    

5a  
  0    

6a  

5/3   
7/3   
8/3 

1/3       2/3          1          1/3           0             0     
5/3       1/3          0        -1/3           1              0 
1/3       2/3          0         -2/3           0             1 

-        
0        
2 

   
jf  40 8           16         24           8            0              0   

 j∆  -2          -4           0          -8            0              0  
 Soluţia optimă a problemei primale se citeşte de pe linia jf , în 
dreptul vectorilor care au format baza iniţială : 
  40,)0,0,8( min == fX to . 
 
 
Metoda III. ( cu ajutorul algoritmului simplex dual) 
    Pentru a se putea aplica algoritmul simplex dual, este necesar să 
avem o soluţie dual realizabilă. Pentru aceasta, va trebui să  
înmulţim cel puţin o restricţie cu -1. Observăm că cel mai 
convenabil este să înmulţim toate restricţiile cu -1; astfel, cu 
ajutorul variabilelor de compensare, vom obţine matricea identică 
şi algoritmul simplex va fi mai uşor de aplicat, în condiţiile în care 
s-a obţinut o soluţie dual realizabilă. 
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[ ]

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

−≤−−−
−≤−−
−≤−−−

++=

3,1   ,0 

2423
1222- 

6 3 

            

645min

321

321

321

321

ix

xxx
xxx

xxx
xxxf

i

 

    Forma standard de lucru a problemei este: 
[ ]

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

−=+−−−

−=+−−
−=+−−−

+++++=

6,1   ,0 

2423
1222- 

6 3 

            

000645min

6321

5321

4321

654321

ix

xxxx
xxxx

xxxx
xxxxxxf

i

 

 Realizăm tabelul algoritmului simplex dual: 
  5           4              6            0           0           0     BC  Baza BX  
 

1a           
2a             

3a           
4a          

5a           
6a    

  0     
4a  

  0     
5a  

  0 ←
6a  

 -6        
-12       
-24 

-1            -2           -1 ↓         1          0           0     
-2            -1           -2             0          1           0     
-3            -1           -2             0          0           1 

   
jf  0 0              0             0             0          0           0  

 j∆  -5           -4            -6             0          0           0 
  0    

4a  
  0    

5a  
  5    

1a  

2      
4       
8 

0          -5/3         -1/3            1          0        -1/3   
0          -1/3         -2/3            0          1        -2/3   
1           1/3          2/3             0          0        -1/3 

    
jf  40 5           5/3         10/3            0          0        -5/3   

  j∆  0          -7/3         -8/3            0          0        -5/3 

Rezultă soluţia optimă: 40,)0,4,2,0,0,8( min == fX to . 
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PROBLEME PROPUSE 
 
 
Să se rezolve următoarele probleme de programare liniară prin 
toate metodele cunoscute: 
 

1. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+
≤+

+=

0,
72
113

53[max]

21

21

21

21

xx
xx
xx

xxf

   R: ( )toX 3,2= ; 21max =f . 

 

2. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+−

≥−

−=

0,
33

42
95[min]

21

21

21

21

xx
xx

xx
xxf

    R: ( )toX 2,3= ; 3min −=f . 

 

3.  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+
≤+

+=

0,
42
52

34[max]

21

21

21

21

xx
xx
xx

xxf

  R: ( )toX 1,2= ; 11max =f . 

 

4. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≥+−
≥−

+=

0,
5
1223

4[min]

21

21

21

21

xx
xx
xx

xxf

     R: ( )toX 27,22= ; 61min =f . 

 

5. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+−

≤+

+=

0,
42

122
43[max]

21

21

21

21

xx
xx

xx
xxf

     R: ( )toX 4,4= ; 28max =f . 
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6. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≥+−
≥−

+=

0,
2
323

83[min]

21

21

21

21

xx
xx
xx

xxf

      R: ( )toX 9,7= ; 51min −=f . 

 

7. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≤+
≥+−

−=

0,
42

63
7[max]

21

21

21

21

xx
xx

xx
xxf

         R: Problema nu are soluţie. 

 

8. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
≤+
≥+
≤+−

+=

0
183

632
82

53[max]

2,1

21

21

21

21

x
xx

xx
xx

xxf

     R: ( )toX 6,4= ; 42max =f . 

 

9. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤++
≥++
=++

++=

3,1,0

42
3

632
23[min]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx

xxx
xxxf

i

 R: ( )toX 0,2,2= ; 10max =f . 

 

10. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤−+
=−

≥++−

+−=

4,1,0

1
42

22
56[min]

432

21

431

321

ix

xxx
xx

xxx
xxxf

i

 R: ( )toX 2,0,0,2= ; 12min =f . 
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11. 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≥−+
≥+−
≥++−

+−=

3,1,0

32
32
2

22[min]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx
xxx

xxxf

i

 R: ( )toX 5,5,8= ; 21min =f . 

 

12. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

−≥+−−

=+−
≥++−

+−=

3,1,0

12
432
4

34[min]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx
xxx

xxxf

i

 R: ( )toX 5,11,0= ; 28min −=f . 

 

13. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≥++

≤++
=++

++=

3,1,0

12
222
3023

582[max]

321

321

321

321

ix

xxx
xxx
xxx

xxxf

i

 

 

R: ( ) [ ]1,0,66,36,3 ∈−+= λλλλ toX ; 78max =f . 

14. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≤+
≤++

≤+

++=

3,1,0

52
62

62
42[max]

31

321

21

321

ix

xx
xxx

xx
xxxf

i

 R: ( )toX 2
5,3,0= ; 16max =f . 

 

15. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=≥

≥+
≥−+
−≥+−

++=

3,1,0

42
33

12
423[min]

32

321

31

321

ix

xx
xxx

xx
xxxf

i

 R: ( )toX 0,4,0= ; 8min =f . 

194



6.7.  PROBLEME DE TRANSPORT 
 
 

PROBLEME REZOLVATE 
 
    1.   Un produs trebuie transportat de la furnizorii 1F , 2F  către 
beneficiarii 1B , 2B , 3B . Cantităţile de care dispun cei trei furnizori, 
necesarul fiecărui beneficiar şi costurile unitare de transport sunt 
date în tabelul următor:  

   1B    2B    3B  Disponibil 

   1F      3     2     2     60 
   2F      4     5     6     70 
Necesar    40    50    40  

    )a  Să se scrie modelul matematic al problemei. 
    )b  Să se determine planul optim de transport astfel încât costul 
total de transport să fie minim, pornind de la o soluţie de bază 
obţinută prin metoda colţului de nord-vest.             
 
Rezolvare: 
Observaţie. Fiecărui furnizor iF  îi corespunde în coloana 
“disponibil” cantitatea de care dispune, fiecărui beneficiar jB  îi 
corespunde pe linia “necesar” cantitatea de care are nevoie, iar la 
intersecţia liniei furnizorului iF  cu coloana beneficiarului jB  se 
poate citi elementul ijC  = costul unitar de transport de la iF  către 

jB . Notăm cu N  suma cantităţilor de pe linia “necesar” şi cu D   
suma cantităţilor din coloana “disponibil”. 
    )a  Notăm cu ijx  cantitatea ce trebuie transportată de la 

furnizorul ""i  către beneficiarul "" j , unde 2,1=i , 3,1=j  şi cu 
f  costul total de transport. Observăm că DN = , deci problema 
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este echilibrată. Modelul matematic al problemei de transport este: 
[ ] ( ) 232221131211 654223min xxxxxxxf +++++=  

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==≥

=+
=+
=+

=++
=++

3,1,2,1,0

40
50
40

70
60

2313

2212

2111

232221

131211

jix

xx
xx
xx

xxx
xxx

ij

 

 

    )b  Etapa I. Se verifică dacă problema este echilibrată ( DN = ); 
deoarece 130== DN , rezultă că această condiţie este îndeplinită. 
         Etapa II. Se determină o soluţie de bază, notată 0X .  
Vom folosi metoda colţului de nord-vest. 
    )1  Fie NV  căsuţa situată în colţul de nord-vest al tabelului 0X .  
În NV  se transportă o cantitate egală cu minimul dintre necesarul 
şi disponibilul corespunzătoare acestei căsuţe (în NV  se scrie 
valoarea min{40,60}=40).  
    )2  Se scade această valoare din disponibilul şi necesarul  
corespunzător căsuţei NV . Dacă s-a epuizat necesarul, se 
completează cu “-“ căsuţele de pe coloana pe care se află NV , iar 
dacă s-a epuizat disponibilul se completează cu “-“ căsuţele de pe 
linia pe care se află NV .  
    )3  Se reiau paşii )1 , )2 pentru matricea rămasă necompletată. 
Obţinem soluţia :0X  

 40  20   - 
  -  30  40 

    Etapa III. Se verifică dacă soluţia obţinută este: 
    )1  nedegenerată (dacă are 1−+ nm  componente nenule, unde 
m  reprezintă numărul de furnizori, iar n  reprezintă numărul de 
beneficiari); 
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    )2  optimă (dacă njmiij ,1,,1)(,0 ==∀≤∆ ). 
       )1   Se observă că soluţia 0X  este nedegenerată. 
            )2   Pentru testarea optimalităţii, introducem variabilele  

2,1, =iui  şi 3,1, =jv j , cu proprietatea că ijji Cvu =+ , unde ijC  
sunt costurile unitare de transport din căsuţele bazice (căsuţele 
corespunzătoare componentelor nenule ale soluţiei).  
          )1.2  Pentru determinarea variabilelor  iu  şi jv  vom folosi 
următorul tabel, în care am copiat costurile ijC  din căsuţele 
nebazice şi am dat uneia dintre variabile valoarea zero ( 01 =u ): 
 

          
1v = 2v = 

3v = 

1u =0 3 2  

2u =  5 6 

Din condiţia ijji Cvu =+ , 2,1=i , 3,1=j , obţinem: 

3
0

3
1

1

11 =⇒
⎭
⎬
⎫

=
=+

v
u

vu ;   2
0

2
2

1

21 =⇒
⎭
⎬
⎫

=
=+

v
u

vu ; 

3
2

5
2

2

22 =⇒
⎭
⎬
⎫

=
=+

u
v

vu . 3
3

6
3

2

32 =⇒
⎭
⎬
⎫

=
=+

v
u

vu . 

          )2.2  Pentru variabilele  iu  şi jv  găsite calculăm 

3,1,2,1, ==∀+= jivuC jiij  şi le scriem în următorul tabel: 
 

          
1v =3 2v =2 

3v =3 

1u =0 3 2 3 

2u =3 6 5 6 

  )3.2  Determinăm apoi 3,1,2,1, ==∀−=∆ jiCC ijijij  şi  
verificăm criteriul de optim. 
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Toate calculele din etapa )2.III  se pot sintetiza în următorul tabel: 
        

0X   
1v =3 

2v =2 
3v =3            

ijijij CC −=∆  

- 
40 

+ 
20 

 
 1u =0 3 2 3 0 0 1 

Θ 
+      

30   
- 

40 
2u =3 6 5 6 2 0 0 

 
Etapa IV. Se observă că există valori 0>∆ij , prin urmare soluţia  

nu este optimă. 
Se alege cea mai mare dintre diferenţele 0>∆ij  (în cazul acesta, 

21∆ )  şi în căsuţa corespunzătoare acesteia ( 21x ) se scrie θ . Se 
formează un circuit ce pleacă din θ  şi revine în θ , care merge în 
unghi drept şi are colţurile nenule. În colţurile circuitului se scriu 
alternativ semnele “+” , ”-“, începând cu “+” de la θ . Se alege 
=θ minimul căsuţelor marcate cu  “-“: { } 3030,40min ==θ  . Cu 
=θ 30 se determină o nouă soluţie de bază 1X  , adunând θ  la 

căsuţele marcate cu “+” şi scăzând θ  la cele marcate cu “-“. 
Vor rezulta următoarele iteraţii: 

          
1X   

1v =3 
2v =2 

3v =5       
ijijij CC −=∆  

- 
10 

 
50 

+ 
Θ 1u =0 3 2 5 0 0 3 

30 
+ 

 
 

40 
- 2u =1 4 3 6 0 -2 0 

        
              

2X   
1v =0 

2v =2 
3v =2       

ijijij CC −=∆  

 
 

  - 
50 

 + 
 10 1u =0 0 2 2 -3 0 0 

40 Θ 
 + 

 30 
 - 2u =4 4 6 6 0 1 0 

         
        

3X   
1v =1 2v =2 

3v =2            
ijijij CC −=∆  

 20 40 
1u =0 1 2 2 -2 0 0 

40 30  
2u =3 4 5 5 0 0 -1 

Deoarece criteriul de optim se verifică ( )3,1,2,1,0 =∀=∀≤∆ jiij , 
rezultă că soluţia găsită în ultima iteraţie este optimă.  
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Observăm că  toate diferenţele 0=∆ij  corespund unor variabile 
bazice, deci soluţia optimă este unică. Am obţinut :OX  

 20 40 
40 30  

sau: .0,30,40,40,20,0 232221131211 ====== xxxxxx  
  Costul total minim de transport este: 

..4300630540440220203
2

1

3

1
min muxCf

i j
ijij =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅== ∑∑

= =

 

 
    2.   Să se rezolve problema de transport: 

          1B    2B    3B  Disponibil 

   1F      4     1     3     60 
   2F      2     5     6     40 
   3F      1     7     4    100 

Necesar    70    80    50  
 
Rezolvare: 
Etapa 1. Se observă că problema este echilibrată. 
 
Etapa II. Determinăm o soluţie iniţială de bază. 
 
Observaţie. În cazul în care nu se specifică folosirea unei anumite 
metode pentru aflarea unei soluţii iniţiale de bază, este mai bine să 
determinăm câte o soluţie prin mai multe metode şi să o alegem 
pe aceea care are costul total de transport minim. 
 

    )a     Prin metoda colţului de nord-vest rezultă soluţia 0X :     
  60     -     - 
  10   30     - 
    -   50   50 

    ..9600 muf =  
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    )b     Metoda costului minim pe linie 
    )1 Fie ML  căsuţa de pe prima linie căreia îi corespunde cel mai 
mic cost. În ML  se transportă o cantitate egală cu minimul dintre 
necesarul şi disponibilul corespunzătoare acestei căsuţe (vom 
obţine astfel 6011 =x ).  
    )2  Se scade această valoare din disponibilul şi necesarul  
corespunzător căsuţei ML . Dacă s-a epuizat necesarul, se 
completează cu “-“ căsuţele de pe coloana pe care se află ML , iar 
dacă s-a epuizat disponibilul se completează cu “-“ căsuţele de pe 
linia pe care se află ML .  

   )3  Se reiau paşii )1 , )2 pentru matricea rămasă necompletată. 
Rezultă soluţia 1X :                

    -   60     - 
  40     -     - 
  30   20   50 

  ..5101 muf =  
    )c     Metoda costului minim pe coloană obţinem: 

       )1 Fie MC  căsuţa de pe prima linie căreia îi corespunde cel 
mai mic cost. În MC  se transportă o cantitate egală cu minimul 
dintre necesarul şi disponibilul corespunzătoare acestei căsuţe (vom 
obţine astfel 7031 =x ).  
     )2  Se scade această valoare din disponibilul şi necesarul  
corespunzător căsuţei MC . Dacă s-a epuizat necesarul, se 
completează cu “-“ căsuţele de pe coloana pe care se află MC , iar 
dacă s-a epuizat disponibilul se completează cu “-“ căsuţele de pe 
linia pe care se află MC .  

   )3  Se reiau paşii )1 , )2 pentru matricea rămasă necompletată. 
Rezultă soluţia 2X  :             

    -    60     - 
    -    20    20 
   70     -    30 

..4702 muf =  
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    )d     Metoda costului minim în tabel: 
        )1 Fie MT  căsuţa de pe prima linie căreia îi corespunde cel 
mai mic cost. În MT  se transportă o cantitate egală cu minimul 
dintre necesarul şi disponibilul corespunzătoare acestei căsuţe (vom 
obţine astfel 6012 =x ).  
    )2  Se scade această valoare din disponibilul şi necesarul  
corespunzător căsuţei MT . Dacă s-a epuizat necesarul, se 
completează cu “-“ căsuţele de pe coloana pe care se află MT , iar 
dacă s-a epuizat disponibilul se completează cu “-“ căsuţele de pe 
linia pe care se află MT .  

   )3  Se reiau paşii )1 , )2 pentru matricea rămasă necompletată. 
Rezultă soluţia 3X  :                    

    -    60     - 
    -    20    20 
   70     -    30 

  ..4703 muf =  
Alegem drept soluţie iniţială de bază pe aceea care are costul de 
transport minim, adică pe 2X  (care coincide cu 3X ). 
 
Etapa III. Soluţia aleasă este nedegenerată, rămâne să verificăm 
optimalitatea. 

                
0X  

 
1v =-1 2v =1 

3v =2        
ijijij CC −=∆  

        
        

 
60 

        
1u =0 -1 1 2 -5 0 -1 

 + 
Θ 

 
20 

 - 
20 2u =4 3 5 6 1 0 0 

70 
 - 

 30 
 + 3u =2 1 3 4 0 -4 0 

  

Etapa IV. 
        

1X   
1v =-2 

2v =1 
3v =1        

ijijij CC −=∆  

 60  
1u =0 -2 1 1 -6 0 -2 

20 20  
2u =4 2 5 5 0 0 -1 

50  50 
3u =3 1 4 4 0 -3 0 
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Problema are soluţie unică. Soluţia optimă este OX :  
     60  
  20    20  
  50    50 

Costul minim de transport este: =minf 450 u.m. 
 

3. Să se rezolve problema de transport: 
 

   1B    2B    3B  Disponibil 

   1F      1     3     2     42 
   2F      2     1     3     30 
Necesar    24    12    36  

 
Rezolvare: 
Etapa 1. Se observă că problema este echilibrată. 
Etapa II. Determinăm o soluţie iniţială de bază. 

    )a     Prin metoda colţului de nord-vest rezultă soluţia 0X :     
  24   12    6 
   -   -   30 

..1620 muf =  
    )b     Prin metoda costului minim pe linie obţinem soluţia 1X :                        

  24    -   18 
   -   12   18 

  ..1261 muf =  
Soluţiile obţinute prin metoda costului minim pe coloană şi în tabel 
coincid cu 1X .             
Vom alege 1X  drept soluţie iniţială de bază.  
Etapa III. Această soluţie este nedegenerată; verificăm 
optimalitatea.         

        
1X   

1v =1 
2v =0 

3v =2                     
ijijij CC −=∆  

 - 
24 

  + 
18 1u =0 1 0 2 0 -3 0 

 Θ 
 +  

12 18 
 - 2u =1 2 1 3 0 0 0 
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Observăm că 021 =∆ , dar 21x  nu este variabilă bazică, deci 
problema are optim multiplu. Vom determina o nouă soluţie, 
scriind θ  în căsuţa 21x . Rezultă 18=θ  şi o nouă soluţie 2X :                         

   6    36 
  18   12  

Soluţia optimă sub formă generală este: 
],1,0[,)1( 21 ∈−+= λλλ XXX O  

 
     4.   Să se rezolve problema de transport: 

   1B    2B    3B  Disponibil 

   1F      5     1     3     30 
   2F      2     6     4     80 
Necesar    40    50    60  

 
Rezolvare: 
    Etapa I.  Problema este neechilibrată ( )ND < . 
Pentru echilibrare se introduce un furnizor fictiv, având 
disponibilul egal cu 40=− DN  şi costurile unitare de transport 
nule. Obţinem problema: 

        1B    2B    3B  Disponibil 

   1F      5     1     3     30 
   2F      2     6    4      80 
   3F      0     0     0     40 

Necesar    40    50    60  
   
  Etapa II. Determinăm câte o soluţie iniţială de bază prin cele patru 
metode. 
 
    )a  Prin metoda colţului de nord-vest rezultă soluţia 0X :     

   30      -     - 
   10    50    20 
    -     -    60 

    ..5500 muf =  
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    )b  Prin metoda costului minim pe linie rezultă soluţia 1X : 
    -          30      - 
   40     -    40 
     -   20    20 

    ..2701 muf =  
    )c   Prin metoda costului minim pe coloană găsim soluţia 2X  :             

    -    30     - 
   40    20    20 
    -     -    40 

    ..3102 muf =  
    )d  Prin metoda costului minim în tabel obţinem soluţia 3X  :                    

    -    60     - 
    -    20    20 
   70     -    30 

    ..4703 muf =  

Alegem 1X  drept soluţie iniţială de bază.  
 
Etapa III. Această soluţie este nedegenerată, rămâne să verificăm 
optimalitatea. 

                
1X  

 
1v =-1 2v =1 

3v =1    
ijijij CC −=∆  

- 30 - 
1u =0 -1 1 1 -6 0 -2 

40 - 40 
2u =3 2 4 4 0 -2 0 

- 20 20 
3u =-1 -2 0 0 -2 0 0 

 
Problema are soluţie unică. Soluţia optimă este OX :  

- 30 - 
40 - 40 
- 20 20 

 
Costul total minim de transport este ..270min muf =  
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    5.   Să se rezolve următoarea problemă de transport, pornind de 
la o soluţie de bază obţinută prin metoda costului minim pe linie: 

   1B    2B    3B  Disponibil 

   1F      7     3     6     24 
   2F      5     6     4     30 
Necesar    12    24    18  

  
Rezolvare: 
Etapa 1. Se observă că problema este echilibrată. 
 
Etapa II. Determinăm o soluţie iniţială de bază prin metoda 
costului minim pe linie şi obţinem soluţia 0X :     

    -    24     - 
   12     -    18 

 
Etapa III. Observăm că soluţia obţinută este degenerată (are 
numai 3 componente nenule, în loc de 4). 
   Deoarece degenerarea soluţiei s-a produs în faza iniţială, vom 
modifica problema astfel: adăugăm la fiecare cantitate din coloana 
“disponibil” o valoare ε , iar la ultima cantitate de pe linia 
“necesar” valoarea ε⋅m , unde m  reprezintă numărul de 
furnizori, iar ε  este un număr pozitiv foarte mic, 0→ε  . După 
ce algoritmul a luat sfârşit, înlocuim ε  cu zero şi apoi citim 
soluţia optimă a problemei. 
   Astfel obţinem problema modificată: 

   1B    2B    3B  Disponibil 

   1F      7     3     6 24+ε  
   2F      5     4     6 30+ε  
Necesar    12    24 18+2ε   

 
Soluţia obţinută prin metoda costului minim pe linie este 0X :     

     -    24     ε  
   12     - 18+ε  
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Aceasta este nedegenerată; verificăm optimalitatea. 
            

1X   
1v =5 

2v =3 
3v =6   

ijijij CC −=∆  

 - 24 ε  
1u =0 5 3 6 -2 0 0 

12 - 18+ε  
2u =0 5 3 6 0 -1 0 

 

Rezultă că problema are soluţie optimă unică, degenerată, OX :     
    24  
   12        18 

Costul total minim de transport este: 
..240186125243min muf =⋅+⋅+⋅=  

 
    6.   Să se rezolve următoarea problemă de transport, pornind de 
la o soluţie de bază obţinută prin metoda costului minim pe 
coloană: 

   1B    2B    3B  4B  Disponibil 

   1F  3 5 5 9 30 

   2F  4 4 7 7 60 

   3F  2 6 7 5 50 
   4F  5 6 6 8 90 
Necesar 20 70 70 70  

  
Rezolvare: 
  Etapa I. Avem ..230 muND == , deci problema este echilibrată. 
Etapa II. Determinăm o soluţie de bază prin metoda costului 
minim pe coloană şi obţinem 0X : 

     -    10    20     - 
     -    60     -     - 
   20     -        -    30 
    -     -        50    40 

Etapa III. )a 0X  are 144 −+  componente nenule, deci este 
nedegenerată. 
                )b  Testăm optimalitatea soluţiei: 
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           0X   41 =v  

 
52 =v

 
53 =v

 
74 =v

 

     
ijijij CC −=∆  

+ 
 Θ 

 
10 

  - 
 20 

 01 =u
 

4 5 5 7 1 0 0 -2 

  
60 

  12 −=u
 

3 4 4 6 -1 0 -3 -1 

- 
20 

   + 
30 

23 −=u

 
2 3 3 5 0 -3 -4 0 

  50 
 + 

40 
  - 

14 =u
 

5 6 6 8 0 0 0 0 

 Se observă că 011 >∆ , prin urmare soluţia nu este optimă. 
 
Etapa IV. În căsuţa 11x  adăugăm θ . Alegem 

{ } 2020,40,20min ==θ . Cu 20=θ  găsim o nouă soluţie de bază 
1X : 

    20    10          
         60       
              50 
               70    20 

 
)a  Observăm că această soluţie este degenerată. 

Deoarece degenerarea soluţiei s-a produs pe parcurs , vom scrie 
ε  într-una din căsuţele eliberate în etapa precedentă ( 13x  sau 

31x ). Vom obţine o soluţie nedegenerată 2X : 
    20    10    ε       
         60       
              50 
               70    20 

 
)b  Verificăm optimalitatea acestei soluţii: 
            2X   31 =v  

 
52 =v

 
53 =v

 
74 =v

 
     

ijijij CC −=∆  
 

20 10 ε   01 =u  3 5 5 7 0 0 0 -2 
 60   12 −=u  2 4 4 6 -2 0 -3 -1 
   50 23 −=u  1 3 3 5 -1 -3 -4 0 
  70 20 14 =u  4 6 6 8 -1 0 0 0 
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Criteriul de optim este îndeplinit. Luăm 0=ε  şi rezultă soluţia 
optimă OX : 

    20    10          
         60       
              50 
               70    20 

Costul total minim de transport este: 
..1480820670550460510320min muf =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=  

 
 
 
PROBLEME PROPUSE 

 
Să se scrie modelul matematic şi să se determine planul optim de 
transport pentru următoarele probleme, astfel încât costul total de 
transport sa fie minim: 
 
1.  

   1B    2B    3B  Disponibil 

   1F      4     3     3     80 
   2F      5     6     7     80 
Necesar    50    60    50  

R: oX : 
 30 50 
50 30  

  ..670min muf =  
 
2.  

   1B    2B    3B  Disponibil 

   1F      4     6     3     50 
   2F      7     5     1     80 
   3F      1     2     4     70 

Necesar    100    40    60  
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R: oX : 
50   

 20 60 
50 20  

  ..450min muf =  
 
    3. 

   1B    2B    3B  Disponibil 

   1F      6     8     3     60 
   2F      4     5     1     40 
   3F      2     7     9    100 

Necesar    70    80    50  

R: oX : 
 10 50 
 40  

70 30  
  ..780min muf =  
 
    4.  

   1B    2B    3B  Disponibil 

   1F      4     1     3     60 
   2F      2     5     6     40 
   3F      1     7     4    100 

Necesar    70    20    50  

R: oX : 
 20 40  
   40 
70  10 20 

  ..250min muf =  
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    5.  
   1B    2B    3B  Disponibil 

   1F  5 2 4 8 
   2F  3 6 7 6 
   3F  2 8 5 12 

Necesar 9 10 7  

R: oX : 
 8  
 2 4 

9  3 
  ..89min muf =  
     
    6. 

   1B    2B    3B  Disponibil 

   1F      3     8     3     60 
   2F      4     5     6     40 
   3F      9     7     4     60 

Necesar    60    80    50  
oX : 

60   
 40  
 10 50 
 30  

  ..650min muf =  
     
    7.  

   1B    2B    3B  Disponibil 

   1F  5 2 6 40 
   2F  1 4 3 60 
   3F  7 1 4 100 

Necesar 80 70 50  
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R: oX : 
20 20  
60   

 50 50 
  ..450min muf =  
 
    8. 

   1B    2B    3B  4B  Disponibil 

   1F  2 4 4 7 20 

   2F  3 3 6 6 50 

   3F  1 5 6 4 40 
   4F  4 5 5 7 80 
Necesar 10 60 60 60  

 R: oX : 
10 λ10  λ1010 −   

 50   
   40 
 λ1010 −  λ1050 +  20 

  [ ]1,0∈λ ; ..810min muf =  
 
9.  

   1B    2B    3B  4B  Disponibil 

   1F  7 3 5 8 30 

   2F  1 4 6 7 60 

   3F  2 6 1 5 50 
   4F  5 9 7 4 80 
Necesar 30 55 70 60  

 R: oX : 
 λ525 +  λ55 −    

30 λ530 −  λ5    
  50   
  15 60 5 

  [ ]1,0∈λ ; ..645min muf =  
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    10.  
   1B    2B    3B  4B  Disponibil 

   1F  1 4 5 9 20 

   2F  4 2 7 7 55 

   3F  2 5 3 5 40 
   4F  4 6 6 8 90 
Necesar 90 70 65 70  

 R: oX : 
20    

 55   
  40  

70 λ15  λ1520 −   
 λ1515 −  λ155 +  70 

  [ ]1,0∈λ ; ..650min muf =  
 

    11. 
   1B    2B    3B  4B  Disponibil 

   1F  6 5 4 9 35 

   2F  4 3 7 5 50 

   3F  2 6 7 5 55 
   4F  4 6 3 8 70 
Necesar 25 70 90 85  

R: oX : 
 15 20  
 50   

25   30 
  70  
 5  55 

 ..715min muf =  
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    12.  
   1B    2B    3B  4B  Disponibil 

   1F  3 2 6 5 80 

   2F  8 4 2 7 35 

   3F  5 6 7 6 50 
   4F  1 6 4 3 20 
Necesar 20 40 95 60  

  
13. 
 

   1B    2B    3B  4B  Disponibil 

   1F  2 6 5 9 30 

   2F  4 4 7 4 55 

   3F  2 6 1 5 70 
   4F  3 2 6 8 90 
Necesar 35 65 70 80  
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CAPITOLUL7 
 SERII 

 
7.1.  SERII DE NUMERE REALE 

 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 

      Fie ∑
∞

=1n
na  o serie numerică de termen general na . Definim şirul 

sumelor parţiale 1)( ≥nnS ,  ∑
=

=
n

k
kn aS

1
.  Pentru a stabili natura 

seriei ∑
∞

=1n
na  se pot folosi: 

Definiţia 1.  Seria ∑
∞

=1n
na  este convergentă dacă şirul 1)( ≥nnS   

este convergent. 
În acest caz,  numărul n

n
SS

∞→
= lim   se numeşte suma seriei. 

      Dacă ±∞=
∞→

n
n

Slim  sau şirul 1)( ≥nnS  nu are limită, spunem că 

seria  ∑
∞

=1n
na  este divergentă. 

 
Criteriul suficient de divergenţă. Dacă 0lim ≠

∞→
n

n
a , atunci  

seria ∑
∞

=1n
na  este divergentă. 
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Criterii pentru serii cu termeni pozitivi 

 Criteriul 1  de comparaţie. Fie ∑
∞

=1n
na  şi ∑

∞

=1n
nb  serii cu termeni 

 pozitivi pentru care există Nn ∈0 astfel încât ( ) 0, nnba nn ≥∀≤ . 

)a  Dacă ∑
∞

=1n
nb  este convergentă, atunci ∑

∞

=1n
na  este convergentă.  

)b   Dacă ∑
∞

=1n
na  este divergentă, atunci ∑

∞

=1n
nb  este divergentă.   

 Criteriul 2  de comparaţie. Fie ∑
∞

=1n
na  şi ∑

∞

=1n
nb  serii cu termeni  

pozitivi pentru care există Nn ∈0 astfel încât ( ) 0
11 , nn

b
b

a
a

n

n

n

n ≥∀≤ ++ . 

)a  Dacă ∑
∞

=1n
nb  este convergentă, atunci ∑

∞

=1n
na  este convergentă.  

)b  Dacă ∑
∞

=1n
na  este divergentă, atunci ∑

∞

=1n
nb  este divergentă.  

Criteriul 3  de comparaţie. Fie ∑
∞

=1n
na  şi ∑

∞

=1n
nb  serii cu termeni 

pozitivi. 

)a  Dacă ),0(lim ∞∈
∞→ n

n
n b

a , atunci seriile au aceeaşi natură. 

)b  Dacă 0lim =
∞→ n

n
n b

a  şi: 

)1b ∑
∞

=1n
nb  este convergentă, atunci ∑

∞

=1n
na  este convergentă; 

)2b ∑
∞

=1n
na  este divergentă, atunci ∑

∞

=1n
nb  este divergentă. 
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)c  Dacă ∞=
∞→ n

n
n b

a
lim şi: 

)1c ∑
∞

=1n
na  este convergentă, atunci ∑

∞

=1n
nb   este convergentă; 

)2c ∑
∞

=1n
nb  este divergentă, atunci ∑

∞

=1n
na  este divergentă. 

 
Corolarul criteriului raportului (d'Alembert).   

Fie ∑
∞

=1n
na  o serie cu termeni pozitivi şi  

n

n
n a

al 1lim +
∞→

= . 

)a  Dacă  1<l , atunci ∑
∞

=1n
na  este convergentă. 

)b  Dacă  1>l , atunci ∑
∞

=1n
na  este divergentă. 

 Corolarul criteriului rădăcinii (Cauchy).  

Fie ∑
∞

=1n
na  o serie cu termeni pozitivi şi  n n

n
al

∞→
= lim . 

)a  Dacă  1<l , atunci ∑
∞

=1n
na  este convergentă. 

)b  Dacă  1>l , atunci ∑
∞

=1n
na  este divergentă. 

 Corolarul criteriului Raabe-Duhamel.  

Fie ∑
∞

=1n
na  o serie cu termeni pozitivi şi  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

+∞→
1lim

1n

n
n a

anl . 

)a  Dacă  1<l , atunci ∑
∞

=1n
na  este divergentă. 
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)b  Dacă  1>l , atunci ∑
∞

=1n
na  este convergentă. 

 
Criteriu pentru serii alternate 
Criteriul lui Leibniz.  

Fie seria alternată .0a    ,)1( n
1

>−∑
∞

=n
n

n a   Dacă : )a  şirul 1)( ≥nna  

este descrescător  şi  )b 0lim =
∞→

n
n

a ,  atunci seria ∑
∞

=
−

1
)1(

n
n

n a  este 

convergentă. 
 

Propoziţia 1. )a  Dacă seria ∑
∞

=1n
na  este convergentă şi are suma S , 

atunci seria ∑
∞

=
⋅

1n
naα  este convergentă şi are suma S⋅α . 

)b  Dacă seriile ∑
∞

=1n
na  şi ∑

∞

=1n
nb  sunt convergente şi au sumele 1S  şi 

2S , atunci seria ∑
∞

=
+

1
)(

n
nn ba  este convergentă şi are suma 21 SS + . 

Definiţia 2. Seria ∑
∞

=1n
na  este absolut convergentă dacă seria 

∑
∞

=1n
na  este convergentă. 

 
Propoziţia 2. Dacă o serie este absolut convergentă, atunci este şi 
convergentă. 
 
 
 

217



PROBLEME REZOLVATE 
 
 

    Să se stabilească natura următoarelor serii de numere reale şi, 
dacă este posibil, să se determine suma acestora. 
 

    1.   .0,
1

1

1
>

++++
∑
∞

=
α

ααn nn
 

 
Rezolvare: 
Considerăm şirul sumelor parţiale:  

=
−

++−+
=

++++
= ∑∑

==

n

k

n

k
n

kk
kk

S
11 1

1
1

1 αα
αα

 

⇒++++−−+++−+++−= 1...3221 αααααα nn
∞=⇒+−+==⇒

∞→
n

n
n SnS lim11 αα ,  deci şirul 1)( ≥nnS  este 

divergent, prin urmare, conform definiţiei, seria este divergentă. 
 

    2.   ∑
∞

= −1 2 14
1

n n
 

 
Rezolvare: 

=
+

−
−

=
+−

=
−

= ∑∑∑
===

)
12

1
12

1(
2
1

)12)(12(
1

14
1

111 2 kkkkk
S

n

k

n

k

n

k
n  

⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
++−+−=

12
1

1
1

2
1

12
1

12
1.....

5
1

3
1

3
1

1
1

2
1

n
S

nn n  

2
1

lim =⇒
∞→

n
n

S , deci seria este convergentă şi are suma 
2
1

=S . 
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    3.   ∑
∞

= +
−

1 23
13ln

n n
n . 

 
Rezolvare: 

[ ]∑∑
==

=+−−=
+
−

=
n

k

n

k
n kk

k
kS

11
)23ln()13ln(

23
13ln

=+−−++−+−= )23ln()13ln(...8ln5ln5ln2ln nn  
−∞=⇒+−=

∞→
n

n
Sn lim)23ln(2ln , prin urmare seria este 

divergentă. 
 

    4.   .     , 
0

Rqq
n

n ∈∑
∞

=
 (seria geometrică). 

 
Rezolvare: 

Avem  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

≠
−

−
==

+

=
∑

1    ,   1    

1    ,
1

1 1

0 qn

q
q

q
qS

n
n

k

k
n  

Pentru )1,1(−∈q  rezultă că qn
n

S
−∞→

= 1
1lim , deci seria este 

convergentă şi are suma 
q−1

1 . 

Pentru ),1[ ∞∈q  rezultă că ∞=
∞→

n
n

Slim , deci seria este divergentă. 

Pentru ]1,( −−∞∈q  ,  nu există n
n

S
∞→

lim  (în acest caz, se spune că 

seria este oscilantă), deci seria este divergentă. 
În concluzie, seria geometrică este convergentă dacă şi numai dacă 

( )1,1−∈q  şi are suma 
q

S
−

=
1

1 . 
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    5.   R
nn

∈∑
∞

=
α

α
,1

1
 (seria armonică generalizată sau seria Riemann) 

 
Rezolvare: 

• Pentru 1=α  obţinem seria armonică, ∑
∞

=1

1

n n
. Avem că: 

>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+
+

+
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++=

−− nnn
nS

2

1...
22

1

12

1...
8
1

7
1

6
1

5
1

4
1

3
1

2
11

112

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++>

−−− 111 2

1....
2

1

2

1...
8
1

8
1

8
1

8
1

4
1

4
1

2
11

nnn
 

∞=⇒+>⇒++++=
∞→

nn SnS
n 22 lim

2
1

2
1.....

2
1

2
11 , prin urmare seria 

este divergentă. 

• Pentru 1,111 ≥∀≥⇒< n
nnα

α ; seria ∑
∞

=1

1

n n
 este divergentă, deci, în 

baza criteriului 1 de comparaţie, rezultă că ∑
∞

=1

1

n nα
 este divergentă. 

• Pentru 1>α , avem că  

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=− .....

7

1

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1112 αααααα
nS

( ) ( ) ( )
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++≤

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
++

+
++

−− ααααα 2

1

2

11
12

1...
12

1

2

1
11 nnn

( ) ( ) ( )
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+++++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++

−−− ααααααα 111 2

1....
2

1

2

1...
4

1

4

1

4

1

4

1
nnn

 

( ) ( )
11

1

1

11211

2
11

1

2
11

2
11

2
1....

2
1

2
11

−−

−

−

−−−−
−

≤
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=++++=

αα

α

ααα

n

n

, prin urmare  

şirul 1)( ≥nnS  este mărginit; fiind şi crescător, rezultă că este  
convergent şi deci seria este convergentă. 
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    6.   ∑
∞

=
++ +

+

1
11 83

83

n
nn

nn . 

 

Rezolvare: 

0
8
1

1
8
38

1
8
38

limlim
1

1

≠=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
+

+
∞→∞→ n

n

n
n

n
n

n
a

 ; conform criteriului suficient 

de divergenţă, rezultă că seria este divergentă. 
 
    7.   ∑

∞

=2 ln
1

n n
. 

 

Rezolvare: 

Avem că ;2,1
ln
1

≥∀≥ n
nn

 seria ∑
∞

=1

1

n n
 este divergentă, deci, în baza 

criteriului 1 de comparaţie, rezultă că seria ∑
∞

=2 ln
1

n n
 este divergentă. 

 
    8.   ∑

∞

=1 !n n

n

en

n . 

 

Rezolvare: 

Avem că  
n

n
n

nn

n

n
b

b

n

n

nn

n
e
n

a
a 1

1
1

1
1

1

11

1

11

1111
+

+
+ =+=

+
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

>
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= ; 

cum seria ∑
∞

=1

1

n n
 este divergentă , rezultă, folosind criteriul 2 de  

comparaţie, că seria ∑
∞

=1 !n n

n

en
n  este divergentă.   
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    9.   ∑
∞

= −

+

1 2 14
53

n n
n . 

 
Rezolvare: 

  Se compară cu seria ∑
∞

=1

1

n n
  ;   fie  

14
53

2 −

+
=

n
na n   şi  

n
bn

1
= ;  

),0(
4
3

14
53limlim 2

2
∞∈=

−

+
=

∞→∞→ n
n

b
a

nn

n
n

; de aici rezultă, conform 

criteriului 3 de comparaţie, că seriile au aceeaşi natură; cum seria 

∑
∞

=1

1

n n
 este divergentă, rezultă că şi seria ∑

∞

= −

+

1 2 14
53

n n
n  este divergentă. 

 

    10.  ∑
∞

= +−

+++−

1 23

3 25

127
2132

n nn
nnn . 

 
 
Rezolvare: 

  Se compară cu seria ∑∑∑
∞

=

∞

=
−

∞

=
==

11 31 3 3
4

3
5

3
5

11

nnn nnn
n   ;   fie  

127
2132

23

3 25

+−

+++−
=

nn
nnnan

  şi  
3
4

1
n

bn = ;  ),0(
7
2lim

3
∞∈=

∞→ n

n
n b

a
; de 

aici rezultă, conform criteriului 3 de comparaţie, că seriile au 

aceeaşi natură; cum seria ∑
∞

=1 3
4

1

n n
 este convergentă (este seria 

armonică generalizată cu 1
3
4
>=α ), rezultă că şi seria 

∑
∞

= +−

+++−

1 23

3 25

127
2132

n nn
nnn  este convergentă. 
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    11.  ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

1 3
11ln

n n
. 

 
Rezolvare: 

Se compară cu seria ∑
∞

=1 3
1

n n
  ;   fie  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= 3

11ln
n

an   şi  3
1

n
bn = ;  

⇒∞∈=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
∞→∞→

),0(1
1

11ln
limlim

3

3

n

n
b
a

nn

n
n

conform criteriului 3 de 

comparaţie, că seriile au aceeaşi natură; cum seria ∑
∞

=1 3
1

n n
 este 

convergentă, rezultă că şi seria  ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

1 3
11ln

n n
este convergentă. 

 

    12.  ∑
∞

= −
−

1 )14....(10.7.3
)23.....(7.4.1

n n
n . 

 
Rezolvare: 
Vom folosi corolarul criteriului raportului. Avem că:  

1
4
3

)34(
)13(lim

)14....(10.7.3
)23.....(7.4.1

)34).(14....(10.7.3
)13).(23.....(7.4.1

limlim 1 <=
+
+

=

−
−

+−
+−

=
∞→∞→

+
∞→ n

n

n
n

nn
nn

a
a

nnn

n
n

, 

prin urmare seria este convergentă. 
 

    13.  ( ) 1,)1(
1

>−∑
∞

=
aan

n

n

n . 
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Rezolvare: 
Aplicăm corolarul criteriului rădăcinii: 

aaana
n

n
n

n
n n

n

n

ln1lim)1(limlim 1

1

=
−

=−=
∞→∞→∞→

. 

• Dacă eaa <⇔< 1ln , atunci seria este convergentă. 
• Dacă eaa >⇔> 1ln , atunci seria este divergentă. 

• Pentru ea = , seria devine: ( )
n

n

n en∑
∞

=
−

1
)1( . 

Încercăm să aplicăm criteriul suficient de divergenţă. Vom calcula 

( ) ( ) =−−+=−=
∞→∞→∞→

nn
n

nn
n

n
n

enena 1)1(1lim)1(limlim

( ) Lenn
ee

n

n ==
−−

∞→
1)1(lim

; 

( )
2

1

1

11
lim1)1(lim

n

n
n

n
n

ne
ennL

−−
=−−=

∞→∞→
. 

Avem că 
2
1

2
1lim1lim

020
=

−
=

−−
→→ x

e
x

xe x

x

x

x
, aşadar  

1}( ≥∀ nnx , 0→nx , rezultă că 
2
11

lim 20
=

−−
→ n

n
x

x x

xe n

n

; în 

particular, pentru 
n

xn
1

=  obţinem că 
2
11

lim
2

1

1

1

=
−−

=
∞→

n

n
n

ne
L , 

deci 0lim 2
1

≠==
∞→

eea L
n

n
, prin urmare, conform criteriului 

suficient de divergenţă, seria ( )
n

n

n en∑
∞

=
−

1
)1(  este divergentă. 
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    14.  
1

1

2

23
13 +∞

=
∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

n

n n
n . 

 
Rezolvare: 
Aplicăm corolarul criteriului rădăcinii:  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

=

+

∞→

+

∞→∞→

n
n

n
n

n

n
n n

n nn
na

11 22

23
31lim

23
13limlim    

11
1

23
3lim

2

<==
+

⋅
+

−
∞→

e
e n

n
nn , prin urmare seria este convergentă. 

    15.  ∑
∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

1

2

)3....(9.6.3
)13.....(8.5.2

n n
n  

 
Rezolvare: 

1
)33(
)23(lim

)3....(9.6.3
)13.....(8.5.2

)33)(3......(9.6.3
)23)(13.....(8.5.2

limlim
2

2

2

1 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+−

=
∞→∞→

+

∞→ n
n

n
n

nn
nn

a
a

nnn

n
n

, deci  

criteriul raportului este neconcludent. 
Folosind corolarul criteriului Raabe-Duhamel obţinem: 

 1
3
2

)23(
56lim1

)23(

)33(lim1lim
22

2

1
<=

+

+
⋅=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

+

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∞→∞→+∞→ n
nn

n

nn
a
a

n
nnn

n
n

, 

deci seria este divergentă. 
 
Să se studieze convergenţa şi absolut convergenţa seriilor: 
 

    16.  ∑
∞

=

−
−

1 22
13)1(

n

n

n
n . 
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Rezolvare: 

• Studiem convergenţa. Notăm 22
13

n
nan
−

= ; ] 

0
2)1(

155
2

13
)1(2
23

1

2

221 <
⋅+

−−−
=

−
−

+

+
=−

++ nnn
nn

nn
n

n
n
naa , deci şirul 

1)( ≥nna este descrescător; cum 0lim =
∞→

n
n

a  rezultă, în baza 

criteriului lui Leibniz, că seria este convergentă. 
• Studiem absolut convergenţa; pentru aceasta, vom considera  
seria modulelor:  

∑
∞

=

−

1 22
13

n n
n ; comparăm cu seria ∑

∞

=1

1

n n
 : ),0(

2
3lim ∞∈=

∞→ n

n
n b

a
 şi 

rezultă că seriile au aceeaşi natură (criteriul 3 de comparaţie), prin 
urmare seria modulelor este divergentă, deci seria alternată 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−∑

∞

=1 22
13)1(

n

n

n
n  nu este absolut convergentă. 

 

    17.  ∑
∞

= ⋅
−

1 2
1)1(

n n
n

n
. 

 

Rezolvare: 
Studiem absolut convergenţa; pentru aceasta, vom considera seria 
modulelor:  

∑
∞

= ⋅1 2

1

n nn
; aplicând corolarul criteriului raportului, obţinem:  

1
2
1

2)1(
2limlim

1
1 <=

⋅+

⋅
=

+∞→
+

∞→ n

n

nn

n
n n

n
a

a
, prin urmare seria 

modulelor este convergentă, deci seria alternată ∑
∞

= ⋅
−

1 2
1)1(

n n
n

n
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este absolut convergentă. Conform propoziţiei 2 din breviarul 
teoretic, rezultă că seria este şi convergentă. 
 
Să se arate că următoarele serii sunt convergente şi să se calculeze 
sumele acestora: 
 

    18.  ∑
∞

= ++1 )2)(1(
1

n nnn
; 

generalizare: *

1
,

))...(1(
1 Np

pnnnn
∈

++
∑
∞

=
. 

 
Rezolvare: 
Considerăm şirul sumelor parţiale, 

∑∑
==

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

−
+

=
++

=
n

k

n

k
n kkkkkkk

S
11 )2)(1(

1
)1(

1
2
1

)2)(1(
1  

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

−
+

++
⋅

−
⋅

+
⋅

−
⋅

=
)2)(1(

1
)1(

1......
43

1
32

1
32

1
21

1
2
1

nnnn
 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

−
⋅

=
)2)(1(

1
21

1
2
1

nn 4
1lim =⇒

∞→
n

n
S , prin urmare seria este 

convergentă şi are suma 
4
1

=S . 

Generalizare: 

=
++

= ∑
=

n

k
n pkkk

S
1 ))....(1(

1  

∑
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++

−
−++

=
n

k pkkkpkkkp 1 ))...(2)(1(
1

)1)...(1(
11  

!
1lim

))...(2)(1(
1

...21
11

pp
S

pnnnpp n
n ⋅

=⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++

−
⋅⋅⋅ ∞→

, prin 
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urmare seria este convergentă şi are suma 
!

1
pp

S
⋅

= . 

    19.  ∑
∞

= +1 )!1(n n
n  

 
Rezolvare: 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−=
+
−+

=
+

= ∑∑∑
===

n

k

n

k

n

k
n kkk

k
k

kS
111 )!1(

1
!

1
)!1(

1)1(
)!1(

( ) 1lim
!1

11
)!1(

1
!

1...
!3

1
!2

1
!2

1
!1

1
=⇒

+
−=

+
−++−+−=

∞→
n

n
S

nnn
,  

deci seria este convergentă şi suma seriei este 1=S . 
 

20. ∑
∞

= ++

−

1 23 45
5

n nnn
n . 

 
Rezolvare: 
Avem: 

( )( ) 4141
5

45
5
23 +

+
+

+=
++

−
=

++

−
k

C
k

B
k
A

kkk
k

kkk
k ; aducem la 

acelaşi numitor şi după identificare obţinem sistemul: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=++

=++

54
145

0

A
CBA

CBA
, cu soluţia 

4
3

4
5 ,2, −==−= CBA . Prin urmare,   

( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
+

+−=
++

+
= ∑∑

==

n

k

n

k
n kkkkkk

kS
11 23 44

3
1

2
4
5

86
23  

( ) ( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
+

+
+

+−= ∑ ∑∑
= ==

n

k

n

k

n

k kkkkkkkk 1 11 4
1

1
1

4
3

1
11

4
5

44
3

44
3

14
5

4
5  

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
++−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
++++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−++−+−−=

4
1

3
1...

5
1

1
1...

3
1

2
1

4
3

1
11...

3
1

2
1

2
1

1
1

4
5

nnnnn
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
−

+
−+++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−−=

4
1

3
1

2
1

5
1

3
1

2
1

4
3

1
1

1
1

4
5

nnnn
; rezultă că 
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40
19

30
31

4
3

4
5lim −=⋅+−=

∞→
n

n
S , deci seria este convergentă şi are suma 

40
19

−=S . 

 

    21.  ∑
∞

=
+

++ +−

0 2

123

7
2)3(

n n

nn
. 

 
Rezolvare: 

Considerăm seriile 
n

n
∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

0 7
3 şi 

n

n
∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0 7
4 , care sunt serii 

geometrice de raţii )1,1(−∈q , deci convergente şi au sumele: 

( ) 10
7

1
1

7
31 =

−−
=S  şi 

3
7

1
1

7
42 =

−
=S . 

Conform propoziţiei 1 din breviarul teoretic, rezultă că seria  

∑
∞

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−

0 22

3

7
4

7
2

7
3

7
)3(

n

nn
 este convergentă şi are suma  

630
3187

3
7

3
7

10
7

49
27

3
7

49
27

21 =⋅+⋅−=⋅+⋅−= SSS . 

Am obţinut că 
630

3187
7

2)3(

0 2

123
=

+−
∑
∞

=
+

++

n n

nn
. 

    22.  ∑
∞

=

++

1

2

3
425

n n
nn . 

 
Rezolvare: 

Considerăm seriile ∑
∞

=1 3
1

n n , ∑
∞

=1 3n n
n , ∑

∞

=1

2

3n n
n . 
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Seria ∑
∞

=1 3
1

n n  este o serie geometrică de raţie 
3
1

=q , deci este 

convergentă şi are suma 
2
1

3
11

1
3
1

1 =
−

⋅=S . 

Pentru seria ∑
∞

=1 3n n
n  vom scrie şirul sumelor parţiale: 

∑
=

=
n

k kn
kS

1 3
; avem că: 

nn
nS

3
...

3
3

3
2

3
1

321 ++++= ; înmulţim această egalitate cu ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
1 : 

132 33
1...

3
2

3
1

3
1

+
−

−
−−−−=− nnn

nnS ,  apoi adunăm cele două 

relaţii şi va rezulta: 

( )
⇒−

−

−
⋅=−++++=

++ 1
3
1

3
1

1321 31

1

3
1

33
1...

3
1

3
1

3
1

3
2

n

n

nnn
nnS

( )
4
3lim

32
1

4
3

3
1 =⇒

⋅
−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −=⇒

∞→
n

nn
n

n SnS , deci seria ∑
∞

=1 3n n
n  este 

convergentă şi are suma 
4
3

2 =S . 

Pentru seria ∑
∞

=1

2

3n n
n  vom scrie şirul sumelor parţiale: 

∑
=

=
n

k kn
kT

1

2

3
; avem că 

 nn
nT
3

...
3
3

3
2

3
1 2

3

2

2

2

1

2
++++= ; înmulţim această egalitate cu ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3
1 : 
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1

22

3

2

2

2

33
)1(...

3
2

3
1

3
1

+
−

−
−−−−=− nnn

nnT ,  apoi adunăm cele două 

relaţii şi rezultă: 

=−
−−

++
−

+
−

+=
+1

222

3

22

2

22

1

2

33
)1(...

3
23

3
12

3
1

3
2

nnn
nnnT  

=−
−

=−
−−

=
+

=
+

=
∑∑ 1

2

11

2

1

22

33
12

33
)1(

n

n

k kn

n

k k
nknkk

( )
⇒−

−

−
⋅−=−−=

++
==
∑∑ 1

2

3
1

3
1

1

2

11 31

1

3
12

33
1

3
2

n

n

nn

n

k k

n

k k
nSnk  

2
3

2
3

3
1

4
32

2
3lim =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅=⇒

∞→
n

n
T , prin urmare seria ∑

∞

=1

2

3n n
n  este 

convergentă şi suma ei este 
2
3

3 =S . 

Aşadar, conform propoziţiei 1 din breviarul teoretic, seria 

∑
∞

=

++

1

2

3
425

n n
nn  este convergentă şi are suma 

11
2
35

4
32

2
14524 321 =⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅ SSS . 

 

    23.  
( ) 2

1

1
sin

2

)1( πn

n n

n
∑
∞

=

+− . 

 
Rezolvare: 
Seria dată se mai poate scrie: ( ) ( ) ( ) ....753

2
1

2
1

2
1

2
1 +−+− , care 

este o serie geometrică având primul termen 
2

1  şi raţia 2
1− , prin 
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urmare seria este convergentă şi are suma ( ) 3
2

1
1

2
1

2
1 =⋅= −−S . 

 
 
PROBLEME PROPUSE 
 
   Stabiliţi natura următoarelor serii de numere reale şi atunci când 
este posibil determinaţi suma acestora: 

1. ∑
∞

= +++1 3212
1

n nn
   R: Seria este divergentă.  

2. ∑
∞

= −2 2 1

1

n n
     R: Seria este convergentă şi are suma  2

1=S . 

3. ∑
∞

= +
−

1 34
14ln

n n
n    R: Seria este divergentă.  

4. 
n

n
∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

1 6
5  R: Seria este convergentă şi are suma  11

5−=S . 

5.∑
∞

= ++
+

1 )2)(1(
43

n nnn
n  R: Seria este convergentă şi are suma  2

5=S . 

6. ∑
∞

=

−
1

)1(
n

n  R: Seria este divergentă.  

7. ∑
∞

= +1 )!1(n n
n  R: Seria este convergentă şi are suma  1=S . 

8. ( )∑
∞

=

+++−+
1

1223
n

nnn  R: Seria este convergentă şi are suma  

32 −=S .   
9.∑

∞

= +++
+

1 )3)(2)(1(
52

n nnn
n  R: Seria este convergentă şi are suma  12

11=S . 

10.∑
∞

= +++1 31
1

n nn
 R: Seria este divergentă.  
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11.∑
∞

= +−1 )13)(23(
1

n nn
 R: Seria este convergentă şi are suma  3

1=S . 

12.∑
∞

= +1 1
ln

n n
n  R: Seria este divergentă.  

13. [ ]∑
∞

=

−+
1

)3(3
n

nn  R: Seria este divergentă.  

14. 0,,; 
0 1

≠∈∑
∞

=
+

bRba
b
a

n n

n
 R: Seria este convergentă dacă 

( )1,1−∈b
a  şi are suma ab−

1  şi este divergentă în caz contrar.  

15.∑
∞

=
+

++ +−

0
2

123

8
2)3(

n
n

nn

 R: Seria este convergentă şi are suma  

176
43−=S . 

16.∑
∞

= ++1
2 34

1
n nn

 R: Seria este convergentă şi are suma  12
5=S . 

17.∑
∞

= ++−1 )43)(13)(23(
1

n nnn
 R: Seria este convergentă şi 

24
1=S . 

18.∑
∞

= ++
+

1
23 23

24
n nnn

n  R: Seria este convergentă şi are suma  2
5=S . 

 
    Să se studieze natura următoarelor serii: 

19.∑
∞

= +
−

1 23
14

n n
n

             R: Seria este divergentă.  

20. 
n

n n
n∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

1          R: Seria este divergentă.  

21.∑
∞

=1

1sin
n n

n              R: Seria este divergentă.  
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22.∑
∞

= +
−

−
1 53

35)1(
n

n

n
n     R: Seria este divergentă.  

23. ( )
( )

∑
∞

= ++ +−

+−

1 11 32

32

n nn

nn
 R: Seria este divergentă.  

24.
( )∑

∞

= +1 12ln
1

n n
             R: Seria este divergentă.  

25.∑
∞

= +1
2 )2ln(
1

n n
             R: Folosind criteriul 3 de comparaţie, rezultă 

că seria are aceeaşi natură cu seria ∑
∞

=2 ln
1

n n
, deci este divergentă.  

26. ∑
∞

= ⋅1 3!n n

n

n
n                        R: Seria este convergentă.  

27. ∑
∞

= −

+

1 3

2

15

56

n n

n                      R: Seria este divergentă.  

 

28.∑
∞

= ++
−

1
3 34

12
n nn

n                R: Seria este convergentă.  

 

29. ∑
∞

= +−

++++

1 2

5 27

126

213

n nn

nnn     R: Seria este divergentă.  

30. ∑
∞

=1
4

1sin
n n

                       R: Seria este convergentă.             

31. ∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

1

11ln
n n

                 R: Seria este divergentă.  

32.∑
∞

= +1 5
1

n
nn

                        R: Seria este convergentă.  

33.∑
∞

=
+ +1

12 24
1

n
n n

            R: Seria este divergentă.  
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34.∑
∞

= ++1
3 752

1
n nn

               R: Seria este convergentă.  

35.∑
∞

= ++

+

1
4 3

3 2

12

1
n n

n                   R: Seria este divergentă.   

36.∑
∞

= ++++1
24 7132

1
n nn

 R: Seria este convergentă.  

37.∑
∞

=

−
−

1

4
1

3 )3(
n

nn                  R: Seria este divergentă.    

38. 0,1

1
>

+
∑
∞

=n n a
an

     R: Seria este divergentă dacă ( ]1,0∈a  (are 

aceeaşi natură cu seria armonică) şi este convergentă dacă 1>a .    
39. ∑

∞

=1 4
!

n
n

n                                R: Seria este divergentă.    

40. ∑
∞

= −⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅

1 )45(....1161
)34(.....951

n n
n           R: Seria este convergentă.    

41. 1,
)()2)(1(

!
1

−>
+++∑

∞

=

a
naaa

n
n K

 R: Seria este divergentă dacă 

( ]1,1−∈a  şi este convergentă dacă 1>a .    

42.∑
∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

1

3

)2....(6.4.2
)12.....(5.3.1

n n
n                   R: Seria este convergentă.    

43. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

1 5
31

n

n

n
                               R: Seria este convergentă.    

44.
n

n n
n∑

∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

1 23
14                               R: Seria este divergentă.    

45. ( )
n

n

nn∑
∞

=
−

1
)12(                            R: Seria este convergentă.    
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46. ∑
∞

=1 !n

n

n
n

                                    R: Seria este convergentă.    

47.
32

1

2

45
35 −∞

=
∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

n

n n
n                       R: Seria este convergentă.    

48.
n

n n
n∑

∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

1 23
13                               R: Seria este divergentă.    

49. 
n

n

n

n
n∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

−
1 25

35)1(                          R: Seria este divergentă.   

50. ∑
∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅

1

2

)14(...1395
)34(....951

n n
n          R: Seria este convergentă. 

51. 0,
2

!
1

>
⋅∑

∞

=

aa
n

n
n

n
nn

        52. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1

!
n

n

nn
n  

53.∑
∞

=

>⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

1
2

2

0,
32
53

2

n

n
n

aa
nn
nn    54.∑

∞

=

+

1 !
32

n

nn

n
   55.∑

∞

=1

2

)!2(
)!(

n n
n

  

56. ( )∑
∞

=

+−−++
1

22 3232
n

n
nnnn  57. 0,

)!12(2
)!3()!1(

1
>

−⋅
++∑

∞

=

aa
n
nn

n

n
n

 

      Studiaţi convergenţa şi absolut convergenţa seriilor: 
 

58.∑
∞

= +
−

1 12
1)1(

n

n

n
 59.∑

∞

=

−

1
2

)1(
n

n

n
60. ∑

∞

=

−
−

1 22
13)1(

n

n

n
n   

61. ∑
∞

= ⋅
−

1 2
1)1(

n n
n

n
 62. ∑

∞

=

−
−

1
32
13)1(

n

n

n
n    63.∑

∞

= +
−

1 1
1)1(

n

n

n
 

64. ∑
∞

=

−

1

)1(
n

n

n

n
  65.

n

n

n

n
n∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−
1 12

32)1(    66.∑
∞

=

−

1 !
)1(

n

n

n
 67.∑

∞

= −1 )3(
!

n
n

n
  

68. ∑
∞

= −
−

1 ln
1)1(

n

n
nn

   69.∑
∞

=

−−
1

1 1sin)1(
n

n

n
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     Atunci când este posibil, calculaţi suma următoarelor serii: 
 

70.∑
∞

= +1 )1(
1

n nn
                            R:  1        

71.∑
∞

= +++1 )3)(2)(1(
1

n nnnn
        R: 18

1 ; 

72.∑
∞

= ++−1 )32)(12)(12(
1

n nnn
         R: 12

1   

73.∑
∞

= +1
4 14
4

n n
n                             R:1 

74. ∑
∞

= ++0 2 65
1

n nn
                     R: 2

1 ; 

75. ∑
∞

= ++

−

1 23 34
15

n nnn
n                     R: 9

17 ; 

76.∑
∞

= +++1 1)1(
1

n nnnn
             R:1; 

77. ∑
∞

=
+

++ −−

1 2

13

5
3)1(4

n n

nnn
              R: 200

2057 ; 

78. Rcba
n

cbnan

n
∈

++
∑
∞

=
,,;

!0

2
 R: ( )cbae ++2 ; 

 79.∑
∞

= +
−+

1

2

)!2(
1

n n
nn                         R: 2

1 ;  

80.∑
∞

= ++++
+
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7.2.  SERII DE PUTERI 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 

Fie seria de puteri n

n
n xa∑

∞

=1
, Se numeşte mulţime de convergenţă a 

seriei de puteri mulţimea formată din punctele în care seria este 

convergentă: =C { n

n
n xaRx ∑

∞

=
∈

1
 convergentă}. 

Teorema 1 (Teorema lui Abel).  Pentru orice serie de puteri 
n

n
n xa∑

∞

=1
 există R ,  ∞≤≤ R0 , astfel încât: 

)1    seria este absolut convergentă pe intervalul ( )RR,− ; 
)2   seria este divergentă pe mulţimea ( ) ( )∞∪−∞− ,, RR ; 
)3    pentru orice ( )Rr ,0∈ , seria este uniform convergentă pe 

intervalul [ ]rr,− . 
Observaţie. R  se numeşte rază de convergenţă. 
 

Teorema 2 (Cauchy-Hadamard).  Fie n

n
n xa∑

∞

=1
o  serie de puteri 

şi R   raza de convergenţă. Dacă notăm n n
n

a
∞→

= limω , atunci 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∞=
=∞

≠

=
ω
ω

ω
ω

,0
0,

0,1

R . 

Observaţie. Se poate calcula ω  şi după formula: 
n

n
n a

a 1lim +

∞→
=ω . 
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Teorema 3.  Fie seria de puteri n

n
n xa∑

∞

=1
şi ( )xS  suma acesteia. 

Atunci:   
              )a  seria derivatelor are aceeaşi rază de convergenţă R ca şi 
seria dată; 
              )b  funcţia S  este derivabilă pe intervalul de convergenţă 
şi derivata acesteia ( )xS '  este egală cu suma seriei derivatelor. 
               

Teorema 4.  Fie seria de puteri n

n
n xa∑

∞

=1
şi ( )xS  suma acesteia. 

Atunci: 
            )a  funcţia ( )xS  admite primitive şi este integrabilă pe orice 
interval ),(],[ RRba −⊂ ; 

)b  seria primitivelor are aceeaşi rază de convergenţă R  ca  
şi seria dată; 
            )c  abstracţie făcând de o constantă, pentru ),( RRx −∈  
avem: 

   ∑∫ ∫∫ ∑
∞

=

∞

=
==

11
)(

n

n
n

n

n
n dxxSdxxadxxa  şi în particular, pentru 

),(],[ RRba −⊂  are loc relaţia: 

∫∑ ∫∫ ∑
∞

=

∞

=
==

b

an

b

a

n
n

b

a n

n
n dxxSdxxadxxa )(

11
. 

 
 
 
 PROBLEME  REZOLVATE 
 
    1.   Să se studieze convergenţa seriei de puteri: 
    ( ) Rxx

nn

n
n

n ∈⋅
⋅

−∑
∞

=
,

5
11

1
. 
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Rezolvare: 
• Calculăm raza de convergenţă. Fie ( )

n
n

n
n

a
5
11
⋅

−= . Avem că: 

( )

( ) 5
1

)1(5
lim

5
11

5)1(
11

limlim
1

1

1 =
+

=

⋅
−

⋅+
−

==
∞→

+
+

∞→

+

∞→ n
n

n

n
a

a
n

n
n

n
n

nn

n
n

ω , deci 

51
==

ω
R . 

• Conform teoremei lui Abel, rezultă că: 
1) seria este absolut convergentă pe intervalul ( )5,5− ; 
2) seria este divergentă pe mulţimea ( ) ( )∞∪−∞− ,55, ; 
3) pentru orice ( )5,0∈r , seria este uniform convergentă pe  
intervalul [ ]rr,− . 
• Studiem natura seriei pentru  5±=R :  
    Pentru  5=R , seria de puteri devine: ( ) n

nn

n

n
5

5
11

1
⋅

⋅
−∑

∞

=

, adică 

( )
nn

n 11
1

∑
∞

=
− ; şirul 

n
un

1
=  este descrescător şi are limita zero; rezultă, 

conform criteriului lui Leibniz, că seria ( )
nn

n 11
1

∑
∞

=
−  este convergentă. 

    Pentru  5−=R , seria de puteri devine: ( ) n
nn

n

n
)5(

5
11

1
−⋅

⋅
−∑

∞

=

, adică  

∑
∞

=1

1

n n
, care este divergentă (seria armonică). 

În concluzie, seria este convergentă pe mulţimea ( ]5,5− . 
 
    2.   Să se determine mulţimea de convergenţă a seriei de puteri: 

( ) Rxx
n
n

n

n
n

∈−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

∑
∞

=
,3

56
12

1
. 
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Rezolvare: 
• Notăm 3−= xy . Vom determina mai întâi mulţimea de 

 convergenţă a seriei ∑
∞

=
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1 56
12

n

n
n

y
n
n . 

• Calculăm raza de convergenţă. Fie 
n

n n
na ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

=
56
12 . Avem:  

3
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12limlim =⎟
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⎜
⎝
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n
n

n
n n

n n
naω , deci 31

==
ω

R . 

• Conform teoremei lui Abel, avem: 
)1  seria este absolut convergentă pe intervalul ( )3,3− ; 
)2  seria este divergentă pe mulţimea ( ) ( )∞∪−∞− ,33, ; 
)3  pentru orice ( )3,0∈r , seria este uniform convergentă pe 

intervalul [ ]rr,− . 
• Studiem natura seriei pentru  3±=y : 

    Pentru  3=y , seria de puteri devine: ∑
∞

=
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1
3

56
12

n

n
n

n
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∑
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⎟
⎠
⎞

⎜
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⎛

−
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1 56
36

n

n

n
n . Notăm 

n

n n
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
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=
56
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0
56

81limlim 3
4

56
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+= −∞→

∞→∞→
ee

n
u n

n

n

n

n
n

n
, deci, conform 

criteriului suficient de divergenţă, seria este divergentă.   

    Pentru  3−=y , seria de puteri devine: ∑
∞

=
−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
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1
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⎛
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⎜
⎝
⎛

−
+

−=
56
361  ; avem că şirul 

( ) 1≥nnu  este divergent (nu există n
n

u
∞→

lim ), deci seria este divergentă. 
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În concluzie, seria de puteri este convergentă pentru ( )⇔−∈ 3,3y  
6033333 <<⇔<−<−⇔<<−⇔ xxy . Prin urmare, 

mulţimea de convergenţă a seriei ( )∑
∞

=
−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

1
3

56
12

n

n
n

x
n
n  este ( )6,0 . 

 
    3.   Să se determine mulţimea de convergenţă a seriei de puteri           

( )∑
∞

=
+⋅

−+

1
2)4(3

n

n
nn

x
n

 

 
Rezolvare: 
• Notăm 2+= xy . Vom determina mai întâi mulţimea de 

 convergenţă a seriei. ∑
∞

=

−+

1

)4(3

n

n
nn

y
n

 

• Calculăm raza de convergenţă. Fie 1,)4(3
≥

−+
= n

n
a

nn
n .  

=
−+

−+
⋅

+
=

−+

+
−+

==
++

∞→

++

∞→

+

∞→ nn

nn

nnn

nn

nn

n
n n

n

n

n

a
a

)4(3
)4(3

)1(
lim

)4(3

1
)4(3

limlim
11

11

1ω

( )
( ) 4

14
1)4(

1)4(

)1(
lim

4
3

1
4
31

=⇒=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−

⋅
+

=

++

∞→
R

n
n

nn

nn

n

 

   Conform teoremei lui Abel, rezultă că: 
1)  seria este absolut convergentă pentru ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

4
1,

4
1y ; 

2) seria este divergentă pentru ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−∈ ,

4
1

4
1,y ; 
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3)   pentru orice ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

4
1,0r , seria este uniform convergentă pe 

intervalul [ ]rr,− . 

• Studiem natura seriei pentru  
4
1

±=y : 

      Pentru  
4
1

=y , seria de puteri devine: ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+

1 4
1)4(3

n

nnn

n
, adică   

( )∑
∞

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

1

11
4
31

n

n
n

nn
. Avem că seria ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

1 4
31

n

n

n
este convergentă  

(folosind criteriul raportului) şi seria ( )∑
∞

=
⋅−

1

11
n

n
n

 este convergentă 

(folosind criteriul lui Leibniz), prin urmare seria este convergentă. 

       Pentru  
4
1−=y , seria de puteri devine: ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−+

1 4
1)4(3

n

nnn

n
, 

adică  ( )∑
∞

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−

1

1
4
311

n

n
n

nn
. Notăm ( ) *,

4
311 Nn

n
b

n
n

n ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−=  

*,1 Nn
n

cn ∈=  şi ( ) *,1
4
311 Nn

nn
d

n
n

n ∈+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−= . Avem că seria 

∑
∞

=1n
nb este convergentă (folosind criteriul lui Leibniz). Dacă 

presupunem că seria ∑
∞

=1n
nd  este convergentă, deoarece 

( ) *, Nnbdc nnn ∈∀−= , rezultă că şi seria ∑
∞

=1n
nc  este convergentă,  

contradicţie. Prin urmare seria ∑
∞

=1n
nd este divergentă. 

248



În concluzie, seria ∑
∞

=
⋅

−+

1

)4(3

n

n
nn

y
n

este convergentă pentru 

4
7

4
9

4
12

4
1

4
1

4
1

4
1,

4
1

−≤<−⇔≤+<−⇔≤<−⇔⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛−∈ xxyy . 

Am obţinut că mulţimea de convergenţă a seriei  

( )∑
∞

=
+⋅

−+

1
2)4(3

n

n
nn

x
n

 este ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛ −−

4
7,

4
9 . 

 
    4.   Să se determine mulţimea de convergenţă a seriei de puteri           

( )( )∑
∞

= +−0 41n nn

nx . 

Rezolvare: 

• Calculăm raza de convergenţă. Fie 
( )( )

0,
41

1
≥

+−
= na nn

n .  

( )( ) ( ) 41

1lim
41

1limlim
+−

=
+−

==
∞→∞→∞→ nn

n nnn
n n

n
aω ; fie 

( )
0,

41

1
≥

+−
= nb

nn . deoarece 
5
1

2lim =
∞→

n
n

b  şi 
3
1

12lim =+
∞→

n
n

b , 

rezultă că 
( )

{ }
3
1

3
1

5
1 ,max

41
1lim ==
+−

=
∞→ nn

ω , deci 31
==

ω
R . 

• Conform teoremei lui Abel, avem: 
)1  seria este absolut convergentă pentru  ( )3,3−∈x ; 
)2  seria este divergentă pentru ( ) ( )∞∪−∞−∈ ,33,x . 

• Studiem natura seriei pentru  3±=x : 
    Pentru  3=x , seria de puteri devine: 

( )( )∑
∞

= +−0 41

3

n nn

n
;  

fie 
( )( ) 0,

41

3
≥

+−
= nb

nn

n
n ; avem că 0,112 ≥∀=+ nb n , deci  
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0lim1lim 12 ≠⇒=
∞→

+
∞→

n
n

n
n

bb  şi conform criteriului suficient de 

divergenţă rezultă că seria este divergentă.  

Pentru  3−=x , seria de puteri devine: ( )
( )( )∑

∞

= +−

−

0 41

3

n nn

n
;  

fie ( )
( )( ) 0,

41

3
≥

+−

−
= nc

nn

n
n ; avem că 0,112 ≥∀−=+ nc n , deci 

0lim1lim 12 ≠⇒−=
∞→

+
∞→

n
n

n
n

cc  şi conform criteriului suficient de 

divergenţă rezultă că seria este divergentă.  
Prin urmare, mulţimea de convergenţă a seriei de puteri este ( )3,3− . 
 
Să se determine mulţimea de convergenţă şi suma următoarelor 
serii de puteri: 
 

    5.   ∑
∞

=1n

nnx  

 
Rezolvare: 

Considerăm seria de puteri ∑
∞

=1n

nx . 

• Raza de convergenţă a acestei serii este 1lim
1
==

+∞→ n

n
n a

a
R . 

• Pentru ( )1,1−∈x , seria ∑
∞

=1n

nx  este convergentă şi are suma  

x
x

x
xxxxS

n

n
−

=
−

⋅=⋅= ∑
∞

= 11
1)(

0
 (am folosit seria geometrică). Prin 

urmare, putem scrie că )1,1(,
11

−∈∀
−

=∑
∞

=
x

x
xx

n

n . 
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Aplicând teorema 3, rezultă că ( ) )1,1(,
1

'

1

'
−∈∀⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=∑

∞

=
x

x
xx

n

n ,  

relaţie echivalentă cu:  
( )

( )1,1,
1

1
21

1 −∈∀
−

=∑
∞

=

− x
x

nx
n

n . 

Înmulţind cu x relaţia precedentă, obţinem: 

( )1,1,
)1( 21

−∈∀
−

=∑
∞

=
x

x
xnx

n

n . 

  

6.   ∑
∞

=
+

1
)1(

n

nxnn  

 
Rezolvare: 
Considerăm seria de puteri ∑

∞

=

+

1

1

n

nx , care are raza de convergenţă 

1=R . Avem că ( )1,1,
1

2

0

2

1

1 −∈∀
−

=⋅= ∑∑
∞

=

∞

=

+ x
x

xxxx
n

n

n

n .  

Aplicând teorema 3, rezultă că ( ) ( )1,1,
1

'2

1

'1 −∈∀⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=∑

∞

=

+ x
x

xx
n

n , 

relaţie echivalentă cu: ( )1,1,
)1(

2)1( 2

2

1
−∈∀

−

−
=+∑

∞

=
x

x
xxxn

n

n . 

Aplicând din nou teorema 3, rezultă că 

( ) ( )1,1,
)1(

2)1(
'

2

2

1

'
−∈∀⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−
=+∑

∞

=
x

x
xxxn

n

n , de unde obţinem: 

( )1,1,
)1(

2)1( 31

1 −∈∀
−

=+∑
∞

=

− x
x

nxn
n

n . 

Înmulţind cu x relaţia precedentă, obţinem: 

)1,1(,
)1(

2)1( 31
−∈∀

−
=+∑

∞

=
x

x
xnxn

n

n . 

251



    7.   ∑
∞

=1

2

n

nxn  

 
Rezolvare: 
Pentru ( )1,1−∈x  avem: 

∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=
−+=−+=

11

2

1

2

1

2 )()(
n

n

n

n

n

n

n

n nxxnnxnnnxn  şi folosind 

rezultatele obţinute la problemele 5 şi 6, obţinem: 

( )1,1,
)1()1(

2
231

2 −∈∀
−

−
−

=∑
∞

=
x

x
x

x
xxn

n

n , sau 

( )1,1,
)1( 3

2

1

2 −∈∀
−

+
=∑

∞

=
x

x
xxxn

n

n . 

 

    8.   ∑
∞

=1n

n

n
x  

 
Rezolvare: 

Considerăm seria de puteri ∑
∞

=

−

1

1

n

nx , având raza de convergenţă 

1=R  şi suma 
x

xS
−

=
1

1)( . Prin urmare, putem scrie că 

( )1,1,
1

1

1

1 −∈∀
−

=∑
∞

=

− x
x

x
n

n . Aplicând teorema 4, rezultă că 

∑ ∫ ∫ ∑
∞

=

∞

=

−− +=
1 1

11

n n

nn Cdxxdxx , pentru ( )1,1−∈x , adică  

( )1,1,)1ln(
1

1

1
−∈∀+−−=+

−
=∑ ∫

∞

=
xCxCdx

xn
x

n

n
. 

Pentru 0=x  obţinem 0=C , deci ( )1,1),1ln(
1

−∈∀−−=∑
∞

=
xx

n
x

n

n
. 

252



PROBLEME PROPUSE 
 
 
Să se studieze convergenţa seriei de puteri : 
    1.   ( )

( )
Rxx

nn

n
n

n ∈⋅
⋅−

−∑
∞

=

+ ,
312

11
1

1 . 

R: serie convergentă pentru ( ]3,3−∈x  şi divergentă în rest. 
 
Să se determine mulţimea de convergenţă a următoarelor serii de puteri                     

    2.   ( ) Rxx
n
n

n

n
n

∈−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

∑
∞

=
,2

15
23

1
      R: ( )

3
11

3
1 ,=C  

    3.   ∑
∞

= ⋅1 22n n

n

n
x                               R: [ ]2,2−=C  

    4.   ∑
∞

=

−
1

)1(
n

n

n
n

n
x

                            R: RC =  

    5.   
( )

∑
∞

= ⋅−1 315
1

n

n
n x

n
                R: [ )3,3−=C  

    6.   ∑
∞

=
⋅

1
!

n

nxn                                  R: { }0=C  

    7.   ∑
∞

=1n

n

n
x                                      R: [ )1,1−=C  

    8.   ∑
∞

= +

−

0 5)1(
12

n nxn
n                          R: ( ] [ )∞∪−∞−= ,11,C  

    9.   ∑
∞

=1 !n

n
n

x
n
n                                  R: [ )

eeC 11 ,−=         

    10.  ∑
∞

=
−−

1
])4(1[

n

nn x                       R: ( )4
1

4
1 ,−=C  
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    11.  ∑
∞

=
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

2

11
n

n
n

x
n

                    R: ( )
eeC 11 ,−=  

    12.  ∑
∞

=

+

+
−

1

13

1
)2(

n

n
n

n
x                        R: ⎥⎦

⎤⎜
⎝
⎛−= 3

2
13

2
1 ,C   

    13.  ∑
∞

=

+

0

53

!n

n

n
x                                R: RC =  

    14. ( )
( )( )∑

∞

= +−

−

0 31

21

n nn

nx                        R: ( )
2
3

2
1 ,−=C  

    15. ( )( ) ( )∑
∞

=
++−

0
151

n

nnn x  

16. ∑
∞

= +1 32n nn

nx   

17. ∑
∞

=
⋅

1 2)!(n

n
n

x
n
n  

18. ( ) 0,
!

ln

1
>⋅∑

∞

=
ax

n
a

n

n
n

 

19. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
0 1

1)13(
n

n

x
xn  

20. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

0 25
12

25
13

n

nn

x
x

n
n  

21. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

++

+
−

1 2

2

3
14

1

1)1(
n

n
n

x
x

nn

n   

22. ∑
∞

=
−⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++

++

0
2

2
)1(

22
22

n

n
n

x
nn
nn  

23. n
n

n
x2

0 3
2

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  
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24. ∑
∞

=0

3

)!3(n

n

n
x

 

25. ∑
∞

= −⋅1 )5(3
1

n nn xn
  

26. ∑
∞

=
⋅

⋅1 2

!

n

n
nn

x
n

n   

27. 0,)1(
1

>⋅+∑
∞

=
αα

n

n
n

n
x  

28. ∑
∞

=

+

+0

2

1n

n

n
x   

29. ∑
∞

=
⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++

++

0 2

2

23
22

n

n
n

x
nn
nn   

30. ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
⋅

1 1
1

n

n

x
x

n
 

31. ( )∑
∞

=
−⋅

+
⋅+

0
2

)!2(!
3)!12(

n

n
n

x
nn

n  

32. ( )∑
∞

=
−⋅

+
−+

0
3

1
)1(2

n

n
nn

x
n

 

33.  ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
++

+

0 2

2

2
13)1(

13
1

n

n
n

x
x

nn
n  

34. ( )∑
∞

=
−⋅

0

2
1

)!2(
)!(

n

nx
n

n  

35. ( )∑
∞

=
−⋅

+0
3

!)!12(
!)!2(

n

nx
n

n  

36. ( ) 0;2
!

)1).....(1(

0
>+⋅

+−−
∑
∞

=
ax

n
naaa

n

n   
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37. ( )∑
∞

=

+

+⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

1

3
1n

n
n

n
n

x

n
n

n   

38.  
n

n

n

x

x
n ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−−
∑
∞

= 2

2

1 1

1
ln

)1(  

39.  ∑
∞

=

−

1

)1(

n

nn

n
x  

 
 
Să se determine mulţimea de convergenţă şi suma următoarelor 
serii de puteri: 

40. ∑
∞

=

+

1

1

n

nnx                         R: ( )1,1−=C ; ( )
( )2

2

1 x
xxS
−

= . 

41. ∑
∞

=

−+
1

1)1(
n

nxnn                 R: ( )1,1−=C ; ( )
( )31

2
x

xS
−

= . 

42. ∑
∞

=

+

1

12

n

nxn                        R: ( )1,1−=C ; ( ) ( )
( )3
2

1
1

x
xxxS
−

+
= . 

43. ( )∑
∞

=
++

1
2)1(

n

nxnnn          R: ( )1,1−=C ; ( )
( )41

6
x
xxS

−
= . 

44. ∑
∞

=1

3

n

nxn                          R: ( )1,1−=C ; ( ) ( )
( )4
2

1
14

x
xxxxS

−

++
= . 

 

45. ∑
∞

=
+++

0
)3)(2)(1(

n

nxnnn   R: ( )1,1−=C ; ( )
( )41

6
x

xS
−

= .  
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46. ∑
∞

= +0 1n

n

n
x    R: ( )1,1−=C ; ( ) ( ) ( ) { }

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−∈−−
=

0,0

0\1,1,1ln1

x

xx
xxS . 

47. ∑
∞

=1

2

2n

n

n
x                              R: ( )1,1−=C ; ( ) ( )21ln

2
1 xxS −−= . 

48. ∑
∞

=
+

0
)1(

n

nx                         R: ( )0,2−=C ; ( )
x

xS 1
−= . 

49. ∑
∞

=
+

1
)1(

n

nxn                     R: ( )0,2−=C ; ( )
2
1

x
xxS +

= . 

50. ∑
∞

=
+

0

2 )1(
n

nxn                  R: ( )0,2−=C ; ( ) ( )( )
3

21
x

xxxS ++−
= . 

51. ∑
∞

=
+−

0

2)1()1(
n

nn xn           R: ( )1,1−=C ; ( )
( )31
1
+

−
=

x
xxS . 

52. 0,;
0

≠∑
∞

=
bax

b
a n

n n

n
            R: ( )

a
b

a
bC ,−= ; ( )

axb
bxS
−

= . 

53. 0,;
0

≠∑
∞

=
bax

b
na n

n n

n
          R: ( )

a
b

a
bC ,−= ; ( )

( )2axb
abxxS
−

= . 
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7.3.  DEZVOLTĂRI ÎN SERIE 
 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 
 
 Fie IaRIf ∈→ ,:  astfel încât f  indefinit derivabilă în punctul 
a . Se numeşte polinom Taylor de ordin n asociat funcţiei f  în 
punctul a , polinomul:  

     kn

k

k
n ax

k
afaxT )(

!
)(),(

0

)(
−⋅= ∑

=
. 

 

Se numeşte rest Taylor de ordin n al funcţiei f  în punctul a , 
funcţia: 
     ),()(),(,:),( axTxfaxRRIaR nnn −=→⋅ . 
 

Formula lui Taylor: IxaxRaxTxf nn ∈∀+= ),,(),()( . 
 

 Se numeşte serie Taylor asociată funcţiei f  în punctul a , seria: 

     n

n

n
ax

n
af )(

!
)(

0

)(
−⋅∑

∞

=
. 

Fie A  mulţimea de convergenţă a acestei serii. 
 

Formula de dezvoltare a funcţiei f  în serie Taylor în punctul a  

este:  n

n

n
ax

n
afxf )(

!
)()(

0

)(
−⋅= ∑

∞

=
, pentru IAx ∩∈  cu 

proprietatea că 0),(lim =
∞→

axRn
n

. 
 

Pentru 0=a , obţinem seria Mac-Laurin asociată funcţiei f : 
n

n

n

x
n

f
⋅∑

∞

=0

)(

!
)0( . 
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Forme ale restului Taylor de ordinul n al funcţiei f  în punctul a : 
• restul  Taylor sub formă Lagrange: 

1
)1(

)(
)!1(

)(),( +
+

−⋅
+

= n
n

n ax
n

cfaxR , cu c  între a şi x ; 

• restul Taylor sub formă Cauchy: 

)()(
!

)(),(
)1(

axcx
n

cfaxR n
n

n −−⋅=
+

 ,cu c  între a şi x . 

 
 
PROBLEME REZOLVATE 
 

    1.   Se consideră funcţia { }
23

1)(,\: 3
2

+
=→−

x
xfRRf . 

)a   Să se scrie seria Taylor asociată funcţiei în punctul 1=a . 
)b   Să se calculeze mulţimea de convergenţă a acestei serii. 

      )c   Să se determine restul Taylor de ordin n  al funcţiei f  în 
punctul 1=a . 
             
 Rezolvare: 
    )a   Seria Taylor asociată funcţiei f  în punctul 1=a  este:     

n

n

n

x
n

f )1(
!

)1(
0

)(

−⋅∑
∞

=

. 

Funcţia f este indefinit derivabilă pe { }3
2\ −R  şi avem: 

1)23()( −+= xxf  
2)23)(1(3)(' −+−= xxf  

32 )23)(2)(1(3)('' −+−−= xxf  
..................................................... 

1
)1()(

)23(
!3)1()23)()....(2)(1(3)( +

+−

+
−

=+−−−= n

nn
nnn

x
nxnxf , deci 

Nnnf
n

nn
n ∈∀

−
=

+
,

5
!3)1()1(

1
)( . Prin urmare, seria Taylor asociată  
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funcţiei f  în punctul 1=a  este: n

n n

n
x )1(

5
)3(

0 1
−⋅

−
∑
∞

=
+

. 

    )b  Notăm yx =−1 . Avem că:  
( )

( ) 5
3

5
3

5
3

limlim

1

2

1

1 =
−

⋅

−

==

+

+

+

∞→

+

∞→

n

n

n

n

nn

n
n a

a
ω ,  deci 

3
5

=yR . 

Pentru 3
5=y  obţinem seria ( )

5
1

0
1 ⋅−∑

∞

=n

n , care este divergentă, 

deoarece termenul ei general nu are limita zero; pentru 3
5−=y  

obţinem seria ∑
∞

=0 5
1

n
, care este divergentă; prin urmare seria 

obţinută este convergentă pentru ( )
3
5

3
5 ,−∈y , adică ( )

3
8

3
2 ,−∈x . 

Rezultă că mulţimea de convergenţă este ( )
3
8

3
2 ,−=A . 

       )c   Folosim expresia restului Taylor sub formă Lagrange: 

1
)1(

)1(
)!1(

)()1,( +
+

−⋅
+

= n
n

n x
n

cfxR , cu c  între 1şi x . Obţinem: 

( )
( )

1
1

)1(
23

3)1,( +
+

−⋅
+

−
= n

n

n
n x

c
xR ,  cu c  între 1 şi x . 

 
    2.   )a  Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţia 

xexfRRf =→ )(,: .  
)b  Să se calculeze valoarea lui e  cu trei zecimale exacte. 
)c  Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţia 

3

)(,: xexfRRg =→ . 

)d  Să se calculeze sumele seriilor: ∑
∞

=0 !
1

n n
 şi ∑

∞

=

++

0

2

!n n
cbnan . 
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Rezolvare: 

    )a  Seria Mac-Laurin asociată funcţiei f  este: n

n

n

x
n

f
⋅∑

∞

=0

)(

!
)0( . 

Funcţia f este indefinit derivabilă pe R şi ⇒∈∀= Nnexf xn ,)()(  
Nnf n ∈∀=⇒ ,1)0()( . Am obţinut că: 

seria Mac-Laurin asociată funcţiei f  este : n

n
x

n
⋅∑

∞

=0 !
1 . 

    Determinăm mulţimea pe care este valabilă dezvoltarea funcţiei 
f  în serie Mac-Laurin 
• Calculăm mulţimea de convergenţă A  a acestei serii. 

∞=⇒=
+

=
+

==
∞→∞→

+

∞→
R

n
n

n
a

a
nnn

n
n

0
)1(

1lim

!
1

)!1(
1

limlim 1ω , deci seria este 

convergentă pentru ( )∞∞−∈ ,x . Rezultă că RA = . 
• Determinăm mulţimea valorilor lui x  pentru care  

0)0,(lim =
∞→

xRn
n

. 

• Folosim expresia restului Taylor sub formă Lagrange: 

1
)1(

)!1(
)()0,( +

+
⋅

+
= n

n
n x

n
cfxR , cu c  între 0  şi x ; 

c
n
xc

n
n ee

n
xxR

n

⋅=⋅
+

=
+

+ +

)!1(

1 1

)!1(
)0,(  , cu c  între 0  şi x ; 

rezultă că RxxRn
n

∈∀=
∞→

,0)0,(lim , deci  Rx
n
xe

n

n
x ∈∀= ∑

∞

=
,

!0
. 

    )b  Scriem relaţia precedentă pentru 
2
1−=x  şi obţinem: 

( )
∑
∞

=

− −
=

0

2
1

!
2
1

n

n

n
e . 
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Folosim definiţia restului Taylor de ordin n : 
)0,()()0,( xTxfxR nn −= . 

Pentru 2
1−=x  avem că ( ) ( ) ( )0,0, 2

1
2
1

2
1 −=−−− nn RTf ⇔  

⇔
( ) ( )

)0,(,
)!1(! 2

1
1

2
1

0

2
1

2
1

−∈⋅
+

−
=

−
−

+

=

− ∑ ce
nk

e c
n

n

k

k

.    (1) 

Intenţionăm să găsim o valoare n  pentru care 

( )
001,0

!0

2
1

2
1

<
−

− ∑
=

− n

k

k

k
e . În aceste condiţii, numerele 2

1−= eA  şi 

( )
∑
=

−
=

n

k

k

n k
T

0

2
1

!
 au primele trei zecimale comune. 

Conform relaţiei (1), deducem că este suficient să găsim o valoare 

n  pentru care 
( ) ( )0,,001,0

)!1( 2
1

1
2
1

−∈<⋅
+

−
+

ce
n

c
n

. Deoarece 

pentru ( )0,2
1−∈c  avem că 10 =< eec , rezultă că este suficient să 

găsim o valoare n  pentru care 
31

1
2
1

10
1

)!1(2
1001,0

)!1(
<

+
⇔<

+

−

+

+

nn n

n

, 

relaţie adevărată pentru 4≥n . 
Pentru 4=n  obţinem 001,04 <−TA  , deci 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
606,0

!4!3!2!1!0
0,

4
2
13

2
12

2
11

2
10

2
1

2
1

4 ≈
−

+
−

+
−

+
−

+
−

=−≈ TA . 

Rezultă că  606,02
1

≈−e . 
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    )c   Înlocuind x  cu 3x  în formula găsită la punctul )a , obţinem: 

Rx
n

xe
n

n
x ∈∀= ∑

∞

=
,

!0

33

. 

    )d  Folosim rezultatul de la punctul )a : Rx
n
xe

n

n
x ∈∀= ∑

∞

=
,

!0
. 

• Pentru 1=x   obţinem că suma seriei ∑
∞

=0 !
1

n n
 este : e

nn
=∑

∞

=0 !
1 . 

• Considerăm seriile: ∑
∞

=0 !n n
n  şi ∑

∞

=0

2

!n n
n . 

Avem că: e
mnn

n
n
n

mnnn
==

−
== ∑∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

∞

= 0110 !
1

)!1(
1

!!
 

+
−
−

=
−
+−

=
−

== ∑∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

= 1111

2

0

2

)!1(
)1(

)!1(
1)1(

)!1(!! nnnnn n
n

n
n

n
n

n
n

n
n  

=
−

+
−

=
−

+
−
−

=
−

+ ∑∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

= 12121 )!1(
1

)!2(
1

)!1(
1

)!1(
)1(

)!1(
1

nnnnn nnnn
n

n

e
mm mm

2
!

1
!

1

00
=+= ∑∑

∞

=

∞

=
. 

 
Conform propoziţiei 1 din breviarul teoretic de la serii numerice, 

rezultă că seria ∑
∞

=

++

0

2

!n n
cbnan  este convergentă şi are suma 

)2(2 cbaeecebeaS ++=⋅+⋅+⋅= . 
 
 
    3.   Să se determine seria Taylor în punctul 2−=a  asociată  
funcţiei: ( ) ( )xxfRf 23ln)(,,: 2

3 −=→∞− . 
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Rezolvare: 
Seria Taylor asociată funcţiei f  în punctul 2−=a  este: 

n

n

n

x
n

f )2(
!

)2(
0

)(

+⋅
−∑

∞

=

. 

Funcţia f este indefinit derivabilă pe ( )
2
3,∞−  şi avem: 

1)32(2
23
2)(' −−=

−
−

= x
x

xf  

22 )32)(1(2)('' −−−= xxf

*1)(

33

,)32()!1()1(2)(

...............................................................
)32)(2)(1(2)('''

Nnxnxf

xxf

nnnn ∈∀−−−=

−−−=

−−

−

*1)( ,)!1(
7
2)7()!1()1(2)2( Nnnnf

n
nnnn ∈∀−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−−−=− −− ;

7ln)2()0( =−f . 
 
 Am obţinut că seria Taylor asociată funcţiei f  în punctul 2−=a  

este: n

n

n
x

n
)2(

7
217ln

1
+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+ ∑

∞

=
. 

 
 

4. )a  Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţia  
)1ln()(,),1(: xxfRf +=→∞−  şi să se precizeze mulţimea pe 

care este valabilă dezvoltarea găsită. 

   )b  Să se demonstreze că 2ln)1(

1

1
=

−
∑
∞

=

+

n

n

n
. 
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Rezolvare: 
    )a  Seria Mac-Laurin asociată funcţiei f  este de forma: 

n

n

n

x
n

f
⋅∑

∞

=0

)(

!
)0( . Avem: xxf

+
= 1

1' )( ; 

2)1(
1'' )(
x

xf
+

−= 3)1(
!2''' )(
x

xf
+

= ……. nx
nnn xf

)1(
1)1(1)( )1()(

+
−−−= . 

Prin inducţie se arată că *1)( ,)!1()1()0( Nnnf nn ∈∀−−= + . 

Pentru 0=n , avem ( ) 00)0()0( == ff .  

Seria Mac-Laurin asociată funcţiei f  este deci: n

n

n
x

n
⋅

−
∑
∞

=

+

1

1)1( . 

Determinăm mulţimea pe care este valabilă dezvoltarea funcţiei f  
în serie Mac-Laurin. 
• Calculăm mulţimea de convergenţă A  a acestei serii. 

11
)1(

lim
)1(

1
)1(

limlim
1

2

1 =⇒=
+

=
−

+
−

==
∞→+

+

∞→

+

∞→
R

n
n

n

n

a
a

nn

n

nn

n
n

ω , deci 

seria este convergentă pentru ( )1,1−∈x .De asemenea, pentru 1=x  
obţinem o serie alternată convergentă, în baza criteriului lui 
Leibniz. Rezultă că ]1,1(−=A . 
•  Determinăm mulţimea valorilor lui x ]1,1(−∈  pentru care  

0)0,(lim =
∞→

xRn
n

. 

•  Pentru ]1,0(∈x  folosim expresia restului Taylor sub formă  

Lagrange: : 1
)1(

)!1(
)()0,( +

+
⋅

+
= n

n
n x

n
cfxR , cu c  între 0  şi x ; 
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1
1

)1(
)1(

)!1(
)0,(

1

)1(
!2

1
1 +

⋅
+

=−
+

=
+

+
+

+

+ nc
x

n
xxR

n

c
nn

n
n n  ,  

cu c  între 0  şi x , adică 10 <<< xc ⇒ 1
1

0 <
+

<
c

x . 

Rezultă că ]1,0(,0)0,(lim ∈∀=
∞→

xxRn
n

. 

• Pentru ]0,1(−∈x  folosim expresia restului Taylor sub formă  

Cauchy: xcx
n

cfxR n
n

n )(
!

)()0,(
)1(

−⋅=
+

, cu c  între 0  şi x ; 

c
x

c
cx

n
cxxxR

n

c
nn

n
n n +

⋅
+
−

=−
−

= ++
+

11
)1(

!
)()0,( 1)1(

!2 , 

cu c  între 0  şi x , adică 01 <<<− cx ⇒ 0
1

1 <
+
−

<−
c
cx . 

Rezultă că ]0,1(,0)0,(lim −∈∀=
∞→

xxRn
n

.  

Prin urmare, ]1,1(,0)0,(lim −∈∀=
∞→

xxRn
n

. 

Obţinem că: ( ) n

n

n
x

n
x ⋅

−
=+ ∑

∞

=

+

1

1)1(1ln , ]1,1(−∈∀x . 

    )b  Pentru 1=x  obţinem: =2ln ∑
∞

=

+−

1

1)1(

n

n

n
 

 
    5.   )a  Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţia 

xxfRRf cos)(,: =→ . Să se afle valoarea numărului 1cos  cu 
două zecimale exacte 
        )b  Să se dezvolte în serie Mac-Laurin 
funcţia xxfRRf sin)(,: =→ ; 
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          )c  Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţia 
2sin)(,: xxfRRf =→  

          )d  Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţia   
xxfRRf 2cos)(,: =→  

 
Rezolvare: 
    )a  Seria Mac-Laurin asociată funcţiei f  este de forma:  

n

n

n

x
n

f
⋅∑

∞

=0

)(

!
)0( . 

Funcţia f este indefinit derivabilă pe R şi avem: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=
+=−
+=−

=

=

34,sin
24,cos
14,sin

4,cos

)()(

knx
knx
knx

knx

xf n sau ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
cos)()( πnxxf n ⇒   

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=−
±=

=
=⇒

24,1
14,0

4,1
)0()(

kn
kn
kn

f n sau ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
cos)0()( πnf n  

Obţinem seria Mac-Laurin asociată funcţiei f : 

.....
)!2(

)1(....
!6\!4!2

1
2642

+−+−−+−
n

xxxx n
n sau ∑

∞

=
−

0

2

)!2(
)1(

n

n
n

n
x  . 

Determinăm mulţimea pe care este valabilă dezvoltarea funcţiei f  
în serie Mac-Laurin 
• Calculăm mulţimea de convergenţă A  a acestei serii. Notăm  

yx =2  şi vom determina raza de convergenţă a seriei 

n

n

n
y

n
⋅

−
∑
∞

=0 )!2(
)1( . 
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∞=⇒=
−

+
−

==

+

∞→

+

∞→
yn

n

nn

n
n

y R

n

n

a
a

0

)!2(
)1(

)!22(
)1(

limlim

1

1ω , deci seria este 

convergentă pentru ( ) ( )∞∞−∈⇒∞∞−∈ ,, xy . Rezultă că RA = . 
• Determinăm mulţimea valorilor lui x  pentru care  

0)0,(lim =
∞→

xRn
n

. 

      Folosim expresia restului Taylor sub formă Lagrange: 

1
)1(

)!1(
)()0,( +

+
⋅

+
= n

n
n x

n
cfxR , cu c  între 0  şi x ; 

( ) ( )
2

1

2

1
)1(cos

)!1(
)1(cos

)!1(
)0,( ππ ++⋅

+
=++⋅

+
=

++
nc

n
x

nc
n
xxR

nn
n ,  

cu c  între 0  şi x ; deoarece ( ) 1)1(cos
2

≤++ πnc  şi 

0
)!1(

lim
1
=

+

+

∞→ n
x n

n
, rezultă că RxxRn

n
∈∀=

∞→
,0)0,(lim . 

Prin urmare, Rx
n

xx
n

n
n ∈∀−= ∑

∞

=
,

)!2(
)1(cos

0

2
. 

Vom afla valoarea lui 1cos  cu două zecimale exacte. 
Scriem relaţia precedentă pentru 1=x  şi vom obţine: 

∑
∞

=

−
=

0 )!2(
)1(1cos

n

n

n
. 

Folosim definiţia restului Taylor de ordin n : 
)0,()()0,( xTxfxR nn −= . 

Pentru 1=x  avem că )0,1()0,1()1( nn RTf =− ⇔  
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⇔ ( ) )1,0(,)1(cos
)!1(

1
)!2(
)1(1cos 20

∈++
+

=
−

− ∑
=

cnc
nk

n

k

k
π .    (1) 

Intenţionăm să găsim o valoare n pentru care 

01,0
)!2(
)1(1cos

0
<

−
− ∑

=

n

k

k

k
. În aceste condiţii, numerele 1cos=A  

şi ∑
=

−
=

n

k

k
n k

T
0 )!2(

)1(  au primele două zecimale comune. 

Conform relaţiei (1), deducem că este suficient să găsim o valoare 

n  pentru care ( ) )1,0(,01,0)1(cos
)!1(

1
2 ∈<++

+
cnc

n
π . 

Deoarece ( ) 1)1(cos
2

≤++ πnc ,  

rezultă că este suficient să găsim o valoare n  pentru care 

100)!1(01,0
)!1(

1
>+⇔<

+
n

n
, relaţie adevărată pentru 5≥n . 

Pentru 5=n  obţinem 01,05 <−TA  , deci 

5403025794,0
!8

1
!6

1
!4

1
!2

11)0,1(5 ≈+−+−=≈ TA . 

Deci valoarea numărului 1cos  cu două zecimale exacte este: 
54,01cos ≈ . 

    )b  Analog se obţine: Rx
n

xx
n

n
n ∈∀

+
−= ∑

∞

=

+
,

)!12(
)1(sin

0

12
. 

 
    )c  Înlocuind x  cu 2x  în formula obţinută la punctul )b , avem 

că: Rx
n

xx
n

n
n ∈∀

+
−= ∑

∞

=

+
,

)!12(
)1(sin

0

24
2 . 
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    )d   Vom folosi formula: xxx 2cos
2
1

2
1

2
2cos1cos2 +=

+
= . 

  
Înlocuim pe x  cu x2  în formula de la punctul )a : 

Rx
n

xx
n

n
n ∈∀−= ∑

∞

=
,

)!2(
)2()1(2cos

0

2
, de unde rezultă:  

Rx
n

xx
n

n
n ∈∀

⋅
−+= ∑

∞

=
,

)!2(2
)2()1(

2
1cos

0

2
2 . 

 
    6.   Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţia  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
≠=→

−

0,0
0,)(,:

2

1

x
xexfRRf x  . 

 
Rezolvare: 
Avem 0)0()( =nf  1≥∀n (se poate arăta prin inducţie) 
Seria Mac-Laurin asociată funcţiei f  este de forma: 

n

n

n

x
n

f
⋅∑

∞

=0

)(

!
)0( , 

 Deci seria Mac-Laurin asociată funcţiei f  este identic nulă 
 Asadar suma acestei serii este 0)( =xS Rx∈∀  
  Observaţie: )()( xSxf ≠ dacă 0≠x ,dar )0()0( Sf =  
 
 
    7.   Să se determine seria  Taylor în punctul 2−=a  pentru 

funcţia:  { }
352

23)(,3;\: 22
1

−−
−

=→−
xx

xxfRRf . 
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Rezolvare: 
Seria Taylor asociată funcţiei f în punctul 2−=a :     

n

n

n

x
n

f )2(
!

)2(
0

)(

+⋅
−∑

∞

=

. 

Funcţia f este indefinit derivabilă pe { }3;\ 2
1−R . 

Descompunem f  în fracţii simple: 

3
1

12
1

352
23)( 2 −

+
+

=
−−

−
=

xxxx
xxf . 

Procedând la fel ca la problema 1, obţinem: 

Nn
x

n
x

nxf n

n

n

n
n ∈∀

−
−

+
+

−
= ++ ,

)3(
!)1(

)12(
!)2()( 11

)( . 

Nnnnf nn

n
n ∈∀−−=− ++ ,

5
!

3
!2)2( 11

)( .  

Rezultă că seria Taylor  asociată funcţiei f  în punctul 2−=a  este:  

n

n

nn
x )2(

5
1

3
2

3
1

0

1
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∑

∞

=

+
 

 
    8.   Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţia  

( ) α)1()(,,1: xxfRf +=→∞− , unde R∈α . (Seria binomială) 
 
 Rezolvare: 

Seria Mac-Laurin asociată funcţiei f  este: n

n

n

x
n

f
⋅∑

∞

=0

)(

!
)0( . 

Funcţia f este indefinit derivabilă pe ),1( ∞− şi avem: 
 1)1()(' −+= αα xxf  
 2)1)(1()('' −+−= ααα xxf  
 ............................................................… 
 *,)1)(1(.....)1()()( Nnxnxf nn ∈∀++−⋅⋅−= −αααα . 
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 *),1(.....)1()0()( Nnnf n ∈∀+−⋅⋅−= ααα . 
  Rezultă că seria Mac-Laurin asociată funcţiei f  este: 

n

n

n

n

n
x

n
nx

n
ff ⋅

+−⋅⋅−
+=⋅+ ∑∑

∞

=

∞

= 11

)(

!
)1(....)1(1

!
)0()0( ααα .    

Determinăm mulţimea pe care este valabilă dezvoltarea funcţiei f  
în serie Mac-Laurin. 
• Calculăm mulţimea de convergenţă a acestei serii. 

11
1

limlim 1 =⇒=
+
−

==
∞→

+

∞→
R

n
n

a
a

nn

n
n

αω , deci seria este  

convergentă pentru ( )1,1−∈x . Rezultă că pe intervalul )1,1(−  seria  
este convergentă. 
• Determinăm mulţimea valorilor lui x  pentru care  

0)0,(lim =
∞→

xRn
n

. 

• Folosim expresia restului Taylor sub formă Cauchy: : 

)()(
!

)(),(
)1(

axcx
n

cfaxR n
n

n −−⋅=
+

, cu c  între a  şi x ; 

=−⋅=
+

)()(
!

)()0,(
)1(

xcx
n

cfxR n
n

n

1)1)()....(1(
!

)( −−+−−
−

= n
n

cn
n

cxx αααα ,  cu c  între 0  şi x ; notăm 

x
c=θ , 10 <<θ  şi obţinem  

=+−−
−

= −−
+

1
1

)1)()....(1(
!

)1()0,( n
nn

n xn
n

xxR αθαααθ

nn

x
xx

n
xn

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

+⋅
+−−−

= −
θ
θθααα α

1
1)1(

!
)11)....(1( 1 . 
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Folosind că 10 <<θ  şi că 11 <<− x  rezultă că 

1
1
10 <⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

<
n

xθ
θ

; de asemenea, 

0
!

)11)....(1(lim =
+−−−

∞→ n
xn n

n

αα ; obţinem că 

)1,1(,0)0,(lim −∈∀=
∞→

xxRn
n

. Rezultă că: 

)1,1(,
!

)1(....)1(1)1(
1

−∈∀⋅
+−⋅⋅−

+=+ ∑
∞

=
xx

n
nx n

n

αααα .   (1) 

 
    9.   Să se dezvolte în serie Mac-Laurin următoarele funcţii: 

{ }
x

xfRRf
+

=→−
1

1)(,1\:  şi { }
x

xgRRg
−

=→
1

1)(,1\: . 

 
Rezolvare: 
Funcţia f este indefinit derivabilă pe { }1\ −R . 
Aplicăm relaţia (1) din problema precedentă pentru 1−=α şi 

rezultă: n

n
x

n
nx ⋅

−⋅⋅−−
+=+ ∑

∞

=

−

1

1

!
)(....)2)(1(1)1( , sau 

)1,1(,)(
1

1

0
−∈∀−=

+
∑
∞

=
xx

x n

n .     (2) 

Înlocuind pe x  cu x−  în relaţia (2), rezultă: 

)1,1(,
1

1

0
−∈∀=

−
∑
∞

=
xx

x n

n .         (3) 

    10.  Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţia 
arctgxxfRRf =→ )(,: . 

 
Rezolvare: 
Funcţia f este indefinit derivabilă pe R . 
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( ) 12
2

1
1

1)('
−

+=
+

= x
x

xf  

Scriem relaţia (1)  pentru 1−=α şi x  înlocuit cu 2x : 

( ) ( ) =⋅
−⋅⋅−−

+=+=
+

= ∑
∞

=

− n

n
x

n
nx

x
xf 2

1

12
2 !

)(....)2)(1(11
1

1)('

)1,1(,)1( 2

0
−∈∀−= ∑

∞

=
xx n

n

n . Rezultă că, pentru ( )1,1−∈x , avem: 

C
n

xCdxxxf
n

n
nn

n

n +
+

−=+−= ∑∫ ∑
∞

=

+∞

= 0

12
2

0 12
)1()1()( ; pentru 0=x   

rezultă 0=C , prin urmare  )1,1(,
12

)1(
0

12
−∈∀

+
−= ∑

∞

=

+
x

n
xarctgx

n

n
n . 

 
    11.  Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţia 

[ ] xxfRf arcsin)(,1,1: =→− . 
 
Rezolvare: 
Funcţia f este indefinit derivabilă pe intervalul (-1,1). 

Avem că )1,1(,)1(
1

1)(' 2
1

2
2

−∈∀−=
−

=
−

xx
x

xf . 

Scriind formula (1) obţinută pentru seria binomială cu 2
1−=α  şi 

înlocuind x  cu 2x−  avem: 

( ) ( ) )1,1(,
!

2
12....

2
5

2
3

2
1

11)(' 2

1

2 2
1

−∈∀−⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

+=−= ∑
∞

=

−
xx

n

n

xxf
n

n

. 

 Pentru ( )1,1−∈x  , avem: 

( ) n

n

n

n
x

n
nx

n
nxxf 2

1

2

1

2
!)!2(

!)!12(1
)2(....642

)12(....53111)(' 2
1

⋅
−

+=⋅
⋅⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅⋅
+=−= ∑∑

∞

=

∞

=

− , 

de unde, prin integrare, obţinem că: 
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pentru ( )1,1−∈x , avem: ∑
∞

=

+
+

+
⋅

−
+=

1

12

12!)!2(
!)!12()(

n

n
C

n
x

n
nxxf ;    

pentru 0=x  rezultă 0=C , deci  

( ) ( )1,1,
12!)!2(

!)!12(arcsin
1

12
−∈∀

+
⋅

−
+= ∑

∞

=

+
x

n
x

n
nxx

n

n
. 

 
    12.  Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţia 

( ) )2ln()(,2,: xxfRf −=→∞− . 
 
Rezolvare: 
Funcţia f este indefinit derivabilă pe ( )2,∞− . 

21
1

2
1

2
1

2
1)('

xxx
xf

−
⋅−=

+−
=

−
−

= . 

Scriem formula (3) cu x  înlocuit prin 
2
x  şi pentru 1

2
<x  rezultă: 

 ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

−
−=

02
22

1
1

1
2
1)('

n

n

x
xxf , de unde, prin integrare, obţinem: 

)2,2(,
2

1)2ln()(
0 1 −∈∀+⋅−=−= ∫∑

∞

=
+

xCdxxxxf n

n n
; 

( )
)2,2(,

21
)2ln()(

0 1

1
−∈∀+

⋅+
−=−= ∑

∞

=
+

+
xC

n
xxxf

n n

n
. 

Pentru 0=x , obţinem 2ln=C , prin urmare  

)2,2(,
2

12ln)2ln(
0 1 −∈∀⋅−=− ∑

∞

=
+

xxx n

n n . 
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PROBLEME  PROPUSE 
 

    1.   Se consideră funcţia { }
14

1)(,\:
4
1

−
=→

x
xfRRf .  

    )a  Să se scrie seria Taylor asociată funcţiei în punctul 1=a . 
    )b  Să se calculeze mulţimea de convergenţă a serii obţinute. 
    )c  Să se determine restul Taylor de ordin n  al funcţiei f  în  
punctul 1=a . 

    R: )a  ( ) n

n n

n
x )1(

3
4

0 1 −⋅
−

∑
∞

=
+

; )b ( )
4
7

4
1 ,=A ;  

         )c  ( )
( )

1
1

)1(
14

4)1,( +
+

−⋅
−

−
= n

n

n
n x

c
xR , cu c  între 1 şi x . 

       2. )a   Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţiile 
12)(,: +=→ xexfRRf  şi  

2

)(,: xexgRRg =→  
           )b   Să se calculeze valoarea lui 3 e  cu trei zecimale exacte. 

      )c   Să se calculeze suma seriei: ∑
∞

=

++

0

2

!
543

n n
nn . 

    R: )a ( ) Rx
n

xe
n

n
x ∈∀

+
= ∑

∞

=

+ ,
!
12

0

12 ; Rx
n

xe
n

n
x ∈∀= ∑

∞

=
,

!0

22

; 

          )b 395,13 ≈e ; )c e15 . 
  

3. )a   Să se determine seria Taylor în punctul 1=a  asociată  
funcţiei: ( ) ( )13ln)(,,: 3

1 +=→∞− xxfRf ;   

          )b   Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţia 
( ) )1ln()(,1,: xxfRf −=→∞−  şi să se precizeze mulţimea pe care 

este valabilă dezvoltarea găsită;  

           )c  Să se calculeze suma seriei ∑
∞

=

+

⋅

−

1

1

3
)2(

n
n

n

n
. 
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    R: )a  n

n
n

nn
x

n
⋅

⋅

⋅−
+ ∑

∞

=

−

1

1

4
3)1(4ln ; 

          )b  ( ) n

n
x

n
x ⋅−=− ∑

∞

=0

11ln , [ )1,1−∈∀x ; )c 3
5ln2 . 

 
    4.   )a   Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţia 

xxfRRf sin)(,: =→ . Să se afle valoarea numărului 1sin  cu 
două zecimale exacte. 
          )b  Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţiile:   

3,1,: =→ iRRfi , 3
1 sin)( xxf = , xxf 3

2 cos)( = , xxf 3
3 sin)( = .    

    R: )a Rx
n

xx
n

n
n ∈∀

+
−= ∑

∞

=

+
,

)!12(
)1(sin

0

12
; 84,01sin ≈ ; 

          )b Rx
n

xx
n

n
n ∈∀

+
−= ∑

∞

=

+
,

)!12(
)1(sin

0

36
3 ; folosind formula 

xxx 3sin4sin33sin −= , obţinem: =−= xxx 3sinsinsin 4
1

4
33  

( ) ( )∑∑∑
∞

=

+∞

=

+∞

=

+

+
+−=

+
−−

+
−=

0

12
2

4
3

0

12

4
1

0

12

4
3

)!12(
31)1(

)!12(
3)1(

)!12(
)1(

n

n
nn

n

n
n

n

n
n

n
x

n
x

n
x ; 

pentru 3f  se foloseşte formula xxx cos3cos43cos 3 −= . 
 

    5.   Să se determine seriile  Taylor în punctul 2−=a  asociate 
funcţiilor: 

473

14)(,
3
4,1\:

2 +−

−
=→

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

xx

xxfRRf ; 

{ }
)3)(2)(1(

1)(,3,2,1\:
−−−

=→
xxx

xgRRg . 

    R:  ( )
1

3
43

13
−

−
−

=
xx

xf ; obţinem seria Taylor 
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( )n
n

nn
x 2

10
3

10
13

3
1

0
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∑

∞

=
 ; 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−
−

−
=

3
1

2
2

1
1

2
1

xxx
xg ; rezultă că seria Taylor asociată 

este:  ( )n
n

nnn
x 2

5
1

4
12

3
1

2
1

0

111
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∑

∞

=

+++
. 

 
    6.   Să se dezvolte în serie Mac-Laurin funcţia 

( ) xxfRf +=→∞− 1)(,,1: . 

    R: ( ) ( ) )1,1(,
2!

!!32111
1

1
−∈∀⋅

⋅

−−
+=+ ∑

∞

=

−
xx

n
nx n

n n

n
. 

Să se dezvolte în serie Taylor în jurul punctelor indicate funcţiile:       

7. { } 0,
21

1)(,\: 2
1 =

+
=→− a

x
xfRRf . 

8. { } 0,
31

1)(,\: 3
1 =

−
=→ a

x
xgRRg . 

9.  0,
1

1)(,:
2

=
+

=→ a
x

xhRRh    

10.  0,arccos)(,]1,1[: ==→− axxfRf             

11.  0,1ln)(,: 2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=→ axxxfRRf . 

12. 0,
2

1)( =
−

= a
x

xf    

13. 0,
2

1)( =
+

= a
x

xf    

14. 0,
)1(

1)( 2 =
+

= a
x

xf        
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15. 0,
127

1)( 2 =
+−

= a
xx

xf       

16. 0,)(
3

== − aexf x     
17. ( ) 0,12sin)( =+= axxf  

    18. 1,)( 3 == axxf                          

    19. { } 2,
34

1)(,3,1\: 2 −=
++

=→−− a
xx

xfRRf   

    20. { } 3,
4

1)(,2,2\:
2

=
−

=→− a
x

xfRRf  

    21. ( ) 3),2ln()(,2,: −=−=→∞− axxfRf  
    22.  Să se scrie următoarele funcţii ca sume ale unor serii de 

puteri: )a ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 3 21ln)( xxf ; )b 32)( += xexf ;    

            )c   ZQkabaxxf k \;0,)()( ∈>+= ;    
            )d  ( ) 0),ln()(,,: >+=→∞− abaxxfRf a

b .        

    23.   Să se calculeze cu două zecimale exacte numerele: 
    )a  cos 2; )b  ln 2;  )c  arctg 2. 
    R: )a 41,0− ; )b 69,0− ; )c 10,1 . 
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CAPITOLUL 8 
 FUNCŢII DE MAI MULTE VARIABILE 

REALE 
 
 

8.1.  LIMITĂ. CONTINUITATE. 
DERIVATE PARŢIALE. DIFERENŢIABILITATE 

 
 

BREVIAR TEORETIC 
 
Definiţia 1. Fie RRAf n →⊂:  o funcţie reală de n  variabile 
reale. Spunem că lxf

xx
=

→
)(lim

0

  dacă pentru orice şir 

0,)( xxAx mNmm ≠⊂∈  şi 0lim xxm
m

=
∞→

 avem lxf m
m

=
∞→

)(lim . 
 

Definiţia 2. Fie RRAf →⊂ 2:  o funcţie reală de două variabile 
reale şi Aba ∈),( . Spunem că f  este continuă în punctul  ),( ba  
dacă pentru oice şir { } Ayx Nnnn ⊂∈),(  cu proprietatea că 

),(),(lim bayx nn
n

=
∞→

, atunci ),(),(lim bafyxf nn
n

=
∞→

. 
 

Definiţia 3. Fie RRAf →⊂ 2:  o funcţie reală de două variabile 
reale şi Aba ∈),( . 
Spunem că funcţia f  este derivabilă parţial în raport cu x  în  

punctul Aba ∈),(  dacă   
ax

bafbxf
ax −

−
→

),(),(lim  există şi este finită.  

Vom nota această limită cu ),(' baf x   sau  
x

baf
∂

∂ ),( . 
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Analog, funcţia f  este derivabilă parţial în raport cu y  în punctul 

Aba ∈),(  dacă 
by

bafyaf
by −

−
→

),(),(lim  există şi este finită.  

Vom nota această limită cu ),(' baf y  sau 
y

baf
∂

∂ ),( . 
 

Definiţia 4. Spunem că funcţia RRAf →⊂ 2:  este diferenţiabilă 
în punctul Aba int),( ∈  dacă există două numere reale λ  şi µ  şi o 
funcţie RA →:ω , continuă şi nulă în ),( ba , astfel încât: 
       ),(),()()(),(),( yxyxbyaxbafyxf ρωµλ ⋅+−+−=− , unde 

22 )()(),( byaxyx −+−=ρ . 
 

Propoziţia 1. Dacă funcţia RRAf →⊂ 2:  este diferenţiabilă în 

punctul Aba ∈),( , atunci f  admite derivate parţiale ),(' baf x  şi 

),(' baf y în punctul ),( ba  şi, în plus, ),(' baf x=λ şi ),(' baf y=µ . 
 

Propoziţia 2. Dacă funcţia RRAf →⊂ 2:  este diferenţiabilă în 
punctul Aba ∈),( , atunci f  este continuă în ),( ba . 
 

Propoziţia 3. Dacă funcţia RRAf →⊂ 2:  admite derivate 

parţiale ),(' yxf x  şi ),(' yxf y într-o vecinătate a punctului 

Aba ∈),( , continue în ),( ba , atunci f  este diferenţiabilă în 
punctul Aba ∈),( . 
 

Definiţia 5. Fie RRAf →⊂ 2:  o funcţie diferenţiabilă în punctul 
),( ba  interior lui A .  

• Se numeşte diferenţiala de ordinul întâi a funcţiei f  în punctul  
),( ba   funcţia liniară: 

dybadxbabybaaxbabayxdf ffff yxyx ),(),())(,())(,(),;,( '''' +=−+−= . 
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• Se numeşte diferenţiala de ordinul n a funcţiei f  în punctul 

),( ba   funcţia:   ),(),;,(
)(

bafdy
y

dx
x

bayxfd
n

n
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

= . 

Observaţie. Toate definiţiile valabile pentru funcţii de două 
variabile RRAf →⊂ 2:  se pot extinde pentru cazul funcţiilor de 

n  variabile, RRAf n →⊂: , 3, ≥∈ nNn . 
 
 
PROBLEME REZOLVATE   
 
    1.   Să se calculeze: 

    )a
42

53

)0,0(),(

)(lim
yx
yxtg

yx +

+
→

; )b
22)0,0(),(

)1ln(lim
yx
xy

yx +

+
→

. 

 
Rezolvare: 

    )a Fie şirul **),( RRyx nn ×⊂  astfel încât )0,0(),(lim =
∞→

nn
n

yx .  

Notăm 42

53
** )(),(,:

yx
yxtgyxfRRRf

+

+
=→× . Avem că:    

=
+

+
=

→∞→ 42

53

)0,0(),(

)(
lim),(lim

nn

nn
yx

nn
n yx

yxtg
yxf

nn

42

53

)0,0(),(42

53

53

53

)0,0(),(
lim1

)(
lim

nn

nn
yxnn

nn

nn

nn
yx yx

yx

yx

yx

yx

yxtg

nnnn +

+
⋅=

+

+
⋅

+

+
=

→→
; 

≤
+

+
+

≤
+

+
→→→ 42

5

)0,0(),(42

3

)0,0(),(42

53

)0,0(),(
limlimlim

nn

n
yxnn

n
yxnn

nn
yx yx

y

yx

x

yx

yx

nnnnnn

0lim0limlim
42

53

)0,0(),(4

5

)0,0(),(2

3

)0,0(),(
=

+

+
⇒=+≤

→→→ nn

nn
yxn

n
yxn

n
yx yx

yx

y

y

x

x

nnnn

; 
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prin urmare, conform definiţiei 1, rezultă că 

0)(lim
42

53

)0,0(),(
=

+

+
→ yx

yxtg
yx

. 

    )b     =
+

⋅
+

=
+

+
→→ 22)0,0(),(22)0,0(),(

)1ln(lim)1ln(lim
yx

xy
xy

xy
yx
xy

yxyx
  

22)0,0(),(
lim1

yx
xy

yx +
⋅=

→
; vom arăta că nu există 

22)0,0(),(
lim

yx
xy

yx +→
; 

notăm 22
** ),(,:

yx
xyyxfRRRf
+

=→× ; considerăm şirurile 

{ } **),( RRyx Nnnn ×⊂∈  şi { } **)','( RRyx Nnnn ×⊂∈ , astfel 
încât )0,0(),(lim =

∞→
nn

n
yx  şi )0,0()','(lim =

∞→
nn

n
yx : 

( ) ( )
nnnn yx 11 ,, = , ( ) ( )

nnnn yx 21 ,',' = ; avem că 

2
1lim),(lim

2

2

2

1

==
∞→∞→

n

n
n

nn
n

yxf  şi 
5
2lim)','(lim

2

2

5

2

==
∞→∞→

n

n
n

nn
n

yxf ; 

deoarece )','(lim),(lim nn
n

nn
n

yxfyxf
∞→∞→

≠ , rezultă, conform 

definiţiei 1, că nu există 22)0,0(),(
lim

yx
xy

yx +→
, prin urmare nu 

există 22)0,0(),(

)1ln(lim
yx
xy

yx +

+
→

. 

 
    2.   Să se studieze continuitatea următoarelor funcţii de două  

variabile:    )a

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≠

≠
+=→

)0,0(),(,0

)0,0(),(,3
),(,: 24

2

2

yx

yx
yx

yx
yxfRRf ; 
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    )b ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠
≠+=→ +

)0,0(),(,0
)0,0(),(,21),(,: 33

1
22

yx
yxxyyxfRRf yx . 

 
Rezolvare: 

    )a f  este continuă pe { })0,0(\2R , fiind rezultatul unor operaţii  
algebrice cu funcţii elementare, deci continue. Rămâne să studiem 
continuitatea în punctul )0,0( . Avem că: 

=≤
+

=
+ →→→ 4

2

)0,0(),(24

2

)0,0(),(24

2

)0,0(),(

3
lim

3
lim3lim

x

yx

yx

yx

yx

yx
yxyxyx

)0,0(03lim
)0,0(),(

fy
yx

===
→

, deci funcţia f  este continuă şi în 

punctul )0,0( , prin urmare este continuă pe 2R . 

    )b f  este continuă pe { })0,0(\2R , fiind rezultatul unor operaţii  
algebrice cu funcţii elementare. Rămâne să studiem continuitatea în 
punctul )0,0( . 

( ) 33

2

)0,0(),(33

2lim1
2

)0,0(),()0,0(),(
21lim),(lim yx

xy

yx
yxyx

yx
exyyxf ++

→→

→

=+= ; 

demonstrăm că limita 
33

2

)0,0(),(

2lim
yx

xy
yx +→

 nu există. Fie şirul  

( ) ( )
n
k

nnn yx ,, 1= ; avem că 
1

2lim),(lim 3

2

1

2

2

3

2

2

+
==

+∞→∞→ k
kyxf

n
k

n
k

n
nn

n
 ; 

deoarece valoarea acestei limite depinde de alegerea lui k , rezultă, 

conform definiţei 1, că nu există 
33

2

)0,0(),(

2lim
yx

xy
yx +→

 şi implicit nu  
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există ),(lim
)0,0(),(

yxf
yx →

, deci f nu este continuă în punctul )0,0( .  

 
    3.   Folosind definiţia, să se calculeze derivatele parţiale de 
ordinul întâi în punctul ( )2,3  ale funcţiei 

( ) yxyxfRRf =→×∞ ),(,,0: . 
 

Rezolvare: 

6)3(lim
3
3lim

3
)2,3()2,(lim)2,3(

3

22

33
' =+=

−
−

=
−
−

=
→→→

x
x

x
x

fxf
xxxxf . 

=
−
−

=
−
−

=
→→ 2

33lim
2

)2,3(),3(lim)2,3(
2

22
'

yy
fyf y

yyyf

3ln9
2

13lim9
2

)13(3lim
2

2

22

2
=

−
−

=
−

−
=

−

→

−

→ yy

y

y

y

y
. 

 
    4.   Să se calculeze derivatele parţiale de ordinul întâi şi doi ale  
funcţiei .,,;),(,: 2 RkykxyxfRRf ∈=→ βαβα  
 
Rezolvare: 

βαα yxkyxf x
1' ),( −= ;   1' ),( −= βα βykxyxf y . 

βααα yxkyxf x
2'' )1(),(2

−−= ; 

),(),( ''11'' yxyxkyx ff yxxy == −− βα βα ; 

βα ββ ykxyxf y )1(),(''
2 −= . 

Observaţie. Pentru 0,0,0 ≥≥> βαk , funcţia  
βα ykxyxfRRf =→ ),(,: 2  se numeşte funcţia de producţie  

Cobb-Douglas. 
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5. Să se calculeze derivatele parţiale de ordinul întâi ale funcţiei  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+=→

)0,0(),(,0

)0,0(),(,
),(,: 222

yx

yx
yx

xy

yxfRRf , 

 
Rezolvare: 
• Pentru )0,0(),( ≠yx  avem:  

( )2
3

22

3

22

22
22

' 2

2

),(
yx

y

yx

yx

xxyyxy

yxf x
+

=
+

+
−+

= . 

Analog, obţinem 
( )2

3
22

3
' ),(

yx

xyxf y
+

= . 

• Pentru a determina derivatele parţiale în punctul )0,0( vom  
folosi definiţia: 

00lim00lim
0

)0,0()0,(lim)0,0(
000

' ==
−

=
−
−

=
→→→ xxxx xx

fxff . 

 

00lim00lim
0

)0,0(),0(lim)0,0(
000

' ==
−

=
−
−

=
→→→ yyyy yy

fyff . 

Rezultă:   ( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

≠
+=

)0,0(),(,0

)0,0(),(,
),( 2

3
22

3

'

yx

yx
yx

y
yxf x

 ; 

                ( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

≠
+=

)0,0(),(,0

)0,0(),(,
),( 2

3
22

3

'

yx

yx
yx

x
yxf y

. 
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    6.   Folosind definiţia, să se arate că funcţia RRf →2: ,  

yxyxf 34),( 2 −=  este diferenţiabilă în punctul ( )2,1 − . 
 
Rezolvare: 
    Funcţia f  este diferenţiabilă în punctul )2,1( − dacă există  

R∈µλ,   şi o funcţie RR →2:ω , continuă şi nulă în )2,1( − , astfel  
încât: ),(),()2()1()2,1(),( yxyxyxfyxf ρωµλ ⋅+++−=−− , 

unde 22 )2()1(),( ++−= yxyxρ . Conform propoziţiei 1 
din breviarul teoretic, avem că dacă f  este diferenţiabilă în 

punctul )2,1( − , atunci  λ = 8)2,1(' =−f x   şi  µ = 3)2,1(' −=−f y . 

Astfel, relaţia din definiţie devine: 
222 )2()1(),()2(3)1(81034 ++−⋅++−−=−− yxyxyxyx ω  

Pentru )2,1(),( −≠yx  rezultă că 

22

2

22

2

)2()1(

)1(4

)2()1(

484),(
++−

−
=

++−

+−
=

yx

x

yx

xxyxω , iar pentru 

)2,1(),( −=yx  vom considera 0),( =yxω  (pentru ca funcţia 
),( yxω să se anuleze în punctul )2,1( − ). 

Avem că ≤
++−

−
=

−→−→ 22

2

)2,1(),()2,1(),( )2()1(

)1(4lim),(lim
yx

xyx
yxyx

ω  

)2,1(0
)1(

)1(4lim
2

2

)2,1(),(
−==

−

−
≤

−→
ω

x

x
yx

, deci funcţia ω  este continuă 

în punctul )2,1( − . 

  În concluzie, există 8=λ , 3−=µ  şi funcţia RR →2:ω  ,   
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−≠
++−

−
=

)2,1(),(,0

)2,1(),(,
)2()1(

)1(4
),( 22

2

yx

yx
yx

x
yxω , continuă şi nulă 

în )2,1( − , astfel încât 

.),(),,(),()2()1()2,1(),( 2Ryxyxyxyxfyxf ∈∀⋅+++−=−− ρωµλ
 Conform definiţiei 4, rezultă că funcţia f   este diferenţiabilă în 
punctul (1,-2). 
 
    7.   Să se studieze diferenţiabilitatea următoarelor funcţii în  
punctele indicate: 

    )a 422 5)1(3),(,: yxyxfRRf +−=→  în punctul )0,1( ; 

    )b ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠
≠+=→

)2,0(),(,0
)2,0(),(,1),(,:

sin
1

2

yx
yxxyyxfRRf

x

 în )2,0( ; 

    )c yxeyxfRRf sin2 ),(,: =→  în punctul ( )4,3− . 
 
Rezolvare: 
    )a  Dacă f  este diferenţiabilă în punctul )0,1( , atunci rezultă, în 

baza propoziţiei 1, că există )0,1('f x  şi )0,1('f y . 

Calculăm 
1

13
lim

1
)1(3

lim
1

)0,1()0,(lim
1

2

11 −

−
=

−
−

=
−
−

→→→ x
x

x
x

x
fxf

xxx
; 

cum limitele laterale sunt diferite, rezultă că nu există )0,1('f x , 
ceea ce contrazice propoziţia 1. Prin urmare, f  nu este 
diferenţiabilă în punctul )0,1( . 
 
    )b  Dacă f  ar fi diferenţiabilă în punctul )2,0( , atunci, în baza  
propoziţiei 2 ar rezulta că f  este continuă în punctul )2,0( . 
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Avem că =+=
→→

x
yxyx

xyyxf sin
1

)2,0(),()2,0(),(
)1(lim),(lim  

)2,0(02sin
lim

)2,0(),( fee x
xy

yx =≠== → , deci f  nu este continuă în 
punctul )2,0( , ceea ce contrazice propoziţia 2. Prin urmare, f  nu 
este diferenţiabilă în punctul )2,0( . 
 
    )c  În baza propoziţiei 3, deducem că o condiţie suficientă pentru 
diferenţiabilitatea funcţiei f  este ca funcţia f  să admită derivate 

parţiale ),(' yxf x  şi ),(' yxf y  într-o vecinătate a punctului ( )4,3− , 

continue în )4,3(− . 

Calculăm yeyx yx
xf sin),( sin' ⋅=  şi yxeyx yx

yf cos),( sin' ⋅= . 

Aceste funcţii   există şi sunt continue pe 2R , deci şi pe o 
vecinătate a punctului ( )4,3− . Rezultă că funcţia f   este 
diferenţiabilă în punctul ( )4,3− . 
 
    8.   Să se scrie diferenţialele de ordinul întâi şi doi în punctul 
( )2,1  ale funcţiei ( )21ln),(,: yxyyxfRDf +−=→ , unde 

{ }01/),( 22 >+−∈= yxyRyxD . 
 
Rezolvare: 

• 2
'

1
),(

yxy
yyxf x +−

−
= ; 2

'

1
2),(

yxy
yxyxf y +−

+−
= ; 

3
2)2,1(' −=f x ;  1)2,1(' =f y . 

( ) ( ) ( )21)2)(2,1()1)(2,1(2,1;, 3
2'' −+−−=−+−= yxyfxfyxdf yx  
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sau ( ) dydxyxdf +−= 3
22,1;, . 

• 22

2
''

)1(
),(2

yxy
yyxf x +−

−
= ;  

22

22
''

)1(
222),(2

yxy
xyyxyxf y +−

++−−
= ; 22

2
''

)1(
1),(
yxy

yyxf xy +−

−
= ; 

9
4)2,1(''

2 −=f x ; 
3
1),(''

2 −=xf y ; 
3
1)2,1('' =f xy . 

( ) +−−+−= )2)(1)(2,1()1)(2,1(2,1;, 2 ''2''2
2 yxxyxfd ff xyx

⇒−+ 2'' )2)(2,1(2 yf y  

( ) 222 )2(
3
1)2)(1(

3
2)1(

9
42,1;, −−−−+−−=⇒ yyxxyxfd  sau 

( ) 222
3
1

3
2

9
42,1;, dydxdydxyxfd −+−= . 

 
    9.   Să se scrie diferenţialele de ordinul întâi şi doi ale funcţiei  

( ) czbyaxezyxfRRf ++=→ ,,,: 3 . 
 
Rezolvare: 
• ( ) czbyax

x aezyxf ++=,,' ; ( ) czbyax
y bezyxf ++=,,' ;  

( ) czbyax
z cezyxf ++=,,' ; 

( ) ( ) ( ) ( )dzzyxdyzyxdxzyxzyxdf fff zyx ,,,,,,,, ''' ++= ; 

( ) dzcedybedxaezyxdf czbyaxczbyaxczbyax ++++++ ++=,, . 

• ( ) czbyax
x eazyxf ++= 2'' ,,2 ; ( ) czbyax

y ebzyxf ++= 2'' ,,2 ;  
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( ) czbyax
z eczyxf ++= 2'' ,,2 ; ( ) czbyax

xy abezyxf ++=,,'' ; 

( ) czbyax
xz acezyxf ++=,,'' ; ( ) czbyax

yz bcezyxf ++=,,'' . 

( ) ( ) ( ) ( ) +++= 2''2''2''2 ,,,,,,,, 222 dzzyxdyzyxdxzyxzyxfd fff zyx

( ) ( ) ( )dydzzyxdxdzzyxdxdyzyx fff yzxzxy ,,2,,2,,2 '''''' +++ . 

După înlocuire, rezultă: 
( ) ( ) czbyaxecdzbdyadxzyxfd ++++= 22 ,, . 

 
    10.  Să se scrie diferenţiala de ordinul n  pentru funcţia:  

( ) czbyaxezyxfRRf ++=→ ,,,: 3 . 
 
Rezolvare: 
Folosind rezultatul problemei precedente şi aplicând inducţia 
matematică, obţinem: 

( ) ( ) czbyaxnn ecdzbdyadxzyxfd ++++=,, . 
 
PROBLEME PROPUSE 
 
 
    1.   Să se calculeze limitele funcţiilor : 

yx
yxyxa

y
x +

++−

→
→

22

0
0

lim) ;       
yx

y
x

x
b

y
x +

+

→
→

1sin
lim)

0
0

;    
y

xc

y
x

1sinlim)

0
0

→
→

;    

x
yd

y
x

1coslim)

0
0

→
→

;      
xy

yxe

y
x

22

0
0

32lim) +

→
→

;          
84

42

0
0

lim)
yx

yxf

y
x +
→
→

;   
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)(5

24
lim) 22

22

0
0 yx

yx
g

y
x +

−++

→
→

;     
22

0
0

lim)
yx

xyh

y
x +
→
→

;     
22

22

0
0

lim)
yx
yxi

y
x +

−

→
→

;      

22

33

0
0

lim)
yx
yxj

y
x +

+

→
→

;         
42

53

0
0

lim)
yx
yxk

y
x +

+

→
→

;        
22

2

0
0

lim)
yx
yxl

y
x +
→
→

; 

44

22

0
0

lim)
yx
yxm

y
x +

+

→
→

;    
84

22

0
0

lim)
yx
yxn

y
x +

+

→
→

;      ( ) )(22

0
0

lim) yx

y
x

eyxo +−

→
→

+ .           

R:  )a  pentru ( ) ( ) ( )0,0,, 1 →= n
k

nnn yx , 1−≠k , obţinem că 

k
kyxf nn

n +
−

=
∞→ 1

1),(lim  depinde de alegerea lui k , deci limita nu 

există; )b  nu există; )c  0 ; )d 0 ; )e  nu există; )f  pentru 

( ) ( ) ( )0,0,, 2
1 →=

n
k

nnn yx , obţinem că 
1

),(lim 8

4

+
=

∞→ k
kyxf nn

n
 

depinde de alegerea lui k , deci limita nu există; )g  
20
1 ; )h  nu 

există; )i  nu există; )j  0  ; )k  0 ; )l  0 ; )m  ∞ ; )n  ∞ ; )o 0 . 
    2.   Să se studieze continuitatea următoarelor funcţii: 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

==−

≠
+

++−

=

0,
2
1

)0,0(),(,
11

),() 22

22

yx

yx
yx

yx

yxfa ; 

( ) ( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
≠+=

+

0,0),(,
0,0),(,1),()

1

yx
yxxyyxfb

yx

α
; 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+=

)0,0(),(,1

)0,0(),(,
32),() 22

yx

yx
yx

xy
yxfc ;    
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( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

×∈

×∈

+
= −

−

Ryx

RRyx

ey

ye
yxfd

x

x

}0{),(,0

}0{\),(,
),()

2

2

2
2

1

;     

( )
{ } { }⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×∪×∈

×∈⋅+
=

RRyx

RRyx
xy

yx
yxfe

00),(,0

})0{\(})0{\(),(,1sin
),()

22
;

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈−∈

∈−∈
+
+

=
Ryx

RRyx
yx
yx

yxff
ααα

ααα

,,3,,1

,,3\,,
3
2

),()
2

. 

 
R:  )a  f  continuă pe 2R ; )b  dacă 1=α , atunci f  continuă pe 

2R ; dacă 1≠α , atunci f  continuă pe ( ){ }0,0\2R ; )c  f  

continuă pe ( ){ }0,0\2R ; )d  f  continuă pe ( ){ }0,0\2R ; )e  f  

 continuă pe 2R ; )f  f  continuă pe ( ){ }RR ∈− ααα ,,3\2 . 
 
    3.   Să se calculeze derivatele parţiale de ordinul întâi şi doi ale  
funcţiilor:  
    )a yyxxyxyxfRRf 1253),(,: 2432 −+−=→ ; 

    )b )6(),( 23 yxyxyxf −−= ; 

    )c )23ln(),(,: 422 yxyxfRRf ++=→ ; 

    )d 0,0;),( ≠≠++= yx
y
x

x
yxyyxf ; 

    )e ( )yyxeyxf x 2),( 22 ++= ; 

    )f 0,),( >= xxyxf y ; 
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    )g
22

2

1

1),(,:
yx

yxyxfRRf
++

−+
=→ ; 

    )h )sin()23(),(,: 22 xyyxyxfRRf +=→ ; 

    )i )(222 22

)(),(,: yxeyxyxfRRf +−⋅+=→ ; 

    )j
2523 )53(),,(,: zxezyzyxfRRf +−=→ . 

R: )a xyyxyxf x 1033),( 42' +−= ; 

12512),( 23' −+−= xxyyxf y ; yxyxf x 106),(''
2 += ; 

xyyxyx ff yxxy 1012),(),( 3'''' +−== ; 2'' 36),(2 xyyxf y −= ; j) 

( ) ( ) 252' 535,, zx
x ezyzyxf +−= ; ( )

25' 6,, zx
y eyzyxf += ; 

( ) ( ) 2522' 5106,, zx
z ezzyzyxf +−−= ; 

( ) ( ) 2

2
52'' 5325,, zx

x ezyzyxf +−= ; ( )
2

2
5'' 6,, zx

y ezyxf += ; 

( ) ( ) 2

2
52322'' 6302012,, zx

z eyzzzyzyxf ++−−= ; 

( ) ( )
25'''' 30,,,, zx

yxxy eyzyxzyx ff +== ; 

( ) ( ) ( ) 2522'''' 51065,,,, zx
zxxz ezzyzyxzyx ff +−−== ; 

( ) ( )
25'''' 12,,,, zx

zyyz eyzzyxzyx ff +== . 

 
    4.   Folosind definiţia, să se arate că funcţia RRf →2: , 

353),( yxyxf −= , este diferenţiabilă în punctul ( )1,3 − . 
 
    5.   Să se studieze diferenţiabilitatea următoarelor funcţii în  
punctele indicate:  
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    )a 422 )2(3)1(2),(,: −++=→ yxyxfRRf  în ( )2,1− ; 

    )b ( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=
≠+=→

0,3),(,0
0,3),(,)1(),(,:

1
2

yx
yxxyyxfRRf arctgy  în ( )0,3 ; 

    )c yxyxfRRf sin22 )1(),(,: +=→  în punctul ( )4,3− . 
R: )a f  nu este diferenţiabilă în punctul ( )2,1− ; )b f  nu este 
diferenţiabilă în punctul ( )0,3 ; )c f  este diferenţiabilă în punctul 
( )4,3− . 
 
    6.  Să se scrie diferenţialele de ordinul întâi şi doi în punctul 
( )1,1−   ale funcţiilor de la problema 3. 
 
    7. Să se arate că funcţia : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=
+=

)0,0(),(,0

)0,0(),(,
),() 24

2

yx

yx
yx

yx
yxfa  este: 

• discontinuă în punctul ( )0,0  
• continuă în ( )0,0  în raport cu x  
• continuă în ( )0,0  în raport cu y  

xyyxfb =),()  este : 

• continuă 
• are derivate parţiale în origine 
• nu este diferenţiabilă în origine 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==

≠
+=

0,0

)0,0(),(,
),() 22

2

yx

yx
yx

yx
yxfc  este 

• continuă pe 2R  
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• are derivate parţiale pe 2R  
• nu este diferenţiabilă pe 2R  

 
 8. Studiaţi diferenţiabilitatea următoarelor funcţii în punctul ( )0,0 : 

)a
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+=

)0,0(),(,1

)0,0(),(,
42),( 22

yx

yx
yx

xy
yxf ; )b yxyxf =),( . 

R: )a Deoarece funcţia nu este continuă în punctul ( )0,0 , rezultă 
că f  nu este diferenţiabilă în acest punct; )b deoarece nu există 

( )0,0'f y , rezultă că f nu este diferenţiabilă în ( )0,0 . 

 
    9.   Să se scrie diferenţialele de ordinul întâi şi doi ale funcţiilor:  

)a 15423),,(,: 33223 +−+−=→ yxzyzxxyzyxfRRf ; 

)b )sin(),,(,: 3 czbyaxzyxfRRf ++=→ ; 

)c 2223 32),,(,: zyxzyxfRRf ++=→ . 
 
    10.  Să se scrie diferenţiala de ordinul n  pentru funcţiile:  

)a yxeyxfRRf βα +=→ ),(,: 2 ; 

)b )sin(),(,: 2 byaxyxfRRf +=→ ; 

)c )cos(),,(,: 3 czbyaxzyxfRRf ++=→ ; 
)d )ln(),,(,: czbyaxzyxfRDf ++=→ , 
{ }0/),,( 3 >++∈= czbyaxRzyxD . 

R: )a  ( ) ( ) byaxnn ebdyadxyxfd ++=, ;   

   )b  ( ) ( ) ( )
2sin, πnbyaxbdyadxyxfd nn +++= ; 

     )c  ( ) ( ) ( )
2cos,, πnczbyaxcdzbdyadxzyxfd nn +++++= . 
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8.2.  EXTREMELE FUNCŢIILOR DE MAI MULTE 
VARIABILE 

 
8.2.1. EXTREME LIBERE 

 
BREVIAR TEORETIC  
 
Definiţia 1. Funcţia RRAf n →⊂:  admite un maxim local 
(minim local) în punctul Aaaaa n ∈= ),...,,( 21  dacă există o 
vecinătate V  a punctului a  astfel încât oricare ar fi 

AVxxxx n ∩∈= ),...,,( 21  are loc inegalitatea )()( afxf ≤  
(respectiv )()( afxf ≥ ). În aceste condiţii, spunem că punctul a  
este punct de extrem local pentru funcţia f . Dacă inegalităţile de 
mai sus sunt verificate pe tot domeniul de definiţie A , spunem că 
punctul a  este punct de maxim (minim) global pentru funcţia f . 
 

Definiţia 2. Fie RRAf n →⊂: . Punctul 
Aaaaa n int),...,,( 21 ∈=  este punct staţionar pentru funcţia f  

dacă f  este diferenţiabilă în a  şi diferenţiala 0);( =axdf . 
Observaţie. Dacă punctul Aaaaa n int),...,,( 21 ∈=  este punct 

staţionar, 0);( =axdf  implică nkaf
kx ,1,0)(' =∀= . 

 

Propoziţie. Dacă funcţia RRAf n →⊂:  admite un extrem local  

în punctul Aaaaa n ∈= ),...,,( 21  şi există '
kxf  într-o vecinătate a 

punctului a , nk ,1=∀ , atunci nkaf
kx ,1,0)(' =∀=  

 

Teorema 1. Fie RRAf →⊂ 2:  şi ( ) Aba int, ∈  un punct staţionar 
pentru f . Presupunem că f  admite derivate parţiale de ordinul  
doi, continue într-o vecinătate V  a punctului ( )ba, . Considerăm  
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expresia ( ) ( )[ ] ( ) ( )bafbafbafba yxxy ,,,, ''''2''
22 ⋅−=∆ . Atunci: 

   1.    Dacă 0),( <∆ ba , atunci ( )ba,  este punct de extrem local,  

şi anume:  - punct de minim local, dacă 0),(''
2 >baf x ; 

                - punct de maxim local, dacă 0),(''
2 <baf x . 

2.  Dacă  0),( >∆ ba , atunci ( )ba,  este punct şa. 
 

Teorema 2. Fie RRAf n →⊂: . Presupunem că punctul Aa∈  
este punct staţionar pentru f  şi funcţia f  are derivate parţiale de 
ordinul doi continue într-o vecinătate V  a punctului a . Atunci: 
)1  dacă ( ) 0;2 <axfd , pentru orice AVx ∩∈ , atunci a  este 

punct de maxim local; 
)2  dacă ( ) 0;2 >axfd , pentru orice AVx ∩∈ , atunci a  este 

punct de minim local; 
)3  dacă ( )axfd ;2  este nedefinită, atunci a  este punct şa. 

 
 Algoritm de determinare a punctelor de extrem local pentru o 
funcţie RRAf n →⊂:   
Etapa 1. Determinăm punctele staţionare, care sunt soluţiile  

sistemului:      
( )

( )

( )⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

0,...,,

.....................................

0,...,,

0,...,,

21
'

21
'

21
'

2

1

nx

nx

nx

xxxf

xxxf

xxxf

n

 

Etapa 2. Stabilim care dintre punctele staţionare sunt puncte de 
extrem local. Acest lucru se poate realiza în mai multe moduri: 
 

Metoda I. Pentru fiecare punct staţionar ( )naaaP ,...,, 21  calculăm 
matricea hessiană: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nxnxxnxx

nxxnxnxx

nxxnxxnx

n

aafaafaaf

aafaafaaf

aafaafaaf

aaaH

nnn

n

n

,..,.........,..,,..,

......................................

,..,.........,..,,..,

,..,........,..,,..,

),...,,(

1
''

1
''

1
''

1
''

1
''

1
''

1
''

1
''

1
''

21

2
21

2
2
212

121
2
1

   

şi minorii n∆∆∆ ,......,, 21  ai acesteia, unde i∆  este minorul  
format din primele i  linii şi i  coloane ale matricei ),( baH , ni ,1= . 
Discuţie. 
• Dacă toţi minorii 0>∆i  , atunci ),...,,( 21 naaaP  este punct de  
minim local. 
• Dacă minorii i∆  alternează ca semn, începând cu minus, atunci  

),...,,( 21 naaaP  este punct de maxim local. 
• Orice altă combinaţie de semne, cu 0≠∆i , implică  

),...,,( 21 naaaP  punct şa.  
 

Metoda II. (pentru funcţiile de două variabile) 
      Pentru fiecare punct staţionar ( )baP ,  calculăm expresia:    

( ) ( )[ ] ( ) ( )bafbafbafba yxxy ,,,, ''''2''
22 ⋅−=∆ . 

1. Dacă  ( ) 0, <∆ ba , atunci ( )ba,  este punct de extrem  
local, şi anume: 
                   - punct de minim local, dacă ( ) 0,''

2 >bafx ; 

- punct de maxim local, dacă ( ) 0,''
2 <bafx . 

         2. Dacă  ( ) 0, >∆ ba , atunci ( )ba,  este punct şa. 
 

Observaţia 1. În cazul funcţiilor de două variabile, ( ) 2, ∆−=∆ ba . 
Prin urmare, dacă 02 <∆ , atunci rezultă că ( ) 0, >∆ ba , deci ( )ba,  
este punct şa. 
 

Metoda III. Se calculează diferenţiala de ordinul al doilea a funcţiei 
în punctul staţionar ( )naaaa ,...,, 21=  şi se aplică teorema 2. 
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Observaţia 2. Existenţa unui punct de extrem local poate fi pusă în 
evidenţă cu ajutorul metodelor prezentate numai dacă funcţia f  
este diferenţiabilă în acel punct şi admite derivate parţiale de 
ordinul doi continue într-o vecinătate a punctului respectiv. 
În caz contrar sau în cazul în care prin aplicarea metodelor de mai 
sus nu se poate stabili natura punctului, se foloseşte: 
 

Metoda IV. Definiţia punctului de extrem local. 
 
 
PROBLEME REZOLVATE 
 

1. Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei: 
7514526),(,: 322 +−−+=→ yxyyxyxfRRf . 

 
  Rezolvare: 
Etapa 1. Determinăm punctele staţionare, care sunt soluţiile 

sistemului: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0),(

0),(
'

'

yxf

yxf

y

x  

 Avem că:  
5166),(

4512),(
22'

'

−+=

−=

yxyxf

xyyxf

y

x , prin urmare obţinem sistemul: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+

=−

2
1722

4
15

22 05166

04512

yx

xy

yx

xy  

Notăm 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

±=

=
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=
⇒==+

42
, 4

15

2
172

4
15

S

P

PS

P
PxySyx  

Pentru 2
5

22
3

14
152

4
15 ,04,4 ==⇒=+−⇒== ttttPS , deci   
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

2
5

1

2
3

1

y

x
   sau   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

2
3

2

2
5

2

y

x
. 

Pentru 2
5

22
3

14
152

4
15 ,04,4 −=−=⇒=++⇒=−= ttttPS , 

deci  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=

2
5

3

2
3

3

y

x
   sau   

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=

2
3

4

2
5

4

y

x
. 

Am obţinut punctele staţionare: 
( ) ( ) ( ) ( )

2
3

2
5

42
5

2
3

32
3

2
5

22
5

2
3

1 ,,,,,,, −−−− PPPP . 

Etapa 2. Stabilim care dintre punctele staţionare sunt puncte de 
extrem local.  
    Metoda I. Scriem matricea hessiană: 

( )
( ) ( )

( ) ( )⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

yxyx

yxyx
yxH

ff

ff

yyx

xyx

,,

,,
,

''''

''''

2

2

. 

Avem: ( ) ( )[ ] yyxfyxf xxx 12,,
''''

2 == ; 

( ) ( )[ ] ( )yxfxyxfyxf yxyxxy ,12,, '''''' === ; 

( ) ( )[ ] yyxfyxf yyy 12,,
''''

2 == , deci  

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

yx
xy

yxH
1212
1212

),( .  

( ) 0576
3018
1830

,030
3018
1830

, 212
5

2
3 >==∆>=∆⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=H , prin 

urmare ( )
2
5

2
3

1 ,P  este punct de minim local. 

( ) 0576
1830
3018

,018
1830
3018

, 212
3

2
5 <−==∆>=∆⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=H , prin  
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urmare ( )
2
3

2
5

2 ,P  este punct şa. 

( ) 0576
3018
1830

,030
3018
1830

, 212
5

2
3 >=

−−
−−

=∆<−=∆⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=−−H , 

prin urmare ( )
2
5

2
3

3 , −−P  este punct de maxim local. 

( ) 0576
1830
3018

,018
1830
3018

, 212
3

2
5 <−=

−−
−−

=∆<−=∆⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=−−H , 

prin urmare ( )
2
5

2
3

1 ,P  este punct şa. 

    Metoda II.  Calculăm expresia: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )yxfyxfyxfyx yxxy ,,,, ''''2''
22 ⋅−=∆   

şi obţinem ( )22144),( yxyx −=∆ . Avem că: 
( ) 0, 2

5
2
3 <∆  şi ( ) 0, 2

5
2
3''

2 >xf , deci ( )
2
5

2
3

1 ,P  punct de minim local.      

( ) 0, 2
3

2
5 >∆ , prin urmare ( )

2
3

2
5

2 ,P  este punct şa.      

( ) 0, 2
5

2
3 <−−∆  şi ( ) 0, 2

5
2
3''

2 <−−xf , deci ( )
2
5

2
3

3 , −−P  punct de maxim 

local.      

( ) 0, 2
3

2
5 >−−∆ , prin urmare ( )

2
3

2
5

4 , −−P  este punct şa.      

 
    2.   Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei: 
    ( ) 5ln14ln83),(,,0: 222 +−−++=→∞ yxxyyxyxfRf . 
 
Rezolvare: 
Etapa 1. Determinăm punctele staţionare. Avem că: 

 
yy

xx

xyyxf

yxyxf

14'

8'

32),(

32),(

−+=

−+= . Rezolvăm sistemul:  
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( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+

=−+
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

21432

1832

032

032

0),(

0),(
2

2

14

8

'

'

xyy

xyx

xy

yx

yxf

yxf

y

x

y

x .  

Am obţinut un sistem omogen. Înmulţim prima ecuaţie cu 14 , pe 
cea de-a doua cu ( )8−  şi adunăm relaţiile obţinute; rezultă: 

089140161828 2222 =−+⇔=−+ yxyxyxyx . Împărţim această 

ecuaţie prin ( )022 ≠yy  şi notăm ty
x = . Obţinem: 

2
1

27
8

1
2 ,08914 =−=⇒=−+ tttt . Rădăcina negativă nu convine,  

deoarece 0>x  şi 0>y , prin urmare avem xyt y
x 22

1 =⇒== . 

Înlocuind xy 2=  în ( )1 , rezultă 1±=x . Cum 0>x , rezultă că 
singura valoare care se acceptă este 1=x , de unde obţinem 2=y . 
Am obţinut un singur punct staţionar: ( )2,1P . 
 
Etapa 2. Stabilim dacă acesta este punct de extrem local. 

Avem: ( ) ( )[ ] 22
8'''' 2,,
xxxx yxfyxf +== ; 

( ) ( )[ ] ( )yxfyxfyxf yxyxxy ,3,, '''''' === ; 

( ) ( )[ ] 22
14'''' 2,,
yyyy yxfyxf +== , deci matricea hessiană este: 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

2

2

2

2

14

8

''''

''''

23

32

,,

,,
,

y

x

yyx

xyx

yxfyxf

yxfyxf
yxH . 

Avem că  ( ) 046
3

310
,010

3

310
2,1

2
1121

2
11 >==∆>=∆⇒⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=H , 

prin urmare ( )2,1P  este punct de minim local. 
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    3.   Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei: 

( )
zx

zy
y
xzyxfRRf 1

4
),,(,:

3* +++=→ .  

 
Rezolvare: 
Etapa 1. Determinăm punctele staţionare. Avem că: 

  

2
'

2
'

2
'

11),,(

4
1),,(

1),,(

zx
zyxf

y
xzyxf

x
z

y
zyxf

z

y

x

−=

+−=

−=

, de unde rezultă sistemul: 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=−

=+−

=−

011

0
4
1

01

2

2

2

zx

y
x

x
z

y
,   

echivalent cu ⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

=

xz

yx

yzx

2

2

2

4  ⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

=

yzz

zy

zx

4

22

2

4  ⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

=

yzz

zy

zx

4

22

2

4  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

±=
=

yz

zy
zx

3

2

2 ; am folosit că *,, Rzyx ∈ . 

Pentru 2,22,222 3 =±=±=⇒=⇒= xyzzzzy . 
Pentru 022 3 =⇒−=⇒−= zzzzy (nu convine) sau Rzz ∉⇒−= 22 . 
 Am obţinut punctele staţionare )2,22,2(1P  şi )2,22,2(2 −−P . 
 
Etapa 2. Stabilim natura punctelor staţionare, folosind matricea 
hessiană. 

3
'' 2),,(2

x
zzyxfx =  ;       3

'' 2),,(2

y
xzyxf y =

           
3

'' 2),,(2

z
zyxf z =
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),,(1),,( ''
2

'' zyxf
y

zyxf yxxy =−= ;     

),,(1),,( ''
2

'' zyxf
x

zyxf zxxz =−= ; ),,(0),,( '''' zyxfzyxf zyyz ==  

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

),,(),,(),,(

),,(),,(),,(

),,(),,(),,(

),,(
''''''

''''''

''''''

2

2

2

zyxfzyxfzyxf

zyxfzyxfzyxf

zyxfzyxfzyxf

zyxH

zzyzx

yzyyx

xzxyx

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−−

=

32

32

223

201

021

112

zx

y
x

y

xyx
z

, deci 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−−

=

2
20

4
1

0
8
2

8
1

4
1

8
1

4
2

)2,22,2(H   

Avem că 0
4
2

1 >=∆ ;       0
64
3

2 >=∆ ;      0
64

2
3 >=∆  , prin 

urmare )2,22,2(1P  este punct de minim local. 

( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−

−−−

=−−

2
20

4
1

0
8
2

8
1

4
1

8
1

4
2

2,22,2H  

0
4
2

1 <−=∆ ;       0
64
3

2 >=∆ ;      0
64

2
3 <−=∆ , prin urmare 

)2,22,2(2 −−P  este punct de maxim local. 
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    4.   Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei: 
( )4),(,: 222 −+=→ yxxyyxfRRf . 

     
Rezolvare: 
Funcţia f  se mai poate scrie: xyxyyxyxf 4),( 33 −+= . 
Etapa 1. Determinăm punctele staţionare. Avem că: 

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+=

−+=

xxyxyxf

yyyxyxf

y

x

43),(

43),(
23'

32'
⇔

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+

=−+

043

043
23

32

xxyx

yyyx  

( )
( ) ⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+

=−+
⇔

043

043
22

22

yxx

yxy  

Cazul )a ( )0,0
0
0

1P
x
y

⇒
⎩
⎨
⎧

=
= . 

Cazul )b ( ) ( )0,2;0,22
43

0
3222 PPx

yx

y
−⇒±=⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=
. 

Cazul )c ( ) ( )2,0;2,02
0

43
54

22
PPy

x
yx −⇒±=⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=+ . 

Cazul )d
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

43

43
22

22

yx

yx ; înmulţim prima relaţie cu ( )3−  şi apoi o 

adunăm cu cealaltă; obţinem: 112 ±=⇒= xx ; 
pentru ( ) ( )1,1;1,111 76 −−−⇒±=⇒−= PPyx ; 
pentru ( ) ( )1,1;1,111 98 PPyx −⇒±=⇒= . 
Am obţinut punctele staţionare: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,0,2,0,0,2,0,2,0,0 54321 PPPPP −− , 
( ) ( ) ( ) ( )1,1;1,1,1,1;1,1 9876 PPPP −−−− . 

Etapa 2. Stabilim care dintre punctele staţionare sunt puncte de 
extrem local.  
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xyyxf x 6),(''
2 = ; xyyxf y 6),(''

2 = ; 433),( 22'' −+= yxyxf xy . 

• Matricea hessiană: ( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−+

−+
=

xyyx

yxxy
yxH

6433

4336
,

22

22
. 

Calculăm ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

04
40

0,0H ; avem că 01 =∆ , prin urmare  

natura punctului nu se poate preciza folosind matricea hessiană.  
     
• În acest caz, calculăm expresia:  

( ) ( )[ ] ( ) ( )yxfyxfyxfyx yxxy ,,,, ''''2''
22 ⋅−=∆  şi obţinem 

( ) ( ) 22222 36433, yxyxyx −−+=∆ . Avem că: 
( ) 0160,0 >=∆ , prin urmare ( )0,01P  este punct şa. 
( ) 0640,2 >=−∆ , deci ( )0,22 −P  este punct şa. 
( ) 0640,2 >=∆ , deci ( )0,23P  este punct şa. 
( ) 0642,0 >=−∆ , deci ( )2,04 −P  este punct şa. 
( ) 0642,0 >=∆ , deci ( )2,05P  este punct şa. 

( ) 0321,1 <−=−−∆  şi 06)1,1(''
2 >=−−xf  deci ( )1,16 −−P  este 

punct de minim local. 
( ) 0321,1 <−=−∆  şi 06)1,1(''

2 <−=−−xf  deci ( )1,17 −P  este 
punct de maxim local. 
( ) 0321,1 <−=−∆  şi 06)1,1(''

2 <−=−xf  deci ( )1,18 −P  este 
punct de maxim local. 
( ) 0321,1 <−=∆  şi 06)1,1(''

2 >=xf  deci ( )1,19P  este punct de 
minim local. 
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    5. Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei: 
234),,(,: 2343 +−+++=→ yxzzyxzyxfRRf . 

 
Rezolvare: 
Etapa 1. Determinăm punctele staţionare. Avem că: 

  

xzzyxf

yzyxf

zxzyxf

z

y

x

42),,(

33),,(

44),,(

'

2'

3'

+=

−=

+=

, de unde rezultă sistemul: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+
=−

=+

042
033

044
2

3

xz
y

zx
,   

 

echivalent cu ⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−

−=
=

02

2
1

3

2

xx

xz
y

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==

±==

±=

22;0

2;0

1

3,21

3,21

2,1

mzz

xx

y

 

 Am obţinut punctele staţionare ( )0,1,01P , ( )0,1,02 −P , 
( )22,1,23 −P , ( )22,1,24 −−P , ( )22,1,25 −P , 

( )22,1,26 −−P . 
Etapa 2. Stabilim natura punctelor staţionare, folosind matricea 
hessiană. 

2'' 12),,(2 xzyxf x =             yzyxf y 6),,(''
2 =

            
2),,(''

2 =zyxf z
 

),,(0),,( '''' zyxfzyxf yxxy == ;       ),,(4),,( '''' zyxfzyxf zxxz == ;  

),,(0),,( '''' zyxfzyxf zyyz ==  

• Matricea hessiană este: ( )
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
204
060
4012

,,

2

y
x

zyxH . 
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( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

204
060
400

0,1,0H ; avem că 01 =∆ , prin urmare nu se 

poate stabili natura punctului ( )0,1,01P  folosind matricea hessiană. 
• De aceea vom studia semnul diferenţialei de ordinul al doilea a  
funcţiei în punctul ( )0,1,01P . Avem că: 

( ) ( )( ) dxdzdzdyydxxzyxzyxfd 82612,,;,, 22
0

22
0000

2 +++= . 

    ( ) ( )( ) dxdzdzdyzyxfd 8260,1,0;,, 222 ++= . Pentru a afla 
semnul acestei expresii, folosim metoda lui Gauss de reducere la 
forma canonică a unei funcţionale pătratice. Obţinem: 
    ( ) ( )( ) ( ) =−+++= 22222 844260,1,0;,, dxdxdxdzdzdyzyxfd  

( ) 222 8226 dxdxdzdy −++= , deci ( ) ( )( )0,1,0;,,2 zyxfd  este 
nedefinită, prin urmare ( )0,1,01P  este punct şa. 

    ( ) ( )( ) ( ) =−+++−=− 22222 844260,1,0;,, dxdxdxdzdzdyzyxfd  

( ) 222 8226 dxdxdzdy −++−= , deci ( ) ( )( )0,1,0;,,2 −zyxfd  este 
nedefinită, prin urmare ( )0,1,02 −P  este punct şa. 

    ( ) ( )( ) =+++=− dxdzdzdydxzyxfd 8262422,1,2;,, 2222  
( ) 016226 222 >+++= dxdxdzdy , deci ( )22,1,23 −P  este punct 

de minim local. 
    ( ) ( )( ) =++−=−− dxdzdzdydxzyxfd 8262422,1,2;,, 2222  

( ) 222 16226 dxdxdzdy +++−= , deci ( )22,1,24 −−P  punct şa. 
    Analog, obţinem că ( )22,1,25 −P  este punct de minim local 

şi ( )22,1,26 −−P  este punct şa. 
 
 
 

309



    6.   Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei: 
442 ),(,: yxyxfRRf +=→ . 

 
Rezolvare: 
Etapa 1. Determinăm punctele staţionare. Avem că:  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
3'

3'

4),(

4),(

yyxf

xyxf

y

x , deci ( )0,0P  punct staţionar. 

• 
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

2

2

120

012
),(

y

x
yxH ; ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

00
00

0,0H ; 021 =∆=∆ ,  

deci nu se poate stabili natura punctului folosind matricea hessiană. 

• ( ) ( )[ ] ( ) ( ) 00,00,00,00,0 ''''2''
22 =⋅−=∆ yxxy fff , prin urmare nu se  

poate preciza natura punctului nici prin această metodă. 
• ( ) ( )( ) 00,0;,2 =yxfd , deci nu se poate determina natura 
punctului cu ajutorul diferenţialei. 
• Folosim definiţia punctului de extrem. 
Avem că ( ) 00,0 =f . Deoarece ( ) ( )0,0, 44 fyxyxf ≥+= , 

( ) 2, Ryx ∈∀ , rezultă că ( )0,0P  este punct de minim global al 
funcţiei f . 
 
    7.   Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei:  

( ) 322 ,,: yxyxfRRf +=→ . 
 
Rezolvare: 
Etapa 1. Determinăm punctele staţionare. Avem că:  

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
2'

'

3,

2,

yyxf

xyxf

y

x , deci ( )0,0P  punct staţionar. 
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• ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

y
yxH

60
02

),( ; ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

00
02

0,0H ; 0,2 21 =∆=∆ ,  

deci nu se poate stabili natura punctului folosind matricea hessiană. 

• ( ) ( )[ ] ( ) ( ) 00,00,00,00,0 ''''2''
22 =⋅−=∆ yxxy fff , prin urmare nu se  

poate preciza natura punctului nici prin această metodă. 
• ( ) ( )( ) 22 20,0;, dxyxfd = , care este o funcţională semipozitiv  
definită, deci nu se poate determina natura punctului cu ajutorul 
diferenţialei. 
• Folosim definiţia punctului de extrem local. 
Avem că ( ) 00,0 =f . 
Fie V  o vecinătate  a punctului ( )0,0 ; rezultă că există 0>ε  astfel 

încât ( ) ( ) V⊂−×− εεεε ,, ; fie ( ) ( ) Vaa ∈−= 221 ,0, ε  şi 

( ) ( ) Vbb ∈= 221 ,0, ε ; avem că ( ) ( )0,00, 821
3

faaf =<−= ε  şi 

( ) ( )0,00, 821
3

fbbf =>= ε . Prin urmare, am arătat că în orice 

vecinătate a punctului ( )0,0  funcţia ia atât valori mai mari ca 
( )0,0f , cât şi valori mai mici ca ( )0,0f . Rezultă, conform 

definiţiei, că ( )0,0P  este punct şa. 
 
    8.   Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei: 

yxexyyxfRRf −=→ 22 ),(,: . 
 
Rezolvare: 
Etapa 1. Determinăm punctele staţionare. Avem că:  

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−=

+=+=
−−−

−−−

)2(2),(

)1(),(
2'

222'

yxyeexyxyeyxf

xeyexyeyyxf
yxyxyx

y

yxyxyx
x  
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+
⇒

−

−

0)2(

0)1(2

yxye

xey
yx

yx
 

Din prima ecuaţie rezultă că 1−=x  sau 0=y . 
• Dacă ( )0,0 α⇒∈⇒= Rxy  punct staţionar, R∈∀α . 
• Dacă 01 =⇒−= yx (obţinut şi la cazul precedent) sau  

( )2,12 −−⇒−=y  este punct staţionar. 

)2()1(),( 222''
2 +=++= −−− xeyeyxeyyxf yxyxyx

x ;  

)24()2()22(),( 22''
2 +−=−−−= −−− yyxeeyyxeyxyxf yxyxyx

y ; 

)1()2()1()1(2),( 2'' +−=+−+= −−− xeyyxeyxyeyxf yxyxyx
xy . 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+−+−

+−+
=

−−

−−

)24()1()2(

)1()2()2(
),(

2

2

yyxexeyy

xeyyxey
yxH

yxyx

yxyx
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=−−
e

e
H

140
04

)2,1( ; 041 >=∆ e ;  

⇒<−=∆ 056 2
2 e )2,1( −−  punct şa. 

 ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= αα

α
e

H
20

00
0, ;   ⇒=∆=∆ 021 natura punctului nu se  

poate determina cu această metodă. În aceste condiţii, vom folosi  
definiţia punctului de extrem local. Avem că ( ) 00, =αf . 
• Pentru 0. >α , fie 0>ε  astfel încât 0. >− εα . Atunci există o  
vecinătate ),( εαεα +−=V  a punctului ( )0,α astfel încât oricare 
ar fi Vyx ∈),(  are loc inegalitatea 

( ) 00,),( 2 =≥= − αfexyyxf yx . Rezultă, conform definiţiei, că 
)0,(α  este punct de minim local. 

• Pentru 0. <α , fie 0>ε  astfel încât 0. <+ εα . Atunci există o  
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vecinătate ),( εαεα +−=V  a punctului )0,(α astfel încât oricare 
ar fi Vyx ∈),(  are loc inegalitatea 

0)0,(),( 2 =≤= − αfexyyxf yx . Rezultă, conform definiţiei, că 
)0,(α  este punct de maxim local. 

• Pentru 0. =α  avem că  în orice vecinătate U×− ),( εε   a  
punctului )0,0( există atât puncte în care 

0)0,0(),( 2 =≤= − fexyyxf yx , cât şi puncte în care 

0)0,0(),( 2 =≥= − fexyyxf yx . Prin urmare, conform definiţiei, 
rezultă că )0,0(  nu este punct de extrem local, deci este punct şa.  
 
    9.   Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei: 

( ) ( ) yxxyyxayxfRRf 444,,: 222 −−++=→ , unde Ra∈ . 
  
Rezolvare: 
Determinăm punctele staţionare. Avem că: 

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+=

−+=

442),(

442),(
'

'

xayyxf

yaxyxf

y

x ⇔
⎩
⎨
⎧

=−+
=−+

0442
0442

xay
yax

( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−

= −

14242
2

2

axa

y ax
  

    Cazul )a Dacă { }2\ ±∈ Ra , atunci yx a ==
+2
2 , deci 

( )
2

2
2

2 ,
++ aaP  punct staţionar. 

( ) ( )2
2

2
2 ,

24
42

, ++=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= aaH

a
a

yxH ; a21 =∆ ; 164 2
2 −=∆ a . 

a  ∞−            2−                    0                     2                ∞+  
1∆  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  0  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  +  

2∆  +  +  +  +  + 0  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  -  - 0   +  +  +  +  +  
Din tabelul de mai sus rezultă că: 
Dacă ( )2,∞−∈a , atunci ( )

2
2

2
2 ,

++ aaP  este punct de maxim local. 
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Dacă ( ) { }0\2,2−∈a , atunci ( )
2

2
2

2 ,
++ aaP  este punct şa. 

Dacă 0=a , avem că 02 <∆ , deci, conform observaţiei 1 din 

breviarul teoretic, rezultă că ( )
2

2
2

2 ,
++ aaP  este punct şa. 

Dacă ( )∞+∈ ,2a , atunci ( )
2

2
2

2 ,
++ aaP  este punct de minim local. 

    Cazul )b  Dacă 2=a , atunci ecuaţia ( )1  devine: 00 = , deci 
Rx ∈= αα , , α−= 1y  prin urmare ( )ααα −1,M  punct staţionar. 

( ) ( )αα −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 1,

44
44

, HyxH ; 41 =∆ , 02 =∆ , deci nu se poate 

preciza natura punctului folosind matricea hessiană. 
( ) ( )( ) ( )2222 48441,;, dydxdxdydydxyxfd +=++=−αα , care 

eset o funcţională pătratică semipozitiv definită, deci nu se poate 
afla natura punctului nici prin această metodă. 
În acest caz, vom aplica definiţia punctului de extrem. Avem că 
( ) 21, −=−ααf ; ( ) =−−++= yxxyyxyxf 44422, 22  

( ) ( ) 22 ,,2212 Ryxyx ∈∀−≥−−+= , prin urmare ( )αα −1,  este 
punct de minim global al funcţiei f . 
    Cazul )c  Dacă 2−=a , atunci ecuaţia ( )1  devine: 80 −= , deci 
funcţia nu are puncte staţionare.  
    Presupunem că f  are un punct de extrem local ( )baP , . 
Deoarece f  admite derivate parţiale în orice punct, conform 
propoziţiei din breviarul teoretic ar rezulta că 

( ) ( ) 0,, '' == bafbaf yx , deci ( )baP ,  ar fi punct staţionar, 
contradicţie. Prin urmare, pentru 2−=a  funcţia nu are puncte de 
extrem local. 
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     10.   Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei: 

( )3
2

2223 ),,(,: zyxzyxfRRf ++=→ . 
 
Rezolvare: 
Etapa 1. Determinăm punctele staţionare. 
    Pentru )0,0,0(),,( ≠zyx  avem că: 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
++

=

=
++

=

=
++

=

0
3

4),,(

0
3

4),,(

0
3

4),,(

3 222
'

3 222
'

3 222
'

zyx

zzyxf

zyx

yzyxf

zyx

xzyxf

z

y

x

, sistem care nu are soluţie. 

    Pentru a calcula derivatele parţiale în punctul )0,0,0(  vom  
folosi definiţia. 

0lim
0

)0,0,0()0,0,(lim)0,0,0(
3
4

00
' ==

−
−

=
→→ x

x
x

fxff
xx

x  

0lim
0

)0,0,0()0,,0(lim)0,0,0(
3
4

00
' ==

−
−

=
→→ y

y
y

fyff
xy

y  

0lim
0

)0,0,0(),0,0(lim)0,0,0(
3
4

00
' ==

−
−

=
→→ z

z
z

fzff
xz

z  

Obţinem că ( )0,0,0  este punct staţionar al funcţiei f . 
 
Etapa 2. Stabilim natura punctului staţionar. 

===
−
−

=
→→→ 3 20

3 2

0

''

0
'' 1lim

3
43

4

lim
0

)0,0,0()0,0,(
lim)0,0,0(2

xx
x

x

x
fxf

f
xx

xx
xx

R∉+∞= , deci funcţia f  nu este de două ori derivabilă în raport cu 
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x , prin urmare nu putem aplica algoritmul prezentat în breviarul 
teoretic pentru a determina natura punctului staţionar. 
Conform observaţiei din breviarul teoretic, în aceste condiţii vom 
aplica definiţia punctelor de extrem. 
Observăm că 3),,(),0,0,0(),,( Rzyxfzyxf ∈∀≥ , aşadar punctul 

)0,0,0(  este punct de minim global al funcţiei f .  
 
    11.   Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei: 

( )3
1

2223 ),,(,: zyxzyxfRRf ++=→ . 
 
Rezolvare: 
Etapa 1. Determinăm punctele staţionare. 
    Pentru )0,0,0(),,( ≠zyx  avem că: 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
++

=

=
++

=

=
++

=

0
)(3

2),,(

0
)(3

2),,(

0
)(3

2),,(

3 2222
'

3 2222
'

3 2222
'

zyx

zzyxf

zyx

yzyxf

zyx

xzyxf

z

y

x

    , sistem care nu are soluţie. 

    Pentru a calcula derivatele parţiale în punctul )0,0,0(  vom folosi 
definiţia. Avem că: 

3000
' 1limlim

0
)0,0,0()0,0,(lim)0,0,0(

3
2

xx
x

x
fxff

xxx
x

→→→
==

−
−

= , limită 

care nu există. 
Rezultă că funcţia nu are derivate parţiale în punctul )0,0,0( . 
Obţinem că funcţia nu are puncte staţionare, prin urmare nu putem 
aplica algoritmul prezentat în breviarul teoretic. 
În aceste condiţii, vom aplica definiţia punctelor de extrem. 
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Observăm că 3),,(),0,0,0(),,( Rzyxfzyxf ∈∀≥ , aşadar punctul  
)0,0,0(  este punct de minim global al funcţiei f . 

 
    12.   Să se determine valorile parametrilor Rcba ∈,,  astfel încât 

funcţia cbyaxxyxyxfRRf ++++=→ 232 3),(,:  să admită în 
( )1,2 −−  un punct de maxim local, în care valoarea funcţiei să fie 
egală cu -30. 
 
Rezolvare: 
Deoarece )1,2( −−  este punct de extrem local, conform propoziţiei 

din breviarul teoretic rezultă că 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−

=−−

0)1,2(

0)1,2(
'

'

y

x

f

f . 

Avem că: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=−−

+=−−
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

++=

12)1,2(

15)1,2(

6),(

33),(
'

'

'

22'

bf

af

bxyyxf

ayxyxf

y

x

y

x . 

Rezultă 
⎩
⎨
⎧

−=⇒=+
−=⇒=+
12012
15015

bb
aa . 

Verificăm dacă punctul staţionar ( )1,2 −−  este punct de extrem 
local, folosind matricea hessiană. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=−−⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

126
612

)1,2(
66
66

),( H
xy
yx

yxH ; avem că 

0121 <−=∆  şi 01082 >=∆ , rezultă că ( )1,2 −−  este punct de 
maxim local. 
Din condiţia 30)1,2( −=−−f  rezultă 

5830214 −=⇒−=+−−− ccba . 
Am obţinut că sunt îndeplinite cerinţele din enunţ pentru 

58,12,15 −=−=−= cba  
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    13.   Să se determine parametrii Rcba ∈,,  astfel încât funcţia 

cbyaxyyxyxfRRf ++++=→ 322 3),(,:  să admită în ( )1,2  
un punct de extrem local. 
 
Rezolvare: 
Deoarece )1,2(  este punct de extrem local, conform propoziţiei din 

breviarul teoretic rezultă că 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0)1,2(

0)1,2(
'

'

y

x

f

f
. 

Avem că: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=

+=

byxyxf

axyyxf

y

x
22'

'

33),(

6),(
. 

Rezultă 
⎩
⎨
⎧

−=⇒=+
−=⇒=+
15015
12012

bb
aa . 

Verificăm dacă punctul staţionar ( )1,2  este punct de extrem local, 
folosind matricea hessiană. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

612
126

)1,2(
66
66

),( H
yx
xy

yxH ; deoarece 061 >=∆  

şi 01082 <−=∆ , rezultă că ( )1,2  este punct şa. 
      Prin urmare, nu există Rcba ∈,,  astfel încât funcţia din enunţ 
să admită în ( )1,2  un punct de extrem local. 
 
 
PROBLEME PROPUSE 
 
Să se determine punctele de extrem local ale funcţiilor: 
    1.   1123),( 33 +−−+= yxyxyxf  
R: ( )2,1   punct de minim local; ( )2,1 −−  punct de maxim local.  
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    2.   424),( 22 +−−+= yxyxyxf      
    3.   233),( 22 +−−++= yxxyyxyxf   
    4.   6462),( 22 +−−++= yxxyyxyxf  

    5.   333),( 33 +++= xyyxyxf   
    6.   )5(),( yxxyyxf −−=    

    7.   xyyxyxf 4),( 44 −+=   
R: ( )1,1  şi ( )1,1 −−  sunt puncte de minim local. 

    8.   1115123),( 32 +−−+= yxyyxyxf    
R: ( )2,1   punct de minim local; ( )2,1 −−  punct de maxim local.  
    9.   )3(),( −+= yxxyyxf   
R: ( )1,1   punct de minim local. 
    10.  yxyxyxyxf 2),( 22 −−++=  
R: ( )1,0 punct de minim local. 

    11.  22 2)1(),( yxyxf +−=   

    12.  )( 22

)(),( yxeyxyxf +−⋅+=  

R: ( )2
1

2
1 , −−   punct de minim local; ( )2

1
2
1 ,  punct de maxim local. 

    13.  )ln(),( 22 yxxyyxf +=   

R: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ee 2
1

2
1 , , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

ee 2
1

2
1 ,  puncte de minim local;   

         ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

ee 2
1

2
1 , , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

ee 2
1

2
1 , puncte de maxim local. 

    14.  3322),( 33 +−+= xyyxyxf   

    15.  936153),( 32 +−−−= yxxxyyxf   
R: Funcţia nu are puncte de extrem local. 
    16.  yxxyyxyxf ++++= 33),( 23  
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    17.  22 2)1(),( yxyxf −−=  

    18.  8383188),( 22334 +−−−+−+= yxyxxyxyxf  
R: ( )32,21 ++ , ( )32,21 −+  puncte de minim local;  
     ( )2,21− punct de maxim local. 

    19.  )(22 22

)(),( yxeyxyxf +−⋅+=  

    20.  yxyxyxyxf 15996),( 2233 ++−−+=   

    21.  0,0;),( ≠≠+= yx
x
y

y
xyxf   

    22.  0,0;4),( 2 ≠≠−++= yxyy
x
y

y
xyxf   

    23.  
221

1),(
yx

yxyxf
++

−+
=  

    24.  0,;2050),( >++= yx
yx

xyyxf   

R: ( )2,5  punct de minim local. 

    25.  0,);6(),( 23 >−−= yxyxyxyxf   

    26.  2244 242),( yxyxyxyxf −+−+=  
R: ( )2,2−  şi ( )2,2 −  puncte de minim local. 

    27.  ( )yyxeyxf x 2),( 22 ++=  

    28.  yxyxyxyxf +−+−= 2),( 22  

    29.  yxyxyxyxf −−++= 2),( 22  
R: ( )0,1P   punct de minim local. 

    30.  224),( 22 +−−+= yxayxyxf , Ra∈   

    31.  222),( 22 +−−++= yxaxyyxyxf , Ra∈   
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    32.  121084),( 22 +−−++= yxxyayaxyxf , Ra∈  

    33.  444),( 22 +−−++= yxxyayaxyxf , Ra∈   

    34.  2122),,( 322 +++++= yzxzyxzyxf   
R: ( )24,144,1 −−  punct de minim local. 

35. 444),,( 222 −−−+++++= yxyzxzxyzyxzyxf       

36.  zyxyzxzxyzyxzyxf 818286632),,( 222 −−−+−+++=   
R:  Nu are puncte de extrem. 

37.  zyxzyxzyxf 642),,( 222 −−−++=      

38. 0,0,0;2
4

),,(
22

>>>+++= zyx
zy

z
x

yxzyxf   

R: ( )1,1,2
1  punct de minim local. 

    39.  ( )
y
z

z
xy

x
zyxfRRf +++=→

4
1),,(,:

3* .  

R: ( )2,22,2  punct de minim local; 
     ( )2,22,2 −−  punct de maxim local. 

    40.  zyxyzxyzyzyxf ++++++= 3),,( 22   
R: ( )3,5,8 −− punct de minim local.  

41. zyxxyzzyxf 236),,( −−−=       

42.  zyxyzxzxyzyxzyxf 121212333),,( 333 −−−+++++=  
43.  zyxyzxzxyxyzzyxf 1175),,( −−−+++=  

    44.  yzxzxyzyxzyxf +++++= 222),,(  

45. zyyzzyxxzyxf 1073),,( 2223 −−+++−=   

46. 222 )3()2()1(16),,( +−+−+−= zyxzyxf  

47. 0,,;)1(),,( >+= zyxyxzyxf z   
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48. zyxyzxzxyzyxzyxf 446),,( 222 −−+++++−=      

49. zyxyzxzxyzyxzyxf 2112732),,( 222 −−−+++++=   

50. )1(2 22

)(),,( +++= zyxezxzyxf   

R: ( )
2
0,0,1−  punct de minim local 

    51. )sin(sinsinsin),,( zyxzyxzyxf ++−++=  

R: ( )
222 ,, πππ  punct de maxim local. 

52.  zyxyzxzxyzyaxzyxf 987),,( 222 −−−+++++=   
53. 222 ),(,: yxyxfRRf +=→  

R: )0,0(  este punct de minim global al funcţiei f .  
    54. 232 ),(,: yxyxfRRf +=→   
R: Funcţia nu are puncte de extrem local.   
    55. xyyexyxfRRf −=→ 22 ),(,:   
R: )1,2( −− este punct şa; pentru 0. >α , ( )α,0  este punct de minim 
local; pentru 0. <α , ( )0,α  este punct de maxim local. 

    56. 42),( yxyxf −−=   
R: ( )0,0  este punct de maxim global.  

    57. ( ) 2244, yxyxyxf −−+=   

R: ( )0,0  punct de maxim local şi ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−

2
1

2
1 , , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−

2
1

2
1 , ,    

     ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

2
1

2
1 , , ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2
1

2
1 ,  puncte de minim local. 

    58.  Să se determine valorile parametrilor Rcba ∈,,  astfel încât 

funcţia cbyaxxxyyxfRRf ++++=→ 322 3),(,:  să admită în 
)2,1(  un punct de extrem local, în care valoarea funcţiei să fie -30.  

R:  15−=a ; 12−=b ; 4−=c . 
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8.2.2.EXTREME CONDIŢIONATE 
(CU LEGĂTURI) 

 
BREVIAR TEORETIC 
 
Metoda multiplicatorilor lui Lagrange pentru  determinarea 
punctelor de extrem local condiţionat ale unei funcţii de mai multe 
variabile 

 
Pentru a determina punctele de extrem local ale funcţiei 

RRAf n →⊂: , cu condiţiile (legăturile): 

( )
( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

=
=

0,...,,
...........................

0,...,,
0,...,,

21

212

211

nk

n

n

xxxg

xxxg
xxxg

 

trebuie parcurse următoarele etape:  
 

Etapa 1. Scriem funcţia lui Lagrange: 
=Φ ),...,,,,...,,( 2121 knxxx λλλ

),...,,(...),...,,(),...,,( 21211121 nkknn xxxgxxxgxxxf λλ +++=  
Etapa 2. Determinăm punctele staţionare ale funcţiei Φ . 
Etapa 3. Stabilim care dintre punctele staţionare sunt puncte de 
extrem local condiţionat pentru funcţia f . Pentru fiecare punct 

staţionar ( )00
1

00
1 ,...,;,..., knxx λλ  al funcţiei Φ , se înlocuiesc valorile 

00
1 ,..., kλλ  în funcţia Φ , rezultând o funcţie de n  variabile, având 

punctul staţionar ( )00
1 ,..., nxx . Determinăm semnul diferenţialei de 

ordinul doi ( )00
11

2 ,...,;,..., nn xxxxd Φ  a funcţiei 

( )00
11 ,...,;,..., knxx λλΦ . 
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• Dacă ( ) 0,...,;,..., 00
11

2 <Φ nn xxxxd  (funcţionala  

( )00
11

2 ,...,;,..., nn xxxxd Φ  este negativ definită), atunci ( )00
1 ,..., nxx  

este punct de maxim local condiţionat. 
• Dacă ( ) 0,...,;,..., 00

11
2 >Φ nn xxxxd  (funcţionala  

( )00
11

2 ,...,;,..., nn xxxxd Φ  este pozitiv definită), atunci ( )00
1 ,..., nxx  

este punct de minim local condiţionat. 
• În altă situaţie, se diferenţiază condiţiile în punctul ( )00

1 ,..., nxx   
şi se rezolvă sistemul obţinut în raport cu ndxdxdx ,...,, 21 , 
exprimând kdxdxdx ,...,, 21  în funcţie de nk dxdx ...,,1+ ; apoi se 

înlocuiesc rezultatele găsite în expresia ( )00
11

2 ,...,;,..., nn xxxxd Φ  şi 
se vede dacă punctul este de maxim sau de minim local. 
• Dacă funcţionala ( )00

11
2 ,...,;,..., nn xxxxd Φ  este nedefinită,  

atunci ( )00
1 ,..., nxx  este punct şa. 

 
  
PROBLEME REZOLVATE 
 

1. Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei: 
343),(,: 222 +−−+=→ yxyxyxfRRf , care verifică relaţia 

32 =+ yx . 
 
Rezolvare: 
Metoda I. (metoda multiplicatorilor lui Lagrange) 
Relaţia 03232 =−+⇔=+ yxyx . Fie 

32),(,: 2 −+=→ yxyxgRRg . 
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  Etapa 1. Scriem funcţia lui Lagrange: 
)32(343),(),(),,( 22 −+++−−+=+=Φ yxyxyxyxgyxfyx λλλ . 

  Etapa 2. Determinăm punctele staţionare ale funcţiei Φ : 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+=Φ

+−=Φ

+−=Φ

32),,(

242),,(

32),,(

'

'

'

yxyx

yyx

xyx

y

x

λ

λλ

λλ

λ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

⇒

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=−
−

+
−

−
=

−
=

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−

=+−
⇒

1
1
1

03
2
242

2
3

2
24

2
3

032
0242

032

λλλ

λ

λ

λ
λ

y
x

y

x

yx
y
x

, 

deci )1,1,1( este punct staţionar al funcţiei Φ . 
Etapa 3. Pentru 1=λ  obţinem 

),()32(343)1,,( 22 yxyxyxyxyx Φ=−+++−−+=Φ şi )1,1(P  
este punct staţionar condiţionat al funcţiei f . Stabilim natura 
acestui punct, în funcţie de semnul diferenţialei de ordinul doi a 
funcţiei Φ  în )1,1(P , notată )1,1;,(2 yxd Φ . 

Avem: 2),(''
2 =Φ yxx ;  2),(''

2 =Φ yxy ; 0),('' =Φ yxxy ; 

2)1,1(''
2 =Φ x ;  2)1,1(''

2 =Φ y ; 0)1,1('' =Φ xy . Rezultă: 

=Φ+Φ+Φ=Φ dxdydydxyxd xyyx )1,1(2)1,1()1,1()1,1;,( ''2''2''2
22

022 22 >+= dydx , prin urmare )1,1(P  este punct de minim local 
condiţionat. 
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Metoda II. (metoda reducerii) 
Din relaţia 32 =+ yx  obţinem yx 23 −= , iar funcţia devine 

=+−−−+−=−= 34)23(3)23(),23(),( 22 yyyyyyfyxf

)(21225 2 yhyy =+−= . 
Am obţinut o funcţie de o singură variabilă, 

3105)(,: 2 +−=→ yyyhRRh , care este o funcţie de gradul al doilea 

şi admite pe 1
2

=−=
a

by  ca punct de minim local. Rezultă că 

1=x , prin urmare )1,1(P  este punct de minim local condiţionat al 
funcţiei f . 
Observaţie. Metoda reducerii se poate aplica numai în cazul în care 
legăturile sunt date de funcţii liniare. 
 
    2.   Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei: 

zyxzyxfRRf 22),,(,: 3 −+=→  , care verifică relaţia 

9222 =++ zyx . 
 
Rezolvare: 
Vom aplica metoda multiplicatorilor lui Lagrange. 
Relaţia 099 222222 =−++⇔=++ zyxzyx  Fie 

9),,(,: 2223 −++=→ zyxzyxgRRg . 
  Etapa 1. Scriem funcţia lui Lagrange: 

)(22),,(),,(),,,( 222 zyxzyxzyxgzyxfzyx +++−+=+=Φ λλλ . 
  Etapa 2. Determinăm punctele staţionare ale funcţiei Φ : 

⇒

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=−++

=+−
=+
=+

⇒

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−++=Φ

+−=Φ

+=Φ

+=Φ

09

022
021
022

9),,,(

22),,,(

21),,,(

22),,,(

222
222'

'

'

'

zyx

z
y
x

zyxzyx

zzyx

yzyx

xzyx

z

y

x

λ
λ
λ

λ

λλ

λλ

λλ

λ
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2
1

1
4
11

1
2
1

1

9222

±=⇒

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=++

=

−=

−=

⇒ λ

λλλ

λ

λ

λ

z

y

x

. 

Pentru )2,1,2(12
1 −−⇒= Pλ  punct staţionar condiţionat al funcţiei f . 

Pentru )2,1,2(22
1 −⇒−= Pλ  punct staţionar condiţionat al funcţiei f . 

 
Etapa 3.  
• Pentru 2

1=λ  obţinem:  

),,()(22),,,( 222
2
1

2
1 zyxzyxzyxzyx Φ=+++−+=Φ  şi  

)2,1,2(1 −−P  este punct staţionar condiţionat al funcţiei f . Stabilim 
natura acestui punct, în funcţie de semnul diferenţialei de ordinul 
doi a funcţiei Φ  în )2,1,2(1 −−P . 

1),,(''
2 =Φ zyxx ;    1),,(''

2 =Φ zyxy ;   1),,(''
2 =Φ zyxz ; 

0),,(),,(),,( '''''' =Φ=Φ=Φ zyxzyxzyx yzxzxy . Obţinem: 

0)2,1,2;,,( 2222 >++=−−Φ dzdydxzyxd , prin urmare 
)2,1,2(1 −−P  este punct de minim local condiţionat. 

• Pentru 2
1−=λ  obţinem 

),,()(22),,,( 222
2
1

2
1 zyxzyxzyxzyx Φ=++−−+=Φ  şi  

)2,1,2(2 −P  este punct staţionar condiţionat al funcţiei f . Stabilim 
natura acestui punct, în funcţie de semnul diferenţialei de ordinul 
doi a funcţiei Φ  în )2,1,2(2 −P . 
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1),,(''
2 −=Φ zyxx ;    1),,(''

2 −=Φ zyxy ;   1),,(''
2 −=Φ zyxz ; 

0),,(),,(),,( '''''' =Φ=Φ=Φ zyxzyxzyx yzxzxy . Rezultă: 

0)2,1,2;,,( 2222 <−−−=−Φ dzdydxzyxd , deci )2,1,2(2 −P  este 
punct de maxim local condiţionat. 
 

2. Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei: 
xyzzyxfRRf =→ ),,(,: 3  , care verifică relaţia 12=++ zxyzxy . 

 
Rezolvare: 
Vom aplica metoda multiplicatorilor lui Lagrange. 
Relaţia 01212 =−++⇔=++ zxyzxyzxyzxy .  Fie 

12),,(,: 3 −++=→ zxyzxyzyxgRRg . 
 
  Etapa1. Scriem funcţia lui Lagrange: 

)12(),,(),,(),,,( −+++=+=Φ zxyzxyxyzzyxgzyxfzyx λλλ . 
 
  Etapa2. Determinăm punctele staţionare ale funcţiei Φ : 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++
=++

⇒

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−++=Φ

++=Φ

++=Φ

++=Φ

)4(12
)3(0
)2(0
)1(0

)4(12),,,(

)3(),,,(

)2(),,,(

)1(),,,(

'

'

'

'

zxyzxy
yxxy
zxxz
zyyz

zxyzxyzyx

yxxyzyx

zxxzzyx

zyyzzyx

z

y

x

λλ
λλ
λλ

λ

λλλ

λλλ

λλλ

λ

 

 
0)()2()1( =−⇒⋅−⋅ yxzyx λ  0=⇒ λ  sau 0=z  sau yx = . 

    )a  Dacă ⇒= 0λ

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++
=
=
=

12
0
0
0

zxyzxy
xy
xz
yz

, contradicţie. 
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    )b  Dacă ⇒= 0z

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=++

=
=

12
0

0
0

xy
yxxy

x
y

λλ
λ
λ

; din prima ecuaţie rezultă 

0=λ  sau 0=y . 
 

             )1b    Pentru 
⎩
⎨
⎧

=
=

⇒=
12
0

0
xy
xy

λ  , contradicţie. 

             )2b    Pentru 1200 =⋅⇒= xy , contradicţie. Deci yx = . 
Analog, folosind relaţiile (2) şi (3), rezultă că zy = . 
Prin urmare zyx ==  şi din relaţia (4) obţinem 

1,2123 2 m===±=⇒= λzyxx . 
Avem punctele staţionare condiţionate )2,2,2(1P  şi 

)2,2,2(2 −−−P . 
 

Etapa3.  
• Pentru 1−=λ  obţinem )12(),,,( −++−=Φ zxyzxyxyzzyx λ  

şi )2,2,2(1P  este punct  
staţionar condiţionat al funcţiei f . Stabilim natura acestui punct, în 
funcţie de semnul diferenţialei de ordinul doi a funcţiei Φ  în 

)2,2,2(1P . 

0),,(),,(),,( ''''''
222 =Φ=Φ=Φ zyxzyxzyx zyx ;

⇒−=Φ−=Φ−=Φ 1),,(;1),,(;1),,( '''''' xzyxyzyxzzyx yzxzxy  

⇒=Φ=Φ=Φ 1)2,2,2(;1)2,2,2(;1)2,2,2( ''''''
yzxzxy  

dzdxdydzdxdyzyxd ++=Φ )2,2,2;,,(2   (*). 
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Pentru a stabili semnul acestei funcţionale, diferenţiem legătura 
0),,( =zyxg  şi obţinem 0)2,2,2;,,( =zyxdg . Avem că: 

12),,( −++= zxyzxyzyxg ; zyzyxg x +=),,(' ; 

zxzyxg y +=),,(' ; 

yxzyxg z +=),,(' 4)2,2,2()2,2,2()2,2,2( ''' ===⇒ zyx ggg , prin 
urmare relaţia 0)2,2,2;,,( =zyxdg  devine 0444 =++ dzdydx ; de 
aici obţinem dydxdz −−=  şi, prin înlocuire în (*), rezultă: 

0)()2,2,2;,,( 2
4
32

2
1222 <−+−=−−−=Φ dydydxdydxdydxzyxd

, deci )2,2,2(1P  este punct de maxim local condiţionat. 
 
• Pentru 1=λ  obţinem )12(),,,( −+++=Φ zxyzxyxyzzyx λ  şi  

)2,2,2(2 −−−P  este punct staţionar condiţionat al funcţiei f . 
Stabilim natura acestui punct, în funcţie de semnul diferenţialei de 
ordinul doi a funcţiei Φ  în )2,2,2(2 −−−P . 

0),,(),,(),,( ''''''
222 =Φ=Φ=Φ zyxzyxzyx zyx ;

⇒+=Φ+=Φ+=Φ 1),,(;1),,(;1),,( '''''' xzyxyzyxzzyx yzxzxy  

⇒−=−−−Φ−=−−−Φ−=−−−Φ 1)2,2,2(;1)2,2,2(;1)2,2,2( ''''''
yzxzxy  

dzdxdydzdxdyzyxd −−−=−−−Φ )2,2,2;,,(2   (**). 
Pentru a stabili semnul acestei funcţionale, diferenţiem legătura 

0),,( =zyxg  şi obţinem 0)2,2,2;,,( =−−−zyxdg . Avem că:  

12),,( −++= zxyzxyzyxg ; zyzyxg x +=),,(' ; 

zxzyxg y +=),,(' ; 

yxzyxg z +=),,('

4)2,2,2()2,2,2()2,2,2( ''' −=−−−=−−−=−−−⇒ zyx ggg , prin 
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urmare relaţia 0)2,2,2;,,( =−−−zyxdg  devine 
dydxdzdzdydx −−=⇒=−−− 0444  şi, prin înlocuire în (**), 

rezultă: 
0)()2,2,2;,,( 2

4
32

2
1222 >++=++=Φ dydydxdydxdydxzyxd , 

deci )2,2,2(2 −−−P  este punct de minim local condiţionat. 
 
 
PROBLEME PROPUSE 
 
Să se determine punctele de extrem local condiţionat ale funcţiilor: 
 1.  343),(,: 222 +−−+=→ yxyxyxfRRf , cu condiţia 32 =+ yx ; 
R: )1,1(  punct de minim local condiţionat. 
 2.  zyxzyxfRRf 22),,(,: 3 −+=→ , cu condiţia 9222 =++ zyx . 
R: ( )2,1,2 −−  punct de minim local condiţionat. 
         ( )2,1,2 − punct de maxim local condiţionat. 
 3.  xyzzyxfRRf =→ ),,(,: 3  , cu condiţia 12=++ zxyzxy .  
R: )2,2,2( punct de maxim local condiţionat; 
          )2,2,2( −−− punct de minim local condiţionat. 
 4. xyzzyxf =),,(  cu condiţia 3=++ zyx . 
R: ( )1,1,1  punct de maxim local condiţionat. 

5. 22),( yxyxf +=  cu condiţia 1
32
=−

yx . 

6. 1),( 22 +−+++= yxyxyxyxf  cu condiţia 122 =+ yx . 
7. xyzzyxf =),,(  cu condiţiile 8;5 =++=++ zxyzxyzyx . 

    R: ( )
3
4

3
4

3
7 ,, , ( )

3
4

3
7

3
4 ,, , ( )

3
7

3
4

3
4 ,,  puncte de maxim local 

condiţionat; ( )2,2,1 , ( )2,1,2 , ( )1,2,2  puncte de minim local 
condiţionat. 
8. xyzzyxf =),,(  cu condiţiile 8;3 =−−=−+ zyxzyx . 
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9. yxyxf 346),( −−=  cu condiţia 122 =+ yx . 
10. xyyxf =),(  cu condiţia 1=+ yx  

11. yxyxf 2),( +=  cu condiţia 522 =+ yx  
   R: ( )2,1  punct de maxim local condiţionat; ( )2,2 −− punct de 
minim local condiţionat. 

12. 22),( yxyxf +=  cu condiţia 1
32
=+

yx  

13. yxyxf 22 coscos),( +=  cu condiţia 
4
π

=− xy  

14. zyxzyxf 22),,( +−=  cu condiţia 9222 =++ zyx  
    R: ( )2,2,1 −  punct de maxim local condiţionat;  
          ( )2,2,1 −− punct de minim local condiţionat. 
15. xyzzyxfRRf =→ ),,(,: 3  , care verifică relaţia 3=++ zyx  
16. 5,2),(,: 222 =++=→ yxyxyxfRRf  
17. 16,22),,(,: 2223 =++−+=→ zyxzyxzyxfRRf  

    R: ( )
3
8

3
8

3
4 ,, −  punct de maxim local condiţionat;  

         ( )
3
8

3
8

3
4 ,, −−   punct de minim local condiţionat. 

18. 1,),,(,: 3 =++=→ xyzyzxzxyzyxfRRf  
   R: ( )1,1,1  punct de minim local condiţionat. 

19. 0,0,0;1111,),,( ≠≠≠=++++= zyx
zyx

zyxzyxf  

   R: ( )3,3,3  punct de minim local condiţionat. 
20. 32,544),( 22 =++−−+= yxyxyxyxf  
21. 0,1),( 22 =−+++++= yxyxxyyxyxf  
22. 1,),( =+= yxxyyxf  
23. 3,),,( 222 =+++++++= zyxyzxzxyzyxzyxf  
24. 632,),,( 432 =++= zyxzyxzyxf  
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25. 3,),,( =++++= zyxyzxzxyzyxf  
26. 8,),,( =++= xyzyzxzxyzyxf  
27. 1,)2()1(),( 2222 =+−+−= yxyxyxf  

28. 0,0,0;111,),( 222 ≠≠≠=++= ayx
ayx

yxyxf  

29. 1
75

,),( 22 =++=
yxyxyxf    

30. 12,),,( =++++= zyxyzxzxyzyxf  
31. xyzzyxf =),,( , cu condiţiile 8,5 =++=++ yzxzxyzyx  
32. zyxzyxf ++=),,( , cu condiţiile 4,2 222 =++=+− zyxzyx  

    R: ( )
3
4

3
2

3
4 ,,  punct de maxim local condiţionat;  

          ( )0,2,0 −  punct de minim local condiţionat. 

33. yzxzxyzyxzyxf 2332),,( 222 +++++= , 
     cu condiţiile 42,42 =++=++ zyxzyx  
34. xyzzyxf =),,( , cu condiţiile 2,5 =+−=−+ zyxzyx  
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8.3. METODA CELOR MAI MICI PĂTRATE 
 

 
BREVIAR TEORETIC 
 
  Tipurile de ajustare frecvent utilizate sunt: 
• Ajustare liniară: baxy +=  

• Ajustare parabolică: cbxaxy ++= 2  

• Ajustare hiperbolică: x
bay += ;  cu notaţia xz 1=  se ajunge la  

ajustare liniară 
• Ajustare după o funcţie exponenţială: xaby ⋅= ; prin  
logaritmare se obţine: axby lnlnln +=  sau BxAz +=  şi se 
ajunge tot la o ajustare liniară 
 
 
PROBLEME REZOLVATE 
 
    1.   Consumul de materii prime al unei societăţi comerciale în  
primele 5 luni ale anului, exprimat în milioane lei, a fost: 
      Luna ianuarie februarie martie aprilie mai 
Consum(mil. lei) 2,7 2,5 3 3,9 4,1 
Să se ajusteze datele după o dreaptă şi să se facă o prognoză pentru 
luna iulie. 
 
Rezolvare: 
Tabelul precedent poate fi reprezentat sub forma: 

ix    -2    -1 0 1 2 

iy  2,7 2,5 3 3,9 4,1 
Considerăm funcţia de ajustare baxxf +=)( . 
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Suma pătratelor erorilor este dată de funcţia: 

[ ] [ ]∑∑
==

−+=−=
5

1

25

1

2)(),(
i

ii
i

ii ybaxyxfbaF . 

Punem condiţia ca suma pătratelor erorilor să fie minimă. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

0),(

0),(
'

'

baF

baF

b

a  

( )

( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−+=

−+=

∑

∑

=

=
5

1

'

5

1

'

2),(

2),(

i
iib

i
iiia

ybaxbaF

xybaxbaF
; va rezulta sistemul: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+

=−+

∑ ∑

∑ ∑∑

= =

= ==
5

1

5

1

5

1

5

1

5

1

2

05

0

i i
ii

i i
ii

i
ii

ybxa

yxxbxa
   (*) 

 
ix  iy  2

ix  ii yx  

-2 2,7 4 -5,4 
-1 2,5 1 -2,5 
0 3 0 0 
1 3,9 1 3,9 
2 4,1 4 8,2 

∑
=

=
5

1
0

i
ix  ∑

=
=

5

1
,16

i
iy

 

∑
=

=
5

1

2 10
i

ix

 

∑
=

=
5

1
1 2,4

i
i yx  

Sistemul (*) este echivalent cu: 

⎩
⎨
⎧

=
=

⇒
⎩
⎨
⎧

=⋅+⋅
=⋅+⋅

24,3
42,0

2,1650
2,4010

b
a

ba
ba

. 
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Am obţinut dreapta de ajustare 24,342,0)( += xxf . 
Pentru o prognoză pe luna iulie vom considera 4=x  şi vom obţine 

92,4)4( =f  milioane lei.. 
 
 
    2.   Volumul vânzărilor unui produs în timp de 7 luni a 
înregistrat următoarea evoluţie: 
      Luna ian

. 
feb. martie aprilie mai iunie iulie 

Volumul 
vânzărilor
(mil. lei) 

30 54 76 82 70 50 45 

Să se ajusteze datele după o parabolă şi să se facă o prognoză 
pentru luna următoare. 
 
Rezolvare: 
Tabelul precedent poate fi reprezentat sub forma: 

ix    -3 -2    -1 0 1 2 3 

iy  30 54 76 82 70 50 45 

Considerăm funcţia de ajustare cbxaxxf ++= 2)( . 
Suma pătratelor erorilor este dată de funcţia: 

[ ] [ ]∑∑
==

−++=−=
7

1

227

1

2)(),,(
i

iii
i

ii ycbxaxyxfcbaF . 

Punem condiţia ca suma pătratelor erorilor să fie minimă. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

=

0),,(

0),,(

0),,(

'

'

'

cbaF

cbaF

cbaF

c

b

a

 

 

336



( )

( )

( )
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−++=

−++=

−++=

∑

∑

∑

=

=

=

7

1

2'

7

1

2'

7

1

22'

2),,(

2),,(

2),,(

i
iiic

i
iiiib

i
iiiia

ycbxaxcbaF

xycbxaxcbaF

xycbxaxcbaF

; va rezulta sistemul:  

 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=−++

=−++

=−++

∑ ∑∑

∑ ∑∑∑

∑ ∑∑∑

= ==

= ===

= ===

7

1

7

1

7

1

2

7

1

7

1

7

1

7

1

23

7

1

7

1

27

1

27

1

34

07

0

0

i i
i

i
ii

i i
ii

i
i

i
ii

i i
ii

i
i

i
ii

ycxbxa

yxxcxbxa

yxxcxbxa

   (*) 

 
 

ix  iy  2
ix  3

ix  4
ix  ii yx  

ii yx2  
-3 30 9 -27 81 -90 270 
-2 54 4 -8 16 -108 216 
-1 76 1 -1 1 -76 76 
0 82 0 0 0 0 0 
1 70 1 1 1 70 70 
2 50 4 8 16 100 200 
3 45 9 27 81 135 405 
∑
=

=
7

1
0

i
ix

 
∑
=

=
7

1
407

i
iy

 
∑
=

=
7

1

2 28
i

ix

 
∑
=

=
7

1

3 0
i

ix
 

∑
=

=
7

1

4 196
i

ix
 

∑
=

=
7

1
31

i
ii yx

 
∑
=

=
7

1

2 1237
i

ii yx

 
 
Sistemul (*) este echivalent cu: 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
−=

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+⋅+
=⋅++⋅
=+⋅+

761,76
107,1

654,4

4077028
310280
1237280196

c
b
a

cba
cba
cba

. 

Am obţinut parabola de ajustare 
761,76107,1654,4)( 2 ++−= xxxf . 

Pentru o prognoză pe luna următoare vom considera 4=x  şi vom 
obţine 725,6)4( =f  milioane lei.. 
 
 
PROBLEME PROPUSE 
  
    1.   Cifra de afaceri a unei firme în ultimii 5 ani, exprimată în  
miliarde lei, a fost: 
Anii 1997 1998 1999 2000 2001 
Cifra de 
afaceri(mld.lei) 

3,8 4,1 4,6 5,2 5,5 

)a  Să se ajusteze datele după o dreaptă. 
)b  Să se facă o prognoză pentru următorii doi ani. 

R: )a 64,445,0)( += xxf ; )b 99,5 ; 44,6 . 
 
    2.   Valoarea profitului înregistrat de un agent economic în timp 
de 7 trimestre a înregistrat următoarea evoluţie: 
      
Trimestrul 

1 2 3 4 5 6 7 

Valoarea 
profitului 
(mil. lei) 

34 52 98 76 65 58 52 

)a  Să se ajusteze datele după o parabolă.  
)b  Să se facă o prognoză pentru următorul trimestru. 

R: )a 42,7918,132,4)( 2 ++−= xxxf ; )b 02,15 . 
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    3.   Valoarea produselor rămase nevândute într-un magazin pe 
timp de 7 luni, exprimată în milioane lei, este dată în tabelul 
următor: 
Luna ian. feb. martie aprilie mai iunie iulie 
Volumul 
vânzărilor 
(mil. lei) 

50 30 20 15 12 10 8 

   Să se ajusteze datele după o hiperbolă şi să se facă prognoza 
pentru luna octombrie. 
 
    4.   Evoluţia preţului benzinei timp de 5 ani, înregistrată în luna 
ianuarie a fiecărui an a fost: 

Anii 1997 1998 1999 2000 2001 
Preţul(mii lei) 3 4 6 9 13 

)a  Să se ajusteze datele după o dreaptă. 
)b  Să se facă o prognoză pentru următorul an. 

R: )a 75,2)( += xxf ; )b 5,14 . 
 
    5.   Volumul vânzărilor de autoturisme în perioada 1998-2002 a 
fost: 
Anii 1998 1999 2000 2001 2002 
Volumul 
vânzărilor 
(mld. lei) 

2 3 4 6 9 

)a  Să se ajusteze datele după o dreaptă şi după o parabolă. 
)b  Comparând suma pătratelor erorilor, să se determine care dintre 

funcţiile găsite descrie mai bine evoluţia fenomenului studiat. 
)c  Să se facă o prognoză pentru următorul an cu ajutorul funcţiei 

alese la punctul precedent. 
R: )a 8,47,1)( += xxf ; 22,07,107,1)( 2 ++= xxxg )c  14,9.  
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    6.   Evoluţia preţului de vânzare a unui produs timp de 5 
trimestre este dată în tabelul următor: 
      
Trimestrul 

1 2 3 4 5 

Valoarea 
profitului 
(mil. lei) 

5 6 8 10 13 

)a  Să se ajusteze datele după o dreaptă.  
)b  Să se facă o prognoză pentru trimestrul următor. 

R: )a 4,82)( += xxf ; )b 4,14 . 
 
    7.   Producţia unui bun de consum timp de 5 luni a înregistrat 
următoarea evoluţie: 
Luna ian. feb. martie aprilie mai 
Volumul 
vânzărilor 
(mil. lei) 

1 3 5 8 11 

   Să se ajusteze datele după o dreaptă şi să se facă prognoza pentru 
următoarele două luni. 
R: )a 42,7918,132,4)( 2 ++−= xxxf ; )b 02,15 . 
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CAPITOLUL 9 
CALCUL INTEGRAL 

 
 

9.1. INTEGRALE GENERALIZATE 
 

9.1.1.  INTEGRALE CU LIMITE INFINITE 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 

 
Definiţie. Fie Raf →∞),[:  o funcţie integrabilă pe orice interval 

compact acca >],,[ . Dacă ∫
∞→

c

ac
dxxf )(lim  există şi este finită, 

spunem că   ∫
∞

a
dxxf )(  este convergentă şi vom nota 

∫∫
∞→

∞
=

c

aca
dxxfdxxf )(lim)( . 

 
Criteriu de convergenţă. Fie 0)(,0,),[: >>→∞ xfaRaf , 

),[ ∞∈∀ ax . Dacă RLxfx
x

∈=⋅
∞→

)(lim α , atunci: 

1) pentru 1>α , rezultă că ∫
∞

a
dxxf )(  este convergentă. 

2) pentru 1≤α  şi 0≠L , rezultă că ∫
∞

a
dxxf )(  este divergentă. 
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PROBLEME REZOLVATE  
 
    1.   Folosind definiţia, să se studieze natura următoarelor 
integrale şi în caz de convergenţă să se determine valoarea 
acestora: 

)a ∫
∞

− ∈=
a

kx RkdxeI ,1 ; )b dx
x

I ∫
∞− +

=
0

22
2

1 ;  

)c  dx
xx

I ∫
∞

∞− ++
=

126
1

23 ;  )d Rdx
x

I ∈= ∫
∞

αα ,1

1
4 ; 

)e ∫
∞−

=
0

5 cos xdxxI ; )f dx
xx

I ∫
∞

− ++
=

1
26 65

1 . 

 
Rezolvare: 
    )a   Vom aplica definiţia din breviarul teoretic. 

Funcţia kxexfRaf −=→∞ )(,),[:  este integrabilă pe orice 
interval compact acca >],,[ . Studiem existenţa şi valoarea limitei: 

 ( ) kc
c

ka
kakc

c

c

a

kx
c

e
kk

eee
k

dxeL −

∞→

−
−−

∞→

−

∞→
−=−−== ∫ lim11limlim , 

pentru 0≠k . 

• Pentru 0>k  avem kakc

c
e

k
Le −−

∞→
=⇒=

10lim , prin urmare  

integrala este convergentă şi ka

a

kx e
k

dxe −
∞

− =∫
1   . 

• Pentru 0<k  avem ∞=⇒∞=−

∞→
Le kc

c
lim , deci integrala este  

divergentă. 

• pentru 0=k  avem ∫∫
∞∞

==
aa

dxdxeI 0
1 ; +∞==

∞→∞→ ∫
c

ac

c

a
c

xdx limlim ,  

rezultă că  integrala este divergentă. 
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    )b  Aplicăm definiţia. Funcţia 
2

1)(,]0,(:
2 +

=→−∞
x

xfRf  

este integrabilă pe orice interval compact 0],0,[ >− cc . Vom studia 
limita: 

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

+
=

−∞→−∞→
∫ 2ln2lnlim

2

1lim
0

2
0

2 cccc
xxdx

x
L  

 

2ln
2

2lnlim2ln2lnlim
2

2 =
++

−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−−

∞→∞→ cc
cc

cc
, 

prin urmare integrala 2I  este convergentă şi 2ln
2

10

2
=

+
∫
∞−

dx
x

. 

    )c  Funcţia 
126

1)(,: 2 ++
=→

xx
xfRRf  este integrabilă pe 

orice interval compact 0],,[ >− ccc . Vom studia limita: 

=
+

=
++

=
++

=
∞→

−
∞→

−
∞→ ∫∫ 3

3
3

1lim
3)3(

1lim
126

1lim 22

xarctgdx
x

dx
xx

L
c

c

c
c

c

c
c

 

3223
1

3
3

3
3lim

3
1 πππ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
−

+
=

∞→

carctgcarctg
c

, rezultă 

că integrala 3I  este convergentă şi 
3126

1
23

π
=

++
= ∫

∞

∞−

dx
xx

I . 

    )d Funcţia αx
xfRf 1)(,),1[: =→∞  este integrabilă pe orice  

interval compact 1],,1[ >cc . Studiem existenţa şi valoarea limitei:  

∫∞→
=

c

c
dx

x
L

1

1lim α . Pentru 1≠α  avem: 
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    α
α

α ααα
−

∞→

+−

∞→∞→ −
−

−
=

+−
== ∫ 1

1

1

1

lim
1

1
1

1
1

lim1lim cxdx
x

L
c

c

c

c

c
; 

• Dacă ∞=⇒< L1α , rezultă că integrala este divergentă. 

• Dacă 
1

11
−

=⇒>
α

α L , deci integrala este convergentă. 

• Dacă ∞===⇒=
∞→∞→ ∫ cdx

x
L

c

c

c
lnlim1lim1

1

α , prin urmare  

integrala este divergentă. 
 

    )e  Aplicăm definiţia. Funcţia xxxfRf cos)(,]0,(: =→−∞  
este integrabilă pe orice interval compact 0],0,[ >− cc . Vom 
studia limita: 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=== ∫∫∫

−
−∞→

−
∞→

−
∞→

0
0

00

sinsinlim)'(sinlimcoslim
c

cc
c

c
c

c
xdxxxdxxxxdxxL

( ) )(limcos1sinlimcos1sinlim cf
c

c
c

ccccc
ccc ∞→∞→∞→

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−=−+−= ; 

pentru −∞=⇒+=
∞→

)(lim2 2 nnn xfnx ππ ;  

pentru ∞=⇒−=
∞→

)(lim2 '
2

'
nnn xfnx ππ , prin urmare nu există 

∫
−

∞→

0

coslim
c

c
xdxx , deci integrala ∫

∞−

=
0

5 cos xdxxI  este divergentă. 
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    )f  Funcţia 
65

1)(,),1[: 2 ++
=→∞−

xx
xfRf  este integrabilă 

pe orice interval compact 1],,1[ −>− cc . Studiem limita: 

=
−+

=
++

= ∫∫
−∞→−∞→

c

c

c

c
dx

x
dx

xx
L

1
2

2
12

2
5

1
2 )()(

1lim
65

1lim  

2ln
2
1ln

3
2lnlim

3
2lnlim

1
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+

=
+
+

=
∞→−∞→ c

c
x
x

c

c

c
, prin urmare 

integrala 6I  este convergentă şi 2ln
65

1

1
26 =

++
= ∫

∞

−

dx
xx

I . 

 
    2.   Utilizând criteriul de convergenţă, să se studieze natura  
următoarelor integrale, iar în caz de convergenţă să se afle valoarea 
acestora: 

)a ∫
∞

+
=

0
6

2

1 1
dx

x
xI ; )b ∫

∞

− +
+

=
1

32 32
43 dx

xx
xI ; )c  ⎮⌡

⌠
∞

1

2 dx
x

arctgx . 

 
Rezolvare: 

    )a  Funcţia 6

2

1
)(,),0[:

x
xxfRf
+

=→∞ , are proprietatea că 

),0[,0)( ∞∈∀> xxf . Deoarece 1
1

lim 6

2

=
+∞→ x
xx

x

α , pentru 

14 >=α  rezultă, conform criteriului de convergenţă enunţat în 
breviarul teoretic, că integrala este convergentă. 
Valoarea integralei este:                                                                                                         

∫ ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+
=

∞→∞→∞→

c

c

c

cc
arctgcarctgxdx

x
xI

0

3

0

3
6

2

63
1lim

3
1lim

1
lim π . 
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    )b  Funcţia 
3 32

43)(,),1[:
+

+
=→∞−

xx
xxfRf , are proprietatea 

că ),1[,0)( ∞−∈∀> xxf . Deoarece   
33 2
3

32
43lim =
+

+
⋅

∞→ xx
xx

x

α , 

pentru 1
3
1
<=α  rezultă, conform criteriului de convergenţă, că 

integrala este divergentă. 

    )c  Funcţia [ )
2)(,,1:

x
arctgxxfRf =→∞ , are proprietatea că  

[ )∞∈∀> ,1,0)( xxf . Deoarece 
22lim πα =⋅

∞→ x
arctgxx

x
   pentru 

12 >=α   rezultă, conform criteriului de convergenţă, că integrala 
este convergentă. Valoarea integralei este:                                                                                                         

( ) ( )∫ ∫ =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+−=−=

∞→∞→

c cc

cxc xx
dxarctgx

x
dxarctgxI

1 1
21

'1

1
1limlim . 

( ) ( ) =+
+=

+
+= ∫∫

∞→∞→

2

1
2
1

4
1

222
1

4 1
lim

1
2lim

c

c

c

c tt
dt

xx
xdx ππ  

2ln2ln
1

lnlim 2
1

42
1

2

2

2
1

4 +=+
+

+=
→∞

ππ

c
c

c
. 

3. Să se studieze natura integralei: Rmdx
xx

xI
m

∈
+−

= ∫
∞

,
1422

2 . 

 

Rezolvare: 

Funcţia 
142

)(,),2[: 2 +−
=→∞

xx
xxfRf

m

, are proprietatea că 

),2[,0)( ∞∈∀> xxf . 
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Avem că  
2
1

142
lim 2 =

+−
⋅

∞→ xx
xx

m

x

α  dacă şi numai dacă 

mm −=⇔=+ 22 αα . Rezultă că: 

• Pentru 112 <⇔>−= mmα ,  integrala este convergentă. 

• Pentru 112 ≥⇔≤−= mmα ,  integrala este divergentă. 
 

4.   Să se determine valorile parametrului Rn∈  pentru care  

integrala dx
x

xI

n

∫
∞ −

+
=

0 11 35

1
2

825
 este convergentă. 

 
Rezolvare: 

 Funcţia 
11 35

1

825
)(,),0[:

2

+
=→∞

−

x

xxfRf
n

, are proprietatea că 

),0[,0)( ∞∈∀> xxf . 

1111 35

1
2

25
1

825
lim =

+
⋅

−

∞→ x

xx

n

x

α  dacă şi numai dacă 

211
46

11
351

2
nn

−=⇔=−+ αα .  

Ca urmare a aplicării criteriului de convergenţă, avem că integrala 

este convergentă dacă şi numai dacă 
11
701

211
46

<⇒>−= nnα . 
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PROBLEME PROPUSE 
 
    Folosind definiţia, să se studieze natura următoarelor integrale şi 
în caz de convergenţă să se determine valoarea acestora (notată I ): 

    1.   Radxxe ax ∈∫
∞

− ,
0

  R: divergentă dacă 0≤a ; convergentă 

dacă 0>a  şi 2
1
aI = . 

    2.    ∫
∞

+−0
2 42

1
xx

       R: convergentă, 9
32π=I . 

    3.     ∫
∞

0

sin xdx               R: divergentă. 

    4.    dx
x∫

∞− +

0

2 4

1 ;        R: divergentă. 

    5.   dx
xx

x
∫
∞

++

+

3
2 34

12      R: divergentă. 

    6.  Zdx
x

∈∫
−

∞−
α

α
,11

      R: divergentă pentru 1≤α , convergentă 

pentru 1>α  şi ( )
α

α

−
− −

= 1
1 1

I . 

    7.   ∫
∞

∞−
dxx sin                 R: divergentă. 

    8.   0,
1

>∫
∞

−

adxxa x         R: convergentă pentru ( )1,0∈a  şi  

a
aaI 2ln

1ln −
⋅−= ; divergentă pentru 1≥a . 
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    9.   ∫
∞

0

2cos xdx                 R: divergentă. 

   10. dx
x∫

−

∞− −

2

2 1
1               R: divergentă. 

   11. dx
xxe

∫
∞

3ln

1              R: convergentă şi 2=I . 

   12. dx
x
x

∫
∞

+
−

1
3 1

12                   R: convergentă şi 2ln
9

3
+=

πI . 

   13. dx
x

∫
∞

∞− +1
1

4
               R: convergentă şi 

2
2π

=I . 

   14. Radxxe ax ∈∫
∞

− ,cos
1

 R: divergentă dacă 0≤a ; convergentă 

dacă 0>a  şi 
12 +

=
a

aI . 

15. dx
x
arctgx
∫
∞

+1
2 1

                 R: convergentă şi 
32

3 2π
=I . 

16. Rdx
x

x
∈∫

∞

αα ,ln

1

          R: divergentă dacă 1≤α ; convergentă  

dacă 1>α şi 
( )21

1
−

=
α

I . 

 
Utilizând criteriul de convergenţă pentru funcţii pozitive, să se  
studieze natura integralelor următoare şi, dacă este posibil, să se 
determine valoarea lor. 

    17.  ⎮⌡
⌠
∞

1

dx
x

arctgx               R: divergentă. 
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    18.  ∫
∞

− +

+

1
3 65

32 dx
xx

x         R: divergentă. 

    19.  ⎮⌡
⌠
∞

1
4 dx

x
arctgx                R: convergentă şi 2ln6

1
6
1

12 −+= πI . 

    20.  ⎮⌡
⌠

+−

∞

1
2 135

1 dx
xx

     R: convergentă şi 27
34π=I . 

    21.  ∫
∞

+

+

1 3 5

2

32

43 dx
xx

x          R: divergentă. 

    22.  dx
x∫

∞

−2
3 1
1                    R: convergentă şi 3ln6

1
18

3 −= πI . 

    23.  ∫
∞

− ++
+

1
2

5

42
53 dx

xx
x .        R:  convergentă. 

Să se studieze natura integralelor:  

    24.  Rmdx
xx

xm

∈
++∫

∞

,
422

2 . 

R:  convergentă dacă 1<m , divergentă dacă 1≥m . 

    25.  Rmdx
xx

x
m ∈

++∫
∞

,
130

2

. 

R:  divergentă dacă 3≤m , convergentă dacă 3>m . 
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    26.  2,,
34)23(

12

1

7

≥∈
+−

−
∫
∞

mNmdx
xx

x
m

 

R:  convergentă dacă 7<m , divergentă dacă 7≥m . 
 
 
    Să se determine mulţimea valorilor parametrilor Rcba ∈,,   
pentru care următoarele integrale sunt convergente: 

    27.  ∫
∞ +

+
+

1
7

5 12

43
25 dx

x
x a

.         R: 2
29<a . 

    28.  ∫
∞

+0

3 5

19
2 dx

x
xx

b .                R: 3
11>b . 

    29.  ∫
∞ −

−
+

2
4

13

12
dx

x
xx c

.              R: ∅∈c . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

351



9.1.2.  INTEGRALE DIN FUNCŢII NEMĂRGINITE 
 
 

 BREVIAR TEORETIC 
 
 
Definiţie. Fie Rbaf →],(:  o funcţie integrabilă pe orice interval 

compact ],(],[ babc ⊂  şi ∞=
→

)(lim xf
ax

. Dacă dxxf
b

a
∫
+>

→ εε
ε

)(lim

0
0

 

există şi este finită, vom spune că ∫
b

a
dxxf )(  este convergentă şi 

vom nota dxxfdxxf
b

a

b

a
∫∫
+>

→
=

εε
ε

)(lim)(

0
0

. 

 
Criteriu de convergenţă. Fie ],(,0)(,],(: baxxfRbaf ∈∀>→  
şi ∞=

→
)(lim xf

ax
. 

1) Dacă RAxfax

ax
ax

∈=⋅−

>
→

)()(lim β , pentru 1<β atunci ∫
b

a
dxxf )(  

este convergentă. 
2) Dacă *)()(lim RAxfax

ax
ax

∈=⋅−

>
→

β , pentru 1≥β atunci 

∫
b

a
dxxf )(  este divergentă. 

 

352



PROBLEME REZOLVATE 
 
 
    1.   Folosind definiţia, să se studieze natura următoarelor 
integrale şi în caz de convergenţă să se determine valoarea 
acestora:  

)a  ∫
− −

=
0

3
21

9

1 dx
x

I ;    )b  ∫
− +−

=
2

1
22 86

1 dx
xx

I ;  

)c  
( )

Rpdx
ax

I
b

a
p ∈

−
= ∫ ,1

3 ;  )d  ∫=
e

dx
xx

I
1

4 ln
1 ; 

 
Rezolvare: 

    )a  Fie 
29

1)(,]0,3(:
x

xfRf
−

=→− . Cum 

+∞=
−−>

−→ 2
3
3 9

1lim
xx

x
,  

rezultă că funcţia este nemărginită în unul din punctele domeniului 
de integrare. 
Avem că f este continuă, deci integrabilă pe orice interval compact 

]0,3(]0,[ −⊂c .  
Studiem existenţa şi valoarea limitei: 

23
3arcsin0lim

3
arcsinlim

x-9
1lim

0
0

0

30
0

0

3
2

0
0

πε

ε
ε

εε
ε

εε
ε

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

−==
>
→

+−>
→

+−>
→ ∫

xdx  , 

deci integrala este convergentă şi 
29

10

3
21

π
=

−
= ∫

−

dx
x

I . 

    )b  Fie 
86

1)(,)2,1[: 2 +−
=→−

xx
xfRf . Cum +∞=

<
→

)(lim
2
2

xf
x
x

, 

rezultă că funcţia este nemărginită în unul din punctele domeniului 
de integrare. 
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Funcţia f este continuă, deci integrabilă pe orice interval compact 
)2,1[],1[ −⊂− c .  

Studiem existenţa şi valoarea limitei: 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
−−

=
+−

−

−>
→

−

−>
→

−

−>
→ ∫∫

ε

ε
ε

ε

ε
ε

ε

ε
ε

2

10
0

2

1
2

0
0

2

1
2

0
0 2

4ln
2
1lim

1)3(
1lim

86
1lim

x
xdx

x
dx

xx
 

∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
=

>
→ 3

5ln2lnlim
2
1

0
0 ε

ε

ε
ε

, deci integrala este divergentă.  

    )c   Funcţia 
( )pax

xfRbaf
−

=→
1)(,],(:  este nemărginită şi 

integrabilă pe orice interval compact ],(],[ babc ⊂ . Studiem limita: 

( )
( ) =−

−
=

−
=

+
−

>
→+>

→
∫

b

a
p

b

a
p

ax
p

dx
ax

L
ε

ε
εεε

ε
1

0
0

0
0

lim
1

11lim  

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−
= −

>
→

− ppab
p

1

0
0

1 lim
1

1 ε

ε
ε

, pentru 1≠p . 

• Dacă 1<p  avem ( )
p

abL
p

−
−

=
−

1

1

 , deci integrala este  

convergentă şi are valoarea: 
( )

( )
p

abdx
ax

I
pb

a
p −

−
=

−
=

−

∫ 1
1 1

3 . 

• pentru 1>p  avem ∞=L , deci integrala este divergentă. 
• pentru 1=p  avem  

( ) +∞=−−=−=
−

=
>
→+

>
→

+>
→ ∫ ε

ε
εε

ε
ε

εε
ε

lnlimlnlnlim1lim
0
0

0
0

0
0

abaxdx
ax

L
b

a

b

a

,  

prin urmare integrala este divergentă. 
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    )d  Fie 
xx

xfRef
ln
1)(,],1(: =→ . Cum +∞=

>
→

)(lim

1
1

xf

x
x

, 

rezultă că funcţia este nemărginită în unul din punctele domeniului 
de integrare. 
Funcţia f este continuă, deci integrabilă pe orice interval compact 

],1(],[ eec ⊂ .  
Studiem existenţa şi valoarea limitei: 

∞=+−==

>
→+

>
→+>

→
∫ ))1ln(ln(lim)ln(lnlim

ln
1lim

0
01

0
010

0
ε

ε
εε

ε
εεε

ε

ee
xdx

xx
, deci 

integrala este divergentă.  
 
    2.   Folosind criteriul de convergenţă pentru funcţii pozitive să se  
studieze natura următoaelor integrale şi, dacă este posibil, să se 
determine valoarea acestora: 

)a ∫
−

2

0
24

1 dx
x

 ; )b  ∫
+−

4

1
3 23

1 dx
xx

; 

)c  badx
xbax

b

a
<

−−
∫ ,

))((
1 . 

 
Rezolvare: 

    )a  Fie 
24

1)(,)2,0[:
x

xfRf
−

=→ . Avem:  

+∞=
−<

→ 2
2
2 4

1lim
xx

x
. Vom aplica criteriul de convergenţă enunţat în  

breviarul teoretic. Avem că )2,0[,0)( ∈∀> xxf  şi. 
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( ) ( )
( ) ( ) 2

1

22

2lim
4

2lim
2
1

2
1

2
22

2
2

=
−+

−
=

−

−

<
→

<
→

xx

x
x

x

x
x

x
x

αα

 pentru 1
2
1
<=α , deci, 

conform criteriului de convergenţă, rezultă că integrala este 
convergentă. Valoarea integralei este: 

22
2arcsinlim

2
arcsinlim

4

1lim

0
0

2

0
0
0

2

0 2
0
0

πε

ε
ε

ε

ε
ε

ε

ε
ε

=
−

==
−

=

>
→

−

>
→

−

>
→

∫
xdx

x
I . 

    )b  Fie 
23

1)(,]4,1(: 3 +−
=→

xx
xfRf .  

Avem +∞=
+−

=
+−

>
→

>
→ )2()1(

1lim
23

1lim 2
1
13

1
1 xxxx

x
x

x
x

. Avem că 

]4,1(,0)( ∈∀> xxf  şi. 

( ) 1
)2()1(

1lim
2

1
1

=
+−

−

>
→ xx

x

x
x

α
 pentru 12 >=α , deci, conform criteriului 

de convergenţă, rezultă că integrala este divergentă. 
 

    )c  Fie 
))((

1)(,),(:
xbax

xfRbaf
−−

=→ . Scriem  

21))((
1 IIdx

xbax

b

a
+=

−−
∫ , unde ∫

−−
=

c

a
dx

xbax
I

))((
1

1  şi  

∫
−−

=
b

c
dx

xbax
I

))((
1

2 ,  bca << . 

Avem că +∞=
−−

>
→ ))((

1lim
xbax

ax
ax

 şi ],(,0)( caxxf ∈∀> ; 
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abxbax
ax

ax
ax −

=
−−

−

>
→

1
))((

1)(lim α  pentru 1
2
1
<=α , prin 

urmare integrala 1I  este convergentă. 

Avem că +∞=
−−

<
→ ))((

1lim
xbax

bx
bx

 şi ),[,0)( bcxxf ∈∀> ; 

abxbax
xb

bx
bx −

=
−−

−

<
→

1
))((

1)(lim α  pentru 1
2
1
<=α , deci 

integrala 2I  este convergentă. 
În concluzie, integrala 21 III +=  este convergentă. 
Pentru a calcula 1I  şi 2I , facem schimbarea de variabilă: 

tdttabdxtabax cossin)(2sin)( 2 −=⇒−+= ; 
Obţinem: 

∫
−

+>
→

=
−−

=+=
ε

εε
ε

b

a
dx

xbax
III

))((
1lim

0
0

21

=−⋅
⋅−

= ∫
−

−>
→

dtttab
ttab

ab

ab

cossin)(2
cossin)(

1lim
arccos

arcsin 222
0
0

ε

ε

ε
ε

 

π
ε

ε

ε

ε

ε
ε

ε
ε

=== −

−

−

− >
→

>
→

∫ ab

ab

ab

ab

tdt arccos
arcsin

0
0

arccos

arcsin0
0

2lim2lim . 
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PROBLEME PROPUSE  
 
    Folosind definiţia, să se studieze natura următoarelor integrale şi 
în caz de convergenţă să se determine valoarea acestora (notată I ):  

    1.   ∫
− −

=
0

1 21
1

1 dx
x

I .                R:  convergentă şi 2
π=I . 

    2.   ∫
+−

=
3

1
22

158
1 dx
xx

I .          R:  divergentă. 

    3.   
( )

Rmdx
xb

I
b

a
m ∈

−
= ∫ ,1

3 .    R:  convergentă şi  

( )
m

abI
m

−
−

=
−

1

1
 dacă 1<m , divergentă dacă 1≥m . 

    4.   ∫=
e

dx
xx

I
1

34
ln
1 .                   R:  divergentă. 

 
    Folosind criteriul de convergenţă pentru funcţii pozitive să se  
studieze natura următoaelor integrale şi dacă este posibil să se 
determine valoarea acestora: 

    5.   ∫
−

4

0 216

1 dx
x

.                       R:  convergentă şi 2
π=I . 

    6.   ∫
− −−

1

2
3 23

1 dx
xx

.                R:  divergentă. 

    7.   badx
xbax

b

a
<

−−∫ ,
))((

1 .     R:  divergentă. 

    8.   ∫
−−

5

3 )5)(3(
1 dx

xx
.              R:  convergentă şi π=I . 
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   Să se studieze natura integralelor: 

    9.   ⎮⌡
⌠
e

dx
xx

1

0
ln
1 .                 R:  divergentă. 

   10. ⎮
⌡

⌠

−

−

−

1

3
2 1

1 dx
x

.                R:  convergentă şi ( )223ln −−=I . 

  
    Utilizând criteriul de convergenţă pentru funcţii pozitive să se  
studieze natura integralelor, şi, în caz de convergenţă, să se 
determine valoarea lor: 

    11.  
( )∫
+

1

0 3
1 dx

xx
.              R:  convergentă şi 9

3π=I . 

    12.  ∫ −

3

0 )3(
1 dx

xx
.              R:  convergentă şi π=I . 

    13.  ∫
+−

3

2
2 23

1 dx
xx

.           R:  divergentă. 

    Să se precizeze mulţimea valorilor parametrilor reali pnm ,,  
pentru care următoarele integrale sunt convergente:   

    14. dx
x
x

n∫
+1

0
2

5 4 12 .                 R: 2
1<n . 

    15. 2,,
2

12

1 5

2
≥∈

−+

+
∫ mNmdx

xx

x
m

.   R: 2, ≥∈ mNm . 
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9.1.3. INTEGRALE EULERIENE 
 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 

• Integrala gamma:    ( ) ∫
∞

−− >=Γ
0

1 0; adxexa xa . 

Proprietăţi:  
       1) ( ) 11 =Γ . 
       2) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,11 >∀−Γ−=Γ aaaa . 
       3) ( ) ( ) ( ) Nnnn ∈∀−=Γ ,!1 . 

       4) π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

2
1 . 

• Integrala beta:   ( ) ( )∫ >>−= −−
1

0

11 0,0;1, badxxxba baβ  

Proprietăţi: 
     1) ( ) ( ) 0,,,, >∀= baabba ββ  

     2) ( ) ( ) ( )
( ) 0,,, >∀
+Γ
ΓΓ

= ba
ba
babaβ . 

     2) ( )
( )∫

∞

+

−

+
=

0

1

1
, dx

x
xba ba

a
β . 

     3)  Dacă 1=+ ba , atunci ( )π
πβ
a

ba
sin

),( = . 
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PROBLEME REZOLVATE 
 
 
    Să se calculeze următoarele integrale:  

    1.   ∫
+∞

−

−−+=
1

11 dxexI x . 

Rezolvare: 
Folosim schimbarea de variabilă dtdxtxtx =⇒−=⇒=+ 11 . 
Intervalul de integrare se modifică după cum rezultă din tabelul de 
mai jos: 
x  1−                  ∞  
t    0                  ∞  

Obţinem: dtetI t∫
∞

−=
0

2
1

. Prin identificare cu formula de definiţie a 

integralei gamma, rezultă 2
3

2
11 =⇒=− aa , prin urmare 

( ) ( ) π2
1

2
1

2
1

2
3 =Γ=Γ=I . 

 

2.  ∫
+∞

−=
0

25 dxexI x . 

Rezolvare: 
Folosim schimbarea de variabilă dtdxtxtx 2

1
2
12 =⇒=⇒= . 

x  0                    ∞  
t  0                    ∞  

Obţinem: ( )
8

15
2

!56
2
1

2
1

2
1

2 66
0

5
6

0

5
==Γ==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫∫

∞
−

∞
− dtetdtetI tt . 

 

    3.   ∫
+∞

∞−

−= dxexI x 26 . 
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Rezolvare: 
Deoarece funcţia care trebuie integrată este pară, rezultă că 

∫
+∞

−=
0

6 2

2 dxexI x . 

Folosim schimbarea de variabilă: dttdxtxtx 2
1

2
1

2
12 −=⇒=⇒= . 

x  0                    ∞  
t  0                    ∞  

π
8

15
2
1

2
1

2
3

2
5

2
72

00
2
13 2

5
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ⋅⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ=== ∫∫

+∞
−

+∞
−− dtetdttetI tt . 

 

    4.   xdxxI 3
1

0
ln∫= . 

 
Rezolvare: 
Folosim schimbarea de variabilă: dtedxextx tt =⇒=⇒=ln  
x     0                 1 
t  ∞−                0  

∫∫
∞−∞−

==
0

3
0

3 2
3

2 dtetdteteI
tt t  

Facem transformarea: dydtytyt
3
2

3
2

2
3 −=⇒−=⇒−=  

t  ∞−               0  
y     ∞               0  

( ) ( ) ( )
27
324

81
16

81
160

0

3
3
23

3
2 −=Γ−=−=−−= ∫ ∫

∞

∞
−− dyeydyeyI yy . 

 

362



5. ∫
∞

−=
0

2

dxeI x  (integrala Euler-Poisson). 

  
Rezolvare: 
Folosim schimbarea de variabilă: dttdxtxtx 2

1
2
1

2
12 −=⇒=⇒= . 

x  0                    ∞  
t  0                    ∞  

22
1

2
1

0
2
1

0
2
1 2

1
2
1 π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ=== ∫∫

∞
−−

∞
−− dtetdtteI tt . 

  

    6.   1,ln

1
>∫

∞
adx

x
x

a . 

 
Rezolvare: 
Folosim schimbarea de variabilă: dtedxextx tt =⇒=⇒=ln . 
x  1                    ∞  
t  0                    ∞  

( )∫∫
∞

−−
∞

− ==
0

1

0
dtetdteetI tatat . 

Folosim schimbarea de 
variabilă: ( ) dydtytyta aa 1

1
1

11
−−

=⇒=⇒=− . 

t  0                    ∞  
y  0                    ∞  

( ) ( )
( )

( )222 1
1

1
1

01
1 2

−−

∞
−

−
=Γ== ∫ aa

y
a

dyeyI . 
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    7.   Integrala dxeI xx∫
∞

−

+−−=
1

15,0 2

 are forma 
b

ake ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
π . Să se  

determine valorile parametrilor reali k , a  şi b . 
 
 
Rezolvare: 

Avem că: === ∫∫
∞

−

−
∞

−

+−− −+

11

1 2
1222

2
1

dxedxeI
xxxx  

∫∫
∞

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−∞

−

+
++

−
==

1

2
1

1

2
3

2
12

2

2
3

2

dxeedxe
xxx

. Folosim schimbarea de variabilă: 

dtdxtxtx 212
2
1

=⇒−=⇒=
+ . 

x   1−              ∞  
t     0              ∞  
 

∫
∞

−=
0

2
2

2
3

dteeI t . Folosind faptul că 
20

2 π
=∫

∞
− dte t (integrala 

Euler-Poisson), obţinem că 
2
1

2
3

2
3

22
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==
ππ eeI  , prin urmare 

valorile căutate ale celor trei parametri sunt: 
2
1,

2
3,1 === bak . 

 
 
    Să se calculeze următoarele integrale: 
 

8. 
( )

∫
−

=
1

0 3 2 1 xx

dxI . 
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Rezolvare: 

( )
( )∫∫ −− −=

−
=

1

0

1

0 3 2
3
1

3
2

1
1

dxxx
xx

dxI . Prin identificare cu formula 

de definiţie a integralei beta, obţinem:  

3
1

3
21 =⇒−=− aa ; 3

2
3
11 =⇒−=− bb , prin urmare, având în 

vedere definiţia şi proprietatea 3 pentru integrala beta, rezultă: 

( )
3

2
sin

,
3

3
2

3
1 ππβ

π
===I . 

 

    9. ( )∫ −=
1

0

38 1 dxxxI . 

 
Rezolvare: 
 Facem schimbarea de variabilă dttdxtxtx 3

2
3
1

3
13 −=⇒=⇒= . 

x  0                    1 
t  0                    1 

( ) ( ) ( )
12
1

)5(
)2()3(

3
12,311

1

0
3
1

1

0

2
3
1

3
1 3

2
3
8

=
Γ
ΓΓ

⋅==−=−= ∫ ∫− βdtttdttttI . 

 

    10.  ( ) dxxxI ∫ −=
1

0

5,123 1 . 

 
Rezolvare: 
Facem schimbarea de variabilă: dttdxtxtx 2

1
2
1

2
12 −=⇒=⇒= . 

x  0                    ∞  
t  0                    ∞  
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Prin urmare, ( ) ( )∫ ∫ =−=−= −
1

0

1

0

5,12 2
1

2
3

6
1

3
1

1
2
11 dttttdxxxI  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−= ∫ −

2
5,

3
2

2
11

2
1 1

0

2
3

3
1

βdttt . 

 

    11.  Să se calculeze: a) 
( )∫

∞

+
=

0
61

dx
x

xI ; b) ∫
∞

+
=

0
61

dx
x

xI . 

Rezolvare: 
a) Prin identificare cu a doua formulă de definiţie a integralei beta 
(proprietatea 2), obţinem: 211 =⇒=− aa ; 46 =⇒=+ bba , 

prin urmare ( ) ( ) ( )
( ) 20

1
6

424,2 =
Γ

Γ⋅Γ
== βI . 

b) Facem schimbarea de variabilă dttdxtxtx 6
5

6
1

6
16 −=⇒=⇒= . 

x  0                    ∞  
t  0                    ∞  

( )∫ ∫
∞ −

− =⋅==
+

=⋅
+

=
0 3

3
2

3
1

1

0
6
1

9
3

sin6
1,

6
1

16
1

16
1 3

2

6
56

1

ππβ πt
tdtt

t
tI . 

 

    12.  Integrala  ( ) ( )∫ −=
2

0

6,04,1 cossin
π

dxxxI  are forma ),( qpk β⋅ , 

unde 0,;,, >∈ qpRqpk . Să se afle valorile paramertilor qpk ,, . 
 
Rezolvare:  
Folosim schimbarea de variabilă: dtxdxxtx =⇒= cossin2sin2 . 
x  0                    2

π  

t  0                    1 
Transformăm funcţia care trebuie integrată astfel:  
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== ∫ −2

0

6,14,0 cossin2)(cos)(sin
2
1

π

xdxxxxI  

∫ −=
2

0

8,022,02 cossin2)(cos)(sin
2
1

π

xdxxxx . Obţinem:  

( )2,0;2,1
2
1)1(

2
1 1

0

8,02,0 β=−= ∫ − dtttI , deci 2,0;2,1;
2
1

=== qpk . 

 

    13.  Să se calculeze integrala: 
( )( )

∫
− −+

=
3

4 6 534 xx

dxI . 

 
Rezolvare:  

Integrala se poate scrie: ( ) ( )∫
−

−− −+=
3

4

6
5

6
1

34 dxxxI . 

Încercăm să facem schimbarea de variabilă 
dtdxtxtx =⇒−=⇒=+ 44 . 

x  4−                 3  
t    0                  7  
Se observă că intervalul de integrare devine ( )7,0 , prin urmare, 
pentru a ajunge la intervalul ( )1,0 , vom folosi schimbarea de 

variabilă dtdxtxtx 747
7

4
=⇒−=⇒=

+ . 

x  4−                 3  
t    0                  1 

Obţinem: ( ) ( ) ( ) =−⋅⋅=−= ∫∫ −−−−−−
1

0

1

0

6
5

6
1

6
5

6
1

6
5

6
1

17777777 dtttdtttI  

( ) ( ) ππββ π 2
sin

,,
6

6
5

6
1

6
1

6
5 ==== . 
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PROBLEME PROPUSE 
 
Să se calculeze valoarea următoarelor integrale: 

1. ∫
∞

−

0

36 dxex x     R: 243
80                 2. ∫

∞
−

0

7 2

dxex x    R: 3;    

3. ( ) dxxx∫ −
1

0

52  R: 2772
1                  4. ∫

+∞

∞−

− dxex x24
R: π

4
3     

5. ∫ −
1

0

2dxxx  R: 8
π

                     6. ∫
+∞

∞−

− dxe x 2

 R: π  

7. ( )∫
−

∞−

+−−
1

151 dxex x   R: π      8. ( ) dxxx∫
−

+
0

1

32 1   R: 60
1  

9. ∫
∞−

0
5 dxex x

 R: 120−                  10. ∫
∞−

+−0 2 23 dx
e

xx
x

  R: -1   

11. ( )∫ −
1

0

6314 1 dxxx  R: 6930
1

         12.
( )

∫
−

1

0 3 2 1

1 dx
xx

  R: 
3

32π  

13. dxxx∫ −
2

0

22 4  R: π                  14. 
( )∫

∞

+0
6

4

1
dx

x
x  R: 5

1    

15. ( ) dxxx∫ −
1

0

42  R: 630
1                   16. 

( )
∫

−

1

0 6 5 1

1 dx
xx

 R: π2  

 17. ( )∫
1

0

5ln dxxx  R: 
8

15
−          18. 0,

0

222 >−∫ adxxax
a

 R: 16
4aπ    

19. ∫
∞

+0
41

1 dx
x

R:
22

π
              20. ∫

−

∞−

++
2

25)2( dxex x  R: 120−  
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21.
( )

∫
−

1

0 4 3 1

1 dx
xx

 R: 2π          22. ∫
∞

−

0

2

2

dxe
x

 R:
2
2π  

23. 0;
0

>∫
∞

− ndxe
nx  R: ( )

nn
11 Γ    

24. 0,;
0

>∫
∞

− nmdxex
nxm  R: ( )

n
m

n
11 +Γ  

25. ( )∫
∞

−−
2

272 dxex x R: !7     26. ∫
∞

−

0

dxe x  R:  2  

27. ∫
2/

0

53 cossin
π

dxxx  R: 12
1    28. ∫

+∞
−

0

7 5 7

dxex x  R: !117 ⋅   

29. dxxx∫
−

−
0

3

24 9  R: π32
729  

30. ∫
+∞

∞−

− dxe
x
2
2

 R: π2     31.
( )∫

∞

+0
32

10

21
dx

x

x  R: π2    

32. dx
x∫

1

0

1ln R: 2
π

  33.
( ) ( )

∫
− −+

1

3 6 5 13 xx

dx R: π2   

34. Nndxex xn ∈∫
∞

∞−

− ;
2

 R: 0 , dacă n  impar; ( ) ( ) π
22

!!1
2

1
n

nn −
=Γ + , 

dacă n  par 

 35. ( )∫
−

∞−

++
1

131 dxex x R: -3!    36.
( )( )∫

−−

3

1 13
dx

xx
dx  R:π  

37. ∫ −
e

dxxx
x1

43 )ln1(ln1 R: 
280
1   38. ∫

∞

+0
6

4

1
dx

x
x

 R: 3
π    
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39. ∫ −
a

dxxax
0

224  R: 
32

6aπ    

40. ∫
+∞

−+−

1

422

dxe xx  R: 32e
π     41. ∫

∞ −

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

0

2
4

2
7

2
1 dxxx  R:

5
24  

42. dxxx∫ −
3

0

25 9  R: 35
5832  43. Nndxex

nxn ∈∫
∞

− ;
0

2  R: ( )
nn

n 1
3
1
Γ

+
   

44. ∫
∞

−

0

13 dxex x R: e6   

45. ( ) 0;ln
1

0

11 >∫
−

pdx
p

x  R: ( )pΓ  46. 
( )∫

∞

+0
23

4

21
dx

x

x  R:
27

23 3π  

47. ∫
∞

−

+−−

1

322

dxe xx R: 
2

4 πe      48. ( ) ( )∫
∞

−−−
1

151 dxex
nx  R:1   

49. Nndxex xn ∈∫
∞

− ;
0

2

 R:   50. ∫
∞

+0
8

3

1
dx

x
x

 R: 
8
π  

51. dxxx∫
−

−
0

4

26 16  R: π1280  

52. ( )∫ −
1

0

435 1 dxxx  R: 90
1  53. ∫

2/

0

24 cossin
π

dxxx R: π   

54. ( )∫
∞

+0
3 1

1 dx
xx

R: 
3

2π  55. ( )∫ −
1

0

438 1 dxxx   
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56. ∫
∞

+0
61

1 dx
x

 R: 3
π    57. ( )∫

∞

+0
23 1

1 dx
xx

R: 
3
π   

58.
( )∫

∞

+0
24

2

1
dx

x

x R:
28

π     

59. Nnmdxxx nm ∈∫ −− ,;cossin
2/

0

1212
π

R:
( ) ( )
( )!12

!1!1
−+
−−

nm
nm

  

60. ∫
∞

∞−

++− dxe xx 12 2

R: 
2

8
9

πe    61. *
2

;1
2

1

Nn
n

x
n

∈⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+∫

∞

∞−

− +

  

62. ∫
∞

∞−

++− dxe xx 142 2

 R: 
2
23 πe  63. ∫

∞

+0
4

2

1
dx

x
x  R:

4
2π  

64. ∫
∞

−−
2

22 dxex x  R: 2
π       65. ∫

∞
−

1

13 dxex x  R:16  

66. ( )∫ −
1

0

523 1 dxxx  R: 84
1  

67. 
( )∫

∞

+0
32

4

21
dx

x

x R: 
128

23π  

68. Integrala dxeI xx∫
∞

−

+−−=
1

563 2

 are forma bake π , unde  

Rbak ∈,, . Să se afle valorile parametrilor bak ,, .  

 R: 2
1

6
3 ,8, === bak . 

69. Integrala ∫=
2/

0

42 cossin
π

dxxxI  are forma akπ  unde  
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Rak ∈, . Să se determine valorile parametrilor k  şi a . 

 R: 1;32
1 == ak . 

70.  Integrala )(
0

45,2 3

badxexI x Γ== ∫
∞

− , unde 0;, >∈ bRba . Să 

se determine valorile parametrilor a  şi b . 

71.  Integrala ( )∫ =−=
1

0

8,436,3 ),(1 qpkdxxxJ β , unde 

0,;,, >∈ qpRqpk . Să se determine valorile parametrilor qpk ,, . 

72.  Să se calculeze  0,0,
)1(

)1()1(1

1
2

1212
>>

+

−+
= ∫
−

+

−−
nmdx

x
xxT nm

nm
. 
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9.2.  INTEGRALE DUBLE 
 
 
 
BREVIAR TEORETIC 
 
 
Fie 2RD ⊂  un domeniu mărginit şi RDf →:  o funcţie 
integrabilă pe D . Calculăm ( )∫∫=

D
dxdyyxfI , . 

Reguli de calcul 
 
1.  Dacă D  este dreptunghiul [ ] [ ]dcba ,, × , atunci: 

 ( ) ∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

d

c

b

aD

b

a

d

c
dydxyxfdxdyyxfdxdyyxf ),(),(,  

 
2. Presupunem că D  este un domeniu închis, simplu in raport cu  
axa Oy , adică ( ) ( ) ( ){ }xyxbxaRyxD βα ≤≤≤≤∈= ,/, 2 , iar   
funcţia ( )yxfy ,→  este integrabilă pe ( ) ( )[ ]xx βα , . Atunci: 

( ) ( )∫∫ ∫ ∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

D

b

a

x

x
dxdyyxfdxdyyxf

)(

)(
,,

β

α
. 

 
3. Presupunem că D  este un domeniu închis, simplu in raport cu  
axa Ox , adică ( ) ( ) ( ){ }yxybyaRyxD βα ≤≤≤≤∈= ,/, 2 , iar   
funcţia ( )yxfx ,→  este integrabilă pe ( ) ( )[ ]yy βα , . Atunci: 

( ) ( )∫∫ ∫ ∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

D

b

a

y

y
dydxyxfdxdyyxf

)(

)(
,,

β

α
. 
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4. Schimbarea de variabilă în integrala dublă: trecerea de la  
coordonate carteziene la coordonate polare. 
 
     Considerăm transformarea: θρθρ sin,cos == yx , unde 

[ ]πθρ 2,0,0 ∈≥ . Rezultă că dacă ( )yx,  parcurge domeniul D , 

atunci ( )θρ ,  parcurge domeniul [ ] [ ]2121
* ,, θθ×= rrD , unde 

[ ] [ )∞⊂ ,0, 21 rr  şi [ ] [ ]πθθ 2,0, 21 ⊂ . În aceste condiţii, rezultă că: 
( )∫∫∫∫ =

*

sin,cos),(
DD

ddfdxdyyxf θρρθρθρ . 

 
Observaţie. Dacă D  este un domeniu închis şi mărginit, atunci aria 
suprafeţei D  este: ( ) ∫∫=

D
dxdyDAria . 

Formule ce vor fi utilizate: 
• ecuaţia  dreptei ce trece prin punctele ( )11, yxA , ( )22 , yxB   

este: 0
1
1
1

22

11 =
yx
yx
yx

. 

• ecuaţia cercului cu centrul ( )baA ,  şi raza r   este: 
( ) ( ) 222 rbyax =−+− . 
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PROBLEME REZOLVATE 
 
 

    1.   Se consideră [ ] [ ]0,11,0 −×=D  şi ,: RRf →   

( ) 12, 32 +−= xyyxyxf . Să se calculeze ( )∫∫
D

dxdyyxf , . 
 

 
Rezolvare: 

( ) ( ) =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−= ∫∫ ∫

=

−=−
dxyxyyxdxdyxyyxI

y

y

1

0

0

1
4

4
122

1

0

0

1

32 12  

( ) .
24
191

8
1

3
1

83
1

1

0

231

0
4
12 =++−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++−=++−= ∫ xxxdxxx  

 
    2.   Să se calculeze ( )∫∫ −=

D
dxdyyxI 2 , unde 

( ){ }132;10, 22 −+≤≤−≤≤∈= xxyxxRyxD . 
 
Rezolvare: 
Deoarece domeniul D  este simplu în raport cu axa Oy , obţinem: 

( )∫ ∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

−+

−

1

0

13

2

2 .
2

dxdyyxI
xx

x
 Avem că: 

( )
2
32

2
113

2

2342
2

++−−=−∫
−+

−

xx

x
xxxxdyyx , prin urmare  

60
71

1

0

234
2
32

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−= ∫ dxxxxxI . 
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 3.   Să se calculeze ∫∫=
D

dxdyI , unde 

( ){ }2,2, 22 −−≥−≤∈= xxyxyRyxD . 
 

Rezolvare: 
Considerăm funcţiile RRff →:, 21 , 2)( 2

1 −−= xxxf , 
2)(2 −= xxf . Determinăm punctele de intersecţie ale graficelor 

celor două funcţii, rezolvând sistemul 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
−−=

2
22

xy
xxy  şi găsim 

punctele ( )2,0 −A  şi ( )0,2B . Domeniul D  este dat de suprafaţa 
haşurată.  

 
Observăm că D  se mai poate exprima astfel:  

( ){ }22,20, 22 −≤≤−−≤≤∈= xyxxxRyxD , deci D  este 
simplu în raport cu axa Oy . Prin urmare, integrala devine: 

( ) 3
4

2

0

2
2

0

2
2

2

0

2

2
22

2

=−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫∫∫ ∫

−=
−−=

−

−−
dxxxdxydxdyI xy

xxy

x

xx
. 

0 

y=f1(x) 

y=f2(x) 

A(0, -2) 

B(2, 0)     x 

y 
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   4. Să se calculeze ∫∫=

D
xdxdyI , unde D este domeniul din figură. 

 
Rezolvare:  

• Ecuaţia dreptei AC  este: 220
120
101
1

=+⇒= yx
yx

. 

• Ecuaţia cercului de centru ( )1,0  si rază 1 este: 
( ) ( ) 02110 2222 =−+⇔=−+− yyxyx . 
• Coordonatele punctului B  se determină rezolvând sistemul: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

==
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+

=+

5
2,

5
4

2,0

02

22
22 yx

yx

yyx

yx ; obţinem ( )2,0A  şi ( )
5
2

5
4 ,B . 

Considerăm domeniul simplu în raport cu axa Ox . Cu notaţiile din 
breviarul teoretic, punctul 2, avem: 

2,5
2 == ba ; ( ) ( ) ( )yyyxyx −=⇒−=⇒=+ 2222 2

1
2
1 α ; 

( ) 2222 2202 yyyyyxyyx −+=⇔−±=⇒=−+ β . Rezultă: 

(0, 0) C(1, 0) 

(0, 1) 

A(0, 2) 

D 

B 

x 

y 
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( )
75
324125

2

2
2

8
1

2 222 2

5
2

5
2

2

2
2

5
2

2

2
2

=+−−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
= ∫∫∫ ∫

−−

−−

dyyydyxdyxdxI
yyyy

yy

. 

    5.   Să se calculeze ∫∫=
D

dxdyI , unde domeniul D este dat de 

suprafaţa haşurată. 

 
Rezolvare: 

Ecuaţia dreptei 1d  este: 10
121
110
1

+=⇒= xy
yx

. 

Ecuaţia dreptei 2d  este: xy
yx

−=⇒= 30
112
121
1

. 

Dorim să integrăm pe domenii simple în raport cu Oy . Vom descompune 
D în reuniune a două domenii 21 , DD  care au interioarele disjuncte: 

(1, 2) 

(2, 1) 

2 

1 

x 

y 

O 
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Pentru 1D  avem 1)(,0)(;1;0 +==== xxxba βα  

∫∫ ∫ ∫∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
==

+

D

x
xxdxxdxdydxdyI

1

0

1

0

1

0

2
1

0
1 2

3
2
1)1( .  

Pentru 2D  avem xxxba −==== 3)(,0)(;2,1 βα . 

2
33

2
3)3(

2

1

2

1

2

1

23

0
2 −=−=−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
== ∫ ∫∫∫∫

− xdxxdxdydxdyI
x

D
. 

Rezultă că  321 =+= III . 
 
 

    6.   Să se calculeze ∫∫ +=
D

dxdyyxI 22 , unde 

( ){ }0;94, 222 ≥≤+≤∈= yyxRyxD . 
 
Rezolvare: 
 
Folosim trecerea la coordonatele polare: 

[ ) [ ]πθρ
θρ
θρ

2,0,,0,
sin
cos

∈∞∈
⎩
⎨
⎧

=
=

y
x

  

⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

⇒
⎩
⎨
⎧

≥
≤+≤

πθ
ρ

0
32

0
94 22

y
yx

 

O x 

y 

1 

(1, 2) 

D1 
D2

(1, 2) 

O 1 2 x 

y 
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Vom avea: { }πθρθρ ≤≤≤≤∈= 0,32),( 2* RD  şi 
θρρ dddxdy ⋅= . 

πθθρρθρρ
ππ

3
1919

3
1

00

3

2

22
*

==⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== ∫∫ ∫∫∫ dddddI

D
. 

 
 
 
    7.   Să se calculeze aria discului de rază r , unde 0>r . 
 
Rezolvare: 
Avem de calculat aria domeniului ( ){ }2222 /, ryxRyxD ≤+∈= . 
Conform observaţiei din breviarul teoretic, aria domeniului D  este 
egală cu ∫∫

D
dxdy . 

Folosim trecerea la coordonatele polare : 

[ ) [ ]πθρ
θρ
θρ

2,0,,0,
sin
cos

∈∞∈
⎩
⎨
⎧

=
=

y
x

   

( ) [ ] [ ]πθρ 2,0,,0, 222 ∈∈⇒≤+⇒∈ rryxDyx . Prin urmare, 

{ }πθρθρ 20,0),( 2* ≤≤≤≤∈= rRD  şi θρρ dddxdy ⋅= . Prin 
urmare,  

2
2

0

22

0 0 2*

rdrdddddxdy
r

DD
πθθρρθρρ

ππ
==⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== ∫∫ ∫∫∫∫∫ . 

 

    8.   Să se calculeze ∫∫
+=

D

yx dxdyeI
22

 unde 

( ){ }yxyxRyxD ≤≤≤+≤∈= 0,41, 222 . 
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Rezolvare: 
Folosim trecerea la coordonatele polare: 

[ ) [ ]πθρ
θρ
θρ

2,0;,0,
sin
cos

∈∞∈
⎩
⎨
⎧

=
=

y
x

.   

( ) [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈∈⇒≤≤≤+≤⇒∈

2
,

4
,2,10,41, 22 ππθρyxyxDyx . 

Avem: ( ){ }
24

2* ,21, ππ θρθρ ≤≤≤≤∈= RD  şi  

θρρ dddxdy ⋅= . Rezultă: 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== ∫ ∫∫∫

+ 2

4
*

2222 2

1

sincos
π

π

θρρθρρ ρθρθρ ddeddeI
D

( ) 2222
2

1

2

1 4
2 2

4

2

4

2

4

eedeeeeddee ⋅==+−−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ∫∫ ∫

πθθθρρ
π

π

π

π

π

π

ρρ . 

 
 
PROBLEME PROPUSE 
 
    1.   Să se calculeze ( )∫∫ +−

D
dxdyxyyx 725 3  unde 

[ ] [ ]2,10,2 ×−=D .   R: 10− . 

    2.   Să se calculeze ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

D
dxdy

x
yx  unde 

( ){ }10,31, 2 −≤≤≤≤∈= xyxRyxD .  R: 3ln2
1

3
14 + . 

    3.   Să se calculeze ∫∫ ++D

dxdy
yx 1
1 , unde 

( ){ }0,0;3,1, 2 ≥≥≤+≤−∈= yxyxxyRyxD .  R: 2ln2 − . 
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    4.   Să se calculeze ( )∫∫ −+
D

ydxdyxxy 32  

unde ( ){ }31;21, 222 +−≤≤+≤≤∈= xxyxxRyxD . R: 15
4 . 

    5.   Să se calculeze ∫∫
−

D
dxdy

x
y 4  unde 

( ){ }112,41, 22 +≤≤−≤≤∈= xyxxRyxD . R: 9
229 . 

    6.   Să se calculeze ∫∫
D

dxdy
x
y , unde 

( ){ }22 12,21, xyxxRyxD ≤≤−≤≤∈= . R: 2ln2
1

8
7 − . 

    7.   Să se calculeze ∫∫ +−

D

yx dxdye )( 22

 unde unde 

( ){ }0,0,16, 222 ≥≥≤+∈= yxyxRyxD .  R: ( )
4

1 16 π−− e . 
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CAPITOLUL 10 
ECUAŢII DIFERENŢIALE 

 
 
 
 
BREVIAR TEORETIC    
  
 
Ecuaţii diferenţiale de ordinul I  
• Forma implicită: ( ) RIxRRDFyyxF ⊆∈→⊂= ,:,0',, 3 ,   
funcţia necunoscută fiind )(xyy = , derivabilă, cu derivata 

)('' xyy = . 
• Forma explicită: ),(' yxfy =  
A rezolva o ecuaţie diferenţială presupune a determina o funcţie 

RIxy →= :),( ϕϕ , astfel încât ( ) 0)('),(, =xxxF ϕϕ ; în aceste 
condiţii, spunem că funcţia ( ) RCCxy ∈= ,,ϕ  este soluţia 
generală a ecuaţiei. 
Pentru o anumită valoare a lui C , funcţia )(xy ϕ=  se numeşte 
soluţie particulară a ecuaţiei. 
• Problema lui Cauchy  pentru ecuaţia ( ) 0',, =yyxF  constă în  
determinarea unei soluţii particulare a ecuaţiei, care verifică 
condiţia iniţială RyIxyxy ∈∈= 0000 ,,)( . 
 
 
I.  ECUAŢII DIFERENŢIALE CU VARIABILE 
SEPARABILE 
Forma generală este: 

gfRdcgRbafygxfy ,;),(:,),(:),()(' →→⋅=  continue şi 
),(,0)( dcyyg ∈∀≠ . 
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II.  ECUAŢII DIFERENŢIALE OMOGENE 

Forma generală este: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
ygy'  , Rbag →),(:  continuă. 

Această ecuaţie se rezolvă astfel: 

Se face înlocuirea zxzyzxyz
x
y

+==⇒= '', şi se obţine o 

ecuaţie diferenţială cu variabile separabile.    
 
III. ECUAŢII DIFERENŢIALE LINIARE DE ORDINUL I 
Forma generală este: 

RbaQPxQyxPy →+= ),(:,),()(' continue. 
Această ecuaţie se rezolvă în doi paşi : 

)i  se determină soluţia ecuaţiei omogene ataşate: yxPy )('= ,  
care este o ecuaţie diferenţială cu variabile separabile; 

)ii  se aplică metoda variaţiei constantelor. 
 

 IV. ECUAŢII DIFERENŢIALE DE TIP BERNOULLI 
Forma generală este: 

αyxQyxPy )()(' += , { }1,0\R∈α , RbaQP →),(:, continue. 
Această ecuaţie se rezolvă în doi paşi: 
1) se împarte ecuaţia prin αy şi rezultă: 

0)()(1'1
1

=++
−

xQxP
y

y
y αα

. 

2) se notează '')1(1 zyyzy =−⇒= −− αα α  şi după înlocuire se 
obţine o ecuaţie diferenţială liniară de ordinul I .  
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PROBLEME REZOLVATE 
 
    1.   Să se determine soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale: 

1
' 2 +
=

x
xyy  şi soluţia particulară care trece prin punctul ( )1,0 . 

 
Rezolvare: 
Observăm că aceasta este o ecuaţie diferenţială cu variabile 
separabile. 

Se separă variabilele şi rezultă: 
1

'
2 +

=
x

x
y
y . 

Integrând în raport cu x , obţinem:  

⇔>++=⇒∈+
+

= ∫∫ 0,ln)1ln(ln,
1

'1 2
2
1

2 CCxyRccdx
x

xdxy
y

 

111lnln 222 +±=⇒+=⇒⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=⇔ xCyxCyxCy , 

sau RKxKy ∈+= ,12 . 
Soluţia generală sub formă explicită a ecuaţiei diferenţiale este: 

*2 ,1),( RKxKKxyy ∈+== . 
Înlocuind 0=x  şi 1=y  în soluţia generală se obţine 1=K , deci 

soluţia particulară a ecuaţiei diferenţiale este: 1)( 2 +== xxyy . 
 

2. Să se determine soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale: 
xyxxyy −+=++ )1()1)(1(' . 

 
Rezolvare: 
Ecuaţia se mai poate scrie sub forma: 

1
'1)1)(1('

+
=

+
⇔=++

x
xy

y
yxyxyy , care este o ecuaţie cu 

variabile separabile. Integrăm în raport cu x  şi obţinem: 
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CxxyyRccdx
x

xdxy
y

y ln1lnln,
1

'1
++−=+⇒∈+

+
=

+
∫ ∫  

( ) ( )
⇒−=

+
⇒>+−=+⇒ yx

C
xy

CCyxxy
1

ln0,ln1ln  

( ) ( ) 0,10,1 >±=+⇒>=+ −− CCexyCCexy yxyx .  
    Rezultă că soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale sub formă 
implicită este: *,)1( RKKexy yx ∈=+ − . 
 
    3.   Să se integreze următoarea ecuaţie diferenţială: 

'2 22 xyyyx =+ . 
 
Rezolvare: 
Ecuaţia se mai poate scrie sub următoarea formă echivalentă: 

xy
yxy

22 2' +
= . 

Aceasta este o ecuaţie diferenţială omogenă. Folosim substituţia: 

zxzyzxy
x
yz +==⇒= '', şi se obţine ecuaţia:    

⇒
+

=+⇒
+

=+
z

zxzz
zx

xzxxzz
2

2

222 21'2'

x
z

z
z

z
zxz 1'

1
1' 2

2
=

+
⇒

+
=  

Integrăm această ecuaţie cu variabile separabile: 

⇒>+=+⇒=
+

∫∫ 0,lnln)1ln(
2
11'

1
2

2 CCxzdx
x

dxz
z

z  

xCz =+⇒ 21 . Revenind la substituţia 
x
yz = , avem: 

386



xC
x
y

=+
2

2
1 . Rezultă că soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale 

este: 0,222 >=+ CCxyx . 
 
    4.   Să se rezolve următoarea ecuaţie diferenţială: 

xxyxy cossin2cos' =−  şi să se determine soluţia particulară care  
trece prin punctul ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
1

4
,

4
ππ . 

 
Rezolvare: 
Împărţim ecuaţia prin 0cos ≠x  şi obţinem: 

Zkkxytgxy ∈+≠−= ,
2

)12(),1(12' π , care este o ecuaţie 

diferenţială liniară de ordinul I. 
)i  Rezolvăm ecuaţia omogenă ataşată:  

⇔∈+=⇔=⇔= ∫ ∫ Rccdxtgxdxy
y

tgxy
y

ytgxy ,2'12'12'  

0,lncosln2ln >+−=⇔ KKxy ⇒=⇒
xK

y
2cos

1lnln

0,
cos

0,
coscos

1
222 >

±
=⇒>=⇒=⇒ K

x
KyK

x
Ky

xK
y

,  

sau  *
2 ,

cos
RC

x
Cy ∈= . 

  )ii  Aplicăm metoda variaţiei constantelor şi rezultă: 

=
+

=⇒=
x

xxCxxxCy
x

xCy 4

2

2 cos
)(cossin2cos)(''

cos
)(

x
xxCxxC

3cos
)(sin2cos)(' + . 
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Înlocuim y  şi 'y  în ecuaţia (1) şi obţinem: 

⇒+=
+ 1

cos
)(2

cos
)(sin2cos)('

23 tgx
x

xC
x

xxCxxC  

 ∫ ==⇒=⇒=− xdxxCxxC
x

xC 22
2 cos)(cos)('01

cos
)('  

;2sin
4
1

22
2cos1

11 CxxCdxx
++=+

+
= ∫  soluţia generală a  

ecuaţiei diferenţiale este:  

RC
x

CxxCxyy ∈⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++== 1211 ,

cos
12sin

4
1

2
),( . 

Punând condiţia ca ( )
2
1

44 += ππy , obţinem: 

02)( 114
1

82
1

4 =⇒⋅++=+ CCππ . 

Rezultă soluţia particulară: 
x

xxxyy 2cos
12sin

4
1

2
)( ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +== . 

 
    5.   Să se integreze următoarea ecuaţie diferenţială: 

Zkkxyctgxyy ∈≠=+⋅+ ,,0' 3 π . 
 
Rezolvare: 
Se observă că aceasta este o ecuaţie diferenţială de tip Bernoulli, cu 

3=α  . 
1) Împărţim ecuaţia prin 3y  şi rezultă: 011'1

23 =++ ctgx
y

y
y

. (1) 

2) Notăm ⇒=⇔= −− zyzy 231
2
''''2

33
z

y
yz

y
y

−=⇒=− . 

Prin înlocuire în (1) obţinem:  

22'01
2
'

+⋅=⇔=+⋅+− ctgxzzctgxzz       (2),  care este o ecuaţie  

diferenţială liniară de ordinul I. 
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     )i  Rezolvăm ecuaţia omogenă ataşată:            

⇒∈+=⇒=⇔⋅= ∫ ∫ Rccdxctgxdxz
z

ctgxz
z

ctgxzz ,2'12'12'

⇒>+=⇒ 0,lnsinln2ln CCxz

⇒>=⇒= 0,sinsinlnln 22 CxCzx
C
z

 

*22 ,sin0,sin RKxKzCxCz ∈=⇒>±=⇒ . 
      )ii  Aplicăm metoda variaţiei constantelor: 

)(cossin2sin)(''sin)( 22 xxKxxxKzxxKz +=⇒= . 
Înlocuind în (2), obţinem: 

⇔+⋅=+ 2sin)(2)(cossin2sin)(' 22 ctgxxxKxxKxxxK  

∫ ⇒=⇒=⇒=⇔ dx
x

xK
x

xKxxK 22
2

sin
12)(

sin
2)('2sin)('  

12)( CctgxxK +−=⇒ . 
Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale liniare de ordinul I  este: 

( ) xCxxxCctgxxxKz 2
1

2
1

2 sincossin2sin2sin)( +−=+−==  

sau RCxCxz ∈+−= 1
2

1 ,sin2sin . 

Revenind la substituţia 2
1
y

z = , obţinem soluţia generală a ecuaţiei 

Bernoulli: RC
xCxz

y ∈
+−

== 12
1

2 ,
sin2sin

11 .   
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PROBLEME PROPUSE 
 
    Să se determine soluţia generală pentru următoarele ecuaţii  
diferenţiale şi soluţia particulară care trece prin punctul indicat: 

1. 
)1(
)12(' 2 +

−
=

x
yxy  ,  (1,1). 

R:   ( ) ( ) RCxCCxy ∈++= ,1, 2
12 ; ( ) ( )

2
12

4
1 1 ++= xxy . 

    2.   )4)(23('2 2 ++= yxyy ,    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 4,2 2e . 

R: ( ) RCCxxy ∈++=+ ,4ln 2
4
32

2
1 ; 4−=C . 

    3.   0)1(')43( 22 =++− yyyx ,    (1,0). 

R: RCCxarctgyy ∈+−−=− ,43ln3
1 ; 0=C . 

    4.   0)12('
2

=−−+ xyx exye ,    (0,1). 

R: ( ) ( ) RCCeCxy xx ∈+= − ,ln, )1( ; 1−= eC . 

    5.   ),(,0sinsincos' 44
2 ππ=+ yxxy ;  

    6.   1'2 22 += yyyx ,    (1,5). 
     
    Să se determine soluţia generală a următoarelor ecuaţii  
diferenţiale: 
    7.   '2 22 xyyyx =+          R:  a)  ( ) RCxCxCxy ∈−= ,, 242  

    8.   0)1'2( 22 =++ yyx     R: RCCex yx
x

∈= + ,
2

; 

    9.   
yx
yxy

34
43'

+
+

=                 R: ( ) RCxyCyx ∈−=+ ,7 . 
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    Să se rezolve următoarele ecuaţii diferenţiale şi să se afle  
soluţia particulară care trece prin punctul indicat: 

    10. )1,0(,4' 33 xyxy =+ ; R: ( ) RC
e

CeCxy
x

x
∈

+
= ,4, 4

4

4
1 ; 

4
3=C . 

    11. ( )
2
1

44 ,,cossin2cos' +=− ππxxyxy . 

    12. )3,0(,63' xxeyy −=+ ; 

R: ( ) ( ) RCCeexCxy
xx

∈
+−

=
−−

,
2

236,
3

; 2
9=C . 

    13. )1,0(,22'
2xxexyy −=+ ; 

R: ( ) ( ) RCeCxCxy x ∈+= − ,,
22 ; 1=C . 

 
    Să se integreze următoarele ecuaţii diferenţiale: 

14. xxyyy 2'6 32 =+ ;    R: ( ) RCeCxy x ∈+= − ,2, 3 2
4
1

. 

15.  yxyxy 24' =− ;    R: RCCex x

y

∈= ,2
2

. 

16.  0' 2 =−+ xyxyy ;    R: ( ) RC
Ce

Cxy
x

∈
+

= ,
1

1, 2
2
1

. 

17.  xeyxyxy 352' =+ ;   R: ( ) ( ) RC
eCx

Cxy
x

∈
−

= ,
2

1,
4

2 . 
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