a una forma més simple, Utilice ahora el resultado del
Ejercicio 32 para obtener la solucién general de esta
ecuacién de onda en la forma dada en el Ejemplo 4 de
la Secci6n 12.4,

©34. Demuestre que el problema de valor inicial de la
ecuacion de onda unidimensional

U x, § = Fuglx, B
u(x, 0) = p(x)
ufx, 0) = q(x)

tiene como solucién

X+t

qls) ds

1 1
ulx, § = [plx— c) + plx + o] +2—J
< x—ct
Nétese que aqui hemos utilizado los subindices xy ¢
en lugar de 1 y 2 para indicar las derivadas parciales,
Esto es practica habitual cuando se trata con

ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,

12.6
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Observacién El problema de valor inicial del Ejercicio
34 proporciona el pequefio desplazamiento lateral u(x, # de
la posicién x en el instante f de una cuerda que vibra bajo
tensién segiin el eje x La funcién p(x) proporciona el
desplazamiento infcial en la posicién x, es decir, el
desplazamiento en f= 0. De forma similar, g(x)
proporciona la velocidad iniclal en la posicién x, Obsérvese
que la posici6n en el instante f depende sélo de los valores
de esos datos iniciales en puntos no separados mas de cf
unidades., Esto es coherente con la observacion hecha
anteriormente de que las soluciones de la ecuacién de onda
representan ondas que viajan con velocidad ¢

Vuelva a realizar los ejemplos y ejercicios que se indican
en los Ejercicios 35-40 utilizando Maple para efectuar los
calculos,

35. Ejemplo 10 [ 38 Fjercicio 16 Q
37. Ejercicio 19 38 Fercicio 20 O

E==
30, Fjercicio 23 O 40 Fercicio 34 3

Aproximaciones lineales, diferenciabilidad y diferenciales

La recta tangente a la grafica y = f(x) en x = a proporciona una aproximacion adecuada a los
valores de f(x) para valores de x cercanos al punto a (véase la Figura 12.23):

W~ L =1f@+r@x-a

(4] X X

Figura 12.23 Linealizacién de la funcién f alrededor de a,

L(x) es la limealizacénm de f en a; su grafica es una recta tangente a y = f(x) en ese punto, La
mera existencia de f'(a) es suficiente para garantizar que el error de la aproximacién (la distan-
cia vertical entre la curva y la tangente en x) es pequefia comparada con la distanciaa h=x— a
entre a y x, es decir,

. fla+h —Lla+h fla+ h — fa — f(ah

a h 0 h
. fla+ B - @
_},i.r.’ﬂ h =¥
= (@ - (a)=0

De forma similar, el plano tangente a la gréfica de z= f(x, j) en (a, b) es z= L(x, ), siendo
Lx y)=fla b + fi(a, B(x— a) + fi(a, B(y— b
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la Emealizaciém de 1 en (a, b). Podemos utilizar L(x, ») como aproximacion a los valores de
f(x, y) cerca de (a, b):

flx y) = Lix, ) = fla, b) + fila b)(x— &) + £(a b)(y — D)

m Calcule un valor aproximado de f(x, ) = /2% + é”en (2.2, —0.2),

Solucién Es conveniente utilizar la linealizacién en (2, 0), donde los valores de f y de sus derivadas
parciales se pueden calcular facilmente:

£(2,0)=3

2x 4
ﬁ&-ﬁ=ﬁ- £1(2, 0)=§
e 1

W= e 07

Par tanto, L{x,)j=3+§(x—2) +% (y—0).y

4 1
22, —02) ~ L(22, —02) =3+7@2-2) +(-02-0)=32

A efectos de comparacién, £(2.2, —0.2) ~ 3.2172 con una precisién de 4 cifras decimales, »

A diferencia del caso de una sola variable, la mera existencia de las derivadas parciales £(a, b)
y £(a, b) no implica siempre que f sea continua en (a, b), y mucho menos que el error de linea-
lizacién sea pequefio comparado con la distancia \/ (x—a?*+ (y— b entre (& B y (x ).
Adoptaremos esta dltima condicién en nuestra definicién de lo que quiere decir que una funcién
de dos variables sea diferenciable en un punto,

DEFINICION 5
Se dice que la funcién f(x, j) es diferenciable en el punto (3, b) si
fla+ h b+ Kk — fla b)— hfi(a b) — kfr(a D)

lim
(h B—(0, 0) T+ i

=0

Esta definicién y los teoremas que siguen se pueden generalizar a funciones de cualquier nimero
de variables en la forma obvia, Por motivos de sencillez, s6lo los enunciaremos para el caso de
dos variables.

La funcién f(x, j) es diferenciable en el punto (a b) si y sélo si la superficle z= f(x, y
tiene un plano tangente no vertical en (a, b). Esto implica que £(a b) y f;(a, b) deben existir y
que f debe ser continua en (a b) (sin embargo, recuérdese que la existencia de las derivadas
parciales no implica siempre que f sea continua, y mucho menos que sea diferenciable). En par-
ticular, la funcién serd continua alli donde sea diferenciable. Demostraremos una versién de dos
variables del Teoremas del Valor Medio y la utilizaremos para demostrar que las funciones son
diferenciables siempre que tengan derivadas parciales primeras continuas.
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TEOREMA o Un Teorema dd Valor Medio

Si fi(x ¥ y L(x » son continuas en un entorno del punto (a, b), y si los valores absolutos
de h y kson lo suficientemente pequefios, entonces existen valores 6, y ;, ambos entre 0 y
1, tales que

flat+ h b+ K — fla b)=hfila+0h b+ b + kf(a, b+ 04

DEMOSTRACION La demostracion de este teorema es muy similar a la del Teorema 1
de la Secci6én 12.4, por lo que sélo daremos algunas ideas. El lector puede completar los
detalles. Se expresa

flat+hb+hH—-—flabh=(fa+hb+h—-flab+h)+(flab+h-—rF(ab)

y después se aplica el Teorema del Valor Medio de una variable a f(x, b+ &) en el inter-
valo comprendido entre 2y a+ h, y a f(a, y) en el intervalo comprendido entre by b + k
para obtener el resultado deseado.

—

TEDHEHIAo Si f| y £ son funciones continuas en un entorno del punto (g, b), entonces f es diferencia-
ble en (a, b).

DEMOSTRACION Utilizando el Teorema 3 y que
|—h |<1 |—1E |<1
N2y RN Y

fla+h b+ 8 —fla b)— hf(a b) — kf(a b}|
JIE+E

(fila+ 0,h b+ k) — fi(a b))

estimamos

h
|JF+F
k
+\/ﬁ (L(a b+ 0.0 — £(a b}}|

<|fila+ 6,8 b+ K —fila B+ |4(a b+ 04 — fila, b

Como f; y £ son continuas en (a, 1), cada uno de los términos finales tiende a 0 cuando A
y k tienden a 0. Esto es lo que querfamos demostrar.

—

TNustraremos la diferenciabilidad con un ejemplo en el que podemos calcular directamente el
error de la aproximacién mediante plano tangente.

IETEE Calcule fix+ by + b — flx, ) — hx ph— L& pkst fx, ) = £ + 7.
Solucién Como f(x J) =3¥ + }* y £(x J) = 2xy, tenemos que
o+ by + B — fx ) — flx Dh— £lx Pk
={x+ B+ {x+B(y+ B — 2 — xf — (3€ + ) h— 22k
= 3xIf + I + 2yhk + hi® + xk*
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Obsérvese que el resultado anterior es un polinomio en A y & que no tiene ningiin término cuyo grado sea
menor que 2 en dichas variables. Por tanto, esta diferencia tiende a cero cuando (4 £) — (0, 0) como el

cuadrado de la distancia /I + K desde (x ) a (x+ A, y + B, por lo que realmente se cumple la condi-

cién de diferenciabilidad:
3xif + I + 2yhk + WK + K

lim
(h H—(0,0) K+ E

Fste comportamiento cuadratico ocurrird para cualquier funcién f con derivadas parciales segundas conti-
nuas (véase el Ejercicio 19 posterior). .

Demostracion de la Regla de la Cadena

Ahora estamos en disposicién de dar un planteamiento y demostracién formales de un caso sim-
ple pero representativo de la Regla de la Cadena para funciones con varias variables.

TEOREMA () Una Regla de Ia Cadena
Sea z= f(x j}, slendo x= uls, ) e y= v(s, H. Supongamos que:

(i) ula b)=pyovia b=
(i) Las derivadas parciales prjmeras de uy v existen en el punto (a b).
(iii) £ es diferenciable en el punto (p, g).

Entonces, z= w(s, ) = f(u(s, 1), v(s, f) tiene derivadas parciales primeras con respecto a s
y ten (a b), y

wi(a B = fi(p, Qqui(a D) + L(p, gvi(a b
wy(a, b) = £i(p, Qu(a b) + £(p, Quvyla D)
es decir,
0z azax+3_za_y Bz_a_za_,r+6_z@_}'

3s oxds ayds ot oxot dy ot
DEMOSTRACION Definamos una funcién de dos variables £ de la siguiente forma:
E(0, 0) =0y, si (h k) + (0, 0), entonces
flp+h q+ K —flp, g — hii(p, g — ki(p g

JIE+E

Obsérvese que E{A k) es continua en (0, 0) porque f es diferenciable en (p, g). Entonces

flp+h g+ 8 —fp 9 =hfi(p @ +k&(p @ + /I + K Eh B

Si en esta férmula ponemos h= wla+a, b) — ula b y k=vla+ o, b) — v(a b y dividi-
mos por g, se obtiene

wa+ o, b) — wla b) f(u(a+cr b), vla+ a, B) — flula b), v(a b))
a g
_flpth g+ 8 —flp g

o

=f1(p,qﬂ§+fzip, qlf*— (E) +(§) Eh, &

a

Eh k=
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Vamos a hacer que ¢ tienda a 0 en esta formula, Nétese que
]imf=lim ua+o, b —ula b) _
a—0 0 a—0 a
y, de forma similar, lim__,, (#/6) = v,(a b). Como (A, &) — (0, 0) sl ¢ — 0, tenemos que
Wll:as b} = fl(,P: q}ul(a- b} <+ é(p: q}vltas b}

La demostracién para w;, es similar.

th [3, b}

]

Diferenciales

Si existen las derivadas parciales primeras de una funcién z = f(x,, ..., x,) en un punto, podemos
formar un diferencial dz o df de la funcién en ese punto de forma similar a como se hizo para
funciones de una variable:

0z 0z 0z
dz= df—a—‘ndfl +6—X2d\’2+ e +6_X5drﬂ
— fi()(l, PR Xn} Xm + ene ‘.(J:JI:XI! Ay Xn} an

En este caso, el diferencial dz se considera funcién de las 2n variables independientes x;, x, ...,
x,, dv, dx, ..., dx,

Dada una funcién diferenciable f, el diferencial df es una aproximacién al cambio Af en el
valor de la funcién, que se expresa como

Af=f(x + dx, ..., xo+ d) — flx, ..., X))

El error de esta aproximacién es pequefio comparado con la distancia entre los dos puntos del
dominio de f, es decir,

Af—df
=5
Jd)? + - + (dx,)?
En este sentido, los diferenciales se pueden ver como otra forma de expresar la linealizacion.

m Estime el cambio porcentual del periodo

T’=2='r.\/E
4

de un péndulo simple si su longitud L crece un 2% y la aceleracién de la gravedad g disminuye un 0,6%,
Solucién Calculamos el diferencial de T
ar aT

n &_znﬁd

N/

2 6
Los datos indican que dL—ﬁ Lydg= ~Tom & Entonces,

1 [ 6 2n (L 13
G‘T-ﬁzﬂ\é‘(‘m)?\@-ﬁ?

Por tanto, el periodo T'del péndulo crece un 1.3%.

0 sitodo dx;,— 0, (1<i<n
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Funciones de un espacio de n dimensiones en un espacio
de m dimensiones

(Esta seccién es opcional). Un vector £= (£, £, ..., f,) de m funciones, donde cada una depen-
de de nvariables (x;, x, ..., x,), define una transformacién (es decir, una funcién) de R” en R™,
concretamente, si x= (x;, X, ..., X,) es un punto de R", y

}’1 = ﬁ(xll Ay, Xﬂ}
Yo =hx, X, ..., X))

Vm = X1, X2, .0y X5)

entonces ¥ = (yy, J. ..., V) €s el punto de R™ que corresponde a x mediante la transformacién £
Estas ecuaciones se pueden expresar de forma mas breve como

y=flx)

Las derivadas parciales dy,/dx, (1 <i<m, 1 <j<n) contienen informacién sobre la tasa de
cambio de y con respecto a x, y es conveniente organizarlas en forma de matriz m x n, Dfix),
denominada madriz jacobiama de la transformacién £

ox; 0x 0x,
ox, 0xp ox,,

Dflx) =

ox; 1 51‘2 0x, =

La transformacién lineal (véase la Seccién 10.6) representada por la matriz jacobiana se denomi-
na derivada de la transformacion £

Observacion Una funcién escalar de dos variables, por ejemplo f(x, ), se puede ver como
una transformacién de R? en R. Su derivada es entonces la transformacién lineal cuya matriz es

Df(x, y) = (filx ), &(x 3)

No es nuestra intencién entrar en el estudio de estas finciones vectoriales de una variable vec-
tor, pero podemos observar aqui que la matriz jacobiana de la composicién de dos transforma-
ciones de este tipo es el producto de sus matrices jacobianas.

Para ver que esto es asi, sea y = f(x) una transformacién de R” en R™ como se ha descrito
antes, y sea z = g(y) otra transformacién de R™ en R¥ dada por

2 =g You s Y
% =801 Yo s Y

Z = gV Yoo ovr Y
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cuya matriz jacobiana k x mes

0% Y
0z 02 0z,

0y 0% oy,
Entonces la composicién z = go f(x) = g(f(x)) dada por
& = B e By v TalMi i X))
B=0h X ) v BB s DD

%= Glhx, .., X, oo B, ..o, X))
tiene, de acuerdo con la Regla de la Cadena, la matriz jacobiana & x n

ox, 0%  dx,| [On Op Oy |0x % ox,
ox, 0% ox, yy Oy vmll 01 0% ox,

ox, 0%, ox,) \ov 3w oyal \Ox Bx, ox,

que es, de hecho, la Regla de la Cadena para composiciones de transformaciones:

Digo)(x) = Dg(f(x) DEx)

que imita exactamente a la Regla de la Cadena en el caso de una variable D(ge f)(x) =
= Dg(f(¥) Df(.

La transformacién y = f(x) define también un vector dy de diferenciales de las variables y;
en términos del vector dx de diferenciales de las variables x;. Expresando dy y dx como vectores
columna tenemos

.

ox, 0x, ox,
di\ |2 0 n|ldy
0x;  0x 0x, || dx;
dy = ajr,g L] :2 = DF(%) dx
d}’ dxﬂ

W W
ox, 0% ox,
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ST TG Calcule la matriz jacobiana Df(1, 0) de la transformacién de R” en R® dada por
flx, ) = (% + cos(my), ¥, x— &)
y utilicela para calcular un valor aproximado de £(1.02, 0.01).

Solucion Df(x ) es la matriz 3 x 2 cuya fila j estd formada por las derivadas parciales de la compo-
nente j de £ con respecto a x e y. Entonces,

¢ x& — msen (m)) 11
DE(1, 0) = | 2x 0 =|2 0
o A\l

1 —e —1

Como £(1,0) = (2, 1,0) y k= (gg?) tenemos que

df=Dl‘[1.{])dx=(

— 3 =
|
— D
"
P .
o e
= e
— M
—
1l
.
e o
=

Por tanto, £(1.02, 0.01) ~ (2.03, 1.04, 0.01). -

Para transformaciones entre espacios de la misma dimension (por ejemplo, de R” a R"), las ma-
trices jacobianas correspondientes son cuadradas y tienen determinantes, Estos determinantes ja-
cobianos tendran un papel importante en nuestra presentacién de las funciones implicitas y de las
funciones inversas de la Seccién 12.8, y en los cambios de variables en integrales miltiples del
Capitulo 14,

El paquete VectorCalculus de Maple tiene una funcién denominada jacobiam que toma dos
entradas, una lista (o vector) de expresiones y una lista de variables, y produce la matriz jacobia-
na de las derivadas parciales de esas expresiones con respecto a las variables, Por ejemplo,

> with(VectorCalculus) :

> Jacobian ([x*y*exp (z) , (xt2*y)*cos(z)] , [%, vy, 2]) ;
vt 2cmis —+ e
cos(z) 2cos(d —(x+ 2y sen(2)

VectorCalculus sélo estd incluido desde Maple 8. Si se emplea una version anterior hay que uti-
lizar 1inalg y la funcién jacobian.

Ejercicios 12.6

En los Ejercicios 1-6, utilice las linealizaciones adecuadas & £(x, j) = x¢*** en (2.05, —3.92)

para calcular valores aproximados de las funciones dadas
en los puntos indicados.

1.

2

3

7. Los bordes de una caja rectangular se miden con una
precision del 1% de su valor. Indique cudl es el

f(x, ) =¥y en (3.1, 09) méximo error porcentual aproximado en:
- {a) El célculo del volumen de la caja.
= (f) AT (b) El céleulo del area de una de lajs caras de la caja.
f(x, ) =sen (mxy + In ) en (0.01, 1.05) (c) 1::Ela :élculo de la longitud de una diagonal de la
fKX-ﬁ=xzzien(2-1- L8) 8 Las Jdidasdel dio y la altura de un tan —
Tty conicnc;ecjrmﬂar relzato 050}1’1 respg:?ivamu;]nte, ggepies

flx, 2= /x+ 2y + 3zen (1.9, 1.8, 1.1) y 21 pies, La precisién de cada medida esta dentro de



media pulgada, ; Cuanto puede ser el error en el cilculo
del volumen del tanque?

8. ;Cuanto sera aproximadamente el error en el =
calculo del 4rea de la superficie cénica del tanque
del Ejercicio 87

10. Dos lados y el 4ngulo entre ellos de un terreno [
con forma frian miden 224 m, 158 m y 64°, I[85
respectivamente, La precisién de las medidas de
longitud es de 0.4 m y la de la medida del &ngulo de
2° ;Cudl es el maximo error porcentual aproximado si

se calcula el area del terreno a partir de estas medidas?
11. El angulo de elevacién de la parte superior de
una torre se mide en dos puntos A y B situados en 1=
la misma direccién desde la base de la torre. Los
angulos medidas son de 50° en Ay de 35° en B, ambos
con una precisién de 1° La medida de la distancia AB
es de 100 m, con un error maximo del 0.1%. ; Cuanto
vale la altura del edificio, y cual sera su error maximo?

iA cuél de las tres medidas es mas sensible la altura
calculada?

12. ; Por qué porcentaje aproximado crecerd o

decrecera el valor de w= —5—si x crece el 1%,

z
y aece el 2% y z aece el 3%?

13. Calcule la matriz jacobiana de la transformacién

£(r, 6) = (x ), siendo
x=rcosl e y=rsenf

Aunque (r, 6) se pueden ver como las coordenadas
polares en el plano xy, son coordenadas cartesianas en
su propio plano r9.

14 Calcule la matriz jacobiana de la transformacién
f(p. ¢, 6) = (x y, 2, slendo

x=pseng¢costl, y=psengsenl), z=pcos¢

Aqui, (p, ¢, 6) son coordenadas esféricas en el espacio
xyz. Se presentar4n formalmente en la Seccién 14,5,

15. Calcule la matriz jacobiana Df(x, y, 2 de la
transformacién de R* en R? dada por

fix, y, 2= (¥ + yz ¥ — xIn2)

12.7
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Utilice DF(2, 2, 1) como ayuda para calcular un valor
aproximado de £(1.98, 2.01, 1.03).

16. Calcule la matriz jacobiana Dg(1, 3, 3) de la
transformacién de R® en R* dada por

grnsh=(Fs rFft&— B

y utilice el resultado para calcular un valor
aproximado de g(0.99, 3.02, 2.97).

17. Demuestre que si f(x, )} es diferenciable en (a, B,
entonces f(x, J) es continua en (a, b).

+18 Demuestre la siguiente version del Teorema del Valor
Medio: si f(x, y) tiene derivadas parciales primeras
continuas en las proximidades de todos los puntos del
segmento que une los puntos (a, b) y (a+ A b+ A,
entonces existe un niimero 6, con 0 < @ < 1, tal que

fla+ h b+ 8 =1f(a b+ hfila+0h b+ 0k
+ kf(a+ 0h, b+ 0F)

Sugerencia. Aplique el Teorema del Valor Medio de
una variable g() = f(a+ th b+ th. ;Por qué no
podemos utilizar este resultado en lugar del Teorema
3 para demostrar el Teorema 4 y de aqui la versi6n de
la Regla de la Cadena dada en esta seccién?

+19. Generalice el Ejercicio 18 de la siguiente forma:
demuestre que, si f(x, j) tiene derivadas parciales de
segundo orden continuas cerca del punto (a, b),
entonces existe un nimero 6, con 0 < 6 < 1, tal que,
con hy & suficlentemente pequenas en valor absoluto,

fla+h b+ B =~Fla b+ hfia b+ kEa b
+ K fi(a+ 0k b+ 6k
+ 2hkfy(a+ 6h b+ 0k
+ Ef{a+ 0h b+ 68

A partir de aqui, demuestre que existe una constante
K tal que para todos los valores de hy &
suficientemente pequefios en valaor absoluto,

|fla+ & b+ k) — fla, b) — hfi(a b) — kfl(a, B)|
< KH: + £

Gradientes y derivadas direccionales

Una derivada parcial primera de una funcién de varias variables proporciona la tasa de cambio
de esa funcién con respecto a la distancia medida en la direccién de uno de los ejes coordena-
dos. En esta seccién desarrollaremos un método para calcular la tasa de cambio de dicha funcién
con respecto a una distancia medida en cualquier direccién de su dominio.

Para empezar, es (itil combinar las derivadas parciales primeras de una funcién en una tnica
funcién vector denominada gradiente Por motivos de sencillez, desarrollaremos e interpretare-
mos el gradiente para funciones de dos variables. La extension a funciones de tres o mas varia-
bles es directa y se presentard mas adelante en esta seccién.
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DEFINICION 6

En cualquier punto (x, 3) donde existan las derivadas parciales primeras de la funcién
flx, 3), se define el vector gradiente V f(x, y) = gwad f(x, j) como

Vil ) =gradf(x y) = £(x pi+ £x 1
Recuérdese que iy j indican los vectores unitarios de la base que van del origen a los puntos

(1, 0) y (0, 1), respectivamente, El simbolo V se denomina nabla, y es un operador de diferen-
ciacién vectorial.

L0 .0

Se puede aplicar este operador a una funcién f(x, y) escribiendo el operador a la izquierda de la
funcién. El resultado es el gradiente de dicha funcién

Vilx y) = (ia%—kj%,)f(& N =15 pi+ Lx )

En el Capitulo 16 haremos un uso general de este operador.

IR st fx ) = # + 7, entonces VA(x, ) = 2+ 25 En particular, V (1, 2) = 24 + 4.
Obsérvese que este vector es perpendicular a la tangente x+ 2y=5 a la circunferencia ¥+ y*=5en (1, 2).
Esta circunferencia es la curva de nivel de f que pasa por el punto (1, 2) (véase la Figura 12.24). Como
indica el sigulente teorema, esta perpendicularidad no es una coincidencia.

2i +4j

(1, 2)

x+2y=35

dhY.

L
‘/12 +y21=5 Figura 1224 Fl gradiente de f(x, 3 = ¥ + ¥ en (1, 2) es normal a la curva

de nivel de f que pasa por el punto (1, 2).
|

TEOREMA () Si /(x ) es diferenciable en el punto (a b) y V £(a, b) # @ entonces V f(a, b) es un vector

normal a la curva de nivel de f que pasa por (a, b).
DEMOSTRACION Sear =r() = x(§i + y(1)j una parametrizaci6én de la curva de nivel

de ftal que x(0) = a e y(0) = b. Entonces, para todo ¢ cercano a 0, f(x(, 1{#) = f(a b).
Diferenciando esta ecuaci6n con respecto a ty utilizando la Regla de la Cadena, obtenemos

H(0, Y0) S+ 0, y19) T = 0
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ar
En t= 0, esto indica que V f(a, D) . = 0, es decir, V f es perpendicular al vector tan-
t=0

gente dr/dt a la curva de nivel en (a, b).
e

Derivadas direccionales

Las derivadas parciales primeras fi(a, b) y £(a, b) proporcionan las tasas de cambio de f(x, ¥)
en (a, b), medidas en las direcciones de los ejes x e y positivos, respectivamente, Si se desea
conocer con qué rapidez cambia f(x, j) cuando nos movemos por el dominio de f desde el pun-
to (a b) en alguna otra direccién, se requiere una derivada direccional mis general. Podemos
especificar la direccién mediante un vector distinto de cero. Es mas cémodo utilizar un vector
unitario,

DEFINICION 7

Sea m= ui + ¢j un vector unitario, tal que «* +¢v*= 1, La derivada direccional de
flx, y) en el punto (a b) y en la direccién de w es la tasa de cambio de f(x, ) con respec-
to a la distancia medida desde (a, b) siguiendo un rayo en la direccién de men el plano xy
(véase la Figura 12.25). La derivada direccional se expresa como

fla+ hu, b+ ) — fla b
D.f(a,b]=ﬁ]_i.r31+( f:} (a b)

También se puede expresar como
d
D.fla == fla+tu b+ n)
si existe 1a derivada del miembro derecho.

(b, fia. b))

E.".=_.f'[.l'._r3

KK_M‘—% v | Figura 1225 Un vector unitario m determina una recta L que pasa por el punto (a, b)
m en el dominio de £ El plano vertical que contiene a L corta a la grafica de f formando

una curva €, cuya tangente Ten (a, b, f(a, b)) tiene pendiente en D, f(a, b).

Obsérvese que las derivadas direccionales en direcciones paralelas a los ejes coordenados
son directamente las derivadas parciales primeras: D;f(a, b) = f(a, b), Djf(a b) = f(a, b),
D_;fla, b) = — fi(a, b) y D_;f(a, b) = — f,(a b). El siguiente teorema muestra cémo se puede
utilizar el gradiente para calcular cualquier derivada direccional.

TEOREMA (@J) Uso dd gradiente para calcular derivadas direccionales

Si f es diferenciable en (a, b) y w= ui + vj es un vector unitario, entonces la derivada
direccional de fen el punto (2 b) y en la direccién de m se expresa como

D.f(a b) =weVf(a b
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DEMOSTRACION Por la Regla de la Cadena:

d
Duf(a b)=— fla+ tu b+ w)

tm=(
= uf(a b +ohla b =ueVF£lia b
—

Ya sabemos que tener derivadas parciales en un punto no implica que una funcién sea continua
en dicho punto, y ni siquiera que sea diferenciable. .o mismo se puede decir sobre las derivadas
direccionales. Es posible que una funcion tenga derivada direccional en cualquier direccién des-
de un punto dado y aun asf no sea continua en dicho punto. Véase el Ejercicio 37 posterior don-
de se presenta un ejemplo de una funcién de ese tipo.

Dado cualquier vector v distinto de cero, siempre se puede obtener un vector unitario en la
misma direccién dividiendo w por su longitud. La derivada direccional de f en (a D) y en la
direcci6n de w se expresa, por tanto, como

v
Dy fla b) =m°Vf(3, b)

Calcule la tasa de cambio de f(x, y) = y* + 2xy* + ¥)” en (0, 1), medida en cada una de
las siguientes direcciones:

a) i+2§, B j—20 (031 (@ i+]j

Solucién Calculamos
Vi ) =2y + 20/)i+ (@) + 6/ + 24))
V0, 1) =28+ 4

(a) La derivada direccional de f en [ 1) y en la direccién de i + 2j es

At2) 248
|1+21| A 4‘”' \/‘ ~2J8

Obsérvese que i + 2j apunta en la misma direccién que V £{0, 1), por lo que la derivada direccional es
positiva e igual a la longitud de V £(0, 1).
(b) La derivada direccional de f en (0, 1) y en la direccién de j — 2i es

—21+] gl
—— = o (20 4+ 4§ =
|—2i+] -l J3

Como j — 2i es perpendicular a V f{0, 1), es tangente a la curva de nivel de f que pasa por (0, 1), por
lo que la derivada direccional en esa direccién es cero.
(c) La derivada direccional de fen (0, 1) y en la direccién de 31 es

fe (2044 =2

Como se dijo anteriormente, la derivada direccional de f en la direccién del eje x positivo es precisa-
mente £(0, 1).

(d) La derivada direccional de f en (0, 1) y en la direccién de § + j es

=0

i+j 2+ 4
e2i+4))=—F——=3./2
P A A
St nos movemos por la superficie z= f(x, y) partiendo del punto (0, 1, 1) y en una direccién que forme
angulos horizontales de 45° con las direcciones positivas de los ejes x e y; estaremos subiendo a razén

de 3,/2 unidades verticales por unidad horizontal de desplazamiento, .
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Observacion Una direccién del plano se puede especificar mediante un angulo polar. La di-
reccién que forma un dngulo ¢ con la direccién positiva del eje x corresponde al vector unitario
(véase la Figura 12.26)

u, = cos ¢pi+ sengj

(cosgh, sengh)

VeCtor Uy

¢

Figura 12.26 El vector unitario especificado por un angulo polar ¢.

por lo que la derivada direccional de f en (x, y} en esa direccién es

Dyflx, ) = Day flx, ) =wyzeV1(x ) = fi(x, Y)cos ¢ + £(x y) sen¢
Nétese el uso del simbolo D, f(x, y) para indicar la derivada de f con respecto a la distancia
medida en la direccién ¢.
Como se ha observado en el ejemplo anterior, el Teorema 7 proporciona una interpretacion
ttil del vector gradiente. Dado cualquier vector unitario m tenemos

Duf(a b) =weVfla b = |Vf(a b|cosh

siendo 0 el 4ngulo que forman los vectores my V f(a, b). Como cos@ sélo toma valores entre
-1y 1, Daf(a b) s6lo toma valores entre —|V f(a b)| y |Vf(a b)|. Es mas, Duf(a b =
= —|Vfla b)| sl y s6lo si m apunta en la direccién opuesta a V f(a, b) (de forma que
cosf = —1), y Df(a b = |V f(a b|siy sélo si mapunta en la misma direccién que V f(a, b)
(de forma que cos@ = 1). La derivada direccional es cero en la direccién 8 = n/2; esta es la di-
reccién de la (tangente a la) curva de nivel de f que pasa por (a, b).

Resumimos estas propiedades del gradiente como sigue:

Propiedades geométricas del vecior gradiente
(1) En (a b), f(x, y) tiene su maxima tasa de crecimiento en la direccién del vector gra-
diente V f(a, b). La méxima tasa de incremento es |V f(a, b)|.
(i) En(a b), f(x y) tiene su mixima tasa de decrecimiento en la direccién de —V f(a, b).
La méxima tasa de decrecimiento es |V f(a, b)|.
(i) La tasa de cambio de f(x, y) en (a, b) es cero en direcciones tangentes a la curva de
nivel de f que pasa por (& b).

Obsérvese de nuevo el mapa topografico de la Figura 12.6 en la Secci6n 12.1. Las corrientes del
mapa fluyen en la direccién de la méxima pendiente, es decir, en la direccién de —V £, siendo f
la elevacion de la tierra. Por tanto, las corrientes cruzan las curvas de nivel de f formando angu-
los rectos, Como las corrientes, un esquiador experto escogerfa una trayectoria cercana a la di-
reccién del gradiente negativo, mientras que un esquiador novato preferiria permanecer més pa-
ralelo las curvas de nivel.,

m La temperatura en la posicién (x, j) en una regién del plano xy es de T°C, slendo
Tix ) = ¥e™?

¢En qué direccién a partir del punto (2, 1) crece més rapidamente la temperatura? ;Cuél es la tasa de creci-
miento de f en esa direccién?
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Solucién Tenemos que
VTlx, ) = 2xe "1 — e '

4 4 4
Ve ) =—1-—j=—{-J

En (2, 1), Tx, y) crece con la maxima velocidad en la direcci6n del vector 1 — j. La tasa de incremento en
esta direccién es V12, 1)| = 4,/2/e°C/unidad de distancia, .

(ST TJL W Una escaladora estd de pie al lado de una corriente en la ladera de una montafia, exami-

nando su mapa de la regi6n. La altura de la tierra (en metros) en una posicién cualquiera (x, y) se expresa
mediante la funcién

20 000
PNy E e

donde x e y (en kilémetros) indican las coordenadas del punto en el mapa de la escaladora, La escaladora
estd en el punto (3, 2).

(@) ¢Cudl es la direccién de flujo de la corriente en (3, 2) sobre el mapa de la escaladora? jCon qué pen-
diente desciende la corriente en su posicién?

(b) Calcule la ecuacién de la trayectoria de la corrlente en el mapa de la escaladora.

(c) ¢Con qué dngulo respecto a la trayectoria de la corriente (sobre el mapa) deberia desplazarse la escala-
dora si desea escalar con una inclinacién de 15° respecto a la horizontal?

(d) Dibuje aproximadamente el mapa de la escaladora, mostrando algunas curvas de elevaclén constante y
relejando la corriente,

Solucién
(@) Empezamos calculando el gradiente de 4 y su longitud en (3, 2):
20 000
Vh(x, ﬁ = — m (2xd + 4}:']
Vh(3, 2) = —100(31 + 4j)
|VA@3, 2)| = 500

La corriente fluye en la direccién cuya proyeccion horizontal en (3, 2) es —VA(3, 2), es decir, en la
direccién horizontal del vector 31 + 4§. La corriente desciende a una tasa de 500 m/km, es decir, 0.5 m
por cada metro horizontal recorrido.

(b) Las coordenadas del mapa son las coordenadas (x, y) en el dominio de la funcién de altura i Podemos
calcular la ecuacién de la trayectoria de la corriente en el mapa de la region planteando una ecuacién
diferencial para relacionar el cambio de posicién a lo largo de dicha trayectoria. Si el vector
dr = dd + dyj es tangente a la trayectoria de la corriente en el punto (x, j) del mapa, entonces dr es
paralelo a VA(x, y). Por tanto, los componentes de estos dos vectores son proporcionales:

dx _dy dy 2dx

2x Ay © ¥y ox
Integrando ambos miembros de esta ecuacion se obtiene Iny=2lnx+1InC, o y= C¥. Como la
n'ayectoriafde la corriente pasa por el punto (3, 2), tenemos que C = 2/9 y por consiguiente la ecuacién
es 9y =2x,

(c) Supongamos que la escaladora se desplaza desde el punto (3, 2) en la direccién del vector unitario w.
Ascenderd con una inclinacién de 15° s la derivada direccional de 4 en la direccién de w es
1000tan 15° = 268 (el factor de 1000 compensa el hecho de que las unidades verticales son metros y

las unidades horizontales son kilémetros). Si @ es el 4ngulo que forman wm y la direccién de la corriente,
entonces

500cos § = |Vh(3, 2)|cos 8 = Dh(3, 2) ~ 268
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Por tanto, cas 6 &~ 0.536 y @ ~ 57,6, La escaladora debe moverse en una direccién que forme un angu-
lo horizontal de aproximadamente 58° con la direccién ascendente de la corriente.
(d) La Figura 12.27 muestra un dibujo del mapa.

corriente

Figura 1227 El mapa de la escaladora, A diferencia de la

mayoria de las montafias, ésta tiene contornos perfectamente
elipticos.

Calcule la derivada direccional segunda de f(x, ) en la direccién que forma un angulo ¢
con el eje x positivo,

Solucién Como se ha observado anteriormente, la derivada direccional primera es
Dy f(x, ) = (cos pi+sengf) o Vi(x, y) = £i(x, Pcos¢ + L(x, Phseng
Por tanto, la derivada direccional segunda es
DYy £(x, ) = Dy(Dy Fix, )
= (cos $1+ sen ¢ « V(f(x, J)cos ¢ + hx Psen )
= (fu(x Ycos ¢ + £, (x y)sen ) cos ¢
+ (fi2lx, J)cos ¢ + f,(x, y)sen g)sen ¢
= £,1(x, Ycos® ¢ + 2 fiz(x, y) cos psen ¢ + fo(x, J)sen® @

Notese que si ¢=00 ¢=nr (de forma que la derivada direccional sea paralela al eje x), entonces If f(x, y) =
= fi1{x, ). De forma similar, si ¢ = n/2 0 3n/2, entonces D, f(x, J) = f(x J). .

Tasas de cambio percibidas por un observador en movimiento

Supongamos que un observador se mueve por el plano xy, midiendo el valor de una funcién
f(x, ) definida en dicho plano cuando pasa por cada punto (x, y) (por ejemplo, f(x, y) podria
ser la temperatura en (x, )). Si el observador se mueve con velocidad v cuando pasa por el pun-
to (a, D), ;con qué rapidez observard que cambia f(x, y) en ese momento?

En el momento en cuestion el observador se mueve en la direccién del vector unitario v/|v|.
La tasa de cambio de f(x, ) en (a, D) y en esa direccién es

Dy f(a, b) = ﬁ'vﬂﬂ- b)
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medida en unidades de f por unidad de distancia en el plano xy. Para convertir esta tasa a unida-
des de f por unidad de tiempo, debemos multiplicar por el médulo de la velocidad del obser-
vador, |v|, en unidades de distancia por unidad de tiempo. Por tanto, la tasa de cambio con el
tiempo de f(x, §), tal como la mide un observador que pasa por el punto (a b), es

Ivi I—:I-W(a, B =veV£ia b
Resulta natural extender nuestro uso del simbolo D, f(a, b) a la representacién de esta tasa aun
cuando v no sea (necesariamente) un vector unitario, Asi,

La tasa de cambio de f(x, y) en el punto (4 b), medida por un observador que se mueve
en dicho punto (a b) con velocidad v, es

D, f(a by =veVf(a b)
unidades de f por unidad de tiempo.

Si la escaladora del Ejemplo 4 se desplaza desde el punto (3, 2} con velocidad horizontal
v= —1i — j km/h, estard escalando con una velocidad de

VeVA(3, 2) = (—i—j}.(—l—lﬁtsn 4j])=%km;’h

Tal como se ha definido, D, fes la componente espacial de la derivada de f siguiendo el movi-
miento. Véase el Ejemplo 6 de la Seccién 12.5. La tasa de cambio de los valores que se leerian
en un termémetro en movimiento en ese ejemplo se expresarian como

dar éT
E—Dvﬂx}’.z,d+a

siendo v la velocidad del termémetro en movimiento y D, T'= v VT El gradiente se toma sélo
con respecto a las tres variables espaciales (seguidamente se considera el gradiente en el espacio
tridimensional).

El gradiente en tres y mas dimensiones

Por analogia con el caso bidimensional, una funcién f(x, X, ..., x,) de n variables que tenga
derivadas parciales primeras, tiene un gradiente que se expresa como

of éf of
v-ﬂ:‘rl:xh ey Xr) _a_xlq +c3_,1’2%+ n +6_Xﬂg
siendo e; el vector unitario que va desde el origen hasta un punto situado a una distancia unidad
del mismo en el eje coordenado j. En particular, para el caso de una funcién de tres variables,

éf. df . . 6f
Vf(IﬁAﬂ:a—xl'F@jﬁ'a—zk

La superficie de nivel de f(x, y 2 que pasa por el punto (g b, ¢ tiene un plano tangente en
dicho punto si f es diferenciable en (a, b, ¢ yVf(a, b g # 0.

Para funciones de cualquier nimero de variables, el vector V f(F,) es normal a la «super-
ficie de nivel» de f que pasa por el punto P, (es decir, la hipersuperficie cuya ecuacién es
f(xy, ..., X)) = f(R)), y, si f es diferenciable en F,, su tasa de cambio en F, en la direccién del
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vector unitario w estd dada por me V£f(Fy). Con la ayuda de los gradientes se pueden obtener
ecuaciones de planos tangentes a superficies en el espacio tridimensional.

SEUTALEE Sea f(x, y, 9 = ¥ + yF + 72

(a) Calcule V£(x, y, 2 y Vf(1, —1, 2).

(b) Obtenga una ecuacion del plano tangente a la esfera ¥ + y* + Z =68 enel punto (1, —1, 2).

{c) ¢Cu4l es la mixima tasa de incremento de fen (1, —1, 2)?

(d) ¢Cudl es la tasa de cambio de f con respecto a la distancia en el punto (1, — 1, 2), medida en la direc-
cién que va de ese punto hacia el punto (3, 1, 1)?

Solucion

(@ Vflx, y 2 =2xi+ 2yj + 22k porloque Vf(1, —1,2) =2i—2j + 4k

(b) El plano tangente requerido tiene como vector normal Vf(1, —1, 2) (véase la Figura 12.28(a)). Por
tanto, su ecuacién es 2(x — 1) — 2(y + 1) + 4(z — 2) = 0 o, de forma sencilla, x — y+ 2z= 6.

(c) Latasa maxima de incremento de fen (1, —1, 2) es |VA(1, —1, 2)| = Eﬁ,y se produce en la direc-
cién del vector i —j + 2k

(d) La direccién que va desde (1, —1, 2) hacia (3, 1, 1) corresponde al vector 2i+ 2§ — k La tasa de
cambio de f con respecto a la distancia en esta direccién es

2i+2j—k 4—4—4 4
—— -2+ =——— = — =
Ji+4+1 3 3

es decir, f decrece con una tasa de 4/3 de unidad, por unidad de desplazamiento horizontal. -

ST [ grafica de una fimeion f(x, y) de dos variables es la grafica de la ecuacion z= f(x, y)
en el espacio tridimensional. Esta superficie es también la superficie de nivel g(x, y, 2) = 0 de la funcién de
tres variables

gx y)=fx)—z
Si f es diferenciable en (a, b) y ¢ = f(a, b), entonces g es diferenciable en (a, b, ¢) y
Vgla b, o) = fi(a bi+ £(a Bj — k

es normal a g(x, y, d =0en (a b, d (ndtese que Vg(a, b o) # O ya que su componente zes —1). Se
deduce entonces que la grafica de f tiene un plano tangente no vertical en (g, b) dado por

hla Bx—a + 5@ Dy—-b—-(z-9g=0
z=fla b + f(a b)(x— a) + K(a, By — b

Véase la Figura 12.28(b). Este resultado se ha obtenido, empleando un argumento diferente, en la Sec-
cién 12.3. -

o bien

= fla, b+ fila, b)(x—a)+ fla by v—b)

Figura 12.28
(a) El plano tangente a
¥+yF+F=6en
¥ T 4 1
Vala.be) y (b) El gradiente de
: fx, ) —zen (a, b, Ala b)
& es normal al plano
tangente a z= f(x, J)
(b) en dicho punto.
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ATENCION 1| Asegurese de entender la diferencia entre la grafica de una funcion y
i una curva o superficie de nivel de dicha funcién (véase la exposicion
gue sigue a este ejemplo). A%ui, la superficie z= f(x, y) es la grdfica
e la funcién £, pero es también una superficie de nivel de una fun-
cién diferente g

Algunas veces los estudiantes confunden las graficas de funciones con las curvas o superficies
de nivel de dichas funciones. En el ejemplo anterior hablabamos de una superficie de nivel de la
funcién glx, y, 2), que coincide con la gréfica de una funcién diferente f(x, ). No hay que con-
fundir esa superficie con la grafica de g que es una hipersuperficie tridimensional en el espacio
de cuatro dimensiones, cuya ecuacién es w= glx, y, 2). De forma similar, no hay que confundir
el plano tangente a la grafica de f(x, j) (es decir, el plano obtenido en el ejemplo anterior) con
la recta tangente a la curva de nivel de f(x, 3} que pasa por el punto (a, b) y que esta en el plano
xy. En la ecuacién de esta recta sdlo intervienen x e y. f(a, b(x — a + f(a by — b = 0.

(TR Calcule un vector tangente a la curva de interseccidn de las superficies
z=¥—-y y xz+30=0
en el punto (-3, 2, 5).
Solucién Las coordenadas del punto dado cumplen las ecuaciones de ambas superficies, por lo que di-

cho punto esta en la interseccién de éstas, Un vector tangente a esta curva en dicho punto serd perpendicu-
lar a las normales a ambas superficies, es decir, a los vectores

m =V -y -2 =2xl—2);|—lsi =—-6i—-4) -k
-%,28 (-3,2,5)
m, = V{xyz + 30) = (yA + xz§ + k) = 10i— 15§ — 6k
(-3,2,5 (-3.2,5
Por tanto, para obtener el vector tangente T podemas utilizar el producto vectorial de estas normales:
i k
T=nxm=|-6 -4 —1|=9i—46j+ 130k
0 —-15 —6

Observacion El paquete VectarCalculus de Maple define una funcién Gradient que toma
una pareja de argumentos (una expresién y una lista de variables) y produce el gradiente de di-
cha expresién con respecto a las variables:

> with(VectorCalculus) :
> f :=x2+4y 342 4; G := Gradient (f, [x, vy, z]) ;
fi=X¥+y+2
G:= 2xe,+ 3¢, + 478,

Aunque el resultado de G parece un vector, realmente es algo diferente, denominado campo vec-
torial que es una funcién vectorial de una variable vector. Este hecho se indica con las barras
que aparecen sobre los vectores de la base de la salida. En los Capitulos 15 y 16 trataremos fre-
cuentemente los campos vectoriales, por lo que aqui los consideraremos poco excepto para indi-

car que la evaluacién de la funcién Gradient en un punto particular requiere la funcién evalvr,
que toma dos argumentos: un campo vectorial y un vector donde evaluarlo.

> evalVF(G, <2, 3, -1>) ;
de, + 27e,— de,
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Obsérvese que la salida es un vector, no un campo vectorial; no hay barras sobre los vectores de

la base,

Si desedramos definir una funcién gradiente (que denominariamos grad) para obtener el va-
lor anterior utilizando como entrada a grad (f) (2, 3, -1), podriamos utilizar

> grad :=g-> ((u, v, w) =>

>  evalVF (Gradient (g, [®, v, 2]), <u, v, w>)) ;

Ejercicios 12.7

En los Ejercicios 1-6, calcule:

(a) El gradiente de las funciones dadas en los puntos
indicados.

(b) Una ecuaci6n del plano tangente a la grafica de las
funciones dadas en los puntos cuyas coordenadas xe y
se proporcionan,

{c) Una ecuacién de la recta tangente, en los puntos
indicados, a las curvas de nivel de las funciones dadas
que pasan par esos puntos.

1 flx)=£—pFen(2 —1)

2 f{x,ﬁ=%ien (1, 1)

3 f@,ﬁ=ﬁm(1, 2)

4 fx p=€eYen (2,0)
5 fxp=In(F+Hen(l, -2
& fxp=./1+xyen(2 -2

En los Ejercicios 7-9, calcule una ecuacién de los planos
tangentes a las superficies de nivel de las funciones dadas
que pasan por los puntos indicados.

7 fx, 3 d=2Xy+ yz+Fen(l, -1, 1)
& flx y2=cos(x+2y+3zen (; 7, :t)

8 f(x y 2) =ye “senzen (0, 1, n/3)

En los Ejercicios 10-13, calcule las tasas de cambio de las
funciones dadas en los puntos indicados y en las
direcciones especificadas.

10 f(x, ) =3x— 4yen (0, 2) y en la direccién del vectar
!

1. f(x, ) = ¥yen (—1, —1) y en la direccion del vector
1+ 3§,

12 fix, ) = %’ en (0, 0) y en la direcci6n del vector
i-j

13 f(x, ) =X + ¥ en (1, —2) y en la direccion que
forma un 4ngulo (positivo) de 60° con el eje x positivo.

14. Sea f(x, ) = In|r| con r = xi + yj. Demuestre que
r

?f=W

15 Sea f(x, y, 2 = |r| ", conr=xi+ jj + zk

Demuestre que Vi= W

16 Demuestre que, en términos de coordenadas polares
(r, 6) (siendo x= rcos@ e y= rsend), el gradiente de
una funcién f(r, 6) se expresa como

_d Lo
_ﬁrr

siendo ¥ un vector unitario en la direccién del vector
de posicién r= xi + yj, y 8 un vector que forma un
angulo recto con ¥ en la direccién de @ creciente,

17. ;En qué direcciones a partir del punto (2, 0) tiene la
funcién f(x ) = xy una tasa de cambio de —1?
¢ Existen direcciones en las que la tasa de cambio sea
s

18 ;Fn qué direcciones a partir del punto (a, b, ¢ se
incrementa la funcién f(x, y, d =¥ +  — # conla
mitad de su tasa maxima de incremento en dicho
punto?

18. Calcule V f{a, b) para la funcién diferenciable f(x, ),
dadas las derivadas direccionales

D("".Wﬁ fla b = 3\/E ¥ D(al—ﬂ};s flab)=5

20. Si f(x, §) es diferenciable en (a b), ;qué condicién
deberfan satisfacer los dngulos ¢, y ¢, para que el
gradiente V f(a, b se pudiera determinar a partir de los
valores de las derivadas direccionales Dy, f(a, b) y
Dy, f(a, B?

21. La temperatura T(x, j) de puntos en el plano xy se
expresa como T(x, ) = X* — 2)%,

(a) Dibuje un diagrama de contornos de T'que muestre

algunas isotermas (curvas de temperatura constante),

Vf



810 cALcuLo

(b) ¢En qué direccién deberia moverse una hormiga
que estuviera en la posicién (2, —1) si deseara
enfriarse tan rapidamente como fuera posible?

(c) Sila hormiga se mueve en esa direccién con
velocidad k (unidades de distancia por unidades de
tiempo), jcon qué tasa experimentaré la
disminucién de temperatura?

(d) ¢Con qué tasa experimentaria la hormiga la
disminucién de temperatura si se moviera desde el
punto (2, —1) con velocidad & en la direccién del
vector —i — 2§?

(e) /A lo largo de qué curva que pasa por el punto
(2, —1) deberfa moverse la hormiga para seguir
experimentando una tasa méxima de enfriamiento?

22, Calcule una ecuacién de la curva del plano xy que pasa
por el punto (1, 1) y corta a todas las curvas de nivel
de la funcién f(x, j) = ¥ + * formando 4ngulos
rectos.

28 Calcule una ecuacién de la curva del plano xy que pasa
por el punto (2, —1) y corta a todas las curvas de nivel
de la funcién ¥*y* = K formando 4ngulas rectas.

24 Calcule la derivada direccional segunda de e=* = en
(a, b) # (0, 0) y en la direcci6én que se aleja
directamente del origen.

25. Calcule la derivada direccional segunda de
f(x, y, 2 = xyzen (2, 3, 1) y en la direcci6n del vector
i-j-k

P8 Calcule un vector tangente a la curva de intersecci6n
de los cilindros ¥* + ) =2 e y* + Z =2 en el punto
(]‘l _]-l 1)'

£7. Repita el Ejercicio 26 para las superficies
x+y+z=68y¥+y+7=1Uyel puto (1, 2 3).

28 La temperatura en el espacio tridimensional est4 dada
por

Txyd=xX¥—y+2£+xF

En el instante £ = 0 una mosca pasa por el punto

(1, 1, 2), volando seg(in la trayectoria correspondiente
a la interseccién de las superficies z=3¥" — ' y

2¥ + 2y — # = 0. Si la velocidad de la mosca es 7,
£qué tasa de cambio de temperatura experimentard en
t=m

28, Enuncie y demuestre una versién del Teorema 6 para
una funcién de tres variables,

30. ;Cudl es la superficie de nivel de
f(x, y, 2 = cos (x+ 2y + 32) que pasa por (=, =, m)?

(Cudl es el plano tangente a esa superficie de nivel en
ese punto? (Compare este ejercicio con el Ejercicio 8
anteriar).

8. SiV£(x, ) =0enel disco ¥ + y < r*, demuestre
que f(x, J) es constante en dicho disco.

3. El Teorema 6 implica que la curva de nivel de f(x, }
que pasa por (a, b) es suave (tiene tangente) en (a, b),
slempre que f sea diferenciable en (a, B) y cumpla que
Vf(a, b # 0. Demuestre que la curva de nivel no
necesita ser suave en (a, b si VF{a b) =0
(Sugerencia; Corsidere f(x, ) =y — ¥ en (0, 0)).

38 Si v es un vector distinto de cero, exprese a Dy (Dy f)
en funcién de las componentes de v y de las derivadas
parciales segundas de £ jCual es la interpretacién de
esta cantidad para un observador en movimiento?

+34 Un observador se mueve de forma que su posicion,
velocidad y aceleracién en el instante ¢ se expresan
como r() = x(di+ YO+ z(Dk w() = dr/dty
a(f) = dv/dt Si la temperatura en la vecindad del
observador depende sélo de la posicién,
T= T(x, y. 2, exprese la derivada segunda con
respecto al tiempo de la temperatura tal como la
mediria el observador en funcién de D, y D,

+3% Repita el Ejercicio 34, pero con T dependiendo
explicitamente del tiempo ademés de la pasicién:
T=Txy z 9.

sen (x))
38 Sea f(x, )) = \/TT)? st x p#0 0
0. st (¢ ) =00

{a) Calcule V£(0, 0),

(b) Utilice la definicién de derivada direccional para
caleular B, (0, 0), siendo m= @ + J/1/2.

{c) ¢Es f(x, y) diferenciable en (0, 0)? ;Por qué?

2yt P, st (x ) #£0, 0
'Seaf{x'”_{o, st (x =0, 0)

Utilice la definicién de derivada direccional como
limite (Definicién 7) para demostrar que D, f(0, 0)
existe para todo vector unitario m = ud + vj del plano,
Concretamente, demuestre que D, f(0, 0) = 0 si

v =0, y que D, f(0, 0) = 21/ /v si v # 0. Sin embargo,
como se demostré en el Ejemplo 4 de la Seccién 12.2,
f(x, ) no tiene limite cuando (x, ) — (0 0), por lo
que no es continua aqui, Incluso aunque una funcién
tenga derivadas direccionales en todas las direcciones
desde un punto, puede no ser continua en dicho punto.
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P X:l Funciones implicitas

Al estudiar el cdlculo de funciones de una variable, encontramos ejemplos de funciones que se
definfan implicitamente como soluciones de ecuaciones de dos variables. Supongamos, por
ejemplo, que Flx, y) = 0 es una de esas ecuaciones. Supongamos también que el punto (a, b)
satisface la ecuacién, y que F'tiene derivadas parciales primeras continuas (y, por tanto, es dife-
renciable) en todos los puntos préximos a (a, b). ;Se puede despejar y como funcién de x en la
ecuacion, cerca del punto (a, b)? Es decir, ;existe alguna funcién y{x) definida en algin intervalo
I=(a—h a+ 1 (siendo h> 0) que cumpla que y(a) = b, y tal que

Flx, y(x) = 0

se cumpla para todo x en el intervalo ? Si existe tal funcién y(x), podemos intentar calcular su
derivada en x = a, diferenciando la ecuacién Flx, y) = 0 implicitamente con respecto a x y eva-
luando el resultado en (a, b):

R )+ Fix ) 3 =0

de forma que
dy| _  Fila b
d-s @b

Obsérvese, sin embargo, que la condicién Fy(a, b) # 0 requerida para el célculo de y/(a) garanti-
za en sf misma que la solucién y{(x) existe. Esta condicién, junto con la diferenciabilidad de
Flx, j) cerca de (a b), implica que la curva de nivel Flx, y) = Fla D) tiene una tangente no
vertical cerca de (g, b), por lo que alguna parte de la curva de nivel cerca de (a b) debe ser la
grafica de una funcién de x (véase la Figura 12,29; la parte de la curva Flx, ) = 0 en el disco
sombreado centrado en Fy = (a, b) es la grafica de una funcién y{(x) porque cualquier recta verti-
cal cruza cualquier parte de la curva s6lo una vez. Los tnicos puntos de la curva donde no se
puede dibujar un disco con esa propiedad son Vj, V, y Vi, donde la curva tiene una tangente
vertical, es decir, donde F;(x, ) = 0). Este es un caso especial del Teorema de la Funcién Impli-
cita, que enunciaremos de forma més general posteriormente en esta secci6n.

siempre que Fy(a, b #0

¥

Va

Figura 1229 La ecuacién Flx, j) = 0 permite despejar y como funcién de x cerca

Fix,y)=0
i de F; o cerca de cualquier otro punio, excepio los tres donde la curva

X tiene tangente vertical,

Cuando la ecuacién es de varias variables, la situacion es similar. Por ejemplo, podemos pre-
guntarnos si la ecuacién

Rx y2=0

define z como funcién de x e y (es decir, z= Zx, y)) cerca de algin punto P con coordenadas
(X5 Yo %) que cumpla la ecuacion. Si es asf, y si las derivadas parciales primeras de F'son conti-
nuas cerca de P, entonces se pueden obtener las derivadas parciales de z en (x;, yp) mediante
diferenciacién implicita de la ecuacién Flx, y, 2 = 0 con respecto a x e .

i) i)
Fltmzw@(mc%—jﬂ y Fz[f\’,}'izi""f:é(x,y,z}a—;:f]
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de forma que
0z _ Rl » 2) 0z _ Bl » 2)

Efm,m T Bl o 2) d @m,m F(x%, Yo, %)

slempre que F;(x%, ¥, %) # 0. Como Fj es la componente z del gradiente de F, esta condicién
implica que la superficie de nivel de F que pasa por el punto Fj no tiene un vector normal hori-
zontal, por lo que no es vertical (es decir, no es paralela al eje z). Por tanto, parte de la superficie
cerca de Fj debe ser de hecho la grafica de una funcién z = z(x, ). De forma similar, en Flx, y,
2 = 0 se puede despejar x como funcién de yy z cerca de los puntos donde F} # 0y y = wx, 2)
cerca de los puntos donde F; # 0.

(Cerca de qué puntos de la esfera ¥ + ¥ + 7 = 1 se puede despejar en dicha ecuacién z
en funcién de x e y? Calcule dz/dxy dz/dyen esos puntos.

Solucion La esfera es la superficie de nivel Flx, y, 2 =0 de la funcién
Fx yd=X+y+72-1

En la ecuacién anterior se puede despejar z= Ax, )) cerca de Py = (x5, Jp, %), siempre que P, no esté en el
ecuador de 1a esfera, es decir, en la circunferencia x* + y* = 1, z= 0. El ecuador est4 formado por aque-
llos puntos que cumplen Fi(x, y, 2) = 0. S1 Py mo estd en el ecuador, entonces est en el hemisferio superior
o en el inferior, El hemisferio superior tiene como ecuacién z= z(x, ) = \/1 — ¥ — }, y el inferior tiene
como ecuacién z=z(x, ) = — /1 — ¥ — A,

Si z# 0, se pueden calcular las derivadas parciales de la solucién z= Ax, j), diferenciando implicita-
mente la ecuacion de la esfera ¥’ + f + 7 = 1

2x+ 2 az—{] lo que
¥+ 2z— =10, or lo
ox P 9

Z
a—‘t’:
K

y_

b N

2 +22r3_z_0 or lo que
Y oy P q

Sistemas de ecuaciones

La experiencia con ecuaciones lineales nos demuestra que estos sistemas de ecuaciones se po-
dran resolver de forma general cuando haya tantas variables como ecuaciones en el sistema. Por
tanto, podemos esperar que una pareja de ecuaciones en varias variables determinen dos de di-
chas variables en funcién de las restantes. Por ejemplo, podiamos esperar que las ecuaciones

Fx, yz w=0
Glx, y z =0

posean, cerca de algin punto que las satisfaga, soluciones de una o més de las formas

x=x(z W {x=X(%P*'] {A’:X(Yaz}

=¥z w z=ZAy, W w=w(y, 2
{J’=}‘(X: W) {y= yx 2) {z= 2x, y)
z=z(x, W) w=wlx, 2 w=wx, 5

Alli donde existan tales soluciones, podemos diferenciar el sistema dado implicitamente para ob-
tener derivadas parciales de las soluciones.

Si tenemos una ecuacion simple Flx, v, 2 = 0 y deseamos calcular éx/éz, estamos entendien-
do que x es una funcién de las restantes variables y y z por lo que no hay posibilidad de equivo-
carse a la hora de decidir qué variable hay que mantener constante en el célculo de la derivada
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parcial. Sin embargo, supongamos que deseamos calcular dx/dzdado el sistema Flx, y, z w} = 0,
G(x, ¥, z w) = 0. Esto implica que x es una de las variables dependientes, y que z es una de las
variables independientes, pero no implica cuél de las otras dos variables u y w es la variable de-
pendiente y cudl la independiente, En pocas palabras, ja cudl de las situaciones

=

nos estamos enfrentando? Tal como se plantea, la pregunta es ambigua. Para evitar esta ambi-
giiedad podemos especificar en la notacién de la derivada parcial qué variable se tomara como
la otra variable independiente y, por tanto, permaneceré fija durante la diferenciacién, Asi,

0x x=x(z w)
(&)w implica la interpretacién {y= e

d x=x(y, 2
(5_);)1, implica la interpretacién {w= o

m Dadas las ecuaciones Flx, y, z w) =0y G(x y, z w) =0, donde F'y G tienen derivadas
parciales primeras continuas, calcule (0x/02),.

Soluciéon Diferenciamos las dos ecuaciones con respecto a z considerando x e y como funciones de z y
w, y manteniendo por tanto fija w
ox ay

B —I—Fa——I—F—D

G—x+ —‘y+ =0
' oz G*az Gs =

Nétese que los términos Fy(0w/d2) y G4(0w/02) no estén presentes, porque w y zson variables independien-
tes, y w se mantiene fija durante la diferenciacién. La pareja de ecuaciones anterior es lineal en dx/dzy
dyfdz Eliminando dy/dz (utilizando la Regla de Cramer, Teorema 6 de la Seccién 10.6), obtenemos

o\ _ RG-FG

0z} Fi Gy — FG,
A la luz de los ejemplos considerados anteriormente, no debe sorprendernos que la no anulacién del deno-
minador )G, — F»G, en algin punto Py = (xp, o, Z, Wy) que cumpla el sistema F =0, G = 0 sea sufl-

ciente para garantizar que el sistema tiene de hecho una solucién de la forma x= x(z w), y = ¥z w) cerca
de F,. Sin embargo, no intentaremos demostrar aqui este hecho.

|
m Sean x, y, uy v variables relacionadas por las ecuaciones
u= ¥+ xy—
v=2xy+ )
Calcule (a) (dx/0u), y (b) (0x/d1), en el punto donde x=2e y= —1.

Solucnjn

(@) Para calcular (dx/d1), consideraremos x e y como funciones de uy v y diferenciaremos las ecuaciones
dadas con respecto a y, manteniendo v constante:

du
1=—={x+ —+ x— 2
= N yl

ov ox
0= Fri Eya +(2Az'+2_}€|Ia
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Enx=2, y= —1, tenemos que

dx oy
1=3—+4—
au ou
ox ay
0=-2—+2—
ou ou

Eliminando dy/du s llega al resultado (8x/du), = 1/7.
(b) Para calcular (8x/01);, consideraremos xy v como funciones de y y u y diferenciaremos las ecuaciones
dadas con respecto a u, manteniendo y constante:

ou ox v 0x

l=—=@2x+) — —=2y—
au (Ex ’V]au ou yau

En x= 2, y= —1, la primera ecuacién produce inmediatamente (0x/d), = 1/3. -

Sucede a menudo que las variables independientes en un problema surgen claramente del con-
texto, o bien se pueden escoger desde el principio. En cualquier caso, no se producird ambigiie-
dad, y podremos omitir de forma segura los subindices que muestran qué variables se mantienen
constantes. El siguiente ejemplo est4 extraido de la termodindmica de un gas ideal.

ST (Cambios reversibles en wn gas ideal) Fl estado de un sistema cerrado que contiene n
moles de un gas ideal se caracteriza por tres variables de estado (presién, volumen y temperatura, P, Vy T,
respectivamente), que satisfacen la ecuacién de estado de un gas ideal:

PV = nRT

donde F es la constante universal de los gases, Fsta ecuacién se puede considerar como la definicién de
una de las tres variables en funcién de las otras dos. La energia interna, E; y la entropia, S, del sistema son
magnitudes termodinimicas que dependen de las variables de estado, y que por tanto se pueden expresar en
funcién de dos cualesquiera de dichas variables P, Vy T. Escojamas 'y T como variables independientes y
escribamos, por tanto, E'= E(V, 1) y S = S(V, 7). Para procesos reversibles en el sistema, la primera y se-
gunda ley de la termodindmica implican que las cambios infinitesimales de estas magnitudes deben satisfa-
cer la ecuacién diferencial

TdS=dE+ PdV
Deduzca que, para tales procesos, £'es independiente de Iy depende sélo de la temperatura T.
Solucién Calcularemos los diferenciales dSy dE'y los sustituiremos en la ecuacién diferencial. Se obtiene

as a5 7)) oF
ﬁdV+ﬁdT)—a—VdV+ E_,cﬂ"+ PdV

Dividiendo por T, sustituyendo P/Tpor nR/V (de la ecuaci6n de estado) y agrupando coeficientes de dV'y
dT en los miembros opuestos de la ecuacién, se obtiene

a5 18F n 18F @
(ﬁ‘}ﬁ‘f)w-(}ﬁ‘ﬁ)”

Como dV'y dT son variables independientes, ambos coeficientes deben anularse. Por consiguiente,

a5 _10E nR
av_ Tav ' Vv
S _10E

aT ToT
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Diferenciamos ahora la primera de esas ecuaciones con respecto a Ty la segunda con respecto a ¥, Utili-
zando la igualdad de las derivadas parciales mixtas tanto de S como de E, se obtiene el resultado deseado:

WL, T e e
eT\ToVvV V éfeV ever oeV\TéT
—10E 1| E 1 &E
T oV’ Tomov . TaveT
—18F
T
Se deduce entonces que d5/8V =0, por lo que E'es independiente de V.

Determinantes jacobianos

Las derivadas parciales que se obtienen mediante diferenciacién implicita de sistemas de ecua-
ciones son fracciones cuyos numeradores y denominadores se pueden expresar con comodidad
en funcion de ciertos determinantes denominados jacobianos.

DEFINICION 8

El determinante jacobiano (0 simplemente el jacobiame) de las funciones u= u(x §) y
v = v(x, ) con respecto a las variables xe ¥, es el determinante

du du
ou, v) _|ox ay
ox, y |ov oo
x oy

De forma similar, el jacobiano de las funciones Flx, y, ...) y G(x, ¥ ...), con respecto a las
variables x e y, es el determinante

oF oF

oF G |ox ay| _|F F

ok y |0G 5_‘3_|Gl Gr
dx dy

La definicién anterior se puede ampliar inmediatamente al jacobiano de n funciones (o variables)
con respecto a n variables. Por ejemplo, el jacobiano de las funciones F, G y H con respecto a
las variables x, y y z es el determinante

arcn |5 BB
e 1
dx vy 2 H H H

Los jacobianos son los determinantes de las matrices jacobianas cuadradas correspondientes a
transformaciones de R"” en R”, que se presentaron previamente en la Secci6n 12.6.

m En términos de jacobianos, el valor de (8x/62, obtenido a partir del sistema de ecuaciones
Rxyzw=0  Gxyzw=0
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en el Ejemplo 2, se puede expresar de la forma
oF G

X\ _ 0z
iz},  OF G
ax y)

Obsérvese la pauta. El denominador es el jacobiano de F'y G con respecto a las dos variables dependientes,
x e y. El numerador es el mismo jacobiano, salvo que la variable dependiente x ha sido sustituida por la
variable independiente z. -

La pauta observada anteriormente es general. La enunciaremos formalmente en el Teorema de la
Funcién Implicita que sigue.

El Teorema de la Funcién Implicita

El Teorema de la Funcién Implicita garantiza que, en clertas circunstancias, se pueden despejar
ciertas variables de sistemas de ecuaciones en funcién de otras variables, y proporciona una fér-
mula de las derivadas parciales de las funciones solucién. Antes de enunciarlo, consideraremos
un ejemplo ilustrativo simple.

LTl Considere el sistema de ecuaciones lineales
R, ypsd=ax+tbhyt+toastdi+te=20
Gx, , s, 0 =ax+ byt s+ dit+e,=0
Este sistema se puede expresar de forma matricial:

)<= (o)
() =(D =0

Las ecuaciones permiten despejar xe y como funciones de sy f, siempre que det (s§) 5 0; esto implica la
existencia de la matriz inversa s ~' (Teorema 4 de la Seccién 10.6), por lo que

b)) =)

Obsérvese que det (sf) = 3(F, G)/d(x, 3, por lo que la no anulacién de este jacobiano garantiza que se pue-
den despejar x e yde las ecuaciones, -

siendo

TEOREMA () Teorema de Ia Funcion Implicita
Consideremos un sistema de n ecuaciones con n + m variables,

F::U(X]_, X3, oy Am .;Vls }Q’ reeg yﬂ] =D
Fﬂ)(‘rll Xo oy Xp Y10 Yor s yn] =0

le:Xl, Xg oy X M1, Vo, . }'H} =

y un punto Py = (&, &, ..., @m b1, by ..., b) que satisface el sistema. Supongamos que
todas las funciones F(, tienen derivadas parciales primeras continuas con respecto a todas
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las variables x;y y, (i=1,..,n,j=1,.., m k=1, .., n), cerca de P, Finalmente, supon-
gamos que
0(Fuy Foys o Fin)

oy, Yo oo Vo |m,

Entonces, se pueden despejar en el sistema las variables y, 33, ..., ¥, como funciones de
Xy, X, ..., Xy cerca de Py, Es decir, existen funciones

¢1[X1! SRR X.I’IJ’ aaia ¢J’](X13 Ry Xl’ﬂ]

#0

tales que

y tales que las ecuaciones
Foy = (W, oy X i3y, 0 X0, oy 1, %)) =0
Fiy = (6, ooy Xy P10, o X o By, ooy X)) =0

Fo = (0, o X (X0, s Xy oy X, X)) = 0
se cumplen para todo (x, ..., X,) lo suficientemente cerca de (a,, ..., a,).

Ademas,
0Fuy Fey .. Fin)
ai‘:(@) I 7 A
% \O%/x . nmerme Oy Foy o Fin)
E(yl' o Vi .!”IJ
—

Observacion La formula de las derivadas parciales es una consecuencia de la Regla de
Cramer (Teorema 6 de la Seccién 10.6) aplicada a las n ecuaciones lineales con n incégnitas
dy,/0x; ..., dy,/0x; obtenidas diferenciando cada una de las ecuaciones del sistema dado con res-
pecto a x;

(ST T Demuestre que el sistema

xf + xzu+ ' =3
Xyz+ 2w — hv* =2

se puede resolver, obteniéndose (i v) como una funcién (vectorial) de (x, y; 2) cerca del punto F tal que
(x, y,z wv)=(1, 1, 1, 1, 1), y calcule el valor de duv/dy de la soluciénen (x, y, 2 = (1, 1, 1).

Rx y z u v) =xf +xu+ pn’—3

Solucion Sea {G(x. ok v]=fﬂ+2w—zfv2—2'mmes'
¢F G| | x 2y | 2|y
ou v) | |—2w® 2x—2ifv|lp |—2 O

Como este jacobiano no es cero, el Teorema de la Funcién Implicita nos asegura que las ecuaciones dadas
se pueden resolver, obteniéndose 4y v como funciones de x, yy z es decir, como (1, v) = f(x y 2. Dado
que
iF, G
au, y

Xz  2xy+ o
—2w* Xz

g

=7

13’

Py _2 1
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tenemos
aF, G
oy _ _dupl _ T
(ay)u' aF G| 4
a(u, v) |,

Observacion Si lo que hubiéramos deseado en este ejemplo hubiera sido calcular év/dy, ha-
bria sido mas fécil utilizar la técnica del Ejemplo 3 y diferenciar directamente las ecuaciones
dadas con respecto a y, manteniendo x y z fijas.

SENTI LN Sien las ecuaciones x = f + v® e y= w se despejan u y v en funcién de xe y, calcule,

donde sea posible,
du du ov ov
w oy o Yy
A partir de aqui, demuestre que Zg ;; =1 / gg ﬁl suponiendo que el denominador no es cero.

Solucién Las ecuaciones dadas se pueden expresar de la forma
Fuvxp)=u+v"—x=0
Guvxy=w-y=0

Sea
_OF @ _|2u 2v|_, . o _0& )
U RRE. 2 =) o(u, v)

St i # 1%, entonces J # 0 y podemos calcular las derivadas parciales requeridas:
du_ 1eF @  1|-1 20| u
ox  Jaxo  J 0 u| 20f-)
ou_ 18K G _ 1|10 2v|__ —2v
oy  Jéy v J -1 u| 20f-0)
ow_ 1R G _ llzu -1 _  -—v
x  Jowxn  Jv 0| 208-0D
oo 1R G _ lezuw 0|_  2u
dy  Jowyp  Jv —1| 20f—)

Por consigulente,
owvo) 1w -2 _J_ 1_ 1
dx y Fl-v 2| £ J x )

(u, v)

Observacion Noétese en el ejemplo anterior que du/dx # 1/(éx/éu). Debe contrastarse este ca-
so con la situacién de una sola variable donde, si y= f(x) y dy/dx+ 0, entonces x= f"'(j) y
dx/dy = 1/(dy/dx). Esta es otra razén para distinguir entre & y d. Es el jacobiano, en vez de cual-
quier derivada parcial simple, el que toma el lugar de la derivada ordinaria en estas situaciones.
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Observacion Consideremos brevemente el caso general de transformaciones invertibles de
R" en R”. Supongamos que y = f(x) y z= gly) son dos funciones de R” en R” cuyos compo-
nentes tienen derivadas parciales primeras continuas. Como se demostré en la Seccién 12.6, la
Regla de la Cadena implica que

0x; - 0X, a}’l ” 3}&; 0x - 0x,
ox,  dx) \ew | oy \dm T ax

La expresiéon anterior es exactamente la Regla de la Cadena aplicada a la composicion
z = g(f(x)). Del Teorema 3(b) en la Seccién 10.6 se deduce que los determinantes de estas ma-
trices deben cumplir una ecuacién similar:

oz z) _ 0z -2) 3y -y

A, x) Ay y) 0% -+ x)
Sifes uno a uno y ges la inversa de £ entonces z = g(f(x)) = x y d(z, --- 2)/é(x, --- x) = 1, el
determinante de la matriz identidad. Por consiguiente,

olx; - x) 1

oyi-yd 005
dlx; -+ x,)

De hecho, la no anulacién de ninguno de estos determinantes es suficiente para garantizar que £
es uno a uno y tiene inversa. Este es un caso especial del Teorema de la Funcién Implicita,

Los jacobianos aparecerdn de nuevo al estudiar transformaciones de coordenadas en integra-
les muiltiples, en el Capitulo 14,

Ejercicios 12.8

En los Ejercicios 1-12, calcule las derivadas indicadas de
las ecuaciones dadas. ;Qué condicidn sobre las variables
garantizara la existencia de una solucién que tenga la
derivada indicada? Suponga que las tres funciones
generales F, Gy Htienen derivadas parciales primeras
continuas,

dx 0x
l.d—ysle+fy—2 zaslgﬁ—y—z

oy
. 0z

5 X By + P2+ 28+ W~ w0

0z Xz
Easiz“rxf—; st & — ¥zlny=nx
dy
6 E&'Sl FIX,‘}‘,XE—,I;]—U

du
7.551(;{1’.}".2&&)—0

aj—jsiﬂf—zz,f+zz)=o

ai—t:’simifm vit, wh =0
o

10 [ =) siyw=1yx+y+tu+tv=0
ox/,
ox

11. (%) i +y+Z2+w=1y

x+2y+3z+4dw=2

d

lz.af"sify+fu—us=0yxz+}u=1

13 Six=u’ +v* e y= w — t” se resuelven expresando

uy ven funcién de x e y, calcule
o o w
ox' 9y  ox oy

en el punto donde u=1yv =1,

a(u, v)
alx y)
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14. ;Cerca de qué puntos (r, 5) puede resolverse la
transformacién

x=r+4+2s y=§-2r
obteniéndose ry s como funciones de x e y? Calcule

los valores de las derivadas parciales primeras de la
solucién en el origen.

15. Calcule el jacobiano é(x, y)/@(r, 6) de la transformaci6n
a coordenadas polares x = rcos#, y= rsenf, ;Cerca
de qué puntos (r, 6) es la transformacién uno a uno y
por tanto invertible, permitiendo obtener r y @ como
funciones de x e }?

16. Calcule el jacobiano d(x, y, 2/@(p, ¢, 0, slendo
x= psen ¢cosf, y=psengsenfy z= pcos ¢

Las expresiones anteriores son la transformacién de
coordenadas cartesianas a coordenadas polares
esféricas en el espacio tridimensional, que aparecera en
la Seccién 14.6. jCerca de qué puntos es la
transformacién uno a uno y por tanto invertible,

permitiendo expresar p, ¢ y @ como funciones de x, yy 27
17. Demuestre que las ecuaciones

X +a+ovt=3
Xz+2y—w=2
m+p—xz=1

se pueden resolver, expresando x, yy zcomo funciones
de uy v cerca del punto £, tal que (x, y;, z u, v) =
(1, 1, 1, 1, 1), y calcule (éy/du), en (u, v) = (1, 1).

xe’ + yz — cosv = 2
Demuestre que las ecuaciones
ucosy + ¥v—yZ =1

se pueden resolver, expresando u y v como funciones
de x, yy zcerca del punto F, tal que (x, y, 2 =
=(2,0, 1)y (uv)= (L, 0), y calcule (3y/22), ,

en(x, y,2=1(20,1).

19. Calcule dy/dy para el sistema
Rxyzw=00Gxyzw=0Hxyzw=0
20. Dado el sistema
Fix, yozuv)=0
Glx y. z uv)=
Hx, y 2z uv)=

Jjcudntas posibles interpretaciones existen para 6x/dy?
Evaltielas,

21. Dado el sistema

18

F{X}_, XE- seny Xg) =0
G{xll Xy s XBJ =0
H{X[, F TR XB) =10

Jjcudntas posibles inferpretaciones existen para la
derivada parcial 29 Caleule

5 (5.?:1)
0% 0%/ x, 3030 3

22 5i A, y, 2 =0 determina z como funcién de xe y,
calcule &* /0¥, *z/oxdyy §°z/0) en funci6n de las
derivadas parciales de F.

28 Six=u+v, y=wyz=u+v* define zcomo
funcién de x e y, calcule 07/¢x, dz/dyy 022 dxdy.

4
24 Un clerto gas satisface la ley pV'=T— —j,f siendo

p = presién, V= volumen y T= temperatura,

(a) Calcule 8T/dpy 8TjdVen el punto donde
p=V=1yT=2

(b) Silas medidas de py Vproducen p =1 +0.001 y
V=1 40,002, calcule el error maximo
aproximado al obtener T= 2,

Si F[x, 3= {] demuestre que
C —1, Obtenga resultados

ogos paIaF[x.y.z u) =0y para
Fix, y, z u, v) = 0. jCuél es el caso general?
Si se resuelven las ecuaclones Flx, y, u, v) =0y
G(x, y u, v) = 0, expresando x e y como funciones de
uy v, demuestre que

o ) _UF G [3F G
ow v au v / a(x )

Si se resuelven las ecuaciones x = f(u, v), y= gy, v),
expresando iy v como funciones de x e y, demuestre

que

ou, v) 1/6(){. N

dlx, » o(u, v)
Sugerencia. Utilice el resultado del Ejercicio 26.
Six=fluv), y=guv), u=hir, 9 yv=Kr, 9,
entonces xe y se pueden expresar como funciones de
ry s. Verifique por calculo directo que

dx, ) dlx y o v)
a9

“dlu v) olr 9

que es un caso especial de la Regla de la Cadena para
jacobianas,

Se dice que dos funciones, f(x, ) y glx, j), son
funcionalmente dependientes si una de ellas es
funcién de la ofra; es decir, si existe una funcién de
una sola variable k() tal que f(x y) = kglx, y)) para
todo x e y. Demuestre que en este caso d(£ g@/d(x, )
se anula. Suponga que existen todas las derivadas
necesarias.

+30 Demuestre lo contrario del Ejercicio 29 como sigue:
sean u= f(x, }) y v = g{x ), y suponga que
d(u, v)/olx, ) = o(£ g)/é(x, ) es idénticamente nula
para todo x e y. Demuestre que (f1/dx), es
idénticamente nula, A de aqui u, considerada
como funcién de xy v, es independiente de x, es
decir, u = k{v) para alguna funcién k de una variable.
¢ Por qué implica esto que f y gson funcionalmente
dependientes?

.

«Z7

* 20
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PX:l Aproximaciones mediante series de Taylor

Como en el caso de funciones de una variable, las representaciones mediante series de potencias
y sus sumas parciales (polinomios de Taylor) proporcionan un método eficiente para determinar
el comportamiento de una funcién suave de varias variables en las proximidades de un punto de
su dominio. En esta seccién presentaremos brevemente la extension de las series de Taylor a este
tipo de funciones. Como es habitual, realizaremos el desarrollo para funciones de dos variables,
siendo clara la extensién al caso de mas variables.

Para empezar, recordaremos la formula de Taylor para una funcién F(x) con derivadas conti-
nuas hasta orden n+ 1 en el intervalo [a, a + AJ:

B o, B

F'(a 1
21 B+t nl JF:I”r(f:t-i«l}l}hﬂ

siendo X algin nimero comprendido entre a2y a+ A (el dltimo término de la férmula es la for-
ma de Lagrange del resto). En el caso especial de a= 0y h= 1, esta formula se convierte en
Fr 1) n+1)
_ (D}+ +Ff (D}+F ()
2| l (n+ 1)1

Ha+h=Fa+ F@h+

A1) = F0) = F(0)

para algiin valor 0 entre 0 y 1.

Supongamos ahora que f(x, y) tiene derivadas parciales continuas hasta de orden n+ 1 en
todos los puntos de un conjunto abierto que contiene al segmento que une a los puntos (a, b) y
(@a+ h b+ K de su dominio, Se puede obtener la férmula de Taylor para f(a+ h b+ k) en
potencias de Ay k aplicando la férmula de una variable presentada anteriormente a la funcién

R =fla+th b+ th, O£fgl
Es evidente que Fl0) = f(a, b) y Fl1) = f(a+ h b+ k). Calculemos algunas derivadas de F
F(y = hfila+ th b+ th) + kf(a + th b+ tk)
F'(d=Hf(a+th b+ th + 2hkf,(a+ th b+ th
+ B fola+ th b+ th)

F'()) = (B fiy; + 8Kk, + 3hI fipy + K fy5)
(a+ th, b+ th)

El patrén de coeficientes es bastante obvio, pero la notacién, en la que intervienen subindices
para indicar las derivadas parciales de f, se hace més y méas compleja a medida que crece el
orden de las derivadas. La notacién se puede simplificar bastante utilizando D, f y D, f para in-
dicar las derivadas parciales primeras de f con respecto a su primera y segunda variable. Como
hy kson constantes y las derivadas parciales mixtas se pueden conmutar (D)1 f= D, D, f), te-
nemos que

WD f+ 2hkD\ D, f+ D5 f= (hD, + kD))* f
y asf sucesivamente, Por tanto,
F(f = (hD, + kDy) f(a+ th, b+ tk)
F'(f = (hDy + kDy)* fla + th b+ th
F (= (hDy + kDy)* fla + th b+ th)

Fo(f = (hD, + kD)™ f(a + th b + th)
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En particular, ™ (0) = (hD, + kD,)™ f(a, b). Entonces, la férmula de Taylor f(a+ h, b+ K es

flat+ hb+hH =Y %[hD1+kD2]”’f(a, b) + E,(h, k)
m=0

E E CoDADE ™ f(a, WK™ + R (h, B

m=0 j=0

Nétese que (hD, + kD,)™f(a, b) significa ((AD; + kDp)™ f(|(4 5, 1o (AD; + kD;)™(£(a, B), que
serfa cero,

donde, utilizando el desarrollo binomial, tenemos

7 il 1 om 1
W \j) ml Am—pH fm— Pl
y donde el término de resto se expresa como

R(h k= (hD, + kD,)"" ' f(a+ 6h, b+ 0K

(n+ 1)1
para algin valor # comprendido entre 0 y 1. Si f tiene derivadas parciales de todos los 6rdenes y
lim R, (h & =0

=G0

entonces f(a+ f, b+ K se puede expresar como una serie de Taylor en potencias de 1y &

flathb+B=7Y ¥ — DIDEFf(a bRk

1
m-n_j-uﬂ(m N

Como en el caso de funciones de una variable, el polinomio de Taylor de grado n,

P.x » = Z Z D{D?‘Jf(a, b)(x— aPy — ™

m-ﬂ;—ﬂjl(

proporciona la «mejor» aproximacién mediante un polinomio de grado na f(x, 3 en las cerca-
nias de (4, b). Si en esta aproximacién se hace n= 1, se reduce a la aproximacién mediante pla-
no tangente

fx )~ fla B+ fila Blx— 2 + fla Hly- b

m Calcule una aproximaciéon mediante un polinomio de segundo grado a la funcién f(x, y) =
= /# + y cerca del punto (1, 2), y utilicela para estimar ./(1.02)? + (1.97)%,

Solucién Para realizar la aproximacién de segundo grado necesitamos los valores de las derivadas par-
dales de f hasta de segundo orden en (1, 2). Tenemos

flx = /F*+y fil, ) =

Dk B ek

5x ) =—F— K(1,2) =2
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}ﬁ

8
&mﬁ=§:ﬁﬁ (L, D) =-5

. 2
f2(x ) =ﬁ fo(1, 2) = 3

12Xy + 3 2
fulx ) =ﬁ 1,9 =%

Por tanto,

fl+h2+ 3+lj1+2jr+i E1ff+2 EM+EF
( N 3 21 \27 9 3

o, haciendo x=1+ he y=2+ &

f =3 - -1 +2(y-2 = —15*—E - )(y—2 5 — 2)?
kp=3+s—D+2p-+-h- D -gu-Dy-2+5(-2

que es el polinomio de Taylor de segundo grado requerido para la funcién f cerca del punto (1, 2), Por
consiguiente,

J(1.02)% + (1.97)° = £(1 + 0.02, 2 — 0.03)
1 4
~ 3 +=(0.02) + 2(—0.03) +— (0.02)
5 (0:02) + & ) + 57 (002)

.. . L o003
5 (0.09(~003) + 2 (~0.03)

= 2,947 159 3

A efectos de comparacion: el valor verdadero es 2.947 136 6... La aproximaci6n es exacta hasta 8 digitas
significativos, -

Como se observo en el caso de funciones de una variable, en general no es necesario calcular las
derivadas para determinar los coeficientes de una serie de Taylor o polinomio de Taylor. A me-
nudo es mucho mas facil realizar cambios algebraicos sobre series conocidas, Por ejemplo, el
ejemplo anterior se podria haber resuelto expresando f en la forma

fAA+h2+h=/0+H+@2+H

= JO9+2h+HF+ 12k+8F + 1
\/ 2h+ K + 12k+8F +
=3 f1+

9
y aplicar después el desarrollo binomial

T foe Tinprmopipns (i Y = Y
R Rl 1]

2h+ I + 12k + 6K + &
con t= , para obtener los términos hasta de grado 2 en las variables £

9
y &
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CALCULO

10

m Calcule el polinomio de Taylor de grado 3 en potencias de x e y para la funcién
fx J)m= 2,

Solucién El polinomio de Taylor requerido ser4 el polinomio de Taylor de grado 3 para €' evaluado en
t=x—-2y

Bxp=1+x—2p +%{x—2ﬁ2+$&_2ﬁ3

= ldx2pb A2y 2P AR Ay 2
N
Observacion Por supuesto, se puede utilizar Maple para calcular polinomios de Taylor en

varias variables mediante su funcién mtayler, que, en funcién de la versién de Maple, puede ser
necesario leer de la librerfa de Maple antes de utilizarla, si no es parte del Kernel.

> readlib(mtaylor) :
Los argumentos que se introducen en mtaylor son los siguientes:

(@) Una expresion en la que intervienen las variables del desarrollo.

(b) Una lista cuyos elementos son nombres de variables, o ecuaciones de la forma varia-
ble=value, que proporcionan las coordenadas del punto alrededor del que se calcula el de-
sarrollo (si sélo se nombra una variable es equivalente a utilizar la ecuacién variable=0).

(c) (Opcional) Un entero positivo m para forzar a que el orden del polinomio de Taylor calcula-
do sea menor que m, Si no se especifica m, se emplea el valor de la variable global de Maple
«Order», El valor por defecto es 6.

Unos pocos ejemplos serén suficientes,

> mtaylor(cos (x+y 2), [%, y1) :
1 1 1 1
I_EXz_sz+ﬁX4_§}’4+EJ/213

> mtaylor (cos (x+y 2), [x=Pi, y], 5) ;

1 e b T
1+2(x % + ¥(x — ) 24(x ?tl+2}’

> mtaylor(g(x, v}, [x=a, y=bl, 3) ;
1
ga b+ Di@a Bix—a) + Dy@la Hly— b + D, @@ blx— 2°

+ (= AD, @2 By~ b +5 Dy.@a By - b?

La funcién mtaylor puede ser un poco estrafalaria. Tiene tendencia a desarrollar los términos
lineales; por ejemplo, en un desarrollo alrededor de x =1 e y = —2 puede escribir los términos
2+ (x—=1) +2(y+ 2) en la forma 5 + x+ 2y.

Aproximacion de funciones implicitas

En la seccién anterior vimos cémo determinar si en una ecuacién con varias variables se podia
despejar una de dichas variables en funcién de las otras. Aunque se sabe que existe una solucién,
en general no es posible obtener una expresion exacta de ella. Sin embargo, si en la ecuacién
intervienen sélo funciones suaves, entonces la solucién debe tener un desarrollo en serie de Tay-
lor. Podemos determinar al menos los primeros coeficientes de dicho desarrollo y obtener asf
una aproximaci6n til a la solucién, El siguiente ejemplo muestra la técnica.
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m Demuestre que la ecuacién

sen{x+ j) = xy + 2x

tiene una solucién de la forma y = f{x) cerca de x= 0 que cumple f(0) =0, y calcule los términos hasta
de cuarto grado de la serie de Taylor de f(x) en potencias de x.

Solucién La ecuacién dada se puede expresar de la forma Flx, y) = 0, siendo
Flx, ) =sen(x+ ) —xy— 2x
Como F(0, 0) =0 y £(0, 0) = cos(0) = 1 # 0, por el Teorema de la Funcién Implicita, la ecuacién tiene

una solucién y = f(x) cerca de x =0 que cumple f{0) = 0. No es posible calcular exactamente f(x), pero
tendra una serie de Maclaurin de la forma

y=f0 =ax+ ax + ax + ax' + .-

No existe término constante porque f(0) = 0, Podemos sustituir esta serie en la ecuacién dada y obtener los
términos hasta de grado 4 para calcular los coeficientes a,, &, a; y 4. En el miembro izquierdo utilizare-
mos la serie de Maclaurin del seno para obtener

sen(x+ y) =sen((l + a)x+ ap¥ + ax + ap* + ...)
=(1+a)x+af+ar+ax+...

_3i! (1+ a)x+ af+ P+ ..
=(1+ a)x+ a,¥ + (ag, —% {1+ 31)3)33

3 2 4
tla-—gl+a)a|x +.-
El miembro derecho es
xy+2x=2x+ ax + ax + ax + .-
Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x, se obtiene

1+a|=2 a[=1

a =3 =1

1 7
—~(1+a)= =—

& a{ &) = a; a3=5
1 . 13
- (l+a) =2 =

Podriamos haber obtenido més términos de la serie calculando potencias mas altas de x en el proceso de
sustitucién, -

Observacion A partir de la serie de f(x) obtenida anteriormente, podemos determinar los va-
lores de las cuatro primeras derivadas de f en x = 0. Recuérdese que

9(0)
a, = T

Por tanto, tenemos
fl0)=a=1 f'(0) = 2la, =2
f"0)=3laa =14 (0) = 4la, = 104

Podriamos haber hecho el ejemplo calculando primero estas derivadas mediante diferenciacién
implicita de la ecuacién dada, y determinando después los coeficientes de la serie a partir de el-
las. Habrfa sido una forma mucho més dificil de realizarlo (inténtelo y vea).
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Ejercicios 12.9

En los Ejercicios 1-6, calcule la serie de Taylor de las
funciones dadas alrededor de los puntos indicados.

1
1. f{A’,}j =W, (‘D, 'D)

2 fxPp=In(l+x+y+x), (00
& flx, ) =tan '(x+ x5, (0, —1)
4 fx =>4+ (1, -1

5 flx, ) =, (0,0

& flx, )) =sen(2x+ 3, (0,0

En los Ejercicios 7-12, calcule dos polinomios de Taylor de
los grados indicados para las funciones definidas alrededor
de los puntos dados, Tras calcularlos a mano, intente
obtener los mismos resultados utilizando la funcién
mtaylor de Maple,

(R i

& (x, j) =In (& + ), grado 3, alrededor de (1, 0)

2 grado 3, alrededor de (2, 1)

x4+t
e f(x, ) =J e~* d, grado 3, alrededar de (0, 0)
1]

10. f(x, }) = cos (x + sen}), grado 4, alrededor de (0, 0)

Repaso del capitulo

1. 7(x ) = %"' grado 2, alrededor de (%, 1)

i+x
12 f{;t’,_}fl =m, gradc- 2, alrededor de {U, 'U}

En los Ejercicios 13-14, demuestre que, siendo x un valor
cercano al punto indicado x = a, las ecuaciones dadas
tienen solucién de la forma y = f(), tomando los valores
indicados en cada punto, Calcule los tres primeros términos
distintos de cero de las series de Taylor de f(4) en
potencias de x — a.

+18 xseny= y+ senx, alrededor de x =0, con f(0) = 0.

+14 /1 +xy=1+ x+In(1l + ), alrededor de x= 0,
con f{0) =0.

»15 Demuestre que la ecuacién x + 2y + z+ = 1
tiene una solucién de la forma z= f(x, ) alrededor
de x=0, y=0, slendo (0, 0) = 0. Calcule el
polinomio de Taylor de grado 2 de f(x, ) en
potencias de xe y.

+1@ Utilice métodos basados en series para obtener el
valor de la derivada parcial £,,(0, 0) sabiendo que
f(x, y) = arctan (x + ).

+17. Utilice métodos basados en series para calcular
g4 1
8" 1 + X + ¥loo

Ideas clave

* ;Qué significan Ias signientes palabras y frases?
& & es la grafica de f(x, J).
¢ Ces una curva de nivel de f(x, ).
i ) n Flx ) = L.
f(x, J) es continua en (a, £).
La derivada parcial (¢/0x) f(x, 3.
El plano tangente z= f(x, §) en (a, b).
Derivadas parciales segundas puras.
Derivadas parciales segundas mixtas.
f(x, 3) es una funcién arménica.
L(x, y) es 1a linealizacién de f(x, ) en (a b).
El diferencial de z= f(x, ).
f(x, y) el diferenciable en (a, b).

O C O O ¢ OO OO0

< H gradiente de f(x, y) en (a, b).

< La derivada direccional de f(x, }) en (a, b) yenla
direccidn .

¢ El determinante jacobiano d(x, J/d(u, v).

e ;En condiciones son ignales dos derivadas
ptg-iﬂm?

¢ Emmdie Ia Regla de la Cadena para z= f(x y),
siendo x= g v) e y= I{n v).

* Desaiba d proceso de cilaulo de las derivadas
parciales de funciones definidas implicitamente.

. ﬁwmhseﬁede'l'ayhde flx, y) alvededor

(a B?
Ejercicios de repaso

4

1. Dibuje algunas curvas de nivel de la funci6n x + -



2. Dibuje algunas isotermas (lineas de temperatura
constante) de la funcién de temperatura

_ 140+ 30¥ — 680x+ 120y
8 + ¥ — 2x + 4y
¢ Cudl es la posicién més fria?

3. Dibuje algunas curvas de nivel de la funcién Eﬁ
polinémica f(x, y) = ¥ — 3x)%, ;Cudl le parece la
causa de que la grafica de la funcién se denomine silla
de mono?

(°C)

1
Z+ 7 st (x p)#(0 U)'

0, st (x )=
Calcule las siguientes derivadas parciales o explique
por qué no existen: £(0, 0), £(0, 0), £4(0, 0),
£2(0, 0).

4 Sea f(x, j) =

5 Sea flx ) =

{Qué conjunto de puntos adicional hace que f(x, })
tenga una extension continua? En particular, ;se puede
extender f para que sea continua en el origen? ;Se
puede definir f en el origen de forma que sus
derivadas parciales primeras existan allf?

6. La superficie & es la égré:ﬂ-::::l de la funcién z= f(x, ),
slendo f(x, ) = L

(a) Calcule una ecuacién del plano tangente a & en el
punto (1, —1, 1).

(b) Dibuje una muestra representativa de las curvas de
nivel de la funcién f(x, j).

7. Considere la superficie ¥ cuya ecuaci6n es
L+ +47 =Pe o
(a) Calcule una ecuacién del plano tangente a & en el
punto (a, b, c) de &.
(b) ¢Para qué puntas (3 b, ¢) de & el plano tangente a
& en (a, b, d pasa por el punto (0, 0, 4)? Describa
geométricamente este conjunto de puntos,

& Dos resistencias variables, R, y K, se conectan en
paralelo de forma que su resistencia combinada R se
expresa como

Wt — i: ¢Dénde es continua £(x, ))?

1 1 1

R R
Si R, = 100 ohmios +5% y R, = 25 ohmios +2%,
japroximadamente qué porcentaje de error puede tener
un valor calculado de £ = 20 ohmios de su resistencia
combinada?

9. Suponga que mide dos lados de un terreno triangular y
el angulo que forman, Las medidas de los lados son
150 m y 200 m, ambas con una exactitud de +1 m. El
angulo medido es de 30°, con una precisién de 1-2°.
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¢ Cudl es el drea del terreno y cual es su estimacion del
méximo porcentaje de error de dicha 4rea?

10. Suponga que Tlx, y, 2 = ¥y + y’z+ 7xda la
temperatura en el punto (x, y, 2 en el espacio
tridimensional.

(a) Calcule la derivada direccional de Ten (2, —1, Q)
y en la direccién que va desde ese punto al punto
1, 1, 2).

(b) Una masca se mueve por el espacio con velocidad
constante 5, En el instante f= 0, la mosca cruza la
superficie 2% + 3y + # = 11 formando 4ngulos
rectos en el punto (2, —1, 0), moviéndose en la
direccién de temperatura creciente, Calcule d7/dt
en t =0, tal como la experimenta la mosca.

11. Considere la funcién f(x, y, 2 = ¥y + yz+ 2.

(a) Calcule la derivada direccional de f en el punto
(1, —1, 1) y en la direccién del vector i + k

(b) Una hormiga se mueve sobre el plano
x+ y+ z= 1, pasando par el punto (1, —1, 1).
Suponga que se mueve de forma que mantiene f
constante, ; En qué direccién se estd moviendo
cuando pasa por dicho punto (1, —1, 1)?

(c) Otra hormiga camina por el plano x+ y+ z=1,
moviéndose en la direccién de la maxima tasa de
incremento de £. Calcule su direccién cuando pasa
por el punto (1, —1, 1).

12 Sea f(x,yz)=(f+£)sen%'+ﬁ.5eapue1

punto (1, 1, —1).

(a) Calcule el gradiente de f en B,

(b) Calcule la linealizacién L(x, y, 2 de fen B,

(c) Calcule una ecuacion del plano tangente en F; a la
superficie de nivel de f que pasa por P,

(d) Siun pajaro vuela pasando por P, con velocidad 5,
dirigiéndose directamente hacia el punto (2, —1, 1),
icudl es la tasa de cambio de f vista por el pajaro
cuando pasa por Fy?

(e) ¢En qué direccién desde F, deberia volar el pajaro

a una velocidad de 5 para experimentar la maxima
tasa de crecimiento de £?

13. Verifique que para cualquier constante £, la funcién
u(x, j) = klncos (x/k) — Incos (k) satisface la
ecuacidén de la superficie minima

(1+ B uy — wnaiy + (1 + )ue =0

14 Las ecuaciones Flx, y, 2 = 0y Glx, , 2 = 0 pueden
definir dos de las variables x, y y zen funcién de la
variable. Demuestre que

SrhreE
dy dzdx
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x=1—w

=3w + 2’
funciones de x e y drededor del punto P tal que
(wv.x p=(-1212).

du du
—y—enkP
(a) Calcule y ﬁye
(b) Calcule el valor aproximado de u cuando x= 1,02
e y=197

15 Las ecuaciones definen 4y v como

=x + )
16. Lasecua-::lones{ - _ B )F

x e y como funciones de u y v para valores de (x, §)
cerca de (1, 2) y valores de (u, v) cerca de (5, —7).

|

definen implicitamente

()Calculea— a—yen( ) = {

(b) St z=In (¥ — x%), calcule z—tzfen (,v)=1(5 —T7.

Problemas avanzados

L (a) Sila grafica de una funcién f(x, y) que es
diferenciable en (a b) contiene parte de una recta
que pasa por el punto (a b), demuestre que la recta
estd en el plano tangente a z= f(x, j) en (a, b).

(b) Si g(#) es una funcién diferenciable de £ describa la

superficie z= yg(x/y) y demuestre que todos sus
planos tangentes pasan por origen.

2 Una particula se mueve en el espacio tridimensional de
forma que su direccién de movimiento en cualquier
punto es perpendicular a la superficie de nivel de

flx, ) =4— £ —2f + 37

que pasa por dicho punto. Si la trayectoria de una
particula pasa por el punto (1, 1, 8), demuestre que
también pasa por el punto (2, 4, 1). jPasa por el punto
3, 7, 0)?

3 (El operador de Laplace en coordenadas O
esfiéricas) Si u(x, y, 2 tiene derivadas parciales
segundas continuas y

vip, ¢, 6) = ulpsen¢costl, psen gsenf, pcos @)

demuestre que
5zu+25t;+cot¢ ﬂﬂ 1 & 1 o
0 pop 2 0p FOF P’ it
ﬂzu au E:lzu
},'Z

Puede hacerlo a mano, pero es mucho mas facil utilizar
un programa de mateméticas por computador.

4 (Ondas que se expanden esféricamente) Si f es una
funcién dos veces diferenciable de una variable y

p—~!x2+f+ demuestreque
ux y z H= Saﬂsface la ecuacién de onda
tridimensional

@ =2 @ + @ + @

oF V)

(Cudl es el significado geométrico de esta solucién en
funcién del tiempo creciente #? Sugerencia: Puede
utilizar el resultado del Ejercicio 3. En este caso,

v(p, ¢, 0) es independiente de ¢ y .



/ Aplicaciones de las
== derivadas parciales

No s¢ lo que debo parecerle al mundo, pero a mi mismo
me veo como un muchacho jugando en la orilla del mar y
divirtiéendome de vez en cuando al encontrar un guijarro
redondo y suave, o una concha mas bonita que las demas,
mientras el gran océano de la verdad estd por descubrir,
alli delante de mi.

Isaac Newton (1642-1727)

Introduccion En este capitulo presentaremos algunas de las formas en las que
las derivadas parciales contribuyen a la comprension y solucién de problemas en
matemdtica aplicada. Muchos de estos problemas se pueden poner en el contexto de
determinar valores maximos o minimos de funciones de varias variables, aspectos
que se consideran en las cuatro primeras secciones de este capitulo. Las restantes
secciones presentan diversos problemas en los que interviene la diferenciacién de
funciones con respecto a pardmetros, y también el Método de Newton para aproxi-
mar soluciones de sistemas de ecuaciones no lineales. Una buena parte del material
de este capitulo se puede considerar opcional. Sélo las Secciones 13.1-13.3 contie-
nen material basico, e incluso partes de esas secciones se pueden omitir (por ejem-
plo, la presentacion sobre programacién lineal en la Seccion 13.2).
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kR Valores extremos

La funcién f(x, y) = ¥ + ), parte de cuya grifica se muestra en la Figura 13.1, tiene un valor
minimo de 0; este valor se produce en el origen (0, 0), donde la grifica tiene un plano tangente
horizontal. De forma similar, la funcién g(x, y) = 1 — & — J?, parte de cuya grafica se muestra
en la Figura 13.2, tiene un valor maximo de 1 en (0, 0). ;Qué técnicas se podrian utilizar para
descubrir estos hechos si no fueran evidentes observando una grifica? La obtencion de valores
maximos y minimos de funciones de varias variables es, como su andlogo en ¢l caso de funcio-
nes de una sola variable, el punto crucial de muchas aplicaciones de cdlculo avanzado en proble-
mas que surgen en otras disciplinas. Desafortunadamente, este problema es a menudo mucho
mas complicado que en el caso de una sola variable. Nuestra presentacién comenzard por desa-
rrollar las técnicas en el caso de funciones de dos variables. Algunas de esas técnicas se pueden
extender a funciones de mds variables en la forma obvia. La extensién de aquellas que no sean
obvias se considerard posteriormente en esta seccion,

X X

Figura 13.1 x* + )’ tiene un valor minimo Figura 13.2 1 — ¥ — y tiene un valor miximo
de 0 en el origen. de 1 en el origen.

Empecemos por revisar lo que conocemos sobre el caso de una sola variable. Recuérdese que
una funcién f(x) tiene un valor mdximo local (o un valor minimo local) en un punto a de su
dominio si f(x) < (@) (o f(x) = f(a)) para todo x en el dominio de / que esté lo suficiente-
mente cerca de a. Si la desigualdad apropiada se mantiene para todo x en el dominio de f, se
dice que f tiene un valor mdximo absoluto (o minimo absoluto) en a. Ademads, estos valores ex-
tremos locales o absolutos sélo pueden ocurrir en puntos de uno de los tres siguientes tipos:

(a) Puntos criticos, donde f'(x) = 0.
(b) Puntos singulares, donde '(x) no existe.
(c) Puntos extremos del dominio de £

En el caso de varias variables se produce una situacioén similar. Se dice que una funcién de dos
variables tiene un valor msiximo local 0 méximo reladive en el punto (4, b) de su dominio si
f(x, ¥) < f(a, b) para todos los puntos (x, ) del dominio de f que estén lo suficientemente cerca
del punto (&, b). Si la desigualdad se mantiene para fodo (x, y) del dominio de f, entonces se
dice que f tiene un valor méximo global o n¥iximo absohuto en (a, b). Las definiciones para
valores minimos locales (relativos) y absolutos (globales) son similares. En la practica, en gene-
ral se omite la palabra absoluto o global, por lo que simplemente diremos e/ valor maximo o e/
valor minimo de f.

El siguiente teorema demuestra que existen tres posibilidades para los puntos donde pueden
ocurrir valores extremos, andlogamente al caso de una sola variable.
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TEOREMA () Candiciones necesarias para valores extremos

Una funcién f(x, y) sélo puede tener un valor extremo local absoluto en un punto (a, b) de
su dominio si (a, b) es:

(a) Un pumto aritico de £ es decir, un punto que cumple V f(a, b) = Q.
(b) Un pumto simgular de 1, es decir, un punto donde Vf(a, b) no existe.
(c) Un punto fromtera del dominio de £

DEMOSTRACION Supongamos que (a, b) pertenece al dominio de f. Si (&, b) no esta
en la frontera del dominio de f, entonces debe pertenecer al interior de dicho dominio, y si
(a, D) no es un punto singular de f, entonces existe V f(a, b). Finalmente, si (4, 5) no es un
punto critico de £, entonces V f(a, b) # @, por lo que f tiene una derivada direccional posi-
tiva en la direccién de V f(a, D) y una derivada direccional negativa en la direccion de
—V f(a, b); es decir, f crece si nos movemos desde (&, b) en una direccién y decrece si
nos movemos en la direccién opuesta. Por consiguiente, f no puede tener un valor méximo
ni minimo en (&, b). Por tanto, todo punto donde se produzca un valor extremo debe ser un
punto critico, un punto singular de £, o un punto frontera del dominio de f.

Notese que el Teorema 1 sigue siendo valido sin modificar su demostracién para el caso de fun-
ciones de cualquier numero de variables. Por supuesto, €l Teorema 1 no garantiza que una deter-
minada funcion tendrd valores extremos. S6lo nos dice donde buscarlos si existen. Fl Teorema 2,
posterior, proporciona condiciones que garantizan la existencia de valores miximo y minimo ab-
solutos en el caso de funciones continuas. Es andlogo al Teorema Max-Min en el caso de funcio-
nes de una variable. Su demostracion se sale del alcance de este texto. Los estudiantes interesa-
dos pueden consultarla en textos elementales sobre analisis matemadtico.

Se dice que un conjunto de R" estd acotado si estd contenido dentro de alguna Dola
X + % + - + X2 < I de radio finito £. Se dice que un conjunto de la recta real esta acotado si
estd contenido en un intervalo de longitud finita.

TEOREMA €)) Condiciones suficientes para I existencia de valores extremas

Si f es una funcién continua de n variables cuyo dominio es un conjunto cerrado y acota-
do de R”, entonces el rango de f es un conjunto acotado de nimeros reales, y habra puntos
de dicho dominio donde f tome valores méximo y minimo absolutos.

La funcién f(x, ) = ¥ + ) (véase la Figura 13.1) tiene un punto critico en (0, 0), ya que
Vf=2xi+ 2yj y ambos componentes de V f se anulan en (0, 0). Como
f()>0=1(0,0) si (xp)+#(00)

f debe tener un valor minimo (absoluto) de 0 en ese punto. Si el dominio de f no se restringe, entonces no
tendrd valor maximo, De forma similar, g(x, ) = | — x> — ) fiene un valor méximo (absoluto) de 1 en su
punto critico (0, 0) (véase la Figura 13.2), =

La funcién Ax, J) = y* — ¥ tiene también un punto critico en (0, 0), pero no tiene un va-
lor maximo local ni minimo local en dicho punto. Obsérvese que 40, 0) = 0, pero A(x, 0) <0y K0, ) > 0
para cualquier valor distinto de cero de x e y (véase la Figura 13.3). La grifica de / es un paraboloide
hiperbélico, y a la vista de la forma de esta superficie, podemos decir que el punto critico (0, 0) es un punto
de ensilladura de h. -
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Utilizaremos en general la nomenclatura de punio de ensilladura para denominar cualquier pun-
to critico interior del dominio de una funcién f de varias variables donde no haya un valor ma-
ximo o minimo local. Incluso en funciones de dos variables, la grifica puede no tener forma de
ensilladura cerca de un punto de ese tipo. Por ejemplo, la funcién f(x, ) = — ¥ tiene una recta
completa de puntos de ensilladura a lo largo del eje y (véase la Figura 13.4), aunque su grifica
no recuerda la forma de una ensilladura en ninguna parte. Estos puntos son semejantes a los pun-
tos de inflexion en el caso de funciones de una variable. Los puntos de ensilladura son los analo-
gos en dimensiones superiores a los puntos de inflexion horizontales en el caso de una dimen-
sion.

X 1

Figura 13.3 j* — X tiene un punto de ensilladura en (0, 0). Figura 13.4 Una linea de puntos de ensilladura.

La funcién f(x, ) =, /¥ + f no tiene puntos criticos, pero tiene un punto singular en
(0, 0), donde tiene un valor minimo local (y absoluto) de cero. La grifica de f tiene la forma de un cono
circular recto (véase la Figura 13.5(a)). -

La funcién fx, ) = 1 — x estd definida en todos los puntos del plano xy, y no tiene pun-
tos criticos ni puntos singulares (V f(x, ) = —1ien todo (x, })). Por tanto, f no tiene valores extremos, Sin
embargo, si restringimos el dominio de f a los puntos del disco x* + J” < 1 (un conjunto cerrado y acotado
en el plano x)), entonces f tiene valores miximo y minimo absolutos, como debe ser por el Teore-
ma 2. El valor maximo es 2 en el punto frontera (—1, 0), y el valor minimo es 0 en (1, 0) (véase la Figu-

13.5(b)).
ra 13.5(b)) B

Figura 13.5

(a) \/X + y tiene un valor minimo
en el punto singular (0, 0).

(b) Cuando se restringe al disco
2+ <1, lafuncién 1 — x
tiene valores maximo y minimo
en puntos frontera,

(a)
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Clasificacion de los puntos criticos

Los ejemplos anteriores son muy simples; es inmediatamente obvio en cada caso saber si la fun-
ci6n tiene un maximo local, un minimo local o un punto de ensilladura en los puntos criticos o
singulares. En el caso de funciones mas complicadas, puede ser més dificil clasificar los puntos
criticos interiores. En teoria, tal clasificacion se puede hacer siempre considerando la diferencia

Af=fa+hb+h - fa b

para valores pequefios de /1 y &, siendo (a, b) el punto critico en cuestion. Si la diferencia es
siempre no negativa (o no positiva) para h1 'y k pequefios, entonces f debe tener un minimo (o
miximo) local en (a, b); si la diferencia es negativa en algunos puntos (/1, X) arbitrariamente cer-
canos (0, 0) y positiva para otros, entonces [ debe tener un punto de ensilladura en (a, b).

m Calcule y clasifique los puntos criticos de f(x, ) = 25 — 6xy+3 yz
Solucién Los puntos criticos deben satisfacer el sistema de ecuaciones:
0=fHxP=6X—6y <= X=y
0=Hx )= —6xt6y <= x=y
En conjunto, estas ecuaciones implican que x* = x, de forma que x= 0 o x= 1. Por tanto, los puntos criti-
cos son (0, 0) v (1, 1).
Consideremos (0, 0). En este caso A f es
Af=f(h ¥ — A0, 0)= 2K — 6hk + 3¥
Como f(h 0) — f(0, 0) = 2} es positivo para valores positivos pequefios de /i y negativo para valores ne-
gativos pequefios de h, f no puede tener un valor miximo ni minimo en (0, 0). Por consiguiente, (0, 0) es
un punto de ensilladura.
Consideremos ahora (1, 1). En este caso Af es
Af=f1+h1+8H—A1,1)
=AL+A —6L+BHL+H+31+B>— (-1
=2+6h+ 6/ + 2/ —6— 61— 6k— 6hk+ 3 + 6k + 38 + 1
= 61 — 6hk+ 3% + 21
=3(h— k? + F(3 +2h)
Ambos términos en la expresion anterior son no negativos si || < 3/2, y no pueden ser los dos nulos a

menos que i = k= 0, Por tanto, A f> 0 para valores pequefios de iy £ y f tiene un valor minimo local
de —Len (1, 1). o

El método utilizado para clasificar los punios criticos en el ejemplo anterior se convierte en un
método de «fuerza brutax» si la funcion que interviene es mds complicada. Sin embargo, existe un
test de la segunda derivada similar al de funciones de una variable. La versién para n variables
es el objeto del siguiente teorema, cuya demostracion se basa en las propiedades de las formas
cuadriticas presentadas en la Seccion 10.6.
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CALCULO

TEOREMA (€)) Un test de Ia segrmda derivada

Supongamos que a = (&, a,, ..., 4,) €s un punto critico de (x) = f(x, %, ..., X,) Y que estd
en el interior del dominio de 7. Supongamos también que todas las derivadas parciales se-
gundas de f son continuas en un entorno de @, de forma que la matriz hessiana

h® - %)

bi® LX) - LX)
H(x) =

fa(®) L (x) - f(%)

Es también continua en ese entorno. Notese que la continuidad de las derivadas parciales

garantiza que } es una matriz simétrica.

(a) Si 3 (a) es definida positiva, entonces f tiene un minimo local en a

(b) Si3C(a) es definida negativa, entonces f tiene un méximo local en a

(c) SiJC(a) es indefinida, entonces f tiene un punto de ensilladura en a

(d) Si3C(a) no es ni definida positiva ni definida negativa ni indefinida, este test no da in-
formacion.

DEMOSTRACION Sea g(f) = f(a+ th) para 0 < t < 1, siendo h un vector de n dimen-
siones. Entonces,

g= % fa+ hh

=1

Z2= i Z fi{a+ thhh =k 3(a+ fhh

im1 jml

En la expresion anterior, h se trata como un vector columna. Aplicando la formula de Tay-
lor con resto de Lagrange a g se puede expresar

1
g1) = 40 + £0) +5 £0)
para algiin valor ) entre 0 y 1. Asi,

fa+h= f@ + i fa)h; + % h' 3 (a + (hh

f=1

Como a es un punto critico de £, f{@) = 0 para 1 < i< n, por lo que
1
fla+h - f(a = 5 h7 ¥(a+ Ohh

Si 3C(a) es definida positiva, entonces, por la continuidad de 7, también lo es I(a + Oh)
para || suficientemente pequefio. Por tanto, f(a + h) — f(a) > 0 para h distinto de cero,
lo que demuestra (a).

Los apartados (b) y (c) se demuestran de forma similar. Las funciones f(x, }) =
=¥+ gx )= —x" — ¥y hx y) = ¥ — J son casos del apartado (d), y demuestran
que en este caso una funcion puede tener un minimo, un maximo o un punto de ensilladura.

e
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Calcule y clasifique los puntos criticos de la funcién f(x, y, 2 = Xy + Yz + 7 — 2x.
Solucién Las ecuaciones que determinan los puntos criticos son

0=f(x ), =2xy—2

0=hKxyd=xX+2z

0=A(xy )=y +2z

La tercera ecuacion implica que z= — )?/2 y la segunda implica entonces que J° = ¥°. De la primera ecua-
cién se obtiene y** = 1. Por consiguiente, y =1 y z= — 1. Como xy= 1, debemos tener x= 1. El tinico
punto critico es P= (1, 1, — 3). Evaluando las derivadas parciales segundas de f en este punto se obtiene
la matriz hessiana

2 20
=2 -1 2
0 2 2
Como
N N 2 2 0
2=0, 5 —_1 =—6<, 2 -1 2|=-20<0
0 2 4

I es indefinida por el Teorema 8 de la Seccion 10.6, por lo que P es un punto de ensilladura de £, -

Observacion Aplicando el test de definicion positiva o negativa o de indefinicién, dado por
el Teorema 8 de la Seccién 10.6, podemos enunciar el test de la segunda derivada para una fun-
cion de dos variables como sigue:

Supongamos que (&, ) es un punto critico de la funcién f(x, y), perteneciente al interior del
dominio de f. Supongamos también que las derivadas parciales segundas de f son continuas y
tienen en ese punto los valores

A=f@a D), B=fhab=5(ab y C=5(aDb
(@) Si B —AC <0y A>0, entonces f tiene un valor minimo local en (a, b).
(b) Si B2 — AC <0y A<0, entonces f tiene un valor maximo local en (a, b).
(c) Si B> — AC> 0, entonces f tiene un punto de ensilladura en (a, b).

(d) Si B — AC=0, este test no proporciona informacién; f puede tener un maximo local, un
minimo local o un punto de ensilladura en (a, b).

(ST Reconsidere el Ejemplo 5 y utilice el test de la segunda derivada para clasificar los dos
puntos criticos (0, 0) y (1, 1) de f(x, ) = 2% — 6xy + 3)~.

Solucién Tenemos
fMEN =125 fi)=-6 y 5(x)=6
En (0, 0), tenemos, por tanto,
A=0, B=-6, C=6 y B-AC=36>0
por lo que (0, 0) es un punto de ensilladura. En (1, 1) tenemos
A=12>0, B=-6, C=6 y B —-AC=-36<0

por lo que f debe tener un minimo local en (1, 1).
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Calcule v clasifique los puntos criticos de
fx, ) = xye= 2
(Tiene f valores miximo y minimo? ;Por qué?
Solucién Empezaremos calculando las derivadas parciales de primer y segundo orden de la funcién £
fi(x, ) = (1 — P)e &+
B ) = X1 — pye "
% ) = (2 — B0
oz ) = (1 — D)1 — pe” 2
£% ) = 207 — 3"+

En cualquier punto critico, f; =0y £ = 0, por lo que en este caso los puntos criticos serdn las soluciones
del sistema de ecuaciones

HL—2)=0
H—P)=0

La primera de estas ecuaciones dice que y= 0 0 x = +1. La segunda ecuacién dice que x=00 y= +1.
Hay cinco puntos que satisfacen ambas condiciones: (0, 0), (1, 1), (1, —1),(—1, 1) y (—1, —1). Los clasi-
ficaremos utilizando el test de la segunda derivada.

En (0, 0) tenemos que A= C =0, B= 1, por lo que & — AC = 1 > 0. Asi, f resulta tener un punto de
ensilladura en (0, 0).

En(l, 1) y(—1, —1) tenemos A= C= —2/e <0, B= 0. Se deduce que B — AC= —4/&’ <0, Por
tanto, f tiene valores méximos locales en dichos puntos. El valor de f en cada uno de ellos es —1/e

En(l, —1)y(—1, 1) tenemos A= C=2/e> 0, B= 0, Se deduce que 5° — AC= —4/&* <0, Asi,
tiene valores minimos locales en dichos puntos. El valor de f en cada uno de ellos es — /e

De hecho, f tiene valores miximo y minimo absolutos, a saber, los valores obtenidos antes como exire-
mos locales. Para ver por qué, obsérvese que f(x, ) tiende a 0 cuando el punto (X, }) tiende a infinito en
cualquier direccidn, debido a la exponencial negativa que domina al factor potencial Xy para valores gran-
des de x* + y”. Elijamos un nimero entre 0 y el valor maximo local 1/e obtenido antes, por ejemplo, el
niimero 1/(2¢€). Para algin valor R, debemos tener | f(x, })| < 1/(2€), siempre que x* + y* > I, Por el Teo-
rema 2, f debe tener valores maximo y minimo absolutos en el disco cerrado x* + )* < R, Dichos valores
no pueden estar en la circunferencia frontera x* + y* = K%, porque | /] es menor alli (< 1/(2€)) que en los
puntos criticos considerados antes. Como f no tiene puntos singulares, los valores miximo y minimo abso-
lutos para el disco, y por tanto para todo el plano, deben estar en esos puntos criticos. -

(S0 TGl Calcule la forma de una caja rectangular sin tapa cuyo volumen sea V'y el drea total de
sus cinco caras sea minima,

Solucién Si las dimensiones horizontales de la caja son x e y, y su altura es z (véase la Figura 13.6),
entonces deseamos minimizar

S=xy+2yz+ 2xz

&4

7 Figura 13.6
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con la restriccion de que xyz = V, el volumen requerido. Podemos utilizar esta restriccion para reducir el
niimero de variables de las que depende S, por ejemplo, sustituyendo

z=—

xy
Entonces S se convierte en una funcién de las variables x e y:

& 5 2V+ 2V
= Yx =¥ — 4+ —

SEp=w+T S
Una caja real debe tener dimensiones positivas, por lo que el dominio de S sélo puede estar formado por
aquellos puntos (¥, §) que cumplan x> 0 e y> 0. Si x 0 ytienden a 0 0 a oo, entonces S — oo, por lo que
el valor minimo de S debe producirse en un punto critico (S no tiene puntos singulares). Para obtener los
puntos criticos se resuelven las ecuaciones

oS 2V
0=F=y—7 = Fy=2V
as 2V
0=—=x—— = =2V
dy ¥ <4

Por tanto, Xy — x> =0 0 x(x— }) = 0. Como x> 0 e y> 0, esto implica que x= y. Por tanto, X = 2V,
x=y=Q2W?y z= Vixp) =275 = x/2, Como sélo hay un punto critico, debe minimizar 5 (;por
qué?). La caja con drea de superficie minima tiene base cuadrada, pero su altura es sélo la mitad de sus
dimensiones horizontales. E

Observacion El problema anterior es un problema de valores extremos de tres variables con
restricciones, la ecuacién xyz = V es una restriccion que limita la libertad de x, y y z Hemos
utilizado la restriccidén para eliminar una variable, z, y asi hemos reducido el problema a un pro-
blema de dos variables libre (sin restricciones). En la Seccién 13.3 desarrollaremos un método
mas potente para resolver problemas de valores extremos con restricciones.

Ejercicios 13.1

En los Ejercicios 1-17, calcule y clasifique los puntos 18 fix, p = (1 + l)(1 +£)(l + l)

criticos de las funciones dadas. * HENE

1. f(x ) =2 +2P — 4x+ 4y A8 fx, ,d=nz-X -y -7

B fx)=x—x+ty RIAxp=X+y-3y AL p)=wy+xz-x-y-7

4 fxp=2~+y—axy R e +A8. Demuestre que f(x, , 2) = 4xyz — ¥ — y* — # tiene
y x un valor maximo local en el punto (1, 1, 1).

6 flx, ) =cos(x+ ) 7. f(x, ) = xseny 19. Calcule los valores méximo y minimo de

& f(x, ) =cosx+cosy & fx))=xye & fx, y) = xye~ 7

10. f(x, ) =2+;}’+)ﬁ 1. f(x j) = xe ¥+ 20. Calcule los valores médximo y minimo de

14

)
f{&ﬂ=m 13 f‘(&ﬂ=xz+};

X
Y EL P

+21. Calcule los valores miximo y minimo de

L vy FFE o
) =1 f(x, y, ) = xyze . {Cémo sabe que estos

—x+y+2+y valores extremos existen?
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1
22, Calcule el valor minimo de f(x, }) = x + 8y + Een el

primer cuadrante x > 0, y > 0. ;Cémo sabe que existe
un minimo?

23 Las regulaciones postales exigen que la suma de la
altura y el perimetro horizontal de un paquete no
supere las L unidades. Calcule el méximo volumen de
una caja rectangular que pueda satisfacer esta
restriccion,

24. Fl material utilizado para hacer el fondo de una caja
rectangular es dos veces mas caro por unidad de drea
que el material utilizado para hacer la tapa y las
paredes laterales. Calcule las dimensiones de la caja de
un volumen dado VVpara la que el coste de materiales
es minimo.

235. Calcule el volumen de la mayor caja rectangular (con
caras paralelas a los planos coordenados) que se puede
inscribir en el elipsoide

X z
—+£+—=1
& ¥ &

28. Calcule tres nimeros positivos a, by c tales que su

suma es 30 y la expresion es maxima,

27. Calcule los puntos criticos de la funcién z= g,{x, »
que satisface la ecuacién &= * — 3891 =

*28. Clasifique los puntos criticos de la funcién g del
ejercicio anterior.

+29. Sea f(x, J) = (¥ — X)(y — 3x°). Demuestre que el
origen es un punto critico de f y que la restriccion de

13.2

f a toda recta que pase por el origen tiene un valor
minimo local en el origen (es decir, demuestre que
f(x, kx) tiene un valor minimo local en x = 0 para
todo 4 y que £(0, )) tiene un valor minimo local en
y=0), ;Tiene f(x, }) un valor minimo local en el
origen? ;Qué le sucede a f en la curva y = 2x?
(Qué dice el test de la segunda derivada en esta
situacion?

30. Verifique completando el cuadrado (es decir, sin
utilizar el Teorema 8 de la Seccién 10.6) que la forma
cuadritica

Au, u)={.¥,ﬂ(g g)c)= AP + 2B + G

B :
|B C|}O,deﬁmda

B : s g
B C > 0 e indefinida si

< 0. Esto proporciona una confirmacién

es definida positivasi A >0 y

negativasi A <0y

A

B C
independiente de la afimacién que se hace en la
observacion que precede al Ejemplo 7.

*x3l. Enuncie y demuestre (utilizando argumentos basados
en completar cuadrados en vez de emplear el
Teorema 8 de la Seccion 10.6) un resultado analogo
al del Ejercicio 30 para una forma cuadratica
Au, v, W) de tres variables. ;Cudles son las
implicaciones para un punto critico (3, b, ¢) de una
funcién f(x, y, 2), cuyas derivadas parciales segundas
son conocidas en (3, b, €)?

Valores extremos de funciones definidas en dominios restringidos

Una buena parte de la seccion anterior ha considerado técnicas para determinar si un punto criti-
co de una funcién es un valor maximo, minimo o un punto de ensilladura. En esta seccién va-
mos a considerar ¢l problema de determinar los valores maximos y minimos absolutos de funcio-
nes que los posean (generalmente funciones cuyos dominios estén restringidos a subconjuntos de

, 0 R”, con interiores no vacios). En el Ejemplo 8 de la Seccién 13.1 tuvimos que demastrar
que la funcion dada tenia valores extremos absolutos. Sin embargo, si lo que tenemos es una
funcién continua en un dominio cerrado y acotado, entonces podemos basarnos en el Teorema 2
para garantizar la existencia de valores extremos absolutos, pero tendremos que comprobar siem-
pre los puntos frontera, asi como los puntos criticos del interior y los puntos singulares para ob-
tener dichos extremos. Los siguientes ejemplos ilustran la técnica.

Calcule los valores maximo y minimo de f(x, }) = 2xy en el disco cerrado X* + y* < 4

(véase la Figura 13.7).

Solucién Como f es continua y el disco es cerrado, debe alcanzar valores méximo y minimo absolutos
en algunos puntos de dicho disco. Las derivadas parciales primeras de f son

hx ) =

2y 'y Hxy=2x

por lo que no hay puntos singulares, y el inico punto critico es (0, 0), donde f toma el valor 0.



