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Capitolul 1PRELIMINARIIMult�imi. Fie A o mult�ime. Da�a x este un element al s�au vom srie x 2 A, iarda�a x nu se g�ase�ste �̂n A vom nota x 62 A.O mult�ime A este spei�at�a �e prin indiarea elementelor sale (sinteti), �e spe-i�ând o proprietate pe are o au elementele sale (analiti).Mult�imea are nu are nii un element se nume�ste mult�imea vid�a, notat�a ;. Dou�amult�imi A �si B sunt egale da�a orie element al lui A apart�ine lui B �si reipro, orieelement al luiB apart�ine luiA; se noteaz�a A = B. Mult�imea A este inlus�a �̂n mult�imeaB da�a orie element al mult�imii A este �si element al mult�imii B; se noteaz�a A � B.Dei A = B da�a �si numai da�a A � B �si B � A.Da�a A este o mult�ime, atuni mult�imea are are a elemente toate submult�imilelui A se nume�ste mult�imea p�art�ilor lui A, notat�a P(A).Operat�ii u mult�imi:1. Reuniunea: ASB = fxj x 2 A sau x 2 Bg:2. Interset�ia: ATB = fxj x 2 A �si x 2 Bg:3. Complementara unei submult�imi A � E �̂n raport u E, notat�a CEA:CEA = fxj x 2 E; x 62 Ag:4. Diferent�a: A nB = fxj x 2 A �si x 62 Bg:5. Produsul artezian: A� B = f(a; b)j a 2 A �si b 2 Bg:Funt�ii. Fie A �si B dou�a mult�imi nevide. Se nume�ste funt�ie sau apliat�ie f amult�imii A �̂n mult�imea B o lege �̂n baza �areia ori�arui element a 2 A i se asoiaz�aun uni element, notat f(a) din B. Se noteaz�a f : A ! B sau A f! B. Mult�imeaA se nume�ste domeniul de de�nit�ie al funt�iei, iar B domeniul valorilor funt�iei sauodomeniul funt�iei.O funt�ie f : A ! B poate � de�nit�a sinteti, numind pentru �eare element�̂n parte din A elementul e i se asoiaz�a din mult�imea B, sau analiti, spei�ând oproprietate e leag�a un element arbitrar a 2 A de elementul f(a) din B.



8 Capitolul 1Fie funt�ia f : X ! Y �si A � X, B � Y . Mult�imea:f(A)= fy = f(x) j x 2 Ag = fy 2 Y j 9 1 x 2 A a.̂�.2 f(x)=yg � Yse nume�ste imaginea mult�imii A prin f , iar mult�imea:f�1(B)=fx 2 X j f(x) 2 Bg � Xse nume�ste ontraimaginea lui B prin f .Apliat�ia f : A! A de�nit�a prin f(a)= a, 8 3 a 2 A se nume�ste apliat�ia identi�a,notat�a 1A.Apliat�ia f : A! B se nume�ste:-injetiv�a da�a 8 x; y 2 A, x 6= y ) f(x) 6= f(y).-surjetiv�a da�a 8 y 2 B (9) x 2 A a.̂�. f(x)= y.-bijetiv�a da�a este injetiv�a �si surjetiv�a.Not�am u Æ operat�ia de ompunere a funt�iilor: pentru f : X ! Y , g : Y ! Z,funt�ia g Æ f : X ! Z este de�nit�a prin (g Æ f)(x)= g(f(x)), 8 x 2 X.Apliat�ia f : A! B se nume�ste inversabil�a da�a exist�a o apliat�ie notat�af�1: B ! A �si numit�a inversa lui f , satisf�aând ondit�iile:f Æ f�1 = 1B �si f�1 Æ f = 1A.O apliat�ie inversabil�a f : A! B are inversa uni�a.Teorema 1. Condit�ia neesar�a �si su�ient�a a apliat�ia f : A ! B s�a �e in-versabil�a este a ea s�a �e bijetiv�a.Mult�imea numerelor reale. Fie mult�imile A �si B. Se nume�ste relat�ie �̂ntre A �siB, notat�a u R, o submult�ime a produsului artezian A�B. Dei R � A� B. Da�aelementele a 2 A �si b 2 B sunt �̂n relat�ia R, not�am (a; b) 2 R sau aRb.O relat�ie R � A�A se nume�ste relat�ie de ehivalent��a pe mult�imea A da�a ea este:-reexiv�a, adi�a (a; a)2 R, 8 a 2 A;-simetri�a, adi�a (a; b)2 R ) (b; a)2 R;-tranzitiv�a, adi�a (a; b)2 R �si (b; )2 R ) (a; )2 R.O relat�ie R � A� A se nume�ste relat�ie de ordine pe mult�imea A da�a ea este:-reexiv�a: (a; a)2 R, 8 a 2 A;-antisimetri�a, adi�a (a; b)2 R �si (b; a)2 R ) a = b;-tranzitiv�a: (a; b)2 R �si (b; )2 R ) (a; )2 R.O relat�ie de ordine R � A � A se nume�ste total�a da�a 8 a; b 2 A avem aRb saubRa. O mult�ime A dotat�a u o relat�ie R de ordine total�a se nume�ste mult�ime total1-exist�a; 2-astfel �̂nât; 3-oriare, orie.



Preliminarii 9ordonat�a sau lant�.Fie (X; �) o mult�ime dotat�a u o relat�ie de ordine "�", iar A � X. ElementulM 2 X se nume�ste majorant pentru mult�imea A da�a a � M , 8 a 2 A, iar elementulm 2 X se nume�ste minorant pentru mult�imea A da�a m � a, 8 a 2 A. O mult�ime areadmite majorant�i (minorant�i) se nume�ste majorat�a (respetiv minorat�a) sau m�arginit�asuperior (respetiv m�arginit�a inferior).Unei relat�ii de ordine � pe o mult�ime X i se asoiaz�a o relat�ie de ordine strit�a <pe X, de�nit�a prin:x < y def, (x � y �si x 6= y):Mult�imea numerelor reale, notat�a IR este o mult�ime u el put�in dou�a elemente,�̂nzestrat�a u dou�a operat�ii binare, notate "+", "�" �si o relat�ie, notat�a "�", �̂n raportu are sunt �̂ndeplinite urm�atoarele axiome:A1: (x+ y) + z = x + (y + z), 8 x; y; z 2 IR;A2: 9 0 2 IR a.̂�. x+ 0 = 0 + x = x, 8 x 2 IR;A3: 8 x 2 IR 9 (�x)2 IR a.̂�. x + (�x) = (�x) + x = 0;A4: x+ y = y + x, 8 x; y 2 IR;A5: (x � y)�z = x�(y � z), 8 x; y; z 2 IR;A6: 9 1 2 IR a.̂�. x � 1 = 1 � x = x, 8 x 2 IR;A7: 8 x 2 IR n f0g, 9 x�1 2 IR a.̂�. x � x�1 = x�1 � x = 1;A8: x � y = y � x, 8 x; y 2 IR;A9: x�(y + z)= x � y + x � z, 8 x; y; z 2 IR;A10: 8 x; y 2 IR : x � y sau y � x;A11: Da�a x � y �si y � x atuni x = y.A12: 8 x; y; z 2 IR u x � y �si y � z ) x � z;A13: 8 x; y 2 IR u x � y ) x + z � y + z, 8 z 2 IR;A14: 8 x; y; z 2 IR u x � y �si 0 < z ) x � z � y � z;A15: Orie submult�ime nevid�a majorat�a a lui IR posed�a un el mai mi majorant,numit margine superioar�a.Dei mult�imea numerelor reale (IR ; + ; � ; �) este un orp omutativ total ordonatare satisfae proprietatea (A15).Submult�imile remarabile ale mult�imii IR sunt:IN = f0; 1; 2; ; 3; : : :g - mult�imea numerelor naturale,Z = f: : : ;�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; : : :g - mult�imea numerelor �̂ntregi �si



10 Capitolul 1Q = (xy j x; y 2 Z; y 6= 0) - mult�imea numerelor rat�ionale,�̂n relat�iile: IN � Z � Q � IR, (inluziunile �ind strite).Fie A � IR, A 6= ; o mult�ime majorat�a. Conform axiomei (A15) exist�a un el maimi majorant, dei marginea superioar�a, notat supA.Teorema 2 (de araterizare a marginii superioare). Elementul m = supA da�a�si numai da�a:a) a � m; 8 a 2 A;b) 8 " > 0 9 a" 2 A a.̂�. a" > m � ".Fie A � IR o mult�ime minorat�a. Un el mai mare minorant se nume�ste margineainferioar�a a lui A, notat inf A.Teorema 3 (de araterizare a marginii inferioare). Elementul m = inf A da�a �sinumai da�a:a) m � a, 8 a 2 A;b) 8 " > 0 9 a" 2 A a.̂�. a" < m + ".Orie mult�ime A � IR; A 6= ; minorat�a are margine inferioar�a (vezi Problema 9).Un minorant (majorant) al mult�imii A � IR are apart�ine lui A se nume�ste el maimi (respetiv el mai mare) element al mult�imii A, notat minA (respetiv maxA).O mult�ime nevid�a A � IR se nume�ste m�arginit�a da�a este majorat�a �si minorat�a.O mult�ime A � IR nemajorat�a sau neminorat�a se nume�ste mult�ime nem�arginit�a.Vom identi�a mult�imea numerelor reale IR u mult�imea puntelor unei axe (odreapt�a pe are s-a ales o origine, un sens �si o unitate de lungime), numit�a �si dreaptareal�a. Astfel vom vorbi �e de punte, �e de numere, dup�a um onsider�am mai potrivit.Not�am u IR = IR [ f�1 ; +1g dreapta real�a �̂nheiat�a. Pentru o mult�imeA � IR nemajorat�a vom folosi �si notat�ia supA = 1, iar pentru o mult�ime A � IRneminorat�a vom folosi notat�ia inf A = �1. Not�am u IR+ = f x 2 IR; x � 0g {mult�imea numerelor reale nenegative, IR� = f x 2 IR; x � 0g { mult�imea numerelorreale nepozitive, IR�+ = f x 2 IR; x > 0g - mult�imea numerelor reale pozitive, IR�� == f x 2 IR; x < 0 g - mult�imea numerelor reale negative, IN � = IN nf0g, C = fz j z == x + iy; x; y 2 IR; i = p�1g - mult�imea numerelor omplexe, (IR � C).Fie x0 2 IR. Un interval deshis de forma (x0 � "; x0 + "); " > 0 se nume�steinterval deshis entrat �̂n x0. O mult�ime V � IR se nume�ste vein�atate a puntuluix0 2 IR da�a ea ont�ine un interval deshis entrat �̂n x0, adi�a da�a 9 " > 0 a.̂�.(x0 � "; x0 + ") � V:



Preliminarii 11Numim vein�atate a puntului +1 orie mult�ime V � IR are ont�ine un intervalde forma (a;+1℄, unde a 2 IR. Numim vein�atate a puntului �1 orie mult�imeU � IR are ont�ine un interval de forma [�1; a), unde a 2 IR.PROBLEME REZOLVATE1. Fie X o mult�ime �si (Ai)i2I o familie de submult�imi din X ( I o familie deindii). S�a se arate �a:a) C(Si2IAi) = Ti2I(CAi);b) C(Ti2IAi) = Si2I(CAi),(relat�iile lui De Morgan).Rezolvare. a) Vom demonstra egalitatea de mult�imi de mai sus prin dubla in-luziune: C(Si2IAi) � Ti2I(CAi) �si C(Si2IAi) � Ti2I(CAi).Fie x 2 C(Si2IAi)() x 62 Si2IAi () x 62 Ai; 8 i 2 I () x 2 CAi; 8 i 2 I ()x 2 Ti2I(CAi), adi�a C(Si2IAi) = Ti2I(CAi).b) Asem�an�ator, avem:x 2 C(Ti2IAi) () x 62 Ti2IAi () (9) i0 2 I a.̂�. x 62 Ai0 () (9) i0 2 I a.̂�.x 2 CAi0 () x 2 Si2I(CAi), adi�a C(Ti2IAi) = Si2I(CAi).2. Fie (Ai)i2I �si (Bj)j2J dou�a familii de mult�imi �si A o mult�ime (I; J familii deindii). S�a se arate �a:a) AT (Si2IAi) = Si2I(ATAi);b) AS (Ti2IAi) = Ti2I(ASAi);) (Si2IAi)T (Sj2JBj) = S(i;j)2I�J(Ai TBj);d) (Ti2IAi)S (Tj2JBj) = T(i;j)2I�J(Ai SBj).Rezolvare. a) S�a onsider�am un element x 2 AT (Si2IAi) () (x 2 A �si x 22 Si2IAi) () fx 2 A �si (9i0 2 I a.̂�. x 2 Ai0)g () f9 i0 2 I a.̂�. x 2 ATAi0g ()x 2 Si2I(ATAi), de unde rezult�a �a AT (Si2IAi) = Si2I(ATAi).b) Fie x 2 AS (Ti2IAi) () (x 2 A sau x 2 Ti2IAi) () fx 2 A sau (x 2 Ai;8 i 2 I)g () f(x 2 A sau x 2 Ai); 8 i 2 Ig () x 2 Ti2I(ASAi).) Fie x 2 (Si2IAi)T (Sj2JBj) () (x 2 Si2IAi �si x 2 Sj2JBj) () f(9 i0 2 Ia.̂�. x 2 Ai0) �si (9 j0 2 J a.̂�. x 2 Bj0)g () (9 (i0; j0) 2 I � J a.̂�. x 2 Ai0 TBj0) ()x 2 S(i;j)2I�J(Ai TBj).



12 Capitolul 1d) Fie x 2 (Ti2IAi)S (Tj2JBj) () (x 2 Ti2IAi sau x 2 Tj2JBj) () f(x 2 Ai;8 i 2 I) sau (x 2 Bj; 8 j 2 J)g () f(x 2 Ai sau x 2 Bj); 8 (i; j) 2 I � Jg ()x 2 T(i;j)2I�J(Ai SBj).3. Fie f : X ! Y o funt�ie. Atuni au lo relat�iile:a) f(Si2IAi) = Si2If(Ai);b) f(Ti2IAi) � Ti2If(Ai),unde (Ai)i2I este o familie de submult�imi din X (I - o familie arbitrar�a de indii).Rezolvare. a) Fie y 2 f(Si2IAi) () (9 x 2 Si2IAi a.̂�. y = f(x)) () (9 i0 2 I�si 9 x 2 Ai0 a.̂�. y = f(x)) () (9 i0 2 I a.̂�. y 2 f(Ai0)) () y 2 Si2If(Ai) , de underezult�a relat�ia a).b) Fie y 2 f(Ti2IAi) () (9 x 2 Ti2IAi a.̂�. y = f(x)) () f9 x 2 Ai; 8 i 2 Ia.̂�. y = f(x)g =) (y 2 f(Ai); 8 i 2 I) () y 2 Ti2If(Ai).4. Fie f : X ! Y o funt�ie. Atuni au lo relat�iile:a) f�1(A nB) = f�1(A) n f�1(B); 8A;B � Y ;b) f�1(CYB) = CXf�1(B); 8B � Y .Rezolvare. a) S�a onsider�am dou�a mult�imi arbitrare A �si B � Y , momentan�xate. Fie x 2 f�1(A nB) () f(x) 2 A nB () (f(x) 2 A �si f(x) 62 B) () fx 22 f�1(A) �si x 62 f�1(B)g () x 2 f�1(A)nf�1(B), dei f�1(AnB) = f�1(A)nf�1(B).b) S�a onsider�am o mult�ime arbitrar�aB � Y , momentan �xat�a. Fie x 2 f�1(CYB)() f(x) 2 CYB () f(x) 62 B () x 62 f�1(B) () x 2 CXf�1(B), adi�af�1(CYB) = CXf�1(B).5. Fie f : X ! Y o funt�ie. S�a se arate �a:a) f este injetiv�a () 9 g : Y ! X surjetiv�a a.̂�. g Æ f = 1X .b) f este surjetiv�a () 9 g : Y ! X injetiv�a a.̂�. f Æ g = 1Y .Rezolvare. a) Fie f funt�ie injetiv�a. De�nim funt�ia g0 : f(X) ! X pring0(f(x)) = x; 8 x 2 X. Prelungim pe g0 pe mult�imea Y punând de exemplu g : Y ! X,g(y) = 8<: g0(y); da�a y 2 f(X);x0; da�a y 2 Y n f(X);unde x0 este un element din mult�imea X( 6= ;). Atuni (g Æ f)(x) = g(f(x)) = x;8 x 2 X, adi�a g Æ f = 1X �si evident g(Y ) = X, dei g este surjetiv�a.Reipro, �e g : Y ! X apliat�ia surjetiv�a u proprietatea �a g Æ f = 1X �si �ex1; x2 2 X u f(x1) = f(x2): Atunix1 = (g Æ f)(x1) = g(f(x1)) = g(f(x2)) = (g Æ f)(x2) = x2,



Preliminarii 13de unde rezult�a �a f este injetiv�a.b) Fie f apliat�ie surjetiv�a, adi�a 8 y 2 Y mult�imea Ay = f�1(fyg) 6= ; �si �exy 2 Ay un element �xat. De�nim funt�ia g(y) = xy; 8 y 2 Y: Apliat�ia g astfelonstruit�a este injetiv�a, deoaree Ay TAy0 = ; pentru y 6= y0 �si evident, avem:(f Æ g)(y) = f(g(y)) = f(xy) = y; 8 y 2 Y .Reipro, �e g : Y ! X injetiv�a a.̂�. f Æ g = 1Y �si y 2 Y un element arbitrar,momentan �xat. Atuni 9 x = g(y) 2 X a.̂�. f(x) = f(g(y)) = (f Æ g)(y) = y, de underezult�a �a f este surjetiv�a.6. Fie f : X ! Y �si g : Y ! Z dou�a funt�ii. S�a se arate �a:a) Da�a f �si g sunt injetive (surjetive) atuni g Æ f este injetiv�a (respetivsurjetiv�a).b) Da�a f �si g sunt bijetive atuni g Æ f este bijetiv�a �si (g Æ f)�1 = f�1 Æ g�1:Rezolvare. a) Fie f �si g funt�ii injetive. Vom ar�ata �a �si funt�ia g Æ f : X ! Zeste injetiv�a. S�a onsider�am x1; x2 2 X a.̂�. (gÆf)(x1) = (gÆf)(x2). Din injetivitateafunt�iei g rezult�a �a f(x1) = f(x2), iar din injetivitatea funt�iei f rezult�a �a x1 = x2:Dei g Æ f este o funt�ie injetiv�a.Presupunem aum �a f �si g sunt funt�ii surjetive. Pentru a demonstra �a �siompunerea g Æ f este surjetiv�a, vom ar�ata �a 8 z 2 Z 9 x 2 X a.̂�. (g Æ f)(x) = z.Fie z 2 Z. Din surjetivitatea funt�iei g rezult�a �a 9 y 2 Y a.̂�. g(y) = z: Pentruelementul y 2 Y din surjetivitatea funt�iei f deduem �a 9 x 2 X a.̂�. f(x) = y. Deig(f(x)) = z sau (g Æ f)(x) = z. Dei g Æ f este o funt�ie surjetiv�a.b) Conform puntului a), da�a f �si g sunt bijetive, atuni g Æf este �si ea o funt�iebijetiv�a. Deoaree:((g Æ f) Æ (f�1 Æ g�1))(z) = (g Æ f Æ f�1 Æ g�1)(z) = (g Æ g�1)(z) = z; 8 z 2 Z�si ((f�1 Æ g�1) Æ (g Æ f))(x) = (f�1 Æ g�1 Æ g Æ f)(x) = (f�1 Æ f)(x) = x; 8 x 2 X;rezult�a �a (g Æ f)�1 = f�1 Æ g�1:7. Fie f : X ! Y o funt�ie. S�a se arate �a:a) f este injetiv�a () 8A1; A2 � X u f(A1) � f(A2) ) A1 � A2.b) f este surjetiv�a () 8B1; B2 � Y u f�1(B1) � f�1(B2) ) B1 � B2.Rezolvare. a) Fie f : X ! Y funt�ie injetiv�a �si A1; A2 � X arbitrare, momentan�xate u f(A1) � f(A2). S�a onsider�am x1 2 A1; rezult�a �a f(x1) 2 f(A1) � f(A2),dei f(x1) 2 f(A2). Deduem �a 9 x2 2 A2 a.̂�.f(x1) = f(x2). Deoaree f este injetiv�a



14 Capitolul 1rezult�a �a x1 = x2 2 A2, dei A1 � A2.Reipro, s�a presupunem �a 8A1; A2 � X u f(A1) � f(A2) ) A1 � A2: Fiex1; x2 2 X u f(x1) = f(x2). Luând A1 = fx1g �si A2 = fx2g avem �a f(A1) = f(A2),dei A1 = A2, adi�a x1 = x2. Rezult�a �a f este injetiv�a.b) Fie f : X ! Y funt�ie surjetiv�a �si �e B1; B2 � Y u f�1(B1) � f�1(B2).Atuni 8 y1 2 B1 9 x1 2 X a.̂�. f(x1) = y1 (f surjetiv�a); dei x1 2 f�1(B1) ) x1 22 f�1(B2), f(x1) 2 B2, dei y1 2 B2, de unde rezult�a �a B1 � B2.Reipro, s�a presupunem �a 8B1; B2 � Y u f�1(B1) � f�1(B2) ) B1 � B2 �si �ey 2 Y arbitrar, momentan �xat. Presupunem prin reduere la absurd �a f�1(fyg) = ;.Atuni 8 y1 2 f(X) rezult�a �a f�1(fyg) � f�1(fy1g), dei fyg � fy1g , y = y1.Rezult�a �a y 2 f(X), eea e este absurd, deoaree am presupus �a f�1(fyg) = ;.Deduem astfel �a 9 x 2 X a.̂�. f(x) = y, adi�a f este surjetiv�a.8. S�a se demonstreze urm�atoarele onseint�e ale de�nit�iei axiomatie a mult�imiinumerelor reale:a) 8 x; y 2 IR; x � y , �y � �x;b) 8 x 2 IR; 0 � x , �x � 0;) 8 x; y; x1; y1 2 IR; x � x1 �si y � y1 ) x+ y � x1 + y1;d) 8 x; y 2 IR; x � 0 �si y � 0 ) x � y � 0;(prin de�nit�ie z � 0 da�a 0 � z).e) 8 x; y; z 2 IR; x � y �si z � 0 ) x � z � y � z.Rezolvare. a) Fie x; y 2 IR u x � y. Adunând �̂n ambii membri ( � x) avem:x+ (� x) � y + (� x) ) 0 � y � x. Adunând apoi �̂n ei doi membri (� y) obt�inem�y � y � x + (� y) ) �y � �x. În mod asem�an�ator se arat�a �si ealalt�a impliat�ie:�y � �x ) x � y.b) Fie x 2 IR; 0 � x. Adunând elementul (�x) �̂n ambii membri ai inegalit�at�ii demai sus, avem: �x � x + (� x) ) �x � 0. Asem�an�ator se demonstreaz�a impliat�ia:�x � 0 ) 0 � x.) Fie x; y; x1; y1 2 IR u x � x1 �si y � y1. În prima inegalitate adun�am y, iar �̂na doua adun�am x1, obt�inând astfel:x+ y � x1 + y �si y + x1 � y1 + x1 , x1 + y � x1 + y1.Din tranzitivitatea relat�iei de ordine "�" avem x + y � x1 + y1.d) Fie x; y 2 IR u x � 0 �si y � 0. Conform puntului b) rezult�a �a 0 � �y.Înmult�ind inegalitatea x � 0 u elementul (� y) avem:



Preliminarii 15x � (� y) � 0 � (� y) () �(x � y) � 0 b)() 0 � x � y () x � y � 0(̂�n inegalit�at�ile de mai sus am folosit relat�iile 0 � x = 0; 8 x 2 IR �si (�1) � x = �x;8 x 2 IR, are rezult�a imediat din axiomele mult�imii IR, vezi Problema 28).e) Fie x; y; z 2 IR u x � y �si z � 0. Atuni 0 � �z �si �̂nmult�ind inegalitateax � y u (� z) obt�inem:x � (� z) � y � (� z) () �(x � z) � �(y � z) a)() y � z � x � z () x � z � y � z.9. S�a se demonstreze �a orie mult�ime A 6= ;; A � IR minorat�a are margineinferioar�a.Rezolvare. Mult�imea A �ind minorat�a, rezult�a �a (�A) este majorat�a, deiexist�a, onform axiomei (A15) sup(�A) u propriet�at�ile:8<: a) � a � sup(�A); 8 a 2 A;b) 8 " > 0 9 (�a") 2 (�A) a.̂�. (�a") > sup(�A)� ":() 8<: a0) a � � sup(�A); 8 a 2 A;b0) 8 " > 0 9 a" 2 A a.̂�. a" < � sup(�A) + ":Folosind teorema de araterizare a marginii inferioare a unei mult�imi, din a0) �sib0) rezult�a �a 9 inf A = � sup(�A), dei A are margine inferioar�a.Din ele de mai sus deduem �a sup(�A) = � inf A. Analog se demonstreaz�a �ainf(�A) = � supA.10. Fie A � IR o mult�ime m�arginit�a, nevid�a. S�a se demonstreze uniitateaelementelor supA �si inf A.Rezolvare. Mult�imea A �ind m�arginit�a, rezult�a �a 9 supA �si inf A. S�a pre-supunem �a (9)M1;M2 2 IR; M1 = supA �si M2 = supA. Conform teoremei dearaterizare a marginii superioare a mult�imii A, avem:8<: a) x �M1; 8 x 2 A;b) 8 " > 0 9 x1" 2 A a.̂�. x1" > M1 � ":�si 8<: a0) x �M2; 8 x 2 A;b0) 8 " > 0 9 x2" 2 A a.̂�. x2" > M2 � ":Fie " > 0 arbitrar, momentan �xat. Din relat�iile b) �si a0) avem:M1 � " < x1" �M2 =) M1 � " < M2:Deoaree " este arbitrar, din inegalitatea de mai sus deduem M1 �M2.S�a onsider�am din nou " > 0. Din relat�iile a) �si b0) deduem:M2 � " < x2" �M1 =) M2 � " < M1:



16 Capitolul 1Deoaree " este arbitrar, rezult�a M2 � M1, inegalitate are �̂mpreun�a u M1 � M2 neondue la onluzia �a M1 =M2, dei supA este uni.Din relat�ia inf A = � sup(�A) (vezi Problema 9), rezult�a �a �si inf A este uni.11. Fie A;B 2 IR dou�a mult�imi m�arginite, nevide. Da�a x � y; 8 x 2 A; 8 y 2 Batuni: inf A � supA � infB � supB.Rezolvare. Deoaree inf A � supA �si inf B � supB sunt evidente, pentru arezulta �sirul de inegalit�at�i de mai sus este su�ient s�a demonstr�am �a supA � inf B.Din teoremele de araterizare pentru supA �si inf B avem:8<: x � supA; 8 x 2 A;8 " > 0 9 x" 2 A a.̂�. x" > supA� "�si 8<: y � inf B; 8 y 2 B;8 " > 0 9 y" 2 B a.̂�. y" < inf B + ":Fie " > 0 arbitrar, momentan �xat. Din inegalit�at�ile de mai sus, obt�inem:supA < x" + " < y" + " < inf B + 2",dei supA < inf B + 2": Deoaree " este arbitrar, rezult�a �a supA � inf B.12. Fie A;B � IR dou�a mult�imi nevide. S�a se demonstreze propriet�at�ile:a) sup(A+B) = supA+ supB;b) inf(A+B) = inf A+ inf B;) diam (A) def= supx;y2A jx� yj = supA� inf A � 2 sup jAj;unde A +B = faj a 2 A; b 2 Bg, iar jAj = fjaj j a 2 Ag.Rezolvare. a) Din inegalit�at�ile a � supA; 8 a 2 A �si b � supB; 8 b 2 B rezult�a�a a + b � supA + supB; 8 a 2 A �si 8 b 2 B. Deduem onform Problemei 11 �asup(A+B) � supA + supB:Pentru inegalitatea opus�a, da�a sup(A+B) =1 rezult�a imediat �asupA+ supB � sup(A+B) =1.S�a presupunem aum �a sup(A+B) <1. Rezult�a atuni �a supA <1 �si supB <1.Într-adev�ar, din inegalitatea a+ b0 � sup(A+B), u b0 2 B element �xat �si a elementarbitrar din A, rezult�a �a a � sup(A+B)�b0; 8 a 2 A. Dei supA � sup(A+B)�b0 <<1: În mod asem�an�ator se arat�a �a supB <1.Conform teoremei de araterizare pentru supA �si supB obt�inem:8 " > 0 9 a" 2 A a.̂�. a" > supA� "�si



Preliminarii 178 " > 0 9 b" 2 B a.̂�. b" > supB � ".Pentru un " > 0 arbitrar, momentan �xat deduem:sup(A+B) � a" + b" > supA+ supB � 2":Deoaree " este arbitrar, din inegalit�at�ile de mai sus, obt�inem �asup(A+B) � supA+ supB,are �̂mpreun�a u ealalt�a inegalitate ne ondue la egalitatea a).b) Demonstrat�ia egalit�at�ii b) se poate fae �̂n mod asem�an�ator u ea de la puntula) sau putem srie diret:inf(A+B) = � sup(�A�B) = �[sup(�A)+sup(�B)℄ = � sup(�A)�sup(�B) == inf A + infB:) Avem:diam (A) = supx;y2A jx�yj = supx;y2A (x�y) = supx2A x+supy2A (�y) = supx2A x�� infy2A y = supA� inf A = supA+ sup(�A) � sup jAj+ sup jAj = 2 sup jAj:13. S�a se demonstreze �a (IR;+; �;�) este un orp omutativ total ordonat arhi-median, adi�a satisfae ondit�ia:8 x 2 IR; 8 y 2 IR�+ 9n 2 IN a.̂�. ny > x.Rezolvare. Demonstr�am proprietatea de mai sus prin reduere la absurd. Pre-supunem �a 9 x 2 IR; 9 y 2 IR�+ a.̂�. 8n 2 IN s�a avem ny � x, dei n � x=y; 8n 2 IN .Rezult�a astfel �a mult�imea IN a numerelor naturale este majorat�a, dei 9 z = sup IN .Deoaree z � 1 < z, din teorema de araterizare a sup IN , luând " = 1 rezult�a �a9m 2 IN a.̂�. m > z � 1, adi�a z < m + 1. Am obt�inut eva absurd, deoareem+ 1 2 IN �si z = sup IN . Deduem astfel �a 8 x 2 IR; 8 y 2 IR�+ 9n 2 IN a.̂�. ny > x.Rezultatul un pi modi�at se g�ase�ste �̂n literatura de speialitate sub denumireade lema lui Eudoxus-Arhimede:8 x 2 IR 9n 2 IN a.̂�. n > x.14. S�a se demonstreze �a mult�imea Q a numerelor rat�ionale este dens�a (̂�n sensulordinii) �̂n IR.Rezolvare. Trebuie s�a demonstr�am �a 8 a; b 2 IR u a < b exist�a r 2 Q a.̂�.a < r < b: Fie a; b 2 IR u a < b. Pentru a 2 IR, luând x = �a �si y = 1 �̂n Problema13 rezult�a �a 9 p 2 IN a.̂�. p > �a, dei a + p > 0. Not�am u a0 = a + p �si b0 = b + p;avem a0 < b0. Pentru y = b0 � a0 > 0 �si x = 1, onform Problemei 13 9n 2 IN� a.̂�.1 < n(b0�a0) sau na0+1 < nb0. Luând x = na0 �si y = 1 �̂n aeea�si Problem�a 13 obt�inemexistent�a lui fm 2 IN a.̂�. fm > na0. Fie m el mai mi num�ar natural a.̂�. m > na0.



18 Capitolul 1Dei m� 1 � na0. Avem:na0 < m � na0 + 1 < nb0 =) na0 < m < nb0 ()() a0 < m=n < b0 () a < m=n� p < b.Dei pentru a; b 2 IR; a < b am g�asit num�arul r = m=n� p 2 Q a.̂�. a < r < b.15. S�a se arate �a orie num�ar real este egal u marginea superioar�a a mult�imiinumerelor rat�ionale mai mii deât el, adi�a:8 x 2 IR; x = supfr 2 Q j r < xg.Rezolvare. Fie x 2 IR �xat �si A = fr 2 Q j r < xg. Pentru elementul (�x) 2 IR,onform Problemei 13, 9n0 2 IN a.̂�. n0 > �x , �n0 < x. Deoaree n0 2 IN rezult�a�a (�n0) 2 Z � Q, dei (�n0) 2 A, adi�a A 6= ;. Mult�imea A �ind majorat�a (xeste un majorant), apliând axioma (A15) rezult�a �a 9 �g 2 IR; �g = supA (�g � x).Presupunem prin reduere la absurd �a �g 6= x, adi�a �g < x , x � �g > 0. ConformProblemei 14 exist�a s 2 Q a.̂�. 0 < s < x� �g. Din teorema de araterizare a marginiisuperioare, pentru " = s, rezult�a existent�a unui element rs 2 A a.̂�. rs > �g � s ,rs + s > �g.Din relat�ia rs + s < �g + (x � �g) = x �si rs + s 2 Q rezult�a �a rs + s 2 A, deirs + s � �g, inegalitate opus�a elei obt�inut�a mai sus. Dei presupunerea f�aut�a estefals�a, adi�a �g = x sau x = supA, eea e trebuia demonstrat.16. S�a se determine inf A; supA; minA �si maxA, unde A este:a) A = � 11 � 2 + 12 � 3 + � � �+ 1n � (n + 1) j n 2 IN ��;b) A = �(�1)nn + 1 + (�1)nn j n 2 IN��;) A = �2n2 � n + 1n2 + n + 1 j n 2 IN��:Rezolvare. a) Not�am u an = 11 � 2 + 12 � 3 + � � �+ 1n(n + 1) ; n � 1. Avem:an = 1� 12 + 12 � 13 + � � �+ 1n � 1n + 1 = 1� 1n+ 1 = nn + 1 ; n � 1:Deoaree �sirul (an)n�1 este strit res�ator (an < an+1; 8n � 1) rezult�a �ainf A = minA = a1 = 1=2, iar supA = limn!1an = 1.Într-adev�ar, pentru ultima a�rmat�ie veri��am ele dou�a ondit�ii din teorema de ara-terizare a marginii superioare:1Æ an = nn+ 1 < 1; 8n � 1;2Æ 8 " > 0 9n" 2 IN� a.̂�. an" > 1� ";



Preliminarii 19unde n" = 8><>: �1� "" �+ 1; da�a 0 < " � 1;1; da�a " > 1;(am notat u [x℄ partea �̂ntreag�a a num�arului real x).Vom ar�ata �̂n ontinuare �a mult�imea A nu are un element maxim, dei 6 9 maxA.Presupunem prin reduere la absurd �a 9 maxA, dei 9 an0 = n0=(n0 + 1) = maxA;n0 2 IN� u proprietatea an � an0 ; 8n 2 IN�. Inegalitatea obt�inut�a este fals�a, deoareese veri��a imediat �a an0+1 > an0; an0+1 2 A (mai mult an > an0 ; 8n � n0 + 1).Deduem astfel �a 6 9 maxA.b) Avem: A = �2 � (�1)nn + 1n ; n 2 IN �� = � 32k ; k 2 IN ��S�� 12k + 1; k 2 IN�:Deoaree �sirul bk = 3=(2k); k � 1 este strit desres�ator u limit�a 0, iar �sirulk = �1=(2k + 1); k � 0 este strit res�ator u limita 0, rezult�a �a inf A = minA == 0 = �1, iar supA = maxA = b1 = 3=2.) S�irul an = 2n2 � n+ 1n2 + n+ 1 ; n 2 IN� este strit res�ator, deoaree an+1an > 1; 8n � 1,iar limn!1an = 2: Rezult�a �a inf A = minA = a1 = 2=3; iar supA = 2. Într-adev�ar:1Æ an < 2; 8n � 1;2Æ 8 " > 0 9n" 2 IN� a.̂�. an" > 2� ":Da�a " > 2 () 2� " < 0 lu�am n" = 1. Da�a " � 2 vom determina n" a.̂�.an" > 2� " () 2n2 � n+ 1n2 + n+ 1 > 2� " () " > 3n+ 1n2 + n + 1 ()"n2 + ("� 3)n+ "� 1 > 0: Pentru � = ("� 3)2� 4"("� 1) = �3"2� 2"+9 < 0 ()" 2 ��1 + 2p73 ; 2� atuni n" = 1, iar pentru � � 0 () " 2 �0; �1 + 2p73 � lu�amn" = �3� "+p�3"2 � 2"+ 92" �+ 1. Obt�inem astfel:n" = 8>><>>: �3� "+p�3"2 � 2"+ 92" �+ 1; da�a " 2 �0; �1 + 2p73 �;1; da�a " 2 ��1 + 2p73 ;1�:Asem�an�ator puntului a) se arat�a �si aii �a 6 9 maxA.17. Inegalitatea lui Cauhy-Buniakowski-Shwarz. Fie ai; bi 2 IR; i = 1; n(n 2 IN�). S�a se arate �a: nXi=1 jaibij �  nXi=1 a2i!1=2 �  nXi=1 b2i!1=2;egalitatea obt�inându-se da�a �si numai da�a 9�; � 2 IR nu ambele nule a.̂�. �jbij++�jaij = 0; 8i = 1; n:



20 Capitolul 1Rezolvare. Consider�am inegalit�at�ile evidente:b2i t2 � 2jaibijt+ a2i � 0; 8 t 2 IR; i = 1; n:Însumând inegalit�at�ile de mai sus, obt�inem:(1)  nXi=1 b2i! t2 � 2 nXi=1 jaibijt+  nXi=1 a2i! � 0; 8 t 2 IR:Aeast�a inegalitate, �̂n variabila t, este veri�at�a pentru 8 t 2 IR da�a �si numai da�adisriminantul � al euat�iei asoiate este mai mi sau egal u zero, adi�a:� = 4 nXi=1 jaibij!2 � 4 nXi=1 a2i! �  nXi=1 b2i! � 0 ()nXi=1 jaibij �  nXi=1 a2i!1=2 �  nXi=1 b2i!1=2:Da�a disriminantul � este egal u zero, atuni rezult�a �a euat�ia asoiat�a ine-galit�at�ii (1) are o singur�a solut�ie real�a, adi�a 9 t 2 IR+ a.̂�. jbijt � jaij = 0; 8 i = 1; n:Reipro, da�a 9 t 2 IR+ a.̂�. jbijt � jaij = 0; 8 i = 1; n se veri��a imediat �a � = 0,adi�a obt�inem egalitate �̂n inegalitatea lui Cauhy.Considerând �si inegalit�at�ile a2i t2 � 2jaibijt + b2i � 0; 8 t 2 IR; i = 1; n deduem�a egalitatea �̂n inegalitatea lui Cauhy se obt�ine da�a �si numai da�a 9�; � 2 IR nuambele nule a.̂�. �jbij+ �jaij = 0; 8 i = 1; n:18. Inegalitatea lui Bernoulli. Fie ai > �1; i = 1; n (n 2 IN �) toate numereleavând aela�si semn. S�a se arate �a:nYi=1(1 + ai) � 1 + nXi=1 ai:Rezolvare. Vom demonstra inegalitatea de mai sus prin indut�ie matemati�a.Pentru n = 1 avem (1 + a1) � 1 + a1, inegalitate evident�a. Presupunem a�rmat�iaadev�arat�a pentru n 2 IN , adi�a:nYi=1(1 + ai) � 1 + nXi=1 ai u ai > �1; i = 1; n; toate u aela�si semn�si o vom demonstra pentru (n + 1) numere. Fie ai; i = 1; n+ 1; ai > �1, u aela�sisemn. Avem:n+1Yi=1(1 + ai) = nYi=1(1 + ai)(1 + an+1) �  1 + nXi=1 ai! (1 + an+1) =



Preliminarii 21= 1 + n+1Xi=1 ai + nXi=1 an+1ai � 1 + n+1Xi=1 ai;deoaree an+1ai � 0; 8 i = 1; n:Deduem astfel �a inegalitatea este adev�arat�a �si pentru (n + 1), de unde rezult�aonform metodei indut�iei matematie �a inegalitatea din enunt� are lo pentru 8n � 1.Da�a ai = a; 8 i = 1; n obt�inem inegalitatea unosut�a:(1 + a)n � 1 + na; pentru a > �1; 8n 2 IN�:19. Inegalitatea mediilor. Fie ai 2 IR�+; i = 1; n: S�a se arate �a:(2) a1 + a2 + � � �+ ann � npa1a2 � � �an � n1a1 + 1a2 + � � �+ 1an ;egalit�at�ile obt�inându-se da�a �si numai da�a a1 = a2 = � � � = an:Rezolvare. Vom demonstra mai �̂ntâi urm�atoarea lem�a:Lem�a. Fie ai 2 IR+; i = 1; n (n 2 IN�) u nYi=1ai = 1: Atuni nXi=1ai � n �sinXi=1ai = n () ai = 1; 8 i = 1; n:Demonstrat�ia lemei o vom fae prin indut�ie matemati�a. Pentru n = 1 lemaeste evident�a. Presupunem a�rmat�ia din lem�a adev�arat�a pentru n 2 IN� �si o vomdemonstra pentru n + 1. Fie dei ai 2 IR+; i = 1; n+ 1 u n+1Yi=1ai = 1: Printre aestenumere exist�a unele mai mii sau egale u 1 �si altele mai mari sau egale u 1. Renu-merotându-le putem presupune �a a1 � 1 �si a2 � 1. Atuni:(a1 � 1)(a2 � 1) � 0 () a1a2 + 1 � a1 + a2:Deoaree (a1a2)a3 � � �an = 1, apliând lema pentru n numere, deduem �a:a1a2 + a3 + � � �an+1 � n u egalitate pentru a1a2 = a3 = � � �an+1 = 1:Rezult�a atuni:(a1 + a2) + a3 + � � �an+1 � a1a2 + 1 + a3 + � � �an+1 � n + 1;adi�a n+1Xi=1ai � n + 1, egalitatea obt�inându-se pentru a1 = a2 = � � � = an+1 = 1:Conform metodei indut�iei matematie deduem �a lema are lo, 8n 2 IN�:Demonstrat�ia inegalit�at�ii mediilor (ontinuare). Vom aplia lema de mai sus



22 Capitolul 1pentru numerele xi = ai, nvuut nYi=1ai; i = 1; n: Avem xi > 0; i = 1; n �si nYi=1xi = 1; rezult�a:nXi=1xi � n () nXi=1ainvuut nYi=1ai � n () nXi=1ain � nvuut nYi=1ai ;egalitatea obt�inându-se da�a �si numai da�a xi = 1; i = 1; n sau ehivalent a1 = a2 == � � � = an.Pentru a demonstra inegalitatea din dreapta din �sirul de inegalit�at�i (2), vom apliaprima inegalitate demonstrat�a mai sus pentru numerele 1=ai; i = 1; n: Obt�inem:nXi=1 1ain � nvuut nYi=1 1ai () nvuut nYi=1ai � nnXi=1 1ai ;egalitatea obt�inându-se da�a �si numai da�a 1=a1 = 1=a2 = � � � = 1=an () a1 = a2 == � � � = an:Inegalit�at�ile (2) se pot exprima astfel:maritm � mgeom � marm ;unde maritm =  nXi=1ai!�n este media aritmeti�a, mgeom = nvuut nYi=1ai este media geome-tri�a, iar marm = n� nXi=1(1=ai)! este media armoni�a a numerelor ai; i = 1; n:20. Inegalitatea lui Ceb̂��sev. Fie ai; bi 2 IR; i = 1; n u proprietateaai � aj , bi � bj; pentru orie i; j = 1; n pentru are are lo una din inegalit�at�i.Atuni 8�1; �2; : : : ; �n 2 IR�+ avem:�1a1 + �2a2 + � � �+ �nan�1 + �2 + � � �+ �n � �1b1 + �2b2 + � � �+ �nbn�1 + �2 + � � �+ �n �� �1a1b1 + �2a2b2 + � � �+ �nanbn�1 + �2 + � � �+ �n ;egalitatea obt�inându-se da�a �si numai da�a a1 = a2 = � � � = an sau b1 = b2 = � � � = bn.Rezolvare. Pornim de la inegalitatea evident�a:nXi=1 nXj=1�i�j(ai � aj)(bi � bj) � 0 ;egalitatea având lo da�a �si numai da�a ai = aj; 8 i; j = 1; n sau bi = bj; 8 i; j = 1; n:



Preliminarii 23Resriind �̂ntr-un mod ehivalent inegalitatea de mai sus, obt�inem:nXi=1 nXj=1�i�j(aibi � aibj � ajbi + ajbj) � 0 ()nXi=1 nXj=1�i�j(aibj + ajbi) � nXi=1 nXj=1�i�j(aibi + ajbj) :Pe de alt�a parte, avem:s = nXi=1 nXj=1�i�j(aibj + ajbi) =  nXi=1�iai!0� nXj=1�jbj1A+  nXi=1�ibi!0� nXj=1�jaj1A == 2 nXi=1�iai! nXi=1�ibi! ;iar S = nXi=1 nXj=1�i�j(aibi + ajbj) =  nXi=1�iaibi!0� nXj=1�j1A+ 0� nXj=1�jajbj1A nXi=1�i! == 2 nXi=1�iaibi! nXi=1�i! :Obt�inem astfel inegalitatea: nXi=1�iai! nXi=1�ibi! �  nXi=1�i! nXi=1�iaibi! :Împ�art�ind inegalitatea obt�inut�a u  nXi=1�i!2, deduem:nXi=1�iainXi=1�i � nXi=1�ibinXi=1�i � nXi=1�iaibinXi=1�i ;adi�a tomai inegalitatea din enunt�ul problemei, egalitatea având lo da�a �si numaida�a a1 = a2 = � � � = an sau b1 = b2 = � � � = bn:Da�a �1 = �2 = � � � = �n = 1, obt�inem inegalitatea: 1n nXi=1ai! 1n nXi=1bi! � 1n nXi=1aibi ;�̂n ipoteza ai � aj , bi � bj:21. Fie f : I ! IR, unde I este un interval din IR. Prin de�nit�ie f este o funt�ieonvex�a da�a f(�x + (1 � �)y) � �f(x) + (1 � �)f(y); 8 x; y 2 I; 8� 2 [0; 1℄: S�a searate �a f este onvex�a da�a �si numai da�a 8 x1; x2; : : : ; xn 2 I; 8�1; �2; : : : ; �n 22 IR+ u nXi=1�i = 1 are lo inegalitatea:f(�1x1 + �2x2 + � � �+ �nxn) � �1f(x1) + �2f(x2) + � � �+ �nf(xn):



24 Capitolul 1Rezolvare. Presupunem mai �̂ntâi �a f este o funt�ie onvex�a. Vom demonstraproprietatea de mai sus prin indut�ie matemati�a. Pentru n = 1 proprietatea esteevident�a. S�a presupunem aum proprietatea din enunt�ul problemei adev�arat�a pentrun 2 IN� �si o vom demonstra pentru n+ 1. Fie x1; x2; : : : ; xn+1 2 I; �1; �2; : : : ; �n+1 22 IR+ u n+1Xi=1�i = 1. Atuni, da�a �n+1 6= 1, obt�inem:f(�1x1+�2x2+� � �+�nxn+�n+1xn+1) = f�(1��n+1)�1x1 + � � �+ �nxn1� �n+1 +�n+1xn+1� �def� (1� �n+1)f��1x1 + � � �+ �nxn1� �n+1 � + �n+1f(xn+1) ip:ind:�� (1� �n+1)� �11� �n+1f(x1) + �21� �n+1f(x2) + � � �+ �n1� �n+1f(xn)�+ �n+1f(xn+1) == �1f(x1) + �2f(x2) + � � �+ �nf(xn) + �n+1f(xn+1) :Da�a �n+1 = 1, din egalitatea n+1Xi=1�i = 1 u �i � 0; i = 1; n+ 1 rezult�a �a�1 = �2 = � � � = �n = 0, iar inegalitateaf(�1x1 + � � �+ �n+1xn+1) � �1f(x1) + � � �+ �n+1f(xn+1)este evident�a.Dei proprietatea din enunt� �ind adev�arat�a pentru (n + 1), rezult�a folosind prin-ipiul indut�iei matematie, �a proprietatea este adev�arat�a pentru 8n � 1.Reipro, presupunând �a f : I ! IR satisfae proprietatea din enunt� pentru8n 2 IN�, luând n = 2, obt�inem:f(�1x1+�2x2) � �1f(x1)+�2f(x2); 8 x1; x2 2 I; 8�1; �2 2 IR+ u �1+�2 = 1 ;adi�a tomai de�nit�ia onvexit�at�ii funt�iei f .Pentru �1 = �2 = � � � = �n = 1=n obt�inem inegalitatea lui Jensen:f�x1 + x2 + � � �+ xnn � � 1n�f(x1) + f(x2) + � � �+ f(xn)� ;8 x1; x2; : : : ; xn 2 I, f �ind o funt�ie onvex�a.22. Inegalitatea lui H�older. Fie ai; bi 2 IR+; i = 1; n, iar p; q > 1 u 1p + 1q = 1:Atuni: nXi=1 aibi �  nXi=1 api!1=p �  nXi=1 bqi!1=q :Rezolvare. S�a onsider�am funt�ia f(x) = x� � �x; x > 0, u � 2 (0; 1)parametru. Deoaree f 0(x) = �(x��1 � 1) este pozitiv�a pentru 0 < x < 1 �si nega-tiv�a pentru x > 1 rezult�a �a x = 1 este punt de maxim pentru f , dei f(x) � f(1) =



Preliminarii 25= 1� �; 8 x > 0 sau x���x�1��; 8 x > 0. Pentru U >0; V >0, punând x = U=V�si � = 1=p �̂n ultima inegalitate obt�inut�a, rezult�a: �UV �1=p � 1p � UV � 1q ()(3) U1=p � V 1=q � Up + Vq :În ontinuare s�a onsider�am :U = apinXi=1api �si V = bqinXi=1bqi ;pentru nXi=1api 6= 0; nXi=1bqi 6= 0, (da�a nXi=1api = 0 , ai = 0; 8 i = 1; n sau nXi=1bqi = 0 ,bi = 0; 8 i = 1; n, inegalitatea din enunt� este evident�a). Atuni inegalitatea (3) devine:ai nXi=1api!1=p � bi nXi=1bqi!1=q � 1p � apinXi=1api + 1q � bqinXi=1bqi ; i = 1; n:Adunând inegalit�at�ile de mai sus, obt�inem:nXi=1aibi nXi=1api!1=p �  nXi=1bqi!1=q � 1p � nXi=1apinXi=1api + 1q � nXi=1bqinXi=1bqi = 1p + 1q = 1 ()nXi=1aibi �  nXi=1api!1=p �  nXi=1bqi!1=q :23. Inegalitatea lui Minkowski. Fie ai; bi 2 IR+; i = 1; n �si p 2 IR; p � 1:Atuni:  nXi=1 (ai + bi)p!1=p �  nXi=1 api!1=p +  nXi=1 bpi!1=p :Rezolvare. Pentru p = 1 inegalitatea este evident�a. Pentru p > 1, avem:nXi=1 (ai + bi)p = nXi=1(ai + bi)(ai + bi)p�1 = nXi=1 ai(ai + bi)p�1 + nXi=1 bi(ai + bi)q�1 �H�older�  nXi=1 api!1=p �  nXi=1 (ai + bi)(p�1)q!1=q +  nXi=1 bpi!1=p �  nXi=1 (ai + bi)(p�1)q!1=q == " nXi=1 (ai + bi)p#1=q � 24 nXi=1 api!1=p +  nXi=1 bpi!1=p35 ; unde q = pp� 1 ; (1p + 1q = 1) :



26 Capitolul 1Rezult�a astfel inegalitatea:nXi=1(ai + bi)p � " nXi=1(ai + bi)p#1=q � 24 nXi=1api!1=p +  nXi=1bpi!1=p35 :Împ�art�ind aeast�a inegalitate u " nXi=1(ai + bi)p#1=q 6= 0 (da�a nXi=1(ai + bi)p = 0 atuniinegalitatea din enunt� este veri�at�a), obt�inem: nXi=1(ai + bi)p!1=p �  nXi=1api!1=p +  nXi=1bpi!1=p :
PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE24. Fie (Ai)i2I ; (Bj)j2J dou�a familii de mult�imi �si A o mult�ime (I; J familii deindii). S�a se arate �a:a) (Si2IAi)� (Sj2JBj) = S(i;j)2I�J(Ai �Bj);b) (Ti2IAi)� (Tj2JBj) = T(i;j)2I�J(Ai � Bj);) Da�a I = J avem (Ti2IAi)� (Ti2IBi) = Ti2I(Ai �Bi):25. Fie f : X ! Y o funt�ie. S�a se arate �a:a) f�1(Si2IBi) = Si2If�1(Bi);b) f�1(Ti2IBi) = Ti2If�1(Bi);unde (Bi)i2I este o familie de submult�imi din Y (I este o familie de indii).26. Fie f : X ! Y o funt�ie. S�a se arate �a:a) f(A) n f(B) � f(A nB); 8A;B � X;b) CY f(A) � f(CXA); 8A � X da�a f(X) = Y:27. Fie f : X ! Y o funt�ie. S�a se arate �a:a) f este injetiv�a () f�1(f(A)) = A; 8A � X ()() f(CA) � C(f(A)); 8A � X;b) f este surjetiv�a () f�1(B) 6= ;; 8B � Y ()() f(CA) � C(f(A)); 8A � X:) f este bijetiv�a () f(CA) = Cf(A); 8A � X:28. S�a se demonstreze urm�atoarele onseint�e ale de�nit�iei axiomatie a mult�imiinumerelor reale:



Preliminarii 27a) 0 � x = 0; 8 x 2 IR;b) (�1) � x = �x; 8 x 2 IR;) 8 x; y 2 IR u x � 0 �si y � 0 =) x � y � 0;d) 8 x; y; x1; y1 2 IR+; x � y �si x1 � y1 =) x � x1 � y � y1;e) 8 x 2 IR; x 6= 0 =) x2 > 0;f) 8 x 2 IR; x > 0 () x�1 > 0;g) 8 x 2 IR; x < 0 () x�1 < 0;h) 8 x 2 IR; 0 < x < 1 () x�1 > 1:29. Fie A;B � IR; A � B. Da�a exist�a inf A; supA; infB �si supB s�a se arate�a: inf B � inf A � supA � supB:30. Fie A;B � IR: S�a se demonstreze propriet�at�ile:a) sup(�A) = 8<: � supA; da�a � > 0;� inf A; da�a � < 0:b) inf(�A) = 8<: � inf A; da�a � > 0;� supA; da�a � < 0:) sup(A �B) = (supA) � (supB):d) inf(A �B) = (inf A) � (infB);ultimele dou�a relat�ii având lo da�a elementele lui A �si B sunt mai mari sau egale u0, (�A = f�a j a 2 Ag; A �B = fa � b j a 2 A; b 2 Bg).31. S�a se determine inf A; supA; minA �si maxA; unde A este:a) A = (1; 2); b) A = (2; 4℄; ) A = [�1; 1℄ \ (2; 3);d) A = f1; 7;�1; 5; 100g; e) A = � 112 + 122 + � � �+ 1n2 j n 2 IN ��;f) A = � n2n� 5 j n 2 IN��; g) A = ��1� 1n� sin n2 j n 2 IN��:32. Fie ai; bi 2 IR+; i = 1; n (n 2 IN�). S�a se demonstreze inegalitatea:nq(a1 + b1)(a2 + b2) � � � (an + bn) � npa1a2 � � �an + nqb1b2 � � � bn :33. Da�a a1; a2; : : : ; an 2 IR+ �si nYi=1ai = 1 atuni:(1 + a1)(1 + a2) � � � (1 + an) � 2n :



Capitolul 2S�IRURI S�I SERII DE NUMERE REALE
x1. S�IRURI DE NUMERE REALESe nume�ste �sir de numere reale o funt�ie real�a f de�nit�a pe mult�imea numerelornaturale f : IN ! IR. Da�a f(n) = an; n 2 IN , vom nota �sirul u (an)n2IN , ((an)n2IN�sau (an)n�1, da�a f : IN � ! IR).Fie (an)n2IN un �sir de numere reale, iar (kn)n2IN un �sir strit res�ator de numerenaturale. S�irul (xn)n2IN , unde xn = akn; n 2 IN se nume�ste sub�sir al �sirului (an)n2IN ,notat (xn)n2IN � (an)n2IN .S�irul (an)n2IN � IR se nume�ste onvergent u limita a 2 IR da�a �̂n afara ori�areivein�at�at�i a lui a r�amâne el mult un num�ar �nit de termeni ai �sirului. Vom notalimn!1an = a sau an ! a; pentru n ! 1. În az ontrar, vom spune �a �sirul (an)n2INeste divergent. S�irul (an)n2IN are limita +1 (�1) da�a orie vein�atate a puntului+1 (respetiv �1) ont�ine tot�i termenii �sirului u exept�ia eventual a unui num�ar�nit dintre ei.Teorema 1. a) S�irul (an)n2IN � IR este onvergent u limita a 2 IR da�a �si numaida�a: 8 " > 0 9n0(") 2 IN a.̂�. 8n � n0(") are lo jan � aj < ".b) S�irul (an)n2IN � IR are limita +1 da�a �si numai da�a:8 " > 0 9n0(") 2 IN a.̂�. 8n � n0(") are lo an > ".) S�irul (an)n2IN � IR are limita �1 da�a �si numai da�a:8 " > 0 9n0(") 2 IN a.̂�. 8n � n0(") are lo an < �":S�irul (an)n2IN este m�arginit da�a 9M > 0 a.̂�. janj � M; 8n 2 IN .Propriet�at�i ale �sirurilor u limit�a (�siruri onvergente sau �siruri u limita +1 sau�1):



S�iruri de numere reale 29a) Da�a �sirul (an)n2IN este onvergent atuni limita sa este uni�a.b) Da�a �sirul (an)n2IN este onvergent atuni �sirul este m�arginit.) Da�a �̂ntr-un �sir (an)n2IN u limita a 2 IR shimb�am ordinea termenilor, ad�aug�amsau suprim�am un num�ar �nit de termeni se obt�ine un �sir având aeea�si limit�a.d) Da�a �sirul (an)n2IN are limita a 2 IR atuni orie sub�sir al s�au are aeea�si limit�aa. e) Da�a 9 (�n)n2IN � IR+ u limn!1�n = 0 �si jan � aj � �n; 8n � n0 (n0 2 IN)atuni limn!1an = a.f) Da�a 9 (�n)n2IN ; (�n)n2IN � IR �si 9n0 2 IN a.̂�. �n � an � �n; 8n � n0 �silimn!1�n = limn!1�n = a atuni 9 limn!1an = a, (riteriul le�stelui).g) i) Da�a (an)n2IN �si (bn)n2IN au limit�a �si suma (diferent�a) limitelor are sens,atuni �sirul sum�a (an + bn)n2IN , (respetiv �sirul diferent��a (an � bn)n2IN) are limit�a �si:limn!1(an + bn) = limn!1an + limn!1 bn; ( limn!1(an � bn) = limn!1 an � limn!1 bn):ii) Da�a �sirurile (an)n2IN �si (bn)n2IN au limit�a �si produsul limitelor are sens, atuni�sirul produs (anbn)n2IN are limit�a �si:limn!1(anbn) = � limn!1an� � � limn!1 bn� :iii) Da�a �sirurile (an)n2IN �si (bn)n2IN au limit�a, bn 6= 0 �si âtul limitelor are sens,atuni �sirul ât �anbn �n2IN are limit�a �si:limn!1 anbn = limn!1anlimn!1 bn .Teorema 2 (Weierstrass). Un �sir de numere reale monoton res�ator �si m�arginitsuperior este onvergent, limita sa �ind marginea superioar�a a mult�imii termenilor�sirului. Un �sir de numere reale monoton desres�ator �si m�arginit inferior este onver-gent, limita sa �ind marginea inferioar�a a mult�imii termenilor �sirului.Teorema 3 (Cantor). Fie[a1; b1℄ � [a2; b2℄ � � � � � [an; bn℄ � [an+1; bn+1℄ � � � �un �sir desres�ator de intervale �̂nhise ale lui IR, u proprietatea �a limn!1(bn � an) == 0: Atuni 9 un singur punt omun tuturor aestor intervale, adi�a 9  2 IR a.̂�.Tn2IN�[an; bn℄ = fg:Teorema 4 (lema lui Cesaro). Orie �sir m�arginit de numere reale ont�ine unsub�sir onvergent.S�irul (an)n2IN � IR se nume�ste �sir fundamental sau �sir Cauhy da�a:8 " > 0 9n0(") 2 IN a.̂�. 8n;m � n0(") are lo jan � amj < ".



30 Capitolul 2() 8 " > 0 9n0(") 2 IN a.̂�. 8n � n0(") are lo jan+p � anj < "; 8 p 2 IN .Teorema 5 (Cauhy). Condit�ia neesar�a �si su�ient�a a un �sir de numere reales�a �e onvergent este a el s�a �e �sir fundamental (Cauhy).Elementul x 2 IR se nume�ste punt limit�a pentru �sirul (an)n2IN da�a orie vein�atatea lui x ont�ine o in�nitate de termeni ai �sirului.Teorema 6. Elementul x 2 IR este punt limit�a pentru �sirul (an)n2IN da�a �sinumai da�a (an)n2IN ont�ine un sub�sir u limita x.Mult�imea puntelor limit�a pentru un �sir (an)n2IN � IR, notat�a u LIM(an) este omult�ime nevid�a �si are un el mai mi element (�nit sau in�nit), numit limita inferioar�aa �sirului (an)n2IN , notat limn!1an sau lim infn!1 an, �si are un el mai mare element (�nit sauin�nit) numit limita superioar�a a �sirului (an)n2IN , notat limn!1an sau lim supn!1 an.Teorema 7. (I) a) L = lim supn!1 an 2 IR ()() 8<: 1: 8 " > 0 9N(") 2 IN a.̂�. 8n � N(") are lo an � L + ";2: 8 " > 0; 8n 2 IN 9n0 > n a.̂�. an0 > L� ":b) L = lim supn!1 an = +1 () 9 (akn)n2IN � (an)n2IN u limn!1akn =1:) L = lim supn!1 an = �1 () limn!1an = �1:(II) a) l = lim infn!1 an 2 IR ()() 8<: 1: 8 " > 0 9N(") 2 IN a.̂�. 8n � N(") are lo an � l � ";2: 8 " > 0; 8n 2 IN 9n0 > n a.̂�. an0 < l + ":b) l = lim infn!1 an = �1 () 9 (akn)n2IN � (an)n2IN u limn!1akn = �1:) l = lim infn!1 an = +1 () limn!1an = +1:Teorema 8. Oriare ar � �sirul de numere reale (an)n2IN au lo urm�atoarelea�rmat�ii:a) L = limn!1an () L = limn!1supfak j k � ng = infn2IN supfan; an+1; an+2; : : :g;b) l = limn!1an () l = limn!1inffak j k � ng = supn2IN inffan; an+1; an+2; : : :g:Teorema 9. S�irul (an)n2IN este onvergent da�a �si numai da�a lim supn!1 an == lim infn!1 an (= limn!1an):PROBLEME REZOLVATE1. Folosind Teorema 1 de araterizare a limitei unui �sir, s�a se arate �a:



S�iruri de numere reale 31a) limn!13n + 14n + 1 = 34 ; s�a se determine apoi un rang de la are �̂nepând diferent�adintre limita �sirului �si termenul general s�a �e mai mi�a deât 1=100.b) limn!1(2n+ 1) =1; ) limn!1(�3n2 + 2) = �1 d) limn!12n + (�1)n5n = 0:Rezolvare. a) S�a onsider�am un num�ar " > 0 arbitrar, momentan �xat. Vomdetermina un rang n0(") astfel �̂nât:����3n+ 14n+ 1 � 34 ���� < "; 8n � n0("):Inegalitatea de mai sus se poate srie �̂n mod ehivalent 14(4n+ 1) < " sau n > 1� 4"16" :Notând: n0(") = 8<: h1� 4"16" i + 1; da�a 0 < " � 14;0; da�a " > 14 ;rezult�a �a pentru n � n0(") avem ���an � 34 ��� < ", unde an = 3n + 14n + 1 :Pentru a determina rangul de la are �̂nepând diferent�a dintre limita �sirului �sitermenul general este mai mi�a deât 1=100, alul�am n0(1=100) = 7. Dei termeniia7; a8; : : : difer�a de limita 3=4 u mai put�in de 1=100.b) Pentru un " > 0 �xat vom determina un rang n0(") astfel �̂nât 2n + 1 > ";8n � n0("). Notând: n0(") = 8<: h"� 12 i+ 1; da�a " � 1;0; da�a 0 < " < 1;avem veri�at�a de�nit�ia limitei �sirului an = 2n+ 1.) Se veri��a u�sor �a rangul n0(") din teorema de araterizare a limitei este:n0(") = 24s"+ 23 35 + 1:d) Avem: �����2n + (�1)n5n ����� � 2n + 15n = �25�n + �15�n:Pentru un " > 0 �xat impunem ondit�iile (2=5)n < "=2 �si (1=5)n < "=2: Prima inegali-tate este veri�at�a pentru n � en0(") unde:en0(") = 8><>: � lg(2=")lg(5=2)�+ 1; da�a 0 < " � 2;0; da�a " > 2;



32 Capitolul 2iar a doua inegalitate se veri��a de �̂ndat�a e n � een0("), unde:een0(") = 8><>: � lg(2=")lg 5 �+ 1; da�a 0 < " � 2;0; da�a " > 2:Luând n0(") = max fen0("); een0(")g rezult�a �a j(2n+(�1)n)=5nj < "; pentru 8n � n0("),dei onform teoremei de araterizare a limitei unui �sir, limn!1(2n + (�1)n)=5n = 0:2. S�a se arate �a �sirul u termenul general:an = (1� osn�) � n2n+ 1 ; n 2 INnu are limit�a.Rezolvare. S�irul (an)n2IN este suma a dou�a �siruri (�n)n2IN �si (�n)n2IN , unde�n = n2n+ 1 ; n 2 IN este onvergent u limita 1=2 �si �n = (�1)n+1n2n+ 1 ; n 2 IN . Vomdemonstra �̂n ontinuare �a �sirul (�n)n2IN nu are limit�a, de unde va rezulta �a nii �sirul(an)n2IN nu are limit�a. Sub�sirurile de rang par �si de rang impar ale �sirului (�n)n2INsunt: �2k = �2k4k + 1 ; k 2 IN , onvergent u limita l1 = �1=2�si �2k+1 = 2k + 14k + 3 ; k 2 IN , onvergent u limita l2 = 1=2:Da�a am presupune �a �sirul (�n)n2IN ar � onvergent, atuni orie sub�sir al s�au ar �onvergent u aeea�si limit�a, limita �sirului, adi�a l1 = l2. Deoaree l1 = �1=2 6= 1=2 == l2, deduem �a �sirul (�n)n2IN nu are limit�a.3. S�a se arate �a:a) �sirul en = �1 + 1n�n ; n � 1 este strit res�ator �si m�arginit;b) �sirul yn = �1 + 1n�n+1 ; n � 1 este strit desres�ator �si m�arginit;) �1 + 1n�n < e < �1 + 1n�n+1 ; 8n � 1; unde e = limn!1en = limn!1yn:Rezolvare. Vom demonstra �a:(1) en < en+1 � yn+1 < yn ; 8n � 1:Avem:en+1en = (n+ 2)n+1(n+ 1)n+1 � nn(n+ 1)n = n+ 2n+ 1 � �n(n+ 2)(n+ 1)2 �n = n+ 2n+ 1 � �1� 1(n + 1)2 �n >> n+ 2n+ 1 � �1� n(n + 1)2� = (n+ 2)(n2 + n+ 1)(n+ 1)3 = (n+ 1)3 + 1(n + 1)3 > 1; 8n � 1;



S�iruri de numere reale 33(am utilizat mai sus inegalitatea lui Bernoulli, Problema 18, Capitolul 1).Dei en < en+1; 8n � 1, adi�a �sirul (en)n�1 este strit res�ator. Apoi:ynyn+1 = n + 1n + 2 � (n + 1)n+1nn+1 � (n + 1)n+1(n + 2)n+1 = n+ 1n+ 2 � � (n+ 1)2n(n+ 2)�n+1 == n+ 1n+ 2 � �1 + 1n(n + 2)�n+1 > n+ 1n+ 2 � �1+ (n+1) � 1n(n + 2)� = n + 1n + 2 � n2 + 3n+ 1n(n+ 2) == n(n + 2)2 + 1n(n+ 2)2 > 1 ; 8n � 1:Dei yn > yn+1; 8n � 1, adi�a �sirul (yn)n�1 este strit desres�ator. Deoaree ine-galit�at�ile en � yn; 8n � 1 sunt evidente, rezult�a �sirul de inegalit�at�i (1). Din aesteinegalit�at�i deduem �a �sirurile (en)n�1 �si (yn)n�1 sunt m�arginite:e1 < en < y1; 8n � 1 �si e1 < yn < y1; 8n � 1;dei onform teoremei lui Weierstrass exist�a limn!1en �si limn!1yn.În ontinuare, din inegalit�at�ile:0 < yn � en = �1 + 1n�n+1 � �1 + 1n�n = �1 + 1n�n � 1n == 1n � en � ynn < y1n ! 0; pentru n!1;deduem �a limn!1en = limn!1yn. Aeast�a limit�a omun�a este notat�a u e dup�a init�ialamatematiianului �si �ziianului elvet�ian Leonhard Euler (1707-1783) �si are valoareaaproximativ�a e = 2; 718281828459 : : :.Considerând aum inegalit�at�ile:en < en+m � yn+m < yn ; 8n;m 2 IN�;prin treere la limit�a pentru m!1, obt�inem:en < e < yn ; 8n � 1:4. S�a se demonstreze �a:limn!1 �1 + 11! + 12! + � � �+ 1n!� = e:Rezolvare. Not�am u an = 1 + 11! + 12! + � � �+ 1n! ; n � 1: Folosind inegalitateak! � 2k�1; 8 k � 1, are se demonstreaz�a prin indut�ie matemati�a, deduem:0 < an � 1 + 120 + 121 + � � �+ 12n�1 = 1 + 2�1� 12n� < 3; 8n � 1:



34 Capitolul 2Rezult�a astfel �a �sirul (an)n�1 este m�arginit. Evident aest �sir este strit res�ator,dei onform teoremei lui Weiestrass rezult�a �a �sirul (an)n�1 este un �sir onvergent,dei 9 limn!1an not= a:Vom demonstra �̂n ontinuare �a a = e. Conform Problemei 3, a) avem:en = �1 + 1n�n = 1 + n1! � 1n + n(n� 1)2! � 1n2 + n(n� 1)(n� 2)3! � 1n3 + � � �++n(n� 1) � � � (n� k + 1)k! � 1nk + � � �+ n(n� 1) � � �3 � 2 � 1n! � 1nn = 1+ 11! + 12! �1� 1n�++ 13! �1� 1n��1� 2n� + � � �+ 1k! �1� 1n��1� 2n� � � � 1� k � 1n !++ � � �+ 1n! �1� 1n��1� 2n� � � ��1� n� 1n � ;de unde rezult�a �a: en � 1 + 11! + 12! + � � �+ 1n! = an ; 8n � 1:Dei, la limit�a pentru n!1, obt�inem �a e � a. Apoi:en > 1 + 11! + 12! �1� 1n� + 13! �1� 1n��1� 2n� + � � �++ 1k! �1� 1n��1� 2n� � � � 1� k � 1n ! ; 8 k < n:Pentru k �xat, prin treere la limit�a pentru n!1 �̂n inegalitatea de mai sus, obt�inem:e � ak ; 8 k � 2: Pentru k !1, deduem �a e � a. Cele dou�a inegalit�at�i obt�inute neondu la onluzia �a e = a, dei limn!1an = e.5. Folosind Problema 3, inegalit�at�ile ), s�a se arate �a �sirul:bn = 1 + 12 + 13 + � � �+ 1n � lnn ; n � 1este strit desres�ator �si m�arginit.Rezolvare. Prin logaritmarea inegalit�at�ilor ) de la Problema 3 obt�inem:n [ln (n+ 1)� lnn℄ < 1 < (n+ 1) [ln (n + 1)� lnn℄ ; 8n � 1de unde rezult�a:(2) 1n+ 1 < ln (n + 1)� lnn < 1n ; 8n � 1:Sriem inegalit�at�ile de mai sus pentru n := 1; 2; : : : ; n �si le adun�am. Obt�inem:12 + 13 + � � �+ 1n+ 1 < ln (n+ 1) < 1 + 12 + � � �+ 1n ; 8n � 1:



S�iruri de numere reale 35Dei: lnn < ln (n + 1) < 1 + 12 + � � �+ 1n ; 8n � 1;de unde rezult�a �a bn = 1 + 1=2 + 1=3 + � � �+ 1=n� lnn > 0 ; 8n � 1:Pe de alt�a parte, din inegalitatea (2)1 avem �a:bn+1 � bn = 1n + 1 � ln (n+ 1) + lnn < 0 ; 8n � 1;adi�a �sirul (bn)n�1 este strit desres�ator. Fiind �si m�arginit 0 < bn < b1; 8n � 1,din teorema lui Weierstrass rezult�a �a 9 limn!1bn not= , numit�a onstanta lui Euler, uvaloarea aproximativ�a  = 0; 577215 : : : :6. S�a se demonstreze �a:a) limn!1 � 1n+ 1 + 1n+ 2 + � � �+ 1kn� = ln k ; 8 k 2 IN; k � 2;b) limn!1�1� 12 + 13 � 14 + � � �+ 12n� 1 � 12n� = ln 2 :Rezolvare. a) Avem:limn!1� 1n + 1 + 1n + 2 + � � �+ 1kn� = limn!1 ��1 + 12 + 13 + � � �+ 1kn � ln (kn)��� �1 + 12 + 13 + � � �+ 1n � lnn� + lnk� = limn!1 (bnk � bn + ln k) ==  �  + ln k = ln k ;unde bn = 1 + 1=2 + 1=3 + � � �+ 1=n� lnn; n � 1:b) Conform identit�at�ii lui Catalan (se demonstreaz�a prin indut�ie matemati�a)avem: 1� 12 + 13 � 14 + � � �+ 12n� 1 � 12n = 1n + 1 + 1n+ 2 + � � �+ 12n; 8n � 1:Rezult�a astfel �a:limn!1 �1� 12 + 13 � 14 + � � �+ 12n� 1 � 12n� = limn!1 � 1n+ 1 + 1n+ 2 + � � �+ 12n� = ln 2;onform puntului a).7. S�a se arate �a:a) limn!1 npn = 1; b) limn!1n � ( npa� 1) = ln a; 8 a > 0;) limn!1n � ( npn� 1) =1; d) limn!1n� � ( npn� 1) = 8<: 0; da�a � < 1;1; da�a � � 1:Rezolvare. a) Not�am u xn = npn �si yn = npn � 1. Evident yn > 0; 8n � 1:Rezult�a: 1 + yn = npn () (1 + yn)n = n () 1 + C1nyn + C2ny2n + � � � = n ;de unde obt�inem:n � C2ny2n ; 8n � 2 sau y2n � 2nn(n� 1) = 2n� 1 :



36 Capitolul 2Treând la limit�a �̂n ultima inegalitate obt�inut�a, deduem �a limn!1yn=0, dei limn!1xn=1:b) Pentru a = 1 avem xn = n � ( npa� 1) = 0 ; 8n � 1, dei evident limita sa esteln 1 = 0. Pentru a > 1 s�a not�am u yn = npa � 1 (> 0; 8n � 1), dei 1 + yn = npa:Prin logaritmarea ultimei relat�ii, obt�inem:ln (1 + yn) = 1n ln a sau n = ln aln (1 + yn) :Atuni: limn!1xn = limn!1 ln aln (1 + yn) � yn = ln a ;deoaree limn!1yn = 0 (a1=n ! 1; pentru n!1; 8 a > 0), iar limn!1 ln (1 + yn)yn = 1:Da�a a < 1 atuni notând u b = 1a > 1 avem: limn!1n( npa� 1)= limn!1n� 1npb � 1�== limn!1n(1� npb)npb = limn!1n( npb� 1)� npb = � ln b = ln 1b = ln a:) Not�am u yn = npn� 1 �si folosind aeea�si idee a la puntul b) avem:lnn = n ln (1 + yn) �si limn!1n( npn� 1) = limn!1 ynln (1 + yn) � lnn =1;(yn ! 0; pentru n!1, onform puntului a)).d) Pentru � � 1 avem:limn!1n� � ( npn� 1) = limn!1n��1 � n( npn� 1) =1;onform puntului ). Pentru � < 1, u notat�iile de la puntul ) avem:limn!1n� � ( npn� 1) = limn!1n��1 � ynln (1 + yn) lnn = limn!1 lnnn1�� = 0(vezi Problema 8).Limitele de mai sus se pot alula folosind limitele orespunz�atoare de funt�iiombinate u regula lui l'Hôspital (vezi Capitolul 5). De exemplu:limn!1 npn = e limn!1 lnnn �si deoaree 9 limx!1 lnxx = limx!11=x1 = 0) 9 limn!1 lnnn = 0;dei limn!1 npn = e0 = 1:8. S�a se arate �a:lnn � n� � an � n! � nn 8� > 0; 8 a > 1 ;unde prin an � bn am notat limn!1anbn = 0:Rezolvare. a) Pentru limn!1 lnnn� folosim limita de funt�ii:limx!1 lnxx� = limx!1 1=x�x��1 = limx!1 1�x� = 0�si araterizarea limitei unei funt�ii u ajutorul �sirurilor: 8 xn ! 1; limn!1 lnxnx�n = 0:Luând xn = n obt�inem limn!1 lnnn� = 0:



S�iruri de numere reale 37b) Pentru � > 0 9n0 2 IN a.̂�. n0 � � < n0 + 1, onform lemei lui Arhimede.Considerând limx!1x�ax �si apliând regula lui l'Hôspital de (n0 + 1) ori, obt�inem:limx!1x�ax = limn!1�(�� 1) � � � (�� n0)x��n0�1(ln a)n0+1 � ax = 0;de unde rezult�a �a limn!1n�an = 0:) Not�am u an = ann! : Avem:an+1an = an+ 1 < 1; 8n � [a� 1℄ + 1:Deduem astfel �a �̂nepând u rangul n0 = [a�1℄+1 �sirul (an)n2IN este strit desres-�ator. Deoaree an > 0; 8n 2 IN , onform teoremei lui Weierstrass rezult�a �a �sirul(an)n2IN este onvergent, dei 9 limn!1an not= l. Treând la limit�a �̂n relat�ia de reurent��aan+1 = an+ 1an, obt�inem l = 0; dei limn!1ann! = 0:d) S�irul an = n!nn ; n � 1 este strit desres�ator, deoaree:an+1an = � nn + 1�n = �1� 1n + 1�n < 1; 8n � 1:Fiind un �sir u termeni pozitivi rezult�a �a �sirul (an)n�1 este onvergent, dei 9 limn!1an not== l: Treând la limit�a �̂n relat�ia de reurent��a:an+1 = an � 1�1 + 1n�n ,obt�inem el = l, de unde rezult�a �a l = 0, dei limn!1 n!nn = 0:9. S�a se aluleze limitele urm�atoarelor �siruri de�nite prin relat�ii de reurent��a,determinându-se termenul general al �sirurilor:a) xn = xn�1q1 + x2n�1 ; n � 1; x0 2 IR �xat;b) xn = paxn�1; n � 1; x0 = 1; a > 0 �xat;) xn+1 = xn + xn�1; n � 2; x1 = x2 = 1 (�sirul lui Fibonai) .Rezolvare. a) Avem:x1 = x0q1 + x20 ; x2 = x1q1 + x21 = x0p1+x20r1 + x201+x20 = x0q1 + 2x20 :Vom demonstra prin indut�ie matemati�a �a:P (n) : xn = x0q1 + nx20 ; n � 1:Etapa �̂ntâi �ind veri�at�a (pentru n = 1), veri��am etapa a 2-a: P (n) =) P (n+ 1):Presupunem �a P (n) este adev�arat�a �si demonstr�am P (n+ 1); avem:



38 Capitolul 2xn+1 = xnq1 + x2n = x0p1+nx20r1 + x201+nx20 = x0q1 + (n+ 1)x20 :Deduem astfel �a xn = x0q1 + nx20 ; 8n � 1. Treând la limit�a �̂n relat�ia de mai sus,obt�inem �a limn!1xn = 0.b) Avem: x1 = pax0 = pa; x2 = pax1 = qa � pa = a3=2: Folosind indut�iamatemati�a rezult�a �a:xn = a1�1=2n ; n 2 IN:La limit�a pentru n!1, obt�inem �a limn!1xn = a:) S�a onsider�am x0 = 0 �si euat�ia de gradul al doilea �̂n t (euat�ia arateristi�a):t2� t�1 = 0 u r�ad�ainile t1;2 = 1�p52 : Relat�ia de reurent��a pentru �sirul xn se poatesrie astfel: xn+1 = (t1 + t2)xn � t1t2xn�1;de unde rezult�a:xn+1� t1xn = t2(xn� t1xn�1) = t22(xn�1� t1xn�2) = � � � = tn2 (x1� tx0) = tn2x1 = tn2 :În mod asem�an�ator rezult�a relat�ia:xn+1 � t2xn = tn1 :Relat�iile de mai sus se demonstreaz�a prin indut�ie matemati�a. Astfel obt�inem:(t2 � t1)xn = tn2 � tn1 ;de unde rezult�a:xn = tn2 � tn1t2 � t1 sau xn = 1p5 "�1 +p52 �n � �1�p52 �n# ; n 2 IN:Atuni limn!1xn =1:10. S�a se aluleze limitele urm�atoarelor �siruri:a) xn = an(1 + a)(1 + a2) � � � (1 + an) ; n � 1; a 2 IR�+;b) xn = 1pp1 + np + 1pp2 + np + � � �+ 1ppn + np ; n � 1; p 2 IN�;) xn = �1 + 1pn2 + 1��1 + 1pn2 + 2� � � ��1 + 1pn2 + n� ; n � 1;d) xn = �1 + 1n2��1 + 2n2� � � ��1 + nn2� ; n � 1;e) xn = 11 + 22 + � � �+ nn(n!)2 ; n � 1:Rezolvare. a) Da�a a 2 (0; 1) avem: 0 < xn < an; 8n � 1 �si deoaree limn!1an = 0rezult�a �a limn!1xn = 0. Da�a a = 1 atuni xn = 12n ; dei limn!1xn = 0: Da�a a 2 (1;1)



S�iruri de numere reale 39avem: 0 < xn < ana � a2 � � �an = a�n(n�1)=2 ! 0; pentru n!1;dei limn!1xn = 0: Deduem astfel �a pentru 8 a 2 IR�+, limn!1xn = 0:b) Pentru p � 2 avem:1 nppn+ np � xn � npp1 + np ! 1; pentru n!1:Rezult�a �a limn!1xn = 1:Pentru p = 1:xn = 1n + 1 + 1n+ 2 + � � �+ 12n ! ln 2; pentru n!1;onform Problemei 6 a).) S�a onsider�am �sirul an = lnxn, adi�a:an = ln�1 + 1pn2 + 1�+ ln�1 + 1pn2 + 2�+ � � �+ ln�1 + 1pn2 + n� ; n � 1:Avem:(3) n ln 1 + 1pn2 + n! � an � n ln 1 + 1pn2 + 1!; n � 1:S�irul:bn = n ln�1 + 1pn2 + n� = ln "�1 + 1pn2 + n�pn2+n# npn2 + nonverge la ln e = 1, pentru n!1, iar �sirul:n = n ln�1 + 1pn2 + 1� = ln "�1 + 1pn2 + 1�pn2+1# npn2 + 1onverge la ln e = 1; pentru n!1:Conform riteriului le�stelui, din (3) deduem �a limn!1an = 1, iar limn!1xn = limn!1ean = e:d) Consider�am din nou �sirul an = lnxn:an = ln�1 + 1n2�+ ln�1 + 2n2�+ � � �+ ln�1 + nn2� == 1n2 ln�1 + 1n2�n2 + 2n2 ln�1 + 2n2�n2=2 + � � �+ nn2 ln�1 + nn2�n2=n :Înadr�am �sirul (an)n�1 �̂ntre urm�atoarele �siruri:� 1n2 + 2n2 + � � �+ nn2� ln�1 + nn2�n2=n| {z }bn � an � � 1n2 + 2n2 + � � �+ nn2� ln�1 + 1n2�n2| {z }n :S�irul bn = n(n+ 1)2n2 ln �1 + 1n�n = n+ 12n ln �1 + 1n�n onverge la 12, pentru n ! 1,iar �sirul n = n(n+ 1)2n2 ln�1 + 1n2�n2 = n + 12n ln�1 + 1n2�n2 onverge tot la 12, pentrun!1. Deduem astfel �a limn!1an = 12, iar limn!1xn = limn!1ean = e1=2:



40 Capitolul 2e) Avem:(4) 0 < xn � n � nn(n!)2 ; n � 1:S�irul yn = nn+1(n!)2 este strit desres�ator, deoaree:yn+1yn = (n+ 1)n+2[(n + 1)!℄2 � (n!)2nn+1 = 1n�1 + 1n�n < 3n � 1; n � 3:Fiind �si un �sir m�arginit, din teorema lui Weierstrass, deduem �a �sirul (yn)n�1 esteonvergent, dei 9 limn!1yn = l: Treând la limit�a �̂n relat�ia de reurent��a:yn+1 = 1n�1 + 1n�nynobt�inem l = 0, dei limn!1yn = 0: Din inegalit�at�ile (4) �si riteriul le�stelui deduem �alimn!1xn = 0.11. S�a se aluleze limitele urm�atoarelor �siruri de�nite prin relat�iile de reurent��a:a) xn = 1 + sin (xn�1 � 1) ; n � 1; x0 = 0;b) xn+1 = 13(a+ xn + x2n�1) ; n � 2; x1 = x2 = 0; 0 � a � 1;) xn = 12 �xn�1 + �xn�1� ; n � 2; � > 0; x1 > 0 (�sirul lui Heron).Rezolvare. a) Not�am u yn = xn � 1; y0 = x0 � 1 = �1: Relat�ia de reurent��apentru �sirul (yn)n2IN este yn = sin yn�1: Deoaree y0 = �1 < 0 rezult�a �a yn 2 [�1; 0);8n�1: Folosind inegalitatea j sinxj�jxj, dei sinx�x, pentru x � 0 obt�inem �a yn �� yn�1; 8n � 1, adi�a �sirul (yn)n2IN este un �sir res�ator, majorat de 0. Conform teo-remei lui Weierstrass rezult�a �a 9 limn!1yn not= l: Treând la limit�a �̂n relat�ia de reurent��a,obt�inem l = sin l, de unde rezult�a �a l = 0, dei limn!1xn = limn!1(yn + 1) = 1:b) Se arat�a, folosind indut�ia matemati�a �a xn � 0; 8n � 1: Vom demonstra�̂n ontinuare, folosind a doua variant�a a prinipiului indut�iei matematie, �a �sirul(xn)n2IN este monoton res�ator, adi�a P (n) : xn � xn+1; n � 1: Pentru n = 1a�rmat�ia de mai sus este adev�arat�a. Presupunem �a P (k) este adev�arat�a, 8 k = 1; n �sio vom demonstra pe P (n+ 1). Avem:xn+1 = 13(a+ xn + x2n�1) � 13(a+ xn+1 + x2n) = xn+2 ;(am utilizat aii xn � xn+1 �si xn�1 � xn). Rezult�a �a P (n+1) este adev�arat�a, dei on-form indut�iei matematie, deduem �a P (n) este adev�arat�a, 8n � 1. Folosind aeea�sivariant�a a indut�iei matematie se arat�a �a xn < 1; 8n � 1 (x1 = 0 < 1 �si xn+1 =



S�iruri de numere reale 41= 13(a + xn + x2n�1) < a+ 23 � 1� : Conform teoremei lui Weierstrass, rezult�a �a exist�alimn!1xn not= l 2 [0; 1℄: Din relat�ia de reurent��a, deduem �a:l = 13(a + l + l2); dei l = 1�p1� a :) Observ�am mai �̂ntâi �a xn > 0; 8n � 1 �si �a xn = 12 �xn�1 + �xn�1� �� p�; 8n � 2. Apoi:xn � xn�1 = 12 �xn�1 + �xn�1�� xn�1 = �� x2n�12xn�1 � 0; 8n � 2 ;dei �sirul (xn)n�1 este monoton desres�ator, m�arginit inferior de p�. Conform teore-mei lui Weierstrass deduem �a 9 limn!1xn not= l � p�: Din relat�ia de reurent��a rezult�a�a l = 12 �l + �l � sau l = p�, dei limn!1xn = p�:Se poate determina �si o formul�a pentru termenul general al �sirului (xn)n�1, al-ulând: xn �p�xn +p� =  xn�1 �p�xn�1 +p�!2 = � � � = �x1 �p�x1 +p��2n�1 ;de unde rezult�a:xn = p��x1 +p��2n�1 + �x1 �p��2n�1�x1 +p��2n�1 � �x1 �p��2n�1 ; 8n � 1:Dei limn!1xn = p�:12. Teorema lui T�oplitz. (I) Fie (anm)n;m�1 o matrie triunghiular�a in�nit�a denumere reale: 0BBBBBBBBBBBBB�
a11a21 a22a31 a32 a33...an1 an2 an3 � � � ann...

1CCCCCCCCCCCCCAare satisfae urm�atoarele ondit�ii:a) anm ! 0 pentru n!1 (m �xat);b) jan1j+ jan2j+ � � �+ jannj � K; (K = onst:); 8n � 1:Atuni, da�a �sirul (xn)n�1 � IR; xn ! 0 pentru n!1 atuni �si �sirul (yn)n�1 � IR:yn = an1x1 + an2x2 + � � �+ annxn; n � 1tinde la 0, pentru n!1.(II) Da�a �̂n plus oe�ient�ii (anm)n;m�1 satisfa �si ondit�ia:



42 Capitolul 2) An = an1 + an2 + � � �+ ann ! 1; pentru n!1atuni, de �̂ndat�a e �sirul (xn)n�1 � IR; xn ! a; pentru n !1 (a 2 IR) rezult�a �a �si�sirul (yn)n�1 � IR; yn ! a; pentru n!1.Da�a anm 2 IR+; n;m � 1, rezultatul de mai sus r�amâne valabil, �̂n ipotezele a)�si ) �si pentru a = �1.Rezolvare. (I) Din ipoteza xn ! 0; pentru n!1 avem:8 " > 0 9n0(") a.̂�. 8n � n0(") : jxnj < "=2K ( alegem n0(") > 1):Pentru un " > 0 arbitrar, momentan �xat, din ipoteza a) obt�inem:9n0m(") a.̂�. janmj < 8><>: "2 � jxmj � (n0 � 1) ; da�a jxmj 6= 0;"; da�a jxmj = 0; 8n � n0m("):Considerând en0(") = max fn0("); n0m("); m = 1; 2; : : : ; n0(")g avem:jynj � jan1j � jx1j+ jan2j � jx2j+ � � �+ jannj � jxnj = (jan1j � jx1j+ � � �++jann0�1j � jxn0�1j) + (jann0j � jxn0j+ � � �+ jannj � jxnj) < "2(n0 � 1)(n0 � 1)++ "2K �K = "2 + "2 = ";pentru 8n � en0(") (am folosit mai sus ipoteza b): jann0j � jxn0 j+ � � �+ jannj � jxnj �� "2K (jann0 j+ � � �+ jannj) � "2K �K = "2 ) : Rezult�a astfel �a limn!1yn = 0:(II) Pentru a 2 IR avem:yn = an1(x1 � a) + � � �+ ann(xn � a) + An � a:Deoaree xn � a! 0; pentru n!1, onform primei p�art�i a problemei (I) rezult�a �a�sirul: an1(x1 � a) + � � �+ ann(xn � a)! 0; pentru n!1:Din ipoteza ) rezult�a �a limn!1An � a = a, de unde deduem �a limn!1yn = a:Da�a anm 2 IR+, iar a = 1, s�a onsider�am un " > 0 arbitrar, momentan �xat.Deoaree xn ! 1, pentru n ! 1 rezult�a �a 9n0(") a.̂�. 8n � n0(") : xn > 3": Dinipotezele a) �si ) obt�inem:9n1(") a.̂�. jan1x1 + an2x2 + � � �+ ann0�1xn0�1j < "; 8n � n1(");9n2(") a.̂�. (an1 + an2 + � � �+ ann0�1) < 1=6; 8n � n2(");9n3(") a.̂�. jan1 + an2 + � � �+ ann � 1j < 1=6; 8n � n3("):Pentru n � en(") = max fn0("); n1("); n2("); n3(")g avem:yn = an1x1 + an2x2 + � � �+ annxn = (an1x1 + � � �ann0�1xn0�1) + (ann0xn0 + � � �++annxn) > �"+ 3" (ann0 + � � �+ ann) = �" + 3" [(an1 + � � �+ ann)�� (an1 + � � �ann0�1)℄ > �" + 3" (5=6� 1=6) = ";



S�iruri de numere reale 43dei limn!1yn =1:Cazul a = �1 se trateaz�a asem�an�ator azului a =1.Conseint�e ale teoremei lui T�oplitz.1) Pentru an1 = an2 = � � � = ann = 1=n ondit�iile a)-) sunt �̂ndeplinite. Dei da�a(xn)n�1 � IR; xn ! a 2 IR, pentru n!1, atuni �si �sirul yn = x1 + x2 + � � �+ xnn !! a; pentru n!1, (�sirul mediilor aritmetie).2) Da�a (xn)n�1 � IR�; xn ! a 2 IR, pentru n !1, atuni apliând Conseint�a1) pentru �sirul � 1xn�n�1; 1xn ! 1a; pentru n!1, obt�inem �a �sirul eyn = 1x1+ 1x2+���+ 1xnn! 1a; pentru n!1, dei �sirul zn = n nXk=1 1xk!�1 ! a; pentru n!1; (�sirul mediilorarmonie).3) Da�a (xn)n�1 � IR�+; xn ! a 2 IR; pentru n ! 1, din inegalitatea mediilor(Problema 19, Capitolul 1):x1 + x2 + � � �+ xnn � npx1x2 � � �xn � n1x1 + 1x2 + � � � 1xn ;prin treere la limit�a, rezult�a �a �sirul wn = nvuut nYk=1xk ! a; pentru n!1 (�sirul mediilorgeometrie).4) Da�a pentru �sirul (xn)n�1 � IR�+ exist�a limn!1xn+1xn = l 2 IR atuni exist�a �silimn!1 npxn = l. Într-adev�ar, apliând Conseint�a 3) �sirului � xnxn�1�n�1; x0 = 1, rezult�a�a �sirul: ewn = nrx1x0 � x2x1 � � � xnxn�1 = npxn ! l; pentru n!1:5) Da�a pentru �sirul (an)n�1 � IR exist�a limn!1an = a 2 IR, iar (bn)n�1 � IR+ esteun �sir u proprietatea �a limn!1 nXk=1bk =1, atuni:limn!1a1b1 + a2b2 + � � �+ anbnb1 + b2 + � � �+ bn = limn!1an = a:Apli�am teorema lui T�oplitz (II) pentru anm = bmb1 + b2 + � � �+ bn ; m = 1; n �si �sirulxn = an. Avem:limn!1anm = limn!1 bmnXk=1bk = 0 , iar an1 + an2 + � � �+ ann = 1:Rezult�a atuni �a �sirul:



44 Capitolul 2yn = an1a1 + an2a2 + � � �+ annan = a1b1 + a2b2 + � � �+ anbnb1 + b2 + � � �+ bn ! a; pentru n!1:6) Da�a (an)n�1, (bn)n�1 � IR satisfa ondit�iile:i) bn > 0; 8n � 1 �si nXk=1bk !1, pentru n!1;ii) 9 limn!1anbn = l 2 IRatuni 9 limn!1a1 + a2 + � � �+ anb1 + b2 + � � �+ bn = limn!1anbn = l:Apli�am Conseint�a 5) u �sirul (an)n�1; an := anbn ; n � 1:7) Teorema lui Stolz-Cesaro. Fie �sirurile (an)n�1; (bn)n�1 � IR are satisfaondit�iile:i) bn > 0; 8n � 1; �sirul (bn)n�1 este strit res�ator u limn!1bn =1;ii) 9 limn!1an+1 � anbn+1 � bn = l 2 IR:Atuni 9 limn!1anbn = l:Apli�am teorema lui T�oplitz (II) u anm = bm+1 � bmbn+1 ; n;m � 1; m � n: Avem�̂ndeplinite ondit�iile a) �si ): limn!1anm = 0 �sian1 + an2 + � � �+ ann = bn+1 � b1bn+1 ! 1; pentru n!1.Atuni pentru �sirul (xn)n�1; xn = an+1 � anbn+1 � bn ! l 2 IR rezult�a �a �sirul:yn = an1x1 + � � �+ annxn = b2 � b1bn+1 � a2 � a1b2 � b1 + b3 � b2bn+1 � a3 � a2b3 � b2 + � � �++bn+1 � bnbn+1 � an+1 � anbn+1 � bn = an+1bn+1 � a1bn+1 ! l; pentru n!1.Deoaree 1bn+1 ! 0, pentru n!1, deduem �a 9 limn!1anbn = l:8) Da�a pentru �sirul (xn)n2IN � IR, 9 limn!1xn = a 2 IR atuni:zn = 1 � x0 + C1nx1 + � � �+ Cnnxn2n ! a; pentru n!1:Apli�am teorema lui T�oplitz (II) u anm = Cmn2n ; n;m � 1; n � m. Avem:0 < anm = Cmn2n < nm2n ! 0; pentru n!1 �sinXm=1anm = C1n + C2n + � � �+ Cnn2n = 2n � 12n ! 1; pentru n!1:Atuni: yn = an1x1 + � � �+ annxn = nXm=1Cmn2n xm ! a; pentru n!1;dei �si zn ! a; pentru n!1, �1 � x02n ! 0; pentru n!1�.



S�iruri de numere reale 459) Da�a pentru �sirul (xn)n2IN � IR, 9 limn!1xn = a 2 IR, iar z > 0 este o on-stant�a, atuni rezult�a �a:zn = 1 � x0 + C1nzx1 + C2nz2x2 + � � �+ Cnnznxn(1 + z)n ! a; pentru n!1:Apli�am teorema lui T�oplitz (II) u anm = Cmn zm(1 + z)n ; n;m � 1; n � m: Avem:0 < anm � nmzm(1 + z)n ! 0; pentru n!1 �sinXm=1anm = (1 + z)n � 1(1 + z)n ! 1; pentru n!1:Atuni: yn = an1x1 + an2x2 + � � �+ annxn = nXm=1Cmn zmxm(1 + z)n ! a; pentru n!1;dei �si �sirul zn ! a; pentru n!1, � 1 � x0(1 + z)n ! 0; pentru n!1�.10) Fie �sirurile (xn)n�1 �si (yn)n�1 � IR u limn!1xn = limn!1yn = 0 �si proprietatea:jy1j+ jy2j+ � � �+ jynj � K; 8n � 1; K = onst:Atuni zn = x1yn + x2yn�1 + � � �+ xny1 ! 0; pentru n!1:Apli�am teorema lui T�oplitz (I) �sirului (xn)n�1, unde anm = yn�m+1:11) Fie �sirurile (xn)n�1, (yn)n�1 � IR u limn!1xn = a 2 IR �si limn!1yn = b 2 IR:Atuni: zn = x1yn + x2yn�1 + � � �+ xny1n ! ab; pentru n!1:Da�a a = 0 apli�am teorema lui T�oplitz (I) �sirului (xn)n�1, unde anm = yn�m+1n(�sirul (yn)n�1 este m�arginit). Rezult�a atuni �a pentru �sirul (xn)n�1; xn ! 0; pentrun!1, �sirul zn = x1yn + � � �+ xny1n ! 0; pentru n!1:Da�a a 6= 0 atuni xn � a! 0; pentru n!1 �si onform elor de mai sus rezult�a�a: wn = (x1 � a)yn + (x2 � a)yn�1 + � � �+ (xn � a)y1n ! 0; pentru n!1:Deoaree y1 + � � �+ ynn ! b, pentru n!1 (onseint�a 1)), deduem �a:zn = (x1 � a)yn + (x2 � a)yn�1 + � � �+ (xn � a)y1n +a(yn + yn�1 + � � �+ y1)n ! ab,pentru n!1:13. S�a se formuleze reiproele teoremei lui Stolz-Cesaro. Sunt adev�arate saufalse? În aest sens s�a se analizeze urm�atoarele exemple:a) an = (�1)n; bn = n; n � 1;b) an = bn = (�1)n; n � 1:Rezolvare. O reipro�a a teoremei lui Stolz-Cesaro este urm�atoarea:



46 Capitolul 21) Fie (bn)n�1 un �sir de numere reale strit res�ator u limita+1:Da�a 9 limn!1anbn == l 2 IR atuni 9 limn!1an+1 � anbn+1 � bn = l 2 IR:Aest rezultat este fals, dup�a um ne arat�a exemplul a). Într-adev�ar, (bn)n�1; bn = neste un �sir de numere reale strit res�ator u limita1 �si 9 limn!1anbn = limn!1(�1)nn = 0:Dar: limn!1an+1 � anbn+1 � bn = limn!1(�1)n+1 � (�1)nn+ 1� n = limn!1(�1)n � (�2) = 2 limn!1(�1)n+1nu exist�a.O alt�a reipro�a a teoremei lui Stolz-Cesaro este:2) Fie (an)n�1; (bn)n�1 dou�a �siruri de numere reale. Presupunem �a:9 limn!1anbn = l 2 IR �si 9 limn!1an+1 � anbn+1 � bn = l:Atuni �sirul (bn)n�1 este un �sir strit res�ator u limita1.S�i aest rezultat este fals, dup�a um ne arat�a exemplul b). Într-adev�ar 9 limn!1anbn == limn!1(�1)n(�1)n = 1 2 IR �si (9) limn!1an+1 � anbn+1 � bn = limn!1(�1)n+1 � (�1)n(�1)n+1 � (�1)n = 1, dar �sirul(bn)n�1 nu este strit res�ator u limita1 ( 6 9 limn!1bn).14. S�a se aluleze limitele urm�atoarelor �siruri:a) xn = 1p + 2p + � � �+ npnp+1 ; n � 1; p 2 IN ;b) xn = 1n h�a+ 1n�p + �a + 2n�p + � � �+ �a+ n +mn �pi ; n � 1; a 2 IR,m 2 IN; p 2 IN ;) xn = ns33n � (n!)3(3n)! ; n � 1:Rezolvare. a) Da�a p � 1, not�am u an = 1p + 2p + � � �+ np �si bn = np+1. S�irul(bn)n�1 este un �sir strit res�ator (bn > 0; 8n � 1) u limita +1, iar:an+1 � anbn+1 � bn = (n + 1)p(n + 1)p+1 � np+1 = (n+ 1)pC1p+1np + � � � ! 1p+ 1 ; pentru n!1:Conform teoremei lui Stolz-Cesaro, deduem �a 9 limn!1anbn = limn!1xn = 1p+ 1.Da�a p = 0, xn = nn = 1! 1; pentru n!1:b) Da�a p � 1 avem:



S�iruri de numere reale 47xn = 1n �ap + C1pap�1 � 1n + C2pap�2 � 1n2 + � � �+ Cppa0 � 1np++ap + C1pap�1 � 2n + C2pap�2 � 22n2 + � � �+ Cppa0 � 2pnp+...+ap + C1pap�1 � n+mn + C2pap�2 � (n+m)2n2 + � � �+ Cpp � (n+m)pnp # == n+mn ap +C1pap�1 � 1 + 2 + � � �+ (n +m)n2 + C2pap�2 � 12 + 22 + � � � (n+m)2n3 + � � �++Cpp � 1p + 2p + � � � (n+m)pnp+1 = n+mn ap + C1pap�1 � (n+m)2n2 � 1 + 2 + � � � (n+m)(n+m)2 ++C2pap�2 � (n+m)3n3 � 12+22+� � �+(n+m)2(n+m)3 +� � �+Cpp (n+m)p+1np+1 � 1p+2p+� � �+(n+m)p(n +m)p+1 :Conform puntului a) deduem �a:limn!1xn = ap + C1pap�112 + C2pap�213 + � � �+ Cpp 1p+ 1 :Da�a p = 0 atuni xn = n +mn ! 1, pentru n!1.) Not�am u an = 33n � (n!)3(3n)! ; n � 1: Deoaree:limn!1an+1an = limn!133n+3 � [(n+ 1)!℄3(3n+ 3)! � (3n)!33n(n!)3 = limn!1 33 � (n+ 1)3(3n+ 1)(3n+ 2)(3n+ 3) = 1;onform Problemei 12, Conseint�a 4) rezult�a �a 9 limn!1 npan = limn!1xn = 1:15. Fie date numerele reale a0; b0 u a0 > b0 > 0: Termenii �sirurilor (an)n2IN �si(bn)n2IN � IR se dau u ajutorul relat�iilor:a0; a1 = a0 + b02 ; a2 = a1 + b12 ; � � � ; an = an�1 + bn�12 ; � � � ;b0; b1 = pa0b0; b2 = pa1b1; � � � ; bn = pan�1bn�1; � � � :S�a se arate �a �sirurile (an)n2IN �si (bn)n2IN sunt onvergente �si tind �atre aeea�silimit�a.Rezolvare. Folosind inegalitatea mediilor deduem �a bn � an; 8n 2 IN�: Evi-dent an; bn > 0; 8n 2 IN . Demonstr�am �̂n ontinuare �a �sirul (an)n2IN este monotondesres�ator, iar �sirul (bn)n2IN este monoton res�ator. Într-adev�ar:an+1 = an + bn2 � an; 8n 2 IN �si bn+1 = panbn � bn; 8n 2 IN:Din urm�atorul �sir de inegalit�at�i:b0 � b1 � b2 � � � � � bn�1 � bn � an � an�1 � � � � � a2 � a1 � a0;folosind teorema lui Weierstrass rezult�a �a �sirurile (an)n2IN , (bn)n2IN sunt onvergente,dei 9 limn!1an = a �si 9 limn!1bn = b:



48 Capitolul 2Treând la limit�a �̂n relat�ia de reurent��a an = an�1 + bn�12 obt�inem a = a+ b2 ; deunde rezult�a �a a = b.16. Fie �sirurile (an)n2IN ; (bn)n2IN ; (n)n2IN � IR de�nite astfel:an = 12(bn�1 + n�1); bn = 12(n�1 + an�1); n = 12(an�1 + bn�1); 8n � 1;u a0; b0; 0 2 IR. S�a se arate �a ele trei �siruri sunt onvergente �si au aeea�si limit�al = 13(a0 + b0 + 0):Rezolvare. Din de�nit�ia �sirurilor deduem:an + bn + n = an�1 + bn�1 + n�1 = � � � = a0 + b0 + 0 not= �:Din relat�ia bn�1 + n�1 = �� an�1 �si de�nit�ia termenului general an rezult�a �a an == 12(�� an�1); 8n � 1: Dei:an = 12 ��� 12(�� an�2)� = �2 � �22 + 122an�2 = � � � = �2 � �22 + � � �+(�1)n�1 �2n++(�1)n2n a0 = �2 � 1� ��12�n1� ��12� + (�1)n2n a0 = �3 �1 + (�1)n+1 12n�+ (�1)n2n a0:Obt�inem:an = �3 �1 + (�1)n+1 12n�+ (�1)n2n a0; 8n 2 IN:Rezult�a �a limn!1an = �3 . Analog se arat�a �a limn!1bn = limn!1n = �3 = a0 + b0 + 03 :17. Fie (an)n�1; (bn)n�1 � IR dou�a �siruri de�nite astfel:an+1 = an �1 + 12n� ; bn+1 = bn �1 + 1n� ; n � 1;u a1; b1 2 IR�+ �xat�i. S�a se arate �a:limn!1a1 + a2 + � � �+ anb1 + b2 + � � �+ bn = 0 :Rezolvare. Vom aplia Conseint�a 6) a teoremei lui T�oplitz (Problema 12).Veri��am mai �̂ntâi ondit�iile respetive, adi�a:i) bn > 0; 8n � 1 �si nXk=1bk !1; pentru n!1;ii) 9 limn!1anbn = l 2 IR:Din relat�ia de reurent��a pentru �sirul (bn)n�1 avem:bn+1 = bn �1 + 1n� = (1 + 1) �1 + 12� � � � �1 + 1n� b1 = (n+ 1)b1;de unde rezult�a �a:b1 + b2 + � � �+ bn = b1n(n+ 1)2 !1; pentru n!1; (b1 > 0):Apoi, pentru �sirul (an)n�1 deduem:an+1 = an �1 + 12n� = �1 + 11 � 2� �1 + 12 � 2� � � � �1 + 12 � n� a1 = 3 � 5 � � � (2n+ 1)2 � 4 � � � (2n) a1:



S�iruri de numere reale 49În ontinuare avem:an+1bn+1 = 1n+ 1 � 3 � 5 � � � (2n+ 1)2 � 4 � � � (2n) � a1b1 = 3 � 5 � � � (2n+ 1)4 � 6 � � � (2n+ 2) � a1b1 ; 8n � 1:Folosind inegalitatea:3 � 5 � � � (2n+ 1)4 � 6 � � � (2n+ 2) � 2p2n + 3 ; 8n � 1;(se demonstreaz�a prin indut�ie matemati�a), rezult�a pentru frat�ia an+1bn+1 alulat�a maisus �a: 0 < an+1bn+1 � 2p2n+ 3 � a1b1 ; 8n � 1:Deduem astfel �a limn!1anbn = limn!1an+1bn+1 = 0:Din Conseint�a 6) a teoremei lui T�oplitz rezult�a �a 9 limn!1a1 + a2 + � � �+ anb1 + b2 + � � �+ bn = 0:Problema de mai sus se poate rezolva folosind �si teorema lui Stolz-Cesaro, on-siderând �sirurile n = a1+a2+� � �+an; dn = b1+b2+� � �+bn = b1n(n+ 1)2 > 0; 8n � 1:S�irul (dn)n�1 este strit res�ator u limita1, iar:limn!1 n+1 � ndn+1 � dn = limn!1an+1bn+1 = limn!13 � 5 � � � (2n+ 1)4 � 6 � � � (2n+ 2) � a1b1 = 0:Rezult�a atuni �a 9 limn!1 ndn = limn!1a1 + � � �anb1 + � � � bn = 0:18. a) S�a se determine � 2 IR astfel �̂nât �sirul (xn)n2IN de�nit prin x0 = 13 ;xn+1 = �xn + 1; 8n 2 IN s�a �e onvergent.b) S�a se determine � 2 IR astfel �̂nât �sirurile (xn)n2IN �si (yn)n2IN de�nite prinx0 = y0 = 1; xn = �xn�1 + 14yn�1; yn = xn�1 + 12yn�1; 8n � 1 s�a �e onvergente.Rezolvare. a) Avem: xn+1 = �xn + 1 = �(�xn�1 + 1) + 1 = �2xn�1 + � + 1 == �3xn�2 + �2 + �+ 1 = � � � = �n+1x0 + �n + �n�1 + � � �+ �+ 1 = 13�n+1 + �n++�n�1 + � � �+ � + 1 == 8<: 13�n+1 + �n � 1�� 1 ; da�a � 6= 1;n + 1 + 13 ; da�a � = 1:Pentru a exista limn!1xn+1 2 IR trebuie s�a impunem ondit�ia j�j < 1: Dei pentru� 2 (�1; 1) �sirul este onvergent �si limn!1xn = 11� �:b) Avem: x1 = � + 14 ; y1 = 32 : Din relat�iile de reurent��a obt�inem:yn�1 = 4xn � 4�xn�1 =) yn = 4xn+1 � 4�xn =) 4xn+1 � 4�xn = xn�1++12(4xn � 4�xn�1) () 4xn+1 � 4�xn = xn�1 + 2xn � 2�xn�1 () 4xn+1 == (4�+ 2)xn + (1� 2�)xn�1 () xn+1 = �� + 12�xn � ��2 � 14�xn�1; 8n � 1:Iar:



50 Capitolul 2xn�1 = yn � 12yn�1 =) xn = yn+1 � 12yn =) yn+1 � 12yn = � �yn � 12yn�1�++14yn�1 () yn+1 = �� + 12� yn � ��2 � 14� yn�1; 8n � 1:Am obt�inut �a ele dou�a �siruri (xn)n2IN �si (yn)n2IN sunt de�nite prin aeea�si relat�iede reurent��a. Da�a � = 12 atuni xn+1 = xn; 8n � 1 ) xn = 34 ; 8n � 1, iaryn+1 = yn; (8)n � 1) yn = 32 ; 8n � 1, dei �sirurile sunt onstante, dei onvergente.Da�a � 6= 12 atuni 9C 6= 0 �si  6= 0 astfel �̂nât xn+1 � xn = C(xn � xn�1)() xn+1 = ( + C)xn � Cxn�1: Într-adev�ar, identi�ând relat�ia obt�inut�a u relat�iade reurent��a a �sirului (xn)n�1 de mai sus, rezult�a:(5) 8<:  + C = � + 12C = �2 � 14 =) 8<: C = 2�+ 12 � 2 �  2�+ 12 + 2�� 14 = 0:Euat�ia �̂n  are disriminantul � = (2�+ 1)24 �4 � 2�� 14 = 4�2 + 4� + 14 � 8�� 44 == 4�2 � 4� + 54 > 0; 8� 2 IR: Dei 9  �si C 2 IR solut�ii ale sistemului de mai sus; �̂nplus C 6= 0, deoaree  6= 2� + 12  (2� + 1)24 � (2� + 1)24 + 2�� 14 6= 0 () � 6= 12! :Din relat�ia: xn+1 � xn = C(xn � xn�1); 8n � 1, deduem:xn+1 � xn = Cn(x1 � x0); 8n 2 IN;de unde rezult�a:xn+1 = n+1x0 + (n + n�1C + � � �+ Cn�1 + Cn)(x1 � x0); 8n 2 IN:Deoaree �̂n sistemul (5)  6= C, relat�ia de mai sus ne d�a:xn+1 = n+1x0 + n+1 � Cn+1 � C (x1 � x0); 8n 2 IN:Pentru a �sirul (xn)n2IN s�a �e onvergent impunem ondit�iile jj < 1; jCj < 1 saujj < 1; C = 1 sau jCj < 1;  = 1: Pentru C = 1 sistemul (5) ne ondue la valoarea� = 12, az studiat separat. Asem�an�ator pentru  = 1 obt�inem � = 12 : Dei pentru� 6= 12 ondit�iile pentru a �sirul (xn)n2IN s�a �e onvergent sunt jj < 1 �si jCj < 1, adi�asistemul (5) trebuie s�a aib�a solut�iile �̂n modul mai mii deât 1. Euat�ia de gradul aldoilea are are solut�iile  �si C este:f(x) � x2 � x2� + 12 + 2�� 14 = 0:Impunem ondit�ia a euat�ia de mai sus s�a aib�a solut�iile jxj < 1: Obt�inem:8>>><>>>: f(�1) > 0f(1) > 0�1 < � b2a < 1 =) 8>>><>>>: 1 + 2�+ 12 + 2�� 14 > 01� 2� + 12 + 2�� 14 > 0�1 < 2� + 14 < 1:Rezult�a � 2 ��56 ; 12� :



S�iruri de numere reale 51Deoaree pentru � = 12 �sirul (xn)n�1 este onstant, rezult�a �a pentru � 2 ��56 ; 12i�sirul (xn)n2IN este onvergent. Fiind de�nit prin aeea�si relat�ie de reurent��a, rezult�a�a �sirul (yn)n2IN este �si el onvergent pentru � 2 ��56 ; 12i :O alt�a solut�ie pentru problema de mai sus este urm�atoarea: am dedus mai �̂nainterelat�iile de reurent��a pentru �sirurile (xn)n2IN �si (yn)n2IN , �si anume:xn+1 = 2� + 12 xn � 2�� 14 xn�1; n � 1; x0 = 1; x1 = � + 14�si yn+1 = 2� + 12 yn � 2�� 14 yn�1; n � 1; y0 = 1; y1 = 32 :Vom studia �̂n ontinuare doar �sirul (xn)n2IN , rezultatul r�amânând valabil �si pentru �sirul(yn)n2IN , deoaree �sirurile sunt de�nite prin aeea�si relat�ie de reurent��a. Vom �auta�siruri de forma (rn)n2IN are s�a veri�e relat�ia de reurent��a de mai sus. Introduândxn = rn �̂n aeast�a relat�ie deduem �a r este r�ad�ain�a a euat�iei r2��r�� = 0, numit�aeuat�ia arateristi�a a �sirului (xn)n2IN , unde � = 2�+ 12 ; � = 1� 2�4 : Aeast�a euat�iede gradul al doilea �̂n neunosuta r are solut�ii, deoaree � = �2+4� = 4�2 � 4�+ 54 >> 0; 8� 2 IR: Dei 9 r1; r2 2 IR astfel �̂nât r2 � �r � � = 0:Deoaree �sirurile un = rn1 �si vn = rn2 satisfa relat�ia de reurent��a a �sirului (xn)n2INrezult�a �a �sirul (C1un + C2vn)n2IN u C1; C2 onstante arbitrare veri��a aeea�si relat�iede reurent��a. Da�a not�am u a = x0 �si u b = x1 (la �sirul (xn)n2IN a = 1; b = � + 14,iar la �sirul (yn)n2IN a = 1; b = 32 ), obt�inem ondit�iile:8<: C1u0 + C2v0 = aC1u1 + C2v1 = b =) 8<: C1 + C2 = aC1r1 + C2r2 = b =) 8><>: C1 = ar2 � br2 � r1C2 = b� ar1r2 � r1 :Rezult�a atuni pentru termenul general al �sirului (xn)n2IN urm�atoarea form�a:xn = ar2 � br2 � r1 rn1 + b� ar1r2 � r1 rn2 ; 8n 2 IN:Pentru a �sirul (xn)n2IN s�a �e onvergent trebuie s�a impunem ondit�iile r1; r2 2 (�1; 1℄,adi�a u notat�iile de la prima solut�ie:8>>><>>>: f(1) � 0f(�1) > 0�1 < � b2a < 1 =) 8>>><>>>: 1� 2�+ 12 + 2�� 14 � 01 + 2� + 12 + 2�� 14 > 0�1 < 2�+ 14 < 1 ;de unde rezult�a � 2 ��56 ; 12i :19. S�a se aluleze limitele urm�atoarelor �siruri:a) an = n+1q(n+ 1)!� npn! ; n � 1; (�sirul lui Traian Lalesu);



52 Capitolul 2b) an = n ��1 + 1n+ 1�n+1 � �1 + 1n�n� ; n � 1:Rezolvare. a) S�irul xn = nnn! ; n � 1 are proprietatea �a limn!1xn+1xn = e: ConformConseint�ei 4 a teoremei lui T�oplitz (Problema 12) rezult�a �a 9 limn!1 npxn = limn!1 nnpn! == e: Atuni: limn!1 n+1q(n+ 1)!npn! = limn!1 n+1q(n+ 1)!n+ 1 � nnpn! � n+ 1n = 1�si limn!10� n+1q(n+ 1)!npn! 1An = limn!1 n+1q[(n + 1)!℄nn+1q(n!)n+1 = limn!1 n+1vuut(n+ 1)n+1(n+ 1)! == limn!1 n+ 1n+1q(n+ 1)! = e:Not�am u bn = n+1q(n+ 1)!npn! ; avem:bn � 1 = annpn! �si bnn = 8<:[1 + (bn � 1)℄ 1bn � 19=; annpn!n :Treând la limit�a �̂n ultima relat�ie �si t�inând ont de limitele de mai sus �si anumelimn!1bn = 1 �si limn!1bnn = e, obt�inem:e = ee limn!1an =) limn!1an = e�1:b) Not�am u bn = �1 + 1n+ 1�n+1�1 + 1n�n ; avem limn!1bn = 1: S�a alul�am bnn:bnn = �1 + 1n + 1�n(n+1)�1 + 1n�n2 = �n + 2n + 1�n(n+1) � � nn + 1�n2 = "n(n + 2)(n + 1)2 #n2 � �n+ 2n+ 1�n == 8<:"1� 1(n+ 1)2 #�(n+1)29=;� n2(n+ 1)2 � �1 + 1n + 1�n :La limit�a pentru n!1, obt�inem limn!1bnn = e�1 � e = 1: Deoaree:bnn = 8<:[1 + (bn � 1)℄ 1bn � 19=;(bn � 1)n �si bn � 1 = 1n�1 + 1n�nan ;



S�iruri de numere reale 53rezult�a �a:bnn = 8<:[1 + (bn � 1)℄ 1bn � 19=; 1(1+ 1n)n �an :Treând la limit�a �̂n egalitatea de mai sus, obt�inem:1 = e limn!1 1(1+ 1n)n �an =) 1e � limn!1an = 0 =) limn!1an = 0:20. Folosind teorema lui Cauhy, s�a se studieze onvergent�a �sirurilor:a) an = sin 12 + sin 222 + � � �+ sinn2n ; n � 1;b) an = os 1!1 � 2 + os 2!2 � 3 + � � �+ osn!n � (n+ 1) ; n � 1;) an = sin x12 + sin 2x22 + � � �+ sinnxn2 ; x 2 IR; n � 1:Rezolvare. Vom demonstra �a �sirurile sunt �siruri Cauhy, dei onform Teoremei5 a lui Cauhy sunt onvergente.a) Ar�at�am �a:8 " > 0 9n0(") 2 IN� a.̂�. 8n � n0(") are lo jan+p � anj < "; 8 p 2 IN:S�a onsider�am " > 0 arbitrar, momentan �xat �si major�am diferent�a an+p�an �̂n modul:jan+p � anj = ����sin(n+ 1)2n+1 + sin(n+ 2)2n+2 + � � �+ sin(n+ p)2n+p ���� � 12n+1 + 12n+2 + � � �++ 12n+p = 12n+1 � 1� 12p1� 12 = 12n �1� 12p� < 12n ; 8 p 2 IN:Punând ondit�ia 12n < " obt�inem n > log2 1": Dei rangul n0(") din de�nit�ia �siruluiCauhy este: n0(") = 8<: hlog2 1"i+ 1; da�a 0 < " � 1;1; da�a " > 1:Atuni pentru 8n � n0(") �si 8 p 2 IN are lo jan+p � anj < ":b) Avem:jan+p � anj = ���� os(n + 1)!(n+ 1)(n+ 2) + os(n + 2)!(n+ 2)(n+ 3) + � � �+ os(n + p)!(n+ p)(n+ p+ 1) ���� �� 1(n + 1)(n+ 2) + 1(n + 2)(n+ 3) + � � �+ 1(n+ p)(n+ p+ 1) = 1n + 1 � 1n + 2++ 1n+ 2 � 1n+ 3 + � � �+ 1n+ p � 1n+ p+ 1 = 1n+ 1 � 1n+ p+ 1 < 1n + 1 ; 8 p 2 IN:Punând ondit�ia 1n+ 1 < " obt�inem rangul:n0(") = 8<: h1� "" i + 1; da�a 0 < " � 1;1; da�a " > 1:Atuni pentru 8n � n0(") �si 8 p 2 IN : jan+p � anj < ":) Calul�am jan+p � anj :



54 Capitolul 2jan+p � anj = �����sin(n + 1)x(n + 1)2 + sin(n+ 2)x(n+ 2)2 + � � �+ sin(n + p)x(n + p)2 ����� � 1(n + 1)2++ 1(n+ 2)2+� � �+ 1(n+ p)2 < 1n(n+ 1)+ 1(n+ 1)(n+ 2)+� � �+ 1(n+ p� 1)(n+ p) = 1n�� 1n + 1 + 1n+ 1 � 1n + 2 + � � �+ 1n+ p� 1 � 1n+ p = 1n � 1n+ p < 1n; 8 p 2 IN:Impunând ondit�ia 1n < " obt�inem rangul n0(") = h1"i + 1: Dei pentru 8n � n0(") �si8 p 2 IN avem jan+p � anj < ":21. S�a se arate �a �sirul an = 1+ 1p2 + 1p3 + � � �+ 1pn; n � 1 nu este �sir Cauhy,dei nu este onvergent.Rezolvare. Presupunem prin reduere la absurd �a �sirul (an)n�1 este �sir Cauhy,adi�a:8 " > 0 9n0(") a.̂�. 8n � n0(") are lo jan+p � anj < "; 8 p 2 IN:Pentru " = 1 rezult�a �a 9n0(1) not= n1 2 IN� a.̂�. 8n � n1 �si 8 p 2 IN : jan+p� anj < 1:Luând p = n obt�inem ja2n � anj < 1; 8n � n1:Dar:ja2n � anj = 1pn+ 1 + 1pn+ 2 + � � �+ 1p2n � np2n = pnp2 � 1; 8n � 2;eea e ontrazie inegalitatea de mai sus. Dei presupunerea f�aut�a este fals�a, adi�a�sirul (an)n�1 nu este �sir Cauhy, dei nii onvergent.22. S�a se determine mult�imea puntelor limit�a LIM(an); limn!1an �si limn!1an pentruurm�atoarele �siruri:a) an = 1 + 2 � (�1)n+1 + 3 � (�1)n(n�1)=2 ; n � 1;b) an = �1 + 1n�n � (�1)n + sin n�4 ; n � 1;) an = 1n � n(�1)n + �sin n�2 �2; n � 1:Rezolvare. a) Pentru a determina puntele limit�a ale �sirului (an)n�1 vom des-ompune aest �sir �̂n urm�atoarele sub�siruri onvergente (onstante):a4k = 1� 2 + 3 = 2; k � 1; a4k+1 = 1 + 2 + 3 = 6; k � 0;a4k+2 = 1� 2� 3 = �4; k � 0; a4k+3 = 1 + 2� 3 = 0; k � 0:Limitele aestor �siruri reprezint�a puntele limit�a ale �sirului (an)n�1 (onform Teoremei6). Dei:LIM(an) = f�4; 0; 2; 6g; iar limn!1an = 6; limn!1an = �4:b) Desompunem �sirul (an)n�1 �̂n urm�atoarele 8 sub�siruri onvergente:a8k = �1 + 18k�8k � (�1)8k + sin 2k� ! e; pentru k !1;



S�iruri de numere reale 55a8k+1 = �1 + 18k + 1�8k+1 � (�1)8k+1+sin �2k� + �4 �! �e+ p22 ; pentru k !1;a8k+2 = �1 + 18k + 2�8k+2 � (�1)8k+2 + sin �2k� + �2 �! e + 1; pentru k !1;a8k+3 = �1 + 18k + 3�8k+3 �(�1)8k+3+sin �2k� + 3�4 �! �e+p22 ; pentru k !1;a8k+4 = �1 + 18k + 4�8k+4 � (�1)8k+4 + sin (2k� + �)! e; pentru k !1;a8k+5 = �1 + 18k + 5�8k+5 �(�1)8k+5+sin �2k� + 5�4 �! �e�p22 ; pentru k !1;a8k+6 = �1 + 18k + 6�8k+6 � (�1)8k+6 + sin �2k� + 3�2 �! e� 1; pentru k!1;a8k+7 = �1 + 18k + 7�8k+7 �(�1)8k+7+sin �2k� + 7�4 �! �e�p22 ; pentru k !1:Dei LIM(an) = fe; �e+ p22 ; e+ 1; �e� p22 ; e� 1g, iar limn!1an = e + 1, limn!1an == �e� p22 :) Avem (an)n�1 = (a2k)k�1S (a2k+1)k�0; unde:a2k = 12k � (2k)(�1)2k + �sin 2k�2 �2 = 1! 1; pentru k !1;a2k+1 = 12k + 1 � (2k + 1)(�1)2k+1 + �sin (2k + 1)�2 �2 = 1(2k + 1)2 + 1 ! 1; pentruk !1:Dei LIM(an)=f1g, adi�a �sirul (an)n�1 este onvergent, limn!1an= limn!1an= limn!1an=1:23. Fie �sirurile (xn)n�1 �si (yn)n�1 de numere reale, m�arginite. S�a se arate �a:a) limn!1(xn + yn) � limn!1xn + limn!1yn;b) limn!1(xn + yn) � limn!1xn + limn!1yn;) limn!1(xnyn) � � limn!1xn� � � limn!1yn� ;d) limn!1(xnyn) � � limn!1xn� � � limn!1yn� ;ultimele dou�a inegalit�at�i având lo pentru (xn)n�1; (yn)n�1 � IR+:Rezolvare. Deoaree �sirurile (xn)n�1 �si (yn)n�1 sunt m�arginite rezult�a �a LIM(xn),LIM(yn), LIM(xn + yn), LIM(xnyn) sunt mult�imi nevide (onform lemei lui Cesaro)�si m�arginite.a) Conform Teoremei 7 de araterizare a limitei superioare a unui �sir avem:8 " > 0 9N1(") 2 IN � a.̂�. 8n � N1(") are lo xn � limn!1xn + "=2�si 8 " > 0 9N2(") 2 IN � a.̂�. 8n � N2(") are lo yn � limn!1yn + "=2:



56 Capitolul 2Dei pentru 8 " > 0 9N(") = maxfN1("); N2(")g 2 IN � a.̂�. 8n � N(") :(6) xn + yn � limn!1xn + limn!1yn + ":Fie z 2 LIM(xn + yn) arbitrar, momentan �xat. Din Teorema 6 de araterizareu sub�siruri, rezult�a �a 9 un sub�sir (xkn + ykn)n�1 al �sirului (xn + yn)n�1 astfel �̂nâtlimn!1 (xkn + ykn) = z, dei:8 " > 0 9 fN(") 2 IN� a.̂�. 8n � fN(") are lo z � " < xkn + ykn < z + ":Dei pentru " > 0, onsiderând ffN(") = maxfN("); fN(")g obt�inem din inegalit�at�ilede mai sus �si din (6) �a:(7) z � " < xkn + ykn � limn!1xn + limn!1yn + "; 8n � ffN(");(kn � n � ffN(")): Deoaree " este arbitrar, din inegalitatea (7) deduem �a:z � limn!1xn + limn!1yn:Elementul z �ind arbitrar �̂n mult�imea LIM(xn+yn), pentru z = limn!1(xn+yn) obt�inem:limn!1(xn + yn) � limn!1xn + limn!1yn:b) Folosind egalit�at�ile evidente:(8) limn!1xn = � limn!1(�xn) �si limn!1xn = � limn!1(�xn)deduem inegalitatea b) din inegalitatea a) astfel:limn!1(xn + yn) = � limn!1(�xn � yn) � � � limn!1(�xn) + limn!1(�yn)� == limn!1xn + limn!1yn:) Deoaree �sirurile (xn)n�1 �si (yn)n�1 sunt m�arginite rezult�a �a 9M1; M2 >> 0 a.̂�. 0 � xn � M1; 8n � 1 �si 0 � yn � M2; 8n � 1, (�sirurile au termenii � 0).Din Teorema 7 rezult�a:8 " > 0 9N1(") 2 IN� a.̂�. 8n � N1(") are lo 0 � xn � limn!1xn + "�si 8 " > 0 9N2(") 2 IN� a.̂�. 8n � N2(") are lo 0 � yn � limn!1yn + ":Dei pentru 8 " > 0 9N(") = maxfN1("); N2(")g a.̂�. 8n � N(") :(9) 0 � xn � yn � � limn!1xn� � � limn!1yn� + " limn!1xn + " limn!1yn + "2 �� � limn!1xn� � � limn!1yn�+ "M1 + "M2 + "2;



S�iruri de numere reale 57� limn!1xn � M1 �si limn!1yn � M2� :Fie z 2 LIM(xnyn). Conform Teoremei 6 rezult�a �a 9 un sub�sir (xknykn)n�1 al�sirului (xnyn)n�1 asfel �̂nât limn!1 (xknykn) = z; dei:8 " > 0 9 fN(") 2 IN � a.̂�. 8n � fN(") are lo z � " < xknykn < z + ":Dei pentru " > 0, onsiderând ffN(") = maxfN("); fN(")g, din inegalitatea de maisus �si din inegalit�at�ile (9) deduem �a:(10) z � " < xknykn � � limn!1xn� � � limn!1yn�+ "M1 + "M2 + "2; 8n � ffN(");(kn � n � ffN(")). Deoaree " este arbitrar, pentru "! 0, inegalit�at�ile (10) ne dau:z � � limn!1xn� � � limn!1yn� :Elementul z �ind arbitrar �̂n mult�imea LIM(xnyn), pentru z = limn!1(xnyn) obt�inem:limn!1(xnyn) � � limn!1xn� � � limn!1yn� :d) Da�a limn!1xn = 0 sau limn!1yn = 0 atuni inegalitatea din enunt� este evident�a.S�a presupunem �̂n ontinuare �a limn!1xn > 0 �si limn!1yn > 0: Fie " > 0 arbitrar, su�ientde mi �" < limn!1xn; " < limn!1yn� : Atuni din Teorema 7 rezult�a:9N1(") 2 IN� a.̂�. 8n � N1(") are lo xn � limn!1xn � "�si 9N2(") 2 IN� a.̂�. 8n � N2(") are lo yn � limn!1yn � ":Dei pentru " > 0 mi, 9N(") = maxfN1("); N2(")g a.̂�. 8n � N(") :(11) xnyn � � limn!1xn� � � limn!1yn�� " limn!1xn � " limn!1yn + "2 �� � limn!1xn� � � limn!1yn�� "M1 � "M2 + "2;unde M1 �si M2 sunt de�nite la puntul ).Pentru un z 2 LIM(xnyn); 9 un sub�sir (xknykn)n�1 al �sirului (xnyn)n�1 astfel �̂nâtlimn!1 (xknykn) = z, adi�a:8 " > 0 9 fN(") 2 IN � a.̂�. 8n � fN(") are lo z � " < xknykn < z + ":



58 Capitolul 2Dei pentru " > 0 mi, pentru ffN(") = maxfN("); fN(")g; din inegalitatea de maisus �si inegalit�at�ile (11) deduem:(12) z + " > xknykn � � limn!1xn� � � limn!1yn�� "M1 � "M2 + "2; 8n � ffN(");(kn � n � ffN(")). Treând la limit�a �̂n inegalitatea (12) pentru "! 0 obt�inem:z � � limn!1xn� � � limn!1yn� :Deoaree z este arbitrar �̂n mult�imea LIM(xnyn), pentru z = limn!1(xnyn); rezult�a:limn!1(xnyn) � � limn!1xn� � � limn!1yn� :24. Fie (xn)n�1; (yn)n�1 � IR: Da�a �sirul (xn)n�1 este onvergent �si limn!1xn > 0atuni:a) limn!1(xnyn) = � limn!1xn� � � limn!1yn� ;b) limn!1(xnyn) = � limn!1xn� � � limn!1yn� :Rezolvare. Deoaree limn!1xn > 0 rezult�a �a 9n0 2 IN a.̂�. xn > 0; 8n � n0:a) Din Teorema 6 apliat�a �sirului (yn)n�1, 9 un sub�sir (ykn)n�1 � (yn)n�1; kn � nastfel �̂nât: limn!1ykn = limn!1yn:Considerând sub�sirul orespunz�ator (xkn)n�1 � (xn)n�1, onvergent la limn!1xn, dinrelat�ia de mai sus deduem �a:limn!1 (xknykn) = � limn!1xn� � � limn!1yn� :Dei: � limn!1xn� � � limn!1yn� 2 LIM(xnyn) �si(13) limn!1(xnyn) � � limn!1xn� � � limn!1yn� :Pentru limn!1(xnyn) rezult�a �a 9 un sub�sir (xpnypn)n�1 � (xnyn)n�1; pn � n astfel�̂nât: limn!1 (xpnypn) = limn!1(xnyn):Deoaree �sirul � 1xpn�n�1 � � 1xn�n�1 onverge la 1limn!1xn (xpn > 0; 8n � n0); dinegalitatea de mai sus deduem:



S�iruri de numere reale 59limn!1 1xpn (xpnypn) = 1limn!1xn � limn!1(xnyn)() limn!1ypn = 1limn!1xn � limn!1(xnyn):Dei: 1limn!1xn � limn!1(xnyn) 2 LIM(yn) �si limn!1yn � 1limn!1xn � limn!1(xnyn):Rezult�a astfel:(14) � limn!1xn� � � limn!1yn� � limn!1(xnyn);( limn!1xn > 0):Inegalit�at�ile (13) �si (14) ne ondu la egalitatea:limn!1(xnyn) = � limn!1xn� � � limn!1yn� :b) Egalitatea de la puntul b) se demonstreaz�a �̂n mod asem�an�ator egalit�at�ii de lapuntul a) sau se poate dedue din puntul a) u ajutorul relat�iilor (8) �si anume:limn!1(xnyn) = � limn!1(�xnyn) = � limn!1(xn � (�yn)) a)== �� limn!1xn� � limn!1(�yn) = � limn!1xn� � � limn!1yn� :PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE25. S�a se aluleze limitele urm�atoarelor �siruri:a) xn = n� nXk=1k2 + 4k + 1k2 + 4k + 3 ; n � 1; b) xn = 1n nXk=1 sin k�; n � 1; � 2 IR;) x1 = 1; xn = �1� 1n2�xn�1; n � 2; d) x0 = 1; xn = paxn�1; n � 1;a > 0 �xat:26. S�a se aluleze limitele urm�atoarelor �siruri:a) an = �1 + 1n2� 1 + 1(n+ 1)2! � � ��1 + 14n2� ; n � 1;b) an = �1 + 12n3��1 + 22n3� � � ��1 + n2n3� ; n � 1:27. Folosind teorema lui Weierstrass, s�a se studieze �si apoi s�a se aluleze limiteleurm�atoarelor �siruri:



60 Capitolul 2a) x1 = 1; xn+1 = nn+ 2x2n; n � 1; b) xn = n+ 12n+1 nXk=12kk ; n � 1:28. Determinat�i numerele reale � �si � astfel �̂nât �sirul dat prin:an = 3p3n3 + 2n2 + n + 1� �n� �s�a �e onvergent �si s�a aib�a limita 13p9.29. S�a se studieze natura �sirurilor:a) an = s1 +r2 +q22 + � � �+p2n; n � 1;b) an = s1 +r2 +q3 + � � �+pn; n � 1:30. Fie x1 > x2 > 0 �si xn+1 = xn + xn�12 ; n � 2: S�a se arate �a:a) Sub�sirul (x2k+1)k�0 este desres�ator, iar sub�sirul (x2k)k�1 este res�ator.b) S�irul (xn)n�1 este onvergent.31. Fie �sirul (xn)n�1 2 IR+ u proprietatea xn+1 � 1n2 (x1 + x2 + � � �+ xn); n � 1:S�a se arate �a �sirul exn = 1n(x1 + x2 + � � �+ xn); n � 1 este monoton desres�ator �si �alimn!1exn = 0:32. Fie a 2 IR; a > 0 �si p 2 IN; p � 2 dou�a numere arbitrare �xate. S�a se arate�a �sirurile (xn)n�1 �si (yn)n�1 de�nite prin relat�iile de reurent��a:xn+1 = p a xn(p� 1)a+ xpn ; n � 1; 0 < x1 < ppa;yn+1 = 1p "(p� 1)yn + ayp�1n # ; n � 1; y1 > ppasunt onvergente la ppa.33. S�a se aluleze, folosind onseint�ele teoremei lui T�oplitz, limitele urm�atoarelor�siruri:a) xn = 1p + 3p + � � �+ (2n� 1)pnp+1 ; n � 1; p 2 IN ;b) xn = 1 +p2 + 3p3 + � � �+ npnn ; n � 1;) xn = ns(p n)!(n!)p ; n � 1; p 2 IN�:34. S�a se arate folosind teorema lui Cauhy �a �sirurile:an = 1 + 122 + 132 + � � �+ 1n2 ; n � 1;bn = os x3 + os 2x32 + � � �+ osnx3n ; n � 1; x 2 IRsunt onvergente, iar �sirurile:



Serii de numere reale 61xn = 1 + 15p2 + 15p3 + � � �+ 15pn ; n � 1;yn = 1 + 12 + 13 + � � �+ 1n; n � 1sunt divergente.35. S�a se determine mult�imea puntelor limit�a LIM(an), limn!1an �si limn!1an pentruurm�atoarele �siruri:a) an = sin n�3 ; n � 1; b) an = (�1)n��1 + 1n + e1=n� ; n � 1;) an = [1 + (�1)n℄ � n(�1)n+1 + os n�6 ; n � 1:36. Fie �sirurile (xn)n�1, (yn)n�1 � IR m�arginite. S�a se arate �a:a) limn!1(xn + yn) � limn!1xn + limn!1yn;b) limn!1(xn + yn) � limn!1xn + limn!1yn;) limn!1(xn � yn) � � limn!1xn� � � limn!1yn� ;d) limn!1(xn � yn) � � limn!1xn� � � limn!1yn� ;ultimele dou�a inegalit�at�i având lo pentru (xn)n�1; (yn)n�1 � IR+:37. S�a se demonstreze �a da�a xn > 0; 8n � 1 �si limn!1xn 6= 0, iar:limn!1xn � limn!1 1xn = 1atuni �sirul (xn)n�1 este onvergent.38. Fie (xn)n�1 �si (yn)n�1 dou�a �siruri de numere reale. Da�a limn!1xn = 1 atuni�sirurile (xnyn)n�1 �si (yn)n�1 au aelea�si punte limit�a.39. Fie (xn)n�1 � IR�+. S�a se arate �a are lo urm�atorul �sir de inegalit�at�i:limn!1xn+1xn � limn!1 npxn � limn!1 npxn � limn!1xn+1xn :
x2. SERII DE NUMERE REALEFie �sirul (an)n�1 de numere reale �si (Sn)n�1 �sirul:S1 = a1; S2 = a1 + a2; : : : ; Sn = a1 + a2 + � � �+ an; : : : ;numit �sirul sumelor part�iale. Perehea ((an); (Sn)) se nume�ste serie de numere reale �sise noteaz�a: a1 + a2 + � � �+ an + � � � sau 1Xn=1an:



62 Capitolul 2(pentru �sirul (an)n2IN seria este de�nit�a 1Xn=0an, u S0 = a0; S1 = a0 + a1; : : :):Seria 1Xn=1an este onvergent�a �si are suma S da�a �sirul (Sn)n�1 este onvergent laS. Not�am 1Xn=1an = limn!1Sn = S: Seria 1Xn=1an este divergent�a da�a �sirul (Sn)n�1 estedivergent. Da�a limn!1Sn =1 sau �1 spunem �a suma seriei este +1, respetiv �1�si not�am 1Xn=1an =1, respetiv 1Xn=1an = �1.Propriet�at�i ale seriilor:a) Da�a �̂ntr-o serie se shimb�a ordinea unui num�ar �nit de termeni se obt�ine oserie u aeea�si natur�a u seria dat�a. Da�a seria dat�a are sum�a (�nit�a sau in�nit�a)seria obt�inut�a are aeea�si sum�a.b) Da�a la o serie se adaug�a sau se �̂nl�atur�a un num�ar �nit de termeni seria obt�inut�aare aeea�si natur�a u seria dat�a.) Da�a termenii unei serii 1Xn=1an u suma �nit�a sau in�nit�a se asoiaz�a �̂n grupeastfel �̂nât �eare grup�a s�a ont�in�a un num�ar �nit de termeni onseutivi �si �earetermen s�a apart�in�a la o singur�a grup�a, atuni seria obt�inut�a are aeea�si natur�a �si aeea�sisum�a u 1Xn=1an:d) S�irul sumelor part�iale ale unei serii onvergente este m�arginit.e) S�irul termenilor unei serii onvergente, (an)n�1, este onvergent la 0.f) Da�a �sirul termenilor unei serii nu onverge la zero atuni seria este divergent�a.g) Seria 1Xn=1an; an � 0; 8n � 1 este onvergent�a da�a �si numai da�a �sirul (Sn)n�1al sumelor part�iale este m�arginit.Teorema 1 (riteriul general al lui Cauhy). Seria 1Xn=1an este onvergent�ada�a �si numai da�a:8 " > 0 9n0(") 2 IN a.̂�. 8n � n0(") : jan+1 + an+2 + � � �+ an+pj < "; 8 p 2 IN �:Criterii de onvergent��a pentru serii u termeni nenegativi1. Criteriul de omparat�ie u m�arginire (I). Fie seriile 1Xn=1an �si 1Xn=1bn; an; bn � 0;8n � 1: Da�a 9M > 0 �si 9n0 2 IN� a.̂�. an �M bn; 8n � n0 atuni:a) Da�a 1Xn=1bn este onvergent�a (not�am (C)) atuni �si 1Xn=1an (C);b) Da�a 1Xn=1an este divergent�a (not�am (D)) atuni �si 1Xn=1bn (D).



Serii de numere reale 632. Criteriul de omparat�ie u m�arginire (II). Fie seriile 1Xn=1an �si 1Xn=1bn, an; bn> 0;8n � 1: Da�a 9n0 2 IN� a.̂�. an+1an � bn+1bn ; 8n � n0 atuni:a) Da�a 1Xn=1bn (C) ) 1Xn=1an (C);b) Da�a 1Xn=1an (D) ) 1Xn=1bn (D).3. Criteriul de omparat�ie u limite extreme. Fie seriile 1Xn=1an �si 1Xn=1bn, u an;bn>0, 8n � 1: Not�am u l� = limn!1anbn �si l� = limn!1anbn : Atuni:a) Da�a l� 2 [0;1) atuni 8>>>><>>>>: da�a 1Xn=1bn (C) ) 1Xn=1an (C);da�a 1Xn=1an (D) ) 1Xn=1bn (D);b) Da�a l� 2 (0;1℄ atuni 8>>>><>>>>: da�a 1Xn=1 an (C) ) 1Xn=1 bn (C);da�a 1Xn=1 bn (D) ) 1Xn=1an (D);) Da�a 0 < l� � l� < 1 atuni ele dou�a serii au aeea�si natur�a, (se noteaz�a1Xn=1an � 1Xn=1bn):3'. Pentru l� = l� = l �̂n Criteriul 3 se obt�ine Criteriul de omparat�ie u limit�a.4. Criteriul de ondensare al lui Cauhy. Fie 1Xn=1an; an � 0; 8n � 1: Da�a �sirul(an)n�1 este monoton desres�ator atuni 1Xn=1an are aeea�si natur�a u 1Xn=02na2n :5. Criteriul raportului al lui D'Alembert u m�arginire. Fie 1Xn=1an, an > 0; 8n � 1:a) Da�a 9 % < 1 �si 9n0 2 IN� a.̂�. an+1an � %; 8n � n0 atuni 1Xn=1an (C).b) Da�a 9n1 2 IN� a.̂�. an+1an � 1; 8n � n1 atuni 1Xn=1an (D).6. Criteriul raportului al lui D'Alembert u limite extreme. Fie 1Xn=1an, an>0;8n � 1 �si l� = limn!1an+1an , l� = limn!1an+1an : Atuni:a) Da�a l� < 1 atuni 1Xn=1an (C);b) Da�a l� > 1 atuni 1Xn=1an (D);



64 Capitolul 2) Da�a l� � 1 sau l� � 1 nu putem preiza natura seriei.6'. Pentru l� = l� = l �̂n Criteriul 6 se obt�ine Criteriul raportului al lui D'Alembertu limit�a.7. Criteriul radialului al lui Cauhy u m�arginire. Fie 1Xn=1an, an � 0; 8n � 1:a) Da�a 9 % < 1 �si 9n0 2 IN� a.̂�. npan � %; 8n � n0 atuni 1Xn=1an (C);b) Da�a 9n1 2 IN� a.̂�. npan � 1; 8n � n1 atuni 1Xn=1an (D).8. Criteriul radialului al lui Cauhy-Hadamard u limit�a superioar�a. Fie 1Xn=1an;an�0; 8n � 1 �si l� = limn!1 npan: Atuni:a) Da�a l� < 1 atuni 1Xn=1an (C);b) Da�a l� > 1 atuni 1Xn=1an (D);) Da�a l� = 1 nu putem preiza natura seriei.8'. Da�a 9 l = limn!1 npan Criteriul 8 se nume�ste Criteriul radialului al lui Cauhyu limit�a.9. Criteriul lui Raabe-Duhamel u limite extreme. Fie 1Xn=1an; an > 0; 8n � 1 �sil� = limn!1n � anan+1 � 1� ; l� = limn!1n � anan+1 � 1� : Atuni:a) Da�a l� > 1 atuni 1Xn=1an (C);b) Da�a l� < 1 atuni 1Xn=1an (D);) Da�a l� � 1 sau l� � 1 nu putem deide natura seriei.9'. Pentru l� = l� = l �̂n Criteriul 9 se obt�ine Criteriul lui Raabe-Duhamel ulimit�a.10. Criteriul lui Bertrand u limite extreme. Fie 1Xn=1an; an > 0; 8n � 1 �sil� = limn!1 hn � anan+1 � 1�� 1i lnn; l� = limn!1 hn � anan+1 � 1�� 1i lnn:a) Da�a l� > 1 atuni 1Xn=1an (C);b) Da�a l� < 1 atuni 1Xn=1an (D);) Da�a l� � 1 sau l� � 1 atuni nu putem deide natura seriei.10'. Pentru l� = l� = l �̂n Criteriul 10 se obt�ine Criteriul lui Bertrand u limit�a.



Serii de numere reale 6511. Criteriul logaritmi. Fie 1Xn=1an u an > 0; 8n � 1 �si l = limn!1 ln 1anlnn . Atuni:a) Da�a l > 1 atuni 1Xn=1an (C);b) Da�a l < 1 atuni 1Xn=1an (D);) Da�a l = 1 nu putem deide natura seriei.12. Criteriul integral al lui Ma-Laurin{Cauhy. Fie 1Xn=1an; an � 0; 8n � 1:Presupunem �a exist�a o funt�ie ontinu�a �si monoton desres�atoare f : [1;1) ! IR+u f(n) = an; 8n � 1: Atuni seria 1Xn=1an este onvergent�a (divergent�a) da�a �si numaida�a �sirul (Fn)n�1; Fn = Z n1 f(x) dx este onvergent (respetiv divergent).Criterii de onvergent��a pentru serii u termeni oareare1. Criteriul lui Leibniz. Fie seria alternat�a 1Xn=0(�1)n+1�n (sau 1Xn=1(�1)n+1�n) u�n � 0; 8n 2 IN: Da�a (�n)n2IN este un �sir monoton desres�ator �si onvergent la 0atuni seria 1Xn=0(�1)n+1�n este onvergent�a.2. Criteriul lui Dirihlet. Fie seria 1Xn=1anbn u termeni oareare. Da�a:a) seria 1Xn=1an are �sirul sumelor part�iale m�arginit;b) �sirul (bn)n�1 este monoton desres�ator, onvergent la 0,atuni seria 1Xn=1anbn este onvergent�a (C).3. Criteriul lui Abel. Fie seria 1Xn=1anbn u termeni oareare. Da�a:a) seria 1Xn=1an (C); b) �sirul (bn)n�1 este monoton �si m�arginit,atuni 1Xn=1anbn (C).Serii absolut onvergenteSeria 1Xn=1an se nume�ste absolut onvergent�a (A.C.) da�a seria 1Xn=1janj este on-vergent�a. O serie onvergent�a are nu este absolut onvergent�a se nume�ste semi-onvergent�a sau simplu onvergent�a (S.C.).Orie serie absolut onvergent�a este onvergent�a.



66 Capitolul 2Pentru studiul absolutei onvergent�e a unei serii putem folosi oriare dintre ri-teriile de onvergent��a de mai sus pentru serii u termeni nenegativi. Vom enunt�a �̂nontinuare dou�a dintre aeste riterii, având �̂n vedere onluziile deosebite ale lor:1. Criteriul raportului al lui D'Alembert. Fie seria 1Xn=1an u termeni oareare �sil� = limn!1 ���an+1an ��� ; l� = limn!1 ���an+1an ��� : Atuni:a) Da�a l� < 1 atuni 1Xn=1an (A.C.).b) Da�a l� > 1 atuni 1Xn=1an (D).) Da�a l� � 1 sau l� � 1 nu putem deide natura seriei.2. Criteriul radialului al lui Cauhy. Fie seria 1Xn=1an u termeni oareare �sil� = limn!1 nqjanj: Atuni:a) Da�a l� < 1 atuni 1Xn=1an (A.C.).b) Da�a l� > 1 atuni 1Xn=1an (D).) Da�a l� = 1 nu putem preiza natura seriei.Operat�ii u seriiFie seriile 1Xn=1an �si 1Xn=1bn. Seria sum�a este 1Xn=1(an + bn), iar seria produs u unsalar � 2 IR este 1Xn=1(�an):Teorema 2. Da�a seriile 1Xn=1an �si 1Xn=1bn sunt onvergente u sumele S1 �si S2, iar�; � 2 IR atuni seria 1Xn=1(�an + �bn) este onvergent�a u suma �S1 + �S2:Seria produs dup�a Cauhy a seriilor 1Xn=1an �si 1Xn=1bn este seria notat�a 1Xn=1n �si de�nit�aastfel: n = a1bn + a2bn�1 + � � �+ an�1b2 + anb1; n � 1:Teorema 3 (Mertens). Produsul Cauhy al dou�a serii onvergente, dintre arem�aar una este absolut onvergent�a, este o serie onvergent�a. Suma ei este egal�a uprodusul sumelor elor dou�a serii.Teorema 4. Produsul Cauhy al dou�a serii absolut onvergente este o serie absolut



Serii de numere reale 67onvergent�a u suma egal�a u produsul sumelor seriilor date.PROBLEME REZOLVATE1. S�a se studieze �sirul sumelor part�iale pentru urm�atoarele serii, deduându-seapoi natura aestora �si suma lor, �̂n az de onvergent��a:a) 1Xn=1an; a 6= 0; b) 1Xn=11� 2n3n ; ) 1Xn=1 1(3n� 2)(3n+ 1);d) 1Xn=1 4n+ 1(2n� 1)(2n)(2n+ 1)(2n+ 2); e) 1Xn=13n�1sin3 a3n ; a 2 IR;f) 1Xn=1 14n os2 a2n ; a 2 [0; 1℄; g) 1Xn=1 ln n+ 1n ; h) 1Xn=1 1pn + 1 +pn:Rezolvare. a) S�irul sumelor part�iale al aestei serii este:Sn = a + a2 + � � �+ an = 8<: a � 1� an1� a ; da�a a 6= 1;n da�a a = 1:Rezult�a �a limn!1Sn = 8>>><>>>: a1� a; da�a jaj < 1;1; da�a a � 1;6 9; da�a a � �1:Dei seria 1Xn=1an sau 1Xn=0an numit�a seria geometri�a (u rat�ia a) este onvergent�a �siare suma S = a1� a , respetiv S = 11� a �Sn= 1� an+11� a ; a 6= 1 �si Sn=n+ 1; a=1�pentru jaj < 1: Pentru elelalte valori ale lui a; jaj � 1 seria este divergent�a.b) S�irul sumelor part�iale este:Sn = nXk=11� 2k3k = nXk=1 13k � nXk=1�23�k = 13 � 1� �13�n1� 13 � 23 � 1� �23�n1� 23 == 12 �1� 13n�� 2 h1� �23�ni :Deoaree limn!1Sn = �32 rezult�a �a seria este onvergent�a u suma S = �32 :) Avem:Sn = nXk=1 1(3k � 2)(3k + 1) = 13 nXk=1 h 13k � 2 � 13k + 1i = 13 �1� 14 + 14 � 17 + � � �++ 13n� 5 � 13n� 2 + 13n� 2 � 13n+ 1� = 13 �1� 13n+ 1� = 3n3(3n+ 1) = n3n+ 1 :



68 Capitolul 2Deoaree limn!1Sn = 13 rezult�a �a seria este onvergent�a u suma S = 13 :d) Sn = nXk=1 4k + 1(2k � 1)(2k)(2k + 1)(2k + 2) = nXk=1 � 1(2k � 1)(2k + 1) � 12k(2k + 2)� == 12 nXk=1 h� 12k � 1 � 12k + 1�� � 12k � 12k + 2�i = 12 nXk=1 � 12k � 1 � 12k � 12k + 1++ 12k + 2� = 12 �1� 12 � 13 + 14 + 13 � 14 � 15 + 16 + � � �+ 12n� 3 � 12n� 2 � 12n� 1++ 12n + 12n� 1 � 12n � 12n+ 1 + 12n+ 2� = 12 �12 � 12n+ 1 + 12n+ 2� :Avem limn!1Sn = 14, dei seria este onvergent�a u suma S = 14 :e) Sn = nXk=13k�1sin3 a3k = nXk=13k�1 � 14 �3 sin a3k � sin a3k�1� == 14 nXk=1�3k sin a3k � 3k�1 sin a3k�1� = 14 �3 sin a3 � sin a+ 32 sin a32� 3 sin a3 + � � �++ 3n�1 sin a3n�1 � 3n�2 sin a3n�2 + 3n sin a3n � 3n�1 sin a3n�1� = 14 �3n sin a3n � sin a� :Da�a a = 0 atuni Sn = 0; 8n � 1, dei limn!1Sn = 0. Da�a a 6= 0 atuni:limn!1Sn = 14 264a limn!10B�sin a3na3n 1CA� sin a375 = 14(a� sin a):Rezult�a �a seria este onvergent�a u suma S = 14(a� sin a); 8 a 2 IR:f) Da�a a 6= 0 avem:Sn = nXk=1 14kos2 a2k = nXk=1 14k�1 0B� 1sin2 a2k�1 � 14sin2 a2k 1CA == nXk=10B� 14k�1sin2 a2k�1 � 14ksin2 a2k 1CA = 1sin2a � 14sin2a2 + 14sin2a2 � 142sin2 a22 + � � �++ 14n�2sin2 a2n�2 � 14n�1sin2 a2n�1 + 14n�1sin2 a2n�1 � 14nsin2 a2n = 1sin2a � 14nsin2 a2n :Rezult�a �a limn!1Sn = 1sin2a � 1a2 limn!10B� a2nsin a2n 1CA2 = 1sin2a � 1a2 :Da�a a = 0 atuni:Sn = nXk=1 14k = 14 � 1� 14n1� 14 = 13 �1� 14n� ;iar limn!1Sn = 13 : Rezult�a �a seria este onvergent�a u suma:



Serii de numere reale 69S = 8<: 1sin2a � 1a2 ; da�a a 2 (0; 1℄1=3; da�a a = 0:g) Avem:Sn = nXk=1 ln k + 1k = nXk=1[ln (k + 1)� ln k℄ = ln 2� ln 1 + ln 3� ln 2 + � � �+ lnn�� ln(n� 1) + ln(n + 1)� lnn = ln(n+ 1):Deoaree limn!1Sn =1 rezult�a �a seria este divergent�a.h) Sn = nXk=1 1pk + 1 +pk = nXk=1(pk + 1�pk) = p2� 1 +p3�p2 + � � �+pn��pn� 1 +pn+ 1�pn = pn + 1� 1: Deoaree limn!1Sn =1 deduem �a seria estedivergent�a.2. S�a se arate �a urm�atoarele serii sunt divergente:a) 1Xn=1 1npn ; b) 1Xn=1� 12n + 2n� ; ) 1Xn=1 pn2 � n+ 1n + 2 :Rezolvare. Seriile sunt divergente deoaree termenii generali ai lor nu tind lazero. Într-adev�ar:a) an = 1npn ! 1; pentru n!1; b) an = 12n + 2n !1; pentru n!1;) an = pn2 � n+ 1n + 2 ! 1; pentru n!1:3. Folosind riteriul de ondensare al lui Cauhy, s�a se arate �a seria armoni�ageneralizat�a (seria lui Riemann) 1Xn=1 1n� este onvergent�a pentru � > 1 �si divergent�apentru � � 1.Rezolvare. Da�a � � 0 atuni 1n� 6! 0, pentru n!1, dei seria este divergent�a.Da�a � > 0, deoaree �sirul � 1n��n�1 este monoton desres�ator, onform riteriului deondensare al lui Cauhy rezult�a �a seria 1Xn=1 1n� are aeea�si natur�a u seria 1Xn=0 2n �12n� = 1Xn=0 12n(��1) = 1Xn=0 �21���n. Am obt�inut o serie geometri�a u rat�ia 21��. Da�a21�� < 1 , � > 1 atuni 1Xn=0 �21���n este onvergent�a, dei �si seria 1Xn=1 1n� esteonvergent�a. Da�a 21�� � 1 dei 0 < � � 1 atuni 1Xn=0 �21���n este divergent�a, dei �siseria 1Xn=1 1n� este divergent�a. În onluzie: 1Xn=1 1n� 8<: (C) da�a � > 1(D) da�a � � 1:



70 Capitolul 24. Fie 1Xn=1 an o serie u termeni nenegativi onvergent�a, u a1 6= 0, iar Sn = nXk=1 ak.S�a se demonstreze �a urm�atoarele serii:a) 1Xn=1 anSn �si b) 1Xn=1 anS2nsunt �si ele onvergente.Rezolvare. Deoaree ambele serii de mai sus sunt u termeni nenegativi, pentru ademonstra onvergent�a aestora este su�ient (�si neesar) s�a ar�at�am �a �sirurile sumelorpart�iale sunt m�arginite. Din ipotez�a, seria 1Xn=1 an �ind onvergent�a, rezult�a �a 9M > 0a.̂�. Sn �M; 8n � 1:Pentru seria 1Xn=1 anSn �sirul sumelor part�iale este:eSn = ea1 + ea2 + � � �+ ean = a1S1 + a2S2 + � � �+ anSn = a1a1 + a2a1 + a2 + � � �++ ana1 + a2 + � � �+ an � a1a1 + a2a1 + � � �+ ana1 = Sna1 � Ma1 ; 8n � 1:Pentru seria 1Xn=1 anS2n �sirul sumelor part�iale este:eeSn = eea1 + eea2 + � � �+ eean = a1S21 + a2S22 + � � �+ anS2n = a1a21 + a2(a1 + a2)2 + � � �++ an(a1 + a2 + � � �an)2 � a1a21 + a2a21 + � � �+ ana21 = Sna21 � Ma21 ; 8n � 1:Deduem astfel �a ele dou�a serii sunt onvergente, având �sirurile sumelor part�ialeonvergente (monoton res�atoare �si m�arginite).5. Fie 1Xn=1 an o serie onvergent�a u an > 0 8n � 1: S�a se arate �a urm�atoareleserii sunt onvergente:a) 1Xn=1pan � an+1; b) 1Xn=1 �a�1n + a�1n+1��1:Rezolvare. a) Folosind inegalitatea mediilor termenul general al primei serii demai sus satisfae inegalitatea:pan � an+1 � an + an+12 ; 8n � 1:Deoaree 12 1Xn=1 an �si 12 1Xn=1 an+1 = 12 1Xn=2 an sunt serii onvergente, onform riteriului deomparat�ie u m�arginire (I) rezult�a �a seria 1Xn=1pan � an+1 este onvergent�a.b) Folosind din nou inegalitatea mediilor, pentru termenul general al seriei a douaobt�inem:



Serii de numere reale 7111an + 1an+1 � 12pan � an+1; 8n � 1:Deoaree seria 12 1Xn=1pan � an+1 este onvergent�a (onform puntului a)) rezult�a dinaela�si riteriu de omparat�ie u m�arginire (I) �a �si seria 1Xn=1 �a�1n + a�1n+1��1 este on-vergent�a.6. Folosind riteriile de omparat�ie s�a se dedu�a natura urm�atoarelor serii:a) 1Xn=1 p7nn2 + 3n+ 5; b) 1Xn=1 annpn! ; a 2 IR�+; ) 1Xn=1 arsin 2n4n2 � 1;d) 1Xn=1 hesin �n(n+2) � 1i ; e) 1Xn=1 "ln 1pn � ln sin 1pn# ;f) 1Xn=1 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2 � 4 � 6 � � � (2n) � 1pn:Rezolvare. Mai �̂ntâi observ�am �a seriile de mai sus sunt u termeni pozitivi, deiputem folosi riteriile de omparat�ie.a) Avem: limn!1 p7nn2 + 3n+ 51n3=2 = p7 2 IR+:Deoaree seria 1Xn=1 1n3=2 este onvergent�a (este seria armoni�a generalizat�a u � == 32 > 1), deduem onform riteriului de omparat�ie u limit�a �a �si seria noastr�a esteonvergent�a.b) Not�am u an = annpn! ; n � 1: Da�a 0 < a < 1 atuni folosim inegalitateaan � an; 8n � 1: Seria 1Xn=1 an �ind onvergent�a (Problema 1, a)), onform riteriuluide omparat�ie u m�arginire (I) rezult�a �a seria noastr�a este �si ea onvergent�a.Da�a a � 1, din inegalitatea n! � nn; 8n � 1 deduem �a an � ann � 1n; 8n � 1:Seria armoni�a 1Xn=1 1n �ind divergent�a, rezult�a onform aeluia�si riteriu de omparat�ie�a seria noastr�a este divergent�a.Dei 1Xn=1 an 8<: (C) da�a a 2 (0; 1)(D) da�a a 2 [1;1):) Compar�am seria dat�a u seria 1Xn=1 1n are este divergent�a. Deoaree:



72 Capitolul 2limn!1 arsin 2n4n2 � 11n = limn!1 arsin 2n4n2 � 12n4n2 � 1 � 2n24n2 � 1 = 12 2 IR�+rezult�a �a seria 1Xn=1 arsin 2n4n2 � 1 este divergent�a.d) Compar�am seria u seria 1Xn=1 1n2 are este onvergent�a. Avem:limn!1 esin �n(n+2) � 11n2 = limn!1 esin �n(n+2) � 1sin �n(n+ 2) � sin �n(n + 2)�n(n+ 2) � �n2n(n + 2) = � 2 IR�+:Rezult�a �a seria 1Xn=1 hesin �n(n+2) � 1i este onvergent�a.e) Termenul general al seriei este an = ln 1pn � ln sin 1pn: Vom ompara aest�aserie u seria 1Xn=1 1n divergent�a. Avem:limn!1 ln 1pnsin 1pn1n = limn!1 ln0BBB� 1pnsin 1pn1CCCAn = limn!1 ln0BBB�1 + 1pn � sin 1pnsin 1pn 1CCCAn =
= limn!1n 1pn � sin 1pnsin 1pn = limn!1 1pnsin 1pn � npn 1pn � sin 1pn! == limn!1npn 1pn � sin 1pn! :Consider�am funt�ia f : (0;1)! IR; f(x) = x� sinxx3 : Deoaree:limx!0+ f(x) = limx!0+ x� sinxx3 = limx!0+ 1� os x3x2 = limx!0+ sin x6x = 16(onform teoremei lui l'Hôspital) rezult�a �a limn!1npn 1pn � sin 1pn! = 16 2 IR�+;(not�am limx!0+ limita pentru x ! 0; x > 0, iar limx!0� limita pentru x ! 0; x < 0).Deduem �a 1Xn=1 an este divergent�a.f) Deoaree:1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2 � 4 � 6 � � � (2n) � 12pn; 8n � 1(se demonstreaz�a prin indut�ie matemati�a), rezult�a �a:



Serii de numere reale 73an = 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2 � 4 � 6 � � � (2n) � 1pn � 12n; 8n � 1:Seria 12 1Xn=1 1n �ind divergent�a, onform riteriului de omparat�ie u m�arginire (I),rezult�a �a �si seria 1Xn=1 an este divergent�a.7. S�a se studieze u ajutorul riteriului radialului al lui Cauhy urm�atoarele serii:a) 1Xn=1 6n2 + 7n+ 42n2 + 5n+ 7!n; b) 1Xn=1 �q(n+ 1)(n+ a)� n�n; a > 0;) 1Xn=1 h 3pn3 + n2 + 1� 3pn3 � n2 + 1in; d) 1Xn=1�n+ 1n �n � an; a > 0;e) 1Xn=1 "5 + (�1)n2 #n:Rezolvare. Not�am u an termenul general al seriilor de mai sus; an > 0; 8n � 1:Avem:a) limn!1 npan = limn!1 6n2 + 7n+ 42n2 + 5n+ 7 = 3 > 1:Rezult�a �a seria 1Xn=1 an este divergent�a.b) limn!1 npan = limn!1�q(n+ 1)(n+ a)� n� = limn!1 (n+ 1)(n+ a)� n2q(n+ 1)(n+ a) + n == limn!1 n(a + 1) + aq(n + 1)(n+ a) + n = a + 12 :Da�a a + 12 < 1 , a < 1 atuni seria 1Xn=1 an (C); da�a a + 12 > 1 , a > 1 atuniseria 1Xn=1 an (D). Da�a a+ 12 = 1 , a = 1 atuni seria are forma 1Xn=1 1 �ind o seriedivergent�a (an = 1 6! 0, pentru n!1).Dei pentru a 2 (0; 1) seria 1Xn=1 an (C), iar pentru a 2 [1;1) seria 1Xn=1 an (D).) limn!1 npan = limn!1[ 3pn3 + n2 + 1� 3pn3 � n2 + 1℄ == limn!1 n3 + n2 + 1� n3 + n2 � 13q(n3 + n2 + 1)2 + 3q(n3 + n2 + 1)(n3 � n2 + 1) + 3q(n3 � n2 + 1)2 = 23 < 1;dei seria 1Xn=1 an (C).d) Avem : limn!1 npan = a: Da�a a < 1 seria 1Xn=1 an (C); da�a a > 1 seria 1Xn=1 an (D),



74 Capitolul 2iar da�a a = 1 seria devine 1Xn=1�1 + 1n�n �si este divergent�a, deoaree an == �1 + 1n�n ! e 6= 0; pentru n!1.Dei 1Xn=1 an 8<: (C) da�a a 2 (0; 1)(D) da�a a 2 [1;1):e) Folosim riteriul lui Cauhy-Hadamard u limit�a superioar�a. Avem:limn!1 npan = limn!15 + (�1)n2 = 3 > 1;de unde rezult�a �a seria 1Xn=1 an este divergent�a.8. S�a se arate �a seria 1Xn=0 1n! este onvergent�a u suma e �si apoi, folosind aeast�aserie s�a se arate �a num�arul e este irat�ional.Rezolvare. Conform riteriului raportului u limit�a avem:limn!1 an+1an = limn!1 1(n + 1)!1n! = limn!1 1n + 1 = 0 < 1:Rezult�a �a seria 1Xn=0 an �an = 1n!� este onvergent�a.De la �siruri, Problema 4, x1, �stim �a:limn!1�1 + 11! + 12! + � � �+ 1n!� = e;dei limn!1Sn = e; unde Sn = 1 + 11! + � � � + 1n! : Deduem astfel �a suma seriei 1Xn=0 1n!este S = e:În ontinuare presupunem prin reduere la absurd �a e este un num�ar rat�ional,dei e = mn ; m 2 Z; n 2 Z�: Atuni:e(n� 1)! = mn (n� 1)! , en! = m(n� 1)! ) e � n! 2 Z:Apoi:0 < e�Sn = 1(n+ 1)! + 1(n+ 2)! + � � � = 1(n+ 1)! "1 + 1n+ 2 + 1(n + 2)(n+ 3) + � � �# �� 1(n+ 1)!  1 + 1n + 2 + 1(n+ 2)2 + � � �! = 1(n + 1)! � 11� 1n+ 2 = n+ 2(n+ 1)(n+ 1)! << 1n � n! ;de unde prin �̂nmult�irea u n! obt�inem:0 < e � n!� Sn � n! < 1n:



Serii de numere reale 75Deoaree Sn � n! 2 Z �si e � n! 2 Z inegalitatea de mai sus este imposibil�a. Rezult�a �apresupunerea f�aut�a este fals�a, dei num�arul e este irat�ional. Mai mult, num�arul e esteun num�ar transendent (adi�a nu satisfae o euat�ie de forma a0xn + a1xn�1 + � � �++an�1x + an = 0 u oe�ient�i numere �̂ntregi sau rat�ionale), dup�a um a ar�atat lasfâr�situl seolului XIX Ch. Hermite.9. S�a se studieze natura urm�atoarelor serii u termeni pozitivi u ajutorul riteri-ilor lui D'Alembert, al lui Raabe-Duhamel sau al lui Bertrand:a) 1Xn=1 xnns ; x > 0; s > 0; b) 1Xn=1 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2 � 5 � 8 � � � (3n� 1); ) 1Xn=1 an � n!nn ; a > 0;d) 1Xn=1 2 � 7 � 12 � � � [2 + 5(n� 1)℄3 � 8 � 13 � � � [3 + 5(n� 1)℄; e) 1Xn=1 1 � 3 � � � (2n� 1)2 � 4 � � � (2n) � 12n + 1;f) 1Xn=1(2n+ 1)" �(�� 1) � � � (�� n+ 1)(�+ 1)(� + 2) � � � (� + n)#2; � 2 IR; � 6= �1;�2; : : : ;g) 1Xn=1 "a(a + r) � � � (a+ nr � r)b(b + r) � � � (b + nr � r) #�; a > 0; b > 0; r > 0; � 2 IR;h) 1Xn=1 12 � 52 � 92 � � � (4n� 3)232 � 72 � 112 � � � (4n� 1)2 ; i) 1Xn=1 "1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2 � 4 � 6 � � � (2n) #�; � 2 IR:Rezolvare. Not�am u an termenul general al seriilor de mai sus.a) Avem:limn!1 an+1an = limn!1 xn+1(n+ 1)s � nsxn = x:Da�a x < 1 atuni 1Xn=1 an este onvergent�a, onform riteriului raportului al luiD'Alembert u limit�a. Da�a x > 1 seria 1Xn=1 an este divergent�a, iar da�a x = 1 seria1Xn=1 an devine 1Xn=1 1ns , adi�a este serie armoni�a generalizat�a are este onvergent�a pentrus > 1 �si divergent�a pentru s � 1:Dei: 1Xn=1 an 8<: (C) da�a x < 1 sau fx = 1 �si s > 1g(D) da�a x > 1 sau fx = 1 �si s � 1g:b) limn!1 an+1an = limn!1 2n + 13n + 2 = 23 < 1; rezult�a �a 1Xn=1 an este onvergent�a.) Avem:limn!1 an+1an = limn!1 an+1 � (n+ 1)!(n+ 1)n+1 � nnan � n! = limn!1� nn + 1�n � a = ae :



76 Capitolul 2Da�a a < e atuni seria 1Xn=1 an (C); da�a a > e seria 1Xn=1 an (D), iar da�a a = e, dininegalitatea:an+1an = e�1 + 1n�n > 1; 8n � 1;deduem, onform riteriului lui D'Alembert, forma u m�arginire, �a seria 1Xn=1 an (D).Dei 1Xn=1 an 8<: (C) da�a 0 < a < e(D) da�a a � e:d) Deoaree limn!1 an+1an = limn!1 2 + 5n3 + 5n = 1, vom �̂nera un riteriu mai puterni,�si anume riteriul lui Raabe-Duhamel u limit�a:limn!1n anan+1 � 1! = limn!1n�3 + 5n2 + 5n � 1� = limn!1 n2 + 5n = 15 < 1:Rezult�a �a 1Xn=1 an (D).e) Avem:limn!1 an+1an = limn!1 2n + 12n + 2 � 2n+ 12n+ 3 = 1:Apli�am riteriul lui Raabe-Duhamel:limn!1n anan+1 � 1! = limn!1n(2n + 2)(2n+ 3)� (2n+ 1)2(2n+ 1)2 = 32 > 1;dei seria 1Xn=1 an (C).Seria se mai poate studia u ajutorul riteriului de omparat�ie u m�arginire (I),folosind inegalitatea:1 � 3 � � � (2n� 1)2 � 4 � � � (2n) � 1p2n+ 1 ; 8n � 1:Rezult�a atuni �a:an � 1(2n+ 1)3=2 ; 8n � 1:Seria 1Xn=1 1(2n+ 1)3=2 �ind onvergent�a (are aeea�si natur�a u seria 1Xn=1 1n3=2 onver-gent�a) deduem �a �si seria noastr�a 1Xn=1 an este onvergent�a.f) Avem:limn!1 an+1an = limn!1 2n + 32n + 1 � �� n� + n+ 1�2 = 1;iar:



Serii de numere reale 77limn!1n anan+1 � 1! = limn!1n(2n+ 1)(�+ n + 1)2 � (2n+ 3)(�� n)2(2n+ 3)(�� n)2 = 4�+ 1:Da�a 4� + 1 > 1 , � > 0 seria 1Xn=1 an (C); da�a 4� + 1 < 1 , � < 0 seria1Xn=1 an (D), iar da�a 4� + 1 = 1 , � = 0 seria 1Xn=1 an = 1Xn=1 0 este onvergent�a.Dei 1Xn=1 an 8<: (C) da�a � � 0(D) da�a � < 0:g) Avem: limn!1 an+1an = limn!1�a+ nrb + nr�� = 1, iar:limn!1n anan+1 � 1! = limn!1n " b + nra+ nr!� � 1# :S�a onsider�am funt�ia f : (0;1)! IR; f(x) = x � " b + xra+ xr!� � 1# : Deoaree:limx!1 f(x) = limx!1  b + xra+ xr!� � 11x = limx!1 � b + xra + xr!��1 � r(a� b)(a+ xr)2� 1x2 == limx!1 �r(b� a)x2(a+ xr)2 �  b + xra + xr!��1 = �r(b� a)r2 = �(b� a)r ;rezult�a �a limn!1n anan+1 � 1! = �(b� a)r : Deduem astfel �a da�a �(b � a) < r seria1Xn=1 an (D), iar da�a �(b � a) > r seria 1Xn=1 an (C). Pentru �(b � a) = r , � = rb� a a 6= b; pentru a = b; 1Xn=1 an = 1Xn=1 1 (D)! apli�am riteriul lui Bertrand:limn!1 "n anan+1 � 1!� 1# � lnn = limn!18<:n 24 b+ nra+ nr! rb�a � 135� 19=; � lnn:Considerând funt�ia orespunz�atoare, avem:limx!1 x 24 b+ rxa+ rx! rb�a � 135� 11lnx L0H=
= limx!1  b+ rxa+ rx! rb�a � 1 + xrb� a b+ rxa+ rx! rb�a�1 � r(a� b)(a+ rx)2� 1xln2x =
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= limx!1  b + rxa+ rx! rb�a�1 �  b + rxa + rx � xr2(a+ rx)2!� 1� 1xln2x =
= limx!1  b + rxa+ rx! rb�a�1 � ab + arx+ brx + r2x2 � r2x(a + rx)2 � 1� 1xln2x L0H== limx!1 b + rxa+ rx! rb�a�2 � x2(a+ rx)5 � ln3xlnx + 2 � f�(r�b+a)r(a+rx)(ab+arx+brx��r2x+ r2x2)+(b+ rx)[(ar+ br� r2+2r2x)(a+ rx)2�2r(a+ rx)(ab+arx+ brx��xr2 + r2x2)℄g = limx!1 ln3xlnx + 2 � x4(: : :) + : : :(a+ rx)5 = 0:Rezult�a �a limn!1 "n anan+1 � 1!� 1# � lnn = 0 < 1, dei seria 1Xn=1 an (D).Dei: 1Xn=1 an 8<: (C) da�a �(b� a) > r;(D) da�a �(b� a) � r:h) Avem: limn!1 an+1an = limn!1 (4n+ 1)2(4n+ 3)2 = 1, iar limn!1n anan+1 � 1! == limn!1n "(4n+ 3)2(4n+ 1)2 � 1# = limn!1 n(16n+ 8)(4n+ 1)2 = 1:Apli�am riteriul lui Bertrand:limn!1 "n anan+1 � 1!� 1# � lnn = limn!1 16n2 + 8n(4n+ 1)2 � 1! � lnn == limn!1 � lnn(4n+ 1)2 = 0 < 1:Rezult�a �a seria 1Xn=1 an este divergent�a.i) Seria 1Xn=1 "1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2 � 4 � 6 � � � (2n) #� este un az partiular al seriei de la puntul g)u a = 1, b = 2 �si r = 2. Conluziile sunt urm�atoarele:1Xn=1 an 8<: (C) da�a � > 2(D) da�a � � 2:Seria de mai sus se poate studia �si u ajutorul riteriului de omparat�ie u m�arginire(I). Din dubla inegalitate:12pn � 1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2 � 4 � 6 � � � (2n) � 1p2n+ 1 ; 8n � 1



Serii de numere reale 79rezult�a �a: 12� � n�=2 � an � 1(2n+ 1)�=2 ; 8n � 1:Dei seria noastr�a are aeea�si natur�a u seria 1Xn=1 1n�=2 , adi�a este onvergent�apentru � > 2 �si divergent�a pentru � � 2:10. Folosind riteriul raportului al lui D'Alembert u limite extreme s�a se studiezeurm�atoarele serii:a) 1Xn=1 2 (�1)n2 �2n ; b) 1Xn=1 2 (�1)n2 +2n :Rezolvare. a) Not�am u an = 2 (�1)n2 �2n: Atuni:an+1an = 2 (�1)n+12 �2(n+1)2 (�1)n2 �2n = 2 (�1)n+12 � (�1)n2 �2 = 2(�1)n+1�2:Avem: limn!1an+1an = 21�2 = 12 < 1 � limn!1 an+1an = 2�1�2 = 18� : Dei seria 1Xn=1 an este oserie onvergent�a.b) Notând u an = 2 (�1)n2 +2n, avem:an+1an = 2 (�1)n+12 +2(n+1)2 (�1)n2 +2n = 2 (�1)n+12 � (�1)n2 +2 = 2(�1)n+1+2:Atuni: limn!1 an+1an = 2�1+2 = 2 > 1 ( limn!1an+1an = 21+2 = 8): Rezult�a �a seria 1Xn=1 aneste divergent�a.11. S�a se arate �a pentru urm�atoarele serii se poate aplia riteriul radialului allui Cauhy-Hadamard, dar riteriul raportului al lui D'Alembert u limite extreme, nu:a) 1Xn=1 2(�1)n�n ; b) 1Xn=1 2n�(�1)n :Rezolvare. a) Notând u an = 2(�1)n�n avem:an+1an = 2(�1)n+1�(n+1)2(�1)n�n = 2(�1)n+1�(�1)n�1 = 22�(�1)n+1�1:Deoaree limn!1an+1an = 22�1 = 2, iar limn!1 an+1an = 2�2�1 = 18 nu putem aplia riteriulraportului al lui D'Alembert u limite extreme.Calulând �̂ns�a limn!1 npan obt�inem:limn!1 npan = limn!1�2 (�1)nn �1� = limn!1 2 (�1)nn �1 = 12 < 1:Deduem astfel u ajutorul riteriului radialului al lui Cauhy-Hadamard �a seria1Xn=1 an este onvergent�a.



80 Capitolul 2b) Proedând asem�an�ator, avem:limn!1an+1an = limn!121+2�(�1)n = 23 = 8 �si limn!1 an+1an = 21�2 = 12 ;iar limn!1 npan = limn!121� (�1)nn = limn!1 21� (�1)nn = 2 > 1:Deduem astfel �a seria 1Xn=1 an este divergent�a.12. S�a se studieze urm�atoarele serii, folosind riteriul logaritmi:a) 1Xn=1nlnx ; x > 0; b) 1Xn=2 1(ln lnn)lnn ; ) 1Xn=2 1(lnn)ln lnn :Rezolvare. a) Not�am u an = nlnx; n � 1: Avem:limn!1 ln 1anlnn = limn!1 lnn� lnxlnn = � lnx:Da�a � lnx > 1 , x < e�1 seria 1Xn=1 an este onvergent�a; da�a � lnx < 1 , x >> e�1 seria 1Xn=1 an este divergent�a. Pentru x = e�1 seria devine: 1Xn=1nln e�1 = 1Xn=1 1n ,adi�a este seria armoni�a, divergent�a.Dei 1Xn=1 an 8<: (C) da�a 0 < x < e�1(D) da�a x � e�1:b) Avem:limn!1 ln (ln lnn)lnnlnn = limn!1 ln(ln lnn) =1 > 1;dei seria dat�a este onvergent�a.) limn!1 ln(lnn)ln lnnlnn = limn!1 (ln lnn)2lnn = 0 < 1;dei seria este divergent�a.13. Folosind riteriul integral al lui Ma-Laurin{Cauhy, s�a se studieze urm�atoareleserii:a) 1Xn=2 1nlnpn; p > 0; b) 1Xn=2 1n � lnn � (ln lnn)q ; q > 0:Rezolvare. a) Consider�am funt�ia f : [2;1) ! IR+; f(x) = 1xlnpx ontinu�a �simonoton desres�atoare. Atuni, da�a p 6= 1 avem:Fn = Z n2 f(x) dx = Z n2 1xlnpx dx = (lnx)�p+1�p + 1 �����n2 = 11� p h(lnn)�p+1 � (ln 2)�p+1i :S�irul (Fn)n�2 este onvergent da�a �si numai da�a �p+1 < 0 , p > 1 �si este divergentda�a �si numai da�a �p+ 1 > 0 , p < 1: Da�a p = 1 atuni:



Serii de numere reale 81Fn = Z n2 dxx lnx = ln(lnx)jn2 = ln(lnn)� ln(ln 2)!1; pentru n!1:Rezult�a �a seria este 8<: (C) da�a p > 1(D) da�a 0 < p � 1:b) Asem�an�ator, da�a q 6= 1 avem:Fn = Z n2 dxx(lnx)(ln lnx)q lnx=y= Z lnnln 2 dyy(ln y)q = (ln y)�q+1�q + 1 �����lnnln 2 == 11� q h(ln lnn)1�q � (ln ln 2)1�qi :S�irul (Fn)n�2 este onvergent da�a q > 1 �si divergent da�a q < 1. Da�a q = 1:Fn = Z lnnln 2 dyy ln y = ln(ln y)����lnnln 2 = ln(ln lnn)� ln(ln ln 2)!1;pentru n!1:Rezult�a �a seria dat�a este 8<: (C) da�a q > 1(D) da�a 0 < q � 1:14. S�a se studieze simpla �si absoluta onvergent��a a urm�atoarelor serii u termenioareare:a) 1Xn=1(�1)n+1 5pnn+ 1 ; b) 1Xn=1(�1)n+1 2n+ 13n ; ) 1Xn=1�1 + 12 + � � �+ 1n�� sinnxn ;x2IR; d) 1Xn=1(�1)n+1"1 � 3 � � � � (2n� 1)2 � 4 � � � (2n) #� ; �2IR; e) 1Xn=1 (�1)n+1n�+ 1n ; �2IR;f) 1Xn=1 osn�n� ; � 2 IR; � 2 IR; g) 1Xn=1 sinn � sin 1nn� ; � > 0; h) 1Xn=1 sin n�3lg(n+ 1) ;i) 1Xn=1(�1)n+12n � sin2nan+ 1 ; a 2 IR:Rezolvare. Vom studia seriile de mai sus, serii u termeni oareare, eretând mai�̂ntâi absoluta lor onvergent��a, aolo unde se poate. Da�a ele vor � absolut onvergenteatuni va rezulta �a sunt �si onvergente. Da�a nu vor � absolut onvergente vomstudia u unul dintre riteriile orespunz�atoare simpla onvergent��a a lor. Not�am u antermenul general al seriilor.a) Seria modulelor este 1Xn=1 5pnn+ 1 : Compar�am aeast�a serie u seria 1Xn=1 1n4=5 areeste divergent�a (seria armoni�a generalizat�a u � = 45 < 1); obt�inem:limn!1 5pnn+11n4=5 = 1 2 IR�+;



82 Capitolul 2de unde rezult�a �a seria modulelor 1Xn=1 janj este divergent�a, dei seria noastr�a nu esteabsolut onvergent�a.Deoaree seria are forma 1Xn=1(�1)n+1bn, u bn = 5pnn+ 1 vom �̂nera s�a apli�amriteriul lui Leibniz, studiind �sirul (bn)n�1. Avem:bn+1bn = 5sn + 1n � n + 1n + 2 = 5vuut (n + 1)6n(n + 2)5 < 1; 8n � 1;dei �sirul (bn)n�1 este monoton desres�ator, iar limn!1 bn = 0. Rezult�a atuni, onformriteriului lui Leibniz �a seria 1Xn=1 an este semi-onvergent�a (S.C.).b) Seria modulelor este 1Xn=1 2n+ 13n : Studiem aeast�a serie u termeni pozitivi uriteriul lui D'Alembert. Not�am u bn = 2n+ 13n ; avem:limn!1 bn+1bn = limn!1 2n+ 33n+1 � 3n2n + 1 = 13 < 1:Deduem �a seria 1Xn=1 bn este onvergent�a, dei seria 1Xn=1 an este absolut onvergent�a(A.C.).) Vom studia aeast�a serie u ajutorul riteriului lui Dirihlet, onsiderând �sirulbn = 1 + 12 + � � �+ 1nn ; n � 1 �si seria 1Xn=1 n = 1Xn=1 sinnx: Deoaree �sirul � 1n�n�1 esteonvergent la zero, rezult�a �a �si �sirul mediilor aritmetie, adi�a (bn)n�1 onverge lazero. În plus, �sirul (bn)n�1 este monoton desres�ator. Într-adev�ar:bn+1bn = 1 + 12 + � � �+ 1n + 1n+11 + 12 + � � �+ 1n � nn + 1 < 1; deoaree 1+ 12+� � �+ 1n > nn+ 1 ; 8n � 1:Pentru seria 1Xn=1 n alul�am suma part�ial�a de ordinul n:Sn = nXk=1 k = nXk=1 sin kx = 8>><>>: sin(n+ 1)x2 � sin nx2sin x2 ; da�a x 6= 2k�; k 2 Z0; da�a x = 2k�; k 2 Z:Da�a x = 2k�; k 2 Z atuni seria noastr�a devine 1Xn=1 0, o serie (absolut) onvergent�a.Da�a x 6= 2k� atuni jSnj � 1���sin x2 ��� ; 8n � 1, dei seria 1Xn=1 n are �sirul sumelorpart�iale m�arginit. Conform riteriului lui Dirihlet rezult�a �a seria 1Xn=1 an = 1Xn=1 bnn



Serii de numere reale 83este onvergent�a. În onluzie seria 1Xn=1 an (C), 8 x 2 IR:Pentru a studia absoluta onvergent��a a seriei 1Xn=1 an, vom studia seria 1Xn=1 janj: Dininegalitatea:j sinnxj � sin2nx; 8n � 1; 8 x 2 IR;deduem, pentru x 6= k�; k 2 Z, �a:janj � �1 + 12 + � � �+ 1n� � sin2nxn = 1 + 12 + � � �+ 1nn � 1� os 2nx2 ; 8n � 1:Seria 1Xn=1 1 + 12 + � � �+ 1nn �12 � os 2nx2 � este divergent�a, �ind diferent�a dintre o seriedivergent�a 1Xn=1 1+ 12+� � �+ 1n2n (termenul s�au general este 1+ 12+� � �+ 1n2n � 12n; 8n�1; iarseria 1Xn=1 12n este divergent�a) �si o serie onvergent�a 1Xn=1�1 + 12 + � � �+ 1n� osnx2n (dup�aum rezult�a din riteriul lui Dirihlet, onsiderând �sirul b0n = bn2 ; n � 1; monotondesres�ator la zero �si seria 1Xn=1 os 2nx, are are �sirul sumelor part�iale m�arginit:j eSnj = ����� nXk=1 os 2kx����� = �����sinnx � os(n + 1)xsin x ����� � 1j sinxj ; 8n � 1):Deduem astfel �a seria 1Xn=1 janj este divergent�a, dei seria 1Xn=1 an nu este absolutonvergent�a, pentru x 6= k�; k 2 Z: Fiind o serie onvergent�a (am v�azut mai susapliând riteriul lui Dirihlet) rezult�a �a pentru x 6= k�; k 2 Z seria 1Xn=1 an estesimplu onvergent�a. Pentru x = k�; k 2 Z seria 1Xn=1 0 este (absolut) onvergent�a.d) Seria modulelor este 1Xn=1 "1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2 � 4 � 6 � � � (2n) #�, studiat�a �̂n Problema 9, i).Rezult�a �a pentru � > 2 aeast�a serie este onvergent�a, dei seria noastr�a 1Xn=1 an esteabsolut onvergent�a. Da�a � � 2 seria modulelor este divergent�a, dei seria 1Xn=1 an nueste absolut onvergent�a.Pentru � 2 (0; 2℄ vom demonstra u ajutorul riteriului lui Leibniz �a seria 1Xn=1 aneste onvergent�a (dei simplu onvergent�a). Într-adev�ar �sirul bn="1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)2 � 4 � 6 � � � (2n) #�este monoton desres�ator: bn+1bn = �2n+ 12n+ 2�� < 1; 8n � 1; iar din relat�ia:



84 Capitolul 20 � bn �  1p2n+ 1!� ; 8n � 1;prin treere la limit�a obt�inem �a limn!1 bn = 0. Dei seria 1Xn=1 an este simplu onvergent�apentru � 2 (0; 2℄.Da�a � = 0 seria 1Xn=1 an = 1Xn=1(�1)n+1 este divergent�a, iar da�a � < 0 seria1Xn=1 an = 1Xn=1(�1)n+1 " 2 � 4 � 6 � � � (2n)1 � 3 � 5 � � � (2n� 1)#�� este divergent�a, deoaree a2k ! �1 �sia2k+1 ! +1, pentru k!1: Dei pentru � � 0 seria 1Xn=1 an este divergent�a.În onluzie 1Xn=1 an 8>>><>>>: (A.C.) da�a � > 2(S.C.) da�a � 2 (0; 2℄(D) da�a � � 0:e) Seria modulelor este 1Xn=1 1n� � npn are are aeea�si natur�a u seria 1Xn=1 1n� , deoaree:limn!1 1n� � npn1n� = 1 2 IR�+:Dei pentru � > 1 seria 1Xn=1 janj este onvergent�a, iar 1Xn=1 an este absolut onver-gent�a. Pentru � � 1 seria 1Xn=1 janj este divergent�a, dei seria 1Xn=1 an nu este absolutonvergent�a.Pentru � 2 (0; 1℄ vom aplia seriei noastre riteriul lui Abel, onsiderând seria1Xn=1 (�1)n+1n� �si �sirul bn = 1npn; n � 1: Conform riteriului lui Leibniz, �sirul � 1n��n�1�ind monoton desres�ator la 0, rezult�a �a seria 1Xn=1 (�1)n+1n� este onvergent�a (simplu).S�irul (bn)n�3 este monoton res�ator, deoaree:1n+1pn+ 1 > 1npn , n+1pn+ 1 < npn , (n+ 1)n < nn+1 , �n + 1n �n < n ,, �1 + 1n�n < n; n � 3;�si m�arginit 0 < bn � 1; 8n � 1.Conform riteriului lui Abel rezult�a �a seria 1Xn=1 an este onvergent�a (simplu, deoareeseria modulelor este divergent�a).Pentru � � 0 seria 1Xn=1 an este divergent�a, deoaree an 6! 0, pentru n!1.



Serii de numere reale 85În onluzie 1Xn=1 an 8>>><>>>: (A.C.) da�a � > 1(S.C.) da�a � 2 (0; 1℄(D) da�a � � 0:f) Da�a � > 1 atuni folosim inegalitatea: janj � 1n� ; 8n � 1: Seria 1Xn=1 1n� �indonvergent�a, rezult�a �a seria 1Xn=1 janj este onvergent�a, dei seria 1Xn=1 an este absolutonvergent�a.Da�a � 2 (0; 1℄ vom studia seria 1Xn=1 an u ajutorul riteriului lui Dirihlet, on-siderând seria 1Xn=1 os n� �si �sirul bn = 1n� ; n � 1: Pentru � 6= 2k�; k 2 Z �sirul sumelorpart�iale pentru seria 1Xn=1 osn� este m�arginit. Într-adev�ar:jSnj = ����� nXk=1 os k������ = ������sin n�2 os (n+1)�2sin �2 ������ � 1���sin �2 ��� ; 8n � 1:S�irul (bn)n�1 �ind monoton desres�ator la zero, din riteriul lui Dirihlet deduem �aseria 1Xn=1 an este onvergent�a, pentru � 6= 2k�; k 2 Z. Da�a � = 2k�; k 2 Z, seria1Xn=1 an = 1Xn=1 1n� este divergent�a, (� 2 (0; 1℄):Pentru a studia absoluta onvergent��a a seriei 1Xn=1 an �̂n azul � 2 (0; 1℄, vom studiaseria modulelor 1Xn=1 janj = 1Xn=1 j osn�jn� : Din inegalitatea:j osn�j � os2n�; 8n � 1; 8� 2 IR;deduem:janj � os2n�n� = 1 + os 2n�2n� ; 8n � 1:Seria 1Xn=1 1 + os 2n�2n� este o serie divergent�a. Într-adev�ar, pentru � = k�; k 2 Z seriadevine 1Xn=1 1n� divergent�a, (� 2 (0; 1℄): Pentru � 6= k�; k 2 Z seria de mai sus este sumadintre o serie divergent�a 1Xn=1 12n� �si o serie onvergent�a 1Xn=1 os 2n�2n� (onform riteriuluilui Dirihlet, onsiderând �sirul b0n = 12n� ; n � 1 monoton desres�ator la zero �si seria1Xn=1 os 2n� are are �sirul sumelor part�iale m�arginit:



86 Capitolul 2j eSnj = ����� nXk=1 os 2k������ = �����sinn� � os(n + 1)�sin� ����� � 1j sin�j ; 8n � 1: �Deduem astfel �a �̂n aest az � 2 (0; 1℄ seria 1Xn=1 janj este divergent�a, 8� 2 IR, deiseria 1Xn=1 an este simplu onvergent�a, da�a � 6= 2k�; k 2 Z (am v�azut mai sus �a esteonvergent�a, apliând riteriul lui Dirihlet). Pentru � = 2k�; k 2 Z seria 1Xn=1 an estedivergent�a.Da�a � � 0, deoaree an 6! 0, pentru n ! 1, rezult�a �a seria 1Xn=1 an este diver-gent�a.În onluzie: 1Xn=1 an 8>>><>>>: (A.C.) da�a � > 1(S.C.) da�a � 2 (0; 1℄ �si � 6= 2k�; k 2 Z(D) da�a f� 2 (0; 1℄ �si � = 2k�; k 2 Zg sau � � 0:g) Avem:janj = j sinnj � sin 1nn� � sin 1nn� ; 8n � 1:Seria 1Xn=1 sin 1nn� are aeea�si natur�a u seria 1Xn=1 1n�+1 are este onvergent�a pentru � > 0,(� + 1 > 1). Într-adev�ar:limn!1 sin 1nn�1n�+1 = 1 2 IR�+:Conform riteriului de omparat�ie u limit�a rezult�a �a seria 1Xn=1 sin 1nn� este onvergent�a.Dei folosind riteriul de omparat�ie u m�arginire (I) deduem �a seria 1Xn=1 janj esteonvergent�a. Rezult�a �a seria noastr�a 1Xn=1 an este absolut onvergent�a pentru 8� > 0:h) Studiem seria modulelor:1Xn=1 janj = 1Xn=1 ���sin n�3 ���lg(n+ 1) = �����sin �3lg 2 �����+ �����sin 2�3lg 3 �����+ �����sin 3�3lg 4 �����+ �����sin 4�3lg 5 �����++ �����sin 5�3lg 6 �����+ �����sin 6�3lg 7 �����+ � � � :Fiind o serie u termeni nenegativi, aeasta are aeea�si natur�a u seria obt�inut�aprin gruparea a âte trei termeni onseutivi ai seriei:



Serii de numere reale 87p32  1lg 2 + 1lg 3 + 0lg 4!+ p32  1lg 5 + 1lg 6 + 0lg 7!+ � � � == 1Xn=1 p32 " 1lg(3n� 1) + 1lg(3n) + 0lg(3n+ 1)# :Not�am u bn = p32 " 1lg(3n� 1) + 1lg(3n)# termenul general al seriei de mai sus. Avem:bn > 2p32 lg(3n) = p3lg(3n) > p33n ; 8n � 1:Deoaree seria 1Xn=1 p33n = 1p3 1Xn=1 1n este divergent�a, rezult�a �a seria 1Xn=1 bn estedivergent�a, dei �si seria 1Xn=1 janj este divergent�a. Deduem de aii �a seria 1Xn=1 an nueste absolut onvergent�a.Pentru a studia simpla onvergent��a apli�am riteriul lui Dirihlet. Seria 1Xn=1 sin n�3are �sirul sumelor part�iale m�arginit:jSnj = ����� nXk=1 sin k�3 ����� = ��������sin��3 � n2� � sin��3 � n + 12 �sin �6 �������� � 2; 8n � 1;iar �sirul  1lg(n+ 1)!n�1 este monoton desres�ator la 0. Dei seria 1Xn=1 an este o seriesimplu onvergent�a.i) Apli�am riteriul radialului al lui Cauhy pentru serii u termeni oareare;avem: limn!1 nqjanj = limn!1 2 � sin2anpn + 1 = 2sin2a:Da�a 2sin2a < 1 , j sinaj < p22 , a 2 [k2Z ���4 + k�; �4 + k�� atuni seria1Xn=1 an este absolut onvergent�a.Da�a 2sin2a > 1 , j sin aj > p22 , a 2 [k2Z ��4 + k�; 3�4 + k�� atuni seria1Xn=1 an este divergent�a.Da�a 2sin2a = 1 , a = ��4 + k�; k 2 Z atuni seria 1Xn=1 an = 1Xn=1 (�1)n+1n + 1este simplu onvergent�a, deoaree seria modulelor 1Xn=1 1n+ 1 = 1Xn=2 1n este divergent�a,



88 Capitolul 2seria 1Xn=1 an �ind onvergent�a, onform riteriului lui Leibniz (�sirul � 1n+ 1�n�1 estemonoton desres�ator la 0.)15. S�a se arate �a da�a �̂ntr-o serie alternat�a 1Xn=0(�1)n+1�n are satisfae ondit�iiledin riteriul lui Leibniz (�sirul (�n)n�0 este monoton desres�ator u limita egal�a u 0),�̂nlouim suma seriei u suma part�ial�a Sn faem o eroare mai mi�a deât primul termenneglijat �n+1. Eroarea este prin lips�a da�a n este par �si prin adaos da�a n este impar.Rezolvare. Fie:Sn = ��0 + �1 � �2 + � � �+ (�1)n+1�n; n 2 IN;suma part�ial�a de ordinul n. Da�a p este par atuni:Sn+p = Sn + (�1)n+2�n+1 + (�1)n+3�n+2 + � � �+ (�1)n+p+1�n+p == Sn + (�1)n+2 � [ (�n+1 � �n+2)| {z }�0 + � � �+ (�n+p�1 � �n+p)| {z }�0 ℄:Dei:jSn+p � Snj = �n+1 � �n+2 + � � �+ �n+p�1 � �n+p = �n+1 � (�n+2 � �n+3)| {z }�0 �� � � � � (�n+p�2 � �n+p�1)| {z }�0 ��n+p < �n+1; 8n 2 IN;(�sirul (�n)n2IN este monoton desres�ator).Da�a p este impar atuni:Sn+p = Sn + (�1)n+2 � [�n+1 � (�n+2 � �n+3)� � � � � (�n+p�1 � �n+p)℄ ;de unde rezult�a �a:jSn+p � Snj � �n+1; 8n 2 IN:Dei pentru 8 p 2 IN avem: jSn+p � Snj � �n+1; 8n 2 IN: Treând la limit�apentru p!1 �̂n inegalitatea de mai sus, rezult�a �a:jS � Snj � �n+1; 8n 2 IN:Da�a n este par atuni S � Sn = (�1)n+2�n+1 + � � � � 0, dei eroarea este prinlips�a (Sn � S), iar da�a n este impar atuni S � Sn = (�1)n+2�n+1 + � � � � 0; deieroarea este prin adaos (Sn � S).16. S�a se ae rangul minim al sumei part�iale a seriei 1Xn=1(�1)n+1 1n2 are aproxi-meaz�a suma S a aestei serii u o eroare inferioar�a lui " = 10�4 �si s�a se preizeze da�aaproximarea este prin lips�a sau prin adaos.Rezolvare. Seria 1Xn=1(�1)n+1 1n2 este o serie tip Leibniz �si, onform Problemei 15



Serii de numere reale 89(�0 = 0; �n = 1=n2; n � 1): jS � Snj � 1(n + 1)2 ;unde Sn = nXk=1(�1)k+1 1k2 : Impunem ondit�ia 1(n+ 1)2 <" , n+1>s1"=100: G�asimrangul minim n0 = 100 pentru are jS � Snj < 10�4: Suma part�ial�a S100 aproximeaz�asuma S a seriei date prin lips�a (S100 < S) u o eroare inferioar�a lui 10�4.17. S�a se aluleze seria produs pentru urm�atoarele serii, omentându-se rezul-tatele:a) 1Xn=0 1n! �si 1Xn=0 (�1)nn!(a+ n) ; a > 0;b) "1� 1Xn=1�32�n# �si "1 + 1Xn=1�32�n�1 � �2n + 12n+1�# ;) 1Xn=0 (�1)npn+ 1 �si 1Xn=0 (�1)npn + 1 :Rezolvare. a) Seria 1Xn=0 1n! u termenul general an = 1n! este (absolut) onver-gent�a, onform riteriului lui D'Alembert, deoaree:limn!1 an+1an = limn!1 1n+ 1 = 0 < 1;iar seria 1Xn=0 (�1)nn!(a + n) u termenul general bn = (�1)nn!(a+ n) este absolut onvergent�a,deoaree:limn!1 �����bn+1bn ����� = limn!1 a + n(n + 1)(a+ n+ 1) = 0 < 1:Apliând Teorema 4 rezult�a �a seria produs este absolut onvergent�a u sumaegal�a u produsul sumelor elor dou�a serii. Pentru a determina aeast�a serie alul�amtermenul s�au general:n = a0bn+a1bn�1+ � � �+an�1b1+anb0 = 1 � (�1)nn!(a+ n) + 11! � (�1)n�1(n� 1)!(a+ n� 1)++ 12! � (�1)n�2(n� 2)!(a + n� 2)+� � �+ 1(n� 1)! � (�1)11!(a+ 1)+ 1n! �1a = nXk=0 1k! � (�1)n�k(n� k)!(a + n� k) == 1n! nXk=0 (�1)n�kCkna + n� k n�k:=k= 1n! nXk=0 (�1)kCkna+ k :Pentru a determina suma de mai sus pornim de la identitatea:nXk=0(�1)kCknxk = (1� x)n;pe are o �̂nmult�im membru u membru u xa�1; x 2 IR. Obt�inem:



90 Capitolul 2nXk=0(�1)kCknxk+a�1 = (1� x)n � xa�1; 8 x 2 IR:Integrând egalitatea de mai sus pe intervalul [0; 1℄ rezult�a:nXk=0(�1)kCkn xa+ka+ k �����10 = Z 10 (1� x)n � xa�1 dx;dei: nXk=0 (�1)kCkna+ k = Z 10 (1� x)n � xa�1 dx:Pentru a alula �̂n ontinuare integrala In = Z 10 (1� x)n � xa�1 dx vom determinao relat�ie de reurent��a �̂ntre In �si In�1. Avem:In = Z 10 (1� x)n � xa�1 dx = Z 10 (1� x)n � �xaa �0 dx = xaa (1� x)n�����10++na Z 10 (1� x)n�1 � xa dx = na Z 10 (1� x)n�1 � xa�1 � [1� (1� x)℄ dx == naIn�1 � naIn;de unde rezult�a �a:In = na + nIn�1; 8n � 1:Deoaree I0 = Z 10 xa�1 dx = 1a , deduem din relat�ia de reurent��a de mai sus �a:In = n(n� 1) � � �2 � 1(a+ n)(a + n� 1) � � � (a+ 1)a = n!a(a + 1) � � � (a+ n) :Revenind la termenul general n al seriei produs, avem:n = 1n!In = 1a(a + 1) � � � (a+ n) ; n 2 IN:Dei:  1Xn=0 1n!! �  1Xn=0 (�1)nn!(a + n)! = 1Xn=0 1a(a + 1) � � � (a+ n) :b) Not�am u an = ��32�n ; n � 1 (a0 = 1) termenul general al primei serii, iaru bn = �32�n�1 � �2n + 12n+1� ; n � 1 (b0 = 1) termenul general al elei de-a douaserii. Deoaree an 6! 0 �si bn 6! 0 pentru n!1 rezult�a �a ambele serii sunt divergente.Calulând produsul aestor serii obt�inem o serie u termenul general n:n = a0bn+a1bn�1+� � �an�1b1+anb0 = �32�n�1 ��2n + 12n+1���32�n�1 ��2n�1 + 12n����32�n�1 � �2n�2 + 12n�1�� � � � � �32�n�1 � �2 + 122�� �32�n == �32�n�1 � �2n + 12n+1 � 2n�1 � 12n � 2n�2 � 12n�1 � � � � � 2� 122 � 32� == �32�n�1 � "2n + 12n+1 � 2 � 2n�1 � 12� 1 � 122 � 1� 12n�11� 12 � 32# =



Serii de numere reale 91= �32�n�1 � � 12n+1 + 12n� = �34�n ; 8n 2 IN:Dei seria produs este 1Xn=0�34�n, o serie onvergent�a (este seria geometri�a u rat�ia34 < 1).Aeast�a problem�a (b)) este un exemplu �̂n are produsul a dou�a serii divergente esteo serie absolut onvergent�a. Deduem de aii �a proprietatea de onvergent��a pentruseriile fator nu este o ondit�ie neesar�a pentru onvergent�a seriei produs.) Seria 1Xn=0 an = 1Xn=0 (�1)npn + 1 este simplu onvergent�a, onform riteriului lui Leib-niz, seria modulelor 1Xn=0 1pn + 1 �ind divergent�a (are aeea�si natur�a u seria 1Xn=1 1pndivergent�a).Calul�am termenul general al seriei produs (putere):n = a0an + a1an�1 + � � �an�1a1 + ana0 = (�1)npn+ 1 + (�1)np2 � pn + (�1)np3 � pn� 1 + � � �++ (�1)np2 � pn + (�1)npn + 1 = (�1)n nXk=0 1q(k + 1)(n� k + 1) ; 8n 2 IN:Dei seria produs este:1Xn=0(�1)n 24 nXk=0 1q(k + 1)(n� k + 1)35 :Deoaree:jnj = nXk=0 1q(k + 1)(n� k + 1) � n + 1n + 1 = 1; 8n 2 IN;rezult�a �a n 6! 0, pentru n!1, dei seria 1Xn=0 n este divergent�a. Din aest exempludeduem �a produsul a dou�a serii semi-onvergente poate � o serie divergent�a.18. S�a se aluleze sumele urm�atoarele serii:a) 1Xn=1 1(� + n)(� + n+ 1) ; � � 0; b) 1Xn=1 1(�+ n)(�+ n + 1)(�+ n + 2) ; � � 0;) 1Xn=1 1(�+ n)(� + n + 1) � � � (� + n+ p) ; � � 0; p 2 IN�:Rezolvare. Seriile de mai sus sunt onvergente, ele având aeea�si natur�a u seriile1Xn=1 1n2 ; 1Xn=1 1n3 , respetiv 1Xn=1 1np+1 , are sunt onvergente.a) S�irul sumelor part�iale este:Sn = nXk=1 1(�+ k)(� + k + 1) = nXk=1 � 1� + k � 1� + k + 1� = 1� + 1 � 1� + n+ 1 :



92 Capitolul 2Pentru n!1 obt�inem suma seriei: S = limn!1Sn = 1� + 1 :b) Avem:Sn = nXk=1 1(� + k)(� + k + 1)(� + k + 2) = nXk=1 12 " 1(�+ k)(� + k + 1)�� 1(� + k + 1)(�+ k + 2)# = 12 " 1(�+ 1)(� + 2) � 1(� + n+ 1)(� + n+ 2)# :Pentru n!1 obt�inem suma seriei: S = limn!1Sn = 12(� + 1)(�+ 2) :) S�irul sumelor part�iale este:Sn = nXk=1 1(� + k)(� + k + 1) � � � (� + k + p) == nXk=1 1p " 1(�+ k)(� + k + 1) � � � (� + k + p� 1)�� 1(� + k + 1)(�+ k + 2) � � � (�+ k + p)# = 1p " 1(� + 1)(�+ 2) � � � (� + p)�� 1(� + n+ 1)(� + n+ 2) � � � (� + n + p)# :Pentru n!1 obt�inem suma seriei:S = 1p � 1(� + 1)(� + 2) � � � (� + p) :Da�a � = 0 deduem �a:1Xn=1 1n(n + 1) � � � (n+ p) = 1p � p! ; 8 p 2 IN�:19. Serii duble. Fie matriea in�nit�a:
(1) 0BBBBBBBBBB�

a11 a12 � � � a1i � � �a21 a22 � � � a2i � � �...ak1 ak2 � � � aki � � �...
1CCCCCCCCCCA :Elementele aestei matrie in�nite se pot reprezenta prin �sirul: (2) u1; u2; : : : ; ur;: : : :S�a onsider�am urm�atoarele serii:(3) 1Xi;k=1 aki ; (o serie dubl�a); (4) 1Xi=1 1Xk=1 aki ; (5) 1Xk=1 1Xi=1 aki ; (6) 1Xr=1ur :Seriile (4) �si (5) se numes serii iterate.



Serii de numere reale 93Teorema 5. Presupunem �a matriea (1) �si �sirul (2) au aeia�si termeni. Da�ael put�in una din seriile (3), (4), (5) sau (6) este absolut onvergent�a atuni rezult�a �atoate ele patru serii sunt onvergente �si au aeea�si sum�a.Da�a seriile au termenii aki � 0 atuni este su�ient a una din ele patru serii(3)-(6) s�a �e onvergent�a pentru a toate elelalte s�a �e onvergente �si atuni ele voravea aeea�si sum�a.Pentru demonstrat�ia Teoremei 5 vezi [14, Vol.II, p.394℄.Folosind rezultatul de mai sus s�a se arate �a:1Xk=1 1k2 = 3 1Xk=1 [(k � 1)!℄2(2k)! :Rezolvare. S�a onsider�am aki = (k � 1)!i(i + 1) � � � (i+ k) = (i� 1)!k(k + 1) � � � (k + i) :Conform Problemei 18, ) u � = 0 �si p = k avem:1Xn=1 1n(n + 1) � � � (n+ k) = 1k � k! ;iar:1Xi=1 aki = 1Xi=1 (k � 1)!i(i + 1) � � � (i+ k) = (k � 1)! 1Xi=1 1i(i + 1) � � � (i + k) = (k � 1)! 1k � k! = 1k2�si 1Xk=1 1Xi=1 aki = 1Xk=1 1k2 (o serie onvergent�a):Modi��am �̂n ontinuare matriea (1) astfel:
(7) 0BBBBBBBBBBBBB�

r1 0 0 � � � 0 0 0 � � �a21 r2 0 � � � 0 0 0 � � �a31 a32 r3 � � � 0 0 0 � � �...ak1 ak2 ak3 � � � akk�1 rk 0 � � �...
1CCCCCCCCCCCCCA = �(aki )0�i;k :

Pe loul k din linia k am pus elementul rk egal u suma termenilor din rândulk de la dreapta termenului k, inlusiv aest termen. Atuni sumele elementelor depe �eare linie r�amân neshimbate fat��a de ele orespunz�atoare matriei (1). În modasem�an�ator, a doua sum�a iterat�a 1Xk=1 1Xi=1(aki )0 r�amâne neshimbat�a, �si anume:1Xk=1 1Xi=1(aki )0 = 1Xk=1(a11 + a21 + � � �+ akk�1 + rk) = 1Xk=1 1Xi=1 aki = 1Xk=1 1k2 :Pentru elementul rk avem expresia:rk = 1Xi=k aki = 1Xi=k (k � 1)!i(i + 1) � � � (i+ k) = 1Xn=1 (k � 1)!(n+ k � 1) � � � (n + 2k � 1) :



94 Capitolul 2Apli�am �̂n ontinuare din nou Problema 18, ) u � = k � 1 �si p = k. Obt�inem:rk = (k � 1)!k � k(k + 1) � � � (2k � 1) :Apoi, suma elementelor ajk de pe oloana k u j > k pentru matriea (7) este:1Xj=k+1ajk = 1Xj=k+1 (k � 1)!j(j + 1) � � � (j + k) = (k � 1)! 1Xj=1 1(k + j) � � � (2k + j) :Conform Problemei 18, ) u � = k �si p = k obt�inem:1Xj=k+1ajk = (k � 1)! 1k � 1(k + 1) � � � (2k) = (k � 1)!k(k + 1) � � � (2k) :Atuni suma elementelor de pe oloana k pentru matriea (7) este:rk + 1Xj=k+1ajk = (k � 1)!k2(k + 1) � � � (2k � 1) + (k � 1)!k(k + 1) � � � (2k) == 3(k � 1)!k(k + 1) � � � (2k � 1)(2k) = 3 � [(k � 1)!℄2(2k)! :Apliând Teorema 5 matriei (7), seria 1Xk=1 1Xi=1(aki )0 = 1Xk=1 1k2 �ind onvergent�a,rezult�a �a �si seria:1Xi=1 1Xk=1(aki )0 = 1Xk=1 1Xj=k(ajk)0 = 1Xk=10�rk + 1Xj=k+1 ajk1A = 3 1Xk=1 [(k � 1)!℄2(2k)!este onvergent�a �si are aeea�si sum�a u prima serie, adi�a:(8) 1Xk=1 1k2 = 3 1Xk=1 [(k � 1)!℄2(2k)! :
PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE20. S�a se studieze �sirul sumelor part�iale pentru urm�atoarele serii, deduându-seapoi natura aestora �si suma lor, �̂n az de onvergent��a:a) 1Xn=1 1n(n+ 3); b) 1Xn=1 �pn + �+ 1� 2pn+ � +pn+ �� 1� ; � > 0;) 1Xn=1 5n2 + 12n+ 8n2(n+ 1)3(n + 2)3 ; d) 1Xn=1 2n2 + 2n + 1(n+ 1)(n+ 2)(4n2 � 1); e) 1Xn=1 3n2 + n� 2n! :21. S�a se arate �a da�a seria 1Xn=1n an (an � 0; 8n � 1) onverge, atuni onverge�si seria 1Xn=1 an.22. S�a se arate �a da�a seria u termeni nenegativi 1Xn=1 an este onvergent�a atuni�si seriile:



Serii de numere reale 95a) 1Xn=1 an1 + an ; b) 1Xn=1 pannsunt onvergente.23. Fie 1Xn=1 an o serie divergent�a u an � 0; 8n � 1: S�a se arate �a seria 1Xn=1 an1 + aneste divergent�a.24. S�a se studieze natura urm�atoarelor serii folosind riteriile de omparat�ie:a) 1Xn=1 n25n4 + 2n+ 1; b) 1Xn=1 3 + sinn2n ; ) 1Xn=1 2n sin �3n ;d) 1Xn=2 lnnn3 ; e) 1Xn=2 lnn ln�1 + 1n� ln�1 + 1n2� :25. S�a se studieze u ajutorul riteriului radialului al lui Cauhy urm�atoareleserii:a) 1Xn=1�2n+ 15n+ 3�n; b) 1Xn=1 "13 + 23 + � � �+ n3n3 � n4#n; ) 1Xn=1 pnn + 2nn + 1 :26. S�a se studieze natura urm�atoarelor serii, folosind riteriile lui D'Alembert, allui Raabe-Duhamel sau al lui Bertrand:a) 1Xn=1 n!n3 + 1; b) 1Xn=1 n!n2n ; ) 1Xn=1 nn(a+ 1)(2a+ 1) � � � (na+ 1) ; a > 0;d) 1Xn=1 apn; a > 0; e) 1Xn=1 n!�(� + 1) � � � (� + n� 1) ; � > 0;f) 1Xn=1 n! bn(b + a1)(2b+ a2) � � � (nb + an) ; b > 0; (an)n�1 � IR+; an ! a;g) 1Xn=1 1(1 + tg a)�1 + tg a2� � � ��1 + tg an� ; a 2 �0; �2� ;h) 1Xn=1 a(a + 1) � � � (a+ n� 1)n! � 1n� ; a > 0; � 2 IR:27. S�a se studieze urm�atoarele serii, folosind riteriul logaritmi:a) 1Xn=2 1ln�n ; � 2 IR; b) 1Xn=2 1(lnn)lnn ; ) 1Xn=1 n 3pn2 + 2n3 + 2n+ 1 :28. Folosind riteriul de omparat�ie �si apoi riteriul integral s�a se dedu�a naturaseriei: 1Xn=1 1n ln(n+ 1) :29. S�a se studieze simpla �si absoluta onvergent��a a urm�atoarelor serii:a) 1Xn=1 (�1)nqn(n + 1); b) 1Xn=1(�1)n (n!)2(2n)! ; ) 1Xn=1(�1)n+13n+ 25n ;d) 1Xn=1(�1)n+1 ln (2 + e3n)ln (2 + e2n) ; e) 1Xn=1 an osn�; (an)n�1 � IR+; (an)n�1 monotondesres�ator u limita 0; f) 1Xn=1 sinn � osn2n� ; � > 0:



Capitolul 3SPAT�II METRICE
Spat�ii metrieFie X o mult�ime nevid�a. Se nume�ste metri�a sau distant��a pe X o apliat�ied : X �X ! IR are satisfae urm�atoarele axiome:a) d(x; y) � 0; 8 x; y 2 X; d(x; y) = 0 , x = y;b) d(x; y) = d(y; x); 8 x; y 2 X;) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y); 8 x; y; z 2 X; (numit�a inegalitatea triunghiular�a).O mult�ime X dotat�a u o metri�a d se nume�ste spat�iu metri, notat (X; d). Ele-mentelor lui X le vom mai spune �si punte.Fie (X; d) un spat�iu metri, x0 2 X �si " > 0: Se nume�ste sfer�a deshis�a u entrul�̂n x0 2 X �si de raz�a " mult�imea:Sd(x0; ") = fx 2 X j d(x0; x) < "g;iar sfer�a �̂nhis�a u entrul �̂n x0 �si de raz�a " mult�imea:�Sd(x0; ") = fx 2 X j d(x0; x) � "g;notate uneori mai simplu u S(x0; "); respetiv �S(x0; ").Mult�imea A din spat�iul metri (X; d) este m�arginit�a da�a 9 x0 2 X �si " > 0 a.̂�.A � �S(x0; "): Se nume�ste vein�atate a puntului x0 2 X o mult�ime V � X are ont�ineo sfer�a deshis�a u entrul �̂n x0, dei 9 " > 0 a.̂�. S(x0; ") � V .Metriele d1 �si d2 de�nite pe mult�imea X se numes ehivalente da�a:a) pentru 8 x 2 X �si 8 r > 0 9� > 0 a.̂�. Sd2(x; �) � Sd1(x; r) �sib) pentru 8 x 2 X �si 8 r > 0 9� > 0 a.̂�. Sd1(x; �) � Sd2(x; r).Da�a pentru dou�a metrie d1; d2 : X � X ! IR exist�a onstantele a; b 2 IR;0 < a � b astfel �̂nât a d1(x; y) � d2(x; y) � b d1(x; y); 8 x; y 2 X; atuni ele dou�ametrie d1 �si d2 sunt ehivalente.Fie (xn)n2IN (sau (xn)n2IN�, notat �si (xn)n�1) un �sir de punte din spat�iul metri(X; d). S�irul (xn)n2IN onverge la x 2 X da�a 8V (x) o vein�atate a puntului x



Spat�ii metrie 979nV 2 IN a.̂�. xn 2 V (x); 8n � nV : Elementul x 2 X se nume�ste limita �sirului(xn)n2IN ; se noteaz�a limn!1xn = x sau xn ! x; pentru n!1.Teorema 1. S�irul (xn)n2IN � (X; d) onverge la x 2 X da�a �si numai da�a:8 " > 0 9n0(") 2 IN a.̂�. 8n � n0(") are lo d(xn; x) < ":Propriet�at�i ale �sirurilor onvergentea) Limita unui �sir onvergent este uni�a.b) xn ! x; pentru n!1 , d(xn; x)! 0; pentru n!1:) Da�a 9 (�n)n2IN � IR; �n ! 0, pentru n ! 1 a.̂�. d(xn; x) � �n; 8n 2 INatuni xn ! x; pentru n!1.d) Orie sub�sir al unui �sir onvergent este onvergent �si are aeea�si limit�a u �siruldat. e) Un �sir onvergent este m�arginit (mult�imea termenilor s�ai este m�arginit�a).S�irul (xn)n2IN � (X; d) se nume�ste �sir Cauhy sau �sir fundamental da�a:8 " > 0 9n0(") 2 IN a.̂�. 8n;m � n0(") are lo d(xn; xm) < ", 8 " > 0 9n0(") 2 IN a.̂�. 8n � n0(") are lo d(xn; xn+p) < "; 8 p 2 IN:Orie �sir fundamental este m�arginit. Orie �sir onvergent este �sir fundamental.Spat�iul metri (X; d) se nume�ste omplet da�a orie �sir Cauhy din X este �sironvergent.Spat�iul metri (IR; d), unde d(x; y) = jx� yj; 8 x; y 2 IR este spat�iu metri om-plet, onform Teoremei 5, x1, Capitolul 2.Fie (X; d) un spat�iu metri. O mult�ime A � X se nume�ste deshis�a da�a eaeste vein�atate pentru orie punt al ei. Numim mult�ime �̂nhis�a o mult�ime a �areiomplementar�a este deshis�a. Mult�imea vid�a ; �si spat�iul �̂ntregX sunt mult�imi deshise�si �̂nhise.Un punt x 2 X se nume�ste punt de aumulare pentru o mult�ime A � X da�aorie vein�atate a sa ont�ine punte din A, diferite de x, adi�a:8V; V T (A n fxg) 6= ;:Teorema 2. Puntul x 2 X este punt de aumulare pentru mult�imea A da�a �sinumai da�a 9 (xn)n2IN � A; xn 6= x; 8n 2 IN a.̂�. xn ! x, pentru n!1:Un punt x 2 X se nume�ste punt aderent mult�imii A da�a orie vein�atate a saont�ine punte din A, adi�a:8V; V TA 6= ;:Teorema 3. Puntul x este punt aderent pentru A da�a �si numai da�a 9 (xn)n2IN �



98 Capitolul 3� A a.̂�. xn ! x; pentru n!1:Un punt x 2 X se nume�ste punt izolat al mult�imii A da�a el apart�ine mult�imii,dar nu este punt de aumulare pentru A.Un punt x 2 X se nume�ste punt interior pentru mult�imea A da�a 9 o vein�atatea sa inlus�a �̂n mult�imea A.Un punt x 2 X se nume�ste punt frontier�a pentru mult�imea A da�a orievein�atate a sa ont�ine punte atât din mult�ime, ât �si din omplementara sa.Pentru o mult�ime A � X, not�am u:A0 { mult�imea puntelor de aumulare pentru A, numit�a mult�imea derivat�a a lui A;�A { mult�imea puntelor aderente ale mult�imii A, numit�a aderent�a sau �̂nhiderealui A;ÆA sau int A { mult�imea puntelor interioare ale mult�imii A, numit�a interiorul lui A;Fr A { mult�imea puntelor frontier�a ale mult�imii A, numit�a frontiera lui A.O mult�ime A � X se nume�ste ompat�a da�a orie �sir (xn)n2IN de elemente din Aont�ine un sub�sir (xkn)n2IN onvergent la un punt din A. O mult�ime A � X ompat�aeste m�arginit�a �si �̂nhis�a.Prinipiul ontrat�ieiApliat�ia ' : X ! X a spat�iului metri (X; d) se nume�ste ontrat�ie da�a 9 q 22 (0; 1) a.̂�. d('(x); '(y)) � q d(x; y); 8 x; y 2 X:Puntul x 2 X se nume�ste punt �x al apliat�iei ' : X ! X da�a '(x) = x:Teorema 4 (Banah). O ontrat�ie ' a spat�iului metri omplet (X; d) are unsingur punt �x.În demonstrat�ia Teoremei 4, �sirul are aproximeaz�a puntul �x este onstruit astfel:xn = '(xn�1); n = 1; 2; : : :, unde x0 2 X este arbitrar, iar eroarea are se obt�ine�̂nlouind solut�ia euat�iei '(x) = x u aproximanta xn de ordin n este mai mi�a sauegal�a u d(x0; x1)1� q � qn .Spat�ii liniare normateFie V un spat�iu liniar (vetorial) real (sau omplex). Apliat�ia k � k : V ! IR senume�ste norm�a pe spat�iul V da�a satisfae urm�atoarele axiome:a) k~uk � 0; 8 ~u 2 V ; k~uk = 0 , ~u = ~0;b) k�~uk = j�j � k~uk; 8 ~u 2 V; 8� 2 IR (C);) k~u+ ~vk � k~uk+ k~vk; 8 ~u; ~v 2 V:



Spat�ii metrie 99Num�arul k~uk se nume�ste norma vetorului ~u. Un spat�iu liniar V pe are s-a de�nito norm�a k � k se nume�ste spat�iu liniar normat sau spat�iu normat; se noteaz�a (V; k � k):Normele k � k1 �si k � k2 : V ! IR se numes ehivalente da�a 9 a; b 2 IR; 0 < a � bastfel �̂nât: a k~uk1 � k~uk2 � b k~uk1; 8 ~u 2 V:Da�a (V; k � k) este un spat�iu normat atuni apliat�ia d : V � V ! IR, de�nit�aprin: d(~u;~v) = k~u� ~vk; 8 ~u;~v 2 Vde�ne�ste o metri�a pe V , numit�a metria indus�a de norm�a. Dei orie spat�iu normateste spat�iu metri u metria indus�a de norm�a.Propriet�at�i ale �sirurilor din (V; k � k)a) ~xn ! ~x , 8 " > 0 9n0(") 2 IN a.̂�. 8n � n0(") : k~xn � ~xk < ":b) ~xn ! ~x; pentru n!1 ) k~xnk ! k~xk; pentru n!1:) ~xn ! ~x; ~yn ! ~y; pentru n!1 ) �~xn + �~yn ! �~x+ �~y; pentru n!1;8�; � 2 IR (C):d) Da�a (�n)n2IN � IR (C); (~xn)n2IN � V; f�n ! 0; pentru n!1 �si k~xnk ��M; 8n 2 INg sau fj�nj �M; 8n 2 IN �si ~xn ! ~0; pentru n!1g atuni�n~xn ! ~0; pentru n!1:e) Da�a (�n)n2IN � IR (C); �n ! �; pentru n!1; iar (~xn)n2IN � V; ~xn ! ~x;pentru n!1 atuni �n~xn ! �~x; pentru n!1:Un spat�iu liniar normat (V; k � k) se nume�ste spat�iu Banah da�a V este spat�iumetri omplet �̂n raport u metria indus�a de norm�a.Spat�ii prehilbertiene �si spat�ii HilbertFie H un spat�iu liniar real (sau omplex). Apliat�ia g : H � H ! IR (C) senume�ste produs salar pe spat�iul H da�a satisfae urm�atoarele axiome:a) g(~x; ~x) � 0; 8 ~x 2 H; g(~x; ~x) = 0 , ~x = ~0;b) g(~x; ~y) = g(~y; ~x);) g(~x+ ~y; ~z) = g(~x; ~z) + g(~y; ~z); 8 ~x; ~y; ~z 2 H;d) g(�~x; ~y) = �g(~x; ~y); 8� 2 IR (C); 8 ~x; ~y 2 H:Num�arul real (omplex) g(~x; ~y) se nume�ste produsul salar al vetorilor ~x �si ~y; else mai noteaz�a �si h~x; ~yi:Un spat�iu liniar H pe are s-a de�nit un produs salar h�; �i se nume�ste spat�iu



100 Capitolul 3prehilbertian, notat (H; h�; �i):Un spat�iu prehilbertian este spat�iu normat u norma k � k : H ! IR, de�nit�a prin:k~xk = qh~x; ~xi; 8 ~x 2 H;numit�a norma indus�a de produsul salar.Un spat�iu prehilbertian are este omplet �̂n norma indus�a de produsul salar senume�ste spat�iu Hilbert.Propriet�at�i ale �sirurilor din spat�iul prehilbertian (H; h�; �i)a) ~xn ! ~x; ~yn ! ~y; pentru n!1 ) h~xn; ~yni ! h~x; ~yi; pentru n!1:b) Da�a unul din �sirurile (~xn)n2IN � H sau (~yn)n2IN � H este m�arginit, iar el�alaltare limita ~0 atuni h~xn; ~yni ! 0; pentru n!1:Spat�iul IRkProdusul artezian IRk = IR� IR� � � � � IR| {z }k ori , adi�a mult�imea sistemelor ordonatede k numere reale:IRk = f~x = (x1; x2; : : : ; xk) j xi 2 IR; i = 1; kgse organizeaz�a a spat�iu liniar real, �̂n raport u operat�iile:a) adunarea: (~x; ~y)! ~x+ ~y = (x1 + y1; x2 + y2; : : : ; xk + yk);unde ~x = (x1; x2; : : : xk); ~y = (y1; y2; : : : yk) 2 IRk;b) �̂nmult�irea u salari din IR: (�; ~x)! �~x = (�x1; �x2; : : : ; �xk);unde � 2 IR; ~x = (x1; x2; : : : ; xk) 2 IRk:Spat�iul IRk se nume�ste spat�iul liniar (vetorial) aritmeti u k dimensiuni. Ele-mentul ~x = (x1; x2; : : : xk) 2 IRk (notat uneori mai simplu u x) se nume�ste vetork-dimensional, iar x1; x2; : : : ; xk omponentele vetorului ~x �̂n raport u baza anoni�af~e1; ~e2; : : : ; ~ekg � IRk:~e1 = (1; 0; : : : ; 0); ~e2 = (0; 1; : : : ; 0); : : : ; ~ek = (0; 0; : : : ; 1):Apliat�ia h�; �i : IRk � IRk ! IR are ata�seaz�a vetorilor ~x = (x1; x2; : : : ; xk); ~y == (y1; y2; : : : ; yk) 2 IRk num�arul h~x; ~yi = x1y1 + � � � + xkyk este produs salar pe IRk,numit produsul salar eulidian; dei IRk este spat�iu prehilbertian (numit �si eulidian)de dimensiune k. Norma eulidian�a este ~x ! k~xk = vuut kXi=1 x2i ; iar metria eulidian�aeste (~x; ~y)! d(~x; ~y) = vuut kXi=1(xi � yi)2.S�irul (~xn)n2IN � IRk este onvergent u limita ~x 2 IRk da�a:8 " > 0 9n0(") 2 IN a.̂�. 8n � n0(") are lo k~xn � ~xk < ";



Spat�ii metrie 101unde k � k este norma eulidian�a sau orie alt�a norm�a ehivalent�a u aeasta.Teorema 5. Un �sir de elemente din spat�iul IRk este onvergent da�a �si numaida�a toate ele k �siruri oordonate (�siruri de numere reale) sunt onvergente; �̂n plus,limita �sirului din IRk este k-uplul format din limitele elor k �siruri oordonate.Propriet�at�ile �si teoremele (Weierstrass, Cesaro, Cauhy) din azul �sirurilor reale(vezi Capitolul 2, x1) r�amân valabile �si �̂n spat�iul IRk. O onseint��a imediat�a a teoremeilui Cauhy este �a spat�iul IRk este omplet (Banah) �̂n raport u norma eulidian�a sauu orie alt�a norm�a ehivalent�a u aeasta, dei IRk este spat�iu Hilbert �̂n raport uprodusul salar eulidian.Vom identi�a spat�iul IR2 u planul eulidian E2, asoiind unui element (x; y) 22 IR2 puntul uni M(x; y) 2 E2; �̂n mod asem�an�ator spat�iul IR3 va � identi�at uspat�iul eulidian E3. Astfel pe parursul ulegerii vom �̂ntâlni elemente (x; y) 2 IR2sau (x; y; z) 2 IR3 notate u M(x; y), respetiv M(x; y; z). În general, elementelor~x = (x1; x2; : : : ; xk) 2 IRk le vom mai spune �si punte.PROBLEME REZOLVATE1. Fie X o mult�ime nevid�a. S�a se arate �a da�a % este o funt�ie de�nit�a peprodusul artezian X �X u valori �̂n IR+ are satisfae ondit�iile:a) %(x; y) = 0 , x = y;b) %(x; z) � %(y; x) + %(y; z); 8 x; y; z 2 Xatuni axioma de simetrie este �̂ndeplinit�a, adi�a %(x; y) = %(y; x); 8 x; y 2 X:Rezolvare. Luând y = z �̂n ondit�ia b) obt�inem:%(x; z) � %(z; x) + %(z; z);de unde folosind a), rezult�a �a %(x; z) � %(z; x); 8 x; z 2 X:Din ondit�ia b) sris�a sub forma:%(z; x) � %(y; z) + %(y; x); 8 x; y; z 2 X;luând y = x, obt�inem:%(z; x) � %(x; z) + %(x; x)sau %(z; x) � %(x; z); 8 x; z 2 X; (deoaree %(x; x) = 0).Din ele dou�a inegalit�at�i de mai sus deduem �a %(x; z) = %(z; x); 8 x; z 2 X:2. S�a se arate �a nenegativitatea unei metrie % : X �X ! IR se poate obt�ine ao onseint��a a urm�atoarelor axiome ale metriei:



102 Capitolul 3a) %(x; y) = 0 , x = y;b) %(x; y) = %(y; x); 8 x; y 2 X;) %(x; z) � %(x; y) + %(y; z); 8 x; y; z 2 X:Rezolvare. Vom ar�ata �a �̂n ipotezele a)-) avem %(x; y) � 0; 8 x; y 2 X: Pre-supunem prin reduere la absurd �a 9 x; y 2 X a.̂�. %(x; y) < 0: Din ipoteza ) deduem�a: %(x; z)� %(y; z) � %(x; y) < 0; 8 z 2 X sau %(x; z) < %(y; z); 8 z 2 X:Luând �̂n inegalitatea de mai sus z = x, avem %(x; x) < %(y; x) sau 0 < %(y; x),onform ipotezei a). Din proprietatea de simetrie b) deduem �a %(x; y) > 0, eeae ontrazie ipoteza f�aut�a. Dei presupunerea f�aut�a este fals�a, adi�a rezult�a �a%(x; y) � 0; 8 x; y 2 X:3. S�a se demonstreze �a da�a d : S � S ! IR+ este o metri�a pe mult�imea Satuni �si funt�ia d1 : S � S ! IR+ de�nit�a prin:d1(x; y) = d(x; y)1 + d(x; y)este o metri�a pe mult�imea S.Rezolvare. Vom veri�a axiomele metriei pentru funt�ia d1:a) d1(x; y) = 0 , x = y; d1(x; y) � 0; 8 x; y 2 S:Avem: d1(x; y) = 0 , d(x; y)1 + d(x; y) = 0 , d(x; y) = 0 , x = y;onform axiomei a) de la metria d. Apoi ondit�ia d1(x; y) � 0; 8 x; y 2 S esteveri�at�a deoaree d(x; y) � 0; 8 x; y 2 S:b) d1(x; y) = d1(y; x); 8 x; y 2 S:Avem: d1(x; y) = d(x; y)1 + d(x; y) = d(y; x)1 + d(y; x) = d1(y; x);onform axiomei b) de la metria d.) d1(x; y) � d1(x; z) + d1(z; y); 8 x; y; z 2 S:Din axioma ) a metriei d avem:d(x; y) � d(x; z) + d(z; y); 8 x; y; z 2 S:S�a onsider�am aum funt�ia f : IR+ ! IR; f(x) = x1 + x: Deoaree f 0(x) == 1(1 + x)2 ; 8 x 2 IR+, dei f 0(x) > 0; 8 x 2 IR+, rezult�a �a funt�ia f este (strit)res�atoare pe IR+, adi�a x1 � x2 ) f(x1) � f(x2):Luând x1 = d(x; y) �si x2 = d(x; z) + d(z; y), deoaree x1 � x2; deduem �a:f(d(x; y)) � f(d(x; z) + d(z; y)) , d(x; y)1 + d(x; y) � d(x; z) + d(z; y)1 + d(x; z) + d(z; y) )



Spat�ii metrie 103d(x; y)1 + d(x; y) � d(x; z)1 + d(x; z) + d(z; y) + d(z; y)1 + d(x; z) + d(z; y) �� d(x; z)1 + d(x; z) + d(z; y)1 + d(z; y) ; 8 x; y; z 2 S;adi�a d1(x; y) � d1(x; z) + d1(z; y); 8 x; y; z 2 S:Fiind veri�ate ele trei axiome ale metriei rezult�a �a funt�ia d1 este o metri�ape mult�imea S.4. Fie X o mult�ime nevid�a. S�a se demonstreze �a funt�ia d : X � X ! IR+,de�nit�a prin:d(x; y) = 8<: 1; da�a x 6= y0; da�a x = yeste o metri�a pe mult�imea X, numit�a metria disret�a pe mult�imea X. (X; d) senume�ste spat�iu metri disret.Rezolvare. Evident d(x; y) � 0; 8 x; y 2 X: Din de�nit�ie deduem imediat �ad(x; y) = 0 , x = y �si d(x; y) = d(y; x); 8 x; y 2 X: S�a veri��am inegalitateatriunghiular�a:d(x; y) � d(x; z) + d(z; y); 8 x; y; z 2 X:Da�a x = y atuni d(x; y) = 0 �si inegalitatea de mai sus este veri�at�a pentru oriez 2 X: Da�a x 6= y atuni d(x; y) = 1, iar pentru z 2 X avem urm�atoarele posibilit�at�i:i) z = x atuni d(x; z) = 0; d(z; y) = 1; dei ineg. de mai sus devine: 1 � 1;ii) z = y atuni d(y; z) = 0; d(x; z) = 1; dei ineg. de mai sus devine: 1 � 1;iii) z 6= x �si z 6= y atuni d(x; z) = 1; d(y; z) = 1; dei ineg. de mai sus devine1 � 2:Dei �̂n toate azurile de mai sus este veri�at�a axioma ) din de�nit�ia metriei, adi�ad este o metri�a pe mult�imea X.5. Fie X = (0;1) � IR: S�a se arate �a apliat�ia:d(x; y) = �����1x � 1y ����� ; pentru x; y > 0este o metri�a pe X.Rezolvare. Veri��am axiomele metriei:a) Evident d(x; y) � 0; 8 x; y 2 X, iar d(x; y) = 0 , x = y: Într-adev�ar:�����1x � 1y ����� = 0 , 1x = 1y , x = y:b) d(x; y) = d(y; x); 8 x; y 2 X , �����1x � 1y ����� = �����1y � 1x ����� ; 8 x; y 2 X:



104 Capitolul 3) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y); 8 x; y; z 2 X: Într-adev�ar:d(x; y) = �����1x � 1y ����� = ������1x � 1z�+  1z � 1y!����� � ����1x � 1z ����+ �����1z � 1y ����� == d(x; z) + d(z; y); 8 x; y; z 2 X:6. S�a se demonstreze �a (IRn; d); (IRn; Æ) �si (IRn;�), unde d; Æ;� : IRn � IRn !! IR+ sunt de�nite astfel:d(~x; ~y) = vuut nXi=1(xi � yi)2; Æ(~x; ~y) = nXi=1 jxi � yij; �(~x; ~y) = maxi=1;n jxi � yij;8 ~x = (x1; x2; : : : ; xn); ~y = (y1; y2; : : : ; yn) 2 IRn; sunt spat�ii metrie.Rezolvare. Pentru apliat�ia d : IRn � IRn ! IR avem:a) d(~x; ~y) � 0; 8 ~x; ~y 2 IRn �sid(~x; ~y) = 0 , vuut nXi=1(xi � yi)2 = 0 , nXi=1(xi � yi)2 = 0 , (xi � yi)2 = 0; 8 i = 1; n ,xi = yi; 8 i = 1; n , ~x = ~y:b) d(~x; ~y) = vuut nXi=1(xi � yi)2 = vuut nXi=1(yi � xi)2 = d(~y; ~x); 8 ~x; ~y 2 IRn:) d(~x; ~y) � d(~x; ~z) + d(~z; ~y); 8 ~x; ~y; ~z 2 IRn:Inegalitatea de mai sus este ehivalent�a u:vuut nXi=1(xi � yi)2 � vuut nXi=1(xi � zi)2 +vuut nXi=1(zi � yi)2:Folosind inegalitatea lui Minkowski u p = 2: nXi=1(ai + bi)2!1=2 �  nXi=1 a2i!1=2 +  nXi=1 b2i!1=2 ;�si ai = jxi � zij; bi = jzi � yij; i = 1; n (vezi Capitolul 1, Problema 23), obt�inem:vuut nXi=1(xi � yi)2 = vuut nXi=1[(xi � zi) + (zi � yi)℄2 � vuut nXi=1[jxi � zij+ jzi � yij℄2 == vuut nXi=1(ai + bi)2 � vuut nXi=1 a2i +vuut nXi=1 b2i = vuut nXi=1(xi � zi)2 +vuut nXi=1(zi � yi)2;adi�a inegalitatea triunghiular�a.Pentru apliat�ia Æ : IRn � IRn ! IR avem:a) Æ(~x; ~y) � 0; 8 ~x; ~y 2 IRn �siÆ(~x; ~y) = 0 , nXi=1 jxi � yij = 0 , jxi � yij = 0; 8 i = 1; n , xi = yi; 8 i = 1; n ,~x = ~y:



Spat�ii metrie 105b) Æ(~x; ~y) = nXi=1 jxi � yij = nXi=1 jyi � xij = Æ(~y; ~x); 8 ~x; ~y 2 IRn:) Æ(~x; ~y) � Æ(~x; ~z) + Æ(~z; ~y); 8 ~x; ~y; ~z 2 IRn:Aeast�a inegalitate este ehivalent�a u:nXi=1 jxi � yij � nXi=1 jxi � zij+ nXi=1 jzi � yij;are se obt�ine adunând inegalit�at�ile evidente:jxi � yij � jxi � zij+ jzi � yij;pentru i = 1; n:În sfâr�sit, pentru apliat�ia � : IRn � IRn ! IR avem:a) �(~x; ~y) � 0; 8 ~x; ~y 2 IRn �si�(~x; ~y) = 0 , maxi=1;n jxi � yij = 0 , 0 � jxj � yjj � maxi=1;n jxi � yij = 0; 8 j = 1; n ,jxj � yjj = 0; 8 j = 1; n , xj = yj; 8 j = 1; n , ~x = ~y:b) �(~x; ~y) = maxi=1;n jxi � yij = maxi=1;n jyi � xij = �(~y; ~x); 8 ~x; ~y 2 IRn:) �(~x; ~y) � �(~x; ~z) + �(~z; ~y); 8 ~x; ~y; ~z 2 IRn:Inegalitatea de mai sus se obt�ine din inegalit�at�ile evidente:jxi � yij � jxi � zij+ jzi � yij; 8 i = 1; n;luând maximul dup�a i = 1; n �̂n ambii membri. Rezult�a:maxi=1;n jxi � yij � maxi=1;n(jxi � zij+ jzi � yij) � maxi=1;n jxi � zij+maxi=1;n jzi � yij;adi�a inegalitatea triunghiular�a pentru apliat�ia �.7. S�a se demonstreze �a pe spat�iul IRn metriele d; Æ �si � de la Problema 6 suntehivalente.Rezolvare. Vom demonstra urm�atoarele inegalit�at�i:a) 1n � Æ(~x; ~y) � d(~x; ~y) � Æ(~x; ~y) �sib) �(~x; ~y) � d(~x; ~y) � pn ��(~x; ~y); 8 ~x; ~y 2 IRn;de unde va rezulta �a metriele Æ �si d, respetiv � �si d sunt ehivalente, dei ele treimetrie d, Æ �si � sunt ehivalente.Într-adev�ar, avem:d(~x; ~y) = vuut nXi=1(xi � yi)2 � nXi=1 jxi � yij = Æ(~x; ~y); 8 ~x; ~y 2 IRn �siÆ(~x; ~y) = nXi=1 jxi � yij � n �maxi=1;n jxi � yij � n �vuut nXi=1(xi � yi)2 = n � d(~x; ~y);8 ~x; ~y 2 IRn, de unde rezult�a a).O inegalitate mai bun�a este urm�atoarea:



106 Capitolul 3Æ(~x; ~y) = nXi=1 jxi � yij �  nXi=1 jxi � yij2!1=2 � n1=2 = n1=2 � d(~x; ~y); 8 ~x; ~y 2 IRn;onform inegalit�at�ii lui Cauhy (Capitolul 1, Problema 17).Apoi:d(~x; ~y) = vuut nXi=1(xi � yi)2 � rn �maxi=1;n(xi � yi)2 = pn �maxi=1;n jxi � yij == pn ��(~x; ~y); 8 ~x; ~y 2 IRn �si�(~x; ~y) = maxi=1;n jxi � yij � vuut nXi=1(xi � yi)2 = d(~x; ~y); 8 ~x; ~y 2 IRn,de unde rezult�a b).8. S�a se demonstreze �a (IRn; %), unde % : IRn � IRn ! IR+ este de�nit�a prin:%(~x; ~y) = nXi=1 jxi � yij2i(1 + jxi � yij) ; ~x; ~y 2 IRneste spat�iu metri �si apoi s�a se arate �a aeast�a metri�a nu provine dintr-o norm�a.Rezolvare. Vom veri�a ele trei axiome ale metriei pentru funt�ia %:a) Evident %(~x; ~y) � 0; 8 ~x; ~y 2 IRn �si%(~x; ~y) = 0 , nXi=1 jxi � yij2i(1 + jxi � yij) = 0 , jxi � yij2i(1 + jxi � yij) = 0; 8 i = 1; n ,jxi � yij = 0; 8 i = 1; n , xi = yi; 8 i = 1; n , ~x = ~y:b) %(~x; ~y) = nXi=1 jxi � yij2i(1 + jxi � yij) = nXi=1 jyi � xij2i(1 + jyi � xij) = %(~y; ~x); 8 ~x; ~y 2 IRn:) %(~x; ~y) � %(~x; ~z) + %(~z; ~y); 8 ~x; ~y; ~z 2 IRn ,nXi=1 jxi � yij2i(1 + jxi � yij) � nXi=1 jxi � zij2i(1 + jxi � zij) + nXi=1 jzi � yij2i(1 + jzi � yij) :Pentru a demonstra inegalitatea de mai sus, pornim de la inegalit�at�ile evidente:jxi � yij � jxi � zij+ jzi � yij; 8 i = 1; n:Pentru un i �xat din mult�imea f1; 2; : : : ; ng; folosind funt�ia f(x)= x1+x ; (strit)res�atoare pe IR+ (vezi Problema 3), deduem:jxi � yij1 + jxi � yij � jxi � zij+ jzi � yij1 + jxi � zij+ jzi � yij = jxi � zij1 + jxi � zij+ jzi � yij++ jzi � yij1 + jxi � zij+ jzi � yij � jxi � zij1 + jxi � zij + jzi � yij1 + jzi � yij :Înmult�ind inegalitatea obt�inut�a u 1=2i �si adunând dup�a i de la 1 la n obt�ineminegalitatea triunghiular�a sris�a mai sus.Vom demonstra �̂n ontinuare �a aeast�a metri�a nu provine dintr-o norm�a prinmetoda reduerii la absurd. Presupunem dei �a 9 o norm�a k � k : IRn ! IR+ uproprietatea %(~x; ~y) = k~x� ~yk; 8 ~x; ~y 2 IRn, adi�a:



Spat�ii metrie 107k~xk = %(~x;~0) = nXi=1 jxij2i(1 + jxij) ; 8 ~x = (x1; : : : ; xn) 2 IRn:Aeast�a norm�a nu satisfae axioma a doua, adi�a:9� 2 IR; 9 ~x 2 IRn a.̂�. k�~xk 6= j�j � k~xk:Într-adev�ar:k�~xk = nXi=1 j�xij2i(1 + j�xij) = nXi=1 j�jjxij2i(1 + j�j � jxij) = j�j nXi=1 jxij2i(1 + j�j � jxij) ;iar j�j � k~xk = j�j nXi=1 jxij2i(1 + jxij) :Luând, de exemplu, � = 2 �si ~x = (1; 0; : : : ; 0) avem k�~xk = 1=3 6= 1=2 = j�j � k~xk:Deduem astfel �a ipoteza f�aut�a - metria % provine dintr-o norm�a - este fals�a.9. S�a se preizeze sferele deshise �si �̂nhise entrate �̂n ~0 �si de raz�a 1 �̂n spat�iilemetrie (IR2; d); (IR2; Æ); (IR2;�); (IR3; d); (IR3; Æ); (IR3;�), unde d; Æ �si � suntde�nite �̂n Problema 6.Rezolvare. Sfera deshis�a entrat�a �̂n ~0 �si de raz�a 1 �̂n spat�iul IR2 u metria deste:Sd(~0; 1)=f~x = (x1; x2) 2 IR2 j d(~0; ~x) < 1g=f~x = (x1; x2) 2 IR2 j qx21 + x22 < 1g:Imaginea geometri�a a aestei sfere �̂n sistemul ortogonal de axe (Ox1x2) este interioruldisului de entru O(0; 0) �si raz�a egal�a u 1 (Figura 3.1).
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Figura 3.2Sfera �̂nhis�a �Sd(~0; 1) = f~x = (x1; x2) 2 IR2 j qx21 + x22 � 1g are reprezentareageometri�a �̂n sistemul (Ox1x2) disul entrat �̂n origine de raz�a egal�a u 1 (Figura3.2).̂In metria Æ sfera deshis�a �si sfera �̂nhis�a entrate �̂n ~0 2 IR2 �si de raz�a egal�a u1 sunt:SÆ(~0; 1)=f~x = (x1; x2) 2 IR2 j Æ(~0; ~x) < 1g=f~x = (x1; x2)2IR2 j jx1j+ jx2j< 1g;respetiv:�SÆ(~0; 1) = f~x = (x1; x2) 2 IR2 j jx1j+ jx2j � 1greprezentate �̂ntr-un sistem ortogonal de axe (Ox1x2) �̂n Figura 3.3 �si Figura 3.4.
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Figura 3.4În metria � sfera deshis�a �si sfera �̂nhis�a entrate �̂n ~0 2 IR2 �si de raz�a egal�a u1 sunt:S�(~0; 1) = f~x = (x1; x2) 2 IR2 j maxfjx1j; jx2jg < 1g;respetiv:�S�(~0; 1) = f~x = (x1; x2) 2 IR2 j maxfjx1j; jx2jg � 1greprezentate �̂n sistemul (Ox1x2) �̂n Figura 3.5 �si Figura 3.6.
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Figura 3.6În spat�iul IR3 sferele deshise �̂n metriele d; Æ �si � entrate �̂n ~0 �si de raze egaleu 1 sunt:Sd(~0; 1) = f~x = (x1; x2; x3) 2 IR3 j qx21 + x22 + x23 < 1g;SÆ(~0; 1) = f~x = (x1; x2; x3) 2 IR3 j jx1j+ jx2j+ jx3j < 1g;S�(~0; 1) = f~x = (x1; x2; x3) 2 IR3 j maxfjx1j; jx2j; jx3jg < 1g:În sistemul ortogonal de axe (Ox1x2x3) Sd(~0; 1) este interiorul sferei entrat�a �̂n origine�si de raz�a egal�a u 1 (Figura 3.7), SÆ(~0; 1) este interiorul otaedrului din Figura 3.8,iar S�(~0; 1) este interiorul ubului de latur�a egal�a u 2 �si u fet�ele paralele u planelede oordonate (Figura 3.9).Reprezent�arile geometrie ale sferelor �̂nhise entrate �̂n ~0 �si de raze egale u 1 voront�ine �si frontierele orpurilor de mai jos.
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Figura 3.1010. S�a se arate �a sfera deshis�a S(x0; "0); x0 2 X; "0 > 0 din spat�iul metri(X; d) este o mult�ime deshis�a.Rezolvare. Pentru a demonstra �a sfera deshis�a entrat�a �̂n x0 2 X �si de raz�aegal�a u "0 > 0, S(x0; "0), este o mult�ime deshis�a, vom ar�ata �a pentru orie elementy 2 S(x0; "0) 9S(y; r) � S(x0; "0): Fie y 2 S(x0; "0) �si sfera S(y; r) entrat�a �̂n y �side raz�a egal�a u r = "0 � d(x0; y): Vom demonstra �a S(y; r) � S(x0; "0) (vezi Figura3.10). Pentru aeasta, �e z 2 S(y; r), adi�a d(y; z) < r. Atuni:d(z; x0) � d(z; y) + d(y; x0) < r + d(y; x0) = "0 � d(x0; y) + d(x0; y) = "0:Dei z 2 S(x0; "0); de unde rezult�a �a S(y; r) � S(x0; "0):11. S�a se demonstreze urm�atoarele propriet�at�i ale interiorului unei mult�imi din-tr-un spat�iu metri (X; d):a) ÆA� A; b) A este deshis�a , A = ÆA; ) A1 � A2 ) ÆA1� ÆA2 :Rezolvare. a) Fie x 2 ÆA un element arbitrar, momentan �xat. Din de�nit�iapuntului interior rezult�a �a 9 o vein�atate V a puntului x a.̂�. V � A. Dar x 2 V � A,



110 Capitolul 3dei x 2 A. Deoaree x este arbitrar rezult�a �a ÆA� A.b) Da�a A este deshis�a, onform de�nit�iei ea este format�a numai din punteinterioare, dei A � ÆA. Deoaree ÆA� A (puntul a)) rezult�a �a A = ÆA. Reipro, da�aA = ÆA rezult�a �a puntele mult�imii A sunt punte interioare; dei, onform de�nit�iei,mult�imea A este o mult�ime deshis�a.) Fie A1; A2 dou�a mult�imi ale spat�iului metri (X; d) u A1 � A2 �si �e x 2 ÆA1 :Rezult�a �a 9 o vein�atate V a puntului x a.̂�. V � A1: Dar A1 � A2, dei rezult�a �aV � A2, adi�a x este punt interior �si pentru mult�imea A2. Dei x 2 ÆA2. Deoaree xeste arbitrar �̂n mult�imea ÆA1, rezult�a �a ÆA1� ÆA2.12. S�a se demonstreze �a interiorul unei mult�imi dintr-un spat�iu metri (X; d)este o mult�ime deshis�a �si este ea mai mare mult�ime deshis�a inlus�a �̂n mult�imearespetiv�a.Rezolvare. Fie A o mult�ime a spat�iului metri (X; d). Da�a ÆA= ; atuni prinonvent�ie ÆA este o mult�ime deshis�a. Da�a ÆA 6= ; s�a onsider�am un element oareare,momentan �xat x 2 ÆA. Conform de�nit�iei puntului interior rezult�a �a 9 o vein�atateV � A, are ont�ine o sfer�a deshis�a S(x; ") � V: Dei x 2 S(x; ") � A: Treând lainterioare (Problema 11, )) obt�inem Æz }| {S(x; ") � ÆA : Dar Æz }| {S(x; ") = S(x; ") (Problema10 �si Problema 11, b)), dei S(x; ") � ÆA. Deoaree mult�imea S(x; ") este o vein�atatepentru puntul x, rezult�a �a x este punt interior pentru mult�imea ÆA. Deduem astfel�a ÆA are numai punte interioare, dei mult�imea ÆA este deshis�a.Pentru a demonstra �a ÆA este ea mai mare mult�ime deshis�a inlus�a �̂n mult�imeaA s�a onsider�am o mult�ime arbitrar�a deshis�a D � A. Treând la interioare obt�inemÆD� ÆA sau D � ÆA, D �ind o mult�ime deshis�a (D = ÆD). Deduem �a ÆA este ea maimare mult�ime deshis�a inlus�a �̂n A.13. S�a se demonstreze urm�atoarele propriet�at�i �̂ntr-un spat�iu metri (X; d):a) ÆÆA= ÆA ; b) Æz }| {A1 \ A2 = ÆA1 \ ÆA2 ; ) ÆA1 [ ÆA2� Æz }| {A1 [ A2 :Rezolvare. a) Din Problema 12 deduem �a ÆA este o mult�ime deshis�a, deionform Problemei 11 b) ea oinide u interiorul s�au, adi�a ÆA= ÆÆA :b) Fie x 2 Æz }| {A1 \ A2 , 9 o vein�atate V a puntului x a.̂�. V � A1 \A2 ) 9V ovein�atate a lui x a.̂�. V � A1 �si V � A2 ) x 2 ÆA1 �si x 2 ÆA2 ) x 2 ÆA1 \ ÆA2. DeiÆz }| {A1 \ A2 � ÆA1 \ ÆA2.



Spat�ii metrie 111Reipro, �e x 2 ÆA1 \ ÆA2) x 2 ÆA1 �si x 2 ÆA2) 9V1 o vein�atate a lui x a.̂�.V1 � A1 �si 9V2 o vein�atate a lui x a.̂�. V2 � A2. Atuni V = V1 \ V2 este o vein�atatea puntului x u proprietatea V � A1 \ A2: Deduem astfel �a x 2 Æz }| {A1 \ A2, deiÆA1 \ ÆA2� Æz }| {A1 \ A2, are �̂mpreun�a u ealalt�a inluziune ne d�a egalitatea b).) Avem ÆA1� A1 � A1 [A2, de unde rezult�a �a ÆÆA1� Æz }| {A1 [ A2 sau ÆA1� Æz }| {A1 [ A2 :Asem�an�ator ÆA2� Æz }| {A1 [ A2 : Rezult�a astfel �a ÆA1 [ ÆA2� Æz }| {A1 [ A2 :Inluziunea invers�a nu are lo �̂n general. Pentru a ar�ata aest luru, s�a onsider�amspat�iul metri (IR; d) u d(x; y) = jx� yj; 8 x; y 2 IR �si mult�imile A1 = [2; 3℄; A2 == [3; 4℄. Avem:Æz }| {A1 [ A2 = (2; 4) 6= (2; 3) [ (3; 4) = ÆA1 [ ÆA2 :Dei proprietatea Æz }| {A1 [ A2 = ÆA1 [ ÆA2 este fals�a.14. Fie (X; d) un spat�iu metri �si A � X. S�a se demonstreze �a:a) C �A = Æz}|{CA b) C ÆA= CA.Rezolvare. a) Fie x 2 C �A , x 62 �A , 9V o vein�atate a puntului x a.̂�.V \A = ; , 9V o vein�atate a lui x a.̂�. V � CA , x 2 Æz}|{CA : Rezult�a astfel relat�iaa). b) Demonstr�am �a omplementarele elor dou�a mult�imi C ÆA �si CA sunt egale,folosind puntul a), de unde va rezulta �a mult�imile sunt egale. Avem:C �C ÆA� = ÆA= Æz }| {C(CA) a)= C �CA� ; dei C ÆA= CA:15. Fie (X; d) un spat�iu metri �si A � X. S�a se demonstreze urm�atoarele relat�ii:a) Fr A = �A \ CA; b) Fr A = Fr (CA); ) A � �A; d) �A n A � A0:Rezolvare. a) Fie x 2 Fr A , 8V o vein�atate a puntului x, V \ A 6= ; �siV \ CA 6= ; , x 2 �A �si x 2 CA , x 2 �A \ CA: Rezult�a �a Fr A = �A \ CA:b) Conform puntului a) Fr (CA) = CA \ C(CA) = CA \ �A = Fr A:) Fie x 2 A ) 8V vein�atate a puntului x, V \ A � fxg; de unde rezult�a �aV \ A 6= ;; dei x 2 �A: Deduem �a A � �A:d) Fie x 2 �A nA; dei x 2 �A �si x 62 A: Rezult�a �a 8 o vein�atate V a puntului x,V \ A 6= ;: Deoaree A n fxg = A; deduem �a 8V vein�atate a puntului x; V \\(A n fxg) 6= ;, dei x este punt de aumulare pentru mult�imea A. Rezult�a astfel �a�A n A � A0:



112 Capitolul 316. Fie (X; d) un spat�iu metri �si A � X. S�a se demonstreze �a:a) A este o mult�ime deshis�a , A \ Fr A = ;;b) A este o mult�ime �̂nhis�a , Fr A � A:Rezolvare. a) Deoaree A\Fr A = A\� �A \ CA� = �A \ �A�\CA = A\CA == A \ C ÆA; rezult�a �a A este o mult�ime deshis�a (adi�a A = ÆA) da�a �si numai da�aA \ C ÆA= ;, dei A \ Fr A = ;:b) A este o mult�ime �̂nhis�a da�a �si numai da�a CA este deshis�a. Dei onformpuntului a) CA este deshis�a, CA\Fr (CA) = ; , CA\Fr A = ; , Fr A � A:17. Fie (X; d) un spat�iu metri �si A; B � X: S�a se demonstreze:a) A0 � �A; b) �A = A [ A0; ) A � B ) A0 � B0; d) (A [B)0 = A0 [ B0:Rezolvare. a) Fie x 2 A0; dei 8V o vein�atate a puntului x are proprietateaV \ (A n fxg) 6= ;: Atuni:V \ A � V \ (A n fxg) 6= ;;dei V \A 6= ;: Rezult�a �a x este punt aderent pentru mult�imea A, adi�a x 2 �A: DeiA0 � �A:b) Din inluziunile A � �A (Problema 15, )) �si A0 � �A (puntul a)) rezult�a �aA[A0 � �A. Pentru a demonstra inluziunea reipro�a, �e x 2 �A: Atuni 8V vein�atatea puntului x are proprietatea �a V \A 6= ;: Pentru puntul x exist�a dou�a posibilit�at�i:x 2 A sau x 62 A: Da�a x 2 A atuni x 2 A[A0; da�a x 62 A atuni orie vein�atate Va puntului x are proprietatea �a V \A = V \ (A n fxg) 6= ;: Rezult�a �a x este puntde aumulare pentru mult�imea A, dei x 2 A0 � A[A0: Deduem astfel �a �A � A[A0:Din ele dou�a inluziuni rezult�a �a �A = A [ A0:) Fie A; B; A � B �si �e x 2 A0; atuni pentru 8V vein�atate a puntului x,V \ (A n fxg) 6= ;: Deoaree A � B rezult�a �a pentru 8V : V \ (B n fxg) 6= ;, deix 2 B0: Deduem astfel �a A0 � B0:d) Fie x 2 (A[B)0, dei pentru 8V vein�atate a puntului x, V \((A[B)nfxg) 6= ;:Presupunem prin reduere la absurd �a x 62 A0 [B0, dei x 62 A0 �si x 62 B0: Rezult�a �a9V1 o vein�atate a puntului x a.̂�. V1 \ (A n fxg) = ; �si 9V2 o vein�atate a puntuluix a.̂�. V2 \ (B n fxg) = ;: Atuni V = V1 \ V2 este o vein�atate a lui x are satisfaeondit�ia: (V1 \ V2) \ ((A [B) n fxg) = ;;eea e ontrazie ipoteza �a x 2 (A [B)0: Dei x 2 A0 [B0 �si �̂n onluzie (A[B)0 �� A0 [B0:



Spat�ii metrie 113Pentru ealalt�a inluziune avem: A � A [ B ) A0 � (A [ B)0 �si B � A [ B )B0 � (A [B)0: Dei A0 [B0 � (A [B)0:Din ele dou�a inluziuni deduem �a (A [ B)0 = A0 [ B0:18. S�a se g�aseas�a interiorul, mult�imea derivat�a, aderent�a �si frontiera urm�atoarelorsubmult�imi ale lui IR dotat u metria uzual�a d(x; y) = jx� yj:a) A = � 1n ; n 2 IN�� ; b) B = �n + 1n sin n�3 ; n 2 IN�� ;) C = (1 + (�1)n2 + (�1)n n2n+ 3; n 2 IN) :Rezolvare. a) Interiorul mult�imii A este mult�imea vid�a: ÆA= ;: Într-adev�ar,mult�imea A nu are punte interioare; 8 x = 1n 2 A; x 62 ÆA deoaree 6 9V vein�atatea puntului x a.̂�. V � A: Orie vein�atate V = �1n � "; 1n + "� ont�ine numereirat�ionale are nu apart�in lui A.Puntele mult�imii A sunt izolate. Pentru orie element x = 1n 2 A, 9V ovein�atate a puntului x a.̂�. V \ A = fxg; de exemplu V = � 1n � "; 1n + "� u0 < " < 1n � 1n+ 1 = 1n(n + 1) are proprietatea V \ A = � 1n� :Mult�imea derivat�a A0 = f0g: Într-adev�ar, 8V o vein�atate a puntului 0, V == (�"; "); " > 0; V \ (A n f0g) = V \ A 6= ;: Pentru n = �1"�+ 1, elementul 1n 22 V \ (A n f0g) = V \A: Orie punt al mult�imii A nu este punt de aumulare, �indpunt izolat. De asemenea se arat�a �a orie punt x0 6= 0; x0 6= 1n; n 2 IN � nu estepunt de aumulare pentru mult�imea A.Aderent�a mult�imii A, onform Problemei 17, b) este �A = A [ A0; dei �A == �0; 1n; n 2 IN��, iar frontiera Fr A = �A \ CA = �A \ C ÆA= �A \ C; = �A \ IR == �A = �0; 1n; n 2 IN�� :b) Desompunem mult�imea B �̂n �sase submult�imi B = B1 [ B2 [ : : : [ B6; unde:B1 = �n + 1n sin n�3 ; n = 6k; k 2 IN�� = (6k + 16k � 0; k 2 IN �) = f0g;B2 = �n + 1n sin n�3 ; n = 6k + 1; k 2 IN� = (p32 � 6k + 26k + 1; k 2 IN) ;B3 = �n + 1n sin n�3 ; n = 6k + 2; k 2 IN� = (p32 � 6k + 36k + 2; k 2 IN) ;B4 = �n + 1n sin n�3 ; n = 6k + 3; k 2 IN� = (6k + 46k + 3 � 0; k 2 IN) = f0g;



114 Capitolul 3B5 = �n+ 1n sin n�3 ; n = 6k + 4; k 2 IN� = (6k + 56k + 4 �  �p32 ! ; k 2 IN) ;B6 = �n+ 1n sin n�3 ; n = 6k + 5; k 2 IN� = (6k + 66k + 5 �  �p32 ! ; k 2 IN) :Deoaree B este o reuniune �nit�a de mult�imi num�arabile, rezult�a a la puntul a)�a: ÆB= ;; B0 = (p32 ; �p32 ) (limitele �sirurilor mult�imilor B2; B3; B5; B6), �B == B [B0; iar FrB = �B \ CB = �B \ C ÆB= �B \ IR = �B:) Avem C = C1 [ C2, unde:C1 = (1 + (�1)n2 + (�1)n n2n+ 3; n = 2k; k 2 IN) = (6k + 34k + 3; k 2 IN) ;C2 = (1 + (�1)n2 + (�1)n n2n+ 3; n = 2k + 1; k 2 IN) = (�2k + 14k + 5; k 2 IN) :Dei: C = (6k + 34k + 3; k 2 IN)S(�2k + 14k + 5; k 2 IN) :Rezult�a �a: ÆC= ;; C 0 = ��12 ; 32� ; �C = C [ C 0 �si Fr C = �C:19. S�a se arate �a:a) Da�a (xn)n2IN �si (yn)n2IN sunt �siruri onvergente �̂n spat�iul metri (X; d), atuni(d(xn; yn))n2IN este un �sir onvergent �̂n IR.b) Da�a (xn)n2IN �si (yn)n2IN sunt �siruri Cauhy �̂n spat�iul metri (X; d), atuni(d(xn; yn))n2IN este �sir Cauhy �̂n IR.Rezolvare. a) Presupunem �a (xn)n2IN ; (yn)n2IN sunt �siruri onvergente, xn ! x,pentru n ! 1 �si yn ! y, pentru n ! 1 �̂n spat�iul X. Demonstr�am mai �̂ntâiurm�atoarea inegalitate �̂n spat�iul metri (X; d):(1) jd(�; �)� d(; Æ)j � d(�; ) + d(�; Æ); 8�; �; ; Æ 2 X:Într-adev�ar, avem: d(�; �) � d(�; ) + d(; Æ) + d(Æ; �); de unde rezult�a �a:(2) d(�; �)� d(; Æ) � d(�; ) + d(Æ; �); 8�; �; ; Æ 2 X:Apoi: d(; Æ) � d(; �) + d(�; �) + d(�; Æ) de unde deduem:(3) d(; Æ)� d(�; �) � d(�; ) + d(�; Æ); 8�; �; ; Æ 2 X:Din inegalit�at�ile (2) �si (3) rezult�a inegalitatea (1). Luând � = xn; � = yn;  = x�si Æ = y �̂n (1) obt�inem inegalitatea:(4) jd(xn; yn)� d(x; y)j � d(xn; x) + d(yn; y); 8n 2 IN:



Spat�ii metrie 115S�irurile (xn)n2IN �si (yn)n2IN �ind onvergente la x 2 X, respetiv y 2 Y , avem:8 " > 0 9n0" 2 IN a.̂�. 8n � n0" are lo d(xn; x) < " �si8 " > 0 9n00" 2 IN a.̂�. 8n � n00" are lo d(yn; y) < ":Atuni pentru 8 " > 0 9n" = maxfn0"=2; n00"=2g 2 IN a.̂�. 8n � n" rezult�a, folosindinegalitatea (4), �a:jd(xn; yn)� d(x; y)j � d(xn; x) + d(yn; y) < "=2 + "=2 = ":Dei d(xn; yn) ! d(x; y), pentru n !1 �̂n spat�iul IR. Din aest rezultat deduem �aapliat�ia d(�; �) este ontinu�a �̂n ambele argumente.b) Deoaree �sirurile (xn)n2IN �si (yn)n2IN sunt �siruri Cauhy �̂n spat�iul X, avem:8 " > 0 9n0" 2 IN a.̂�. 8n � n0" are lo d(xn+p; xn) < "; 8 p 2 IN �si8 " > 0 9n00" 2 IN a.̂�. 8n � n00" are lo d(yn+p; yn) < "; 8 p 2 IN:Folosind inegalitatea (1) u � = xn+p; � = yn+p;  = xn; Æ = yn; adi�a:jd(xn+p; yn+p)� d(xn; yn)j � d(xn+p; xn) + d(yn+p; yn);deduem, din ele de mai sus, �a pentru 8 " > 0 9n" = maxfn0"=2; n00"=2g 2 IN a.̂�.8n � n" : jd(xn+p; yn+p)� d(xn; yn)j < "; 8 p 2 IN:Rezult�a astfel �a �sirul (d(xn; yn))n2IN este un �sir Cauhy �̂n IR, dei onvergent.20. Fie A o mult�ime a spat�iului metri (X; d). Num�arul d(A) 2 IR de�nitprin: d(A) = supx;y2A d(x; y) se nume�ste diametrul mult�imii A, (prin onvent�ie da�aA = ;; d(A) = 0). S�a se arate �a:a) A este m�arginit�a, d(A) <1:b) Da�a A � B atuni d(A) � d(B):) d(A) = d( �A); 8A � (X; d):d) Da�a mult�imea A � X este ompat�a (A 6= ;), atuni 9 (x0; y0) 2 A� A astfel�̂nât d(x0; y0) = d(A):Rezolvare. a) Da�a A este m�arginit�a rezult�a �a 9 x0 2 X �si 9 r > 0 a.̂�. A �� �S(x0; r); dei 8 x 2 A avem d(x; x0) � r: Atuni:d(x; y) � d(x; x0) + d(x0; y) � 2r; 8 x; y 2 A,de unde rezult�a �a: d(A) = supx;y2A d(x; y) � 2r <1:Reipro, da�a d(A) < 1; �e x0 2 A un element �xat al mult�imii A, presupus�anevid�a (da�a A = ; atuni A este m�arginit�a). Atuni: d(x; x0) � d(A); 8 x 2 A, deiA � �S(x0; d(A)), adi�a A este o mult�ime m�arginit�a.b) Fie A; B dou�a mult�imi din spat�iul X u A � B. Avem:



116 Capitolul 3d(A) = supx;y2A d(x; y) � supx;y2B d(x; y) = d(B):) Fie A � (X; d): Din inluziunea A � �A, onform puntului b) deduem �ad(A) � d( �A): Pentru a demonstra inegalitatea invers�a, s�a onsider�am " > 0 arbitrar,momentan �xat �si x; y 2 �A: Din de�nit�ia puntului aderent al unei mult�imi rezult�a,onsiderând vein�atatea V = S(x; "=2), �a 9 x1 2 A a.̂�. x1 2 S(x; "=2); adi�a d(x; x1) << "=2: În mod asem�an�ator 9 y1 2 A a.̂�. y1 2 S(y; "=2); dei d(y; y1) < "=2: Atuni:d(x; y) � d(x; x1) + d(x1; y1) + d(y1; y) < "=2 + d(x1; y1) + "=2 = "+ d(x1; y1) �� "+ d(A):Dei d(x; y) < " + d(A); 8 x; y 2 �A; de unde rezult�a �a d( �A) � " + d(A): Deoaree "este arbitrar, deduem �a d( �A) � d(A); are �̂mpreun�a u ealalt�a inegalitate ne ondula onluzia �a d(A) = d( �A):d) Deoaree mult�imea A este ompat�a, rezult�a �a ea este m�arginit�a, dei d(A) <<1: Conform teoremei de araterizare a marginei superioare a unei mult�imi, avem:1. d(x; y) � d(A); 8 x; y 2 A;2. 8 " > 0 9 x"; y" 2 A a.̂�. d(x"; y") > d(A)� ":Luând " = 1=n �̂n proprietatea 2. de mai sus deduem existent�a �sirurilor (xn)n�1 �si(yn)n�1 a.̂�. d(xn; yn) > d(A)� 1n: Dei:d(A)� 1n < d(xn; yn) � d(A):Deoaree A este o mult�ime ompat�a, �sirul (xn)n�1 ont�ine un sub�sir (xkn)n�1 onver-gent la x0 2 A, iar �sirul (ykn)n�1 � (yn)n�1 � A ont�ine un sub�sir (ypkn)n�1 onvergentla y0 2 A: Avem:d(x0; y0)� 1pkn � d(A)� 1pkn < d �xpkn ; ypkn� � d �xpkn ; x0�+d(x0; y0)+d(y0; ypkn):S�irurile (xpkn )n�1 �si (ypkn )n�1 �ind onvergente la x0, respetiv y0, rezult�a �a pentru" > 0 9n0 2 IN� a.̂�. d(xpkn ; x0) < "=2 �si d(ypkn ; y0) < "=2; 8n � n0: Atuni:d(x0; y0)� 1pkn � d(A)� 1pkn < "+ d(x0; y0); 8n � n0:Treând la limit�a pentru n!1 deduem, din inegalit�at�ile de mai sus, �a:d(x0; y0) � d(A) � d(x0; y0);adi�a d(x0; y0) = d(A):21. Fie  mult�imea �sirurilor de numere reale onvergente: = fx = (xn)n�1 j xn 2 IR; 8n � 1; (xn)n�1 onvergentg :S�a se arate �a apliat�ia:(x; y)! d(x; y) = supn�1 jxn � ynj 2 IR; x = (xn)n�1; y = (yn)n�1 2 



Spat�ii metrie 117de�ne�ste o metri�a pe  �si �a spat�iul metri (; d) este omplet.Rezolvare. Veri��am mai �̂ntâi axiomele metriii:a) Evident d(x; y) = supn�1 jxn � ynj � 0; 8 x; y 2 ; x = (xn)n�1; y = (yn)n�1;iar d(x; y) = 0 , supn�1 jxn � ynj = 0 , jxk � ykj � supn�1 jxn � ynj = 0; 8 k � 1, jxk � ykj = 0; 8 k � 1 , xk = yk; 8 k � 1 , x = y:b) d(x; y) = supn�1 jxn � ynj = supn�1 jyn � xnj = d(y; x); 8 x; y 2 :) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y); 8 x = (xn)n�1; y = (yn)n�1; z = (zn)n�1 2 :Inegalitatea de mai sus este ehivalent�a u:supn�1 jxn � ynj � supn�1 jxn � znj+ supn�1 jzn � ynj:Pentru a o demonstra, ple�am de la inegalit�at�ile evidente:jxn � ynj = j(xn � zn) + (zn � yn)j � jxn � znj+ jzn � ynj; 8n � 1:Luând supremul dup�a n � 1 �̂n ambii membri ai inegalit�at�ii de mai sus, obt�inem:supn�1 jxn�ynj � supn�1[jxn�znj+ jzn�ynj℄ � supn�1 jxn�znj+supn�1 jzn�ynj;adi�a inegalitatea triunghiular�a. Rezult�a astfel �a spat�iul (; d) este spat�iu metri.Pentru a demonstra �a (; d) este spat�iu omplet, vom ar�ata �a orie �sir Cauhydin spat�iul  este �sir onvergent. Fie �sirul Cauhy (x(k))k�1 � ; x(k) = (x(k)n )n�1:x(1) = (x(1)1 ; x(1)2 ; x(1)3 ; : : : ; x(1)n ; : : :) 2 ;x(2) = (x(2)1 ; x(2)2 ; x(2)3 ; : : : ; x(2)n ; : : :) 2 ;...x(k) = (x(k)1 ; x(k)2 ; x(k)3 ; : : : ; x(k)n ; : : :) 2 ;...S�irul (x(k))k�1 �ind �sir Cauhy, avem:(5) 8 " > 0 9 k0(") � 1 a.̂� 8 k; k0 � k0(") are lo d(x(k); x(k0)) < " ,, supn�1 jx(k)n � x(k0)n j < " �) jx(k)n � x(k0)n j < "; 8n � 1� ;de unde rezult�a �a pentru 8n � 1 :8 " > 0 9 k0(") � 1 a.̂�. 8 k; k0 � k0(") are lo jx(k)n � x(k0)n j < ":Deduem astfel �a pentru 8n � 1, �sirul (x(k)n )k�1 este un �sir Cauhy de numerereale, dei onvergent. Rezult�a �a pentru 8n � 1 9 x(0)n 2 IR a.̂�. limk!1x(k)n = x(0)n :Treând la limit�a �̂n (5) pentru k0 !1 obt�inem �a:(6) 8 " > 0 9 k0(") � 1 a.̂�. 8 k � k0(") are lo jx(k)n � x(0)n j � "; 8n � 1:



118 Capitolul 3Vom ar�ata �̂n ontinuare �a �sirul x(0) = (x(0)n )n�1 2 , adi�a este un �sir onvergent.Pentru aeasta vom demonstra �a x(0) este un �sir Cauhy. Fie " > 0; �sirul x(k00); k00 == k0("=3) este onvergent, dei Cauhy, adi�a pentru "=3 > 0 :9n0("=3) � 1 a.̂�. 8n � n0("=3) are lo jx(k00)n+p � x(k00)n j < "=3; 8 p 2 IN:Pentru n � n0("=3) �si 8 p 2 IN din inegalitatea de mai sus �si din inegalit�at�ile (6)rezult�a �a:jx(0)n+p� x(0)n j � jx(0)n+p� x(k00)n+pj+ jx(k00)n+p� x(k00)n j+ jx(k00)n � x(0)n j < "=3+ "=3+ "=3 = ":Dei pentru8 " > 0 9 en0(") = n0("=3) � 1 a.̂�. 8n � en0(") are lo jx(0)n+p � x(0)n j < "; 8 p 2 IN:Rezult�a �a �sirul x(0) este Cauhy, dei onvergent.Demonstr�am �̂n ontinuare �a limk!1x(k) = x(0) �̂n spat�iul (; d). Din (6) avem:8 " > 0 9 ek0(") = k0("=2) � 1 a.̂�. 8 k � ek0(") are lo supn�1 jx(k)n � x(0)n j � "=2 < "sau 8 " > 0 9 ek0(") � 1 a.̂�. 8 k � ek0(") are lo d(x(k); x(0)) < ":Deduem �a �sirul (x(k))k�1 este un �sir onvergent u limita x(0), dei spat�iul (; d) estespat�iu metri omplet.22. Fie A = [0;1) u metria eulidian�a d, d(x; y) = jx� yj �si �e funt�iaf : [0;1)! IR; f(x) = 11 + x2 ; 8 x 2 [0;1):S�a se arate �a funt�ia f : A! A satisfae relat�ia:d(f(x); f(y)) � d(x; y); 8 x; y 2 A�si �a funt�ia f are un singur punt �x.Rezolvare. Demonstr�am mai �̂ntâi �a:jf(x)� f(y)j � jx� yj , ����� 11 + x2 � 11 + y2 ����� � jx� yj; 8 x; y 2 [0;1):Inegalitatea de mai sus este ehivalent�a pentru x 6= y (pentru x = y este evident�a) u:jy2 � x2j(1 + x2)(1 + y2) � jx� yj , jx� yj � (x + y)(1 + x2)(1 + y2) � jx� yj; 8 x; y 2 [0;1) ,, x+ y � (1 + x2)(1 + y2) , x2(1 + y2)� x+ y2 � y + 1 � 0; 8 x; y 2 A:Privit a un trinom de gradul al doilea �̂n neunosuta x, membrul stâng al ultimeiinegalit�at�i de mai sus are disriminantul: � = 1 � 4(1 + y2)(y2 � y + 1): Deoareey2 � y + 1 � 3=4; 8 y 2 IR, rezult�a �a � � 1� 4 � 34(1 + y2) = 1� 3(1 + y2) == �2 � 3y2 � �2 < 0: Deduem �a trinomul de mai sus �̂n variabila x are semnul luia = 1 + y2 > 0, dei:x2(1+y2)�x+y2�y+1 > 0; 8 x; y � 0 , jf(x)�f(y)j � jx�yj; 8 x; y � 0:



Spat�ii metrie 119Ar�at�am �̂n ontinuare �a 9 un singur element x0 2 [0;1) a.̂�. f(x0) = x0 ,11 + x20 = x0 , x30 + x0 � 1 = 0: Într-adev�ar, funt�ia g(x) = x3 + x � 1; x 2 [0;1)are derivata g0(x) = 3x2 + 1 > 0; dei g este o funt�ie strit res�atoare. Deoareeg(0) = �1, iar g(1) =1, rezult�a �a 9 x0 2 [0;1) uni a.̂�. g(x0) = 0 , f(x0) = x0:Mai mult, x0 2 (0; 1), deoaree g(0) = �1 < 0; iar g(1) = 1 > 0:Pentru funt�ia din enunt�ul Problemei putem demonstra o inegalitate mai puter-ni�a, adi�a putem ar�ata �a 9 un num�ar q 2 (0; 1) a.̂�.:d(f(x); f(y)) � q � d(x; y); 8 x; y � 0:Notând u � = 1=q (> 1); inegalitatea de mai sus este ehivalent�a pentru x 6= y (pentrux = y este adev�arat�a, 8 q) u:�(x+ y) � (1 + x2)(1 + y2) , x2(1 + y2)� �x+ y2 � �y + 1 � 0; 8 x; y � 0:Pentru � < 2 (� > 1) avem: 1� �y + y2 � 4� �24 > 0; 8 y � 0; iar:e� = �2 � 4(1 + y2)(y2 � �y + 1) � �2 � 4 � 4� �24 (y2 + 1) = �2 � (4� �2)(y2 + 1) == 2�2 � 4� (4� �2)y2 � 2�2 � 4 < 0;de �̂ndat�a e � < p2 (� > 1):Dei 9�2(1;p2) , q2 1p2 ; 1! astfel �̂nât d(f(x); f(y)) � q � d(x; y); 8 x; y�0:Deduem astfel �a apliat�ia f este o ontrat�ie pe spat�iul metri (A; d). Dei onformTeoremei 4 (teorema de punt �x a lui Banah) rezult�a �a f are un singur punt �x.23. S�a se aluleze u preizia de 10�4 unia r�ad�ain�a real�a a euat�iei:x3 + 12x� 1 = 0:Rezolvare. Cu ajutorul �sirului lui Rolle deduem �a euat�ia de mai sus are osingur�a r�ad�ain�a ex 2 [0; 1℄: Euat�ia se srie �̂n mod ehivalent sub forma x = '(x),unde '(x) = 1x2 + 12 : Vom ar�ata mai �̂ntâi �a apliat�ia ' este o ontrat�ie pe spat�iul[0; 1℄; spat�iu metri omplet �̂n raport u metria uzual�a d(x; y) = jx� yj: Deoaree:q = supx2[0;1℄ j'0(x)j = supx2[0;1℄ 2x(x2 + 12)2 = 2169 < 1;deduem, onform teoremei lui Lagrange, �a:j'(x)� '(y)j = j'0(�)j � jx� yj � 2169 jx� yj; 8 x; y 2 [0; 1℄:Dei funt�ia ' este o ontrat�ie. Apliând Teorema 4 rezult�a �a exist�a un singur punt�x al funt�iei '; ex : '(ex) = ex, adi�a solut�ia euat�iei init�iale, a �arei existent��a odedusesem mai sus u teorema lui Rolle. Teorema 4 a lui Banah ne va da aproximareasolut�iei ex u preizia erut�a. S�i anume, luând primul termen al �sirului aproximat�iilor



120 Capitolul 3suesive x0 = 0, avem x1 = '(x0) = 112 ; iar d(x0; x1) = jx0 � x1j = 112 : Eroarea arese fae �̂nlouind solut�ia euat�iei x = '(x) u aproximanta de ordinul n este:jxn � exj � d(x0; x1)1� q � qn:Impunând ondit�ia a d(x0; x1)1� q � qn < 10�4 , 112 � 11� 2=169 � � 2169�n < 10�4 ,, � 2169�n < 167 � 12169 � 104 ; obt�inem n � 2: Dei ex ' x2 = '(x1) = 1x21 + 12 = 1441729 '' 0; 083285 sau ex ' 0; 0833:24. S�a se aplie teorema de punt �x a lui Banah (Teorema 4) �̂n rezolvarea unuisistem de euat�ii liniare:nXj=1 aijxj = bi; i = 1; n;u aij 2 IR; bi 2 IR; i; j = 1; n; aii 6= 0; 8 i = 1; n:Rezolvare. Deoaree aii 6= 0; 8 i = 1; n; sistemul de euat�ii liniare se poate srie�̂n mod ehivalent astfel:8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
x1 = �a12a11x2 � a13a11x3 � � � � � a1na11 xn + b1a11x2 = �a21a22x1 � a23a22x3 � � � � � a2na22 xn + b2a22...xn = �an1annx1 � an2annx2 � � � � � ann�1ann xn�1 + bnannsau, �̂n notat�ie matriial�a:X = eAX + eB;unde:eA = 0BBBBBBBBB� 0 �a12a11 � � � �a1na11�a21a22 0 � � � �a2na22...�an1ann �an2ann � � � 0

1CCCCCCCCCA ; eB = 0BBBBBBBBBB�
b1a11b2a22...bnann

1CCCCCCCCCCA ; X = 0BBBBBBB� x1x2...xn
1CCCCCCCA :Not�am u ~f : IRn!IRn apliat�ia ~f(~x)=(f1(~x); f2(~x); : : : ; fn(~x)); ~x=(x1; x2; : : : xn),~x 2 IRn, unde fj(~x) = nXk=1 eajkxk + ebj; j = 1; n eajk = �ajkajj ; k; j = 1; n; k 6= j;eajj = 0; j = 1; n; ebj = bjajj ; j = 1; n: Euat�ia matrieal�a X = eAX + eB este ehiva-lent�a u euat�ia din spat�iul IRn: ~x = ~f(~x).



Spat�ii metrie 121Vom ar�ata �a, �̂n anumite ondit�ii asupra elementelor matriei eA, ~f este o ontrat�iepe spat�iul metri omplet (IRn; d): Avem:d(~f(~x); ~f(~y)) = vuut nXj=1[fj(~x)� fj(~y)℄2; ~x = (x1; x2; � � � ; xn); ~y = (y1; y2; : : : ; yn) 2 IRn:Dar: jfj(~x)� fj(~y)j = ����� nXk=1 eajk(xk � yk)����� � nXk=1 (jeajkj � jxk � ykj) �� vuut nXk=1 ea2jk �vuut nXk=1(xk � yk)2; j = 1; n �sinXj=1 jfj(~x)� fj(~y)j2 � nXj=1 " nXk=1 ea2jk! nXk=1(xk � yk)2!# == 0� nXj=1 nXk=1 ea2jk1A �  nXk=1(xk � yk)2! :Astfel obt�inem:d(~f(~x); ~f(~y)) � 0� nXj=1 nXk=1 ea2jk1A1=2 �  nXk=1(xk � yk)2!1=2 saud(~f(~x); ~f(~y)) � 0� nXj=1 nXk=1 ea2jk1A1=2 � d(~x; ~y):Apliat�ia ~f este o ontrat�ie da�a q = nXj=1 nXk=1 ea2jk < 1: Din modul de de�nire aelementelor matriei eA �̂n funt�ie de elementele matriei A = (aij)ni;j=1 deduem:nXk=1 eajk = 1a2jj nXk=1k 6=j a2jk; j = 1; n;de unde rezult�a �a:q = nXj=10BB� 1a2jj nXk=1k 6=j a2jk1CCA :S�a observ�am, �̂n partiular, �a da�a jeajkj � 1n , pentru j 6= k avem q < 1: În-tr-adev�ar: nXk=1 ea2jk � n� 1n2 ; deoaree el mult n � 1 dintre oe�ient�ii ajk; k = 1; nsunt diferit�i de zero, 8 j = 1; n; iar nXj=1 nXk=1 ea2jk � n(n� 1)n2 = n� 1n < 1: Astfel da�ajajkjjajjj � 1n; k = 1; n; j = 1; n; k 6= j, sistemul de euat�ii are solut�ie pentru orie(bj)j=1;n, iar Teorema 4 a lui Banah furnizeaz�a �si un alul aproximativ pentru solut�iasistemului.Apliat�ie. Vom materializa ele expuse mai sus pe azul unui sistem de trei



122 Capitolul 3euat�ii liniare (de altfel el ar putea � rezolvat prin diverse metode lasie: metodasubstitut�iei, metoda reduerii, metoda lui Cramer). Ment�ion�am �a metoda prezentat�amai sus este foarte utilizat�a �̂n rezolvarea aproximativ�a u ajutorul alulatorului asistemelor de euat�ii liniare u un num�ar mare de neunosute.S�a onsider�am urm�atorul sistem de euat�ii liniare:8>>><>>>: 10x1 + x2 � x3 = 0x1 + 10x2 � 2x3 = 4x1 + 20x3 = �2 , 8>>><>>>: x1 = �0; 1x2 + 0; 1x3x2 = �0; 1x1 + 0; 2x3 + 0; 4x3 = �0; 05x1 � 0; 1:În notat�ie matrieal�a, avem:X = eAX + eB; unde eA = 0BBB� 0 �0; 1 0; 1�0; 1 0 0; 2�0; 05 0 0 1CCCA ; eB = 0BBB� 00; 4�0; 1 1CCCA ; X = 0BBB� x1x2x3 1CCCAsau, �̂n spat�iul IR3, obt�inem euat�ia vetorial�a:~x = ~f(~x); ~x = (x1; x2; x3) 2 IR3; ~f(~x) = (f1(~x); f2(~x); f3(~x));unde f1(~x) = �0; 1x2+0; 1x3; f2(~x) = �0; 1x1+0; 2x3+0; 4; f3(~x) = �0; 05x1�0; 1:Condit�ia q < 1 de mai sus este �̂ndeplinit�a, deoaree:q = 3Xj=1 3Xk=1 ea2jk = 3 � 0; 12 + 0; 22 + 0; 052 = 0; 0725 < 1:Luând ~x(0) = (0; 0; 0) 2 IR3 avem: ~x(1) = ~f(~x(0)) = (0; 0; 4;�0; 1); iarD = d(~x(0); ~x(1)) == p0; 16 + 0; 01 = p0; 17:Da�a dorim determinarea solut�iei sistemului u o preizie de 10�2, impunem ondit�ia:D1� q � qn < 10�2 , p0; 171� 0; 0725 � (0; 0725)n < 1100 , (0; 0725)n < 0; 009275p0; 17 ,, (0; 0725)n < 0; 022495;�̂ndeplinit�a pentru n � 2:Dei solut�ia sistemului este ~x ' ~x(2) = ~f(~x(1)) = (�0; 05; 0; 38;�0; 1): Rezult�a~x ' (�0; 05; 0; 38;�0; 1):25. Fie C([a; b℄) (notat�a �si C0([a; b℄)) mult�imea tuturor funt�iilor reale, de�nite �siontinue pe [a; b℄: C([a; b℄) = ff j f : [a; b℄! IR; f ontinu�a pe [a; b℄g:S�a se arate �a apliat�ia:f ! kfk0 = supx2[a;b℄ jf(x)jeste o norm�a pe spat�iul liniar C([a; b℄).Rezolvare. Spat�iul C([a; b℄) este spat�iu liniar real �̂n raport u operat�iile:



Spat�ii metrie 123(f; g)! f + g; (f + g)(x) = f(x) + g(x); 8 x 2 [a; b℄;(�; f)! �f; (�f)(x) = �f(x); 8 x 2 [a; b℄; � 2 IR:Da�a f �si g sunt funt�ii ontinue pe [a; b℄ atuni f + g �si �f (� 2 IR) sunt funt�iiontinue pe [a; b℄. Celelalte axiome ale unui spat�iu liniar real se veri��a f�ar�a probleme.Veri��am �̂n ontinuare axiomele normei:a) Evident kfk0 � 0; 8 f 2 C([a; b℄) �sikfk0 = 0 , supx2[a;b℄ jf(x)j = 0 , 0 � jf(y)j � supx2[a;b℄ jf(x)j = 0; 8 y 2 [a; b℄ ,, f(y) = 0; 8y 2 [a; b℄ , f = 0; (0 � funt�ia identi zero):b) k�fk0 = supx2[a;b℄ j(�f)(x)j = supx2[a;b℄ j�f(x)j = j�j � supx2[a;b℄ jf(x)j = j�j � kfk0; 8 f 22 C([a; b℄); 8� 2 IR:) kf + gk0 � kfk0 + kgk0; 8 f; g 2 C([a; b℄):Pentru aeast�a inegalitate avem:kf + gk0 = supx2[a;b℄ j(f + g)(x)j = supx2[a;b℄ jf(x) + g(x)j � supx2[a;b℄[jf(x)j+ jg(x)j℄ �� supx2[a;b℄ jf(x)j+ supx2[a;b℄ jg(x)j = kfk0 + kgk0; 8 f; g 2 C([a; b℄):26. Fie C1([a; b℄) mult�imea tuturor funt�iilor reale derivabile pe [a; b℄ u derivataontinu�a: C1([a; b℄) = ff j f : [a; b℄! IR; f derivabil�a; f 0 ontinu�a pe [a; b℄g:S�a se demonstreze �a urm�atoarea apliat�ie de�nit�a pe C1([a; b℄) este norm�a peaest spat�iu liniar:f ! kfk = supx2[a;b℄ jf(x)j+ supx2[a;b℄ jf 0(x)j:Rezolvare. Se veri��a imediat �a mult�imea C1([a; b℄) u adunarea funt�iilor �si�̂nmult�irea u salari (numere reale) a funt�iilor (vezi Problema 25) este spat�iu liniarreal. S�a veri��am �̂n ontinuare axiomele normei:a) Evident kfk � 0; 8 f 2 C1([a; b℄) �sikfk = 0 , supx2[a;b℄ jf(x)j+ supx2[a;b℄ jf 0(x)j = 0 , 0 � jf(y)j � supx2[a;b℄ jf(x)j++ supx2[a;b℄ jf 0(x)j = 0 8 y 2 [a; b℄ , f(y) = 0; 8 y 2 [a; b℄ , f = 0:b) k�fk = supx2[a;b℄ j(�f)(x)j+ supx2[a;b℄ j(�f)0(x)j = supx2[a;b℄ j�f(x)j+ supx2[a;b℄ j�f 0(x)j == j�j " supx2[a;b℄ jf(x)j+ supx2[a;b℄ jf 0(x)j# = j�j � kfk; 8 f 2 C1([a; b℄); 8� 2 IR:) kf + gk � kfk+ kgk; 8 f; g 2 C1([a; b℄):Pentru aeast�a inegalitate avem:kf + gk = supx2[a;b℄ j(f + g)(x)j+ supx2[a;b℄ j(f + g)0(x)j = supx2[a;b℄ jf(x) + g(x)j+ supx2[a;b℄ jf 0(x)+



124 Capitolul 3+g0(x)j � supx2[a;b℄[jf(x)j+ jg(x)j℄ + supx2[a;b℄[jf 0(x)j+ jg0(x)j℄ � supx2[a;b℄ jf(x)j+ supx2[a;b℄ jg(x)j++ supx2[a;b℄ jf 0(x)j+ supx2[a;b℄ jg0(x)j = kfk+ kgk; 8 f; g 2 C1([a; b℄):27. S�a se demonstreze �a mult�imea �sirurilor m�arginite de numere realel1 = fx = (xn)n�1 � IR j (xn)n�1 m�arginitg ;notat�a �si u m, u apliat�ia:x! kxk1 = supn�1 jxnj; 8 x = (xn)n�1 2 l1este spat�iu liniar normat omplet, dei spat�iu Banah.Rezolvare. Spat�iul l1 este un spat�iu liniar real �̂n raport u operat�iile:(x; y)! x + y = (xn + yn)n�1; x = (xn)n�1; y = (yn)n�1 2 l1(�; x)! �x = (�xn)n�1; x = (xn)n�1 2 l1; � 2 IR:Într-adev�ar, de la �siruri de numere reale �stim �a da�a x; y 2 l1; � 2 IR atunix+ y 2 l1 �si �x 2 l1. Celelalte axiome ale unui spat�iu liniar real se veri��a imediat.În ontinuare s�a veri��am axiomele normei:a) Evident kxk1 = supn�1 jxnj � 0; 8 x 2 l1 �sikxk1 = 0 , supn�1 jxnj = 0 , jxnj = 0; 8n � 1 , xn = 0; 8n � 1 , x = 0(0-�sirul identi zero).b) k�xk1 = supn�1 j�xnj = j�j supn�1 jxnj = j�j � kxk1; 8 x 2 l1; 8� 2 IR:) kx+ yk1 � kxk1 + kyk1; 8 x; y 2 l1:Într-adev�ar, avem:kx + yk1 = supn�1 jxn + ynj � supn�1(jxnj+ jynj) � supn�1 jxnj+ supn�1 jynj == kxk1 + kyk1; 8 x; y 2 l1:Pentru a demonstra �a l1 este spat�iu liniar normat omplet �̂n metria indus�a denorma k � k1, adi�a �̂n metria:d(x; y) = kx� yk1 = supn�1 jxn � ynj; x = (xn)n�1; y = (yn)n�1 2 l1;vom proeda asem�an�ator Problemei 21, ar�atând �a orie �sir Cauhy este onvergent.Pentru aeasta, �e (x(k))k�1 � l1 un �sir Cauhy, adi�a:(7) 8 " > 0 9 k0(") � 1 a.̂�. 8 k; k0 � k0(") are lo kx(k) � x(k0)k1 < " ,, supn�1 jx(k)n � x(k0)n j < " () jx(k)n � x(k0)n j < "; 8n � 1):Din relat�ia de mai sus deduem �a pentru 8n � 1:8 " > 0 9 k0(") � 1 a.̂�. 8 k; k0 � k0(") are lo jx(k)n � x(k0)n j < ";adi�a pentru 8n � 1 �sirul (x(k)n )n�1 este un �sir Cauhy de numere reale, dei onvergent.Rezult�a �a pentru 8n � 1 9 x(0)n 2 IR a.̂�. limk!1x(k)n = x(0)n :



Spat�ii metrie 125Treând la limit�a pentru k0 !1 �̂n inegalitatea (7) obt�inem:(8) 8 " > 0 9 k0(") � 1 a.̂�. 8 k � k0(") are lo jx(k)n � x(0)n j � "; 8n � 1 ,, supn�1 jx(k)n � x(0)n j � " , kx(k) � x(0)k1 � ":S�irul x(0) = (x(0)n )n�1 este un �sir m�arginit. Într-adev�ar, onsiderând k0(1), dinrelat�ia (8) avem:kx(0)k1 � kx(0) � x(k0(1))k1 + kx(k0(1))k1 � 1 + kx(k0(1))k1 � 1 +M1;�sirul x(k0(1)) �ind m�arginit. Rezult�a �a x(0) este m�arginit.Demonstr�am aum �a limk!1x(k) = x(0) �̂n spat�iul (l1; k�k1):Din relat�ia (8) deduem�a:8 " > 0 9 ek0(") = k0("=2) � 1 a.̂�. 8 k � ek0(") are lo kx(k) � x(0)k1 � "=2 < ";adi�a �sirul (x(k))k�1 este un �sir onvergent. Rezult�a astfel �a spat�iul (l1; k � k1) esteomplet.28. S�a se demonstreze �a spat�iul l1 = (x = (xn)n�1 � IR j 1Xn=1 jxnj <1) � s, s�ind mult�imea tuturor �sirurilor de numere reale, u apliat�ia:x! kxk1 = 1Xn=1 jxnj; 8 x = (xn)n�1 2 l1este un spat�iu Banah.Rezolvare. Spat�iul l1 este un spat�iu liniar real �̂n raport u adunarea �sirurilor �si�̂nmult�irea u numere reale a �sirurilor. Vom ar�ata doar, �a pentru x; y 2 l1; � 2 IRavem x+ y �si �x 2 l1, elelalte axiome ale spat�iului liniar veri�ându-se f�ar�a probleme.Fie dei x = (xn)n�1 �si y = (yn)n�1 2 l1: Avem 1Xn=1 jxnj <1 �si 1Xn=1 jynj <1: Folosindpropriet�at�ile seriilor de numere reale rezult�a �a seriile:1Xn=1(jxnj+ jynj) �si 1Xn=1 j�j � jxnjsunt onvergente, dei �si seria 1Xn=1 jxn + ynj este onvergent�a, onform riteriului deomparat�ie u m�arginire (I) (jxn + ynj � jxnj + jynj; 8n � 1): Rezult�a �a x + y �si�x 2 l1:S�a veri��am �̂n ontinuare axiomele normei:a) Evident kxk1 = 1Xn=1 jxnj � 0; 8 x 2 l1 �sikxk1 = 0 , 1Xn=1 jxnj = 0 , xn = 0; 8n � 1 , x = 0:b) k�xk1 = 1Xn=1 j�xnj = j�j 1Xn=1 jxnj = j�j � kxk1; 8 x 2 l1; 8� 2 IR:



126 Capitolul 3) kx+ yk1 � kxk1 + kyk1; 8 x; y 2 l1:Pentru a veri�a inegalitatea de mai sus, �e x = (xn)n�1 2 l1 �si y = (yn)n�1 2 l1,dei 1Xn=1 jxnj <1 �si 1Xn=1 jynj <1: Din inegalit�at�ile:jxk + ykj � jxkj+ jykj; 8 k � 1;sumând de la k = 1 la k = n, obt�inem:nXk=1 jxk + ykj � nXk=1 jxkj+ nXk=1 jykj � 1Xk=1 jxkj+ 1Xk=1 jykj; 8n � 1:Treând la limit�a pentru n!1, deduem:1Xk=1 jxk + ykj � 1Xk=1 jxkj+ 1Xk=1 jykj;adi�a kx+ yk1 � kxk1 + kyk1:Demonstr�am �̂n ontinuare �a spat�iul (l1; k � k1) este omplet, dei orie �sir Cauhyeste onvergent. Fie (x(k))k�1 un �sir Cauhy din spat�iul l1, x(k) = (x(k)n )n�1: Atuni:(9) 8 " > 0 9 k0(") � 1 a.̂�. 8 k; k0 � k0(") are lo kx(k) � x(k0)k1 < " ,, 1Xn=1 jx(k)n � x(k0)n j < ":Din relat�ia de mai sus deduem �a pentru 8n � 1 avem:8 " > 0 9 k0(") � 1 a.̂�. 8 k; k0 � k0(") are lo jx(k)n � x(k0)n j < ";adi�a pentru 8n � 1 �sirul (x(k)n )k�1 este un �sir Cauhy de numere reale, dei onvergent.Rezult�a �a pentru 8n � 1 9 x(0)n 2 IR a.̂�. limk!1x(k)n = x(0)n : Vom ar�ata �a limk!1x(k) = x(0)�̂n spat�iul l1 �si �a �sirul (x(0)n )n�1 2 l1:Din relat�ia (9) deduem �a:(10) 8 " > 0 9 k0(") � 1 a.̂�. 8 k; k0 � k0(") are lo pXn=1 jx(k)n � x(k0)n j < "; 8 p � 1:Treând la limit�a �̂n (10) pentru k0 !1, obt�inem:8 " > 0 9 k0(") � 1 a.̂�. 8 k � k0(") are lo pXn=1 jx(k)n � x(0)n j � "; 8 p � 1;de unde rezult�a �a:8 " > 0 9 k0(") � 1 a.̂�. 8 k � k0(") are lo 1Xn=1 jx(k)n � x(0)n j � ":Deduem astfel �a:8 " > 0 9 ek0(") = k0("=2) � 1 a.̂�. 8 k � ek0(") are lo kx(k) � x(0)k1 � "=2 < ";dei limk!1x(k) = x(0):S�irul x(0) 2 l1, deoaree:



Spat�ii metrie 127kx(0)k1 � kx(0) � x(k0(1))k1 + kx(k0(1))k1 � 1 + kx(k0(1))k1 �M;�sirul x(k0(1)) �ind din spat�iul l1.Rezult�a �a �sirul (x(k)) � l1 este onvergent, iar spat�iul (l1; k � k1) este spat�iu liniarnormat omplet, dei spat�iu Banah.29. S�a se arate �a apliat�ia h�; �i : IR3 � IR3 ! IR de�nit�a prin:h~x; ~yi = x1y1 + x1y3 + x2y2 + x3y1 + 2x3y3; ~x = (x1; x2; x3); ~y = (y1; y2; y3) 2 IR3este un produs salar pe spat�iul liniar IR3.Rezolvare. Veri��am axiomele produsului salar:a) h~x; ~xi = x21+2x1x3+x22+2x23 = (x1+x3)2+x22+x23 � 0; 8 ~x = (x1; x2; x3) 2 IR3�si h~x; ~xi = 0 , (x1+x3)2+x22+x23 = 0 , x1+x3 = 0; x2 = 0; x3 = 0 , x1 = x2 == x3 = 0 , ~x = ~0:b) h~x; ~yi = x1y1+x1y3+x2y2+x3y1+2x3y3 = y1x1+ y1x3+ y2x2+ y3x1+2y3x3 == h~y; ~xi; 8 ~x; ~y 2 IR3:) h~x+ ~y; ~zi = (x1+ y1)z1+(x1 + y1)z3 +(x2+ y2)z2 +(x3+ y3)z1+2(x3+ y3)z3 == (x1z1 + x1z3 + x2z2 + x3z1 + 2x3z3) + (y1z1 + y1z3 + y2z2 + y3z1 + 2y3z3) == h~x; ~zi+ h~y; ~zi; 8 ~x; ~y; ~z 2 IR3:d) h�~x; ~yi = �x1y1+�x1y3+�x2y2+�x3y1+2�x3y3 = �(x1y1+x1y3+x2y2+x3y1++2x3y3) = �h~x; ~yi; 8 ~x; ~y 2 IR3; 8� 2 IR:30. Fie X un spat�iu prehilbertian real u produsul salar h�; �i �si x; y 2 X: S�a searate �a:jhx; yij = kxk � kyk , x �si y sunt liniar dependent�i, adi�a 9�; � 2 IR;�2 + �2 6= 0 a.̂�. �x+ �y = 0:Rezolvare. Presupunem mai �̂ntâi �a x �si y sunt liniar dependent�i, dei 9�; � 22 IR; �2 + �2 6= 0 a.̂�. �x+�y = 0 sau x = e�y u e� 2 IR, da�a � 6= 0: Atunijhx; yij = je�j � jhx; xij = je�j � kxk2 = kxk � kyk: Da�a � = 0, deoaree � 6= 0 rezult�a �ay = 0 �si relat�ia jhx; yij = kxk � kyk este evident�a.S�a presupunem aum �a jhx; yij = kxk � kyk. Da�a y 6= 0 s�a onsider�am � == �hx; yikyk2 : Atuni:hx + �y; x+ �yi = kxk2 + 2�hx; yi+ �2kyk2 = kxk2 � 2 jhx; yij2kyk2 + jhx; yij2kyk2 == kxk2 � jhx; yij2kyk2 = 0;de unde rezult�a kx + �yk2 = 0 sau x + �y = 0: Dei x �si y sunt liniar dependent�i.Da�a y = 0 atuni din relat�ia 0 � x+ y = 0 rezult�a �a, �si �̂n aest az, x �si y sunt liniar



128 Capitolul 3dependent�i.31. Fie (X; h�; �i) un spat�iu prehilbertian real �si x; y 2 X: S�a se arate �a urm�atoarelea�rmat�ii sunt ehivalente:a) x ? y; adi�a hx; yi = 0;b) kx + yk2 = kxk2 + kyk2;) kxk � kx+ �yk; 8� 2 IR;d) kx + yk = kx� yk:Rezolvare. Vom demonstra �a a) , b), a) , ) �si a) , d).Pentru a) , b) avem:x ? y def, hx; yi = 0 , kxk2+kyk2+2hx; yi = kxk2+kyk2 , kx+yk2 = kxk2+kyk2:Ar�at�am �̂n ontinuare �a a) ) ), dei presupunem �a x ? y: Atuni, pentruun � 2 IR; kx + �yk2 = kxk2 + 2�hx; yi + �2kyk2 = kxk2 + �2kyk2 � kxk2, deikx + �yk � kxk: Pentru impliat�ia invers�a ) ) a) s�a onsider�am �̂n inegalitateakxk � kx + �yk; � = �hx; yikyk2 ; da�a y 6= 0; (da�a y = 0 atuni hx; yi = 0, dei x ? y).Obt�inem:kxk2 � kxk2 � 2hx; yikyk2 hx; yi+ jhx; yij2kyk4 � kyk2 , 0 � �2 jhx; yij2kyk2 + jhx; yij2kyk2 ,, jhx; yij2kyk2 � 0 , hx; yi = 0; adi�a x ? y:Pentru ultima ehivalent��a a) , d) avem:hx; yi = 0 , 2hx; yi = �2hx; yi , kxk2 + 2hx; yi+ kyk2 = kxk2 � 2hx; yi++kyk2 , kx + yk2 = kx� yk2 , kx+ yk = kx� yk:32. Fie X un spat�iu liniar real normat. Condit�ia neesar�a �si su�ient�a a s�a existepe X un produs salar astfel �̂nât kxk = (hx; xi)1=2 ; 8 x 2 X este a 8 x; y 2 X arelo relat�ia kx+yk2+kx�yk2 = 2(kxk2+kyk2); (numit�a identitatea paralelogramului).Rezolvare. Presupunem mai �̂ntâi �a pe spat�iul liniar normat X exist�a un produssalar h�; �i astfel �̂nât kxk = (hx; xi)1=2 ; 8 x 2 X: Atuni:kx+ yk2 + kx� yk2 = kxk2 + 2hx; yi+ kyk2 + kxk2 � 2hx; yi+ kyk2 == 2(kxk2 + kyk2); 8 x; y 2 X:Reipro, presupunem �a �̂n spat�iul liniar real normatX este �̂ndeplinit�a identitateaparalelogramului. De�nim urm�atoarea apliat�ie:h�; �i : X �X ! IR; hx; yi = 14 hkx+ yk2 � kx� yk2i ; 8 x; y 2 X:Vom ar�ata �a apliat�ia astfel de�nit�a este un produs salar pe X. Avem: hx; xi == 14[k2xk2 � 0℄ = kxk2 � 0; 8 x 2 X �si hx; xi = 0 , kxk = 0 , x = 0: Apoi:



Spat�ii metrie 129hx; yi = 14[kx+ yk2 � kx� yk2℄ = 14[ky + xk2 � ky � xk2℄ = hy; xi; 8 x; y 2 X:Pentru a demonstra elelalte dou�a axiome ale produsului salar, s�a alul�am mai�̂ntâi urm�atoarea expresie:hx1 + x2; yi+ hx1 � x2; yi = 14[kx1 + x2 + yk2 � kx1 + x2 � yk2 + kx1 � x2 + yk2��kx1 � x2 � yk2℄ = 14 h�kx1 + x2 + yk2 + kx1 � x2 + yk2�� �kx1 + x2 � yk2 + kx1�� x2 � yk2)℄ = 14 h2 �kx1 + yk2 + kx2k2�� 2 �kx1 � yk2 + kx2k2�i = 12 hkx1 + yk2��kx1 � yk2℄ = 2hx1; yi; 8 x1; x2; y 2 X:Dei:(11) hx1 + x2; yi+ hx1 � x2; yi = 2hx1; yi; 8 x1; x2; y 2 X:Pentru x1 = x2 relat�ia (11) ne d�a:(12) h2x1; yi = 2hx1; yi; 8 x; y 2 X:Notând u u = x1 + x2 �si v = x1� x2, de unde x1 = u+ v2 ; x2 = u� v2 ; deduemdin relat�iile (11) �si (12) �a:hu; yi+ hv; yi = 2hu+ v2 ; yi , hu; yi+ hv; yi = hu+ v; yi; 8 u; v; y 2 X,adi�a apliat�ia h�; �i este aditiv�a.Din relat�ia h2x; yi = 2hx; yi; 8 x; y 2 X (relat�ia (12)) obt�inem:hnx; yi = nhx; yi; 8n 2 Z �simh nmx; yi = hnx; yi , h nmx; yi = nmhx; yi; 8n; m 2 Z; m 6= 0;adi�a hqx; yi = qhx; yi; 8 q 2 Q:Apoi, deoaree funt�ia k � k este ontinu�a (onform propriet�at�ii a) a �sirurilor dinspat�ii liniare normate �si a arateriz�arii ontinuit�at�ii unei funt�ii u ajutorul �sirurilor,vezi Capitolul 4), dei �si apliat�ia h�; �i este ontinu�a, rezult�a �a:h�x; yi = �hx; yi; 8� 2 IR; 8 x; y 2 X;adi�a este �̂ndeplinit�a �si ultima axiom�a a produsului salar.Rezult�a �a apliat�ia h�; �i de�nit�a mai sus este un produs salar pe spat�iul liniarreal X astfel �̂nât kxk = (hx; xi)1=2 ; 8 x 2 X.33. Fie mult�imea l2 = (x = (xn)n�1 � IR; 1Xn=1 x2n <1) � s �si apliat�ia:x! kxk2 =  1Xn=1x2n!1=2 ; 8 x = (xn)n�1 2 l2:



130 Capitolul 3S�a se arate �a (l2; k � k2) este un spat�iu liniar normat real �̂n are este �̂ndeplinit�aidentitatea paralelogramului. S�a se dedu�a apoi expresia produsului salar orespun-z�ator h�; �i �si s�a se demonstreze �a (l2; h�; �i) este spat�iu Hilbert.Rezolvare. l2 este spat�iu liniar real �̂n raport u adunarea �sirurilor �si �̂nmult�ireau numere reale a �sirurilor. Veri��am �a da�a x; y 2 l2; � 2 IR atuni x+y �si �x 2 l2.Fie x = (xn)n�1; 1Xn=1 x2n < 1 �si y = (yn)n�1; 1Xn=1 y2n < 1: Atuni, din inegalitatea:(xn+yn)2 � 2(x2n+y2n); 8n � 1; deduem, folosind riteriul de omparat�ie u m�arginire(I), �a seria 1Xn=1(xn + yn)2 este onvergent�a (seria 1Xn=1 2(x2n+ y2n) = 2 1Xn=1 x2n + 1Xn=1 y2n!< 1:) Iar seria 1Xn=1(�xn)2 = �2 1Xn=1 x2n este �si ea onvergent�a, deoaree 1Xn=1x2n < 1:Celelalte axiome ale spat�iului liniar se veri��a f�ar�a probleme.Veri��am �̂n ontinuare axiomele normei:a) Evident kxk2 =  1Xn=1 x2n!1=2 � 0; 8 x 2 l2 �sikxk2 = 0 ,  1Xn=1 x2n!1=2 = 0 , xn = 0; 8n � 1 , x = 0:b) k�xk2 =  1Xn=1(�xn)2!1=2 = j�j 1Xn=1 x2n!1=2 = j�j � kxk2; 8 x 2 l2; 8� 2 IR:) kx+ yk2 � kxk2 + kyk2; 8 x; y 2 l2:Pentru a veri�a aeast�a inegalitate, �e x = (xn)n�1 2 l2; y = (yn)n�1 2 l2; dei 1Xn=1x2n!1=2 < 1 �si  1Xn=1 y2n!1=2 < 1: Folosind inegalitatea lui Minkowski u p = 2avem: mXn=1(xn + yn)2!1=2 �  mXn=1(jxnj+ jynj)2!1=2 �  mXn=1 x2n!1=2 +  mXn=1 y2n!1=2 ��  1Xn=1 x2n!1=2 +  1Xn=1 y2n!1=2 ; 8m � 1:Pentru m!1 obt�inem: 1Xn=1(xn + yn)2!1=2 �  1Xn=1 x2n!1=2 +  1Xn=1 y2n!1=2 sau kx+ yk2 � kxk2 + kyk2:Deduem astfel �a (l2; k � k2) este spat�iu liniar real normat. S�a veri��am �̂n onti-nuare identitatea paralelogramului, adi�a:kx+ yk22 + kx� yk22 = 2(kxk22 + kyk22); 8 x; y 2 l2:Avem:



Spat�ii metrie 131kx + yk22 + kx� yk22 = 1Xn=1(xn + yn)2 + 1Xn=1(xn � yn)2 = 1Xn=1(x2n + 2xnyn + y2n + x2n��2xnyn + y2n) = 1Xn=1(2x2n + 2y2n) = 2 1Xn=1x2n + 1Xn=1 y2n! = 2(kxk22 + kyk22); 8 x; y 2 l2:Apliând Problema 32 rezult�a �a 9 pe l2 un produs salar h�; �i u proprietatea (hx; xi)1=2 == kxk2. Din rezolvarea Problemei 32 deduem forma produsului salar:hx; yi = 14[kx+ yk22 � kx� yk22℄ = 1Xn=1 xnyn; 8 x; y 2 l2:Pentru a demonstra, �̂n �nal, �a (l2; h�; �i) este spat�iu Hilbert vom ar�ata �a (l2; k�k2)este spat�iu normat omplet, adi�a orie �sir Cauhy este onvergent. Proedând a �̂nProblema 28, �e (x(k))k�1 un �sir Cauhy din spat�iul l2, x(k) = (x(k)n )n�1. Avem:(13) 8 " > 0 9 k0(") � 1 a.̂�. 8 k; k0 � k0(") are lo kx(k) � x(k0)k2 < " ,,  1Xn=1(x(k)n � x(k0)n )2!1=2 < ":Din relat�ia de mai sus deduem �a pentru 8n � 1 avem:8 " > 0 9 k0(") � 1 a.̂�. 8 k; k0 � k0(") are lo jx(k)n � x(k0)n j < ";adi�a pentru 8n � 1 �sirul (x(k)n )k�1 este un �sir Cauhy de numere reale, dei onvergent.Rezult�a �a pentru 8n � 1 9 x(0)n 2 IR a.̂�. limk!1x(k)n = x(0)n : Vom ar�ata �a limk!1x(k) = x(0)�̂n spat�iul l2 �si �a �sirul x(0) = (x(0)n )n�1 2 l2: Din relat�ia (13) deduem:(14)8" > 0 9k0(")�1 a.̂�. 8 k; k0 � k0(") are lo  pXn=1(x(k)n � x(k0)n )2!1=2<"; 8p � 1:Treând la limit�a �̂n (14) pentru k0 !1, obt�inem:8 " > 0 9 k0(") � 1 a.̂�. 8 k � k0(") are lo  pXn=1(x(k)n � x(0)n )2!1=2 � "; 8 p � 1;de unde rezult�a:8 " > 0 9 k0(") � 1 a.̂�. 8 k � k0(") are lo  1Xn=1(x(k)n � x(0)n )2!1=2 � ":Deduem astfel �a:8 " > 0 9 ek0(") = k0("=2) � 1 a.̂�. 8 k � ek0(") are lo kx(k) � x(0)k2 � "=2 < ";dei limk!1x(k) = x(0):S�irul x(0) 2 l2 deoaree:kx(0)k2 � kx(0) � x(k0(1))k2 + kx(k0(1))k2 � 1 + kx(k0(1))k2 � M;�sirul x(k0(1)) �ind din spat�iul l2.Rezult�a �a �sirul (x(k))k�1 � l2 este onvergent, dei spat�iul (l2; k � k2) este spat�iuBanah, iar (l2; h�; �i) este spat�iu Hilbert.



132 Capitolul 334. S�a se demonstreze �a mult�imeaM = fx = (xn)n�1 2 l2 j kxk22 = 1g � l2 estem�arginit�a �si �̂nhis�a, dar nu este ompat�a.Rezolvare. AvemM� �S(0; 1); 0 = (0)n�1 2 l2; deiM este m�arginit�a. Pentrua demonstra �aM este o mult�ime �̂nhis�a vom ar�ata �aM =M (vezi Problema 42),adi�aM �̂�si ont�ine puntele aderente. Cu alte uvinte 8 (x(k))k�1 � M, x(k) ! x(0);pentru k ! 1, rezult�a �a x(0) 2 M. Fie (x(k))k�1 � M u limk!1x(k) = x(0); avemkx(k)k2 = 1; 8 k � 1: Folosind ontinuitatea normei deduem �a limk!1 kx(k)k2 = kx(0)k2,adi�a kx(0)k2 = 1: Dei x(0) 2 M �si astfelM este o mult�ime �̂nhis�a.Vom ar�ata �̂n ontinuare �aM nu este ompat�a, adi�a 9 (x(k))k�1 � M are nuont�ine nii un sub�sir onvergent. S�a onsider�am �sirul (x(k))k�1 �M de�nit astfel:x(k)n = 8<: 1; da�a n = k0; da�a n 6= k:Avem kx(k)k22 = 1Xn=1(x(k)n )2 = 1; dei x(k) 2 M; 8 k � 1: Apoi:kx(k) � x(p)k2 =  1Xn=1(x(k)n � x(p)n )2!1=2 = p2; 8 k; p 2 IN�; k 6= p:Deduem astfel �a distant�a dintre orie dou�a elemente ale �sirului (x(k))k�1 este p2,adi�a �sirul (x(k))k�1 nu ont�ine nii un sub�sir Cauhy, dei nu ont�ine nii un sub�sironvergent.Din aest exemplu deduem �a nu orie mult�ime m�arginit�a �si �̂nhis�a a unui spat�iumetri este mult�ime ompat�a.35. S�a se aluleze limitele urm�atoarelor �siruri din spat�iul IRk:a) ~xn = (an; bn) 2 IR2; n � 1; unde:an = ns (n!)2(2n)! 8n ; n � 1; bn = " nXk=1 3k2!�(n + 1)3#�n2 ; n � 1; � � 0:b) ~xn = (an; bn) 2 IR2; n � 1; unde:an = 1n4 nXk=1 k(k + 1)(k + 2); n � 1; bn = bn�1 � n(n+ 1)! ; n � 2; b1 �xat:) ~xn = (an; bn; n) 2 IR3; n � 1; unde:an = nXk=1 k2 + k + 3k(k + 1) � (n+ 1)2n ; n � 1;bn = sin2�pn2 + n; n � 1; n = p� + n�1; n � 2; 1 = p�; � > 0:Rezolvare. Conform Teoremei 5 este su�ient (�si neesar) s�a alul�am limitele�sirurilor omponente ale �sirurilor din spat�iul IR2 sau IR3 de mai sus.



Spat�ii metrie 133a) Not�am u n = (n!)2(2n)! 8n ; n � 1; avem:n+1n = [(n + 1)!℄2(2n + 2)! 8n+1 � (2n)! 8n(n!)2 = (n+ 1)28(2n+ 1)(2n+ 2) ! 132 ; pentru n!1:Folosind onseint�a 4) a Teoremei lui T�oplitz (Capitolul 2, x1, Problema 12) rezult�a�a 9 limn!1 npn = 132, dei limn!1 an = 132 :Pentru �sirul (bn)n�1 avem:bn = "3n(n + 1)(2n+ 1)6(n+ 1)3 #�n2 = "n(2n+ 1)2(n+ 1)2 #�n2 ; n � 1:Da�a � = 0 atuni bn = 1; 8n � 1; dei limn!1 bn = 1: Da�a � 6= 0 atuni:limn!1 bn = limn!1 1� 3n+ 22(n+ 1)2!�n2 = e limn!1 (��)n2(3n+ 2)2(n+ 1)2 = 0:Dei: limn!1~xn = 8>><>>: � 132 ; 0� ; da�a � > 0;� 132 ; 1� ; da�a � = 0:b) Avem:an = 1n4 nXk=1(k3+3k2+2k) = 1n4 "n2(n + 1)24 + 3n(n+ 1)(2n+ 1)6 + 2n(n+ 1)2 # == (n + 1)(n+ 2)(n+ 3)4n3 ! 14 ; pentru n!1:Pentru �sirul (bn)n�1, din relat�ia de reurent��a deduem �a:bn+1 � bn = � n + 1(n + 2)! = � " 1(n + 1)! � 1(n + 2)!# ; 8n � 1:Dei: b2 � b1 = � � 12! � 13!�b3 � b2 = � � 13! � 14!�...bn+1 � bn = � " 1(n+ 1)! � 1(n+ 2)!# ;de unde rezult�a, prin adunare, �a:bn+1 � b1 = 1(n+ 2)! � 12! sau bn+1 = b1 + 1(n+ 2)! � 12! ; 8n � 1:Dei: bn = b1 � 12 + 1(n+ 1)! ; 8n � 2; iar limn!1 bn = b1 � 12 :Rezult�a �a limn!1~xn = �14; b1 � 12� :) Studiem �sirurile omponente; avem:



134 Capitolul 3an = nXk=1 "1 + 3k(k + 1)#� (n+ 1)2n = n+ 3 nXk=1 �1k � 1k + 1�� (n+ 1)2n == n + 3�1� 1n+ 1�� (n+ 1)2n = n2 � 3n� 1n(n + 1) ! 1; pentru n!1:Apoi bn = sin2�pn2 + n = sin2[�pn2 + n� n�℄ = sin2 �npn2 + n+ n ! sin2�2 = 1:Pentru �sirul (n)n�1 vom ar�ata �a el este monoton �si m�arginit. Din relat�ia dereurent��a rezult�a �a n > 0; 8n � 1: Demonstr�am �̂n ontinuare prin indut�ie mate-mati�a �a �sirul (n)n�1 este strit res�ator, adi�a n < n+1; 8n � 1: Avem 2 == p� + 1 = q� +p� > p� = 1: Apoi presupunând �a n < n+1 obt�inem n+1 == p� + n < p� + n+1 = n+2; dei n+1 < n+2:În plus, �sirul (n)n�1 este m�arginit superior. Ar�at�am prin indut�ie matemati�a �an < 1 + 2�; 8n � 1: Avem 1 = p� < 1 + 2� (deoaree 1 + 3�+ 4�2 > 0). Apoi dinn < 1 + 2� rezult�a �a n+1 = p� + n < p� + 1 + 2� = p1 + 3� < 1 + 2� (deoaree4�2 + 4� > 0):Apliând teorema lui Weierstrass deduem �a �sirul (n)n�1 este onvergent, dei9  = limn!1 n � 0: Treând la limit�a �̂n relat�ia de reurent��a obt�inem:  = p� +  ) = 1 +p1 + 4�2 :Dei: limn!1~xn =  1; 1; 1 +p1 + 4�2 ! :
PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE36. Fie (Xi; di); i = 1; n spat�ii metrie �si �e X = nYi=1Xi: S�a se demonstreze �aurm�atoarele apliat�ii d; Æ �si � : X �X ! IR+ de�nite prin:d(x; y) = vuut nXi=1 d2i (xi; yi); Æ(x; y) = nXi=1 di(xi; yi); �(x; y) = maxi=1;n di(xi; yi);8 x = (x1; : : : ; xn); y = (y1; : : : ; yn) 2 X sunt metrie pe mult�imea X.37. Pe mult�imea IR se de�ne�ste funt�ia f : IR! IR;f(x) = 8>>><>>>: ��=2; da�a x = �1;artg x; da�a x 2 IR;�=2; da�a x = +1:S�a se arate �a funt�ia d(x; y) = jf(x)� f(y)j; x; y 2 IR este o metri�a pe IR:



Spat�ii metrie 13538. S�a se demonstreze �a pe spat�iul s al tuturor �sirurilor de numere reale apliat�ia% : s� s! IR de�nit�a prin:%(x; y) = 1Xn=1 jxn � ynj2n(1 + jxn � ynj) ; x = (xn)n�1; y = (yn)n�1 2 seste o metri�a.39. Fie E o mult�ime nevid�a, (X; d) spat�iu metri �si B(E;X) = ff j f : E ! X;m�arginit�ag: S�a se arate �a apliat�ia % : B(E;X)� B(E;X)! IR de�nit�a prin:%(f; g) = supx2E d(f(x); g(x)); 8 f; g 2 B(E;X)este o metri�a pe B(E;X), numit�a metria onvergent�ei uniforme sau metria luiCeb̂��sev.40. Fie (X; d) un spat�iu metri. S�a se demonstreze �a:a) Orie reuniune (�nit�a sau in�nit�a) de mult�imi deshise este o mult�ime deshis�a.b) Orie interset�ie �nit�a de mult�imi deshise este o mult�ime deshis�a.41. S�a se arate �a sfera �̂nhis�a �S(x0; "0); x0 2 X; "0 > 0 din spat�iul metri(X; d) este o mult�ime �̂nhis�a.42. Fie (X; d) un spat�iu metri. S�a se demonstreze urm�atoarele propriet�at�i:a) A � X este �̂nhis�a ,A = A;b) A1 � A2 ) A1 � A2:43. S�a se demonstreze �a �̂nhiderea unei mult�imi dintr-un spat�iu metri (X; d)este o mult�ime �̂nhis�a �si este ea mai mi�a mult�ime �̂nhis�a are inlude aea mult�ime.44. Fie (X; d) un spat�iu metri. S�a se demonstreze urm�atoarele propriet�at�i:a) A = A; b) A1 [ A2 = A1 [ A2; ) A1 \ A2 � A1 \ A2:45. Fie (X; d) un spat�iu metri. S�a se demonstreze urm�atoarele propriet�at�i:a) A � X este �̂nhis�a , A0 � A;b) ÆA= A n Fr A; ) A = A [ Fr A:46. S�a se g�aseas�a interiorul, mult�imea derivat�a, aderent�a �si frontiera urm�atoarelorsubmult�imi ale lui IR dotat u metria uzual�a d(x; y) = jx� yj; x; y 2 IR :a) A = (0; 1℄ [ (2; 3); b) B = [(�3; 1) \Q+℄S(2 + (�1)nn3n+ 1 ; n � 1) ;) C = [(�1; 1) \Q+℄S� 1n+ 1 � n(�1)n + sin n�3 ; n � 1� :47. Fie (X; d) un spat�iu metri, iar A �si B dou�a mult�imi nevide din X. Num�aruld(A;B) = inf(x;y)2A�B d(x; y) � 0 se nume�ste distant�a dintre mult�imile A �si B. Da�aB = fx0g; d(x0; A) = infx2A d(x0; x) � 0 se nume�ste distant�a de la x0 la mult�imea A. S�ase arate �a:



136 Capitolul 3a) Da�a A �si B sunt mult�imi ompate �si A \B = ; atuni d(x; y) > 0; 8 (x; y) 22 A� B �si 9 (x0; y0) 2 A� B a.̂�. d(A;B) = d(x0; y0):b) Da�a A este ompat�a atuni 9 a 2 A a.̂�. d(x0; A) = d(x0; a):) d(x0; A) = 0 , x0 2 A:48. Fie f : (0; 1=3℄! IR; f(x) = x2: S�a se arate �a f este o ontrat�ie, dar �a fnu are nii un punt �x.49. S�a se aluleze u preizia de 10�2 unia r�ad�ain�a real�a a euat�iei:x3 + 3x2 + 4x� 1 = 0:50. S�a se demonstreze �a (IRn; k � kd); (IRn; k � kÆ); (IRn; k � k�); unde k � kd; k � kÆ;k � k� : IRn ! IR sunt de�nite prin:k~xkd = vuut nXi=1 x2i ; k~xkÆ = nXi=1 jxij; k~xk� = maxi=1;n jxij; 8 ~x = (x1; : : : ; xn) 2 IRnsunt spat�ii normate �si, �̂n plus, normele de mai sus sunt ehivalente, (vezi Problema 7).51. S�a se demonstreze �a mult�imea  a �sirurilor de numere reale onvergente uapliat�ia: x! kxk = supn�1 jxnj; 8 x = (xn)n�1 2 este spat�iu liniar normat omplet (vezi Problema 21).52. S�a se demonstreze �a urm�atoarea apliat�ie pe spat�iul C([0; 1℄):f ! kfk = Z 10 jf(t)j dt; f 2 C([0; 1℄)este o norm�a pe C([0; 1℄):53. S�a se demonstreze �a urm�atoarele apliat�ii de�nite pe C1([0; 1℄):f ! kfk1 = supx2[0;1℄[jf(x)j+ jf 0(x)j℄; f 2 C1([0; 1℄);f ! kfk2 = jf(0)j+ supx2[0;1℄ jf 0(x)j; f 2 C1([0; 1℄)sunt norme pe C1([0; 1℄).54. FieMm;n(IR) mult�imea matrielor u elemente reale de tipul m � n (m linii�si n oloane) are se organizeaz�a a spat�iu liniar real (̂�n raport u adunarea matrielor�si �̂nmult�irea u numere reale a aestora) de dimensiune m � n. S�a se demonstreze �aapliat�iile:A! kAk1 = 0� mXi=1 nXj=1 a2ij1A1=2 ;A! kAk2 = maxi=1;m0� nXj=1 jaijj1A ;



Spat�ii metrie 137A! kAk3 = maxj=1;n mXi=1 jaijj! ;A! kAk4 = max (jaijj; i = 1; m; j = 1; n);A! kAk5 = mXi=1 nXj=1 jaijj; A 2 Mm;n(IR)sunt norme ehivalente pe spat�iulMm;n(IR):55. S�a se demonstreze �a apliat�iile h�; �i : IR3 � IR3 ! IR de�nite prin:a) h~x; ~yi = x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2 + x3y3;b) h~x; ~yi = 2x1y1+x1y2+x2y1+x2y2+x3y3; ~x = (x1; x2; x3); ~y = (y1; y2; y3) 2 IR3sunt produse salare pe spat�iul liniar IR3.56. FieMn;n(IR) (notat �si Mn(IR)) mult�imea matrielor p�atratie de ordinul nu elemente reale.(I) S�a se demonstreze �a apliat�ia h�; �i :Mn(IR)�Mn(IR)! IR de�nit�a prin:hA;Bi = tr (ABT ) = nXi;j=1 aijbij; A = (aij)ni;j=1; B = (bij)ni;j=1 2 Mn(IR)este un produs salar peMn(IR): (Pentru o matrie A 2 Mn(IR); A = (aij)ni;j=1 sumaelementelor de pe diagonala prinipal�a se noteaz�a u tr A = nXi=1 aii �si se nume�ste urmamatriei A).(II) Not�am u kAk = (hA;Ai)1=2 = htr (AAT )i1=2 : S�a se demonstreze urm�atoarelepropriet�at�i:a) Da�a U 2 Mn(IR) �si U � UT = In atuni kU � Ak = kA � Uk = kAk; 8A 2 Mn(IR):b) Da�a A este o matrie diagonal�a, atuni:kAB � BAk � p2 kAk � kBk; 8B 2 Mn(IR):(III) S�a se demonstreze �a spat�iul (Mn(IR); h�; �i) este spat�iu Hilbert.57. S�a se aluleze limitele urm�atoarelor �siruri din spat�iul IR3:a) ~xn = � npn; �1 + 1n�n ; os 2�n � ; n � 1;b) ~xn = (an; bn; n); n � 1, unde:an =  n2 + n+ 1n2 � n+ 1!3n+2 ; bn = n(� � 2 artgn); n =  n2 + 1n !1=2n ; n � 1:



Capitolul 4LIMITE DE FUNCT�II.CONTINUITATEA FUNCT�IILORFie funt�ia ~f : D ! IRq (pentru q = 1, notat�a u f), D � IRp (p; q 2 IN �), iar ~x0un punt de aumulare pentru mult�imea D. Elementul ~l 2 IRq este limita funt�iei ~f �̂npuntul ~x0, notat lim~x!~x0 ~f(~x) = ~l da�a:8 " > 0 (9) Æ(") > 0 a.̂�. 8 ~x 2 D; 0 < k~x� ~x0kp < Æ(") are lo k~f(~x)�~lkq < ";(k � kp; k � kq sunt norme �̂n spat�iul IRp; respetiv IRq:)Pentru p = q = 1 obt�inem urm�atoarele arateriz�ari, u extinderi �̂n IR:1Æ: f : D � IR ! IR; x0 2 IR punt de aumulare pentru D, l 2 IR, atunilimx!x0 f(x) = l da�a:8 " > 0 9 Æ(") > 0 a.̂�. 8 x 2 D; 0 < jx� x0j < Æ(") are lo jf(x)� lj < ":2Æ: f : D � IR ! IR; x0 punt de aumulare pentru D, l = 1 (�1); atunilimx!x0 f(x) =1 (�1) da�a:8 " > 0 9 Æ(") > 0 a.̂�. 8 x 2 D u 0 < jx� x0j < Æ(") are lo f(x) > " (f(x) < �"):3Æ: f : D � IR! IR; x0 =1 (�1) punt de aumulare pentru D, l 2 IR, atunilimx!1 f(x) = l ( limx!�1 f(x) = l) da�a:8 " > 0 9 Æ(") > 0 a.̂�. 8 x 2 D u x > Æ(") (x < �Æ(")) are lo jf(x)� lj < ":4Æ: f : D � IR! IR; x0 =1 (�1) punt de aumulare pentru D, l =1; atunilimx!1 f(x) =1 ( limx!�1 f(x) =1) da�a:8 " > 0 9 Æ(") > 0 a.̂�. 8 x 2 D u x > Æ(") (x < �Æ(")) are lo f(x) > ":5Æ: f : D � IR ! IR; x0 = 1 (�1) punt de aumulare pentru D, l = �1;atuni limx!1 f(x) = �1 ( limx!�1 f(x) = �1) da�a:8 " > 0 9 Æ(") > 0 a.̂�. 8 x 2 D u x > Æ(") (x < �Æ(")) are lo f(x) < �":Propriet�at�i ale funt�iilor u limit�a:a) Fie ~f1; ~f2 : D! IRq; D � IRp; ~x0 punt de aumulare pentru D. Da�a:9 lim~x!~x0 ~f1(~x) = ~l1 �si 9 lim~x!~x0 ~f2(~x) = ~l2



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 139atuni 8�; � 2 IR 9 lim~x!~x0[�~f1(~x) + �~f2(~x)℄ = �~l1 + �~l2:b) Fie ~f : D ! IRq; D � IRp; iar ' : D ! IR; ~x0 punt de aumulare pentru D.Da�a 9 lim~x!~x0 ~f(~x) = ~l �si 9 lim~x!~x0 '(~x) = a atuni 9 lim~x!~x0['(~x)~f(~x)℄ = a~l:) Fie f1; f2 : D! IR; D � IRp; ~x0 punt de aumulare pentru D. Da�a:9 lim~x!~x0 f1(~x) = l1 �si 9 lim~x!~x0 f2(~x) = l2atuni:9 lim~x!~x0[f1(~x) � f2(~x)℄ = l1 � l2 �si 9 lim~x!~x0 f1(~x)f2(~x) = l1l2 ; (l2 6= 0);(pentru azurile �̂n are operat�iile de mai sus au sens).d) Fie f; F1; F2 : D ! IR; D � IRp; ~x0 punt de aumulare pentru D. Da�a:F1(~x) � f(~x) � F2(~x); 8 ~x 2 D; k~x� ~x0kp < a�si 9 lim~x!~x0 F1(~x) = lim~x!~x0 F2(~x) = l atuni 9 lim~x!~x0 f(~x) = l (riteriul le�stelui).e) Fie ~' : E � IRp ! F � IRq; ~f : F � IRq ! IRr, ~x0 punt de aumulare pentruE �si �e ~y0 = lim~x!~x0 ~'(~x) punt de aumulare pentru F , (~'(~x) 6= ~y0, pentru ~x 6= ~x0).Da�a 9 lim~y!~y0 ~f(~y) = ~l atuni funt�ia ~g : E � IRp ! IRr; ~g = ~f Æ ~'; ~g(~x) = (~f Æ ~')(~x) == ~f(~'(~x)) are limit�a �̂n ~x0 �si lim~x!~x0 ~g(~x) = ~l:Teorema 1. Elementul ~l 2 IRq este limita funt�iei ~f �̂n ~x0 2 D, ~x0 punt deaumulare pentru D da�a �si numai da�a 8 (~xn)n�1 � D n f~x0g u limn!1~xn = ~x0 avemlimn!1 ~f(~xn) = ~l.Da�a 9 (~x1n)n2IN � D n f~x0g �si (~x2n)n2IN � D n f~x0g u limn!1~x1n = ~x0 = limn!1~x2n �silimn!1 ~f(~x1n) = ~l1 6= ~l2 = limn!1 ~f(~x2n) va rezulta �a nu exist�a limita funt�iei ~f �̂n puntul~x0. Teorema 2. Funt�ia ~f : D � IRp ! IRq are limita ~l �̂n puntul de aumulare ~x0pentru mult�imea D da�a �si numai da�a toate ele q funt�ii omponente u valori realeau limit�a �̂n IR, limitele lor �ind omponentele lui ~l.Teorema 3 (Cauhy-Bolzano). Fie ~f : D � IRp ! IRq; ~x0 punt de aumularepentru D. Atuni lim~x!~x0 ~f(~x) = ~l da�a �si numai da�a:8 " > 0 9 Æ(") > 0 a.̂�. 8 ~x0; ~x00 2 D; 0 < k~x0 � ~x0kp < Æ("); 0 < k~x00 � ~x0kp < Æ(")are lo k~f(~x0)� ~f(~x00)kq < ":Funt�ia ~f : D ! IRq; D � IRp este ontinu�a �̂n ~x0 2 D da�a ~x0 este punt izolatpentru mult�imea D sau da�a exist�a lim~x!~x0 ~f(~x) = ~f(~x0); �̂n azul �̂n are ~x0 este puntde aumulare pentru D. Funt�ia ~f este ontinu�a pe D da�a este ontinu�a �̂n �earepunt din mult�ime.



140 Capitolul 4Funt�iile ontinue las�a invariante mult�imile ompate (da�aK � IRp este o mult�imeompat�a �si ~f este ontinu�a atuni ~f(K) � IRq este ompat�a).Teorema 4 (Weierstrass). Funt�ia f : K � IRp ! IR (K mult�ime ompat�a)ontinu�a pe K este m�arginit�a �si �̂�si atinge efetiv marginile.Funt�ia f : I ! IR (I � IR interval) are proprietatea lui Darboux da�a pentruorie x1; x2 2 I; x1 < x2 �si oriare ar � num�arul  situat �̂ntre f(x1) �si f(x2) exist�ael put�in un punt � 2 (x1; x2) a.̂�. f(�) = : Orie funt�ie f : I ! IR (I � IR interval)ontinu�a pe I are proprietatea lui Darboux, iar mult�imea J = f(I) este, de asemenea,un interval.Fie D � IR �si f : D ! IR: Un punt a 2 D se nume�ste punt de disontinui-tate pentru funt�ia f da�a f nu este ontinu�a �̂n a. Un punt de disontinuitate senume�ste punt de disontinuitate de speia I-a da�a exist�a limx!ax<a f(x) not= f(a � 0) 2 IR�si limx!ax>a f(x) not= f(a+0) 2 IR: Un punt a 2 D de disontinuitate are nu este punt dedisontinuitate de speia I-a se nume�ste punt de disontinuitate de speia a II-a.Da�a I este un interval din IR, iar f : I ! IR este o funt�ie monoton�a pe I atunipuntele de disontinuitate ale lui f sunt de speia I-a, iar mult�imea puntelor sale dedisontinuitate este el mult num�arabil�a.Funt�ia ~f : D � IRp ! IRq se nume�ste uniform ontinu�a pe D da�a:8" > 0 9Æ(") > 0 a.̂�. 8~x1; ~x2 2 D u k~x1� ~x2kp<Æ(") are lo k~f(~x1)� ~f(~x2)kq<":Teorema 5 (Cantor). O funt�ie ontinu�a pe o mult�ime ompat�a este uniformontinu�a pe aea mult�ime.PROBLEME REZOLVATE1. S�a se arate �a funt�ia f : IR! IR; f(x)= 1 + x21 + x4 este m�arginit�a pe mult�imeaIR. Rezolvare. Evident f(x) > 0; 8 x 2 IR: Apoi f(x) < 2; 8 x 2 IR: Într-adev�ar:1 + x21 + x4 < 2; 8 x 2 IR , 2x4 � x2 + 1 > 0; 8 x 2 IR;ultima inegalitate �ind adev�arat�a, deoaree trinomul 2y2 � y + 1 > 0; 8 y 2 IR:Dei 0 < f(x) < 2; 8 x 2 IR, adi�a funt�ia f este m�arginit�a pe IR.2. S�a se arate �a funt�ia f : IR n f0g ! IR; f(x) = 1x os 1x



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 141a) este nem�arginit�a �̂n orie vein�atate a puntului x = 0;b) nu tinde la 1 atuni ând x! 0:Rezolvare. a) Deoaree orie vein�atate a puntului x = 0 ont�ine un intervalde forma (�"; "); " > 0; vom ar�ata �a funt�ia f este nem�arginit�a �̂n orie interval(�"; "); " > 0: Fie, dei, o vein�atate oareare a lui x = 0; V = (�"; ") u " > 0arbitrar, momentan �xat. Construim urm�atorul �sir xn= 12n� ; n 2 IN�: Pentru n�n0,unde n0 = � 12n"�+ 1 avem xn 2 (0; ") � V; iar:f(xn) = 2n� � os(2n�) = 2n� !1; pentru n!1:Astfel am g�asit un �sir de punte xn din V pentru are f(xn) ! 1, pentru n ! 1;fapt are ne arat�a �a f este nem�arginit�a �̂n vein�atatea V . Deoaree V = (�"; ") erao vein�atate arbitrar�a rezult�a �a f este nem�arginit�a �̂n orie vein�atate a puntuluix = 0.b) Pentru a ar�ata �a funt�ia f nu tinde la 1 atuni ând x ! 0, s�a onsider�am�sirul yn = 1�=2 + 2n� ! 0; pentru n!1; pentru are:f(yn) = ��2 + 2n�� � os��2 + 2n�� = 0; 8n 2 IN:Dei f(yn)! 0 6=1; pentru n!1: Deoaree exist�a un astfel de �sir (yn)n2IN , yn ! 0,pentru n!1, pentru are f(yn)! 0; pentru n!1; deduem �a funt�ia f nu tindela 1 ând x! 0:3. S�a se determine marginea inferioar�a �si marginea superioar�a a funt�iilor:a) f : (0;1)! IR; f(x) = 2x1 + x3 ; b) f : [��; �℄! IR; f(x) = sin x+ os x;) f : [0; 2p3℄! IR; f(x) = x� [x℄;([x℄ este partea �̂ntreag�a a num�arului x).Rezolvare. Pentru a determina marginile inferioar�a �si superioar�a ale funt�iilorde mai sus, vom studia aeste funt�ii, eretând omportarea aestora, adi�a semnulderivatelor de ordinul �̂ntâi.a) Avem f 0(x) = 2(1� 2x3)(1 + x3)2 ; x 2 (0;1):Tabelul de variat�ie a funt�iei f este:x j 0 1= 3p2 1f 0(x) j + + ++ 0 � � ��f(x) j 0 % 2 3p4=3 & 0Din ultima linie a tabelului de mai sus deduem �a:



142 Capitolul 4supx2(0;1) f(x) = 2 3p43  = f  13p2!! ; iar infx2(0;1) f(x) = 0:b) Avem f 0(x) = os x � sin x; f 0(x) = 0 pentru x = �=4 �si x = �3�=4: Tabelulde variat�ie a funt�iei f este urm�atorul:x j �� �3�=4 �=4 �f 0(x) j � � �� 0 + + ++ 0 � � ��f(x) j �1 & �p2 % p2 & �1Deduem �a supx2[��;�℄ f(x)=f ��4�=p2, iar infx2[��;�℄ f(x)=f ��3�4 �=�p2:Faem observat�ia �a funt�ia f �ind ontinu�a pe intervalul ompat [��; �℄ �̂�si atingemarginile, dei 9x0= �4 2 [��; �℄ a.̂�. supx2[��;�℄ f(x)=f ��4� �si 9 x1=�3�4 2 [��; �℄a.̂�. infx2[��;�℄ f(x) = f ��3�4 � :) Funt�ia f(x) = x� [x℄; x 2 [0; 2p3℄ se expliiteaz�a astfel:f(x) = 8>>>>>><>>>>>>: x; da�a x 2 [0; 1);x� 1; da�a x 2 [1; 2);x� 2; da�a x 2 [2; 3);x� 3; da�a x 2 [3; 2p3℄:În aest az determinarea sup f �si inf f se poate fae u�sor u ajutorul gra�uluifunt�iei (vezi Figura 4.1). Din gra� deduem �a:supx2[0;2p3℄ f(x) = 1; iar infx2[0;2p3℄ f(x) = 0:
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Figura 4.14. S�a se demonstreze, folosind araterizarea ""; Æ" �a:a) limx!3x2 = 9; b) limx!�1 1(1 + x)2 = +1; ) limx!1(2x2 + 1) =1;d) limx!�1 2x+ 1x + 5 = 2:Rezolvare. a) Vom ar�ata �a:8 " > 0 9 Æ(") > 0 a.̂�. 8 x 2 IR; 0 < jx� 3j < Æ(") are lo jf(x)� 9j < ";unde f : IR! IR; f(x) = x2:



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 143Fie " > 0 arbitrar, momentan �xat. Vom determina Æ(") > 0, pornind de lainegalitatea:jx2 � 9j = jx� 3j � jx� 3 + 6j < Æ(") � (Æ(") + 6);impunând ondit�ia a Æ(") � (Æ(") + 6) = ": Din euat�ia obt�inut�a pentru Æ(") g�asimÆ(") = �3+p9 + ": Dei de �̂ndat�a e 0 < jx� 3j < Æ("), u Æ(") = �3+p9 + " avemjx2 � 9j < ":b) Vom demonstra �a:8 " > 0 9 Æ(") > 0 a.̂�. 8 x 2 IR; 0 < jx+ 1j < Æ(") are lo 1(1 + x)2 > ":Pentru Æ = 1p" avem, �̂n ipoteza 0 < jx+1j < Æ("); �a 1(1 + x)2 > "; adi�a tomaiaraterizarea ""; Æ" a limitei de la aest punt.) Conform arateriz�arii ""; Æ" vom ar�ata �a:8 " > 0 9 Æ(") > 0 a.̂�. 8 x > Æ(") are lo 2x2 + 1 > ":Luând Æ(") = 8>><>>: s"� 12 ; da�a " > 1;1; da�a 0 < " � 1;avem �̂ndeplinit�a a�rmat�ia de mai sus.d) Pentru aeast�a limit�a avem:8 " > 0 9 Æ(") > 0 a.̂�. 8 x 2 IR; x < �Æ(") are lo ����2x+ 1x + 5 � 2���� < " ,8 " > 0 9 Æ(") > 0 a.̂�. 8 x 2 IR; x < �Æ(") are lo 9jx+ 5j < ":Pentru " > 0 s�a onsider�am Æ(") = 9" + 5: Atuni de �̂ndat�a e x < �9" � 5 ,x + 5 < �9" ) jx+ 5j > 9" , 9jx+ 5j < ":Dei onform arateriz�arii limitei �̂n limbajul ""; Æ" rezult�a �a limx!�1 2x+ 1x+ 5 = 2:5. Se onsider�a funt�ia f : IR! IR; f(x) = 8><>: sin 1x; da�a x 6= 0;a; da�a x = 0; a 2 IR:S�a se arate �a:a) În orie vein�atate a originii exist�a punte unde f ia valoarea 1 �si �1.b) Pentru orie A 2 [�1; 1℄ exist�a un �sir de punte xn ! 0; pentru n ! 1 a.̂�.f(xn)! A; pentru n!1:) Nu exist�a limx!0x<0 f(x) �si nii limx!0x>0 f(x), puntul x = 0 �ind dei punt de disonti-nuitate de speia a doua.d) Funt�ia f are proprietatea lui Darboux da�a �si numai da�a a 2 [�1; 1℄:



144 Capitolul 4Rezolvare. a) Fie V o vein�atate arbitrar�a a originii. Deoaree V ont�ine uninterval simetri de forma (�"; "); " > 0, vom ar�ata �a proprietatea a) are lo pentruorie astfel de interval simetri entrat �̂n origine.Fie dei " > 0 �xat. Vom determina un num�ar natural k a.̂�. 1x = �2 + 2k� �six 2 (�"; "); de unde va rezulta �a sin 1x = 1: Impunând ondit�ia 1�2 + 2k� < " ,�2 + 2k� > 1" , 2k� > 1" � �2 ; g�asim:k0 = 8>><>>: �2� �"4�" �+ 1; da�a 0 < " < 2� ;1; da�a " � 2� :Dei x0 = 1�2 + 2k0� 2 (�"; ") �si sin 1x0 = 1:Proedând asem�an�ator pentru valoarea �1, pentru o vein�atate simetri�a de forma(�"; ") u " > 0 putem onsidera:k1 = 8>><>>: �2� 3�"4�" �+ 1; da�a 0 < " < 23� ;1; da�a " � 23� :Atuni x1 = 13�2 + 2k1� 2 (�"; ") �si sin 1x1 = �1:b) Notând u � = arsinA 2 ���2 ; �2 �, �sirul (xn)n�1; xn = 1� + 2n� satis-fae ondit�iile problemei, adi�a limn!1xn = 0 �si f(xn) = sin 1xn = A; 8n � 1; deilimn!1 f(xn) = A:) Vom demonstra �a funt�ia f nu are limit�a la dreapta �̂n puntul 0, folosindaraterizarea u �siruri.Fie xn = 12n� ; n � 1: Avem limn!1xn = 0; iar f(xn) = sin 2n� = 0 ! 0 = l1;pentru n ! 1: S�a onsider�am �si �sirul yn = 1�2 + 2n� ; n � 1; pentru are yn > 0;8n � 1; limn!1 yn = 0 �si f(yn) = sin��2 + 2n�� = 1! 1 = l2; pentru n!1: Deoareel1 6= l2 rezult�a �a nu exist�a limx!0x>0 f(x):Pentru limita la stânga �̂n x = 0 proed�am asem�an�ator, onsiderând �sirurile exn == � 12n� �si eyn=� 1�2 + 2n� ; n � 1; pentru are limn!1 exn= limn!1 eyn=0 �si limn!1 f(exn) == 0 6= �1 = limn!1 f(eyn):Rezult�a dei �a funt�ia f nu are limit�a �̂n puntul x = 0 nii la dreapta, nii lastânga, dei este un punt de disontinuitate de speia a doua.



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 145d) Presupunem mai �̂ntâi �a f are proprietatea lui Darboux �si de asemenea pre-supunem prin reduere la absurd �a a 62 [�1; 1℄:Da�a a>1 luând puntele x=0 �si x= 2� rezult�a �a pentru orie �2�f�2��; f(0)� == (1; a) nu exist�a nii un punt x 2 IR a.̂�. f(x) = � �jf(x)j � 1; 8 x 2 �0; 2��� :Da�a a < �1, pentru puntele x = � 2� �si x = 0 rezult�a �a pentru 8� 22 �f(0); f �� 2��� = (a;�1) nu exist�a nii un punt x 2 IR a.̂�. f(x) = �; (jf(x)j � 1;8 x 2 �� 2� ; 0�� :Conluziile la are am ajuns ne indi�a faptul �a f nu are proprietatea lui Darboux,eea e ontrazie ipoteza. Dei �̂n mod neesar a 2 [�1; 1℄.S�a presupunem aum �a a 2 [�1; 1℄ �si s�a ar�at�am �a f are proprietatea lui Darboux,adi�a:(1) 8 ea; eb 2 IR �si � 2 (f(ea); f(eb)) sau (f(eb); f(ea)) 9 x0 2 (ea; eb) a.̂�. f(x0) = �:Avem urm�atoarele situat�ii:1Æ. ea > 0; eb > 0 sau ea < 0; eb < 0: Deoaree f j[ea;eb℄ este o funt�ie ontinu�a rezult�a�a ea are proprietatea lui Darboux, dei are lo (1).2Æ. ea < 0; eb > 0: Fie  = min (eb;�ea) > 0 �si � 2 (f(ea); f(eb)) � [�1; 1℄ sau(f(eb); f(ea)) � [�1; 1℄: S�a onsider�am �0 = arsin�; (� 2 [�1; 1℄): Vom determinax0 2 (0; ) a.̂�. f(x0) = �: Pentru aeasta alegem x0 = 12n0� + �0 (n0 2 IN): Punândondit�ia a 0 < x0 <  obt�inem n0 > �1 � �0� 12� �si n0 > ��02� : Dei pentru n0 == max(1; ��1 � �0� 12� �+ 1; "��02�# + 1) avem f(x0) = sin�0 = �, u x0 de formament�ionat�a mai sus.În mod asem�an�ator se trateaz�a azul ea > 0; eb < 0:3Æ. ea = 0; eb > 0: S�a ar�at�am �a pentru 8� 2 (a; f(eb)) sau (f(eb); a) 9 x0 2 (ea; eb) == (0; eb) a.̂�. f(ex0) = �: Asem�an�ator azului 2Æ determin�am un x0 2 (0; eb) de formax0 = 12n1� + �0 ; (n1 2 IN; �0 = arsin�): Impunând ondit�ia a 0 < x0 < eb g�asimn1 = max(1; ��1b � �0� 12� �+ 1; "��02�#+ 1) : Pentru un astfel de punt x0 == 12n� + �0 2 (0; eb) avem f(x0) = �:În mod asem�an�ator se trateaz�a azurile a = 0; b < 0; a > 0; b = 0; a < 0; b = 0:Gra�ul aestei funt�ii pentru a = 0 este el din Figura 4.2.
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Figura 4.26. Fie funt�ia f : [0; 1℄! IR; f(x) = 8<: x; da�a x 2 Q \ [0; 1℄;x3; da�a x 2 (IR nQ) \ [0; 1℄:S�a se arate �a f([0; 1℄) este un interval, dar f nu are proprietatea lui Darboux.Rezolvare. Evident f([0; 1℄) � [0; 1℄: Vom ar�ata �a avem hiar egalitate demult�imi, adi�a f([0; 1℄) = [0; 1℄. Într-adev�ar, pentru 8� 2 [0; 1℄ 9 x0 2 [0; 1℄ a.̂�.f(x0) = �: Da�a � 2 Q atuni putem lua x0 = � �si avem f(x0) = f(�) = �; iar da�a� 62 Q lu�am x0 = 3p� 62 Q pentru are f(x0) = f( 3p�) = ( 3p�)3 = �:Ar�at�am �̂n ontinuare �a f nu are proprietatea lui Darboux. S�a onsider�am a = 12�si b = 13p3 : Atuni pentru 8� 2  f  13p3! ; f �12�! = �13 ; 12� nu exist�a x0 2  12 ; 13p3!a.̂�. f(x0) = �: Într-adev�ar, pentru � 2 �13 ; 12� avem:8 x0 2  12 ; 13p3!TQ; f(x0) = x0; iar  12 ; 13p3!T�13 ; 12� = ;; dei f(x0) 6= � �si8 x0 2  12 ; 13p3!T(IR nQ); f(x0) = x30; iar �18 ; 13�T�13 ; 12� = ;; dei f(x0) 6= �:7. S�a se determine puntele de disontinuitate ale funt�iilor f : IR ! IR de�niteprin:



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 147a) f(x) = 8<: x; da�a x 2 Q;5x; da�a x 2 IR nQ: b) f(x) = 8<: x3; da�a x 2 Q;0; da�a x 2 IR nQ:Rezolvare. a) Vom demonstra �a �̂n orie punt x0 2 IR n f0g funt�ia f estedisontinu�a. În aeste punte nu exist�a limita funt�iei. Fie x0 2 IR n f0g arbitrar,momentan �xat. Luând un �sir (xn)n�1 � Q; xn < x0; 8n � 1; xn ! x0; pentrun!1, avem f(xn) = xn ! x0 = l1; pentru n!1; pentru un �sir (exn)n�1 � IR nQ;exn < x0; 8n � 1; exn ! x0; pentru n !1, f(exn) = 5exn ! 5x0 = l2; pentru n !1:Deoaree l1 6= l2 rezult�a �a f nu are limit�a la stânga �̂n puntul x0. Analog f nu arelimit�a la dreapta �̂n puntul x0. Rezult�a �a x0 este un punt de disontinuitate despeia a doua pentru funt�ia f .Singurul punt de ontinuitate pentru funt�ia f este x0 = 0; a�sa um rezult�a dinaraterizarea u �siruri: 8 (xn)n�1 � IR; xn ! x0 = 0; pentru n ! 1 rezult�a �af(xn)! f(x0) = 0; pentru n!1: Într-adev�ar:f(xn) = 8<: xn; da�a xn 2 Q;5xn; da�a xn 2 IR � Q�si limn!1 f(xn) = 0; deoaree limn!1xn = 0:b) Se arat�a �̂n mod asem�an�ator puntului a), folosind araterizarea u �siruri, �atoate puntele x0 2 IR n f0g sunt punte de disontinuitate de speia a doua, singurulpunt de ontinuitate �ind x0 = 0:8. S�a se studieze puntele de disontinuitate de speia I-a sau de speia a II-apentru urm�atoarele funt�ii f : IR! IR de�nite astfel:a) f(x) = sgn x = 8>>><>>>: 1; da�a x > 0;0; da�a x = 0;�1; da�a x < 0: b) f(x) = 8<: 1; da�a x 2 Q;0; da�a x 2 IR nQ;(numit�a funt�ia lui Dirihlet);) f(x) = 8><>: 1x; da�a x 6= 0;0; da�a x = 0:Rezolvare. a) Pentru x0 = 0 avem limx!0x<0 f(x) = �1; limx!0x>0 f(x) = 1; iar f(0) = 0:Rezult�a �a 0 este un punt de disontinuitate de prima speia. Restul puntelor dinIR sunt punte de ontinuitate.b) Fie x0 2 Q: Atuni f(x0) = 1; dar 6 9 limx!x0x<x0 f(x): Într-adev�ar 9 (xn)n�1 � Q;xn < x0; 8n � 1; xn ! x0; pentru n ! 1 u f(xn) = 1 ! 1; pentru n ! 1 �si9 (yn)n�1 � IR n Q; yn < x0; 8n � 1; yn ! x0; pentru n ! 1; u f(yn) = 0 ! 0;



148 Capitolul 4pentru n!1: Analog 6 9 limx!x0x>x0 f(x):În mod asem�an�ator se arat�a �a pentru 8 x0 2 IR nQ; 6 9 limx!x0x<x0 f(x) �si 6 9 limx!x0x>x0 f(x):Deduem astfel �a toate puntele din IR sunt punte de disontinuitate de speia adoua.) În puntul x0 = 0 avem limx!0x<0 f(x) = �1; iar limx!0x>0 f(x) = +1: Rezult�a �a 0 esteun punt de disontinuitate de speia a doua. În orie alt punt din IR funt�ia f esteontinu�a.9. S�a se aluleze urm�atoarele limite:a) limx!0 3p27 + x� 3p27� xx + 2 � 3px4 ; b) limx!0 (p1 + x2 + x)n � (p1 + x2 � x)nx ; n 2 IN �;) limx!�=4 tg 2x � tg ��4 � x� ; d) limx!1�sin 1x + os 1x�x ;e) limx!0 ln(1 + x)� ln(1� x)artg (1 + x)� artg (1� x) ;f) limx!1[x� nq(x� a1)(x� a2) : : : (x� an)℄; n 2 IN�; a1; a2; : : : ; an 2 IR:Rezolvare. a) Avem: limx!0 3p27 + x� 3p27� xx+ 2 � 3px4 == limx!0 27 + x� 27 + xx(1 + 2 3px) � [ 3q(27 + x)2 + 3q(27 + x)(27� x) + 3q(27� x)2℄ = 227 :b) l = limx!0 (p1 + x2 + x)n � (p1 + x2 � x)nx == limx!0 "(p1+x2)n+C1n(p1+x2)n�1x+C2n(p1+x2)n�2x2+: : :+Cn�1n p1+x2 � xn�1x ++Cnnxn � (p1 + x2)n + C1n(p1 + x2)n�1x� C2n(p1 + x2)n�2x2 + : : :+x ++(�1)nCn�1n p1 + x2 � xn�1 + (�1)n+1Cnnxnx # == 8>>><>>>: limx!0 2C1n(p1+x2)n�1x+2C3n(p1+x2)n�3x3+: : :+2Cn�1n p1+x2xn�1x ; pt. n par;limx!0 2C1n(p1+x2)n�1x+2C3n(p1+x2)n�3x3+: : :+2Cnnxnx ; pt. n impar:Obt�inem l = 2n; 8n 2 IN�:) Avem:limx!�=4 tg 2x � tg ��4 � x� x��=4=y= � limy!0 tg 2�y + �4� � tg y = � limy!0 tg �2y + �2� � tg y == limy!0 tg ytg 2y = limy!0 1� tg2 y2 tg y � tg y = 12 :



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 149d) limx!1�sin 1x + os 1x�x=e limx!1x�sin 1x + os 1x � 1� 1x=y= elimy!0 sin y + os y � 1y == elimy!0 sin yy � 2sin2 y2y ! = e:e) limx!0 ln(1 + x)� ln(1� x)artg (1 + x)� artg (1� x) = limx!0 ln 1+x1�xartg 1+x�1+x1+(1+x)(1�x) = limx!0 ln �1 + 2x1�x�artg 2x2�x2 == limx!0 ln �1 + 2x1�x�2x1�x � 2x1�x2x2�x2 � 2x2�x2artg 2x2�x2 = limx!0 2� x21� x = 2:f) limx!1[x� nq(x� a1) : : : (x� an)℄ == limx!1 xn � (x� a1)(x� a2) : : : (x� an)xn�1 + xn�2 � nq(x� a1) : : : (x� an) + : : :+ h nq(x� a1) : : : (x� an)in�1 == a1 + a2 + : : :+ ann :10. S�a se determine �; �; ; p 2 IR astfel �̂nât:limx!1 hp9x4 � 24x3 + 6x2 + 5� (�xp + �x+ )i = 73 :Rezolvare. Observ�am mai �̂ntâi �a da�a p 6= 2 atuni limita din membrul stângal egalit�at�ii de mai sus este +1 sau �1. Dei �̂n mod neesar p = 2. Din aela�simotiv � > 0 (pentru � � 0 limita este +1).Avem: limx!1[p9x4 � 24x3 + 6x2 + 5� (�x2 + �x+ )℄ == limx!1 9x4 � 24x3 + 6x2 + 5� �2x4 � �2x2 � 2 � 2��x3 � 2�x2 � 2�xp9x4 � 24x3 + 6x2 + 5 + (�x2 + �x+ ) == limx!1 (9� �2)x4 � 2(12 + ��)x3 + (6� �2 � 2�)x2 � 2�x+ 5� 2p9x4 � 24x3 + 6x2 + 5 + (�x2 + �x+ ) :Pentru a limita de mai sus s�a �e �nit�a trebuie a 9 � �2 = 0, de unde rezult�a� = 3 (� > 0): Apoi 12 + �� = 0 �si 6� �2 � 2�3 + � = 73 : Din ultimele dou�a relat�iirezult�a � = �4 �si  = �4:Dei am obt�inut p = 2; � = 3; � = �4;  = �4:11. S�a se demonstreze �a spat�iul liniarC([a; b℄) = ff j f : [a; b℄! IR; f ontinu�agu apliat�ia: f ! kfk0 = supx2[a;b℄ jf(x)j; f 2 C([a; b℄)este un spat�iu Banah.



150 Capitolul 4Rezolvare. Conform Problemei 25, Capitolul 3, spat�iul (C([a; b℄); k � k0) este unspat�iu liniar real normat. Vom demonstra �̂n ontinuare �a aest spat�iu este spat�iuBanah, adi�a orie �sir Cauhy este onvergent. Fie (fn)n�1 un �sir Cauhy din spat�iulC([a; b℄); adi�a:8 " > 0 9n0(") � 1 a.̂�. 8n � n0(") are lo kfn+p � fnk0 < "; 8 p 2 IN )(2) 8 " > 0 9n0(") � 1 a.̂�. 8n � n0(") are lo jfn+p(x)� fn(x)j < ";8 x 2 [a; b℄; 8 p 2 IN:Din relat�ia de mai sus deduem �a pentru 8 x 2 [a; b℄ avem:8 " > 0 9n0(") � 1 a.̂�. 8n � n0(") are lo jfn+p(x)� fn(x)j < "; 8 p 2 IN;adi�a pentru 8 x 2 [a; b℄, �sirul (fn(x))n�1 este un �sir Cauhy de numere reale, deionvergent. Rezult�a �a pentru 8 x 2 [a; b℄; 9 f0(x) 2 IR a.̂�. limn!1 fn(x) = f0(x): S�anot�am u f0 funt�ia f0 : [a; b℄ ! IR de�nit�a prin f0(x) = limn!1 fn(x); x 2 IR: Treândla limit�a �̂n relat�ia (2) pentru p!1, obt�inem:(3) 8 " > 0 9n0(") � 1 a.̂�. 8n � n0(") are lo jfn(x)� f0(x)j � "; 8 x 2 [a; b℄:S�a demonstr�am aum �a f0 2 C([a; b℄), adi�a f0 este o funt�ie ontinu�a pe [a; b℄. Fiex0 2 [a; b℄ arbitrar, dar momentan �xat. Vom ar�ata �a 9 limx!x0 f0(x) = f0(x0): Pentruaeasta s�a onsider�am " > 0 arbitrar, momentan �xat �si n0("=3) 2 IN� dat de relat�ia(2). Deoaree funt�ia fn0("=3) este ontinu�a, dei 9 limx!x0 fn0("=3)(x) (= fn0("=3)(x0)); dinteorema de araterizare a lui Cauhy, deduem �a pentru " > 0 onsiderat mai sus:(4) 9 Æ("=3) > 0 a.̂�. 8 x0; x00; 0 < jx0 � x0j < Æ; 0 < jx00 � x0j < Æare lo jfn0("=3)(x0)� fn0("=3)(x00)j < "=3:Atuni, folosind (3) �si (4) obt�inem:jf0(x0)� f0(x00)j � jf0(x0)� fn0("=3)(x0)j+ jfn0("=3)(x0)� fn0("=3)(x00)j++jfn0("=3)(x00)� f0(x00)j < "=3 + "=3 + "=3 = ":Dei pentru " > 0 9 eÆ(") = Æ("=3) > 0 a.̂�. 8 x0; x00 : 0 < jx0 � x0j < Æ; 0 << jx00 � x0j < Æ ) jf0(x0)� f0(x00)j < "; de unde rezult�a �a 9 limx!x0 f0(x):Treând la limit�a �̂n (3) pentru x! x0, obt�inem:8 " > 0 9n0(") � 1 a.̂�. 8n � n0(") are lo ���� limx!x0 fn(x)� limx!x0 f0(x)���� � " ,8 " > 0 9 en0(") = n0("=2) a.̂�. 8n � en0(") are lo ����fn(x0)� limx!x0 f0(x)�����"=2<"(fn este ontinu�a, dei are limit�a �̂n x0, iar limx!x0 fn(x) = fn(x0)):



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 151Rezult�a astfel �a limn!1 fn(x0) = limx!x0 f0(x) sau f0(x0) = limx!x0 f0(x); de unde de-duem �a funt�ia f0 este ontinu�a �̂n puntul x0.Puntul x0 �ind arbitrar �̂n intervalul [a; b℄, rezult�a �a funt�ia f0 este ontinu�a pe[a; b℄, dei f0 2 C([a; b℄):Apoi, din relat�ia (3) deduem:8 " > 0 9 en0(") = n0("=2) 2 IN � a.̂�. 8n � en0(") are lo kfn � f0k0 � "=2 < ":Rezult�a astfel �a fn ! f0, pentru n!1 �̂n spat�iul (C([a; b℄); k � k0): Dei aest spat�iueste spat�iu liniar normat omplet sau spat�iu Banah.12. S�a se determine pentru un " > 0 un Æ = Æ(") > 0 are s�a satisfa�a ondit�ia deontinuitate uniform�a pentru funt�ia f �̂n intervalul dat, da�a:a) f(x) = 2 sinx � os x; x 2 IR; b) f(x) = 5x � 3; x 2 IR; ) f(x) = px;x 2 [0;1); d) f(x) = xx+ 1 + x; x 2 (0;1):Rezolvare. a) Pentru " > 0 vom determina Æ = Æ(") > 0 a.̂�. pentru 8 x; y 2 IRu jx� yj < Æ(") ) jf(x)� f(y)j < ": Avem:jf(x)� f(y)j = j2 sinx� os x� 2 sin y + os yj � 4 ����sin x� y2 � os x+ y2 ����++2 ����sin x + y2 � sin x� y2 ���� � 4 ����sin x� y2 ����+ 2 ����sin x� y2 ���� � 4 � jx� yj2 + 2 jx� yj2 == 3 jx� yj:Da�a lu�am Æ(") = "=3 atuni pentru jx� yj < "=3 rezult�a jf(x)� f(y)j < ":b) Avem: jf(x) � f(y)j = 5 jx � yj: Pentru Æ(") = "=5 de �̂ndat�a e jx � yj < Ærezult�a �a jf(x)� f(y)j < ":) Pentru x; y 2 [0;1) obt�inem:px = q(x� y) + y � qjx� yj+ y � qjx� yj+py ) px�py � qjx� yj:Analog se obt�ine �si inegalitatea: py �px � qjx� yj; de unde rezult�a:jpx�pyj � qjx� yj:Luând Æ(") = "2; pentru x; y 2 [0;1) u jx� yj < Æ(") = "2 ) jf(x)� f(y)j < ":d) Calul�am:jf(x)� f(y)j = ����� xx+ 1 + x� yy + 1 � y����� = ����� x� y(x + 1)(y + 1) + x� y����� �� jx� yj(x+ 1)(y + 1) + jx� yj � 2 jx� yj:Luând Æ(") = "=2 avem �̂ndeplinit�a ondit�ia de ontinuitate uniform�a pentrufunt�ia f dat�a.13. S�a se arate �a urm�atoarele funt�ii sunt uniform ontinue pe domeniile dede�nit�ie indiate:



152 Capitolul 4a) f : [�1; 1℄! IR; f(x) = x4� x2 ; b) f : (0; �)! IR; f(x) = sinxx ;) f : [0; �℄! IR; f(x) = 8><>: x sin 1x; da�a x 6= 0;0; da�a x = 0:Rezolvare. a) Funt�ia f este o funt�ie ontinu�a (este o ompunere de funt�iielementare) pe ompatul [�1; 1℄, dei ea este uniform ontinu�a, onform Teoremei 5a lui Cantor.b) Prelungim funt�ia f la funt�ia ef : [0; �℄! IR; de�nit�a prin:ef(x) = 8>>><>>>: f(x); da�a x 2 (0; �);1; da�a x = 0;0; da�a x = �:Deoaree funt�ia ef este ontinu�a pe intervalul ompat [0; �℄, rezult�a �a ef esteuniform ontinu�a, dei �si restrit�ia sa la intervalul deshis (0; �), adi�a funt�ia f esteuniform ontinu�a.) Deoaree ����x sin 1x ���� � jxj; 8 x 2 IR n f0g rezult�a �a 9 limx!0 f(x) = 0 = f(0):Dei funt�ia f este ontinu�a �̂n x = 0. Fiind ompunere de funt�ii elementare (pentrux 6= 0) rezult�a �a f este o funt�ie ontinu�a pe intervalul [0; �℄. Conform Teoremei 5 alui Cantor funt�ia f este uniform ontinu�a pe [0; �℄.14. S�a se arate �a funt�ia f : IR! IR; f(x) = x2 este ontinu�a pe IR, dar nu esteuniform ontinu�a pe IR.Rezolvare. Fiind o funt�ie elementar�a, f este ontinu�a pe IR. Pentru a demonstra�a f nu este uniform ontinu�a pe IR vom ar�ata �a:9 "0(= 1) a.̂�. 8 Æ > 0 9 xÆ; yÆ 2 IR a.̂�. jxÆ � yÆj < Æ �si jf(xÆ)� f(yÆ)j � "0:Într-adev�ar pentru "0 = 1 �si Æ > 0 arbitrar, momentan �xat, determin�am ele-mentele xÆ �si yÆ (xÆ > �yÆ) din ondit�iile:8<: jxÆ � yÆj = Æ=2jx2Æ � y2Æ j = 1 ) 8<: xÆ � yÆ = Æ=2xÆ + yÆ = 2=Æ;de unde rezult�a:xÆ = Æ2 + 44 Æ ; yÆ = 4� Æ24 Æ :15. S�a se arate �a funt�ia f(x) = sin �x este ontinu�a �si m�arginit�a �̂n intervalul(0; 1), dar nu este uniform ontinu�a �̂n aest interval.Rezolvare. Fiind ompunere de funt�ii elementare rezult�a �a f este ontinu�a pe(0; 1). Evident f este �si m�arginit�a: jf(x)j � 1; 8 x 2 (0; 1):



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 153Pentru a demonstra �a f nu este uniform ontinu�a pe intervalul (0; 1) vom ar�ata�a:(5) 9 "0(= 2) a.̂�. 8 Æ > 0 9 x = x(Æ) �si y = y(Æ) 2 (0; 1) a.̂�. jx� yj < Æ�si jf(x)� f(y)j = "0Fie "0 = 2 �si Æ > 0 arbitrar, momentan �xat. Vom determina numerele x �si y deforma: x = 112 + 2n �si y = 132 + 2n ;dei depinzând de un num�ar natural n, pe are-l vom g�asi impunând ondit�ia jx�yj < Æ:Cealalt�a ondit�ie este evident satisf�aut�a:jf(x)� f(y)j = ����sin��2 + 2n��� sin�3�2 + 2n������ = 2:Dei pentru jx� yj avem jx� yj = 1�12 + 2n� �32 + 2n� : Aeast�a expresie, �̂n variabilan, reprezint�a un �sir are tinde la 0, pentru n!1: Dei pentru Æ > 0 9n0(Æ) 2 IN a.̂�.1�12 + 2n0� �32 + 2n0� < Æ: Considerând num�arul natural n0(Æ) de mai sus, elementele:x(Æ) = 112 + 2n0(Æ) �si y(Æ) = 132 + 2n0(Æ)satisfa ondit�ia (5), dei f nu este uniform ontinu�a pe (0; 1).16. S�a se demonstreze �a funt�ia f : (�1;1) ! IR; f(x) = xx+ 1 + x nu esteuniform ontinu�a pe domeniul de de�nit�ie onsiderat.Rezolvare. Vom ar�ata �a pentru "0 = 1; 8 Æ > 0 9 x = x(Æ) �si y = y(Æ) 22 (�1;1) a.̂�. jx� yj < Æ �si jf(x)� f(y)j � 1:Folosind aeea�si idee a ea din Problema 15 vom determina pe x �si y de forma:x = � nn + 1 �si y = �n+ 1n+ 2 ;unde n este un num�ar natural pe are-l vom g�asi impunând ondit�ia jx � yj < Æ:Deoaree:jx� yj= ����� nn+ 1 + n + 1n + 2 ����= 1(n+ 1)(n+ 2)< 1(n+ 1)2 �si 1(n+ 1)2!0; pt. n!1;pentru Æ > 0 onsider�am rangul n0(Æ) 2 IN u proprietatea 1(n0(Æ) + 1)2 < Æ: Astfel:x(Æ) = � n0(Æ)n0(Æ) + 1 �si y(Æ) = �n0(Æ) + 1n0(Æ) + 2satisfa ondit�iile jx(Æ)� y(Æ)j < Æ �sijf(x(Æ))� f(y(Æ))j= ����f�� n0n0 + 1��f ��n0 + 1n0 + 2�����= �����1 + 1(n0 + 1)(n0 + 2) �����>1:



154 Capitolul 417. S�a se spei�e u ajutorul diagramelor relat�iile are exist�a �̂ntre diverse lase defunt�ii de�nite pe un interval I � IR (funt�ii ontinue, funt�ii uniform ontinue, funt�iimonotone, funt�ii u proprietatea lui Darboux �si funt�ii u proprietatea f(I) = J{interval din IR).Rezolvare. Obt�inem shema din Figura 4.3.
funcþii cu proprietatea f( ) = JI

funcþii monotone
funcþii continue

funcþii uniform continue

funcþii cu proprietatea
lui Darboux

Figura 4.3În realizarea aestei diagrame am folosit rezultatele:1Æ: Da�a f este uniform ontinu�a atuni ea este ontinu�a (u observat�ia �a da�aI = [a; b℄ atuni mult�imile orespunz�atoare ontinuit�at�ii �si uniformei ontinuit�at�i oin-id).2Æ. Da�a f este ontinu�a (zona u ontur �̂nt�arit) atuni ea are proprietatea luiDarboux.3Æ. Da�a f are proprietatea lui Darboux pe I atuni f(I) = J este un interval.4Æ. Da�a f este monoton�a �si are proprietatea lui Darboux (zona ha�surat�a) atuniea este ontinu�a.5Æ. Da�a f este monoton�a �si f(I) = J interval din IR (zona ha�surat�a) atuni feste ontinu�a.



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 1556Æ. Exist�a funt�ii are au proprietatea lui Darboux, dar nu sunt ontinue (veziProblema 5).7Æ. Exist�a funt�ii u proprietatea f(I) = J , dar are nu au proprietatea luiDarboux (vezi Problema 6).
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Figura 4.4
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Figura 4.518. S�a se determine domeniile de de�nit�ie pentru urm�atoarele funt�ii de dou�avariabile reale:a) f(x; y) = p1� x2 � y2; b) f(x; y) = ln (x+ y); ) f(x; y) = p1� x2+py2 � 4;d) f(x; y) = arsin yx:Rezolvare. a) Condit�ia pe are trebuie s�a o punem este 1 � x2 � y2 � 0 ,x2 + y2 � 1: Dei domeniul de de�nit�ie al funt�iei f este:D = f(x; y) 2 IR2; x2 + y2 � 1g;adi�a reprezentat gra� �̂n sistemul ortogonal de axe Oxy este disul entrat �̂n origine,de raz�a 1 (Figura 4.4).b) Avem x+ y > 0, de unde rezult�a domeniul:D = f(x; y) 2 IR2; x + y > 0greprezentat �̂n sistemul Oxy de zona ha�surat�a din Figura 4.5.) D = f(x; y) 2 IR2; x 2 [�1; 1℄ �si y 2 (�1;�2℄ [ [2;1)greprezentat �̂n Figura 4.6.d) Condit�ia pe are trebuie s-o impunem pentru existent�a funt�iei f este ����yx ���� � 1, jyj � jxj; x 6= 0: Dei:D = f(x; y) 2 IR2; jyj � x; x > 0g [ f(x; y) 2 IR2; jyj � �x; x < 0g;reprezentat �̂n Figura 4.7.19. Folosind de�nit�ia limitei unei funt�ii �̂ntr-un punt s�a se arate �a:



156 Capitolul 4
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Figura 4.7limx!0y!1 (x3 y) = 0:Rezolvare. Vom ar�ata �a:8 " > 0 9 Æ(") > 0 a.̂�. 8 (x; y) 2 IR2 u 0 < k(x; y)� (0; 1)k < Æ(")are lo jx3 yj < ":Folosind k(x; y)k = jxj+ jyj �̂n spat�iul liniar normat IR2 a�rmat�ia de mai sus esteehivalent�a u:(6) 8 " > 0 9 Æ(") > 0 a.̂�. 8 (x; y) 2 IR2 u 0 < jxj+ jy � 1j < Æ(")are lo jx3 yj < ":Fie " > 0 arbitrar, dar momentan �xat. Vom determina pe Æ(") astfel �̂nât de�̂ndat�a e 0< jxj+ jy�1j<Æ(") s�a obt�inem jx3 yj<": Din inegalitatea 0 < jxj+ jy�1j << Æ(") deduem jxj < Æ(") �si jyj � jy � 1j+ 1 < Æ(") + 1: Dei:jx3 yj = jxj3 � jyj < Æ3(Æ + 1):Punând ondit�ia Æ3(Æ+1) = " obt�inem o euat�ie de gradul patru �̂n Æ, are are o singur�asolut�ie pozitiv�a. Într-adev�ar, da�a not�am u f(t) = t4+ t3� " avem f 0(t) = 4t3+3t2 == t2(4t+ 3); iar �sirul lui Rolle pentru euat�ia f(t) = 0 �̂l determin�am din tabelul:t j �1 �3=4 0 1f 0(t) j 0 0f(t) j + � � +



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 157Dei 9 o singur�a solut�ie pozitiv�a a euat�iei f(t) = 0: Notând u Æ(") aeast�a solut�ie,obt�inem jx3 yj < ", de �̂ndat�a e 0 < jxj+ jy� 1j < Æ("): Deoaree " a fost ales arbitrarrezult�a �a avem �̂ndeplinit�a ondit�ia (6), dei limx!0y!1 (x3 y) = 0:20. S�a se determine urm�atoarele limite:a) limx!0y!0 (x2 + y2) � sin 1xy ; b) limx!1y!1 x2 + y2x4 + y4 ; ) limx!1y!a �1 + 1x� x2x+y ; a 2 IR;d) limx!1y!1  xyx2 + y2!y2 ; e) limx!0y!0z!0 (x2 + y2 + z2)(xy+yz+zx)2 :Rezolvare. a) Din inegalitatea:0 � �����(x2 + y2) � sin 1xy ����� � x2 + y2; 8 (x; y) 2 IR2; x 6= 0; y 6= 0rezult�a, prin treere la limit�a pentru x! 0 �si y ! 0 �a:limx!0y!0 (x2 + y2) � sin 1xy = 0 :b) Deoaree:0 � x2 + y2x4 + y4 � x2 + y22x2y2 = 12  1x2 + 1y2! ; 8 x; y > 0;rezult�a �a: 0 � limx!1y!1 x2 + y2x4 + y4 � limx!1y!1 12  1x2 + 1y2! = 0:Dei limx!1y!1 x2 + y2x4 + y4 = 0 :) Avem:limx!1y!a �1 + 1x� x2x+y = limx!1y!a ��1 + 1x�x� xx+y = e limx!1y!a xx + y = e:d) Din inegalitatea:0 <  xyx2 + y2!y2 � �12�y2 ; 8 x; y > 0rezult�a �a: 0 � limx!1y!1  xyx2 + y2!y2 � limx!1y!1 �12�y2 = 0:Dei limx!1y!1  xyx2 + y2!y2 = 0:e) Folosind inegalitatea jxy+ yz+ zxj � x2 + y2+ z2 rezult�a �a (xy+ yz+ zx)2 �� (x2+y2+ z2)2: Deoaree (x; y; z)! (0; 0; 0) rezult�a �a, �̂ntr-o vein�atate a puntului



158 Capitolul 4(0; 0; 0), 0 < x2 + y2 + z2 < 1 �si(7) (x2 + y2 + z2)(x2+y2+z2)2 � (x2 + y2 + z2)(xy+yz+zx)2 < 1:Apoi:limx!0y!0z!0 (x2 + y2 + z2)(x2+y2+z2)2 = limk~xk!0(k~xk2)k~xk4 = e limk~xk!0 k~xk4 ln k~xk2 == elimt!0 t4 ln t2 = e0 = 1;unde ~x = (x; y; z); k~xk = px2 + y2 + z2; t = k~xk:Treând la limit�a �̂n inegalit�at�ile (7) obt�inem:1 = limx!0y!0z!0 (x2 + y2 + z2)(x2+y2+z2)2 � limx!0y!0z!0 (x2 + y2 + z2)(xy+yz+zx)2 � 1;de unde deduem �a:limx!0y!0z!0 (x2 + y2 + z2)(xy+yz+zx)2 = 1:21. S�a se arate �a de�si pentru funt�ia:f(x; y) = x2y2x2y2 + (x� y)2avem limx!0�limy!0 f(x; y)� = limy!0�limx!0 f(x; y)� = 0; totu�si limx!0y!0 f(x; y) nu exist�a.Rezolvare. Avem:limx!0�limy!0 f(x; y)� = limx!0 0 = 0 �si limy!0�limx!0 f(x; y)� = limy!0 0 = 0:Vom ar�ata �a 6 9 limx!0y!0 f(x; y) u ajutorul arateriz�arii u �siruri. Pentru �sirul zn == �1n; 1n� ! (0; 0); pentru n ! 1, f(zn) = f �1n; 1n� = 1=n41=n4 = 1 ! 1 = l1; pentrun!1; iar pentru �sirul ezn = � 1n2 ; 1n�! (0; 0); pentru n!1; f(ezn) = f � 1n2 ; 1n� == 1=n61=n6 + (1=n2 � 1=n)2 = 11 + n2(1� n)2 ! 0 = l2, pentru n !1: Deoaree l1 6= l2rezult�a �a 6 9 limx!0y!0 f(x; y):22. S�a se arate �a de�si pentru funt�ia:f(x; y) = (x+ y) sin 1x � sin 1ylimitele iterate limx!0�limy!0 f(x; y)� �si limy!0�limx!0 f(x; y)� nu exist�a, totu�si exist�a limx!0y!0 f(x; y):Rezolvare. Avem:



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 159limy!0 f(x; y) = limy!0 (x + y) sin 1x sin 1y = limy!0 x sin 1x sin 1y + limy!0 y sin 1x sin 1y == limy!0x sin 1x sin 1y = x sin 1x limy!0 sin 1y :Dar limy!0 sin 1y nu exist�a (vezi Problema 5, )), de unde rezult�a �a nu exist�a niilimx!0�limy!0 f(x; y)� : În mod asem�an�ator se arat�a �a nu exist�a limy!0�limx!0 f(x; y)� :Apoi, din inegalitatea:0 � �����(x + y) sin 1x sin 1y ����� � jx+ yj; 8 x; y 2 IR�prin treere la limit�a pentru x! 0 �si y ! 0 obt�inem �a limx!0y!0 f(x; y) = 0:23. S�a se arate �a funt�ia:f(x; y) = 8>><>>: xy2 + sin(x3 + y5)x2 + y4 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0)de�si are limite part�iale �̂n puntul (0; 0), �̂ns�a nu are limit�a �̂n (0; 0).Rezolvare. Limitele part�iale ale aestei funt�ii �̂n puntul (0; 0) exist�a, �si anume:l1 = limx!0 f(x; 0) = limx!0 sinx3x2 = limx!0 sinx3x3 � x = 0 �sil2 = limy!0 f(0; y) = limy!0 sin y5y4 = limy!0 sin y5y5 � y = 0:Pentru a demonstra �a 6 9 limx!0y!0 f(x; y) vom onsidera drumuri de euat�ie y2=mx(m > 0; x > 0; y > 0), adi�a ni�ste are de parabol�a �si apoi vom alula limita funt�ieif pe aeste urbe pentru x! 0 �si y ! 0 (vezi Figura 4.8).
0 x

y

Figura 4.8Avem:limx!0x>0 f(x;pmx) = limx!0x>0 mx2 + sin(x3 +m2x2pmx)x2 +m2x2 == limx!0x>0  m1 +m2 + sin(x3 +m2x2pmx)x2(1 +m2) ! = m1 +m2 + limx!0x>0 x3 +m2x2pmxx2(1 +m2) = m1 +m2 :



160 Capitolul 4Deoaree limita obt�inut�a depinde de m (dei de drumul orespunz�ator) rezult�a �a6 9 limx!0y!0 f(x; y):24. S�a se aluleze:limx!a�limy!b f(x; y)� �si limy!b�limx!a f(x; y)�da�a:a) f(x; y) = x2 + y2x4 + y4 ; a =1; b =1; b) f(x; y) = xy1 + xy ; a =1; b = 0+;) f(x; y) = 1xy � tg xy1 + xy ; a = 0; b =1; d) f(x; y) = logx(x+ y); a = 1+; b = 0+:Rezolvare. a) Avem limx!1( limy!1 x2 + y2x4 + y4) = limx!1 0 = 0; limy!1( limx!1 x2 + y2x4 + y4) == limy!1 0 = 0:b) limx!1( limy!0+ xy1 + xy) = limx!1 12 = 12; limy!0+ � limx!1 xy1 + xy� = limy!0+ 1 = 1:) limx!0( limy!1 1xy � tg xy1 + xy) = limx!0 0 � tg 1 = limx!0 0 = 0;limy!1(limx!0 1xy � tg xy1 + xy) = limy!18<:limx!0 tg xy1+xyxy1+xy � 11 + xy9=; = limy!1 1 = 1:d) limx!1+( limy!0+ logx(x+ y)) = limx!1+( limy!0+ ln (x + y)lnx ) = limx!1+ 1 = 1;limy!0+ � limx!1+ logx(x + y)� = limy!0+ ( limx!1+ ln (x+ y)lnx ) = limy!0+ �ln (1 + y) � limx!1+ 1lnx� == limy!0+1 =1:25. Se d�a funt�ia f : IR2 ! IR;f(x; y) = 8>><>>: x3y2x2y2 + (x� y)2 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0):S�a se studieze limita �si ontinuitatea lui f �̂n puntul (0; 0), preum �si limitele �siontinuitatea part�ial�a a funt�iei �̂n puntul (0; 0).Rezolvare. Din inegalitatea:0 � jf(x; y)j = jx3y2jx2y2 + (x� y)2 = jxj � x2y2x2y2 + (x� y)2 � jxj; (x; y) 6= (0; 0);prin treere la limit�a obt�inem �a 9 limx!0y!0 f(x; y) = 0 = f(0; 0); adi�a f este ontinu�a �̂npuntul (0; 0).Pentru limitele part�iale, avem:9 limx!0 f(x; 0) = limx!0 0 = 0 = f(0; 0) �si 9 limy!0 f(0; y) = limy!0 0 = 0 = f(0; 0);



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 161de unde deduem �a 9 limitele part�iale ale funt�iei f �̂n puntul (0; 0) �si �a funt�ia feste ontinu�a part�ial �̂n aest punt.26. Se d�a funt�ia f : IR2 ! IR;f(x; y) = 8>><>>: x�px2 � y + 2y2 � 4 ; da�a y � x2 + 2 �si y 6= 2;18 ; �̂n rest.S�a se ereteze existent�a limitei �si ontinuitatea funt�iei f �̂n puntul (1; 2):Rezolvare. Not�am u D1 = f(x; y) 2 IR2; y � x2 + 2 �si y 6= 2g; D2 = f(x; y) 22 IR2; y > x2+2g �si D3 = f(x; y) 2 IR2; y = 2g: Evident D1[D2[D3 = IR2: Atuni:f(x; y) = 8>><>>: x�px2 � y + 2y2 � 4 ; da�a (x; y) 2 D1;18 ; da�a (x; y) 2 D2 [D3:Deoaree (1; 2) 2 D3 vom studia limita funt�iei f �̂n puntul (1; 2) prin puntedin vein�atatea aestuia situate �̂n D3 sau �̂n D1. Reprezentând gra� D1, D2 �si D3,preum �si P (1; 2) �̂n sistemul ortonal de axe Oxy, obt�inem Figura 4.9.
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Figura 4.9Pentru (x; y) 2 D1 avem:limx!1y!2 f(x; y) = limx!1y!2 x�px2 � y + 2y2 � 4 = limx!1y!2 x2 � x2 + y � 2(y2 � 4) � (x +px2 � y + 2) == limx!1y!2 1(y + 2) � (x +px2 � y + 2) = 18 ;iar pentru (x; y) 2 D3 avem limx!1y!2 f(x; y) = limx!1y!2 18 = 18 :



162 Capitolul 4De aii deduem �a 9 limx!1y!2 f(x; y) = 18 : Deoaree f(1; 2) = 18 rezult�a �a funt�ia feste ontinu�a �̂n puntul P (1; 2):27. S�a se studieze ontinuitatea funt�iilor f : IR2 ! IR;a) f(x; y) = 8><>: sin(xy)x ; da�a x 6= 0;y; da�a x = 0:b) f(x; y) = 8><>: (x4 � y2)2x6 ; da�a y2 < x4 �si x 6= 0;0; da�a y2 � x4 sau x = 0:Rezolvare. a) Fie z0 = (0; y0), u y0 2 IR: Avem:lim(x;y)!(0;y0) f(x; y) = 8<: 0; da�a y0 = 0;y0; da�a y0 6= 0; (vezi Figura 4.10):Dei lim(x;y)!(0;y0) f(x; y) = y0 = f(0; y0); 8 y0 2 IR: Rezult�a �a funt�ia f este ontinu�a�̂n puntele (0; y0); y0 2 IR: În rest, funt�ia �ind o ompunere de funt�ii elementare,rezult�a �a ea este ontinu�a. Dei f este o funt�ie ontinu�a pe IR2:
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Figura 4.11
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Figura 4.10b) Not�am u D1 = f(x; y) 2 IR2; y2 < x4 �si x 6= 0g=f(x; y) 2 IR2; �x2 < y < x2�si x 6= 0g �si u D2 = f(x; y) 2 IR2; y2 � x4 sau x = 0g = f(x; y) 2 IR2; y � x2sau y � �x2 sau x = 0g: Evident D1 [D2 = IR2 (vezi Figura 4.11) �sif(x; y) = 8><>: (x4 � y2)2x6 ; da�a (x; y) 2 D1;0; da�a (x; y) 2 D2:Pentru puntele (x0; y0) u y20 = x40 �si x0 6= 0 avem:f(x0; y0) = lim(x;y)!(x0;y0)(x;y)2D2 f(x; y) = 0 �si lim(x;y)!(x0;y0)(x;y)2D1 f(x; y) = 0x60 = 0:



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 163Rezult�a �a f este ontinu�a �̂n aeste punte.Pentru (x0; y0) = (0; 0) avem: f(0; 0) = 0; lim(x;y)!(0;0)(x;y)2D2 f(x; y) = 0 �silim(x;y)!(0;0)(x;y)2D1 f(x; y) = lim(x;y)!(0;0)y2<x4; x6=0 (x4 � y2)2x6 = lim(x;y)!(0;0)y2<x4; x6=0  x� y2x3!2 = 0;deoaree 0 � �����y2x3 ����� = y2jxj3 < x4jxj3 = jxj �si lim(x;y)!(0;0)(x;y)2D1 y2x3 = 0:Deduem astfel �a funt�ia f este ontinu�a �si �̂n puntul (0; 0). În elelalte puntedin IR2 �ind funt�ie elementar�a, rezult�a �a funt�ia f este ontinu�a. Dei, �̂n �nal,funt�ia f este ontinu�a pe IR2:28. S�a se ae valoarea onstantei a astfel �̂nât funt�ia f : D! IR; unde D == f(x; y) 2 IR2; 0 � x2 + y2 < �=2g;f(x; y) = 8>><>>: 1� ospx2 + y2tg (x2 + y2) ; da�a 0 < x2 + y2 < �=2;a; da�a x2 + y2 = 0;s�a �e ontinu�a �̂n origine.Rezolvare. Calul�am limita funt�iei f �̂n puntul (0; 0):lim(x;y)!(0;0)(x;y)2Dnf(0;0)g f(x; y) = limx!0y!0 1� ospx2 + y2tg (x2 + y2) = limk(x;y)k!0 1� os k(x; y)ktg k(x; y)k2 == limt!0 1� os ttg t2 = limt!0 2 sin2 t2t24 � t2tg t2 � 14 = 12 ;(u observat�ia �a (x; y)! (0; 0) , k(x; y)k = px2 + y2 ! 0).Pentru a f s�a �e ontinu�a �̂n (0; 0) trebuie a a = 12 :29. Fie funt�ia vetorial�a ~f : D ! IR2; D = f(x; y) 2 IR2; x2 + y2 � 4g � IR2;de�nit�a prin ~f(x; y) = (f1(x; y); f2(x; y)); (x; y) 2 D; unde:f1(x; y) = 8><>: tg (xy)x ; da�a (x; y) 2 D; x 6= 0;1; da�a (x; y) 2 D; x = 0 �sif2(x; y) = 8>>><>>>: (1 + x2) 1x2+x3y ; da�a (x; y) 2 D; x 6= 0 �si xy 6= �1;e; da�a (x; y) 2 D; x = 0;0; da�a (x; y) 2 D; xy = �1:S�a se studieze limita funt�iei ~f �̂n puntul (0; 1).Rezolvare. Desompunem domeniul D �̂n D = D1 [D2 [D3, unde:D1 = f(x; y) 2 IR2; (x; y) 2 D; x 6= 0 �si xy 6= �1g;D2 = f(x; y) 2 IR2; (x; y) 2 D; x = 0g;



164 Capitolul 4D3 = f(x; y) 2 IR2; (x; y) 2 D; xy = �1g; (vezi Figura 4.12).Pentru a studia limita funt�iei ~f �̂n puntul (0; 1) vom studia limitele funt�iiloromponente f1 �si f2 �̂n (0; 1).
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Figura 4.13Pentru funt�ia f1, deoaree P (0; 1) 2 D2 vom alula limita sa �̂n aest punt,onsiderând punte din D1 �si apoi din D2. Avem:lim(x;y)!(0;1)(x;y)2D1 f1(x; y) = lim(x;y)!(0;1) tg (xy)x = lim(x;y)!(0;1) tg (xy)xy � y = 1; iarlim(x;y)!(0;1)(x;y)2D2 f1(x; y) = lim(x;y)!(0;1) 1 = 1 = f1(0; 1):Astfel deduem �a 9 lim(x;y)!(0;1) f1(x; y) = f1(0; 1) = 1:Pentru funt�ia f2, deoaree P (0; 1) 2 D2, vom proeda a la f1 (nu intervine D3):lim(x;y)!(0;1)(x;y)2D1 f2(x; y) = lim(x;y)!(0;1)(1 + x2) 1x2+x3y = e lim(x;y)!(0;1) 11 + xy = e;iar: lim(x;y)!(0;1)(x;y)2D2 f2(x; y) = lim(x;y)!(0;1) e = e = f2(0; 1):Rezult�a �a 9 lim(x;y)!(0;1) f2(x; y) = f2(0; 1) = e:În onluzie:9 lim(x;y)!(0;1) ~f(x; y) =  lim(x;y)!(0;1) f1(x; y); lim(x;y)!(0;1) f2(x; y)! = ~f(0; 1) = (1; e);dei ~f are limit�a �̂n puntul (0; 1). Mai mult aest�a funt�ie este ontinu�a �̂n (0; 1):30. Se onsider�a funt�ia vetorial�a ~f : D ! IR2; D = IR� [0;1) � IR2; de�nit�aprin ~f(x; y) = (f1(x; y); f2(x; y)); (x; y) 2 D; unde: f1(x; y) = x �si:



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 165f2(x; y) = 8><>: y � x2; da�a x2 � y;y2 � x2yx2 ; da�a 0 � y < x2:S�a se studieze ontinuitatea lui ~f �̂n puntul (0; 0).Rezolvare. Desompunem domeniul D �̂n D = D1 [D2, unde:D1 = f(x; y) 2 D; x2 � yg; D2 = f(x; y) 2 D; 0 � y < x2g; (vezi Figura 4.13).Studiem ontinuitatea funt�iilor omponente f1 �si f2 �̂n puntul (0; 0). Funt�ia f1�ind elementar�a rezult�a �a este ontinu�a �̂n puntul (0; 0) : lim(x;y)!(0;0) f1(x; y) == f1(0; 0) = 0:Pentru a studia existent�a limitei funt�iei f2 �̂n (0; 0) vom studia limitele lui f2 prinpunte din mult�imile D1 �si D2. Avem:lim(x;y)!(0;0)(x;y)2D1 f2(x; y) = lim(x;y)!(0;0)(y � x2) = 0 = f2(0; 0);iar lim(x;y)!(0;0)(x;y)2D2 f2(x; y) = lim(x;y)!(0;0)0�y<x2  y2x2 � y! = lim(x;y)!(0;0)0�y<x2 y2x2 :Din inegalit�at�ile:0 � y2x2 < x4x2 = x2; pentru (x; y) 2 D2;prin treere la limit�a pentru x! 0; y ! 0 obt�inem:lim(x;y)!(0;0)(x;y)2D2 y2x2 = 0; dei lim(x;y)!(0;0)(x;y)2D2 f2(x; y) = 0:Din ele de mai sus rezult�a �a 9 lim(x;y)!(0;0) f2(x; y) = f2(0; 0) = 0: Deduem astfel�a 9 lim(x;y)!(0;0) ~f(x; y) = ~f(0; 0) = (0; 0); dei ~f este ontinu�a �̂n puntul (0; 0):31. S�a se determine puntele de disontinuitate ale urm�atoarelor funt�ii:a) f : IR2 ! IR; f(x; y) = 8><>: 1px2 + y2 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0):b) f : IR2 ! IR; f(x; y) = 8><>: xyx+ y ; da�a x + y 6= 0;0; da�a x + y = 0:) f : IR3 ! IR; f(x; y; z) = 8><>: 1xyz ; da�a x � y � z 6= 0;0; da�a x � y � z = 0:Rezolvare. a) Fiind o ompunere de funt�ii elementare, dei ontinue, funt�ia feste ontinu�a �̂n orie punt (x; y) 2 IR2 n f(0; 0)g: Pentru puntul (0; 0) avem:lim(x;y)!(0;0) f(x; y) = lim(x;y)!(0;0) 1px2 + y2 =1;



166 Capitolul 4de unde deduem �a f nu este ontinu�a �̂n puntul (0; 0).b) În orie punt (x; y) 2 IR2 n f(x; y); x + y = 0g funt�ia f este ontinu�a. Vomstudia aum limita �si ontinuitatea funt�iei f �̂ntr-un punt arbitrar (x0; y0), momentan�xat, u x0 + y0 = 0:Da�a x0 6= 0 atuni onsiderând �sirul zn = (xn; yn) = � 1n + x0; 1n � x0�!! (x0;�x0); pentru n!1 rezult�a �a:f(xn; yn) = � 1n + x0� � 1n � x0�1n + x0 + 1n � x0 = 1n2 � x202n = 1� n2x202n ! �1; pentru n!1:Deduem de aii �a f nu este ontinu�a �̂n puntele (x0;�x0); x0 6= 0:S�i puntul (0; 0) este punt de disontinuitate pentru funt�ia f , deoaree nu exist�alim(x;y)!(0;0) f(x; y), luru pe are-l ilustr�am u ajutorul unor �siruri:zn = (xn; yn) = � 1n; 1n�! (0; 0); pentru n!1 �si f(xn; yn) = 1n22n = 12n ! 0 == l1; pentru n!1; �siezn = (exn; eyn) = � 1n;� 1n + 1�! (0; 0); pentru n!1 �si f(exn; eyn) = � 1n(n+1)1n(n+1) == �1! �1 = l2; pentru n!1:Deoaree l1 6= l2 rezult�a �a 6 9 lim(x;y)!(0;0) f(x; y); dei f nu este ontinu�a �̂n puntul (0; 0).În onluzie puntele de disontinuitate ale funt�iei f sunt puntele (x; y) 2 IR2u x + y = 0, dei reprezentate gra� �̂n sistemul ortogonal de axe Oxy sunt punteledreptei de euat�ie x + y = 0:) În orie punt (x; y; z) 2 IR3 n f(x; y; z); x = 0 sau y = 0 sau z = 0g funt�ia feste ontinu�a. Puntele (x; y; z) 2 IR3 u x = 0 sau y = 0 sau z = 0 sunt punte dedisontinuitate pentru f0. Veri��am aest luru pentru puntele (x0; y0; 0) u x0; y0 22 IR, �̂n mod asem�an�ator veri�ându-se �si elelalte punte: (x0; 0; z0) �si (0; y0; z0):Pentru un punt (x0; y0; 0) u x0; y0 2 IR arbitrare, dar momentan �xate avemurm�atoarele azuri:1Æ: Da�a x0; y0 6= 0, atuni onsiderând �sirul wn = �x0; y0; 1n� ! (x0; y0; 0);pentru n ! 1 obt�inem �a f(wn) = nx0y0 , �sir are are limita +1 sau �1 �̂n funt�iede semnele lui x0 �si y0.2Æ: Da�a x0 = 0 �si y0 6= 0 onsider�am �sirul ewn = � 1n; y0; 1n� ! (0; y0; 0); pentrun!1 �si atuni f( ewn) = n2y0 ; �sir u limita +1 sau �1 �̂n funt�ie de semnul lui y0.3Æ: Da�a x0 6= 0 �si y0 = 0 onsider�am �̂n mod asem�an�ator azului 2Æ un �sir eewn =



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 167= �x0; 1n; 1n�! (x0; 0; 0); pentru n!1; pentru are f(eewn) = n2x0 are limita +1 sau�1.4Æ: Da�a x0 = y0 = 0 atuni pentru �sirul �wn = � 1n; 1n; 1n� ! (0; 0; 0); pentrun!1; f( �wn) = n3 !1; pentru n!1:În toate situat�iile de mai sus, deoaree limitele obt�inute pentru funt�ia f suntin�nite, rezult�a �a 6 9 lim(x;y;z)!(x0;y0;0) f(x; y; z):Asem�an�ator se arat�a �a 6 9 lim(x;y;z)!(x0;0;z0) f(x; y; z) �si 6 9 lim(x;y;z)!(0;y0;z0) f(x; y; z): Înonluzie puntele de disontinuitate ale funt�iei f sunt puntele (x; y; z) 2 IR3 ux = 0 sau y = 0 sau z = 0, dei reprezentate gra� �̂n sistemul ortogonal de axe Oxyzsunt puntele planelor de oordonate (xOy) : z = 0; (xOz) : y = 0 �si (yOz) : x = 0:32. S�a se arate �a funt�ia f : IR2 ! IR; f(x; y) = sin (x+y) este uniform ontinu�ape IR2:Rezolvare. Vom ar�ata �a:(8) 8 " > 0 9 Æ(") > 0 a.̂�. 8 (x1; y1); (x2; y2) 2 IR2 u k(x1; y1)� (x2; y2)k << Æ(") are lo jf(x1; y1)� f(x2; y2)j < ":Conform Problemei 50, Capitolul 3 (vezi �si Problema 7, Capitolul 3) normelek � kd; k � kÆ �si k � k� de�nite pe spat�iul liniar IR2 sunt ehivalente. Alegem pentruveri�area relat�iei (8) norma k � kÆ, adi�a vom ar�ata �a:8 " > 0 9 Æ(") > 0 a.̂�. 8 (x1; y1); (x2; y2) 2 IR2 u jx1 � x2j+ jy1 � y2j << Æ(") are lo jf(x1; y1)� f(x2; y2)j < ":Din inegalit�at�ile:jf(x1; y1)� f(x2; y2)j = j sin (x1 + y1)� sin (x2 + y2)j = 2 ����sin x1 + y1 � x2 � y22 �� os x1 + y1 + x2 + y22 ���� � 2 �����sin (x1 � x2) + (y1 � y2)2 ����� � 2 j(x1 � x2) + (y1 � y2)j2 �� jx1 � x2j+ jy1 � y2j;deduem �a pentru un " > 0 arbitrar, momentan �xat, putem onsidera Æ(") = " �siatuni, de �̂ndat�a e jx1 � x2j+ jy1 � y2j < Æ(") = " avem jf(x1; y1)� f(x2; y2)j < ":33. S�a se arate �a funt�ia f : E ! IR; E = (0;1)� (0;1) � IR2; f(x; y) == 1x+ y nu este uniform ontinu�a pe mult�imea E.Rezolvare. Negând de�nit�ia uniformei ontinuit�at�i, vom ar�ata �a:9 "0 > 0 a.̂�. 8 Æ > 0 9 (xÆ1; yÆ1); (xÆ2; yÆ2) 2 IR2 u k(xÆ1; yÆ1)� (xÆ2; yÆ2)kÆ < Æ �sijf(xÆ1; yÆ1)� f(xÆ2; yÆ2)j � "0:



168 Capitolul 4Pentru "0 = 18 �si Æ > 0 arbitrar, dar momentan �xat, vom determina elementele(x1; y1) �si (x2; y2) sub forma x1 = 1n; y1 = 1n+ 1 ; x2 = 1n; y2 = 1n; unde n este unnum�ar natural pe are-l vom g�asi impunând ondit�ia:(9) k(x1; y1)� (x2; y2)kÆ < Æ:Avem:k(x1; y1)� (x2; y2)kÆ = jx1 � x2j+ jy1 � y2j = 1n(n + 1) < 1n2 :Pentru n0(Æ) = " 1pÆ#+1, rezult�a �a 1n20 < Æ; dei avem �̂ndeplinit�a ondit�ia (9). Apoi,pentru xÆ1 = 1n0(Æ) ; yÆ1 = 1n0(Æ) + 1 ; xÆ2 = 1n0(Æ) ; yÆ2 = 1n0(Æ) ; avem:jf(xÆ1; yÆ1)� f(xÆ2; yÆ2)j = ����� 1xÆ1 + yÆ1 � 1xÆ2 + yÆ2 ����� = ������ 11n0(Æ) + 1n0(Æ)+1 � 11n0(Æ) + 1n0(Æ) ������ == n0(Æ)2(2n0(Æ) + 1) > 18 :Dei funt�ia f(x; y) = 1x + y de�si este ontinu�a (�ind ompunere de funt�ii ele-mentare, dei ontinue), nu este uniform ontinu�a pe mult�imea E.PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE34. S�a se ereteze da�a funt�ia f(x) = lnx � os2 �2x este m�arginit�a �̂n intervalul(0; "); " > 0 �xat.35. S�a se determine marginea inferioar�a �si marginea superioar�a a funt�iilor:a) f : [0; 2�℄! IR; f(x) = sinx� os x; b) f : (�2; 1)! IR; f(x) = 2x;) f : (0;1)! IR; f(x) = x + 1x:36. S�a se demonstreze, folosind araterizarea ""; Æ", �a:a) limx!1(x3 + 3) =1; b) limx!1 1x2 + 2 = 0:37. S�a se arate �a funt�ia:a) f : (0;1)! IR; f(x) = (1 + sinx) � lnx nu tinde la 1 atuni ând x!1:b) g : (0;1)! IR; g(x) = (2 + sinx) � lnx tinde la 1 atuni ând x!1:38. Se onsider�a funt�ia f : IR! IR; f(x) = 8><>: x sin 1x; da�a x 6= 0;0; da�a x = 0:



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 169S�a se arate �a:a) f este ontinu�a pe IR;b) �̂n nii o vein�atate a originii funt�ia f nu este monoton�a.39. Fie funt�ia f : [0; 1℄! IR; f(x) = 8<: x; da�a x 2 [0; 1℄ \Q;1� x; da�a x 2 [0; 1℄ \ (IR nQ):S�a se arate �a aeast�a funt�ie ia o singur�a dat�a orie valoare uprins�a �̂ntre 0 �si 1, ândx variaz�a �̂n intervalul (0; 1), dar este disontinu�a �̂n orie punt din aest interval, �̂nafar�a de puntul x = 12 :40. S�a se arate �a funt�ia f : IR! IR;f(x) = 8><>: 0; da�a x 2 IR nQ;1n; da�a x 2 Q; x = mn ; (m;n) = 1;nu este ontinu�a deât pentru valorile irat�ionale ale lui x, ((m;n) este el mai maredivizor omun al numerelor m �si n).41. S�a se aluleze urm�atoarele limite:a) limx!0 mp1 + �x� np1 + �xx ; m; n 2 IN�; �; � > 0; b) limx!0 2 tgx� tg 2xx(1� os 3x) ;) limx!�4 ln (tgx)os 2x ; d) limx!0 arsinx� artgxx3 ; e) limx!0 �tg �x + �4�� 1sinx ;f) limx!1(1 + sin�x)tg�x; g) limx!1x �  �2 � arsin xpx2 + 1! :42. S�a se studieze ontinuitatea funt�iilor de mai jos �si s�a se determine naturapuntelor lor de disontinuitate:a) f : IR! IR; f(x) = 8<: tg2�x; da�a x 62 Z;0; da�a x 2 Z:b) f : IR! IR; f(x) = 8<: sin �x; da�a x 2 Q;0; da�a x 62 Q:43. S�a se determine onstantele ai; bi; i = 1; 2 din ondit�iile:a) limx!�1(px2 � x+ 1� a1x� b1) = 0; b) limx!1(px2 � x+ 1� a2x� b2) = 0:44. S�a se studieze uniforma ontinuitate pe domeniile de de�nit�ie indiate pentruurm�atoarele funt�ii:a) f : IR! IR; f(x) = artgx; b) f : IR! IR; f(x) = x+ sin x;) f : [�2; 5℄! IR; f(x) = x2 � 2x� 1:45. S�a se arate �a funt�ia f : IR n f0g ! IR; f(x) = 1x este ontinu�a �̂n intervalul(0; 1), dar nu este uniform ontinu�a pe aest interval. S�a se arate �a aeast�a funt�ieeste uniform ontinu�a pe intervalul [0; 1; 1℄:



170 Capitolul 446. S�a se arate �a funt�ia f : IR ! IR; f(x) = sin x2 este ontinu�a �si m�arginit�ape IR, dar nu este uniform ontinu�a pe IR.47. S�a se demonstreze �a urm�atoarele funt�ii nu sunt uniform ontinue pe domeni-ile de de�nit�ie indiate:a) f : (0; 1)! IR; f(x) = lnx; b) f : (0; 1)! IR; f(x) = ex � os 1x ;) f : �0; �2 �! IR; f(x) = 1sin x:48. Folosind de�nit�ia limitei unei funt�ii �̂ntr-un punt, s�a se arate �a:a) lim(x;y)!(1;2)(x2 + y) = 3; b) limx!1y!1 x + yx� y = �1; ) lim(x;y)!(2;1) x2 � y2x2 + y2 = 35 :49. S�a se determine urm�atoarele limite:a) limx!1y!1 x+ yx2 � xy + y2 ; b) limx!1y!1 x + yx2 + y2 ; ) limx!0y!2 sin (xy)x ; d) limx!0y!0 (x2 + y2)x2y2 :50. S�a se studieze existent�a �si �̂n az �a exist�a, s�a se aluleze urm�atoarele limite:l12 = limx!0�limy!0 f(x; y)� ; l21 = limy!0�limx!0 f(x; y)� ;l1 = limx!0 f(x; 0); l2 = limy!0 f(0; y) �si l = lim(x;y)!(0;0) f(x; y)pentru funt�iile:a) f : IR2 n f(0; 0)g ! IR; f(x; y) = x2 � y2x2 + y2 ;b) f : IR2 n f(0; 0)g ! IR; f(x; y) = x2yx4 + y2 ;) f : E = f(x; y) 2 IR2; x 6= 0g ! IR; f(x; y) = x + y � sin 1x ;d) f : E = f(x; y) 2 IR2; x 6= 0g ! IR; f(x; y) = y + 1 + x � os2 1x:51. S�a se arate �a funt�ia f : D ! IR; D = [0;1)� [0;1) � IR2;f(x; y) = 8>><>>: xy + x2y � ln (x+ y)x2 + y2 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0)este ontinu�a part�ial �̂n puntul (0; 0), �̂ns�a nu este ontinu�a �̂n raport u ambele vari-abile �̂n aest punt.52. Fie funt�ia f : IR2 ! IR;f(x; y) = 8><>: jxjy2 � e� jxjy2 ; da�a y 6= 0;0; da�a y = 0:S�a se arate �a f nu este ontinu�a �̂n puntul (0; 0).53. S�a se ae valoarea onstantei a astfel �̂nât funt�ia f : D ! IR; D = f(x; y) 2



Limite de funt�ii. Continuitatea funt�iilor 1712 IR2; x2 + y2 < 1g;f(x; y) = 8>><>>: e(x2+y2) � 1tgpx2 + y2 ; da�a (x; y) 2 D; (x; y) 6= (0; 0);a; da�a (x; y) = (0; 0)s�a �e ontinu�a �̂n (0; 0).54. S�a se determine puntele de disontinuitate pentru urm�atoarele funt�ii:a) f : IR2 ! IR; f(x; y) = 8><>: x+ yx3 + y3 ; da�a x+ y 6= 0;0; da�a x+ y = 0:b) f : IR2 ! IR; f(x; y) = 8><>: sin 1xy ; da�a x � y 6= 0;0; da�a x � y = 0:) ~f : IR3 ! IR2; ~f = (f1; f2); f1(x; y; z) = xy + yz + zx;f2(x; y; z) = 8><>: 11� x2 � y2 � z2 ; da�a x2 + y2 + z2 6= 1;2; da�a x2 + y2 + z2 = 1:55. S�a se arate �a funt�ia f : IR2 ! IR; f(x; y) = os (x+y) este uniform ontinu�ape IR2:56. S�a se arate �a funt�ia f : IR3 ! IR; f(x; y; z) = x � y � z este ontinu�a, dar nueste uniform ontinu�a pe IR3:



Capitolul 5CALCULUL DIFERENT�IAL ALFUNCT�IILOR DE O VARIABIL�AREAL�A
Fie funt�ia:(1) ~f : E ! IRm; E � IR (m � 1); ~f = (f1; f2; : : : ; fm)�si t0 2 E un punt de aumulare al mult�imii E.Funt�ia ~f se nume�ste diferent�iabil�a �̂n t0 da�a 9 ~A = (A1; A2; : : : ; Am) 2 IRm �sifunt�ia ~� : E ! IRm; ~� = (�1; �2; : : : ; �m) u propriet�at�ile limt!t0 ~�(t) = ~�(t0) = ~0 a.̂�.~f(t) = ~f(t0) + ~A(t� t0) + ~�(t)(t� t0); 8 t 2 E:Apliat�ia d~f(t0) : IR! IRm; d ~f(t0)(h) = ~Ah; 8 h 2 IR se nume�ste diferent�iala funt�iei~f �̂n t0. O funt�ie ~f diferent�iabil�a �̂n t0 este ontinu�a �̂n puntul t0.Funt�ia ~f se nume�ste derivabil�a �̂n t0 da�a funt�ia:(2) t! ~f(t)� ~f(t0)t� t0 ; t 2 E n ft0gare limit�a �̂n t0 �si aeasta apart�ine lui IRm: Da�a ~f este derivabil�a �̂n t0 atuni limitafunt�iei de mai sus se nume�ste derivata funt�iei ~f �̂n t0, notat�a ~f 0(t0) sau d~fdt (t0): Funt�ia~f este derivabil�a �̂n t0 da�a �si numai da�a funt�iile omponente fk : E ! IR; k = 1; msunt derivabile �̂n t0. În aest az avem:~f 0(t0) = (f 01(t0); f 02(t0); : : : ; f 0m(t0)):Teorema 1. Funt�ia ~f este diferent�iabil�a �̂n t0 da�a �si numai da�a ~f este derivabil�a�̂n t0. În plus:d~f(t0)(h) = ~f 0(t0)h; 8 h 2 IR; ( ~A = ~f 0(t0)):



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 173Funt�ia ~f se nume�ste derivabil�a la stânga (la dreapta) lui t0 2 E, t0 �ind puntde aumulare la stânga (respetiv la dreapta) pentru mult�imea E, da�a funt�ia (2) arelimit�a la stânga (respetiv la dreapta) �̂n t0. În aest az limita funt�iei (2) se nume�stederivata la stânga (respetiv la dreapta) a funt�iei ~f �̂n t0, notat�a ~f 0s(t0) (respetiv~f 0d(t0)). Da�a funt�ia ~f este derivabil�a �̂n t0 2 E (t0 punt de aumulare bilateral pentruE) atuni 9 ~f 0s(t0); ~f 0d(t0) �si ~f 0s(t0) = ~f 0d(t0) = ~f 0(t0): Reipro, da�a 9 ~f 0s(t0); ~f 0d(t0) �si~f 0s(t0) = ~f 0d(t0) atuni ~f este derivabil�a �̂n t0 �si ~f 0(t0) = ~f 0s(t0) = ~f 0d(t0): O funt�ie ~fderivabil�a la stânga �̂n t0 (la dreapta �̂n t0) este ontinu�a la stânga (respetiv la dreapta)�̂n t0.Propriet�at�i ale funt�iilor diferent�iabile.Fie funt�iile ~f; ~g : E ! IRm; E � IR �si ' : E ! IR diferent�iabile (, derivabile)�̂n t0 2 E, t0 punt de aumulare pentru E. Atuni:a) Funt�ia t! ('~f)(t) = '(t)~f(t) 2 IRm; t 2 E este diferent�iabil�a �̂n t0 �sid('~f)(t0) = '(t0) d~f(t0)+ ~f(t0) d'(t0) �si ('~f)0(t0) = '(t0)~f 0(t0)+ ~f(t0)'0(t0):b) Pentru 8�; � 2 IR funt�ia t! (�~f + �~g)(t) = �~f(t) + �~g(t) este diferent�iabil�a�̂n t0 �sid(�~f + �~g)(t0) = � d~f(t0) + � d~g(t0) �si (�~f + �~g)0(t0) = �~f 0(t0) + �~g0(t0):Fie funt�ia f : E ! IR, E � IR; iar A � IR mult�imea puntelor �̂n are f estederivabil�a (, diferent�iabil�a). Da�a A 6= ; funt�ia t! f 0(t); t 2 A se nume�ste derivatafunt�iei f . S�a onsider�am funt�ia de dou�a variabile:df(�; �) : A� IR! IR; (t; h)! df(t)(h) = f 0(t)h; 8 (t; h) 2 A� IR:Fixând primul argument al funt�iei de mai sus obt�inem diferent�iala lui f �̂ntr-un puntt 2 A, iar da�a �x�am al doilea argument obt�inem funt�ia:(3) t! df(t; h) = f 0(t)h; t 2 A;numit�a funt�ia diferent�ial�a a lui f orespunz�ator re�sterii h a variabilei independente.Funt�ia f este de 2 ori derivabil�a �̂n t0, unde t0 2 A este punt de aumulare pentruA da�a f 0 este derivabil�a �̂n t0. În aest az (f 0)0(t0) not= f 00(t0) se nume�ste derivata adoua a funt�iei f �̂n t0. Folosind reurent�a, funt�ia f este de n ori derivabil�a �̂n t0 da�af (n�1) este derivabil�a �̂n t0 �sif (n)(t0) = �f (n�1)�0 (t0)se nume�ste derivata a n-a a funt�iei f �̂n t0. În mod asem�an�ator se introdu derivatelelaterale de ordin superior ale funt�iei f �̂ntr-un punt t0 2 E.



174 Capitolul 5Funt�ia f se nume�ste de dou�a ori diferent�iabil�a �̂n t0; t0 2 A �ind punt deaumulare pentru mult�imea A, da�a funt�ia (3) este diferent�iabil�a �̂n t0; 8 h 2 IR: Înaeast�a situat�ie, apliat�ia:d2f(t0) : IR! IR; h! d2f(t0)(h) = f 00(t0)h2; 8 h 2 IRse nume�ste diferent�iala a doua a lui f �̂n t0. Proedând prin reurent��a, spunem �a feste de n ori diferent�iabil�a �̂n t0 2 A da�a diferent�iala de ordinul (n� 1) a funt�iei f :t! dn�1f(t)(h) = f (n�1)(t)hn�1; t 2 Aeste diferent�iabil�a �̂n t0; 8 h 2 IR: În aest az funt�ia:dnf(t0) : IR! IR; h! dnf(t0)(h) = f (n)(t0)hn; 8 h 2 IRse nume�ste diferent�iala de ordinul n a lui f �̂n t0. Deoaree dt(h) = h; 8 h 2 IR(diferent�iala funt�iei identie pe IR) rezult�a �a hn = (dt)n(h); 8 h 2 IR �sidnf(t0) = f (n)(t0) dtn:În mod asem�an�ator se introdu derivata de ordinul n a funt�iei ~f �̂ntr-un puntt0 2 A, punt de aumulare pentru A �si diferent�iala de ordinul n a funt�iei ~f �̂n t0:~f (n)(t0) = �~f (n�1)�0 (t0) = �f (n)1 (t0); f (n)2 (t0); : : : ; f (n)m (t0)� �sidn ~f(t0) = ~f (n)(t0) dtn = �f (n)1 (t0) dtn; f (n)2 (t0) dtn; : : : ; f (n)m (t0) dtn� :Teorema 2. Fie funt�iile f : E ! IR �si ' : D ! IR, '(D) � E � IR, t0 2 Dpunt de aumulare pentru D, iar x0 = '(t0) 2 E punt de aumulare pentru E.Da�a f este diferent�iabil�a �̂n x0 �si ' este diferent�iabil�a �̂n t0 atuni funt�ia f Æ ' estediferent�iabil�a �̂n t0 �sid(f Æ ')(t0) = f 0(x0) � d'(t0); (f Æ ')0(t0) = f 0(x0) � '0(t0):Teorema 3 (Rolle). Fie funt�ia f : [a; b℄ ! IR: Da�a f este ontinu�a pe [a; b℄,derivabil�a pe (a; b) �si f(a) = f(b) atuni 9  2 (a; b) a.̂�. f 0() = 0:Teorema 4 (Lagrange). Fie funt�ia f : [a; b℄ ! IR: Da�a f este ontinu�a pe[a; b℄ �si derivabil�a pe (a; b) atuni 9  2 (a; b) a.̂�. f(b)� f(a) = f 0()(b� a):Teorema 5. Da�a funt�ia ~f = (f1; f2; : : : ; fm) : [a; b℄! IRm este ontinu�a pe [a; b℄�si derivabil�a pe (a; b) atuni 9  2 (a; b) a.̂�. k~f(b)� ~f(a)k � k~f 0()k(b� a):Teorema 6 (Cauhy). Fie funt�iile f; g : [a; b℄! IR: Da�a f �si g sunt ontinuepe [a; b℄ �si derivabile pe (a; b), iar g0(x) 6= 0; 8 x 2 (a; b) atuni 9  2 (a; b) a.̂�.:f(b)� f(a)g(b)� g(a) = f 0()g0() :Teorema 7 (Cauhy). Fie I � IR un interval, x0 2 I; iar f; g : I ! IR: Da�a:a) f(x0) = g(x0) = 0; b) f; g sunt derivabile �̂n x0; ) g0(x0) 6= 0



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 175atuni 9 o vein�atate V a puntului x0 a.̂�. g(x) 6= 0; 8 x 2 V n fx0g �silimx!x0 f(x)g(x) = f 0(x0)g0(x0) ;(unosut�a �si sub numele de prima regul�a a lui l'Hôspital).Teorema 8 (regula lui l'Hôspital). Fie f; g : (a; b)! IR, unde �1 � a << b � 1: Da�a:a) f �si g sunt derivabile pe (a; b) u g0(x) 6= 0 pe o vein�atate V a puntului a(g0(x) 6= 0; 8 x 2 V \ (a; b));b) 9 limx!ax>a f 0(x)g0(x) = L 2 IR;) limx!ax>a f(x) = limx!ax>a g(x) = l (l = 0 sau 1 sau �1);atuni 9 limx!ax>a f(x)g(x) = L:Un rezultat analog are lo �si pentru x! b; x < b: Pentru x0 2 IR; f; g : Infx0g !! IR; x0 2 I se poate formula teorema de mai sus u limx!x0 :Teorema 9 (generalizarea teoremei lui Cauhy - Teorema 7). Fie I � IR uninterval, x0 2 I; f; g : I ! IR: Da�a:a) f �si g sunt derivabile de n ori �̂n x0 �si g(n)(x0) 6= 0;b) f(x0) = f 0(x0) = � � � = f (n�1)(x0) = 0 �si g(x0) = g0(x0) = � � � = g(n�1)(x0) = 0atuni 9 limx!x0 f(x)g(x) = f (n)(x0)g(n)(x0) :Teorema 10 (generalizarea regulei lui l'Hôspital - Teorema 8). Fie f; g : (a; b)!! IR; �1 � a < b � 1: Da�a:a) f �si g sunt derivabile de n ori pe (a; b) u g0; g00; : : : ; g(n) nenule pe o vein�atateV a puntului a (8 x 2 V \ (a; b));b) 9 limx!ax>a f(x) = limx!ax>a f 0(x) = � � � = limx!ax>a f (n�1)(x) = l �si9 limx!ax>a g(x) = limx!ax>a g0(x) = � � � = limx!ax>a g(n�1)(x) = l (l = 0 sau 1 sau �1);) 9 limx!ax>a f (n)(x)g(n)(x) = L 2 IRatuni 9 limx!ax>a f(x)g(x) = L:Un rezultat analog are lo �si pentru x! b; x < b:



176 Capitolul 5Teorema 11 (formula lui Taylor u restul lui Peano). Da�a funt�ia f :I!IR(I interval � IR) este de n ori derivabil�a �̂n x0 2 I, atuni exist�a o funt�ie � : I ! IRu proprietatea limx!x0 �(x) = �(x0) = 0 astfel �̂nât:f(x) = f(x0)+ f 0(x0)1! (x� x0)+ � � �+ f (n)(x0)n! (x� x0)n+ �(x)n! (x� x0)n; 8 x 2 I:Polinomul Tn(x) = f(x0) + f 0(x0)1! (x � x0) + � � � + f (n)(x0)n! (x � x0)n se nume�stepolinomul lui Taylor de gradul n.Teorema 12 (formula lui Taylor u restul lui Lagrange). Fie f : I ! IRo funt�ie de (n + 1) ori derivabil�a pe I. Pentru orie x; x0 2 I; x 6= x0, exist�a unelement �n uprins �̂ntre x0 �si x, adi�a de forma �n = x0 + �n(x� x0); �n 2 (0; 1) a.̂�.:f(x) = Tn(x) + f (n+1)(�n)(n+ 1)! (x� x0)n+1:Da�a 0 2 I, luând x0 = 0 �̂n relat�iile de mai sus, obt�inem formulele lui Ma-Laurin:f(x) = f(0) + f 0(0)1! x+ � � �+ f (n)(0)n! xn +Rn(x);unde Rn(x) = �(x) � xnn! ; respetiv Rn(x) = xn+1(n+ 1)! f (n+1)(�nx); �n 2 (0; 1):Teorema 13. Fie funt�ia f : I ! IR (I interval � IR) derivabil�a de n ori�̂n x0 2 ÆI pentru are f 0(x0) = f 00(x0) = � � � = f (n�1)(x0) = 0; f (n)(x0) 6= 0: Da�an = 2k; k 2 IN� puntul x0 este punt de extrem al funt�iei f �si anume punt demaxim da�a f (n)(x0) < 0 �si punt de minim da�a f (n)(x0) > 0: Da�a n = 2k+1; k 2 INatuni x0 nu este punt de extrem.Derivatele �si diferent�ialele funt�iilor elementare sunt prezentate �̂n Anex�a.PROBLEME REZOLVATE1. S�a se studieze derivabilitatea �si s�a se aluleze derivatele urm�atoarelor funt�ii:a) f : (0;1)! IR; f(x) = 8><>: ln (x2 + 3x); da�a 0 < x < 1;54(x� 1) + 2 ln 2; da�a x � 1;b) f : �0; �4 �! IR; f(x) = max �tgx2 ; tgx � sinx� ;) f : IR! IR; f(x) = max fj1� xj; 3jxjg;d) f : IR! IR; f(x) = 8<: x2; da�a x 2 Q;�x2; da�a x 2 IR nQ:



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 177Rezolvare. a) Funt�ia f este ontinu�a �̂n puntul x = 1, deoaree:limx!1x<1 f(x) = limx!1x<1 ln (x2 + 3x) = ln 4 = 2 ln 2;limx!1x>1 f(x) = limx!1x>1 �54(x� 1) + 2 ln 2� = 2 ln 2 = f(1):Dei f(1 � 0) = f(1 + 0) = f(1): În orie punt x 6= 1 funt�ia �ind elementar�a esteontinu�a, hiar �si derivabil�a, u derivata:f 0(x) = 8>><>>: 2x+ 3x2 + 3x ; da�a 0 < x < 1;54 ; da�a x > 1:Pentru a studia derivabilitatea lui f �̂n puntul x = 1, alul�am derivatele lateraleale funt�iei f �̂n puntul 1:f 0s(1) = limx!1x<1 f(x)� f(1)x� 1 = limx!1x<1 ln (x2 + 3x)� ln 4x� 1 = limx!1x<1 ln x2+3x4x� 1 == limx!1x<1 ln �1 + x2+3x�44 �x2+3x�44 � x2 + 3x� 44(x� 1) = limx!1x<1 x + 44 = 54 ;iar f 0d(1) = limx!1x>1 f(x)� f(1)x� 1 = limx!1x>1 54(x� 1) + 2 ln 2� 2 ln 2x� 1 = 54 :Dei f este derivabil�a �̂n x = 1 �si f 0(1) = f 0s(1) = f 0d(1) = 54 :În �nal f este derivabil�a pe IR�+ u derivata:f 0(x) = 8>><>>: 2x+ 3x2 + 3x ; da�a 0 < x < 1;54 ; da�a x � 1:Deoaree f este ontinu�a pe IR�+ �si derivabil�a pe IR�+nf1g �si, �̂n plus, 9 limx!1 f 0(x) == 54 putem dedue, onform unui rezultat unosut (vezi [17℄, p.155), �a funt�ia f estederivabil�a �si �̂n puntul 1, iar f 0(1) = limx!1 f 0(x) = 54 :b) Avem:f(x) = 8>><>>: tgx2 ; da�a tgx2 � tgx � sin x;tg x � sin x; da�a tgx2 < tgx � sinx;de unde rezult�a �a:f(x) = 8>><>>: tgx2 ; da�a x 2 �0; �6 � ;tg x � sin x; da�a x 2 ��6 ; �4 � :Funt�ia f este ontinu�a �̂n puntul x = �6 ; deoaree:



178 Capitolul 5limx!�=6x<�=6 f(x) = p36 = limx!�=6x>�=6 f(x) = f ��6� :Funt�ia f �ind o ompunere de funt�ii elementare, este ontinu�a pe �0; �6�S��6 ; �4 � �siderivabil�a pe �0; �6�S��6 ; �4 � u derivata:f 0(x) = 8>><>>: 12os2x ; da�a x 2 �0; �6� ;sin x � (1 + os2x)os2x ; da�a x 2 ��6 ; �4 � :Pentru a stabili derivabilitatea lui f �̂n puntul x = �6 ; avem:f 0s ��6� = limx!�=6x<�=6 tgx2 � p36x� �6 x��=6=y= limy!0y<0 tg �y + �6�� p332y = limy!0y<0 43 tg y�1� p33 tg y� � 2y = 23 ;iar f 0d ��6� = limx!�=6x>�=6 tgx � sinx� p36x� �6 x��=6=y= limy!0y>0 sin2(y+�=6)os(y+�=6) � p36y == 2p3 limy!0y>0 34 sin2 y + 14 os2 y + p32 sin y os y � 14 os y + p312 sin yy = 76 :Deoaree f 0s ��6� 6= f 0d ��6� ; deduem �a funt�ia f nu este derivabil�a �̂n puntul x = �6 :) Avem:f(x) = 8<: j1� xj; da�a j1� xj � 3jxj;3jxj; da�a j1� xj < 3jxj;de unde rezult�a �a:f(x) = 8>>><>>>: �3x; da�a x 2 (�1;�1=2) ;1� x; da�a x 2 [�1=2; 1=4℄ ;3x; da�a x 2 (1=4;1) :Deoaree f ��12 � 0� = f ��12 + 0� = f ��12� = 32 ; iar f �14 � 0� = f �14 + 0� == f �14� = 34 rezult�a �a f este ontinu�a �̂n x = �1=2 �si x = 1=4; �ind �̂n rest o funt�ieelementar�a, deduem �a f este ontinu�a pe IR.Derivata sa este:f 0(x) = 8>>><>>>: �3; da�a x 2 (�1;�1=2) ;�1; da�a x 2 (�1=2; 1=4) ;3; da�a x 2 (1=4;1) :Pentru a studia derivabilitatea lui f �̂n puntele x = �1=2 �si x = 1=4 alul�amderivatele laterale:



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 179f 0s ��12� = limx!�1=2x<�1=2 f(x)� f(�1=2)x + 1=2 = limx!�1=2x<�1=2 �3x� 3=2x+ 1=2 = �3;f 0d ��12� = limx!�1=2x>�1=2 f(x)� f(�1=2)x+ 1=2 = limx!�1=2x>�1=2 1� x� 3=2x + 1=2 = �1;f 0s �14� = limx!1=4x<1=4 f(x)� f(1=4)x� 1=4 = limx!1=4x<1=4 1� x� 3=4x� 1=4 = �1;f 0d �14� = limx!1=4x>1=4 f(x)� f(1=4)x� 1=4 = limx!1=4x>1=4 3x� 3=4x� 1=4 = 3:Deoaree f 0s(�1=2) 6= f 0d(�1=2) �si f 0s(1=4) 6= f 0d(1=4) deduem �a f nu este deriva-bil�a �̂n puntele x = �1=2 �si x = 1=4.d) Ar�at�am mai �̂ntâi �a funt�ia f nu este ontinu�a (dei nii derivabil�a) �̂n nii unpunt x0 6= 0, folosind araterizarea u �siruri. Fie x0 6= 0 arbitrar, momentan �xat.Exist�a un �sir (xn)n�1 � Q; xn ! x0, pentru n ! 1, pentru are f(xn) = x2n ! x20;pentru n!1: De asemenea exist�a un �sir (yn)n�1 � IR nQ; yn ! x0; pentru n!1,pentru are f(yn) = �y2n ! �x20; pentru n ! 1: Deoaree x20 6= �x20, deduem �a fnu are limit�a �̂n x0, dei nu este ontinu�a �̂n x0 �si nii derivabil�a.Funt�ia f este ontinu�a �̂n puntul x0 = 0. Într-adev�ar, pentru orie �sir (xn)n2IN �� IR, xn ! 0; pentru n!1; avem:f(xn) = 8<: x2n; da�a xn 2 Q;�x2n; da�a xn 2 IR nQ:Deoaree 9 limn!1 f(xn) = 0; rezult�a, onform arateriz�arii u �siruri a limitei, �a funt�iaf are limit�a �̂n 0 �si limx!0 f(x) = 0: Cum f(0) = 0 rezult�a �a f este ontinu�a �̂n x = 0.Derivabilitatea are sens s-o studiem doar �̂n puntul x = 0. Din:limx!0x2Q f(x)� f(0)x� 0 = limx!0 x2x = 0 �si limx!0x2IRnQ f(x)� f(0)x� 0 = limx!0 �x2x ! = 0deduem �a 9 limx!0 f(x)� f(0)x� 0 = 0; dei f este derivabil�a �̂n puntul x = 0 �si f 0(0) = 0:2. Fie funt�ia f : IR! IR; f(x) = 8><>: x2 sin 1x; da�a x 6= 0;0; da�a x = 0:S�a se arate �a f este derivabil�a pe IR, dar derivata funt�iei este disontinu�a �̂norigine.Rezolvare. Pentru x 6= 0 avem f 0(x) = 2x sin 1x � os 1x: Deoaree limx!0 f(x) == f(0) = 0 �����x2 sin 1x ���� � x2� ; rezult�a �a funt�ia f este ontinu�a �̂n x = 0.



180 Capitolul 5Studiem derivabilitatea lui f �̂n puntul x = 0:limx!0 f(x)� f(0)x� 0 = limx!0 x2 sin 1xx = limx!0x sin 1x = 0; �����x sin 1x ���� � jxj� :Rezult�a �a f este derivabil�a �si �̂n puntul x = 0 �si f 0(0) = 0: Dei:f 0(x) = 8><>: 2x sin 1x � os 1x; da�a x 6= 0;0; da�a x = 0:Ar�at�am aum �a funt�ia f 0 nu are limit�a �̂n x = 0, dei este disontinu�a �̂n origine.Consider�am �sirurile xn = 12n� ! 0; pentru n ! 1 �si yn = 1�=2 + 2n� ! 0; pentrun!1: Avem:f 0(xn) = 1n� sin (2n�)� os (2n�) = �1! �1; pentru n!1 �sif 0(yn)= 4� + 4n� sin��2 + 2n���os��2 + 2n��= 4� + 4n�!0; pentru n!1:Deoaree limn!1 f 0(xn) = �1 6= 0 = limn!1 f 0(yn) rezult�a �a 6 9 limx!0 f 0(x); dei f 0 estedisontinu�a �̂n origine.3. Fie funt�ia f : IR! IR; f(x) = 8><>: artg 1 + x1� x; da�a x 6= 1;0; da�a x = 1:S�a se arate �a f nu este derivabil�a �̂n x = 1, de�si 9 limx!1 f 0(x):Rezolvare. Pentru x 6= 1 avem:f 0(x) = 11 + �1+x1�x�2 � 1� x + 1 + x(1� x)2 = 11 + x2 :Funt�ia f nu are limit�a �̂n x = 1, deoaree:f(1� 0) = limx!1x<1 f(x) = limx!1x<1 artg 1 + x1� x = �2 ; iarf(1 + 0) = limx!1x>1 f(x) = limx!1x>1 artg 1 + x1� x = ��2 :Dei f nu este ontinu�a �̂n x = 1 �si nii derivabil�a �̂n aest punt.Dar 9 limx!1 f 0(x) = limx!1 11 + x2 = 12 :4. S�a se determine oe�ient�ii � �si � astfel �̂nât funt�ia f : (0;1)! IR;f(x) = 8<: ln4x; da�a x 2 (0; e℄;�x+ �; da�a x 2 (e;1);s�a �e derivabil�a pentru orie x > 0.Rezolvare. Impunând ondit�ia a f s�a �e ontinu�a �̂n x = e, obt�inem:limx!ex<e f(x) = 1 = limx!ex>e f(x) = �e+ � (= f(e)):Dei �e+ � = 1; de unde rezult�a �a � = 1� �e:Pentru x 6= e avem:



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 181f 0(x) = 8><>: 4 ln3xx ; da�a x 2 (0; e);�; da�a x 2 (e;1):Calul�am aum derivatele laterale ale funt�iei f �̂n puntul x = e:f 0s(e)= limx!ex<e f(x)� f(e)x� e = limx!ex<e ln4x� 1x� e =limx!ex<e (lnx� 1)(ln3x+ ln2x + lnx+ 1)x� e == limx!ex<e ln �1 + x�ee �x�ee � 1e � (ln3x + ln2x+ lnx + 1) = 4e ;iar f 0d(e) = limx!ex>e f(x)� f(e)x� e = limx!ex>e �x+ 1� �e� 1x� e = �:Pentru a funt�ia f s�a �e derivabil�a �̂n x = e impunem ondit�ia a � = 4=e:Obt�inem � = 1� �e = 1� 4ee = �3:În onluzie pentru � = 4=e �si � = �3 funt�ia f este derivabil�a pentru orie x > 0�si derivata sa este:f 0(x) = 8><>: 4 ln3xx ; da�a x 2 (0; e);4=e; da�a x 2 [e;1):5. S�a se aluleze, folosind regulile de derivare, derivatele urm�atoarelor funt�ii:a) f(x) = arsin 1px ; b) f(x) = etg 1x ; ) f(x) = artg 1px2 � 1; d) f(x) = xsin x;e) f(x) = xxx; b) f(x) = (sinx)os x; g) f(x) = artg 2x2 +p1� x2 � 1x(2p1� x2 � 1) ;(funt�iile sunt de�nite pe domeniile lor de de�nit�ie).Rezolvare. a) Avem f 0(x) = 1q1� 1x � � 12pxx = � 12xpx� 1 :b) f 0(x) = etg 1x � 1os2 1x � �� 1x2� = � 1x2 etg 1x � se2 1x:) f 0(x) = 11 + 1x2�1 � � xpx2�1x2 � 1 = � 1x � px2 � 1 :d) f 0(x) = sin x � xsin x�1 + xsin x � os x � lnx = xsin x�1(sinx + x � os x � lnx);((uv)0 = vuv�1 � u0 + uv � v0 � lnu).e) f 0(x) = xx � xxx�1 + xxx � lnx � (x � xx�1 + xx lnx) = xx � xxx�1++xx � xxx � lnx � (1 + lnx) = xx � xxx�1 � [1 + x lnx(1 + lnx)℄ == xxx+x�1 � [1 + x lnx � (1 + lnx)℄:f) f 0(x) = os x � (sinx)osx�1 � os x+ (sin x)osx � (� sinx) � ln sinx == (sinx)os x�1 � (os2x� sin2x � ln sin x):g) Avem:



182 Capitolul 5f 0(x)= h4x+ �xp1�x2 ix(2p1�x2�1)�(2x2+p1�x2�1)h2p1�x2�1+x �2xp1�x2 ix2[2p1� x2�1℄2 �1 + (2x2+p1�x2�1)2x2[2p1�x2�1℄2 � == x2(4p1�x2�1)(2p1�x2�1)�(2x2+p1�x2�1)(2�2x2�p1�x2�2x2)p1�x2 [x2(4�4x2+1�4p1�x2)+4x4+1�4x2+1�x2+2(2x2�1)p1�x2℄ == 3� 3p1� x2p1� x2(2� 2p1� x2) = 32 � 1p1� x2 :6. S�a se demonstreze �a polinoamele lui Ceb̂��sev Pn(x) = 12n�1 os (n aros x);n 2 IN; veri��a euat�ia:(1� x2)P 00n (x)� xP 0n(x) + n2Pn(x) = 0:Rezolvare. Avem:P 0n(x) = 12n�1 � [� sin (n aros x)℄ � n � �1p1� x2 = n2n�1 � sin (n aros x)p1� x2 ;iar P 00n (x) = n2n�1 � os (n aros x) � �np1� x2 � p1� x2 � sin (n aros x) � �xp1� x21� x2 == � n2n�1 � n � os (n aros x) � p1� x2 � x � sin (n aros x)(1� x2)3=2 :Atuni:(1�x2)P 00n (x)�xP 0n(x)+n2Pn(x) = �n2 � os (n aros x)2n�1 + nx � sin (n aros x)2n�1 � p1� x2 �� nx2n�1 � sin (n aros x)p1� x2 + n22n�1 � os (n aros x) = 0:7. S�a se studieze apliabilitatea teoremei lui Rolle pentru urm�atoarele funt�ii:a) f : [�2p3; 3℄! IR; f(x) = 8><>: px2 + x+ 4; da�a x 2 [0; 3℄;x24 + 2; da�a x 2 [�2p3; 0):b) f : [0; 2℄! IR; f(x) = jx� 1j3:Rezolvare. a) Funt�ia f este ontinu�a pe [�2p3; 3℄: Într-adev�ar pentru x = 0avem limx!0x>0 f(x) = limx!0x<0 f(x) = f(0) = 2:Pentru x 6= 0 obt�inem:f 0(x) = 8>><>>: 2x+ 12px2 + x + 4 ; da�a x 2 (0; 3℄;x2 ; da�a x 2 [�2p3; 0):În puntul x = 0 alul�am derivatele laterale:f 0s(0) = limx!0x<0 f(x)� f(0)x = limx!0x<0 x24 + 2� 2x = 0;



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 183f 0d(0) = limx!0x>0 f(x)� f(0)x = limx!0x>0 px2 + x + 4� 2x = limx!0x>0 x2 + x+ 4� 4x(px2 + x+ 4 + 2) == limx!0x>0 x + 1px2 + x+ 4 + 2 = 14 :Deoaree f 0s(0) 6= f 0d(0) rezult�a �a f nu este derivabil�a �̂n puntul x = 0, dei nu sepoate aplia teorema lui Rolle.b) Funt�ia f : [0; 2℄! IR; f(x) = 8<: (x� 1)3; da�a x 2 [1; 2℄;�(x� 1)3; da�a x 2 [0; 1)este ontinu�a pe [0; 2℄: Derivata sa �̂ntr-un punt x 6= 1 este:f 0(x) = 8<: 3(x� 1)2; da�a x 2 (1; 2℄;�3(x� 1)2; da�a x 2 [0; 1):Deoaree 9 limx!1 f 0(x) = 0, deduem �a f este derivabil�a �̂n puntul x = 1 �si f 0(1) = 0.Dei: f 0(x) = 8<: 3(x� 1)2; da�a x 2 [1; 2℄;�3(x� 1)2; da�a x 2 [0; 1):Cum f(0) = f(2) = 1 rezult�a �a avem toate ipotezele din teorema lui Rolle�̂ndeplinite, dei onform aestui rezultat deduem existent�a unui punt  2 (0; 2)a.̂�. f 0() = 0: Impunând ondit�ia f 0(x) = 0 g�asim singurul punt  = 1 u aeast�aproprietate.8. S�a se studieze apliabilitatea teoremei lui Lagrange pentru urm�atoarele funt�ii,iar �̂n az a�rmativ s�a se determine onstanta  din enunt�ul teoremei:a) f : [��=2; �=2℄! IR; f(x) = j sinxj � sgn (sinx);b) f : [�4; 3℄! IR; f(x) = 8><>: px+ 1; da�a x 2 (0; 3℄;x2 + 1; da�a x 2 [�4; 0℄:Rezolvare. a) Funt�ia f este:f(x) = 8>>><>>>: sin x � (+1); da�a x 2 (0; �=2℄;0; da�a x = 0;� sin x � (�1); da�a x 2 [��=2; 0):Dei f(x) = sinx; 8 x 2 [��=2; �=2℄: Deoaree funt�ia f este ontinu�a pe [��=2; �=2℄�si derivabil�a pe [��=2; �=2℄ rezult�a, onform teoremei lui Lagrange, �a 92(��=2; �=2)a.̂�. f(�=2) � f(��=2) = f 0() � (�=2 � (��=2)) ) 2 = � f 0() , f 0() = 2=� )os  = 2=�: Puntele are satisfa ondit�ia din onluzia teoremei lui Lagrange sunt = � aros 2=�:b) Deoaree f(0 � 0) = f(0 + 0) = f(0) = 1 rezult�a �a funt�ia f este ontinu�a



184 Capitolul 5�̂n puntul x = 0. Dei f este ontinu�a pe intervalul [�4; 3℄; (�ind pe [�4; 3℄ n f0gompuneri de funt�ii elementare). În orie punt x 6= 0 funt�ia f este derivabil�a uderivata: f 0(x) = 8>><>>: 12px + 1 ; da�a x 2 (0; 3℄;12 ; da�a x 2 [�4; 0):Din faptul �a 9 limx!0 f 0(x) = 1=2 deduem �a f este derivabil�a �si �̂n puntul x = 0 uf 0(0) = 1=2: Dei f este derivabil�a pe �̂ntreg intervalul [�4; 3℄: Conform teoremei luiLagrange rezult�a �a 9  2 (�4; 3) a.̂�. f(3)�f(�4) = f 0()(3�(�4)) ) 3 = 7f 0() )f 0() = 3=7: Puntele  u aeast�a proprietate nu se g�ases �̂n intervalul (�4; 0),deoaree aii derivata este egal�a u 1=2. Impunând ondit�ia 12p+ 1 = 37, deduempuntul  (are este �si uni) egal u 1336 2 (0; 3):9. S�a se studieze apliabilitatea teoremei lui Cauhy pentru urm�atoarele funt�ii,iar �̂n az a�rmativ s�a se determine onstanta  din enunt�ul teoremei:f : [0; 3℄! IR; f(x) = 8>><>>: x33 � x2 + 1; da�a x 2 (1; 3℄;�x + 43 ; da�a x 2 [0; 1℄;g : [0; 3℄! IR; g(x) = x:Rezolvare. Deoaree limx!1x<1 f(x) = limx!1x>1 f(x) = f(1) = 13 rezult�a �a funt�ia feste ontinu�a �̂n puntul x = 1. Fiind pe intervalele [0; 1) �si (1; 3℄ funt�ie elementar�a,deduem �a f este ontinu�a pe �̂ntreg intervalul [0; 3℄. Derivata lui f �̂ntr-un puntx 6= 1 este:f 0(x) = 8<: x2 � 2x; da�a x 2 (1; 3℄;�1; da�a x 2 [0; 1):Deoaree 9 limx!1 f 0(x) = �1 rezult�a �a f este derivabil�a �̂n puntul x = 1, iar f 0(1) = �1:Dei: f 0(x) = 8<: x2 � 2x; da�a x 2 [1; 3℄;�1; da�a x 2 [0; 1):Funt�ia g este ontinu�a pe [0; 3℄ �si derivabil�a pe [0; 3℄, iar g0(x) = 1 6= 0; 8 x 22 (0; 3): Din ele de mai sus tragem onluzia �a avem �̂ndeplinite toate ipotezele dinteorema lui Cauhy. Rezult�a �a 9  2 (0; 3) a.̂�.:f(3)� f(0)g(3)� g(0) = f 0()g0() ) 1� 4=33� 0 = f 0()g0() ) f 0()g0() = �19 :



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 185Pe intervalul (0; 1) 6 9 nii un punt  u aeast�a proprietate, deoaree f 0(x) = �1,g0(x) = 1; 8 x 2 (0; 1): Îns�a pe intervalul (1; 3) avem:2 � 2 = �19 )  = 1 + 2p23 2 (1; 3):10. S�a se arate �a da�a f , g �si h sunt funt�ii ontinue pe [a; b℄ �si derivabile pe(a; b) atuni 9  2 (a; b) a.̂�.:��������� f(a) f(b) f 0()g(a) g(b) g0()h(a) h(b) h0() ��������� = 0:Rezolvare. S�a onsider�am funt�ia ' : [a; b℄! IR;'(x) = ��������� f(a) f(b) f(x)g(a) g(b) g(x)h(a) h(b) h(x) ��������� = ������ g(a) g(b)h(a) h(b) ������ � f(x)� ������ f(a) f(b)h(a) h(b) ������ � g(x)++ ������ f(a) f(b)g(a) g(b) ������ � h(x):Deoaree funt�ia ' este ontinu�a pe [a; b℄, derivabil�a pe (a; b) �si '(a) = '(b) = 0deduem, onform teoremei lui Rolle, �a 9  2 (a; b) a.̂�. '0() = 0: Dar:'0(x) = ������ g(a) g(b)h(a) h(b) ������ f 0(x)� ������ f(a) f(b)h(a) h(b) ������ g0(x) + ������ f(a) f(b)g(a) g(b) ������h0(x) == ��������� f(a) f(b) f 0(x)g(a) g(b) g0(x)h(a) h(b) h0(x) ��������� :Dei '0() = 0 , ��������� f(a) f(b) f 0()g(a) g(b) g0()h(a) h(b) h0() ��������� = 0:11. Fie f : [0; 1℄ ! IR�+ o funt�ie are admite o primitiv�a F : [0; 1℄ ! IR (Fderivabil�a pe (0; 1) �si F 0(x) = f(x); 8 x 2 (0; 1)) u proprietatea F (1) = 0: S�a se arate�a 9  2 (0; 1) a.̂�.:F () > � 2e2 � f():Rezolvare. Consider�am funt�ia G : [0; 1℄ ! IR; G(x) = �1� e�x2� � F (x):Funt�ia G este ontinu�a pe [0; 1℄, derivabil�a pe (0; 1), iar G(0) = G(1) = 0: Conformteoremei lui Rolle exist�a  2 (0; 1) a.̂�. G0() = 0:Dar G0(x) = 2x e�x2F (x) + �1� e�x2� � f(x); 8 x 2 (0; 1): Dei relat�ia G0() = 0devine:



186 Capitolul 52 e�2F ()� e�2f() + f() = 0 ,(4) 2 e�2F () = �e�2 � 1� f():Folosim �̂n ontinuare inegalitatea e�x2 � 1 > �x2; 8 x 2 (0; 1): Într-adev�ar,onsiderând funt�ia f1 : [0;1) ! IR; f1(x) = e�x2 + x2 � 1, avem f1(0) = 0 �sif 01(x) = �2x e�x2 + 2x = 2x �1� e�x2� > 0; 8 x 2 (0;1): Rezult�a �a f1 este stritres�atoare pe (0;1), dei f1(x) > 0; 8 x 2 (0;1):Utilizând inegalitatea de mai sus �̂n relat�ia (4) obt�inem:2 e�2F () > �2f(); (f() > 0);de unde rezult�a �a:F () > � 2e2 � f():12. Fie f; g 2 C1([a; b℄) �si s�a presupunem �a fg0 � f 0g nu se anuleaz�a �̂n niiun punt din [a; b℄. S�a se arate �a �̂ntre dou�a zerouri ale funt�iei f se g�ase�ste unul alfunt�iei g �si reipro.Rezolvare. Fie x1; x2 2 [a; b℄; x1 < x2, dou�a zerouri ale funt�iei f , adi�af(x1) = f(x2) = 0: Presupunem prin reduere la absurd �a g(x) 6= 0; 8 x 2 [x1; x2℄:S�a onsider�am �̂n ontinuare funt�ia fg : [x1; x2℄! IR: Aeast�a funt�ie este ontinu�a pe[x1; x2℄, derivabil�a pe (x1; x2) �si  fg! (x1) =  fg! (x2) = 0: Conform teoremei lui Rollerezult�a �a 9  2 (x1; x2) a.̂�.  fg!0 () = 0 , (f 0g)()� (fg0)() = 0: Relat�ia obt�inut�aontrazie ipoteza, are spune �a f 0g � fg0 nu se anuleaz�a pe [a; b℄. Rezult�a astfel �apresupunerea f�aut�a este fals�a, dei 9 x0 2 [x1; x2℄ a.̂�. g(x0) = 0:În mod asem�an�ator se demonstreaz�a �a �̂ntre dou�a zerouri ale funt�iei g se g�ase�steun zero al funt�iei f .13. S�a se arate �a polinomul:P (x) = 1 + x1! + x22! + � � �+ xnn!nu are r�ad�aini multiple.Rezolvare. Presupunem prin reduere la absurd �a 9  2 IR; r�ad�ain�a multipl�aa polinomului P , dei el put�in r�ad�ain�a dubl�a, adi�a P () = 0 �si P 0() = 0: Astfelobt�inem relat�iile:1 + 1! + 22! + � � �+ nn! = 0 �si 1 + 1! + 22! + � � �+ n�1(n� 1)! = 0;de unde rezult�a �a  = 0: Dar P (0) = 1 6= 0; dei  = 0 nu este r�ad�ain�a a polinomuluiP . Contradit�ia obt�inut�a ne ondue la onluzia �a P nu are r�ad�aini multiple.



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 18714. S�a se arate �a:a) lnxx� 1 < 1px; 8 x 2 (0;1) n f1g; b) x+ a2 > x� alnx� ln a; 8 x > a > 0:Rezolvare. a) Not�am px = y. Atuni inegalitatea din enunt� este ehivalent�a u:ln y2y2 � 1 < 1y ; 8 y 2 (0;1) n f1g:Da�a y 2 (1;1) inegalitatea de mai sus se transform�a �̂n:(5) 2 ln y < y2 � 1y ; 8 y 2 (1;1);iar pentru y 2 (0; 1) inegalitatea devine:(6) 2 ln y > y2 � 1y ; 8 y 2 (0; 1):Pentru a demonstra inegalit�at�ile (5) �si (6), s�a onsider�am funt�ia f : (0;1)! IR;f(y) = 2 ln y � y2 � 1y : Avem:f 0(y) = 2y � y2 + 1y2 = �(y � 1)2y2 < 0; 8 y 2 (0;1) n f1g:Rezult�a astfel �a f este strit desres�atoare pe (0;1) n f1g: Deoaree f(1) = 0,deduem �a f(y) > 0; 8 y 2 (0; 1), adi�a inegalitatea (5), �si f(y) < 0; 8 y 2 (1;1);adi�a inegalitatea (6).b) Inegalitatea din enunt� este ehivalent�a u:(7) lnx� ln a > 2(x� a)x + a ; 8 x > a > 0:Consider�am funt�ia f : (a;1)! IR; f(x) = lnx� ln a� 2(x� a)x + a : Avem:f 0(x) = 1x � 4a(x + a)2 = (x� a)2x(x + a)2 > 0; 8 x 2 (a;1):Deoaree limx!ax>a f(x) = 0; iar funt�ia f este strit res�atoare, deduem �a f(x) > 0;8 x 2 (a;1); adi�a inegalitatea (7).15. S�a se disute natura r�ad�ainilor euat�iei:f(x) = x4 � 4x3 � 8x2 + � = 0dup�a valorile parametrului real �, folosind �sirul lui Rolle.Rezolvare. Avem:f 0(x) = 4x3 � 12x2 � 16x = 4x(x2 � 3x� 4):Euat�ia f 0(x) = 0 are solut�iile x1 = 0; x2 = �1; x3 = 4: S�irul lui Rolle este:



188 Capitolul 5f(�1)+ f(�1)�� 3 f(0)� f(4)�� 128 f(1)+Da�a � 2 (�1; 0) �sirul lui Rolle este: + � � � +. Atuni euat�ia admite dou�ar�ad�aini reale x1 2 (�1;�1); x2 2 (4;1) �si dou�a r�ad�aini omplexe x3; x4 2 C.Da�a � = 0 �sirul lui Rolle este: + � 0 � +. Atuni euat�ia admite patrur�ad�aini reale x1 = 2� 2p3 2 (�1;�1); x2 = x3 = 0; x4 = 2 + 2p3 2 (4;1):Da�a � 2 (0; 3) �sirul lui Rolle este: + � + � +. Atuni euat�ia admite patrur�ad�aini reale distinte x1 2 (�1;�1); x2 2 (�1; 0); x3 2 (0; 4); x4 2 (4;1):Da�a � = 3 �sirul lui Rolle este: + 0 + � +. Atuni euat�ia admite patrur�ad�aini reale x1 = x2 = �1; x3 = 3�p6 2 (0; 4); x4 = 3 +p6 2 (4;1):Da�a � 2 (3; 128) �sirul lui Rolle este: + + + � +. Atuni euat�ia are dou�ar�ad�aini reale x1 2 (0; 4); x2 2 (4;1) �si dou�a r�ad�aini omplexe x3; x4 2 C:Da�a � = 128 �sirul lui Rolle este: + + + 0 +. Atuni euat�ia are dou�a r�ad�ainireale x1 = x2 = 4 �si dou�a r�ad�aini omplexe x3; x4 2 C.Da�a � 2 (128;1) �sirul lui Rolle este: + + + + +. Atuni euat�ia nu are niio r�ad�ain�a real�a, x1; x2; x3; x4 2 C:16. S�a se studieze apliabilitatea teoremei lui l'Hôspital (Teorema 8) pentrufunt�iile:a) f(x) = x + sinx � os x; g(x) = esin x(x+ sin x � os x) �si puntul limit�a1.b) f(x) = 8><>: x2 sin 1x; da�a x 6= 0;0; da�a x = 0; g(x) = sinx �si puntul x0 = 0.Rezolvare. a) f; g : IR ! IR sunt funt�ii ontinue �si derivabile pe IR, iarlimx!1 f(x) = 1 (j sinx os xj � 1) �si limx!1 g(x) = 1 (0 < esin x � e; j sinx os xj � 1).S�a veri��am aum ondit�ia g0(x) 6=0 �̂ntr-o vein�atate a lui1, dei pentru x2 [A;1);A2IR, A su�ient de mare. Avem g0(x)=os x esin x(x+sinx os x)+esinx(1+os2x��sin2x) = esinx(x os x + sinx os2x + 2os2x) = esin x os x (x + sinx os x + 2 os x):Pentru A mare, A > 0 9A0 > 0 a.̂�. x + sin x os x + 2 osx� A0; 8 x 2 [A;1): Deig0(x) = 0 , os x = 0 , x = �=2+ k�; k 2 Z, adi�a 9 valori ale lui x oriât de mariare s�a anuleze pe g0. Deduem astfel �a aeast�a ondit�ie g0 6= 0 �̂ntr-o vein�atate a lui1 nu este �̂ndeplinit�a, dei nu putem aplia regula lui l'Hôspital, de�si:9 limx!1 f 0(x)g0(x) = limx!1 1� sin2x + os2xesin x os x (x + sinx os x+ 2 os x) == limx!1 2 osxesinx(x + sinx os x + 2 os x) = 0:



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 189Din alul diret se poate vedea �a:6 9 limx!1 f(x)g(x) = limx!1 x + sinx os xesin x(x+ sinx os x) = limx!1 1esin x :b) S�a onsider�am funt�iile f; g : (�a; a) ! IR; 0 < a < �=2: Evident f �si g suntontinue �si derivabile pe (�a; a); limx!0 f(x) = limx!0 g(x) = 0; iar g0(x) = os x 6= 0; 8 x 22 (�a; a): S�a studiem existent�a limx!0 f 0(x)g0(x) : Avem:limx!0 f 0(x)g0(x) = limx!0 2x sin 1x � os 1xos x = limx!0�2x sin 1x � os 1x� = � limx!0�os 1x� ;are nu exist�a. Dei nu putem aplia teorema lui l'Hôspital. Din alul diret deduem�a: 9 limx!0 f(x)g(x) = limx!0 x2 sin 1xsinx = limx!0� xsinx� � �x sin 1x� = 0:Faem observat�ia �a �̂n aest az b) putem aplia Teorema 7 a lui Cauhy (primaregul�a a lui l'Hôspital). Într-adev�ar f(0) = g(0) = 0; f �si g sunt derivabile �̂n 0 (pentrufunt�ia f vezi Problema 2), iar g0(0) = 1 6= 0: Rezult�a, onform Teoremei 7 �a:9 limx!0 f(x)g(x) = f 0(0)g0(0) = 01 = 0:17. S�a se aluleze, folosind regula lui l'Hôspital, urm�atoarele limite:a) limx!0 sin2x� x2 os xx3 ; b) limx!1x � (� � 2 artgx); ) limx!1xsin 1x ;d) limx!0� 1ex � 1 � 1x� ; e) limx!1��2 � artg x� 1lnx ; f) limx!0 tgx� sin xsin3x ;g) limx!a(px +p1� x) 1px+ 1p1�x ; unde a = 0 sau 1; h) limx!0 ln (1 + x arsin x)ax2 � bx2 :Rezolvare. a) Avem:limx!0 sin2x� x2 os xx3 l0H= limx!0 2 sinx os x� 2x os x+ x2 sinx3x2 l0H== limx!0 2 os 2x� 2 os x + 4x sinx+ x2 os x6x l0H== limx!0 �4 sin 2x+ 6 sinx + 6x os x� x2 sinx6 = 0:b) limx!1x � (� � 2artgx) = limx!1 � � 2artgx1x l0H= limx!1 �2 � 11+x2� 1x2 = 2:) limx!1xsin 1x = e limx!1 sin 1x � lnx = e limx!1 lnx1sin 1x l0H= e limx!1 1x1x2 os 1xsin2 1x = e limx!1 xsin2 1xos 1x == e limx!1 sin2 1x1x2 � 1x = e limx!1 1x = e0 = 1:



190 Capitolul 5d) limx!0� 1ex � 1 � 1x� = limx!0 x� ex + 1xex � x l0H= limx!0 1� exex + xex � 1 l0H= limx!0 �ex2ex + xex == �12 :e) limx!1��2�artgx� 1lnx =e limx!1 1lnx ln��2�artgx�=e limx!1 ln ��2�artg x�lnx l0H==e limx!1 1�=2�artg x �� 11+x2�1x =e limx!1�� x1+x2� 1�=2�artgx =e limx!1 � x1+x2�=2�artgx l0H== e limx!1 �1+x2(1+x2)2� 11+x2 = e limx!1 �x2 � 1x2 + 1! = e�1:f) limx!0 tg x� sinxsin3x l0H= limx!0 1os2x � os x3 sin2x os x = limx!0 1� os3x3 os3x sin2x = 13 limx!0 1� os3xsin2x l0H== 13 limx!0 3 os2x � sinx2 sinx os x = 13 � 32 = 12 :g) Avem: limx!a(px +p1� x) 1px+ 1p1�x == limx!a �[(1 +px+p1� x� 1) 1px+p1�x�1 �p1�x+pxpx(1�x) (px+p1�x�1) == elimx!a px +p1� x� 1qx(1� x) = elimx!a 12px � 12p1�x12px(1�x)(1� x� x) = elimx!a p1� x�px1� 2x = e:h) limx!0 ln (1 + x arsin x)ax2 � bx2 l0H= limx!0 11+x arsinx � �arsin x+ xp1�x2�2x ln a � ax2 � 2x ln b � bx2 == 12 ln ab limx!0 arsin xx + 1p1� x2! = 1ln ab ; (a; b > 0; a 6= b):18. S�a se aluleze derivatele �si diferent�ialele de ordinul n (n � 1) pentruurm�atoarele funt�ii:a) f(x) = ex; x 2 IR; b) f(x) = sinx; x 2 IR; ) f(x) = os x; x 2 IR;d) ~f(x) = �1x; lnx� ; x 2 (0;1); e) ~f(x) = � 1x2 � 3x+ 2 ; ln (x� 2); xm� ;m 2 IN�; x 2 (2;1):Rezolvare. a) Avem f (n)(x) = ex; 8 x 2 IR; 8n 2 IN: Demonstr�am aest luruprin indut�ie matemati�a. Pentru n = 1; f 0(x) = ex: Presupunem propozit�ia P (n) :f (n)(x) = ex adev�arat�a �si o demonstr�am pe P (n+ 1). Din f (n+1)(x) = �f (n)�0 (x) == (ex)0 = ex; rezult�a �a �si P (n+ 1) este adev�arat�a.Diferent�iala de ordinul n a funt�iei f �̂ntr-un punt x 2 IR este:dnf(x) = f (n)(x) dxn; dei dnf(x) = ex dxn:b) Derivata de ordinul n a funt�iei f este:



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 191f (n)(x) = sin�x+ n�2 � ; 8 x 2 IR; 8n 2 IN:Formula o demonstr�am prin indut�ie matemati�a. Pentru n = 1; f 0(x) = os x == sin�x + �2� : Presupunem �a f (n)(x) = sin�x+ n�2 � este adev�arat�a �si demonstr�amformula pentru (n+1). Avem: f (n+1)(x)=�f (n)�0 (x)=�sin�x+n�2 ��0=os�x+n�2 �== sin�x + n�2 + �2� = sin x + (n+ 1)�2 ! :Diferent�iala funt�iei f este:dnf(x) = sin�n�2 + x� dxn; 8 x 2 IR; 8n 2 IN�:) Se demonstreaz�a prin indut�ie matemati�a �a:f (n)(x) = os�x + n�2 � ; 8 x 2 IR; 8n 2 IN;iar dnf(x) = os�x+ n�2 � dxn; 8 x 2 IR; 8n 2 IN�:d) Avem ~f (n)(x) = �f (n)1 (x); f (n)2 (x)� ; unde f1(x) = 1x; f2(x) = lnx:Se demonstreaz�a prin indut�ie matemati�a �a:f (n)1 (x) = (�1)nn!xn+1 ; f (n)2 (x) = (�1)n+1(n� 1)!xn ; 8 x 2 (0;1); 8n 2 IN�:Dei:~f (n)(x) =  (�1)nn!xn+1 ; (�1)n+1(n� 1)!xn ! ; 8 x 2 (0;1); 8n 2 IN� �sidn ~f(x) =  (�1)nn!xn+1 dxn; (�1)n+1(n� 1)!xn dxn! ; 8 x 2 (0;1); 8n 2 IN�:e) Avem ~f (n)(x) = (f (n)1 (x); f (n)2 (x); f (n)3 (x)); unde f1(x) = 1x2 � 3x+ 2 ; f2(x) == ln (x� 2); f3(x) = xm:Desompunem pe f1 �̂n frat�ii simple:f1(x) = 1(x� 1)(x� 2) = 1x� 2 � 1x� 1 ; 8 x 2 (2;1);de unde rezult�a �a:f (n)1 (x) = (�1)nn!(x� 2)n+1 � (�1)nn!(x� 1)n+1 ; 8n 2 IN; 8 x 2 (2;1):Pentru f2 �si f3 avem:f (n)2 (x) = (�1)n+1 � (n� 1)!(x� 2)n ; 8n 2 IN �; 8 x 2 (2;1);f (n)3 (x) = 8<: m(m� 1) � � � (m� n+ 1) xm�n; da�a m � n;0; da�a m < n:Dei pentru n � m:~f (n)(x) =  (�1)nn!(x� 2)n+1 � (�1)nn!(x� 1)n+1 ; (�1)n+1(n� 1)!(x� 2)n ; m(m� 1) � � � (m� n+ 1)xm�n! ;iar dn ~f(x) = ~f (n)(x) dxn; 8 x 2 (2;1):



192 Capitolul 5Pentru n > m:~f (n)(x) =  (�1)nn!(x� 2)n+1 � (�1)nn!(x� 1)n+1 ; (�1)n+1(n� 1)!(x� 2)n ; 0! ;iar dn ~f(x) = ~f (n)(x) dxn; 8 x 2 (2;1):19. S�a se demonstreze, folosind metoda indut�iei matematie, formula lui Leibniz-Newton:(f � g)(n) = C0nf (n)g + C1nf (n�1)g0 + � � �Cn�1n f 0g(n�1) + Cnnfg(n); n 2 IN ��si apoi s�a se aplie pentru urm�atoarele funt�ii:a) f(x) = ex sinx; x 2 IR; b) f(x) = xm lnx; x 2 IR�+; m 2 IN ;) f(x) = sin ax � sin bx; x 2 IR; a; b 2 IR�; d) f(x) = x3e�2x; x 2 IR pt. n = 5:S�a se srie �si diferent�ialele de ordinul n ale aestor funt�ii.Rezolvare. Pentru n = 1 formula este adev�arat�a: (f � g)0 = f 0g + fg0 = C01f 0g++C11fg0: S�a presupunem formula adev�arat�a pentru n �si s-o demonstr�am pentru (n+1):(f � g)(n+1) = �(f � g)(n)�0 = �C0nf (n)g + C1nf (n�1)g0 + � � �+ Cn�1n f 0g(n�1) + Cnnfg(n)�0 == C0n �f (n+1)g + f (n)g0�+ C1n �f (n)g0 + f (n�1)g00�+ � � �+ Cn�1n �f 00g(n�1) + f 0g(n)�++Cnn �f 0g(n) + fg(n+1)� = C0nf (n+1)g + (C0n + C1n)f (n)g0 + (C1n + C2n)f (n�1)g00 + � � �++(Cn�1n + Cnn)f 0g(n) + Cnnfg(n+1) = C0n+1f (n+1)g + C1n+1f (n)g0 + C2n+1f (n�1)g00 + � � �++ Cnn+1f 0g(n) + Cn+1n+1fg(n+1):Dei formula este adev�arat�a �si pentru (n + 1). Conform prinipiului indut�ieimatematie rezult�a �a formula lui Leibniz-Newton este adev�arat�a pentru 8n 2 IN�:a) Din Problema 18 a)-b) avem: (ex)(n) = ex, iar (sinx)(n) = sin�n�2 + x� ; 8 x 22 IR; 8n 2 IN: Dei: f (n)(x) = nXk=0Ckn(ex)(n�k)(sinx)(k) == nXk=0Cknex sin k�2 + x! ; 8 x 2 IR; 8n 2 IN� �sidnf(x) =  nXk=0Cknex sin k�2 + x!! dxn; 8 x 2 IR; 8n 2 IN�:b) Conform Problemei 18 d)-e) obt�inem: f (n)(x) = nXk=0Ckn(xm)(n�k)(lnx)(k) == 8>>>><>>>>: nXk=0Ckn m!(m� n + k)!xm�n+k � (�1)k+1(k � 1)!xk ; da�a n � m;nXk=n�mCkn m!(m� n+ k)!xm�n+k � (�1)k+1(k � 1)!xk ; da�a n > m:Dei:



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 193f (n)(x) = 8>>>><>>>>: nXk=0(�1)k+1Cknm!(k � 1)!(m� n+ k)! xm�n; da�a n � m;nXk=n�m(�1)k+1Cknm!(k � 1)!(m� n + k)! xm�n; da�a n > m;iar dnf(x) = f (n)(x) dxn; 8n 2 IN �; 8 x 2 (0;1):) Avem: f (n)(x) = nXk=0Ckn(sin ax)(n�k)(sin bx)(k) == nXk=0Cknan�kbk sin ax + (n� k)�2 ! sin bx + k�2 ! ; 8 x 2 IR; n 2 IN�;iar dnf(x) = f (n)(x) dxn; 8 x 2 IR; 8n 2 IN�:d) f (5)(x) = C25 6 � (�2)2e�2x + C35 6x � (�2)3e�2x + C45 3x2 � (�2)4e�2x++C55 x3 � (�2)5e�2x = (240� 480x+ 240x2 � 32x3)e�2x; 8 x 2 IR;iar d5f(x) = (240� 480x+ 240x2 � 32x3)e�2x dx5; 8 x 2 IR:20. S�a se veri�e �a da�a f(x) = (ax+ b)m � (x + d)n�m�1 atuni:f (n)(x) = m(m� 1) � � � (m� n+ 1)(ad� b)n(ax + b)m�n(x + d)�m�1:Rezolvare. Demonstr�am relat�ia din enunt� prin indut�ie matemati�a. Pentrun = 1 avem f(x) = (ax + b)m(x+ d)�m �si:f 0(x) = ma(ax + b)m�1(x + d)�m + (�m)(ax + b)m(x + d)�m�1 == (ax+b)m�1(x+d)�m�1m[a(x+d)�(ax+b)℄ = m(ad�b)(ax+b)m�1(x+d)�m�1:Presupunem adev�arat�a relat�ia pentru n� 1, adi�a:dn�1dxn�1 h(ax + b)m(x + d)n�m�2i = m(m� 1) � � � (m� n+ 2)(ad� b)n�1��(ax + b)m�n+1(x+ d)�m�1�si o vom demonstra pentru n (relat�ia din enunt�). Avem:dndxn h(ax + b)m(x+ d)n�m�1i = dndxn n(x+ d) h(ax+ b)m(x + d)n�m�2io Prob:19== n dn�1dxn�1 h(ax + b)m(x+ d)n�m�2i + (x+ d) dndxn h(ax+ b)m(x + d)n�m�2i == n dn�1dxn�1 h(ax + b)m(x+ d)n�m�2i+(x+d) ddx( dn�1dxn�1 h(ax + b)m(x + d)n�m�2i)== nm(m�1) � � � (m�n+2)(ad�b)n�1(ax+b)m�n+1(x+d)�m�1+(x+d) ddx [m(m� 1)�� � � � (m�n+2) � (ad�b)n�1(ax+b)m�n+1(x+d)�m�1℄=nm(m�1) � � � (m�n+2)��(ad�b)n�1(ax+b)m�n+1 �(x+d)�m�1+(x+d)m(m�1) � � � (m�n+2)(ad�b)n�1�� [a(m� n+ 1)(ax+ b)m�n(x + d)�m�1 � (m+ 1)(ax + b)m�n+1(x + d)�m�2℄ == m(m�1) � � � (m�n+2)(ad�b)n�1(ax+b)m�n �(x+d)�m�1[n(ax+b)+a(x+d)��(m�n+1)�(m+1)(ax+b)℄ = m(m�1) � � � (m�n+2)(ad�b)n�1(ax+b)m�n(x+



194 Capitolul 5+d)�m�1[anx+bn+amx+adm�anx�adn+ax+ad�max�ax�mb�b℄ == m(m�1) � � � (m�n+2)(ad� b)n�1(ax+ b)m�n(x+d)�m�1[bn+adm�adn+ad��mb� b℄ = m(m� 1) � � � (m� n+2)(ad� b)n�1(ax+ b)m�n(x+ d)�m�1(ad� b)��(m� n + 1) = m(m� 1) � � � (m� n + 2)(m� n + 1)(ad� b)n(ax + b)m�n��(x + d)�m�1:21. S�a se srie formula lui Ma-Laurin u restul lui Lagrange pentru urm�atoarelefunt�ii:a) f(x) = sin x; x 2 IR; b) f(x) = os x; x 2 IR; ) f(x) = ex; x 2 IR;d) f(x) = ln (1 + x); x 2 (�1;1); e) f(x) = (1 + x)�; x 2 (�1;1); � 2 IR:Rezolvare. a) Deoaree f (2m)(x) = (�1)m sinx �si f (2m+1)(x) = (�1)m os xrezult�a �a f (2m)(0) = 0 �si f (2m+1)(0) = (�1)m; 8m 2 IN: Dei pentru 8 x 2 IR :sinx= pXk=1(�1)k�1 x2k�1(2k � 1)!+(�1)p x2p(2p)! sin (�2p�1x); pentru n=2p� 1; �2p�12(0; 1)�si sin x= pXk=1(�1)k�1 x2k�1(2k � 1)! + (�1)p x2p+1(2p+1)! os (�2px); pentru n=2p; �2p2(0; 1):b) Deoaree f (2m)(x) = (�1)m os x �si f (2m+1)(x) = (�1)m+1 sinx rezult�a �af (2m)(0) = (�1)m �si f (2m+1)(0) = 0; 8m 2 IN: Dei pentru 8 x 2 IR:os x= pXk=0(�1)k x2k(2k)! + (�1)p+1 x2p+1(2p+1)! sin (�2px); pentru n=2p; �2p2(0; 1) �sios x= p�1Xk=0(�1)k x2k(2k)! + (�1)p x2p(2p)! os (�2p�1x); pentru n=2p� 1; �2p�12(0; 1):) Deoaree (ex)(m) = ex; rezult�a �a f (m)(0) = 1; 8m 2 IN �si dei pentru 8 x 2 IRavem: ex = nXk=0 xkk! + xn+1(n + 1)!e�nx; �n 2 (0; 1):d) Din f (m)(x) = (�1)m�1 (m� 1)!(1 + x)m ; 8m 2 IN� �si f (m)(0) = (�1)m�1(m � 1)!pentru m 2 IN� �si f (0)(0) = 0 rezult�a �a pentru 8 x 2 (�1;1):ln (1 + x) = nXk=1(�1)k�1 (k � 1)!k! xk + (�1)n n!(n+ 1)!xn+1 1(1 + �nx)n+1 == nXk=1 (�1)k�1k xk + (�1)n xn+1n + 1 � 1(1 + �nx)n+1 ; �n 2 (0; 1):e) Deoaree f (m)(x) = �(�� 1) � � � (��m+1)(1+x)��m; m 2 IN�; iar f (m)(0) == �(�� 1) � � � (��m+ 1); m 2 IN� �si f(0) = 1 rezult�a �a pentru 8 x 2 (�1;1) :(1 + x)� = 1 + nXk=1�(�� 1) � � � (�� k + 1)xkk! + xn+1(n+ 1)!�(�� 1) � � � (�� n)��(1 + �nx)��n�1; �n 2 (0; 1):



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 19522. S�a se dezvolte funt�ia f(x) = ex; x 2 IR dup�a puterile binomului (x� 1).Rezolvare. Folosim formula lui Taylor pentru x0 = 1: Deoaree f (k)(x) = ex �sif (k)(1) = e; 8 k 2 IN rezult�a �a pentru 8 x 2 IR :ex = e "1 + x� 11! + (x� 1)22! + � � �+ (x� 1)nn! # + e�n(x� 1)n+1(n + 1)! ;unde �n = 1 + �n(x� 1); �n 2 (0; 1):23. S�a se dezvolte polinomul P (x) = x3 � 5x2 + 7x� 1 dup�a puterile lui (x� 2).Rezolvare. Avem:P (x) = P (2) + x� 21! P 0(2) + (x� 2)22! P 00(2) + (x� 2)33! P 000(2) == 1 + x� 21! (�1) + (x� 2)22! 2 + (x� 2)33! 6 = (x� 2)3 + (x� 2)2 � (x� 2) + 1:24. S�a se evalueze eroarea omis�a �̂n aproximarea:e�1 ' 1� 11! + 12! � 13! + 14! � 15! :Rezolvare. Deoaree:ex = 1 + x1! + x22! + x33! + x44! + x55! + x66! e�x; � 2 (0; 1)rezult�a �a: e�1 = 1� 11! + 12! � 13! + 14! � 15! + 16!e��:Dei eroarea omis�a prin aproximarea lui e�1 u �1� 11! + 12! � 13! + 14! � 15!� == 0; 3666 este " = e��6! : Deoaree � 2 (0; 1) rezult�a �a " < 16! = 1720 : Dei eroarea estemai mi�a deât 0; 0014:25. S�a se aluleze valoarea aproximativ�a pentru 4p83 �si s�a se evalueze eroareaomis�a.Rezolvare. Avem 83 = 81 + 2 = 34 + 2: Consider�am funt�ia f(x) = x1=4 pe areo dezvolt�am dup�a formula lui Taylor de ordinul doi (n = 2) �̂n puntul x0 = 34:f(x) = 3+ x� 341! � 14 � 27� (x� 34)22! � 116 � 36 + (x� 34)33! � 2164 h34 + �(x� 34)i�11=4 ; � 22 (0; 1):Pentru x = 83 obt�inem:4p83 = 3 + 24 � 27 � 42! � 16 � 36 + 8 � 213! � 64(2� + 34)�11=4 == 3 + 154 � 136 � 23 + 716(2� + 34)�11=4; � 2 (0; 1):Rezult�a �a 4p83 ' 3 + 154 � 15832 ' 3; 01835 �si eroarea omis�a este " = 716(2�++34)�11=4: Deoaree � 2 (0; 1) rezult�a �a " < 716 � 3�11 < 2; 47 � 10�6:



196 Capitolul 526. S�a se aluleze 5p40 u ini zeimale exate.Rezolvare. Consider�am funt�ia f(x) = x1=5 �si apli�am formula lui Taylor pentruaeast�a funt�ie �̂n puntul x0 = 25 = 32: Avem:f(x) = f(25) + x� 251! f 0(25) + � � �+ (x� 25)nn! f (n)(25) + (x� 25)n+1(n+ 1)! f (n+1)(�n);�n = 25 + � � (x� 25); � 2 (0; 1):Calul�am derivatele funt�iei f . Obt�inem: f 0(x) = 15x�4=5; f 00(x) = � 452x�9=5;f 000(x) = 4 � 953 x�14=5; � � � ; f (n)(x) = (�1)n�14 � 9 � � � (5n� 6)5n x�(5n�1)=5:Pentru a avea o eroare mai mi�a deât 10�5 trebuie s�a impunem ondit�ia jRn(40)j << 10�5: Dar:jRn(40)j = 8n+1(n+ 1)! � 4 � 9 � � � (5n� 1)5n+1 � �� 5n+45n < 8n+1(n+ 1)! � 4 � 9 � � � (5n� 1)5n+1 � 2�5n�4 == �85�n+1 � 4 � 9 � � � (5n� 1)(n+ 1)! 25n+4 :Punând ondit�ia:�85�n+1 � 4 � 9 � � � (5n� 1)(n+ 1)! 25n+4 < 10�5obt�inem n � 5: Dei pentru n = 5 avem:5p40 ' T5(40) = 2 + 81! � 15 � 2�4 � 822! � 452 � 2�9 + 833! � 4 � 953 � 2�14��844! � 4 � 9 � 1454 � 2�19 + 855! � 4 � 9 � 14 � 1955 � 2�24 = 2; 09128u o eroare mai mi�a deât 9; 975 � 10�6.27. S�a se aluleze u ajutorul formulei lui Taylor urm�atoarele limite:a) limx!0 p1 + x2 � 1x2 ; b) limx!a sin x� sin ax� a ; ) limx!0 ex sinx� x(1 + x)x3 ;d) limx!0 tgx� sin xx3 ; e) limx!1 �x� x2 ln�1 + 1x�� ; f) limx!0 3p1 + x3 � 1x3 ;g) limx!0 x� sinx3 sin 2x� 2 sin 3x ; h) limx!1� xx� 1 � 1lnx� :Rezolvare. a) Folosind formula lui Ma-Laurin obt�inem:p1 + x2 � 1 = x1!  xp1 + x2! �����x=0 + x22!  1(1 + x2)3=2! �����x=0 +R2(x) == x22 +R2(x); unde limx!0 R2(x)x2 = 0:Atuni: limx!0 p1 + x2 � 1x2 = limx!0 x22 +R2(x)x2 = limx!0 12 + R2(x)x2 ! = 12 :b) Folosind formula lui Taylor u x0 = a, avem:



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 197sin x = sin a+ x� a1! os a+R1(x); unde limx!a R1(x)x� a = 0:Dei:limx!a sinx� sin ax� a = limx!a (x� a) os a +R1(x)x� a = os a+ limx!a R1(x)x� a = os a:) Avem: ex = 1 + x1! + x22! +R2(x); unde limx!0 R2(x)x2 = 0 �sisinx = x� x33! +R3(x) u limx!0 R3(x)x3 = 0:Atuni:ex sinx� x(1 + x)x3 = �1 + x+ x22 +R2(x)� �x� x33! +R3(x)�� x� x2x3 == x+x2+ x32 +xR2(x)� x36 � x46 � x512� x36 R2(x)+R3(x) �1+x+ x22 +R2(x)��x�x2x3 == x33 � x46 � x512 + xR2(x)� x36 R2(x) +R3(x) �1 + x+ x22 +R2(x)�x3 :Dei: limx!0 ex sinx� x(1 + x)x3 = 13 + limx!0 R2(x)x2 � 16 limx!0 x2 � R2(x)x2 ++ limx!0 R3(x)x3  1 + x+ x22 +R2(x)! = 13 :d) Avem: tgx = x + x33 +R3(x) u limx!0 R3(x)x3 = 0; iarsinx = x� x33! + eR3(x) u limx!0 eR3(x)x3 = 0:Atuni:limx!0 tg x� sinxx3 = limx!0 x + x33 +R3(x)� x� x36 � eR3(x)x3 = 12 + limx!0 R3(x)x3 �� limx!0 eR3(x)x3 = 12 :e) Not�am 1x = y; atuni:limx!1 �x� x2 ln �1 + 1x�� = limy!0+ "1y � 1y2 ln (1 + y)# :Din: ln (1 + y) = y � y22 +R2(y); u limy!0 R2(y)y2 = 0; obt�inem:limy!0+ 241y � y � y22 +R2(y)y2 35 = limy!0+ 12 � R2(y)y2 ! = 12 :f) Avem: 3p1 + x3 = 1 + 2x33! +R3(x) u limx!0 R3(x)x3 = 0;de unde rezult�a �a:limx!0 3p1 + x3 � 1x3 = 13 + limx!0 R3(x)x3 = 13 :g) Avem:



198 Capitolul 5limx!0 x� sinx3 sin 2x� 2 sin 3x = limx!0 x� x + x33! � R3(x)3 �2x� 8x33! + �R3(x)�� 2 �3x� 27x33! + ��R3(x)� == limx!0 16 � R3(x)x3�4 + 3 �R3(x)x3 + 9� 2 ��R3(x)x3 = 130 :h) Not�am x� 1 = y, de unde rezult�a x = y + 1. Atuni:limx!1� xx� 1 � 1lnx� = limy!0 y + 1y � 1ln (1 + y)! = limy!0 (y + 1) ln (1 + y)� yy ln (1 + y) == limy!0 (y + 1) �y � y22 +R2(y)�� yy �y � y22 +R2(y)� = limy!0 y2 + y � y32 � y22 + yR2(y) +R2(y)� yy2 � y32 + yR2(y) == limy!0 y22 � y32 + (1 + y)R2(y)y2 � y32 + yR2(y) = limy!0 12 � y2 + (1 + y)R2(y)y21� y2 + yR2(y)y2 = 12 ;deoaree limy!0 R2(y)y2 = 0:
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Figura 5.128. S�a se determine extremele loale ale funt�iei f : IR! IR;f(x) = 8><>: min�x3; 1x� ; da�a x 6= 0;0; da�a x = 0:Rezolvare. Utilizând gra�ele funt�iilor f1(x) = x3 �si f2(x) = 1x trasate �̂n raportu aela�si sistem de axe (vezi Figura 5.1), g�asim:



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 199f(x) = 8>>>><>>>>: x3; da�a x 2 (�1;�1℄ [ (0; 1℄;1x; da�a x 2 (�1; 0) [ [1;1);0; da�a x = 0:Se observ�a �a x = �1 este un punt de ontinuitate, iar f este res�atoare pe(�1;�1) �si desres�atoare pe (�1; 0). De aeea x = �1 este punt de maxim lo-al �si maxx2(�1;0) f(x) = f(�1) = �1: Analog x = 1 este un punt de maxim loal �simaxx2(0;1) f(x) = f(1) = 1.29. S�a se determine puntele de extrem pentru urm�atoarele funt�ii:a) f : IR! IR; f(x) = 2 sinx+ x2; b) f : IR! IR; f(x) = a os x + b sinx;a2 + b2 6= 0; ) f : IR! IR; f(x) = 8<: xn; da�a x � 0;xn + e�1=x; da�a x > 0; n 2 IN�;d) f : (0;1)! IR; f(x) = (x� 1) lnx� x:Rezolvare. a) Derivata funt�iei f este f 0(x) = 2 (os x + x): R�ad�aina euat�ieif 0(x) = 0 este x0 2 (��=2; 0), dup�a um se vede �si din gra�ele funt�iilor h1(x) = os x�si h2(x) = �x (vezi Figura 5.2).Deoaree f 00(x0) = 2 (� sinx0 + 1) > 0 rezult�a �a x0 este un punt de minim(global) pentru funt�ia f .
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Figura 5.2b) Avem:f 0(x) = �a sinx + b os x = pa2 + b2  � apa2 + b2 sin x+ bpa2 + b2 os x! :Observ�am �a 9' 2 [0; 2�) uni astfel �̂nât sin' = apa2 + b2 �si os' = bpa2 + b2 :Atuni: f 0(x) = pa2 + b2 (os x os' � sin x sin') = pa2 + b2 os (x + '): R�ad�ainileeuat�iei f 0(x) = 0 sunt x1k = �'� �2 + 2k� �si x2k = �'+ �2 + 2k�; k 2 Z: Deoareef 00(x) = �pa2 + b2 sin (x + ') avem: f 00(x1k) = �pa2 + b2 sin (��=2 + 2k�) =



200 Capitolul 5= pa2 + b2 > 0 �si f 00(x2k) = �pa2 + b2 sin (�=2 + 2k�) = �pa2 + b2 < 0, de underezult�a �a puntele x1k = �'��=2+2k�; k 2 Z sunt punte de minim pentru funt�iaf , iar x2k = �' + �=2 + 2k�; k 2 Z sunt punte de maxim pentru funt�ia f .) Funt�ia f posed�a derivate de orie ordin, �̂n orie punt x 6= 0. În plus:0 = f(0) = f 0(0) = � � � = f (n�1)(0) = f (n+1)(0) = � � � ; f (n)(0) = n!:Da�a n este par, puntul x = 0 este punt de minim (global), iar da�a n este imparatuni x = 0 nu este punt de extrem (este punt de inexiune).d) Derivata funt�iei f este f 0(x) = lnx+ x� 1x � 1 = lnx� 1x: R�ad�aina euat�ieif 0(x) = 0 este x0 2 (1; e); dup�a um se vede din reprezentarea gra��a a funt�iilorh1(x) = lnx �si h2(x) = 1x (vezi Figura 5.3).
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Figura 5.3Deoaree f 00(x0) = 1x0 + 1x20 > 0 rezult�a �a puntul x0 este un punt de minim(global) pentru funt�ia f .30. S�a se determine puntele de extrem pentru urm�atoarele funt�ii:a) f(x) = sin4x � os3x; x 2 IR; b) f(x) = a2sin2x + b2os2x ; a; b > 0; x 6= k�2 ;) f(x) = ex2e�x2 ; x 2 IR; d) f(x) = sin x1 + tg x; x 6= ��4 + k�; x 6= �2 + k�; k 2 Z:Rezolvare. a) Derivata funt�iei f este:f 0(x) = 4 sin3x os4x� 3 sin5x os2x = sin3x os2x (4 os2x� 3 sin2x):Euat�ia f 0(x) = 0 ne d�a: sin x = 0 ) x1k = k�; k 2 Z; os x = 0 ) x2k = �=2 + k�;k 2 Z; 4os2x � 3sin2x = 0 ) 3tg2 x = 4 (os x 6= 0; pentru os x = 0 obt�inemsolut�iile x2k) ) tgx = � 2p3 ) x3k = �artg 2p3 + k�; k 2 Z:Pentru a veri�a da�a puntele stat�ionare obt�inute mai sus sunt punte de extremsau nu, alul�am derivatele de ordin superior. Avem:



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 201f 00(x) = 12 sin2x os5x� 16 sin4x os3x� 15 sin4x os3x + 6 sin6x os x == sin2x os x (12 os4x� 31 sin2x os2x + 6 sin4x):Deoaree f 00(x3k) = �2249 os7x3k 6= 0 deduem �a puntele x3k sunt punte de extrempentru funt�ia f �si anume ele pentru are os x3k > 0 : x32k = �artg 2p3+2k�; k 2 Z,adi�a f 00(x3k) < 0; sunt punte de maxim, iar ele pentru are os x3k < 0 : x32k+1 == �artg 2p3 + (2k + 1)�; k 2 Z, adi�a f 00(x3k) > 0 sunt punte de minim.Pentru x1k �si x2k avem f 00(x1k) = f 00(x2k) = 0: Calul�am derivatele urm�atoare:f 000(x) = 24 sinxos6x� 60sin3xos4x� 124sin3xos4x+ 93sin5xos2x+ 36sin5xos2x��6sin7x = 24sinxos6x� 184sin3xos4x + 129sin5xos2x� 6sin7x:Pentru x1k avem f 000(x1k) = 0; iar pentru x2k, f 000(x2k) = �6 sin7x2k = �6 6= 0.Deduem �a puntele x2k nu sunt punte de extrem. Pentru a stabili natura puntelorx1k trebuie s�a alul�am �si derivata a patra a funt�iei f :f (4)x = 24 os7x�144 sin2x os5x�552 sin2x os5x+736 sin4x os3x+645 sin4x os3x��258 sin6x os x�42 sin6x os x = 24 os7x�696 sin2x os5x+1381 sin4x os3x�300 sin6x�� os x; iar f (4)(x1k) = 24 os7x1k = �24 6= 0:Rezult�a �a puntele x1k sunt punte de extrem �si anume x12k = 2k�; k 2 Z pentruare f (4) > 0 sunt punte de minim, iar x12k+1 = (2k+1)�; k 2 Z; pentru are f (4) < 0sunt punte de maxim.Valorile extreme ale lui f sunt:f(x1k) = 0 �si f(x3k) = 169 os7x3k = 169 "(�1)k os  artg 2p3!#7 = (�1)k 169  p3p7!7 :b) Avem: f 0(x) = �2a2 sin x os xsin4x + 2b2 os x sin xos4x = �2a2 os xsin3x + 2b2 sinxos3x :Euat�ia f 0(x) = 0 , a2 os4x� b2 sin4x = 0; os x 6= 0; sinx 6= 0 , tg x = �rab aresolut�iile xk = �artgrab + k�; k 2 Z: Derivata a doua a funt�iei f este:f 00(x) = �2a2�sin4x� 3 sin2x os2xsin6x + 2b2 os4x + 3 os2x sin2xos6x == 2a2 sin2x + 3 os2xsin4x + 2b2 os2x + 3 sin2xos4x :Avem: f 00(xk) = 2a2 ab os2xk + 3 os2xka2b2 os4xk + 2b2 os2xk + 3ab os2xkos4xk =="2a2 (a + 3b)ba2 + 2b2 b + 3ab # 1os2xk =8b(a+b) 1os2xk =8b(a+b) � a+ bb =8(a+b)2>0:Rezult�a �a puntele xk sunt punte de minim pentru funt�ia f , iar:



202 Capitolul 5f(xk) = b (a+ b) 1os2xk = (a+ b)2:) Avem:f 0(x) = �2xe�x2 � 2x3e�x2� ex2e�x2 = 2x(1� x2)e�x2 � ex2e�x2 = 2x(1� x2)ex2(e�x2�1):Euat�ia f 0(x) = 0 are solut�iile x1 = 0; x2 = 1; x3 = �1: Derivata a doua a funt�iei feste:f 00(x) = (2� 6x2)ex2(e�x2�1) + 2x(1� x2)(2xe�x2 � 2x3e�x2 � 2x)ex2(e�x2�1) == (2� 6x2 � 4x2 + 4x4)ex2(e�x2�1) + 4x2(1� x2)2e�x2 � ex2(e�x2�1) = (2� 10x2++4x4)ex2(e�x2�1) + 4x2(1� x2)2ex2(e�x2�2):Avem f 00(0) = 2 > 0; dei x1 = 0 este punt de minim; f 00(1) = �4ee�1�1 < 0, dei x2este punt de maxim, iar f 00(�1) = �4ee�1�1 < 0; dei x3 este �si el punt de maxim.Extremele funt�iei f sunt: f(0) = 1; f(1) = f(�1) = ee�1 :d) Avem:f 0(x) = os x (1 + tg x)� sinx 1os2x(1 + tg x)2 = (sinx+ os x) os2x� sinx(sinx + os x)2 = os3x� sin3x(sinx + os x)2 :Euat�ia f 0(x) = 0 are solut�iile xk = �4 + k�; k 2 Z: Derivata a doua a funt�iei feste:f 00(x) = �3 sin x os x(sin x+ os x)2 � 2(os x� sin x)2(1 + sin x os x)(sin x+ os x)3 == �3 sinx os x(1 + 2 sinx os x)(sinx + os x)3 � 2(1� 2 sinx os x)(1 + sin x os x)(sinx + os x)3 == �2� sin x os x� 2 sin2x os2x(sinx + os x)3 :Avem f 00(xk) = �2� sin2xk � 2 sin4xk8 sin3xk : Rezult�a �a f 00(xk) < 0 pentru x2k == �4 + 2k�; k 2 Z, dei x2k sunt punte de maxim �si f 00(xk) > 0 pentru x2k+1 = �4++(2k + 1)�; k 2 Z; dei x2k+1 sunt punte de minim. Extremele lui f sunt: f(x2k) == p24 , iar f(x2k+1) = �p24 :31. Fie M �si m extremele loale ale funt�iei x!f(x)=ax3 + px + q; x 2 IR;ap < 0: S�a se arate �a M m = q2 + 4p327a:Rezolvare. R�ad�ainile euat�iei f 0(x) = 0 , 3ax2 + p = 0 sunt x1;2 = �r� p3a:Deoaree f 00(x) = 6ax, rezult�a �a f 00(x1;2) = �6ar� p3a ; dei x1 = �r� p3a este puntde maxim pentru funt�ia f , iar x2 = r� p3a este punt de minim pentru f .Rezult�a �a M = f ��r� p3a� = �2p3 r� p3a + q , iar m = f �r� p3a� =



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 203= 2p3 r� p3a + q: Atuni mM = q2 � 4p29 �� p3a� = q2 + 4p327a:32. Se onsider�a funt�ia x ! f(x) = m� xx2 � 3x+ 2, unde m este un parametru.Care este num�arul extremelor lui f ând m ia valori reale?Rezolvare. Domeniul de de�nit�ie al funt�iei f este IR n f1; 2g: Derivata f 0 este:f 0(x) = �x2 + 3x� 2� (m� x)(2x� 3)(x2 � 3x + 2)2 = x2 � 2mx + (3m� 2)(x2 � 3x+ 2)2 :Disriminantul trinomului x2 � 2mx + (3m � 2) este � = 4(m � 1)(m � 2): Da�a� < 0 , m 2 (1; 2) atuni f 0(x) = 0 nu are solut�ii reale, dei f nu are extreme.Da�a � > 0 , m 2 (�1; 1) [ (2;1) atuni euat�ia f 0(x) = 0 are dou�a solut�ii realex1;2 = m � q(m� 1)(m� 2): Deoaree la treerea prin aeste punte f 0 �̂�si shimb�asemnul, rezult�a �a x1 �si x2 sunt punte de extrem. Pentru m = 1 sau m = 2 funt�iaf(x) = � 1x� 2 ; respetiv f(x) = � 1x� 1 nu are extreme.33. S�a se arate �a:a) Dintre toate dreptunghiurile u aela�si perimetru ea mai mare arie o arep�atratul.b) Dintre toate dreptunghiurile u aeea�si arie el mai mi perimetru �̂l are p�atratul.Rezolvare. a) Not�am u P perimetrul dreptunghiurilor, iar u x �si y laturile unuiastfel de dreptunghi. Atuni P = 2 (x+ y), iar aria A = x � y = x�P2 � x� : Trinomulx�P2 � x� �̂�si atinge maximul �̂n xmax = P4 , iar Amax = P 216 : Pentru xmax = P4 rezult�aymax = P2 � P4 = P4 , dei xmax = ymax, adi�a dreptunghiul u aria maxim�a estep�atratul.b) Fie A aria dreptunghiurilor, iar x �si y laturile unui astfel de dreptunghi. AtuniA = x � y, iar P = 2 (x + y) = 2�x+ Ax � : Deoaree euat�ia P 0(x) = 0 are solut�iapozitiv�a x = pA, iar P 00(pA) = 4pA > 0 rezult�a �a x = pA este punt de minimpentru funt�ia P = P (x): Valoarea minim�a pentru P este Pmin = 4pA, iar ymin == pA = xmin: Rezult�a �a dreptunghiul u perimetrul minim este p�atratul.34. Dintre toate onurile de generatoare dat�a g, s�a se determine onul de volummaxim.Rezolvare. Volumul unui on de raz�a r �si generatoare g este V = �r2h3 ; uh = pg2 � r2; dei V = �r2pg2 � r23 : Vom determina r astfel �̂nât V (r) s�a �e maxim.Avem:



204 Capitolul 5V 0(r) = �3 "2rqg2 � r2 � r2 rpg2 � r2# = �3 � 2r(g2 � r2)� r3pg2 � r2 = 2rg2 � 3r3pg2 � r2 � �3 :Rezult�a �a V 0(r) = 0 pentru r0 = gp2p3 = gp63 : Pentru aeast�a valoare a lui r,V 00(r0) < 0: Dei volumul respetiv este maxim. Dei onul �autat de volum maximare raza bazei r0 = gp63 �si �̂n�at�imea h0 = sg2 � 6g29 = gp33 :35. S�a se irumsrie unei sfere un on având volumul minim.Rezolvare. Fie R raza sferei date. Not�am u r raza bazei onului irumsrissferei, iar u h �̂n�alt�imea aestui on. Din asem�anarea 4V OM u 4V O1B (veziFigura 5.4) obt�inem:Rr = h� Rph2 + r2 ) Rph2 + r2 = r(h� R) (h > 2R) ) r2[(h� R)2 � R2℄ = R2h2 )) r2 = R2h2h2 � 2hR:Calulând volumul onului �̂n funt�ie de h deduem:V olon = �r2h3 = �R2h33(h2 � 2hR) :
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Figura 5.5Vom determina �̂n ontinuare pe h �̂n funt�ie de R astfel �̂nât volumul onului ir-umsris sferei s�a �e minim. Pentru aeasta s�a onsider�am funt�ia f : (2R;1)! IR;f(x) = x3x2 � 2xR . Calul�am puntele sale stat�ionare:f 0(x) = 0 , x2(x2 � 4xR)(x2 � 2xR)2 = 0 ) x0 = 4R:Pentru x0 = 4R; f 00(x0) > 0; dei aest punt reprezint�a un punt de minim pentrufunt�ia f . Rezult�a �a pentru h = 4R �si r = Rp2 obt�inem onul de volum minimirumsris sferei date. Volumul onului este:V olon = �R23 � 64R316R2 � 8R2 = 8�R33 = 2V olsferei;



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 205dei volumul minim al onului irumsris sferei este dublul volumului sferei.36. Într-o sfer�a de raz�a dat�a R s�a se �̂nsrie un ilindru de volum maxim.Rezolvare. S�a not�am lungimea lui OA (jum�atate din �̂n�alt�imea ilindrului) ux (vezi Figura 5.5). Atuni raza bazei ilindrului este AB = pR2 � x2, iar volumulV = � AB2 � h = �(R2� x2) � 2x = 2�x(R2 � x2): Derivata aestei funt�ii (de variabil�ax) este: V 0 = 2�(R2 � 3x2): Solut�ia euat�iei V 0(x) = 0 este x0 = R=p3: DeoareeV 00(x0) = �12�x0 < 0, rezult�a �a pentru aeast�a valoare x0 volumul ilindrului estemaxim, iar valoarea volumului maxim este:Vmax = 2� Rp3  R2 � R23 ! = 4�R33p3 :Se observ�a �a Vmax = 1p3Vsf ;  Vsf = 4�R33 ! :37. Dintre toate dreptunghiurile u perimetrul de 24 m, are este el e d�a prinrotat�ie �̂n jurul bazei un ilindru de volum maxim?Rezolvare. S�a not�am lungimile laturilor dreptunghiului u x �si y. Da�a drep-tunghiul se rote�ste �̂n jurul laturii AB = x (vezi Figura 5.6), atuni volumul ilindruluieste V = �y2x: Deoaree 2 (x + y) = 24 rezult�a �a x = 12 � y, iar V = � (12� y)y2:Derivata funt�iei V (̂�n variabila y) este V 0(y) = 24�y � 3�y2; are se anuleaz�a �̂ny1 = 0 �si y2 = 8. Valoarea y = 0 ne d�a un ilindru redus la o drept�a. Valoarea �autat�aeste y = 8 (V 00(8) = �24� < 0): În aest az x = 4, iar volumul maxim este V = 256�.
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Figura 5.738. S�a se �̂nsrie �̂ntr-o sfer�a de raz�a R un trunhi de on, având una din baze uner mare �sia) suprafat�a lateral�a maxim�a;b) suprafat�a total�a maxim�a.Rezolvare. a) Avem Al = �g(R + r): Din 4BCD (vezi Figura 5.7) avem:



206 Capitolul 5g = qh2 + (R� r)2; iar din 4OO0C: h2 = R2 � r2; deig = pR2 � r2 +R2 � 2Rr + r2 = q2 (R2 � Rr): Rezult�a:Al = � (R + r)q2 (R2 � Rr) = p2� (R + r)pR2 � Rr:Consider�am funt�ia '(r) = (R + r)pR2 � Rr; �areia �̂i vom determina puntele deextrem. Avem:'0(r) = pR2 � Rr+(R+r)� �R2pR2 � Rr = 2R2 � 2Rr �R2 � rR2pR2 � Rr = R2 � 3Rr2pR2 �Rr :Rezult�a �a '0(r) = 0 pentru r0 = R3 , iar '00(r0) < 0: Deduem astfel �a pentru aeast�avaloare a lui r suprafat�a lateral�a a trunhiului de on este maxim�a. În�alt�imea sa este:h = sR2 � R29 = 2p2R3 :b) Avem:At = �g (R + r) + �R2 + �r2 = � (R + r)q2 (R2 � Rr) + �R2 + �r2:Atuni: A0t(r) = �q2 (R2 � Rr) + � (R + r) �2R2q2 (R2 �Rr) + 2�r == � �R2 � 3Rr + 2rq2 (R2 � Rr)�q2 (R2 � Rr) :Rezult�a �a A0t(r) = 0 , R2�3Rr+2rq2 (R2 � Rr) = 0: Dei r > R3 �si dup�a separarearadialului �̂n euat�ia de mai sus, prin ridiare la p�atrat, obt�inem:4r2 (2R2 � 2Rr) = R4 + 9R2r2 � 6R3r , 8R2r2 � 8Rr3 = R4 + 9R2r2 � 6R3r ,, R4 +R2r2 + 8Rr3 � 6R3r = 0 , 8Rr3 +R2r2 � 6R3r +R4 = 0:Rezult�a r1 = �R �si 8Rr2 � 7R2r +R3 = 0; de unde r2;3 = 7R�p17R16 :Solut�ia bun�a este r2 = 7R+p17R16 > R3 ; pentru are A00t (r2) < 0: Generatoareatrunhiului de on u razele bazelor R �si r2 este:g = vuut2 R2 � R � 7R +p17R16 ! = R4q18� 2p17 = R4 (p17� 1):39. Prin m�asurarea diret�a s-a g�asit �a diametrul unui er este x = 4; 2 m,eroarea maxim�a �ind mai mi�a deât 0; 05 m. S�a se g�aseas�a eroarea maxim�a aproxi-mativ�a omis�a �̂n evaluarea ariei A a aestui er. S�a se ae eroarea relativ�a dAA �si eaproentual�a dAA 100:Rezolvare. Deoaree jdxj � 0; 05 m este mi �̂n raport u x rezult�a �a putemaproxima variat�ia ariei 4A prin diferent�iala dA. Deoaree A = �x24 rezult�a �a dA == �x2 dx �si dei jdAj � 0; 33 m2. Eroarea relativ�a este dAA = �x2 dx � 4�x2 = 2x dx =



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 207= 0; 0238, iar eroarea proentual�a este 2; 38%.40. Un anal de surgere are set�iunea un dreptunghi de dimensiuni 2� �si �, �areia�̂i este �xat un semier de diametru 2� (vezi Figura 5.8). S�tiind �a ostul onstruiriianalului este proport�ional u perimetrul analului, se ere set�iunea maxim�a pentruun perimetru dat P .Rezolvare. Consider�am sistemul ortogonal de axe Oxy a �̂n Figura 5.8. Atuniperimetrul analului este: P = 2� + 2� + ��; iar aria set�iunii este:A = 2�� + ��22 = � (P � 2�� ��) + ��22 = �P � 2�2 � ��22 :Deoaree A0(�) = P � 4� � ��; euat�ia A0(�) = 0 are solut�ia �0 = P4 + � : DinA00(�0) = �4 � � < 0 rezult�a �a �0 este punt de maxim pentru A. Dei obt�inemset�iunea maxim�a pentru �0 = P4 + � �si �0 = P � 2�0 � ��02 = P4 + � , aria maxim�a�ind Amax = P 22 (4 + �) :
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Figura 5.941. Dintr-un trunhi de opa u set�iunea irular�a de diametru d se soate ogrind�a u set�iune dreptunghiular�a (vezi Figura 5.9). Care sunt dimensiunile grinziipentru a fort�a de sust�inere T s�a �e maxim�a, �stiind �a aeasta este proport�ional�a ul�at�imea b �si u p�atratul �̂n�alt�imii h: T =  b h2 ( = onst.)?Rezolvare. Deoaree h2 = d2 � b2, rezult�a �a: T = b (d2 � b2); adi�a fort�a desust�inere T este exprimat�a �̂n funt�ie de l�at�imea b a set�iunii dreptunghiulare. Calul�amderivata funt�iei T (b): T 0(b) =  (d2 � b2)� 2b2 =  (d2 � 3b2): Euat�ia T 0(b) = 0 aresolut�ia pozitiv�a b0 = dp33 : Deoaree T 00(b0) < 0 rezult�a �a b0 este punt de maxim



208 Capitolul 5pentru T . Dei fort�a de sust�inere este maxim�a da�a b = dp33 ; h = dp63 ; iar T == 2p3d39 : Se observ�a �a independent de diametrul trunhiului rezult�a raportul hb == p2:42. Care este viteza maxim�a a unui tren astfel �̂nât la frânare, �̂netinind uniformu aelerat�ia b = 0; 5 m=s2, s�a nu dep�a�seas�a distant�a de frânare de s1 = 500 m?Rezolvare. Din �zi�a �stim �a spat�iul �̂n mi�sarea uniform�a �̂netinit�a este dat derelat�ia s = vt � b2t2: Not�am u t1 timpul de frânare. Atuni din relat�ia de mai susobt�inem: s1 = vt1 � b2t21 , 500 = vt1 � 0; 25 t21, unde v este viteza trenului de la�̂neputul frân�arii. Dup�a timpul de frânare t1 viteza trenului s0(t) = v � bt este nul�a,adi�a v � 0; 5 t1 = 0. Din sistemul:8<: vt1 � 0; 25 t21 = 500v � 0; 5 t1 = 0rezult�a t1 = 20p5 se. �si v = 10p5 m=s= 36p5 Km=h. Dei trenul are la �̂neputulfrân�arii viteza (maxim�a) de 36p5 Km=h ' 80 Km=h. Sot�ând pe v din relat�ia 500 == vt� 0; 25t2, adi�a v = 500 + 0; 25t2t �si rezolvând euat�ia v0(t) = 0 obt�inem valoareade mai sus t1 = 20p5 se. Deoaree v00(t1) < 0, rezult�a �a vmax = v(t1) ' 80 Km=h.PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE43. S�a se studieze derivabilitatea �si s�a se aluleze derivatele urm�atoarelor funt�ii:a) f : (0;1)! IR; f(x) = 8><>: px2 + 5x+ 2; da�a 0 < x � 2;98x+ 74 ; da�a x > 2;b) f : [0; �℄! IR; f(x) = max fos x; os3xg;) f : IR! IR; f(x) = 8>>><>>>: 2 1x�1 ; da�a x < 1;0; da�a x = 1;ln (x2 � 2x+ 2); da�a x > 1;d) f : IR! IR; f(x) = min fx2 + x; 4x� 2g:44. S�a se aluleze derivatele urm�atoarelor funt�ii:a) f(x) = arsin 2xp1� x2; b) f(x) = artg 3x� x31� 3x2 ; ) f(x) = 2 arsinsx� ab� x ;d) f(x) = artg x2 � ax� a2x2 + 2ax� a2 ;



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 209(funt�iile sunt de�nite pe domeniile lor de de�nit�ie).45. S�a se arate �a funt�ia f : IR! IR; f(x) = 8><>: x2 sin 1x2 ; da�a x 6= 0;0; da�a x = 0este derivabil�a �̂n orie punt, iar derivata sa este nem�arginit�a �̂n vein�atatea originii.46. S�a se aluleze f 00(x) pentru urm�atoarele funt�ii �̂n puntele spei�ate:a) f : IR! IR; f(x) = 8<: ln2 (x� 2); da�a x � 3;(x� 3)2; da�a x < 3; x0 = 3;b) f : IR! IR; f(x) = jx� 2j3; x0 = 2;47. S�a se determine a �si b 2 IR astfel �̂nât funt�ia f : IR! IR;f(x) = 8<: x2 � x+ 1; da�a x � 0;a sin x+ b os x; da�a x > 0;s�a �e derivabil�a pe IR.48. S�a se studieze apliabilitatea teoremei lui Rolle pentru urm�atoarele funt�ii:a) f : ���2 ; �2 �! IR; f(x) = j sinxj;b) f : [�1; 1℄! IR; f(x) = 8<: x2 + 1; da�a x 2 [�1; 0℄;x + 1; da�a x 2 (0; 1℄:49. S�a se determine onstanta  are intervine �̂n teorema lui Lagrange pentruurm�atoarele funt�ii:a) f : [0; 2℄! IR; f(x) = 8<: x2; da�a x 2 [0; 1℄;2x� 1; da�a x 2 (1; 2℄:b) f : [1; 3℄! IR; f(x) = 8><>: x; da�a x 2 [1; 2℄;x24 + 1; da�a x 2 (2; 3℄:50. S�a se determine onstanta  are intervine �̂n teorema lui Cauhy pentruurm�atoarele funt�ii:f : [�2; 5℄! IR; f(x) = x;g : [�2; 5℄! IR; g(x) = 8><>: px + 3; da�a x 2 [�2; 1);x4 + 74 ; da�a x 2 [1; 5℄:51. S�a se demonstreze folosind teorema lui Lagrange urm�atoarele inegalit�at�i:a) j sin b� sin aj � jb� aj; 8 a; b 2 IR; b) a� ba � ln ab � a� bb ; 0 < b < a:) b� aos2a < tg b� tg a < b� aos2b ; 0 � a < b < �2 :52. S�a se arate �a da�a f 2 C1([a; b℄) �si f(a) = f(b) = 0 atuni pentru orie kdat, exist�a un � 2 (a; b) astfel �̂nât f 0(�) = k f(�):



210 Capitolul 553. S�a se arate �a valorile maxime �si minime ale funt�iei y = P (x)Q(x) ; unde P�si Q sunt polinoame, se g�ases printre valorile parametrului � pentru are euat�ia:f(x) = P (x)� �Q(x) = 0 are o r�ad�ain�a omun�a u f 0(x) = 0.54. S�a se disute natura r�ad�ainilor euat�iilor:a) x4 � 6x3 + 13x2 � 12x+ 4 = 0; b) x3 � lnx� 2x� 1 = 0;) x3 + x2 � x + � = 0; � 2 IR; d) x4 � 2x3 � 3x2 + 4x + � = 0; � 2 IR:55. S�a se aluleze, folosind regula lui l'Hôspital, urm�atoarele limite:a) limx!0 sin x� xx ; b) limx!1 (1� x) tg �x2 ; ) limx!1�x� x2 ln 1 + xx � ;d) limx!1x>1 (x� 1)x�1; e) limx!1 x2 +pxx2 �px!xpx ; f) limx!2 (ex � e2)3(x� 4)ex + e2x ;g) limx!0�sin xx � 3x2 ; h) limx!0 �3x�1 + 32x�1 + 33x�1� 1x ; i) limx!�=2x<�=2 (tgx)sin 2x ;j) limx!�2 �12 + sin x3�tgx :56. S�a se demonstreze �a polinoamele lui Legendre:Pn(x) = 12n n! h(x2 � 1)ni(n) ; n = 0; 1 : : :veri��a euat�ia:(1� x2)P 00n (x)� 2xP 0n(x) + n(n + 1)Pn(x) = 0:57. S�a se aluleze derivatele �si diferent�ialele de ordinul n pentru urm�atoarelefunt�ii:a) f(x) = 1 + x1� x; x 2 IR n f1g; b) f(x) = px; x 2 [0;1);) f(x) = 1x(x + 1) ; x 2 IR n f�1; 0g; d) ~f(x) = � xx+ 2 ; ln 2 + x2� x� ; x 2 (�2; 2);e) ~f(x) = (sin ax; os bx; ex) ; x 2 IR; a; b;  2 IR:58. Folosind formula lui Leibniz-Newton de derivare a unui produs de funt�ii (veziProblema 19), s�a se aluleze derivatele �si diferent�ialele de ordinul n pentru urm�atoarelefunt�ii:a) f(x) = x2 os 3x; x 2 IR; pentru n = 5; b) f(x) = x3emx; x 2 IR;) f(x) = x5 lnx; x 2 (0;1); d) f(x) = x3 sin ax; a 2 IR�; x 2 IR;e) f(x) = x3x� 1 ; x 2 IR n f1g; pentru n = 6; f) f(x) = eax � ebx; x 2 IR:59. S�a se demonstreze egalit�at�ile:a) [eax � sin (bx + )℄(n) = eax � (a2 + b2)n2 � sin (bx + n'+ ); 8 x 2 IR; 8n 2 IN;



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 211unde sin' = bpa2 + b2 ; os' = apa2 + b2 ; a2 + b2 6= 0;b)  x4 + 1x3 � x!(n) = (�1)n+1�n! " 1xn+1 � 1(x+ 1)n+1 � 1(x� 1)n+1# ; 8 x 2 IRnf0;�1; 1g;8n 2 IN; n � 2;) �sin4x+ os4x�(n) = 4n�1 � os�4x+ n�2 � ; 8 x 2 IR; 8n 2 IN�:60. S�a se arate �a da�a funt�ia f �si derivatele ei veri��a relat�ia: x2f 00+xf 0+f = 0atuni are lo �si urm�atoarea relat�ie:x2f (n+2) + (2n+ 1)xf (n+1) + (n2 + 1)f (n) = 0:61. S�a se arate �a:dndxn �xn�1 � f �1x�� = (�1)n 1xn+1f (n) �1x� :62. S�a se dezvolte funt�ia f(x) = sinx; x 2 IR dup�a puterile binomului (x� 1).63. S�a se dezvolte polinomul P (x) = x5+2x4�x2�x+1 dup�a puterile lui (x+1).64. S�a se determine n 2 IN astfel �̂nât polinomul Taylor Tn(x) �̂n puntul x0 = 0asoiat funt�iei f(x) = p1� x; x 2 (�1; 1℄ s�a difere de funt�ie u mai put�in de 116�̂n intervalul �0; 12� :65. S�a se aluleze:a) 5p250 u ini zeimale exate; b) 3p30 u patru zeimale exate.66. S�a se aluleze:a) 1e u patru zeimale exate; b) pe u patru zeimale exate; ) os 10Æ u inizeimale exate.67. S�a se aluleze u ajutorul formulei lui Taylor urm�atoarele limite:a) limx!0 sin 3x� sin 2x� sin xx (os x� os 2x) ; b) limx!0 sinx� x os xx3 ; ) limx!0 os x� e�x2=2x4 ;d) limx!0�2 + os xx3 sinx � 3x4� ; e) limx!2 p2 + x� 3p3� x� x + 1ln (x� 1) :68. S�a se determine puntele de extrem pentru urm�atoarele funt�ii:a) f : [0; 2�℄! IR; f(x) = 8><>: j sinxj; da�a x 2 [0; 3�=2℄;9x2 (x� 2�)2; da�a x 2 (3�=2; 2�℄;b) f : IR! IR; f(x) = sin x � eos2x; ) f : IR! IR; f(x) = sin x2;d) f : (1;1)! IR; f(x) = (lnx)lnx ; e) f : IR n f0g ! IR; f(x) = ex2�xx ;f) IR n fa; bg ! IR; f(x) = (x + a)(x+ b)(x� a)(x� b) ; a � b > 0;g) f : IR n �a2�! IR; f(x) = (a� x)3a� 2x :



212 Capitolul 569. S�a se ae triunghiul isosel u aria maxim�a �̂nsris �̂ntr-un er de raz�a 2.70. Dintre toate trapezele (isosele) �̂nsrise �̂ntr-un semier de raz�a R, are areea mai mare arie?71. Într-un semier de raz�a dat�a R s�a se �̂nsrie un dreptunghi de arie maxim�a.72. S�a se determine triunghiul dreptunghi de arie maxim�a ând suma dintrelungimea ipotenuzei �si a unei atete este onstant�a l.73. S�a se g�aseas�a volumul maxim al unui on, �̂nsris �̂ntr-o sfer�a de raz�a R.74. Dintre toate onurile �̂nsrise �̂n sfera de raz�a R s�a se determine:a) el de suprafat��a lateral�a maxim�a;b) el de suprafat��a total�a maxim�a.75. S�a se determine ilindrul de volum maxim �̂nsris �̂ntr-un on irular de raz�aR �si �̂n�alt�ime H.76. Într-o emisfer�a u raza R s�a se �̂nsrie un paralelipiped de volum maxim,având baza un p�atrat.77. Fie parabola y2 = 6x �si puntul A (5; 8). S�a se g�aseas�a puntul M de peparabol�a el mai apropiat de puntul A.78. Prin puntul �x P (a; b); a > 0; b > 0 se due o dreapt�a are taie axele deoordonate �̂n puntele A (x; 0) �si B (0; y); x; y > 0: S�a se determine pozit�ia drepteiastfel �̂nât:a) suma x + y s�a �e minim�a;b) aria triunghiului AOB s�a �e minim�a.79. Se onsider�a un er de entru O �si raz�a R = 3 m �si un punt exterior Ala distant�a a = 7 m de entrul erului. Se due o dreapt�a perpendiular�a pe OAare interseteaz�a erul �̂n dou�a punte B �si B0. S�a se determine pozit�ia dreptei BB0pentru are aria triunghiului ABB0 este maxim�a.80. Într-un setor irular avem R = 80 m �si unghiul la entru � = 60Æ: Cu âtvariaz�a aria aestui setor, da�a:a) raza R se m�are�ste u 1 m?b) unghiul � se mi�soreaz�a u 300 ?81. Din puntele A �si A1 pornes de-a lungul dreptelor AO �si A1O �̂n diret�iapuntului O, onomitent, dou�a orpuri u vitezele v �si v1. S�tiind �a AO = l, A1O = l1,iar unghiul �̂ntre AO �si A1O este egal u �, s�a se ae ând distant�a dintre aeste dou�aorpuri va � minim�a.



Calulul diferent�ial al funt�iilor de o variabil�a real�a 21382. Se �stie �a iluminarea E a unei suprafet�e situat�a la distant�a d de o surs�a delumin�a de intensitate I este dat�a de formula E = Id2 os� , unde � este unghiul deinident��a (unghiul format de raze u normala la suprafat�a iluminat�a). La e �̂n�alt�imedeasupra unei piet�e irulare de raz�a r trebuie atârnat un be pentru a iluminareatrotuarului s�a �e ea mai bun�a?83. Deasupra axei unei str�azi sunt atârnate dou�a beuri identie. În�at�imea be-urilor este h, iar distant�a dintre ele este d.a) S�a se arate �a iluminarea str�azii are un extrem la mijloul distant�ei dintreproiet�iile beurilor.b) S�a se preizeze natura aestui extrem.84. Se taie �̂n dou�a bu�at�i o sârm�a de lungime l �si se ontureaz�a u una din bu�at�iun er, iar u ealalt�a un p�atrat. Cum trebuie t�aiat�a sârma pentru a suma ariiloraestor dou�a �guri s�a �e minim�a?85. Care sunt dimensiunile pe are trebuie s�a le aib�a o utie de onserve ilindri�aastfel �̂nât pentru o apaitate dat�a de 1 l = 1000 m3 s�a se onsume minimum detabl�a?
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Figura 5.10
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Figura 5.1186. Dintr-o buat�a de tabl�a de form�a irular�a u raza R se deupeaz�a un setordin are se onfet�ioneaz�a o pâlnie (vezi Figura 5.10). Pentru e unghi la entru "pâlnia are apaitatea maxim�a?87. Dintr-o buat�a de tabl�a dreptunghiular�a ABCD, de dimensiuni 2a �si 2b, t�ainddin �eare olt� âte un p�atrat (vezi Figura 5.11), s�a se formeze o utie u volumul elmai mare posibil.88. Care este lungimea grinzii de volum maxim �si de set�iune p�atrat�a are sepoate soate dintr-un opa �̂n form�a de trunhi de on u lungimea l �si razele r �si R.



Capitolul 6CALCULUL DIFERENT�IAL ALFUNCT�IILOR DE MAI MULTEVARIABILE REALE
x1. DERIVATE PART�IALE,DIFERENT�IABILITATE, FUNCT�II COMPUSEFie E � IRn; ~x0 = (x10; x20; : : : ; xn0) 2 ÆE �si funt�ia f : E ! IR:Funt�ia f se nume�ste diferent�iabil�a �̂n ~x0 da�a 9 apliat�ia liniar�a df(~x0) : IRn ! IRnumit�a diferent�iala funt�iei f �̂n ~x0 �si funt�ia � : E ! IR u ondit�iile: lim~x!~x0 �(~x) == �(~x0) = 0 astfel �̂nât:f(~x) = f(~x0) + df(~x0)(~x� ~x0) + �(~x)k~x� ~x0k; 8 x 2 E;(unde k � k este norma eulidian�a pe spat�iul IRn).Da�a f este diferent�iabil�a �̂n ~x0 2 ÆE atuni f este �̂n mod neesar ontinu�a �̂n~x0. Pentru o funt�ie f diferent�iabil�a �̂n ~x0 2 ÆE, numim gradientul funt�iei f �̂n ~x0,matriea funt�ionalei liniare df(~x0) �̂n raport u baza anoni�a f~e1; ~e2; : : : ; ~eng din IRn;se noteaz�a u rf(~x0) sau grad f(~x0) sau f 0(~x0). Da�a df(~x0)(~ek) = Ak; k = 1; natuni rf(~x0) = (A1; A2; : : : ; An) = ~A 2 IRn �si pentru 8~h = (h1; h2; : : : ; hn) 2 IRnavem: df(~x0)(~h) = nXi=1Aihi = h ~A;~hi = hrf(~x0);~hi; 8~h 2 IRn:Funt�ia f se nume�ste derivabil�a �̂n raport u xk �̂n ~x0 2 ÆE da�a apliat�ia:t! f(~x0 + t~ek) = f(x10; : : : ; xk0 + t; : : : ; xn0); ~x0 + t~ek 2 Eeste derivabil�a �̂n t = 0. În aest az derivata funt�iei de mai sus �̂n t = 0 se nume�stederivata part�ial�a �̂n raport u xk a funt�iei f �̂n ~x0, notat�a �f�xk (~x0) sau f 0xk(~x0):



Derivate part�iale, diferent�iabilitate, funt�ii ompuse 215Da�a funt�ia f este diferent�iabil�a �̂n ~x0 atuni exist�a toate derivatele part�iale �̂n~x0 �si: rf(~x0) =  �f�x1 (~x0); �f�x2 (~x0); � � � ; �f�xn (~x0)! ; iardf(~x0)(~h) = hrf(~x0);~hi = nXi=1 �f�xi (~x0) hi; 8~h = (h1; h2; : : : ; hn) 2 IRn:Teorema 1. Da�a funt�ia f are toate derivatele part�iale pe o vein�atate V � Ea puntului ~x0 �si da�a aestea sunt ontinue �̂n ~x0 atuni f este diferent�iabil�a �̂n ~x0.Fie funt�ia f : E ! IR �si Ai � ÆE (Ai 6= ;) mult�imea puntelor �̂n are f estederivabil�a �̂n raport u variabila xi. Da�a funt�ia ~x ! �f�xi (~x); ~x 2 Ai este derivabil�a�̂n raport u variabila xj �̂n ~x0 vom spune �a f este derivabil�a de dou�a ori �̂n puntul ~x0,iar ��xj  �f�xi! (~x0) not= �2f�xj �xi (~x0) se nume�ste derivata part�ial�a de ordinul al doilea afunt�iei f �̂n puntul ~x0 �̂n raport u variabilele xi �si xj (notat�a �si f 00xixj(~x0)).Prin reurent��a se de�nes derivatele part�iale de un anumit ordin N a funt�iei f �̂n~x0 2 ÆE. Astfel avem:��xi1  �N�1f�xi2 � � ��xiN ! (~x0) = �Nf�xi1�xi2 � � ��xiN (~x0); i1; i2; : : : iN 2 f1; 2; : : : ; ng;pentru derivata de ordinulN a funt�iei f �̂n puntul ~x0 �̂n raport u variabilele xiN ;: : :; xi1 :Teorema 2 (riteriul lui Shwarz). Da�a exist�a derivatele part�iale de ordinulal doilea mixte �2f�xi �xj �si �2f�xj �xi (i 6= j) pe o vein�atate V a puntului ~x0 2 ÆE �siaestea sunt ontinue �̂n ~x0 atuni �2f�xi �xj (~x0) = �2f�xj �xi (~x0):Teorema 3 (riteriul lui Young). Da�a funt�ia f are derivatele part�iale �f�xi �si�f�xj (i 6= j) pe o vein�atate V a puntului ~x0 2 ÆE �si aestea sunt diferent�iabile �̂n ~x0atuni f admite derivatele part�iale de ordinul al doilea mixte �2f�xi �xj (~x0) �si �2f�xj �xi (~x0)�si �̂n plus �2f�xi �xj (~x0) = �2f�xj �xi (~x0):Fie A � ÆE mult�imea puntelor �̂n are f este diferent�iabil�a. Da�a A 6= ; de�nimfunt�ia: (~x;~h)! df(~x)(~h) = hf(~x);~hi = nXi=1 �f�xi (~x) hi; (~x;~h) 2 A� IRn:Fixând primul argument �̂n funt�ia de mai sus obt�inem diferent�iala funt�iei f �̂n puntul



216 Capitolul 6~x 2 A. Da�a se �xeaz�a al doilea argument obt�inem funt�ia:(1) ~x! df(~x)(~h) = hrf(~x);~hi; ~x 2 A;numit�a diferent�iala funt�iei f orespunz�atoare re�sterii ~h.Funt�ia f se nume�ste diferent�iabil�a de dou�a ori �̂n puntul ~x0 2 ÆA da�a funt�ia (1)este diferent�iabil�a �̂n ~x0, pentru 8~h 2 IRn, iar diferent�iala funt�iei (1) �̂n puntul ~x0se nume�ste diferent�iala de ordinul al doilea a funt�iei f �̂n puntul ~x0, notat�a d2f(~x0):Dei:d2f(~x0) : IRn ! IR; d2f(~x0)(~h) = nXi=1 nXj=1 �2f�xi �xj (~x0) hihj; 8~h 2 IRn saud2f(~x0) = nXi=1 nXj=1 �2f�xi �xj (~x0) dxidxj; sris�a a o egalitate de funt�ii.Prin reurent��a vom spune �a f este de N ori diferent�iabil�a �̂n ~x0 2 ÆA da�a dife-rent�iala de ordinul N � 1 a funt�iei f este diferent�iabil�a �̂n ~x0, 8~h 2 IRn: Diferent�ialaaestei funt�ii a vom numi diferent�iala de ordinul N a funt�iei f �̂n puntul ~x0. Folosindindut�ia matemati�a se arat�a �a:dNf(~x0) = Xk1+k2+���+kn=N N !k1!k2! � � �kn! � �Nf�xk11 � � ��xknn (~x0)dxk11 � � �dxknn :Cu ajutorul operatorului de diferent�iere d = ��x1 dx1 + � � � ��xn dxn diferent�iala deordinul N a funt�iei f �̂n puntul ~x0 o putem srie astfel:dNf(~x0) =  ��x1dx1 + � � � ��xndxn!fNg f(~x0):Fie ~x0 2 ÆE �si ~! = (!1; : : : ; !n) 2 IRn u k~!k = 1: Spunem �a funt�ia f estederivabil�a �̂n raport u ~! �̂n puntul ~x0 da�a funt�ia t! f(~x0+t~!); ~x0+t~! 2 E; t > 0este derivabil�a la dreapta �̂n puntul t = 0. În aest az derivata aestei funt�ii ladreapta �̂n t = 0 se nume�ste derivata funt�iei f �̂n raport u ~! �̂n ~x0 �si se noteaz�a udfd~! (~x0): Da�a f este diferent�iabil�a �̂n ~x0 2 ÆE atuni f este derivabil�a �̂n raport u orie~! �̂n puntul ~x0 �si avem:dfd~! (~x0) = df(~x0)(~!) = hrf(~x0); ~!i:Spunem �a funt�ia f : D ! IR; unde D este o mult�ime deshis�a din IRn, este delas�a Ck pe D da�a f are toate derivatele part�iale pân�a la ordinul k inlusiv, ontinuepe D; vom nota aest luru u f 2 Ck(D).În azul funt�iilor ~f : E � IRn ! IRm; ~f = (f1; f2; : : : ; fm) studiul diferent�ia-bilit�at�ii �si a derivabilit�at�ii part�iale se redue la studiul diferent�iabilit�at�ii, respetiv aderivabilit�at�ii part�iale a funt�iilor omponente fk : E ! IR; k = 1; m:



Derivate part�iale, diferent�iabilitate, funt�ii ompuse 217Teorema 4. Fie funt�iile:~' : D � IRn ! IRm; ~x = (x1; x2; : : : ; xn)! ~u = ~'(~x) = ('1(~x); : : : ; 'm(~x)); ~x 2 D;f : E � IRm ! IR; ~u = (u1; u2; : : : ; um)! y = f(~u) 2 IR; ~u 2 E;unde D �si E sunt mult�imi deshise, iar ~'(D) � E, �si funt�ia ompus�aF =f Æ ~' : D!IR; ~x!y=F (~x)=(f Æ ~')(~x)=f(~'(~x))=f('1(~x); : : : ; 'm(~x)); ~x 2 D:Da�a funt�iile uj = 'j(~x); j = 1; m sunt diferent�iabile �̂n ~x0 2 D, iar funt�ia y = f(~u)este diferent�iabil�a �̂n ~u0 = ~'(~x0) 2 E; uj0 = 'j(~x0); j = 1; m; atuni funt�ia ompus�aF este diferent�iabil�a �̂n puntul ~x0. În plus:dF (~x0) = mXj=1 �f�uj (~u0) d'j(~x0) �si �F�xi (~x0) = mXj=1 �f�uj (~u0) � �'j�xi (~x0); i = 1; n:Da�a funt�iile uj = 'j(~x); j = 1; m sunt diferent�iabile de dou�a ori �̂n ~x0 2 D, iarfunt�ia y = f(~u) este diferent�iabil�a de dou�a ori �̂ntr-o vein�atate a puntului ~u0 == ~'(~x0) 2 E atuni funt�ia ompus�a F = f Æ ~' este diferent�iabil�a de dou�a ori �̂npuntul ~x0 �si avem:d2F (~x0) = mXl;j=1 �2f�ul �uj (~u0) � d'l(~x0)d'j(~x0) + mXj=1 �f�uj (~u0) � d2'j(~x0);�2F�xk �xi (~x0) = mXl;j=1 �2f�ul �uj (~u0)�'l�xk (~x0)�'j�xi (~x0) + mXj=1 �f�uj (~u0) �2'j�xk �xi (~x0); k; i = 1; n:O mult�ime E � IRn se nume�ste on u vârful �̂n ~x0 2 IRn da�a pentru 8 ~x 2 E;t(~x � ~x0) 2 E; 8 t > 0: Funt�ia f : E ! IR; (E � IRn on u vârful �̂n origine) senume�ste omogen�a de grad � 2 IR da�a f(t~x) = t�f(~x); 8 ~x 2 E; 8 t > 0:Teorema 5. Funt�ia f : E ! IR (E � IRn on u vârful �̂n origine) diferent�iabil�ape E n f~0g este omogen�a de grad � da�a �si numai da�a:x1 �f�x1 (~x) + x2 �f�x2 (~x) + � � �+ xn �f�xn (~x) = �f(~x); 8 ~x 2 E n f~0g;(numit�a relat�ia lui Euler).PROBLEME REZOLVATE1. S�a se aluleze, folosind de�nit�ia, urm�atoarele derivate part�iale:a) �f�x (0; 1) �si �f�y (1;�1) pentru f(x; y) = artg xy ;b) �f�x (�1; 0; 1); �f�y (1; 2;�1) �si �f�z (1; 1;�3) pentru f(x; y; z) = x3 + 3x2y + z3:Rezolvare. a) Avem:



218 Capitolul 6�f�x (0; 1) = limx!0 f(x; 1)� f(0; 1)x� 0 = limx!0 artg x� 0x� 0 = 1;�f�y (1;�1) = limy!�1 f(1; y)� f(1;�1)y + 1 = limy!�1 artg 1y � artg (�1)y + 1 == limy!�1 artg 1y + artg 1y + 1 = limy!�1 artg y+1y�1y+1y�1 � 1y � 1 = limy!�1 1y � 1 = �12 :b) Folosind de�nit�ia derivatelor part�iale, obt�inem:�f�x (�1; 0; 1) = limx!�1 f(x; 0; 1)� f(�1; 0; 1)x+ 1 = limx!�1 x3 + 1� 0x+ 1 = limx!�1(x2�x+1) = 3;�f�y (1; 2;�1) = limy!2 f(1; y;�1)� f(1; 2;�1)y � 2 = limy!2 3y � 6y � 2 = 3;�f�z (1; 1;�3)= limz!�3 f(1; 1; z)�f(1; 1;�3)z + 3 = limz!�3 z3+4+23z + 3 = limz!�3(z2 � 3z + 9) = 27:2. Se d�a funt�ia f(x; y; z) = ln (x3+y3+z3�3xyz): S�a se veri�e, folosind regulilede derivare, urm�atoarea relat�ie:�f�x + �f�y + �f�z = 3x + y + z :Rezolvare. Derivatele part�iale ale funt�iei f sunt:�f�x = 3x2 � 3yzx3 + y3 + z3 � 3xyz ; �f�y = 3y2 � 3xzx3 + y3 + z3 � 3xyz ; �f�z = 3z2 � 3xyx3 + y3 + z3 � 3xyz :Dei: �f�x + �f�y + �f�z = 3(x2 + y2 + z2 � yz � xz � xy)x3 + y3 + z3 � 3xyz :Deoaree x3 + y3 + z3 � 3xyz = (x2 + y2 + z2 � yz � xz � xy)(x+ y + z), rezult�a �a:�f�x + �f�y + �f�z = 3x + y + z :3. Fie funt�ia f(x; y; z) = ax + by + zx2 + y2 + z2 : S�a se arate �a:x�f�x (x; y; z) + y�f�y (x; y; z) + z�f�z (x; y; z) = �f(x; y; z):Rezolvare. Calul�am derivatele part�iale ale funt�iei f :�f�x = a(x2 + y2 + z2)�2x(ax + by + z)(x2 + y2 + z2)2 ; �f�y = b(x2 + y2 + z2)�2y(ax+ by + z)(x2 + y2 + z2)2 ;�f�z = (x2 + y2 + z2)� 2z(ax + by + z)(x2 + y2 + z2)2 :Atuni rezult�a �a:x�f�x+y�f�y +z�f�z = (ax+ by + z)(x2 + y2 + z2)�2(ax+ by + z)(x2 + y2 + z2)(x2 + y2 + z2)2 == �(ax + by + z)(x2 + y2 + z2)(x2 + y2 + z2)2 = �ax + by + zx2 + y2 + z2 = �f:



Derivate part�iale, diferent�iabilitate, funt�ii ompuse 2194. Fie funt�ia f(x; y) = y yx � sin yx: S�a se arate �a:x2�f�x + xy�f�y = y � f:Rezolvare. Avem:�f�x = y yx � ln y ��� yx2� �sin yx� yx2y yx �os yx = � 1x2 y yx+1 � ln y �sin yx� 1x2 y yx+1 �os yx;�f�y = �yxy yx�1 + y yx � ln y � 1x� �sin yx+y yx � 1x �os yx = 1xy yx �sin yx+ 1xy yx ln y �sin yx++1xy yx � os yx:Dei:x2 � �f�x +xy � �f�y = �y yx+1 � ln y �sin yx�y yx+1 �os yx+y yx+1 �sin yx+y yx+1 ln y �sin yx++y yx+1 os yx = y yx+1 � sin yx = y �y yx sin yx� = y � f;adi�a tomai relat�ia din enunt�.5. Fie funt�ia f(x; y) = (x2 + y2) � artg xy : S�a se arate �a:x2 � �2f�x2 + 2xy � �2f�x �y + y2 � �2f�y2 = 2f:Rezolvare. Derivatele part�iale de ordinul �̂ntâi ale funt�iei f sunt:�f�x = 2x artg xy + (x2 + y2) � 11 + x2y2 � 1y = 2x artg xy + y;�f�y = 2y artg xy + (x2 + y2) � 11 + x2y2 �  � xy2! = 2y artg xy � x:Apoi:�2f�x2 = ��x  �f�x! = ��x  2x artg xy + y! = 2artg xy +2x � 11 + x2y2 � 1y = 2artg xy++ 2xyx2 + y2 ;�2f�x �y = ��x  �f�y! = ��x  2y artg xy � x! = 2y � 11 + x2y2 � 1y � 1 = 2y2x2 + y2 � 1 == y2 � x2x2 + y2 ; iar:�2f�y2 = ��y  �f�y! = ��y  2y artg xy � x! = 2artg xy + 2y � 11 + x2y2 �  � xy2! == 2artg xy � 2xyx2 + y2 :Atuni:x2�2f�x2 +2xy �2f�x �y +y2�2f�y2 = 2x2 artg xy + 2x3yx2 + y2 + 2xy(y2 � x2)x2 + y2 +2y2 artg xy�



220 Capitolul 6� 2xy3x2 + y2 = 2(x2+y2) artg xy + 2x3y + 2xy3 � 2x3y � 2xy3x2 + y2 = 2(x2+y2) artg xy = 2f:6. S�a se arate �a funt�ia f(x; y) = ex2�y2 � sin (2xy) veri��a relat�ia:�2f�x2 + �2f�y2 = 0:Rezolvare. Avem:�f�x = 2xex2�y2 � sin (2xy) + 2yex2�y2 � os (2xy);�f�y = �2yex2�y2 � sin (2xy) + 2xex2�y2 � os (2xy):Derivatele de ordinul al doilea sunt:�2f�x2 = ��x  �f�x! = ��x h2xex2�y2 � sin (2xy) + 2yex2�y2 � os (2xy)i == 2ex2�y2 �sin (2xy)+4x2ex2�y2 �sin (2xy)+4xyex2�y2 �os (2xy)+4xyex2�y2 �os (2xy)��4y2ex2�y2 �sin (2xy) = [2 sin (2xy)+4x2 sin (2xy)+8xy os (2xy)�4y2 sin (2xy)℄�ex2�y2 ;�2f�y2 = ��y  �f�y! = ��y h�2yex2�y2 � sin (2xy) + 2xex2�y2 � os (2xy)i == �2ex2�y2 �sin (2xy)+4y2ex2�y2 �sin (2xy)�4xyex2�y2 �os (2xy)�4xyex2�y2 �os (2xy)��4x2ex2�y2 � sin (2xy) = [�2 sin (2xy) + 4y2 sin (2xy)� 8xy os (2xy)� 4x2 sin (2xy)℄��ex2�y2 :Atuni rezult�a �a: �2f�x2 + �2f�y2 = 0:7. S�a se arate �a funt�ia f(t; x) = 12ap�te� (x�b)24a2t ; a; b onstante, veri��a relat�ia:�f�t = a2 � �2f�x2 :Rezolvare. Avem:�f�t = 12ap� ��12� t�3=2 � e� (x�b)24a2t + 12ap�t � (x� b)24a2t2 � e� (x�b)24a2t == "� 14ap� t�3=2 + 18a3p� t�5=2 � (x� b)2# � e� (x�b)24a2t ;�f�x = � (x� b)2a2t � 2ap�t � e� (x�b)24a2t = � (x� b)4a3p�t3=2 � e� (x�b)24a2t ,�2f�x2 = ��x "� (x� b)4a3p�t3=2 � e� (x�b)24a2t #=� 14a3p� t�3=2 � e� (x�b)24a2t + (x� b)28a5p�t5=2 � e� (x�b)24a2t == "� 14a3p� t�3=2 + 18a5p� t�5=2 � (x� b)2# � e� (x�b)24a2t :Se veri��a imediat relat�ia din enunt�: �f�t = a2 � �2f�x2 :8. Fie funt�ia f : IR2 ! IR; f(x; y) = 8><>: xyx2 + y2 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0):



Derivate part�iale, diferent�iabilitate, funt�ii ompuse 221S�a se aluleze, folosind de�nit�ia, derivatele part�iale ale funt�iei f �̂n origine �si apois�a se studieze proprietatea de diferent�iabilitate �̂n (0; 0).Rezolvare. Calul�am mai �̂ntâi derivatele part�iale ale lui f �̂n (0; 0):�f�x (0; 0) = limx!0 f(x; 0)� f(0; 0)x� 0 = limx!0 0x = 0;�f�y (0; 0) = limy!0 f(0; y)� f(0; 0)y � 0 = limy!0 0y = 0:Ar�at�am �̂n ontinuare �a funt�ia f nu are limit�a �̂n puntul (0; 0), dei nu esteontinu�a �si nii diferent�iabil�a �̂n aest punt. Într-adev�ar, pentru drumuri de euat�iey = mx, avem:limx!0 f(x;mx) = limx!0 mx2x2 +m2x2 = m1 +m2 :Deoaree am obt�inut dependent��a de panta drumului rezult�a �a 6 9 lim(x;y)!(0;0) f(x; y):9. Fie funt�ia f : IR2 ! IR;f(x; y) = 8><>: (x2 + y2) � sin 1px2 + y2 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0):S�a se arate �a f este diferent�iabil�a �̂n puntul (0; 0), �a exist�a �f�x �si �f�y �̂n oriepunt (x; y) 2 IR2, dar aeste funt�ii nu sunt ontinue �̂n (0; 0).Rezolvare. Din inegalitatea:�����(x2 + y2) sin 1px2 + y2 ����� � x2 + y2;rezult�a �a 9 lim(x;y)!(0;0) f(x; y) = 0 = f(0; 0): Dei f este ontinu�a �̂n puntul (0; 0).Derivatele part�iale ale funt�iei f �̂n origine sunt:A1 = �f�x (0; 0) = limx!0 f(x; 0)� f(0; 0)x� 0 = limx!0 x2 sin 1jxjx = limx!0 x sin 1jxj = 0 deoaree �����x sin 1jxj ����� � jxj! �siA2 = �f�y (0; 0) = limy!0 f(0; y)� f(0; 0)y � 0 = limy!0 y2 sin 1jyjy = limy!0 y sin 1jyj = 0 analog �����y sin 1jyj����� � jyj! :Pentru a demonstra �a f este diferent�iabil�a �̂n (0; 0) trebuie s�a ar�at�am �a exist�a ofunt�ie h : IR2 ! IR u ondit�iile: lim(x;y)!(0;0) h(x; y) = h(0; 0) = 0 astfel �̂nât:f(x; y) = f(0; 0) + A1(x� 0) + A2(y � 0) + h(x; y) � px2 + y2; 8 (x; y) 2 IR2:Impunând ondit�ia de mai sus, g�asim pentru funt�ia h urm�atoarea form�a:



222 Capitolul 6h(x; y) = 8><>: px2 + y2 � sin 1px2 + y2 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0):Deoaree: �����px2 + y2 sin 1px2 + y2 ����� � px2 + y2;deduem �a 9 lim(x;y)!(0;0) h(x; y) = 0 = h(0; 0): Dei funt�ia h de mai sus satisfae toateondit�iile din de�nit�ia diferent�iabilit�at�ii (funt�iei f �̂n puntul (0; 0)), de unde rezult�a�a f este diferent�iabil�a �̂n (0; 0).S�a alul�am �̂n ontinuare derivatele part�iale �̂n raport u x �si y ale funt�iei f�̂ntr-un punt oareare (x; y) 6= (0; 0):�f�x (x; y) = 2x � sin 1px2 + y2 � xpx2 + y2 � os 1px2 + y2 �si�f�y (x; y) = 2y � sin 1px2 + y2 � ypx2 + y2 � os 1px2 + y2 :Dei:�f�x (x; y) = 8><>: 2x � sin 1px2 + y2 � xpx2 + y2 � os 1px2 + y2 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0);�f�y (x; y) = 8><>: 2y � sin 1px2 + y2 � ypx2 + y2 � os 1px2 + y2 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0):Vom ar�ata �a 6 9 lim(x;y)!(0;0) �f�x (x; y), dei funt�ia �f�x nu este ontinu�a �̂n puntul(0; 0). Într-adev�ar, de�si 9 lim(x;y)!(0;0) 2x � sin 1px2 + y2! = 0, funt�ia g(x; y) == xpx2 + y2 �os 1px2 + y2 ; (x; y) 6= (0; 0) nu are limit�a �̂n puntul (0; 0). Considerânddrumuri de euat�ie y = mx, obt�inem:g(x;mx) = xpx2 +m2x2 � os 1px2 +m2x2 = xjxj � p1 +m2 os 1jxj � p1 +m2 ,funt�ie are nu are limit�a �̂n puntul x = 0. Dei 6 9 lim(x;y)!(0;0) �f�x (x; y): Analog �f�y nuare limit�a �̂n puntul (0; 0), dei nu este ontinu�a �̂n (0; 0).10. Fie funt�ia f : IR2 ! IR;f(x; y) = 8>><>>: xy(x2 � y2)x2 + y2 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0):S�a se arate �a 9 �2f�x �y (0; 0) �si �2f�y �x(0; 0), dar aestea sunt diferite.Rezolvare. Calul�am mai �̂ntâi derivatele part�iale de ordinul �̂ntâi ale funt�iei f



Derivate part�iale, diferent�iabilitate, funt�ii ompuse 223�̂n raport u x �si y. Pentru (x; y) 6= (0; 0) avem:�f�x (x; y) = (3x2y � y3)(x2 + y2)� 2x(x3y � xy3)(x2 + y2)2 = x4y + 4x2y3 � y5(x2 + y2)2 ;�f�y (x; y) = (x3 � 3xy2)(x2 + y2)� 2y(x3y � xy3)(x2 + y2)2 = x5 � 4x3y2 � xy4(x2 + y2)2 :În puntul (x; y) = (0; 0) obt�inem:�f�x (0; 0) = limx!0 f(x; 0)� f(0; 0)x� 0 = limx!0 0x = 0; �f�y (0; 0) = limy!0 f(0; y)� f(0; 0)y � 0 == limy!0 0y = 0:Dei: �f�x (x; y) = 8>><>>: x4y + 4x2y3 � y5(x2 + y2)2 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0);�f�y (x; y) = 8>><>>: x5 � 4x3y2 � xy4(x2 + y2)2 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0):Calul�am aum derivatele part�iale de ordinul al doilea ale funt�iei f �̂n puntul(0; 0):�2f�x �y (0; 0) = ��x  �f�y! (0; 0) = limx!0 �f�y (x; 0)� �f�y (0; 0)x� 0 = limx!0 x5x4x = 1;�2f�y �x(0; 0) = ��y  �f�x! (0; 0) = limy!0 �f�x(0; y)� �f�x(0; 0)y � 0 = limy!0 �y5y4y = �1:Dei 9 �2f�x �y (0; 0) �si �2f�y �x (0; 0), dar �2f�x �y (0; 0) = 1 6= �1 = �2f�y �x(0; 0):11. S�a se aluleze diferent�ialele de ordinul �̂ntâi �si de ordinul al doilea pentruurm�atoarele funt�ii:a) f(x; y) = ln (x2 + y2); b) f(x; y) = sin (x2 + y2); ) f(x; y) = ln tg yx ;d) f(x; y; z) = eax+by+z; e) f(x; y; z) = os (x + 2y + 3z); f) f(x; y; z) = exyz:Rezolvare. a) Calul�am derivatele de ordinele �̂ntâi �si al doilea:�f�x = 2xx2 + y2 ; �f�y = 2yx2 + y2 ; �2f�x2 = 2(y2 � x2)(x2 + y2)2 ; �2f�x �y = � 4xy(x2 + y2)2 ;�2f�y2 = 2(x2 � y2)(x2 + y2)2 ;  �2f�x �y = �2f�y �x ; deoaree funt�ia f satisfae ondit�iile din ri-teriul lui Shwarz�.Diferent�ialele erute �̂n enunt� sunt:df(x; y) = 2xx2 + y2 dx+ 2yx2 + y2 dy; 8 (x; y) 2 IR2 n f(0; 0)g;d2f(x; y) = 2(y2 � x2)(x2 + y2)2 dx2� 8xy(x2 + y2)2 dxdy+ 2(x2 � y2)(x2 + y2)2 dy2; 8 (x; y) 2 IR2 nf(0; 0)g:



224 Capitolul 6b) Avem:�f�x = 2x�os (x2+y2); �f�y = 2y �os (x2+y2); �2f�x2 = 2 os (x2+y2)�4x2 �sin (x2+y2);�2f�x �y = �4xy � sin (x2 + y2); �2f�y2 = 2 os (x2 + y2)� 4y2 � sin (x2 + y2):Atuni:df(x; y) = 2x os (x2 + y2) dx+ 2y os (x2 + y2) dy;d2f(x; y) = [2 os (x2+y2)�4x2 sin(x2+y2)℄ dx2�8xy sin (x2+y2) dxdy+[2 os (x2+y2)��4y2 sin (x2 + y2)℄ dy2; 8 (x; y) 2 IR2:) Derivatele part�iale ale funt�iei f sunt:�f�x = 1tg yx � 1os2 yx � �� yx2� = � 2yx2 sin 2yx ; �f�y = 1tg yx � 1os2 yx � 1x = 2x sin 2yx ;�2f�x2 = 2y h2x sin 2yx � 2y os 2yx ix4sin2 2yx = 4y �x sin 2yx � y os 2yx �x4sin2 2yx ;�2f�x �y = �2 hsin 2yx � 2yx os 2yx ix2sin2 2yx = 2 ��x sin 2yx + 2y os 2yx �x3sin2 2yx ;�2f�y2 = 2x � � 2x os 2yxsin2 2yx = �4 os 2yxx2sin2 2yx :Dei: df(x; y) = �2yx2 sin 2yx dx+ 2x sin 2yx dy;d2f(x; y) = 4y �x sin 2yx � y os 2yx �x4sin2 2yx dx2+ 4 ��x sin 2yx + 2y os 2yx �x3sin2 2yx dxdy� 4 os 2yxx2sin2 2yx dy2;8 (x; y) 2 Df = n(x; y) 2 IR2; tg yx > 0o :d) Avem:�f�x = a eax+by+z; �f�y = b eax+by+z; �f�z =  eax+by+z;�2f�x2 = a2eax+by+z; �2f�y2 = b2eax+by+z; �2f�z2 = 2eax+by+z;�2f�x�y = ab eax+by+z; �2f�y�z = b eax+by+z; �2f�x�z = a eax+by+z:Dei: df(x; y; z) = (a dx+ b dy +  dz)eax+by+z �sid2f(x; y; z) = (a2 dx2 + b2 dy2 + 2 dz2 + 2ab dxdy + 2b dydz + 2a dxdz)eax+by+z;8 (x; y; z) 2 IR3:e) Calulând derivatele part�iale obt�inem pentru diferent�iale urm�atoarele expresii:df(x; y; z) = �(dx+ 2 dy + 3 dz) sin (x + 2y + 3z) �sid2f(x; y; z) = �(dx2 + 4dy2 + 9dz2 + 4dxdy + 12dydz + 6dzdx) os (x+ 2y + 3z);8 (x; y; z) 2 IR3:



Derivate part�iale, diferent�iabilitate, funt�ii ompuse 225f) Avem:df(x; y; z) = (yz dx + xz dy + xy dz)exyz �sid2f(x; y; z) = [y2z2 dx2 + x2z2 dy2 + x2y2 dz2 + 2(z dxdy + x dydz + y dxdz)(1++xyz)℄exyz, 8 (x; y; z) 2 IR3:12. Utilizând regulile de diferent�iere, s�a se aluleze diferent�ialele de ordinul �̂ntâi�si de ordinul al doilea pentru urm�atoarele funt�ii �si apoi s�a se preizeze derivatelepart�iale (de ordinul �̂ntâi �si al doilea) ale aestora:a) f(x; y) = x3 + y3 � 3xy; b) f(x; y) = xy2 ; ) f(x; y; z) = artg xyz2 ;d) f(x; y; z) =  xy + xy!z :Rezolvare. a) Avem:df(x; y) = 3x2 dx+ 3y2 dy � 3(x dy + y dx) = 3(x2 � y) dx+ 3(y2 � x) dy, iar:d2f(x; y) = 3(2x dx� dy) dx+ 3(2y dy � dx) dy = 6x dx2 � 6 dxdy + 6y dy2:Din forma aestor diferent�iale deduem derivatele part�iale ale funt�iei f :�f�x = 3(x2 � y); �f�y = 3(y2 � x); �2f�x2 = 6x; �2f�y2 = 6y; �2f�x �y = �3:b) Folosind regulile de diferent�iere, obt�inem:df(x; y) = y2xy2�1 dx+ xy2 lnx � 2y dy; iar:d2f(x; y) = [2yxy2�1 dy + y2(y2 � 1)xy2�2 dx + 2y3xy2�1 lnx dy℄ dx++ �2y2xy2�1 � y lnx dx+ xy2 lnx � 4y2 lnx dy + 2yx xy2 dx + 2xy2 lnx dy� dy == y2(y2 � 1)xy2�2 dx2 + 4 �yxy2�1 + y3xy2�1 lnx� dxdy + 2xy2 lnx (2y2 lnx+ 1) dy2:Dei: �f�x = y2xy2�1; �f�y = 2yxy2 lnx; �2f�x2 = y2(y2�1)xy2�2; �2f�x�y = 2yxy2�1++2y3xy2�1 lnx; �2f�y2 = 2xy2 lnx + 4y2xy2 (lnx)2 :) Avem:df(x; y; z) = 11 + x2y2z4 � yz2 dx+ xz2 dy � 2xyz3 dz� = 1z4 + x2y2 (yz2 dx+xz2 dy�2xyz dz):Apoi: d2f(x; y; z) = �4z3 dz � 2xy2 dx� 2x2y dy(z4 + x2y2)2 (yz2 dx+ xz2 dy � 2xyz dz)++ 1z4 + x2y2 [(z2 dy + 2yz dz) dx+ (z2 dx+ 2xz dz) dy � 2(yz dx + xz dy + xy dz) dz℄ == �2xy3z2(z4 + x2y2)2 dx2 � 2x3yz2(z4 + x2y2)2 dy2 + 2xy(3z4 � x2y2)(z4 + x2y2)2 dz2 + 2z2(z4 � x2y2)(z4 + x2y2)2 dxdy++4xz(x2y2 � z4)(z4 + x2y2)2 dydz + 4yz(x2y2 � z4)(z4 + x2y2)2 dzdx:De aii rezult�a: �f�x = yz2z4 + x2y2 ; �f�y = xz2z4 + x2y2 ; �f�z = �2xyzz4 + x2y2 ;



226 Capitolul 6�2f�x2 = �2xy3z2(z4 + x2y2)2 ; �2f�y2 = �2x3yz2(z4 + x2y2)2 ; �2f�z2 = 2xy(3z4 � x2y2)(z4 + x2y2)2 ;�2f�x�y = z2(z4 � x2y2)(z4 + x2y2)2 ; �2f�y�z = 2xz(x2y2 � z4)(z4 + x2y2)2 ; �2f�x�z = 2yz(x2y2 � z4)(z4 + x2y2)2 :d) Proedând asem�an�ator, obt�inem:df(x; y; z) = z  xy + xy!z�1  x dy + y dx+ dxy � x dyy2 !+  xy + xy!z ln �xy++xy� dz=z  xy + xy!z�1 y + 1y! dx+ z xy + xy!z�1 x� xy2! dy +  xy + xy!z �� ln xy + xy! dz=zxz�1 y2 + 1y !zdx+zxz y2 + 1y !z�1 1� 1y2!dy+ xy + xy!z �� ln xy + xy! dz;de unde rezult�a �a:�f�x = zxz�1  y2 + 1y !z ; �f�y = zxz  y2 + 1y !z�1  1� 1y2! ;�f�z =  xy + xy!z ln xy + xy! :Diferent�iind aum pe df(x; y; z) obt�inem derivatele part�iale de ordinul al doilea alefunt�iei f :�2f�x2 = z(z � 1)xz�2  y2 + 1y !z ; �2f�y2 = z(z � 1)xz  y2 + 1y !z�2 � (y2 � 1)2y4 ++2zxzy3  y2 + 1y !z�1; �2f�z2 = xy + xy!zln2 xy + xy! ; �2f�x�y =z2xz�1  y2 + 1y !z�1��y2 � 1y2 ; �2f�x�z = xz�1  y2 + 1y !z + zxz�1  y2 + 1y !z ln xy + xy! ; �2f�y�z = zxz�� y2 + 1y !z�1 �  y2 � 1y2 ! ln xy + xy!+ xz  y2 + 1y !z�1  y2 � 1y2 ! :13. S�a se aluleze diferent�iala de ordinul n a funt�iei:f(x; y; z) = ln (xx � yy � zz) ; x; y; z > 0:Rezolvare. Funt�ia f se mai srie astfel: f(x; y; z) = x lnx+y ln y+z ln z: Pentrun = 1 diferent�iala este:df(x; y; z) = (1 + lnx) dx + (1 + ln y) dy + (1 + ln z) dz.Din forma de mai sus a funt�iei f , �̂n are variabilele sunt separate, deduem �aderivatele mixte de ordin mai mare sau egal u 2 vor � toate egale u 0. Atuni�̂n formula pentru diferent�iala de ordinul n a funt�iei f :dnf(x; y; z) =  ��x dx + ��y dy + ��z dz!fng f(x; y; z) =



Derivate part�iale, diferent�iabilitate, funt�ii ompuse 227= Xi+j+k=n n!i!j!k! � �nf�xi�yj�zk (x; y; z) dxidyjdzkvor � nenuli doar trei termeni �si anume ei are ont�in �nf�xn ; �nf�yn ; �nf�zn . Dei:dnf(x; y; z) = �nf�xn (x; y; z) dxn + �nf�yn (x; y; z) dyn + �nf�zn (x; y; z) dzn; n � 2:Apliând prinipiul indut�iei matematie, deduem �a pentru n � 2:�nf�xn = (�1)n � (n� 2)!xn�1 ; �nf�yn = (�1)n � (n� 2)!yn�1 ; �nf�zn = (�1)n � (n� 2)!zn�1 .Dei diferent�iala de ordinul n a funt�iei f (n � 2) este:dnf(x; y; z) = (�1)n � (n� 2)! dxnxn�1 + dynyn�1 + dznzn�1! :14. S-au m�asurat dou�a laturi ale unui triunghi u o eroare relativ�a de 2=1000 �siunghiul uprins �̂ntre ele u o preizie de 150. Care este eroarea relativ�a exprimat�a �̂nproente u are s-a obt�inut suprafat�a triunghiului?Rezolvare. Aria triunghiului este: A = 12b sin�. Diferent�iala total�a a lui S este:dS = 12 b os� d�+ 12  sin� db+ 12 b sin� d:Împ�art�ind dS u S obt�inem: dSS = tg� d�+ 1b db+ 1 d; dei:�����dSS ����� � jtg�j d�+ �����dbb �����+ �����d ����� :Din datele problemei rezult�a �a: dbb = d = 21000 ; iar d� = 150 = �180 � 14 rad.Eroarea �̂n proente a suprafet�ei m�asurate este:100 �����dSS ����� � jtg�j � �180 � 1004 + 4 � 1001000 ;de unde rezult�a �a: 100 �����dSS ����� � 0; 4 + 0; 436 � jtg�j:15. Fie funt�ia f : IR2 ! IR;f(x; y) = 8><>: xyx2 + y2 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0):S�a se studieze existent�a derivatei funt�iei f �̂n puntul (0; 0) dup�a versorul ~v == os �~{ + sin �~|; � 2 [0; 2�); (am identi�at elementul ~v = (x; y) din IR2 u vetorulde pozit�ie ~OM = x~{+ y~j, M(x; y), �̂n reperul O~{~j).Rezolvare. Conform de�nit�iei, avem:dfd~v (0; 0) = limt!0 f((0; 0) + t~v)� f(0; 0)t = limt!0 t2 sin � os �t2sin2�+t2os2� � 0t = limt!0 sin � os �t == 12 sin 2� � limt!0 1t :



228 Capitolul 6Da�a sin 2� = 0, dei � 2 �0; �2 ; �; 3�2 � atuni 9 dfd~v (0; 0) = 0: Da�a sin 2� 6= 0,dei � 2 [0; 2�) n �0; �2 ; �; 3�2 � atuni 6 9 dfd~v (0; 0):16. Se onsider�a funt�ia f(x; y; z) = x2 + 2y2 + 3z2 �si puntul M0(2; 1; 1): S�a sealuleze dfd~s(M0); unde ~s = ~{� ~kp2 :Rezolvare. Calul�am mai �̂ntâi gradientul funt�iei f �̂n puntul M0. Avem:�f�x (M0) = 2xjM0 = 4; �f�y (M0) = 4yjM0 = 4; �f�z (M0) = 6zjM0 = 6;dei: rf(M0) = 4~{+ 4~|+ 6~k.Derivata funt�iei f dup�a diret�ia lui ~s �̂n puntul M0 va �, onform formulei:dfd~s(M0) = hrf(M0); ~si = 4 � 1p2 + 4 � 0 + 6 �  � 1p2! = �p2:17. S�a se determine derivata funt�iei z(x; y) = artg yx �̂n puntul M0  12 ; p32 !are apart�ine erului de euat�ie x2 + y2 � 2x = 0, dup�a diret�ia tangentei la er �̂nM0. Rezolvare. Euat�ia tangentei la er �̂n puntul M0 se obt�ine prin proedeul dededublare: x � x0 + y � y0 � (x + x0) = 0; unde x0 = 1=2; y0 = p3=2: Dei euat�iatangentei este:x2 + p32 y � x� 12 = 0 sau x�p3y + 1 = 0.Versorul diretor al aestei drepte este ~s = p32 ~{ + 12~|. Gradientul funt�iei z �̂npuntul M0  12 ; p32 ! este: rz(M0) = �z�x (M0)~{+ �z�y (M0)~|:Avem: �z�x(M0) = �yx2 + y2 ���M0 = �p32 ; iar �z�y (M0) = xx2 + y2 ���M0 = 12 :Dei: rz(M0) = �p32 ~{+ 12~|:Atuni derivata lui z dup�a diret�ia ~s �̂n puntul M0 este:dzd~s(M0) = hrz(M0); ~si = �p32 � p32 + 12 � 12 = �12 :18. S�a se aluleze derivata funt�iei u(x; y; z) = 1px2 + y2 + z2 dup�a diret�iagradientului ei �̂ntr-un punt arbitrar (x; y; z) 2 IR3 n f(0; 0; 0)g:Rezolvare. Gradientul funt�iei u �̂ntr-un punt (x; y; z) 6= (0; 0; 0) este:ru(x; y; z) = �u�x (x; y; z)~{+ �u�y (x; y; z)~|+ �u�z (x; y; z)~k == � x(x2 + y2 + z2)3=2~{� y(x2 + y2 + z2)3=2~|� z(x2 + y2 + z2)3=2~k:



Derivate part�iale, diferent�iabilitate, funt�ii ompuse 229Versorul gradientului funt�iei f �̂ntr-un punt (x; y; z) este:~s = ru(x; y; z)kru(x; y; z)k = � x(x2 + y2 + z2)1=2~{� y(x2 + y2 + z2)1=2~|� z(x2 + y2 + z2)1=2~k:Dei: dud~s (x; y; z)=hru(x; y; z); ru(x; y; z)kru(x; y; z)ki= x2(x2+y2+z2)2+ y2(x2+y2+z2)2++ z2(x2 + y2 + z2)2 = 1x2 + y2 + z2 ; 8 (x; y; z) 2 IR3 n f(0; 0; 0)g:19. S�a se aluleze:a) �z�x(x; y) �si �z�y (x; y) da�a z(x; y) = f(u; v), unde u(x; y) = xy; v(x; y) = xy ;(f 2 C1(D); D � IR2):b) �!�x (x; y) �si �!�y (x; y) da�a !(x; y) = f(u; v; w), unde u(x; y) = x2+y2; v(x; y) == x2 � y2; w(x; y) = 2xy; (f 2 C1(D); D � IR3):) �z�x (x; y) �si �z�y (x; y) da�a z(x; y) = f(u), unde u(x; y) = xy+yx; (f 2 C1(I); I �� IR):Rezolvare. a) Deoaree z(x; y) = f  xy; xy! alul�am derivatele part�iale alefunt�iei z prin intermediul derivatelor part�iale ale funt�iei f �̂n raport u variabilele u�si v, onform formulei de alul:�z�x(x; y) = �f�u(u; v) � �u�x (x; y) + �f�v (u; v) � �v�x(x; y) = y � �f�u(u; v) + 1y � �f�v (u; v);�z�y (x; y) = �f�u(u; v) � �u�y (x; y) + �f�v (u; v) � �v�y (x; y) = x � �f�u(u; v)� xy2 � �f�v (u; v);unde u = xy; v = xy :b) Avem:�!�x (x; y) = �f�u(u; v; w) � �u�x (x; y)+ �f�v (u; v; w) � �v�x(x; y)+ �f�w (u; v; w) � �w�x (x; y) == 2x � �f�u(u; v; w) + 2x � �f�v (u; v; w) + 2y � �f�w (u; v; w);�!�y (x; y) = �f�u(u; v; w) � �u�y (x; y)+ �f�v (u; v; w) � �v�y (x; y)+ �f�w (u; v; w) � �w�y (x; y) == 2y � �f�u (u; v; w)� 2y � �f�v (u; v; w) + 2x � �f�w (u; v; w);unde variabilele u; v �si w sunt x2 + y2; x2 � y2; respetiv 2xy.) Derivatele part�iale ale funt�iei z sunt:�z�x(x; y) = f 0(u) � �u�x(x; y) = �y � yx2� � f 0(u);�z�y (x; y) = f 0(u) � �u�y (x; y) = �x + 1x� � f 0(u);



230 Capitolul 6�u = xy + yx� :Observat�ie. În exerit�iile are urmeaz�a nu vom mai srie variabilele funt�iilor areapar �̂n ompuneri, dar vor � sub̂�nt�elese �̂n �eare din azurile respetive.20. Ar�atat�i �a funt�iile de mai jos veri��a egalit�at�ile srise al�aturat:a) z = '(t); t(x; y) = bx� ay; a � �z�x + b � �z�y = 0; (' 2 C1(I); I � IR);b) z = xy + x � '(t); t(x; y) = yx ; x � �z�x + y � �z�y = xy + z; (' 2 C1(I); I � IR);) w = f(u; v); u = x+at; v = y+bt; �w�t = a� �w�x +b� �w�y ; (f 2 C1(D); D � IR2);d) w = f(u; v); u = xy; v = x2 + y2 � z2; xz � �w�x � yz � �w�y + (x2 � y2)�w�z = 0;(f 2 C1(D); D � IR2):e) z = yf(t) ; t = x2 � y2; 1x � �z�x + 1y � �z�y = zy2 ; (f 2 C1(I); I � IR):Rezolvare. a) Avem:�z�x = '0(t) � �t�x = b � '0(t); �z�y = '0(t) � �t�y = �a � '0(t):Atuni: a � �z�x + b � �z�y = a(b'0(t)) + b(�a'0(t)) = 0:b) Derivatele funt�iei z sunt:�z�x = y + '(t) + x � '0(t) � �t�x = y + '(t)� yx'0(t);�z�y = x + x � '0(t) � �t�y = x + '0(t):Dei:x � �z�x + y � �z�y = xy + x'(t)� y'0(t) + yx+ y'0(t) = xy + (xy + x'(t)) == xy + z:) Avem:�w�t = �f�u � �u�t + �f�v � �v�t = a�f�u + b�f�v ;�w�x = �f�u � �u�x + �f�v � �v�x = �f�u ; �w�y = �f�u � �u�y + �f�v � �v�y = �f�v :Atuni: a � �w�x + b � �w�y = a � �f�u + b � �f�v = �w�t ; adi�a relat�ia din enunt�.d) Calul�am derivatele part�iale ale funt�iei w �̂n raport u x; y �si z:�w�x = �f�u � �u�x + �f�v � �v�x = y � �f�u + 2x � �f�v ;�w�y = �f�u � �u�y + �f�v � �v�y = x � �f�u + 2y � �f�v ;�w�z = �f�u � �u�z + �f�v � �v�z = �2z � �f�v :



Derivate part�iale, diferent�iabilitate, funt�ii ompuse 231Atuni:xz � �w�x � yz � �w�y + (x2 � y2) � �w�z = xyz � �f�u + 2x2z � �f�v � xyz � �f�u��2y2z � �f�v � 2x2z � �f�v + 2y2z � �f�v = 0:e) Avem:�z�x =�y � f 0(t) � �t�xf 2(t) =�2xy � f 0(t)f 2(t) ; �z�y = f(t)�y � f 0(t) � �t�yf 2(t) = f(t)+2y2 � f 0(t)f 2(t) :Atuni:1x � �z�x + 1y � �z�y = �2y � f 0(t)f 2(t) + 1y � f(t) + 2y � f 0(t)f 2(t) = 1y � f(t) = zy2 :21. Fie funt�ia u = 1y ['(ax + y) +  (ax� y)℄: S�a se arate �a:�2u�x2 = a2y2 � ��y  y2 � �u�y! ; (';  2 C2(I); I � IR):Rezolvare. S�a not�am u u �si v argumentele funt�iei ', respetiv  . Avem:�u�x = 1y "'0(u) � �u�x +  0(v) � �v�x# = 1y [a � '0(u) + a �  0(v)℄;�2u�x2 = 1y "a � '00(u) � �u�x + a �  00(v) � �v�x# = 1y [a2 � '00(u) + a2 �  00(v)℄:Apoi:�u�y = � 1y2 ['(u) +  (v)℄ + 1y "'0(u) � �u�y +  0(v) � �v�y# = � 1y2 ['(u) +  (v)℄++1y ['0(u)�  0(v)℄;y2 � �u�y = �['(u) +  (v)℄ + y['0(u)�  0(v)℄; iar:��y  y2 � �u�y! = � "'0(u) � �u�y +  0(v) � �v�y#+ '0(u)�  0(v) + y � "'00(u) � �u�y��  00(v) � �v�y# = �'0(u)+ 0(v) +'0(u)�  0(v) + y['00(u)+  00(v)℄ = y['00(u) + 00(v)℄:Rezult�a:a2y2 � ��y  y2 � �u�y! = a2y2 � y['00(u) +  00(v)℄ = a2y ['00(u) +  00(v)℄ = �2u�x2 :22. S�a se aluleze �2z�x2 ; �2z�y2 ; �2z�x�y da�a z(x; y) = f(u; v; w); u = x2 + y2,v = x2 � y2; w = xy, (f 2 C2(D); D � IR3).Rezolvare. Calul�am mai �̂ntâi derivatele part�iale de ordinul �̂ntâi ale funt�iei z:�z�x = �f�u � �u�x + �f�v � �v�x + �f�w � �w�x = 2x � �f�u + 2x � �f�v + y � �f�w;�z�y = �f�u � �u�y + �f�v � �v�y + �f�w � �w�y = 2y � �f�u � 2y � �f�v + x � �f�w:



232 Capitolul 6Pentru derivata �2z�x2 avem:�2z�x2 = ��x  �z�x! = ��x  2x � �f�u + 2x � �f�v + y � �f�w! = 2�f�u + 2x � ��x  �f�u!++2�f�v + 2x � ��x  �f�v!+ y � ��x  �f�w! :Derivata �̂n raport u x a funt�iei �f�u , are se fae prin intermediul variabilelorsale u; v; w, este:��x  �f�u! = ��u  �f�u! � �u�x + ��v  �f�u! � �v�x + ��w  �f�u! � �w�x = �2f�u2 � �u�x++ �2f�v�u � �v�x + �2f�w�u � �w�x = 2x � �2f�u2 + 2x � �2f�v�u + y � �2f�w�u .În mod asem�an�ator avem:��x  �f�v!= �2f�u�v � �u�x + �2f�v2 � �v�x + �2f�w�v � �w�x =2x � �2f�u�v +2x � �2f�v2 + y � �2f�w�v ;��x  �f�w!= �2f�u�w � �u�x + �2f�v�w � �v�x + �2f�w2 � �w�x =2x � �2f�u�w +2x � �2f�v�w +y � �2f�w2 .Atuni:�2z�x2 = 2 �f�u + �f�v!+ 2x 2x � �2f�u2 + 2x � �2f�v�u + y � �2f�w�u!+ 2x 2x � �2f�u�v++2x � �2f�v2 + y � �2f�w�v!+ y  2x � �2f�u�w + 2x � �2f�v�w + y � �2f�w2! = 2 �f�u + �f�v!++4x2 � �2f�u2 + 4x2 � �2f�v2 + y2 � �2f�w2 + 8x2 � �2f�u�v + 4xy � �2f�u�w + 4xy � �2f�v�w ,(derivatele mixte sunt egale, deoaree f 2 C2(D)).S�a alul�am aum derivata de ordinul al doilea �̂n raport u y:�2z�y2 = ��y  �z�y!= ��y  2y � �f�u � 2y � �f�v + x � �f�w!=2�f�u + 2y � ��y  �f�u!� 2�f�v��2y ��y �f�v!+x ��y �f�w!=2 �f�u��f�v !+2y �2f�u2 � �u�y+ �2f�v�u � �v�y+ �2f�w�u � �w�y !��2y �2f�u�v � �u�y+�2f�v2 � �v�y+ �2f�w�v � �w�y!+x �2f�u�w � �u�y+ �2f�v�w � �v�y+ �2f�w2 � �w�y !==2 �f�u � �f�v!+2y 2y � �2f�u2 � 2y � �2f�v�u + x � �2f�w�u!�2y  2y � �2f�u�v � 2y � �2f�v2++ x � �2f�w�v!+ x 2y � �2f�u�w � 2y � �2f�v�w + x � �2f�w2! = 2 �f�u � �f�v!+ 4y2 � �2f�u2++4y2 � �2f�v2 + x2 � �2f�w2 � 8y2 � �2f�u�v + 4xy � �2f�u�w � 4xy � �2f�v�w .Pentru derivata �2z�x�y obt�inem:



Derivate part�iale, diferent�iabilitate, funt�ii ompuse 233�2z�x�y = �f�w +4xy � �2f�u2 �4xy � �2f�v2 +xy � �2f�w2 +2(x2+y2) � �2f�u�w +2(x2�y2) � �2f�v�w .23. S�a se arate �a funt�ia u(x; y) = '(x � y) +px � y �  �yx� satisfae relat�ia:x2 � �2u�x2 � y2 � �2u�y2 = 0;(';  2 C2(I); I � IR):Rezolvare. Not�am u u �si v argumentele funt�iei ', respetiv  . Avem:�u�x = y'0(u) +py 12px (v) +pxy �� yx2� 0(v) = y'0(u) + 12x�1=2y1=2 (v)��x�3=2y3=2 0(v);�2u�x2 = y2'00(u)� 14x�3=2y1=2 (v) + 12x�1=2y1=2 �� yx2� 0(v) + 32x�5=2y3=2 0(v)��x�3=2y3=2 �� yx2� 00(v) = y2'00(u)� 14x�3=2y1=2 (v)+x�5=2y3=2 0(v)+x�7=2y5=2 00(v):Apoi:�u�y = x'0(u)+px 12py (v)+pxy 1x 0(v) = x'0(u)+12x1=2y�1=2 (v)+x�1=2y1=2 0(v);�2u�y2 = x2'00(u)� 14x1=2y�3=2 (v) + 12x1=2y�1=2 1x 0(v) + 12x�1=2y�1=2 0(v)++x�1=2y1=2 1x 00(v) = x2'00(u)� 14x1=2y�3=2 (v) + x�1=2y�1=2 0(v) + x�3=2y1=2 00(v):Atuni:x2�2u�x2 � y2�2u�y2 = x2y2'00(u)� 14x1=2y1=2 (v) + x�1=2y3=2 0(v) + x�3=2y5=2 00(v)��x2y2'00(u) + 14x1=2y1=2 (v)� x�1=2y3=2 0(v)� x�3=2y5=2 00(v) = 0:24. S�a se aluleze diferent�ialele de ordinul �̂ntâi �si de ordinul al doilea pentruurm�atoarele funt�ii ompuse:a) u(x; y; z) = f(�; �; ); � = ax; � = by;  = z:b) u(x; y) = f(�; �; ); � = x2 + y2; � = x2 � y2;  = 2xy:) u(x; y; z) = f(t); t = xyz:d) u(x; y; z) = f(�; �; ); � = xy; � = yz;  = zx:Rezolvare. a) Derivatele part�iale de ordinul �̂ntâi ale funt�iei u sunt:�u�x = �f�� � ���x + �f�� � ���x + �f� � ��x = a�f�� ;�u�y = �f�� � ���y + �f�� � ���y + �f� � ��y = b�f�� ;�u�z = �f�� � ���z + �f�� � ���z + �f� � ��z = �f� :Apoi:�2u�x2 = a2 �2f��2 ; �2u�y2 = b2 �2f��2 ; �2u�z2 = 2�2f�2 ; �2u�x�y = ab �2f���� ; �2u�y�z = b �2f��� ;



234 Capitolul 6�2u�x�z = a �2f��� .Dei:du(x; y; z) = a�f�� (�; �; ) dx+ b�f�� (�; �; ) dy + �f� (�; �; ) dz �sid2u(x; y; z) = a2 �2f��2 (�; �; ) dx2 + b2 �2f��2 (�; �; ) dy2 + 2�2f�2 (�; �; ) dz2++2ab �2f���� (�; �; ) dxdy + 2b �2f��� (�; �; ) dydz + 2a �2f��� (�; �; ) dxdz;(u � = ax; � = by;  = z).b) Avem:�u�x = �f�� � ���x + �f�� � ���x + �f� � ��x = 2x � �f�� + 2x � �f�� + 2y � �f� ;�u�y = �f�� � ���y + �f�� � ���y + �f� � ��y = 2y � �f�� � 2y � �f�� + 2x � �f� :Apoi:�2u�x2 =2�f��+2x �2f��2 � 2x+ �2f���� � 2x+ �2f��� � 2y!+2�f��+2x �2f���� � 2x++�2f��2 � 2x+ �2f��� � 2y!+2y �2f��� � 2x+ �2f��� � 2x+�2f�2 � 2y!=2 �f��+ �f��!++4x2 �2f��2 + 4x2 �2f��2 + 4y2�2f�2 + 8x2 �2f���� + 8xy �2f��� + 8xy �2f��� ,�2u�y2 =2�f��+2y �2f��2 � 2y� �2f���� � 2y+ �2f��� � 2x!�2�f���2y  �2f���� � 2y���2f��2 � 2y+ �2f��� � 2x!+2x �2f��� � 2y� �2f��� � 2y+�2f�2 � 2x!=2 �f��� �f��!++4y2�2f��2 + 4y2�2f��2 + 4x2�2f�2 � 8y2 �2f���� + 8xy �2f��� � 8xy �2f��� ,�2u�x�y = 2y  �2f��2 � 2x+ �2f���� � 2x+ �2f��� � 2y!� 2y  �2f���� � 2x + �2f��2 � 2x++ �2f��� � 2y!+ 2�f� + 2x �2f��� � 2x + �2f��� � 2x+ �2f�2 � 2y! = 2�f� + 4xy �2f��2��4xy�2f��2 + 4xy�2f�2 + 4(x2 + y2) �2f��� + 4(x2 � y2) �2f��� .Dei:du(x; y) = "2x � �f�� (�; �; ) + 2x � �f�� (�; �; ) + 2y � �f� (�; �; )# dx++ "2y � �f��(�; �; )� 2y � �f�� (�; �; ) + 2x � �f� (�; �; )# dy �sid2u(x; y) = "2 �f�� + �f��!+ 4x2 �2f��2 + 4x2 �2f��2 + 4y2�2f�2 + 8x2 �2f���� + 8xy �2f���+



Derivate part�iale, diferent�iabilitate, funt�ii ompuse 235+8xy �2f��� # dx2 + 2 "2�f� + 4xy �2f��2 � 4xy�2f��2 + 4xy�2f�2 + 4(x2 + y2) �2f���++4(x2 � y2) �2f��� # dxdy+"2 �f�� � �f��!+ 4y2 �2f��2 + 4y2�2f��2 + 4x2�2f�2 � 8y2 �2f����++8xy �2f��� � 8xy �2f��� # dy2:) Avem:�u�x = yzf 0(t); �u�y = xzf 0(t); �u�z = xyf 0(t):Apoi:�2u�x2 = y2z2f 00(t); �2u�y2 = x2z2f 00(t); �2f�z2 = x2y2f 00(t); �2u�x�y = zf 0(t)++xyz2f 00(t); �2u�y�z = xf 0(t) + x2yzf 00(t); �2u�x�z = yf 0(t) + xy2zf 00(t):Dei:du(x; y; z) = (yz dx+ xz dy + xy dz)f 0(t) �sid2u(x; y; z) = [(y2z2 dx2 + x2z2 dy2 + x2y2 dz2)f 00(t) + 2z(f 0(t) + xyzf 00(t)) dxdy++2x(f 0(t) + xyzf 00(t)) dydz + 2y(f 0(t) + xyzf 00(t)) dxdz℄ = (y2z2 dx2 + x2z2 dy2++x2y2 dz2)f 00(t) + 2(z dxdy + x dydz + y dxdz)(f 0(t) + xyzf 00(t)).d) Derivatele part�iale de ordinul �̂ntâi ale funt�iei u sunt:�u�x = �f�� � ���x + �f�� � ���x + �f� � ��x = yxy�1 �f�� + zx ln z�f� ;�u�y = �f�� � ���y + �f�� � ���y + �f� � ��y = xy lnx�f�� + zyz�1�f�� ;�u�z = �f�� � ���z + �f�� � ���z + �f� � ��z = yz ln y�f�� + xzx�1�f� .Apoi, derivatele part�iale de ordinul al doilea sunt:�2u�x2 = y(y � 1)xy�2 �f�� + yxy�1 ��x  �f��!+ zx(ln z)2�f� + zx ln z ��x  �f�! == y(y � 1)xy�2 �f�� + zx(ln z)2�f� + yxy�1 "yxy�1 �2f��2 + zx ln z �2f���# + zx ln z�� "yxy�1 �2f��� + zx ln z�2f�2 # = y(y � 1)xy�2 �f�� + zx(ln z)2�f� + y2x2y�2 �2f��2++z2x(ln z)2�2f�2 + 2yxy�1zx ln z �2f��� ,�2u�y2 = xy(lnx)2 �f�� + xy lnx ��y  �f��!+ z(z � 1)yz�2�f�� + zyz�1 ��y  �f��! == xy(lnx)2 �f�� + z(z � 1)yz�2�f�� + xy lnx "xy lnx�2f��2 + zyz�1 �2f����#++zyz�1 "xy lnx �2f���� + zyz�1�2f��2 # = xy(lnx)2 �f�� + z(z � 1)yz�2�f�� + x2y(lnx)2�



236 Capitolul 6��2f��2 + z2y2z�2�2f��2 + 2zyz�1xy lnx �2f���� ,�2u�z2 = yz(ln y)2�f�� + yz ln y ��z  �f��!+ x(x� 1)zx�2�f� + xzx�1 ��z  �f�! == yz(ln y)2�f�� + x(x� 1)zx�2�f� + yz ln y "yz ln y�2f��2 + xzx�1 �2f��� #++xzx�1 "yz ln y �2f���+xzx�1�2f�2 #=yz(ln y)2�f��+x(x� 1)zx�2�f� +y2z(ln y)2 � �2f��2++x2z2x�2�2f�2 + 2xyzzx�1 ln y �2f��� ,�2u�x�y = yxy�1 lnx�f�� + xy�1 �f�� + xy lnx ��x  �f��!+ zyz�1 ��x  �f��! ==yxy�1 lnx�f��+xy�1 �f��+xy lnx "yxy�1 �2f��2+zx ln z �2f���#+zyz�1 "yxy�1 �2f����++zx ln z �2f��� # = yxy�1 lnx�f�� + xy�1 �f�� + x2y�1y lnx�2f��2 + xyzx lnx ln z �2f���++xy�1yzz �2f���� + zx+1yz�1 ln z �2f��� ,�2u�x�z = yz ln y ��x  �f��!+ zx�1�f� + xzx�1 ln z�f� + xzx�1 ��x  �f�! ==yz ln y "yxy�1 �2f���� +zx ln z �2f��� #+zx�1�f� +xzx�1 ln z�f� +xzx�1 � "yxy�1 �2f���++zx ln z�2f�2 # = zx�1�f� + xzx�1 ln z�f� + xz2x�1 ln z�2f�2 + yz+1xy�1 ln y �2f����++yzzx ln y ln z �2f��� + xyyzx�1 �2f��� ,�2u�y�z = zyz�1 ln y�f�� + yz�1�f�� + yz ln y ��y  �f��!+ xzx�1 ��y  �f�! == zyz�1 ln y�f��+yz�1�f��+yz ln y "xy lnx �2f���� +zyz�1�2f��2 #+xzx�1 � "xy lnx �2f���++zyz�1 �2f��� # = zyz�1 ln y�f�� + yz�1�f�� + zy2z�1 ln y�2f��2 + xyyz ln y lnx �2f����++xy+1zx�1 lnx �2f��� + xyz�1zx �2f��� .Rezult�a atuni:du(x; y; z) =  yxy�1 �f�� + zx ln z�f�! dx+  xy lnx�f�� + zyz�1�f��! dy++ yz ln y�f�� + xzx�1�f�! dz �sid2u(x; y; z) = "y(y � 1)xy�2 �f�� + zx(ln z)2�f� + y2x2y�2 �2f��2 + z2x(ln z)2�2f�2+



Derivate part�iale, diferent�iabilitate, funt�ii ompuse 237+2yxy�1zx ln z �2f��� # dx2 + "xy(lnx)2 �f�� + z(z � 1)yz�2�f�� + x2y(lnx)2 �2f��2++ z2y2z�2�2f��2 + 2zyz�1xy lnx �2f���� # dy2 + "yz(ln y)2�f�� + x(x� 1)zx�2�f�++y2z(ln y)2�2f��2 + x2z2x�2 �2f�2 + 2xyzzx�1 ln y �2f��� # dz2+2 "yxy�1 lnx�f�� + xy�1 �f��++x2y�1y lnx�2f��2 + xyzx lnx ln z �2f��� + xy�1yzz �2f���� + zx+1yz�1 ln z � �2f��� # dxdy++2 "zx�1�f� +xzx�1 ln z�f� +xz2x�1 ln z�2f�2 +yz+1xy�1 ln y �2f����+yzzx ln y ln z �2f���++xyyzx�1 �2f��� #dxdz + 2"zyz�1 ln y�f��+yz�1�f��+zy2z�1 ln y�2f��2+xyyz lnx ln y �2f����++xy+1zx�1 lnx �2f��� + xyz�1zx �2f��� # dydz.25. S�a se arate �a da�a f : E ! IR (E � IR2 on u vârful �̂n origine) este ofunt�ie omogen�a de grad n atuni avem relat�ia:x2 � �2f�x2 + 2xy � �2f�x�y + y2 � �2f�y2 = n(n� 1)f(x; y).S�a se generalizeze, apoi, relat�ia de mai sus.Rezolvare. Funt�ia omogen�a f satisfae relat�ia lui Euler:x � �f�x + y � �f�y = n � f(x; y):Derivând egalitatea de mai sus �̂n raport u x �si apoi �̂n raport u y, obt�inem:�f�x + x � �2f�x2 + y � �2f�x�y = n � �f�x ) x � �2f�x2 + y � �2f�x�y = (n� 1) � �f�x �six � �2f�x�y + �f�y + y � �2f�y2 = n � �f�y ) x � �2f�x�y + y � �2f�y2 = (n� 1) � �f�y .Înmult�im prima dintre relat�iile obt�inute u x �si a doua u y. Prin adunare, rezult�a:x2 � �2f�x2 + 2xy � �2f�x�y + y2 � �2f�y2 = (n� 1) x � �f�x + y � �f�y!,relat�ie, are ombinat�a u relat�ia lui Euler, ne ondue la egalitatea din enunt�.În ontinuare vom demonstra prin indut�ie matemati�a urm�atoarea relat�ie: x � ��x + y � ��y!fpg f(x; y) = n!(n� p)!f(x; y); p � n:Pentru p = 1 avem exat relat�ia lui Euler. S�a presupunem relat�ia de mai susadev�arat�a pentru p 2 IN� �si o vom demonstra pentru (p+ 1): x � ��x + y � ��y!fp+1g f(x; y) = n!(n� p� 1)!f(x; y).Pentru aeasta, relat�ia pentru p, sris�a sub forma:



238 Capitolul 6pXk=0Ckpxp�kyk � �pf�xp�k�yk = n!(n� p)!f(x; y)o vom deriva �̂n raport u x, apoi �̂n raport u y. Obt�inem:pXk=0Ckpyk "(p� k)xp�k�1 �pf�xp�k�yk + xp�k �p+1f�xp�k+1�yk # = n!(n� p)! �f�x ,pXk=0Ckpxp�k "kyk�1 �pf�xp�k�yk + yk �p+1f�xp�k�yk+1# = n!(n� p)! �f�y .Înmult�im prima relat�ie obt�inut�a u x, iar a doua u y �si apoi le adun�am. Rezult�a:pXk=0Ckp h(p� k)ykxp�k + kykxp�ki �pf�xp�k�yk + pXk=0Ckpxp+1�kyk �p+1f�xp+1�k�yk++ pXk=0Ckpxp�kyk+1 �p+1f�xp�k�yk+1 = n!(n� p)! "x �f�x + y �f�y #,de unde deduem:pXk=0Ckpxp+1�kyk �p+1f�xp+1�k�yk + pXk=0Ckpxp�kyk+1 �p+1f�xp�k�yk+1 = n!(n� p)!nf(x; y)��p pXk=0Ckpxp�kyk �pf�xp�k�yk = n!(n� p)!nf(x; y)� p n!(n� p)!f(x; y) == n!(n� p)!(n� p)f(x; y) = n!(n� p� 1)!f(x; y):Shimbând indiele u o unitate �̂n suma a doua a primului membru din �sirul deegalit�at�i de mai sus, obt�inem:pXk=0Ckpxp+1�kyk �p+1f�xp+1�k�yk+p+1Xk=1Ck�1p xp�k+1yk �p+1f�xp�k+1�yk = n!(n� p� 1)!f(x; y)sau C0pxp+1�p+1f�xp+1 + pXk=1 �Ckp + Ck�1p � xp+1�kyk �p+1f�xp+1�k�yk + Cppyp+1�p+1f�yp+1 == n!(n� p� 1)!f(x; y):Astfel am obt�inut relat�ia pentru (p+ 1):p+1Xk=0Ckp+1xp+1�kyk �p+1f�xp+1�k�yk = n!(n� p� 1)!f(x; y) sau x � ��x + y � ��y!fp+1g f(x; y) = n!(n� p� 1)!f(x; y):PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE26. S�a se aluleze, folosind de�nit�ia, urm�atoarele derivate part�iale:a) �f�x (1; 0) �si �f�y (0; 1) pentru f(x; y) = artg x� y1 + xy .



Derivate part�iale, diferent�iabilitate, funt�ii ompuse 239b) �f�x (1; 0; 2); �f�y (�1; 1; 3) �si �f�z (2; 2; 0) pentru f(x; y; z) = px2 + y2 + z2:27. S�a se aluleze derivatele part�iale de ordinul �̂ntâi �si de ordinul al doilea pentruurm�atoarele funt�ii:a) f(x; y) = xy + xy; b) f(x; y) = artg x+ y1� xy ; ) f(x; y) = arsin xpx2 + y2 ;d) f(x; y; z) =  xy!z ; e) f(x; y; z) = xy=z; f) f(x; y; z) = 1px2 + y2 + z2 ;g) f(x; y; z) = sin (x sin (y sin z));(funt�iile �ind de�nite pe domeniile lor de de�nit�ie).28. S�a se veri�e �a ordinea de derivare nu shimb�a valoarea derivatei, �si anumeavem: �2f�x�y = �2f�y�x pentru urm�atoarele funt�ii:a) f(x; y) = sin (ax + by); b) f(x; y) = xy2 ; ) f(x; y) = arossxy ;d) f(x; y) = x2 � ln(1 + xy):29. Ar�atat�i �a funt�iile de mai jos satisfa relat�iile indiate:a) f(x; y) = y � ln (x2 � y2); 1x � �f�x + 1y � �f�y = fy2 :b) f(x; y) = xy + x � ey=x; x � �f�x + y � �f�y = xy + f:) f(x; y) = ln (x2 + xy + y2); x � �f�x + y � �f�y = 2:d) f(x; y; z) = ln (tg x+ tg y + tg z); sin 2x � �f�x + sin 2y � �f�y + sin 2z � �f�z = 2:e) f(x; y; z) = x+ x� yy � z ; �f�x + �f�y + �f�z = 1:f) f(x; y; z) = (x� y)(y � z)(z � x); �f�x + �f�y + �f�z = 0:30. Ar�atat�i �a funt�iile de mai jos satisfa relat�iile indiate:a) f(x; y) = lnq(x� a)2 + (y � b)2; �2f�x2 + �2f�y2 = 0:b) f(x; y; z) = [(x� a)2 + (y � b)2 + (z � )2℄�1=2 ; �2f�x2 + �2f�y2 + �2f�z2 = 0:) f(x; y; z) = exyz; �3f�x�y�z = xy � �2f�x�y + 2x � �f�x + f:d) f(x; y) = ln x2 � y2xy ; �3f�x3 + �3f�x2�y � �3f�x�y2 � �3f�y3 = 2 1y3 � 1x3! :31. Se onsider�a funt�ia f(x; y; z) = y2z2e�x + x2z2e�y + x2y2e�z. S�a se arate �aderivatele ei part�iale veri��a relat�ia:�7f�x3�y2�z2 + �7f�x2�y3�z2 + �7f�x2�y2�z3 + �6f�x2�y2�z2 = 0:



240 Capitolul 632. S�a se studieze proprietatea de diferent�iabilitate a funt�iei f �̂n puntul (0; 0)�si existent�a derivatelor part�iale �f�x �si �f�y �̂ntr-un punt (x; y) arbitrar din IR2, unde:a) f : IR2 ! IR; f(x; y) = 8><>: px2 + y2 � os 1px2 + y2 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0):b) f : IR2 ! IR; f(x; y) = 8><>: xy � sin 1x2 + y2 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0):33. Fie funt�ia:f : IR2 ! IR; f(x; y) = 8>><>>: y2 � ln 1 + x2y2! ; da�a y 6= 0;0; da�a y = 0:S�a se arate �a exist�a derivatele part�iale de ordinul al doilea mixte ale funt�iei f �̂norie punt (x; y) 2 IR2, dar aestea nu sunt ontinue �̂n (0; 0).34. S�a se aluleze diferent�ialele de ordinul �̂ntâi �si de ordinul al doilea pentruurm�atoarele funt�ii:a) f(x; y) = px2 + y2; b) f(x; y) = ln �x +px2 + y2� ;) f(x; y) = ex+y � (x os y + y sin x); d) f(x; y) = artg 2(x + sin y)4� x sin y ;e) f(x; y; z) = xyz :35. Se determin�a latura a a triunghiului ABC u o eroare relativ�a de 2=1000,iar unghiurile B �si C au erori absolute de 100 �si 150 de ar. S�a se exprime �̂n proenteeroarea relativ�a u are va � unosut�a suprafat�a triunghiului.36. Fie funt�ia f : IR2 ! IR de�nit�a prin:f(x; y) = 8>><>>: x3(y � x2)2 + x4 ; da�a (x; y) 6= (0; 0);0; da�a (x; y) = (0; 0):S�a se studieze existent�a derivatei funt�iei f �̂n puntul (0; 0) dup�a versorul ~v == os �~{+ sin �~|; � 2 [0; 2�):37. S�a se aluleze derivata funt�iei f(x; y) = 5x2� 3x� y� 1 �̂n puntul M(2; 1)dup�a diret�ia �!MN , unde N(3; 4).38. S�a se aluleze derivata funt�iei f(x; y; z) = aros zpx2 + y2 �̂n puntulM(1; 1; 1) dup�a diret�ia �!MN , �stiind �a N(2; 3;�4).39. S�a se aluleze derivatele dup�a versorul ~v = os �~{ + sin �~|; � 2 [0; 2�) aleurm�atoarelor funt�ii �̂n puntele preizate:a) f(x; y) = x2 � 2xy � y3 �̂n puntul M(2;�1).



Derivate part�iale, diferent�iabilitate, funt�ii ompuse 241b) f(x; y) = sin (x2 + y2) �̂n puntul M(0; �=2).40. S�a se aluleze:a) �w�x ; �w�y ; �w�z da�a w(x; y; z) = f(u; v); u = ax + by + z; v = ax� by � z;(f 2 C1(D); D � IR2).b) �z�x; �z�y da�a z(x; y) = f(u; v); u = x2 + y2; v = xy; (f 2 C1(D); D � IR2).) �z�x; �z�y da�a z(x; y) = artg uv ; u = x sin y; v = y sinx:d) dzdt ; da�a z(t) = ex2+y2 ; x = a os t; y = a sin t:41. Fie funt�ia z(x; y) = f  xy ; xy! + y � g(x + y); unde f �si g sunt funt�iidiferent�iabile pe IR2, respetiv IR.a) S�a se aluleze E(x; y) = xy � �z�x(x; y) + �z�y (x; y):b) S�a se arate �a E(x; y) = 3(x+ y)2; da�a f(u; v) = g(u) = u2; 8 (u; v) 2 IR2:42. Ar�atat�i �a funt�iile de mai jos veri��a egalit�at�ile srise al�aturat:a) z = y � '(x2 � y2); 1x � �z�x + 1y � �z�y = zy2 ; (' 2 C1(I); I � IR):b) z = xy � '(x2 � y2); xy2 � �z�x + x2y � �z�y = z � (x2 + y2); (' 2 C1(I); I � IR):) z = �px2+y2�a� � '�yx� ; x � �z�x + y � �z�y = z � px2 + y2px2+y2 � a; ('2C1(I); I�IR):d) z = sin y � ' (sinx� y); 1os x � �z�x + �z�y = z � tg y; (' 2 C1(I); I � IR):e) u = sinx+f(sin y�sinx); �u�y �os x+�u�x �os y = os x�os y; (f 2 C1(I); I � IR):43. S�a se arate �a 8 f; g 2 C2(IR) funt�ia z(x; t) = f(x+ at) + g(x� at)satisfae relat�ia: �2z�x2 = 1a2 � �2z�t2 .44. S�a se arate �a funt�ia u(x; y) = x � f  xy!+ y � g  xy! veri��a relat�ia:x2 � �2u�x2 + 2xy � �2u�x�y + y2 � �2u�y2 = 0;(f; g 2 C2(I); I � IR).45. S�a se arate �a funt�ia z(x; y) = xy �f(y) + g �yx�� veri��a relat�ia:x2 � �2z�x2 + xy � �2z�x�y � y � �z�y = 0,(f; g 2 C2(I); I � IR).46. S�a se arate �a funt�ia u(x; y) = xn � '�yx�+ y�n �  �yx� veri��a relat�ia:



242 Capitolul 6x2 � �2u�x2 + 2xy � �2u�x�y + y2 � �2u�y2 + x � �u�x + y � �u�y = n2 � u;(';  2 C2(I); I � IR).47. S�a se arate �a funt�ia u(x; y) = xn � '�yx� + x1�n �  �yx� veri��a relat�ia:x2 � �2u�x2 + 2xy � �2u�x�y + y2 � �2u�y2 = n(n� 1) � u;(';  2 C2(I); I � IR).48. S�a se aluleze derivatele de ordinul n ale funt�iei u(x; y; z) = '(t), undet = ax + by + z, (' 2 Cn(I); I � IR).49. S�a se aluleze �nu�xn ; �nu�yn ; �nu�zn da�a u(x; y; z) = '(�; �; �); � = ax; � == by; � = z, (' 2 Cn(D); D � IR3).50. S�a se veri�e relat�ia lui Euler pentru urm�atoarele funt�ii:a) f(x; y) = x3 + y3 � 2xy(x+ y); b) f(x; y) = ax + bypx2 + y2 ;) f(x; y; z) = ax + by + zx2 + y2 + z2 .x2. FORMULA LUI TAYLOR, FUNCT�IIIMPLICITE, DEPENDENT� �A S�IINDEPENDENT� �A FUNCT�IONAL�ATeorema 1 (Formula lui Taylor u restul lui Lagrange). Fie f 2 CN+1(D),unde D � IRn este o mult�ime deshis�a �si onvex�a (adi�a 8 ~x1; ~x2 2 D; t~x1+(1�t)~x2 22 D; 8 t 2 (0; 1)). Atuni pentru 8 ~x0; ~x 2 D 9 ~�N 2 (~x0; ~x) astfel �̂nât:f(~x) = TN (~x) + 1(N + 1)! dN+1f(~�N)(~x� ~x0);unde TN (~x) este polinomul lui Taylor de grad N a funt�iei f �̂n ~x0:TN(~x) = f(~x0) + NXk=1 1k! dkf(~x0)(~x� ~x0);(~�N = ~x0 + �N (~x� ~x0); �N 2 (0; 1)).Pentru ~x0 = ~0 formula de mai sus este unosut�a �si sub numele de formula luiMa-Laurin.Teorema 2 (existent�a �si ontinuitatea funt�iilor de�nite impliit). Fiefunt�ia F : D = A � I � IRn+1 ! IR (A � IRn mult�ime deshis�a, I � IR intervaldeshis) �si (~x0; y0) 2 D. Da�a sunt �̂ndeplinite urm�atoarele ondit�ii:



Formula lui Taylor, funt�ii impliite 243a) F (~x0; y0) = 0;b) 9 o vein�atate U � A a puntului ~x0 �si 9 o vein�atate V � I a puntului y0astfel �̂nât:i) pentru 8x2U �xat, funt�ia y!F (~x; y) este ontinu�a �si strit monoton�a pe V ;ii) pentru 8 y 2 V �xat, funt�ia ~x! F (~x; y) este ontinu�a �̂n ~x0;atuni:1) 9 o vein�atate U0 a puntului ~x0 �si o vein�atate V0 a lui y0 astfel �̂nât pentru8 ~x 2 U0 �xat euat�ia �̂n y: F (~x; y) = 0 are o solut�ie uni�a y = f(~x); y 2 V0, pentruare F (~x; f(~x)) = 0 �̂n U0;2) funt�ia f : U0 ! V0 este ontinu�a �̂n ~x0 �si veri��a egalitatea f(~x0) = y0.Corolar 1. Da�a �̂n enunt�ul teoremei se �̂nlouie�ste ipoteza ii) u:ii') pentru 8 y 2 V �xat, funt�ia ~x! F (~x; y) este ontinu�a pe U ,atuni funt�ia de�nit�a impliit f este ontinu�a pe U0.Teorema 3. Fie funt�ia F : D = A� I � IRn+1 ! IR (A � IRn mult�ime deshis�a,I � IR interval deshis) �si (~x0; y0) 2 D. Da�a sunt �̂ndeplinite ondit�iile:a) F (~x0; y0) = 0;b) F 2 C1(U�V ), unde U este o vein�atate a puntului ~x0, iar V este o vein�atatea puntului y0;) �F�y (~x0; y0) 6= 0,atuni:1) 9 o vein�atate U0 a puntului ~x0 �si o vein�atate V0 a puntului y0 �si o funt�ief : U0 ! V0 astfel �̂nât f(~x0) = y0 �si F (~x; f(~x)) = 0; 8 x 2 U0;2) funt�ia f are derivate part�iale de ordinul �̂ntâi ontinue pe U0 date de:�f�xi (~x) = � �F�xi (~x; f(~x))�F�y (~x; f(~x)) ; 8 ~x 2 U0; i = 1; n;3) da�a �̂n plus F are derivate part�iale de ordinul k ontinue pe U � V atunifunt�ia impliit�a f are derivate part�iale de ordinul k ontinue pe U0.Teorema 4. Fie funt�ia ~F : D = A � B � IRn+m ! IRm (A � IRn; B � IRmmult�imi deshise), ~F = (F1; : : : ; Fm) �si (~x0; ~y0) 2 D: Da�a sunt �̂ndeplinite ondit�iile:a) ~F (~x0; ~y0) = ~0;b) funt�iile Fj 2 C1(U � V ); j = 1; m, unde U este o vein�atate a puntului ~x0,iar V este o vein�atate a puntului ~y0;) D(F1; F2; : : : ; Fm)D(y1; y2; : : : ; ym) (~x0; ~y0) = detr~y ~F (~x0; ~y0) 6= 0



244 Capitolul 6atuni:1) 9 o vein�atate U0�V0 a puntului (~x0; ~y0) �si o funt�ie vetorial�a uni�a ~f :U0!V0,~f(~x) = (f1(~x); � � � ; fm(~x)) a.̂�. ~f(~x0) = ~y0 �si ~F (~x; ~f(~x)) = ~0 �̂n U0;2) funt�iile fj : U0 ! IR; j = 1; m au derivate part�iale de ordinul �̂ntâi �fj�xiontinue �̂n U0, aeste derivate �ind solut�iile sistemului:mXk=1 �Fj�yk (~x; ~y)�fk�xi (~x) = ��Fj�xi (~x; ~y); i = 1; n; j = 1; m; ~y = ~f(~x);3) da�a �̂n plus funt�iile Fj; j = 1; m au derivate part�iale de ordinul k ontinuepe U � V atuni funt�iile fj; j = 1; m vor avea derivate part�iale de ordinul k ontinuepe U0,(unde r~y ~F (~x; ~y) = 0BBBBBBBBBBB�
�F1�y1 (~x; ~y) �F1�y2 (~x; ~y) � � � �F1�ym (~x; ~y)�F2�y1 (~x; ~y) �F2�y2 (~x; ~y) � � � �F2�ym (~x; ~y)...�Fm�y1 (~x; ~y) �Fm�y2 (~x; ~y) � � � �Fm�ym (~x; ~y)

1CCCCCCCCCCCA ;
iar D(F1; F2; : : : ; Fm)D(y1; y2; : : : ; ym) (~x; ~y) = detr~y ~F (~x; ~y) sunt gradientul, respetiv iaobianul fun-t�iei ~F �̂n raport u ~y �̂n puntul (~x; ~y)).Fie ~f : E � IRn ! IRn, E mult�ime deshis�a. Transformarea T : E � IRn ! F == ~f(E) � IRn, dat�a prin euat�iile T : yi = fi(x1; : : : ; xn); i = 1; n este o tranformareregulat�a �̂n puntul ~x0 2 E da�a 9 �si sunt ontinue derivatele part�iale �fi�xj (i; j = 1; n)pe o vein�atate V a puntului ~x0 �si:J(~x0) = D(f1; f2; : : : ; fn)D(x1; x2; : : : ; xn)(~x0) = D(y1; y2; : : : ; yn)D(x1; x2; : : : ; xn)(~x0) = detr~f(~x0) 6= 0:Da�a transformarea T este regulat�a �̂n puntul ~x0 2 E atuni ea este regulat�a�̂ntr-o vein�atate a lui ~x0. O transformare regulat�a �̂n ~x0 este diferent�iabil�a �̂n ~x0, deiontinu�a �̂n x0.Mult�imea E � IRn este onex�a da�a ea nu se poate reprezenta a reuniune de dou�amult�imi simultan deshise �si �̂nhise sau, ehivalent (̂�n spat�iul IRn), orie dou�a puntedin E pot � unite printr-un ar de urb�a omplet ont�inut �̂n mult�imea E. O mult�imeE � IRn se nume�ste domeniu da�a este deshis�a �si onex�a.Iaobianul unei transform�ari regulate pe un domeniu E p�astreaz�a semn onstant�̂n aest domeniu.Teorema 5 (derivarea funt�iilor inverse). Fie E o mult�ime deshis�a din IRn.



Formula lui Taylor, funt�ii impliite 245Da�a transformarea T este regulat�a �̂n puntul ~x0 2 E atuni:i) 9 o vein�atate U0 � E a puntului ~x0 �si o vein�atate V0 � F = ~f(E) a puntului~y0 = ~f(~x0) a.̂�. restrit�ia T la U0 este o bijet�ie a lui U0 pe V0.ii) Transformarea invers�a ~y ! ~x = ~'(~y) = ('1(~y); : : : ; 'n(~y)) 2 U0; ~y 2 V0satisfae ondit�iile ~x0 = ~'(~y0), este regulat�a �̂n ~y0 �si, �̂n plus:D('1; '2; : : : ; 'n)D(y1; y2; : : : ; yn) (~y0) =  D(f1; f2; : : : ; fn)D(x1; x2; : : : ; xn)(~x0)!�1 :Vom spune �a funt�ia ' : E � IRn ! IR depinde de funt�iile f1; f2; : : : ; fm pe omult�ime D � E da�a 9 funt�ia �(y1; y2; : : : ; ym) de�nit�a pe o mult�ime B � IRm a.̂�.'(~x) = �(f1(~x); : : : ; fm(~x)); 8 ~x 2 D: Sistemul de funt�ii ff1; f2; : : : ; fmg se nume�stefunt�ional dependent pe D da�a el put�in una din funt�iile sistemului depinde de ele-lalte. Sistemul de funt�ii ff1; f2; : : : ; fmg se nume�ste funt�ional independent �̂n ~x0 2 ÆEda�a nu exist�a nii o vein�atate a lui ~x0 a.̂�. una dintre ele s�a depind�a de elelaltepe aea vein�atate. Funt�iile f1; f2; : : : ; fm sunt independente pe o mult�ime deshis�aD � E da�a sunt independente �̂n orie punt x 2 D.Teorema 6. Fie funt�iile f1; f2; : : : ; fm : D � IRn ! IR, D mult�ime deshis�a.Da�a aeste funt�ii au derivate part�iale de ordinul �̂ntâi ontinue �̂ntr-o vein�atateV � D a puntului ~x0 2 D �si da�a rangul matriei  �fi�xj! i=1;mj=1;n �̂ntr-un punt ~x1 2 Veste egal u num�arul funt�iilor m atuni funt�iile sunt independente �̂n ~x0.Teorema 7. Fie funt�iile f1; f2; : : : ; fm : D�IRn!IR, D deshis�a �si ~x02D. Da�afunt�iile fi; i = 1; m au derivatele part�iale de ordinul �̂ntâi ontinue �̂ntr-o vein�atateU � D a puntului ~x0 �si da�a rangul matriei  �fi�xj! i=1;mj=1;n este egal u s � m �̂n Uatuni printre funt�iile f1; f2; : : : ; fm exist�a s funt�ii independente pe U , iar elelaltem� s depind de aestea.Corolar 2. Condit�ia neesar�a �si su�ient�a a n funt�ii f1; : : : ; fn : D! IR (D �� IRn deshis�a), u derivate part�iale de ordinul �̂ntâi ontinue pe D, s�a �e dependentefunt�ional pe D este a determinantul funt�ional D(f1; : : : ; fn)D(x1; : : : ; xn) s�a �e identi nul.PROBLEME REZOLVATE1. S�a se dezvolte funt�ia f(x; y) = ex sin y pân�a la termenii de ordinul al treileau ajutorul formulei lui Ma-Laurin.



246 Capitolul 6Rezolvare. Conform formulei lui Taylor pentru (x0; y0) = (0; 0), avem:f(x; y) = f(0; 0) + 3Xk=1 1k!  x ��x + y ��y!fkgf(0; 0) +R3;unde R3 este restul sris sub forma lui Lagrange astfel:R3 = 14!  x ��x + y ��y!f4gf(�; �); u (�; �) = �(x; y); � 2 (0; 1):S�a alul�am derivatele part�iale ale lui f :�f�x = ex sin y; �f�y = ex os y; �2f�x2 = ex sin y; �2f�x�y = ex os y; �2f�y2 = �ex sin y;�3f�x3 = ex sin y; �3f�x2�y = ex os y; �3f�x�y2 = �ex sin y; �3f�y3 = �ex os y;�4f�x4 = ex sin y; �4f�x3�y = ex os y; �4f�x2�y2 = �ex sin y; �4f�x�y3 = �ex os y;�4f�y4 = ex sin y.Atuni: f(x; y) = y + xy + 13!(3x2y � y3) +R3;unde R3 = 14! �e� sin � x4 + 4e� os � x3y � 6e� sin � x2y2 � 4e� os � xy3 + e� sin � y4� ;u � = �x; � = �y; � 2 (0; 1):2. S�a se dezvolte funt�ia f(x; y; z) = x2 + y2 + z2 + 2xy� yz� 4x� 3y� z + 4 uajutorul formulei lui Taylor �̂n vein�atatea puntului M0(1; 1; 1):Rezolvare. Avem:f(x; y; z)=f(1; 1; 1) + 11!"(x�1)�f�x (1; 1; 1)+(y�1)�f�y (1; 1; 1)+(z�1)�f�z (1; 1; 1)#++ 12!"(x�1)2�2f�x2 (1; 1; 1)+(y�1)2�2f�y2 (1; 1; 1)+(z�1)2�2f�z2 (1; 1; 1)+2(x�1)(y�1)�� �2f�x�y (1; 1; 1) + 2(y � 1)(z � 1) �2f�y�z (1; 1; 1) + 2(x� 1)(z � 1) �2f�x�z (1; 1; 1)# :Calul�am derivatele part�iale ale funt�iei f :�f�x (1; 1; 1) = (2x+2y�4)jM0 = 0; �f�y (1; 1; 1) = (2y+2x�z�3)jM0 = 0; �f�z (1; 1; 1) == (2z � y � 1)jM0 = 0; �2f�x2 (1; 1; 1) = 2; �2f�y2 (1; 1; 1) = 2; �2f�z2 (1; 1; 1) = 2;�2f�x�y (1; 1; 1) = 2; �2f�y�z (1; 1; 1) = �1; �2f�x�z (1; 1; 1) = 0:Deoaree f(1; 1; 1) = 0; obt�inem:f(x; y; z) = (x� 1)2 + (y � 1)2 + (z � 1)2 + 2(x� 1)(y � 1)� (y � 1)(z � 1):3. S�a se g�aseas�a re�sterea funt�iei f(x; y) = x3 � 2y3 + 3xy atuni ând se treede la valorile x0 = 1; y0 = 2 la valorile x1 = 1 + h; y1 = 2 + k:



Formula lui Taylor, funt�ii impliite 247Rezolvare. Cre�sterea funt�iei, adi�a f(x1; y1) � f(x0; y0) o evalu�am u ajutorulformulei lui Taylor:�f = f(x1; y1)� f(x0; y0) = 11! "(x1 � x0) ��x + (y1 � y0) ��y#f1gf(x0; y0)++ 12!"(x1�x0) ��x+(y1�y0) ��y#f2gf(x0; y0)+ 13!"(x1�x0) ��x+(y1�y0) ��y#f3gf(x0; y0);(R3 = 0):Derivatele part�iale ale funt�iei f �̂n puntul (1; 2) sunt:�f�x (1; 2) = (3x2 + 3y)j(1;2) = 9; �f�y (1; 2) = (�6y2 + 3x)j(1;2) = �21;�2f�x2 (1; 2) = 6xj(1;2) = 6; �2f�x�y (1; 2) = 3; �2f�y2 (1; 2) = �12yj(1;2) = �24;�3f�x3 (1; 2) = 6; �3f�x2�y (1; 2) = 0; �3f�x�y2 (1; 2) = 0; �3f�y3 (1; 2) = �12:Dei: �f = 9h� 21k + 12(6h2 + 6hk � 24k2) + 16(6h3 � 12k3) == 9h� 21k + 3h2 + 3hk � 12k2 + h3 � 2k3:4. S�a se srie dezvoltarea polinomului: P (x; y) = x2y � 2xy + 2x2 � 4x + y + 2dup�a puterile lui (x� 1) �si (y + 2).Rezolvare. Conform formulei lui Taylor, avem:P (x; y) = P (1;�2) + 11! "(x� 1) ��x + (y + 2) ��y#f1gP (1;�2) + 12! "(x� 1) ��x++(y + 2) ��y#f2gP (1;�2) + 13! "(x� 1) ��x + (y + 2) ��y#f3gP (1;�2); (R3 = 0):Calulând derivatele funt�iei f �̂n puntul (1;�2), obt�inem:�P�x (1;�2) = (2xy � 2y + 4x� 4)j(1;�2) = 0; �P�y (1;�2) = (x2 � 2x+ 1)j(1;�2) = 0;�2P�x2 (1;�2) = (2y+4)j(1;�2) = 0; �2P�x�y (1;�2) = (2x�2)j(1;�2) = 0; �2P�y2 (1;�2) = 0;�3P�x3 (1;�2) = 0; �3P�x2�y (1;�2) = 2; �3P�x�y2 (1;�2) = 0; �3P�y3 (1;�2) = 0:Deoaree P (1;�2) = 0, obt�inem: P (x; y) = (x� 1)2(y + 2):5. S�a se aluleze aproximativ num�arul N = qsin21; 55 + 8e0;015 pleând de lavaloarea funt�iei z(x; y) = psin2x + 8ey pentru x0 = �=2 rad. �si y0 = 0; (�=2 ' 1; 571).Rezolvare. Pe num�arul N = z(1; 55; 0; 015) �̂l vom aproxima astfel:z(1; 55; 0; 015) ' z(x0; y0) + (1; 55� x0)�z�x(x0; y0) + (0; 015� y0)�z�y (x0; y0)(am onsiderat prima aproximat�ie - diferent�iala �̂ntâia din formula lui Taylor).Deoaree:



248 Capitolul 6�z�x(x0; y0) = sinx os xpsin2x + 8ey �����(�=2;0) = 0; �z�y (x0; y0) = 4eypsin2x + 8ey �����(�=2;0) = 43 ;iar z(x0; y0) = 3, obt�inem: N ' 3 + 0; 015 � 43 = 3; 02:6. S�a se aluleze derivatele y0 �si y00 ale funt�iei y = y(x) pentru:a) x = 1 �si y = 1 da�a funt�ia y este de�nit�a prin: 4x2 � xy + y2 � 4 = 0:b) x = 0 �si y = 0 da�a funt�ia y este de�nit�a prin: x os y+y os x+sinx+sin y = 0:Rezolvare. a) S�a not�am u F (x; y) = 4x2�xy+ y2� 4: Deoaree F �̂mpreun�a utoate derivatele sale de ordinele �̂ntâi �si doi sunt ontinue pe IR2 �si �F�y (1; 1) = (�x++2y)j(1;1) = 1 6= 0, rezult�a, onform Teoremei 3, �a funt�ia F de�ne�ste �̂n vein�atateapuntului 1 o funt�ie y = y(x) a �arei derivat�a �̂n puntul x = 1 este:y0(1) = � �F�x (x; y)�F�y (x; y) �����(x;y)=(1;1) = � 8x� y�x + 2y ���(1;1) = �7:Pentru derivata de ordinul al doilea a funt�iei y �̂n puntul x = 1, avem:y00(1) = � �2F�x2 � ��F�y �2 � 2 �2F�x�y � �F�x � �F�y + �2F�y2 � ��F�x �2��F�y �3 �����(1;1) == �8(�x + 2y)2 � 2 � (�1) � (8x� y)(�x+ 2y) + 2(8x� y)2(�x + 2y)3 �����(1;1) = �120:O alt�a metod�a de alul a derivatelor y0 �si y00 este derivarea relat�iei din enunt�funt�ie de x, t�inând ont de funt�ia y = y(x):8x� y � xy0 + 2yy0 = 0 ) y0(x) = 8x� yx� 2y :Dei y0(1) = �7: Pentru derivata a doua, deriv�am y0 g�asit mai sus:y00(x) = (8� y0)(x� 2y)� (8x� y)(1� 2y0)(x� 2y)2 :În puntul x = 1 avem: y00(1) = 15 � (�1)� 7 � 151 = �120:b) Fie F (x; y) = x os y + y os x+ sin x+ sin y. Deoaree:�F�y (0; 0) = (�x sin y + os x+ os y)j(0;0) = 2 6= 0;avem: y0(0) = � �F�x (x; y)�F�y (x; y) �����(0;0) = � os y � y sinx + os x�x sin y + os x + os y �����(0;0) = �1;iar: y00(0) = �(�y os x� sinx)(�x sin y + os x+ os y)2(�x sin y + os x + os y)3 ��2(� sin y � sin x)(os y � y sinx + os x)(�x sin y + os x+ os y)(�x sin y + os x + os y)3 ++(�x os y � sin y)(os y � y sin x+ os x)2(�x sin y + os x+ os y)3 �����(0;0) = 0:



Formula lui Taylor, funt�ii impliite 2497. S�a se aluleze �z�x; �z�y ; �2z�x2 ; �2z�x�y �si �2z�y2 pentru x = y = 2; z = 0 da�afunt�ia z = z(x; y) este de�nit�a prin: (x + y)ez � xy � z = 0:Rezolvare. Funt�ia F (x; y; z) = (x + y)ez � xy � z satisfae toate ondit�iile dinTeorema 3  �F�z (2; 2; 0) = (x+ y)ez � 1j(2;2;0) = 3 6= 0!. Conform formulei de alul,avem:�z�x(2; 2) = � �F�x (x; y; z)�F�z (x; y; z) �����(2;2;0) = � ez � y(x + y)ez � 1 ���(2;2;0) = 13 ;�z�y (2; 2) = � �F�y (x; y; z)�F�z (x; y; z) �����(2;2;0) = � ez � x(x + y)ez � 1 ���(2;2;0) = 13 :Apoi: �2z�x2 (2; 2) = � �2F�x2 � ��F�z �2 � 2 �2F�x�z � �F�x � �F�z + �2F�z2 � ��F�x �2��F�z �3 �����(2;2;0) == ��2ez(ez � y) [(x+ y)ez � 1℄ + (x + y)ez(ez � y)2[(x+ y)ez � 1℄3 ���(2;2;0) = �1027 ;�2z�x�y (2; 2) = � �2F�x�y � ��F�z �2 � �2F�x�z � �F�y � �F�z � �2F�y�z � �F�x � �F�z + �2F�z2 � �F�x � �F�y��F�z �3 �����(2;2;0) == �(�1)[(x + y)ez � 1℄2 � ez(ez � x)[(x + y)ez � 1℄� ez(ez � y)[(x+ y)ez � 1℄[(x + y)ez � 1℄3 ++(x + y)ez(ez � y)(ez � x)[(x+ y)ez � 1℄3 ���(2;2;0) = � 127 ; iar:�2z�y2 (2; 2) = � �2F�y2 � ��F�z �2 � 2 �2F�y�z � �F�y � �F�z + �2F�z2 � ��F�y �2��F�z �3 == ��2ez(ez � x)[(x + y)ez � 1℄ + ez(x + y)(ez � x)2[(x+ y)ez � 1℄3 = �1027 :Rezultatele de mai sus le putem g�asi �si prin derivarea relat�iei din enunt� �̂n raportu x �si apoi u y, t�inând ont �a z este funt�ie de x �si y:ez + (x + y)ez �z�x � y � �z�x = 0 ) �z�x = y � ez(x + y)ez � 1 �siez + (x + y)ez �z�y � x� �z�y = 0 ) �z�y = x� ez(x+ y)ez � 1 :Dei: �z�x(2; 2) = 13 �si �z�y (2; 2) = 13 :Derivând �̂n ontinuare prima dintre relat�iile g�asite mai sus  �z�x!, �̂n raport ux �si apoi u y, iar a doua relat�ie  �z�y! �̂n raport u y vom determina derivatele deordinul al doilea ale funt�iei z:



250 Capitolul 6�2z�x2 = �ez � �z�x [(x+ y)ez � 1℄� (y � ez) � hez + (x+ y)ez � �z�xi[(x+ y)ez � 1℄2 == �z�x � [�e2z(x + y) + ez � (y � ez)(x+ y)ez℄� ez(y � ez)[(x+ y)ez � 1℄2 ;�2z�x�y = �1� ez � �z�y� � [(x + y)ez � 1℄� (y � ez) hez + (x + y)ez � �z�y i[(x+ y)ez � 1℄2 == �z�y [�(x + y)e2z + ez � (y � ez)(x + y)ez℄ + (x + y)ez � 1� (y � ez)ez[(x+ y)ez � 1℄2 ;iar: �2z�y2 = �ez � �z�y [(x+ y)ez � 1℄� hez + (x + y)ez �z�y i (x� ez)[(x+ y)ez � 1℄2 == �z�y [�(x + y)e2z + ez � (x+ y)ez(x� ez)℄� ez(x� ez)[(x + y)ez � 1℄2 :Derivatele erute sunt:�2z�x2 (2; 2) = �1027 ; �2z�x�y (2; 2) = � 127 ; �2z�y2 (2; 2) = �1027 :8. Fie relat�ia x2 + y2 + z2 � 3xyz = 0 �si f(x; y; z) = xy2z3. S�a se aluleze:a) �f�x (1; 1; 1) da�a z = z(x; y) este o funt�ie impliit�a de�nit�a de relat�ia de mai sus.b) �f�x (1; 1; 1) da�a y = y(x; z) este o funt�ie impliit�a de�nit�a de relat�ia de mai sus.Rezolvare. a) Derivata funt�iei f �̂n raport u variabila x, t�inând ont de faptul�a z este funt�ie de x �si y, este:�f�x (1; 1; 1) = y2z3 + 3xy2z2 �z�x ����(1;1;1):Derivând relat�ia din enunt� �̂n raport u x, obt�inem:2x+ 2z �z�x � 3yz � 3xy �z�x = 0; de unde rezult�a �a: �z�x = 3yz � 2x2z � 3xy :În puntul (1; 1), avem: �z�x(1; 1) = �1 (z = 1), iar �f�x (1; 1; 1) = 1+3�(�1) = �2:b) Proedând �̂n mod asem�an�ator puntului a), avem:�f�x (1; 1; 1) = y2z3 + 2xyz3 �y�x ����(1;1;1):Derivând relat�ia din enunt� �̂n raport u x, unde y este funt�ie de x �si z, obt�inem:2x+ 2y �y�x � 3yz � 3xz �y�x = 0; de unde rezult�a �a: �y�x = 3yz � 2x2y � 3xz :În puntul (1; 1) avem: �y�x(1; 1) = �1 (y = 1); iar �f�x (1; 1; 1) = �1:9. S�a se aluleze:a) �z�x �si �z�y da�a z = z(x; y) este o funt�ie impliit�a de�nit�a prin relat�ia:F (x� y; y � z; z � x) = 0; (F 2 C1(D); D � IR3).b) �2z�x�y da�a z = z(x; y) este o funt�ie impliit�a de�nit�a prin relat�ia:



Formula lui Taylor, funt�ii impliite 251G(x + y + z; x2 + y2 + z2) = 0; (G 2 C2(D); D � IR2):Rezolvare. a) Derivând relat�ia din enunt� F = 0 �̂n raport u x, prin intermediulvariabilelor u, v �si w ale funt�iei F , obt�inem:�F�u � �u�x + �F�v � �v�x + �F�w � �w�x = 0 sau �F�u + �F�v � ��z�x!+ �F�w � �z�x � 1! = 0:De aii deduem �a: �z�x = �F�w � �F�u�F�w � �F�v ;  �F�w 6= �F�v ! :Derivând aum relat�ia F = 0 �̂n raport u y, obt�inem:�F�u � �u�y + �F�v � �v�y + �F�w � �w�y = 0 sau �F�u � (�1)+ �F�v � 1� �z�y!+ �F�w � �z�y = 0:De aii rezult�a �a: �z�y = �F�u � �F�v�F�w � �F�v ;  �F�w 6= �F�v ! :Putem alula �z�x �si �z�y folosind �si formulele:�z�x = � �F�x�F�z = � �F�u � �u�x + �F�v � �v�x + �F�w � �w�x�F�u � �u�z + �F�v � �v�z + �F�w � �w�z = � �F�u � �F�w��F�v + �F�w = �F�w � �F�u�F�w � �F�v �si�z�y = � �F�y�F�z = � �F�u � �u�y + �F�v � �v�y + �F�w � �w�y�F�u � �u�z + �F�v � �v�z + �F�w � �w�z = ���F�u + �F�v��F�v + �F�w = �F�u � �F�v�F�w � �F�v :b) Deriv�am relat�ia din enunt� G = 0 �̂n raport u y, prin intermediul variabilelor u�si v ale funt�iei G:�G�u � �u�y + �G�v � �v�y = 0 ) �G�u �  1 + �z�y!+ �G�v �  2y + 2z � �z�y! = 0:De aii rezult�a �a: �z�y = ��G�u � 2y � �G�v�G�u + 2z � �G�v ;  �G�u + 2z � �G�v 6= 0! :Derivând �̂n ontinuare pe �z�y �̂n raport u x, t�inând ont �a �G�u �si �G�v depind dex prin intermediul variabilelor lor u �si v, obt�inem:�2z�x�y = � h�2G�u2 � �u�x + �2G�v�u � �v�x + 2y � � �2G�u�v � �u�x + �2G�v2 � �v�x�i � ��G�u + 2z � �G�v ���G�u + 2z � �G�v �2 ++��G�u + 2y � �G�v � � h�2G�u2 � �u�x + �2G�v�u � �v�x + 2 �z�x � �G�v + 2z � � �2G�u�v � �u�x + �2G�v2 � �v�x�i��G�u + 2z � �G�v �2 == � h��2G�u2 + 2y � �2G�u�v� � �u�x + � �2G�u�v + 2y � �2G�v2 � � �v�xi � ��G�u + 2z � �G�v ���G�u + 2z � �G�v �2 ++��G�u + 2y � �G�v � � h2 �z�x � �G�v + ��2G�u2 + 2z �2G�u�v� � �u�x + � �2G�u�v + 2z �2G�v2 � � �v�xi��G�u + 2z � �G�v �2 =



252 Capitolul 6= 2 ��G�u + 2y � �G�v � � �G�v � �z�x + 2(y � z) � ��G�v � �2G�u2 � �G�u � �2G�u�v� � �u�x��G�u + 2z � �G�v �2 ++2(y � z) � ��G�v � �2G�u�v � �G�u � �2G�v2 � � �v�x��G�u + 2z � �G�v �2 == 2 ��G�u + 2y � �G�v � � �G�v � �z�x + 2(y � z) � ��G�v � �2G�u2 � �G�u � �2G�u�v� � �1 + �z�x���G�u + 2z � �G�v �2 ++2(y � z) � ��G�v � �2G�u�v � �G�u � �2G�v2 � � �2x+ 2z � �z�x���G�u + 2z � �G�v �2 == 2(y � z) � ��G�v � �2G�u2 � �G�u � �2G�u�v + 2x � �G�v � �2G�u�v � 2x � �G�u � �2G�v2 ���G�u + 2z � �G�v �2 ++h2�G�v � ��G�u + 2y � �G�v �+ 2(y � z) � ��G�v � �2G�u2 � �G�u � �2G�u�v�i � �z�x��G�u + 2z � �G�v �2 ++4(y � z)z ��G�v � �2G�u�v � �G�u � �2G�v2 � � �z�x��G�u + 2z � �G�v �2 :Derivând relat�ia G = 0 �̂n raport u x obt�inem:�G�u � �u�x + �G�v � �v�x = 0 ) �G�u �  1 + �z�x!+ �G�v �  2x+ 2z � �z�x! = 0;de unde deduem �a: �z�x = ��G�u � 2x � �G�v�G�u + 2z � �G�v :Înlouind aeast�a derivat�a �z�x �̂n expresia lui �2z�x�y , rezult�a, �̂n urma alulelor:�2z�x�y = �2�G�v � ��G�u + 2y � �G�v � � ��G�u + 2x � �G�v ���G�u + 2z � �G�v �3 ��4(y � z)(x� z) � ���G�u �2 � �2G�v2 � 2�G�u � �G�v � �2G�u�v + ��G�v �2 � �2G�u2 ���G�u + 2z � �G�v �3 :10. a) S�a se arate �a da�a (y + z) sin z � y(x + z) = 0 de�ne�ste �̂n mod impliitfunt�ia z = z(x; y) atuni are lo relat�ia: z � sin z � �z�x � y2 � �z�y = 0.b) S�a se arate �a da�a x2 + y2 � 2xz � 2yf(z) = 0 de�ne�ste impliit funt�iaz = z(x; y) atuni are lo relat�ia:(y2 � x2 + 2xz) � �z�x + 2y(z � x) � �z�y = 0; (f 2 C1(I); I � IR):Rezolvare. a) Calul�am mai �̂ntâi derivatele part�iale ale funt�iei z:



Formula lui Taylor, funt�ii impliite 253�z�x = � �F�x (x; y; z)�F�z (x; y; z) = � �ysin z + (y + z) os z � y �si�z�y = � �F�y (x; y; z)�F�z (x; y; z) = � sin z � x� zsin z + (y + z) os z � y ;unde F (x; y; z) = (y + z) sin z � y(x+ z); (sin z + (y + z) os z � y 6= 0):Atuni:z�sin z��z�x�y2��z�y = yz sin z + y2 sin z � y2(x+ z)sin z + (y + z) os z � y = �y[y(x+ z)� (y + z) sin z℄sin z + (y + z) os z � y = 0;onform relat�iei init�iale.b) Derivatele part�iale ale lui z �̂n raport u x �si y sunt:�z�x = � �F�x (x; y; z)�F�z (x; y; z) = � 2x� 2z�2x � 2yf 0(z) = x� zx + yf 0(z) �si�z�y = � �F�y (x; y; z)�F�z (x; y; z) = � 2y � 2f(z)�2x� 2yf 0(z) = y � f(z)x+ yf 0(z) ;unde F (x; y; z) = x2 + y2 � 2xz � 2yf(z); (x+ yf 0(z) 6= 0):Înlouind aeste derivate �̂n membrul stâng al relat�iei pe are trebuie s-o demon-str�am, obt�inem:(y2 � x2 + 2xz) � x� zx + yf 0(z) + 2y(z � x) � y � f(z)x + yf 0(z) == (x� z) � [y2 � x2 + 2xz � 2y2 + 2yf(z)℄x + yf 0(z) = �(x� z)(x2 + y2 � 2xz � 2yf(z))x + yf 0(z) = 0:11. Fie funt�ia z = z(x; y) de�nit�a prin eliminarea lui u �̂ntre euat�iile:8<: z'0(u) = [y � '(u)℄2(x + u)'0(u) = y � '(u); (u = u(x; y)):S�a se arate �a, oriare ar � u, funt�ia z veri��a relat�ia: �z�x � �z�y = z:Rezolvare. Deriv�am a doua relat�ie din enunt� �̂n raport u x �si y. Obt�inem: 1 + �u�x! � '0(u) + (x+ u) � '00(u) � �u�x = �'0(u) � �u�x �si�u�y � '0(u) + (x + u)'00(u) � �u�y = 1� '0(u) � �u�y ,de unde rezult�a:�u�x = '0�'0 � (x+ u)'00 � '0 = � '02'0 + (x+ u)'00 ;�u�y = 12'0 + (x+ u)'00 :S�a deriv�am �̂n ontinuare prima relat�ie din enunt� �̂n raport u x �si y. Avem:�z�x � '0(u) + z � '00(u) � �u�x = 2(y � '(u)) �  �'0(u) � �u�x! ;�z�y � '0(u) + z � '00(u) � �u�y = 2(y � '(u)) �  1� '0(u) � �u�y! ;



254 Capitolul 6de unde rezult�a, folosind �u�x �si �u�y determinate mai sus, �a:�z�x � '0(u) = [�z'00 � 2(y � ') � '0℄ � �'02'0 + (x + u)'00 = [z'00 + 2(y � ')'0℄'02'0 + (x + u)'00 )�z�x = z'00 + 2(y � ')'02'0 + (x+ u)'00 �si�z�y � '0(u) = 2(y � ') + (�z'00 � 2(y � ') � '0) � 12'0 + (x + u)'00 )�z�y = 2(y � ')'0 + 2(y � ')(x + u)'00 � z'00'0[2'0 + (x + u)'00℄ :Folosind din nou relat�iile din enunt� deduem �a z = (x + u)(y � '(u)): Dei:�z�x = (x + u)(y � ')'00 + 2(y � ')'02'0 + (x + u)'00 = (y � ')[2'0 + (x + u)'00℄2'0 + (x+ u)'00 = y � '(u) �si�z�y = 2(y � ')'0 + 2(y � ')(x + u)'00 � (x + u)(y � ')'00'0[2'0 + (x+ u)'00℄ = y � '(u)'0(u) :Rezult�a atuni �a:�z�x � �z�y = [y � '(u)℄2'0(u) = z , folosind �̂n�a o dat�a prima relat�ie din problem�a.12. S�a se aluleze derivatele y0 �si z0 ale funt�iilor y = y(x) �si z = z(x) de�niteprin sistemul urm�ator:8<: x+ y + z � 4 = 0x2 + y2 + z2 � 2x� 10 = 0�̂n puntul A(2; 3;�1).Rezolvare. Not�am u f(x; y; z) = x+y+z�4 �si g(x; y; z) = x2+y2+z2�2x�10.Atuni, onform Teoremei 4, deduem:y0(2) = � D(f;g)D(x;z)D(f;g)D(y;z) �����(2;3;�1) = � ������ �f�x �f�z�g�x �g�z ������������ �f�y �f�z�g�y �g�z ������ (2;3;�1) = �
������ 1 12x� 2 2z ������������ 1 12y 2z ������ (2;3;�1) == �2z � 2x+ 22z � 2y ����(2;3;�1) = �12 ; iarz0(2) = � D(f;g)D(y;x)D(f;g)D(y;z) �����(2;3;�1) = � ������ �f�y �f�x�g�y �g�x ������������ �f�y �f�z�g�y �g�z ������ (2;3;�1) = �
������ 1 12y 2x� 2 ������������ 1 12y 2z ������ (2;3;�1) == �2x� 2� 2y2z � 2y ����(2;3;�1) = �12 :Derivatele de mai sus se pot obt�ine �si prin derivarea diret�a �̂n raport u variabila



Formula lui Taylor, funt�ii impliite 255x a euat�iilor sistemului dat:8<: 1 + y0 + z0 = 02x+ 2yy0 + 2zz0 � 2 = 0 ) y0(2) = �12 ; z0(2) = �12 :13. S�a se aluleze derivatele part�iale ale funt�iilor z = z(x; y) �si u = u(x; y)de�nite �̂n mod impliit prin sistemul urm�ator:8<: ax + by + z + du� p = 0x2 + y2 + z2 + u2 � R2 = 0:Rezolvare. S�a not�am u f(x; y; z; u) = ax+ by+ z+ du� p = 0 �si g(x; y; z; u) == x2 + y2 + z2 + u2 � R2. Atuni:�z�x = � D(f;g)D(x;u)D(f;g)D(z;u) = � ������ a d2x 2u ������������  d2z 2u ������ = �(au� xd)u� zd ; �z�y = � D(f;g)D(y;u)D(f;g)D(z;u) = � ������ b d2y 2u ������������  d2z 2u ������ == �(bu� yd)u� zd ;�u�x = � D(f;g)D(z;x)D(f;g)D(z;u) = � ������  a2z 2x ������������  d2z 2u ������ = �(x� az)u� zd ; �u�y = � D(f;g)D(z;y)D(f;g)D(z;u) = � ������  b2z 2y ������������  d2z 2u ������ == �(y � bz)u� zd ;(u� zd 6= 0).14. S�a se arate �a sistemul de euat�ii:8><>: x2 � ev + u� f �ux; u� v� = 0y � eu � v � x2 = 0;unde f este o funt�ie are admite derivate part�iale de ordinul �̂ntâi ontinue pe ovein�atate V a puntului (0; 0) �si satisfae ondit�iile f(0; 0) = 1; grad f(0; 0) = (1; 0),de�ne�ste pe u �si v a funt�ii de x �si y pe o vein�atate a puntului (x; y; u; v) = (1; 1; 0; 0)�si s�a se aluleze du(1; 1) �si dv(1; 1):Rezolvare. S�a not�am u F (x; y; u; v) = x2ev + u� f �ux; u� v� �si G(x; y; u; v) == yeu � v � x2. Deoaree F (1; 1; 0; 0) = G(1; 1; 0; 0) = 0;D(F;G)D(u; v) (1; 1; 0; 0)= �������� �F�u �F�v�G�u �G�v ��������(1;1;0;0)= ������� 1� 1x � �f�� � �f�� x2ev + �f��yeu �1 �������(1;1;0;0)=



256 Capitolul 6= "�1 + 1x � �f�� + �f�� � yeu �  x2ev + �f��!#(1;1;0;0) = �1 + �f��(0; 0) + �f�� (0; 0)� 1���f�� (0; 0) = �1 6= 0;iar F �si G �̂mpreun�a u derivatele lor part�iale de ordinul �̂ntâi sunt ontinue pe ovein�atate eV a puntului (1; 1; 0; 0), rezult�a, onform Teoremei 4, �a sistemul dinenunt�ul problemei de�ne�ste funt�iile u �si v de variabile x �si y pe o vein�atate U alui (1; 1), u valori �̂ntr-o vein�atate V1, respetiv V2 a puntului 0, (am notat u � �si� variabilele funt�iei f). În plus:�u�x(1; 1) = � D(F;G)D(x;v)D(F;G)D(u;v) �����(1;1;0;0) = � ������ 2xev + ux2 � �f�� x2ev + �f���2x �1 ������(1;1;0;0)�1 ==  �2xev � ux2 � �f�� + 2x3ev + 2x � �f��! ����(1;1;0;0) = �2 + 2 + 2 � �f�� (0; 0) = 0;�u�y (1; 1) = � D(F;G)D(y;v)D(F;G)D(u;v) �����(1;1;0;0) = � ������ 0 x2ev + �f��eu �1 ������(1;1;0;0)�1 = �� eux2ev��eu � �f�������(1;1;0;0) = �1� �f�� (0; 0) = �1:Apoi:�v�x(1; 1) = � D(F;G)D(u;x)D(F;G)D(u;v) �����(1;1;0;0) = � ������ 1� 1x �f�� � �f�� 2xev + ux2 � �f��yeu �2x ������(1;1;0;0)�1 ==  �2x + 2�f�� + 2x�f�� � 2xyeuev � uyx2 eu �f��! ����(1;1;0;0) = �2;�v�y (1; 1) = � D(F;G)D(u;y)D(F;G)D(u;v) �����(1;1;0;0) = � ������ 1� 1x �f�� � �f�� 0yeu eu ������(1;1;0;0)�1 =  eu � eux � �f����eu�f��! ����(1;1;0;0) = 0:Dei:du(1; 1) = �u�x (1; 1) dx+ �u�y (1; 1) dy = �dy �sidv(1; 1) = �v�x(1; 1) dx+ �v�y (1; 1) dy = �2 dx:O alt�a metod�a pentru determinarea derivatelor part�iale ale funt�iilor u �si v estediferent�ierea euat�iilor sistemului din problem�a, t�inând ont �a u �si v sunt funt�ii de



Formula lui Taylor, funt�ii impliite 257argumente x �si y:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
2x dx ev + x2ev  �v�x dx + �v�y dy!+  �u�x dx+ �u�y dy!� �f�� � �� ux2 dx++ 1x  �u�x dx+ �u�y dy!#� �f�� � "�u�x dx+ �u�y dy � �v�x dx� �v�y dy# = 0eu dy + yeu  �u�x dx+ �u�y dy!� �v�x dx� �v�y dy � 2x dx = 0:Din sistemul obt�inut deduem:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
2xev + x2ev �v�x + �u�x + ux2 � �f�� � 1x �f�� � �u�x � �f�� � �u�x + �f�� � �v�x = 0x2ev �v�y + �u�y � 1x �f�� � �u�y � �f�� � �u�y + �f�� � �v�y = 0yeu�u�x � �v�x � 2x = 0eu + yeu�u�y � �v�y = 0:Pentru (x; y; u; v) = (1; 1; 0; 0) g�asim:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
2 + �v�x (1; 1) + �u�x(1; 1)� �u�x (1; 1) = 0�v�y (1; 1) + �u�y (1; 1)� �u�y (1; 1) = 0�u�x (1; 1)� �v�x(1; 1)� 2 = 01 + �u�y (1; 1)� �v�y (1; 1) = 0;de unde rezult�a �a:�u�x (1; 1) = 0; �u�y (1; 1) = �1; �v�x(1; 1) = �2; �v�y (1; 1) = 0;dei: du(1; 1) = �dy �si dv(1; 1) = �2 dx:15. S�a se arate �a sistemul de euat�ii:8<: x2u2 + xzv + y2 = 0yzu+ xyv2 � 3x = 0determin�a �̂n mod uni pe u �si v a funt�ii de x, y �si z �̂ntr-o vein�atate a puntului(x; y; z; u; v) = (3; 3;�3; 0; 1) �si s�a se g�aseas�a �u�x; �u�y ; �u�z ; �v�x ; �v�y ; �v�z .Rezolvare. Not�am u F (x; y; z; u; v) = x2u2 + xzv + y2 �si G(x; y; z; u; v) = yzu++xyv2 � 3x. Funt�iile F �si G sunt ontinue u derivatele part�iale de ordinul �̂ntâiontinue pe IR5, F (3; 3;�3; 0; 1) = G(3; 3;�3; 0; 1) = 0, iar:D(F;G)D(u; v) (3; 3;�3; 0; 1) = �������� �F�u �F�v�G�u �G�v ��������(3;3;�3;0;1) = ������ 2x2u xzyz 2xyv ������(3;3;�3;0;1) =



258 Capitolul 6= ������ 0 �9�9 18 ������ = �81 6= 0:Rezult�a, onform Teoremei 4, �a sistemul din enunt�ul problemei de�ne�ste �̂n moduni funt�iile u �si v de variabile x, y �si z pe o vein�atate U a puntului (3; 3;�3) uvalori �̂ntr-o vein�atate V1 a puntului 0, respetiv �̂ntr-o vein�atate V2 a puntului 1.Pentru a alula derivatele part�iale ale funt�iilor u �si v putem proeda a �̂nProblema 38, dei sau apli�am formulele u determinant�ii funt�ionali sau diferent�iemeuat�iile sistemului, sau mai simplu deriv�am euat�iile sistemului �̂n raport u x, y �siapoi u z. Derivând �̂n raport u x, obt�inem:8>><>>: 2xu2 + x2 � 2u�u�x + zv + xz �v�x = 0yz�u�x + yv2 + 2xyv �v�x � 3 = 0;de unde rezult�a �a:�u�x = �4xyu2v + yzv2 � 3zy(4x2uv � z2) ; �v�x = 6x2u� 2x2yuv2 + 2xyzu2 + yz2vxy(4x2uv � z2) :Derivând apoi euat�iile sistemului �̂n raport u y �si z, deduem:�u�y = �4y2v + z2u+ xzv2y(4x2uv � z2) ; �v�y = �2x2zu2 � 2x3uv2 + 2y2zxy(4x2uv � z2) ;�u�z = �2xv2 + zu4x2uv � z2 ; �v�z = �2xu2 + zv4x2uv � z2 :16. Fie funt�ia ~f = (f1; f2) : IR2 ! IR2; f1(x; y) = ex os y; f2(x; y) = ex sin y:S�a se arate �a ~f poate � inversat�a loal �̂n jurul ori�arui punt din IR2.Rezolvare. Transformarea ~f este regulat�a �̂n orie punt (x0; y0) 2 IR2 deoareeexist�a �si sunt ontinue derivatele part�iale de ordinul �̂ntâi ale funt�iilor f1 �si f2 pe IR2:�f1�x = ex os y; �f1�y = �ex sin y; �f2�x = ex sin y; �f2�y = ex os y;iar iaobianul transform�arii �̂n (x0; y0) este nenul:J(x0; y0) = D(f1; f2)D(x; y) (x0; y0) = ������ ex os y �ex sin yex sin y ex os y ������(x0;y0) = e2x0 6= 0:Conform teoremei de derivare a funt�iilor inverse u E = F = IR2 (domenii),pentru (x0; y0) 2 IR2, rezult�a �a exist�a o vein�atate U a puntului (x0; y0) �si o vein�atateV a puntului (u0; v0) = ~f(x0; y0) = (ex0 os y0; ex0 sin y0) astfel �̂nât restrit�ia lui ~f laU este o bijet�ie a lui U pe V (~f jU : U ! V bijetiv�a), dei ~f poate � inversat�a �̂nvein�atatea lui (x0; y0). În plus, tranformarea invers�a (u; v)! ~'(u; v) == ('1(u; v); '2(u; v)) 2 U , pentru (u; v) 2 V satisfae ondit�ia (x0; y0) = ~'(u0; v0), esteregulat�a �̂n (u0; v0) �si:



Formula lui Taylor, funt�ii impliite 259D('1; '2)D(u; v) (u0; v0) =  D(f1; f2)D(x; y) (x0; y0)!�1 :17. S�a se arate u ajutorul determinant�ilor funt�ionali �a �̂ntre grupurile de funt�iiindiate �̂n ontinuare exist�a relat�ii de leg�atur�a direte. S�a se g�aseas�a relat�iile deleg�atur�a.a) 8>><>>: u = axpx2 + y2 ;v = bypx2 + y2 ; b) 8>><>>: u = xx + y ;v = y2x2 + y2 ; ) 8>>><>>>: u = xy � z;v = xz + y;w = (x2 + 1)(y2 + z2);d) 8>>>>>>><>>>>>>>: u = 1(x� y)(x� z) ;v = 1(y � z)(y � x) ;w = 1(z � x)(z � y); e) 8>>>>>>>><>>>>>>>>: u = x2(x� y)(x� z) ;v = y2(y � z)(y � x) ;w = z2(z � x)(z � y);f) 8>>><>>>: u = x + y + z;v = x3 + y3 + z3 + 6xyzw = xy(x+ y) + yz(y + z) + zx(z + x):Rezolvare. a) Determinantul funt�ional este:D(u; v)D(x; y) = ��������� �u�x �u�y�v�x �v�y ��������� = ��������� ay2(x2 + y2)3=2 � axy(x2 + y2)3=2� bxy(x2 + y2)3=2 bx2(x2 + y2)3=2 ��������� = ab x2y2(x2 + y2)3��ab x2y2(x2 + y2)3 = 0:De aii deduem �a funt�iile u �si v sunt dependente funt�ional, relat�ia de leg�atur�adintre ele �ind u2a2 + v2b2 = 1.b) Avem:D(u; v)D(x; y) = ��������� �u�x �u�y�v�x �v�y ��������� = ��������� y(x + y)2 � x(x + y)2� 2xy2(x2 + y2)2 2x2y(x2 + y2)2 ��������� = 2x2y2(x+ y)2(x2 + y2)2�� 2x2y2(x + y)2(x2 + y2)2 = 0:Pentru determinarea relat�iei de leg�atur�a dintre funt�iile u �si v, din prima relat�ie,sris�a sub forma: u = 11 + yx , deduem �a yx = 1u � 1 sau xy = u1� u . Înlouind pe xy�̂n a doua relat�ie: v = 1�xy�2 + 1 g�asim: v = 1u2(1�u)2 + 1 sau v = (1� u)22u2 � 2u+ 1 :) Determinantul funt�ional al transform�arii este:



260 Capitolul 6
D(u; v; w)D(x; y; z) = �������������

�u�x �u�y �u�z�v�x �v�y �v�z�w�x �w�y �w�z
������������� = ��������� y x �1z 1 x2x(y2 + z2) 2y(x2 + 1) 2z(x2 + 1) ��������� == ��������� 0 0 �1xy + z 1 + x2 x2yz(x2 + 1) + 2x(y2 + z2) 2xz(x2 + 1) + 2y(x2 + 1) 2z(x2 + 1) ��������� == �2(1 + x2) ������ xy + z 1(xy + z)(xz + y) xz + y ������ = 0:Relat�ia de leg�atur�a este: w = u2 + v2.d) Avem:D(u; v; w)D(x; y; z) = �������������

�2x + y + z(x� y)2(x� z)2 x� z(x� y)2(x� z)2 x� y(x� y)2(x� z)2y � z(y � z)2(y � x)2 �2y + x+ z(y � z)2(y � x)2 y � x(y � z)2(y � x)2z � y(z � x)2(z � y)2 z � x(z � x)2(z � y)2 �2z + y + x(z � x)2(z � y)2
������������� == 1(x� y)4(y � z)4(x� z)4 � ��������� �2x + y + z x� z x� yy � z �2y + x+ z y � xz � y z � x �2z + y + x ��������� = 0;(adunarea oloanelor la prima oloan�a �̂n determinantul de mai sus ne d�a 0 pe �̂ntreagaoloan�a).În plus: u+v = y � z � x+ z(x� y)(x� z)(y � z) = � 1(x� z)(y � z) = �w: Dei: u+v+w = 0:e) Avem: D(u; v; w)D(x; y; z) == xyz(x� y)4(x� z)4(y � z)4 ��������� 2yz � xy � xz x2 � xz x2 � xyy2 � yz 2xz � xy � yz y2 � yxz2 � zy z2 � zx 2xy � xz � yz ��������� :Adunând oloanele la prima oloan�a �̂n determinantul de mai sus, obt�inem:D(u; v; w)D(x; y; z) = 2xyz(x�y)4(x�z)4(y�z)4 ��������� (z�x)(y�x) x(x�z) x(x�y)(x�y)(z�y) 2xz�xy�yz y(y�x)(x�z)(y�z) z(z�x) 2xy�xz�yz ��������� == ��������� (z � x)(y � x)(y � z) x(x� z)(y � z) x(x� y)(y � z)(x� y)(z � y)(z � x) (2xz � xy � yz)(z � x) y(y � x)(z � x)(x� z)(y � z)(y � x) z(z � x)(y � x) (2xy � xz � yz)(y � x) ����������



Formula lui Taylor, funt�ii impliite 261� 2xyz(y � x)5(z � x)5(y � z)5 = ��������� 1 �x(y � z) �x(y � z)1 2xz � xy � yz y(z � x)�1 z(y � x) 2xy � xz � yz ����������� 2xyz(z�x)(y�x)(y�x)4(z�x)4(y�z)4 = 2xyz(y�x)3(z�x)3(y�z)4 ��������� 0 y(z�x) y(x�z)0 x(z�y) x(y�z)�1 z(y�x) 2xy�xz�yz ��������� = 0:Conform identit�at�ii lui Euler: X x2(x� y)(x� z) = 1 deduem �a: u+ v +w = 1.f) Avem:D(u; v; w)D(x; y; z) = ��������� 1 1 13x2 + 6yz 3y2 + 6xz 3z2 + 6xy2x(y + z) + y2 + z2 2y(x+ z) + x2 + z2 2z(x + y) + x2 + y2 ��������� == 3 ��������� 1 0 0x2 + 2yz (y � x)(y + x� 2z) (z � x)(z + x� 2y)2x(y + z) + y2 + z2 (x� y)(x+ y � 2z) (x� z)(x + z � 2y) ��������� = 0:Relat�ia de leg�atur�a �̂ntre funt�iile u, v �si w este: u3 = v + 3w.18. Ce ondit�ie trebuie s�a satisfa�a derivatele funt�iei de trei variabile u == f(x; y; z) da�a ea depinde de x, y �si z prin intermediul funt�iilor:f1 = ax+ by + z �si f2 = a0x + b0y + 0z ?Rezolvare. Conform ipotezei funt�iile f , f1 �si f2 sunt dependente funt�ional, deideterminantul lor funt�ional este zero. Rezult�a �a:D(f; f1; f2)D(x; y; z) = 0 , ���������� �f�x �f�y �f�za b a0 b0 0 ���������� = 0 ,, (b0 � b0)�f�x + (a0 � 0a)�f�y + (ab0 � a0b)�f�z = 0:Dei funt�ia f satisfae o euat�ie u derivate part�iale de ordinul �̂ntâi liniar�a uoe�ient�i onstant�i.19. S�a se stabileas�a da�a urm�atoarele funt�ii:u = f  y + zy + z � x! ; v = g z + xz + x� y! ; w = h x+ yx+ y � z!sunt �̂n dependent��a funt�ional�a, (f , g �si h sunt funt�ii bijetive).Rezolvare. Din relat�iile din enunt�ul problemei deduem:y + zy + z � x = F (u); z + xz + x� y = G(v); x+ yx+ y � z = H(w);



262 Capitolul 6unde am notat u F , G �si H inversele funt�iilor f , g, respetiv h. Transformând primarelat�ie de mai sus, obt�inem:F (u)� 1= xy+z�x , 1F (u)�1 = y+z�xx , 1F (u)�1 + 2 = x+y+zx ,, F (u)� 12F (u)� 1 = xx + y + z :În mod asem�an�ator, avem:G(v)� 12G(v)� 1 = yx+ y + z �si H(w)� 12H(w)� 1 = zx + y + z :Astfel din relat�iile obt�inute deduem �a funt�iile u, v �si w sunt dependente funt�ional,relat�ia lor de leg�atur�a �ind:F (u)� 12F (u)� 1 + G(v)� 12G(v)� 1 + H(w)� 12H(w)� 1 = 1:20. S�a se arate �a funt�iile u = a1x + a2y + a3za01x + a02y + a03z , v = b1x+ b2y + b3zb01x+ b02y + b03z �si w == 1x+ 2y + 3z01x+ 02y + 03z sunt �̂n dependent��a funt�ional�a. Care este leg�atura dintre ele ?Rezolvare. Deoaree funt�iile u, v �si w sunt funt�ii omogene de grad zero, rezult�a,onform relat�iei lui Euler, �a:8>>>>>>><>>>>>>>: x�u�x + y�u�y + z�u�z = 0x�v�x + y�v�y + z�v�z = 0x�w�x + y�w�y + z�w�z = 0:Din sistemul de mai sus (̂�n neunosutele x, y �si z este un sistem omogen u solut�iinenule) deduem �a determinantul funt�ional:D(u; v; w)D(x; y; z) = �������������
�u�x �u�y �u�z�v�x �v�y �v�z�w�x �w�y �w�z

������������� = 0;dei u, v �si w sunt dependente funt�ional.Din forma funt�iilor u, v �si w deduem urm�atoarele relat�ii:8>>><>>>: (a01u� a1)x + (a02u� a2)y + (a03u� a3)z = 0(b01v � b1)x + (b02v � b2)y + (b03v � b3)z = 0(01w � 1)x+ (02w � 2)y + (03w � 3)z = 0:Aest sistem �̂n neunosutele x, y �si z este un sistem liniar omogen u solut�iinenule. Dei ondit�ia pe are trebuie s-o impunem �si are va � tomai relat�ia deleg�atur�a dintre funt�iile u, v �si w este urm�atoarea:



Formula lui Taylor, funt�ii impliite 263��������� a01u� a1 a02u� a2 a03u� a3b01v � b1 b02v � b2 b03v � b301w � 1 02w � 2 03w � 3 ��������� = 0:21. S�a se determine funt�ia ' derivabil�a astfel �̂nât:u = '(x+ y) �si v = '(x) + '(y)1� '(x) � '(y)s�a �e �̂n dependent��a funt�ional�a.Rezolvare. Punând ondit�ia a determinantul funt�ional D(u; v)D(x; y) s�a �e zero,obt�inem: �������� '0(x + y) '0(x + y)'0(x)[1 + '2(y)℄[1� '(x)'(y)℄2 '0(y)[1 + '2(x)℄[1� '(x)'(y)℄2 �������� = 0:Presupunem �a ' 6= onstant�a. Atuni din euat�ia de mai sus rezult�a:'0(x)1 + '2(x) = '0(y)1 + '2(y) :Rapoartele obt�inute mai sus sunt funt�ii numai de x, respetiv de y. Pentru a eles�a �e egale pentru 8 x; y este neesar a ele s�a �e o onstant�a a. Dei:'0(x)1 + '2(x) = a ) artg'(x) = ax + b ) '(x) = tg (ax+ b); a; b 2 IR:PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE22. S�a se srie formula lui Taylor pentru funt�ia:f(x; y) = �x2 + 2xy + 3y2 � 6x� 2y � 4�̂n puntul (�2; 1):23. S�a se dezvolte polinomul:a) P (x; y) = 2x3�3x2y+2y3+9x2�3y+6x+3 dup�a puterile lui (x+1) �si (y�1).b) P (x; y) = (x + 1)3(y � 2)2 + 5(x+ 4)(y + 1)3 � 24 dup�a puterile lui x �si y f�ar�aa efetua ridi�arile la puteri.24. Ce devine euat�ia:x3 + 2y3 + 4x2 + 2xy � 6y2 + 2x+ 10y � 6 = 0da�a se fae o translat�ie de axe astfel a noua origine s�a �e �̂n puntul A(�2; 1).25. S�a se srie dezvoltarea dup�a puterile lui x �si y a funt�iei f(x; y) = esin (ax+by)pân�a la termenii de gradul al doilea inlusiv.26. S�a se aluleze aproximativ num�arul:



264 Capitolul 6a) artg (1; 02=0; 95) pornind de la valoarea funt�iei z = artg yx pentru x = 1 �siy = 1.b) 1; 024;05 pornind de la valoarea funt�iei z = xy pentru x = 1 �si y = 4.) ln (0; 093 + 0; 993) pornind de la valoarea funt�iei z = ln (x3 + y3) pentru x = 0�si y = 1.d) p5 � e0;02 + 2; 032 folosind funt�ia z = p5ex + y2 �si (x0; y0) = (0; 2):e) p1; 041;99 + ln 1; 02 folosind funt�ia u = pxy + ln z �si (x0; y0; z0) = (1; 2; 1).27. S�a se aluleze derivatele y0, y00 �si y000 ale funt�iei y = y(x) pentru:a) x = 1 �si y = 1 da�a funt�ia y este de�nit�a prin: x2 + xy + y2 = 3.b) x = 0 �si y = 1 da�a funt�ia y este de�nit�a prin: x2 � xy + 2y2 + x� y� 1 = 0:28. S�a se aluleze derivatele de ordinul �̂ntâi �si de ordinul al doilea ale funt�ieiz = z(x; y) da�a aeasta este de�nit�a prin:a) x2 + y2 + z2 = a2; b) z3 � 3xyz = a3; ) x+ y + z = e�(x+y+z);d) z = px2 � y2 � tg zpx2 � y2 :29. S�a se aluleze �z�x; �z�y ; �2z�x2 ; �2z�x�y �si �2z�y2 pentru x = y = z = 0 da�afunt�ia z = z(x; y) este de�nit�a prin: z2 � xey � yez � zex = 0.30. S�a se aluleze:a) �z�x; �z�y �si �2z�x2 da�a z = z(x; y) este o funt�ie impliit�a de�nit�a prin relat�ia:F (x; x+ y; x+ y + z) = 0; (F 2 C2(D); D � IR3).b) �2z�x�y da�a z = z(x; y) este o funt�ie impliit�a de�nit�a prin relat�ia:F (xz; yz) = 0; (F 2 C2(D); D � IR2).31. S�a se arate �a da�a y(x + z) � (y + z)f(z) = 0 de�ne�ste impliit funt�iaz = z(x; y), (f 2 C1(I); I � IR) atuni are lo relat�ia:z(x + z)�z�x � y(y + z)�z�y = 0:32. S�a se arate �a da�a y = x'(z) +  (z) de�ne�ste impliit funt�ia z = z(x; y);(';  2 C2(I); I � IR), atuni are lo �si relat�ia:�2z�x2 �  �z�y!2 � 2�z�x � �z�y � �2z�x�y + �2z�y2 �  �z�x!2 = 0:33. Fie funt�ia z = z(x; y) de�nit�a de relat�iile:8<: z = ux+ yf(u) + '(u);x + yf 0(u) + '0(u) = 0; (u = u(x; y))dup�a eliminarea lui u. S�a se arate �a oriare ar � f �si ', are lo relat�ia:



Formula lui Taylor, funt�ii impliite 265 �2z�x�y!2 � �2z�x2 � �2z�y2 = 0:34. S�a se aluleze:a) derivatele y0 �si z0 ale funt�iilor y = y(x) �si z = z(x) de�nite prin sistemulurm�ator: 8<: x3 + 3y2 � z2 + x� y � 8 = 02x2 � 4y � 6z � 6 = 0�̂n puntul (x; y; z) = (1; 2;�2):b) derivatele y0 �si z0 ale funt�iilor y = y(x) �si z = z(x) de�nite prin sistemul:8<: x2 + y2 + z2 � 4x� 9 = 0x3 � y3 + z3 � 3z = 0�̂n puntul (x; y; z) = (3; 3;�p3):) derivatele dxdz ; dydz ; d2xdz2 ; d2ydz2 ale funt�iilor x = x(z) �si y = y(z) de�nite prinsistemul: 8><>: x2 + y2 = 12z2x + y + z = 2�̂n puntul (x; y; z) = (1;�1; 2).d) derivatele dxdz ; dydz ale funt�iilor x = x(z) �si y = y(z) de�nite prin sistemul:8<: x + y + z = 0x2 + y2 + z2 = 0:e) derivatele �u�x; �u�y ; �v�x ; �v�y ale funt�iilor u = u(x; y) �si v = v(x; y) de�niteprin sistemul:8<: xu� yv = 0yu+ xv = 0:35. Fie sistemul de euat�ii:8<: xyu� yv2 + 2v3 = 04u2 + 2v2 � x3y = 0:S�a se arate �a sistemul se poate rezolva g�asind u �si v a funt�ii de x �si y �̂ntr-ovein�atate a puntului (x; y; u; v) = (1; 2; 0; 1) �si s�a se determine �u�x; �u�y ; �v�x ; �v�y :36. Fie sistemul de euat�ii:8<: xu+ yv = 0uv � xy = 5:S�a se arate �a sistemul se poate rezolva g�asind u �si v a funt�ii de x �si y �̂ntr-ovein�atate a puntului (x; y; u; v) = (1;�1; 2; 2) �si apoi s�a se aluleze �2u�x2 �si �2v�x�y :



266 Capitolul 637. Fie z = z(x; y) funt�ia impliit�a de�nit�a de euat�ia: z3 � 2xz + y = 0 arepentru x = y = 1 ia valoarea z = 1. S�a se srie primii trei termeni din dezvoltareaTaylor a funt�iei z �̂n vein�atatea puntului (1; 1).38. S�a se aluleze determinant�ii funt�ionali ai urm�atoarelor grupe de funt�ii a�saum este indiat la �eare grup�a, studiindu-se regularitatea transform�arilor respetive:a) 8<: x = % os �y = % sin �; % > 0; � 2 [0; 2�); D(x; y)D(%; �) :b) 8>>><>>>: u = a2xx2 + y2v = a2yx2 + y2 ; a > 0; (x; y) 6= (0; 0); D(u; v)D(x; y) :) 8>>><>>>: x = % sin' os �y = % sin' sin �z = % os'; % > 0; ' 2 (0; �); � 2 [0; 2�); D(x; y; z)D(%; '; �) :d) 8>>><>>>: u = axy os zy = bxy sin zw = x; a; b;  > 0; x; y 6= 0; D(u; v; w)D(x; y; z) :39. S�a se arate u ajutorul determinant�ilor funt�ionali �a �̂ntre grupurile de funt�iiindiate �̂n ontinuare exist�a relat�ii de leg�atur�a direte. S�a se g�aseas�a relat�iile deleg�atur�a:a) 8><>: u = xyv = lnx� ln y; b) 8>>><>>>: u = x+ y + zv = x2 + y2 + z2w = xy + yz + zx; ) 8>>><>>>: x = (u+ v) os �y = (u� v) sin �z = u2 + v2 + 2uv os 2�;d)8>>><>>>: u=x+ y + zv=x2 + y2 + z2 � xy � yz � zxw=x3 + y3 + z3 � 3xyz; e) 8>>><>>>: u=ax+ by + zv=x2 + y2 + z2w=(bx�ay)2 + (y�bz)2 + (az�x)2;f) 8>>>>>><>>>>>>: y1 = x1x3 + x2x4y2 = x1x4 � x2x3y3 = x21 + x22 � x23 � x24y4 = x21 + x22 + x23 + x24:40. Ce relat�ie trebuie s�a satisfa�a derivatele part�iale ale funt�iei z = f(x; y) pentrua z s�a nu depind�a deât de produsul xy ?41. S�a se stabileas�a da�a urm�atoarele funt�ii:u = f �y � zx + z� ; v = g x + 2y + zx + y ! ; w = h x� yy + z!



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 267sunt �̂n dependent��a funt�ional�a, (f , g �si h sunt funt�ii bijetive).42. S�a se determine funt�ia ' astfel �̂nât u = '(x+ y) �si v = '(x) �'(y) s�a �e �̂ndependent��a funt�ional�a.
x3. PUNCTE DE EXTREM LIBERE S�I CULEG�ATURI. SCHIMB�ARI DE VARIABILE
Teorema 1 (Fermat). Fie funt�ia f : E � IRn ! IR �si ~x0 2 ÆE punt de extremloal (9V vein�atate a puntului ~x0 a.̂�. f(~x)�f(~x0) p�astreaz�a semn onstant sau estenul�a pe V TE) pentru funt�ia f . Da�a 9rf(~x0) atuni rf(~x0)=~0 (, �f�xi (~x0)=0;8 i = 1; n).Puntul ~x0 2 E �̂n are rf(~x0) = ~0 se nume�ste punt stat�ionar sau riti pentrufunt�ia f .Teorema 2. Fie f : E � IRn ! IR diferent�iabil�a de dou�a ori �̂n ~x0 2 ÆE, ~x0 �indpunt stat�ionar al funt�iei f .a) Da�a d2f(~x0) este o form�a p�atrati�a de�nit�a atuni ~x0 este punt de extrem �sianume: i) ~x0 este punt de minim da�a d2f(~x0) este pozitiv de�nit�a;ii) ~x0 este punt de maxim da�a d2f(~x0) este negativ de�nit�a.b) Da�a d2f(~x0) este form�a p�atrati�a nede�nit�a atuni ~x0 nu este punt de extrempentru f (~x0 este punt �sa).) Da�a d2f(~x0) este form�a p�atrati�a semide�nit�a (pozitiv sau negativ) atuni nuputem stabili natura puntului ~x0 u ajutorul diferent�ialei a doua.Pentru n = 2 obt�inem urm�atoarea teorem�a:Teorema 3. Da�a funt�ia f : E � IR2 ! IR este diferent�iabil�a de dou�a ori�̂n puntul (x0; y0) 2 ÆE, (x0; y0) �ind punt stat�ionar pentru f , iar A = �2f�x2 (x0; y0),B = �2f�x�y (x0; y0), C = �2f�y2 (x0; y0) atuni:a) i) Da�a AC � B2 > 0 �si A > 0 atuni (x0; y0) este punt de minim pentru f .ii) Da�a AC � B2 > 0 �si A < 0 atuni (x0; y0) este punt de maxim pentru f .b) Da�a AC � B2 < 0 atuni (x0; y0) nu este punt de extrem.



268 Capitolul 6) Da�a AC �B2 = 0 atuni nu putem deide natura puntului (x0; y0).Notând u aij = �2f�xi�xj (~x0); i; j = 1; n �si u:�1 = a11; �2 = ������ a11 a12a21 a22 ������ ; : : : ; �n = ������������� a11 a12 � � � a1na21 a22 � � � a2n...an1 an2 � � � ann
������������� ;obt�inem u ajutorul teoremei lui Sylvester urm�atoarea teorem�a:Teorema 4. Fie f : E � IRn ! IR diferent�iabil�a de dou�a ori �̂n ~x0 2 ÆE, ~x0 puntstat�ionar. Atuni:a) i) Da�a �1 > 0; �2 > 0; : : : ;�n > 0 atuni d2f(~x0) este pozitiv de�nit�a, dei~x0 este punt de minim pentru f .ii) Da�a �1 < 0; �2 > 0; : : : ; (�1)n�n > 0 atuni d2f(~x0) este negativ de�nit�a,dei ~x0 este punt de maxim pentru f .b) Da�a �1 � 0; �2 � 0; : : : ;�n � 0 sau �1 � 0; �2 � 0; : : : ; (�1)n�n � 0�si 9 j = 1; n a.̂�. �j = 0 atuni d2f(~x0) este semide�nit�a pozitiv, respetiv semide�nit�anegativ, dei nu putem deide asupra naturii puntului ~x0.) Da�a �sirul minorilor prinipali nu este �̂n nii una din situat�iile de mai sus atunid2f(~x0) este nede�nit�a, dei ~x0 nu este punt de extrem pentru funt�ia f .Punte de extrem u leg�aturi. Fie sistemul de euat�ii Fi(x1; x2; : : : ; xn) = 0,i=1; m (m<n), unde Fi sunt omponentele lui ~F =(F1; F2; : : : ; Fm) :D�IRn!IRm �si�e E = f~x 2 D; ~F (~x) = ~0g � D. S�a onsider�am funt�ia lui Lagrange:(~x;~�) = (x1; x2; : : : ; xn; �1; �2; : : : ; �m)! L(~x;~�) 2 IR; (~x;~�) 2 D � IRm,L(~x;~�) = f(~x) + �1F1(~x) + � � ��mFm(~x).Teorema 5. Fie ~x0 2 D solut�ie a sistemului de euat�ii Fi(~x) = 0; i = 1; m, dei~x0 2 E. Presupunem �a f �si Fi; i = 1; m admit derivate part�iale de ordinul �̂ntâiontinue pe o vein�atate V a lui ~x0 �si rangr~F (~x0) = m. Da�a ~x0 este punt de extrem(loal) al funt�iei f ondit�ionat de sistemul de euat�ii ~F (~x) = ~0 atuni 9~�0 2 IRm a.̂�.(~x0; ~�0) este punt stat�ionar al funt�iei L, dei solut�ie a sistemului:8>>><>>>: �L�xi (~x;~�) = �f�xi (~x) + �1�F1�xi (~x) + � � �+ �m�Fm�xi (~x) = 0; i = 1; n�L��j (~x;~�) = Fj(~x) = 0; j = 1; m:S�a presupunem �a funt�iile f �si Fi; i = 1; m sunt de dou�a ori diferent�iabile pe D,iar (~x0; ~�0) 2 D�IRm o solut�ie a sistemului de mai sus, numit �si punt riti ondit�ionat.



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 269Pentru a studia natura puntului ~x0 pentru funt�ia f vom ereta diferent�iala a douaa funt�iei �(~x) = L(~x;~�0) �̂n puntul ~x0, deoaree ~x0 este punt de extrem al funt�ieif ondit�ionat de sistemul ~F (~x) = ~0 da�a �si numai da�a ~x0 este punt de extrem liberpentru �. În aest sop vom t�ine ont �si de faptul �a diferent�ialele dx1; : : : ; dxn nu suntindependente, relat�iile de leg�atur�a dintre ele obt�inându-se prin diferent�ierea euat�iilorsistemului ~F (~x) = ~0. Astfel se obt�ine pentru d2�(~x0) o form�a p�atrati�a �̂n (n � m)dimensiuni u urm�atoarele situat�ii:a) d2�(~x0) form�a p�atrati�a pozitiv (negativ) de�nit�a) ~x0 punt de minim (maxim)pentru f .b) d2�(~x0) form�a p�atrati�a nede�nit�a ) ~x0 nu este punt de extrem pentru f .) d2�(~x0) form�a p�atrati�a semide�nit�a ) nu putem stabili natura puntului ~x0numai u diferent�iala a doua a lui �.Shimb�ari de variabile1. Shimbarea de variabile �̂n expresii are ont�in derivate ordinare.S�a onsider�am expresia diferent�ial�a A = �(x; y; y0; y00; : : :) �̂n are funt�ia neunosut�aeste y = y(x) �si s�a treem de la variabila independent�a x la noua variabil�a independent�at �si de la funt�ia neunosut�a y = y(x) la o nou�a funt�ie u = u(t), folosind euat�iilex = f(t; u); y = g(t; u).Întrebarea �reas�a are se pune �̂n aest moment este um se transform�a expresiaA la aeast�a shimbare de variabile. Euat�iile de mai sus le putem srie omasat �̂nurm�atoarea relat�ie y(f(t; u)) = g(t; u):Derivând relat�ia obt�inut�a �̂n raport u t vom determina pe y0 funt�ie de u �si u0t(derivata lui u �̂n raport u t):y0 �  �f�t + �f�u � u0t! = �g�t + �g�u � u0t ) y0 = �g�t + �g�u � u0t�f�t + �f�u � u0t :Derivând �̂n ontinuare relat�ia de mai sus �̂n raport u t vom g�asi �si elelaltederivate ale lui y �̂n funt�ie de derivatele lui u (̂�n raport u t) �si de derivatele part�ialeale funt�iilor f �si g. Obt�inem �̂n ele din urm�a A = �1(t; u; u0t; u00tt; : : :):2. Shimbarea variabilelor independente �̂n expresii are ont�in derivatepart�iale. Vom onsidera azul funt�iilor de dou�a variabile reale. În expresia diferen-t�ial�a: B = F  x; y; z; �z�x ; �z�y ; �2z�x2 ; �2z�x�y ; �2z�y2 ; � � �!s�a treem de la variabilele x; y la noile variabile independente u �si v, prin intermediul



270 Capitolul 6relat�iilor x = f(u; v); y = g(u; v) . Astfel pentru funt�ia z putem srie urm�atorul �sirde egalit�at�i: z = z(x; y) = z(f(u; v); g(u; v)) = ez(u; v) not= z(u; v),dei z(f(u; v); g(u; v)) = z(u; v).Derivând egalitatea obt�inut�a �̂n raport u u �si v vom g�asi un sistem din are vomdetermina pe �z�x �si �z�y :8>>><>>>: �z�x � �f�u + �z�y � �g�u = �z�u�z�x � �f�v + �z�y � �g�v = �z�v ) �z�x; �z�y = � � �Proedând asem�an�ator �̂n ontinuare putem determina toate derivatele funt�iei z�̂n funt�ie de derivatele part�iale ale lui z �̂n raport u u �si v �si �̂n funt�ie de derivatelepart�iale ale funt�iilor f �si g, obt�inându-se:B = eF  u; v; z; �z�u; �z�v ; �2z�u2 ; �2z�u�v ; �2z�v2 ; � � �! :3. Shimbarea variabilelor independente �si a funt�iei �̂n expresii areont�in derivate part�iale. S�a vedem aum um se transform�a expresia B de la azul2., da�a se fae atât o shimbare de variabile (x; y) ! (u; v), ât �si o shimbare afunt�iei neunosute z ! w prin intermediul euat�iilor:x = f(u; v; w); y = g(u; v; w); z = h(u; v; w):Pentru funt�ia z putem srie egalitatea z(f(u; v; w); g(u; v; w)) = h(u; v; w):Derivând relat�ia de mai sus �̂n raport u u �si apoi u v vom determina derivatelepart�iale ale funt�iei z, �z�x �si �z�y , �̂n funt�ie de derivatele part�iale ale funt�iei w �̂n raportu u �si v:8>>>><>>>>: �z�x �  �f�u + �f�w � �w�u!+ �z�y �  �g�u + �g�w � �w�u ! = �h�u + �h�w � �w�u�z�x �  �f�v + �f�w � �w�v !+ �z�y �  �g�v + �g�w � �w�v ! = �h�v + �h�w � �w�v :Derivând �̂n ontinuare vom g�asi toate derivatele part�iale ale funt�iei z �̂n funt�iede derivatele part�iale ale funt�iei w. Astfel vom obt�ine:B = eeF  u; v; w; �w�u ; �w�v ; �2w�u2 ; �2w�u�v ; �2w�v2 ; � � �! :Observat�ie. În unele azuri este omod s�a folosim diferent�ialele totale pentrushimbarea de variabile.



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 271PROBLEME REZOLVATE1. S�a se aluleze extremele (loale) ale urm�atoarelor funt�ii:a) z(x; y) = �2x2 + 2xy � 5y2 + 6x + 6y; (x; y) 2 IR2;b) z(x; y) = x3 + y3 � 3xy; (x; y) 2 IR2; ) z(x; y) = (x + y)e�(x2+y2); (x; y) 2 IR2;d) z(x; y) = a(x + y)� 1x2 + y2 ; a 2 IR�; (x; y) 2 IR2 n f(0; 0)g;e) z(x; y) = sin x+ sin y + os (x+ y); 0 < x < 3�=2; 0 < y < 3�=2;f) z(x; y) = os x � os y � os (x+ y); 0 < x < �; 0 < y < �:Rezolvare. a) Determin�am mai �̂ntâi puntele stat�ionare:8>><>>: �z�x = 0�z�y = 0 ) 8<: �4x + 2y + 6 = 02x� 10y + 6 = 0 ) 8<: x = 2y = 1:Deoaree A = �2f�x2 (2; 1) = �4; B = �2f�x�y (2; 1) = 2 �si C = �2f�y2 (2; 1) = �10, iarAC � B2 = 36 > 0 �si A < 0 rezult�a �a puntul M(2; 1) este punt de maxim pentrufunt�ia z, iar valoarea sa maxim�a este z(2; 1) = 9:b) Avem 8>><>>: �z�x = 0�z�y = 0 ) 8<: 3x2 � 3y = 03y2 � 3x = 0 ) M1(0; 0) �si M2(1; 1) sunt puntelestat�ionare ale funt�iei z. Derivatele de ordinul al doilea ale lui z sunt:�2z�x2 = 6x; �2z�x�y = �3; �2z�y2 = 6y.Pentru puntul M1(0; 0) avem A = 0; B = �3; C = 0, iar AC � B2 = �9 < 0.Rezult�a �a M1 nu este punt de extrem (este punt �sa). Pentru puntul M2(1; 1) avemA = 6; B = �3; C = 6, iar AC �B2 = 27 > 0; A > 0: Rezult�a �a M2 este punt deminim pentru funt�ia z, iar valoarea minim�a este z(1; 1) = �1.) Puntele stat�ionare sunt solut�ii ale sistemului:8<: (1� 2x2 � 2xy)e�(x2+y2) = 0(1� 2y2 � 2xy)e�(x2+y2) = 0 ) 8<: 1� 2x2 � 2xy = 01� 2y2 � 2xy = 0 ) 8<: x2 = y21�2x2�2xy=0) 8<: x = y1� 2x2 � 2xy = 0 sau 8<: x = �y1� 2x2 � 2xy = 0:Doar primul sistem de mai sus are solut�ii reale, �si anume M1 �12 ; 12� �si M2 ��12 ;�12�.Derivatele part�iale de ordinul al doilea ale funt�iei z sunt:�2z�x2 = (�6x� 2y + 4x3 + 4x2y)e�(x2+y2);



272 Capitolul 6�2z�x�y = (�2x� 2y + 4x2y + 4xy2)e�(x2+y2),�2z�y2 = (�6y � 2x+ 4y3 + 4xy2)e�(x2+y2):Pentru puntul M1 �12 ; 12� avem A = �3e�1=2; B = �e�1=2; C = �3e�1=2, iarAC � B2 = 8e�1 > 0; A < 0: Dei M1 este punt de maxim, iar zmax = e�1=2: Pentrupuntul M2 ��12 ;�12� avem A = 3e�1=2; B = e�1=2; C = 3e�1=2, iar AC � B2 == 8e�1 > 0; A > 0: Dei M2 este punt de minim, iar zmin = �e�1=2:d) Avem:8>><>>: �z�x = 0�z�y = 0 ) 8>>><>>>: a(x2 + y2)�2x[a(x+ y)� 1℄ = 0a(x2 + y2)�2y[a(x+ y)� 1℄ = 0(x; y) 6= (0; 0) ) 8>>><>>>: ay2 � ax2 � 2axy + 2x=0ax2 � ay2 � 2axy + 2y=0(x; y) 6= (0; 0)) 8>>><>>>: (y � x)[a(x + y)� 1℄ = 0ay2 � ax2 � 2axy + 2x = 0(x; y) 6= (0; 0) ) 8>>><>>>: x = yay2 � ax2 � 2axy + 2x = 0(x; y) 6= (0; 0) sau8>>><>>>: a(x + y) = 1ay2 � ax2 � 2axy + 2x = 0(x; y) 6= (0; 0):Primul sistem de mai sus are solut�ia M �1a; 1a�, iar al doilea nu are solut�ii reale.Derivatele de ordinul al doilea ale funt�iei z sunt:�2z�x2 = 2(ax3 � ay3 + 3ax2y � 3axy2 � 3x2 + y2)(x2 + y2)3 ,�2z�x�y = 2(�ax3 � ay3 + 3ax2y + 3axy2 � 4xy)(x2 + y2)3 ,�2z�y2 = 2(ay3 � ax3 � 3ax2y + 3axy2 � 3y2 + x2)(x2 + y2)3 .Atuni pentru puntul M avem A = �a42 ; B = 0; C = �a42 , iar AC �B2 == a84 > 0; A < 0: Rezult�a �a M este punt de maxim pentru funt�ia z, iar zmax = a22 .e) Sistemul 8>><>>: �z�x = 0�z�y = 0 )) 8<: os x = sin (x + y)os y = sin (x + y) ) 8<: x = yos x = sin (x + y) sau 8<: x = �y + 2�os x = sin (x+ y)are solut�iileM1(�=2; �=2); M2(�=6; �=6) �siM3(5�=6; 5�=6) �̂n domeniulD=f(x; y) j 0<



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 273< x < 3�=2; 0 < y < 3�=2g:Derivatele de ordinul al doilea ale funt�iei z sunt:�2z�x2 = � sin x� os (x + y); �2z�x�y = � os (x+ y); �2z�y2 = � sin y � os (x + y):Pentru puntul M1(�=2; �=2) avem A = 0; B = 1; C = 0; AC � B2 = �1 < 0,dei M1 nu este punt de extrem. Pentru puntul M2(�=6; �=6) avem A = �1; B == �1=2; C = �1; AC �B2 = 3=4 > 0; A < 0, dei M2 este punt de maxim pentrufunt�ia z, iar zmax = z(M2) = 3=2: Pentru puntulM3(5�=6; 5�=6) avem A = �1; B == �1=2; C = �1; AC � B2 = 3=4 > 0; A < 0, dei puntul M3 este �si el puntde maxim pentru funt�ia z, iar z0max = z(M3) = zmax = 3=2: Rezult�a �a funt�ia z pedomeniul D are dou�a punte de maxim, iar valoarea maxim�a a funt�iei este 3=2.f) Avem 8>><>>: �z�x = 0�z�y = 0 ) 8<: os y � sin (2x+ y) = 0os x � sin (x+ 2y) = 0; sistem are are solut�iileM1(�=2; �=2); M2(�=3; �=3) �si M3(2�=3; 2�=3) �̂n domeniul D = f(x; y) j 0 < x < �;0 < y < �g.Derivatele part�iale de ordinul al doilea ale funt�iei z sunt:�2z�x2 = �2 os y�os (2x+y); �2z�x�y = � os (2x+2y); �2z�y2 = �2 os x�os (x+2y):Pentru puntul M1(�=2; �=2) rezult�a A = 0; B = �1; C = 0, dei AC � B2 == �1 < 0, de unde deduem �a M1 nu este punt de extrem. Pentru puntulM2(�=3; �=3) avem A = 1; B = 1=2; C = 1; AC � B2 = 3=4 > 0; A > 0, deiM2 este punt de minim pentru funt�ia z, iar zmin = z(M2) = �1=8. Pentru puntulM3(2�=3; 2�=3) avem A = 1; B = 1=2; C = 1; AC � B2 = 3=4 > 0; A > 0, deiM3 este �si el punt de minim pentru z, iar z0min = z(M3) = zmin = �1=8: Rezult�a�a funt�ia z are pe domeniul indiat D dou�a punte de minim, iar valoarea minim�a afunt�iei este �1=8.2. S�a se aluleze extremele (loale) ale urm�atoarelor funt�ii:a) u(x; y; z) = x2 + y2 + z2 + 2x+ 4y � 6z; (x; y; z) 2 IR3;b) u(x; y; z) = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z; (x; y; z) 2 IR3;) u(x; y; z) = xy2z3 � (a� x� 2y � 3z); a > 0; (x; y; z) 2 IR3;d) u(x; y; z) = sin x+ sin y + sin z � sin (x + y + z); 0<x<�; 0<y<�; 0<z<�:Rezolvare. a) Determin�am mai �̂ntâi puntele stat�ionare ale funt�iei u:



274 Capitolul 68>>>>>><>>>>>>: �u�x = 0�u�y = 0�u�z = 0 ) 8>>><>>>: 2x + 2 = 02y + 4 = 02z � 6 = 0 ) M(�1;�2; 3):Derivatele part�iale de ordinul al doilea ale funt�iei u sunt:�2u�x2 = 2; �2u�y2 = 2; �2u�z2 = 2; �2u�x�y = �2u�y�z = �2u�x�z = 0:Deduem astfel �a d2u(�1;�2; 3) = 2 dx2 + 2 dy2 + 2 dz2 , are este o form�ap�atrati�a pozitiv de�nit�a, dei puntul M este punt de minim pentru funt�ia u, va-loarea sa minim�a �ind umin = u(M) = �14:b) Avem:8>>>>>><>>>>>>: �u�x = 0�u�y = 0�u�z = 0 ) 8>>><>>>: 3x2 + 12y = 02y + 12x = 02z + 2 = 0 ) M1(0; 0;�1) �si M2(24;�144;�1).Derivatele part�iale de ordinul al doilea ale funt�iei u sunt:�2u�x2 = 6x; �2u�y2 = 2; �2u�z2 = 2; �2u�x�y = 12; �2u�x�z = 0; �2u�y�z = 0:Diferent�iala a doua a funt�iei u �̂n puntul M1 este:d2u(0; 0;�1) = 2 dy2 + 2 dz2 + 24 dxdy:Deoaree �sirul minorilor prinipali ai formei p�atratie de mai sus este:�1 = 0; �2 = ������ 0 1212 2 ������ = �144; �3 = ��������� 0 12 012 2 00 0 2 ��������� = �288;deduem �a d2u(0; 0;�1) este nede�nit�a, dei M1 nu este punt de extrem pentru u.Pentru puntul M2(24;�144;�1) avem:d2u(24;�144;�1) = 144 dx2 + 2 dy2 + 2 dz2 + 24 dxdy:Deoaree pentru forma p�atrati�a obt�inut�a avem:�1 = 144 > 0; �2 = ������ 144 1212 2 ������ = 144 > 0; �3 = ��������� 144 12 012 2 00 0 2 ��������� = 288 > 0deduem �a d2u(M2) este pozitiv de�nit�a, dei M2 este punt de minim pentru funt�iau. Valoarea minim�a a lui u este u(M2) = �6913:) Sistemul pentru determinarea puntelor stat�ionare ale funt�iei u este:



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 2758>>><>>>: y2z3(a� x� 2y � 3z)� xy2z3 = 02xyz3(a� x� 2y � 3z)� 2xy2z3 = 03xy2z2(a� x� 2y � 3z)� 3xy2z3 = 0 ) 8>>><>>>: y2z3(a� 2x� 2y � 3z) = 02xyz3(a� x� 3y � 3z) = 03xy2z2(a� x� 2y � 4z) = 0:Rezolvând sistemul de mai sus obt�inem urm�atoarele solut�ii M��1 (�; 0; �); �; � 2 IR;M��2 (�; �; 0); �; � 2 IR; M�3 �0; �; a� 2�3 � ; � 2 IR; � 6= 0; � 6= a2; M4 �a7 ; a7 ; a7�.Derivatele de ordinul al doilea ale funt�iei u sunt:�2u�x2 = �2y2z3; �2u�y2 = 2xz3(a� x� 6y � 3z); �2u�z2 = 6xy2z(a� x� 2y � 6z);�2u�x�y = 2yz3(a�2x�3y�3z); �2u�y�z = 6xyz2(a�x�3y�4z); �2u�x�z = 3y2z2(a��2x� 2y � 4z):Deoaree pentru puntele M��1 u � = 0 sau � = 0 sau � = a� �3 �siM��2 ; �; � 22 IR formele p�atratie d2u(M��i ); i = 1; 2 sunt toate egale u zero, iar funt�ia u iavalori �si pozitive �si negative �̂n vein�atatea puntelor respetive deduem �a nii unuldintre aeste punte nu este punt de extrem pentru u.Pentru puntele M��1 (�; 0; �) u �; � 6= 0 �si � 6= a� �3 , avem d2u(M��1 ) == 2��3(a� � � 3�) dy2. Dei da�a ��3(a� � � 3�) > 0 rezult�a �a M��1 sunt puntede minim pentru funt�ia u, iar da�a ��3(a� �� 3�) < 0 rezult�a �a M��1 sunt puntede maxim pentru u. Valoarea lui u �̂n aeste punte este 0.Pentru puntele M�3 obt�inem:d2u(M�3 ) = �2�227 (a� 2�)3 dx2 � 4�227 (a� 2�)3 dxdy � 2�29 (a� 2�)3 dxdz;u �1 = �2�227 (a � 2�)3; �2 = �4�4729(a� 2�)6; �3 = 0: Din �sirul minorilor obt�inutmai sus deduem �a M�3 ; � 2 IR n �0; a2� nu sunt punte de extrem pentru funt�ia u.Pentru puntul M4 �a7 ; a7 ; a7� avem:d2u(M4) = �2a575 dx2 � 6a575 dy2 � 12a575 dz2 � 4a575 dxdy � 6a575 dxdz � 12a575 dydz;iar �1 = �2a575 < 0; �2 = 8a10710 > 0; �3 = �42a15715 < 0: Din �sirul minorilor�1 < 0; �2 > 0; �3 < 0 obt�inut mai sus tragem onluzia �a puntul M4 este puntde maxim pentru funt�ia u, iar umax = u(M4) = a777 .d) Avem:



276 Capitolul 68>>>>>><>>>>>>: �u�x = 0�u�y = 0�u�z = 0 ) 8>>><>>>: os x = os (x + y + z)os y = os (x + y + z)os z = os (x+ y + z) ) 8>>><>>>: os x=os yos y=os zos x = os (x+y+z) ) M��2 ; �2 ; �2�singurul punt stat�ionar al funt�iei u din domeniul D = f(x; y; z) 2 IR3; 0 < x < �;0 < y < �; 0 < z < �g:Derivatele part�iale de ordinul al doilea ale funt�iei u sunt:�2u�x2 = � sinx + sin (x + y + z); �2u�y2 = � sin y + sin (x + y + z); �2u�z2 = � sin z++sin (x+ y + z); �2u�x�y = sin (x+ y + z); �2u�x�z = sin (x + y + z);�2u�y�z = sin (x + y + z):Diferent�iala de ordinul al doilea a funt�iei u �̂n puntul M este:d2u(M) = �2 dx2 � 2 dy2 � 2 dz2 � 2 dxdy � 2 dydz � 2 dxdz:Minorii prinipali asoiat�i aestei forme p�atratie sunt �1 = �2 < 0; �2 = 3 > 0;�3 = �4 < 0: Rezult�a �a M este punt de maxim pentru funt�ia u, iar umax == u(M) = 4:3. S�a se determine triunghiul de arie maxim�a are se poate �̂nsrie �̂ntr-un er deraz�a dat�a R.Rezolvare. Fie erul � de raz�a R �si un triunghi ABC arbitrar �̂nsris �̂n el.Presupunem �a unghiul el mai mare al triunghiului este A, (̂�n az ontrar shimb�amnotat�ia triunghiului), dei entrul erului O este �̂n interiorul dBAC, (vezi Figura 6.1).Not�am u � �si � m�asurile unghiurilor dBAA0 �si dA0AC.Atuni aria 4ABC este A = 12AB � AC � sin (� + �): Din 4AA0B deduemABsin (90Æ � �) = 2R ) AB = 2R os�, iar din 4AA0C avem ACsin (90Æ � �) = 2R )AC = 2R os �: Rezult�a astfel:A = 124R2 os� � os � � sin (� + �):Avem de determinat � �si � astfel �̂nât aria A s�a �e maxim�a, adi�a avem dedeterminat extremele funt�iei f(x; y)=os x � os y � sin (x+y); (x; y>0; x+y<180Æ):Derivatele part�iale ale funt�iei f sunt:�f�x = � sinx os y � sin (x+ y) + os x os y � os (x + y) = os y � os (2x+ y);�f�y = � os x sin y � sin (x+ y) + os x os y � os (x + y) = os x � os (x+ 2y):
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Figura 6.1Sistemul 8>><>>: �f�x = 0�f�y = 0 , 8<: os y � os (2x+ y) = 0os x � os (x + 2y) = 0 are solut�ia onvenabil�a pro-blemei noastre 2x+ y = �2 ; x+2y = �2 , de unde rezult�a x0 = y0 = �6 : Deduem astfel�a m( bA) = �3 . Pentru a vedea da�a puntul g�asit x0 = y0 = �6 este un punt de extremsau nu, alul�am derivatele de ordinul al doilea ale funt�iei f :�2f�x2 = �2 os y � sin (2x+ y); �2f�x�y = � sin y � os (2x+ y)� os y � sin (2x+ y) == � sin (2x + 2y); �2f�y2 = �2 os x � sin (x+ 2y):Avem A = �2f�x2 (x0; y0) = �p3 = C = �2f�y2 (x0; y0); B = �2f�x�y (x0; y0) = �p32 .Dei AC � B2 = 94 > 0 �si A = �p3 < 0: Rezult�a �a puntul x0 = y0 = �6 este puntde maxim pentru funt�ia f . Deduem astfel �a pentru � = � = �6 , (dei m( bA) = �3 ),aria4ABC este maxim�a. Din Figura 6.1 se vede �a da�a � = � = �6 ; AB = AC, dei4ABC este ehilateral, adi�a dintre triunghiurile �̂nsrise �̂ntr-un er, aria maxim�a oare triunghiul ehilateral.4. S�a se �̂mpart�a num�arul 24 �̂n trei p�art�i astfel �̂nât produsul lor s�a �e maxim.Rezolvare. Fie x �si y primele dou�a p�art�i. A treia va � 24 � x � y. Se ere s�adetermin�am ele trei p�art�i astfel �̂nât produsul P = xy(24�x�y) = 24xy�x2y�xy2s�a �e maxim. Puntele stat�ionare ale funt�iei P = P (x; y) se determin�a rezolvândsistemul:8>><>>: �P�x = 0�P�y = 0 ) 8<: 24y � 2xy � y2 = 024x� x2 � 2xy = 0 ) 8<: y(24� 2x� y) = 0x(24� x� 2y) = 0:



278 Capitolul 6Deduem solut�iile (0; 0); (0; 24); (24; 0) �si (8; 8). Primele trei solut�ii le �̂nl�atur�amdeoaree ne dau P = 0. Pentru ultima solut�ie x = y = 8 avem:A = �2P�x2 (8; 8) = �16; B = �2P�x�y (8; 8) = �8; C = �2P�y2 (8; 8) = �16:Deoaree AC � B2 = 192 > 0, iar A < 0 rezult�a �a puntul (8; 8) este punt demaxim pentru funt�ia P , iar Pmax = 512. Dei produsul este maxim da�a toate eletrei p�art�i sunt egale u 8.5. S�a se g�aseas�a un plan tangent la elipsoidul (E) x2a2 + y2b2 + z22 � 1 = 0are s�a formeze u planele de simetrie un tetraedru de volum minim.Rezolvare. Euat�ia planului tangent �̂ntr-un punt arbitrar, momentan �xatM(x0; y0; z0) 2 (E) este x0xa2 + y0yb2 + z0z2 = 1: Aest plan interseteaz�a axele de o-ordonate �̂n puntele (vezi Figura 6.2) A a2x0 ; 0; 0! ; B  0; b2y0 ; 0! ; C  0; 0; 2z0! (pre-supunem x0; y0; z0 6= 0).Volumul tetraedrului astfel format OABC este dat de formula:V = 16 j
�����������������
0 0 0 1a2x0 0 0 10 b2y0 0 10 0 2z0 1

����������������� j = a2b226x0y0z0 ;(presupunem f�ar�a a restrânge generalitatea problemei �aM se g�ase�ste �̂n primul otant,dei x0; y0; z0 > 0).Deoaree M 2 (E), adi�a x20a2 + y20b2 + z202 = 1, rezult�a �a z0 = s1� x20a2 � y20b2 .Atuni volumul tetraedrului devine V = a2b26x0y0 �s1� x20a2 � y20b2 :A determina pozit�ia planului tangent astfel �̂nât volumul tetraedrului s�a �e minimeste ehivalent u a determina puntele de extrem (̂�n speial ele de maxim) pentrufunt�ia de dou�a variabile u(x; y) = xy �s1� x2a2 � y2b2 . Puntele stat�ionare ale aesteifunt�ii sunt solut�iile sistemului:8>>>><>>>>: y  1� 2x2a2 � y2b2 ! = 0x 1� 2y2b2 � x2a2! = 0:



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 279Obt�inem solut�iaM  ap3 ; bp3! ; (x; y > 0): Derivatele part�iale de ordinul al doilea alefunt�iei u sunt:�2u�x2 = �3xya2 + 2x3ya4 + 3xy3a2b2�1� x2a2 � y2b2 �3=2 ; �2u�y2 = �3xyb2 + 3x3ya2b2 + 2xy3b4�1� x2a2 � y2b2 �3=2 ;�2u�x�y = 1� 3x2a2 � 3y2b2 + 2x4a4 + 2y4b4 + 3x2y2a2b2�1� x2a2 � y2b2 �3=2 :
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Figura 6.3În puntul M avem A = �4p3b3a ; B = �2p33 ; C = �4p3a3b ; AC �B2 = 4 > 0;A < 0: Rezult�a �a puntul M este punt de maxim pentru funt�ia u.Dei puntul M0  ap3 ; bp3 ; p3! ;  z = p3! este un punt al elipsoidului (E)pentru are volumul tetraedrului orespunz�ator este minim. Planul tangent la (E) �̂nM0 are euat�ia xap3 + ybp3 + zp3 � 1 = 0: Din simetria elipsoidului deduem �apuntele erute �̂n problem�a sunt  � ap3 ;� bp3 ;� p3! :6. S�a se �̂nsrie �̂n onul irular drept, a �arei generatoare l este �̂nlinat�a fat��a deplanul bazei u un unghi �, un paralelipiped dreptunghi de arie total�a maxim�a.Rezolvare. S�a not�am u x �si y laturile bazei paralelipipedului �̂nsris �̂n on,AB = x �si AD = y, (vezi Figura 6.3). Atuni OE = l os�; V O = l sin�, iar dinasem�anarea triunghiurilor V O0C �si V OC 00 deduem O0Cl os� = V O0l sin� ) V O0 = O0C��tg� = px2 + y22 � tg�: În�alt�imea paralelipipedului OO0 este:



280 Capitolul 6OO0 = V O � V O0 = l sin�� px2 + y22 tg� = 12 �2l sin��qx2 + y2 � tg�� :Aria total�a a paralelipipedului ABCDA0B0C 0D0 este:At = 2xy + (2x+ 2y) �OO0 = 2xy + (x+ y) � (2l sin��px2 + y2 � tg�):S�a determin�am �̂n ontinuare puntele de extrem ale funt�iei de dou�a variabile:u(x; y) = 2xy + (x + y)(2l sin��px2 + y2 tg�):Puntele sale stat�ionare le vom determina rezolvând sistemul:8>><>>: �u�x = 0�u�y = 0 ) 8>><>>: 2y + 2l sin��px2 + y2 tg�� (x+ y) tg� � xpx2 + y2 = 02x + 2l sin��px2 + y2 tg�� (x + y) tg� � ypx2 + y2 = 0:Obt�inem solut�ia x0= l sin�p2 tg�� 1 ; y0= l sin�p2 tg�� 1 ; (tg� 6=p22 ; pentru tg� = p22 ,sistemul de mai sus nu are solut�ii).Derivatele part�iale de ordinul al doilea ale funt�iei u sunt:�2u�x2 = �2x3 + 3xy2 + y3(x2 + y2)3=2 � tg�; �2u�y2 = �2y3 + 3x2y + x3(x2 + y2)3=2 � tg�,�2u�x�y = 2� x3 + y3(x2 + y2)3=2 � tg�:În puntul (x0; y0) avem A = C = �3p22 tg�; B = 4�p2 tg�2 . Pentru apuntul (x0; y0) s�a �e punt de maxim pentru funt�ia u trebuie a AC�B2 > 0, adi�atg2 � + 1p2 tg� � 1 > 0: Obt�inem tg� > p22 ; (tg� > 0) sau � > artg p22 . Deipentru x = y = l sin�p2 tg�� 1 obt�inem paralelipipedul dreptunghi �̂nsris �̂n on de arietotal�a maxim�a. În�alt�imea sa este:OO0 = 12  2l sin��p2 � l sin�p2 tg�� 1 � tg�! = lp2 sin�2 � tg��p2p2 tg�� 1,iar aria total�a este At = 2l2sin2�p2 tg�� 1 :7. S�a se determine extremele (loale) u leg�aturi pentru urm�atoarele funt�ii:a) z(x; y) = x2 + y2; xa + yb = 1; (a; b 2 IR�).b) z(x; y) = x � y; x2 + y2 = a2; (a > 0):) z(x; y) = x2 � xy + y2x2 + y2 ; x+ y = a; (a 2 IR�):d) z(x; y) = os2x+ os2y; x� y = �4 ; x; y 2 (0; 2�):e) u(x; y; z) = x2 + y2 + z2; ax + by + z = k; (a; b; ; k 2 IR; a2 + b2 + 2 6= 0).f) u(x; y; z) = xmynzp; x + y + z = a; (a 2 IR�; m;n; p 2 IN ; m;n; p � 2):



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 281g) u(x; y; z) = xyz; 8<: x2 + y2 + z2 = 1x+ y + z = 0:h) f(x; y; z; u) = ax+by+z+du; x2+y2+z2+u2 = R2; (R > 0; a2+b2+2+d2 6= 0):Rezolvare. a) Funt�ia lui Lagrange asoiat�a lui z �si leg�aturii ment�ionate este:L(x; y; �) = x2 + y2 + ��xa + yb � 1� :Determin�am mai �̂ntâi puntele stat�ionare ale aestei funt�iei L:8>>>>>><>>>>>>: �L�x = 0�L�y = 0�L�� = 0 ) 8>>>>><>>>>>: 2x+ �a = 02y + �b = 0xa + yb � 1 = 0 ) 8>>>>>>><>>>>>>>: x0 = ab2a2 + b2y0 = a2ba2 + b2�0 = � 2a2b2a2 + b2 :Calul�am aum d2�(x0; y0), unde:�(x; y) = L(x; y; �0) = x2 + y2 � 2a2b2a2 + b2 �xa + yb � 1� :Avem �2��x2 = 2; �2��y2 = 2; �2��x�y = 0 ; iar d2�(x0; y0) = 2 dx2 + 2 dy2:Deoaree diferent�ialele dx �si dy sunt �̂n relat�ia dxa + dyb = 0 ) dy = � ba dxrezult�a �a d2�(x0; y0) = 2 1 + b2a2! dx2:Am obt�inut o form�a p�atrati�a (̂�ntr-o singur�a dimensiune) pozitiv de�nit�a. De-duem astfel �a puntul M(x0; y0) este punt de minim pentru funt�ia z supus�a laleg�atura xa + yb = 1: Valoarea sa minim�a este z(x0; y0) = a2b2a2 + b2 :b) Fie funt�ia L(x; y; �) = xy + �(x2 + y2 � a2):Determin�am puntele stat�ionare ale funt�iei L:8>>>>>><>>>>>>: �L�x = 0�L�y = 0�L�� = 0 ) 8>>><>>>: y + 2�x = 0x + 2�y = 0x2 + y2 � a2 = 0:Sistemul 8<: 2�x+ y = 0x + 2�y = 0 (̂�n neunosutele x �si y) trebuie s�a aib�a solut�ii diferitede solut�ia banal�a. Dei determinantul s�au este zero, adi�a ������ 2� 11 2� ������ = 0; de underezult�a �1 = 12 �si �2 = �12. Pentru �1 = 12 din euat�ia y + 2�x = 0 rezult�a y = �x,iar din euat�ia x2 + y2 = a2 deduem x1 = ap2 ; y1 = � ap2 �si x2 = � ap2 ; y2 = ap2.



282 Capitolul 6Pentru �2 = �12 rezult�a x = y �si din euat�ia x2 + y2 = a2 deduem x3 = y3 = ap2 �six4 = y4 = � ap2 : Dei funt�ia L are patru punte stat�ionare.Pentru �1 = 12 s�a onsider�am funt�ia:�1(x; y) = L(x; y; �1) = xy + 12(x2 + y2 � a2):Derivatele part�iale de ordinul al doilea sunt �2�1�x2 = 1; �2�1�y2 = 1; �2�1�x�y = 1:Diferent�iind leg�atura x2 + y2 � a2 = 0 obt�inem relat�ia x dx+ y dy = 0. Pentru primulpunt x1 = ap2 ; y1 = � ap2 relat�ia de mai sus devine dx = dy, iar:d2�1(x1; y1) = dx2 + 2 dxdy + dy2 = 4 dx2.Deduem astfel �a puntul  ap2 ;� ap2! este punt de minim pentru funt�ia z supus�a laleg�atura x2+y2 = a2; valoarea sa minim�a este zmin = z  ap2 ;� ap2! = �a22 : Pentru aldoilea punt x2 = � ap2 ; y2 = ap2, leg�atura dintre diferent�ialele dx �si dy �ind aeea�sidx = dy, obt�inem d2�1(x2; y2) = 4 dx2: Dei �si puntul (x2; y2) este punt de minimpentru funt�ia z, valoarea sa minim�a �ind z0min = z  � ap2 ; ap2! = zmin = �a22 :Pentru �2 = �12 s�a onsider�am funt�ia:�2(x; y) = L(x; y; �2) = xy � 12(x2 + y2 � a2):Derivatele part�iale de ordinul al doilea ale funt�iei �2 sunt �2�2�x2 =�1; �2�2�y2 =�1;�2�2�x�y = 1: Diferent�iind leg�atura x2 + y2 � a2 = 0 obt�inem din nou relat�ia x dx++y dy = 0: Pentru puntul x3 = ap2 ; y3 = ap2, relat�ia de mai sus ne d�a dy = �dx,iar: d2�2(x3; y3) = �dx2 + 2 dxdy � dy2 = �4 dx2:Rezult�a astfel �a puntul (x3; y3) este punt de maxim pentru funt�ia z supus�a laleg�atura x2 + y2 = a2, iar zmax = z(x3; y3) = a22 : Pentru puntul x4 = y4 = � ap2,leg�atura dintre diferent�ialele dx �si dy este dy = �dx, iar d2�2(x4; y4) = �4 dx2: Dei �sipuntul (x4; y4) este punt de maxim pentru funt�ia z �si z0max = z(x4; y4) = zmax = a22 :) Funt�ia lui Lagrange este:L(x; y; �) = x2 � xy + y2x2 + y2 + �(x+ y � a):Determin�am puntele stat�ionare ale funt�iei L:



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 2838>>>>>><>>>>>>: �L�x = 0�L�y = 0�L�� = 0 ) 8>>>>>><>>>>>>: x2y � y3(x2 + y2)2 + � = 0xy2 � x3(x2 + y2)2 + � = 0x + y = a:F�aând diferent�a primelor dou�a euat�ii ale sistemului de mai sus obt�inem euat�ia:x2y � y3 � xy2 + x3(x2 + y2)2 = 0 , (x� y)(x+ y)2 = 0; (x; y) 6= (0; 0);are ombinat�a u ultima euat�ie x+ y = a formeaz�a sistemul �̂n (x; y):8<: (x� y)(x+ y)2 = 0x+ y = a u solut�ia x0 = y0 = a2 : Pentru � g�asim valoarea ores-punz�atoare �0 = 0:Consider�am �̂n ontinuare funt�ia �(x; y) = L(x; y; �0) = x2 � xy + y2x2 + y2 ; are areurm�atoarele derivate part�iale de ordinul al doilea:�2��x2 = 6xy3 � 2x3y(x2 + y2)3 ; �2��x�y = x4 � 6x2y2 + y4(x2 + y2)3 ; �2��y2 = 6x3y � 2xy3(x2 + y2)3 :Diferent�iind leg�atura x + y = a, obt�inem dx + dy = 0 ) dy = �dx. Diferent�ialaa doua a funt�iei � �̂n puntul (x0; y0) este:d2��a2 ; a2� = 2a2 dx2 � 4a2 dxdy + 2a2 dy2 = 8a2 dx2 > 0:Deduem astfel �a puntulM0 �a2 ; a2� este un punt de minim pentru funt�ia z, supus�ala leg�atura x + y = a: Valoarea minim�a a lui z este zmin = z �a2 ; a2� = 12 :d) Avem L(x; y; �) = os2x+ os2y + ��x� y � �4� :Sistemul are ne d�a puntele stat�ionare ale funt�iei L este:8>>>>>><>>>>>>: �L�x = 0�L�y = 0�L�� = 0 ) 8>>>><>>>>: �2 os x sin x+ � = 0�2 os y sin y � � = 0x� y = �4 ) 8>>>><>>>>: sin 2x+ sin 2y = 0x� y = �4� = sin 2x ) 8>>>><>>>>: sin (x+y)=0x� y = �4� = sin 2x;are are solut�iile x1 = 5�8 ; y1 = 3�8 ; �1 = �p22 ; x2 = 9�8 ; y2 = 7�8 ; �2 = p22 ;x3 = 13�8 ; y3 = 11�8 ; �3 = �p22 = �1:S�a onsider�am aum funt�iile �1(x; y) = L(x; y; �1) �si �2(x; y) = L(x; y; �2).Din leg�atura x� y = �4 obt�inem prin diferent�iere dx = dy. Atuni:d2�1(x1; y1) = p2 dx2 +p2 dy2 = 2p2 dx2; d2�1(x3; y3) = p2 dx2 +p2 dy2 == 2p2 dx2; d2�2(x2; y2) = �p2 dx2 �p2 dy2 = �2p2 dx2:Din ele de mai sus deduem �a funt�ia z pe domeniul indiat �si supus�a la leg�atura



284 Capitolul 6x� y = �4 admite dou�a punte de minim M1 �5�8 ; 3�8 � �si M3 �13�8 ; 11�8 � �si un puntde maxim M2 �9�8 ; 7�8 �, valorile orespunz�atoare ale lui z �ind zmin = z(M1) == z(M3) = 2�p22 , iar zmax = z(M2) = 2 +p22 :e) Funt�ia lui Lagrange este:L(x; y; z; �) = x2 + y2 + z2 + �(ax + by + z � k).Puntele sale stat�ionare sunt solut�iile sistemului:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
�L�x = 2x+ �a = 0�L�y = 2y + �b = 0�L�z = 2z + � = 0�L�� = ax + by + z � k = 0 )

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
x = ��a2y = ��b2z = ��2ax + by + z � k = 0 )

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
x0= aka2+b2+2y0= bka2+b2+2z0= ka2+b2+2�0=� 2ka2+b2+2 :Consider�am funt�ia:�(x; y; z) = L(x; y; z; �0) = x2 + y2 + z2 � 2ka2 + b2 + 2 (ax + by + z � k)are are derivatele part�iale de ordinul al doilea:�2��x2 = �2��y2 = �2��z2 = 2; �2��x�y = �2��x�z = �2��y�z = 0:Diferent�iind leg�atura ax+ by+ z = k obt�inem a dx+ b dy+  dz = 0. Diferent�ialaa doua a funt�iei � �̂n puntul M0(x0; y0; z0) este (f�ar�a a mai t�ine ont de leg�atur�a):d2�(x0; y0; z0) = 2(dx2 + dy2 + dz2) > 0:Deduem astfel �a puntul M0 este un punt de minim pentru funt�ia u, iar valoareaminim�a a lui u este umin = a2k2 + b2k2 + 2k2(a2 + b2 + 2)2 = k2a2 + b2 + 2 :f) Funt�ia lui Lagrange este L(x; y; z; �) = xmynzp + �(x + y + z � a).Puntele sale stat�ionare le determin�am rezolvând sistemul:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�L�x = 0�L�y = 0�L�z = 0�L�� = 0 ) 8>>>>>><>>>>>>: mxm�1ynzp + � = 0nxmyn�1zp + � = 0pxmynzp�1 + � = 0x + y + z = a ) 8>>>>>><>>>>>>: xm�1yn�1zp(my � nx) = 0xmyn�1zp�1(nz � py) = 0x + y + z = a� = �mxm�1ynzp )M�(0; �; a� �); � 2 IR, M�(�; 0; a� �); � 2 IR, M(; a� ; 0);  2 IR u �� = 0 �siM0(x0; y0; z0), x0 = amm + n+ p; y0 = anm + n+ p; z0 = apm+ n + p; u�0 = � am+ n+ p!m+n+p�1mmnnpp:



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 285S�a onsider�am aum funt�ia:�1(x; y; z) = L(x; y; z; �0) = xmynzp + �0(x+ y + z � a);are are urm�atoarele derivate part�iale de ordinul al doilea:�2�1�x2 = m(m�1)xm�2ynzp; �2�1�y2 = n(n�1)xmyn�2zp; �2�1�z2 = p(p�1)xmynzp�2;�2�1�x�y = mnxm�1yn�1zp; �2�1�y�z = npxmyn�1zp�1; �2�1�x�z = mpxm�1ynzp�1:Atuni diferent�iala de ordinul al doilea a funt�iei �1 �̂n puntul M0 este:d2�1(x0; y0; z0) = m(m�1)xm�20 yn0 zp0 dx2+n(n�1)xm0 yn�20 zp0 dy2+p(p�1)xm0 yn0 zp�20 dz2++2mnxm�10 yn�10 zp0 dxdy + 2npxm0 yn�10 zp�10 dydz + 2mpxm�10 yn0 zp�10 dxdz,are �̂n prezent�a leg�aturii dx + dy + dz = 0 sau dz = �dx� dy devine:d2�1(x0; y0; z0) = [m(m� 1)xm�20 yn0 zp0 + p(p� 1)xm0 yn0 zp�20 � 2mpxm�10 yn0 zp�10 ℄ dx2++[n(n� 1)xm0 yn�20 zp0 + p(p� 1)xm0 yn0 zp�20 � 2npxm0 yn�10 zp�10 ℄ dy2 + 2[mnxm�10 yn�10 zp0++p(p� 1)xm0 yn0 zp�20 � npxm0 yn�10 zp�10 �mpxm�10 yn0 zp�10 ℄ dxdy == [m(m� 1)z20 � 2mpx0z0 + p(p� 1)x20℄xm�20 yn0 zp�20 dx2 + [n(n� 1)z20 � 2npy0z0++p(p�1)y20℄xm0 yn�20 zp�20 dy2+2[mnz20+p(p�1)x0y0�npx0z0�mpy0z0℄xm�10 yn�10 zp�20 dxdy:Coe�ient�ii formei p�atratie obt�inut�a mai sus sunt:A = � (m+ p)(m+ n + p)m+n+p�2 � am+n+p�2mm�1nnpp�1,C = � (n+ p)(m + n + p)m+n+p�2 � am+n+p�2mmnn�1pp�1,B = � 1(m+ n + p)m+n+p�2 � am+n+p�2mmnnpp�1.Atuni, deoaree AC�B2 = 1(m + n+ p)2(m+n+p)�5 �a2(m+n+p�2)m2m�1n2n�1p2p�1 > 0;iar A < 0 rezult�a �a puntul M(x0; y0; z0) este punt de maxim pentru funt�ia u �siumax = u(M0) = am+n+pmmnnpp(m + n+ p)m+n+p .Consider�am �̂n ontinuare funt�ia:�2(x; y; z) = L(x; y; z; ��) = xmynzpare are aelea�si derivate part�iale de ordinul al doilea a �si funt�ia �1. Rezult�a �a �̂npuntele M�; M�; M avem:d2�2(M�) = d2�2(M�) = d2�2(M) = 0.În aest az sau se apeleaz�a la diferent�ialele de ordin superior ale funt�iei �2 sause studiaz�a diferent�a (pentru puntele M�):u(x; y; z)� u(M�) = xmynzp �̂n prezent�a leg�aturii x + y + z = a.Rezult�a astfel �a pentru � 6= 0 �si � 6= a da�a m este par atuni puntele M� sunt



286 Capitolul 6punte de extrem �si anume punte de minim da�a �n(a� �)p > 0 �si punte de maximda�a �n(a � �)p < 0. Pentru � = 0 da�a m �si n sunt pare puntul M0(0; 0; a) estepunt de extrem �si anume punt de minim da�a ap > 0 �si punt de maxim da�a ap < 0.Pentru � = a da�a m �si p sunt pare puntul Ma(0; a; 0) este punt de extrem �si anumepunt de minim da�a an > 0 �si punt de maxim da�a an < 0. În mod asem�an�ator sestudiaz�a �si puntele M�, M .g) Funt�ia lui Lagrange este:L(x; y; z; �; �) = xyz + �(x2 + y2 + z2 � 1) + �(x+ y + z),iar puntele sale stat�ionare sunt solut�iile sistemului:8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:
�L�x = 0�L�y = 0�L�z = 0�L�� = 0�L�� = 0 ) 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

yz + 2�x+ � = 0xz + 2�y + � = 0xy + 2�z + � = 0x2 + y2 + z2 � 1 = 0x + y + z = 0:Punând ondit�ia a sistemul format din primele trei euat�ii ale sistemului de maisus, �̂n neunosutele � �si �, s�a �e ompatibil obt�inem euat�ia:��������� yz 2x 1xz 2y 1xy 2z 1 ��������� = 0 ) (y � x)(z � x)(y � z) = 0:Astfel sistemul de mai sus este ehivalent u sistemul:8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
� = �13(yz + xz + xy)2�x = ��� yz(y � x)(z � x)(y � z) = 0x2 + y2 + z2 = 1x + y + z = 0:Obt�inem solut�iile M1  1p6 ; 1p6 ;� 2p6! u � = 12p6 ; � = 16; M2  � 1p6 ;� 1p6 ; 2p6!u �=� 12p6 ; �= 16; M3  1p6 ;� 2p6 ; 1p6! u �= 12p6 ; �= 16; M4  � 1p6 ; 2p6 ;� 1p6!u �=� 12p6 ; �= 16; M5 � 2p6 ; 1p6 ; 1p6! u �= 12p6 ; �= 16; M6 2p6 ;� 1p6 ;� 1p6!u � = � 12p6 ; � = 16 :S�a onsider�am funt�iile:



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 287�1(x; y; z) = L x; y; z; 12p6 ; 16! = xyz + 12p6(x2 + y2 + z2 � 1) + 16(x + y + z) �si�2(x; y; z) = L x; y; z;� 12p6 ; 16! = xyz � 12p6(x2 + y2 + z2 � 1) + 16(x + y + z).Vom studia diferent�ialele de ordinul al doilea ale funt�iei �1 �̂n puntele M1; M3�si M5 �si apoi ale funt�iei �2 �̂n puntele M2; M4 �si M6. Leg�aturile din problem�a nedau: 8<: x dx + y dy + z dz = 0dx + dy + dz = 0 ) 8<: dz = �dx� dy(x� z) dx + (y � z) dy = 0:Pentru puntul M1 avem:d2�1(M1) = 1p6 dx2 + 1p6 dy2 + 1p6 dz2 � 4p6 dxdy + 2p6 dxdz + 2p6 dydz,are �̂n prezent�a leg�aturilor 8><>: dz = �dx� dy3p6 dx + 3p6 dy = 0 ) 8<: dy = �dxdz = 0devine d2�1(M1)= 2p6 dx2+ 4p6 dx2=p6 dx2: Rezult�a �a puntulM1 1p6 ; 1p6 ;� 2p6!este punt de minim pentru funt�ia u supus�a la ele dou�a leg�aturi, iar u(M1) == � 26p6 = � 13p6.Pentru puntul M3 avem:d2�1(M3) = 1p6 dx2 + 1p6 dy2 + 1p6 dz2 + 2p6 dxdy � 4p6 dxdz + 2p6 dydz:Leg�aturile pentru puntul M3 devin 8><>: dz = �dx� dy� 3p6 dy = 0 ) 8<: dy = 0dz = �dx:Dei d2�1(M3) = 2p6 dx2 + 4p6 dx2 = p6 dx2: Rezult�a �a M3  1p6 ;� 2p6 ; 1p6! estepunt de minim pentru funt�ia u, iar u(M3) = � 13p6.Pentru puntul M5 avem:d2�1(M5) = 1p6 dx2 + 1p6 dy2 + 1p6 dz2 + 2p6 dxdy + 2p6 dxdz � 4p6 dydz:Leg�aturile sunt 8><>: dz = �dx� dy� 3p6 dx = 0 ) 8<: dx=0dz=�dy; de unde deduem �a d2�1(M5) == 2p6 dy2+ 4p6 dy2 = p6 dy2: Dei �siM5  � 2p6 ; 1p6 ; 1p6! este punt de minim pentrufunt�ia u, iar u(M5) = � 13p6.S�a studiem �̂n ontinuare puntele M2; M4 �si M6 relativ la funt�ia �2.Pentru puntul M2 avem:



288 Capitolul 6d2�2(M2) = � 1p6 dx2 � 1p6 dy2 � 1p6 dz2 + 4p6 dxdy � 2p6 dxdz � 2p6 dydz:Leg�aturile �̂ntre diferent�ialele dx, dy �si dz sunt 8><>:dz = �dx� dy� 3p6 dx� 3p6 dy=0 )8<: dz=0dy=�dx:Obt�inem d2�2(M2) = � 2p6 dx2 � 4p6 dx2 = �p6 dx2: Deduem de aii �a puntulM2  � 1p6 ;� 1p6 ; 2p6! este punt de maxim pentru funt�ia u supus�a la ele dou�aleg�aturi, iar u(M2) = 13p6.Pentru puntul M4 avem:d2�2(M4) = � 1p6 dx2 � 1p6 dy2 � 1p6 dz2 � 2p6 dxdy + 4p6 dxdz � 2p6 dydz,iar leg�aturile sunt 8><>: dz = �dx� dy3p6 dy = 0 ) 8<: dy = 0dz = �dx: Dei d2�2(M4) = � 2p6 dx2�� 4p6 dx2 = �p6 dx2. Rezult�a �a M4  � 1p6 ; 2p6 ;� 1p6! este punt de maxim pentrufunt�ia u, iar u(M4) = 13p6.În sfâr�sit, pentru puntul M6 avem:d2�2(M6) = � 1p6 dx2 � 1p6 dy2 � 1p6 dz2 � 2p6 dxdy � 2p6 dxdz + 4p6 dydzu leg�aturile 8><>: dz = �dx� dy3p6 dx = 0 ) 8<: dx = 0dz = �dy: Dei d2�2(M6) = � 2p6 dy2�� 4p6 dy2 = �p6 dy2, de unde rezult�a �a �siM6  2p6 ;� 1p6 ;� 1p6! este punt de maximpentru funt�ia u, iar u(M6) = 13p6.Dei funt�ia u supus�a la ele dou�a leg�aturi admite trei punte de minim M1; M3�si M5 u valoarea umin = � 13p6 �si trei punte de maxim M2; M4 �si M6 u valoareaumax = 13p6.h) Funt�ia lui Lagrange este:L(x; y; z; u; �) = ax+ by + z + du+ �(x2 + y2 + z2 + u2 � R2).



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 289Puntele sale stat�ionare sunt solut�iile sistemului:8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:
�L�x = a+ 2�x = 0�L�y = b + 2�y = 0�L�z = + 2�z = 0�L�u = d+ 2�u = 0�L�� = x2 + y2 + z2 + u2 � R2 = 0 )

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
�x = �a2�y = � b2�z = � 2�u = �d2x2 + y2 + z2 + u2 = R2 )x1;2=� Rapa2 + b2 + 2 + d2 ; y1;2=� Rbpa2 + b2 + 2 + d2 ; z1;2=� Rpa2 + b2 + 2 + d2 ;u1;2 = � Rdpa2 + b2 + 2 + d2 ; �1;2 = �pa2 + b2 + 2 + d22R :Consider�am funt�iile:�1(x; y; z; u) = L(x; y; z; u; �1) = ax+by+z+du� 12Rpa2 + b2 + 2 + d2(x2+y2++z2 + u2 �R2);�2(x; y; z; u) = L(x; y; z; u; �2) = ax+by+z+du+ 12Rpa2 + b2 + 2 + d2(x2+y2++z2 + u2 �R2):Vom studia diferent�ialele de ordinul al doilea d2�1(M1); M1(x1; y1; z1; u1) �sid2�2(M2), M2(x2; y2; z2; u2). Avem:�2�1�x2 = �2�1�y2 = �2�1�z2 = �2�1�u2 = 2� = � 1Rpa2 + b2 + 2 + d2;�2�1�x�y = �2�1�x�z = �2�1�x�u = �2�1�y�z = �2�1�y�u = �2�1�z�u = 0;iar d2�1(M1) = � 1Rpa2 + b2 + 2 + d2(dx2 + dy2 + dz2 + du2) < 0. Aii nu a fostnevoie s�a t�inem ont de leg�atura 2x dx + 2y dy + 2z dz + 2u du = 0. Dei puntul M1este un punt de maxim pentru funt�ia f , iar fmax = Rpa2 + b2 + 2 + d2.În mod asem�an�ator pentru �2 obt�inem:�2�2�x2 = �2�2�y2 = �2�2�z2 = �2�2�u2 = 2� = 1Rpa2 + b2 + 2 + d2;�2�2�x�y = �2�2�x�z = �2�2�x�u = �2�2�y�z = �2�2�y�u = �2�2�z�u = 0;iar d2�2(M2) = 1Rpa2 + b2 + 2 + d2(dx2+dy2+dz2+du2) > 0: Dei puntul M2 esteun punt de minim pentru funt�ia f , iar fmin = �Rpa2 + b2 + 2 + d2.8. Se d�a un er � �si trei punte �xe A, B, C �̂n planul erului. S�a se determinepuntul M pe er astfel �̂nât suma MA2 +MB2 +MC2 s�a �e maxim�a sau minim�a.Rezolvare. Fie erul � de euat�ie x2+y2 = r2, iar A(x1; y1), B(x2; y2), C(x3; y3)



290 Capitolul 6ele trei punte �xe din plan raportate la un sistem de axe ortogonale Oxy, a �aruiorigine am onsiderat-o entrul erului �, (vezi Figura 6.4).S�a not�am u (x; y) oordonatele unui puntM 2 �, dei x2+y2 = r2: Presupunemmai �̂ntâi �a entrul de greutate G al triunghiului ABC este diferit de O. Atuni avemde determinat extremele funt�iei:u(x; y) = (x� x1)2 + (y � y1)2 + (x� x2)2 + (y � y2)2 + (x� x3)2 + (y � y3)2supus�a la leg�atura x2 + y2 = r2.Funt�ia lui Lagrange asoiat�a lui u �si leg�aturii de mai sus este:L(x; y; �) = u(x; y) + �(x2 + y2 � r2):S�a determin�am puntele stat�ionare ale funt�iei L:8>>>>>><>>>>>>: �L�x = 0�L�y = 0�L�� = 0 ) 8>>><>>>: 2[(x� x1) + (x� x2) + (x� x3)℄ + 2�x = 02[(y � y1) + (y � y2) + (y � y3)℄ + 2�y = 0x2 + y2 � r2 = 0 )
) 8>>><>>>: (3 + �)x� (x1 + x2 + x3) = 0(3 + �)y � (y1 + y2 + y3) = 0x2 + y2 � r2 = 0:
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Figura 6.5Deoaree G 6= O rezult�a �a � 6= �3; �̂nlouind x �si y din primele dou�a euat�ii alesistemului de mai sus �̂n ultima euat�ie, obt�inem �x1+x2+x33 + � �2+�y1+y2+y33 + � �2=r2 )) �1;2 = �q(x1 + x2 + x3)2 + (y1 + y2 + y3)2r � 3.Atuni:



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 291x1;2= (x1 + x2 + x3)r�q(x1+x2+x3)2+(y1+y2+y3)2 ; y1;2= (y1 + y2 + y3)r�q(x1+x2+x3)2+(y1+y2+y3)2 :Puntele astfel g�asite M1(x1; y1) �si M2(x2; y2) se g�ases la interset�ia erului � udreapta (OG). Într-adev�ar, y1;2x1;2 = y1+y2+y33x1+x2+x33 = yGxG ; (G(xG; yG)): Folosind desenul dinFigura 6.4 putem trage diret onluziile referitoare la extremele funt�iei u, f�ar�a a maiutiliza diferent�iala de ordinul al doilea. S�i anume, el mai apropiat punt de G, M1,va determina un minim pentru u, iar el mai �̂ndep�artat de G, M2, va da un maximpentru funt�ia u.Da�a xG = yG = 0; (G = O) deduem �a pentru orie punt M 2 � sumaMA2 +MB2 +MC2 = 3r2 + x21 + y21 + x22 + y22 + x23 + y23 = onst:9. Se d�a un punt �x P (a; b; ) �̂n primul otant al axelor de oordonate Oxyz. Unplan variabil are tree prin P taie semiaxele pozitive Ox, Oy �si Oz �̂n A, B, respetivC. S�a se determine planul pentru are volumul tetraedrului OABC este minim.Rezolvare. Un plan variabil (�) prin P are euat�ia x� + y� + z � 1 = 0. Puntelede interset�ie ale aestui plan u semiaxele pozitive Ox, Oy �si Oz sunt A(�; 0; 0);B(0; �; 0) �si C(0; 0; ), (vezi Figura 6.5), iar oordonatele puntului P satisfa ondit�iaa� + b� +  = 1.Volumul tetraedrului OABC este:V = 16 ���� ������������ 0 0 0 1� 0 0 10 � 0 10 0  1
������������ ���� = 16��.Pentru a determina pozit�ia planului (�) astfel �̂nât volumul tetraedrului OABCs�a �e minim, vom studia extremele funt�iei u(x; y; z) = xyz �̂n prezent�a leg�aturiiax + by + z = 1; (�, � �si  sunt notate �̂n funt�ia u u x, y, respetiv z).Funt�ia lui Lagrange asoiat�a funt�iei u �si leg�aturii de mai sus este:L(x; y; z; �) = xyz + � ax + by + z � 1! :S�a determin�am aum puntele stat�ionare ale aestei funt�ii:



292 Capitolul 68>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
�L�x = 0�L�y = 0�L�z = 0�L�� = 0 )

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
yz � a�x2 = 0xz � b�y2 = 0xy � �z2 = 0ax + by + z � 1 = 0 )

8>>>>>>><>>>>>>>: x2yza = y2xzb = z2xyax + by + z = 1� = x2yza )
) 8>>>>>><>>>>>>: xa = yb = z3ax = 1� = x2yza ) 8>>>>>><>>>>>>: x0 = 3ay0 = 3bz0 = 3�0 = 81ab:Diferent�iala de ordinul al doilea a funt�iei:�(x; y; z) = L(x; y; z; �0) = xyz + 81ab ax + by + z � 1!este d2�(x; y; z) = 162a2bx3 dx2 + 162ab2y3 dy2 + 162ab2z3 dz2 + 2z dxdy + 2y dxdz++2x dydz:Diferent�iind leg�atura obt�inem ax2 dx+ by2 dy + z2 dz = 0, de unde rezult�a: dz == �z2  ax2 dx+ by2 dy! : În puntul M0 avem dz = � a dx � b dy. Diferent�iala deordinul al doilea a funt�iei � �̂n puntul M0 este:d2�(x0; y0; z0) = 6ba dx2 + 6ab dy2 + 6ab dz2 + 6 dxdy + 6b dxdz + 6a dydz == 6ba dx2+6ab dy2+6ab � a dx+ b dy�2�6b� a dx + b dy� dx�6a� a dx + b dy� dy++6 dxdy = 6ba dx2 + 6ab dy2 + 6 dxdy,adi�a o form�a p�atrati�a �̂n dou�a dimensiuni u oe�ient�ii �A = 6ba ; �B = 3; �C == 6ab . Deoaree �A �C � �B2 = 272 > 0; �A > 0, rezult�a �a puntul M0 este punt deminim pentru funt�ia u, iar valoarea sa minim�a este u(M0) = 27ab.În onluzie, planul prin P are determin�a un tetraedru de volum minim este elare tree prin puntele A(3a; 0; 0), B(0; 3b; 0), C(0; 0; 3), de euat�ie xa+ yb+ z�3 = 0.În aest az volumul tetraedrului OABC este V = 92ab:10. Se d�a elipsoidul (E) de euat�ie x2a2 + y2b2 + z22 � 1 = 0 u semiaxele OA = a;OB = b, OC = , (a > b >  > 0). Se ere s�a se g�aseas�a distant�a maxim�a sau minim�ade la puntul O al elipsoidului pân�a la un punt M al elipsei de set�iune u planul(ABC).



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 293Rezolvare. Fie M un punt oareare al elipsoidului (E), M(x0; y0; z0) situat �̂nplanul (ABC), (vezi Figura 6.6). Deoaree euat�ia planului (ABC) este xa+ yb+ z�1 =0 rezult�a �a oordonatele puntului M satisfa relat�iile:x0a + y0b + z0 � 1 = 0; (M 2 (ABC)) �si x20a2 + y20b2 + z202 � 1 = 0; (M 2 (E)):Distant�a OM �ind OM = qx20 + y20 + z20 , renunt�ând la indiele 0 de la oordonatelepuntului M �si la radialul din expresia lui OM , rezult�a �a avem de determinat ex-tremele funt�iei u(x; y; z) = x2 + y2 + z2; supus�a la leg�aturile:8>><>>: xa + yb + z � 1 = 0x2a2 + y2b2 + z22 � 1 = 0:
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Figura 6.6S�a onsider�am funt�ia lui Lagrange asoiat�a funt�iei u �si leg�aturilor de mai sus:L(x; y; z; �; �) = x2 + y2 + z2 + ��xa + yb + z � 1�+ � x2a2 + y2b2 + z22 � 1! :Determin�am puntele stat�ionare ale aestei funt�ii:8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:
�L�x = 0�L�y = 0�L�z = 0�L�� = 0�L�� = 0 )

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
2x+ �a + 2�xa2 = 02y + �b + 2�yb2 = 02z + � + 2�z2 = 0xa + yb + z � 1 = 0x2a2 + y2b2 + z22 � 1 = 0:Punând ondit�ia a sistemul �̂n neunosutele � �si � format din primele trei euat�iiale sistemului de mai sus s�a �e ompatibil, obt�inem euat�ia:



294 Capitolul 6������������ 2x 1a 2xa22y 1b 2yb22z 1 2z2
������������ = 0:Astfel obt�inem pentru x, y �si z urm�atorul sistem:8>>>><>>>>: (b2 � 2)yzb + (2 � a2)xza + (a2 � b2)xyab = 0yzb + xza + xyab = 0xa + yb + z = 1:Primele dou�a euat�ii formeaz�a un sistem omogen �̂n neunosutele xy, xz �si yz. De-duem astfel �a aest sistem poate admite:a) solut�ia banal�a xy = xz = yz = 0, are ombinat�a u euat�ia xa + yb + z = 1 neondue la solut�iile A(a; 0; 0), B(0; b; 0), C(0; 0; ).b) solut�ii nenule; s�a not�am atuni u e� antitatea e� = xyab(22 � a2 � b2) . Rezult�a:yzb = e�(2a2 � b2 � 2) not= e��; (� = 2a2 � b2 � 2 > 0);zxa = e�(2b2 � a2 � 2) not= e��; (� = 2b2 � a2 � 2 2 IR),xyab = e�(22 � a2 � b2) not= e�; ( = 22 � a2 � b2 < 0); e� 2 IR�:Înmult�ind ele trei relat�ii obt�inute mai sus, g�asim:x2y2z2a2b22 = e�3�� ) xyzab = �qe�3��:Da�a � 6= 0 rezult�a xa = �qe���� ; yb = �qe���� ; z = �qe��� :Înlouind aeste valori �̂n euat�ia a treia a sistemului �̂n x, y, z, xa + yb + z = 1,obt�inem:e� = ��(�� + � + �)2 ; (��+�+� = �12(�2+�2+2) < 0; deoaree �+�+ = 0).Rezult�a pentru x, y �si z valorile:x0 = a��� + � + � ; y0 = b��� + � + � ; z0 = ���� + � + � ;(luate u semnul + pentru a satisfae euat�ia xa + yb + z = 1).Da�a � = 0 , 2b2 = a2 + 2 sistemul �̂n neunosutele x, y �si z devine:8>>>>><>>>>>: a2 � 22 � yzb + (2 � a2)xza + a2 � 22 � xyab = 0yzb + xza + xyab = 0xa + yb + z = 1;
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de unde rezult�a (a > ) 8>>>>><>>>>>: yzb � 2xza + xyab = 0yzb + xza + xyab = 0xa + yb + z = 1;u solut�iile A(a; 0; 0), B(0; b; 0) �si C(0; 0; ).În onluzie am g�asit urm�atoarele punte stat�ionare pentru funt�ia L: A(a; 0; 0)u �1 = 0 �si �1 = �a2; B(0; b; 0) u �1 = 0 �si �2 = �b2; C(0; 0; ) u �1 = 0 �si�3 = �2; M0(x0; y0; z0) u �2 = � 2��(a2 � b2)(� � �)(�� + � + �) = � 2��3(�� + � + �) �si�4 = a2� � �b2�� � = �a2 + b2 + 23 , (� 6= 0).S�a studiem �̂n ontinuare natura aestor punte. Pentru puntul A s�a onsider�amfunt�ia: �1(x; y; z) = L(x; y; z; �1; �1) = x2 + y2 + z2 � a2  x2a2 + y2b2 + z22 � 1! == y2  1� a2b2 !+ z2  1� a22!+ a2:Diferent�iala de ordinul al doilea a funt�iei �1 este:d2�1(x; y; z) = 2 1� a2b2! dy2 + 2 1� a22! dz2:Diferent�iind leg�aturile din problem�a, obt�inem 8>><>>: dxa + dyb + dz = 0x dxa2 + y dyb2 + z dz2 = 0;are �̂n puntul A devin 8><>: dx = 0dz = �b dy: Dei:d2�1(A) = 2 " 1� a2b2 !+  1� a22! � 2b2 # dy2 = 2b2 + 2 � 2a2b2 dy2 = �2�b2 dy2:Am obt�inut o form�a p�atrati�a negativ de�nit�a (� > 0), de unde rezult�a �a puntulA este un punt de maxim pentru funt�ia u, iar u(A) = a2 �si OA = a.Pentru puntul C s�a onsider�am funt�ia:�2(x; y; z) = L(x; y; z; �1; �3) = x2 + y2 + z2 � 2  x2a2 + y2b2 + z22 � 1! == x2  1� 2a2!+ y2  1� 2b2!+ 2:Diferent�iala de ordinul al doilea a funt�iei �2 este:d2�2(x; y; z) = 2 1� 2a2! dx2 + 2 1� 2b2! dy2:



296 Capitolul 6Leg�aturile �̂n puntul C ne dau 8><>: dz = 0dy = � ba dx: Atuni:d2�2(C) = 2 " 1� 2a2!+  1� 2b2! � b2a2# dx2 = 2a2 + b2 � 22a2 dx2 = �2a2 dx2,are este o form�a p�atrati�a pozitiv de�nit�a ( < 0), de unde rezult�a �a puntul C esteun punt de minim pentru funt�ia u, iar u(C) = 2 �si OC = .Pentru puntul B onsider�am funt�ia:�3(x; y; z) = L(x; y; z; �1; �2) = x2 + y2 + z2 � b2  x2a2 + y2b2 + z22 � 1! == x2  1� b2a2!+ z2  1� b22!+ b2:Diferent�iala de ordinul al doilea a funt�iei �3 este:d2�3(x; y; z) = 2 1� b2a2! dx2 + 2 1� b22! dz2;are �̂n prezent�a leg�aturilor �̂n puntul B, 8><>: dy = 0dz = � a dx; devine:d2�3(B) = 2 " 1� b2a2!+  1� b22! � 2a2# dx2 = 2a2 + 2 � 2b2a2 dx2 = �2�a2 dx2:Rezult�a astfel �a da�a � > 0 atuni d2�3(B) este negativ de�nit�a, dei B este unpunt de maxim pentru funt�ia u, iar u(B) = b2 �si OB = b. Da�a � < 0 atuni d2�3(B)este pozitiv de�nit�a, dei B este punt de minim pentru funt�ia u, iar u(B) = b2 �siOB = b. Da�a � = 0 atuni d2�3(B) = 0: Dar:�3(x; y; z)� �3(0; b; 0) = x2a2 � b2a2 + z2 2 � b22 = (a2 � b2) x2a2 � z22!,antitate are are valori �si pozitive �si negative �̂n vein�atatea puntului B. Rezult�aastfel �a pentru � = 0 puntul B nu este punt de extrem pentru funt�ia �3, dei niipentru funt�ia u.În sfâr�sit, pentru puntul M0  a��� + � + � ; b��� + � + � ; ���� + � + �!u � 6= 0, s�a onsider�am funt�ia:�4(x; y; z) = L(x; y; z; �2; �4) = x2+y2+z2� 2��3(�� + � + �) ��xa + yb + z � 1���a2 + b2 + 23 �  x2a2 + y2b2 + z22 � 1! :Derivatele part�iale de ordinul al doilea ale funt�iei �4 sunt:�2�4�x2 = 22a2 � b2 � 23a2 = 2�3a2 ; �2�4�y2 = 22b2 � a2 � 23b2 = 2�3b2 ,�2�4�z2 = 222 � a2 � b232 = 232 ; �2�4�x�y = �2�4�x�z = �2�4�y�z = 0:



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 297Dei d2�4(x; y; z) = 23  �a2 dx2 + �b2 dy2 + 2 dz2! :Leg�aturile diferent�iate �̂n puntul M0 ne dau:dx = �a�( � �)b�( � �) dy; dz = �(� � �)b�( � �) dy:Atuni:d2�4(M0) = 23b2�2( � �)2 h�3( � �)2 + �3( � �)2 + 3(� � �)2i dy2 �=���== 23b2�2( � �)2 (3�4 + 6�32 + 6�23 + 3�4) dy2 = �2��(�2 + � + 2)b2�2( � �)2 dy2:Dei da�a � > 0 rezult�a �a d2�4(M0) este pozitiv de�nit�a, dei puntul M0 estepunt de minim pentru funt�ia u, iar da�a � < 0 rezult�a �a d2�4(M0) este negativde�nit�a, dei M0 este punt de maxim pentru funt�ia u. Valoarea lui u �̂n puntul M0este:u(M0) = a2�22 + b2�22 + 2�2�2�2�2 + �22 + �22 ; ((�� + � + �)2 = �2�2 + �22 + �22);iar OM0 = qu(M0): Se observ�a �a OA > OM0 > OC, deoaree:OA2 �OM20 = (a2 � b2)�22 + (a2 � 2)�2�2�2�2 + �22 + �22 > 0 �siOM20 � OC2 = (a2 � 2)�22 + (b2 � 2)�22�2�2 + �22 + �22 > 0:Rezumând avem urm�atoarele situat�ii:a) � > 0 : A �si B sunt punte de maxim; C �si M0 sunt punte de minim.b) � < 0 : A �si M0 sunt punte de maxim; B �si C sunt punte de minim.) � = 0 : A este punt de maxim, C este punt de minim.În onluzie distant�a maxim�a de la entrul O al elipsoidului pân�a la un punt Mal elipsei de set�iune u planul (ABC) este a, iar ea minim�a este .11. S�a se determine triunghiul ABC pentru are produsul sinmA � sinnB � sinpC;m; n; p > 0 este maxim�a.Rezolvare. Unghiurile A, B �si C sunt legate prin relat�ia A+B + C = �: Avemde determinat extremele funt�iei u(A;B;C) = sinmA � sinnB � sinp C u leg�aturaA+B + C = �:S�a onsider�am funt�ia lui Lagrange:L(A;B;C; �) = sinm A � sinnB � sinpC + �(A+B + C � �).Puntele stat�ionare ale aestei funt�ii sunt solut�iile sistemului:



298 Capitolul 68>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
�L�A = 0�L�B = 0�L�C = 0�L�� = 0 ) 8>>>>>><>>>>>>: m sinm�1 A osA sinnB sinpC + � = 0n sinmA sinn�1B osB sinpC + � = 0p sinmA sinnB sinp�1C osC + � = 0A+B + C � � = 0:Eliminând pe � din primele trei euat�ii ale sistemului de mai sus, obt�inem:m tgA = n tgB = p tgC , tgAm = tgBn = tgCp ;relat�ii are �̂mpreun�a u ultima euat�ie a sistemului A+B +C = � ne d�a urm�atoareasolut�ie:tgA0 = sm(m + n+ p)np ; tgB0 = sn(m+ n+ p)mp ; tgC0 = sp(m+ n+ p)mn ;iar �0 = �m sinm�1A0 osA0 sinnB0 sinp C0; (A0; B0; C0 2 (0; �=2)):S�a onsider�am �̂n ontinuare funt�ia:�(A;B;C) = L(A;B;C; �0) = sinm A � sinnB � sinpC + �0(A+B + C � �)are are urm�atoarele derivate part�iale de ordinul al doilea:�2��A2 = m(m� 1) sinm�2A os2A sinnB sinpC �m sinmA sinnB sinpC;�2��B2 = n(n� 1) sinmA sinn�2B os2B sinpC � n sinmA sinnB sinp C;�2��C2 = p(p� 1) sinmA sinnB sinp�2C os2 C � p sinm A sinnB sinpC;�2��A�B = mn sinm�1A osA sinn�1B osB sinP C;�2��A�C = mp sinm�1A osA sinnB sinp�1C osC;�2��B�C = np sinm A sinn�1B osB sinp�1C osC:Diferent�iind leg�atura obt�inem dA+ dB + dC = 0) dC = �dA� dB. Atuni:d2�(A;B;C) = [m(m� 1) sinm�2A os2A sinnB sinpC �m sinm A sinnB sinp C℄ dA2++[n(n� 1) sinmA sinn�2B os2B sinp C � n sinmA sinnB sinpC℄ dB2++[p(p�1) sinmA sinnB sinp�2C os2C�p sinmA sinnB sinpC℄ (dA2+2 dA dB+dB2)++2mn sinm�1 A osA sinn�1B osB sinp C dAdB�2mp sinm�1A osA sinnB sinp�1 C�� osC (dA2 + dA dB)� 2np sinm A sinn�1B osB sinp�1C osC (dB2 + dA dB) == [m(m�1) sinm�2A os2A sinnB sinpC�m sinm A sinnB sinpC+p(p�1) sinmA sinnB�� sinp�2C os2C�p sinmA sinnB sinpC�2mp sinm�1A osA sinnB sinp�1C osC℄ dA2++[n(n�1) sinmA sinn�2B os2B sinpC�n sinmA sinnB sinpC+p(p�1) sinm A sinnB�� sinp�2C os2C�p sinmA sinnB sinpC�2np sinmA sinn�1B osB sinp�1C osC℄ dB2+



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 299+2[p(p� 1) sinmA sinnB sinp�2C os2C � p sinmA sinnB sinpC +mn sinm�1A osA�� sinn�1B osB sinp C�mp sinm�1A osA sinnB sinp�1C osC �np sinmA sinn�1B�� osB sinp�1C osC℄ dA dB:Coe�ient�ii formei p�atratie de mai sus sunt:A = sinm�2A sinnB sinp�2C � [m(m�1) os2A sin2C�m sin2A sin2C+p(p�1)�� sin2A � os2 C � p sin2A sin2 C � 2mp sinA osA sinC osC℄ == sinm�2A sinnB sinp�2 C � [(m osA sinC � p sinA osC)2 �m sin2 C � p sin2A℄,C = sinm A sinn�2B sinp�2 C � [n(n� 1) os2B sin2 C � n sin2B sin2C + p(p� 1)�� sin2B � os2C � p sin2B sin2C � 2np sinB osB sinC osC℄ == sinmA sinn�2B sinp�2 C � [(n osB sinC � p sinB osC)2 � n sin2C � p sin2B℄,B = sinm�1A sinn�1B sinp�2C � [p(p� 1) sinA sinB os2C � p sinA sinB sin2 C++mn osA osB sin2 C �mp osA sinB sinC osC � np sinA osB sinC osC℄ == sinm�1A sinn�1B sinp�2C � [(p2 sinA sinB os2C �mp osA sinB sinC osC)++(mn osA osB sin2C � np sinA osB sinC osC)� p sinA sinB℄.În puntul (A0; B0; C0) rezult�a:A0 = sinm�2 A0 sinnB0 sinp�2C0 � (�m sin2C0 � p sin2A0) < 0;C0 = sinmA0 sinn�2B0 sinp�2C0 � (�n sin2 C0 � p sin2B0) < 0;B0 = �p sinmA0 sinnB0 sinp�2C0.Dei:A0C0 � B20 = sin2m�2A0 sin2n�2B0 sin2p�4C0(m sin2C0 + p sin2A0)(n sin2C0++p sin2B0)� p2 sin2m A0 sin2nB0 sin2p�4C0 = sin2m�2A0 sin2n�2B0 sin2p�2 C0(mn�� sin2C0 + np sin2A0 +mp sin2B0) > 0:Rezult�a �a d2�(A0; B0; C0) este o form�a p�atrati�a negativ de�nit�a, dei (A0; B0; C0)este un punt de maxim pentru funt�ia u, iar u(A0; B0; C0) = sinmA0 sinnB0 sinpC0 == (m + n+ p)(m+n+p)=2mm=2nn=2pp=2(m + n)(m+n)=2(m+ p)(m+p)=2(n+ p)(n+p)=2 .12. S�a se determine extremele (globale) ale urm�atoarelor funt�ii de�nite pemult�imi ompate:a) z(x; y) = x2 + y2 � 12x+ 16y; x2 + y2 � 25:b) z(x; y) = x2 � xy + y2; jxj+ jyj � 1:Rezolvare. a) S�a not�am u D = f(x; y) j x2+y2<25g �si F = f(x; y) j x2+y2==25g reprezentate �̂n sistemul de axe Oxy �̂n Figura 6.7.Pentru domeniul D avem de determinat puntele de extrem (libere) ale funt�iei z.Puntele sale stat�ionare le vom determina rezolvând sistemul:



300 Capitolul 68>><>>: �z�x = 0�z�y = 0 ) 8<: 2x� 12 = 02y + 16 = 0 ) 8<: x0 = 6y0 = �8:Am obt�inut puntulM0(6;�8) 62 D. Rezult�a �a funt�ia z nu are punte de extrem�̂n mult�imea D.Pentru mult�imea F avem de determinat puntele de extrem ale funt�iei z supus�ala leg�atura x2 + y2 = 25: S�a onsider�am funt�ia lui Lagrange:L(x; y; �) = x2 + y2 � 12x+ 16y + �(x2 + y2 � 25):Determin�am puntele sale stat�ionare:8>>>>>><>>>>>>: �L�x = 0�L�y = 0�L�� = 0 ) 8>>><>>>: 2x� 12 + 2�x = 02y + 16 + 2�y = 0x2 + y2 � 25 = 0:Obt�inem solut�iile M1(3;�4) u �1 = 1 �si M2(�3; 4) u �2 = �3:
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Figura 6.8Funt�ia:�1(x; y) = L(x; y; �1) = x2+y2�12x+16y+x2+y2�25 = 2x2+2y2�12x+16y�25are diferent�iala a doua �̂n puntul M1 d2�1(x1; y1) = 4 dx2 + 4 dy2, are �̂n prezent�aleg�aturii x dx+ y dy = 0 sris�a �̂n M1, adi�a 3 dx� 4 dy = 0, devine d2�1(x1; y1) == 4 dx2 + 94 dx2 = 254 dx2: Deduem astfel �a M1(3;�4) este punt de minim pentrufunt�ia z, iar zmin = z(M1) = �75:Pentru puntul M2 onsider�am funt�ia:�2(x; y) = L(x; y; �2) = x2+y2�12x+16y�3(x2+y2�25) = �2x2�2y2�12x++16y + 75:



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 301Diferent�iind leg�atura x2 + y2 = 25 obt�inem x dx+ y dy = 0, are �̂n puntul M2 devine�3 dx+ 4 dy = 0. Atuni diferent�iala a doua a funt�iei �2 �̂n M2 este d2�2(x2; y2) == �4 dx2 � 4 dy2 = �4 dx2 � 94 dx2 = �254 dx2: Rezult�a �a M2(�3; 4) este punt demaxim pentru funt�ia z, iar zmax = z(M2) = 125:Dei funt�ia z are pe mult�imea DSF dou�a punte de extrem, unul de maxim M2�si unul de minim M1, valorile sale �ind zmax = 125 �si zmin = �75:Conform teoremei lui Weierstrass, are spune �a o funt�ie ontinu�a pe o mult�imeompat�a �̂�si atinge extremele, rezult�a �a extremele g�asite sunt globale, dei:supx2+y2�25 z(x; y) = z(�3; 4) = 125 �si infx2+y2�25 z(x; y) = z(3;�4) = �75:b) Domeniul de de�nit�ie al funt�iei z reprezentat �̂n sistemul Oxy �̂n Figura 6.8 sedesompune �̂n (D) : jxj + jyj < 1 �si (F ) = (F1) [ (F2) [ (F3) [ (F4) [ fA;B;C;Dg,unde:(F1) : x+ y = 1; x > 0; y > 0; (F2) : �x + y = 1; x < 0; y > 0;(F3) : �x� y = 1; x < 0; y < 0; (F4) : x� y = 1; x > 0; y < 0:Pentru domeniul D, s�a determin�am mai �̂ntâi puntele stat�ionare ale funt�iei z:8>><>>: �z�x = 2x� y = 0�z�y = �x + 2y = 0 ) x0 = y0 = 0:Deoaree d2z(0; 0) = 2 dx2 � 2 dxdy + 2 dy2; iar eA � eC � eB2 = 3 > 0; eA = �2z�x2 (0; 0) == 2 > 0; rezult�a �a puntul (0; 0) este punt de minim pentru funt�ia z, iar zmin = 0:Pentru mult�imea F1, vom determina extremele funt�iei z supus�a la leg�atura x+y == 1. S�a onsider�am funt�ia lui Lagrange:L(x; y; �) = x2 � xy + y2 + �(x + y � 1):Puntele sale stat�ionare le determin�am din sistemul:8>>>>>><>>>>>>: �L�x = 0�L�y = 0�L�� = 0 ) 8>>><>>>: 2x� y + � = 0�x + 2y + � = 0x + y � 1 = 0:Obt�inem solut�ia x1 = y1 = 12 ; (x1; y1) 2 (F1) �si �1 = �12 . Funt�ia:�(x; y) = L(x; y; �1) = x2 � xy + y2 � 12(x + y � 1)are diferent�iala a doua d2�(x; y) = 2 dx2�2 dxdy+2 dy2. În prezent�a leg�aturii dx+dy == 0, d2�(x; y) �̂n (x1; y1) devine d2�(x1; y1) = 6 dx2. Rezult�a �a puntul M1 �12 ; 12�este punt de minim pentru funt�ia z, iar z(M1) = 14 .



302 Capitolul 6În mod asem�an�ator se arat�a �a �̂n mult�imile (F2), (F3) �si (F4) funt�ia z admite âteun punt de minimM2 ��12 ; 12� u z(M2) = 34 , M3 ��12 ;�12� u z(M3) = 14 �si respetivM4 �12 ;�12� u z(M4) = 34 .Deoaree z(A) = z(1; 0) = 1; z(B) = z(0; 1) = 1, z(C) = z(�1; 0) = 1; z(D) == z(0;�1) = 1 rezult�a �a valoarea maxim�a a lui z pe mult�imea jxj+ jyj � 1 este 1, iarvaloarea minim�a a lui z pe mult�imea respetiv�a este 0:infjxj+jyj�1 z(x; y) = z(0; 0) = 0; supjxj+jyj�1 z(x; y) = z(1; 0) = z(0; 1) = z(�1; 0) == z(0;�1) = 1:13. S�a se determine valorile extreme (loale) ale funt�iei:a) y = y(x) de�nit�a impliit de euat�ia y3 + x2 � xy � 3x� y + 4 = 0:b) z = x(x; y) de�nit�a impliit de euat�ia:x2 + y2 + z2 � xz � yz + 2x + 2y + 2z � 2 = 0:Rezolvare. a) Not�am u F (x; y) = y3+x2�xy�3x�y+4: Atuni, din teoremade existent��a a funt�iilor de�nite impliit, deduem:y0(x) = � �F�x (x; y)�F�y (x; y) = � 2x� y � 33y2 � x� 1 ; 3y2 � x� 1 6= 0:Puntele stat�ionare ale funt�iei y = y(x) sunt solut�iile sistemului:8<: 2x� y � 3 = 0 (y0(x) = 0)y3 + x2 � xy � 3x� y + 4 = 0 (F (x; y) = 0):Obt�inem solut�iile M1 (x1 = 2; y1 = 1) �si M2 �x2 = 58 ; y2 = �74�. Deoaree M2 satis-fae ondit�ia 3y2 � x � 1 6= 0 (M1 nu satisfae aeast�a ondit�ie) rezult�a, onformteoremei funt�iilor de�nite impliit, �a 9 o funt�ie y = y(x) de�nit�a pe o vein�atate apuntului 5=8 u valori �̂ntr-o vein�atate a puntului �7=4. În plus:y00(x) = �(2� y0)(3y2 � x� 1)� (2x� y � 3)(6yy0 � 1)(3y2 � x� 1)2 ,iar y00 �58� = � 32121 < 0: Rezult�a �a x2 este punt de maxim pentru funt�ia y = y(x)de�nit�a impliit de euat�ia din enunt�, valoarea sa maxim�a �ind ymax = �74 .b) S�a not�am u F (x; y; z) = x2 + y2 + z2 � xz � yz + 2x+ 2y + 2z � 2. Atuni:�z�x = � �F�x (x; y; z)�F�z (x; y; z) = � 2x� z + 22z � x� y + 2 ; �z�y = � �F�y (x; y; z)�F�z (x; y; z) = � 2y � z + 22z � x� y + 2 ;(2z � x� y + 2 6= 0).Determin�am puntele stat�ionare ale funt�iei z:8>>><>>>: 2x� z + 2 = 0 ��F�x = 0�2y � z + 2 = 0 ��F�y = 0�x2 + y2 + z2 � xz � yz + 2x+ 2y + 2z � 2 = 0 (F (x; y; z) = 0):



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 303Obt�inem puntele M1(x1 = �3 +p6; y1 = �3 +p6) u z1 = �4 + 2p6 �si M2(x2 == �3�p6; y2=�3�p6) u z2=�4�2p6. Ambele satisfa ondit�ia 2z�x�y+2 6= 0.Conform teoremei de existent��a a funt�iilor de�nite impliit rezult�a �a 9 z1 = z1(x; y)�si z2 = z2(x; y) de�nite pe âte o vein�atate V1 �si V2 a puntului M1, respetiv M2.S�a alul�am �̂n ontinuare derivatele part�iale de ordinul al doilea ale funt�iei z:�2z�x2 = ��2� �z�x� (2z � x� y + 2)� (2x� z + 2) �2 �z�x � 1�(2z � x� y + 2)2 ;�2z�x�y = ���z�y (2z � x� y + 2)� (2x� z + 2) �2�z�y � 1�(2z � x� y + 2)2 ;�2z�y2 = ��2� �z�y� (2z � x� y + 2)� (2y � z + 2) �2�z�y � 1�(2z � x� y + 2)2 .În puntele M1 �si M2 obt�inem:�2z�x2 (x1; y1) = � 1p6 ; �2z�x�y (x1; y1) = 0; �2z�y2 (x1; y1) = � 1p6,�2z�x2 (x2; y2) = 1p6 ; �2z�x�y (x2; y2) = 0; �2z�y2 (x2; y2) = 1p6.Dei d2z(x1; y1) = � 1p6 dx2 � 1p6 dy2 �si d2z(x2; y2) = 1p6 dx2 + 1p6 dy2. Rezult�a �apuntul M1(x1; y1) este un punt de maxim pentru funt�ia z1 �si zmax = z1(x1; y1) == �4 + 2p6, iar M2(x2; y2) este un punt de minim pentru funt�ia z2 �si zmin == z2(x2; y2) = �4� 2p6.14. Ce devine euat�ia urm�atoare da�a se shimb�a funt�ia dup�a um urmeaz�a:x2y00 + 4xy0 + (2� x2)y = 4x; y(x) = z(x)x2 :Rezolvare. Deriv�am de dou�a ori relat�ia de leg�atur�a dintre funt�iile y �si z, y(x) == z(x)x2 . Obt�inem:y0(x) = z0(x) � x2 � 2x � z(x)x4 = xz0 � 2zx3 ; y00(x) =  xz0 � 2zx3 !0 == (z0 + xz00 � 2z0)x3 � 3x2(xz0 � 2z)x6 = x2z00 � 4xz0 + 6zx4 .Înlouind �̂n euat�ie, avem:x2 � x2z00 � 4xz0 + 6zx4 + 4x � xz0 � 2zx3 + (2� x2) � zx2 = 4x,de unde rezult�a x2z00 � x2z = 4x3 sau z00 � z = 4x.15. Ce devin euat�iile urm�atoarele da�a se fa shimb�arile de variabil�a indiate:a) x3y000 + xy0 � y = 0; x = et; (y = y(x)):b) (1 + x2)2y00 + 2x(1 + x2)y0 + y = 0; x = tg t; (y = y(x)):) (sin2 2x)y00 + sin 4x y0 + 4y = 0; tgx = et; (y = y(x)).



304 Capitolul 6d) (x3 � x)y00 + (3x2 � 1)y0 + xy = 0; x = p1� t2; (y = y(x)):e) (1� x2)y00 � xy0 + a2y = 0; x = sin t; (y = y(x)).Rezolvare. a) În urma shimb�arii variabilei x �̂n t prin x = et funt�ia y va avea anou�a variabil�a pe t, y(x) = y(et) = ey(t): Dei y(et) = ey(t): S�a deriv�am relat�ia obt�inut�a�̂n raport u variabila t (derivata �̂n raport u t o vom nota u �). Avem:y0(et) � et = �ey (t) ) y0(et) = e�t �ey (t).Derivând �̂n ontinuare, rezult�a:y00(et) � et = �e�t �ey (t) + e�t ��ey (t) ) y00(et) = �e�2t �ey (t) + e�2t ��ey (t) �siy000(et) � et = 2e�2t �ey (t)� e�2t ��ey (t)� 2e�2t ��ey (t) + e�2t ���ey (t) )y000(et) = 2e�3t �ey (t)� 3e�3t ��ey (t) + e�3t ���ey (t):Înlouind aeste derivate �̂n euat�ie, obt�inem:e3t (2e�3t �ey (t)� 3e�3t ��ey (t) + e�3t ���ey (t)) + et � e�t �ey (t)� ey(t) = 0 )���ey (t)� 3 ��ey (t) + 3 �ey (t)� ey(t) = 0:Renotând funt�ia ey u y rezult�a euat�ia ���y �3 ��y +3 �y �y = 0:b) Avem y(tg t) = ey(t): Derivând aeast�a egalitate, rezult�a:y0(tg t) � 1os2 t = �ey (t) ) y0(tg t) = os2 t� �ey (t):În�a o derivare ne d�a:y00(tg t) � 1os2 t = �2 os t sin t� �ey (t) + os2 t� ��ey (t) )y00(tg t) = �2 os3 t � sin t� �ey (t) + os4 t� ��ey (t):Înlouind aeste derivate �̂n euat�ie, obt�inem:(1+tg2t)2 � (�2 os3 t � sin t� �ey (t)+os4 t� ��ey (t))+2 tg t � (1+tg2t) �os2 t� �ey (t)+ ey(t) = 0, �2 tg t �ey (t)+ ��ey (t) + 2 tg t �ey (t) + ey(t) = 0 , ��ey (t) + ey = 0:Revenind la notat�ia y, avem euat�ia ��y +y = 0:) Avem relat�ia y(x) = ey(t) = ey(ln tgx): Deriv�am relat�ia subliniat�a �̂n raport ux �si obt�inem:y0(x) = �ey (ln tgx) � 1tg x � 1os2 x = �ey � 1sinx os x ) y0 = �ey 1sinx os x :Derivând �̂n�a o dat�a �̂n raport u x ultima relat�ie de mai sus, g�asim:y00 =��ey 1sin2 x os2 x+ �ey � os 2xsin2 x os2 x :Atuni �̂nlouind y0 �si y00 �̂n euat�ia dat�a, obt�inem:4 sin2 x os2 x � ( ��ey � �ey os 2x) 1sin2 x os2 x + 2 sin 2x os 2x� �ey 1sin x os x + 4ey = 0, 4 ��ey �4 �ey os 2x + 4 �ey os 2x+ 4ey = 0 , ��ey +ey = 0:d) Relat�ia dintre funt�ia y de variabil�a x �si noua funt�ie ey de variabil�a t este:



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 305y(x) = y(p1� t2) = ey(t):Deriv�am relat�ia subliniat�a �̂n raport u t; obt�inem:y0(p1� t2) � �tp1� t2 = �ey (t) ) y0 = �p1� t2t �ey :Derivând �̂n�a o dat�a �̂n raport u t ultima relat�ie de mai sus, g�asim:y00(p1� t2) � �tp1� t2 = �� tp1�t2 � t�p1� t2t2 �ey �p1� t2t ��ey )y00 � �tp1� t2 = 1t2p1� t2 �ey �p1� t2t ��ey ) y00 = � 1t3 �ey +1� t2t2 ��ey :Înlouind derivatele y0 �si y00 �̂n euat�ia dat�a, obt�inem:p1� t2 (1�t2�1) � � 1t3 �ey +1� t2t2 ��ey!+(3�3t2�1) � �p1� t2t �ey +p1� t2ey = 0) p1� t2t �ey �p1� t2 (1� t2) ��ey �2tp1� t2 �ey +3tp1� t2 �ey +p1� t2 ey = 0) 1t �ey �(1� t2) ��ey �2t �ey +3t �ey +ey = 0 ) (t3 � t) ��ey +(3t2 � 1) �ey +tey = 0:Deduem �a euat�ia �̂�si p�astreaz�a forma �̂n urma shimb�arii de variabil�a.e) Avem relat�ia y(x) = y(sin t) = ey(t): Deriv�am egalitatea subliniat�a �̂n raport ut �si obt�inem:y0(sin t) � os t = �ey (t) ) y0 = 1os t �ey :În�a o derivare �̂n raport u t ne d�a:y00 � os t = sin tos2 t �ey + 1os t ��ey ) y00 = sin tos3 t �ey + 1os2 t ��ey :Înlouind derivatele y0 �si y00 �̂n euat�ie obt�inem:(1� sin2 t)� sin tos3 t �ey + 1os2 t ��ey�� sin t � 1os t �ey +a2ey = 0) sin tos t �ey + ��ey � sin tos t �ey +a2ey = 0 ) ��ey +a2ey = 0:16. În euat�iile are urmeaz�a s�a se fa�a shimb�arile indiate:a) 2y00 + (x+ y)(1� y0)3 = 0; 8<: x� y = ux + y = v(u); (y = y(x); v = v(u)):b) (1� x2)y00 � 3xy0 + (a2 � 1)y = 0; 8><>: x = sin ty = z(t)os t ; (y = y(x); z = z(t)):Rezolvare. a) Din relat�iile problemei deduem:x = u+ v2 ; y = v � u2 ) y(x) = y �u+ v2 � = v � u2 :Dei y u+ v(u)2 ! = v(u)� u2 :Derivând ultima relat�ie �̂n raport u u, obt�inem:y0 � 1 + v02 = v0(u)� 12 ) y0 = v0 � 1v0 + 1.



306 Capitolul 6În�a o derivare, ne d�a:y00 � 1 + v02 = v00(v0 + 1)� v00(v0 � 1)(v0 + 1)2 ) y00 = 4v00(v0 + 1)3 .Înlouind aeste derivate �̂n euat�ie, rezult�a:2 � 4v00(v0 + 1)3 + �u+ v2 + v � u2 � �  1� v0 � 1v0 + 1!3 = 0 ) v00 + v = 0:b) Relat�ia de leg�atur�a dintre variabilele vehi �si noi este y(sin t) = z(t)os t .Derivând aeast�a relat�ie �̂n raport u t, obt�inem:y0 � os t = z0 � os t+ sin t � zos2 t ) y0 = z0 � os t+ z sin tos3 t .O nou�a derivare ne d�a:y00�os t = (z00 os t� z0 sin t+ z0 sin t+ z os t) os3 t + 3 os2 t sin t(z0 os t+ z sin t)os6 t) y00 = z00 os2 t + 3 sin t os t z0 + z(1 + 2 sin2 t)os5 t .Înlouind aeste derivate �̂n euat�ie, rezult�a:(1� sin2 t) � z00 os2 t+ 3 sin t os t z0 + z(1 + 2 sin2 t)os5 t � 3 sin t � z0 os t + z sin tos3 t ++(a2 � 1) zos t = 0 ) z00 os2 t + a2z os2 t = 0 sau z00 + a2z = 0:17. Luând pe u �si v a noi variabile independente, s�a se transforme urm�atoareleeuat�ii:a) y � �z�x � x � �z�y = 0; da�a 8<: u = xv = x2 + y2; (z = z(x; y)):b) x � �z�x +q1 + y2 � �z�y = x � y; da�a 8<: u = lnxv = ln(y +p1 + y2); (z = z(x; y)):) x2 � �2z�x2 � y2 � �2z�y2 = 0; da�a 8><>: u = x � yv = xy ; (z = z(x; y)):Rezolvare. a) Deoaree u = u(x; y) �si v = v(x; y) rezult�a �a x = x(u; v) �siy = y(u; v). Dei:z(x; y) = z(x(u; v); y(u; v)) = ez(u; v) = ez(x; x2 + y2):Vom deriva relat�ia obt�inut�a z(x; y) = ez(x; x2+ y2) �̂n raport u x �si apoi �̂n raportu y:�z�x = �ez�u � �u�x + �ez�v � �v�x = �ez�u + 2x�ez�v ; �z�y = �ez�u � �u�y + �ez�v � �v�y = 2y�ez�v .Atuni euat�ia din problem�a devine:y(u; v) �  �ez�u + 2x(u; v)�ez�v!� x(u; v) � 2y(u; v)�ez�v = 0 ) �ez�u = 0:b) Asem�an�ator puntului a) vom deriva �̂n raport u x �si apoi u y relat�ia:



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 307z(x; y) = ez(lnx; ln (y +p1 + y2)); (ez = ez(u; v)):Avem �z�x = �ez�u � 1x + �ez�v � 0 = 1x � �ez�u;�z�y = �ez�u � 0 + �ez�v � 1y +p1 + y2 �  1 + yp1 + y2! = 1p1 + y2 � �ez�v .Înlouind �̂n membrul stâng al euat�iei, obt�inem:x � �z�x +q1 + y2 � �z�y = �ez�u + �ez�v .Deoaree x = eu, iar y = e2v � 12ev , euat�ia devine:�ez�u + �ez�v = 12(eu+v � eu�v):) Relat�ia de leg�atur�a �̂ntre variabilele vehi �si ele noi, prin intermediul funt�ieineunosute z este z(x; y) = ez  xy; xy! ; (ez = ez(u; v)):Deriv�am aeast�a relat�ie �̂n raport u x. Obt�inem �z�x = y �ez�u + 1y �ez�v .O nou�a derivare �̂n raport u x ne d�a:�2z�x2 =y  �2ez�u2 � y + �2ez�u�v � 1y!+1y  �2ez�u�v � y + �2ez�v2 � 1y!=y2 �2ez�u2 + 2 �2ez�u�v + 1y2 �2ez�v2 .S�a deriv�am aum relat�ia de leg�atur�a dintre z �si ez �̂n raport u y. Avem �z�y == x�ez�u � xy2 �ez�v . Apoi:�2z�y2 = x �2ez�u2 � x� xy2 � �2ez�u�v!+ 2xy3 � �ez�v � xy2  �2ez�u�v � x� xy2 � �2ez�v2! == 2xy3 �ez�v + x2 �2ez�u2 � 2x2y2 �2ez�u�v + x2y4 �2ez�v2 .Atuni euat�ia devine:x2y2 �2ez�u2 + 2x2 �2ez�u�v + x2y2 �2ez�v2 � 2xy �ez�v � x2y2 �2ez�u2 + 2x2 �2ez�u�v � x2y2 �2ez�v2 = 0;(x = x(u; v); y = y(u; v)) ) 4x2 �2ez�u�v � 2xy �ez�v = 0 ) 4uv �2ez�u�v � 2v�ez�v = 0:Dei 2u �2ez�u�v � �ez�v = 0:18. Transformat�i euat�ia y � �z�x � x � �z�y = (y � x)z introduând noile variabileindependente u = x2 + y2, v = 1x + 1y �si noua funt�ie neunosut�a w = ln z � (x+ y).Rezolvare. Pentru funt�ia nou�a w de variabile u �si v putem srie:w = w(u; v) = w x2 + y2; 1x + 1y! = ew(x; y) = ln z � (x+ y).Dei w x2 + y2; 1x + 1y! = ln z � (x+ y):



308 Capitolul 6Derivând aeast�a relat�ie �̂n raport u x �si apoi u y, obt�inem:�w�u � �u�x + �w�v � �v�x = 1z � �z�x � 1 ) �w�u � 2x+ �w�v � �� 1x2� = 1z � �z�x � 1;�w�u � �u�y + �w�v � �v�y = 1z � �z�y � 1 ) �w�u � 2y + �w�v �  � 1y2! = 1z � �z�y � 1:De aii deduem:�z�x = z  2x�w�u � 1x2 �w�v + 1! ; �z�y = z  2y�w�u � 1y2 �w�v + 1! :Înlouind aeste derivate �̂n euat�ie, g�asim:2xyz�w�u � yzx2 �w�v + yz � 2xyz�w�u + xzy2 �w�v � xz = yz � xz,  xzy2 � yzx2! �w�v = 0 sau �w�v = 0:O alt�a metod�a de rezolvare a problemei este diferent�ierea relat�iilor dintre variabileleindependente vehi x �si y �si ele noi u �si v. Avem du = 2x dx+2y dy �si dv = � 1x2 dx�� 1y2 dy: Apoi dw = �w�u du+ �w�v dv:Diferent�iind aum relat�ia w = ln z � (x + y) obt�inem dw = dzz � dx � dy, are�̂mpreun�a u relat�iile de mai sus ne dau:�w�u � (2x dx+ 2y dy) + �w�v �  � 1x2 dx� 1y2 dy! = dzz � dx� dy:Obt�inem astfel:dz = z  2x�w�u � 1x2 �w�v + 1! dx+ z  2y�w�u � 1y2 �w�v + 1! dy:Din relat�ia de mai sus deduem derivatele part�iale ale funt�iei z �̂n funt�ie dederivatele part�iale ale lui w:�z�x = z  2x�w�u � 1x2 �w�v + 1! �si �z�y = z  2y�w�u � 1y2 �w�v + 1!,are �̂nlouite �̂n euat�ie (vezi mai sus) ne d�a �w�v = 0.19. Considerând pe u �si v a noi variabile independente �si pe w a o nou�a funt�ies�a se transforme �̂n noile variabile urm�atoarea euat�ie:�2z�x2 + 2 �2z�x�y + �2z�y2 = 0da�a u = x + y, v = x� y, w = xy � z.Rezolvare. Avem w = w(u; v) = w(x + y; x � y) = xy � z, de unde deduemrelat�ia z(x; y) = xy � w(x+ y; x� y).S�a alul�am mai �̂ntâi derivatele part�iale de ordinul �̂ntâi ale funt�iei z:



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 309�z�x = y � �w�u � �u�x � �w�v � �v�x = y � �w�u � �w�v ;�z�y = x� �w�u � �u�y � �w�v � �v�y = x� �w�u + �w�v :Apoi derivatele de ordinul al doilea sunt:�2z�x2 = ��2w�u2 � �u�x � �2w�v�u � �v�x � �2w�u�v � �u�x � �2w�v2 � �v�x = ��2w�u2 � 2 �2w�u�v � �2w�v2 ,�2z�x�y = 1� �2w�u2 � �u�y � �2w�v�u � �v�y � �2w�u�v � �u�y � �2w�v2 � �v�y = 1� �2w�u2 + �2w�v2 ,�2z�y2 = ��2w�u2 � �u�y � �2w�v�u � �v�y + �2w�u�v � �u�y + �2w�v2 � �v�y = ��2w�u2 +2 �2w�u�v � �2w�v2 .Înlouind aeste derivate �̂n euat�ie, vom g�asi:��2w�u2 � 2 �2w�u�v � �2w�v2 + 2� 2�2w�u2 + 2�2w�v2 � �2w�u2 + 2 �2w�u�v � �2w�v2 = 0) �4�2w�u2 + 2 = 0 ) �2w�u2 = 12.20. S�a se arate �a euat�ia �2z�x2 + 2 �2z�x�y + �2z�y2 = 0 nu-�si shimb�a forma da�afaem shimbarea de variabile u = x + z; v = y + z.Rezolvare. Avem z = z(x; y) = ez(u; v) = ez(x + z; y + z) dei:z(x; y) = ez(x+ z; y + z).Derivând aeast�a egalitate �̂n raport u x �si apoi u y, obt�inem:�z�x = �ez�u � �u�x + �ez�v � �v�x = �ez�u �  1 + �z�x!+ �ez�v � �z�x ,�z�y = �ez�u � �u�y + �ez�v � �v�y = �ez�u � �z�y + �ez�v �  1 + �z�y! :De aii deduem:�z�x = �ez�u1� �ez�u � �ez�v ; �z�y = �ez�v1� �ez�u � �ez�v :Derivând aum pe �z�x �̂n raport u x, obt�inem �2z�x2 == � �2ez�u2 � �u�x+ �2ez�v�u � �v�x��1� �ez�u� �ez�v�+ �ez�u� �2ez�u2 � �u�x+ �2ez�v�u � �v�x+ �2ez�u�v � �u�x+ �2ez�v2 � �v�x��1� �ez�u � �ez�v�2 == h �2ez�u2�1+ �z�x�+ �2ez�u�v � �z�xi�1� �ez�u� �ez�v�+ �ez�uh �2ez�u2�1+ �z�x�+ �2ez�u�v�1+2 �z�x�+ �2ez�v2 � �z�xi�1� �ez�u � �ez�v�2 == �z�x � h �2ez�u2 �1� �ez�u � �ez�v�+ �2ez�u�v �1� �ez�u � �ez�v�+ �ez�u � �2ez�u2 + 2 �2ez�u�v � �ez�ui�1� �ez�u � �ez�v�2 ++ �z�x � �2ez�v2 � �ez�u + �2ez�u2 �1� �ez�u � �ez�v�+ �ez�u � �2ez�u2 + �2ez�u�v � �ez�u�1� �ez�u � �ez�v�2 =



310 Capitolul 6= �z�x � h �2ez�u2 �1� �ez�v�+ �2ez�u�v �1 + �ez�u � �ez�v�+ �2ez�v2 � �ez�ui+ �2ez�u2 �1� �ez�v�+ �2ez�u�v � �ez�u�1� �ez�u � �ez�v�2 == �2ez�u2 � �ez�u �1� �ez�v�+ �2ez�u�v � �ez�u �1 + �ez�u � �ez�v�+ �2ez�v2 � � �ez�u�2�1� �ez�u � �ez�v�3 ++ �2ez�u2 �1� 2�ez�v � �ez�u + �ez�u � �ez�v + ��ez�v�2�+ �2ez�u�v � � �ez�u � � �ez�u�2 � �ez�u � �ez�v��1� �ez�u � �ez�v�3 == �2ez�u2 � �1� 2�ez�v + ��ez�v�2�+ �2ez�u�v �2 �ez�u � 2 �ez�u � �ez�v�+ �2ez�v2 � � �ez�u�2�1� �ez�u � �ez�v�3 .Derivând apoi pe �z�x �si pe �z�y �̂n raport u y rezult�a �̂n mod asem�an�ator:�2z�x�y = �2ez�u2 ��ez�v � ��ez�v�2�+ �2ez�u�v � �1� �ez�u � �ez�v + 2 �ez�u � �ez�v�+ �2ez�v2 � �ez�u � � �ez�u�2��1� �ez�u � �ez�v�3 ;�2z�y2 = �2ez�u2 ��ez�v�2 + �2ez�u�v � �2�ez�v � 2 �ez�u � �ez�v�+ �2ez�v2 �1� 2 �ez�u + � �ez�u�2��1� �ez�u � �ez�v�3 .Înlouind aeste derivate de ordinul al doilea �̂n euat�ie obt�inem:�2ez�u2 + 2 �2ez�u�v + �2ez�v2 = 0,adi�a euat�ia nu �si-a shimbat forma �̂n urma shimb�arii variabilelor.21. S�a se transforme �̂n oordonate polare, f�aând �̂nlouirile x = r os �, y == r sin �, urm�atoarele expresii:a) E1 = x�z�x � y�z�y ; b) E2 = x�z�y � y �z�x ; ) E3 = 1x2 + y2  x�z�x + y�z�y! ;d) E4= �z�x!2 +  �z�y!2 ; e) E5= �2z�x2 + �2z�y2 ; f) E6=x2 �2z�x2 + 2xy �2z�x�y + y2�2z�y2 ,(z = z(x; y)).Rezolvare. În urma shimb�arii variabilelor funt�ia z va depinde de variabilele r�si �, z = z(x; y) = z(r os �; r sin �) = ez(r; �):Vom deriva relat�ia z(r os �; r sin �) = ez(r; �) �̂n raport u r �si apoi u �. Obt�inem:�z�x � �x�r + �z�y � �y�r = �ez�r ) os � � �z�x + sin � � �z�y = �ez�r ;�z�x � �x�� + �z�y � �y�� = �ez�� ) �r sin � � �z�x + r os � � �z�y = �ez�� .Rezolvând sistemul format din ele dou�a euat�ii obt�inute mai sus, �̂n neunosutele�z�x �si �z�y , g�asim:



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 311�z�x = os � � �ez�r � sin �r � �ez�� ; �z�y = sin � � �ez�r + os �r � �ez�� .Cu aeste derivate astfel alulate putem transforma expresiile E1 � E4. Avem:E1 = r os � os � � �ez�r � sin �r � �ez��!� r sin �  sin � � �ez�r + os �r � �ez��! == r os 2� � �ez�r � sin 2� � �ez�� ,E2 = r os � sin � � �ez�r + os �r � �ez��!� r sin �  os � � �ez�r � sin �r � �ez��! == r sin � os � � �ez�r + os2 � � �ez�� � r sin � os � � �ez�r + sin2 � � �ez�� = �ez�� ;E3 = 1r2 "r os � os � � �ez�r � sin �r � �ez��!+ r sin �  sin � � �ez�r + os�r � �ez��!# == 1r2  r os2 � � �ez�r � sin � os � � �ez�� + r sin2 � � �ez�r + sin � os � � �ez��! = 1r � �ez�r �siE4 = os2 � �  �ez�r!2 + sin2 �r2 �  �ez��!2 � sin 2�r � �ez�r � �ez�� + sin2 � �  �ez�r!2++os2 �r2 �  �ez��!2 + sin 2�r � �ez�r � �ez�� =  �ez�r!2 + 1r2 �  �ez��!2.Pentru a alula elelalte dou�a expresii E5 �si E6 s�a alul�am mai �̂ntâi derivatelepart�iale de ordinul al doilea ale funt�iei z. Deriv�am pe �z�x = os � � �ez�r � sin �r � �ez�� �̂nraport u r �si apoi u �. Obt�inem:�2z�x2 � �x�r + �2z�y�x � �y�r = os � � �2ez�r2 + sin �r2 � �ez�� � sin �r � �2ez�r�� �si�2z�x2 � �x�� + �2z�y�x � �y�� = � sin � � �ez�r + os � � �2ez���r � os �r � �ez�� � sin �r � �2ez��2 ,de unde rezult�a:os � � �2z�x2 + sin � � �2z�y�x = sin �r2 � �ez�� + os � � �2ez�r2 � sin �r � �2ez�r�� �si�r sin � � �2z�x2 + r os � � �2z�y�x = � sin � � �ez�r � os �r � �ez�� +os � � �2ez���r � sin �r � �2ez��2 .Din relat�iile de mai sus deduem:�2z�x2 = 1r "sin 2�r � �ez�� + sin2 � � �ez�r + r os2 � � �2ez�r2 � sin 2� � �2ez�r�� + sin2 �r � �2ez��2 #,�2z�x�y = 1r "� sin � os � � �ez�r � os 2�r � �ez�� + r sin � os � � �2ez�r2 + os 2� � �2ez�r���� sin � os �r � �2ez��2 #.Derivând aum pe �z�y = sin � � �ez�r + os �r � �ez�� �̂n raport u r �si apoi u �, obt�inem:�2z�x�y � �x�r + �2z�y2 � �y�r = sin � � �2ez�r2 � os �r2 � �ez�� + os �r � �2ez�r�� �si



312 Capitolul 6�2z�x�y � �x�� + �2z�y2 � �y�� = os � � �ez�r + sin � � �2ez���r � sin �r � �ez�� + os �r � �2ez��2 ,de unde rezult�a:os � � �2z�x�y + sin � � �2z�y2 = sin � � �2ez�r2 � os �r2 � �ez�� + os �r � �2ez�r�� �si�r sin � � �2z�x�y + r os � � �2z�y2 = os � � �ez�r + sin � � �2ez���r � sin �r � �ez�� + os �r � �2ez��2 .Rezolvând sistemul format din ultimele dou�a relat�ii de mai sus �̂n neunosutele�2z�x�y �si �2z�y2 , g�asim:�2z�y2 = 1r "os2 � � �ez�r � sin 2�r � �ez�� + r sin2 � � �2ez�r2 + sin 2� � �2ez�r�� + os2 �r � �2ez��2 #.Expresiile E5 �si E6 devin:E5 = 1r � �ez�r + �2ez�r2 + 1r2 � �2ez��2 �siE6 = r " 2 sin � os3 �r � 2 sin � os3 �r + 2 sin3 � os �r � 2 sin3 � os �r ! � �ez��++ �sin2 � os2 � � 2 sin2 � os2 � + sin2 � os2 ����ez�r+(os4 �+2 sin2 � os2 �+sin4 �)��2ez�r2++(�2 sin � os3 � + 2 sin � os3 � � 2 sin3 � os � + 2 sin3 � os �) � �2ez�r��++  sin2 � os2 �r � 2sin2 � os2 �r + sin2 � os2 �r ! � �2ez��2 # = r � �2ez�r2 .22. Ce devine operatorul lui Laplae �̂n trei variabile:�� = �2��x2 + �2��y2 + �2��z2dup�a urm�atoarele shimb�ari de variabile:a) x = uv osw; y = uv sinw; z = 12(u2 � v2) (oordonate parabolie);b) x = aq(1� v2)(u2 � 1) osw; y = aq(1� v2)(u2 � 1) sinw; z = auv (oor-donate eliptie).Rezolvare. a) Avem relat�ia:�(x; y; z) = ��uv osw; uv sinw; 12(u2 � v2)� = e�(u; v; w).Derivând relat�ia subliniat�a �̂n raport u u, v �si respetiv w, obt�inem:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
���x � v osw + ���y � v sinw + ���z � u = � e��u���x � u osw + ���y � u sinw + ���z � (�v) = � e��v���x � (�uv sinw) + ���y � (uv osw) = � e��w:Determinantul sistemului de mai sus este:



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 313� = ��������� v osw v sinw uu osw u sinw �v�uv sinw uv osw 0 ��������� = uv(u2 + v2):Rezolvând sistemul de mai sus �̂n neunosutele ���x , ���y , ���z , g�asim:���x = v oswu2 + v2 � � e��u + u oswu2 + v2 � � e��v � sinwuv � � e��w ,���y = v sinwu2 + v2 � � e��u + u sinwu2 + v2 � � e��v + oswuv � � e��w ,���z = uu2 + v2 � � e��u � vu2 + v2 � � e��v .S�a deriv�am �̂n ontinuare pe ���x �̂n raport u u, v �si respetiv w. Obt�inem:�2��x2 � v osw + �2��x�y � v sinw + �2��x�z � u = � 2uv osw(u2 + v2)2 � � e��u + v oswu2 + v2 � �2 e��u2 ++(v2 � u2) osw(u2 + v2)2 � � e��v + u oswu2 + v2 � �2 e��u�v + sinwu2v � � e��w � sinwuv � �2 e��u�w ,�2��x2 �u osw+ �2��x�y �u sinw+ �2��x�z �(�v) = (u2 � v2) osw(u2 + v2)2 � � e��u + v oswu2 + v2 � �2 e��u�v�� 2uv osw(u2 + v2)2 � � e��v + u oswu2 + v2 � �2 e��v2 + sinwuv2 � � e��w � sinwuv � �2 e��w�v ,�2��x2 � (�uv sinw) + �2��x�y � (uv osw) = � v sinwu2 + v2 � � e��u + v oswu2 + v2 � �2 e��u�w�� u sinwu2 + v2 � � e��v + u oswu2 + v2 � �2 e��v�w � oswuv � � e��w � sinwuv � �2 e��w2 .Din sistemul format din ultimele trei relat�ii de mai sus, �̂l determin�am pe �2��x2 .Avem:�2��x2 = 1uv(u2+v2) "� e��u u2v(u2�3v2) os2w(u2 + v2)2 +v sin2 w!+� e��v  uv2(v2�3u2) os2 w(u2 + v2)2 ++ u sin2w�+ � e��w � 2(u2 + v2)uv sinw osw+�2 e��u2 � uv3 os2 wu2 + v2 +�2 e��v2 � u3v os2wu2 + v2 + �2 e��w2��(u2+v2) sin2wuv + �2 e��u�v � 2u2v2 os2 wu2 + v2 � �2 e��u�w � 2v sinw osw� �2 e��v�w � 2u sinw osw# :S�a deriv�am aum pe ���y �̂n raport u u, v �si respetiv w. Obt�inem:�2��x�y � v osw + �2��y2 � v sinw + �2��y�z � u = � 2uv sinw(u2 + v2)2 � � e��u + v sinwu2 + v2 � �2 e��u2 ++(v2 � u2) sinw(u2 + v2)2 � � e��v + u sinwu2 + v2 � �2 e��u�v � oswu2v � � e��w + oswuv � �2 e��u�w ,



314 Capitolul 6�2��x�y �u osw+ �2��y2 �u sinw+ �2��y�z �(�v) = (u2 � v2) sinw(u2 + v2)2 � � e��u + v sinwu2 + v2 � �2 e��u�v�� 2uv sinw(u2 + v2)2 � � e��v + u sinwu2 + v2 � �2 e��v2 � oswuv2 � � e��w + oswuv � �2 e��v�w ,�2��x�y �(�uv sinw)+�2��y2 �(uv osw) = v oswu2 + v2 �� e��u+ v sinwu2 + v2 � �2 e��u�w+ u oswu2 + v2 �� e��v ++ u sinwu2 + v2 � �2 e��v�w � sinwuv � � e��w + oswuv � �2 e��w2 .Din sistemul de mai sus �̂l determin�am pe �2��y2 . Avem:�2��y2 = 1uv(u2 + v2) "� e��u  v os2w + u2v(u2 � 3v2)(u2 + v2)2 sin2w!+ � e��v �u os2w++ uv2(v2�3u2)(u2+v2)2 sin2 w!�� e��w �2(u2+v2)uv sinw osw+�2 e��u2 �uv3 sin2 wu2 + v2 +�2 e��v2 �u3v sin2wu2 + v2 ++ �2 e��w2 � (u2 + v2) os2 wuv + �2 e��u�v � 2u2v2 sin2wu2 + v2 + �2 e��u�w � 2v sinw osw + �2 e��v�w��2u sinw osw℄.În sfâr�sit s�a deriv�am pe ���z �̂n raport u u, v �si respetiv w. Obt�inem:�2��x�z � v osw + �2��y�z � v sinw + �2��z2 � u = v2 � u2(u2 + v2)2 � � e��u + uu2 + v2 � �2 e��u2 ++ 2uv(u2 + v2)2 � � e��v � vu2 + v2 � �2 e��u�v ,�2��x�z �u osw+ �2��y�z �u sinw+ �2��z2 � (�v) = � 2uv(u2 + v2)2 � � e��u + uu2 + v2 � �2 e��u�v�� u2 � v2(u2 + v2)2 � � e��v � vu2 + v2 � �2 e��v2 ,�2��x�z � (�uv sinw) + �2��y�z � (uv osw) = uu2 + v2 � �2 e��u�w � vu2 + v2 � �2 e��v�w .Din sistemul de mai sus �̂l determin�am pe �2��z2 . Avem:�2��z2 = 1uv(u2 + v2) "� e��u  u2v os2w(3v2 � u2)(u2 + v2)2 + u2v sin2w(3v2 � u2)(u2 + v2)2 !++� e��v  uv2 os2w(3u2 � v2)(u2 + v2)2 + uv2 sin2w(3u2 � v2)(u2 + v2)2 !+ u3vu2 + v2 � �2 e��u2 + uv3u2 + v2 � �2 e��v2 �� �2 e��u�v � 2u2v2u2 + v2# :Rezult�a atuni:�� = �2��x2 + �2��y2 + �2��z2 = 1uv(u2 + v2) "v� e��u + u� e��v + uv�2 e��u2 + uv�2 e��v2 + u2 + v2uv �



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 315��2 e��w2 # = 1u2 + v2 "1u � e��u + 1v � e��v + �2 e��u2 + �2 e��v2 + � 1u2 + 1v2� �2 e��w2 # == 1u2 + v2 "1u � ��u  u� e��u!+ 1v � ��v  v� e��v !+ � 1u2 + 1v2� �2 e��w2 #.b) Avem relat�ia:�(x; y; z) = �(aq(1� v2)(u2 � 1) osw; aq(1� v2)(u2 � 1) sinw; auv) = e�(u; v; w):Deriv�am relat�ia subliniat�a �̂n raport u u, v �si respetiv w. Obt�inem:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
���x � a(1� v2)u oswq(1� v2)(u2 � 1) + ���y � a(1� v2)u sinwq(1� v2)(u2 � 1) + ���z � av = � e��u���x � �a(u2 � 1)v oswq(1� v2)(u2 � 1) + ���y � �a(u2 � 1)v sinwq(1� v2)(u2 � 1) + ���z � au = � e��v���x � (�aq(1� v2)(u2 � 1) sinw) + ���y � (aq(1� v2)(u2 � 1) osw) = � e��w:Determinantul sistemului de mai sus �̂n neunosutele ���x , ���y , ���z este� = a3(v2 � u2).Determin�am pe ���x , ���y �si ���z din sistemul de mai sus. Avem:���x = �u oswq(1� v2)(u2 � 1)a(v2 � u2) � � e��u + v oswq(1� v2)(u2 � 1)a(v2 � u2) � � e��v �� sinwaq(1� v2)(u2 � 1) � � e��w ,���y = �u sinwq(1� v2)(u2 � 1)a(v2 � u2) � � e��u + v sinwq(1� v2)(u2 � 1)a(v2 � u2) � � e��v ++ oswaq(1� v2)(u2 � 1) � � e��w ,���z = (1� u2)va(v2 � u2) � � e��u + (v2 � 1)ua(v2 � u2) � � e��v .Deriv�am �̂n ontinuare pe ���x �̂n raport u u, v �si respetiv w. Obt�inem:�2��x2 � a(1� v2)u oswq(1� v2)(u2 � 1) + �2��x�y � a(1� v2)u sinwq(1� v2)(u2 � 1) + �2��x�z � av == (1� v2)(u2 + v2 � 2u2v2)a(v2 � u2)2q(1� v2)(u2 � 1) osw � � e��u � uq(1� v2)(u2 � 1)a(v2 � u2) osw � �2 e��u2 ++ (1� v2)uv(u2 + v2 � 2)a(v2 � u2)2q(1� v2)(u2 � 1) osw � � e��v + vq(1� v2)(u2 � 1)a(v2 � u2) osw � �2 e��u�v+



316 Capitolul 6+ u sinwa(u2 � 1)q(1� v2)(u2 � 1) � � e��w � sinwaq(1� v2)(u2 � 1) � �2 e��u�w ,�2��x2 � �a(u2 � 1)v oswq(1� v2)(u2 � 1) + �2��x�y � �a(u2 � 1)v sinwq(1� v2)(u2 � 1) + �2��x�z � au == � uv(u2 � 1)(u2 + v2 � 2)(v2 � u2)2q(1� v2)(u2 � 1) osw � � e��u � uq(1� v2)(u2 � 1)a(v2 � u2) osw � �2 e��u�v�� (u2 � 1)(u2 + v2 � 2u2v2)a(v2 � u2)2q(1� v2)(u2 � 1) osw � � e��v + vq(1� v2)(u2 � 1)a(v2 � u2) osw � �2 e��v2 �� v sinwa(1� v2) � � e��w � sinwaq(1� v2)(u2 � 1) � �2 e��w�v ,�2��x2 � (�aq(1� v2)(u2 � 1) sinw) + �2��x�y � (aq(1� v2)(u2 � 1) osw) == uq(1� v2)(u2 � 1)a(v2 � u2) sinw � � e��u � uq(1� v2)(u2 � 1) oswa(v2 � u2) � �2 e��u�w��vq(1� v2)(u2 � 1) sinwa(v2 � u2) � � e��v + vq(1� v2)(u2 � 1) oswa(v2 � u2) � �2 e��v�w�� oswaq(1� v2)(u2 � 1) � � e��w � sinwaq(1� v2)(u2 � 1) � �2 e��w2 .Din sistemul de mai sus deduem �2��x2 = 1a2(v2 � u2)(1� v2)(u2 � 1)�� " u(1� v2)(u2 � 1)(�u4v2 � 3v4u2 + 6u2v2 � 2v4 � u2 � 3v2)(v2 � u2)2 os2w��(u2 � 1)(1� v2)u sin2w� � � e��u + �v(u2 � 1)(1� v2) � sin2w++ v(u2 � 1)(1� v2)(3u4v2 + u2v4 � 6u2v2 � 2u4 + 3u2 + v2)(v2 � u2)2 os2w! � � e��v ++2(v2 � u2) sinw osw � � e��w + u2(1� v2)2(u2 � 1)2v2 � u2 os2w � �2 e��u2 ++v2(1� v2)2(u2 � 1)2(v2 � u2) os2w � �2 e��v2 + (v2 � u2) sin2 w � �2 e��w2��2uv(1� v2)2(u2 � 1)2v2 � u2 os2 w � �2 e��u�v + 2u(1� v2)(u2 � 1) sinw osw � �2 e��u�w�� 2v(1� v2)(u2 � 1) sinw osw � �2 e��v�w#.Deriv�am aum pe ���y �̂n raport u u, v �si w. Avem:



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 317�2��x�y � a(1� v2)u oswq(1� v2)(u2 � 1) + �2��y2 � a(1� v2)u sinwq(1� v2)(u2 � 1) + �2��y�z � av == sinw(1� v2)(u2 + v2 � 2u2v2)a(v2 � u2)2q(1� v2)(u2 � 1) � � e��u � u sinwq(1� v2)(u2 � 1)a(v2 � u2) � �2 e��u2 ++ uv sinw(1� v2)(u2 + v2 � 2)a(v2 � u2)2q(1� v2)(u2 � 1) � � e��v + v sinwq(1� v2)(u2 � 1)a(v2 � u2) � �2 e��v�u�� u(1� v2) oswa(1� v2)(u2 � 1)q(1� v2)(u2 � 1) � � e��w + oswaq(1� v2)(u2 � 1) � �2 e��u�w ,�2��x�y � �a(u2 � 1)v oswq(1� v2)(u2 � 1) + �2��y2 � �a(u2 � 1)v sinwq(1� v2)(u2 � 1) + �2��y�z � au == �uv(u2 � 1)(u2 + v2 � 2) sinwa(v2 � u2)2q(1� v2)(u2 � 1) � � e��u � u sinwq(1� v2)(u2 � 1)a(v2 � u2) � �2 e��u�v��sinw(u2 � 1)(u2 + v2 � 2u2v2)a(v2 � u2)2q(1� v2)(u2 � 1) � � e��v + v sinwq(1� v2)(u2 � 1)a(v2 � u2) � �2 e��v2 ++ v oswa(1� v2)q(1� v2)(u2 � 1) � � e��w + oswaq(1� v2)(u2 � 1) � �2 e��v�w ,�2��x�y � (�aq(1� v2)(u2 � 1) sinw) + �2��y2 � (aq(1� v2)(u2 � 1) osw) == �uq(1� v2)(u2 � 1)a(v2 � u2) osw � � e��u � uq(1� v2)(u2 � 1) sinwa(v2 � u2) � �2 e��u�w++vq(1� v2)(u2 � 1) oswa(v2 � u2) � � e��v + vq(1� v2)(u2 � 1) sinwa(v2 � u2) � �2 e��v�w�� sinwaq(1� v2)(u2 � 1) � � e��w + oswaq(1� v2)(u2 � 1) � �2 e��w2 .Din sistemul de mai sus deduem pe �2��y2 = 1a2(v2 � u2)(1� v2)(u2 � 1)�� " �u(1� v2)(u2 � 1)(u4v2 + 3u2v4 � 6u2v2 + 3v2 + u2 � 2v4)(v2 � u2)2 sin2 w��u(1� v2)(u2 � 1) os2w� � � e��u + �v(1� v2)(u2 � 1) os2w�� v(1� v2)(u2 � 1)(2u4 � 3u4v2 � u2v4 + 6u2v2 � 3u2 � v2)(v2 � u2)2 sin2w! � � e��v ��2(v2 � u2) sinw osw � � e��w + u2(1� v2)2(u2 � 1)2v2 � u2 sin2w � �2 e��u2 ++v2(1� v2)2(u2 � 1)2v2 � u2 sin2w � �2 e��v2 + (v2 � u2) os2w � �2 e��w2�



318 Capitolul 6�2uv(1� v2)2(u2 � 1)2v2 � u2 sin2 w � �2 e��u�v � 2u(1� v2)(u2 � 1) sinw osw � �2 e��u�w++2v(1� v2)(u2 � 1) sinw osw � �2 e��v�w .S�a deriv�am aum pe ���z �̂n raport u u, v �si w. Avem:�2��x�z � a(1� v2)u oswq(1� v2)(u2 � 1) + �2��y�z � a(1� v2)u sinwq(1� v2)(u2 � 1) + �2��z2 � av == 2uv(1� v2)a(v2 � u2)2 � � e��u + (1� u2)va(v2 � u2) � �2 e��u2 + (v2 � 1)(u2 + v2)a(v2 � u2)2 � � e��v ++ (v2 � 1)ua(v2 � u2) � �2 e��u�v ,�2��x�z � �a(u2 � 1)v oswq(1� v2)(u2 � 1) + �2��y�z � �a(u2 � 1)v sinwq(1� v2)(u2 � 1) + �2��z2 � au == �(1� u2)(u2 + v2)a(v2 � u2)2 � � e��u + (1� u2)va(v2 � u2) � �2 e��u�v + 2uv(1� u2)a(v2 � u2)2 � � e��v ++ (v2 � 1)ua(v2 � u2) � �2 e��v2 ,�2��x�z � (�aq(1� v2)(u2 � 1) sinw) + �2��y�z � (aq(1� v2)(u2 � 1) osw) == (1� u2)va(v2 � u2) � �2 e��u�w + (v2 � 1)ua(v2 � u2) � �2 e��v�w .Din sistemul de mai sus �̂l determin�am pe �2��z2 = 1a2(v2 � u2)(1� v2)(u2 � 1)�� "�(1� v2)2(u2 � 1)2u(u2 + 3v2)(v2 � u2)2 � � e��u + (1� v2)2(u2 � 1)2v(3u2 + v2)(v2 � u2)2 � � e��v ++(1�v2)(u2�1)3v2v2 � u2 � �2 e��u2 + (1�v2)3(u2�1)u2v2 � u2 � �2 e��v2 + 2(1� v2)2(u2 � 1)2uvv2 � u2 � �2 e��u�v #.Rezult�a atuni:�� = �2��x2 + �2��y2 + �2��z2 = 1a2(v2 � u2)(1� v2)(u2 � 1)�� �2u(1� v2)(u2 � 1) � � e��u + 2v(u2 � 1)(1� v2) � � e��v � (1� v2)(u2 � 1)2 � �2��u2��(1� v2)2(u2 � 1) � �2 e��v2 + (v2 � u2) � �2 e��w2! = 1a2(u2 � v2)  2u � � e��u � 2v � � e��v ++(u2 � 1) � �2 e��u2 + (1� v2) � �2 e��v2 + (u2 � v2)(1� v2)(u2 � 1) � �2 e��w2! == 1a2(u2 � v2) ( ��u "(u2 � 1) � � e��u # + ��v "(1� v2) � � e��v # + u2 � v2(1� v2)(u2 � 1) � �2 e��w2).



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 319PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE23. S�a se aluleze extremele (loale) ale urm�atoarelor funt�ii:a) z(x; y) = x4 + y4 � 4xy; b) z(x; y) = x3y2(a� x� y); a > 0;) z(x; y) = xy2ex�y; d) z(x; y) = (x2 + y2)e�(x2+y2);e) z(x; y) = x4 + y4 � 2x2 + 4xy � 2y2; f) z(x; y) = x3 + 3xy2 � 15x� 12y;g) z(x; y) = (ax+ by + )2x2 + y2 + 1 ;  6= 0; h) u(x; y; z) = x2 + y3 + z2 + 12xy + 2z;i) u(x; y; z) = x2+y2+z2�yz�2x+y; j) u(x; y; z) = x+ y24x+ z2y +2z ; x; y; z > 0:24. S�a se arate �a funt�ia f : IR2 ! IR de�nit�a prin:f(x; y) = (1 + ey) os x� yeyare o in�nitate de maxime loale �si nii un minim loal.25. S�a se �̂mpart�a num�arul 24 �̂n trei p�art�i, a�sa fel �̂nât p�atratul primei p�art�i�̂nmult�it u elelalte dou�a, s�a dea un produs maxim.26. S�a se g�aseas�a distant�a minim�a dintre dreptele de euat�ii:(d1) x� x1a1 = y � y1b1 = z � z11 �si (d2) x� x2a2 = y � y2b2 = z � z22 .27. S�a se determine puntele de extrem (loale) u leg�aturi pentru urm�atoarelefunt�ii:a) z(x; y) = xa + yb ; x2 + y2 = 1; (a; b > 0):b) z(x; y) = x + y; x2a2 + y2b2 = 1; (a; b 2 IR�):) z(x; y) = ax + by; x2 + xy + y2 = k2; (k > 0; a; b 2 IR�).d) u(x; y; z) = x� 2y + 2z; x2 + y2 + z2 = 1:e) u(x; y; z) = x2 + y2 + z2; x2a2 + y2b2 + z22 = 1; (a > b >  > 0).f) u(x; y; z) = xy2z3; x+ 2y + 3z = a; (a 2 IR�).g) u(x; y; z) = a2x2+b2y2+2z2� (ax2+by2+z2)2; x2+y2+z2 = 1; (a>b> > 0):h) u(x; y; z) = xyz; 8<: xy + xz + yz = 8x + y + z = 5:i) u(x; y; z) = (x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2; 8<: Ax +By + Cz = 0x2 + y2 + z2 = R2; (R > 0):j) f(x; y; z; t) = x + y + z + t; xyzt� 4 = 0; ( > 0).28. S�a se determine distant�a minim�a de la puntul M0(x0; y0; z0) pân�a la planul(P ) : Ax+By + Cz +D = 0.



320 Capitolul 629. S�a se demonstreze �a �̂n orie triunghi �̂nsris �̂n erul de raz�a R are loinegalitatea a2 + b2 + 2 � 9R2:30. Se ere distant�a minim�a de la puntul M0(x0; y0; z0) pân�a la dreapta:(d) 8<: Ax +By + Cz +D = 0A0x +B0y + C 0z +D0 = 0:31. S�a se determine dreptunghiul de arie maxim�a �̂nsris �̂ntr-o elips�a (drep-tunghiul are laturile paralele u axele elipsei).32. S�a se determine paralelipipedul de volum maxim �̂nsris �̂ntr-un elipsoid.33. S�a se determine elipsa de arie minim�a are tree printr-un punt datM0(x0; y0),x0; y0 6= 0 (elipsa se presupune raportat�a la axele ei).34. S�a se determine elipsoidul de volum minim are tree printr-un punt datM0(x0; y0; z0), x0; y0; z0 6= 0 (elipsoidul se presupune raportat la axele lui).35. S�a se g�aseas�a puntele interset�iei ilindrului de euat�ie x2+y2 = 1 u planulde euat�ie 2x+ 3y + z � 1 = 0 are sunt ele mai apropiate �si apoi are sunt ele mai�̂ndep�artate de origine.36. Un rezervor are forma a dou�a paralelipipede suprapuse, el de deasupra delungime egal�a u jum�atate din lungimea elui de jos, iar l�at�imea �si �̂n�alt�imea respetivegale u ale elui de jos (vezi Figura 6.9). Partea de sus a rezervorului (fat�a de sus aparalelipipedului de deasupra) este desoperit�a. Volumul V al rezervorului �ind dat,s�a se determine dimensiunile lui astfel �̂nât s�a se foloseas�a minimum de material.
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Figura 6.937. S�a se determine extremele (globale) ale urm�atoarelor funt�ii de�nite pemult�imi ompate:a) z(x; y) = x� 2y � 3; 0 � x � 1; 0 � y � 1; 0 � x + y � 1:b) u(x; y; z) = x2 + 2y2 + 3z2; x2 + y2 + z2 � 100:) u(x; y; z) = x + y + z; x2 + y2 � z � 1:38. S�a se determine extremele (loale) ale funt�iei:



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 321a) y = y(x) de�nit�a impliit de euat�ia:i) x2 � 2xy + 5y2 � 2x+ 4y + 1 = 0;ii) x3 � y3 � 3x� 3y + 6 = 0;iii) x3 + y3 � 3x2y � 3 = 0:b) z = z(x; y) de�nit�a impliit de euat�ia:i) x2 + 2y2 + z2 � 4z � 8 = 0;ii) (x2 + y2 + z2)2 = a2(x2 + y2 � z2); a > 0:39. Ce devin euat�iile urm�atoare da�a se shimb�a funt�ia dup�a um urmeaz�a:a) xy0 � y [ln (xy)� 1℄ = 0 da�a y = zx; (y = y(x); z = z(x));b) x2y00 + xy0 + (x2 � �2)y = 0 da�a y = zpx; (y = y(x); z = z(x)):40. Ce devin euat�iile urm�atoare da�a se fa shimb�arile de variabil�a indiate:a) x4y(4) + 3x2y00 � 7xy0 + 8y = 0; x = et; (y = y(x));b) (1� x2)y00 � xy0 + !2y = 0; x = os t; (y = y(x));) xy00 + y0 + xy = 0; x2 = 4t; (y = y(x));d) y00 + (4ex � 1)y0 + 4e2xy = 0; x = ln t;e) (ax + b)3y000 +m(ax + b)2y00 + n(ax + b)y0 + ky = 0; ax + b = et:41. În expresiile diferent�iale are urmeaz�a s�a se fa�a shimb�arile de variabil�a �si defunt�ie indiate la �eare:a) E = xy0 � yx+ yy0 ; 8<: x = % os ty = % sin t; (y = y(x); % = %(t)):b) E = (y0)2 � yy00y2 ; 8<: x = v � uy = eu+v; (y = y(x); v = v(u)).) E = xy0 � yp1 + y02 ; 8<: x = % os ty = % sin t; (y = y(x); % = %(t)):42. În euat�iile are urmeaz�a s�a se fa�a shimb�arile indiate la �eare:a) xyy00 � xy02 + y2 = 0; 8<: x = ety = eu; (y = y(x); u = u(t)):b) 2y000(1 + y0)� 6y002 + y00(y0 � 1)2 = 0; 8>><>>: x = u+ v2y = u� v2 ; (y = y(x); v = v(u)):43. Luând pe u �si v a noi variabile independente s�a se transforme urm�atoareleeuat�ii:a) x � �z�x + y � �z�y � z = 0; da�a 8><>: u = xv = yx:



322 Capitolul 6b) (x + y) � �z�x � (x� y) � �z�y = 0; da�a 8><>: u = lnpx2 + y2v = artg yx:) �2z�x2 + �2z�y2 = 0; da�a u = xx2 + y2 ; v = � yx2 + y2 .d) 2 �2z�x2 + �2z�x�y � �2z�y2 + �z�x + �z�y = 0 da�a 8<: u = x + 2y + 2v = x� y � 1:e) �2z�x2 � y � �2z�y2 = 12 � �z�y (y > 0) da�a 8<: u = x� 2pyv = x + 2py:f) x � �2z�x2 � y � �2z�y2 = 0 (x; y > 0) da�a 8<: x = (u+ v)2y = (u� v)2;(z = z(x; y)).44. Presupunând pe u �si v a noi variabile independente �si pe w a o nou�a funt�ies�a se transforme �̂n noile variabile urm�atoarele euat�ii:a) x2 � �z�x + y2 � �z�y = z2; da�a u = x; v = 1y ; w = 1z � 1x .b) (xy+z) � �z�x+(1�y2) � �z�y = x+yz da�a u = yz�x; v = xz�y; w = xy�z.) x2 � �z�x + y2 � �z�y = z2; da�a x = u; y = u1 + uv ; z = u1 + uw .d) �z�y + 12 y � �2z�y2 = 1x da�a u = xy ; v = x; w = xz � y:e) �2z�x2 � 2 �2z�x�y + �2z�y2 = 0 da�a u = x+ y; v = yx; w = zx;(z = z(x; y); w = w(u; v)).45. S�a se arate �a euat�ia:�2z�x2 + 2xy2 � �z�x + 2(y � y3) � �z�y + x2y2z2 = 0; (z = z(x; y))nu-�si shimb�a forma prin transformarea de variabile x = uv; y = 1v .46. Ce form�a ia euat�ia �2w�x�y + w = 0 (w = w(x; y)) da�a punem w = f(u),unde u = (x� x0)(y � y0) ?47. S�a se rezolve euat�ia �2z�t2 = a2 �2z�x2 (z = z(t; x)) introduând variabileleindependente u = x� at; v = x+ at.48. S�a se demonstreze �a forma euat�iei lui Laplae:�� = �2��x2 + �2��y2 = 0este invariant�a pentru orie shimbare nesingular�a de variabile x = '(u; v); y =



Punte de extrem libere �si u leg�aturi 323=  (u; v)  adi�a D(x; y)D(u; v) 6= 0! are satisfae ondit�iile �'�u = � �v �si �'�v = �� �u .49. S�a se transforme �̂n oordonate polare (sferie), f�aând �̂nlouirile x == r sin' os � , y = r sin' sin � , z = r os' �̂n urm�atoarele expresii:a) E1 =  �u�x!2 +  �u�y!2 +  �u�z!2 ; b) E2 = �2u�x2 + �2u�y2 + �2u�z2 ,(u = u(x; y; z)).50. S�a se arate �a expresiile E1 �si E2 din Problema 49 �̂�si onserv�a forma la otransformare oareare a oordonatelor (x; y; z) �̂n oordonate de forma:x0 = a1x+ b1y + 1z; y0 = a2x + b2y + 2z; z0 = a3x + b3y + 3z,unde oe�ient�ii ai; bi; i; i = 1; 2; 3 veri��a relat�iile:aiaj + bibj + ij = 8<: 1; da�a i = j0; da�a i 6= j;i; j = 1; 2; 3:51. S�a se transforme euat�ia:x2 � �2w�x2 + y2 � �2w�y2 + z2 � �2w�z2 + yz � �2w�y�z + xz � �2w�x�z + xy � �2w�x�y = 0(w = w(x; y; z)) �̂n noile variabile t, u �si v onform formulelor:x = uv; y = vt; z = tu:



INDICAT�II S�I R�ASPUNSURI
Capitolul 131. a) inf A = 1; 6 9minA; supA = 2; 6 9maxA;b) inf A = 2; 6 9minA; supA = maxA = 4;) inf A = minA = �1; supA = 3; 6 9maxA;d) inf A = minA = �1; supA = maxA = 100;e) minA = inf A = 1; supA = limn!1�1 + 122 + � � �+ 1n2� ; 6 9 maxA:f) minA = inf A = �2; maxA = supA = 3:g) supA = 1; inf A = �1; 6 9 maxA; 6 9 minA:32. Se folose�ste inegalitatea mediilor pentru numerele aiai + bi ; i = 1; n �si apoipentru numerele biai + bi ; i = 1; n.33. Se apli�a Problema 32 u bi = 1; i = 1; n.Capitolul 2x1. 25. a) xn = 56 � 1n + 2 � 1n+ 3 ; limn!1xn = 56; b) xn = sin n�2 sin (n+1)�2n sin �2 ,da�a � 6= 2k� �si xn = 0, da�a � = 2k�; limn!1xn = 0 ; ) xn = n+ 12n ; limn!1xn = 12; d)xn = a1� 12n ; limn!1xn = a:26. Se folose�ste �sirul bn = ln an �si riteriul le�stelui. a) 1 ; b) e1=3.27. a) (xn)n�1 este strit desres�ator �si 0 < xn < 1; 8n � 1; limn!1xn = 0;b) xn+1 = n+ 22(n+ 1)(xn + 1); n � 1; (xn)n�4 este strit desres�ator �si xn > 0;8n � 1; limn!1xn = 1.28. � = 3p3; � = � 3p39 .29. a) an < q1 +p2an�1 �si an > 1 ) an < a2n < 1 +p2an�1; din an > an�1 )an < 1 + p2an ) 0 < pan < 12(p2 + p6) = a; dei 0 < an < a2; 8n � 1. S�irul(an)n�1 este strit res�ator �si m�arginit, dei onvergent.



Indiat�ii �si r�aspunsuri 325b) (an)n�1 este strit res�ator �si folosind inegalitatea pb � 1 + b2 ; 8 b 2 IR+ searat�a �a an < 3; 8n � 1; dei (an)n�1 este onvergent.30. a) Se folose�ste indut�ia matemati�a; b) Conform Teoremei lui Weierstrassrezult�a �a 9 l1 = limk!1x2k; l2 = limk!1x2k+1; la limit�a �̂n relat�ia de reurent��a obt�ineml1 = l2; dei (xn)n�1 este onvergent.31. Din inegalit�at�ile exn+1= x1+� � �+xnn + 1 + xn+1n+1� x1+� � �+xnn + 1 + x1+� � �+xnn2(n+ 1) == n2 + 1n2(n + 1)(x1 + � � �+ xn) � 1n(x1 + � � �xn) = exn rezult�a �a (exn)n�1 este desres�ator;�̂n plus exn > 0; 8n � 1: Din Teorema lui Weierstrass rezult�a �a 9 l = limn!1 exn. Apoidin inegalit�at�ile 0 � xn+1 � 1n2 (x1+ � � �+xn) = 1n exn � ex1n ) limn!1xn = 0, dei �si �sirulmediilor aritmetie exn ! 0; pentru n!1.32. xn+1 = marm0B�xn; xn; : : : ; xn;| {z }p�1 axp�1n 1CA � mgeom �xn; xn; : : : ; xn; axp�1n � = ppa;yn+1 = maritm 0B�yn; yn; : : : ; yn;| {z }p�1 ayp�1n 1CA � mgeom  yn; yn; : : : ; yn; ayp�1n ! = ppa;xn+1 � xn; 8n � 1; yn+1 � yn; 8n � 1; dei 9 limn!1xn = limn!1 yn = ppa(obt�inute prin treere la limit�a �̂n relat�iile de reurent��a).33. a) 2pp+ 1 (u Teorema lui Stolz-Cesaro); b) 1 (u Teorema lui Stolz-Cesaro);) pp (onseint�a 4) a Teoremei lui T�oplitz).35. a) LIM(an) = (�p32 ; 0; p32 ) ; limn!1an = p32 ; limn!1an = �p32 ;b) LIM(an) = ��12 ; 12� ; limn!1an = 12 ; limn!1an = �12;) LIM(an) = (�1;�p32 ;�12 ; 0; 12 ; p32 ; 1) ; limn!1an = 1; limn!1an = �1.36. a) limn!1yn = limn!1[(yn + xn) + (�xn)℄ � limn!1(xn + yn) + limn!1(�xn) == limn!1(xn+yn)� limn!1 xn ) limn!1(xn+yn)� limn!1xn+ limn!1yn, onform Problemei 23, a).Asem�an�ator se demonstreaz�a ineg. b){d) folosind Problema 23.37. Din Problema 36 rezult�a �a limn!1xn � limn!1 1xn = 1; aeast�a egalitate om-binat�a u relat�ia din enunt� ne d�a: limn!1xn = limn!1xn, dei (xn)n�1 este onvergent,� limn!1 1xn 2 IR�+� :38. Se demonstreaz�a �a LIM(xnyn) � LIM(yn) �si LIM(yn) � LIM(xnyn).39. Se folose�ste Teorema 7 de araterizare a limitelor superioar�a �si inferioar�a.



326 Indiat�ii �si r�aspunsurix2. 20. a) Sn = 13 �1 + 12 + 13 � 1n+ 1 � 1n+ 2 � 1n+ 3�; limn!1Sn = 1118; seriaeste onvergent�a u suma S = 1118.b) Sn = p��p� + 1+p�+ n + 1�p� + n; limn!1Sn = p��p� + 1; seria esteonvergent�a u suma S = p��p� + 1.) an = 1n2(n + 1)3 � 1(n + 1)2(n+ 2)3 ; Sn = 18 � 1(n+ 1)2(n + 2)3 ; limn!1Sn = 18;seria este onvergent�a u S = 18.d) an= 13 � 1n+1� 1n+2+ 12n�1� 12n+1�, Sn= 13 �12� 1n+2+1� 12n+1�== n(2n+ 3)2(n+ 2)(2n+ 1); limn!1Sn = 12; seria este onvergent�a u suma S = 12.e) an = 3(n� 1)(n� 1)! + 4(n� 1)! � 2n! ; n � 1; S = 3e + 4e � 2(e� 1) = 5e + 2, serieonvergent�a.21. an � nan; 8n � 1; se folose�ste riteriul de omparat�ie u m�arginire (I).22. a) an1 + an � an; 8n � 1; se folose�ste riteriul de omparat�ie u m�arginire (I);b) pann = s 1n2 � an � 1n2 + an2 = 12n2 + an2 ; se folose�ste riteriul de omparat�ie um�arginire (I), seriile 1Xn=1 12n2 �si 1Xn=1 an2 �ind onvergente.23. Se dem. prin reduere la absurd. Presupunem �a seria 1Xn=1 an1 + an este onver-gent�a. Atuni an1 + an ! 0 , 11 + an ! 1 , an ! 0, pentru n!1, iar limn!1 anan1+an == limn!1(1 + an) = 1: Rezult�a �a seria 1Xn=1 an � 1Xn=1 an1 + an , dei 1Xn=1 an este onvergent�a,eea e ontrazie ipoteza. Dei 1Xn=1 an1 + an (D).24. a) 1Xn=1 an � 1Xn=1 1n2 (C); b) an � 42n ; 8n � 1, iar 1Xn=1 42n (C) ) 1Xn=1 an(C); ) 1Xn=1 an � 1Xn=1�23�n (C); d) an � 1n2 ; 8n � 2, 1Xn=1 1n2 (C) ) 1Xn=1 an (C); e)an � n � 1n � 1n2 = 1n2 ; 8n � 2; 1Xn=1 1n2 (C) ) 1Xn=1 an (C).25. a) limn!1 npan = 25 < 1 ) 1Xn=1 an (C). b) limn!1 npan = 12 < 1 ) 1Xn=1 an (C). )limn!1 npan = 0 < 1 ) 1Xn=1 an (C).



Indiat�ii �si r�aspunsuri 32726. a) limn!1 an+1an =1 > 1) 1Xn=1 an (D); b) limn!1 an+1an = limn!1 1�1 + 1n�2n � (n + 1) == 0 < 1 ) 1Xn=1 an (C); ) limn!1 an+1an = limn!1�1 + 1n�n � n + 1(n+1)a+1 = ea . Da�a ea < 1 ,a > e : 1Xn=1 an (C); da�a ea > 1 , a < e : 1Xn=1 an (D); da�a a = e: limn!1n anan+1 � 1! == 1e + 12 < 1 ) 1Xn=1 an (D). Dei 1Xn=1 an (C) da�a a > e �si (D) da�a 0 < a � e.d) limn!1 an+1an = 1; limn!1n anan+1 � 1! = 8>>>><>>>>: �1; da�a a > 1) 1Xn=1 an (D)1; da�a a < 1) 1Xn=1 (C): Pentrua = 1: 1Xn=1 1 (D). Dei 1Xn=1 an (C) da�a 0 < a < 1, (D) da�a a � 1. e) limn!1 an+1an = 1,limn!1n anan+1 � 1! = � � 1. Da�a � � 1 > 1 , � > 2: 1Xn=1 an (C); da�a � � 1 < 1 ,� < 2: 1Xn=1 an (D); da�a � = 2 : seria 1Xn=1 an = 1Xn=1 1n+ 1 � 1Xn=1 1n (D). Dei 1Xn=1 an (C)da�a � > 2, (D) da�a 0 < � � 2. f) limn!1 an+1an = 1; limn!1n anan+1�1!= ab . Da�a ab <1, a < b: 1Xn=1 an (D); da�a ab > 1 , a > b: 1Xn=1 an (C). Da�a a = b nu putem preizanatura seriei are depinde de �sirul (an)n�1. g) limn!1 an+1an = 1; limn!1n anan+1�1! = a.Da�a 0<a<1: 1Xn=1 an (D); da�a a>1: 1Xn=1 an (C); da�a a = 1: limn!1 "n anan+1�1!� 1#�� lnn = 0 < 1 ) 1Xn=1 an (D). Dei 1Xn=1 an (C) da�a a > 1, (D) da�a 0 < a � 1. h)Pentru � 6= 0: limn!1 an+1an = 1; limn!1n anan+1 � 1! = � � a + 1. Da�a � � a + 1 > 1, � � a > 0: 1Xn=1 an (C); da�a � � a + 1 < 1 , � � a < 0 : 1Xn=1 an (D); da�a � = a:limn!1 "n anan+1 � 1!� 1# lnn = 0 < 1 ) 1Xn=1 an (D). Dei pentru � 6= 0: 1Xn=1 an (C)da�a � > a �si (D) da�a � � a. Pentru � = 0: limn!1 an+1an = 1; limn!1n anan+1 � 1! == 1� a < 1, dei 1Xn=1 an (D).



328 Indiat�ii �si r�aspunsuri27. a) limn!1 ln 1anlnn = 0 < 1, 1Xn=2 an (D), da�a � 6= 0; da�a � = 0 1Xn=2 an = 1Xn=2 1 (D).Dei 1Xn=1 an (D), 8� 2 IR. b) limn!1 ln 1anlnn =1 > 1, 1Xn=2 an (C). ) limn!1 ln 1anlnn = 43 > 1 )1Xn=1 an (C).28. 1Xn=1 1n ln (n+ 1) � 1Xn=2 1n lnn , �areia i se apli�a riteriul integral sau se apli�aProblema 13, a) u p = 1 ) 1Xn=1 an (D).29. a) 1Xn=1 janj = 1Xn=1 1qn(n + 1) � 1Xn=1 1n ) 1Xn=1 an nu este absolut onvergent�a;bn = 1qn(n + 1) & 0, n ! 1, onform riteriului lui Leibniz ) 1Xn=1 an (C) ) 1Xn=1 an(S.C.). b) 1Xn=1 janj = 1Xn=1 (n!)2(2n)! = 1Xn=1 bn; limn!1 bn+1bn = 14 < 1 ) 1Xn=1 janj (C) ) 1Xn=1 an(A.C.). ) 1Xn=1 janj = 1Xn=1 3n+ 25n = 1Xn=1 bn; limn!1 bn+1bn = 15 < 1 ) 1Xn=1 janj (C) ) 1Xn=1 an(A.C.). d) an 6! 0; n !1; 1Xn=1 an (D). e) Se apli�a riteriul lui Dirihlet pentru �sirul(an)n�1 & 0 �si seria 1Xn=1 osn� u �sirul sumelor part�iale Sn, unde jSnj � 1���sin �2 ��� , da�a� 6= 2k�. Dei 1Xn=1 an (C) pentru � 6= 2k�. Da�a � = 2k� natura 1Xn=1 an depinde de�sirul (an)n�1. f) Da�a � > 1: janj � 1n� , 1Xn=1 1n� (C)) 1Xn=1 an (A.C.); da�a 0 < � � 1 seapli�a riteriul lui Dirihlet pentru �sirul � 1n��n�1 & 0 �si seria 1Xn=1 sinn � os n2 are are�sirul sumelor part�iale Sn = 12 sin n(n + 1) m�arginit: jSnj � 12. Dei pentru 0 < � � 1seria 1Xn=1 an (C).Capitolul 344. ) Pentru A1 = (1; 2) �si A2 = (2; 3), A1 \ A2 = ; � A1 \ A2 = f2g.46. a) ÆA= (0; 1) [ (2; 3); A0 = [0; 1℄ [ [2; 3℄ = A; Fr A = f0; 1; 2; 3g:b) B = f[0; 1) \QgS(1� 2k6k + 4 ; k � 1) ; ÆB= ;; B0 = [0; 1℄ [ ��13� ;



Indiat�ii �si r�aspunsuri 329B = [0; 1℄S(1� 2k6k + 4 ; k � 1)S��13� ; F r B = B \ CB = B \ C ÆB= B \ IR = B:) C=f[0; 1) \QgS( 1(6k + 1)(6k + 2) + p32 ; k � 0)S(6k + 26k + 3 + p32 ; k � 0)SS(6k + 46k + 5�p32 ; k � 0)S( 1(6k + 5)(6k + 6)�p32 ; k � 0) ; ÆC=;; C 0=[0; 1℄SS(1 + p32 ;�p32 ) ; C = C [ C 0 = [0; 1℄S(�p32 ; 1 + p32 )S(12 + p32 )SS(6k + 26k + 3 + p32 ; k � 0)S(45 � p32 )S( 1(6k + 5)(6k + 6) � p32 ; k � 0) ;F r C = C \ CC = C \ C ÆC= C \ IR = C:47. a){) Se folose�ste teorema de araterizare a marginii inferioare a unei mult�imi,�̂n are se ia " = 1n .48. jf(x)� f(y)j � 23 jx� yj; 8 x; y 2 �0; 13� :49. Euat�ia este ehivalent�a u x = 1x2 + 3x + 4 sau x = '(x), unde ' : [0; 1℄!! [0; 1℄, '(x) = 1x2 + 3x+ 4; j'(x)�'(y)j � 516 jx�yj; 8 x; y 2 [0; 1℄: Pentru x0 = 0,x1 = '(x0) = 14, iar jxn � exj � 141� 516 � � 516�n; 411 � � 516�n < 10�2 ) n � 4. Deiex ' x4 = 0; 2133, adi�a ex ' 0; 21:54. 1pn kAk2 � kAk1 � pm kAk2; 1pm kAk3 � kAk1 � pn kAk3;kAk4 � kAk1 � pmn kAk4; 1pmn kAk5 � kAk1 � kAk5:56. (II) a) kAUk = htr ((AU)(AU)T )i1=2 = htr (AUUTAT )i1=2 = htr (AAT )i1=2 == kAk �si kUAk = kAUk = kAk:b) Da�a A = diag (a1; a2; : : : ; an); B = (bij)ni;j=1 atuni:kAB � BAk = 24Xi 6=j(ai � aj)2b2ij351=2 � 24Xi 6=j 2 (jaij2 + jajj2)b2ij351=2 � p2 kAk � kBk:(III) Se demonstreaz�a �e diret �a spat�iul (Mn(IR); k � k) este spat�iu liniar normatomplet, �e se folose�ste faptul �a (Mn(IR); k � k) este izomorf a spat�iu liniar normatu spat�iul (IRn2 ; k � kd).57. a) limn!1~xn = (1; e; 1); b) limn!1~xn = (e6; 2; 1):Capitolul 434. f nu este m�arginit�a.



330 Indiat�ii �si r�aspunsuri35. a) sup f = f �3�4 � = p2; inf f = f �7�4 � = �p2; b) sup f = 2; inf f = 14;) sup f =1; inf f = f(1) = 2:37. a) Pentru �sirul xn = 3�2 + 2n�; n � 0; xn !1; f(xn) = 0! 0;b) lnx � g(x) � 3 lnx; 8 x � 1; dei limx!1 g(x) =1:38. a) În 8 x 2 IR n f0g f este ontinu�a (este funt�ie elementar�a); �̂n x = 0, dininegalitatea ����x sin 1x ���� � jxj rezult�a �a 9 limx!0 f(x) = 0 = f(0): Dei f este ontinu�a�si �̂n x = 0. b) Într-o vein�atate oareare V = (�"; ") a originii, euat�ia f 0(x) = 0are o in�nitate de solut�ii, �̂ntre dou�a astfel de solut�ii f este monoton res�atoare saumonoton desres�atoare.41. a) n��m�mn ; b) �49; ) �1 ; d) 12; e) e2 ; f) e�1 ; g) 1 .42. a) Mult�imea puntelor de disontinuitate este Z; aeste punte sunt puntede disontinuitate de speia a doua. În rest, f este ontinu�a. b) Mult�imea puntelorde ontinuitate este Z; restul puntelor IR nZ sunt punte de disontinuitate de speiaa doua.43. a) a1 = �1; b1 = 12; b) a2 = 1; b2 = �12.44. a) f j[�1;1℄ este ontinu�a pe ompat, dei uniform ontinu�a; f j(1;1) �si f j(�1;�1)sunt uniform ontinue. Dei �̂n �nal f este uniform ontinu�a pe IR. b) f uniformontinu�a pe IR; ) f uniform ontinu�a pe [�2; 5℄.49. a) 0 ; b) 0 ; ) 2 ; d) 1 .50. a) l12 = 1; l21 = �1; l1 = 1; l2 = �1; 6 9 l;b) l12 = 0; l21 = 0; l1 = 0; l2 = 0; 6 9 l; ) l12 = 0; 6 9 l21; l1 = 0; 6 9 l2; l = 0;d) l12 = 1; l21 = 1; l1 = 1; 6 9 l2; l = 1:51. Pentru y = mx, lim(x;y)!(0;0)y=mx f(x; y) = m1 +m2 . Deoaree limita depinde de mrezult�a �a nu exist�a lim(x;y)!(0;0) f(x; y), dei f nu este ontinu�a �̂n (0; 0).52. Pentru x = my2, lim(x;y)!(0;0)x=my2 f(x; y) = jmje�jmj. Limita obt�inut�a depinzând dem rezult�a �a 6 9 lim(x;y)!(0;0) f(x; y), dei f nu este ontinu�a �̂n (0; 0).53. a = 0.54. a) Mult�imea puntelor de disontinuitate este f(x; y) 2 IR2; x + y = 0g: b)f(x; y) 2 IR2; x � y = 0g; ) f(x; y; z) 2 IR3; x2 + y2 + z2 = 1g.



Indiat�ii �si r�aspunsuri 331Capitolul 543. a) f este derivabil�a pe (0;1) �si f 0(x) = 8>><>>: 2x+ 52px2 + 5x+ 2 ; pt. 0 < x � 2;98 ; pt. x > 2:b) f(x) = 8<: os x; da�a x 2 [0; �=2℄;os3 x; da�a x 2 (�=2; �℄; f este derivabil�a pe [0; �=2) [ (�=2; �℄�sif 0(x) = 8<: � sinx; da�a x 2 [0; �=2);�3 sinx os2 x; da�a x 2 (�=2; �℄:) f este derivabil�a pe IR �si f 0(x) = 8>><>>: � 1(x� 1)2 � 2 1x�1 ln 2; da�a x < 1;2x� 2x2 � 2x+ 2 ; da�a x � 1:d) f(x) = 8<: x2 + x; da�a x 2 [1; 2℄;4x� 2; da�a x 2 (�1; 1) [ (2;1); f este derivabil�a pe IR n f1; 2g�si f 0(x) = 8<: 2x + 1; da�a x 2 (1; 2);4; da�a x 2 (�1; 1) [ (2;1):44. a) 2p1� x2 ; b) 31 + x2 ; ) b� a(b� x)px� a � pb+ a� 2x ;d) 3a(x2 + a2)2x4 + 2ax3 + a2x2 � 2a3x + 2a4 .45. f 0(x) = 8><>: 2x sin 1x2 � 2x os 1x2 ; da�a x 6= 0;0; da�a x = 0;pentru xn = 1p2n� ! 0; f 0(xn) = �2p2n� ! �1:46. a) f 00(3) = 2 ; b) f 00(2) = 0:47. a = �1; b = 1:48. a) f nu este derivabil�a pe (��=2; �=2), dei nu putem aplia teorema lui Rolle.b) f nu este derivabil�a pe (�1; 1), dei nu putem aplia teorema lui Rolle.49. a)  = 34 ; b)  = 94.50.  = 116 2 (�2; 1):52. Se apli�a teorema lui Rolle funt�iei '(x) = f(x) � e�kx.53. Funt�iile f �si f 0 au r�ad�aini omune da�a � = P (x)Q(x) = P 0(x)Q0(x) , dei PQ0�P 0Q == 0. Adi�a y0 = 0. Dei pentru valorile lui x pentru are y0 = 0, valorile extreme alelui y sunt y = �.



332 Indiat�ii �si r�aspunsuri54. a) x1 = x2 = 1; x3 = x4 = 2: b) x1 2 (0; 1); x2 2 (1;1):) Pentru � 2 (�1;�1) : x1 2 �13 ;1� ; x2;3 62 IR (2 C) . Pentru � = �1 :x1 = x2 = �1; x3 = 1 . Pentru � 2 ��1; 527� : x1 2 (�1;�1); x2 2 ��1; 13� ;x3 2 �13 ;1�. Pentru � = 527 : x1 2 (�1;�1); x1 = �53 ; x2 = x3 = 13 : Pentru� 2 � 527 ;1� : x1 2 (�1;�1); x2;3 62 IR .d) Pentru � 2 ��1;�1716� : x1 2 (�1;�1); x2 2 (2;1); x3;4 62 IR . Pentru� = �1716 : x1 = x2 = 12 ; x3 = 1� 3p22 2 (�1;�1); x4 = 1 + 3p22 2 (2;1):Pentru � 2 ��1716 ; 4� : x1 2 (�1;�1); x2 2 ��1; 12� ; x3 2 �12 ; 2� ; x4 2 (2;1):Pentru � = 4 : x1 = x2 = �1; x3 = x4 = 2: Pentru � 2 (4;1) : x1;2;3;4 62 IR.55. a) 0; b) 2� ; ) 12; d) 1; e) e2; f) 6e4; g) e�1=2; h) 9; i) 1; j) e�p3=6.56. Se onsider�a funt�ia f(x) = (x2 � 1)n are satisfae relat�ia (x2 � 1)f 0(x) == 2nxf(x). Se deriveaz�a aeast�a egalitate de (n + 1) ori sau se folose�ste formula luiLeibniz-Newton. T� inând ont �a f (n)(x) = 2nn!Pn(x), rezult�a relat�ia din enunt�.57. a) f (n)(x) = (�1)n+1 2n!(x� 1)n+1 ; dnf(x) = (�1)n+1 2n!(x� 1)n+1 dxn; 8 x 22 IR n f1g; 8n � 1:b) f (n)(x) = (�1)n+11 � 3 � � � (2n� 3)2n x� 2n�12 ; n � 2; f 0(x) = 12x�1=2; dnf(x) == f (n)(x) dxn; 8 x 2 [0;1); 8n � 1:) f (n)(x) = (�1)n n!xn+1 + (�1)n+1 n!(x+ 1)n+1 ; dnf(x) = f (n)(x) dxn; 8 x 2 IRnnf�1; 0g; 8n � 1:d) ~f (n)(x)= (�1)n+1 2n!(x+2)n+1 ; (�1)n+1 (n�1)!(x+2)n + (�1)n (n�1)!(x�2)n! ; dn ~f(x)== ~f (n)(x) dxn; 8 x 2 (�2; 2); 8n � 1:e) ~f (n)(x) = �an sin�ax+n�2 � ; bn os�bx+n�2 � ; nex� ; dn ~f (n)(x)= ~f (n)(x) dxn;8 x 2 IR; 8n � 1:58. a) f (5)(x) = 540 sin 3x+ 810x os 3x� 243x2 sin 3x; 8 x 2 IR:b) f (n)(x) = mn�3emx(6C3n+6C2nmx+3m2x2C1n+m3x3); n � 3; f 0(x) = 3x2emx++x3memx; f 00(x) = 6xemx + 6mx2emx +m2x3emx; 8 x 2 IR.) f (n)(x) = 8>>>><>>>>: nXk=0(�1)k+1Ckn5!(k � 1)!(5� n+ k)! x5�n; da�a n � 5;nXk=n�5(�1)k+1Ckn5!(k � 1)!(5� n + k)! x5�n; da�a n > 5; 8 x > 0:



Indiat�ii �si r�aspunsuri 333d) f (n)(x) = 6Cn�3n an�3 sin ax + (n� 3)�2 !+6Cn�2n xan�2 sin ax + (n� 2)�2 !++3Cn�1n x2an�1 sin ax + (n� 1)�2 !+ Cnnx3an sin�ax + n�2 � ; n � 3; f 0(x) == 3x2 sin ax + ax3 os ax; f 00(x) = 6x sin ax + 6ax2 os ax� a2x3 sin ax; 8 x 2 IR.e) f (6)(x) = � 720(x� 1)4 + 2160x(x� 1)5 � 2160x2(x� 1)6 + 720x3(x� 1)7 ; 8 x 2 IR n f1g:f) f (n))(x) = nXk=0Cknan�kbke(a+b)x = (a+b)ne(a+b)x; 8 x 2 IR; n � 1; iar dnf(x) == f (n)(x) dxn:60. Se deriveaz�a de n ori relat�ia din enunt�, folosind formula lui Leibniz-Newton.61. dndxn �xn�1 � f �1x�� = dndxn �x �xn�2 � f �1x��� L�N= x dndxn �xn�2 � f �1x��++n dn�1dxn�1 �xn�2f �1x��, dup�a are se folose�ste indut�ia matemati�a.62. sinx = sin 1 + (x� 1)1! os 1� (x� 1)22! sin 1 + � � �+ (x� 1)nn! sin�1 + n�2 �++(x� 1)n+1(n + 1)! sin �n + (n + 1)�2 ! ; �n = 1 + �n(x� 1); �n 2 (0; 1):63. P (x) = 2� 2(x + 1) + (x + 1)2 + 2(x + 1)3 � 3(x + 1)4 + (x + 1)5.64. n = 2.65. a) Se apli�a formula lui Taylor pentru funt�ia f(x) = 5px; u x0 = 35; se puneondit�ia a jRn(250)j < 10�5. Se obt�ine 5p250 ' 3; 01709:b) Se apli�a formula lui Taylor pentru funt�ia f(x) = 3px u x0 = 33; se puneondit�ia a jRn(30)j < 10�4. Rezult�a 3p30 ' 3; 10723:66. a) 0; 3678; b) 1; 6487; ) 0; 98481:67. a) �2; b) 13; ) � 112; d) 160; e) � 512.68. a) punte de maxim: x1 = �2 ; x2 = 3�2 ; (f(x1) = f(x2) = 1); punte deminim: x3 = 0; x4 = �; x5 = 2�; (f(x3) = f(x4) = f(x5) = 0):b) punte de minim: x1k = �2 + 2k�; k 2 Z (f(x1k) = 1); x4k = (�1)k+1�4 + k�;k 2 Z;  f(x4k)=�p22 e1=2! ; punte de maxim: x2k=��2 + 2k�; k 2 Z; (f(x2k) == �1), x3k = (�1)k�4 + k�; k 2 Z;  f(x3k) = p22 e1=2! :) punte de minim: x0 = 0; x2k = �r��2 + 2k�; k 2 N�; (f(x0) = 0; f(x2k) == �1); punte de maxim: x1k = �r�2 + 2k�; k 2 N; (f(x1k) = 1):d) punt de minim: x0 = e1=e; �f(x0) = e�1=e� :



334 Indiat�ii �si r�aspunsurie) x0 = �12 punt de maxim; fx0 = 1 punt de minim; f(x0) = �2e3=4; f(fx0) = 1:f) Da�a a; b > 0 : x0 = pab punt de maxim, fx0 = �pab punt de minim;f(x0) = �(pa+pb)2(pa�pb)2 ; f(fx0) = �(pa�pb)2(pa +pb)2 .Da�a a; b < 0 : x0 = pab punt de minim, ex0 = �pab punt de maxim;f(x0) = �(p�a +p�b)2(p�a�p�b)2 ; f(fx0) = �(p�a�p�b)2(p�a +p�b)2 .g) x0 = a4 punt de minim; f(x0) = 27a232 .69. Triunghiul ehilateral �̂nsris �̂n er de latur�a 2p3, u aria 3p3.70. Trapezul (isosel) u baza mi�a R, �̂n�at�imea Rp32 , având aria 3p3R24 .71. Dreptunghiul u laturile Rp2 �si Rp22 (̂�n�alt�imea) u aria R2.72. Catetele sunt a = l3 �si b = lp33 (ondit�ia din problem�a �ind a+pa2 + b2 = l),dei triunghiul are unghiul de 60Æ �̂ntre ipotenuz�a �si ateta onsiderat�a.73. Von = 32�R381 = 827Vsf ;  r = 2p2R3 ; h = 4R3 ! :74. a) h = 43R; b) sin �2 = 1 +p178 ; (� �ind unghiul de la vârful onului).75. Vil = 4�R2H27 = 49Von; �r = 2R3 ; h = H3 �.76. Latura bazei paralelipipedului este 2Rp33 , iar �̂n�alt�imea Rp33 . Volumul s�aueste 4p3R39 .77. M(6; 6).78. a) x = a +pab; y = b +pab ; b) x = 2a; y = 2b.79. Dreapta BB0 este perpendiular�a pe OA, la distant�a de 8 m de puntul A.80. a) �rA ' drA = 83; 78 m2; b) ��A ' d�A = �27; 93 m2.81. t = l1v1 + lv � (l1v + lv1) os�v2 + v21 � 2vv1 os� .82. h = rp22 .83. b) punt de maxim.84. d1 = �l4 + � ; d2 = 4l4 + � :85. h = 2r; r = 5; 42 m; h = 10; 84 m.86. " ' 294Æ.87. Latura p�atratului este a+ b�pa2 + b2 � ab3 .



Indiat�ii �si r�aspunsuri 33588. L = Rl3(R� r).Capitolul 6x1. 26. a) �f�x (1; 0) = 12 ; �f�y (0; 1) = �12; b) �f�x (1; 0; 2) = 1p5 ; �f�y (�1; 1; 3) == 1p11 ; �f�z (2; 2; 0) = 0:27. a) �f�x = y + yxy�1; �f�y = x + xy lnx; �2f�x2 = y(y � 1)xy�2; �2f�x�y == 1 + xy�1 + yxy�1 lnx; �2f�y2 = xy(lnx)2: b) �f�x = 1x2 + 1; �f�y = 1y2 + 1; �2f�x2 == � 2x(x2+1)2 ; �2f�x�y =0; �2f�y2 =� 2y(y2+1)2 : ) �f�x = yx2+y2 ; �f�y =� xx2+y2 (y > 0);�2f�x2 = � 2xy(x2 + y2)2 ; �2f�x�y = x2 � y2(x2 + y2)2 ; �2f�y2 = 2xy(x2 + y2)2 : d) �f�x = xz�1y�zz;�f�y = �xzy�z�1z; �f�z =  xy!z ln xy ; �2f�x2 = (z � 1)xz�2y�zz; �2f�y2 = z(z + 1)xzy�z�2;�2f�z2 =  xy!z ln2 xy ; �2f�x�y = �z2xz�1y�z�1; �2f�x�z = xz�1y�z(z lnx � z ln y + 1);�2f�y�z = xzy�z�1(z ln y � z lnx� 1): e) �f�x = yzxy=z�1; �f�y = xy=zz lnx; �f�z == � yz2xy=z lnx; �2f�x2 = yz �yz � 1� xy=z�2; �2f�y2 = xy=zz2 ln2 x; �2f�z2 = yz4xy=z lnx��(2z + y lnx); �2f�x�y = 1zxy=z�1 �1 + yz lnx� ; �2f�x�z = � yz2xy=z�1 �1 + yz lnx� ;�2f�y�z = � 1z2xy=z lnx�1 + yz lnx� : f) �f�x = � x(x2 + y2 + z2)3=2 ; �f�y == � y(x2 + y2 + z2)3=2 ; �f�z = � z(x2 + y2 + z2)3=2 ; �2f�x2 = 2x2 � y2 � z2(x2 + y2 + z2)5=2 ; �2f�y2 == 2y2 � x2 � z2(x2 + y2 + z2)5=2 ; �2f�z2 = 2z2 � x2 � y2(x2 + y2 + z2)5=2 ; �2f�x�y = 3xy(x2 + y2 + z2)5=2 ; �2f�x�z == 3xz(x2 + y2 + z2)5=2 ; �2f�y�z = 3yz(x2+y2+z2)5=2 : g) �f�x =os (x sin (y sin z)) � sin (y sin z);�f�y = os (x sin (y sin z)) �x os (y sin z) � sin z; �f�z = os (x sin (y sin z)) �x os (y sin z)��y os z; �2f�x2 = � sin (x sin (y sin z)) � sin2(y sin z); �2f�y2 = � sin (x sin (y sin z)) � x2�� os2(y sin z)�sin2 z�x os(x sin(y sin z))�sin(y sin z)�sin2 z; �2f�z2 =� sin(x sin(y sin z))��x2 os2(y sin z)�y2 os2 z�os(x sin(y sin z))�x sin(y sin z)�y2 os2 z�os(x sin(y sin z))�



336 Indiat�ii �si r�aspunsuri�x os (y sin z) � y sin z; �2f�x�y =� sin(x sin(y sin z)) � x os(y sin z) � sin z � sin(y sin z)++os(x sin(y sin z))�os(y sin z)�sin z; �2f�x�z =� sin(x sin(y sin z))�x os(y sin z)�y os z��� sin (y sin z)+os (x sin (y sin z)) �os (y sin z) �y os z; �2f�y�z = � sin (x sin (y sin z))��x2os2 (y sin z) � y os z � sin z � os (x sin (y sin z)) � x sin (y sin z) � y os z � sin z++os (x sin (y sin z)) � x os (y sin z) � os z:28. a) �2f�x�y = �2f�y�x = �ab sin (ax+by); b) �2f�x�y = �2f�y�x = 2yxy2�1(1+y2 lnx);) �2f�x�y = �2f�y�x = 14x1=2(y � x)3=2 ; (y > 0); d) �2f�x�y = �2f�y�x = 2x3y + 3x2(1 + xy)2 .31. �6f�x2�y2�z2 = 4(e�x + e�y + e�z):32. a) 6 9 �f�x (0; 0); 6 9 �f�y (0; 0); f nu este diferent�iabil�a �̂n (0; 0). Pentru (x; y) 6=6= (0; 0) : �f�x = xpx2 + y2 os 1px2 + y2 + xx2 + y2 sin 1px2 + y2 ; �f�y == ypx2 + y2 os 1px2 + y2 + yx2 + y2 sin 1px2 + y2 .b) 9 �f�x (0; 0) = 0 �si �f�y (0; 0) = 0; funt�ia f este diferent�iabil�a �̂n (0; 0) u funt�iah(x; y) (vezi Problema 9):h(x; y) = 8><>: xypx2 + y2 sin 1x2 + y2 ; da�a (x; y) 6= (0; 0)0; da�a (x; y) = (0; 0):Într-un punt (x; y) 6= (0; 0) derivatele part�iale ale funt�iei f sunt:�f�x (x; y) = y sin 1x2 + y2 � 2x2y(x2 + y2)2 os 1x2 + y2 ;�f�y (x; y) = x sin 1x2 + y2 � 2xy2(x2 + y2)2 os 1x2 + y2 .33. �2f�x�y (x; y) = �2f�y�x(x; y) = 8>><>>: 4x3y(x2 + y2)2 ; da�a y 6= 00; da�a y = 0:Pentru drumuri y = mx, limy=mxx!0 �2f�x�y (x; y) = 4m(m2 + 1)2 . Deoaree limita depinde dem, rezult�a �a 6 9 lim(x;y)!(0;0) �2f�x�y (x; y), dei aeste derivate nu sunt ontinue �̂n (0; 0).34. a) df(x; y) = xpx2 + y2 dx + ypx2 + y2 dy; d2f(x; y) = y2(x2 + y2)3=2 dx2�� 2xy(x2 + y2)3=2 dxdy + x2(x2 + y2)3=2 dy2:



Indiat�ii �si r�aspunsuri 337b) df(x; y)= 1px2+y2 dx+ ypx2+y2(x+px2+y2) dy; d2f(x; y) = � x(x2+y2)3=2 ��dx2 � 2y(x2 + y2)3=2 dxdy + x3 + (x2 � y2)px2 + y2(x +px2 + y2)2(x2 + y2)3=2 dy2:) df(x; y) = ex+y[(x os y+y sin x+os y+y os x) dx+(x os y+y sin x�x sin y++sinx) dy℄; d2f(x; y) = ex+y[(x os y + 2 os y + 2y os x) dx2 + 2(x os y + y sin x++y os x� x sin y+os y+sin x� sin y+os x) dxdy+(y sinx+2 sinx� 2x sin y) dy2℄:d) df(x; y) = 2x2 + 4 dx+ 2 os y4 + sin2 y dy; d2f(x; y) = � 4x(x2 + 4)2dx2��2 sin y(6� sin2 y)(4 + sin2 y)2 dy2:e) df(x; y; z) = yzxyz�1 dx + xyzyz�1z lnx dy + xyzyz lnx ln y dz; d2f(x; y; z) == yz(yz�1)xyz�2 dx2+xyzyz�2z lnx(yzz lnx+z�1) dy2+xyzyz lnx ln2 y(yz lnx+1) dz2++2xyz�1yz�1z(1+yz lnx) dxdy+2xyz�1yz ln y(1+yz lnx) dxdz+2xyzyz�1 lnx(zyz lnx ln y++z ln y + 1) dydz:35. 100 �����dSS ����� � 0; 4 + 0; 291 sinCsinA sinB + 0; 436 sinBsinA sinC .36. Pentru � 6= 0; �; dfd~v (0; 0) = os3 �sin2 � ; pentru � = 0 �si � = � 6 9 dfd~v (0; 0).37. 14p10.38. 132p30.39. a) 6 os � � 7 sin �; b) � os �24 � sin �.40. a) �w�x = a �f�u + �f�v! ; �w�y = b �f�u � �f�v! ; �w�z =  �f�u � �f�v!.b) �z�x = 2x�f�u + y�f�v ; �z�y = 2y�f�u + x�f�v .) �z�x = y sin y(sinx� x os x)x2 sin2 y + y2 sin2 x ; �z�y = x sin x(y os y � sin y)x2 sin2 y + y2 sin2 x .d) z0(t) = 0:41. a) E(x; y) = xy(1 + lnx)�f�v + g(x+ y) + (x + y)g0(x + y).48. �nf�xk1�yk2�zn�k1�k2 = ak1bk2n�k1�k2'(n).49. �nu�xn = an�n'��n ; �nu�yn = bn�n'��n ; �nu�zn = n�n'��n .x2. 22. f(x; y) = 1� (x + 2)2 + 2(x+ 2)(y � 1) + 3(y � 1)2.23. a) P (x; y) = 6(x+1)(y�1)+6(y�1)2+2(x+1)3�3(x+1)2(y�1)+2(y�1)3:b) P (x; y) = 17x+ 56y + 12x2 + 3xy + 61y2 + 4x3 � 12x2y + 18xy2 + 20y3 � 4x3y+



338 Indiat�ii �si r�aspunsuri+3x2y2 + 5xy3 + x3y2.24. Se dezvolt�a polinomul din membrul stâng al euat�iei dup�a puterile lui x+2 not== x0 �si y � 1 not= y0. Obt�inem: x03 + 2y03 � 2x02 + 2x0y0 = 0.25. f(x; y) = 1+ax+ by+ 12(a2x2+2abxy+ b2y2)+ 16[� os (a�+ b�)� 3 sin (a�++b�) os (a�+ b�) + os3(a� + b�)℄esin (a�+b�)(a3x3 +3a2bx2y+3ab2xy2 + b3y3); � = �x;� = �y; � 2 (0; 1).26. a) 0; 82 rad (47; 03Æ); b) 1; 08; ) �0; 03; d) 3; 03; e) 1; 05.27. a) y0(1) = �1; y00(1) = �23; y000(1) = �23; b) y0(0) = 0; y00(0) = �23; y000(0) == �23.28. a) �z�x = �xz ; �z�y = �yz ; �2z�x2 = �z2 + x2z3 ; �2z�x�y = �xyz3 ; �2z�y2 = �z2 + y2z3 :b) �z�x = yzz2 � xy ; �z�y = xzz2 � xy ; �2z�x2 = � 2xy3z(z2 � xy)3 ; �2z�x�y = z5 � 2xyz3 � x2y2z(z2 � xy)3 ;�2z�y2 = � 2x3yz(z2 � xy)3 : ) �z�x = �1; �z�y = �1; �2z�x2 = 0; �2z�x�y = 0; �2z�y2 = 0: d)�z�x = xzx2 � y2 ; �z�y = � yzx2 � y2 ; �2z�x2 = � y2z(x2 � y2)2 ; �2z�x�y = xyz(x2 � y2)2 ; �2z�y2 == � x2z(x2 � y2)2 .29. �z�x (0; 0) = �1; �z�y (0; 0) = �1; �2z�x2 (0; 0) = 4; �2z�x�y (0; 0) = 3; �2z�y2 (0; 0) == 4.30. a) �z�x = � �F�u + �F�v + �F�w�F�w ; �z�y = � �F�v + �F�w�F�w ;  �F�w 6= 0! ;�2z�x2 =� �2F�w2 ��F�u+ �F�v �2�2�F�w ��F�u+ �F�v � � �2F�u�w+ �2F�v�w�+��F�w�2 ��2F�u2 +2 �2F�u�v+ �2F�v2 ���F�w�3 :b) �2z�x�y = xyz2 ��2F�u2 ��F�v �2�2�F�u � �F�v � �2F�u�v+ �2F�v2 ��F�u �2�+2z �x�F�v ��F�u �2+y �F�u ��F�v �2��x�F�u + y �F�v �3 .33. �z�x = u; �z�y = f(u); dei �z�y = f  �z�x!.34. a) y0(1) = �45; z0(1) = 65 : b) y0(3) = 85 + 24p369 ; z0(3) = 24 + 36p323 .) x0(2) = 0; y0(2) = �1; x00(2) = �14; y00(2) = 14 : d) x0(z) = y � zx� y ; y0(z) == z � xx� y ; (x 6= y): e) �u�x = �xu� yvx2 + y2 ; �u�y = xv � yux2 + y2 ; �v�x = �xv + yux2 + y2 ; �v�y == �xu� yvx2 + y2 ; ((x; y) 6= (0; 0)).



Indiat�ii �si r�aspunsuri 33935. �u�x = �2yu� 9x2yv + 3x2y22xy � 24uv + 8yu ; �u�y = �2xu+ 2v2 � 3x3v + x3y2xy � 24uv + 8yu ;�v�x = 3x3y2 + 8yu24xyv � 48uv2 + 16yuv ; �v�y = x4y + 8xu2 � 8uv24xyv � 48uv2 + 16yuv .36. �2u�x2 = 2xu4�4yu3v�2xy4�4y3uv(xu� yv)3 ; �2v�x�y = 2x3u2+2x3y2+2xu2v2+2xy2v2(xu� yv)3 .37. z(x; y) = 1+ 11![2(x� 1)� (y� 1)℄+ 12![�16(x� 1)2 +20(x� 1)(y� 1)� 6(y��1)2℄ +R2(x; y).38. a) D(x; y)D(%; �) = %; b) D(u; v)D(x; y) = � a4(x2 + y2)2 ; ) D(x; y; z)D(%; '; �) = %2 sin';d) D(u; v; w)D(x; y; z) = abx2y: Toate transform�arile sunt regulate pe mult�imile indiate.39. a) v = lnu; b) u2 = v + 2w; ) x2 + y2 = z; d) uv = w; e) w = (a2 + b2++2)v � u2; f) y24 = y23 + 4y22 + 4y21.40. x�f�x = y�f�y .41. u, v �si w sunt dependente funt�ional, relat�ia dintre ele �ind: (F (u)+1)(G(v)��1)(H(w) + 1) = 1; unde F , G �si H sunt inversele funt�iilor f , g �si h.42. '(x) = eax+b; a; b 2 IR; (' 6= onst:) sau '(x) = Ceax; (C = eb).x3. 23. a) z are dou�a punte de minim: M1(1; 1); M2(�1;�1); zmin = z(M1) == z(M2) = �2: b) z are puntele M�(�; 0); � 2 IR; � 6= 0; � 6= a punte de minimpentru � 2 (0; a) �si punte de maxim pentru � 2 (�1; 0) [ (a;1) (z(M�) = 0) �sipuntul M0 �a2 ; a3� punt de maxim, z(M0) = a6432 : ) z are puntele M�(�; 0); � 22 IR; � 6= 0 punte de minim pentru � > 0 �si punte de maxim pentru � < 0 (z(M�) == 0) �si puntul M0(�1; 2) punt de minim, z(M0) = �4e�3: d) M0(0; 0) punt deminim, z(M0) = 0; M��(�; �) u �; � 2 IR; �2+�2 = 1 punte de maxim u z(M��) == e�1: e) M1(p2;�p2); M2(�p2;p2) punte de minim, z(M1) = z(M2) = �8: f)M1(2; 1) punt de minim, z(M1) = �28; M2(�2;�1) punt de maxim, z(M2) = 28:g) M��(�; �) u a� + b� +  = 0 punte de minim, z(M��) = 0; M0(x0; y0), x0 = a ;y0 = b punt de maxim, z(M0) = a2 + b2 + 2: h) M(�144; 24;�1) punt de minim,u(M) = �6913: i) M �1;�23 ;�13� punt de minim, u(M) = �43 : j) M0 �12 ; 1; 1�punt de minim, u(M0) = 4:24. Mk(2k�; 0); k 2 Z punte de maxim, f(Mk) = 2.25. x = 12; y = 6; z = 6; P = 5184:26. Da�a d1 6k d2 �a1a2 6= b1b2 sau a1a2 6= 12 sau b1b2 6= 12�, se determin�a extremele



340 Indiat�ii �si r�aspunsurifunt�iei: f(x; x) ==r(x�x)2+h b1a1 (x�x1)+y1� b2a2 (x�x2)�y2i2+h 1a1 (x�x1)+z1� 2a2 (x�x2)�z2i2sau ale funt�iei g(x; x) = f 2(x; x). Rezult�a dist ((d1); (d2)) = fmin == j(x2 � x1)(b12 � b21)� (y2 � y1)(a12 � a21) + (z2 � z1)(a1b2 � a2b1)jq(b12 � b21)2 + (a12 � a21)2 + (a1b2 � a2b1)2 .Da�a d1 k d2, d1 6= d2 �a1a2 = b1b2 = 12�, se determin�a extremele funt�iei h(x) == r(x� x1)2 + h b2a2 (x� x2) + y2 � y1i2 + h 2a2 (x� x2) + z2 � z1i2 sau ale funt�ieiu(x) = h2(x). Obt�inem: dist ((d1); (d2)) = hmin == q[2(y2�y1)�b2(z2�z1)℄2+[2(x2�x1)�a2(z2�z1)℄2+[b2(x2�x1)�a2(y2�y1)℄2qa22 + b22 + 22 .Da�a (d1) � (d2), dist ((d1); (d2)) = 0.27. a) M1  bpa2 + b2 ; apa2 + b2! punt de maxim, z(M1) = pa2 + b2ab ;M2  � bpa2 + b2 ;� apa2 + b2! punt de minim, z(M2) = �pa2 + b2ab .b)M1(x1; y1); x1 = a2pa2 + b2 ; y1 = b2pa2 + b2 punt de maxim, zmax = z(x1; y1) == pa2 + b2; M2(x2; y2); x2 = � a2pa2 + b2 ; y2 = � b2pa2 + b2 punt de minim, zmin == z(x2; y2) = �pa2 + b2:) M1(x1; y1); x1 = k(b� 2a)p3pa2 � ab+ b2 ; y1 = k(a� 2b)p3pa2 � ab + b2 punt de minim,zmin = z(x1; y1) = � 2kp3pa2 � ab + b2; M2(x2; y2), x2 = � k(b� 2a)p3pa2 � ab + b2 , y2 == � k(a� 2b)p3pa2 � ab + b2 punt de maxim, zmax = z(x2; y2) = 2kp3pa2 � ab + b2.d)M1 �13 ;�23 ; 23� punt de maxim, u(M1) = 3; M2 ��13 ; 23 ;�23� punt de minim,u(M2) = �3:e) M1;2(�a; 0; 0) punte de maxim, u(M1;2) = a2; M3;4(0; 0;�) punte de minim,u(M3;4) = 2.f) u are puntele M�(a � 3�; 0; �); � 2 IR; � 6= 0 �si � 6= a3 punte de minimpentru � 2 �0; a3� �si punte de maxim pentru � 2 (�1; 0) [ �a3 ;1� (u(M�) = 0) �siM0 �a6 ; a6 ; a6� punt de maxim, u(M0) = a666 .g) Puntele (�1; 0; 0); (0;�1; 0); (0; 0;�1) sunt punte de minim, valoarea funt�ieiu �̂n aeste punte �ind 0, iar puntele  �p22 ; 0;�p22 ! sunt punte de maxim, valoa-



Indiat�ii �si r�aspunsuri 341rea lui u �̂n aeste punte �ind (a� )24 .h) Puntele (2; 2; 1); (2; 1; 2); (1; 2; 2) sunt punte de minim, umin = 4, iar puntele�43 ; 43 ; 73� ; �43 ; 73 ; 43� ; �73 ; 43 ; 43� sunt punte de maxim, umax = 11227 .i) Da�a x0A 6= y0B sau x0A 6= z0C sau y0B 6= z0C (adi�a OM0 6? (P ); M0(x0; y0; z0);(P ) : Ax + By + Cz = 0) atuni u admite un punt de minim M1(x1; y1; z1) �si unpunt de maxim M2(x2; y2; z2):x1;2 = � R[(B2 + C2)x0 � ABy0 � ACz0℄pA2 +B2 + C2 �q(Bx0 � Ay0)2 + (Cx0 � Az0)2 + (Cy0 �Bz0)2 ;y1;2 = � R[(A2 + C2)y0 � ABx0 � BCz0℄pA2 +B2 + C2 �q(Bx0 � Ay0)2 + (Cx0 � Az0)2 + (Cy0 �Bz0)2 ;z1;2 = � R[(A2 +B2)z0 � ACx0 �BCy0℄pA2 +B2 + C2 �q(Bx0 � Ay0)2 + (Cx0 � Az0)2 + (Cy0 �Bz0)2 .Valorile minim�a �si maxim�a ale funt�iei u (̂�n puntele M1;2) sunt:umin;max = R2+x20+y20+z20�2Rq(Bx0 � Ay0)2 + (Cx0 � Az0)2 + (Cy0 �Bz0)2pA2 +B2 + C2 .Da�a x0A = y0B = z0C (adi�a OM0 ? (P )) atuni u = onst: = R2 + x20 + y20 + z20 :j)M1(; ; ; ) punt de minim, f(M1) = 4 �siM2(�;�;�;�) punt de maxim,f(M2) = �4:28. Se determin�a extremele funt�iei u(x; y; z) = q(x�x0)2 + (y�y0)2 + (z�z0)2sau ale funt�iei f(x; y; z) = u2(x; y; z) u leg�atura Ax + By + Cz +D = 0. Obt�inemdist (M0; (P )) = umin = jAx0 +By0 + Cz0 +DjpA2 +B2 + C2 .29. Deoaree a2 + b2 + 2 = 4R2(sin2A + sin2B + sin2 C), se determin�a valoareamaxim�a M a funt�iei f(x; y; z) = sin2 x+ sin2 y + sin2 z u leg�atura x+ y + z = �. Seobt�ine M = 94.30. Se determin�a extremele funt�iei u(x; y; z) = q(x�x0)2 + (y�y0)2 + (z�z0)2sau ale funt�iei f(x; y; z) = u2(x; y; z) u leg�aturile Ax +By + Cz +D = 0 �si A0x++B0y + C 0z +D0 = 0. Rezult�a dist (M0; (d)) = umin == p�2 + �2 + 2q(BC 0 � B0C)2 + (AC 0 � A0C)2 + (AB0 � A0B)2 ,unde � = (AB0�A0B)y0+(AC 0�A0C)z0+(AD0�A0D); � = (A0B�AB0)x0+(BC 0��B0C)z0 + (BD0 � B0D);  = (A0C � AC 0)x0 + (B0C � BC 0)y0 + (CD0 � C 0D).31. Se determin�a extremele funt�iei u(x; y) = 4xy (x; y > 0) u leg�atura x2a2++y2b2 � 1 = 0. Rezult�a xmax = ap22 ; ymax = bp22 ; (semilaturile dreptunghiului), iar



342 Indiat�ii �si r�aspunsuriumax = 2ab.32. Notând u x, y, z lungimile semilaturilor paralelipipedului avem de determinatextremele funt�iei u(x; y; z) = 8xyz, (x; y; z > 0) u leg�atura x2a2 + y2b2 + z22 � 1 = 0.Obt�inem xmax = ap33 ; ymax = bp33 ; zmax = p33 ; iar umax = 8p3ab9 .33. Se determin�a extremele funt�iei u(x; y) = �xy; (x; y > 0) u leg�atura x20x2++y20y2 � 1 = 0. Obt�inem xmin = p2jx0j; ymin = p2jy0j, iar umin = 2�jx0y0j:34. Se determin�a extremele funt�iei u(x; y; z) = 4�xyz3 (x; y; z > 0) u leg�aturax20x2 + y20y2 + z20z2 � 1 = 0. Obt�inem xmin = p3jx0j; ymin = p3jy0j; zmin = p3jz0j, iarumin = 4p3�jx0y0z0j:35. Se determin�a puntele de extrem ale funt�iei u(x; y; z) = x2 + y2 + z2 uleg�aturile x2 + y2 = 1 �si 2x + 3y + z � 1. Obt�inem x1max = 2p13 ; y1max = 3p13, z1max == 1�p13 (u1max = 15� 2p13) �si x2max = � 2p13, y2max = � 3p13, z2max = 1 +p13,(u2max = 15+2p13), x3min= 2+6p313 ; y3min= 3�4p313 , z3min=0, (u3min=1), x4min == 2�6p313 , y4min= 3+4p313 , z4min=0 (u4min=1). Rezult�a puntul � 2p13 ;� 3p13 ;1 +p13!el mai �̂ndep�artat de origine �si puntele  2� 6p313 ; 3� 4p313 ; 0! ele mai apropiate deorigine.36. Se determin�a extremele funt�iei u(x; y; z) = 32xy + 3xz + 4yz (aria total�a arezervorului) u leg�atura xyz = 2V3 . Obt�inem xmin = 43 3pV , ymin = 3pV , zmin = 12 3pV ,iar umin = 6 3pV 2.37. a) zmax = z(1; 0) = �2; zmin = z(0; 1) = �5; b) umax = u(0; 0;�10) = 300;umin = u(0; 0; 0) = 0; ) umax = u p22 ; p22 ; 1! = 1 +p2; umin = u��12 ;�12 ; 12� == �12.38. a) i) xmax = 1, ymax = y(1) = 0; xmin = 12 ; ymin = y �12� = �12; ii)xmin = 1; ymin = y(1) = 1; xmax = �1; ymax = y(�1) = y0, unde y0 este solut�ia uni�aa euat�iei y3 + 3y � 8 = 0, y0 2 (1; 2); iii) xmin = 0; ymin = y(0) = 3p3; xmax = �2;ymax = y(�2) = �1: b) i) xmax = 0; ymax = 0; zmax = 2 + 2p3; xmin = 0, ymin = 0;



Indiat�ii �si r�aspunsuri 343zmin = 2� 2p3; ii) punte de maxim (�; �) u �2+�2 = 3a28 , zmax = a2p2; punte deminim (�; �) u �2 + �2 = 3a28 ; zmin = � a2p2.39. a) xz0 � z ln z = 0; b) 4x2z00 + (4x2 + 1� 4�2)z = 0:40. a) ::::y �6 :::y +14 ::y �16 :y +8y = 0; b) ::y +!2y = 0; ) t ::y + :y +y = 0; d)::y +4 :y +4y = 0; e) a3 :::y +a2(m� 3a) ::y +a(2a2 �ma + n) :y +ky = 0:41. a) E = %%0 ; b) E = 2v00(v0 � 1)3 ; ) E = %2p%02 + %2 .42. a) u00 � u0 + et = 0; b) 2v000 + v00v02 = 0.43. a) u�ez�u � ez = 0; b) �ez�u � �ez�v = 0; ) �2ez�u2 + �2ez�v2 = 0; d) 3 �2ez�u�v + �ez�u = 0; e)�2ez�u�v = 0; f) (u2 � v2) �2ez�u�v + v �ez�u � u�ez�v = 0:44. a) u2�w�u � �w�v = 0; b) �w�v = 0; ) �w�u = 0; d) �2w�u2 = 0; e) �2w�v2 = 0:45. Euat�ia devine: �2ez�u2 + 2uv2 �ez�u + 2(v � v3)�ez�v + u2v2ez2 = 0:46. uf 00(u) + f 0(u) + f(u) = 0:47. Euat�ia �̂n noile variabile este: �2ez�u�v = 0 (ez(u; v) = ez(x�at; x+at) = z(x; y))u solut�ia ez(u; v) = f(u) + g(v). Dei z(t; x) = f(x� at) + g(x+ at).48. Euat�ia devine: �2 e��u2 + �2 e��v2 = 0, unde e�(u; v) = �('(u; v);  (u; v)) = �(x; y).49. a) E1 =  �eu�r!2 + 1r2 sin2 '  �eu��!2 + 1r2  �eu�'!2 ; b) E2 = �2eu�r2 + 1r2 �2eu�'2++ 1r2 sin2 ' �2eu��2 + 2r �eu�r + tg'r2 �eu�'; unde eu(r; '; �) = u(r sin' os �; r sin' sin �; r os')(= u(x; y; z)).50. E1 =  �eu�x0!2 +  �eu�y0!2 +  �eu�z0!2 ; E2 = �2eu�x02 + �2eu�y02 + �2eu�z02 .51. t2�2 ew�t2 + u2�2 ew�u2 + v2�2 ew�v2 = 0.



344 Anex�a
ANEX�ATabel u funt�iile elementare, derivatele �si diferent�ialele lorFunt�ia Derivata Diferent�ialay =  y0 = 0 dy = 0y = x� (da�a � 2 IR; x > 0) y0 = �x��1 dy = �x��1 dxy = ax (a > 0) y0 = ax ln a dy = ax ln a dxy = logax y0 = 1x ln a dy = dxx ln a(a > 0; a 6= 1; x > 0)y = sinx y0 = os x dy = os x dxy = os x y0 = � sin x dy = � sin x dxy = tgx (os x 6= 0) y0 = 1os2 x dy = dxos2 xy = tgx (sinx 6= 0) y0 = � 1sin2 x dy = � dxsin2 xy = arsinx; x 2 [�1; 1℄ y0 = 1p1� x2 ; x 2 (�1; 1) dy = dxp1� x2y = aros x; x 2 [�1; 1℄ y0 = � 1p1� x2 ; x 2 (�1; 1) dy = � dxp1� x2y = artgx y0 = 11 + x2 dy = dx1 + x2y = artgx y0 = � 11 + x2 dy = � dx1 + x2y = ln (x+px2 + a) y0 = 1px2 + a dy = dxpx2 + a(x+px2 + a > 0)
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