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Capitolul 1
PRELIMINARII

Multimi. Fie A o multime. Daca x este un element al sau vom scrie x € A, iar
daca z nu se gaseste in A vom nota = ¢ A.

O multime A este specificata fie prin indicarea elementelor sale (sintetic), fie spe-
cificand o proprietate pe care o au elementele sale (analitic).

Multimea care nu are nici un element se numeste mulfimea vidd, notata (). Doua
multimi A §i B sunt egale daca orice element al lui A apartine lui B si reciproc, orice
element al lui B apartine lui A; se noteaza A = B. Multimea A este inclusa in multimea
B daca orice element al multimii A este si element al multimii B; se noteaza A C B.
Deci A = B daca si numai daca A C Bsi B C A.

Daca A este o multime, atunci multimea care are ca elemente toate submultimile
lui A se numeste multimea partilor lui A, notata P(A).

Operatii cu multimi:

1. Reuniunea: AU B = {z| z € A sau x € B}.

2. Intersectia: ANB = {z| x € Asiz € B}.

3. Complementara unei submultimi A C F in raport cu E, notata CrA:
CpA={z|z € E,x ¢ A}.

4. Diferenta: A\ B = {z| z € Asiz ¢ B}.

5. Produsul cartezian: A x B = {(a,b)| a € Asi b€ B}.

Functii. Fie A si B doua multimi nevide. Se numeste functie sau aplicatie f a
multimii A in multimea B o lege in baza careia oricarui element a € A i se asociaza
un unic element, notat f(a) din B. Se noteaza f : A — B sau A Jy B. Multimea
A se numeste domeniul de definitie al functiei, iar B domeniul valorilor functiei sau
codomeniul functiei.

O functie f : A — B poate fi definita sintetic, numind pentru fiecare element
in parte din A elementul ce i se asociaza din multimea B, sau analitic, specificand o

proprietate ce leagd un element arbitrar a € A de elementul f(a) din B.
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Fie functia f: X - Y si A C X, B C Y. Multimea:
f(A)={y=f(z) | s €A} ={yeY |3 seAai’ f(x)=y} C Y
se numeste imaginea multimii A prin f, iar multimea:
[ (B)={z € X|f(z) € B} C X

se numeste contraimaginea lur B prin f.

Aplicatia f : A — A definita prin f(a)=a,V ® a € A se numeste aplicatia identicd,
notata 14.

Aplicatia f : A — B se numeste:
-injectiva daca V z, y € A, v #y = f(x) # f(y).
-surjectiva dacaV y € B (3) v € A al. f(z)=1y.
-bijectiva daca este injectiva si surjectiva.

Notam cu o operatia de compunere a functiilor: pentru f: X - Y, g:Y — Z,
functia go f : X — Z este definita prin (g o f)(z)= g(f(x)),V z € X.

Aplicatia f : A — B se numeste inversabila daca exista o aplicatie notata
f': B — A si numita inversa lui f, satisficand conditiile:

fof™l=1p s fTlof=14

O aplicatie inversabila f : A — B are inversa unica.

Teorema 1. Conditia necesara si suficienta ca aplicatia f : A — B sa fie in-
versabila este ca ea sa fie bijectiva.

Multimea numerelor reale. Fie multimile A si B. Se numeste relatie intre A si
B, notata cu R, o submultime a produsului cartezian A x B. Deci R C A x B. Daca
elementele a € A §i b € B sunt in relatia R, notam (a, b) € R sau aRb.

O relatie R C A x A se numeste relatie de echivalentd pe multimea A daca ea este:
-reflexiva, adica (a, a)€ R,V a € A;
-simetrica, adicd (a, b)e R = (b, a)€ R;
-tranzitiva, adica (a, b)€ R si (b, c)€ R = (a, ¢)€ R.

O relatie R C A x A se numeste relatie de ordine pe multimea A daca ea este:
-reflexiva: (a, a)€ R,V a € A;
-antisimetrica, adica (a, b)€ R si (b, a)€ R = a = b;
-tranzitiva: (a, b)€ R si (b, c)€ R = (a, ¢)€ R.

O relatie de ordine R C A x A se numeste totala daca V a, b € A avem aRb sau

bRa. O multime A dotata cu o relatie R de ordine totala se numeste multime total

I exista,; 2-astfel incat; 3-oricare, orice.
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ordonata sau lant.

Fie (X, <) o multime dotata cu o relatie de ordine ”<”, iar A C X. Elementul
M € X se numeste majorant pentru multimea A daca a < M,V a € A, iar elementul
m € X se numeste minorant pentru multimea A daca m < a,V a € A. O multime care
admite majoranti (minoranti) se numeste majorata (respectiv minorata) sau marginitda
superior (respectiv marginita inferior).

Unei relatii de ordine < pe o multime X i se asociaza o relatie de ordine stricta <
pe X, definita prin:

r<y  (@<ysiz#y).

Multimea numerelor reale, notata IR este o multime cu cel putin doua elemente,
inzestrata cu doua operatii binare, notate "+”, ”-” gi o relatie, notata ”<”, in raport
cu care sunt indeplinite urmatoarele axiome:

Al: (z+y)+z=2+(y+2),Va,yz2€R;

A2: 30€Rai 24+0=0+z=2,V € R,

A3: VzeR3I (—x)e Rai z+ (—z) = (—2)+2=0;

Adiz+y=y+z Vayce R,

A5 (z-y)z=a(y-2),V vy z2€R;

A6:d1e€eRai z-1=1-2 =2z VzelR,;

AT Vze R\{0},3z'eRai z- ' =a ! 2z =1;

A8: x-y=y-z,Vauye R,

A z(y+2)=x-y+x-2 Vayzc R,

Al0: Vaz,ye R:x < ysauy < x;

All: Dacax < ysiy < z atunci z = y.

Al2:Vrxy,z€Rcux < ysiy < z=x < z;

Al:Ve,ye Rcurx <y=x+ 2 <y+ 2 VzelR,

Ald: Vo,y,z€Rcuzr < ysid < z=x-2 < y-z

A15: Orice submultime nevida majorata a lui IR poseda un cel mai mic majorant,
numit margine superioard.

Deci multimea numerelor reale (IR, +, -, <) este un corp comutativ total ordonat
care satisface proprietatea (A15).

Submultimile remarcabile ale multimii /R sunt:

IN =1{0,1,2,,3,...} - multimea numerelor naturale,

Z={...,-3,-2-1,0,1,2,3,...} - multimea numerelor intregi si



10 Capitolul 1

T

Q= {— | x,y € Z, y# 0 - multimea numerelor rationale,
Y

in relatiile: IN C Z C @ C IR, (incluziunile fiind stricte).

Fie A C IR, A # () o multime majorata. Conform axiomei (A15) exista un cel mai
mic majorant, deci marginea superioara, notat sup A.

Teorema 2 (de caracterizare a marginii superioare). Elementul 77 = sup A daca
si numai daca:

a)a<m, Yac€A

b)Ve>03a. € Aal a. > m — ¢.

Fie A C IR o multime minorata. Un cel mai mare minorant se numeste marginea
inferioard a lui A, notat inf A.

Teorema 3 (de caracterizare a marginii inferioare). Elementul m = inf A daca si
numai daca:

a)m < a, ¥ ac€ A

b)Ve>03a. € Aail a. < m + e.

Orice multime A C IR, A # () minoratd are margine inferioara (vezi Problema 9).

Un minorant (majorant) al multimii A C IR care apartine lui A se numeste cel mas
mic (respectiv cel mai mare) element al multimii A, notat min A (respectiv max A).

O multime nevidda A C IR se numeste marginitd daca este majorata si minorata.
O multime A C IR nemajorata sau neminorata se numeste multime nemarginita.

Vom identifica multimea numerelor reale IR cu multimea punctelor unei axe (o
dreapta pe care s-a ales o origine, un sens si o unitate de lungime), numita si dreapta
reala. Astfel vom vorbi fie de puncte, fie de numere, dupa cum consideram mai potrivit.

Notim cu IR = IR U {—o0, +oc} dreapta reald incheiatd. Pentru o multime
A C IR nemajorata vom folosi si notatia sup A = oo, iar pentru o multime A C IR
neminorata vom folosi notatia inf A = —oo. Notam cu R, = {z € R,z > 0} —
multimea numerelor reale nenegative, IR_. = {z € IR, x < 0} — mul{imea numerelor
reale nepozitive, IR}, = {x € IR, x > 0} - multimea numerelor reale pozitive, IR" =
= {2z € R, r <0} - multimea numerelor reale negative, N* = IN\{0},C ={z| z =
=z +iy, 7,y € R, i =+/—1} - multimea numerelor complexe, (IR C C).

Fie xy € IR. Un interval deschis de forma (xy — £,29 + £), ¢ > 0 se numeste
interval deschis centrat in zg. O multime V' C IR se numeste vecinatate a punctului
xo9 € IR daca ea contine un interval deschis centrat in z,, adica daca d¢ > 0 a.i.

($O—€,ZE0+€) cV.
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Numim vecinatate a punctului +oc orice multime V' C IR care contine un interval
de forma (a,+oc], unde a € IR. Numim wvecinatate a punctului —oo orice multime

U C IR care contine un interval de forma [—oc, a), unde a € IR.

PROBLEME REZOLVATE

1. Fie X o multime si (A4;),.; o familie de submultimi din X ( I o familie de
indici). Sa se arate ca:
a) C(Uierdi) = Nier(CA4;);
b) C(Nierdi) = Uier(CAy),
(relatiile lui De Morgan).
Rezolvare. a) Vom demonstra egalitatea de multimi de mai sus prin dubla in-
cluziune: C(U;erAi) C Nier(CA;) st C(Uicr4i) D Nier(CA;).
Fiez € C(UjcsAi) <= 2 ¢ UiciAi <= o g Aj,Vie I < 2z € CA, Vi€ ] —
z € Nier(C4;), adica C(UicrAi) = Nier(CA:).
b) Asemanator, avem:
r € CNicrdi) <= = &€ Nicildi <= Dip € T al. = ¢ A, < (I ip € I a.l.
x € CA;y <= 1 € Uje;(C4;), adica C(NicrAi) = Uier(CA;).
2. Fie (Ai);c; st (Bj);c; doud familii de multimi §i A o multime (I, J familii de
indici). Sa se arate ca:
) AN (Uierdi) = Uier(ANAj);
b) AU (Nierdi) = Mier(AU Ai);
¢) (UierAi) N (UjesBj) = Ui jrersa (AiN Bj);
d) (NierAi) U (NjesBj) = Nujrerxs(AiU B;j).

Rezolvare. a) Sa consideram un element z € AN (U;c14i) < (v € Asi x €

a

€ UictAdi) = {rx € Agi(Fip e Tai x € A)} < {Fip e Tai x e ANA,}
x € Ujer(ANA4;), de unde rezultd cd AN (UjerAi) = Uier(AN A;).

b) Fie z € AU (NiesAi) <= (€ Asau x € N A;) < {x € Asau (z € A,
Viel)} <= {(r€Asaux € A;),Vicl} < xeNic;(AUA).

c¢) Fie v € (Uic;4) N(UjesBj) <= (2 € UicsAi siz € UjeyBy) <= {(Fio € 1
al x € A;)si(Fjo € Jal x e B} < (F(io, jo) € I x Jal z € ANBj,) <
r € UG yerxs(4i N By).
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d) Fie z € (NicsAi) U (NjesBj) <= (# € NiesAi sau x € N, B;) <= {(z € A,
Viel)sau (r € Bj,Vj € J)} < {(x € A;jsauz € B;),V(i,j) € I x J} <
z € Nijyerxs(AiUBj).

3. Fie f: X — Y o functie. Atunci au loc relatiile:

a) f(Uierdi) = Uierf (Ai);

b) f(NierAi) € Nierf(Ai),
unde (A;),.; este o familie de submultimi din X (I - o familie arbitrara de indici).

Rezolvare. a) Fie y € f(U;c;4i) <= (Fx € U4 ad. y = f(r)) <= (Fip €I
sidz € A, aly=f(r) < Figelaiyec f(Ay)) < y € Uierf(4;) , de unde
rezulta relatia a).

b) Fie y € f(Nic1di) < Tz € Nici4s al. y = f(x)) < {Fox € A, Vi el
ai.y = f(2)} = (y € F(A), Vi € I) = y € Nierf(A).

4. Fie f : X = Y o functie. Atunci au loc relatiile:

2) F7(ANB) = fN(A)\ fU(B), YA, B C Y

b) fY(CyB) = CxfYB), VBCY.

Rezolvare. a) Sa consideram doua multimi arbitrare A §i B C Y, momentan
fixate. Fiez € f7'(A\ B) <= f(z) € A\ B < (f(z) € Asi f(x) € B) < {z €
ef M A)siz g fTU(B)} = € fTHANSTH(B), decd fTHA\B) = fHA)\fH(B).

b) Sa considerdm o mul{ime arbitrara B C Y, momentan fixatd. Fiex € f~'(Cy B)
< f(z) € CyB < f(z) ¢ B <=z ¢ f1(B) < z € Cxf!(B), adica
fYCyB) = CxfYB).

5. Fie f : X = Y o functie. Sa se arate ca:

a) f este injectivd <= J¢:Y — X surjectivd a.i. go f = 1x.

b) f este surjectiva <= 3¢ :Y — X injectivi ai. fog = ly.

Rezolvare. a) Fie f functie injectiva. Definim functia go : f(X) — X prin
go(f(z)) =z, Vx € X. Prelungim pe go pe multimea Y punand de exemplu g : Y — X,

() = go(y), dacd y € f(X);
9 xy, dacdyeY\ f(X),
unde x, este un element din multimea X (# 0). Atunci (g o f)(xz) = g(f(x)) = =,

Vz € X, adicid go f = 1x si evident g(Y) = X, deci g este surjectiva.
Reciproc, fie g : Y — X aplicatia surjectiva cu proprietatea ca go f = 1x si fie
z1, o € X cu f(z1) = f(x2). Atunci
z1 = (g0 f)(@1) = g(f(21)) = g(f(22)) = (g0 f)(x2) = 22,
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de unde rezulta ca f este injectiva.

b) Fie f aplicatie surjectivd, adicd Vy € YV multimea A, = f'({y}) # 0 si fie
z, € A, un element fixat. Definim functia ¢g(y) = z,, Vy € Y. Aplicatia g astfel
construita este injectivd, deoarece A, N A, = (0 pentru y # y i evident, avem:
(fog)y) = flg(y) = f(zy) =y, Vy €Y.

Reciproc, fie g : Y — X injectiva ai. fog =1y si y € Y un element arbitrar,
momentan fixat. Atunci 3z = g(y) € X ai. f(z) = f(g9(y)) = (fog)(y) =y, de unde
rezulta ca f este surjectiva.

6. Fie f: X > Y gi¢g:Y — Z doua functii. Sa se arate ca:

a) Daca f si g sunt injective (surjective) atunci g o f este injectiva (respectiv
surjectiva).

b) Daci f si g sunt bijective atunci g o f este bijectivii i (go f) ' = f Log .

Rezolvare. a) Fie f si g functii injective. Vom arata ca si functia go f: X — Z
este injectiva. Sa consideram x4, x5 € X a.d. (gof)(z1) = (gof)(z2). Din injectivitatea
functiei g rezulta ca f(z;) = f(x9), iar din injectivitatea functiei f rezulta ca xz; = xs.
Deci g o f este o functie injectiva.

Presupunem acum ca f si g sunt functii surjective. Pentru a demonstra ca si
compunerea g o f este surjectiva, vom arata cA Vz € Z dx € X al. (go f)(r) = 2.
Fie z € Z. Din surjectivitatea functiei g rezulta ca 3y € Y ai. g¢g(y) = z. Pentru
elementul y € Y din surjectivitatea functiei f deducem ca 3z € X a.i. f(z) =y. Deci
g(f(z)) = zsau (go f)(z) = 2. Deci go f este o functie surjectiva.

b) Conform punctului a), daca f si g sunt bijective, atunci go f este si ea o functie

bijectiva. Deoarece:

((goflo(frtog ))(z)=(gofofltog)(z)=(gog ')(2)=2VzeZ

((ftogHolgof))(@)=(ftogltogof)z)=(f"of)(z) == VreX
rezultd ¢ (go f) ' = flog L.

7. Fie f : X = Y o functie. Sa se arate ca:

a) f este injectiva <= V Ay, Ay C X cu f(A;) C f(A2) = A, C A,.

b) f este surjectivdi <= V By, By CY cu f~Y(By) C f~'(Bs) = B; C By.

Rezolvare. a) Fie f : X — Y functie injectiva i A;, Ay C X arbitrare, momentan
fixate cu f(A;) C f(As). Sa consideram z; € Aqy; rezulta ca f(z1) € f(A;) C f(As),
deci f(z1) € f(Ay). Deducem ca Fz9 € A a.d.f(r1) = f(x2). Deoarece f este injectiva
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rezulta ca x1 = x9 € Ay, deci A; C A,.

Reciproc, sa presupunem ca V Ay, Ay C X cu f(4;) C f(Ay) = Ay C A, Fie
T1,29 € X cu f(z1) = f(z2). Luand A; = {21} 1 Ay = {x2} avem ca f(A;) = f(Ay),
deci A; = A,, adica x; = 5. Rezulta ca f este injectiva.

b) Fie f : X — Y functie surjectiva i fie B;, By C Y cu f~'(B;) C f~'(By).
Atunci Vy, € By 321 € X ad. f(x1) =y (f surjectiva); deci 2, € f~1(B;) = z; €
€ f7Y(By) & f(x1) € By, deci y; € By, de unde rezultd ca B; C Bs.

Reciproc, s& presupunem ca V By, B, C Y cu f~'(By) C f~'(By) = By C Bysyifie
y € Y arbitrar, momentan fixat. Presupunem prin reducere la absurd ca f~'({y}) = 0.
Atunci Vy; € f(X) rezultd ca f'({y}) € f'({w}), deci {y} C {m} & vy = u1.
Rezulta ca y € f(X), ceea ce este absurd, deoarece am presupus ca f'({y}) = 0.
Deducem astfel ca 3z € X ad. f(z) =y, adica f este surjectiva.

8. Sa se demonstreze urmatoarele consecinte ale definitiei axiomatice a multimii
numerelor reale:

a)Ve,ye R,z <y —y< —u;

b)Vx € R, 0<x & —x <0;

o Va,y,z,pm € R, v <z siy<y = rv+y <z +y;

d)Ve,ye R, x<0giy<0=x-y>0;
(prin definitie z > 0 dacd 0 < z).

e)Va,y,z€ R,e<ysgiz<0=x-2>y- 2.

Rezolvare. a) Fie z,y € IR cu x < y. Adunand in ambii membri ( — z) avem:
z+(—2)<y+(—2)=0<y— =z Adunind apoi in cei doi membri ( — y) obtinem
—y<y—zxz+(—-y) = —y< -z In mod aseminitor se arati si cealalta implicatie:
—y<—r =2y

b) Fie x € IR, 0 < z. Adunand elementul ( — z) in ambii membri ai inegalitatii de
mai sus, avem: —z < z + (— ) = —z < 0. Asemanator se demonstreaza implicatia:
—r<0=0<uz.

c) Fie x,y,x1,5n € Rcuz <z 51y <. In prima inegalitate adunam y, iar in
a doua adunam zq, obtinand astfel:

r+y<zi+y siy+x <y1+ri & +y<x+uy.
Din tranzitivitatea relatiei de ordine ”<” avem x + y < x1 + y;.
d) Fie z,y € R cuxz < 05si y < 0. Conform punctului b) rezultd ca 0 < —y.

Inmultind inegalitatea 2 < 0 cu elementul ( — y) avem:
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:r-(—y)g(]-(—y)<:>—(:1:-y)§0<b——)>0§x-y<:>x-y20
(in inegalitatile de mai sus am folosit relatiile 0 -2 = 0, Vo € R &i (—-1) -2 = —x,
V€ R, care rezultd imediat din axiomele multimii IR, vezi Problema 28).
e) Fiez,y,z € Rcux < ysiz<0. Atunci 0 < —z si inmultind inegalitatea

x <y cu (— z) obtinem:

)

- (—2) <y (—2) < —(x-2)<—(y-2) (a:>y-z§x-z(:>x-zzy-z.
9. Sa se demonstreze ca orice multime A # (), A C IR minoratd are margine
inferioara.
Rezolvare. Multimea A fiind minorata, rezultd ca (—A) este majorata, deci
exista, conform axiomei (A15) sup(—A) cu proprietatile:
a) —a<sup(—A), Ya € A;
{ b) Ve >0 3(—a.) € (—A) ali. (—a.) >sup(—A) —e.

a') a > —sup(—A), Va € A;
V)Ve>03a. € Aai a. < —sup(—A)+e.
Folosind teorema de caracterizare a marginii inferioare a unei multimi, din a’) si

b') rezulta ca 3 inf A = —sup(—A), deci A are margine inferioara.

Din cele de mai sus deducem ca sup(—A) = —inf A. Analog se demonstreaza ca
inf(—A) = —sup A.

10. Fie A C IR o mul{ime marginita, nevida. Sa se demonstreze unicitatea
elementelor sup A si inf A.

Rezolvare. Multimea A fiind marginita, rezulta ca 9 sup A si inf A. Sa pre-
supunem ca (3) My, My € IR, My = supA i My = supA. Conform teoremei de

caracterizare a marginii superioare a multimii A, avem:
a) v < My, Vx € A;
b)Ve>03zl € Aal zl > M —e.

a')x < My, Va € A;
V)Ve>0322eAdai a2> M, —e.
Fie £ > 0 arbitrar, momentan fixat. Din relatiile b) si a’) avem:

My —e <zl <My = M, —e < M.
Deoarece ¢ este arbitrar, din inegalitatea de mai sus deducem M; < M,.
Sa consideram din nou € > 0. Din relatiile a) si 0') deducem:
My—¢e<ax?< M = My —¢c < M.
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Deoarece ¢ este arbitrar, rezulta My < M, inegalitate care impreuna cu M; < M, ne
conduce la concluzia ca M; = M, deci sup A este unic.

Din relatia inf A = —sup(—A) (vezi Problema 9), rezulta ca si inf A este unic.

11. Fie A, B € IR doud multimi marginite, nevide. Daca z <y, Vzr € A,Vy € B
atunci:

inf A <sup A <inf B < sup B.

Rezolvare. Deoarece inf A < sup A si inf B < sup B sunt evidente, pentru a
rezulta girul de inegalitati de mai sus este suficient sa demonstram ca sup A < inf B.
Din teoremele de caracterizare pentru sup A gi inf B avem:

x<supA, Vz € A;
{ Ve>0dz. € Aal z. >supA —«¢

{yZinfB, Vy € B;

Ve>03dy. € Bal y. <infB+e.
Fie ¢ > 0 arbitrar, momentan fixat. Din inegalitatile de mai sus, obtinem:

supA < x.+e<y.+e<inf B+ 2¢,
deci sup A < inf B + 2¢. Deoarece ¢ este arbitrar, rezulta ca sup A < inf B.

12. Fie A, B C IR doua multimi nevide. Sa se demonstreze proprietatile:

a) sup(A + B) = sup A + sup B;

b) inf(A + B) = inf A + inf B;

¢) diam (A) e SUP, yea |7 — Y| =sup A —inf A < 2sup |A],
unde A+ B = {a| a€ A, be B}, iar |A| = {|a]| a € A}.

Rezolvare. a) Din inegalitatile a < sup A, Va € A si b <sup B, Vb € B rezulta
chia+b < supA+supB, Va € AgiVb € B. Deducem conform Problemei 11 ca
sup(A + B) <sup A + sup B.

Pentru inegalitatea opusa, daca sup(A + B) = oo rezulta imediat ca

sup A + sup B < sup(A + B) = oc.
Sa presupunem acum ca sup(A+ B) < oc. Rezulta atunci ca sup A < 0o gi sup B < o0.
Intr-adevir, din inegalitatea a + by < sup(A+ B), cu by € B element fixat gi a element
arbitrar din A, rezulta ca a < sup(A+B)—by, Ya € A. Decisup A < sup(A+B)—b <
< 0o. In mod aseminitor se aratd ci sup B < o0.
Conform teoremei de caracterizare pentru sup A gi sup B obtinem:

Ve>0da. € Aal. a, >supA—¢
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Ve>0db. € Bai. b, >supB —e.
Pentru un ¢ > 0 arbitrar, momentan fixat deducem:
sup(A + B) > a. + b. > sup A + sup B — 2e.
Deoarece ¢ este arbitrar, din inegalitatile de mai sus, obtinem ca
sup(A + B) > sup A +sup B,
care impreuna cu cealaltd inegalitate ne conduce la egalitatea a).

b) Demonstratia egalitatii b) se poate face in mod asemanator cu cea de la punctul
a) sau putem scrie direct:

inf(A+B) = —sup(—A—B) = —[sup(—A)+sup(—B)] = —sup(—A) —sup(—B) =
=inf A 4+ inf B.

¢) Avem:
diam (A) = sup, yea [T —y| = supg e (T —Y) = SUPyeq T+SUPyeq (—Y) = SUPLeq T—
—infyecs y =sup A — inf A = sup A + sup(—A) < sup |A| +sup |A| = 2sup |A].

13. Sa se demonstreze ca (IR, +,-, <) este un corp comutativ total ordonat arhi-
median, adica satisface conditia:

Vee R, Vye R, 3nc IN ail ny > .

Rezolvare. Demonstram proprietatea de mai sus prin reducere la absurd. Pre-
supunem ca 3z € IR, 3y € IR}, ai. Vn € IN sa avem ny < z, decin < x/y, Vn € IN.
Rezulta astfel ca multimea IN a numerelor naturale este majorata, deci 3z = sup IV.
Deoarece z — 1 < z, din teorema de caracterizare a sup IV, luand ¢ = 1 rezulta ca
dm € IN ai. m > z — 1, adicd z < m + 1. Am obtinut ceva absurd, deoarece
m+1€ IN si z = sup IN. Deducem astfel ca Vz € IR, Vy € IR}, 3n € IN ai ny > z.

Rezultatul un pic modificat se gaseste in literatura de specialitate sub denumirea
de lema lui Eudoxus-Arhimede:

VerelR dn € IN ai. n> x.

14. Sa se demonstreze ca multimea ) a numerelor rationale este densa (in sensul
ordinii) in IR.

Rezolvare. Trebuie sa demonstram ca Va,b € IR cu a < b exista r € @ a.l.
a <r<b. Fiea,be IR cua<b Pentrua € IR, luind £ = —a si y = 1 in Problema
13 rezulta ca I3p € IN ai. p> —a, decia+p > 0. Notamcua' =a+psi b =b+p;
avem a' < b'. Pentruy = —d > 0si x = 1, conform Problemei 13 I3n € IN* a.i.
1 <n(b'—ad')sauna+1 < nb'. Luand z = na’ si y = 1 in aceeasi Problema 13 obtinem

existenta lui m € IN a.i. m > na’. Fie m cel mai mic numar natural a.i. m > nda'.
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Deci m — 1 < nd'. Avem:
nad <m<nad+1<nl = nd <m<nb <
< d <m/n<l <<= a<m/n—p<b.
Deci pentru a,b € IR, a < b am gasit numarul r =m/n—p € Q ai. a <r <b.

15. Sa se arate ca orice numar real este egal cu marginea superioara a multimii

numerelor rationale mai mici decat el, adica:
Ve R, r=sup{reQ|r <z}

Rezolvare. Fie z € IR fixat si A = {r € Q|r < z}. Pentru elementul (—z) € IR,
conform Problemei 13, dng € IN ai. nyg > —x & —ng < x. Deoarece ng € IN rezulta
cad (—ng) € Z C @, deci (—ng) € A, adicdi A # (). Multimea A fiind majoratd (z
este un majorant), aplicand axioma (A15) rezultd ca 3§ € IR, g = sup A (g < x).
Presupunem prin reducere la absurd ca g # z, adica g < v < x — g > 0. Conform
Problemei 14 exista s € @ a.i. 0 < s < x — g. Din teorema de caracterizare a marginii
superioare, pentru ¢ = s, rezulti existenta unui element r; € A al. 7y > g — s &
rs+S>4G.

Din relatia ry + s < g+ (z — §) = x si rs + s € Q rezulta ca ry + s € A, deci
rs + s < g, inegalitate opusa celei obtinuta mai sus. Deci presupunerea facuta este
falsa, adica g = = sau x = sup A, ceea ce trebuia demonstrat.

16. Sa se determine inf A, sup A, min A i max A, unde A este:

1 1 .1 + |
@A—{L2+z3+ 4y,m+UInGW},
)" 14+ (=1)" .
SPER{C R EIC AP
2
C)A:{Qg—inﬂneﬂv*}_
n°+n+1
Rezolvare. a) Notémcuan:ﬁ+ﬁ+---+m,n21. Avem:

¢ 1 1 1. .., 1__1 _+__1 _ _n
an=1—5+5-—g+t+tp-—prr=l-nFr1=7n3%1:

Deoarece sirul (ay),, este strict crescator (a, < ani1, Vn > 1) rezulta ca

n > 1.

infA=minA =a; =1/2,iarsup A = lima, = 1.
n—oo
Intr-adevar, pentru ultima afirmatie verificam cele doua conditii din teorema de carac-
terizare a marginii superioare:

1°an=nL+1<1, Vn>1;

2°Ve>0dn. € N ai a, >1—c¢,
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{15;6} +1, daca0<e <1,
unde n, =

1, daca e > 1,
(am notat cu [x] partea intreaga a numarului real z).

Vom arita in continuare ca multimea A nu are un element maxim, deci A max A.
Presupunem prin reducere la absurd ca 3 max A, deci Ja,, = ng/(ny + 1) = max A,
ng € IN* cu proprietatea a, < a,,, Vn € IN*. Inegalitatea obtinuta este falsa, deoarece
se verifica imediat ca apyi1 > Angy Gpor1 € A (mai mult a, > ap,, Y1 > ng + 1).
Deducem astfel ca A max A.

b) Avem: A = {2-%—4—%; nElN*} = {%, kelN*}U{—Tl_'_l; kel/\/}.
Deoarece sirul by, = 3/(2k), k > 1 este strict descrescator cu limita 0, iar girul

cr = —1/(2k + 1), k > 0 este strict crescator cu limita 0, rezulta cd inf A = min A =
= ¢y = —1, iar sup A = max A = b = 3/2.

2n* —n+1
n’+n+1’ 1
iar Jgngoan = 2. Rezulta ca inf A = min A = a; = 2/3, iar sup A = 2. Intr-adevar:

¢) Sirul a, = n € IN* este strict crescitor, deoarece % >1, Vn > 1,
n

1°a, <2, Vn>1;
2°Ve>0dn. € IN" ai. a, >2—c¢.

Dacae >2 <= 2—¢c<0luam n, = 1. Daca ¢ < 2 vom determina n, a.l.

2
G, >2—¢ & 2 =n+tloo . o0 o5 Sntl

n°+n+1 n"+n-+1
en*+(e—3)n+e—1>0.Pentru A = (6 -3)2—4e(e—1) = -3e2-2:+9< 0 <

= <_1%2\/?,2 atunci n, = 1, iar pentru A > 0 <= ¢ € (0’_1%2\/?

. = {3 —e+ W} + 1. Obtinem astfel:

luam

[3—s+\/—2?252—25+9} 41, dacice <0,—14§)2\/?};

1, daca € € <_1%M,oo>.

ne. =

Asemanator punctului a) se arata gi aici cd A max A.

17. Inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski-Schwarz. Fie a;,0; € IR, i = 1,n

(n € IN*). Sa se arate ca:
>l < (Sa2) - (%)
i=1 i=1 i=1

egalitatea obtinandu-se daca si numai daca 3\, u € IR nu ambele nule a.i. A|b;|+

tulag] =0, Vi = T,
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Rezolvare. Consideram inegalitatile evidente:
b2t? — 2la;bilt +a? >0, Vi€ R, i =1,n.

Insumand inegalitatile de mai sus, obtinem:

(1) (be) 2 =23 Jabilt + (Zaf) >0, Vte R
=1 =1 i=1

Aceasta inegalitate, in variabila ¢, este verificata pentru V¢ € IR daca si numai daca

discriminantul A al ecuatiei asociate este mai mic sau egal cu zero, adica:

A= 4<ié|aibi>2 —4 (z;&) : (ibf) <0 <

=1

n n 1/2 n 1/2
Sl < (Ya) ()
=1 =1 =1

Daca discriminantul A este egal cu zero, atunci rezulta ca ecuatia asociata ine-

galitatii (1) are o singura solutie reala, adica 3¢ € IRy a.i. ||t — |a;| =0, Vi =1,n.
Reciproc, daca 3t € Ry a.d. |b;|t — |a;| = 0, Vi = 1,n se verificd imediat cd A = 0,
adica obtinem egalitate in inegalitatea lui Cauchy.

Considerand si inegalititile a?t? — 2|a;b;[t + 07 > 0, V¢ € R, i = 1,n deducem
ca egalitatea in inegalitatea lui Cauchy se obtine daca si numai daca 3\, p € IR nu

ambele nule a.i. Alb;| + pla;| =0, Vi=1,n.

18. Inegalitatea lui Bernoulli. Fie a; > —1, i = 1,n (n € IN*) toate numerele
avand acelasgi semn. Sa se arate ca:

n

Ia+a) > 1+znjai.

i=1 1=1
Rezolvare. Vom demonstra inegalitatea de mai sus prin inductie matematica.
Pentru n = 1 avem (1 4+ a;) > 1 + a;, inegalitate evidenta. Presupunem afirmatia
adevarata pentru n € IV, adica:

n n
H(l +a;) > 1+ Zai cua; >—1, 1 =1,n, toate cu acelagi semn

$i 0 vom demonstra pentru (n + 1) numere. Fie a;, i = 1,n+ 1, a; > —1, cu acelasi

semn. Avem:

nf[(l +a;) = ﬁ(l +a;) (1 + apt1) > (1 +zn:ai> (14 any1) =

=1 =1 =1
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n+1 n n+1
=1+> a;+ Y ania; > 14 ) a;
1 =1

=1 1=

deoarece a,1a; > 0, Vi=1,n.

Deducem astfel ca inegalitatea este adevarata si pentru (n + 1), de unde rezulta

conform metodei inductiei matematice ca inegalitatea din enunt are loc pentru Vn > 1.
Daca a; = a, Vi = 1,n obtinem inegalitatea cunoscuta:

(1+a)™ > 1+ na, pentrua > —1, ¥n € IN*.

19. Inegalitatea mediilor. Fie a; € IR", i = 1,n. Sa se arate ca:

ay +ax+---+ay n
(2) : 2 Z \n/ a1Qg - Ay Z 1 1 1
n —- 4 4+ =
ap % Qn
egalitatile obtinandu-se daca si numai daca a; = ay = --- = a,.

Rezolvare. Vom demonstra mai intai urmatoarea lema:

n n
Lemi. Fie a; € Ry, i = I,n(n € IN*)cu [[a; = 1. Atunci > a; > n si
i=1 i=1

n
Zai:n <~ a;=1, Vi=1,n.
i=1

Demonstratia lemei o vom face prin inductie matematica. Pentru n = 1 lema

este evidenta. Presupunem afirmatia din lema adevarata pentru n € IN* gi o vom
n+1

demonstra pentru n 4+ 1. Fie deci a; € IRy, + = 1,n+ 1 cu Hai = 1. Printre aceste
i=1

numere exista unele mai mici sau egale cu 1 si altele mai mari sau egale cu 1. Renu-

merotandu-le putem presupune ca a; < 1 si as > 1. Atunci:

(a3 —1)(a3 —1) <0 <= a3+ 1 < ay + as.
Deoarece (ajas)as - - -a, = 1, aplicand lema pentru n numere, deducem ca:

aias + as + - - - a1 > n cu egalitate pentru aya; = a3 =---a,.1 = 1.
Rezulta atunci:

(a1 +ag)+ag+-+-apy1 > aras+1+az3+ a1 >n+1,
n+1
adica Zai > n + 1, egalitatea obtinandu-se pentru ay =ay =+ =a,.1 = 1.
i=1

Conform metodei inductiei matematice deducem ca lema are loc, Vn € IN*.

Demonstratia inegalititii mediilor (continuare). Vom aplica lema de mai sus



22 Capitolul 1

n n
pentru numerele x; = ai/ v Hai, t=1,n. Avemx; >0, i =1,nsi Ha:l = 1; rezulta:
i=1 i=1

n
n Zai Zaz

in >n <— i:;

=1 B
n o

||’:]:

egalitatea obtinandu-se daca gi numai daca x; =1, ¢ ,n sau echivalent a1 = as =
e = an‘

Pentru a demonstra inegalitatea din dreapta din sirul de 1negahtat1 (2), vom aplica

prima inegalitate demonstrata mai sus pentru numerele 1/a;, ¢ = 1,n. Obtinem:

Se 3 —
H o o > —,
- 1 Zl

egalitatea obtinandu-se daca gi numai dacd 1/a; = 1/ay =+ =1/a, <= a1 =ay =
e an‘
Inegalitatile (2) se pot exprima astfel:

Maritm Z Mgeom Z Marm ,
n n
unde Mypigm = (Zai> /n este media aritmetica, mgeom = | Hai este media geome-
i=1 i=1

n
trica, iar Mo, = n/ (Z(l/aﬂ) este media armonica a numerelor a;, 7 = 1,
i=1

20. Inegalitatea lui Cebigev. Fie a;,b; € IR, i = 1,n cu proprietatea

S

a; < a; < b; < bj, pentru orice i,j = 1,n pentru care are loc una din inegalitati.
Atunci V A1, Ao, ..., A, € IRY, avem:
)\1&1 + )\Qag + -+ )\nan ) )\1b1 + )\ng + -+ )‘nbn
A+ X4+ A, M+t A
)\1(11[)1 + )\gang + -+ )\nanbn

= Attt A,
egalitatea obtinandu-se daca si numai daca a; =as =+ =a, sau by = by = --- = b,.

)

Rezolvare. Pornim de la inegalitatea evidenta:

ZZ)‘)‘ a; —a;)(bi —b;) >0,

i=1j=1

egalitatea avand loc daca si numai daca a; = a;, Vi,j = 1,nsau b; = b;, Vi,j =1,n.
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Rescriind intr-un mod echivalent inegalitatea de mai sus, obtinem:

ZZ)\Z)\](G”L()Z - Clibj - ajbi + ajbj) >0 <—

i=1j=1
ZZ)\lAJ(alb] + ajbi) < ZZ)‘z)‘](azbl + ajbj) '
i=1j=1 i=1j=1

Pe de alta parte, avem:

=SS )~ (S0
) (£

-~
>

b) <(5) (D) _

i=1j=1

iar

i=1j=1

S = znjzn:&)\j(aibi +ajb;) = (Zn:)‘i“ibi>
)

Obtinem astfel inegalitatea:

(3] (30 = (352) ().

n 2
Impartind inegalitatea obtinuta cu (Z)\l> , deducem:
i=1

Z)‘iai Z)\ibz’ Z)‘iaibi
i=1 i=1 < =1

DU D D
i=1 i=1

=1

adica tocmai inegalitatea din enuntul problemei, egalitatea avand loc daca gi numai

dacéalzagz---:an saublzbgz---:bn.
Daca Ay = Ay = -+ = )\, = 1, obtinem inegalitatea:
1& 1& 1&
— =) b < — b;

in ipoteza a; < a; & b; < b;.

21. Fie f: I — IR, unde I este un interval din IR. Prin definitie f este o functie
convexa daca f(Ax + (1 — Ny) < Af(x)+ (1 —N)f(y), Yo,y € I, VA € [0,1]. S& se
arate ca f este convexa daca si numai daca Vi, 2q,...,2, € I, VA, Ao, ..., A\, €

€ R, cu Z)‘i = 1 are loc inegalitatea:
i=1
Fum 4+ Xoza + -+ 4+ Apwy) < Aif(x1) + Aof(x2) + -+ + A f (20).
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Rezolvare. Presupunem mai intai ca f este o functie convexa. Vom demonstra
proprietatea de mai sus prin inductie matematica. Pentru n = 1 proprietatea este

evidenta. Sa presupunem acum proprietatea din enuntul problemei adevarata pentru

n € IN* gi o vom demonstra pentru n+ 1. Fie xy,20,..., 2,01 € I, A, Ao, ..., Ayt €
n+1

€ IR, cu Z)‘i = 1. Atunci, daca A,; # 1, obtinem:
i=1

AT+ ATy,
I )‘n-l—l

Az +Xozo+- A+ Xxn+ A 1@n11) = f<(1_)\n-|—1) +)\n+1$n+1> <

ip.ind.

M+ o+ Ay,
1 ) + A (@nin) <

1- )\n+1

d%f (1 - )‘n-l—l)f(

At A2 An
L 2 — 2 )]+ Awgrf(ongr) =
T )\n+1f(1?1) t1z o T )\n+1f($ )} + A1 f (@n41)

= Mf(z1) + Xof(22) + -+ N f(20) + Mgt f (Tng) -
n+1
Daca A, 41 = 1, din egalitatea Z)‘i =1lcu) >0, 1=1,n+1 rezulta ca

< (1= A1) flaa) 4+

A =X =---=), =0,iar inelg:&ilitatea

fOuzr 4+ A1 ®agr) < A f(@n) + -+ A f (Tng1)
este evidenta.

Deci proprietatea din enunt, fiind adevarata pentru (n + 1), rezulta folosind prin-
cipiul inductiei matematice, ca proprietatea este adevarata pentru Vn > 1.

Reciproc, presupunand ca f : I — IR satisface proprietatea din enunt pentru
Vn € IN*, luand n = 2, obtinem:

FAzy 4+ Aoxe) < A f(z1)+Aaf(22), Yoy, z0 €1, VA, Ao € Ry cu M+ =1,

adica tocmai definitia convexitatii functiei f.

Pentru A\; = Ay = --- = )\, = 1/n obtinem inegalitatea lui Jensen:
T+ 2o+ -+, 1
p(AEEE ) < () + S o)+ ).
Vai,29,...,2, € I, f fiind o functie convexa.

22. Inegalitatea lui Holder. Fie a;,b; € R, 1 =1,n,iarp,q > 1 cu ;}—l—% =1.

Atunci:
n n 1/p n 1/q
S by < (Zaf) .(zbg> |
i=1 i=1 i=1
Rezolvare. Sa consideram functia f(z) = z® —az, z > 0, cu a € (0,1)

parametru. Deoarece f'(z) = a(z®' — 1) este pozitivd pentru 0 < z < 1 si nega-

tiva pentru x > 1 rezulta cd x = 1 este punct de maxim pentru f, deci f(x) < f(1) =
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=1—qa, Vx>0sau z*—azx<l—a, Yo > 0. Pentru U>0, V>0, punand x = U/V

§i @ = 1/p in ultima inegalitate obtinuta, rezulta: u\" 1 Ul o
3 - p g 3 3 . V p V = q
(3) g .yin <YLY

p aq

In continuare sa consideram :

U = _af_SIV _b;q_

> a; qu
i=1

n n n

pentru » af # 0, Y b! # 0, (dac Zaf =0 < a;=0,Vi=T,nsau ) b =0 &
i=1 i=1 i=1 i=1

b; =0, Vi =1,n, inegalitatea din enunt este evidentd). Atunci inegalitatea (3) devine:

a; b; <

n 1/p ' n 1/qg — ' '
() () ' '
i=1 i=1 =1 i=1
Adunand inegalitatile de mai sus, obtinem:
n
aibi Cl:iJ bg
S 5w B
n 1/p n /g — ’
() (0]
i=1 i=1

n n 1/p n 1/q
S aibs < (&f) . (Zb?) .
i=1 i=1 i=1

23. Inegalitatea lui Minkowski. Fie a;,b; € IR,, 1 =

=1

==

|
]
S
ing
S
=
S

nsipe R, p>1.

Atunci:

Rezolvare. Pentru p = 1 inegalitatea este evidenta. Pentru p > 1, avem:

n n

S (ai+bi)" =D (a; + by)(a;i + )" =3 ag(a; +b)" "+ Y bi(ai + )" <
i—=1

i=1 i=1 i=1

Holder [ Up /o 1/q n p /o 1/q
< (Z af) : (Z (ai +bi)(””q> + (Z bﬁ’) : (Z (a: +bi)<”1>4> _
' i i=1

=1
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Rezulta astfel inegalitatea:

n

Z(ai + bl)p <

=1

/a n
Impartind aceasta inegalitate cu l (a; + b;) ] (daca Z a; + b;)Y = 0 atunci

inegalitatea din enunt este verificat é ), obtinem:

(Soear) "< (Se) " (5)

=1

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

24. Fie (A;) (B,)
indici). Sa se arate ca:
a) (UierAi) X (UjeJBj) = U(i,j)eIxJ(Ai X Bj)i
b) (NierAi) x (NjesBj) = m(i,j)EIxJ(Ai x Bj);
¢) Daca I = J avem ((N;cr4:) X (NicrBi) = Nicr(Ai x B;).
25. Fie f: X = Y o functie. Sa se arate ca:
a) [ (UierBi) = Uier /71 (Bi);
b) £ (NierBi) = Mier [~ (Bi),
unde (B;),.; este o familie de submultimi din Y (I este o familie de indici).
26. Fie f: X — Y o functie. Sa se arate ca:
a) f(A)\ f(B) C f(A\ B), ¥A,B C X:
b) Cy f(A) C f(CxA), VA C X dacd f(X) =Y.
27. Fie f: X = Y o functie. Sa se arate ca:
a) f este injectivd < f'(f(A)) = A, VAC X
<~ f(CA) C C(f(A4)), VACX;
b) f este surjectivi <= f1(B)# 0, VBCY <
< f(CA) D C(f(A)), VACX.
c) f este bijectiva <= f(CA) =Cf(A4), VA C X.

28. Sa se demonstreze urmatoarele consecinte ale definitiei axiomatice a multimii

el jcs doud familii de multimi si A 0 multime (I, J familii de

numerelor reale:
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a)
)
c)
d) Vo, y, v,y € Ry, v <ysizi <yr = 2 21 <y -y
e)Vex e R, v #0 = z? > 0;

f)

VeeR, >0+ 27> 0;
g Ve elR, <0+ 27" <0

0-2=0,Vx € R;
(—=1)- 2= —x, Vo € R;
Ve,yeRcux>0giy<0= z-y <0;

=3

hVeeR 0<z<1l<z!>1.
29. Fie A,B C IR, A C B. Daca exista inf A, sup A, inf B si sup B sa se arate

inf B <inf A <sup A <supB.
30. Fie A, B C IR. Sa se demonstreze proprietatile:
A A, daca A > 0;
2) sup(AA) = sup aca
Ainf A, daca A < 0.
Ainf A, daca A > 0;
Asup A, daca A < 0.
c¢) sup(A - B) = (sup A) - (sup B).
d) inf(A - B) = (inf A) - (inf B),

b) inf(AA) =

ultimele doua relatii avand loc daca elementele lui A si B sunt mai mari sau egale cu

0, M ={Xala€e A}, A-B={a-bla€ A, be B}).

31. Sa se determine inf A, sup A, min A si max A, unde A este:

a) A= (1,2); b) A=(2,4]; ¢) A=[-1,1]1(2,3)

d) A=1{1,7,-1,5,100}; e) A:{%JF%JF...JF# | ne]N*};
f)A:{2ni"_5 |nEJN*}; g)A={<1—%>Sin%|n€W*}.

32. Fie a;,b; € Ry, i=1,n (n € IN*). Sa se demonstreze inegalitatea:

\7/(01+b1)(a2+b2)"'(an+bn) > Jfarag - an + {[biba by

33. Daca ay, a9, ...,a, € IR, si Hai =1 atunci:
i=1
(1+a)1+a) - (1+a, >2".
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SIRURI SI SERII DE NUMERE REALE

§1. SIRURI DE NUMERE REALE

Se numeste gir de numere reale o functie reala f definita pe multimea numerelor
naturale f : IN — IR. Daca f(n) = a,, n € IN, vom nota sirul cu (an)nenw, ((an)nen+
sau (ap)p>1, daca f: IN* — IR).

Fie (ay)nemw un gir de numere reale, iar (k,),en un gir strict crescator de numere
naturale. Sirul (z,)nemw, unde x, = ag,, n € IN se numeste subgir al sirului (a,)nemn,
notat (T, )new C (Gn)nemn-

Sirul (ay),cn C IR se numeste convergent cu limita a € IR daca in afara oricarei
vecinatati a lui @ ramane cel mult un numar finit de termeni ai sirului. Vom nota
nli_{{,loa“ = @ sau a, — a, pentru n — oo. In caz contrar, vom spune ca sirul (an)nelN
este divergent. Sirul (a,)nen are limita 400 (—oo) daca orice vecinatate a punctului
+oo (respectiv —oo) contine toti termenii girului cu exceptia eventual a unui numar
finit dintre ei.

Teorema 1. a) Sirul (a,), .y C IR este convergent cu limita a € IR daca si numai
daca:

Ve>0 dng(e) € IN ai. Vn > ng(e) are loc |a, —a| < e.
b) Sirul (an), .y C IR are limita 400 daca si numai daca:
Ve>0 dng(e) € IN ai. Yn > ny(e) are loc a, > &.
c) Sirul (a,),cy C IR are limita —oo daca si numai daca:
Ve >0 dng(e) € IN ai. Vn > ng(e) are loc a, < —¢.
Sirul (an),cpv este marginit daca 3 M > 0 a.i. |a,| < M, Vn € IN.
Proprietati ale sirurilor cu limita (giruri convergente sau giruri cu limita 400 sau

—00):
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a) Daca sirul (ay), .y este convergent atunci limita sa este unica.

b) Daca sirul (a,),c, este convergent atunci girul este marginit.

¢) Dacd intr-un sir (a,),, v ¢t limita a € IR schimbam ordinea termenilor, addugidm
sau suprimam un numar finit de termeni se obtine un gir avand aceeagi limita.

d) Daca sirul (ay),,. v are limita a € IR atunci orice subsir al sdu are aceeasi limita

e) Daca 3 (ay),.y C IRy cu Jim a, = 0 s la, —al < ap, Yn > ng (ng € IN)
atunci lim a,, = a.
n—o0
f) Daca 3 (an),epns Bn)pewy € R si Ing € N ad. o, < ap < By, Vo > ng si
nh_)rgoan = nh_)rgloﬁn = g atunci 3 ,}H{}oan = a, (criteriul clegtelui).
g) i) Daca (an)nenw §1 (bp)nenw au limita si suma (diferenta) limitelor are sens,
atunci girul suma (a, + b, )nemw, (respectiv sirul diferenta (a, — b, )nev) are limita si:
A0 (an + bn) = lim an & Jim bn, - (litg (a0 = bn) = Jim @, = lizg bn).
ii) Daca sirurile (ap)nemw §1 (bn)nev au limita si produsul limitelor are sens, atunci
sirul produs (a,by)nen are limita si:
i (antn) = (Jmm ) - Jim b ).
iii) Daca sirurile (ay)new St (by)nenw au limita, b, # 0 gi catul limitelor are sens,

.o N Qn TRV
atunci sirul cat { — are limita si:
bn neilN
i O
n—oo lim b,
n—oo

Teorema 2 (Weierstrass). Un gir de numere reale monoton crescator gi marginit
superior este convergent, limita sa fiind marginea superioara a mul{imii termenilor
girului. Un gir de numere reale monoton descrescator i marginit inferior este conver-
gent, limita sa fiind marginea inferioara a multimii termenilor sirului.

Teorema 3 (Cantor). Fie

[a1,b1] D [ag,bs] D+ D [an, by] D [ani1,bpi1] D -+
un sir descrescator de intervale inchise ale lui IR, cu proprietatea ca ,}H{}o(bn —a,) =
= 0. Atunci 3 un singur punct comun tuturor acestor intervale, adica 3¢ € IR a.l.
Nnenv+[an, bn] = {c}.

Teorema 4 (lema lui Cesaro). Orice gir marginit de numere reale contine un
subgir convergent.

Sirul (an), .y C IR se numeste sir fundamental sau sir Cauchy daca:

Ve >0 dng(e) € IN ai. VYn,m > ng(e) are loc |a, — an| < .
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<= Ve >0 dng(e) € IN ai. Vn > ng(e) are loc |apy, —a,| <e, Vp e IN.

Teorema 5 (Cauchy). Conditia necesara si suficienta ca un gir de numere reale
sa fie convergent este ca el si fie gir fundamental (Cauchy).

Elementul z € IR se numeste punct limitd pentru sirul (a,),, v daca orice vecinatate
a lui = contine o infinitate de termeni ai girului.

Teorema 6. Elementul z € IR este punct limitd pentru sirul (a,), ., dacd si
numai daca (a,), .,y contine un subsir cu limita .

Multimea punctelor limita pentru un sir (ay), ., C IR, notata cu LIM (a,) este o
multime nevida si are un cel mai mic element (finit sau infinit), numit limita inferioara
a girului (an)neﬂv: notat L_n;oan sau ligr_l)icgf an, §i are un cel mai mare element (finit sau
infinit) numit limita superioard a sirului (a,), ., notat lim a,, sau lim sup a,.

n—oo

Teorema 7. (I) a) L = limsupa, € R <
n—oo

{ 1. Ve>0 3IN(e) € N ai Vn > N(e) are loc a, < L +¢;

2.Ve>0, Vne N dn' >n al ay > L —¢.
b) L = limsupa, = +00 <= 3 (ap, ) ey C (an),en €U lim ay,, = oc.

n—oo
¢) L =limsupa, = —o¢ <= lim a, = —oc.
n—oc n—o0

(IT) a) [ = liminfa, € R <=
n—oo
1. Ve>0 dN(e) € IN ai. VYn> N(g) are loc a, > 1 —¢;
2.Ve>0, Vne N Idn' >n al ay <l +e.
b) I =liminfa, = —00 <= 3 (a,),epy C (an),en v limag, = —oc.
¢) | =liminfa, = o0 <= lima, = +oc.
n—oo n—oo
Teorema 8. Oricare ar fi sirul de numere reale (ay), . au loc urmatoarele
afirmatii:
a) L = lima, <= L= T}LIgosup{ak | k>n} = nlg]]fv sup{an, Gpy1, Gnyo, ...},
b) I = lima, <= [ = liminf{ay | k > n} = sup inf{an, ayi1, ania, ...}
n— 00 n—oc

neIN

Teorema 9. Sirul (a,), ., este convergent daca si numai daca limsupa, =
n—oo

= ligr_l)ioglf a, (= nh_)rgoan)
PROBLEME REZOLVATE

1. Folosind Teorema 1 de caracterizare a limitei unui gir, sa se arate ca:
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a) nlggjﬁ i % = % ; sa se determine apoi un rang de la care incepand diferenta
dintre limita girului i termenul general sa fie mai mica decat 1/100.
n _1\n
b) lim (2n+ 1) = oc; ¢) lim (=3n?+2) = —co d) lim 24_5# = 0.
n—oo n—oo n—oo

Rezolvare. a) Sa consideram un numar ¢ > 0 arbitrar, momentan fixat. Vom

determina un rang ny(e) astfel incat:

3n+1 3
——<e Vn> .
1 1 <5 Yz
. . s . 1 1—4e
Inegalitatea de mai sus se poate scrie in mod echivalent M+ 1) <esaun > “qe=—.

Notand:

16¢

[1_45}+1, dacéO<5§21I;
0, dacés>21p

an—%‘ < g, unde an:%Z—H.

Pentru a determina rangul de la care incepand diferenta dintre limita sirului si

rezultd cd pentru n > ny(g) avem

termenul general este mai mica decat 1/100, calculam ngy(1/100) = 7. Deci termenii
ar, ag, ... difera de limita 3/4 cu mai putin de 1/100.

b) Pentru un € > 0 fixat vom determina un rang ng(¢) astfel incat 2n + 1 > &,
Vn > ng(e). Notand:

[551]4—1, daca ¢ > 1;
0, daca 0 <e <1,

avem verificata definitia limitei sirului a,, = 2n + 1.

¢) Se verifica usor ca rangul ng(¢) din teorema de caracterizare a limitei este:

e+ 2

1.
3 +

n0(€) =

d) Avem:
2" 4+ (—1)"
An

41 /2\" /1"
< = (= =
<=6+ ()

Pentru un £ > 0 fixat impunem conditiile (2/5)" < &/2 i (1/5)" < £/2. Prima inegali-

tate este verificata pentru n > fy(e) unde:

lg(2/5)} +1, daca 0 <e <2

fio(e) = [lg(5/ )

2
0, daca € > 2,
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iar a doua inegalitate se verifici de indatd ce n > fg(e), unde:
~ {%}—1—1, daca 0 < e <2
N (8) = g
0, daca ¢ > 2.

Luénd ng(e) = max {fig(), n9(¢)} rezulti ca |(2"+(—1)")/5"| < &, pentru ¥V n > ng(e),
deci conform teoremei de caracterizare a limitei unui sir, lim (2" + (-1)")/5" = 0.
2. Sa se arate ca girul cu termenul general:
an:(l—cosnw)-ﬁ, ne N
nu are limita.
Rezolvare. Sirul (ay), ., este suma a doua siruri (on),cpn 1§i (Bn)pen, unde
o, = Qﬁf: n € IN este convergent cu limita 1/2 i 5, = (—_2711)—7112, n € IN. Vom
demonstra in continuare ca sirul (3,), . DU are limita, de unde va rezulta ca nici sirul
(an)peny DU are limita. Subsirurile de rang par si de rang impar ale sirului (58,),cpn
sunt:
Dok = 4];73_]{1, k € IN, convergent cu limita [; = —1/2
Boki1 = %, k € IN, convergent cu limita [, = 1/2.
Daca am presupune ca sirul (3,),., ar fi convergent, atunci orice subsir al sau ar fi
convergent cu aceeagi limita, limita girului, adicd l; = l5. Deoarece [y = —1/2 #1/2 =
= Iy, deducem ca sirul (3,),. v nu are limita.
3. Sa se arate ca:

a) girul e, = (1 +

n
+1
b) sirul y, = (1 + %)n , n > 1 este strict descrescator si marginit;

n
) , n > 1 este strict crescator si marginit;

n n+1
c) (l—i-%) <e<(1+%) , Vn =1, unde e = lim e, = lim y,.

Rezolvare. Vom demonstra ca:

(1) €n < €n+1 S Yn+1 < Yn Vn Z 1.
Avem:
en+1_(n—|-2)"Jrl n"  n+2 {n(n+2)}"_n+2 { 1 r>
2 2)(n? 1 12 +1
ot .<1_ n 2)Z(n+ )(n —|—3n—|—):(n—i—)ﬂ3L STV
n+1 (n+1) (n+1) (n+1)
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(am utilizat mai sus inegalitatea lui Bernoulli, Problema 18, Capitolul 1).

Deci e, < epq1, Vn > 1, adica sirul (e,),~, este strict crescator. Apoi:

Yo n+1 (nED™ (n )" 41 [(n+1)2}”+1
Yns1 N+ 2 nntl (n+2)" n+2 In(n+2)
n+1 1 L | 1 n+1 n*+3n+1
= -{1+7} > 14+ (n+1)- }: : =
n+2 n(n +2) n+2 n(n +2) n+2 n(n+2)
2)2 41
:M>1, Vn > 1.
n(n + 2)?

Deci yp > ynt1, Vo > 1, adica sirul (y,),, este strict descrescator. Deoarece ine-
galitatile e, < y,, Vn > 1 sunt evidente, rezulti gsirul de inegalitati (1). Din aceste
inegalitati deducem ca sirurile (e,), <, i (¥n),>, sunt marginite:

e1<e, <y, Vn>1si eg <y, <wy, Vn>1,
deci conform teoremei lui Weierstrass exista Ji_)rgoen si nh_)rgloyn

In continuare, din inegalitatile:

1\ \" " 1
o= (103 (D) = (1) 4
n n n n

1
:—-engy—”<@—>0, pentru n — o0,
n n n

deducem ca T}Lngoen = ,}H{}oyn Aceasta limita comuna este notata cu e dupa initiala
matematicianului si fizicianului elvetian Leonhard Euler (1707-1783) si are valoarea
aproximativa e = 2, 718281828459 . ..
Considerand acum inegalitatile:
en < €ntm < Yntm < Yn, V1,m € IN",
prin trecere la limita pentru m — oo, obtinem:
en<e<y,, Vn>1.

4. Sa se demonstreze ca:

lim (14 4+ &+ +4) =e.

n—oo
Rezolvare. Notim cu a, = 1+ % T % bt %,

k! > 2k=1 ¥k > 1, care se demonstreaza prin inductie matematica, deducem:

n > 1. Folosind inegalitatea

11 1 1
0<an§1+@+§+---+2n_1:1+2(1—2—n)<3, Vn > 1.
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Rezulta astfel ca sirul (a,),., este marginit. Evident acest sir este strict crescator,
deci conform teoremei lui Weiestrass rezulta ca sirul (a,),-, este un gir convergent,
not B

deci 3 hm 0 a, = a.

Vom demonstra in continuare cd a = e. Conform Problemei 3, a) avem:

1\" 1 nn-1 1 nnh-1)(n-2) 1
—(12+2) =222 )2 T
( + ) +1' n+ 2! n2+ 3! n3+ +
—1)---(n—k+1) 1 —1 -3-2-1 1 1 1 1
(=D n )1 . =D — 14—+ (1——)
k! nk n! 11 2! n

ST T TR =
+...+%<1_%><1_%> <1_nn1>

de unde rezulta ca:

1 1
P+ 4+ —==a,, Yn>1.

1
1+'+2 n!

1

Deci, la limita pentru n — oo, obtinem ca e < a. Apoi:

>1+1+1(1 1>+1<1 1)(1 2)+ +
e _ 2 _ _z .
" 1 2! 3! n n

+1@—1)0—3>~-1—k_1,Vk<n
k! n n n

Pentru £ fixat, prin trecere la limita pentru n — oo in inegalitatea de mai sus, obtinem:

e > a, Vk > 2. Pentru k — oo, deducem ca e > a. Cele doua inegalitati obtinute ne
conduc la concluzia ca e = a, deci lim a, = e.
n—oo
5. Folosind Problema 3, inegalitatile c), s& se arate ca sirul:
bp=1+g+3+ -+t —Inn, n>1

este strict descrescator gi marginit.

Rezolvare. Prin logaritmarea inegalitatilor ¢) de la Problema 3 obtinem:

nlln(n+1)—lnn] <1< (n+1)[In(n+1)—Inn], Vn>1

de unde rezulta:

(2)

1
<In(n+1)—-lnn<—, Vn>1.
n

n+1
Scriem inegalitatile de mai sus pentru n :=1,2,...,n si le adunam. Obtinem:
1,1 1 1

1
Tedvr by <mmrn<t+devd vasa
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Deci:
mn<n(n+1)<i+i+ vl va>1
de unde rezulta ca b, =1+1/2+1/3+---+1/n—Ilnn >0, Vn > 1.
Pe de alta parte, din inegalitatea (2), avem ca:
bpi1— b, = %H —In(n+1)+Inn<0, Vn>1,
adica sirul (b,),, este strict descrescator. Fiind §i marginit 0 < b, < by, Vn > 1,
din teorema lui Weierstrass rezulta ca 3 hm b, = 7, numita constanta lui Euler, cu
valoarea aproximativa v = 0,577215. ...

6. Sa se demonstreze ca:
. 1 1

a) Jim (1 +
. 1 1 1

b) lim (1545 —7+-

Rezolvare. a) Avem:

+ki) Ink, Vke N, k> 2:
1 1y _
+ =T — 95) = In2.

I (1 L +1>—1' [(1+1+1+ 4 1(k)>
B G S k) = e 23 ko
1 .
- (Te gy g nn) k] = Ji G = bt k) =

=y—~v+Ink=Ink,

unde b, =1+1/2+1/3+---+1/n—Inn, n > 1.

b) Conform identitatii lui Catalan (se demonstreaza prin inductie matematica)

avem:
1,1 1 1 11 1. 1
l=gt3— 1+ *m—T - m—nsxitarzt T V21l
Rezulta astfel ca:
: 1,1 1 1 1\ 1 11y
lm (1-g+g -+t oot —9y) = Jim (71 + g+ +95) =02

conform punctului a).
7. Sa se arate ca:
a) lim {/n =1;b) angon-(C/E—l) =Ina, Ya > 0;

n—oo
¢) limn- (/n—1)=oc:d) limn®- (/n—1) = { 0, daca a<I;
e noree oo, dacd a > 1.
Rezolvare. a) Notam cu z,, = /n §i y, = /n — 1. Evident y, > 0, Vn > 1.
Rezulta:
Lty =n = (1+y)" =n<=1+Cun+Clyp +---=n,
de unde obtinem:

n>Cu2, Yn>2 san y2< 20— 2

nn—1) n—-1T




36 Capitolul 2

Trecand la limita in ultima inegalitate obtinuta, deducem ca T}Lrgloyn =0, deci T}Lrgloxn =1.
b) Pentru a =1 avem z,, =n - (/a—1) =0, Vn > 1, deci evident limita sa este
Inl = 0. Pentru a > 1 s notam cu y, = Ya—1 (>0, Vn > 1), deci 1 + gy, = {/a.

Prin logaritmarea ultimei relatii, obtinem:

_ 1 _ __ Ina
In(14+y,) =5lna sau n= W+ o)
Atunci:
. s Ina o
Jim e, = Jim G e = Ina.
deoarece T}Lr{}oyn =0 (a'/™ = 1, pentru n — oo, Ya > 0), iar nlg{}ohl(lyijyn) =1.
9 o 1 . . L 1 _
Daca a < 1 atunci notand cu b = & > 1 avem: Jgrgon(ﬁ— 1)_71113)10” <% — 1) =

~ lim n(l — %) ~ lim n(%— 1)
¢) Notam cu y, = /n — 1 si folosind aceeasi idee ca la punctul b) avem:

Inn=nln(1+y,) si nll)rglon(\/ﬁ 1)_nh—>nc}oln(1+yn) Inn = oo,

:—lnbzln%zlna.

(yn — 0, pentru n — oo, conform punctului a)).

d) Pentru a > 1 avem:
lim n® - (/n — 1) :Ji_)rgona_l-n((yﬁ— 1) = oc,

n—oc
conform punctului ¢). Pentru o < 1, cu notatiile de la punctul ¢) avem:

: o, (nfy _ — 1 a-1, Y . H Inn _
A (Yn=1) = i e g gy Ine = i e =0

(vezi Problema 8).
Limitele de mai sus se pot calcula folosind limitele corespunzatoare de functii

combinate cu regula lui I'Hospital (vezi Capitolul 5). De exemplu:

) lim Inn ) . Inzx . 1/x . Inn
lim /n = en—o0 " i deoarece 3 lim —— = lim Yo _ 0= 3 lim — =0,
‘ n%oo . z—00 7 r—oo ]| n—oo n
deci ,}H{}o\/ﬁ: e’ =1.
8. Sa se arate ca:

Inn<n*<a"<n'<n" Va>0, Va>1,

unde prin a, < b, am notat lim 4n — ),
n—o0 Op,

Rezolvare. a) Pentru lim lnfﬂ folosim limita de functjii:
n—oc 1

. . 1/x .
hmlnf.éxz lim {1_1 = lim -1z =0
z—o0 T T—00 (VI z—o0 T
si caracterizarea limitei unei functii cu ajutorul sirurilor: Vz, — oo, lim ot = 0.
n—oo
n

Luand z,, = n obtinem lim Inn _ g,
n—oc 1
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b) Pentru o > 0 dng € IN ai. ng < a < ng+ 1, conform lemei lui Arhimede.

Considerand hm = Sl aphcand regula lui 'Hospital de (ng + 1) ori, obtinem:

m 25 — lim ala—1)--(a—mng)z® " !
t—o0 a” n— oo (]n a)n0+1 -a®

= U’
v o . na
de unde rezulta ca lim =% = 0.
n—oc
V) an
c) Notam cu a, = . Avem:
n!

an
Wﬂzn+1<1 Vn>la—1]+1.

Deducem astfel ca incepand cu rangul ng = [a — 1]+ 1 sirul (ay), ., este strict descres-

cator. Deoarece a, > 0, Vn € IN, conform teoremei lui Weierstrass rezulta ca sirul

. . not ~ TRV . v
(an)pen este convergent, deci 3 lim a, = [. Trecand la limita in relatia de recurenta
-
a btinem I = 0, deci lim €+ = 0
Unt1 = 5 10ns O tinem ( = 0, dec1 Jim o = 0.

. | . o
d) Sirul a, = %, n > 1 este strict descrescator, deoarece:

L (s R

.. . . ey e e vy . . . not
Fiind un gir cu termeni pozitivi rezulta ca sirul (a,), -, este convergent, deci 3 lim a, =
- n—oo

= [. Trecand la limita in relatia de recurenta:
1

an—l—l:an'ﬁ,
(1+3)
n

. ¢ o - !
obtinem el = [, de unde rezulta ci | = 0, deci lim 2 = 0.
n—oo 1l

9. Sa se calculeze limitele urmatoarelor siruri definite prin relatii de recurenta,
determinandu-se termenul general al sirurilor:

L1 n>1, xg € IR fixat;

a) Tp = 77—,
\/1+l‘%_1

b) z, = Jar,_1, n>1, xg=1, a > 0 fixat;
C) Tpy1 =Ty + Ty 1, N >2, £1 =129 =1 (girul lui Fibonacci) .

Rezolvare. a) Avem:
930

£, = T - 1+10 -
V1+ax3 \/1+:1:1 1+ H% \/1+2:1:0

Vom demonstra prin inductie matematica ca:

P(n): xz,=-—F4—3_  n>1.

1+ nad

Etapa intai fiind verificata (pentru n = 1), verificam etapa a 2-a: P(n) = P(n+ 1).

Presupunem ca P(n) este adevarata gi demonstram P(n + 1); avem:
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0]

\/1-|—nac0 T
Tnt1 = 1 5 = 2.
¢ o \/1+1+I Y1+ (n+1)a3

Deducem astfel ca z, = ——=—, Vn > 1. Trecand la limita in relatia de mai sus,
v1+ nxo

obtinem ca lim z, = 0.
n—oQ

b) Avem: z; = Jaxg = \/a, s = Jar; = /a = a2, Folosind inductia

matematica rezulta ca:
T, =a"""?", nelN.
La limita pentru n — oo, obtinem ca T}Lrgoxn = a.
c¢) Sa consideram x4 = 0 gi ecuatia de gradul al doilea in ¢ (ecuatia caracteristica):
t*—t—1 =0 cu radicinile t; 5 = % Relatia de recurenta pentru sirul z,, se poate
scrie astfel:
Tpy1 = (t +to)x, — titoxn 1,
de unde rezulta:
Tpp1 — 112 = to(p —t1Zp_1) = ta(Tp_y —t1Tp_g) =+ = 18 (1) — tzg) = thay = 7.
In mod aseminitor rezultd relatia:
Tp1 — tox, = t7.
Relatiile de mai sus se demonstreaza prin inductie matematica. Astfel obtinem:
(ty — t1)wn = 17 — 17,
de unde rezulta:

_t—t _ 1 (16" (1-V5)"
:rn—é_t} sau xn_ﬁKT) —( 5 , n€IN.

Atunci lim z,, = co.
n—oQ

10. Sa se calculeze limitele urmatoarelor siruri:

n

e a >1 *:
Y A+a(i+d) - Qray "=l ach
1 1 1 .
b) #n = b n>1, pe INY
V=t bt e 2L P

1 1 1
gm0 ) (1 ) (1 h )
) ( n?+1 n2 + 2 n?+n
d)xn:<1+%> (1+%>---<1+%>, n>1;
n n n

1 2
240
(n!)

Rezolvare. a) Daca a € (0,1) avem: 0 < x, < a", ¥n > 1 gi deoarece lima™ =0

v

rezulta ca limz,, = 0. Daca a = 1 atunci z,, = 2%, deci lim z, = 0. Daca a € (1,
n—oc n—oc
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avem:
0<ay<—0°  — gnn=1)/2
a/ . a PR a

deci lim z,, = 0. Deducem astfel ca pentru Va € IR, lim z, = 0.
n— oo n—o0

— 0, pentru n — oo,

b) Pentru p > 2 avem:

1+ 12 _<z2,<——"_ 1, pentru n — oc.
Un+nk =" Y1+ nr P
Rezulta ca T}Lrgoxn =1.
Pentru p = 1:
xn:%_i_l+n#+2+---+%—>ln2, pentru n — oo,
conform Problemei 6 a).

¢) Sa consideram sirul a,, = Inz,, adica:

_ 1 N S I 1
an_ln<1+m>+ln<1+m>+ —l—ln(l—l—\/m), n > 1.

vem:
1 1
(3) nln<1+\/ﬁ> San§n1n<1+7>, n>1.
Sirul:
MR
b, = 1<1+#>:1 <1+#>

converge la Ine = 1, pentru n — oo, iar girul:

n

vn?+1 2
+1
= vn?+1 ! n? +1

converge la Ine = 1, pentru n — oc.
Conform criteriului clegtelui, din (3) deducem ca lim a,, = 1, iar lim z,, = lim e =e.
n—00 n—o00 n—o00
d) Consideram din nou sirul a,, = Inz,:
an:1n<1+%> +1n<1+%> +---+1n<1+%> =
n 2 n 2/2 n 2/

_ 1 1"2( 2)" n(n)""

— L1444 2142 ey (1)
) n2n<+n2> +n2n +n2 + +7’L2n +TL2
Incadram sirul (a,),-, intre urmatoarele siruri:

1 2 n n\n"/n 1 2 n 1\"
\<?+?+"'+?>1H<1+?> JSan§<—2+—2+---+—2>ln<1+—2> .

\n n n n°)
by, Cn
Sirul b, = Tl(girjél)ln (1 + %)n = QQ"’T;—lln (1 + %)n converge la %, pentru n — oo,

n2 n2
iar girul ¢, = ”(37;;1) In (1 + #) = QQ'Z—l In (1 + #) converge tot la %, pentru

n — 0o. Deducem astfel ca lim a, = 3, iar limz, = lim e = ell?,
n—oc n—oc n—oo
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e) Avem:

n+1
Sirul y,, = ?T este strict descrescator, deoarece:
n!

Yne1 _ (D" ()? 1
U " ) pm T

Fiind si un gir marginit, din teorema lui Weierstrass, deducem ca sirul (y,),-, este

(1+5) <3<1 n>s

convergent, deci 3 lim y,, = [. Trecand la limita in relatia de recurenta:
n—oo

Yn+1 = %(1 + %) Yn
obtinem [ = 0, deci nh_)rgloyn = 0. Din inegalitatile (4) si criteriul clegtelui deducem ca

lim z,, = 0.
n—oc

11. Sa se calculeze limitele urmatoarelor siruri definite prin relatiile de recurenta:

a)x, =1+sin(zr, 1 —1), n>1, g =0;
b) $n+1:%(a+xn+x%71): n>2 r,=2=00<a<l;

) Ty = % (flfnq + %) , n>2 a>0, x; >0 (sirul lui Heron).

Rezolvare. a) Notam cu y, = z, — 1, yo = 19 — 1 = —1. Relatia de recurenta
pentru sirul (y,),cp este yn = siny,_;. Deoarece g = —1 < 0 rezulta ca y, € [-1,0),
Vn>1. Folosind inegalitatea | sin z| <|z|, deci sinz >z, pentru z < 0 obtinem ca y,, >
> Yn-1, Vn > 1, adica sirul (y,), .,y este un sir crescator, majorat de 0. Conform teo-
remei lui Weierstrass rezulta ca 3 T}Lrgoyn "2 | Trecand la limit& in relatia de recurenta,
obtinem [ = sin/, de unde rezulta ca [ = 0, deci nh_)rgoxn = nh_)rrgo(yn +1)=1.

b) Se arata, folosind inductia matematica ca x, > 0, Yn > 1. Vom demonstra
in continuare, folosind a doua varianta a principiului inductiei matematice, ca sirul
(Zn),en €ste monoton crescator, adica P(n) : 2, < 2p41, n > 1. Pentru n = 1
afirmatia de mai sus este adevarata. Presupunem ca P(k) este adevarata, Vk =1,n si

o vom demonstra pe P(n+ 1). Avem:
Tpy1 = %(a +2p + 2 4) < %(a + Loyt + T2) = Tnyo,

(am utilizat aici x, < T,41 §1 2,1 < x,). Rezulta ca P(n+1) este adevarata, deci con-
form inductiei matematice, deducem ca P(n) este adevarata, Vn > 1. Folosind aceeasi

varianta a inductiei matematice se arata cd 2, <1, Vn>1(r; =0< 1§l 2,1 =
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= %(a +a,+22_ )< @ E',; 2 < 1) . Conform teoremei lui Weierstrass, rezulta ca exista

nh_)rgloxn e [0, 1]. Din relatia de recurenta, deducem ca:

l:%(a+l+l2), decil=1-+1—-a.

¢) Observam mai intai ca z,, >0, ¥Yn > 14gicax, = % (xn,l +
> /a, Yn > 2. Apoi:

a ) >
l‘n—l) -
a — 12

)—xn,1:TM<O Vn>2

Tp — Tpn-1 = % (l‘n,1 + xnoil
deci sirul (z,),5, este monoton descrescitor, marginit inferior de /a. Conform teore-
mei lui Weierstrass deducem ca 3 ILm T, 21> Va. Din relatia de recurenta rezulta
n o
<7 l o _ . g .
cal=35 (l—i— l) sau | = /a, de01Jgr§Oxn—ﬁ.
Se poate determina gi o formuld pentru termenul general al sirului (xy),-,, cal-

culand:

i’;lg:(iﬁilﬁ <x+\/_>

de unde rezulta:
(10 +va)" + (0 —va)”
\/_

Tn = \/a(l‘1 N \/a)gn—l ~ (
Deci lim z, = Ve

2n—1

Vn>1.

on-— T

12. Teorema lui To6plitz. (I) Fie (anm),, ,,>; 0 matrice triunghiulara infinita de

numere reale:
a1

a21  A22

a31 dzz (33

Gp1 Qp2 Gp3 - Qpp

care satisface urmatoarele conditii:
a) apm — 0 pentru n — oo (m fixat);
b) |ant| + |ana| + -« + |apn| < K, (K = const.), Vn > 1.
Atunci, daca sirul (z,),~, C IR, z, — 0 pentru n — oo atunci si sirul (y,),, C IR:
Yn = Ap1T1 + QnaTa + -+ Apptp, 1 2>1
tinde la 0, pentru n — oo.

(IT) Daca in plus coeficientii (anm), ., satisfac si conditia:

n,m>
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¢) Ay, = ap1 + apo + -+ app, — 1, pentru n — oo
atunci, de indata ce sirul (z,),-, C IR, x, — a, pentru n — oo (a € IR) rezulta ca si
sirul (yn),; C R, yn — a, penjcru n — oo.

Daca ;an € IRy, n,m > 1, rezultatul de mai sus raméne valabil, in ipotezele a)
§i ¢) §i pentru a = +oc.

Rezolvare. (I) Din ipoteza x,, — 0, pentru n — oo avem:

Ve >03ne(e) ai Vn>ng(e): |z, <e/2K (alegem ng(e) > 1).
Pentru un ¢ > 0 arbitrar, momentan fixat, din ipoteza a) obtinem:

£ , dacd |z,,| # 0;
Angm(2) ad. |apm| < { 2 |+ (no — 1) " Vn > nom(e).
g, daca |z, =0,

Considerand 7y(2) = max {ng(g); nom(e), m=1,2,...,nq(¢)} avem:

Yn| < lans| - |21] + fana] - (22| + -+ |apn| - 20| = (Jam] - [22] +-- -+

Hanng—1] | Tng—1]) + (|Gnng| * [Zng| + -+ + |ann| - [24]) < m(nﬂ — 1)+
£ _ £, & _
tag K=3+3=¢5
pentru Vn > fig(e) (am folosit mai sus ipoteza b): |ann,| = [Tng| + -+ + [Gnn| - |20] <

< % (|anne| + -+ |ann]|) < % - K =5 ). Rezult astfel ca lim ¢, = 0.
(1

I) Pentru a € IR avem:
Yn = Gp1(x1 — @) + -+ app(z, —a) + A, - a.
Deoarece x, —a — 0, pentru n — oo, conform primei parti a problemei (I) rezulta ca
sirul:
ap1 (1 —a) + -+ -+ app(x, — a) — 0, pentru n — oc.
Din ipoteza c) rezulta ca nh—>noloA" -a = a, de unde deducem ca nh_)rroloyn =a.

Daca ayy, € IR, iar a = oo, sa consideram un ¢ > 0 arbitrar, momentan fixat.
Deoarece x,, — oo, pentru n — oo rezultd ca Ing(e) ai. Vn > ng(e) : x, > 3¢. Din
ipotezele a) i ¢) obtinem:

dni(e) ad. |an1®y + ana®e + -+ + Appg - 1Tne 1| < €, Y > n4(g),

Ing(e) ad. (ap + ana+ -+ + appg—1) < 1/6, Y0 > nay(e),

Ins(e) ad. |ans + apa + -+« + app, — 1] < 1/6, V0 > ns(e).

Pentru n > n(e) = max {ng(€), n1(), na(e), n3(e)} avem:
Yn = Ap1T1 + Gp2Xo + - + AppTy = (anlxl + - anngflxnofl) + (annoxno + -+

Fapn®n) > —€ 4+ 3¢ (npy + -+ @pn) = —€ + 3 [(An1 + -+ -+ Q) —
—(Ap1 4+ Appg_1)] > —e +32(5/6 — 1/6) = ¢,
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deci lim vy,, = oo.

n~>ooyn
Cazul a = —oc se trateaza asemanator cazului a = oc.
Consecinte ale teoremei lui Toplitz.

1) Pentru a,; = ay9 = - -+ = au, = 1/n conditiile a)-¢) sunt indeplinite. Deci daca
$1+$2+"'+$n_>
n

(zn),s; C R, x, — a € IR, pentru n — oo, atunci si sirul y,, =
— a, pentru n — oo, (sirul mediilor aritmetice).

2) Daci ()5, C IR*, ¥, = a € IR, pentru n — oo, atunci aplicind Consecinta

1 1 1
1 ul (L 1 1 bti S girul 7. — Zitman
) pentru giru To) st Tm — g, bentru n — oo, obtinem ca sirul y, = ————*+
> . )
— é, pentru n — oo, deci sgirul z, = n(Z%) — a, pentru n — oo, (girul mediilor
k=1
armonice).

3) Daca (:1:n)n21 C IR, , — a € IR, pentru n — oo, din inegalitatea mediilor
(Problema 19, Capitolul 1):

Ty +Ty+ -+ Ty n
! 2 anll‘Q"'l‘n> 1 1 1

n _+_+...x_

n
prin trecere la limita, rezulta ca girul w, = » H:rk — a, pentru n — oc (sirul mediilor
\ k=1

geometrice).

v . % . Ly . T +1 _ =Y . o .
4) Dacd pentru sirul (zy),,, C IR} exista lim == =] € IR atunci exista si

HILHJO /T, = I. Intr-adevar, aplicand Consecinta 3) girului (x“:il)n oot = 1, rezulta

%

ca girul:

- c/%%%: /x, — 1, pentru n — oo.

5) Dacd pentru sirul (an),s, C IR exista lim a, = a € IR, iar (by),», C IRy este
n
un sir cu proprietatea ca nh_)rrgoZbk = o¢, atunct:

k=1
: a1b1+a262+---+anbn S T _
T TR L

_ by
T bt byt by

Aplicam teorema lui Toplitz (IT) pentru a,, m = 1,n si sirul

Ty = a,. Avem:

. . b .
lim apy, = lim "= =0, iar apy + ap2 + -+ + pn = 1.
> b
k=1

Rezulta atunci ca sirul:
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Yn = Qp101 + ApaQg + * + - + AppQy = a1blb1-i-+az22++ ++ba"b" — a, pentru n — oo.
n

6) Daca (an),>;; (bn),>; C IR satisfac conditiile:

n
i) b, >0, Vn>1si Zbk—>oo, pentru n — oc;

k=1
ii)HT}Lrgo%: lcR
atun(:lEIhrn %iig;i ig = lirgo‘bl_::l_

Aplicam Consecinta 5) cu sirul (a,),s;, an = Z—", n>1.
- n

7) Teorema lui Stolz-Cesaro. Fie sirurile (ay),~;, (bn),>, C IR care satisfac
conditiile:
i) b, >0, Vn > 1; sirul (b,),-, este strict crescator cu lim b, = o0;
i n oo

i) 3 lim $tl " — | ¢ R,

n—00 Upt1 — Un
Atunci 3 hm b =1.

— 00

Aplicdm teorema lui Toplitz (IT) cu ay, = %, n,m > 1, m < n. Avem
n+

indeplinite conditiile a) si ¢): Jim apm =0 si

Unt + Gpa + ++ + Ay = 76"21; by — 1, pentru n — oo.

n

Atunci pentru girul (2,),,5,, Tn = %’”’172" — [ € IR rezultd ca sirul:

n+1 — Un

bg—bl_ag—al b3—b2_a3—a2
busi b b T bbby T

Yn = Qp1ZT1 + ++ + QppTy =

bn+1 _ bn Gp+1 — Qp Gn+1 aq
. = - — 1 t — 00.
R ey ey i i S
Deoarece 5 N 0, pentru n — oo, deducem ca 3 11 b =1
n+1 —00

8) Dacé pentru sirul (z3),cp C IR, 3 lim 2, =a € IR atunci:

n
- 120+ C) $127‘J‘ 4 Cytn — a, pentru n — oc.

m
Aplicam teorema lui Toplitz (I1) cu ay,, = g—%, n,m>1, n>m. Avem:

m

m
0<anm:g—%<g—n—>0, pentrun — oo g

n 1 2 . n n
Zanm Cp+Cy+ 2n +C":22;1—>1, pentru n — oo.

. m=1
Atunci:
n m
Un = A1 Z1 + + + + Gy = Z SHTm — a, pentru n — oo,
m=1

deci §i 2z, — a, pentru n — oo, (127?0 — 0, pentru n — oo).
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9) Daca pentru sirul (2,),. v C IR, Hggngoxn =a € IR, iar z > 0 este o con-

stanta, atunci rezulta ca:

_1l-mo+ Crzay + Coz’wy + -+ Cl2"m,

“n 1+ Z)n — a, pentru n — ocC.
m_m
Aplicam teorema lui Toplitz (I1) cu a,m, = (ICnTZz)”’ n,m>1, n > m. Avem:

n™z" .

0<anm§m—>0, pentru n — oo gi

n n
Z(an = —(1(41—?2); 1 — 1, pentru n — oo.
m=1

Atunci:
Oy,
Yn = Op1T1 + QpaTa + -+ + AppXy = Z (f_|_ Z)n

m=1

— a, pentru n — oo,

deci si sirul z, — a, pentru n — oo, (ﬁo)—n — 0, pentru n — oo)
10) Fie girurile (zn),51 §i (Yn),>; C R cu lim 2, = lim y, = 0 i proprietatea:
i+ el 4+ g < K, V> 1, K = const.
Atunci z, = 21y, + ToYp_1 + -+ + Y1 — 0, pentru n — oo.
Aplicam teorema lui Té6plitz (I) sirului (z,),,, unde anp = Yn_mt1-
11) Fie sirurile (zn),5, (Un)ysy C IR cu limz, = a € Rsi limy, = b € R.
Atunci:

SN ab, pentru n — oo.

5 = T1Yn +x2yn71 + -
n— n

Daca a = 0 aplicim teorema lui Toplitz (I) sirului (z,),-,, unde apy, = %

(sirul (yn),~, este marginit). Rezulta atunci ca pentru sirul (z,),,, ©» — 0, pentru

T1Yn + 1+ Ty

n — oo, sirul z, = 7

— 0, pentru n — oo.

Daca a # 0 atunci z, — a — 0, pentru n — oo si conform celor de mai sus rezulta

ca:
W, = (=T1 _a)yn+($2_a)yn—1+"'+(l‘n_a)yl — 0, pentru n — 0o
n n Y *
Deoarece w — b, pentru n — oo (consecinta 1)), deducem ca:
T1— @)Yy + (T2 —Q)Yp—1 + -+ (T, —a alYn + Ypn—1 + -+
Zn=( 1 )yn + (T2 )?TJL 1 ( )y1+ (yn +y ;z Y1) — ab,

pentru n — oo.

13. Sa se formuleze reciprocele teoremei lui Stolz-Cesaro. Sunt adevarate sau
false? In acest sens si se analizeze urmitoarele exemple:

a) a, = (—=1)"; b, =n; n>1;

b) a, =b, = (-1)", n>1.

Rezolvare. O reciproca a teoremei lui Stolz-Cesaro este urmatoarea:



46 Capitolul 2

1) Fie (bn),», un gir de numere reale strict crescator cu limita +o0c. Daca 3 lim %ﬂ =
s n—oo Op,

=] € IR atunci 3 limw:leﬁ.
Acest rezultat este fals, dupa cum ne arata exemplul a). Intr-adevar, (b,),~,, b =n
2 n
P T Gt ) Y
n—oc

este un gir de numere reale strict crescator cu limita oo si 3 le
n—o0 Oy,

Dar:
. -1 n+l 1 n
lip Gt = n gy, (21 D" i (21 (=2) = 2 1im (7)™
n—00 bn—l—l — b, n—00 n+1—n n—0o0 n—00
nu exista.

O alta reciproca a teoremei lui Stolz-Cesaro este:
2) Fie (an),>1, (bn),>; doud siruri de numere reale. Presupunem ca:

Jlim ™ =]eR i3 lim "%y
nﬁoobn-l—l_bn

n—oo b,

Atunci sirul (b,),-, este un sir strict crescator cu limita oo.
Si acest rezultat este fals, dupa cum ne arata exemplul b). Intr-adevir 3 nh_)rrgc(bl—" =
n

n+1 n
(=1) —(=1) = 1, dar girul

. -" . s Angl — QAn s
= lim+——» =1¢ Rsi (3) nll_)rrc}om = nl{glo(_l)nﬂ R

n—00 (—1)
(bn),>; nu este strict crescator cu limita oo (Eggrgobn)

14. Sa se calculeze limitele urmatoarelor giruri:
a) Ty = 1p+2pn";+'1"+np, n>1, pé€eIN;

P P

b)an =2 [(a+5) +(a+2) + -+ (a+ 2E2)] n>1,ae R

m € IN, p e IN;
_ 3 ()
C)l‘n— W,TLZ].

Rezolvare. a) Daca p > 1, notam cu a, = 17 + 2P 4+« -+ + n? si b, = nP™L. Sirul

(bn),~; este un sir strict crescator (b, > 0, ¥n > 1) cu limita +oo, iar:

(n+1)? 1
— pentru n — oc.

Up41 — Gp (n + 1)17 .
bn+l_bn (n+1)p+1—np+1 C;+1np_|_... p+1’
Conform teoremei lui Stolz-Cesaro, deducem ¢ 3 lim %2 = lim z,, = _1

n'—1 1, pentru n — oco.

Dacap =0, z, =

b) Daca p > 1 avem:
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1

_ 1 1,.p-1 1 2 p—2_ 1 0
T, = 5 |aP+ChaP™" 5+ ClaP -?+---+Cga Pt

2 D
+a? + Clar=" - 2 4 C2ar 2 % +o Pt 2y

(n +m)”
np

2

2 2 2
_nzmauogap_l.1+2+---+(n+m)+0zap_2_1 +2°4---(n+m)

e n2 n3 + e +
1P4+224..(n+m)P?  pnim Lot (n4m)? 1424 (n+m)
+CII’) ) np+1 = n ap + Cpap ) n2 ) (n + m)2 +
3 42 2 2 p+1 p
_ 1°42°4+ -+ (n+m) (n+m) 1P42P+.. -+ (n+m)
2P 2 (n4+m)” e (OP . .
TCp0 n’ (n+m)* LA a2 (n 4 m)P*!
Conform punctului a) deducem ca:
: _ 1,p-11 2 p—21 1
Jim z, = a” + Cpa” "5 + Cpa” 3+---+C’§’p+1.
Daca p = 0 atunci z,, = TH'Tm — 1, pentru n — oc.
3, ()3
¢) Notam cu a, = M , n > 1. Deoarece:
(3n)!
3n+3 3 3 3
T T | A+ GBn)t 3*-(n+1) _
L VR ) I (YW St e § [ o) [

conform Problemei 12, Consecinta 4) rezulta ca E!Jgrgo a, = Jgngoxn =1.
15. Fie date numerele reale ag, by cu ag > by > 0. Termenii sirurilor (ay), . si
(bn) ey € IR se dau cu ajutorul relatiilor:

ag + by a a1+b1---a Q1+ by
DV -2 -2

Qg, a1 = y Un —

by, b1 = Vaoby, by = Vaiby, ---,b, = \/anflbnfla"'-

Sa se arate ca sirurile (ay,), .y $i (bn),c Sunt convergente si tind catre aceeasi

ne
limita.

Rezolvare. Folosind inegalitatea mediilor deducem ca b, < a,, Vn € IN*. Evi-
dent a,, b, > 0, Vn € IN. Demonstram in continuare ca sirul (a,), ., este monoton
descrescator, iar sirul (by), ., este monoton crescator. Intr-adevar:

Upil = a”;b" <ap, Vne€IN s by =apb, >b,, Vn € IN.

Din urmatorul gir de inegalitati:

bp <by <by < <bp 1 <by<an<ap, 1 <---<ay<a <ag,

folosind teorema lui Weierstrass rezulta ca sirurile (a,),cp, (bn),cpv Sunt convergente,

deci 4 lima, = a si 3 limb, = b.
n—oc n—oo
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Trecand la limita in relatia de recurenti a, = %—Fbm obtinem a = & _2|’ b de

unde rezulta ca a = b.

16. Fie sirurile (a,),cpn: (0n)pens (€n)pen C IR definite astfel:

p = %(bnfl +cn1); bn = %(Cnfl +an-1); ¢ = %(anfl +by1), Vn > 1,
cu ag, by, co € IR. Sa se arate ca cele trei giruri sunt convergente gi au aceeasi limita

= L(ag + by + o).
Rezolvare. Din definitia sirurilor deducem:
Uy + 4 Co=ap 1+ by 14y 1= =ag+by+co 2 a

Din relatia b,_1 + ¢,_1 = a — a,,_ si definitia termenului general a,, rezulta ca a, =

= %(a — ap-1), Vn > 1. Deci:

1 1 1 -1
an =7 ( —7(a—anfz)):%—%+?an72:---:%—%+---+(—1)" gt
1 n
n 1_ - n n
(—1) _ < 2) —1) _ o« n+l 1 (—1)
togr =73 _(_1) t+grao = § (14 (1) gn ) + g
2
Obtinem:
11 1"
Ap = %(1+(_1)n+ 2_77,) +%a0, VTLEW

v v e e’ vy s 1 _Oz_(Lg+b0+CO
Rezulta ca nh_)rrgcan =3 Analog se arata ca nh_)rglobn = nh_)rglocn =3=—"—=3"
(

17. Fie (an),s1: (bn),s; C IR doud siruri definite astfel:
ansr = (L4 55) 0 bu = bo (14 5), n 2 1,

cu ar, by € IR, fixati. Sa se arate ca:

. a1+a2+---+a _
Y ey ey ML

Rezolvare. Vom aplica Consecinta 6) a teoremei lui Toplitz (Problema 12).
Verificam mai intai conditiile respective, adica:

i)b,>0,Vn>1 si» b, — oo, pentrun — oo;
k=1
i) I lim 2 =] € R.

n—00 bn
Din relatia de recurenta pentru sirul (b,),., avem:

but = by (L4 2) =1 +1) (1+3) - (1+ 1) by = (n+ Db

de unde rezulta ca:

b1+bg+---+bn261W—>oo, pentru n — oc, (b > 0).

Apoi, pentru sirul (a,),-, deducem:

oo = (14 ) = (1 rLg) (1 ghg) o (1 ) o = 2525 2 e,
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In continuare avem:

Opyi _ 1 3:5---(2n+4+1) a _3-5---2n+1) Vi > 1
bpy1 nt+1 2-4---(2n) 1 4-6---(2n+2) by =
Folosind inegalitatea:

3:5---(2n+1) Vn > 1

2
4.-6---(2n+2) — V/2n+ 3’ =

(se demonstreaza prin inductie matematica), rezulta pentru fractia % calculatd mai
n+1

sus ca:

a 2 a

0< 72t < Ve > 1.

bpt1 = Von+3 b’ -

Deducem astfel ¢ lim %2 = lim %2l = 0,
n—oo Oy, n—o00 Op41

. . . T v v . a+as+--+a, _
Din Consecinta 6) a teoremei lui Toplitz rezulta ca 3 JLIEO bt +b, 0.

Problema de mai sus se poate rezolva folosind §i teorema lui Stolz-Cesaro, con-

siderand sirurile ¢, = a1+as+- - -+ay,, d, = by+by+---+b, = blw >0, Vn>1.
Sirul (dy),~, este strict crescator cu limita oo, iar:
lim S2tL=Cn _ fipy Gns1 _ fiy 3502 1) ey

nsoolni1 — A nooobpyr  nooed 600 (2n+2) by

Rezulta atunci ca 4 nh_)rglofl—’; = JL%H =0.

18. a) Sa se determine o € IR astfel incat sirul (x,), ., definit prin zy = 31);,
Tpi1 = axy, + 1, Vn € IN sa fie convergent.

b) Sa se determine a € IR astfel incat sirurile (2,),.n $i (Yn),c definite prin
To=Y =1, z, = ax, 1 + %yn,l, Yn = Ty 1 + %yn,l, Vn > 1 sa fie convergente.

Rezolvare. a) Avem: 7, = ar, + 1 =alar, 1 +1)+1=0a’z, 1 +a+1=

= Prpat ol tatl==a"ag+a"+a" o batl =g 4 att

+a" o da+l=

B %a”“ + o&"_—ll, daca o # 1;

_{ n+1+31);, daca a = 1.

Pentru a exista lim z, 41 € IR trebuie sd impunem conditia |a| < 1. Deci pentru
n—oo

1
_a'

« € (—1,1) girul este convergent si lim z,, = 1
b) Avem: 21 = a + ZlI’ Y = 3 Din relatiile de recurenta obtinem:
Yn—1 = 4z, — dazr,_1 = Yy, = 42,11 — dax, = 4,11 — dax, = T+

+%(4xn —dax, 1) <= 4wy —dar, = Ty + 22, — 2@, <= 4Ty =

= (da+2)z, + (1 = 2a)z, | <= Ty = (a + %) Ty — (% - 21[) Tp_1, V0 > 1.

Tar:
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Tpn—1 = Yn — %yn—l = Tp = Ynt+1 — %yn = Yn+1 — %yn = (yn - %yn—l) +
= =0+ ) v - ($- 1) var, Y21

Am obtinut ca cele doua siruri (z,), v §i (Yn),e v Sunt definite prin aceeasi relatie
de recurenta. Daca a = % atunci rp,4, = 2, Yn > 1 = 2, = %, Vn > 1, iar
Ynt1 = Yn, V)N >1=y, = %, Vn > 1, deci girurile sunt constante, deci convergente.

Daca o # % atunci 3C # 0 g1 v # 0 astfel incat x,,1 — v, = C(xy — YTn_1)
<~ 241 = (v + C)z,, — Cyz, 4. Intr-adevar, identificand relatia obtinuta cu relatia

de recurenta a girului (z,),, de mai sus, rezulta:

_ 1 _20+1
+C=a+ C=5—-
(5) {7 o 1° :>{ 2 2a+172a—1
Cr=35-1 Vo1t ot =0
2 2
Ecuatiain’yarediscriminantulA:(zail) _4.2a4—1:4a +£1a+1_8a[4:

2
= % >0, Va € IR. Deci v si C' € IR solutii ale sistemului de mai sus; in

2 2
plusC#O,deoarecey;ﬁQo‘jl ((204;11—1) —(2(11—1) +2a4—1750 — a;é%)_

Din relatia: z, 11 — vz, = C(x, — y2,_1), Y1 > 1, deducem:
Tnt1 — VTn = Cn(xl - ,Yx(]); Vne Wa
de unde rezulta:
Tpy1 = V" oo+ (P + IO+ 4+ O+ C™) (2 — Y), V€ IN.
Deoarece in sistemul (5) v # C, relatia de mai sus ne da:
n+1 Cn-l—l
Tny1 =" o + HT(% —yx9), Yn € IN.
Pentru ca sirul (2,),., sa fie convergent impunem conditiile |y| < 1, [C] < 1 sau
7] <1, C =1sau |C| <1, v=1.Pentru C = 1 sistemul (5) ne conduce la valoarea
= %, caz studiat separat. Asemanator pentru v = 1 obtinem a = % Deci pentru
a # % conditiile pentru ca sirul (x,), ., s fie convergent sunt |y| < 1si |C| < 1, adica
sistemul (5) trebuie sa aiba solutiile in modul mai mici decat 1. Ecuatia de gradul al
doilea care are solutiile v gi C' este:
f(z) Ea:Q—a:2O‘2+1 + 2@4—1 —0.

Impunem conditia ca ecuatia de mai sus sa aiba solutiile |z| < 1. Obtinem:

F(=1)> 0 1420581y 2015

£(1) >0 = 1-2atl a1
b 20+ 1

_1<__26<1 _1<T<1'

Rezulta o € (—%, %) :
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Deoarece pentru o = % sirul (), este constant, rezultd cd pentru a € (—%, %]
sirul (), este convergent. Fiind definit prin aceeasi relatie de recurenta, rezulta

ca sirul (y,), v este si el convergent pentru a € ( g, %] .
O alta solutie pentru problema de mai sus este urmatoarea: am dedus mai inainte

relatiile de recurenta pentru sirurile (), $i (Yn),en- §1 anume:

Tpt1 = 20[24—1 20[4—1:5”_1’ nz]-a 1‘0:17 1'12044-%

Ynt1 = 20‘2+1yn—2¥“4—1yn L2l =1,y = %

Vom studia in continuare doar sirul (z,), ., rezultatul ramanand valabil si pentru sirul
(Yn)pepv» deoarece sirurile sunt definite prin aceeasi relatie de recurenta. Vom cauta
siruri de forma (r"), ., care sa verifice relatia de recurenta de mai sus. Introducand

x, = r" in aceasti relatie deducem ci r este ridacind a ecuatiei 72 — A\r — 1 = 0, numita

ecuafia caracteristicd a sirului (z,,), .y, unde A = 2a27+1, W= 1—_4E. Aceasta ecuatie

2
de gradul al doilea in necunoscuta r are solutii, deoarece A = \2+4y = 4“—_44@ >

>0, Ya € IR. Deci 37y, 79 € IR astfel incat 72 — A\r — p = 0.
Deoarece sirurile u,, = r{ si v, = 74§ satisfac relatia de recurenta a sirului (), .y
rezulta ca sirul (Cyu, + CQ”n)nezN cu (', C5 constante arbitrare verifica aceeasi relatie

de recurenta. Daca notam cu a = zg gi cu b = 2 (la girul (2,,),.y a =1, b=a+ %,

iar la sirul (yn),cn a =1, b= % ), obtinem conditiile:

Cl’ng + CQUO =aqa Cl + CQ =aqa C11 = ga”b__rrb
- — b2— 1
Ciu; + Covy = b Ciri +Cyra = b Cy = ary

ro — T

Rezultd atunci pentru termenul general al sirului (z,), , urmatoarea forma:

ne

— ary bn b— ary
xn_r2—r11+ rlrg,VnElN.

Pentru ca sirul (2,),,.,y sa fie convergent trebuie sa impunem conditiile ry, ro € (=1, 1],

adica cu notatiile de la prima solutie:

£(1) >0 1-20412az15
f(=1)>0 — 1+20‘2"'1+2‘)‘4_1>0
_ b _ 20+ 1

1< - <1 1<zetl o

de unde rezulta o € (—%, %} :

19. Sa se calculeze limitele urmatoarelor siruri:

n= "% (n+1)!=n!, n>1, (sirul lui Traian Lalescu);
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n> 1.

)

b an=n (14 547)" (14 4)"

n
Rezolvare. a) Sirul z,, = , , n > 1 are proprietatea ca hm ;“

= e. Conform

Consecintei 4 a teoremei lui Toplitz (Problema 12) rezulta ca 3 hm T, = nlggj i

= e. Atunci:
L . R
si
. " (n + 1)! " (n+1 R n+ 1) ntl
nggc n! n—)oo n+1 (n )n+1 n—)oc n + 1
i n+1
= IIm —F— — €.
neo "/ (n+1)!
"(n+1)!
Notam cu b,, = (717') ; avem:
n!
Hn_n
V'n!

1
by — 1=~ i bZ:{[1+(bn—1)]bn—1}

n!

Trecand la limita in ultima relatie si tinand cont de limitele de mai sus si anume

nhﬁrgob =1si hm b = e, obtinem:
e lim a,, . 1
e =e N0 — lima, =¢
n—oo
1 n+1
(1 )
b) Notdm cu b L +11 . avem lim b, = 1. S& calculdm b
(1+3)
n
1 n(n+1)
0+ 053) (n 1) : 2 n
b n+1 — (n£2) (o) = n(n +2) (nE2)" =
n+1 n—+1 (n+1) n—+1

—(nt1)? —ﬁ .
:{[1—m] } (1)

—l.e = 1. Deoarece:

Ll
n<1 + —)
n

La limita pentru n — oo, obtinem li_)m b =e
n—oe

1 (b, — )n
bg:{[u(bn—l)]bn—l} si by, —1=
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rezulta ca:

1\ (o
b =<1+ (b, —1)]0n — 1 bet)

Trecand la limita in egalitatea de mai sus, obtinem:

1 — enh—>nc>1o (1+1%)n O

— 1. lime, =0 = lima,=0.
n—oo n—oo

20. Folosind teorema lui Cauchy, sa se studieze convergenta girurilor:

a) a, = 111 +512ng2 o S >

_cosl! | cos2! , . cosn! )

) a, = Siigx + _si1522x +ot L?l%m, re R, n>1.

Rezolvare. Vom demonstra ca sirurile sunt giruri Cauchy, deci conform Teoremei

5 a lui Cauchy sunt convergente.
a) Aratam ca:
Ve >0 Ing(e) € IN* al ¥Yn > ng(e) areloc |ayip —ay| <&, Vpe IN.
Sa consideram ¢ > 0 arbitrar, momentan fixat si majoram diferenta a,,—a, in modul:

sin(n +1 sin(n + 2 sin(n + 1 1
§n+1 )+ ;n-I—Q )+"'+ §n+pp)§2n+1+2n+2+"'+

‘an-l—p - an‘ =

1
1 1 -5 1 1 1
ot T garT -1 _2_"<1_? < gu VPEN.

Punand conditia 2% < £ obtinem n > log, % Deci rangul ng(g) din definitia girului

Cauchy este:
1 o
log, 2| +1, daca 0 <e <1,
n0(€):{ [ gQE] =

1, daca £ > 1.

Atunci pentru Vn > ng(e) si Vp € IN are loc |ap4p — a,| < €.

b) Avem:

a —a—‘ cos(n +1)! cos(n + 2)! P cos(n + p)! <

e T T n+)(n+2) T (n+2)(n+3) (n+p)n+p+1) =

1 1 1

< — _
ShrDmty) Thrym+s) T T mrpmrpt )  a+l 2t

1 1 1 _ 1 1 1
thrz a3 T T A s ntpFl o afT mFpFIlafD VPEN
Punand conditia %_'_1 < ¢ obtinem rangul:

[ [AEE] 41 dacio<e<1;
no(e) = 9
1, daca € > 1.

Atunci pentru Vn > ng(e) i Vp € IN 1 |apip — an| < €.

c¢) Calculam |an4p — an| :
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sin(n + 1)z | sin(n + 2)x sin(n + p)z 1
Opip — On| = + + ot < +
[@np = ] (n+1)* (n+2)* (n+p)° |~ (n+1)°

1 . 1 1 L 1 _1_
T L s ) S ) R (TR DT (TI) I (O D (T BT

1 1 1 1 11 1 1
“nfTtayT nyzt o tnyxp=T1 mFp-n nfp <m VPEI.

1
n
Vp e IN avem |a,4p — Gy < €.

Impunand conditia = < £ obtinem rangul ny(g) = [%] + 1. Deci pentru ¥ n > ng(e) si

< < 1 1 1 i
21. Sa se arate ca sirul a, =14+ ==+ —=+---+ —=, n > 1 nu este gir Cauchy,
RV RE Vi e '

deci nu este convergent.

Rezolvare. Presupunem prin reducere la absurd ca sirul (a,),,-, este sir Cauchy,
adica: .

Ve >0 dng(e) al Vn >ng(e) are loc |apyp —an| <e, Vp e IN.
Pentru e = 1 rezulta ca Ing(1) o, e IN*ai. Vn>n siVpe IN lantp — an] < 1.
Luand p = n obtinem |as, — a,| < 1, Vn > ny.

Dar:

1 1 1 n n
Qo — | = + Fe A > >1,Vn>2,
|2n n‘ vn+1l Vn+2 T V2n - -

ceea ce contrazice inegalitatea de mai sus. Deci presupunere

MR

facuta este falsa, adica

sV

sirul (ap),~, nu este sir Cauchy, deci nici convergent.
22. Si se determine multimea punctelor limita LIM(a,), lima, si lim a, pentru
n—00 50
urmatoarele siruri:
a)ap, =142 (=1)"" 3. (=1)"" V2 p >

b) a, = (1+%)n-(—1)n+sinﬂ47£, n>1;

. 2
c) an:%-n(’l) +(sinn77r) , n> 1.

Rezolvare. a) Pentru a determina punctele limita ale sirului (a,),, vom des-
compune acest gir in urmatoarele subgiruri convergente (constante): )
ag, =1—-24+3=2,k>1; a1 =14+2+3=6, k> 0;
Gipro=1-2-3=—4, k>0 aps=1+2-3=0, k>0,
Limitele acestor siruri reprezinta punctele limita ale sirului (a,),-, (conform Teoremei
6). Deci: )
LIM(a,) ={-4,0,2,6}, iar Ean =6, lima, = —4.

n—o0
b) Descompunem sirul (a,),~, in urmatoarele 8 subsiruri convergente:

8k
ask = (1 + é) : (—I)Sk + sin 2km — e, pentru k — oo;
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8k-+1
agki1 —|— (=1D)% ! fsin (2kr + T) = —e+ \/5, pentru £ — oc;
1 2
8k+2
agk+2 = + (=D Lsin (2kr + T — e+ 1, pentru k — o0;
+ 2
. 8k+3 8k+3 . 37T \/5 .
8 — ‘T - 3 )
ask-+3 ( +3 ) (—=1)" " +sin (2k7r + —4—) — —e+ %%, pentru k — oo
8k+4 8k+4 | .
Agktq = (= sin (2km + 7 e, pentru o0;
(+ ) (= 1)+ 4+ sin 2k +7) — tru k —
B 8k+5 8kL5 51 \/5 .
8k+5 = (= _ V2 ’
Ask+5 ( +3 ) (—=1)""" +sin (2k7r + 5 ) —e—%%, pentru k — oo
8k+6
agk16 = —|— (=1 4 sin (27 + 3m) e — 1, pentru £ — oc;
2
8k+7
a8kt 7 ( + 3% ) (=1)¥* 4gin (2k7r + ZT) 6—@ pentru k — oo.

Deci LIM (a,) = {e, —e + @ e+1, —e— @ e—1},iar lima, =e+1, lima, =
n—oc n—oo

—

¢) Avem (an)nZI = (a2k)k>1 U (a2k+1)k20’ unde:

Ao = Lk (Zk)(_1)2k + <sm 21”) =1— 1, pentru £ — oo,
| (—1)2k+1 - (2k+ D)7\ 1
(okt1 = ST (2k+1) + (sm—2— = m + 1 — 1, pentru

k — oc.

Deci LIM (a,)={1}, adica sirul (a,),-, este convergent, hm a, = lim a, = lim a,=1.
2 —00 n=00 n—00

23. Fie sirurile (2,,), >, i (Yn),,; de numere reale, marginite. Sa se arate ca:

8) Jimg (@ + yn) < Jim s + lim g

b) lim (z, + y,) > lim x, + lim y,;
n—oo n—oo

n—oo
o T < (i) (i)
d) lim (z,y,) > (lim xn> . <lim yn> ,

n—oo n— 00

ultimele doua inegalitati avand loc pentru (z,,),5, (Yn),>; C R4.

Rezolvare. Deoarece sirurile (x,), -, si (yn);>1 sunt rr_lérginite rezulta ca LIM (z,,),
LIM (y,), LIM(x, + yn), LIM (x,y,) sunt mulgirzli nevide (conform lemei lui Cesaro)
sl marginite.

a) Conform Teoremei 7 de caracterizare a limitei superioare a unui gir avem:

Ve>0 3Ni(e) € N* ai Vn> N(e) areloc z, < limw, +¢/2
si

Ve>0 INy(e) € IN* ai. ¥Yn > Ny(e) are loc y, < Eyn +¢e/2.



56 Capitolul 2

Deci pentru Ve > 0 I N(g) = max{N;(g), Nao(e)} € IN* ai.Vn > N(e):
(6) Ty + yp < T}Lrgoxn + T}Lrgoyn +e.

Fie z € LIM(x, + y,) arbitrar, momentan fixat. Din Teorema 6 de caracterizare
cu subsiruri, rezulta ca 3 un subsir (zx, + y,),, al sirului (2, + yn), -, astfel incat

Ve >0 3IN(e) € IN* ai Vn> N(e) areloc 2z — & < a4, +yp, < z+¢.

Deci pentru ¢ > 0, considerand N () = max{N (), N(e)} obtinem din inegalititile

de mai sus si din (6) ca:

(7) z—5<xkn+yknth_)ngoxn—l—nh_)rgoyn—ire, Vn > N(e),

(k, > n > N(g)). Deoarece ¢ este arbitrar, din inegalitatea (7) deducem ca:
z < limx, + lim y,.
n—o0 n—oo
Elementul z fiind arbitrar in multimea LIM (2, +y), pentru z = lim (2, 4y, ) obtinem:
A3 (Tn + 4a) < Jim 2o + iy

b) Folosind egalitatile evidente:

¥ T = —Jim(-n) 5 i, = =i (<)

deducem inegalitatea b) din inegalitatea a) astfel:
T}L_Tgo(xn + Yn) = —7}1{20(—«’1?71 —UYn) > — nh_)rgo(—xn) + nh_)rgo(—yn) =

= limx, + limy,.
n—oo n—oQ

c¢) Deoarece sirurile (z,,),; §i (Yn),>; Sunt marginite rezulta ca 3 M;, M, >
>0al0<uz, <M, Vn> 1_§i 0< yn_g M,, ¥Yn > 1, (sirurile au termenii > 0).

Din Teorema 7 rezulta:

Ve>0 INy(e) € IN* ai. ¥Yn > Ny(e) are loc 0 <z, < Exn +&

Ve>0 INy(e) € IN* aid. Vn > Ny(e) are loc 0 <y, < Jgrgoyn +e.
Deci pentru Ve > 0 3 N(e) = max{N;(¢), Na(e)} ai. Vn > N(e):

0<z, y, < (limxn> . <limyn> +elimz, +elimy, +2 <
n—00 n—oo n—oo n—oo

< <lim xn> - <,,11{20?Jn> +eMy +eM, + €2,

- n—o0
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<lirn Tp < My g limy, < M2>
n—o0 n—oo
Fie z € LIM(x,y,). Conform Teoremei 6 rezulta ca 3 un subsir (xx, Yk, ),>; al

sirului (2nyn),>; asfel incat lim (2, yr,) = z; deci:

Ve>0 IN(e) € IN* ai Vn> N(e) areloc z —e < a4, yp, < 2 +€.

Deci pentru ¢ > 0, considerand N (g) = max{N(¢), N(¢)}, din inegalitatea de mai

sus si din inegalitatile (9) deducem ca:

(10) 2 —& < X, Yp, < <nh_)rrgoxn> . <nll>r§oy"> +eMy +eMy+¢e% VYn> ﬁ(e),

(k, > n > N(g)). Deoarece € este arbitrar, pentru & — 0, inegalitatile (10) ne dau:

z < <1imxn> . <1imyn> .
n—oo n—o0o

Elementul z fiind arbitrar in multimea LI M (x,y,), pentru z = ,}Hgo(xnyn) obtinem:

lim (z,y,) < (lirn a:n> . (Tlll_)rrgoyn> .

n—o0 n—oo

d) Daca limz, = 0 sau limy, = 0 atunci inegalitatea din enunt este evidenta.

n—oo n—oo
Sa presupunem in continuare ca lim z, > 0 si lim y, > 0. Fie ¢ > 0 arbitrar, suficient
n—oQ n—oQ

de mic (5 < limz,, ¢ < lim yn> . Atunci din Teorema 7 rezulta:
n—oc n—oc

IAN;(e) € IN* ai. Vn > Ny(e) are loc x, > limz, — ¢

n— 00

ANy (e) € IN* ai. Vn > Ny(e) are loc y, > limy, —e.
n—oo

Deci pentru ¢ > 0 mic, 3N () = max{N;(¢), Ny(¢)} a.i. Vn > N(e) :

Tnln > <1imxn> . <1imyn> —¢lim x, — €lim y, + &2 >
n—oo n—oo

n— 00 n—o0

(11)

n—o0 n—o0

> <1im xn> . <1im yn> —eM; — eM,y + €2,

unde M; §i M, sunt definite la punctul c).
Pentru un z € LIM (x,yy), 3 un subsir (zx, Yk, ), al sicului (z,y,),,+, astfel incat

lim (g, yr,) = 2, adici:

Ve>0 IN(s) € IN* ai Vn> N(e) areloc 2 —& < a4, yp, < 2+ €.



58 Capitolul 2

Deci pentru & > 0 mic, pentru N(g) = max{N(¢), N(¢)}, din inegalitatea de mai
sus si inegalitatile (11) deducem:

(12) z24e > Ty, Yk, > <lim xn> . (lim yn> —eMy —eMy+¢e%, VYn> ﬁ(s),
n—oQ

n—oo

(kn, > n > N(g)). Trecand la limita in inegalitatea (12) pentru £ — 0 obtinem:

z > <1imxn> . < imyn> .
n—oc n—oc

Deoarece z este arbitrar in multimea LIM (x,y,), pentru z = lim (z,y,), rezulta:
n—oo

lim (z,y,) > <1im xn> . ( im yn> )

n—o0 n—oo n—oo

24. Fie (zn),51, (Un)y>1 C IR Daca sirul (z,),5, este convergent si lim z, >0

atunci:

a) lim (x,y,) = (lim afn) : <nh_)ﬁc}oyn> ;

n—o0 n—oo

) Jim (o) = (fiman) - (fiman)

Rezolvare. Deoarece li_)m x, > 0 rezulta ca 4ng € IN ai. x, >0, Vn > ny.
n o0

a) Din Teorema 6 aplicata sirului (y,),,, 3 un subsir (yk,),>1 C (Un),s1s kn > 1

astfel incat:

lim = lim y,.
nﬁooyk" nﬁooyn

Considerand subsirul corespunzitor (zy,),>,; C (%4),5,, convergent la Jim z,,, din

relatia de mai sus deducem ca:

i Grron,) = (Y ) - (Joon)-

Deci:
(Jimoa) - (Tiwon) € LIM(vagn) s
(13) 1im (zy,) > <7}Lrgo :vn) : <nliggo yn> :

Pentru nh_)rrc}o(xnyn) rezulta cd 3 un subsir (2,,Yp,),51 C (TnYn),ss Pn > 1 astfel

n>1
incat:

lim (2,p,) = lim (z,y).

- 1 1 1 :
Deoarece sirul (‘T?’n>n>1 C (ﬂ)nZl converge la m (zp, > 0, ¥Yn > nyg), din

egalitatea de mai sus deducem:
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lim 7 (25, 9p,) = 7 0 (20n)

n=>ocoLp, 1T n=oo
n—oo
<
lim = = - lim (x .
n—)ooyp" lim Tn n—)oo( nyn)
n—oo
Deci:

]_ T . T .
Tz, ok Pnde) € LIM(a) s Jimyn 2 Ty i (@),

Rezulta astfel:

n—oo
(lim z, > 0).
n—oo
Inegalitatile (13) si (14) ne conduc la egalitatea:
T (o) = (Jimen) - (JFgon)
b) Egalitatea de la punctul b) se demonstreaza in mod asemanéator egalitatii de la

punctul a) sau se poate deduce din punctul a) cu ajutorul relatiilor (8) si anume:

lim (l‘nyn) = — lim (—wnyn) = —lim (l‘n . (—yn)) a:)

n—oo n—oo n—oo

= (Jim ) - T ) = (Jim) - (Jimon)

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

25. Sa se calculeze limitele urmatoarelor siruri:

b) z, =

S|

Zsinkﬁ, n>1; 0¢€lR;
k=1

c)ry =1, x, = <1— #) Tpo1, n>2 d)ze=1, 2, = Jax,_1, n>1,
a > 0 fixat.

26. Sa se calculeze limitele urmatoarelor siruri:

a)an:<1+#) (1+ﬁ>---(1+#>, n>1;

Boa, = (1+L) (14+2) - (142), n>1.
)a <+n3 +n3 +n3 , n>

27. Folosind teorema lui Weierstrass, sa se studieze si apoi sa se calculeze limitele

urmatoarelor giruri:
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a)ry =1, Tpy1 = 522, n>1; b > 1.

n+ 2% n f
28. Determinati numerele reale « i [ astfel incat §1r l dat prin:

n=V3n3+2n2+n+1—an—p

sa fie convergent si si aiba limita L.
. Vo

29. Sa se studieze natura sirurilor:

a) an:\/1+\/2+\/22+---+\/2“, n>1;

b) \/ \/2+ 3+ \/ﬁn>1

30. Fiex; > 29 >05i 2y = 5, n > 2. Sa se arate ca:

a) Subsirul (zox41),>, este descrescator, iar subsirul (xg),-, este crescator.
b) Sirul (z,),-, este convergent.

1
n’

Sa se arate ca sirul 7, = %(:1:1 + 29+ ---+x,), n > 1 este monoton descrescitor si ca

31. Fie sirul (:1:n)n>1 € IR, cu proprietatea z,,1 < =5 (z1 + 22+ +x,), n > 1.

lim 2, = 0.
n—oc

32. Fiea€e IR, a > 0sipe IN, p> 2 doua numere arbitrare fixate. Sa se arate
ca sirurile (z,,),5; i (Yn),>; definite prin relatiile de recurenta:

ax, )

yn+1:%l(p_1)yn+#‘|a n>1, y > Va
n

sunt convergente la /a.

33. Sase calculeze, folosind consecintele teoremei lui Toplitz, limitele urmatoarelor
siruri:

a) 7, — 17 + 37 + np+—il—(2n—1)p’ n>1, peN:

b)xn:1+\/§+\/;+---+c/ﬁ, 0> 1

C)xn:,ﬁ%, n>1, peIN".

34. Sa se arate folosind teorema lui Cauchy ca sirurile:
1 1 1
an:1+?+?2+"'+?, n>1;
_ COS® , COS2x | .. ., COSNT
=237+ "+t gme n2>1 v e R

sunt convergente, iar sirurile:
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po=l+stse b n>1
sunt divergente.
35. Sa se determine multimea punctelor limita LIM (a,), lim a, si le a, pentru
n— oo n—,oo

urmatoarele giruri:
a) an —smn37r, n>1;, b)a,= (—1)"/ (1—1—%—1—61/") , n>1;
) an=[1+(=1)" - nCD"" 4 cos T n>1

36. Fie sirurile (z,),5; (¥n),>; C IR marginite. Sa se arate ca:

a) hm 0 (Ty + Yn) = hm lim z,, + hm 1 Y
(

b) hm Tn + Yn) < hmxn—i- hmyn

n—oo

¢) lim (x, - y,) > (hrn afn) : (Jg&%) ;

n—oc n—00
) Jimy (o) < (Jime) - (Jion).

ultimele doua inegalitati avand loc pentru (z,,),<;, (Yn),>,; C R+.

37. Sa se demonstreze ca daca x, >0, Vn > 1si nh_)rgoxn # 0, iar:
“—  T—1 _
T Tz, =
atunci girul (x,),., este convergent.

38. Fie (x si doua siruri de numere reale. Daca lim z, = 1 atunci
( n)nzl 3 (yn)nzl 3 et

sirurile (2pYn), >, 81 (Yn), >, au aceleasi puncte limita.

n>1 "%
39. Fie (2,)n>1 C IR’,. Sa se arate ca are loc urmatorul sir de inegalitati:

. X —
Jim =21 < lim ¥z, < hm Y, < lim nil

n—oo Iy, n—00 n—oo .

§2. SERITI DE NUMERE REALE

Fie girul (an),, de numere reale si (S,),, sirul:

51 = aq, 52:a1+a2,...,5n:a1+a2+---+an,...,
numit girul sumelor partiale. Perechea ((a,), (S,)) se numeste serie de numere reale si
se noteaza:

o0
a+ag+-cFa,+- sau Y ap.
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(o)
(pentru sirul (ay), ., seria este definita Zan, cu So = ag, S1 =ay+aq,...).
n=0
o0
Seria Zan este convergenta si are suma S daca girul (Sn)n21 este convergent la
n=1
oo oo
S. Notam Zan = nh_)rrchn = S. Seria Zan este divergenta daca girul (Sn)n21 este
n=1 n=1
divergent. Daca li_)m S, = 00 sau —o0 spunem ca suma seriei este +oc, respectiv. —oo
n o
(o) (o)
si notam Zan = oc, respectiv Zan = —00.
n=1 n=1

Proprietati ale seriilor:

a) Daca intr-o serie se schimba ordinea unui numar finit de termeni se obtine o
serie cu aceeasi natura cu seria datd. Daca seria data are suma (finita sau infinita)
seria obtinuta are aceeagi suma.

b) Daca la o serie se adauga sau se inlatura un numar finit de termeni seria obtinuta

are aceeasi natura cu seria data.
o

¢) Dac# termenii unei serii » a, cu suma finitd sau infinitd se asociaza in grupe

n=1
astfel incat fiecare grupa sa contina un numar finit de termeni consecutivi gi fiecare

termen sa apartina la o singura grupa, atunci seria obtinuta are aceeagi natura si aceeasi
o<

suma cu Zan.
n=1
d) Sirul sumelor partiale ale unei serii convergente este marginit.

e) Sirul termenilor unei serii convergente, (a,),-,, este convergent la 0.

f) Daca sirul termenilor unei serii nu converge la zero atunci seria este divergenta.
o<

g) Seria Zan, a, > 0, Vn > 1 este convergenta daca gi numai daca sirul (S,),+,
n=1 a
al sumelor partiale este marginit.

o
Teorema 1 (criteriul general al lui Cauchy). Seria ) _a, este convergenti
n=1
daca si numai daca:

Ve>03ng(e) € N al. Vn>mng(e): |anpr + anpo+ -+ anypl <&, Vpe IN™.

Criterii de convergenta pentru serii cu termeni nenegativi

(o) oo
1. Criteriul de comparatie cu marginire (I). Fie seriile Zan si an, Ay, by >0,
n=1 n=1

Vn>1 Daca3M >0sidng € IN* ai. a, < Mb,, Vn > ngy atunci:
a) Dacd Y b, este convergentd (notdm (C)) atunci si Y _a, (C);

n=1 n=1
o

b) Daci ) _a, este divergentd (notdm (D)) atuncisi Y b, (D).

n=1 n=1
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(o) oo
2. Criteriul de comparatie cu mdrginire (I1). Fie seriile Y a, i Y by, ap, by >0,
n=1 n=1
b

VYn > 1. Daca 3ny, € IN* ali. % < Tb’“, ¥ n > ny atunci:
n

n

a) Daca ibn (C) = ilan (C);
b) Daca ian (D) = ibn (D

n=1

oo oo
3. Criteriul de comparatie cu limite extreme. Fie seriile Zan si an, cu a,,

n=1 n=1
b,>0,Vn >1. Notam cu [, = lim Gn si [* = Tim %, Atunci:
dacd Yb, (C) = Zan (©);
a) Daca [I* € [0, 00) atunci ns! i~
dacé Zan (D) = b, (D);
n=1

daca Z an ( Z b, (C);
daca an Zan );
=1

\
¢) Daca 0 < I, < [* < oo atunci cele doudl serii au aceeasgi natura, (se noteaza
o o
D an ~ ) bn)
n=1 n=1

3’. Pentru [, = [* = [ in Criteriul 3 se obtine Criteriul de comparatie cu limita.

b) Daca I, € (0, 00] atunci

8||

4. Criteriul de condensare al lui Cauchy. Fie Zan, ap, > 0, VYn > 1. Daca sirul

n=1
o0 o0
g . . g n
(an)n21 este monoton descrescator atunci E an, are aceeagl natura cu E 2"agn.
n=1 n=0

5. Criteriul raportului al lui D’Alembert cu marginire. Fie Zan, a, >0, Vn>1.

n=1

oo
a) Daca 3p < 1gi dnyg € IN* ald. ag—:l < o, Vn > ng atunci Zan (C

n=1

o0
b) Dacd 3n; € IN* a.l. ag—:l > 1, Vn > ny atunci »_a, (D

n=1
oo

6. Criteriul raportului al lui D’Alembert cu limite extreme. Fie Zan, a, >0,

n=1

. -——Qa a .
Vn>1gl*= lim =2 ], = lim =241 Atunci:
n—oc n n—oo n

a) Daca [* < 1 atunci Zan (C

n=1

b) Daca I, > 1 atunci » _a, (D);

n=1
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¢) Daca [, <1 sau [* > 1 nu putem preciza natura seriei.
6’. Pentru [, = [* = [ in Criteriul 6 se obtine Criteriul raportului al lui D’Alembert
cu limitd.

o0
7. Criteriul radicalului al lui Cauchy cu marginire. Fie Zan, a, >0, Vn>1.

n=1

a) Daca 3o < 1si 3ng € IN* ai {/a, <o, Vn > ng atunci ian (C);
n=1
b) Daca 3ny € IN* ai. {/a, > 1, Vn > n; atunci ian (D).
n=1
8. Criteriul radicalului al lui Cauchy-Hadamard cu limita superioara. Fie ian,
a,>0,Vn>1gl*= @\“/@ Atunci: "

a) Dacd I* < 1 atunci »_a, (C);

n=1

b) Daca I* > 1 atunci » _a, (D);
n=1

¢) Daca [* = 1 nu putem preciza natura seriei.
8. Daca 31 = lim {/a,, Criteriul 8 se numeste Criteriul radicalului al lui Cauchy
n—oo
cu limita.
o
9. Criteriul lui Raabe-Duhamel cu limite extreme. Fie Zan, a, >0, Vn >1s4i

le = TJL_H;OH (GZL — 1) , I*=Timn (aa" — 1) . Atunci: .

n—o00 n+1

a) Dacd I, > 1 atunci ) _a, (C);

n=1

b) Daca I* < 1 atunci »_a, (D);

n=1

c) Daca [, <1 sau [* > 1 nu putem decide natura seriei.
9. Pentru I, = [* = [ in Criteriul 9 se obtine Criteriul lui Raabe-Duhamel cu
limita.

o
10.  Criteriul lui Bertrand cu limite extreme. Fie Zan, a, > 0,Vn > 14l

n=1

l*znli_)rrgo [n(a;lil —1) —1] Inn, l*zm[n( An, —1) —1] Inn.

n—oo Ap41

a) Dacd [, > 1 atunci Y _a, (C);

n=1

oo
b) Daca I* < 1 atunci »_a, (D);
n=1
c¢) Daca [, <1 sau [* > 1 atunci nu putem decide natura seriei.

10°. Pentru [* = [, = [ in Criteriul 10 se obtine Criteriul lui Bertrand cu limita.
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1
~ In —
11. Criteriul logaritmic. Fie Zan cua, >0, Vn>1sil= nlglgo T o Atunci:
n=1
a) Dacd [ > 1 atunci »_a, (C);
no:ol
b) Daca [ < 1 atunci »_a, (D);
n=1

¢) Daca [ =1 nu putem decide natura seriei.

o
12.  Criteriul integral al lui Mac-Laurin—Cauchy. Fie Zan, a, > 0, Vn > 1.
n=1
Presupunem ca exista o functie continua i monoton descrescatoare f : [1,00) — IR,
o<

cu f(n) = a,, Vn > 1. Atunci seria ) _a, este convergentil (divergentd) daci si numai
n=1

daca sirul (F,), s, F, = / f(z) dz este convergent (respectiv divergent).
= 1

Criterii de convergenta pentru serii cu termeni oarecare
o o

1. Criteriul lui Leibniz. Fie seria alternata Y (—1)"""a, (sau > (=1)""'a,) cu
n=0 n=1
an > 0, ¥n € IN. Daca (ay), v este un sir monoton descrescator si convergent la

o.¢]
. . 1 o
atunci seria Y (—1)""'a,, este convergent.

n=0
oo
2. Criteriul lui Dirichlet. Fie seria Zanbn cu termeni oarecare. Daca:
n=1
o0

a) seria Zan are girul sumelor partiale marginit;
n=1

b) sirul (b,),~, este monoton descrescator, convergent la 0,
n>
atunci seria Y _ay,b, este convergentd (C).
n=1
o
3. Criteriul lui Abel. Fie seria Zanbn cu termeni oarecare. Daca:
n=1

o.¢]
a) seria »_a, (C); b) sirul (b,),-, este monoton si marginit,
n=1 B

atunci »_a,b, (C).

n=1

Serii absolut convergente

o.¢] o
Seria » a, se numeste absolut convergentd (A.C.) dacd seria »_|a,| este con-
n=1 n=1

vergenta. (O serie convergenta care nu este absolut convergenta se numeste semi-
convergentd sau simplu convergenta (S.C.).

Orice serie absolut convergenta este convergenta.
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Pentru studiul absolutei convergente a unei serii putem folosi oricare dintre cri-
teriile de convergenta de mai sus pentru serii cu termeni nenegativi. Vom enunta in

continuare doua dintre aceste criterii, avand in vedere concluziile deosebite ale lor:
o

1. Criteriul raportului al lui D’Alembert. Fie seria Zan cu termeni oarecare si
n=1
I* = Tim |%ntl , I, = lim %‘. Atunci:
n—oo n n—oo n
o<
a) Dacd I* < 1 atunci »_a, (A.C.).
n=1
b) Daca I, > 1 atunci »_a, (D).
n=1

c) Daca [, <1 sau [* > 1 nu putem decide natura seriei.
(e.@)

2. Criteriul radicalului al lui Cauchy. Fie seria Zan cu termeni oarecare si
n=1
[* = lim {/|a,|. Atunci:

n—oo

o
a) Dacd I* < 1 atunci »_a, (A.C.).

n=1

o
b) Daca I* > 1 atunci »_a, (D).

n=1
c¢) Daca [* = 1 nu putem preciza natura seriei.
Operatii cu serii

o o o
Fie seriile Zan si an. Seria sumda este Z(an + b,), iar seria produs cu un
n=1 n=1 n=1
o<
scalar X € IR este > _(Aay).
n=1
o oo
Teorema 2. Daca seriile Zan si an sunt convergente cu sumele Sy si Ss, iar
n=1 n=1

o
A, 1 € IR atunci seria Z(Aan + pb,) este convergenta cu suma AS; + (1Ss.

=1
" oo o0 o
Seria produs dupa Cauchy a seriilor Zan si an este seria notata ch si definita

n=1 n=1 n=1

astfel:
Cn = a1y + agby_1 + -+ + an_1by + apby, n > 1.
Teorema 3 (Mertens). Produsul Cauchy al doua serii convergente, dintre care
macar una este absolut convergenta, este o serie convergenta. Suma ei este egald cu

produsul sumelor celor doua serii.

Teorema 4. Produsul Cauchy al doua serii absolut convergente este o serie absolut
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convergenta cu suma egala cu produsul sumelor seriilor date.

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se studieze girul sumelor partiale pentru urmatoarele serii, deducandu-se
apoi natura acestora si suma lor, in caz de convergengé
(o)

n . 12" .
a) ZCL ’ CL#O, b) 371 3 Z 371-2 +1)a
n=1 n:l

n=1

o o

dn +1 _ nli 3 _
Y ;(QR_l)(Qn)(2n+1)(2n+2)’ e) Y 3" 'sin’gk, a € R

n=1
o)

1 . —~ 1. n+1.
f ——a, 0 € 07]-: hl—,
) ;4” cosgi 0.1 ) ngl n Z\/n—ir 1++vn

Rezolvare. a) Sirul sumelor partiale al acestei serii este:

1—a" <
a- , daca a # 1;
Sp=a+a+- - 4a" = I-a 4
n daca a = 1.

1%“01, daca |a\ < ]-,

Rezulta ca lim S, = oo, dacaa>1;
n—oo - !
A, daca a < —1.
[e.e]
Deci seria Y _a" sau Y a" numitd seria geometricd (cu ratia a) este convergenta si
n=1 n=0

n+1
are suma S = 12—(1, respectiv S = 1l—a (Snzl—l__aia, a#1 s S,=n+1, a:1>
pentru |a| < 1. Pentru celelalte valori ale lui a, |a| > 1 seria este divergenta.

b) Sirul sumelor partiale este:

ity ey B g

Pl P - 1— = 1— %
=5 (1-gr) -2[1-(3)']
Deoarece nh_)rgloSn = —% rezulta ca seria este convergenta cu suma S = —%.
c) Ave;n: )
S":];(Sk—2)1(3k+1 z::[Sk—Q 3k1+1]:31§(1_21[+21[_%+”'+
s st a2 s D) =5 (L5 T) T 3@~ S
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Deoarece Jgrgosn = % rezulta ca seria este convergenta cu suma S = %
d) S = Zn:(% - 1)(2/{%]({241;-1# kT2 ~ kzn: I 2k(2%+2)} =
=%§[<k_1 )~ (3~ 2)] =32 (ot — o - et
topr) =3 (-3 - 3+1+t3 -1 F+6+t tomes e - et
1

1 1 1 1 1 \y_1¢1_ 1 1
+ﬁ+72n—1_ﬁ_2n+1+2n+2)_2(2 2n+1+2n+2)'

Avem lim S, = %, deci seria este convergenta cu suma S = %
n—oo

e) Sp = ZZS’“_lsinza?%C = ZS’“‘l : 21[ (3 sin ??C sin k- 1) =

Z(?)ksm — 3k- s1n3a )—Z[<3$1n——s1na+32s1n?—351n3+ 4+

n—1 _aqn-—2 a _ a9n-—1 a _ nagin 4 &
+ 3" " sin 3”’ 3 3 sin 3n 3" sin 3n1> =7 (3 sin gm — sin a) .
Daca a = 0 atunci S, =0, Vn > 1, deci Jgrglosn = 0. Daca a # 0 atunci:
1 sin in 1
lim 5, = 7 fa lim —13— —sina| = 7(a —sina).
3n

(a —sina), Ya € R.

A=

Rezulta ca seria este convergenta cu suma S =

f) Daca a # 0 avem:

n n
_ 1 _ 1 1 1 _
S"_Zk 2G_Z4k—1 . 9 2 8T
k=14"cos > k=1 sin“——  4sin”—
1 1 1 1 1 1
= - = - - +ot
1; 4kflsln22k : 4ksin2;€) sin“a  4gin? 4s1n2§ 42s1n2%
1 1 1 1 1 1
+ - + - ==
4" 25in? na_2 4" Lgin? na T 4" tgin? — 4"51n2% sin’a 4"51n2—n
2 2 2
a 2
Rezultd ¢ lim S, = —4— — L Jim [ 22| =11
n—o0 sina - a"n=oo| gy — sin‘a  a
2
Daca a = 0 atunci: .
n 1— —
_\1 _ 1, 4" _ 1/ _ 1
Sn=2 k=1 F=3(1- ).
k=1 1— T

iar li_)m Sp = % Rezulta ca seria este convergenta cu suma:
n—oe
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{ 1L daciac(0,1]

S = sm°a a
1/3, daca a = 0.
g) Avem:
Se=3 AL =S In(k+1) k=2 —In1+In3 -2+ +Inn—

=~
Il
—

k=1
—In(n—1)+In(n+1) —Inn=In(n+1).

Deoarece lim Sn = oo rezulta ca seria este divergenta.
VEFTT=VE) =V2=14+V3 -2+ +n—
2= e b ) v

—vn—14++vn+1—-+/n=+/n+1-1. Deoarece Jgrgosn = oo deducem ca seria este

divergenta.

2. Sa se arate ca urmatoarele serii sunt divergente:

2> nln; b) i <21n+2n>' 'S n_+nQ+1‘

n=1 n=1
Rezolvare. Serule sunt divergente deoarece termenii generali ai lor nu tind la

zero. Intr-adevir:
1 1

a) an:7—>1, pentru n — oo; b) an:2—n+2"—>oo, pentru n — oc;
u/n
vn? —n+1
¢) a, = —— — 1, pentru n — oc.
n+ 2
3. Folosind criteriul de condensare al lui Cauchy, sa se arate ca seria armonica
o
generalizatd (seria lui Riemann) — este convergenta pentru a > 1 si divergentd
n
n=1
pentru a < 1.

1
Rezolvare. Dacd o < 0 atunci — -4 0, pentru n — oo, deci seria este divergenta.
n

1
Daca a > 0, deoarece sirul <—a> este monoton descrescator, conform criteriului de
n=/n>1

o< o
condensare al lui Cauchy rezulta ca seria Z — are aceeagi naturd cu seria Z 2" .
n=1 n=0
L5 1 S (2)". Am obtinut o seri trich ia 2'~°. Daci
gna = > D) — > ( ) . Am obtinut o serie geometrica cu ratia . Daca

n=0
oo

o~ n y Lo 1
217 < 1 & o > 1 atunci E (21_0‘) este convergenta, deci i seria E — este
nOL
n=

n=1

convergenta. Daca 217 > 1 deci 0 < a < 1 atunci Z (21_a)n este divergenta, deci si
n=0
© 1 ) 0 1{(0) daci a > 1

seria — este divergenta. In concluzie: —
7; n® ngl n® | (D) daca a <1.
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o n
4. Fie Z a, o serie cu termeni nenegativi convergenta, cu a; # 0, iar S,, = Z ay.
n=1 k=1

Sa se demonstreze ca urmatoarele serii:
o0 oo

a a
a) Y. o st b)Y o
Zs YV Ew

sunt si ele convergente.
Rezolvare. Deoarece ambele serii de mai sus sunt cu termeni nenegativi, pentru a

demonstra convergenta acestora este suficient (gi necesar) sa aratam ca girurile sumelor
o

partiale sunt marginite. Din ipotezd, seria »  a,, fiind convergentd, rezultd ci 3 M > 0
n=1

al. S, <M, Vn>1.

oo
. Qn . .
Pentru seria Z — girul sumelor partiale este:

n=1%~n
~ ~ -~ - a1 a9 anp ay a9
Sp=+a+--+ap,=5+—-—+"+77=—+——+---+
e Si S Sn a1 a1 +ay
¢ §ﬂ+%+---+a—:—§—, Vn>1.
a,+asg +---+a, ay ay a1 aq aq
> a
Pentru seria Z S_Z sirul sumelor partiale este:
n=1"~"n
~ ~ ~ ~ a1 a9 Qp a as
Sp=t1+a+ - +a,=5%+—5+ "+ =—+ + et
L2 S? oS3 St al (a + as)
- e e Tt - T
(a1+a2+...an) al a’l al al al

Deducem astfel ca cele doua serii sunt convergente, avand sirurile sumelor partiale

convergente (monoton crescatoare si marginite).
[e.e]

5. Fie Z a, O serie convergenta cu a, > 0 Vn > 1. Sa se arate ca urmatoarele
.e n:1
seril sunt convergente:

00 o -
a) > \/tn - Gui1; D) D (a;l + a;}rl)
n=1 n=1
Rezolvare. a) Folosind inegalitatea mediilor termenul general al primei serii de

mai sus satisface inegalitatea:

Qp + Qn+1
VOn - Qpy1 < 5 Vn>1.
1 oo 1 oo oo
Deoarece — Z ap Si 3 Z (pi1 = 3 Z a, sunt serii convergente, conform criteriului de
n=1 n=1 n=2

o
comparatie cu mérginire (I) rezultd cd seria » _ \/a, - G411 este convergenta.
n=1
b) Folosind din nou inegalitatea mediilor, pentru termenul general al seriei a doua

obtinem:
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1 1
4 1 = 5V~ 1, Vn > 1.

Gp Gp+1

o0
Deoarece seria = » /4y - ay11 este convergentd (conform punctului a)) rezultd din
n=1
o0 —
acelasi criteriu de comparatie cu marginire (I) c& si seria » (a;l + a;}rl) este con-
n=1
vergenta.

6. Folosind criteriile de comparatie sa se deduca natura urmatoarelor serii:

s Vin < a” . e . 2n

a) ;7n2+3n+5’ b) 2 T a€Ry; ¢ nglarcsmﬁng_l,
— sin — T — - 1 . 1

d) > {e n(n¥2) — 1] ;e ngl lnﬁ — Insin ﬁ] ;

n=1
f) i1-3-5---(2n—1) 1
= 2:-4:6---(2n) vn
Rezolvare. Mai intai observam ca seriile de mai sus sunt cu termeni pozitivi, deci
putem folosi criteriile de comparatie.

a) Avem:

Vin
lim M V7€ R,.

n—oo
n3/2
oo
Deoarece seria Z 7 este convergenta (este seria armonica generalizata cu o =
n
n=1

=3 > 1), deducem conform criteriului de comparatie cu limita ca si seria noastra este

convergenta.

an

v n!

n:

b) Notam cu a, = , n>1 Daca 0 < a < 1 atunci folosim inegalitatea

o.¢]
ap < a", Vn > 1. Seria »_ a" fiind convergenta (Problema 1, a)), conform criteriului
n=1
de comparatie cu marginire (I) rezulta ca seria noastra este gi ea convergenta.
.. . o a” 1
Daca a > 1, din inegalitatean! < n", VYn > 1deducemcia, > — > —, Vn > 1.

n n
o0

Seria armonica Z — fiind divergenta, rezulta conform aceluiasi criteriu de comparatie

n=1
ca seria noastra este divergenta.

o C) daca 0.1
DeciZan{() acd a € (0,1)
n=1

(D) daca a € [1,00).
o

¢) Comparam seria datd cu seria Y  — care este divergentd. Deoarece:

n=1
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: 2n _ 2n
arcsin ——— arcsin ——— 2
: An? —1 _ . dn2—1 207 1 _ o
lim = lim . =-€c R,
n—00 1 n—oo 2n 4n?2 — 1 2
n 4n? — 1
o¢]
rezulta ca seria Z arcsin — este divergenta.
n=1 dn? — 1
=1
d) Comparam seria cu seria Z — care este convergenta. Avem:
n=1
) T
o in_= sin ——
es1n ) — ] ‘ es1n nt2) — 1 n(n + 2) 7T7’L2 .
lim = lim = : = . =melR,.
n— o0 1 n—o00 sin n(n + 2)
n2 n(n+ 2) n(n+ 2)
o
Rezultd ci seria » [esm CE 1] este convergenta.
n=1
- 1 . <
e) Termenul general al seriei este a, = In — — Insin —. Vom compara acesta
Vn Vn
o
serie cu seria Z — divergenta. Avem:
n=1

T —sinx

Consideram functia f: (0,0c) = IR, f(x) = ————. Deoarece:
x
. x—sinz . 1—coszx . sinz 1
lim f(zr) = lim ——— = lim ——— = lim = -
z—04 z—04 1‘3 z—04 31‘2 z—04 61‘ 6
e Tirra e 1 1y 1 .
(conform teoremei lui 'Hospital) rezulta ca nh_)rgo nv/n <ﬁ — sin ﬁ) =3 c IR,

(notdm lim limita pentru x — 0, > 0, iar lim limita pentru x — 0, = < 0).
z—04 z—0_
oo

Deducem ca Z a, este divergenta.
n=1
f) Deoarece:
1-3-5---(2n—1) S 1
2:4-6---(2n) — 2y/n’

(se demonstreaza prin inductie matematici), rezulta ca:

Vn>1
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1-3:5---(2n—1) 1 _ 1

an = —>—, ¥Yn>1
" 2:4-6---(2n) n = 2n’ -
oo
Seria — > — fiind divergentd, conform criteriului de comparatie cu mérginire (I),
n=1 ~
rezulta ca si seria Z a, este divergenta.
n=1

7. Sa se studieze cu ajutorul criteriului radicalului al lui Cauchy urmatoarele serii:

(60?4 Tn+4\" © n
—— ] : b 1 _ .
a);<2n2+5n+7>‘ );{\/(n+ J(n+a)—n| , a>0;
> 3 3 n > n—+1\" n
C)Z[\/n3+n2+1—\/n3—n2+1]; d) Z( ) -a", a > 0;
n

n=1

> [5+ (2—1)”]"‘

@]
N—
3
™
i

Rezolvare. Notam cu a, termenul general al seriilor de mai sus; a, > 0, Vn > 1.

Avem:
6n? + Tn + 4
lim /a, = lim ———— 1.
Y A Vo = S e 07
Rezulta ca seria Z a, este divergenta.
n=1
1 2
b) lim /a, = hrn <\/(n—|— (n+a)— n) = lim (ntDn+a)—n
n(a+1)+a a+1
= lim = .

"Hw\/n+1(n—|—a)+n 2

y o ca+1 :
Daci = <14 a < 1 atunci seria Y _ a, (C); dacd ¢ > 1 & a > 1 atunci
n=1

La+1 . = . :
seria Z a, (D). Daca =1 < a = 1 atunci seria are forma Zl fiind o serie
n=1
dlvergenta (an =1+ 0, pentru n - — 00).
o.¢]
Deci pentru a € (0, 1) seria Z a, (C), iar pentru a € [1,00) seria »_ a, (D).
n=1 n=1
» 3 2 L _
C)JL%\/an—llm[Jn +n2+1—vVnd—n24+1]=
n*+n*+1-n*+n*-1 2
= lim =-<1,

"_’OO\/n3+n2—|—1)2+\3/(n3+n2+1)(n3—n2+1)+\3/(n3—n2+1)2 3

deci seria Z a, (C)

n=1
9

d) Avem : lim {/a, = a. Dacd a <1 seria > a, (C); dacd a > 1 seria »_ a, (D),

n=1 n=1
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oo 1 n
iar daca a = 1 seria devine Z <1 + —) si este divergenta, deoarece a, =

n=1

1 n
:<1+—> — e # 0, pentru n — oo.
n

Dec i (C) dacd a € (0,1)
eci Y ay
-] (D) daci a € [1,00).

e) Folosim criteriul lui Cauchy-Hadamard cu limita superioara. Avem:

. . 1
A,V = g e =8> L

de unde rezulta ca seria Z a, este divergenta.

n=1
oo

8. Sa se arate ca seria Z — este convergenta cu suma e si apoi, folosind aceasta
n=0 """
serie sa se arate ca numarul e este irational.

Rezolvare. Conform criteriului raportului cu limita avem:

1
|
lim “H = iy (2D —0<1.
n—oo @, n—00 1 n—oon 4+ 1
n!
> 1
Rezulta ca seria Z ap, (an = —'> este convergenta.
o n!
De la giruri, Problema 4, §1, stim ca:
. ] 1 1 I
ng&( +ﬁ+a+"'+m> =e€,
1 1 <1
deci lim S, = e, unde S, =1+ — + .-+ —. Deducem astfel ca suma seriei Z —
n—00 1! n! !

n=0 """
este S = e.

In continuare presupunem prin reducere la absurd ca e este un numar rational,

. m .
decie=—, m€ Z, n € Z*. Atunci:
n

6(n—1)!:m(n—1)! & enl=mn-1)! = e-nleZ

n
Apoi:
0<e—S R Loy by ! ol <
e_n: e — el <
(n+1)! (n+2)! (n+1)! n+2 (n+2)(n+3)
SRS S PO SRS SRR N 1 on+2
= (n+1)! n+2  (n+2)? Dt L (1)
n+ 2
1
n-n!’

de unde prin inmultirea cu n! obtinem:

O<e-n!l—85, n<—.
n
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Deoarece S,, -n! € Z si e-n! € Z inegalitatea de mai sus este imposibila. Rezulta ca
presupunerea facuta este falsa, deci numarul e este irational. Mai mult, numarul e este
un numar transcendent (adicd nu satisface o ecuatie de forma agz™ + a;z" ™' + -+ +
+a,_1x + a, = 0 cu coeficienti numere intregi sau rationale), dupd cum a ardtat la
sfargitul secolului XIX Ch. Hermite.

9. Sa se studieze natura urmatoarelor serii cu termeni pozitivi cu ajutorul criteri-

ilor lui D’Alembert, al lui Raabe-Duhamel sau al lui Bertrand:

>, " > 1-3-5---(2n—1) >, a" - n!
—, 2>0,5>0; b ; > 0;
a)nz::lns’x » 525 )7;2.5.8...(371_1)’ C); w0 0T
X 2-7-12---[2+5(n—1)] 2 1-3---(2n—1) 1
D2 351 3+5(n—1) ©) 2 ' ;
3 : n—1)] = 2-4---(2n) 2n+1
0 al@=1)(a—n+1) 1
f 2n +1 , € IR, —-1,-2,...
) 2. (n )l(a+1)(a+2) (a+n)] " 7
)i aa+r)fatnr =010 s 0 a € IR;
& —lob+r)--(b+nr—r)]|’ ’ ’ ’ ’
> 12.52.9%2... (4n — 3)? < 1-3-5---(2n—1)]"
h ;o € R.
),;32-72-112---(%—1)2’ 2 21794 6--(2n) | “
Rezolvare. Notam cu a,, termenul general al seriilor de mai sus.
a) Avem:
. Gp+1 . gt n’
lim = lim — - — =u.
n—oo q. n—oo (n+1)s n

Daca x < 1 atunci Z a, este convergenta, conform criteriului raportului al lui

n=1
oo

D’Alembert cu limita. Daca z > 1 seria Z a, este divergenta, iar daca x = 1 seria

n=1
o oo 1
Z a, devine Z —, adicd este serie armonica generalizatd care este convergenta pentru
n=1 Lo n=1 n
s > 1 gi divergenta pentru s < 1.

D i (C) daca z <1 sau {x=1gis>1}
eci: an
— (D) daca x > 1 sau {z =154is <1}

p . 2n+1 2 L= y
b) lim = = lim oz < 1; rezulta ca Z a, este convergenta.
n—oo q, n—o0 3n + 2 3 =
¢) Avem:
. Qpy1 . av o (n4+ 1! an _ no\" a
lim —— = lim . :11m< ) a=—
n—oo n—o00 (n + 1)Tl+1 a” - n! n—oc \n + 1 e
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oo oo
Dacd a < e atunci seria »_ a, (C); daci a > e seria »_ a, (D), iar daci a = e, din
n=1 n=1
inegalitatea:
An+1 (&

= 1n>1, Vn>1,
w (1+5)
n
o<

deducem, conform criteriului lui D’Alembert, forma cu méarginire, ¢& seria Y _ a, (D).

n=1

(C) dacal0<a<e

Deci an
,; { (D) daca a > e.
(i1 2+5n

d) Deoarece lim = lim
n—o0o  q, n—oc 3 + Hn,

si anume criteriul lui Raabe-Duhamel cu limita:

. a ) 3+ 5n . n 1
lim n -1 :11mn< —1>:11m = - < 1.
n—00 (i1 n—00 24+ 5n n—o0 2 + 5n 5

= 1, vom incerca un criteriu mai puternic,

Rezultd ca Y a, (D
n=1
e) Avem:
lim = lim

n—oo @, n—>002n+2 2n+3

Aplicam criteriul lui Raabe-Duhamel:

n 2 2)(2 3)— (2 1)?2 3
lim n a -1 zlimn(n+ )@n +3) (n+):_>1’
n—oo Up i1 n—oo (Qn + 1)2 92
deci seria Y _ a, (C)
n=1

Seria se mai poate studia cu ajutorul criteriului de comparatie cu marginire (I),
folosind inegalitatea:
153 @2n—1) _ 1
2:4---(2n) ~ V2n+1’

Rezultsd atunci ca:
1

angm, VTLZ].

o0 1
Seria E fiind convergenta (are aceeasi natura cu seria E conver-
(2n +1 (2n +1)3/2 = 32

oo

gentil) deducem ci i seria noastrd »_ a, este convergent.
n=1
f) Avem:
. Opgt . 2n+3 a—n \?
lim = lim =1,
n—oo  q,, nso2n+1\a+n+1

iar:
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lim n =4+ 1.

n— 00

< an _1> — Im n(2n—i—1)(a+n—i—1)2—(2n+3)(a—n)2

(41 nooo (2n +3) (o — n)?

Daci 4da +1>1 & «a > 0seria Y a, (C); daci da+1 <1 & a < 0 seria

o n=l o oo
> a, (D),iar daci da+1=1 < a=0seria ¥ a, = Y_ 0 este convergenta.
n=1 n=1 n=1

(C) daca >0
(D) daca a < 0.

Deci Z an {
n=1

ap, . a—+nr\° .
g) Avem: lim = = lim < i ) =1, iar:
n—oo @, n—oc \ h + nr

n b :
limn(a —1>:limnl< —|—nr> —1].
n—oc An+1 n—oo a-+nr

Sa consideram functia f : (0,00) = R, f(x) =z - [(

b+ xr
a—+xr

> — 1] . Deoarece:

b+azr\® | b+zr\*"" r(a—0b)
j— a - —_——
) ) a+ xr . a+ xr (a+ xr)?
Jg o) = Jim S = i T -
x x?
_ar(b—a)2? (b+ar\*" ar(b—a)  a(b—a)
= lim . = = ,
z=00 (a4 xr)? a+ar 72 r
rezulta ca lim n ( n__ 1) = M. Deducem astfel ca daca a(b — a) < r seria
n—00 an+1 r
> a, (D), iar dacd a(b —a) > r seria Y _ a, (C). Pentru a(b—a) =7 & a = ; 4
-a

(a #b; pentrua=>5, Y a,=>» 1 (D)) aplicam criteriul lui Bertrand:
n=1

n=1
b —a
( —|—nr> -1 —1}-lnn.
a—+nr

lim ln( @n —1) —1] -lnn = lim {n
n—oc Gni1 n—00

Considerand functia corespunzatoare, avem:

b =
( —i—r:v) 1l
a—+rx I

A58, 1 =
Inz
b+ra\7e Lo b+ra\7e r(a —b)
_ a+rx b—a\a+rx (a+rz)?
= lim =
T—00 ]_

xln’z
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b+rz\ ' [(b+ra xr? .
a+rzx a+rx  (a+rx)?

= lim 1 -
. zln’z
b+rx\t = ab+arz+ brae+r2x? —r’z |
, a+rx (a+rx)? %
= lim =
T—00 ]_
- zln’zx
b+rz )\t 2 In?
T i R e A—=(r—b+a)r(a+rzx)(ab+arx+brr—
z=00 \ a + rx (a+rx)® Inz+2

=12z +r22%) + (b+rz)[(ar +br —r? +2r%x) (a+rx)* = 2r(a+rz)(ab+arx + bro—

In’ )+
—zr? +r?2?)]} = lim nr  w()+

: = 0.
s lng+2  (a+rx)d

Rezulta ca lim [n < n__ 1) — 1] ‘Inn =0 <1, deci seria »_ a, (D).
n—o0

n+1 n=1
Deci i o (C) daca a(b—a) >r,
n—1 (D) daca a(b—a) <r
n dn 4 1) n
h) Avem: hmaﬂ—lmw—llarhmn I _q) =
n—oo  q, n—0o (4’/’L + 3)2 n—o0o (pi1

4 3)? ] 1
—hm (4n +3) 4 lim n(16n+8)
(4n+1)2 | nooce (4n41)2

n— 00

Aplicam criteriul lui Bertrand:

n ] 16n?
lim |n a —1] =1 -Inn = lim M—l clnn =
n—o00 Qn+1 | n—oo (477, + 1)2

Rezulta ca seria Z a, este divergenta.

< 1-3-5---(2n—-1)]"
i) Seria 7; l 5 1.6 ( ?271) )] este un caz particular al seriei de la punctul g)
cua=1,b=2gir=2. Concluzule sunt urmatoarele:
> ( ) dacd a > 2
D n
n=1 (D) daca o <2

Seria de mai sus se poate studia si cu ajutorul criteriului de comparatie cu marginire

(I). Din dubla inegalitate:
1 1-3-5---(2n—1) 1
< <

2y/n = 2-4.6---(2n) ~ V2n+ 1l




Serii de numere reale 79

rezulta ca:

71 < <71 Vn>1
g0 oz == (gp g q)perzr T

]

Deci seria noastra are aceeasi natura cu seria Z adica este convergenta

no/2’

n=1
pentru o > 2 gi divergenta pentru a < 2.
10. Folosind criteriul raportului al lui D’Alembert cu limite extreme sa se studieze

urmatoarele serii:

) n
S o
n=1

y =" _ :
Rezolvare. a) Notdm cu a, = 22 2. Atunci:

ﬂ—?(n-l—l) ndl n
Ap41 _ 2 2 . %,%,2 _ 2(71)71-}—172
an, 2_(_;)71 —2n )

—a 1 .a 1 . R
Avem: Tim —tL — o172 = ~ - (hm ntl 912 —> . Deci seria ) _ a, este o
n—o0 q, 2 (=R 8 el

serie convergenta.
A =n"
b) Notand cu a, = 22 ™" avem:

(=pn !

2(n+1
ap41 2— 3+t (n+1) . 2(71?2n+17(*;)" 12 2(71)n+1+2
- SN - - :
an, 2 +2n
. . Q41 —142 Q41 142 o o R
Atunci: lim =2 =2>1 (lim—— = 2'"* = 8). Rezultd ci seria Y _ a,
n—=00 Ay n—oo n=1

este divergenta.
11. Sa se arate ca pentru urmatoarele serii se poate aplica criteriul radicalului al

lui Cauchy-Hadamard, dar criteriul raportului al lui D’Alembert cu limite extreme, nu:

a) Y 200t by Son (D
n=1 =1

Rezolvare. a) Notand cu a, = 27"~ avem:

D=1+ ~(n+1)

Unt1 _ — (=) —(=1)" =1 _ g2(=1)" -1
an 217 '
——a a 1
Deoarece lim —+ = 2271 = 2, iar lim ntl 9721 = "y putem aplica criteriul
n—00 ay, n—0o0 Ay 8

raportului al lui D’ Alembert cu limite extreme.

Calculand insa hm /a, obtinem:

Ty = T (25 1) = i 252 2L

n1—>nc}c @n n1—>nc’>lo ! T oo o 2 '
Deducem astfel cu ajutorul criteriului radicalului al lui Cauchy-Hadamard ca seria
o<
Z a, este convergenta.

n=1
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b) Procedand asemanator, avem:

——0ny1 5 — (=1)" A RN | - 1
im —2 = Tim 2!*200" =93 =8 g lim -+ =272 = _
n—oo q. n—o0 n—0oc Ay 2
iar Tim Tm 25 = lim 25 =251
iar lim {/a, = lim » - = lim noo= :
n—oo n n—oo n—oo
o
Deducem astfel ca seria Z a, este divergenta.
n=1
12. Sa se studieze urmatoarele serii, folosind criteriul logaritmic:

> 1 > 1

a) Z nlnx’ z > 0’ b) Z lnn; C) Z Inlnn*
ol =2 (Inlnn) o= (Inn)

Rezolvare. a) Notam cu a,, = n'"®, n > 1. Avem:

1 1
n— _
) a, . Inp~Ine
lim = lim —— = —Inux.
n—oo lnn n—oo lnn
o
Dacid —Inz > 1 & z <e ! seria ) a, este convergentd; daci —Inz <1 & z >
n=1
oo o 1 o 1
> e~ ! seria Z a, este divergentd. Pentru # = e~! seria devine: Z e = Z —,
n
n=1 n=1 n=1

adica este seria armonica, divergenta.

. i (C) dacd0<z<e!
eci Y a,
) (D) daca z > e L.

b) Avem:
In (Inl Inn
im In(lnlnp) 7" = lim In(lnlnn) = 0o > 1,
n—00 Inn n— 00

deci seria data este convergenta.

In(1 Inlnn Inl 2
@Hmﬂg@——zhmguﬁl

=0<1,
n—oo lnn n—o0 lnn

deci seria este divergenta.

13. Folosind criteriul integral al lui Mac-Laurin—Cauchy, sa se studieze urmatoarele

serii:
=1 > 1
——, p>0; b > 0.
a)T;nln”n’ p>0: D) gn-lnn-(lnlnn)q’ ¢
Rezolvare. a) Consideram functia f : [2,00) — Ry, f(z) = T continua si
zln’z
monoton descrescatoare. Atunci, daca p # 1 avem:
n no1 (Inz)~P+|" 1
Fo= [ fayde= [ do = — Inn) "+ — (In2)"+1].
2 f(x)de T -p+1 |, l—p[(nn) (In2) }

Sirul (F,,),>2 este convergent daca si numai daca —p+1 <0 & p > 1 i este divergent
daca si numai daca —p+1 >0 < p < 1. Daca p =1 atunci:
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=In(lnz)|; = In(lnn) — In(In2) — oo, pentru n — oo.

)
(C) dacap>1
(D) daca 0<p<1.
b) Aseméanator, daca ¢ # 1 avem:
n dx na=y (07 dy (Iny) -+t tnn
2 x(lnz)(Inlnz) m2 y(lny)? —q+1 |,
1

- T4 {(ln Inn)t % — (Inln 2)1*‘1] .

xlnx

Rezulta ca seria este

Sirul (F,),>2 este convergent daca ¢ > 1 si divergent daca ¢ < 1. Daca ¢ = 1:

Inn

=In(Inlnn) —In(lnln2) = o

In2

Inn dy
m2 ylny

= In(Iny)

pentru n — oo.
(C) dacag>1

Rezults ca seria data este
(D) daca0<q<1.

14. Sa se studieze simpla si absoluta convergenta a urmatoarelor serii cu termeni

oarecare:
a) nil(_l)nﬂns_—i_”l; i n+12n3+11 0 no_ol <1+%+-.-+%>-sinnnx’
relR; d)éi«&w“[“ffgﬂﬁgglﬂ , @€ IR; e)éigiggi,aeﬁﬁ
f)gjlccfl#, aeR, feR; nz::lsm" i s h)g:l@s(:ﬁ)’
) 31 e m

Rezolvare. Vom studia seriile de mai sus, serii cu termeni oarecare, cercetand mai
intai absoluta lor convergenta, acolo unde se poate. Daca ele vor fi absolut convergente
atunci va rezulta ca sunt si convergente. Daca nu vor fi absolut convergente vom
studia cu unul dintre criteriile corespunzatoare simpla convergenta a lor. Notam cu a,,
termenul general al seriilor.

e ¢] \5/ﬁ 5 . ] ) oo

a) Seria modulelor este Z T 1. Comparam aceasta serie cu seria Z 4—/5 care
n
n=1 n=1

4
este divergenta (seria armonica generalizata cu o = £ < 1); obtinem:

I
lim 2 =1¢ R,

ni/s
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o0

de unde rezultd ci seria modulelor Y |a,| este divergentd, deci seria noastrd nu este
n=1
absolut convergenta.
oo 5
Deoarece seria are forma Y _(—1)""'b,, cu b, = vom incerca sa aplicam

o n+1
criteriul lui Leibniz, studiind sirul (b,),>1. Avem:

byt _gntl ntl g (D Sy
bn n  n+2 n(n + 2)°
deci sirul (b,),>1 este monoton descrescator, iar nh_)r& b, = 0. Rezulta atunci, conform

oo

criteriului lui Leibniz c& seria ) a, este semi-convergentd (S.C.).

n=1
. > 2n+1 ) .. . e
b) Seria modulelor este ) . Studiem aceasta serie cu termeni pozitivi cu
n=1
o . . 2n +1
criteriul lui D’Alembert. Notam cu b, = avem:
b 2n + 3 3" 1
lim 2 = Jim 22 =-<1
n—oo b, n—oo 3n+l on+1 3
o o<
Deducem ca seria Z b, este convergenta, deci seria Z a, este absolut convergenta
n=1 n=1
(A.C.).
¢) Vom studia aceasta serie cu ajutorul criteriului lui Dirichlet, considerand sirul
l+5+ 4. RN S !
b, = L n > 1 gi seria Z Cn = Z sin nx. Deoarece girul (—) este
n>1

n n=1 n=1 n
convergent la zero, rezultd ca si sirul mediilor aritmetice, adica (b,),>1 converge la

zero. In plus, sirul (b,),>1 este monoton descrescator. Intr-adevar:

bn I+5+ 4o+ n 1 1 n
SR 2 n__ntl. <1, deoarece 14+—+---+— > , Vn>1.
bn 1—F§'+"‘+'E n+1 2 n n+1
o
Pentru seria Z ¢n calculam suma partiala de ordinul n:
n=1

sin(n 4 1)3 - sin %

n n : 2 dacd v # 2km, ke Z
S, = Cp = Zsin kx = sin 3
k=1 k=1 0, daca x = 2km, ke Z.
o
Dacd = = 2kw, k € Z atunci seria noastrd devine Y _ 0, o serie (absolut) convergenta.
] n=1 o
Daca = # 2km atunci |S,| < , Vn > 1, deci seria Y _ ¢, are sirul sumelor

8

‘Sin o n=1

N

o0 oo
partiale marginit. Conform criteriului lui Dirichlet rezulta ca seria Z a, = Z bncn
n=1 n=1
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o
este convergentd. In concluzie seria » _ a, (C), Vz € RR.

n=1
9 o0

Pentru a studia absoluta convergenta a seriei »  a,, vom studia seria » _ |a,|. Din

inegalitatea:
|sinnz| > sin’nz, Vn>1, Vo € R,
deducem, pentru x # kn, k € Z, ca:
1 1\ sin’nz  1+i+-+L 1—cos2nz
%I>G+—+~~FJ- = —= n . , Vn > 1.
2 ,on n n 2
°°1+ +-4+ - /1 cos2nx ) . . . .
Seria Z n (5 - ) este divergenta, fiind diferenta dintre o serie
: = 1+ RRREE T . 145+ +— 1
divergenta Z —2 1 (termenul siu general este —2——"= , Yn>1, iar
=1 2n 2n 2
© 1 o° 1\ cosnz
seria Z o este divergentd) si o serie convergenta Z (1 + -+ —> (dupa
n
n=1 n=1
cum rezulta din criteriul lui Dirichlet, considerand sirul o/, En’ n > 1, monoton
o
descrescator la zero gi seria Z cos 2nx, care are girul sumelor partiale marginit:
n=1
~ & sinnz - cos(n + 1)x 1
Sn| = > cos 2kz| = _ ( ) <——, Vn2>1).
= sin x | sin x|
oo o
Deducem astfel ci seria Y |a,| este divergentd, deci seria »  a, nu este absolut
n=1 n=1
convergenta, pentru x # km, k € Z. Fiind o serie convergenta (am vazut mai sus
oo
aplicdnd criteriul lui Dirichlet) rezultd ca pentru x # km, k € Z seria Zan este
~ n=1
simplu convergentd. Pentru z = km, k € Z seria »_ 0 este (absolut) convergenta.
n=1
> [1-3:5---(2n—1)]"
d) Seria modulelor este »_ ( ) , studiata in Problema 9, i).
| 2:4:6---(2n)
o<
Rezulta ca pentru o > 2 aceasta serie este convergenta, deci seria noastra Z a, este
n=1
o

absolut convergenta. Daca a < 2 seria modulelor este divergenta, deci seria Z a, Nu
n=1
este absolut convergenta.
o<

Pentru o € (0, 2] vom demonstra cu ajutorul criteriului lui Leibniz c& seria ) _ a,

n=1

1-3:5-+-(2n—1)]"
2:4.6---(2n)

by, 2 1 . . .
este monoton descresciitor: ——+ = < nt ) <1, Vn > 1, iar din relatia:
by, 2n + 2

este convergenta (deci simplu convergenta). Intr-adevar girul b, =
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1 [0
0<b < |——xuo) , Vn>1,
= _<\/2n+1> "=

prin trecere la limita obtinem ca li_)m b, = 0. Deci seria Z a, este simplu convergenta
n—oe

o0

n=1
pentru « € (0, 2].
o o
Dacd o = 0 seria Y a, = » (—1)"*! este divergentd, iar dacd a < 0 seria
b > 2:4-6---(2n) ] °
ap = —1)"*! este divergenta, deoarece ag, — —00 §i
o
(911 — +00, pentru k — o0o. Deci pentru a < 0 seria Z a, este divergenta.
n=1
(A.C.) daca a>2
. o
In concluzie Z ay, (S.C.) daca a € (0,2]
=1
" (D) daca a <0.
o 1 o
e) Seria modulelor este ———— care are aceeagi natura cu seria —, deoarece:
1
o, n
lim 2V e
n—oo ]_
ne
o o<
Deci pentru a > 1 seria » _ |a,| este convergentd, iar »_ a, este absolut conver-
or(z::l n=1 ~
gentd. Pentru o < 1 seria Y |a,| este divergentd, deci seria » _ a, nu este absolut
n=1 n=1
convergenta.

Pentru o € (0,1] vom aplica seriei noastre criteriul lui Abel, considerand seria
> (=1t 1 1
Z ———— gigirul b, = —, n > 1. Conform criteriului lui Leibniz, sirul (—)
n=1 n® {L/ﬁ n®/n>1
00 (_1)n+1
fiind monoton descrescator la 0, rezulta ca seria Z

n=1
Sirul (b,),>3 este monoton crescator, deoarece:

este convergenta (simplu).

1 1 n+1\"
> s "Wn4+l<Un & n+1D)" <! o ( ) <n &
Wi+l Y Yn & (ntl) n
n

& <1—|—l> <n, n>3,
si mérginirtl(] <b, <1, Vn>1.
Conform criteriului lui Abel rezulta ca seria i a, este convergenta (simplu, deoarece
seria modulelor este divergenta). "~
Pentru a < 0 seria i a, este divergenta, deoarece a, / 0, pentru n — o0.
n=1
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N (A.C.) daca aa>1
In concluzie > ay (S.C.) daca a € (0,1]
et (D) daca a <0.

1 o0
f) Dacd 3 > 1 atunci folosim inegalitatea: |a,| < —, Vn > 1. Seria » — fiind
n n

n=1
o.¢] o.¢]
convergentd, rezultid ¢ seria » _|a,| este convergentd, deci seria » _ a, este absolut
n=1 n=1
convergenta.
o

Dacd 3 € (0,1] vom studia seria Y _ a, cu ajutorul criteriului lui Dirichlet, con-

n=1
o0
siderand seria Z cos na gi girul b, = 5 > 1. Pentru « # 2km, k € Z girul sumelor
n
n=1

[e.e]
partiale pentru seria Z cos na este marginit. Intr-adevar:

n=1

Z cos ko

k=1

(n+1)a
2

1

in &
‘SIH 5

sin "2—a cos

1Sn| = , VYn > 1.

o >
SlIl2

Sirul (b,),>1 fiind monoton descrescator la zero, din criteriul lui Dirichlet deducem ca
oo

seria Z a, este convergenta, pentru a # 2knw, k € Z. Daca a = 2kw, k € Z, seria

a, =) 5 este divergenta, (5 € (0, 1]).
n=1 n=1
o<
Pentru a studia absoluta convergenta a seriei Z a, in cazul 5 € (0, 1], vom studia
n=1
> >, | cos na
seria modulelor Y |a,| = ) ———. Din inegalitatea:
n=1 " n=1 n,@
| cosnal > cos’na, Vn>1, Va e R,
deducem:
2
cos’na 1+ cos2na
a,| > = , Vn>1.

— nf 2npf

& 1+ cos2na N o % . .
Seria E B este o serie divergenta. Intr-adevar, pentru a = kn, k € Z seria
n
n=1

=1
devine ) — divergenta, (B € (0,1]). Pentru v # km, k € Z seria de mai sus este suma
n=1"

> * cos 2na

dintre o serie divergenta —— i o0 serie convergenta _—
SRRPIETER Benia 2 o

(conform criteriului

lui Dirichlet, considerand sirul b/, = n > 1 monoton descrescator la zero si seria

onb’
o

Z cos 2na care are girul sumelor partiale marginit:
n=1
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n :
8l = |3 cos 2ka| = sin na (?os(n—i- a < .1 Cvn> 1. >
pet sin « | sin o
o
Deducem astfel ¢ in acest caz 8 € (0,1] seria Y _ |a,| este divergentd, Vo € IR, deci
~ n=1
seria Z a, este simplu convergenta, daca a # 2km, k € Z (am vazut mai sus ca este
n=1

oo
convergentd, aplicand criteriul lui Dirichlet). Pentru o = 2km, k € Z seria Z a, este

n=1
divergenta.
o0

Daca g < 0, deoarece a,, /4 0, pentru n — oo, rezulta ca seria Z a, este diver-

n=1
genta.
- (A.C.) daca g>1
In concluzie: > ay (S.C.) daca € (0,1]si o # 2km, ke Z

=t (D) daca {B€(0,1]sia=2kr, ke Z} sau B <0,

g) Avem
. -1 .1
|sinn|-sin;  sin -
a,| = < , Vn> 1.
n® n®
0 iy L oo
. SHIE . o . o
Seria Z are aceeasl natura cu seria Z care este convergenta pentru o > 0,
no na+1
n=1 n=1
(a+1>1). Intr-adevar:
sin 1
n
. nOé %
lim =lelr,.
n—oo ]_
na+1
00 i L
Conform criteriului de comparatie cu limita rezulta ca seria Z —* este convergenta.
n=1

o.¢]
Deci folosind criteriul de comparatie cu mérginire (I) deducem ci seria Y _ |a,| este

n=1
oo
convergenta. Rezulta ca seria noastra Z a, este absolut convergenta pentru Va > 0.
n=1
h) Studiem seria modulelor:
in T . 2 .3 L4
i lan| = i ‘sm 3] _ sin % sin ¢ sin sin =
el amilg(n+1) | lg2 lg3 lg4 lg5
. 5 . 6
sin sin =
lg 6 lg7

Fiind o serie cu termeni nenegativi, aceasta are aceeasi natura cu seria obtinuta

prin gruparea a cate trei termeni consecutivi ai seriei:
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3(1 1 3 0
V3l oL 0N V31 1 0N,
2 \lg2 g3 g4 2 \lgb g6 l1g7

i§l1 1 0]_

— lg(3n — 1) * lg(3n) * lg(3n + 1)

V3 1
2 [lg(?m ~1) T ig(n)
23 V3 V3

by > = > 22 Vn>1.
21g(3n)  1g(3n) = 3n "=

Notam cu b, = ] termenul general al seriei de mai sus. Avem:

= V3 1
Deoarece seria E 3 \/_E — este divergenta, rezulta ca seria E b, este
n n=1
o<

divergenta, deci si seria Z |a,| este divergentd. Deducem de aici c& seria » _ a, nu
n=1 n=1
este absolut convergenta.

© nm

Pentru a studia simpla convergenta aplicam criteriul lui Dirichlet. Seria Z sin 5
n=1
are girul sumelor partiale marginit:

T n o/m on+1
N Sm<3 §>'Sm<§' 2 )
\S|—Zsm = — <2, Vn>1,
Slng

1 o
iar girul | —— este monoton descrescator la 0. Deci seria Z a, este o serie
lg(n+1) .

simplu convergenta.

n=1

i) Aplicam criteriul radicalului al lui Cauchy pentru serii cu termeni oarecare;

avem:
2 - sin’a .
= 2sin“a.

lim /|a,| = lim —
n—oe n—00 n+1

\/5 T m
o .9 . . .
Daca 2sina < 1 < |sina| < 5 ©ac UkeZ <—Z + km, i k7r> atunci seria

o
Z a, este absolut convergenta.

n=1

V2 s 3T
v . 2 . . .
Daca 2sin“a > 1 < |[sina| > 5 ©aE€ UkeZ (Z + km, 4t k7r> atunci seria

o<
Z a, este divergenta.

n=1
s " T
Daca 2sin“a = 1 & a = +— + km, kK € Z atunci seria Zan = 27
4 n=1 n=1 n+1
1 1
este simplu convergenta, deoarece seria modulelor Z T = Z — este divergenta,
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o0
seria Z a, fiind convergentd, conform criteriului lui Leibniz (sirul < ) este
n—1 n n>1
monoton descrescator la 0.)
o0
15. Si se arate ca dacd intr-o serie alternatd » (—1)
n=0
din criteriul lui Leibniz (sirul (as,),-, este monoton descrescator cu limita egala cu 0),

"1, care satisface conditiile

inlocuim suma seriei cu suma partiala S,, facem o eroare mai mica decat primul termen
neglijat a,, 1. Eroarea este prin lipsa daca n este par si prin adaos daca n este impar.
Rezolvare. Fie:
S, = —ap + o —ag—i—---—i—(—l)"“an, n € W,
suma partiala de ordinul n. Daca p este par atunci:
Sutr = Sn+ (=)™ 2001 + (<L) ™y + -+ (<10, =

= Sp 4 (=)™ [ (ng1 — @nga) + - - + (Qpap_1 — Cnip) |-
—_— ’

~

~~

>0 >0

Deci:

|Sn+p - Sn| = Opy1 — Opy2 + -+ Opip-1 — Optp = Oyl — (an+2 - an+3) -

—_——
>0
- (Oén+pf2 - anerfl) —Qpyp < Qpyp, Vne N,
>0

(sirul (o, )nemnv este monoton descrescator).

Daca p este impar atunci:

Sntp = Sn + (_1)n+2 ) [an+1 - (an+2 - an+3) - (an+p—1 - an+p)] )

de unde rezulta ca:
|Sntp — Su| < any1, Vn e IN.
Deci pentru Vp € IN avem: |S,ip — Sp| < apt1, Vn € IN. Trecand la limita
pentru p — oo in inegalitatea de mai sus, rezulta ca:
S — Sul < apyr, VneN.
Daca n este par atunci S — S, = (=1)""2a, 1 + --- > 0, deci eroarea este prin
lipsa (S, < S), iar dacd n este impar atunci S — S, = (=1)""2ay,,1 + -+ < 0, deci

eroarea este prin adaos (S, > 5).

ner 1

care aproxi-
n2

oo
16. Si se afle rangul minim al sumei partiale a seriei »_(—1)
n—

meazd suma S a acestei serii cu o eroare inferioard Iui ¢ = 10~* si si se precizeze daci

aproximarea este prin lipsa sau prin adaos.

o<

1

Rezolvare. Seria Z(—l)"“—2 este o serie tip Leibniz si, conform Problemei 15
n

n=1
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1

(Oé[] :0, oy = 1/7’7,2, nZ 1) |S—Sn| S m,

n

1
unde S, = > (—1)F'—
k=1 k2

rangul minim ng = 100 pentru care |S — S,| < 10™*. Suma partiald S;oq aproximeaza

1 1 ..
. Impunem conditia ———=<e¢ & n+1>4/—=100. Gasim
(n+1)2 £

suma S a seriei date prin lipsa (Sj90 < S) cu o eroare inferioara lui 10~%.

17. Sa se calculeze seria produs pentru urmatoarele serii, comentandu-se rezul-

tatele:
2) i% 4 g‘;] nl((;llnn)’ a>0;
W [-£6)] 5 [+E6) )]
C)g (;14):21 i g;] (;11"1
Rezolvare. a) Seria i cu termenul general a, = % este (absolut) conver-

genta, conform criteriului 1u1 D’Alembert, deoarece:

1
lim 24— jim =0<1,
n—o0o @, n—oon 4+ 1
00 —1)»
iar seria Z ) cu termenul general b, = (=1) este absolut convergenta,
n) nl(a+n)
deoarece:
bn :
lim =] = lim atn =0<1

Aplicand Teorema 4 rezulta ca seria produs este absolut convergenta cu suma
egala cu produsul sumelor celor doua serii. Pentru a determina aceasta serie calculam

termenul sau general:

Cn = aob, +a1b, 1+ -4+ a, 101 +a,by =1 i“"l (_1)n—1
n R0Tn el no 1P R0 nla+n) 11 (n—=1)a+n-1)

1 (—1)n~2 =Dt 11 (— 1)
BT P P R s T 1T P Rl Dl ey 1T parpepy

(—1)*Ck
a+k

M=

1 & (_1)n—k071§ n—k:=k 1
a N T/ Tn RTESER 7

_ |
o atn—k n!

I
=)

Pentru a determina suma de mai sus pornim de la identitatea:
n

> (-1fCpat = (1 - a)",
k=0
pe care o inmultim membru cu membru cu 24!, x € IR. Obtinem:
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S (-1)fCEkAte = (1 —2)" 2!, Vo€ R,
k=0
Integrand egalitatea de mai sus pe intervalul [0, 1] rezulta:

n l,a+k 1 o o
S (-DiCE :/0 (1—2)"- 2" da,
k=0 0

deci:
n -1 kk 1
Zi(aig":/(l—x)"-xaldx.
k=0 0

1
Pentru a calcula in continuare integrala I,, = / (1 — )" - 2° ' dz vom determina
0

o relatie de recurenta intre I, si I,_;. Avem:
1

1 1 AN 70
I, —/(l—x) a_ldx:/(l—x)n-<—> de = —(1—x)" +
0 a a 0
a n ! n—1 a—1
+— / xdx:—/(l—x) 2t [1l=(1—2)]de =
a Jo
n— 1__Ina
a
de unde rezulta ca:
IL=—" "1, VYn>1

a+n
1 1
Deoarece Iy = / 27" dz = —, deducem din relatia de recurentii de mai sus ci:
0 a
nn—1)---2-1 B n!

(a+n)a+n—1)---(a+1)a ala+1)---(a+n)

Revenind la termenul general ¢, al seriei produs, avem:

n:

1 1
= —1, = , n € IN.
n! a(a+1)---(a+n)
Deci:
£2) (Etl)
= n! ~— nl(a+n) — ala+1)---(a+n)
3 n
b) Notdm cu a, = <§> (ap = 1) termenul general al primei serii, iar

3 n—1
cu b, = <§> . (2" + o +1> , n>1 (bg = 1) termenul general al celei de-a doua
serii. Deoarece a, / 0sib, /4 0 pentru n — oo rezulta ca ambele serii sunt divergente.

Calculand produsul acestor serii obtinem o serie cu termenul general ¢;,:

3 n—1 1 3 n—1 1
Cp = aﬂbn+a1bn—1+' t an—1b1+anb0 = <§> ' <2n + 2n+1> B (5) ' <2n1 + 2_71) -

3\ ! 1 3\ ! 1 3\"
gt - () ) -(0) -

<2> 1( +2"—1 2 +22 2

3\"~ 1 1 1 1 3
P . |9n -1 _ - _9gn-2 _..._2____}:
(5) oo S

3\"! 1 on=t _1 1 1—-= 3
:<_> .|2n+ _2.7__.721__]:

2 2n+l 2-1 22 1—< 2
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3 n—1 1 3 n
— (2 — 2 N,
(2) <2n+1 on <4> , YR €

= /3
Deci seria produs este Z (Z) , 0 serie convergenta (este seria geometrica cu ratia

3

1< 1).
Aceasta problema (b)) este un exemplu in care produsul a doua serii divergente este

o serie absolut convergenta. Deducem de aici ca proprietatea de convergenta pentru

seriile factor nu este o conditie necesara pentru convergenta seriei produs.
oo o
o) Serin >, = 3 L =
n=0

niz, seria modulelor Z

este simplu convergenta, conform criteriului lui Leib-

oo
fiind divergentd (are aceeasi naturd cu seria Z

%\

\/_

divergenta).

Calculam termenul general al seriei produs (putere):
) S | R o |
vn+1l V2-yn V3-vn—1

L et ED ey 1 ,
RV ANV S| =) Igj\/(k+1)(n—k+1)’ e

Deci seria produs este:

H

Cp = QoQp + A1Qp—1 F *** Ap—101 + ArQg =

(o0} n 1
PCEDY
gt =0 J(E+1)(n—k+1)
Deoarece: . . .
el =D >2T ) Wnen,
S0 (E+1)(n—k+1)  n+l

o

rezulta ca ¢, /4 0, pentru n — oo, deci seria Z ¢, este divergenta. Din acest exemplu
n=0

deducem ca produsul a doua serii semi-convergente poate fi o serie divergenta.

18. Sa se calculeze sumele urmatoarele serii:
1
(@+n)(a+n+1)  —

b3
i 1

1

Z , a>0;

(a+n)(a+n+1)(a+n+2)

, >0, pe IN".

(a+n)(a+n+1)-(a+n+p)

Ivare. Seriile de mai sus sunt convergente, ele avand aceeasi natura cu seriile
o

> 1

E —, respectiv E ——, care sunt convergente.
n3 1 np+1

n=1 n=

Rez
< 1
PR

a) Sirul sumelor partiale este:
" 1 1 1 1

:1;(@+k)(a+k+1 ,;Ly—i-k atk+1l atl atn+l
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1
Pentru n — oo obtinem suma seriei: S = lim S, = ——.
n—00 a+1
b) Avem:
kzl(a+k)(a+k+1)(a+k+2 =2 (a+k)(a+tk+1)

1 1 1
a (a+k+1)(a+k+2)] _5[(a+1)(a+2) C(a+n+1)(a+n+2)
1

Pentru n — oo obtinem suma seriei: S = lim S, =
n—oo

—_

20+ 1)(a+2)
¢) Sirul sumelor partiale este:

S =3 !

otk atk+l)--(at+tk+p)

noq 1
:];]_9[(a+k)(oz+k+1)---(a+k+p—1)_
1 1 1
(a+k+1)(a+k+2)---(a+k+p)] _];[(a+1)(a+2)---(a+p)
1
_(a+n+1)(a+n+2)---(a+n+p)]'
Pentru n — oo obtinem suma seriei:
1 1
“p (a+D)(a+2)--(a+p)
Daca o = 0 deducem ca:
o 1 -
Zn(n+1)---(n+p) Copepl’

n=1
19. Serii duble. Fie matricea infinita:

VpeIN*.

1 1
al a2 a:

1
(2
2 2 2
ay ay - G

k k
al a2 “ e a

Elementele acestei matrice infinite se pot reprezenta prin girul: (2) wy, ug, ..., u,,

Sa consideram urmatoarele serii:
o0

> af, (oserie dubld); (4) DY af; (5) YD af: (6) D u..
ik=1 i—1 k=1 k=1i=1 r=1
Seriile (4) si (5) se numesc serii iterate.
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Teorema 5. Presupunem ca matricea (1) gi sirul (2) au aceiasgi termeni. Daca
cel putin una din seriile (3), (4), (5) sau (6) este absolut convergenta atunci rezulta ca
toate cele patru serii sunt convergente si au aceeasgi suma.

Dacd seriile au termenii a¥ > 0 atunci este suficient ca una din cele patru serii
(3)-(6) sa fie convergenta pentru ca toate celelalte sa fie convergente si atunci ele vor
avea aceeasi suma.

Pentru demonstratia Teoremei 5 vezi [14, Vol.II, p.394].

Folosind rezultatul de mai sus sa se arate ca:

I

k=1 k=1
. k—1)! (e —1)!
Rezolvare. Si consideram at — — _ |
ezolvare. Sa consideram a} Gk REED L)
Conform Problemei 18, ¢) cu a =0 gi p = k avem:
> 1 1
Z_:n(n+1)---(n+k)_k-k!’

n=1

(k —1)! B i 1 1 1

Zafzzz(wl) (i + k) _(k_l)!izli(i"'l)"'(i-'_k) R

i=1 i=1

(o Ol o] o 1
si kzl ; at = Z ﬁ (o serie convergenta).
Mo dlﬁcam in continuare matricea (1) astfel:
r. 0 0 0 0 0
ai r, 0 -+ 0 0
3 .3

ay ay; T3 0 0 s

(7) (@), ,
a¥ ak af - oAb, om0

Pe locul £ din linia £ am pus elementul r; egal cu suma termenilor din randul
k de la dreapta termenului k, inclusiv acest termen. Atunci sumele elementelor de

pe fiecare linie raman neschimbate fata de cele corespunzatoare matricei (1). In mod
o« o

asemdndtor, a doua suma iteratd » Z(af)' ramane neschimbata, si anume:

SN = (a1 +ai++af_ ) =D af = 2—2
k=1i=1 k=1 k=1i=1 k=1
Pentru elementul r, avem expresia:

(o)

g (k—1)! i (k—1)!
’“:Z“i_Zi(Hl) (i + k) Zn+k—1)---(n+2k—1)'

i=k i=k n:l

<
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Aplicam in continuare din nou Problema 18, ¢) cu a« =k — 1 5i p = k. Obtinem
(k—1)!

k-k(k+1)---(2k—.1)'
Apoi, suma elementelor aj, de pe coloana k cu j > k pentru matricea (7) este:
x s (k—1)! s 1
aj, = — , = (k—1)! , —.
RO e RS ERTENy L FTH )
Conform Problemei 18, ¢) cu aw = k §i p = k obtinem:

Za k_l)l 1 (k=)

T =

o Eo(k+1)---(2k)  k(k+1)---(2k)
Atunci _suma elementelor de pe coloana k pentru matricea (7) este:
T+Za (k—1)! N (k—1)!
k =
A TR @k - 1) k(R 1) (2R)
B S(k—l). 3k -1
Ck(E+1) - (2k—1)(2k) (2k)!
o oo o 1
Aplicand Teorema 5 matricei (7), seria ;;(ak "= ;ﬁ fiind convergenta,
rezulta ca si seria: - -
oo 00 ) 0o 00 N 00 00 i u)[(k__l)HQ
D (a) =3 > (@) =3 |+ D a :3ZT
i—1 k=1 k=1 j=k k=1 j=k+1 o (2k)!

este convergenta gi are aceeasi suma cu prima serie, adica:

®) > p-ay ook

k=1 k=1

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

20. Sa se studieze sirul sumelor partiale pentru urmatoarele serii, deducandu-se
apoi natura acestora gi suma lor, in caz de convergenta:
(o)

a) iﬁ b) nzl(\/n—i-a—l-l—2\/n+oz+\/n+oz—1), a>0;

i 5n2 +12n+8
2

T R SICE:

22+ 2n+1 _
n+2)(4n2—1)’

21. Sa se arate ca daca seria Z na, (a, >0, ¥Yn > 1) converge, atunci converge

n=1
si seria Z (.

n=1

© 3n? +n—2
)X T

o0

22. Sa se arate ca daca seria cu termeni nenegativi Z a, este convergenta atunci
n=1
si seriile:
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00 an oo -
a) : b)
n§1 1+ ay, n§1

sunt convergente

23. Fie Z a, o serie divergenta cu a, > 0, Vn > 1. Sa se arate ca seria Z
n=1
este divergenta.

1+an

24. Sa se studieze natura urmatoarelor serii folosind criteriile de comparatie:

> n? X 3 +sinn > 7
a ——— 5 b — 2" sin —;

= Inn 1 1
S0  S (1+ )1 (1+—).
25. Sa se studleze cu ajutorul criteriului radicalului al lui Cauchy urmatoarele

serii: ) . 15 4 03 5 " 5
— (2n+ 1\" — +2° 440’ n — Vn"+
;b ——1; —_—.

a);<5n+3>' );[ n? 4] ’ C)T; n" + 1

26. Sa se studieze natura urmatoarelor serii, folosind criteriile lui D’Alembert, al

lui Raabog—Duhamel sau al lui Bertrand:

n! b > n! > n" 0
= o , a>0;
a),;n3+1 );n% g a+1)(2a+1)---(na+1) ¢
S a0 050 ¢ Y ! 0
av", a>0; e y a >
),; —oala+1l)--(a+n—-1)
s ntb” b>0 R
, 0>U, (a C ;A — @
) Z:: (b+a1)(2b+as) - (nb+ay) (an)nz1 © R an
> 1 7
n=1(1+tga) <1+tg§> ---<1—|—th>
> 1)--- -1 1
h)za(a+) atn=1) 1 0 ach
= n! ne
27. Sa se studieze urmatoarele serii, folosind criteriul logaritmic:
oo oo 1 (0.0 n 3/n2 + 2
—.,a€lR; b —_—; —_ .
®) rglna” ¢ ) nZQ(lnn)lnn ) leln3+2n+1
28. Folosind criteriul de comparatie si apoi criteriul integral sa se deduca natura
I 1
seriei: 7; W In(n 1)
29. Sa se studieze simpla gi absoluta convergenta a urmatoarelor serii:
> (=1 > (n!)? > 1 3n + 2
a) ) ————; b) Y (=)' 5 o) D ()" —/—
7; n(n + 1) 7121 (2n)! 7; o

e In (2 + ¢ e
g n+112 EQ 1 22"; ) Z an cosne, (ap)p>1 C IRy, (ay)p>1 monoton

n=1

>, sinn
descrescitor cu limita 0; f) )
na
1

. cos n?
, a> 0.

n=



Capitolul 3
SPATII METRICE

Spatii metrice
Fie X o multime nevida. Se numeste metrica sau distanta pe X o aplicatie
d: X x X — IR care satisface urmatoarele axiome:
a) d(z,y) >0, Vz,y € X; dz,y)=0 & z=y;
b) d(z.y) = d(y,z), Vo, y € X;
¢) d(z,y) <d(x,z) +d(z,y), Yx,y,z € X, (numita inegalitatea triunghiulara).
O mulgime X dotata cu o metrica d se numeste spafiu metric, notat (X, d). Ele-
mentelor lui X le vom mai spune si puncte.
Fie (X, d) un spatiu metric, zo € X si ¢ > 0. Se numeste sferd deschisa cu centrul
in g € X gi de raza € multimea:
Sa(rg,e) ={x € X | d(xg,z) < £},
iar sfera inchisa cu centrul in xy si de raza ¢ multimea:
Si(z0,6) = {x € X | d(xq,2) < £},
notate uneori mai simplu cu S(z, €), respectiv S(zg, €).
Multimea A din spatiul metric (X, d) este marginita daca 3zo € X gi ¢ > 0 a.l.
A C S(zg,¢). Se numeste vecindtate a punctului zo € X o multime V' C X care contine
o sferd deschisa cu centrul in xg, deci 3& > 0 a.i. S(zg,e) C V.
Metricele d; si dy definite pe multimea X se numesc echivalente daca:
a)pentru Ve € X giVr >0 3p>0ad Sy (x,u) C Sy (x,r) s
b) pentru Vo € X giVr >0 IA >0 ai Sg(z,\) C Sy (x,r).
Daca pentru doua metrice dqi, ds : X x X — IR exista constantele a,b € IR,
0 < a < b astfel incat ad(z,y) < do(z,y) < bdi(x,y), Vr,y € X, atunci cele doua
metrice d; si dy sunt echivalente.
Fie (zn)new (sau (2,)nemn+, notat si (z,),>1) un sir de puncte din spatiul metric

(X,d). Sirul (z,)nen converge la x € X daca VV(z) o vecinitate a punctului z
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dny € IN ai. z, € V(z), Vn > ny. Elementul x € X se numeste limita sirului
(n)nemv; se noteaza nh_)rglo T, = T sau I, — I, pentru n — oo.

Teorema 1. Sirul (x,)pew C (X, d) converge la z € X daca si numai daca:

Ve>0 dng(e) € IN ail. Vn > ng(e) are loc d(z,, ) <e.

Proprietati ale girurilor convergente

a) Limita unui gir convergent este unica.

b) z, — z, pentru n — 0o & d(z,,r) — 0, pentru n — oc.

¢) Daca 3 (ap)new C IR, an, — 0, pentru n — oc ad. d(z,,x) < a,, ¥Yn € IN
atunci x, — x, pentru n — oo.

d) Orice subsir al unui sir convergent este convergent si are aceeasi limita cu girul
dat.

e) Un gir convergent este marginit (multimea termenilor sii este marginita).

Sirul (z,)new C (X, d) se numeste gir Cauchy sau sir fundamental daca:

Ve>0 dng(e) € IN ai. Yn,m > ng(e) are loc d(z,,z,) < ¢
& Ve>0 Ing(e) € IN ad VYn > ng(e) are loc d(xp, y4p) <&, Vp € IN.

Orice gir fundamental este marginit. Orice gir convergent este gir fundamental.

Spatiul metric (X, d) se numeste complet daca orice gir Cauchy din X este sir
convergent.

Spatiul metric (IR, d), unde d(z,y) = |z — y|, Vz,y € IR este spatiu metric com-

plet, conform Teoremei 5, §1, Capitolul 2.

Fie (X,d) un spatiu metric. O multime A C X se numeste deschisa daca ea
este vecinatate pentru orice punct al ei. Numim multime inchisa o multime a carei
complementara este deschisa. Multimea vida ) si spatiul intreg X sunt multimi deschise
si inchise.

Un punct x € X se numeste punct de acumulare pentru o multime A C X daca
orice vecinatate a sa contine puncte din A, diferite de x, adica:

vV, VN(A\{z}) # 0.

Teorema 2. Punctul x € X este punct de acumulare pentru multimea A daca si
numai daca 3 (x,)new C A, x, #2, Vn € IN al. x, — x, pentru n — oc.

Un punct = € X se numeste punct aderent multimii A daca orice vecinatate a sa
contine puncte din A, adica:

VYV, VNA#0.

Teorema 3. Punctul z este punct aderent pentru A daci i numai dacd 3 (z,)pew C
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C A al. x, — x, pentru n — oc.

Un punct x € X se numeste punct izolat al multimii A daca el apartine multimii,
dar nu este punct de acumulare pentru A.

Un punct z € X se numeste punct interior pentru multimea A daca 3 o vecinatate
a sa inclusa in multimea A.

Un punct x € X se numeste punct frontiera pentru multimea A daca orice
vecinatate a sa contine puncte atat din multime, cat gi din complementara sa.

Pentru o multime A C X, notam cu:

A’ — multimea punctelor de acumulare pentru A, numita mul{imea derivatd a lui A;
A — multimea punctelor aderente ale multimii A, numitd aderenta sau inchiderea
lui A;

;1 sau int A — multimea punctelor interioare ale mul{imii A, numita interiorul lui A;
Fr A — multimea punctelor frontiera ale multimii A, numita frontiera lui A.

O multime A C X se numeste compacta daca orice gir (z,),en de elemente din A
contine un subsir (xy, )nev convergent la un punct din A. O multime A C X compacta
este marginita gi inchisa.

Principiul contractiei

Aplicatia ¢ : X — X a spatiului metric (X, d) se numeste contractie daca Iq €
€ (0,1) ad d(e(z), ¢(y)) < qd(z,y), Va,y e X.

Punctul x € X se numeste punct fix al aplicatiei p : X — X daca ¢(x) = z.

Teorema 4 (Banach). O contractie ¢ a spatiului metric complet (X, d) are un
singur punct fix.

In demonstratia Teoremei 4, girul care aproximeaza punctul fix este construit astfel:
Tn = @(Tp_1), n = 1,2,..., unde zy € X este arbitrar, iar eroarea care se obtine

inlocuind solutia ecuatiei ¢(z) = z cu aproximanta z,, de ordin n este mai mica sau
d(.’Eg, 1‘1) n

—q

egala cu

Spatii liniare normate
Fie V' un spatiu liniar (vectorial) real (sau complex). Aplicatia || - || : V — IR se
numeste norma pe spatiul V' daca satisface urmatoarele axiome:
|| >0, VieV; =0 & =0
led]| = |af - [lull, VieV, Vae R (C);

a)
b) ||t
c) la+ |l < lall + 7], va,deV.
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Numarul ||| se numeste norma vectorului @. Un spatiu liniar V' pe care s-a definit
o norma || - || se numeste spatiu liniar normat sau spatiu normat; se noteaza (V| - ||).

Normele || - ||y si || - [|2 : V — IR se numesc echivalente daca 3a,b € R, 0 <a <b
astfel incat:

alldlh < ||fl; < b, YieV.

Daca (V| - ||) este un spatiu normat atunci aplicatia d : V x V — IR, definita

prin:
d(i,v) = ||[u— ||, Va,7eV

defineste o metrica pe V, numita metrica indusa de norma. Deci orice spatiu normat
este spatiu metric cu metrica indusa de norma.

Proprietiti ale sirurilor din (V|| - ||)

a) T, > ¥ & Ve>03ng(e) e N ai Vn>ng(e): [|Z,— 7| <e.

b) #, — &, pentru n — oo = ||Z,|| — ||Z||, pentru n — oco.

¢) &, = T, ¥, — ¥, pentru n - oo = aZ, + By, = af + [, pentru n— oc,
Va,5€ R (C).

d) Daca (ap)new C R (C), (Zn)new CV, {a, — 0, pentru n — oo si [|Z,] <
<M,¥ne N}sau {|a,| <M, Vne N si 7, — 0, pentru n — oo} atunci
an, — 0, pentru n — oc.

e) Daca (ap)new C R(C), «a, — a, pentru n — oo, iar (Z,)nen CV, & — Z,
pentru n — oo atunci «,7, — af, pentru n — oo.

Un spatiu liniar normat (V)| - ||) se numeste spatiu Banach dacad V este spatiu

metric complet in raport cu metrica indusa de norma.

Spatii prehilbertiene si spatii Hilbert
Fie H un spatiu liniar real (sau complex). Aplicatia ¢ : H x H — IR (C) se
numeste produs scalar pe spatiul H daca satisface urmatoarele axiome:
a) g(#,7) >0, VZEe H; ¢(# @) =0 & Z=0;
b) g(Z, ) = g(¥, 7);
) 9(T+7.2) = g(3,2) + 9y, %), Vi,y 7€ H;
d) g(aZ, ) = ag(Z,7), Vae R(C), Y&, i€ H.

Numarul real (complex) g(Z,7) se numeste produsul scalar al vectorilor T si ¥; el

se mai noteaza si (¥, ).

Un spatiu liniar H pe care s-a definit un produs scalar (-,-) se numeste spafiu
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prehilbertian, notat (H, (-,-)).
Un spatiu prehilbertian este spatiu normat cu norma || - || : H — IR, definita prin:
|7 = {z.5). V@ e H.
numita norma indusa de produsul scalar.
Un spatiu prehilbertian care este complet in norma indusa de produsul scalar se
numeste spatiu Hilbert.
Proprietati ale girurilor din spatiul prehilbertian (H, (-, "))
a) Ty, — T, §, =y, pentru n — o0 = (T, y,) — (¥,7), pentru n — oc.
b) Daca unul din sirurile (Z,)new C H sau (4, )nev C H este marginit, iar celalalt

are limita 0 atunci (T, Jn) — 0, pentru n — oc.

Spatiul R*

Produsul cartezian IR*¥ = IR x IR x - -+ x IR, adicd multimea sistemelor ordonate

k ori
de k numere reale:

RF = {7 = (21,29,...,23)| 2; € R, i=1k}
se organizeaza ca spaftiu liniar real, in raport cu operatiile:
a) adunarea: (Z,9) = ¥4+ = (x1 + y1, %2 + Y2, - . ., T + Yi),
unde 7 = (21, 29,...21), §= (y1,Y2,...yx) € IR*;
b) inmultirea cu scalari din R: (A, &) — AT = (Az1, Ao, ..., Axy),
unde A € R, &= (z,29,...,2;) € R,

Spatiul IR* se numeste spatiul liniar (vectorial) aritmetic cu k dimensiuni. Ele-

mentul & = (xy,2s,...2;) € IR* (notat uneori mai simplu cu x) se numeste vector
k-dimensional, iar x, o, ..., x) componentele vectorului Z in raport cu baza canonica
{é1,é,...,e)} C R

& =(1,0,...,0), & =(0,1,...,0),...,8 = (0,0,...,1).

Aplicatia (-,-) : R¥ x IR*¥ — IR care ataseaza vectorilor & = (1, zy,...,21), i =

= (y1, Y25 .- yk) € RF numarul (Z,7) = 1y + - - + Zxyx este produs scalar pe IRF,

numit produsul scalar euclidian; deci IRF este spatiu prehilbertian (numit $i euclidian)
k

de dimensiune k. Norma euclidiand este & — ||Z|| = 4| >_ 7, iar metrica euclidiand
i=1
k
este (7,9) = d(Z, ) = \| D_(zi — y:)*.
i=1

Sirul (Zp)nenw C IR® este convergent cu limita # € IR* daca:

Ve>0 dng(e) € IN al. Vn > ng(e) are loc |7, — Z|| <&,
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unde || - || este norma euclidiana sau orice alta norma echivalenta cu aceasta.

Teorema 5. Un sir de elemente din spatiul IR* este convergent daci si numai
daca toate cele k siruri coordonate (siruri de numere reale) sunt convergente; in plus,
limita sirului din IR* este k-uplul format din limitele celor k siruri coordonate.

Proprietatile si teoremele (Weierstrass, Cesaro, Cauchy) din cazul sirurilor reale
(vezi Capitolul 2, §1) raman valabile si in spatiul IR*. O consecintii imediati a teoremei
lui Cauchy este ci spatiul IR* este complet (Banach) in raport cu norma euclidiana sau
cu orice altd norma echivalentii cu aceasta, deci IRF este spatiu Hilbert in raport cu
produsul scalar euclidian.

Vom identifica spatiul IR* cu planul euclidian &, asociind unui element (z,y) €
€ IR* punctul unic M(z,y) € &; in mod aseméanitor spatiul IR* va fi identificat cu
spatiul euclidian &;. Astfel pe parcursul culegerii vom intilni elemente (z,y) € IR?
sau (z,y,2) € IR® notate cu M(xz,y), respectiv M(z,y, 2). In general, elementelor

i = (21, 29,...,2;) € IR* le vom mai spune si puncte.

PROBLEME REZOLVATE

1. Fie X o multime nevida. Sa se arate ca daca p este o functie definita pe
produsul cartezian X x X cu valori in IR, care satisface conditiile:
a) o(z,y) =0 & z=y;
b) o(z,2) < o(y,r) + oy, 2), Vo,y,2€ X
atunci axioma de simetrie este indeplinita, adica o(x,y) = o(y,x), Vx,y € X.
Rezolvare. Luand y = z in conditia b) obtinem:
o(z,2) < 0(23) + 0(2,2),
de unde folosind a), rezulta ca o(x, z) < o(z,x), Vr,z € X.
Din conditia b) scrisa sub forma:
o(2,2) < o(y,2) + oy, ), Vr,y,2 € X,
luand y = z, obtinem:
o(z,2) < oz, 2) + o(z, 7)
sau o(z,z) < o(x,2), Va,z € X, (deoarece o(x,z) = 0).
Din cele doua inegalitati de mai sus deducem ca o(x, z) = o(z,z), Vz,z € X.
2. Sa se arate ca nenegativitatea unei metrice o : X x X — IR se poate obtine ca

o consecinta a urmatoarelor axiome ale metricei:
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a) o(z,y) =0 & z=y;
b) o(z,y) = o(y,x), Yz,y € X;
c) o(z,2) < o(z,y) + oy, 2), Ya,y,z € X.

Rezolvare. Vom ardta ca in ipotezele a)-c) avem o(z,y) > 0, Vx,y € X. Pre-
supunem prin reducere la absurd ca 3z, y € X al. g(z,y) < 0. Din ipoteza ¢) deducem
ca:

o(r,2) —o(y,2z) < olz,y) <0, Vz€ X sau p(x,2) < o(y,2), Vz€ X.

Luand in inegalitatea de mai sus z = z, avem p(z,z) < o(y,z) sau 0 < o(y, ),
conform ipotezei a). Din proprietatea de simetrie b) deducem ca o(z,y) > 0, ceea
ce contrazice ipoteza facuta. Deci presupunerea facuta este falsa, adica rezulta ca
o(x,y) >0, Vr,y € X.

3. Sa se demonstreze ca daca d : S x S — IR, este o metrica pe multimea S
atunci si functia d; : S x S — IR, definita prin:

__d(z.y)
di(z,y) = T+d(ry)

este o metrica pe multimea S.
Rezolvare. Vom verifica axiomele metricei pentru functia dy:
a)di(z,y) =0 & x=y; di(r,y)>0, Vo,yeS.

d(z,y)

1+d(x,y)
conform axiomei a) de la metrica d. Apoi conditia di(z,y) > 0, Vz,y € S este

Avem: di(z,y) =0 < =0 & d(z,y) =0 & z=y,

verificata deoarece d(z,y) >0, Vx,y € S.

b) dl(xay) = dl(yal‘)a( Vx),y € S ( )
d(x,y d(y, x
A : pu— pu— pu—
vem D) = ) T T diyny )

conform axiomei b) de la metrica d.
C) dl(xay) < dl(xaz) + dl(zay)a ‘v’a:,y,z € 5.
Din axioma c¢) a metricei d avem:

d(z,y) < d(x,z) +d(zy), Vo,y,z € S.

Sa consideram acum functia f : Ry — IR, f(x)= % Deoarece f'(z) =
T
1
- T op Ve € Ry, deci f'(x) > 0, Yo € IRy, rezulta ca functia f este (strict)
T

crescatoare pe IR, adicd x1 < 9 = f(x1) < f(x9).

Luand =y = d(z,y) si xe = d(x, 2) + d(z,y), deoarece x; < x9, deducem ca:

fld(z,y)) < fld(z,2) +d(z,y)) < 11(;6&5)@/) = 1?—(265);46[—(;,(3)1/)
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d(z,y) d(z, 2) d(z,y)
1+d(z,y) = 1+d(z,2) +d(z,y) 1 +d(x, 2) + d(z,y) =
d(z, 2) d(z,y)

, Vx,y,2z €8S,

= L+d(z,z) 1+d(z,y)
adica dy(z,y) < di(z,2) + di(2,y), Ya,y,z €S.
Fiind verificate cele trei axiome ale metricei rezulta ca functia d; este o metrica
pe multimea S.
4. Fie X o multime nevida. Sa se demonstreze ca functia d : X x X — IR,,
definita prin:

1, daca xz #y
d(z,y) = {

0, daca =z =y
este o metrica pe multimea X, numita metrica discreta pe multimea X. (X,d) se
numeste spatiu metric discret.

Rezolvare. Evident d(z,y) > 0, Vx,y € X. Din definitie deducem imediat ca
dlz,y) =0 & x =ysidxy = dy,z), Ve,y € X. Sa verificim inegalitatea
triunghiulara:

d(z,y) <d(z,z)+d(zy), Vz,y,z € X.

Daca x = y atunci d(z,y) = 0 gi inegalitatea de mai sus este verificata pentru orice
z € X. Daca = # y atunci d(x,y) = 1, iar pentru z € X avem urmatoarele posibilitati:
i) 2 = x atunci d(z, 2) =0, d(z,y) = 1; deci ineg. de mai sus devine: 1 < 1;

ii) z =y atunci d(y, z) = 0, d(z,2) = 1; deci ineg. de mai sus devine: 1 < 1;

iii) 2 # = si 2 # y atunci d(z, 2) = 1, d(y,z) = 1; deci ineg. de mai sus devine
1<2.

Deci in toate cazurile de mai sus este verificatd axioma c) din definitia metricei, adica
d este o metrica pe multimea X.

5. Fie X = (0,00) C IR. Sa se arate ca aplicatia:
d(z,y) =

este o metrica pe X.

X

, pentru z,y > 0

Rezolvare. Verificam axiomele metricei:

a) Evident d(z,y) > 0, Vz,y € X, jard(z,y) =0 & z=uy. Intr-adevir:
1 1 1 1

r oy y
b) d(z,y) =d(y,z), Vo,ye X <«
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¢) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), Ya,y,z € X. Intr-adevir:

1 1‘ 11 (1 1)
Ly
xr Yy Tz z oy
=d(z,2)+d(z,y), Vr,y,z € X,

6. Sa se demonstreze ca (IR",d), (IR",0) si (IR",A), unde d, 0, A : R" x R" —

— IR, sunt definite astfel:

d(z,y) =

i=1 i=1 t=5Ln
Vi=(x1,29,...,2,), ¥= (Y1,Y2,...,Yn) € IR", sunt spatii metrice.
Rezolvare. Pentru aplicatia d : IR" x IR" — IR avem:

a) d(#,7) > 0, V& e R si

¢) d(@ §) < d(# 2) + d(Z.§), Y, §. 7€ R".
Inegalitatea de mai sus este echivalenta cu:
JZ(% —y;)” < JZ(% —2) + JZ(% —y;)?.
i=1 i=1 i=1
Folosind inegalitatea lui Minkowski cu p = 2:

1/2 n 1/2 n 1/2
G
=1 i=1 =1

$ia; =|z; — 2z, b =2z —vil, i =1,n (vezi Capitolul 1, Problema 23), obtinem:

le( — Yi) —\J; _yi)]QS\Jilei_zi"'Zi_yiHQ:

:\Jiaﬁ—b JZ@ —l—\lilﬁ 4—1 —zz \li —yl,

adica inegalitatea triunghiulara.

S

M:

~.

Pentru aplicatia ¢ : IR" x IR" — IR avem:
a) 0(7,y) >0, V¥, j€ R" s

6(5,37):0@2\:@—%\:0@ ;i —y|=0,Vi=1ln&er=y, Vi=1l,n &

7=7.
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=> |z —uil = Z lyi — @il = (9, %), VT, §€R"
=1
) 5(1‘,y) 5(7,2) + (2.9, vx y,Z € R".
Aceasté inegalitate este echivalenta cu
Z|xz_yz‘<2|xz_zz‘+z‘zz ’i:

care se ob’glne adunand 1nega11ta’glle ev1dente

|z — vl <z — 2| + |2z — uil,

pentru ¢ = 1, n.
In sfarsit, pentru aplicatia A : IR" x IR" — IR avem:
a) A(Z,y) >0, VZ, je€ R" si
A(Z,7) =0 & max |z, —y| =0 & 0 < |o; —y;| < max|xl —yi| =0, Vj

i=1,n i=1,n

‘mj_yj‘:(), ijl,n(:)xg—yg, V]:Ln@

I
E
¢

‘_@1

b) A(f g) - max|l‘l - yl| - maX |yz - x2| = A(ga f)a VT ge IR".
&) A §) < A7) + A §), V7, 5, 7€ R
Inegalitatea de mai sus se obtine din inegalitatile evidente:

|\ — yi| < |z — 2| + |z —wil, Vi =1,n,

luand maximul dupa ¢« = 1, n in ambii membri. Rezulta:

max |z; — y;| < max(|z; — 2| + |2 — yi|) < max|z; — z[ + max|z; — yil,

i=1,n i=1,n i=1,n i=1,n
adica inegalitatea triunghiulara pentru aplicatia A.

7. Sa se demonstreze ca pe spatiul IR" metricele d, ¢ si A de la Problema 6 sunt
echivalente.

Rezolvare. Vom demonstra urmatoarele inegalitati:
1 - L Lo .
a) ~-0(Z,9) <d@,§) <6(z.9) s
b) A(Z, ) < d(Z,§) < V/n-A(@,y), VI, §€ R",
de unde va rezulta ca metricele § si d, respectiv A si d sunt echivalente, deci cele trei

metrice d, § si A sunt echivalente.

Intr-adevar, avem:

i =1

i=1
n n
0(7,9) = 3 loi = yil < n-maxfa; —yi <n- > (@i = yi)® =n-d(Z,7),
i=1 =L i=1

Vi, ¢ € IR", de unde rezulta a).

O inegalitate mai buna este urmatoarea:
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n 1/2
P ) VM2 A(E ), VE § € R,

f,g sz_yz<<

1
conform inegalitatii lui Cauchy (Capitolul 1, Problema 17).

=

Apoi:

n
d(Z,7) = Z i — i) \/n max(z; — ;)° = /0 - max |z; — yi| =

i=1,n i=1,n

A(fa ?7) - max‘xz - yz‘ < A Z - %)2 = d(fa ?7): Vf, ?76 Rn;
i=1 i=1

de unde rezulta b).

8. Sa se demonstreze ca (IR", 9), unde ¢ : R" x IR" — IR, este definita prin:

n

R |«Tz'—yz'\ o o n
o(Z, 7)) = : , T, 7€ R
i:2122(1+‘xi_yi‘)

este spatiu metric gi apoi sa se arate ca aceasta metrica nu provine dintr-o norma.

Rezolvare. Vom verifica cele trei axiome ale metricei pentru functia p:

a) Evident o(Z, 37) > 0 V7, 376 R" si

=0<& =0& — =0,Vi=1,n <
o 3 e R rew ey
|z; — 4\:0 Vz—ln(:)xz—y,, Vi=1ln & =1
b) o@7) =Y il s Wionl g, vigem
’ 221211+\x2—y1|) =21+ [y — @) B

)Q(f J) < o7 2) +o(Z,y), VI, ¥y, Z€ R" &

- 2 — yil T — 2| |2 — yi
E < E - + E -
i=1 21(1 + |xz - yz‘) i=1 22( 2

L+ —zl) 3200+ —wil)
Pentru a demonstra inegalitatea de mai sus, pornim de la inegalitatile evidente:

2 — vyl <lvi— 2+ |z —wil, Vi=T1,n.

Pentru un ¢ fixat din multimea {1, 2, ..., n}, folosind functia f(z)= H—i:c , (strict)
crescatoare pe IR, (vezi Problema 3), deducem:
|lz; — il v — 2| + 2 —yil |z; — 2 n
Vo=l = 1+ |m =zl + [z =l 1+ o — 2z + 2 — wil
n zi — Yil 7 — 2] 2i — vl

) 1+|xi—zi\+|zi—yi\_1+|xi.—zi\ 1+ |z —yi|

Inmultind inegalitatea obtinuta cu 1/2° i adunand dupa i de la 1 la n obtinem
inegalitatea triunghiulara scrisa mai sus.

Vom demonstra in continuare ca aceasta metrica nu provine dintr-o norma prin
metoda reducerii la absurd. Presupunem deci ca 3 0 norma || - | : R" — IR, cu

proprietatea o(%, %) = |7 — ¢||, VZ, § € IR", adica:
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71 = o2 0) = 3 gt
’ i=1 201+ |z])
Aceasta norma nu satisface axioma a doua, adica:

INe R, 37 e R" ai ||MF| # M- [|7].

Intr-adevar:

VI=(x1,...,x,) € R"

L R . Mzl ¢ il

[AZ|| = : = 4 =N = :

Zzz(u\w 2wy N T =)
‘xZ‘

A A

1ar\| ‘|221 +|371D

Luand, de exemplu A=2g & =(1,0,...,0) avem ||[\Z|| = 1/3 # 1/2 = |A| - |Z]].
Deducem astfel ca ipoteza facuta - metrica o provine dintr-o norma - este falsa.

9. Si se precizeze sferele deschise si inchise centrate in 0 si de raza 1 in spatiile
metrice (IR?,d), (IR*,6), (IR*,A), (IR* d), (IR* ), (IR*, A), unde d, § si A sunt
definite in Problema 6.

Rezolvare. Sfera deschisi centratd in 0 si de raza 1 in spatiul IR? cu metrica d
este:

Sq(0;1)={Z = (1, 22) € R?| d(0,%) < 1} ={F = (21, 22) € R?| /22 + 23 < 1}.
Imaginea geometrica a acestei sfere in sistemul ortogonal de axe (Ox;xy) este interiorul

discului de centru O(0,0) si raza egala cu 1 (Figura 3.1).

AX X5
T2 1
7, \\
/ N
/ N\
/ \
/ \
f 1 »X1 0 1 X1
\ 0 | -
\ 2
\ 7
\ 4
\\ //
Figura 3.1 Figura 3.2

Sfera inchisi Sy(0:1) = {7 = (x1,2,) € IR*| (/a7 + 23 < 1} are reprezentarea
geometrica in sistemul (Oxyzy) discul centrat in origine de raza egald cu 1 (Figura
3.2).

In metrica & sfera deschisi si sfera inchisd centrate in 0 € IR? i de razi egali cu
1 sunt:

Ss(0;1)={Z = (x1,20) € R?| 6(0:7) < 1}={7 = (21, 12) € R*| |21| + |22| < 1},
respectiv:

S5(0;1) = {& = (w1, 20) € R?| |z4] + |mo] < 1}

reprezentate intr-un sistem ortogonal de axe (Ox123) in Figura 3.3 si Figura 3.4.
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\4
\4

Figura 3.3 Figura 3.4

In metrica A sfera deschisi si sfera inchisi centrate in 0 € IR? si de razi egali cu
1 sunt:

SA(0;1) = {Z = (z1,25) € R?| max{|zy], |zo|} < 1},
respectiv:

SA(0;1) = {7 = (w1, 22) € R*| max{|z], |zo|} < 1}
reprezentate in sistemul (Ox;x9) in Figura 3.5 si Figura 3.6.

A Xy
AXo 1

o
N\
4
e
o
A
e

Figura 3.5 Figura 3.6

In spatiul IR* sferele deschise in metricele d, § si A centrate in 0 si de raze egale
cu 1 sunt:

S4(0:1) = {Z = (21,29, 23) € R | \J2? + 23 + 22 < 1},

S5(0;1) = {Z = (21,9, 23) € R®| 21| + |2o] + |25] < 1},

Sa(0;1) = {Z = (z1, 29, 23) € R®| max{|z], |22, |23} < 1}.
In sistemul ortogonal de axe (Oxyz923) Sy(0; 1) este interiorul sferei centratd in origine
si de razd egald cu 1 (Figura 3.7), S;(0;1) este interiorul octaedrului din Figura 3.8,
iar SA(ﬁ; 1) este interiorul cubului de latura egala cu 2 si cu fetele paralele cu planele
de coordonate (Figura 3.9).

Reprezentirile geometrice ale sferelor inchise centrate in 0 si de raze egale cu 1 vor

contine gi frontierele corpurilor de mai jos.
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A X3

> X2

X1

|
|
|
|
|
|
|
|

Figura 3.7 Figura 3.8

X2

\ 4

—_—— ] —_—— — 4 — — —

X1 /
Figura 3.9 Figura 3.10

10. Sa se arate ca sfera deschisa S(xg,e0), o € X, &9 > 0 din spatiul metric
(X, d) este o multime deschisa.

Rezolvare. Pentru a demonstra ca sfera deschisa centrata in xy € X gi de raza
egald cu g9 > 0, S(x0,€0), este o multime deschisd, vom ardta cd pentru orice element
y € S(xo,g0) IS(y,r) C S(mg,80). Fie y € S(xg,e0) si sfera S(y,r) centrata in y si
de raza egala cu r = g9 — d(xo, y). Vom demonstra ca S(y,r) C S(zo,e0) (vezi Figura
3.10). Pentru aceasta, fie z € S(y,r), adica d(y, z) < r. Atunci:

d(z, 1) < d(z,y) +d(y, o) < r+d(y,z0) = 0 — d(x0,y) + d(xg,y) = £0.

Deci z € S(xg,20), de unde rezulta ca S(y,r) C S(zg,&9).

11. Sa se demonstreze urmatoarele proprietati ale interiorului unei multimi din-
tr-un spatiu metric (X, d):

a) IZC A;  b) A este deschisa & A :;1; c) Ay C A, :>14(1)1 C1402 .

Rezolvare. a) Fie z 621 un element arbitrar, momentan fixat. Din definitia

punctului interior rezulta ca 3 o vecinatate V a punctuluiz a.i. V C A. Darz € V C A,
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deci z € A. Deoarece x este arbitrar rezulta ca A C A.

b) Dacd A este deschisa, conform definitiei ea este formatd numai din puncte
interioare, deci A C A. Deoarece AC A (punctul a)) rezulta ca A — A Reciproc, daca
A :;1 rezulta ca punctele multimii A sunt puncte interioare; deci, conform definitiei,
multimea A este o multime deschisa.

c) Fie Ay, Ay doua multimi ale spatiului metric (X, d) cu A; C A, i fie z € fil .
Rezultd ca 3 o vecinatate V' a punctului z al. V C A,. Dar A; C A,, deci rezulta ca
V C A,, adica x este punct interior gi pentru multimea A,. Deci x € 1402. Deoarece x
este arbitrar in multimea Aol, rezulta ca Aol C AOQ.

12. S& se demonstreze ca interiorul unei multimi dintr-un spatiu metric (X, d)
este o multime deschisa si este cea mai mare multime deschisa inclusa in multimea
respectiva.

Rezolvare. Fie A o multime a spatiului metric (X,d). Daca ;1 = () atunci prin
conventie ;1 este o multime deschisa. Daca ;175 () s consideram un element oarecare,
momentan fixat x € ;1 Conform definitiei punctului interior rezulta ca 34 o vecinatate

V' C A, care contine o sfera deschisa S(z,e) C V. Deci x € S(x,e) C A. Trecand la

interioare (Problema 11, ¢)) obtinem m C A . Dar m = S(z,¢) (Problema
10 si Problema 11, b)), deci S(x,¢) C A. Deoarece multimea S(x,e) este o vecindtate
pentru punctul z, rezulta ca x este punct interior pentru multimea ;1 Deducem astfel
ca ;1 are numai puncte interioare, deci multimea ;1 este deschisa.

Pentru a demonstra ca ;1 este cea mai mare multime deschisa inclusa in multimea
A sa consideram o multime arbitrara deschisa D C A. Trecand la interioare obtinem
DC AsauD C A, D fiind o multime deschisa (D :lo)) Deducem ci A este cea mai

mare multime deschisa inclusa in A.

13. Si se demonstreze urmatoarele proprietati intr-un spatiu metric (X, d):

o o
o

o o e N o o o o e e
a)A:A, b)AlﬂAQ :AlﬂAg, C)A1UA2C A1UA2

Rezolvare. a) Din Problema 12 deducem ca ;1 este o multime deschisa, deci

o
o

o
conform Problemei 11 b) ea coincide cu interiorul sau, adica 4= A .

o

———
b) Fiexz € A1 N A, <:>E!ovecmatateVapunctulm:ca1 VCAlﬂA2:> AV o
Vecmatatealm:cal V CA §1VCA2:>:1:€A1 §1x€A2:>:c€A1 ﬂAQ Deci

/—’%
AN A CA1 N Ag.
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Reciproc, fie v € Ay N Ay = x € Ay si x € Ay = 3IV; o vecinatate a lui = a.l.
Vi € A; si 3V5 o vecinatate a lui z ad. V5, C Ay, Atunci V = V] NV este o vecinatate

. . (9] /_/a .
a punctului x cu proprietatea V' C A; N Ay. Deducem astfel ca x € A; N Ay, deci

[e] o) /—/a R o o . . o .
Ay N Ay C A;N Ay, care impreund cu cealalta incluziune ne da egalitatea b).

o

o oo o — o —_———
¢) Avem A; C A; C Ay U Ay, de unde rezulta ca Ay C Ay U Ay sau A C Ay U A,.

Asemanator 1402 C m Rezulta astfel ca fil U 1402 - m

Incluziunea inversa nu are loc in general. Pentru a arata acest lucru, sa consideram
spatiul metric (IR, d) cu d(z,y) = |v —y|, V2, y € IR si multimile 4; = [2,3], Ay =
=[3,4]. Avem:

P ey o o
A1UA2 :(2,4)%(2,3)U(3,4):A1 U AQ.

. . HH ° ° v
Deci proprietatea A; U Ay = A; U A, este falsa.

14. Fie (X, d) un spatiu metric si A C X. Sa se demonstreze ca:

_ ~ =~ o R
a) CA=CA b)CA=CA.
Rezolvare. a) Fiez € CA & 2 ¢ A & 3V o vecinitate a punctului = a.i.

~~
VNA=0 & 3V o vecindtate aluiz a.i. V C CA & z € CA. Rezulta astfel relatia
a).

b) Demonstram ca complementarele celor douad multimi C;l si CA sunt egale,

folosind punctul a), de unde va rezulta ca multimile sunt egale. Avem:

o o 4 __ e

C (CA) —4=C(CA) £ ¢ (CA), deci CA= CA.

15. Fie (X, d) un spatiu metric i A C X. Sa se demonstreze urmatoarele relatii:

a) FrA=ANCA; b)FrA=Fr(CA); c¢)ACA d)A\AcCA.

Rezolvare. a) Fie x € Fr A & VV o vecindtate a punctului z, VN A # 0 si
VNOA#4() & 2cAsiz € CA & 2€ ANCA. Rezulta ca Fr A = AnCA.

b) Conform punctului a) Fr (CA) = CANC(CA)=CANA=FrA.

c) Fie z € A = VV vecinatate a punctului z, VN A D {z}, de unde rezulta ca
VNA#Q, deci x € A. Deducem cia A C A.

d) Fiex € A\ A, deci v € Agi v ¢ A. Rezulta ci V o vecinitate V a punctului z,
VN A#(. Deoarece A\ {x} = A, deducem ca V'V vecinatate a punctului z, VN

N(A\ {z}) # 0, deci x este punct de acumulare pentru multimea A. Rezulta astfel ca
A\ACA.
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16. Fie (X, d) un spatiu metric si A C X. Sa se demonstreze ca:

a) A este o multime deschisa & AN Fr A = ()

b) A este o multime inchisa < Fr A C A.

Rezolvare. a) Deoarece ANFr A= AN (ﬁ ﬂm) = (A N A) NCA=ANCA =
=AnN C;l, rezultd ca A este o multime deschisa (adica A :;1) daca si numai daca
ANCA= 0, deci AN Fr A=

b) A este o multime inchisa dacad gi numai daca C'A este deschisa. Deci conform
punctului a) C'A este deschisa < CANFr (CA) =0 & CANFrA=0 & FrAcC A.

17. Fie (X, d) un spatiu metric si A, B C X. Sa se demonstreze:

a) ACA b)A=AUA; c¢)ACB= ACB,; d) (AuB)=AUB.

Rezolvare. a) Fie © € A'; deci VV o vecindtate a punctului = are proprietatea
VN (A\{z}) # 0. Atunci:

VNADVN(A\{z}) #0,
deci VN A # (). Rezulti ci x este punct aderent pentru multimea A, adica z € A. Deci
A C A

b) Din incluziunile A C A (Problema 15, ¢)) si A’ C A (punctul a)) rezulta ci
AUA" C A. Pentru a demonstra incluziunea reciproca, fie x € A. Atunci V'V vecinitate
a punctului z are proprietatea ca VN A # (). Pentru punctul z exista doua posibilitati:
x € Asauz € A Dacax € A atunci v € AU A’; dacd © ¢ A atunci orice vecinatate V'
a punctului z are proprietatea ca VN A=V N (A\ {z}) # 0. Rezulta ci x este punct
de acumulare pentru mul{imea A, deci z € A’ ¢ AUA’. Deducem astfel ca A ¢ AUA’.
Din cele dou# incluziuni rezultd cd A = AU A’

c) Fie A, B, A C B gi fie x € A’; atunci pentru VV vecinatate a punctului z,
VN (A\ {z}) # 0. Deoarece A C B rezulta ca pentru VV: VN (B \ {z}) # 0, deci
x € B'. Deducem astfel ca A’ C B'.

d) Fiex € (AUB)', deci pentru V V vecindtate a punctului z, VN ((AUB)\{z}) # 0.
Presupunem prin reducere la absurd ca z ¢ A'U B', deci x ¢ A’ gi * ¢ B'. Rezulta ca
V1 o vecinatate a punctului z a.i. Vi N (A\ {z}) =0 gi V5 o vecinatate a punctului
ral Van(B\{z}) = 0. Atunci V = Vi N V; este o vecindtate a lui z care satisface
conditia:

(VinVa)n((AuB)\{z}) =0,
ceea ce contrazice ipoteza ca x € (AU B)'. Deci x € A’ U B’ gi in concluzie (AU B)' C
c AUB.
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Pentru cealalta incluziune avem: A C AUB = A'C (AUB) siBC AUB =
B'C (AUB)".Deci AUB' C (AUB)".
Din cele doud incluziuni deducem ca (AU B)' = A" U B'.

18. Sa se gaseasca interiorul, multimea derivata, aderenta si frontiera urmatoarelor

submultimi ale lui IR dotat cu metrica uzuala d(x,y) = |z — y

a)A:{l;nefN*}; b)B:{”“sinT;neﬁv*};
n n 3
c)C—{ 5 +(—1) 2n+3,n€]N}.

Rezolvare. a) Interiorul multimii A este multimea vida: ;1: 0. Intr-adevir,

1 o
multimea A nu are puncte interioare; Vo = — € A, ©x € A deoarece AV vecinatate
n

1 1
a punctului x ai. V C A. Orice vecinatate V = <— —&,— +5> contine numere
n n
irationale care nu apartin lui A.
Punctele multimii A sunt izolate. Pentru orice element x = — € A, IV o
n

1 1
vecindtate a punctului z ai. VN A = {z}; de exemplu V = (— —&,— +€> cu
n n
1 1 1 1
0<e<—— = are proprietateaVﬁA:{—}.
n n+l nn+1) n
Multimea derivata A’ = {0}. Intr-adevar, V'V o vecinatate a punctului 0, V' =
1
=(—g,8), e>0, VN(A\{0}) =V NA#(Q. Pentru n = |—| + 1, elementul — €
£ n

e VN (A\{0}) =V N A. Orice punct al multimii A nu este punct de acumulare, fiind

punct izolat. De asemenea se arata ca orice punct xq # 0, xg # l, n € IN* nu este
punct de acumulare pentru multimea A. "

Aderenta multimii A, conform Problemei 17, b) este A = AU A’, deci A =
= {0; %, n € EV*}, iar frontiera Fr A= ANCA=ANCA=ANCH=ANR =

= 1
=A=10; —,nElN*}.
n

) Descompunem multimea B in gase submultimi B = B; U By U ... U Bg, unde:

=3

Blz{n;:lsinn?ﬂ; n = 6k, kew*}:{6k6‘£1-o; ke]N*}:{o},
BQZ{nzlsin%; n = 6k + 1, kGZ/V}:{?-g:%i; kElN},
B3:{n:;151nn?7r; n = 6k + 2, kGZ/V}:{?-gZ%g; kElN},
B4:{"lein%”; n =6k + 3, kew}:{ngig-O; keﬂ\f}:{o},
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n+1 nm 6k +5 V3
B, — in ™ —6k4d ke N = (=Y2) e
; {n s n =0k 44, ke } {6k+4( 2)’ < }

n—+1 nm 6k + 6 V3
By = in—: n = 6k ke IN; = ——1: k€ IN;.
6 { g S =0k, ke } {6k+5 ( 2)’ < }

Deoarece B este o reuniune finitd de multimi numarabile, rezulta ca la punctul a)

ci: B= 0, B'= {£ —g} (limitele sirurilor multimilor By, Bs, Bs, Bg), B =

—BUBRB jar FrB=BNCB=BNCB=BNR=B.
¢) Avem C = Cy U Cy, unde:

Cy = {71 TEDT Ly

: = 2k, kew}:{6k+3 ke ZN}

2 2n+3’ 4k + 3’
1+ (—=1)" 2k +1
={——" + (-1 in=2 1, N — ; IN ;.
Cy 5 + ( ) +3 n=2k+1, ke } {4k+5’k€ }
) 6k + 3 2k+ 1
DeCIC—{m }U{ kEﬂV}
Rezulta ca: CO’:Q), C’—{ } C:CUC’§iFTC:C’.

19. Sa se arate ca:

a) Daca (2,)nemw $i (Yn)nev sunt giruri convergente in spatiul metric (X, d), atunci
(d(Zp, Yn))new este un sir convergent in IR.

b) Daca (Zn)new $1 (Yn)new sunt giruri Cauchy in spatiul metric (X, d), atunci
(d(xpn, Yn))new este sir Cauchy in IR.

Rezolvare. a) Presupunem ca (z,)nenw, (Yn)nemw sunt siruri convergente, x, — z,
pentru n — oo si y, — ¥y, pentru n — oc in spatiul X. Demonstram mai intai

urmatoarea inegalitate in spatiul metric (X, d):

(1) (e, f) = d(v,0)] < d(e,7) +d(5,0), Vo, f,7,0€X.

Intr-adevir, avem: d(a, 8) < d(a,v) + d(v,0) + d(6, ), de unde rezultd ca:

@) A0, B) — d(3,6) < d(a,) +d(5,B), Ya, B, 7,6 € X.
Apoi: d(v,0) < d(v,a)+d(a, 5) +d(B,6) de unde deducem:

(3) d(v,0) — d(a, B) < d(a,7) +d(B,0), Va, B, 7,6 €X.

Din inegalitatile (2) si (3) rezulta inegalitatea (1). Luand a« =z, B=1yn, v ==

§i 0 =y in (1) obtinem inegalitatea:

(4) A, yn) — d(z, y)| < d(zn, 2) + d(yn, y), V0 € N.
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Sirurile (,)nemw $i (Yn)new fiind convergente la x € X, respectiv y € YV, avem:
Ve>0 3dn. €N ai Vn>n. areloc d(z,,z) <& si
Ve>0 3dn! € IN ai Vn >n! areloc d(y,,y) < e.
Atunci pentru Ve >0 dn, = max{n’g/g, n’g’/g} € IN a.i. Vn > n, rezulta, folosind
inegalitatea (4), ca:
|d(zn, yn) — d(z,y)| < d(Tn,2) +d(yn,y) <e/2+/2=c¢.
Deci d(x,,, y,) — d(z,y), pentru n — oc in spatiul IR. Din acest rezultat deducem ca
aplicatia d(-,-) este continua in ambele argumente.
b) Deoarece sirurile (2, )new §1 (Yn)nen sunt siruri Cauchy in spatiul X, avem:
Ve>0 3dn. e N ai Vn>n. areloc d(Tyip,Tn) <&, Vpe IN i
Ve>0 3dn! € N ai Vn >n! areloc d(Ynip, yn) <&, Vp € IN.
Folosind inegalitatea (1) cu @ = Tpyp, B = UYnip, ¥ = Tn, 0 = Yp, adica:
|d(xn+p7 ynﬂ)) - d(xn: yn)‘ < d(xnﬂn xn) + d(ynﬂn yn)a
deducem, din cele de mai sus, ci pentru Ve > 0 dn, = max{n’E/Q, n’g’/Q} € IN al.
Vn>n,:
|d(xn+payn+p) - d(l‘na yn)‘ <e, VpelN.
Rezulta astfel ca sirul (d(x,, yn))nemnw este un gir Cauchy in IR, deci convergent.
20. Fie A o mulgime a spatiului metric (X,d). Numirul d(A) € IR definit

prin: d(A) = sup d(x,y) se numeste diametrul multimii A, (prin conventie daca
T,yeA

A=10, d(A)=0). Sa se arate ca:

a) A este marginitd < d(A) < oc.

b) Daca A C B atunci d(A) < d(B).

c) d(A) =d(A), VA C (X,d).

d) Daca multimea A C X este compactd (A # (), atunci 3 (xg, yg) € A x A astfel
incat d(zg, yo) = d(A).

Rezolvare. a) Daca A este marginita rezulta ca 3xy € X gi 3r >0 a.i. AC
C S(wg,7); deci Vo € A avem d(z, 1) < r. Atunci:

d(z,y) < d(x,30) + d(zo,y) < 2r, Va, y € A,
de unde rezulta ca: d(A) = sup, 4 d(z,y) < 2r < oco.

Reciproc, daca d(A) < oo, fie g € A un element fixat al multimii A, presupusa
nevidd (dacd A = () atunci A este marginita). Atunci: d(z,z) < d(A), Yz € A, deci
A C S(xg,d(A)), adici A este o multime marginita.

b) Fie A, B doua multimi din spatiul X cu A C B. Avem:
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d(A) = sup d(z,y) < sup d(z,y) = d(B).

T,yeA z,yEB _
¢) Fie A C (X,d). Din incluziunea A C A, conform punctului b) deducem ca
d(A) < d(A). Pentru a demonstra inegalitatea inversa, si considerim ¢ > 0 arbitrar,
momentan fixat si #, y € A. Din definitia punctului aderent al unei multimi rezulta,
considerand vecinatatea V = S(z,¢/2),caJz; € Aali. x; € S(z,e/2), adicad(z, x1) <

<e/2. In mod aseminitor Jy; € A al. y, € S(y,e/2), deci d(y,y1) < £/2. Atunci:

d(z,y) < d(z,z1) +d(z,y1) +d(yr,y) < e/2+d(x1,y1) +e/2 =+ d(x1,11) <
<e+d(A).

Deci d(z,y) < e+ d(A), Vz,y € A, de unde rezulta ca d(A) < e + d(A). Deoarece ¢
este arbitrar, deducem ci d(A) < d(A), care impreuni cu cealalta inegalitate ne conduc
la concluzia ca d(A) = d(A).

d) Deoarece multimea A este compactd, rezulta ca ea este marginita, deci d(A) <
< 00. Conform teoremei de caracterizare a marginei superioare a unei multimi, avem:

1. d(z,y) < d(A), Yz, y€ A;

2.Ve>0 Fx., y. € A al. d(z.,y.) > d(A) —e.
Luand e = 1/n in proprietatea 2. de mai sus deducem existenta sirurilor (z,),>1 si

1
(Yn)n>1 ad. d(xn, yn) > d(A) — - Deci:

1
d(A) — - < d(xn, yn) < d(A).
Deoarece A este o multime compacta, sirul (z,),>1 contine un subsir (zy,),>1 conver-
gent la zg € A, iar sirul (y, )n>1 C (Yn)n>1 C A contine un subsir (y,, )n>1 convergent

la yo € A. Avem:

1 1
d(fﬁg, ?JO) - ]; S d(A) - ]; < d (xpkn 3 ypkn) S d (:Epkn s 1‘0) +d($0, ?JO) +d(y07 ypkn)
Sirurile (:vpkn)nzlngi (Ypr, Jn>1 fiind convergente la zg, respectiv 1, rezulta ca pentru

>0 3ng € IN* ai. d(x,, ,x9) <e/2sid(yp,, %) <e/2, Vn > ng. Atunci:

d(zo,y0) — pi <d(A) — Z% < e+ d(xo,v0), Vn > ng.
Trecand la limita pentru n — oo deducem, din inegalitatile de mai sus, ca:
(2o, yo) < d(A) < d(xo, yo),
adica d(xg, y0) = d(A).
21. Fie ¢ multimea sirurilor de numere reale convergente:
c={z=(2y)n>1| 2n € R, Vn >1; (z,)p>1 convergent}.
Sa se arate ca aplicatia:

(%?J) — d(xay) = SUPp>q |$n - yn| €elR, = (l‘n)nZD Yy = (yn)n21 ec
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definegte o metrica pe ¢ si ca spatiul metric (¢, d) este complet.

Rezolvare. Verificam mai intai axiomele metricii:

a) Bvident d(z,y) = sup,>; [Tn — Y| >0, V2, y € ¢, = (Tn)n>1, ¥ = (Yn)n>1,
iar

d(z,y) =0 & sup,> [Tn — Yn| =0 & [ — Y| <SUP,>y [T —Yn| =0, VE>1
S g —ye| =0, VE>1 S xp =y, VE>1 & z=y.

b) d(x,y) = sup,>1 [T — Yn| = SUP,>1 [Yn — Tn| = d(y,z), VI, 9 € C.

c) dlz,y) < d(x,2) +d(z,y), YV = (Zn)n>1, ¥ = Wn)u>1, 2 = (Zn)n>1 € c
Inegalitatea de mai sus este echivalenta cu:

SUPp>1 Tp = Yn| < SUPp>1 |Tn — 2n| + SUPp>1 20 = Yul-

Pentru a o demonstra, plecam de la inegalitatile evidente:

0 = Yol = [(@n = 2n) + (20 = Un)| < |20 — 20| + 20 —¥nl, VR 2 1.
Luand supremul dupa n > 1 in ambii membri ai inegalitatii de mai sus, obtinem:

SUDy>1 [T = Yn| < SUD,s 1 [[Tn — 20| 420 — Ynl] < SUP,sy [Tn — 20| +SUD,s 1 120 — Ynl,
adica inegalitatea triunghiulara. Rezulta astfel ca spatiul (c,d) este spatiu metric.

Pentru a demonstra ca (¢, d) este spatiu complet, vom ardta ca orice gir Cauchy

din spatiul ¢ este sir convergent. Fie sirul Cauchy (z¥));sy C ¢, 2% = (z{F)),5:

x(l) et (1‘(11), $g1), .'Egl), e ,xsll)a s ) € Cﬂ
i@ = @0, 0® 2D 0 e
o® = (@) o0 o0 a0 e

Sirul (), fiind sir Cauchy, avem:

Ve >0 Tko(e) >1 ai Vi, k' > ko(e) are loc d(z®,z)) < ¢ &
& sup,s 1) — 2| < (= ol — 2l <, V2 1),

(5)

de unde rezulta ca pentru Vn > 1:
Ve>0 Tko(e) > 1 ai VEk, k' > ko(e) are loc |2 — z(F)| < ¢,
Deducem astfel cd pentru Vn > 1, sirul (z(¥);>; este un sir Cauchy de numere
reale, deci convergent. Rezulti ca pentru Vn > 1 320 € R ai. kliralox;k) = :c,(lo).

Trecand la limita in (5) pentru &' — oo obtinem ca:

(6) Ve >0 Tko(e) >1 ai Yk > ko(e) areloc [z — 20| <&, Vn>1.
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Vom ariita in continuare ca sirul (9 = (2(9)),5; € ¢, adicd este un sir convergent.

Pentru aceasta vom demonstra ci z(©) este un sir Cauchy. Fie & > 0; sirul z(*o), ki =

= ko(¢/3) este convergent, deci Cauchy, adica pentru £/3 > 0 :

dng(e/3) > 1 ad. Yn > ny(e/3) are loc |:1:£ZZ§2, — :c,(z%)| <e/3, Vpe IN.
Pentru n > ny(¢/3) i Vp € IN din inegalitatea de mai sus si din inegalitatile (6)
rezulta ca:

|x£lolp - 10| < ‘357(104)_1, — xﬁ;\ + |x£ﬁé§, — )| 4 ) — 20 <e/3+¢/3+¢/3=c.

Deci pentru

Ve>0 Ing(e) =no(e/3) > 1 ad. ¥Yn > ny(e) are loc |:1:£lolp —2¥| <e, VpeN.
Rezulta ca sirul 2(9 este Cauchy, deci convergent.

Demonstram in continuare ca klggo z®) = 20 in spatiul (¢, d). Din (6) avem:
Ve >0 Tko(e) = ko(e/2) > 1 ai. Vi > ky(e) are loc sup,s; [z — 2zl <e/2< ¢
sau

Ve >0 Tko(e) > 1 ai Yk > ko(e) are loc d(z®,20) < .
Deducem ci sirul (z¥));>; este un sir convergent cu limita 2(); deci spatiul (c, d) este
spatiu metric complet.

22. Fie A = [0,00) cu metrica euclidiana d, d(z,y) = |x — y| si fie functia
f:]0,00) = R, f(z)= et Vz e 0,00).

Sa se arate ca functia f : A — A satisface relatia:

d(f(x), f(y)) < d(x,y), Yo,y A

si ca functia f are un singur punct fix.

Rezolvare. Demonstram mai intai ca:

1 1
f@ = WISl =3l & 57 -1
Inegalitatea de mai sus este echivalenta pentru x # y (pentru z = y este evidenta) cu:
ly* — 27| -yl (= +y)
(T +22)(1+y?) (1+22)(1+y?)

S r+y<(1+22)(1+vy?) & 220+ —z+y*—y+1>0, Yo,y € A
Privit ca un trinom de gradul al doilea in necunoscuta x, membrul stang al ultimei

S |l‘ - y‘a VZE, Yy e [U,OO)

S‘x_y|<:> S|«T—y‘, Vx,y€[0,00)<:>

inegalitati de mai sus are discriminantul: A = 1 — 4(1 + »?)(y*> — y + 1). Deoarece
Y —y+1>3/4, Vye R rezulta ca A<1—4-3(1+¢?)=1-3(1+y?) =
= —2 — 3y? < —2 < 0. Deducem ca trinomul de mai sus in variabila z are semnul lui
a=1+y?> 0, deci:

P?1+y*)—r+y*—y+1>0, Vo, y >0 & [f(z) = fy)| < |z —yl, Yo,y >0,
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Aratam in continuare ca 3 un singur element xy, € [0,00) a.i. f(xg) = 29 &
1

1+ 22
are derivata ¢'(z) = 32? + 1 > 0, deci g este o functie strict crescitoare. Deoarece

=129 © x3+ 29— 1 = 0. Intr-adevir, functia g(z) = 2* + 2 — 1, z € [0, 0)

g(0) = —1, iar g(00) = o0, rezulta ca Fxy € [0, 00) unic a.i. g(zg) =0 < f(x) = xo.
Mai mult, zq € (0,1), deoarece g(0) = —1 < 0, iar g(1) =1 > 0.
Pentru functia din enuntul Problemei putem demonstra o inegalitate mai puter-
nica, adica putem arata ca 3 un numar ¢ € (0,1) a.i.:
d(f(x), f(y)) < q-d(z,y), Vz,y>0.
Notand cu o = 1/q (> 1), inegalitatea de mai sus este echivalentd pentru x # y (pentru
x = y este adevarata, Vq) cu:

alr+y) < (1+22)1+9?) & 22 (1+y?) —ax+y’ —ay+1>0, Va,y > 0.
2

>0, Vy >0, iar:
2

Pentru a < 2 (o > 1) avem: 1 — ay +y? >

~ 4 —
A=a? 41+ )2 —ay+1)<a?—4-— L (P +1)=a®— (d—a?) (g +1) =

=20 —4—-(4—-aP)y’ <2a®-4<0,
de indatd ce o < V2 (a > 1).

Deci Jac(1,V/2) & q€ (%, 1) astfel incat d(f(z), f(y)) < ¢-d(z,y), Vz, y>0.

Deducem astfel ca aplicatia f este o contractie pe spatiul metric (A4, d). Deci conform

Teoremei 4 (teorema de punct fix a lui Banach) rezulta ca f are un singur punct fix.
23. Si se calculeze cu precizia de 10™* unica radicini reald a ecuatiei:
22+ 122 —1=0.
Rezolvare. Cu ajutorul girului lui Rolle deducem ca ecuatia de mai sus are o

singura radacina T € [0, 1]. Ecuatia se scrie in mod echivalent sub forma = = ¢(z),

unde ¢(z) = . Vom arata mai intai ca aplicatia ¢ este o contractie pe spatiul

x2 412
[0, 1], spatiu metric complet in raport cu metrica uzuala d(z,y) = |x — y|. Deoarece:

sup |¢/(2)] = sup -
g= sup |¢'(z)] = sup ———= = —
2€[0,1] 4 zeo,) (22 +12)2 169

deducem, conform teoremei lui Lagrange, ca:

<1,

o(a) = ol)| = [9(€) 12 = y| < o=l =], Y,y € [0,1]
Deci functia ¢ este o contractie. Aplicand Teorema 4 rezulta ca exista un singur punct
fix al functiei ¢, T : ¢(Z) = 7, adica solutia ecuatiei initiale, a carei existenta o
dedusesem mai sus cu teorema lui Rolle. Teorema 4 a lui Banach ne va da aproximarea

solutiei T cu precizia ceruta. Si anume, luand primul termen al sirului aproximatiilor
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1 1
succesive zg = 0, avem z; = ¢(zg) = o iar d(zo, z1) = |9 — 21| = T Eroarea care
se face inlocuind solutia ecuatiei z = p(z) cu aproximanta de ordinul n este:
d
T, — 7| < d@o,71) |
L —q
d 1 1 2 \"
Impunand conditia ca (fof,a;l) gt < 107! & E . m . (@) <107 &
2 \" 167-12 1 144
& (=) < -———, obti > 2. Deci ¥ ~ 9 = = = ~
(169) T69. 107’ optinem n = 2. Decl T2, = plin) = =5 = 7755

~ 0, 083285 sau 7 ~ 0, 0833.
24. Sa se aplice teorema de punct fix a lui Banach (Teorema 4) in rezolvarea unui

sistem de ecuatii liniare:
n
> ayry=b; i=1n,
=1
cu aij € R, bz € R, i, ] = 1,7’1,, Q4 7é0, VZ: 1,n_

Rezolvare. Deoarece a;; # 0, Vi = 1,n, sistemul de ecuatii liniare se poate scrie

in mod echivalent astfel:

( a2 a3 Q1n by
$1:——$2——$3—"'——$n+—
ai a1 ai ai
_ 0x a23 Q2n 2
Tog=——"X1 ——T3— "+ — —Tp+ —
a22 a22 a2 a22
o ap1 Ap2 Apn—1 bn
Tpn=—"T1 — —Ta2 — - n-1+t—
\ Ann nn nn nn

sau, in notatie matriciala:

X = AX + B,
unde:
0 G2 . _am b
a a a T
ao1 1 a%}z b2
B _ 2t 0 eo.o__m B 2 g
A= 22 22 , B= 99 , X =
O _Om2 by Tp
Notam cu f: R"— R" aplica’gia f(f):(fl(f): fQ(f)a SR fn(f)): = (xlax% e -xn);
n . -
T € Rn, unde f](f) = Zﬁjkxk +bj, ] = 1,—7’L @k = —%, k,] = 1,7’L, k 7£ j;
k=1 a]ﬂ

aj; =0, j=1,n, Ej = —L j = T,n. Ecuatia matriceald X = AX + B este echiva-
ajj
lenta cu ecuatia din spatiul R": 7 = f(Z).
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Vom arata ca, in anumite conditii asupra elementelor matricei A, f este o contractie

pe spatiul metric complet (IR",d). Avem:

d(f(@), F(5) = \Ji[fj(f) — [P T = (21,22, 20), §= (Y192, -, yn) € R

| A

Z ] - |z — i) <

k_yk

Jﬁlmm - f(y) < z[(z ) (z< -wp)| -
(S5 5) (Se-wr)

n
Aplicatia f este o contractie daca ¢ = Z Z&?k < 1. Din modul de definire a

elementelor matricei A in functie de elementele matricei A = (a;;)7;—; deducem:

n
S = S, =T
k=1 J] k=1

k#j

de unde rezulta ca:
n 1 n
Z 2.0
j=1 ] =
#j
1

Sa observam, in particular, ca daca |a;;| < —, pentru j # k avem ¢ < 1. In-
n

Eote
Sl

y . n—1 : o —
tr-adevar: Z a?k < o deoarece cel mult n — 1 dintre coeficientii aj;, £ = 1,n

. e . — . " i ~9 n(n - ].) n — ]_ o
sunt diferiti de zero, Vj = 1,n, iar Z Z ajp < 5 = < 1. Astfel daca
=1 k=1 n n
a; 1 I
M < —, k=1,n, j =1,n, k # j, sistemul de ecuatii are solutie pentru orice

ajl —on

(bj) ;=17 iar Teorema 4 a lui Banach furnizeaza si un calcul aproximativ pentru solutia
-

sistemului.

Aplicatie. Vom materializa cele expuse mai sus pe cazul unui sistem de trei
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ecuatii liniare (de altfel el ar putea fi rezolvat prin diverse metode clasice: metoda
substitutiei, metoda reducerii, metoda lui Cramer). Mentiondm ci metoda prezentata
mai sus este foarte utilizata in rezolvarea aproximativa cu ajutorul calculatorului a
sistemelor de ecuatii liniare cu un numar mare de necunoscute.

Sa consideram urmatorul sistem de ecuatii liniare:

1021 + 29 — 23 =0 1 = —0,129 4+ 0, 123
1+ 102y — 223 =4 & re = —0,1z1 + 0,223+ 0,4
xr + 201‘3 = -2 I3 = —0, 05$1 — 0, 1.

In notatie matriceala, avem:

0 -0,1 0,1 0 T
X =AX + B, unde A = -0,1 0 0,2 , B= 0,4 |, X=| z
—-0,05 0 0 -0,1 Z3

sau, in spatiul IR*, obtinem ecuatia vectoriala:
¥=f(7), &= (21,72,25) € R, f(&) = (f(), fo(2), fs(E)),
unde fi(Z) = —=0,1x9 40, 1z3; fo(Z) = —0,121+0,223+0,4; f3(Z) = —0,05z; —0, 1.

Condigia q < 1 de mai sus este indeplinita, deoarece:
3

ZZ a5, =3-0,140,2>+0,05* = 0,0725 < 1.

—

Luand :c( ) = (0 0,0) € R avem: £ = f(#®) = (0;0,4; —0,1),iar D = d(Z, z()) =
=+4/0,16 + 0,01 = /0, 17.
Daca dorim determinarea solutiei sistemului cu o precizie de 1072, impunem conditia:
V0,17 1 0,009275
——— - (0,0725)" < — & (0,0720)" < ——= &
1—-0,0725 ( ) 100 ( ) V0,17
< (0,0725)" < 0,022495,

D
— "<10?% &
—q

indeplinita pentru n > 2.
Deci solutia sistemului este # ~ #® = f(#) = (—0,05;0,38; —0,1). Rezulti
~ (—0,05; 0,38 —0,1).
25. Fie C([a,b]) (notata si C°([a,d])) multimea tuturor functiilor reale, definite si
continue pe [a,b]: C([a,b]) ={f| f:]a,b] = IR, f continua pe [a,bl}.

Sa se arate ca aplicatia:

f=1[fllo= sup [f(z)]

z€a,b]

este o norma pe spatiul liniar C([a, b]).

Rezolvare. Spatiul C([a, b]) este spatiu liniar real in raport cu operatiile:
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(f9) = f+yg, (f+9)@)=f(z)+g(x), Vaelab];
AN )= A, (M)(x)=Nf(x), Yo € [a,b], X € R.
Daca f i ¢ sunt functii continue pe [a, b] atunci f + g si Af (A € IR) sunt functii
continue pe [a, b]. Celelalte axiome ale unui spatiu liniar real se verifica fara probleme.
Verificam in continuare axiomele normei:
a) Evident ||f|[o >0, ¥V f € C([a,b]) s
[fllo=0 & sup, f(@) =0 0<[f(y)] < sup [f(z)] =0, Vy€lab] &

z€la,b z€la,b

& fly) = U Vy € [a,b] & f=0, (0 — functia identic zero).
b) [[Afllo = sup [(Af)(2)| = sup [Af(z)] = [A[- sup |f(z)] = [A[-[[fllo, Vfe€
z€[a,b) r€la,b] z€la,b]
€ C([a,b]), VX € R.

c) [I1f +gllo < lIfllo+llgllo, VF. g€ Cla,b]).
Pentru aceasta inegalitate avem:

If +gllo = sup [(f +9)(@)[ = sup [f(z)+g(x)] < sup [[f(z)]|+ |g(x)] <

z€[a,b] z€[a,b] z€a,b]
< i f@)+ sup lg(x)[ =lfllo + llgllo. V1. g€ Clla,b]).
TE|a, z€la,b

26. Fie C'([a, b]) multimea tuturor functiilor reale derivabile pe [a,b] cu derivata
continud: C'([a,b]) = {f| f:[a,b] — IR, f derivabild, f’ continua pe [a,b]}.
Sa se demonstreze cd urmitoarea aplicatie definitd pe C'([a,b]) este norma pe

acest spatiu liniar:

f = lfIl="sup [f(z)[+ sup [f'(z)].

z€a,b] z€a,b]
Rezolvare. Se verificd imediat cad multimea C'([a,b]) cu adunarea functiilor si

inmultirea cu scalari (numere reale) a functiilor (vezi Problema 25) este spatiu liniar
real. Sa verificam in continuare axiomele normei:
a) Evident || f|| >0, V f € C'([a,b]) si

IfIl=0 < sup |f(z)|+ sup [f'(z)| =0 < 0<|f(y)l < sup [f(z)+

z€a,b] z€a,b] z€a,b]
+ sup, |f'(2)| =0 Yy €lab] & fly) =0, Vy€la,b] & f=0.
z€la
b) [Afll = sup [(Af)(2)]+ sup [(Af)(z)] = sup [Af(z) + sup [Af'(z)| =
z€a,b] z€a,b] z€[a,b] z€[a,b]
= [A] sup, |f ()] + sup, f'@)I] = AL Y feCl(ab]), YA€ R.
z€la,b z€(a,b

c) [[f +gl < ||f|| + llgll, Vf,g € C'([a, b]).
Pentru aceasta inegalitate avem:

If +gll = sup [(f +9)(@)|+ sup |(f +9)'(x)| = sup |f(z)+g(x)|+ sup [f'(z)+

z€[a,b] z€[a,b] z€[a,b] z€[a,b]
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+9'(z)| < Isel[lpb}[lf(fv)l + lg()]] + seupb[lf’(fr)\ +1g'(x)]] < sup f(@)] + e, () [+
+ sup f' ()] + sup g (x)| = If| + llgll, V. geC([a,b]).

27. Sa se demonstreze ca multimea sirurilor marginite de numere reale
[* ={z = (23)n>1 C R| (xn)n>1 marginit},
notata si cu m, cu aplicatia:
z = ||2]loo = SUPpsy |2Znl, V& = (Zn)n>1 € 17
este spatiu liniar normat complet, deci spatiu Banach.
Rezolvare. Spatiul [* este un spatiu liniar real in raport cu operatiile:
(z,y) 22 +y=(Tn+Yn)n>1, T=(Tp)n>1, Y= Un)n>1 €
(A z) = Az = (Azp)n>1, T = (Ty)n>1 €1, A€ R.
Intr-adevir, de la siruri de numere reale stim ca daca =, y € [*, A € IR atunci
x4y €1™ gi Ax € [*°. Celelalte axiome ale unui spatiu liniar real se verifica imediat.
In continuare si verificim axiomele normei:
a) Evident |||/ = sup,>; |z,| >0, V2 €1® si
[7]]c =0 & sup,s; 73] =0 & |2,/ =0, Vn>1 & 2,=0,YVn>1 & =0
(0-girul identic zero).
b) [ ATloc = sup,s1 [ATs| = [A[sup,s; |2a| = (A - [[7]|, V2 €1, VA€ R
¢) |z 4+ ylloo < Nzl + [Ylloc, Ve, y € 1%
Tntr—adevér, avem:
|2 + Ylloc = SUPp>1 [0 + Yn| <SP, (|Z0] + [Ynl) < SUP,s1 [@0] +8UD,>y |Yn| =

= [zlloc + llylloc, YV, y€l™.
Pentru a demonstra ca [*° este spatiu liniar normat complet in metrica indusa de

norma || - ||, adica in metrica:
d(‘ra y) = ||x - ?JHoc = SUPp>1 |~Tn - yn‘a Tr = (xn)nzla Y= (yn)nzl €,
vom proceda asemanator Problemei 21, aratand ca orice sir Cauchy este convergent.

Pentru aceasta, fie (z();>; C [° un sir Cauchy, adici:
> 3 y

Ve >0 Fko(e) > 1 ai Yk, k' > ko(e) are loc ||z®) — 2*)||, <& <
& sup,s, [ — 2| <o (= 2 — 2| <, Vn>1).

(7)

Din relatia de mai sus deducem ca pentru Vn > 1:
Ve >0 Tko(e) > 1 ai. Yk, k' > ko(e) are loc |20 — 2| < ¢,
adica pentru Vn > 1 girul (:r%’“)nzl este un gir Cauchy de numere reale, deci convergent.

Rezulta ca pentru Vo > 1 320 € R ali. Jim zk) = O,
—00
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Trecand la limita pentru &’ — oo in inegalitatea (7) obtinem:

Ve>0 Tko(e) > 1 ai. Yk > ko(e) areloc [z — 20| < ¥n>1 &
& SUp,> 2 — 20| < e & ||z® - 20| <e.

(8)

Sirul 20 = (z(9),5, este un sir mirginit. Intr-adevir, considerand ko(1), din
relatia (8) avem:
||x(0)||oo < ||a;(0) — x(ko(l))Hoo + ||37(k0(1))||oo <1+ ||37(k0(1))||oo <1+ M,

sirul () fiind marginit. Rezulta ca 29 este marginit.

Demonstram acum ca kll)rglo z® = 2O in spatiul (I°, |||« ). Din relatia (8) deducem
ca:
Ve >0 Tko(e) = ko(e/2) > 1 ai. Vi > koe) are loc [J2® — 20| <eg/2 <&,
adica girul (z(®));5, este un sir convergent. Rezultd astfel ca spatiul (I, - ||o) este
complet.

o<
28. Si se demonstreze ca spatiul [! = {x = @n)a>1 C R| D 2] < oo} Cs, s
n=1
fiind multimea tuturor sirurilor de numere reale, cu aplicatia:
o<

= ol =) |aal, Vo= (2a)us €1
n=1
este un spatiu Banach.

Rezolvare. Spatiul [! este un spatiu liniar real in raport cu adunarea sirurilor si
inmultirea cu numere reale a sirurilor. Vom arata doar, cd pentru z, y € I, A € IR

avem x +y si Ax € [', celelalte axiome ale spatiului liniar verificAndu-se fara probleme.

o o
Fie deci @ = (2n)n>1 $1 Y = (Yn)n>1 € I'. Avem > |z, < 0o si Y |yn| < oc. Folosind
n=1 n=1
proprietatile seriilor de numere reale rezulta ca seriile:
oo

Z(‘xn‘ +|yal) s Z RARNES
n=1

n=1
9

sunt convergente, deci gi seria Z |z, + yn| este convergenta, conform criteriului de
n=1

comparatie cu marginire (I) (|z, + yn| < |zn| + |yn], ¥Yn > 1). Rezultd cad = + y si

Az €[t

Sa verificam in Contcixgluare axiomele normei:
a) Evident ||z|l; = > |z, >0, Vz €' si

n=1

lzi=0< > |2,/ =0 & 2,=0, Vn>1 & z=0.

n=1

b) [Azlly = 3 Azl = [N D |wal = (A~ 2]l V2 el', VAe R
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o) e +yly <llzlh +llylh, Yo, yell

Pentru a verifica inegalitatea de mai sus, fie x = (z,)p>1 € I' §1 Yy = (yn)n>1 € I,
o0 o0

deci Y |z,| < 00 §i Y |ya| < oc. Din inegalitatile:
n=1

n=1
2k + k| < oel + (gl VE> 1,

sumand delak=1 la k =n, ob’glnem

Z\l‘k+yk\ <Z\xk\+2|yk|<2|xk\+2\yk| Vn > 1.

Trecand la hmlta pentru n —> 00, deducem
ook ul <D0 ekl + D lukl,
k=1 k=1 k=1

adica [lz + yl[s < [lz]ls + [lyl1.
Demonstram in continuare ca spatiul (I',]| - ||1) este complet, deci orice gir Cauchy

este convergent. Fie (:c(k))kzl un sir Cauchy din spatiul 1!, 2®) = (argl’“))nzl. Atunci:

Ve>0 Tko(e) > 1 ai. VE, k' > ko(e) are loc ||2®) — 2|, < &

(9) ~ E |:1:(k) — :1:('“/)\ <€
n n .
n=1

Din relatia de mai sus deducem ca pentru Vn > 1 avem:
Ve>0 Jko(e) > 1 ai. VEk, k' > ko(e) are loc |20) — 2| < ¢,

adica pentru Vn > 1 girul (z} (k ))k>1 este un sir Cauchy de numere reale, deci convergent.

Rezulta ca pentruVn > 1 320 € R a.i. hm ) = 2 Vom arita ci khm z®) =
k—o00 — 00
in spatiul I* si cd girul (2(0),5; € I%.
Din relatia (9) deducem ca:
(10) Ve >0 Fko(e) > 1 ai. Yk, k' > ko(e) are loc Z|x — ) <e, Vp>1.
Trecand la limita in (10) pentru k' — oo, obginem
Ve >0 Jko(e) > 1 ai Vk > ko(e) are loc Z\x — 20 <e, Vp>1,

de unde rezulta ca:
Ve>0 Jko(e) > 1 ai. Vk > ko(e) are loc Z\x 2] < e.

Deducem astfel ca:
Ve >0 Tko(e) = ko(e/2) > 1 ai. Vi > ko(e) are loc [|z® — 20|, <e/2 < ¢,
deci lim z¥) = 2,

k—o0
Sirul (9 € [, deoarece:
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|2@1]; < [|® — gy 4 ||zko ]|y < 1+ ||z, < M,
sirul z(Fo(M) fiind din spatiul I*.

Rezulta ca girul (z¥)) C I' este convergent, iar spatiul (I', |- ||,) este spatiu liniar
normat complet, deci spatiu Banach.

29. Si se arate ca aplicatia (-,-) : IR* x IR* — IR definita prin:

(Z,9) = 2191 + T1ys + Toys + T3y1 + 203y3, T = (21,22, 23), T = (Y1.Y2,y3) € IR’
este un produs scalar pe spatiul liniar IR®.

Rezolvare. Verificam axiomele produsului scalar:

a) (7, 7) = 22 + 21103+ 22 +222 = (v +23)2 +224+22 > 0, VT = (21,29, 73) € R’
SI(E, ) =0 (r1+z3)°+224+22 =0 014+23=0, 1,=0, 23=0 & 1y = 79 =
=13=0& 7= 0.

b) (7, §) = x1y1 + x1y3 + Toys + T3y1 + 223y3 = Y101 + Y123 + Yoo + Y311 + 2373 =
= (§,%), V&, 7€ R’

c) (T+7.2) = (xi+y1)z1+ (1 +y1)zs + (T2 +y2) 20 + (23 +y3) 21 +2(23 +y3)23 =
= (z121 + T123 + Tozo + T321 + 22323) + (Y121 + Y123 + Y220 + Y321 + 2y323) =
= (2, )+ (i,2), V&, 7, 7€ R>.

d) (aZ,§) = axiyi +ar1ys+arsys +axsy +20x3y3 = a(x1yr +T1y3+Toys +23y1+
+223y3) = (T, 1), VT, j€ R®, Va € R.

30. Fie X un spatiu prehilbertian real cu produsul scalar (-,-) si x, y € X. Sa se
arate ca:

(z,y)| = ||=|| - ly]| & = siy sunt liniar dependenti, adicd I\, u € IR,

AN+ 240 ad Ao+ py = 0.

Rezolvare. Presupunem mai intai ca x gi y sunt liniar dependenti, deci I\, p €
e R, N4 pu2#0al M+puy = 0sauz=Xy cu A € R, dacd X # 0. Atunci
[z, ) = M| - [(z,2)] = [A] - ||| = ||z]| - ||y]|- Dack A = 0, deoarece p # 0 rezult ci

y = 0 gi relatia [(z,y)| = ||z]| - ||y|| este evidenta.
Sa presupunem acum ca [{x,y)| = ||z|| - [|y||. Daca y # 0 sa consideram A =
= _(a?,yQ). Atunci:
o o
'r’ 'r’
(24 A+ 20} = ol + 2 + Nyl = a7 — 20 4 0
IR (2
= ||| 7 =0,
[yl

de unde rezultd ||z + Ay||> = 0 sau x + Ay = 0. Deci z i y sunt liniar dependent;.

Daca y = 0 atunci din relatia 0 - x + y = 0 rezulta ca, si in acest caz, = si y sunt liniar
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dependent;i.

31. Fie (X, (-, -)) un spatiu prehilbertian real si 2, y € X. Sa se arate ca urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

a) x Ly, adica (z,y) = 0;

b) lz +ylI* = [lz[* + [[ylI*;

O lloll < lo+ Mgll, VA€ R

d) |z +yl = llz -yl

Rezolvare. Vom demonstra ca a) < b), a) < ¢) i a) & d).

Pentru a) < b) avem:

d

v Ly (o y) =0 & Lol +200) = el +ul? & Jo+olP = o+l

Aratam in continuare ca a) = c), deci presupunem ca z L y. Atunci, pentru
un A € R, [z + My[* = |lz]* + 2X(z, y) + N[yl = [lz]* + X|ly[|* > [[z]|*, deci

|z + Ay|| > ||z||. Pentru implicatia inversia c¢) = a) si consideram in inegalitatea

|zl < ||z + Ayll, A= —%, daca y # 0, (daca y = 0 atunci (z,y) =0, deci x L y).
Obtinem:
<$,y> |<x,y>\2 2 |<x,y)\2 \(x,y)|2
2] < [l]* -2 (z,y) + Ayl = 0< -2 + &
) lyll? lyl* lyll? lyll?
& <ﬁ’?ﬁz| <0 & (x,y) =0, adica z L y.
Y

Pentru ultima echivalenta a) < d) avem:
(#,9) =0 & 2z, y) = =2(z,y) [l + 20z, v) + [yl* = [|2]* = 2(z, )+

+Hyl? & lz+yl? = llz —yl* & llz+yll = [lz -yl
32. Fie X un spatiu liniar real normat. Conditia necesara si suficienta ca sa existe

pe X un produs scalar astfel incat ||z|| = ((z,z))"?, Vo € X este caVz, y € X are
loc relatia ||z +y|]*+ ||z —y|]*> = 2(||z|*+ ||y||*), (numit& identitatea paralelogramului).

Rezolvare. Presupunem mai intai ca pe spatiul liniar normat X exista un produs
scalar (-,-) astfel incat ||z|| = ((z,2))"?, Vz € X. Atunci:

2+ ylI* + [l = ylI” = [|2]* + 2(z, y) + [ylI* + [|2]* = 2(z, v) + ly]]* =

=2(lzlI* + llyl]*), V=, y€X.

Reciproc, presupunem ca in spatiul liniar real normat X este indeplinita identitatea
paralelogramului. Definim urmatoarea aplicatie:

() XXX 5 R {ng)= 1 [le+yl? ~ e —yl7] Vo ye X.

Vom arata ca aplicatia astfel definita este un produs scalar pe X. Avem: (z,z) =

1
= Z[||2:c||2 —0]=z]*>0, Vo € Xsi (z,2) =0 & ||z]| =0 & 2 = 0. Apoi:
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1 1
(y) = 7llz +yl” = llo = I} = Zllly + 2 = lly = 2I"] = (v, 2), Y,y € X.
Pentru a demonstra celelalte doua axiome ale produsului scalar, sa calculam mai

intai urmatoarea expresie:

1
(T1 + w9, y) + (21 — 22, y) = Z[”xl + 2o+ y[]? = |lz1 + 20 — yl* + |31 — 22 + y[]*—

1
My = w2 = ylPT = [(lor + 22+ 9l + o = 22+ y)?) = (o + 22— yl* + [l

1 1
2V — & 2 2) o2 2\] _ 1+ 2
2 = ylP)] = § 12 (21 + yll? + l2201?) = 2 (o1 =yl + [|22)1?)] = 5 1+ y]
—[lzy — y|?] = 2(z1,y), Vi, 29,y € X.
Deci:
(11) <l‘1 +l‘2,y> + <l‘1 - x2ay> = 2<x1;y>7 vxl: T2, Y S X.
Pentru x; = x4 relatia (11) ne da:
(12) <2£L‘1,y>=2<$1,y>, V%?JEX-
R . U+ v u—"v
Notand cu u = x1 + 29 §i v = 21 — 29, de unde z; = 5 To = —5 deducem

din relatiile (11) si (12) ca:
U+ v

(u, y) + (v, y) = 2( Y) & (u,y) +(v,y) = (u+v,y), Yu, v,y € X,

adica aplicatia (-,-) este aditiva.
Din relatia (2z,y) = 2(x,y), VY, y € X (relatia (12)) obtinem:
(nx,y) =nlr,y), VneZ s
n n n
m{—z,y) = (nz,y) & (—x,y) = —(z,y), Yn,me Z, m#0,
S m m m
adica (qz,y) = ¢{z,y), Yq€ Q.

Apoi, deoarece functia || - || este continua (conform proprietatii a) a sirurilor din
spatii liniare normate si a caracterizarii continuitatii unei functii cu ajutorul sirurilor,
vezi Capitolul 4), deci si aplicatia (-, -) este continua, rezulta ca:

(M y) = Mzx,y), VAER, VYa,y€ X,
adica este indeplinita si ultima axioma a produsului scalar.

Rezulta ca aplicatia (-,-) definitd mai sus este un produs scalar pe spatiul liniar
real X astfel incat ||z| = ((z,2))"/?, Vz € X.

(0.0
33. Fie multimea %2 = {x = (Tn)n>1 C IRy a2 < oo} C s si aplicatia:
n=1

oo

1/2
xi) , Vo= (zn)n>1 € 1%

2 = |lalls = (

n=1
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Sa se arate ca (I, - ||2) este un spatiu liniar normat real in care este indeplinita
identitatea paralelogramului. Sa se deduca apoi expresia produsului scalar corespun-
zator () i s& se demonstreze ci (I, (-, -)) este spatiu Hilbert.

Rezolvare. [? este spatiu liniar real in raport cu adunarea sirurilor si inmultirea

cu numere reale a s1rur110r Verificim ca daca z, y e 2, X\ € IR atunci z+y si Az € [2.

Fie z = (z,)n>1, Zx < 00§t Y = (Yn)n>1, Z y2 < oo. Atunci, din inegalitatea:

n=1 n=1
(n+yn)? < 2(x2+y2), VYn > 1, deducem, folosind criteriul de comparatie cu marginire
o

o o< o
(I), cé seria »_(z,, + ya)” este convergentd (seria »_ 2(z2 +y2) = 2 (Z T+ > yi)

n=1 n=1 n=1 n=1
o.¢] o¢] o¢]
< o0.) lar seria »_(Az,)> = A*>_ a7 este si ea convergentd, deoarece Y 2 < oo.

n
Celelalte axiome ale spatiului liniar se verifica fara probleme.

Verificam in continuare axiomele normei:
o0

1/2
a) Evident ||z[|s = (Z xi) >0, Ve el* si

n=1

o 1/2
lz|ls =0 & <Z ) =05 1,=0, Vn>1& z=0.

n=1

) 1/2 s 1/2
) el = (S0w?) = (S 42) = fell Ve vae R
=1 n=1

o) & +yllz < llzllz + [lyll2, Y, y €.
Pentru a verifica aceasta inegalitate, fie z = (2,)n>1 € 1%, y = (yn)n>1 € 1%, deci

00 1/2 1/2
<Z xi) < oo sl <Z yi) < oc. Folosind inegalitatea lui Minkowski cu p = 2
1

n=
em:

m 1/2 m 1/2 m 1/2 m 1/2
(zwyn) (z|xn|+|yn>) s(zxz) +(zyz) <
n=1 n=1

—1 n=1

1/2 12
(Zx> (Zy)  Ym > 1
Pentru m — oo obtinem:

o 1/2 00 1/2 00 1/2
(z<xn+yn>2> é(in) +(2y2> s o+ ylls < llzllz + s
n=1 n=1

n=1
Deducem astfel c& (12, - ||2) este spatiu liniar real normat. Sa verificim in conti-

nuare identitatea paralelogramului, adica:
Iz +yllz + llz = yll3 = 2(I=lIZ + [[yl3), Yz, y €l

Avem:
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I+ 9l + 1 = Yl = 3 2+ 90)” + X (@0 = ) = 3 (03 + 220 + 97+ 03
n=1 n=1 n=1
—20nYn +ya) = Y (275 +2y;) =2 (Z RS yi) = 2(||=ll3 + lyll3), Y, y el
n=1 n=1 n=1

Aplicand Problema 32 rezulti c& 3 pe [2 un produs scalar (-, -) cu proprietatea ((z, z))'/? =

= ||z||2. Din rezolvarea Problemei 32 deducem forma produsului scalar:
o

1
(w.y) = Zlle+yls = lle = yls] = X wyn, Vo, yel”
n=1
Pentru a demonstra, in final, cd (1%, (-, -)) este spatiu Hilbert vom arita ca (1%, ||-||2)

este spatiu normat complet, adica orice gir Cauchy este convergent. Procedand ca in

Problema 28, fie (#(*));>; un sir Cauchy din spatiul /2, 2% = (z(M)),5;. Avem:

Ve >0 Tko(e) > 1 ai VEk, k' > ko(e) are loc ||2®) — 2|, < &
(13) 0 , 1/2
& (Z(x%k) —alk ))2> <e.
n=1
Din relatia de mai sus deducem ca pentru Vn > 1 avem:
Ve>0 Tko(e) > 1 ai. VE, k' > ko(e) are loc |2 — 2] < ¢,
adica pentru Vn > 1 girul (z! (k ))k>1 este un gir Cauchy de numere reale, deci convergent.

Rezulta ca pentruVn > 1 Elx ) e IR al. hm m(k) = m( ). Vom arita ci lim z® = 2(®

k—oc
in spatiul 2 si cd sirul 20 = (2{0),5, € l D1n relatia (13) deducem:
(14)
» 1/2
Ve >0 Fko(e)>1 ad. VEk, k' > ko(e) are loc (Z(m,(f) - x;’“l))2> <e, Vp> 1.
n=1
Trecand la limita in (14) pentru ¥ — oo, obtinem:
» 1/2
Ve>0 Jko(e) > 1 ad. Vk > ko(e) are loc (Z(m%’“) - :5510))2> <eg Vp>1,
n=1
de unde rezulta:
0 1/2
Ve >0 Jko(e) > 1 ai Vk > ko(e) are loc (Z ) <e.

Deducem astfel ca:
Ve >0 Tko(e) = kole/2) > 1 ai. Vi > koe) are loc |lz® — 20|, <e/2 <&,
deci kll)rglo z®) = 2@,

Sirul 2% € I? deoarece:

122 < {21 — 2® DIy 4 [ty <1+ [la®etD], < M,

sirul z5o() fiind din spatiul 12.

Rezultd ca sirul (z¥)),s; C (% este convergent, deci spatiul (12, ] - ||2) este spatiu
Banach, iar (12, (-,-)) este spatiu Hilbert.
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34. Si se demonstreze ¢ mulfimea M = {& = (2,),>1 € I*| ||2]|3 = 1} C I* este
marginita gi inchisa, dar nu este compacta.

Rezolvare. Avem M C 5(0,1), 0= (0),>; € %, deci M este marginitd. Pentru
a demonstra ci M este o mul{ime inchisd vom ardta ci M = M (vezi Problema 42),
adica M isi contine punctele aderente. Cu alte cuvinte V (z*)),5; € M, 2®) — 20,
pentru k — oo, rezultd ca (¥ € M. Fie (z(®);5; C M cu lergO 2® = 20 avem
|2®)]|; = 1, Yk > 1. Folosind continuitatea normei deducem ci lergO 28|y = |29,
adica |2V, = 1. Deci () € M si astfel M este o multime inchisi.

Vom arita in continuare ci M nu este compacta, adica 3 (z¥));>; C M care nu
contine nici un subsir convergent. S& considerdm sirul (z¥))>; C M definit astfel:

1, daca n=%k

k) =
0, daca n # k.

oo

Avem [|z®]]2 = 3" (2W)? = 1, deci 2® € M, Yk > 1. Apoi:
n=1
o0 1/2
|z®) — 2P|, = (Z(w%’“) — $£f’))2> =2, Vk,pe IN*, k#p.
n=1

Deducem astfel ca distanta dintre orice doua elemente ale sirului (z(¥));>; este v/2,
adica girul (z®));>; nu contine nici un subsir Cauchy, deci nu contine nici un subsir
convergent.

Din acest exemplu deducem ca nu orice multime marginita si inchisa a unui spatiu
metric este multime compacta.

35. Si se calculeze limitele urméitoarelor siruri din spatiul IR¥:

a) @n = (an,by) € R?*, n > 1, unde:

2

(n!)? [( - 2) -
(2n)! 8" k=1

b) T, = (an,b,) € R*, n > 1, unde:

1 n
anzmgk(k+1)(k+2), n>1; by =by1 — n=>2, b fixat.

_n
— (n+ 1)
¢) Zn = (an,bn, cp) € IR*, n > 1, unde:

" k24+k+3 1)2
=3 +k+3 (n+1) |

= k(k+1) n
by =sin’mVn2+n, n>1; cp=+\a+co1, n>2, ¢ =+a, a>0.

Rezolvare. Conform Teoremei 5 este suficient (si necesar) sa calculam limitele

n>1;

sirurilor componente ale sirurilor din spatiul R? sau IR* de mai sus.
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n!)?
a) Notam cu ¢, = ———, n > 1; avem:
(2n)! 8"
Crt1 (n+1)1*  (2n)!8" (n+1)*

- ‘ = — o, pentru n — oc.
o o428 ()2 8(2nt)(2nt2) 32 PO TT

Folosind consecinta 4) a Teoremei lui Toplitz (Capitolul 2, §1, Problema 12) rezulta

ca 3 nll)rglc ep, = 3 deci nll)rglcan =33

Pentru girul (b, )n>1 avem:
b — 3n(n+1)(2n+1) _ n(2n+1) R
6(n+1)3 2(n+1)2
Daca a =0 atunci b, =1, Vn > 1, deci nhﬁrglo b, = 1. Daca a # 0 atunci:
(—a)n?(3n + 2)

an® lim
2 n o0
lim b, = lim (1——"t2 ) o= 2n+1)P _ g
n— o0 n— o0 2(n+ 1)2
Deci: |
<—, 0) , daca a > 0;
lim ¥, = 32
n o0 n ]' v}
- —, 1) , daca a=0.
32
b) Avem:
1 & 1 [n*(n+1)2 3n(n+1)2n+1) 2n(n+1)
n=— > (K+3k*+2k) = — =
¢ n4 kgl( + 3K+ 2k) n4 l 4 + 6 + 2

1 2 3
:(n+ )(n+2)(n + )—>—, pentru n — oc.

4n3 4
Pentru sirul (b,),>1, din relatia de recurenta deducem ca:
n+1 1 1
byy1 — by, = — = - - , Vn>1.
! (n+2)! [(n+1)! (n+2)!] "
Deci:
1 1
be =t == |5 = g
1 1
ba =t == |57~ g

;)"“ ~h= [(n—ll—l)! - (ni?)!] !

de unde rezulta, prin adunare, ca:

1 1
bpi1 — b = —m— — = bpi1 =by+ —— — —, Vn>1.
NSy Ty M e T eE o T T2
. 1 . .
DeCl-bn=b1—§+m, Vn22,1ar711g£10bn:b1—§.

e o 1 1
Rezulta ca nh_)rrolO Tp = (Z’ by — 5) .
¢) Studiem sirurile componente; avem:
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“":é[1+k(3 ]_(n;1)2:n+3zn:{l_ 1 }_(n+1)2:

k+1) ok k1 n
1 1) 2_3n-1
:n+3<1— >_(n+ ) _ I n — 1, pentru n — oc.
n+1 n n(n+1)

. . . . ™m . oW

Apoi b, = sin’mv/n? + n = sin?[rv/n? + n — nr] = sin? ————— — sin’= = 1.
vn?t+n+n 2

Pentru sirul (¢,),>1 vom ariita ca el este monoton si marginit. Din relatia de

recurenta rezulta ca ¢, > 0, Vn > 1. Demonstram in continuare prin inductie mate-
matica ca sirul (¢,),>1 este strict crescator, adica ¢, < ¢,41, Vn > 1. Avem ¢, =

=va+c = /a+a>/a=c. Apoi presupunand ca ¢, < ¢,;1 obtinem ¢, =

=Va+ e, <o+ cpp1 = Cppo, deci ¢pyq < cpyo.

In plus, sirul (€n)n>1 este marginit superior. Aratam prin inductie matematica ca
cn < 142a, Vn > 1. Avem ¢; = \/a < 1+ 2a (deoarece 1+ 3a +4a? > 0). Apoi din
cn < 1420 rezultd ci c,p1 = Vo + ¢, < Va+1+2a =1+ 3a < 1+ 2a (deoarece
40’ + 4a > 0).

Aplicand teorema lui Weierstrass deducem ca sirul (c,),>1 este convergent, deci

de = Jgrgo ¢n > 0. Trecand la limita in relatia de recurenta obtinem: ¢ = Ja+c¢ =
1+ vV1+4a
c= ——.
2
Coe o 1+ vV1+ 4o
Deci: lim 7, = (1,1, ——— | .
n—oc 2

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

n
36. Fie (X;,d;), i = 1,n spatii metrice si fie X = J] X,. S& se demonstreze ci
i—1
urmatoarele aplicatii d, § si A: X x X — IR, definite prin:

\ i=1 i=1 =hn

Vo= (z1,...,24), ¥y=(y1,...,Yn) € X sunt metrice pe multimea X.
37. Pe multimea IR se defineste functia f : IR — IR,
—m/2, dacad r=—o0,
f(x) =1 arctgz, dacd z € IR,
/2, daca xr = +o0.

Sa se arate ca functia d(z,y) = |f(z) — f(y)|, =, y € IR este o metrica pe IR.
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38. Sa se demonstreze ca pe spatiul s al tuturor sirurilor de numere reale aplicatia

0:5 % s — IR definita prin:

o0

Zn — Yn|
Q 'r’y - ) t/L‘ = -r 3 y - y E S
(z.9) nZ::l 27(1 4 |0 — yn)) (Zn)n21 (Un )1

este 0 metrica.

39. Fie £ o multime nevida, (X, d) spatiu metric 5i B(E; X)) ={f| f: E — X,
marginita}. S& se arate ca aplicatia o : B(E, X) x B(E, X) — IR definita prin:

olf, ) =swpd(f(x),9(x)), V1 g €B(E, X)

este o metricd pe B(E,X), numitd metrica convergentei uniforme sau metrica lui
Cebisev.

40. Fie (X, d) un spatiu metric. Sa se demonstreze ca:

a) Orice reuniune (finita sau infinitd) de multimi deschise este o multime deschisa.

b) Orice intersectie finita de multimi deschise este o multime deschisa.

41. Si se arate ca sfera inchisia S(xg,20), 29 € X, g > 0 din spatiul metric
(X, d) este o multime inchisa.

42. Fie (X, d) un spatiu metric. Sa se demonstreze urmatoarele proprietati:

a) A C X este inchisa A = A;

b) A, C Ay = A) C As.

43. Sa se demonstreze ca inchiderea unei multimi dintr-un spatiu metric (X, d)
este o multime inchisa gi este cea mai mica multime inchisa care include acea multime.
44. Fie (X, d) un spatiu metric. Sa se demonstreze urmatoarele proprietati:

a) A=A, b) A UA=AUdy; ) A NA CANA.

45. Fie (X, d) un spatiu metric. Sa se demonstreze urmatoarele proprietati:

a) A C X este inchisd & A’ C A4;

b) A= A\ FrA; c)A=AUFrA.

46. Sa se gaseasca interiorul, multimea derivata, aderenta si frontiera urmatoarelor
submultimi ale lui IR dotat cu metrica uzuala d(z,y) = |z —y|, z, y € R:

n

D A=0uE3 b B=(50n@Iu{ T EEN wx ),

c)C=[(-1,1)NnQ+ U {%—1—1 D" 4 sin %T; n > 1} :

47. Fie (X, d) un spatiu metric, iar A §i B doua multimi nevide din X. Numarul
d(A,B) = (m,y%gngd(w’y) > 0 se numeste distanta dintre mulfimile A si B. Daca
B ={xz¢}, d(z,A) = ;gg d(xg,z) > 0 se numeste distanta de la xy la mulfimea A. Sa

se arate ca:
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a) Daca A gi B sunt multimi compacte si AN B = () atunci d(z,y) > 0, V(x,y) €
€ AX Bsi 3(xg,y0) € Ax Bad. d(A, B) = d(xo,yo).

b) Daca A este compacta atunci Ja € A ad. d(zg, A) = d(xg, a).

¢) d(z9,A) =0 & x4 € A.

48. Fie f:(0,1/3] — IR, f(x) = x°. S& se arate ca f este o contractie, dar ca f
nu are nici un punct fix.

49. Si se calculeze cu precizia de 1072 unica radicind reald a ecuatiei:

23+ 322+ 43— 1=0.

50. Sa se demonstreze ca (R™, |- |la), (R",]-ls), (R",]-|la), unde || |4 [ -5,

|- [|a : R™ — IR sunt definite prin:

n n
1Zla= (D zF NZls =D |al; |Z]la = max |z, V@'=(21,...,2,) € "
i=1 i=1 t=L4n

sunt spatii normate i, in plus, normele de mai sus sunt echivalente, (vezi Problema 7).
51. Sa se demonstreze ca multimea c a sirurilor de numere reale convergente cu
aplicatia:
r = ||lzl] = sup,sq |[2al, Vo= (2a)nz1 € ¢
este spatiu liniar normat complet (vezi Problema 21).
52. Sa se demonstreze ci urméatoarea aplicatie pe spatiul C([0, 1]):
folfll= [ @l £ e o)
este o norma pe C([0,1]).

53. Sd se demonstreze ca urméitoarele aplicatii definite pe C'([0, 1]):

f=Ilflh = xsel[l(]pl}Hf(x” +[f(@)]], feC(o,1]),

f=1Ifllz=1£(0) + sup |f'(z)], feC'([0,1])

z€[0,1]
sunt norme pe C'([0,1]).

54. Fie M, ,(IR) multimea matricelor cu elemente reale de tipul m x n (m linii
si n coloane) care se organizeaza ca spatiu liniar real (in raport cu adunarea matricelor

i inmultirea cu numere reale a acestora) de dimensiune m - n. Sa se demonstreze ca

aplicatiile:
- 1/2
A= |lAlL = (ZZ@?]) :
i=1j=1
A — Al = max (Z azjl) :
i=Tm \ ;=
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m
A= || Alls = max (z ) |
J=ln \;—

A = ||Alls = max (|ay|; i =T,m, j=T,n),

A=Al =33 lail, A€ Mua(R)

i=1j=1
sunt norme echivalente pe spatiul M,, ,(IR).

55. S se demonstreze ca aplicatiile (-,-) : IR* x IR* — IR definite prin:

a) (T,9) = 21y1 + T1y2 + Tay1 + 202Y2 + T3Y3,

b) (T, 7) = 2z1y1 + 2192+ Tay1 + Tayo+ 3y, T = (21,32, 73), T = (y1,%2,93) € R’
sunt produse scalare pe spatiul liniar IR®.

56. Fie M, ,(IR) (notat si M,(IR)) multimea matricelor patratice de ordinul n
cu elemente reale.

(I) Sa se demonstreze (351 aplicatia (-,-) : M, (IR) x M, (IR) — IR definita prin:

(A, B) =tr (AB") = 3 aibij, A={(a)j;y, B=(by)ijm1 € Mu(IR)

ij=1
este un produs scalar pe M,,(IR). (Pentru o matrice A € M,(IR), A = (a;)},;-, suma

n

elementelor de pe diagonala principala se noteaza cu tr A = Z a;; §1 se numeste urma
i=1
matricei A).

(II) Notim cu ||A]| = (4, A)/* = [tr (A AT)}UQ. Sa se demonstreze urmatoarele
proprietati:
a) Daca U € M, (IR) i U -U" = I, atunci ||U - A|| = ||[A-U|| = ||A||, VA € M, (IR).
b) Daci A este o matrice diagonala, atunci:
|AB — BA|| < V2| A]l - |B]l, ¥ B € Mq(IR).
(ITIT) Sa se demonstreze ca spatiul (M, (IR), (-, -)) este spatiu Hilbert.

57. S se calculeze limitele urmatoarelor siruri din spatiul R*:
n\" 2m
a) T, = (¢ 14— cos — > 1;
) Tn <\/ﬁ’<+n>’ n)’n_’

b) Zp, = (an, bp, ¢y), n > 1, unde:

n? +n+ 1) n? + 1\
ap = (m , bnzn(ﬂ—Zarctgn), Cp = 0 ) n > 1
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LIMITE DE FUNCTII.
CONTINUITATEA FUNCTIILOR

Fie functia f: D — IRY (pentru ¢ = 1, notata cu f), D C IR? (p, ¢ € IN"), iar T
un punct de acumulare pentru multimea D. Elementul '€ IR este limita functiei fin
punctul 7y, notat fhﬁrgo F(@) =1 dac:

Ve>0 (3)6(e) >0 al VZe D, 0<||T— &, <d(e) are loc ||f(Z) —1]|, < e,
(Il - llps |l - || sunt norme in spatiul IR?, respectiv IR?.)

Pentru p = ¢ = 1 obtinem urmétoarele caracterizari, cu extinderi in IR:

1°. f: D C IR — IR, vy € IR punct de acumulare pentru D, [ € IR, atunci
lerEO f(z) =1 daca:

Ve>0 3d() >0 al Yexe D, 0<|x—xy <d(e) areloc |f(z) -1 <e.

2°. f: D C IR — IR, xy punct de acumulare pentru D, | = oo (—oc), atunci
xlgrglof(x) = 0o (—oc) daca:

Ve>0 3d(c) >0 al Ve e Dcul<|z—x| <d(e) are loc f(z) >e (f(x) < —¢).
3°. f:DC R — IR, o =00 (—oc) punct de acumulare pentru D, [ € IR, atunci
lim flz) =1 (Igrpoof(x) =) daca:

Ve>0 3d() >0 al Yre Dcux>diE) (xr <—d(g)) areloc |f(z) -1 <e.

4°. f: DC IR — IR, z7p=oc (—oc) punct de acumulare pentru D, [ = oo, atunci
lim f(z) = o0 (xl_i)r_nocf(:r) = 00) daca:

Ve>0 3d() >0 al YreDcux>ie) (x<—d(e)) are loc f(x) > e.

5. f: D C R — IR, o = oc (—oc) punct de acumulare pentru D, [ = —oo,
atunci lim f(z) = —oc ( lim f(z) = —o0) daca:

Ve>0 3d() >0 ail YreDcux>ie) (x < —0(e)) are loc f(x) < —e.
Proprietati ale functiilor cu limita:
a) Fie ﬁ, f; :D — IR, D C IR, %, punct de acumulare pentru D. Daca:

I lim fi(@) =0 si 3 lim fH7) =0
T—TQ T—ITQ
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atunci VA, g€ R 3 lim [\ () + ufo(Z)] = My + pla.
T—TQ
b) Fie f: D — IR, D C IR?,iar ¢ : D — IR, %y punct de acumulare pentru D.

Daca 3 lim f(@) =153 lim ¢(#) = a atunci 3 lim [o(Z)f(Z)] = al.
T—T0 T—TQ T—TQ

c¢) Fie fi, fo: D — IR, D C IR’, ¥, punct de acumulare pentru D. Daca:

3 lim f1(2) =1 si 3 lim fo(2) =1
T—T0 T—T0

atunci: . l
3 lim (£:()- @) =l s 3 dim 2D D)
T—XT( T—XT( f2 (aj‘) 12
(pentru cazurile in care operatiile de mai sus au sens).
d) Fie f, Fy, F,: D — IR, D C IR, %, punct de acumulare pentru D. Daca:
(@) < f(7) < F(@), V€D, |-l <a

si 3 lim F (%) = lim F5(Z) = [ atunci 3 lim f(&) = [ (criteriul clegtelui).
T—Xo T—Xo T—To

e) Fie g: EC R" — F C IR, f: F C IR" — IR", ¥y punct de acumulare pentru
E si fie iy = flgg Z(Z) punct de acumulare pentru F, (G(Z) # o, pentru & # ).
Daca 3 glggrjlo f(gj) i [atunci functia §: E C R? — IR", §= fog, §(@) = (fogﬁ)(f) =
= _‘(@’(a":’)) are limita in &y si lim §(7) = l.

e o

Teorema 1. Elementul [ € IR? este limita functiei f in 7y € D, &y punct de
acumulare pentru D daca si numai daca V (Z,)n,>1 C D\ {Zo} cu nh_)rglo T, = Ty avem
lim f(Z,) = 1.

Dacd 3 (Z})nerwv € D\ {Zo} 51 (#2)new C D\ {Zo} cu nh_)rglof,ll =Ty = nh_)rrolofi si
Jim @) =h #10 = Jim F(#2) va rezulta ci nu existi limita functiei f in punctul
To.

Teorema 2. Functia f: D C R? — IR? are limita [ in punctul de acumulare &,
pentru multimea D daca si numai daca toate cele ¢ functii componente cu valori reale
au limita in IR, limitele lor fiind componentele lui l.

Teorema 3 (Cauchy-Bolzano). Fie f: D C IR” — IR’, #, punct de acumulare
pentru D. Atunci flggo F(#) = I'daci si numai daci:

Ve>0 3d(e) >0 ail V&, 7" €D, 0<|&— T, <d(e), 0<|z"— 2|, <d(e)
are loc || f(2) = f(#")]4 < e.
Functia f: D — IR, D C IR este continud in ¥y € D daca 7y este punct izolat

— —

pentru multimea D sau daca exista lim f(Z) = f(#y), in cazul in care &, este punct
T—ITQ

de acumulare pentru D. Functia f este continua pe D daca este continua in fiecare

punct din multime.



140 Capitolul 4

Functiile continue lasa invariante multimile compacte (daca K C IR este o multime
compacti si f este continuil atunci f(K) C IR este compacta).

Teorema 4 (Weierstrass). Functia f : K C IR — IR (K multime compact)
continua pe K este marginita gi igi atinge efectiv marginile.

Functia f : I — IR (I C IR interval) are proprietatea lui Darboux daca pentru
orice z1, 19 € I, 1 < my si oricare ar fi numarul ¢ situat intre f(x;) si f(zy) exista
cel putin un punct £ € (z1,x9) a.d. f(£§) = c. Orice functie f : I — IR (I C IR interval)
continua pe [ are proprietatea lui Darboux, iar multimea .J = f(I) este, de asemenea,
un interval.

Fie D C Rsi f: D — IR. Un punct a € D se numeste punct de discontinui-
tate pentru functia f daca f nu este continua in a. Un punct de discontinuitate se

numeste punct de discontinuitate de specia I-a daca exista lim f(z) " fla—0)e R

r<a

si lim f(x) "2 f(a+0) € R. Un punct a € D de discontinuitate care nu este punct de

r>a
discontinuitate de specia I-a se numeste punct de discontinuitate de specia a Il-a.

Daca [ este un interval din IR, iar f : [ — IR este o functie monotona pe I atunci
punctele de discontinuitate ale lui f sunt de specia I-a, iar multimea punctelor sale de
discontinuitate este cel mult numarabila.

Functia f: D C IR? — IR? se numeste uniform continud pe D daca:

Ve >0 30(e) >0 ad. Vi, Z € D cu ||7) — 3, <d(c) are loc ||f(7) — f(@)l,<e.

Teorema 5 (Cantor). O functie continua pe o multime compacta este uniform

continua pe acea multime.

PROBLEME REZOLVATE

3 3 : 1+a? DT :
1. Sa se arate ca functia f : R— R, f(x)= T este marginita pe multimea
T
R.

Rezolvare. Evident f(z) >0, Yz € R. Apoi f(z) < 2, Vz € IR. Intr-adevir:

1+ 22 P
1H4<2, VrelR < 22" —2*+1>0, Ve € IR,

ultima inegalitate fiind adevirati, deoarece trinomul 292 —y +1 >0, Yy € R.

Deci 0 < f(z) <2, Vz € IR, adica functia f este marginita pe IR.
1 1

2. Sa se arate ca functia f: R\ {0} — R, f(x)= —cos—
T

T
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a) este nemarginita in orice vecinatate a punctului z = 0;

b) nu tinde la oo atunci cand z — 0.

Rezolvare. a) Deoarece orice vecinatate a punctului x = 0 contine un interval
de forma (—&,£), ¢ > 0, vom arata ca functia f este nemarginita in orice interval
(—e,e), € > 0. Fie, deci, o vecinatate oarecare a lui z = 0, V = (—&,¢) cu g > 0

arbitrar, momentan fixat. Construim urmatorul sir z,, = g ™ € IN*. Pentru n>ny,
nm

+ 1 avem z, € (0,¢) C V, iar:

1
unde ny = {—
2ne
f(xy) = 2n7 - cos(2nm) = 2nm — oo, pentru n — oc.

Astfel am gasit un sir de puncte x,, din V pentru care f(z,) — oo, pentru n — oo,

fapt care ne aratd ca f este nemarginita in vecinatatea V. Deoarece V = (—¢,¢) era

o vecinatate arbitrara rezulta ca f este nemarginita in orice vecinatate a punctului
x=0.

b) Pentru a arita ca functia f nu tinde la oo atunci cand x — 0, si consideram

sirul y, = — 0, pentru n — oo, pentru care:

/2 + 2nm
T T

flyn) = <§ +2n7r> - COS (5 +2n7r> =0, Vne N.
Deci f(y,) — 0 # oo, pentru n — oc. Deoarece exista un astfel de sir (y,)nemn, yn — 0,
pentru n — oo, pentru care f(y,) — 0, pentru n — oo, deducem ca functia f nu tinde
la oo cand = — 0.

3. Sa se determine marginea inferioara si marginea superioara a functiilor:
2z

a) f:(0,00) = R, f(x):m; b) f:[-m 7] = R, f(x)=sin z + cos x;

¢) f:10,2V3] = R, f(x)=1x— 1],
([z] este partea intreagd a numarului x).

Rezolvare. Pentru a determina marginile inferioara si superioara ale functiilor
de mai sus, vom studia aceste functii, cercetand comportarea acestora, adica semnul
derivatelor de ordinul intai.

2(1 — 223)

(1+23)2"7
Tabelul de variatie a functiei f este:

z |0 1/v/2 00
f'(x) | ++++ 0 - - ——
flx) |0 0 2V4A/3 N 0

Din ultima linie a tabelului de mai sus deducem cé:

a) Avem f'(z) = z € (0,00).
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2V/4
s g =2 (=1 (g5) ) e re) -
b) Avem f'(z) = cosxz —sinz; f'(x) = 0 pentru x = 7/4 i x = —3w /4. Tabelul

de variatie a functiei f este urmatorul:

r | - —3r/4 /4 T
f(z) | ———— 0 44+++ 0 - = ——
f(x) —1 N\ -2 /! V2 N\ —1
Deducem ca Sup{EG[*ﬂ',ﬂ'} f(l“) :f <%> = \/Z lar inf:EG[*ﬂ',ﬂ'} f(l“) :f (_%) _\/5-

Facem observatia ca functia f fiind continua pe intervalul compact [—m, 7| isi atinge

3
marginile, deci Elxozge[—w,ﬂ] ad. sup,e_pq f(2)=f (E) si Jo=—" ¢ [—7, 7]

4 4
al infoep nm f(z) = f <—?%> )
c¢) Functia f(z) = z — [z], = € [0,2/3] se expliciteaza astfel:
z, dacid z €[0,1);
x—1, daca x € [1,2);
x—2, daca x € [2,3);
r—3, daci z € [3,2V3].

In acest caz determinarea sup f si inf f se poate face usor cu ajutorul graficului

fx) =

functiei (vezi Figura 4.1). Din grafic deducem ca:
sup f(x)=1,iar inf f(z)=
x€[0,2V/3] 2€[0,2/3]
y

» X
O T
Figura 4.1
4. Sa se demonstreze, folosind caracterizarea "¢, 0" ca:
1
a) limz? =9; b) lim ——— = +4o00; c¢) lim(22°+ 1) = oc;
T—3 z——1 (1 + 1')2 T—00

2 1
d) lim T
z——0co x4+ 5

=2

Rezolvare. a) Vom arata ca:
Ve>0 3d() >0 al YVre R, 0<|z—3 <d(e) areloc |f(z)—9| <e,
unde f: R — IR, f(z)=1%
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Fie ¢ > 0 arbitrar, momentan fixat. Vom determina §(¢) > 0, pornind de la
inegalitatea:
|22 — 9| = |z — 3| - |z — 3+ 6] < () - (6(¢) + 6),
impunénd conditia ca d(g) - (6(¢) + 6) = . Din ecuatia obtinuta pentru d6(g) gasim
§(g) = =3++1/9 + &. Deci de indata ce 0 < |z — 3| < §(g), cu §(g) = =3+ /9 + £ avem
|22 — 9] < e.

b) Vom demonstra ca:

1
Ve>0 3d() >0 al Ve R, 0<|z+1]<d(e) are loc m>5.

1 1
Pentru 6 = — avem, 1n ipoteza 0 < |z + 1| < (¢), ca ———= > ¢, adica tocmai
N p 1] < 8(6). & o
caracterizarea "¢, §” a limitei de la acest punct.
¢) Conform caracterizarii "¢, 6” vom arata ca:
Ve>0 36(s) >0 al Vx> d(e) are loc 222 +1 > «.
e—1
Luéand §(¢) = 2
1, daca 0 <e <1,
avem indeplinita afirmatia de mai sus.

daca ¢ > 1;

d) Pentru aceasta limita avem:

2 1
Ve>0 3d(e) >0 ai. Ve e R, x < —4d(g) are loc x:—5 -2l<e &
T
9
Ve>0 3d(e) >0 ai. Ve e R, x < —4d(g) are loc 0| <e.
T

9 9
Pentru ¢ > 0 sa consideram d(¢) = — + 5. Atunci de indata ce z < —— -5 &
£ £

9 9
r+5<——==|z+5|>- & <e.
£ £

|z + 5|
2 1
T

Deci conform caracterizarii limitei in limbajul ", §” rezulta ca lim
z——oc 4+ 5

1

sin —, daca x # 0;

5. Se considera functia f : R — R, f(z) = x 7
a, daca x=0, a€ R.

Sa se arate ca:

a) In orice vecinitate a originii exista puncte unde f ia valoarea 1 gi —1.

b) Pentru orice A € [—1,1] exista un gir de puncte z,, — 0, pentru n — oo a.i.
f(z,) = A, pentru n — oo.

¢) Nu exista 1in(1] f(z) si nici liH(l) f(z), punctul x = 0 fiind deci punct de disconti-
<0 50
nuitate de specia a doua.

d) Functia f are proprietatea lui Darboux daca gi numai daca a € [—1,1].
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Rezolvare. a) Fie V' o vecinatate arbitrara a originii. Deoarece V' contine un
interval simetric de forma (—&,¢), € > 0, vom arata ca proprietatea a) are loc pentru

orice astfel de interval simetric centrat in origine.

1 s
Fie deci ¢ > 0 fixat. Vom determina un numar natural £ a.i. — = 5 + 2km si
x
1
r € (—&,¢), de unde va rezulta ca sin — = 1. Impunand conditia —— < ¢ &
x T4+ 2km

2

1 1
E—|—2k7r>— <:>2k7r>——z, gasim:
2 € e_ 2

2 — 2
[ 7r14—1, daca 0 <e < —;
ko = dme i
1, daca € > —.
1 T
Deci z¢ = T 2kor € (—&,¢) i sin o 1.

Procedand asemanator pentru valoarea —1, pentru o vecinatate simetrica de forma

(—e,€) cu e > 0 putem considera:

2—3 2
[J}+1, daca 0 < e < —;
k= 4dme 3m
1, daca ¢ > —.
3
Atunci L (ee)sisinb =1
unci 1, = —————— € (—¢,¢) si sin — = —1.
! 37”4—2]{7171' ’ 3 T
b) Notand 'Ae{ﬁﬂ}'l() ! fi
otand cu o = arcsin ——,—|, sirul (z T, = ——— satis-
a2a, n/n>1; n o+ 2nw
face conditiile problemei, adica nh_)rglo z, = 0si f(z,) =sin— = A, Vn > 1, deci
T
s f o) = 4 "

¢) Vom demonstra ci functia f nu are limita la dreapta in punctul 0, folosind
caracterizarea cu siruri.
. 1 . . .
Fie z, = oo I > 1. Avem nh_)rrgo:rn = 0, iar f(xz,) = sin2ntr =0 — 0 = [y,
1

pentru n — oo. Sa consideram si sirul y, = ———,
5+ 2nm

n > 1, pentru care gy, > 0,

Vn>1, nh_)rgloyn =0si f(yn) = sin <g + 2n7r> =1—1=1Iy, pentru n — oo. Deoarece

l1 # I rezulta ca nu exista liII[1] f(z).
T—r

>0
Pentru limita la stanga in x = 0 procedam asemanator, considerand sirurile z,, =
.. . . - .
=5 yn_—m, n > 1, pentru care lim 7, = lim 7, =0 si ,}l_{gof(x“) =

=0#~1= lim f().
Rezulta deci ca functia f nu are limita in punctul x = 0 nici la dreapta, nici la

stanga, deci este un punct de discontinuitate de specia a doua.
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d) Presupunem mai intai ca f are proprietatea lui Darboux gi de asemenea pre-
supunem prin reducere la absurd ca a ¢ [—1,1].

2 2
Daca a>1 luand punctele x=0 si x=— rezulta ca pentru orice AE(f(—) , f(O)) =
s s

2
= (1, a) nu exista nici un punct z € IR al. f(r) = A <f(x) <1, Vz e <0, —)) :
s
Daca a < —1, pentru punctele z = —— gi x = 0 rezulta ca pentru V \ €
s

2
€ <f(0),f (——)) = (a,—1) nu exista niciun punct x € Ra.i. f(z) = A, (|f(z)] <1,
s
2
V xe (——,0)) )
T
Concluziile la care am ajuns ne indica faptul ca f nu are proprietatea lui Darboux,
ceea ce contrazice ipoteza. Deci in mod necesar a € [—1,1].
Sa presupunem acum ca a € [—1, 1] gi sd aratam ca f are proprietatea lui Darboux,

adica:
(1) V@, be R si A€ (f(@),f(b)sau (f(b), f(@) Fzo € (@b) ai flz) =N

Avem urmatoarele situatii:

1°.a > 0, b>0 sau a < 0, b < 0. Deoarece f|[?i$} este o functie continua rezulta
cd ea are proprietatea lui Darboux, deci are loc (1).

2°. 4 <0, b>0.Fiec=min(h,—a) >0 X e (f(@a),f(b) c [-1,1] sau
(f(b), f@@ )) [—1,1]. Sa consideram )y = arcsin\, (A € [—1,1]). Vom determina

zo € (0,¢) a (:cg) = \. Pentru aceasta alegem x, = STy (ng € IN). Punand

1 1 A
conditia ca 0 < zg < ¢ obtinem ng > (— — )\g> oy si ng > —2—0. Deci pentru ng =
c i i

1 1
= max{l, [(— — )\0> —} + 1, [ )\0] + 1} avem f(xg) = sinA\g = A, cu zy de forma
c 2 2

mentionata mai sus.
In mod aseminitor se trateazi cazul a > 0, b < 0.
3°. a=0, b> 0. S4 aritim ci pentru VX € (a, f(b)) sau (f(b),a) I € (a,b) =

= (0,b) a.i. f(Z) = A. Aseminitor cazului 2° determinim un z, € (0,b) de forma

1 -
To = , (ny € IN, )\g = arcsin \). Impunéand conditia ca 0 < 2o < b gdsim
271171' + )\g
1 1 A
ny = max< 1, [(— — )\0> —} +1,|— Z0| +1}. Pentru un astfel de punct xy =
b 2m o

In mod asemanator se trateaza cazurilea =0, b<0; a >0, b=0; a<0, b=0.

Graficul acestei functii pentru a = 0 este cel din Figura 4.2.
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'?/n n|Vor| ¢ 0| [fon

Figura 4.2

z, dacd x € @QnNJ0,1];
3, dacd x € (R\Q)NI0,1].
Sa se arate ca f([0,1]) este un interval, dar f nu are proprietatea lui Darboux.

6. Fie functia f: [0,1] = R, f(z) = {

Rezolvare. Evident f([0,1]) C [0,1]. Vom ardta ca avem chiar egalitate de
multimi, adica f([0,1]) = [0,1]. Intr-adevir, pentru YA € [0,1] 3z, € [0,1] ai
f(zo) = A\. Daca A € @ atunci putem lua xy = A gi avem f(zo) = f(A) = A, iar daca
A Z Q luam 2y = VA € Q pentru care f(zg) = f(VA) = (VA)? = A

Aratam in continuare ca f nu are proprietatea lui Darboux. Sa consideram a =

1
2
ib Atunci pentru VA € | f L f<1> (1 1) nu exista ry €
= — — — = | -, — X
8 \/— p \3/§ J 92 372 0
1

f(xo) = \. Intr-adevir, pentru \ € 375 ) avem:
1

. 1 1 11 ) .
on€<2,\3/—>ﬂQ, f(zg) = g, iar (5,%>ﬂ<§,5>:@, deci f(zg) # A si

/11 11 _
5:%) NR\Q), f(xy) = aj, iar (@g) N (g@) = (), deci f(zo) # \.

7. Sa se determine punctele de discontinuitate ale functiilor f : IR — IR definite

ng €

prin:
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a)f(x):{ X, dac%xEQ; b) f(x):{x3’ dacéuixEQ;
Sr, daca x € R\ Q. 0, daca x€ R\ Q.

Rezolvare. a) Vom demonstra ca in orice punct zy € IR\ {0} functia f este
discontinui. In aceste puncte nu existi limita functiei. Fie zy € IR\ {0} arbitrar,
momentan fixat. Luand un sir (z,),>1 C Q, @, < x, Yn > 1, , — o, pentru
n — oo, avem f(x,) = x, — &y = [y, pentru n — 0o; pentru un sir (Z,),>1 C R\ @,
Tn < g, Vn > 1, %, = x, pentru n — oo, f(T,) = 57, — bzrg = [y, pentru n — oc.
Deoarece l; # [l rezulta ca f nu are limita la stanga in punctul xq. Analog f nu are
limita la dreapta in punctul xy. Rezulta ca x este un punct de discontinuitate de
specia a doua pentru functia f.

Singurul punct de continuitate pentru functia f este zo = 0, asa cum rezulta din
caracterizarea cu siruri: V(z,),>1 C R, z, — x¢ = 0, pentru n — oo rezulta ca
f(xn) = f(xg) = 0, pentru n — oc. Intr-adevir:

Fy) = { s dacz? Tp € Q;
5x,, dacd x, € IR C Q
si T}Lrglo f(z,) =0, deoarece JLIEO x, = 0.

b) Se arata in mod asemanator punctului a), folosind caracterizarea cu siruri, ca
toate punctele xy € IR\ {0} sunt puncte de discontinuitate de specia a doua, singurul
punct de continuitate fiind zy = 0.

8. Sa se studieze punctele de discontinuitate de specia I-a sau de specia a Il-a

pentru urmatoarele functii f : IR — IR definite astfel:

1, daca = € Q;

a) f(z) =sgnz = 0, daci z=0; b) f(z)= 0, daca z € R\ Q

—1, daca x <0.
(numita functia lui Dirichlet);

1, daca z > 0; {

1
—, daca x # 0;
c) flx) =4
0, daca x=0.
Rezolvare. a) Pentru z; = 0 avem lim f(z) = —1, lim f(z) =1, iar f(0) = 0.
T T—

<0 >0
Rezulta ca 0 este un punct de discontinuitate de prima specia. Restul punctelor din

IR sunt puncte de continuitate.

b) Fie zy € Q. Atunci f(xy) = 1, dar A Am f(z). Intr-adeviir 3 (z,)n>1 C Q,
r<xo

T, < X9, Y0 > 1, &, — x0, pentru n — oo cu f(x,) = 1 — 1, pentru n — oo si
3 (Yn)n>1 C R\ Q, yn < 29, Y0 > 1, y, = xg, pentru n — oo, cu f(y,) =0 — 0,
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pentru n — oo. Analog A Aim f(z).

r>xQ

In mod asemanitor se aratii ci pentru Vo, € R\Q, A Jm f(z)si A Aim f(z).
<Zo T>T0

Deducem astfel ca toate punctele din IR sunt puncte de discontinuitate de specia a
doua.

¢) In punctul zy = 0 avem lir% f(z) = —o0, iar lir% f(z) = +oc. Rezulta ca 0 este
il S
un punct de discontinuitate de specia a doua. In orice alt punct din IR functia f este

continua.

9. Sa se calculeze urmatoarele limite:

. N2T+ax— 27—z . (WI+z2+a)"— (V142?—a)"
a) lim :b) lim

z—0 T 42t z—0 T

1 1\*
c) xl_i)r734tg 2r - tg (% - SU) ;d) lim <sin - + cos E) ;
In(1 —In(1 —

) lim n(l+z) —1In(l — z) ;

z—0 arctg (1 + x) — arctg (1 — )
f) lim [z — (/(x—al)(x—ag)...(x—an)], n € IN*, ay,ag,...,a, € IR.

T—00
/27 — /27 —
Rezolvare. a) Avem: lim V2Tt \3/ T
z—0 €T + 2 . A /x4

) 20+ —-27T+=x 2
= lim - =

0 (1 +29/7) - [{/(27 + 2)2 + {27 + 2) (27— 2) + (2T —2)2] 2T
(VI+22+2)"— (V1+22—2z)"

, ne N

b) I = lim =
z—0 x
"’ (V14+22)"+CH(V14+2?)" o+ CA(V1+22)" 222 +. . .+ CP 1422 2"} N
= lim
z—0 T

+

+C;;:c” — (V1+2)"+ CHV1+22)" lo — C2(V1+22)" 222 + ...+
1

(—1)"Cr 1+ 222"+ (=) Ona

+ =
T
’ 20 (V1+22)" 1o+ 203 (V1+22)"Brd 4. 420"/ 1+ a2z ! .
im , pt. n par;
z—0 xT

lim

20711( /1+x2)n—1x+202(w/1+gj2)n_3x3+. . .+2077Z£Un
z—0

Obtinem [ = 2n, Vn € IN*.

¢) Avem:

, pt. n impar.

. 71' T—7 /4=y T E ) 1 z ) .
x£%4tg2x tg (4 —SU) = glg%tg2<y+4> tgy = Zl}l_r)r(l)tg <2y+2> tgy =
. tgy 1—tgy 1
= lim —— = gy = —.
y=0tg2y  y=0 2tgy 2
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. 1 1 . siny+4cosy — 1
1 1N lim x(sm — 4 cos — — 1) 1y hr%
d) lim (sin — + cos —) =t T T = eV Y =
T—00 x x
_ <siny 25in2%>
llr% —
= Y Y =e.
In(1+2z) —In(1 — x) In 1#2 In (1+2—x)
. 1—2 . 1-z
e) lim = lim EEE a1 S e
z=0 arctg (1 4+ x) — arctg (1 —x)  2—0 arctg oy °0 arctg 7
In(1+ 2z 2z 2z 9 _ 2
= lim ( - %) R LN PO )
z—0 S o3 arctg s z—0 1 — 1

f) ]im[x_\’/(x—al)_..(x—an)]:

— lim 2" —(x—ay)(r —ag)...(x — ayp) _

T—00 -l
- xn—l_i_l‘n—Q.{l/(l‘—al)...(l'_an)"'...‘i‘I:{L/(-r_al)---(l‘_an)]
ap+ay+...+ay

n
10. Sa se determine «, (3, v, p € IR astfel incat:

7
g}gfglo [\/9$4 — 2423 + 622 4+ 5 — (az? + Bz + 7)] =3

Rezolvare. Observam mai intai ca daca p # 2 atunci limita din membrul stang

al egalitatii de mai sus este +00 sau —oo. Deci in mod necesar p = 2. Din acelasi

motiv o > 0 (pentru a < 0 limita este +00).

Avem:
xli_)rglo[\/Q:r‘l — 2423 + 622 + 5 — (a2’ + Br + )] =
i 92t — 2423 + 622 + 5 — o2t — B22% — 42 — 20823 — 2ay2?® — 2By
= lim =
700 V92t — 2423 + 622 + 5 + (aa? + fr + )
i (9 —a?)zt —2(12 + af)z® + (6 — % — 2a7)x® — 2Byx + 5 —
= lim .
00 V92t — 2423 4 622 4+ 5 + (az? + Bz + )

Pentru ca limita de mai sus si fie finitd trebuie ca 9 — a? = 0, de unde rezulti
a =3 (a>0). Apoi 12+ aff = 0 si 6_51—;% = g Din ultimele doua relatii
rezulta f = —4 ¢i v = —4.

Deci am obtinut p=2, a=3, f=-4, v=—4.

11. Sa se demonstreze ca spatiul liniar C([a,b]) = {f| f:[a,b] = IR, f continua}
cu aplicatia:

f = llfllo= sup f(@)], feC(a,b])

z€|a,b]
este un spatiu Banach.
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Rezolvare. Conform Problemei 25, Capitolul 3, spatiul (C([a,b]), || - |lo) este un
spatiu liniar real normat. Vom demonstra in continuare ca acest spatiu este spatiu
Banach, adica orice sir Cauchy este convergent. Fie (f,)n>1 un gir Cauchy din spatiul
C([a, b)), adica:

Ve>0 dng(e) > 1 al Vn >mng(e) are loc ||fusp — fullo <&, Vpe N =

Ve >03ng(e) >1ai Vn>ng(e) are loc |frip(z) — fu(z) <e,

(2)
Vz € la,b], Vp e IN.

Din relatia de mai sus deducem ca pentru Vz € [a, b] avem:

Ve >0 Inge) > 1 al. Vn >ng(e) are loc |frip(z) — fu(z)| <&, Vpe N,
adica pentru Yz € [a,b], sirul (f,(z)),>1 este un gir Cauchy de numere reale, deci
convergent. Rezulta ca pentru Vz € [a,b], 3 fo(z) € R ai lim fu(z) = fo(z). S&
notam cu fy functia fo : [a,b] — IR definitd prin fo(z) = lim fy(z), = € IR. Trecand

la limita in relatia (2) pentru p — oo, obtinem:
(3) Ve>0 dng(e) >1 ald VYn >ng(e) are loc |fu(x) — fo(z)| <&, Y € [a,b]

Sa demonstram acum ca fo € C([a, b]), adicd fj este o functie continua pe [a, b]. Fie

o € [a,b] arbitrar, dar momentan fixat. Vom ardta ca 3 lim fo(z) = fo(zo). Pentru
0

aceasta sa consideram ¢ > () arbitrar, momentan fixat si no(¢/3) € IN* dat de relatia

(2). Deoarece functia fr,(/3) este continua, deci 3 Iliﬁrgl{) fro(e/3)(T) (= faoes3)(0)), din

teorema de caracterizare a lui Cauchy, deducem ca pentru € > 0 considerat mai sus:

30(/3) >0 aid Vo, 2", 0<|z' —x| <6, 0<|z" —x0] <§

(4)
are loc |fn0(8/3)($') — fn0(€/3)(x")‘ < 6/3.

Atunci, folosind (3) si (4) obtinem:
[fo(z") = fo(a")| < [fo(2") = Fao(es3) (@) + | Frote3) () = Fro(es3) (") +
+| fao(e3) (") — fo(z")| < e/3+¢e/3+¢e/3 =c¢.
Deci pentru e > 0 36(¢) = 6(c/3) > 0 ai Va/, 2" 0< |z’ — a0 <0, 0<
< 2" —xo| <8 = |fo(a") — fo(2")| < e, de unde rezulta ca 3 x&% fo(x).
Trecand la limita in (3) pentru x — z, obtinem:

Ve >0 dng(e) > 1 ad Vn >mng(e) are loc lim fn(x) — lim fo(z)
T—T0 T—To

fn(zo) = lim fo(x)

T—TQ

<eg &

Ve >0 Inp(e) =ne(e/2) ai. Vn > ny(e) are loc

(fn este continua, deci are limita in zg, iar lim fn() = fu(xo0)).
0

<eg/2<e
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Rezulta astfel cd lim f,(z,) = Iliﬁr?r]}O fo(z) sau fo(zo) = IILIQO fo(z), de unde de-
ducem ca functia fy este continua in punctul xg.

Punctul zq fiind arbitrar in intervalul [a, b], rezulta ca functia fy este continui pe
[a,b], deci fo € C([a,b]).

Apoi, din relatia (3) deducem:

Ve >0 Ing(e) =no(e/2) € IN* ai. Vn > ng(e) are loc || f, — follo <&/2 <e.
Rezulta astfel ca f,, — fo, pentru n — oo in spatiul (C([a,b]), || - [o). Deci acest spatiu
este spatiu liniar normat complet sau spatiu Banach.

12. Sa se determine pentru un € > 0 un 6 = §(g) > 0 care sa satisfaca conditia de
continuitate uniforma pentru functia f in intervalul dat, daca:

a) f(x) =2sinx —cosz, € R; b) f(r) =5x—-3, x € R; c¢) f(zx) = Vx,

z €10,00); d) f(:v):%—l-x z € (0,00).

Rezolvare. a) Pentru ¢ > 0 vom determina § = d(¢) > 0 a.i. pentru Vz, y € IR

cu |z —y|l<d(e) = |f(x) — f(y)| < e. Avem:
T—Y T4y

f(z) = fly)] =12 sinx—cosx—Zsiny+cosy| < 4 |sin - oS
+2 sin 2Y L gin & ;y<4 sin —— y‘+2 sin = y‘_4 x2 |+2x;y
=3z —y|.

Daca luam §(g) = £/3 atunci pentru |z — y| < /3 rezulta |f(x) — f(y)| < &.

b) Avem: |f(x) — f(y)| = 5|z — y|. Pentru §(¢) = ¢/5 de indata ce |x — y| <
rezultd ca |f(z) — f(y)| < e.

c¢) Pentru z, y € [0, 00) obtinem:

Vi=Je@-y+y<lo—ul+y<lo—yl+vi= vi-yi<le—yl
Analog se obtine si inegalitatea: /y — y/z < \/H, de unde rezulta:

VE— il < le—al

Luand §(¢) = 2, pentru z, y € [0,00) cu |z —y| < d(e) =2 = |f(x) — f(y)] < e.

d) Calculam:

Y r—Yy
= r————yl=|——-—-+r—y <
@0l = g y‘ EESIVES I
[z~ 9|
———— t |z —y| <2z -yl
SGaDpen Tloys=2le—yl
Luand 6(¢) = /2 avem indeplinitd conditia de continuitate uniforma pentru

functia f data.
13. Sa se arate ca urmatoarele functii sunt uniform continue pe domeniile de

definitie indicate:
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T b fi(0m) o R, f(r) = S0Y,

a) f:[-1,1] = IR, f(x):4_x2, "

o1
x sin—, daca x # 0;
x

0, daca z = 0.

Rezolvare. a) Functia f este o functie continua (este o compunere de functii

o) f:10.7] = R, f(a)=

elementare) pe compactul [—1, 1], deci ea este uniform continua, conform Teoremei 5

a lui Cantor.

b) Prelungim functia f la functia I [0, 7] — IR, definita prin:

f(x), daca x € (0,7);
flx) = 1, daca z=0;
0, daca z=m.
Deoarece functia f este continua pe intervalul compact [0, 7], rezulta ca f este
uniform continua, deci si restrictia sa la intervalul deschis (0, ), adica functia f este
uniform continua.

1
T sin —
z

¢) Deoarece

< |z, Yo € R\ {0} rezulta ca 3 alclil'[l]f(a?) =0 = f(0).
Deci functia f este continua in x = 0. Fiind compunere de functii elementare (pentru
x # 0) rezultd ca f este o functie continua pe intervalul [0, 7]. Conform Teoremei 5 a
lui Cantor functia f este uniform continua pe [0, 7.

14. Si se arate cd functia f : R — IR, f(z) = z* este continud pe IR, dar nu este
uniform continua pe IR.

Rezolvare. Fiind o functie elementara, f este continua pe IR. Pentru a demonstra
ca f nu este uniform continua pe IR vom arata ca:

Jeg(=1) ai. Vo >0 Tus, ys € R ad. |zs—ys| <06 si |f(zs) — f(ys)| > €o.

Intr-adevir pentru ¢g = 1 ¢i & > 0 arbitrar, momentan fixat, determinam ele-

mentele x5 si ys (s > ty;) din conditiile:

|x5—y5|:5/2 N xg—y5:5/2
25 —ys| =1 T5+ys = 2/9,

de unde rezulta:

0% +4 4— 42
BTy 0 YT s
15. Sa se arate ca functia f(z) = sin T este continui sl marginitd in intervalul
(0,1), dar nu este uniform continua in acestxinterval.
Rezolvare. Fiind compunere de functii elementare rezulta ca f este continua pe
(0,1). Evident f este si marginita: |f(z)] <1, Vz € (0,1).
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Pentru a demonstra ca f nu este uniform continua pe intervalul (0,1) vom arita

deg(=2) al. Vd>0 oz =2() st y=y((d) € (0,1) ai. [z —y| <o

&) i 1/(@) = F)] = e

Fie ¢g = 2 ¢i 0 > 0 arbitrar, momentan fixat. Vom determina numerele x si y de

forma:
1 1

] - -
% + 2n oy % +2n’
deci depinzand de un numar natural n, pe care-1 vom gasi impunénd conditia |z—y| < 6.

T =

Cealalta conditie este evident satisfacuta:

f(z) = f(y)l =

Deci pentru |z — y| avem |z — y| =

AL . [(3m
sin (5 + 2n7r> — sin (7 + 2n7r> = 2.

. Aceasta expresie, in variabila

(% + Zn) (% + Zn)
n, reprezinta un sir care tinde la 0, pentru n — 0o. Deci pentru § > 0 Ing(d) € IN a.l.

1
n 3 < d. Considerand numarul natural ny(d) de mai sus, elementele:
1
() =7——7—= st y(0) =3—7—=
A NG B TN )

satisfac conditia (5), deci f nu este uniform continua pe (0, 1).

16. Si se demonstreze ca functia f : (=1,00) — R, f(x) = xL—l—l + x nu este
uniform continua pe domeniul de definitie considerat.

Rezolvare. Vom ardta ca pentrugg =1, V0 >0 Iz ==2(d) siy =y(d) €

flx)=fly)l =1

Folosind aceeasi idee ca cea din Problema 15 vom determina pe x si y de forma:

€ (—1,00) al |z —y| <dsi

n . n+1
r=- §ioy=——-,
n+1 n+2
unde n este un numar natural pe care-l vom gasi impunand conditia |z — y| < 0.
Deoarece:
n n+1 1 1 ) 1
|z —y|=|— —0, pt. n—o0,

< S1

) (n+1)2 5 (n+1)?
1

pentru ¢ > 0 consideram rangul ng(d) € IN cu proprietatea —————— < §. Astfel:

» 6 +1 (no(d) + 1)
1(6) =——<o—— § y)= ENGES)

n0(5) +1 ;
satisfac conditiile |z() — y(9)| < d si

Hal6) = £66) 1= 7 (+:25) -1 ((25) =+ s

ntl n+2 mtDm+e2
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17. Sa se specifice cu ajutorul diagramelor relatiile care exista intre diverse clase de
functii definite pe un interval I C IR (functii continue, functii uniform continue, functii
monotone, functii cu proprietatea lui Darboux si functii cu proprietatea f(I) = J-
interval din IR).

Rezolvare. Obtinem schema din Figura 4.3.

Func’;ii cu proprietatea f(I) = J

functii cu proprietatea
lui Darboux

functii monotone , .
— functii continue

| functii uniform continue

Figura 4.3

In realizarea acestei diagrame am folosit rezultatele:

1°. Daca f este uniform continua atunci ea este continua (cu observatia ca daca
I = [a, b] atunci multimile corespunzitoare continuitatii gi uniformei continuitti coin-
cid).

2°. Daca f este continua (zona cu contur intarit) atunci ea are proprietatea lui
Darboux.

3°. Daca f are proprietatea lui Darboux pe I atunci f(I) = J este un interval.

4°. Daca f este monotona si are proprietatea lui Darboux (zona haguratd) atunci
ea este continua.

5°. Daca f este monotona si f(/) = J interval din IR (zona hagurata) atunci f

este continua.



Limite de functii. Continuitatea functiilor 155

6°. Exista functii care au proprietatea lui Darboux, dar nu sunt continue (vezi
Problema 5).
7°. Exista functii cu proprietatea f(I) = .J, dar care nu au proprietatea lui

Darboux (vezi Problema 6).

/ AY
Ay \\\//

—_
7/

1 X hN _X
0 . 0 <C
Figura 4.4 Figura 4.5

18. Sa se determine domeniile de definitie pentru urmatoarele functii de doua

variabile reale:

a) f(z,y) =vV1—22 =92 b) f(z,y)=In(z+y); c¢) fla,y) =+V1—22+y2 —4;
d) f(z,y) :arcsin%.

Rezolvare. a) Conditia pe care trebuie si o punem este 1 — 2> —3?> > 0 &
22 + y? < 1. Deci domeniul de definitie al functiei f este:
D ={(z,y) € R* 2”+y> <1},
adica reprezentat grafic in sistemul ortogonal de axe Ozy este discul centrat in origine,
de raza 1 (Figura 4.4).
b) Avem z +y > 0, de unde rezulta domeniul:
D= {(v,y) € R’ z+y>0}
reprezentat in sistemul Oxy de zona hasurata din Figura 4.5.
¢) D={(z,y) € R* x€[-1,1] si y € (o0, —2]U[2,00)}

reprezentat in Figura 4.6.

d) Conditia pe care trebuie s-o impunem pentru existenta functiei f este %‘ <1
& y| < |z|, = # 0. Deci:

D= {(z,y) € R* ly| <z, =>0}U{(z,y) € R% |y| < -z, x<0},
reprezentat in Figura 4.7.

19. Folosind definitia limitei unei functii intr-un punct sa se arate ca:
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/“ y Ay

N
o
—
¥ x

-2 —

/

Figura 4.6 Figura 4.7

. 3 .
lim (2°y) = 0.
y—1
Rezolvare. Vom arata ca:
Ve>0 36(c) >0 ai. V(z,y) € R* cu 0< [[(z,y) — (0,1)]| < d(¢)
are loc 7% y| < e.
Folosind [|(z, y)|| = |z| + |y| in spatiul liniar normat IR* afirmatia de mai sus este

echivalenta cu:

Ve >0 36(s) >0 ai V(x,y) € R* cu 0 < |z|+|y—1] < (e)

are loc |23 y| < e.

(6)

Fie ¢ > 0 arbitrar, dar momentan fixat. Vom determina pe d(¢) astfel incat de
indata ce 0<|z|+|y—1]<d(¢) sa obtinem |2* y| <e. Din inegalitatea 0 < |z|+ |y —1| <
< d(g) deducem |z| < §(e) si |yl < |y — 1]+ 1 < d(e) + 1. Deci:

2%y = |z |y| < 6*(d + 1).
Punand conditia §3(6+1) = £ obtinem o ecuatie de gradul patru in ¢, care are o singura
solutie pozitiva. Intr-adevir, daci notim cu f(t) = t* +3 — avem f'(t) = 413 4+ 312 =
= t?(4t + 3), iar girul lui Rolle pentru ecuatia f(¢) = 0 il determinim din tabelul:
t | —o0 -3/4 0 00
f't) | 0 0
f) |+ - -+
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Deci 3 o singura solutie pozitiva a ecuatiei f(¢) = 0. Notand cu d0(g) aceasta solutjie,
obtinem |23 y| < ¢, de indata ce 0 < |z] + |y — 1| < d(¢). Deoarece ¢ a fost ales arbitrar

rezultd cd avem indeplinita conditia (6), deci lir% (z°y) = 0.
T

y—1
20. Sa se determine urmatoarele limite:
2
1 r? + y? , 1\ 77
a) lir% (z® 4 9?) -sin—; b) Jim. 473/4; c) lim <1 + —) ’ , a € R;
?jjg Yy Yy—>00 r+y y—a x

2

Yy
d) lim ( zy ) : e) lim (x2+y2+22)(my+yz+zm)z_
T—00 r—0
y—0

z—0
Rezolvare. a) Din inegalitatea:

0< <2’ +y’, V(z,y) € R®, z#0, y#0

1
(2% + y?) - sin —
Y

rezulta, prin trecere la limita pentru x — 0 si y — 0 ca:

1
lim (2% +y?) -sin— = 0.
z—0 Ty
y—0

b) Deoarece:

4y 24y 111
0<— y4§ 2% =5 =zt Yo, y>0,
Tt +y 2z%y 2 \x Y
rezulta ca:
2 2 1/1 1
OSJL%%S}L%—(—ﬁ—g)ﬂ-
Yy—00 x +y Yy—00 2 \z Y
2 02
Deci lim —— Y =0,
y—)oox +y
¢) Avem:
x
z? z lim
1 T 1 z z+ T — 00
lim <1+—) " = Jim KH—H To b T
y—a y—a

d) Din inegalitatea:

y? 2
xy 1>y
0 < (= \ 0
<<:1:2+y2> _<2 Y

rezulta ca:

y—00 y—00
y2
X
Y—00 7ty

e) Folosind inegalitatea |xy + yz + zz| < 2% 4+ y? + 22 rezulta ca (zy + yz + 22)* <

< (2% +y*+ 2%)?. Deoarece (x,y, z) — (0,0,0) rezultd ci, intr-o vecinitate a punctului
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(0,0,0), 0 <2? + 9>+ 22 < 1si

(7) (22 4 2 4 2) TP < (g2 42 2yt o
Apoi:
B} lim || Z|* In ||
lim (.ZEQ 4 yQ + ZQ)(x2+y2+z2)2 _ l]m (||f||2)Hm”4 _ 6”:[“*)0 _
V30 2] —0
2—0
lim¢* In ¢
= et%U — 60 — 1

unde 7 = (z,y,2), [|7]| = v2* +y*+ 2%, =[]
Trecand la limita in inegalitatile (7) obtinem:

1 = lim (2 + 2 + 22)(=’L’2-|-Z/2-I-z2)2 < lim (2° + y* + 22)(xy+yz+zx)2 <1,

z—0 r—0
y—0 y—0
z—0 z—0

de unde deducem ca:

lim (xQ + %+ Z2)(xy+yz+zx)2 -1

z—0
y—0
z—0
21. Sa se arate ca desi pentru functia:
22y
flzy) =

w?y? + (v —y)?
avem lim {lim f(a:,y)} = lim {lim f(z, y)} =0, totusi lirr(ll f(z,y) nu exista.
T

z—0 y—0 y—0 (z—0
y—0
Rezolvare. Avem:
lim {;g%f(:v,y)} =lm0=0 s lim {}grg] (af,y)} =lim0 = 0.
Vom arata ca A lir% f(z,y) cu ajutorul caracterizarii cu giruri. Pentru sirul z, =
T—r

y—0

11 11\ 1/nt
- <;,;> — (0,0), pentru n — oo, f(z,) = f (ﬁ’ﬁ) — 1?24
1 1

1 1
n — oo, iar pentru sirul z, = (—2, —) — (0,0), pentru n — oo, f(Z,) = f <—2, —) =
n?’' n n?’'n
_ 1/nb _ 1
S 1/nS+ (1/n? —1/n)* 14021 —n)?
rezultd ca A lirr(ll f(z,y).
T—

y—0
22. Sa se arate ca desi pentru functia:

=1—1=1, pentru

— 0 = [y, pentru n — oo. Deoarece [y # [y

11
f(z,y) = (:r:—l—y)sm;-smy

limitele iterate lim {lim f(x, y)} si lim {lim f(x, y)} nu exista, totusi exista lim f(z,vy).
z—0 |y—0 y—0 (z—0 xﬁg
Yy—

Rezolvare. Avem:
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: : : N N S N |
lim f(z,y) = lim (z + y) sin —sin — = lim 2 sin — sin — + lim y sin — sin — =
y—0 y—0 Y y—0 €T Y y—0 x Y
. 1] N |
= lim z sin — sin — = x sin — lim sin —.
y—0 x 7] xr y—0 Y

Dar hr% sin — nu exista (vezi Problema 5, ¢)), de unde rezulta ca nu exista nici
y— Yy

lim {lim f(x, y)} . In mod aseminitor se arati ci nu existil lim {lim f(x, y)} :
z—0 (y—0 y—0 (z—0

Apoi, din inegalitatea:

0< <l|r+yl, Yo,yec R

1 1
(z + y) sin — sin —
z Y

prin trecere la limitd pentru x — 0 si ¥y — 0 obtinem ca liH(l) f(z,y) =0.
T—r

y—0
23. Sa se arate ca functia:

2 1 ain(y3 4 g0
xy* + sin(z? + y°) y

, daca (x, 0,0);

) = P (z,y) # (0,0)

0. daci (z,y) = (0,0)
desi are limite partiale in punctul (0,0), insa nu are limita in (0, 0).

Rezolvare. Limitele partiale ale acestei functii in punctul (0,0) exista, si anume:

) . sinz? . sinz? )
W=l f@ 0 =lin 5 =g = e =0
T T Sy T Sy ) .
lz = lim f(0,y) = lim ) = lim " y=0.

Pentru a demonstra ca A lir% f(x,y) vom considera drumuri de ecuatie y>=mx
T—r
y—0
(m >0, >0, y>0), adica nigte arce de parabola si apoi vom calcula limita functiei
[ pe aceste curbe pentru z — 0 §i y — 0 (vezi Figura 4.8).
A
y

Y X

Figura 4.8
Avem:
ma? + sin(x? + m?z*\/mx)

lim f(z,v/mz) = lim =

= = 2
(3 2,2 3 2.2
m sin(z® + m*z*y/mx m ¥ 4+ m2x?/mx m
~ lim 4 Sinl@” )) - + lim - |
2=0 \ 1+ m?2 22(1 4+ m?) IL+m? x50  22(1 4 m?) 1 + m?
>0 >0
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Deoarece limita obtinuta depinde de m (deci de drumul corespunzator) rezulta ca

Alim f(z,y).

y—0
24. Sa se calculeze:

lim {lirré f(z, y)} si lim {lim f(z, y)}

z—a (y— y—b (T—a
daca: 4y » )
a) flx,y) = 4_'_?ﬂ,tz—o<3,l)—<><>, b)f(a:,y):m,a:oo,bzo,

1
¢) flz,y)=— tg—2— a=0, b=oo; d) f(z,y) =log,(z+y); a=1% b=0*.

2 2 9 | 9
Rezolvare. a) Avem lim {hm j} = lim 0 =0; lim {hm Tty } =

r—oo | y—oo p4 4 y4 T—$00 y—oo | z—oo x4 4 y
= lim 0 =0.
y—00
Y 1 1 Y
b) lim { lim ° = lim = = —; lim{lim ° }zlimlzl.
z—oo | y—ot 1 + xY r—00 9 2" y—ot (z—00 1 4 ¥ y—0+
1
c) lim{lim—-tg d }—hmO tgl—hmO—O
=0 | y—=oo 3y 1+ Ty z—0
1 1
lim ¢ lim — - tg il = lim { lim giﬂy . = lim 1 =1.
y—oo | 2—0 Ty 1+ Ty y—oo | z—0 ﬁ 1+ Ty y—oo
_ ) . In(zx+y)
d) zlir{h' { hm logx (:E + y)} xlirlﬂ'*' {ylir(%' Inx zlirlﬂ‘k L= 1

: . . In(z+y) . 1
Jim { Jim tos.(e )| = lim {JE% W} = Jim {1 +) - Jim ) =
= lim oo = oc.

y—0t
25. Se di functia f : R*> — IR,
TY dack (,9) # (0,0)
b) aca ‘/L‘7 y b) ;
flz,y) =< 22y*+ (z —y)?

0, daca (x,y) = (0,0).
Sa se studieze limita si continuitatea lui f in punctul (0,0), precum si limitele si
continuitatea partiala a functiei in punctul (0, 0).

Rezolvare. Din inegalitatea:

0 < ) = gyl = ) () £ 0,0),
vy’ + (v —y)?  a%y +( y)
prin trecere la limita obtinem ca 3 hm f(z,y) =0= f(0,0), adica f este continua in

y—)O
punctul (0,0).

Pentru limitele partiale, avem:
3 lim f(z,0) = lim 0= 0= £(0,0) si 3 lim f(0,y) = lim0=0= £(0,0),



Limite de functii. Continuitatea functiilor 161

de unde deducem ca 3 limitele partiale ale functiei f in punctul (0,0) si ca functia f
este continua partial in acest punct.
26. Se di functia f: R*> — IR,
r—r?—y+2

2
fla,y) = yr -4
, in rest.

, dacad y<z2?+2siy+#2;

co| —

Sa se cerceteze existenta limitei gi continuitatea functiei f in punctul (1,2).
Rezolvare. Notim cu D, = {(z,y) € R*; y <> +2siy#2}, Dy ={(z,y) €
€ R* y>2?+2}si Dy = {(z,y) € R*; y=2}. Evident D;UD,UDs; = IR*. Atunci:

xT—r?—y+2

fla,y) = .
3 daca (z,y) € Dy U Ds.

, daca (x,y) € Dxy;

Deoarece (1,2) € D3 vom studia limita functiei f in punctul (1,2) prin puncte
din vecinatatea acestuia situate in D3 sau in D;. Reprezentand grafic Dy, D, si Ds,

precum si P(1,2) in sistemul ortonal de axe Oxy, obtinem Figura 4.9.

Figura 4.9
Pentru (x,y) € D; avem:

T =12 —y+2

pr—at+y—2

lim f(z,y) = lim = lim =
=21 =21 y? —4 ol (y?—4) - (e + Vet -y +2)
I 1 1
= 11m :—,
e, (y+2) - (z++22—y+2) 8

1 1
iar pentru (z,y) € D3 avem lim f(z,y) = lim = = -,
z—1 z—1 8

y—2 y—2
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1 1
De aici deducem ca 3 lim f(z,y) = 3 Deoarece f(1,2) = y rezulta ca functia f
r—1
y—2
este continua in punctul P(1,2).
27. Sa se studieze continuitatea functiilor f : IR? — IR,
sin(xy)

, daca x #0;
a) f(z,y) = @
Y, daca z = 0.
(' —y?)° ) .
27 dacd y? < at §i 2 #£0;
b) f(z,y) = o
0, daci y? > z* sau z = 0.

Rezolvare. a) Fie zg = (0,yp), cu yo € IR. Avem:

. 0, daca yq=0;
lim  f(z,y) =
(,y)—(0,90) vo, dacd yo # 0, (vezi Figura 4.10).

Deci ( )1111(10 )f(x,y) =yo = f(0,40), Yyo € IR. Rezultd ca functia f este continua
z,y)— (V%0

in punctele (0,40), yo € IR. In rest, functia fiind o compunere de functii elementare,

rezulta ci ea este continua. Deci f este o functie continua pe IR%.

023 2%

Y X

Figura 4.10 Figura 4.11
b) Notam cu Dy = {(z,y) € R*; 3? <z*siz #0}={(v,9) € R* —2?><y <2’
si z# 0} sicuDy={(z,y) € R* y?>>a* sau v =0} = {(z,9) € R? y > 22
sau y < —x? sau x = 0}. Evident D; U Dy = IR* (vezi Figura 4.11) si

(2t —y?)? ]

— — d ,Y) € Du;

fla,y) = o ack (z,y) € Dy

0, daca (x,y) € Ds,.

Pentru punctele (g, o) cu y2 = z§ si 29 # 0 avem:
0
X, = lim z,y) =0 si lim x,y) =—7=0.

f@o o) = Jlim ) F@y) § i Ty 8

(xzy)ED2 (xay)eDl
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Rezulta ca f este continua in aceste puncte.
Pentru (xg,y0) = (0,0) avem: f(0,0) =0, lim  f(z,y) =0s5i

(2z,y)—(0,0)
(I’y)eDQ
2
_ _ (2! — )2 _ y?
lim r,y)= lim ——=lim r——] =0,
(a,y)—(0,0) fz.y) (a,y)—(0,0) b (a,9)—(0,0) 3
(x,y)€D1 y2<zt, x#£0 y2<zt, x#£0
y? y? 24
deoarece 0 < | = |=——= < —=|z/si lim = =0.
x3 z3 T |x3 (.y)—(0,0) 2?
(I,y)€D1

Deducem astfel ci functia f este continui si in punctul (0,0). In celelalte puncte
din R? fiind functie elementara, rezultd ci functia f este continui. Deci, in final,
functia f este continui pe IR’

28. Sa se afle valoarea constantei a astfel incat functia f : D — IR, unde D =
= {(z,y) € R* 0<a2%+y*<7/2},

1 —cos 2%+ 4?2

fla,y) = tg (2 + y?)
a, dacd 2% +y* =0,

, dacd 0 < a2?+y? < 7/2;

sa fie continua in origine.

Rezolvare. Calculam limita functiei f in punctul (0,0):

—cosva? +y? lim 1 —cos |[(z,y)]|

1
lim f(z,y) = lim

) ) 20 tg(z?+y2)  lewlbo tg(z,y)]?
(z,5)€D\{(0,0)} y—0 g ( ) gll(z, )l
. l—cost . 2sin’l ¢ 1 1
= lim——— =lim———2 L=

=0 tg 12 t—0 % . tgt2 4 2’

(cu observatia ca (z,y) = (0,0) < [[(z,y)|| = Va2 +y> = 0).
1
Pentru ca f sa fie continua in (0, 0) trebuie ca a = 3

29. Fie functia vectoriald f: D — IR?, D = {(z,y) € R* z*+y2 <4} C R?

—

definitd prin f(z,y) = (fi(z,y), fo(z,v)), (z,y) € D, unde:

tg (zy) N
, daca (xz,y) € D, x #0; )
filz,y) = x (@3) 7 si

1, daca (z,y) € D, =0
(1+x2)m, dacd (x,y) € D, = #0 si zy # —1;
foz,y) = e, daca (z,y) € D, x =0;
0, daca (x,y) € D, zy=—1.

—

Sa se studieze limita functiei f in punctul (0, 1).

Rezolvare. Descompunem domeniul D in D = D; U Dy U D3, unde:
Dy ={(z,y) € R* (v,y) €D, v#0 si ay# -1},

Dy = {(x,y) € R (v,y) € D, z =0},
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D3 = {(z,y) € R* (x,y) € D, zy = —1}, (vezi Figura 4.12).

Pentru a studia limita functiei f in punctul (0,1) vom studia limitele functiilor
componente f; si fo in (0,1).
3

Figura 4.12 Figura 4.13
Pentru functia f;, deoarece P(0,1) € D, vom calcula limita sa in acest punct,

considerand puncte din D; si apoi din D,. Avem:

t t
lim  fi(z,y) = lim 8 (z) = lim 8 (z) y=1, iar
(z,9)—(0,1) (zy)—(0,1) (z.y)—=(0.1) xY
(xzy)EDl
lim r,y)= lim 1=1= f(0,1).
Sy 1Y) = i £10.1)
(z,y)€D2
Astfel deducem ca 3 lim  fi(z,y) = f1(0,1) = 1.
(z,y)—(0,1)
Pentru functia fo, deoarece P(0,1) € Dy, vom proceda ca la f; (nu intervine Dj):
2y — peaoton T
lim x,y) = lim (14 2%)7+% = @¥)20 Y =,
o 2OV =, )
(xzy)EDl
iar: lim r,y)= lim e=e= f3(0,1).
ooy OV = £2(0,1)
(-’E,y)EDQ
Rezulta ca 3 lim  fo(z,y) = f2(0,1) =e.
(,y)—(0,1)

In concluzie:

5 lim )f_’(m,y)=<(x’ylim ey, )fz(m,y)>=f(0,1)=(1,e),

(z.y)—(0,1 )—(0,1 (z.y)—(0,1
deci f are limitd in punctul (0,1). Mai mult acesta functie este continua in (0, 1).
30. Se consideri functia vectoriald f: D — R, D = IR x [0,00) C IR?, definita

—

prin f(l‘ay) = (fl(l‘ay)a fQ(l‘ay))a (l‘ay) € Da unde: fl('ray) =T §1
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y— a2, daca 2% <y;

folz,y) =9 2 — a2y
x? .
Sa se studieze continuitatea lui f in punctul (0, 0).

, dacd 0 <y <z

Rezolvare. Descompunem domeniul D in D = Dy U D5, unde:
Dy ={(x,y) € D; 2?2 <y}, Dy={(z,y) € D; 0<y<a?}, (vezi Figura 4.13).
Studiem continuitatea functiilor componente f; si fo in punctul (0,0). Functia f;
fiind elementara rezulta ca este continua in punctul (0,0) : (z,yl)ig(lo,o) filz,y) =
= f1(0,0) = 0.
Pentru a studia existenta limitei functiei f5 in (0,0) vom studia limitele lui f5 prin

puncte din multimile D i D,. Avem:
limOU) fQ(l‘ay): lim (y_xQ):U:fQ(UaO)a

(z,9)—(0, (z.y)—(0,0)
(Iay)EDl
Y’ Y’
i li = 1 = —yl= i =
00 fal@.) (00)5(0,0) (:c2 y) (20)2(0,0) 72
(z,y)€D> 0<y<az? 0<y<z?
Din inegalitatile:
2 at
0<5< 5= x?, pentru (z,y) € Dy,
x x
prin trecere la limita pentru x — 0, y — 0 obtinem:
2
lim = =0, deci lim x,y) = 0.
(r.0)=(0,0) 22 S 2Y)
(xsy)eDQ (xzy)ED2
Din cele de mai sus rezultd ca 3 lim  fo(z,y) = f2(0,0) = 0. Deducem astfel
. . (z,y)—(0,0)
cad  lim f(z,y) = f(0,0) = (0,0), deci f este continua in punctul (0, 0).
(z,y)—(0,0)

31. Sa se determine punctele de discontinuitate ale urmatoarelor functjii:
1
—————, daca (z,y 0,0);
A f R R, flr,y)={ VT4 (z,) # (0,0)
0, daca (x,y) = (0,0).
xy y
, daca x+y #0;
b) f:R* = R, f(z,y)={ 1Y
0, daca z+y=0.
1
3 —, daca z-y-z2#0;
c)f: R =R, f(z,y,2) =] TY2
0, daca z-y-z=0.

Rezolvare. a) Fiind o compunere de functii elementare, deci continue, functia f

este continud in orice punct (x,y) € IR*\ {(0,0)}. Pentru punctul (0,0) avem:
1

lim @———=

lim x, = = 00,
(m,y)—)(0,0) f( y) (m,y)—)(0,0) V .TQ + y2
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de unde deducem ca f nu este continua in punctul (0, 0).

b) In orice punct (z,y) € IR*\ {(z,y); = +y = 0} functia f este continui. Vom
studia acum limita gi continuitatea functiei f intr-un punct arbitrar (o, yo), momentan
fixat, cu z¢ + yo = 0.

Daca g # 0 atunci considerand sirul z, = (2, y,) = (% + 79, % - :r:g> —

— (9, —x9), pentru n — oo rezulta ca:
PRI CRED Gt BT R

T T = 5 = — —00, pentru n — oQ.
n + o + n i)
Deducem de aici cd f nu este continua in punctele (zq, —x¢), o # 0.

o 2n

Si punctul (0,0) este punct de discontinuitate pentru functia f, deoarece nu exista

lim )f(:r, y), lucru pe care-1 ilustram cu ajutorul unor siruri:

(z,y)—(0,0
11 ) n_lz 1
Zn = (Tn,yn) = <ﬁ’ ;) — (0,0), pentru n = oo s f(rp,yn) = g = 0=
=1;, pentru n — oo, si
~ ~ o~ 1 1 . ~ o~ _n(n1+1)
Zn = (a?n,yn) = <—, — ) — (0,0), pentru n — oc i f(flfn,yn) == =
n n+1 T

=—1— —1=1[;, pentru n — oo.

Deoarece l; # Iy rezulta ca A ( l)in%0 ) f(z,y), deci f nu este continua in punctul (0, 0).
x’y _) )

In concluzie punctele de discontinuitate ale functiei f sunt punctele (z,y) € IR?
cu z +y = 0, deci reprezentate grafic in sistemul ortogonal de axe Ozy sunt punctele
dreptei de ecuatie z +y = 0.

¢) In orice punct (z,y,2) € R*\ {(z,y,2); £ = 0 sau y = 0 sau z = 0} functia f
este continud. Punctele (z,y,2) € IR* cu z = 0 sau y = 0 sau z = 0 sunt puncte de
discontinuitate pentru fy. Verificam acest lucru pentru punctele (g, yo,0) cu xq, yo €
€ IR, in mod aseméanator verificindu-se si celelalte puncte: (g, 0, zo) si (0, yo, 20)-

Pentru un punct (zg, 4o, 0) cu zo, yo € IR arbitrare, dar momentan fixate avem

urmatoarele cazuri:

o i Cy . 1
1°. Daca g, yo # 0, atunci considerand sirul w, = (:ro,yo,—> — (0, Y0, 0),
n
. o n . . N .
pentru n — 0o obtinem ca f(w,) = ——, sir care are limita +0c sau —oc in functie
ToYo

de semnele lui xq si .

1 1
2°. Daca xg = 0 si yg # 0 consideram sirul w, = (—,yg, —) — (0,40, 0), pentru
n n

. . ~ n . .. . . .
n — oo si atunci f(w,) = —, sir cu limita 400 sau —oc in functie de semnul lui yj.
Yo

3°. Daca z 0 si 79 = 0 considerim in mod aseminitor cazului 2° un sir w, =
0 31 Yo 3 n
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11 ~ n?
= (:1:0, -, —) — (20,0, 0), pentru n — oo, pentru care f(w,)=— are limita +oc sau
n'n Tg
—00.
o . . _ 111
4°, Daca zy = yo = 0 atunci pentru sirul @, = <—,—,—> — (0,0,0), pentru
n'n'n
n — oc, f(w,) = n* — oo, pentru n — oc.

In toate situatiile de mai sus, deoarece limitele obtinute pentru functia f sunt

infinite, rezultd ca A lim f(z,y, 2).
(mzysz)_)(-/EO:yOaO) R
Aseméanéitor se aratd ca A lim flz,y,2) si A lim f(z,y,2). In
(.’E,y,Z)_)(.’Eo,O,Zo) (msyaz)_)(oayOVZO)

concluzie punctele de discontinuitate ale functiei f sunt punctele (z,y,z) € IR?® cu
x = 0sau y = 0 sau z = 0, deci reprezentate grafic in sistemul ortogonal de axe Ozxyz
sunt punctele planelor de coordonate (zOy): 2z =0, (zOz): y=04i (yOz): = =0.

32. Si se arate cd functia f : IR> — IR, f(x,y) = sin (z+y) este uniform continua
pe IR*.

Rezolvare. Vom arata cé:

Ve>0 3d(e) >0 al Y(zi,y), (12,92) € R cu |[(z1,91) — (22, 90)]| <
< d(e) areloc |f(z1,y1) — f(za, y2)| < e.

(8)

Conform Problemei 50, Capitolul 3 (vezi si Problema 7, Capitolul 3) normele
Il 1la, || - lls si|l-|la definite pe spatiul liniar I?* sunt echivalente. Alegem pentru

verificarea relatiei (8) norma || - ||, adica vom arata ca:

Ve>0 38(c) >0 ai V(z, 1), (22,92) € IR* cu |xy — | + |y1 — 1] <

< §(e) areloc |f(x1,y1) — f(z2,90)] < e.
Din inegalitatile:
$1+y1—5€2—y2x

|f(x1,01) — f(22,y2)| = |sin (z1 + y1) — sin (@2 + y2)| = 2 |sin 2
XCOS$1+ZJ1;‘$2+?J2 SQSin(xl_xQ);—(yl_yQ) S2|(«’1E1—«’172)‘2|'(yl—yQ)S

<z — x| + [y1 — 12,
deducem ca pentru un & > 0 arbitrar, momentan fixat, putem considera §(¢) = ¢ i

atunci, de indata ce |x; — 22| + |y1 — yo| < () =€ avem |f(x1,y1) — f(22, ¥2)| < .
33. Si se arate cil functia f: E — IR, E = (0,00) x (0,00) C IR?, f(x,y) =

=7 nu este uniform continua pe multimea E.
Ty
Rezolvare. Negand definitia uniformei continuitati, vom arata ca:

Jeo >0 al ¥a>0 3(z],y]), (25,95) € R cu [|[(21,4]) — (23,43)[ls < 0 s
(29, 91) — f(@3,98)| > eo.
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1
Pentru g5 = 3 si 6 > 0 arbitrar, dar momentan fixat, vom determina elementele

1 1 1

, To = —, Y = —, unde n este un
n+1 n n
numar natural pe care-1 vom gasi impunand conditia:

(501;3/1) si (502;3/2) sub forma z; = n Y1 =

(9) (@1, 91) = (22, 52) |5 < 0.

Avem:
1 1

— = |z — — |l =——= < —.
s 90) = (2wl = o = ol fn =30l = oy <

1 1
Pentru ng(d) = l—] + 1, rezulta ca — < 6, deci avem indeplinita conditia (9). Apoi,

V6 1y
pentru 2 = y5 =, 2= ! y‘s = L avem:
no((S), L n0(5) + ]., 2 ng(é), 2 ng(é),
1 1 1 1
\f(ff,y‘f)—f@g,yg)\: B P 5| |1 T 1 T
9 +yr T+ Yy n0(3) + no(0)+1 n0(9) + no(0)

1
=t > -
Deci functia f(z,y) = e desi este continua (fiind compunere de functii ele-
rTTy

mentare, deci continue), nu este uniform continua pe multimea E.

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

34. Sa se cerceteze daca functia f(z) = Inx - COSQ% este marginita in intervalul
(0,¢), € > 0 fixat.

35. Sa se determine marginea inferioara si marginea superioara a functiilor:

a) f:10,2r] = R, f(x)=sinz —cosz; b) f:(=2,1)—> R, f(z)=2%

&) f:(0,00) > R, f(z) :x+%.

36. Sa se demonstreze, folosind caracterizarea "¢, §”, ca:

a) xli_)rgo(xS +3)=o00; b) lim L _ 0.

z—o0 g2 4 9 B
37. Sa se arate ca functia:

a) f:(0,00) > R, f(x)=(1+sinz)-Inz nu tinde la co atunci cand x — oc.
b) g:(0,00) = IR, g(z) = (2 +sinz) - Inz tinde la oo atunci cand z — oc.

1
xsin—, daca x # 0;

T

0, daca z = 0.

38. Se considera functia f: R — R, f(x)=
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Sa se arate ca:
a) f este continua pe IR;
b) in nici o vecinatate a originii functia f nu este monotona.
xz, daca z €10,1]NQ;
1—z, daca z €[0,1]Nn (R\ Q).

Sa se arate ca aceasta functie ia o singura data orice valoare cuprinsa intre 0 si 1, cand

39. Fie functia f : [0,1] = R, f(z) = {

x variaza in intervalul (0, 1), dar este discontinua in orice punct din acest interval, in

afara de punctul x =

1
5
40. Sa se arate ca functia f : R — IR,
0, dacd z € R\ Q;

fla)=91

, daca x€Q, x=—, (m,n) =1,

s 3

nu este continud decat pentru valorile irationale ale lui z, ((m,n) este cel mai mare
divizor comun al numerelor m si n).

41. Sa se calculeze urmatoarele limite:

V1 — /1
a)lim\/+ax \/—i-ﬂx; m,n € IN*, a, f>0; b) lim :

20 T 2=0 (1 — cos 3x)
&) Tim In (tg x); a) Tim arcsinz — arctgx

AN E
AT o e (e )]
=2 COS 2% 2—0 x3 )ﬂHU[g< 4

. . ctgme. ; N in -
f) lim(1 + sin ) ; g) limx (2 A +1>'

42. Sa se studieze continuitatea functiilor de mai jos si sa se determine natura

2tgr —tg2x

punctelor lor de discontinuitate:
tg? daca Z;

2 R R fx) = ctgnmr, daca x & Z,;

0, daca r € Z.

sinTx, daca z € Q;

o) f: R~ R, f(x):{ 0, dack 2¢Q.

43. Sa se determine constantele a;, b;, i = 1,2 din conditiile:

a) xgglm(m —a1x—b)=0; D) mll)rglo(\/m — ayr — by) = 0.

44, Sa se studieze uniforma continuitate pe domeniile de definitie indicate pentru
urmatoarele functii:

a) f:R— R, f(x)=arctgz; b)f:R— R, f(r)=u1z+sinx;

¢) f:[-2,5] > R, f(z)=x%-2zx—1.

45. Sa se arate ca functia f : R\ {0} = R, f(z)= % este continua in intervalul
(0,1), dar nu este uniform continua pe acest interval. Sa se arate ca aceasta functie

este uniform continud pe intervalul [0, 1; 1].



170 Capitolul 4

46. Si se arate ca functia f : R — IR, f(z) = sinx? este continud gi marginitd
pe IR, dar nu este uniform continua pe IR.

47. Sa se demonstreze ca urmatoarele functii nu sunt uniform continue pe domeni-

ile de definitie indicate:
1
a) f:(0,1) > R, f(z)=1Inz; b) f:(0,1) = R, f(x)=¢€""cos o

c)f:(o,g}—uz% Fla) = —

sinz’
48. Folosind definitia limitei unei functii intr-un punct, sa se arate ca:

, . T+ 2—y? 3
a) lim (2> +y)=3; b) lim - —1; ¢ lim 73/ —.
(2.)—(1,2) -y (@)D 22 +y* 5
49. 5a se determine urmatoarele limite:
+ . + . sl .
a) lim % b) lim % ¢) lim o (xy); d) lim (22 4 )Y
1250 12 —xy +y oo T°TY e B 30

50. Sa se studieze existenta si in caz ca exista, sa se calculeze urmatoarele limite:
lio = hm {hm f(x, y)} loy = hm {hm f(x, y)}

llzflrlg%f(‘rao)a ZQZ}JIL%f(an) 51 l:( I)IH(IOO f(f,E y)
pentru functiile:

2 Fi B\ {(0,0)} = R, flay) = 2L,
. ) ) b) xQ_;yQ?

b) £ RA{O,0} > B fley) =

¢) f:E={(v,y) € R* z+#0} = IR, f(x,y):x+y-sin%;

d) f: E={(z,y) € R* #0} - IR, f(x,y):y—i-l—l-x-cosQé.

51. Si se arate ca functia f: D — IR, D = [0,00) x [0, 00) C IR?,

zy + 2%y - In(z +y)

flz,y) = 2% +y?
0, daca (z,y) = (0,0)

b
este continua partial in punctul (0,0), insa nu este continua in raport cu ambele vari-

, daca (z,y) # (0,0);

abile in acest punct.
52. Fie functia f: R* = IR,

|lz| Lz 5
— e v*, daca y # 0;
flay) =9 ¥

0, daca y = 0.
Sa se arate ca f nu este continua in punctul (0,0).

53. Si se afle valoarea constantei a astfel incat functia f : D — IR, D = {(z,y) €
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c R?, 2> +y? <1},

(=*+y*) _q

e

———— daca (z,y) € D, (x,y) # (0,0);

fley) = v O eD G200
o, daci (2,) = (0,0)

sa fie continua in (0, 0).
54. Sa se determine punctele de discontinuitate pentru urmatoarele functii:
T+y N
) ——5, dacd z+y#0;
a) [ R > R, fr,y)={ 2 +y
0, daca z +y = 0.
1
) sin—, daca x -y # 0;
b) f: R R, flz,y)=4 oy
0, daca z -y =0.
C) f: B3 - JRQ) f: (flaf?)a fl(xayaz) =Ty +yZ+ T,
1
falz,y,2) = ¢ 1—a% —y? =22
2, dacd 2% +y? + 22 =1.
55. Si se arate ci functia f : IR* — IR, f(z,y) = cos (z+y) este uniform continui
pe IR*.

56. Si se arate cd functia f : IR* — IR, f(x,y,2) =z -y -z este continud, dar nu

, dacd z? +y?+ 22 #£1;

este uniform continua pe IR



Capitolul 5
CALCULUL DIFERENTIAL AL

FUNCTIILOR DE O VARIABILA
REALA

Fie functia:
(1) f:E%Rm: ECR(mZU: f:(flaf%"'afm)

si tg € F un punct de acumulare al multimii F.
Functia fse numeste diferentiabild in tq daca 34 = (A1, Ag, ..., Ay) € R™ si
functia @: F — R™, & = (ay,qq,...,qy) cu proprietatile tlLr% at) =da(ty) = 0 a.i.
Ft) = flto) + A(t — to) + a@(t)(t — ty), Ve E.
Aplicatia df(tg) : IR — IR™, df(to)(h) = Ah, Vh € IR se numeste diferentiala functiei
fin to. O functie fdiferentiabilé in ty este continua in punctul %,.

Functia f se numeste derivabila in ty daca functia:

(1) = flto)

2 t—
(2) ra—

, t€ B\ {to}

are limita in ¢y gi aceasta apartine lui IR™. Daca f este derivabila in ¢, atunci limita

> S d
functiei de mai sus se numeste derivata functiei f in ¢o, notata f'(¢y) sau d—{(tg). Functia

feste derivabila in ¢y, dacad si numai daca functiile componente f, : E — IR, k = 1,m
sunt derivabile In ¢,. In acest caz avem:
Fi(to) = (filto), f5(to), - -, Fiu(to))-
Teorema 1. Functia feste diferentiabila in ¢y daca si numai daca feste derivabila
in . In plus:

—

df(to)(h)

Jﬁ(to)ha VheR, (A= Jﬁ(to))
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Functia fse numeste derivabild la stinga (la dreapta) lui ty € E, ty fiind punct
de acumulare la stanga (respectiv la dreapta) pentru multimea E, daca functia (2) are
limitd la stanga (respectiv la dreapta) in #o. In acest caz limita functiei (2) se numeste
derivata la stanga (respectiv la dreapta) a functiei f in to, notatd f!(t,) (respectiv
F1(to)). Daci functia f este derivabild in ¢, € E (; punct de acumulare bilateral pentru
E) atunci 3 f1(ty), fi(to) si fi(to) = fi(te) = f'(to). Reciproc, dack 3 f1(ty), fi(to) si
Fl(te) = filte) atunci f este derivabild in #o si f'(to) = fl(to) = fi(te). O functie f
derivabila la stanga in #q (la dreapta in tg) este continua la stanga (respectiv la dreapta)
in ¢g.

Proprietati ale functiilor diferentiabile.

Fie functiile f, §: E — IR™, E C Rsi ¢ : E — IR diferentiabile (& derivabile)
in tg € E, tg punct de acumulare pentru F. Atunci:

a) Functia t — (of)(t) = ¢(t)f(t) € R™, t € E este diferentiabili in #, si

d(pf)(to) = plto) df(to)+ flto) di(te) i (0f) (t) = (to) f'(t0)+ F(to) ' (to)-

b) Pentru VA, € IR functia t — (Af + pd)(t) = Af(t) + pg(t) este diferentiabili
in tg si

AN+ pg)(t) = Ndf(te) + pdii(te) si (Af + pg) (to) = A (to) + g (o).

Fie functia f : F — IR, E C IR, iar A C IR multimea punctelor in care f este
derivabila (& diferentiabild). Daca A # () functia t — f'(t), t € A se numeste derivata
functiei f. Sa consideram functia de doua variabile:

df(-,-): Ax R— IR, (t,h) — df(t)(h) = f'(t)h, V(t,h) € A X R.

Fixand primul argument al functiei de mai sus obtinem diferentiala lui f intr-un punct

t € A, iar daca fixam al doilea argument obtinem functia:
(3) t— df(t,h) = f'(t)h, t€ A,

numita functia diferentiala a lui f corespunzator cresterii h a variabilei independente.
Functia f este de 2 ori derivabilain ty, unde tq € A este punct de acumulare pentru
A daci f' este derivabild in t,. In acest caz (f')'(to) "2 f"(to) se numeste derivata a
doua a functiei f in ty. Folosind recurenta, functia f este de n ori derivabila in ty daca
f®™=1 este derivabild in ¢ si
FO (o) = (£ ) (to)
se numeste derivata a n-a a functiei f in ¢y. In mod asemanator se introduc derivatele

laterale de ordin superior ale functiei f intr-un punct ¢, € F.
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Functia f se numeste de doua ori diferentiabila in ty, t, € A fiind punct de
acumulare pentru multimea A, daca functia (3) este diferentiabila in ¢y, Vh € R. In
aceasta situatie, aplicatia:

d’f(tg) : IR — IR, h— d’f(to)(h) = f"(to)h?, Vhe R
se numeste diferentiala a doua a lui f in ty. Procedand prin recurenta, spunem ca f
este de n ori diferentiabild in to € A daca diferentiala de ordinul (n — 1) a functiei f:

t = d" () (h) = fO DR, te A

este diferentiabild in ¢y, Vh € IR. In acest caz functia:

d"f(to) : IR — IR, h — d"f(to)(h) = f™(t;x)h", Yh € IR
se numeste diferentiala de ordinul n a lui f in ty,. Deoarece dt(h) = h, Yh € IR
(diferentiala functiei identice pe IR) rezulta ca h™ = (dt)"(h), Vh € IR si

d"f(ty) = f™(t) dt™.
In mod aseminitor se introduc derivata de ordinul n a functies fintr—un punct

—

to € A, punct de acumulare pentru A si diferentiala de ordinul n a functiei f in tq:
F(t0) = (F=) (t0) = (£ (1), 8 (to). ... S (k) s
d" f{to) = 0 (to) dt™ = (£ (t) dt™, £ (to) ™, ..., f)(ty) di") .

Teorema 2. Fie functiile f : E > Rsip: D — R, o(D) C EC IR, ty € D
punct de acumulare pentru D, iar zq = ¢(tg) € E punct de acumulare pentru E.
Daca f este diferentiabila in z( si ¢ este diferentiabila in #; atunci functia f o ¢ este
diferentiabila in %, si

d(f o @)(to) = f'(x0) - deo(to), (f o @) (to) = f'(x0) - ¢'(to).

Teorema 3 (Rolle). Fie functia f : [a,b] — IR. Daca f este continua pe [a, b],
derivabila pe (a,b) si f(a) = f(b) atunci ¢ € (a,b) ai. f'(c) =0.

Teorema 4 (Lagrange). Fie functia f : [a,b] — IR. Daca f este continua pe
la, b] si derivabila pe (a,b) atunci 3¢ € (a,b) a.i. f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).

Teorema 5. Daci functia f = (f1, fos vy fm) : [a,b] — IR™ este continua pe [a, b]
si derivabild pe (a,b) atunci 3¢ € (a,b) ai. ||f(b) — f(a)]| < ||F'(c)]|(b— a).

Teorema 6 (Cauchy). Fie functiile f, g : [a,b] — IR. Daca f si g sunt continue
pe [a, b] si derivabile pe (a,b), iar ¢'(x) #0, Vz € (a,b) atunci 3¢ € (a,b) a.i.

£5) = f(a) _ £(0)
g(b) —g(a)  ¢'(c)
Teorema 7 (Cauchy). Fie I C IR un interval, xy € I, iar f, g: I — IR. Daca:

a) f(zo) = g(zo) = 0; b) f, g sunt derivabile in z¢; c) g'(x) # 0
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atunci 3 o vecinatate V' a punctului zq a.i. g(x) #0, Yz € V \ {20} s

iy 1) L)

7=t g(x)  g'(wo)

(cunoscuta si sub numele de prima regula a lui I’'Hospital).

Teorema 8 (regula lui 'Héspital). Fie f, ¢g: (a,b) = IR, unde —oco < a <
< b < 00. Daca:
a) f si g sunt derivabile pe (a,b) cu ¢'(z) # 0 pe o vecinatate V' a punctului a

(¢'(z) #0, Vo e VN (a,b));
f'(x)

b) 3 lim =Le R
e g'(x)
) lim f(z) = lim g(z) =1 (I =0sau co sau — o),
r>a r>a
atunci 3 hm M = L.
toa 9(2)

Un rezultat analog are loc gi pentruz — b, 2 < b. Pentruzg € R, f, g: I\{zo} —

— IR, z¢ € I se poate formula teorema de mai sus cu ll)rn :
T—T0o

Teorema 9 (generalizarea teoremei lui Cauchy - Teorema 7). Fie I C IR un
interval, xg € I, f, g: I — IR. Daca:

a) f si g sunt derivabile de n ori in zy si g™ () # 0;
b) f(xo) = f'(0) =( ‘)' c= () =0 si g(wo) = g'(z9) =+ = g™ D(xg) =0
oo fl@) ()
atunci 3 JE%O o(2) = pey ($Z) :

Teorema 10 (generalizarea regulei lui I'Hospital - Teorema 8). Fie f, ¢: (a,b) —

— IR, —oc < a < b < . Daca:

a) f si g sunt derivabile de n ori pe (a,b) cu ¢, ¢”,..., g™ nenule pe o vecinitate
V a punctului a (Vz € VN (a,b));
b) 3 lim f(2) = lim /(@) == lim /" D(a)=1 s
r>a r>a r>a
3 lim g(z) = lim ¢'(x) =--- = lim g™ V(z) =1 (I=0sau cosau — oo);
r>a r>a r>a
(n) _
¢) 3 ;Haf(n b _em
vsa 90 (x)
atunci - 11 (x) = L.
S g()

Un rezultat analog are loc si pentru x — b, = < b.
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Teorema 11 (formula lui Taylor cu restul lui Peano). Daca functia f: I — IR
(I interval C IR) este de n ori derivabila in zo € I, atunci exista o functie a: I — IR

cu proprietatea xll)nxlo a(z) = a(xg) = 0 astfel incat:

! (n)
£o) = £lao) + T 0 gy o L e 8D o e vaer,
Polinomul T, (z) = f(xo) + fl(lx'o) (z — mo) + - + f(”;('xg) (z — )" se numeste

polinomul lui Taylor de gradul n.
Teorema 12 (formula lui Taylor cu restul lui Lagrange). Fie f : [ — IR
o functie de (n + 1) ori derivabila pe I. Pentru orice x, zg € I, x # ¢, existd un

element &, cuprins intre x, si z, adica de forma &, = zq + 0,(x — z¢), 0, € (0,1) ai..

_ f(n-l—l)(gn) n+1
Daca 0 € I, luand zy = 0 in relatiile de mai sus, obtinem formulele lui Mac-Laurin:
‘(0 ™) (0
fy = £+ P00 g O ),
unde R,(z) = afz) -2 respectiv R, (z) = o F(0,2), 6, € (0,1)

Teorema 13. Fie functia f : I — IR (I interval C IR) derivabild de n ori
in zy €1 pentru care f'(zg) = f"(zg) = --- = f " (x) = 0, f™(xy) # 0. Daci
n = 2k, k € IN* punctul zy este punct de extrem al functiei f si anume punct de
maxim daci f(™(x¢) < 0si punct de minim daci f™(z) > 0. Dacin = 2k+1, k€ IN
atunci zy nu este punct de extrem.

Derivatele si diferentialele functiilor elementare sunt prezentate in Anexa.

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se studieze derivabilitatea si sa se calculeze derivatele urmatoarelor functii:

In(z?+3z), dacd 0 <z <1;
a) f:(0,00) > IR, f(z)=
) /: (0, 0) /@) Z(m—1)+21n2, dacd = > 1,
b) f: {U, %} — R, f(x)=max {thx, tgx-sinx};
O f: R R, f(r) = max{|1 -, 3la]}
2%, daca z € Q;

R T Y
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Rezolvare. a) Functia f este continua in punctul x = 1, deoarece:

lim f(z) = lim In(2° 4+ 37) =In4 = 2In2,

z—1 T—

z<1 z<1

. . )

ilgnli f(x)_:}%rl} Z(:c—l)+21n2 =2In2= f(1).

Deci f(1—0) = f(140) = f(1). In orice punct z # 1 functia fiind elementars este

continua, chiar si derivabila, cu derivata:
2x + 3

f’(:r) — 2 45 3z’
4

daca 0 < x < 1;

, daca = > 1.
Pentru a studia derivabilitatea lui f in punctul x = 1, calculam derivatele laterale

ale functiei f in punctul 1:

—f1 In (2% + 3z) — In4 In L2432
fi(1) = limM: lim n(z”+3z) —In — lim — 4 —
z—1 rx—1 z—1 r—1 =1 xr—1
r<l r<l <l
2y g
o (T4 e g g pad
B s v TP R L B L
a<l 4 (z—1) b
- f(1 5(z —1)+2In2—-2In2 5
jar £1(1) = Jim 28 S0 _p gl@ - 1) +20n e
z—1 r—1 z—1 x—1 4
z>1 z>1
5
Deci f este derivabild in z = 1 si f'(1) = fi(1) = fi(1) = T

In final f este derivabili pe IR cu derivata:

20+ 3 o
o) = 235 daca 0 <z < 1;
= £ ]
1 daca x > 1.

Deoarece f este continua pe IR’ si derivabila pe IR’ \ {1} si, in plus, 3 lin% f(z) =
T—r

5}
= — putem deduce, conform unui rezultat cunoscut (vezi [17], p.155), ca functia f este

5
derivabila gi in punctul 1, iar f'(1) = lim f(z) = n
T—r
b) Avem:
t t
%, daca %Ztgm-sinx;
flz) = tgx
. ¢ g .
L tgx-sinx, daca T<tgm-s1nx,
de unde rezulta ca: .
e dmaxe[ugy
f(z) = ; . dacs <7r T
x-sinx, daca z € | —=,—|.
[ ® 61
Vs
Functia f este continua in punctul x = 5 deoarece:
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b fo)= Y2~ lim o) = f(f).

r—7/6 6 z—m/6 6
x<m/6 >7/6

Functia f fiind o compunere de functii elementare, este continua pe [0, %) U (%, ﬂ si

derivabila pe [0, %) U (z T

61 cu derivata:

1 y
s daca x € [ )
f(z) = _ 2cos’z )
sinz - (1 + cos®z) 3
5 , daca z € ( }
cos?x
Pentru a stabili derivabilitatea lui f in punctul z = —, avem:
t n V3
Y - g BB ey B E) - ttgy 2
fs 5) = lim —— " = hr% 5 hr% 7 =73
T — = - - — V2 .
joir v y =0 (1 Bigy) -2y
: V3 sin®(y+7/6) /3
tgr - sinw — %= g—n/6=y .. w
iar f} <E> = lim & —& TSy coslt/6) L
6 z—7/6 rT— % y—0 Y
z>m/6 y>0
2 . —s1n y+—cos y—i—‘[smycosy——cosy—i-‘[smy 7
=— lim 4 —.
V/3 y=0 Y 6
y>0

Deoarece f; <E> # fi <%> , deducem ca functia f nu este derivabila in punctul z = %
c¢) Avem:
|1 —=z|, daca |1 —=z| > 3|z|;
fz) = )
3lz|, daca |1 —z| < 3|z,
de unde rezulta ca:
,—1/2);
1/2,1/4];

—3z, daca z €
f(x) =4 1—2, dacid z €
3z, daca z € (1/4,00).

(—o0
[—
Deoarecef(—%—t]):f(——w) E) 1arf<——0> f<i+0>:

1 3 VI . o .
=f (Z) =1 rezulta ca f este continua in x = —1/2 i x = 1/4; fiind in rest o functie
elementara, deducem ca f este continua pe IR.

Derivata sa este:
-3, daca x € (—o0,—1/2);

f'(x) =4 —1, dacd x € (—1/2,1/4);
3, daca z € (1/4,00).
Pentru a studia derivabilitatea lui f in punctele z = —1/2 §i © = 1/4 calculam

derivatele laterale:
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1 — f(— — 3 —
P(D) o iy MDD oy
2 2——1/2 x+1/2 z-1/2 x4+ 1/2
2<—1/2 z<—1/2
1 — f(—=1/2 1—2-3/2
B(-Y) = iy [OICUD L msan
2 z——1/2 x+1/2 e=—1/2 1+ 1/2
x>—1/2 z>—1/2
1 — f(1/4 1—2x—-3/4
4 r—1/4 x—1/4 r—1/4 $—1/4
x<1/4 x<1/4
1 — f(1/4 —
i(3) = 1m fl@) = fQ/4) oy, =34 g
4 e1/a x—1/4 z1/4 ©—1/4
x>1/4 x>1/4

Deoarece fi(—1/2) # fi(=1/2) si fi(1/4) # fi(1/4) deducem ca f nu este deriva-
bila in punctele x = —1/2 gi z = 1/4.

d) Aratam mai intai ca functia f nu este continua (deci nici derivabild) in nici un
punct xy # 0, folosind caracterizarea cu giruri. Fie zy # 0 arbitrar, momentan fixat.
Existd un sir (2,)n>1 C Q, @, — g, pentru n — oo, pentru care f(z,) = 2 — 22,
pentru n — oco. De asemenea exista un gir (yn)n>1 C R\ Q, yn — o, pentru n — oo,
pentru care f(y,) = —y> — —x2, pentru n — oco. Deoarece z2 # —z2, deducem c& f
nu are limita in xg, deci nu este continua in z, si nici derivabila.

Functia f este continua in punctul zq = 0. Tntr—adevér, pentru orice sir (2, )new C
C IR, x,, — 0, pentru n — oo, avem:

2 y )
o] i e
—x;, daca r, € R\ Q.
Deoarece 4 nll)rglo f(z,) = 0, rezulta, conform caracterizarii cu giruri a limitei, ca functia
f are limita in 0 si glﬁlgr(l] f(z) =0. Cum f(0) = 0 rezulta ca f este continua in z = 0.

Derivabilitatea are sens s-o studiem doar in punctul x = 0. Din:

_ 2 _ 2
z—0 x—0 =0 z—0 z—0 z—0 T
TEQ zER\Q

deducem ca 3 lim M

= 0, deci f este derivabila in punctul x = 05i f'(0) = 0.
z—0 z—0
1
x?sin —, daca x # 0;
x
0, daca z = 0.

Sa se arate ca f este derivabila pe IR, dar derivata functiei este discontinua in

2. Fie functia f: R — R, f(z)=

origine.

Rezolvare. Pentru x # 0 avem f'(z) = 2z sin — — cos —. Deoarece lir% f(z) =
T—r

-0 e ot

1
x?sin —
x

< :1:2> , rezulta ca functia f este continua in x = 0.
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Studiem derivabilitatea lui f in punctul x = 0:

— f(0 22 sin & 1 1
limM = lim —2 = limzsin — = 0, <xsin— < x|> :
x—0 x—0 z—0 T z—0 T x
Rezulta ca f este derivabila si in punctul z = 0 si f'(0) = 0. Deci:
1
2xsin — — cos —, daca x # 0;
i) = T 7
0, daca =z = 0.
Aratam acum ca functia f’' nu are limita in x = 0, deci este discontinué in origine.
Consideram sirurile z,, = — — 0, pentru n — oo §i y, = —— — 0, pentru
2nm /24 2nm
n — 0o. Avem:
1
f'(xz,) = —sin (2n7) — cos (2nm) = =1 — —1, pentru n — oo si
nm
4 m m 4
I (yn) 7r+4n7rsm<2+ mr) cos<2+ nm 7 pentru n— o0
Deoarece  lim fl(x,) = =1 #£0 = lim f'(yn) rezulta ca /A 1in(1] f'(x), deci f" este
n—o00 n— oo z—

discontinua in origine.

1
) ) arctgﬂ, daca x # 1;
3. Fie functia f: R — R, f(z) = -z

0, daca =z = 1.
Sa se arate ca f nu este derivabila in x = 1, degi 3 lirri f'(z).
T—r

Rezolvare. Pentru z # 1 avem:

f'(z) 1 l—o+1+x 1
T) = : _ .
N 1+ 22
Functia f nu are limita in z = 1, deoarece:
1-0)=li ~ lim arcte LEE T
f(1=0)=lim f(z) = lim arctg —— ==, iar
<1 <1 1+
: , T -
f(140) = lim f(z) = lim arctg T = — 5.

z>1 r>1
Deci f nu este continua in z = 1 si nici derivabila in acest punct.

1
. / 1 _ =
Darﬂil_)n%f(a:)_glﬁl_r)r%l_i_ﬂ_?.

4. Sa se determine coeficientii « si 3 astfel incat functia f : (0,00) — IR,
In‘z, daca z € (0,¢];
flz) = )
azr + [, daca z € (e, 00),
sa fie derivabila pentru orice x > 0.

Rezolvare. Impunand conditia ca f sa fie continua in x = e, obtinem:

li f(r) =1=limy f(x) = ae+ 5 (= f(e))

r<e r>e
Deci ae + =1, de unde rezulta ca =1 — ae.

Pentru = # e avem:
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fl(z) = o daca z € (0,e);
«, daca x € (e, 00).
Calculam acum derivatele laterale ale functiei f in punctul x = e:
_ In‘r — 1 1 — 1D(In? In2 1 1
f;(@):;mM:}ﬁ%L:hm(nx )0’z + I’z + Inz +1) _
r<e €r—e r<e r—e ;2; r—e€
In (14 &£ 1 4
= lim %._ . (1n3$+1n2x—|—lnx—|—1) _1
o= e -

— 1—ae—1
iar f)(e) = lim J@) = o) — Iim 227 o =a.
Tl ow—e  tx a—d

Pentru ca functia f sa fie derivabila in x =

= e impunem conditia ca o = 4/e.
Ob’ginemﬁzl—aezl—%e:—&

In concluzie pentru o = 4/e si B = —3 functia f este derivabila pentru orice z > 0
si derivata sa este:
41n’z
, daca z € (0,e);
fl(x) — T ( )/

4/e, dacd z € [e,0).
5. Sa se calculeze, folosind regulile de derivare, derivatele urmatoarelor functii:
a) f(x) = arcsin

—; — 83 ¢ f(2) = arc L x) = 87
z", _ : cosz. _ 2$2+ Vl_xQ_l
e) f(f,E) =T b) f(l‘) - (SIIIZE) ) g) f(l‘) - arctg x(2m_ 1) 3

(functiile sunt definite pe domeniile lor de definitie).

1
1~ 1
Rezolvare. a) Avem f'(z) = LT

L1 1 1t 1
b) f'(z) = €83 _.<__2> 81 | goc?l)

. = ——e oz -sec
cosQ% T x2 T
X
1 - pJ 1
! _ r2—1 __
C) f ('r) - 1 ’ 2 - 9 :
1+m -1 -Vt —1

d) f'(z) =sinz - z5"*=1 4+ 2577 . cosz - Inx = 25" (sina + 2 - cosz - Inz),
(u?) = vu’~' v’ +u” -0 - Inu).
e) fllx) =a% -2 14+ 2% -Inz- (z-2* ' +2%Inz) = 2 - 2% 1+
+2% 2% -Inz- (1 +Inzg) =227 ' - [I +zlnz(l +1nx)] =
=2t 14+ zlnz- (1 +Inx)).
f) f'(z) = cosz - (sinz)®* 1. cosz + (sinz)* . (—sinz) - Insinz =
= (sinz)**~1. (cos’z — sin’z - Insin x).

g) Avem:
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=2 2(2V/T=22—1)— (222 +VI—22 - 1) [2VT—22 - 1 42722 ] _

PO =
IQ 7127 2
22[20/T — 22— 1]2 [1 T Gty }
B 22(4V/1—22-1)(2/1—22—1)— (222 +V1—22—1)(2—22° — /1 — 22— 22%) B
VT —22 [12(4— 42241 —4V/T—22) + 4zt +1— 42241224 2(222—1)/1—22]
B 3— 31— a2 3 1
S V1I—22(2-2V1—22) 2 J1—a?

6. Sa se demonstreze ca polinoamele lui Cebigsev P,(z) 5

1
— cos (narccos z),

n € IN, verifica ecuatia:
(1 —2*)P!(z) — xP.(x) + n*P,(x) = 0.

Rezolvare. Avem: ( )
) -1 n  sin(narccosx
P! (z) = T [— sin (narccosx)] - n - i = Snot S
-n —x
cos (narccos ) + —=—=- V1 — 22 —sin (narccos x) - ———
iar P!(z) = —— - ( Y ( viera
far P/(2) = 5 T =
~n n-cos(narccosz) - V1 — 2% — 2 - sin (narccos z)
T 9n—1 (1 — 22)3/2 :
Atunci: , ( ) in )
n? - cos (narccosx) nx -sin (narccosz
(1—2?)Py(z) —xP) () +n’Py(z) = — S RS TRy R
nz sin(narccosz) = n?
: - cos (narccos ) = 0.

~on—1 N on—1
7. Sa se studieze aplicabilitatea teoremei lui Rolle pentru urmatoarele functii:
Vaz+zx+4, daca x €10,3];
a) f:[-2V3,3] = R, f(x)= x? 3
7t 2, daci x € [-2/3,0).
b) 0.2 5 R, f(a) = Jo — 17
Rezolvare. a) Functia f este continua pe [—2+/3,3]. Intr-adevir pentru z = 0

avem glﬁlgr(ll f(z) = glﬁlgr(ll f(z) = f(0) =2.
>0 <0
Pentru z # 0 obtinem:
2 1
i daca z € (0, 3];

fliz) =4 Va2 Lo+ 4

z <

3 daci x € [-2V/3,0).
In punctul z = 0 calculam derivatele laterale:

o
fi(0) = lm == i ,
<0 <0
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) . fle)=f0) . Vr*+zx+4-2 4+ r+4—4
fd(()) = hm _— = hm — hm > —
= - 2 oV e+ 2)
I r+1 1
= lim = —.
0Vl +442 4

Deoarece f1(0) # f4(0) rezulta ca f nu este derivabila in punctul x = 0, deci nu se
poate aplica teorema lui Rolle.

b) Functia f:[0,2] = R, f(z) = { (2-1)% dacad ze1,2];

—(z —1)3, daca z €0,1)
este continua pe [0, 2|. Derivata sa intr-un punct x # 1 este:
() = { 3(x — 1), dac&:L T e (1,2];
—3(zx —1)?, dacd z €[0,1).
Deoarece 3 i;rl} f'(z) = 0, deducem ca f este derivabild in punctul z =1 gi f'(1) = 0.
Deci:
() = { 3(x — 1), daczj x € [1,2];
—3(z —1)%, daca z €[0,1).

Cum f(0) = f(2) = 1 rezultd ca avem toate ipotezele din teorema lui Rolle
indeplinite, deci conform acestui rezultat deducem existenta unui punct ¢ € (0,2)
a.i. f'(¢) = 0. Impunand conditia f'(z) = 0 gasim singurul punct ¢ = 1 cu aceasta
proprietate.

8. Sa se studieze aplicabilitatea teoremei lui Lagrange pentru urmatoarele functii,
iar in caz afirmativ sa se determine constanta ¢ din enuntul teoremei:

a) f:[-7/2,7/2] = IR, f(x)=|sinz|-sgn (sinx);

Vo +1, daca z € (0,3];
Z4 1, daca z € [—4,0].

2
Rezolvare. a) Functia f este:

b) f:[-4,3] = R, f(z)=

sinz - (+1), daca x € (0,7/2];
f(x) = 0, daca z = 0;
—sinz - (—1), dacd z € [—-7/2,0).
Deci f(z) =sinz, Vz € [—-7/2,7/2]. Deoarece functia f este continua pe [—7/2, 7 /2]
si derivabila pe [-7/2, /2] rezulta, conform teoremei lui Lagrange, ca Jc€ (—m/2,7/2)
al f(r/2) = f(=n/2) = f'(c) - (7)2 = (=7/2)) = 2 =7 [f(c) & f'(c) =2/m =
cosc = 2/m. Punctele care satisfac conditia din concluzia teoremei lui Lagrange sunt

¢ = tarccos 2/m.

b) Deoarece f(0 —0) = f(04+0) = f(0) = 1 rezulta ca functia f este continua
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in punctul z = 0. Deci f este continua pe intervalul [—4, 3], (fiind pe [—4,3] \ {0}

compuneri de functii elementare). In orice punct z # 0 functia f este derivabild cu

derivata: .
————, daca x € (0,3];
Fl(z) = 2\/x1+ 1 (0.3]
2 daca x € [-4,0).

Din faptul ca 3 lgr(l) f'(z) = 1/2 deducem ¢ f este derivabild si in punctul x = 0 cu
f'(0) = 1/2. Deci f este derivabild pe intreg intervalul [—4,3]. Conform teoremei lui
Lagrange rezulta cad 3¢ € (—4,3) al. f(3)—f(—4)=f'(¢)(3—(—4)) = 3=T7f'(c) =
f'(¢c) = 3/7. Punctele ¢ cu aceasta proprietate nu se gasesc in intervalul (—4,0),

= —, deducem

2v/e+1 7

deoarece aici derivata este egala cu 1/2. Impunand conditia
N 13
punctul ¢ (care este gi unic) egal cu 36 € (0,3).

9. Sa se studieze aplicabilitatea teoremei lui Cauchy pentru urmatoarele functii,
iar in caz afirmativ sa se determine constanta ¢ din enuntul teoremei:

3

T2 +1, daca z € (1,3];
Fi03 R f@)= 3
—:c+§, daca z € [0, 1],
9:10,3] = R, g(z) =z
1
Rezolvare. Deoarece lim flz) = lim flz) = f(1) = 3 rezulta ca functia f
<l z>1

este continua in punctul z = 1. Fiind pe intervalele [0, 1) si (1, 3] functie elementara,
deducem ca f este continua pe intreg intervalul [0,3]. Derivata lui f intr-un punct
x # 1 este:

r? — 2z, dacd z € (1,3];
f'(x) = )
—1, daca x €[0,1).
Deoarece 3 li_)rr% f'(z) = —1 rezultd ca f este derivabila in punctul z = 1, iar f'(1) = —1.
Deci:
r? — 2z, dacd z € [1,3];
f'(x) = )
—1, daca x €[0,1).

Functia ¢ este continua pe [0, 3] si derivabila pe [0, 3], iar ¢'(z) =1#0, Vz €
€ (0,3). Din cele de mai sus tragem concluzia ca avem indeplinite toate ipotezele din

teorema lui Cauchy. Rezulta ca 3¢ € (0,3) ai.:

fB) = fO0) _ f'lo) . 1=4/3_ f'(9 . [

a3 —g0) g 3-0 gl gl
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Pe intervalul (0,1) A nici un punct ¢ cu aceasta proprietate, deoarece f'(z) = —1,
¢(x) =1, Yz € (0,1). Insi pe intervalul (1, 3) avem:

2v/2

9 1
C—2C:—§$C=1+TE(1,3).
10. S& se arate ca dacd f, g si h sunt functii continue pe [a,b] si derivabile pe

(a,b) atunci 3¢ € (a,b) a.i.

fla) f(b) f'(o)
gla) g(b) g¢'(c) | =0.
h(a) h(b) H(c)

Rezolvare. Sa consideram functia ¢ : [a,b] — IR,

fla) f(b) f(x)

8

@) 9(b) fla) ()
o(z) = gla) g(b) g(z) |= f(x) — o)t
h(a) h(b) hx) (a) h(b) h(a) h(b)
fly 70 ‘-h(x).
gla) g(b)

g(a) g(b)

FO= )

11. Fie f : [0,1] — IR’ o functie care admite o primitiva F' : [0,1] — R (F
derivabila pe (0,1) si F'(z) = f(z), Yz € (0,1)) cu proprietatea F'(1) = 0. Sa se arate
cadce (0,1)ai.

Flc) > —5662 - f(e).

Rezolvare. Consideram functia G : [0,1] — R, G(z) = (1 — 6*12) - F(x).
Functia G este continua pe [0, 1], derivabila pe (0, 1), iar G(0) = G(1) = 0. Conform
teoremei lui Rolle exista ¢ € (0,1) a.i. G'(c) = 0.

Dar G'(z) = 2ze " F(x) + (1 - 6_1:2) - f(z), Yx € (0,1). Deci relatia G'(¢) = 0
devine:
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2

2ceF(c)— e f(e)+ fle)=0 <
(4) 2ce”Flc) = (e = 1) f(0).

Folosim in continuare inegalitatea e — 1 > —z2, Vz € (0,1). Intr-adevir,
considerand functia f; : [0,00) — R, fi(z) = e * 4+ 22 — 1, avem f;(0) = 0 si
filz) = =2z e+ 2 = 2 (1 - 6’12) > 0, Vz € (0,00). Rezulta ca f; este strict
crescatoare pe (0,00), deci f1(z) >0, YV € (0,00).

Utilizand inegalitatea de mai sus in relatia (4) obtinem:

2ce CF(c) > —c2f(c), (f(c)>0),
de unde rezulta ca:
F(c) > —5602 - f(co).

12. Fie f, g € C'([a,b]) si sd presupunem c& fg' — f’g nu se anuleaza in nici
un punct din [a, b]. Sa se arate ca intre doua zerouri ale functiei f se gaseste unul al
functiei g si reciproc.

Rezolvare. Fie xy, z5 € [a,b], 1 < x5, doua zerouri ale functiei f, adica
f(z1) = f(xa) = 0. Presupunem prin reducere la absurd ca g(z) # 0, Y& € [z1, 1]

Sa consideram in continuare functia i . [z, 29] — IR. Aceasta functjie este continua pe
(1, 4], derivabila pe (z1, x2) si <i> (21) = <i> (z9) = 0. Conform teoremei lui Rolle
9 g

/
rezulta cad 3¢ € (x1,29) al. <i> () =0 < (f'g9)(c)— (fg')(c) = 0. Relatia obtinuta
contrazice ipoteza, care spunegcé f'g — fg' nu se anuleaza pe [a,b]. Rezulta astfel ca
presupunerea facuta este falsa, deci Iz € [x1, 25| ad. g(zg) = 0.

In mod aseminitor se demonstreazi cil intre doud zerouri ale functiei g se gaseste
un zero al functiei f.

13. Sa se arate ca polinomul: ,

P(a:):1+%+%+---+fl—7;

nu are radacini multiple.

Rezolvare. Presupunem prin reducere la absurd ca ¢ € IR, radacind multipla
a polinomului P, deci cel putin radacina dubla, adica P(c¢) = 0 i P'(c) = 0. Astfel

obtinem relatiile:
DR S
— N P — 1 — J— P - @@ =
1 nl i TP (n—1)

de unde rezulta ca ¢ = 0. Dar P(0) = 1 # 0, deci ¢ = 0 nu este radacina a polinomului

P. Contradictia obtinuta ne conduce la concluzia ca P nu are radacini multiple.
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14. Sa se arate ca:

Inx 1 T+ a T —a
<—=, Vze(0 1}; b Vo >a>0.
Rezolvare. a) Notam /z = y. Atunci inegalitatea din enunt este echivalenta cu:
In y? 1
< —, Yy € (0, 1}
<L e .00\ 1)
Daca y € (1,00) inegalitatea de mai sus se transforma in:
y’ -1
(5) 2Iny < , Yy € (1,00),
iar pentru y € (0, 1) inegalitatea devine:
y? -1
(6) 21Iny > , Vy € (0,1).

Pentru a demonstra inegalitatile (5) si (6), sa consideram functia f: (0, 00) — IR,

2
-1
f(y):2lny—y . Avem:

Y
2 Y241 y—1)2
=222t WD o vy e 0,00\ (1)
Y Y Y
Rezulta astfel ca f este strict descrescatoare pe (0,00) \ {1}. Deoarece f(1) = 0,

deducem ca f(y) > 0, Yy € (0,1), adicd inegalitatea (5), si f(y) < 0, Vy € (1,00),

>

adica inegalitatea (6).

b) Inegalitatea din enunt, este echivalenta cu:

2y —
(7) lnx—lna>M, Vo >a>0.
T+ a
L . 2(x — a)
Consideram functia f : (a,00) = R, f(x)=Inz —Ina — T Avem:
x+a
1 4 —a)?
fl(x)=—— ¢ - (z = a) >0, Vz € (a,00).

z (r+a)? z(r+a)?
Deoarece lim f(z) = 0, iar functia f este strict crescatoare, deducem ca f(z) > 0,
r>a

Vz € (a,00), adica inegalitatea (7).
15. Sa se discute natura radacinilor ecuatiei:
flx) =2 —42® — 82> + A =0
dupa valorile parametrului real A, folosind girul lui Rolle.
Rezolvare. Avem:
f'(x) = 42® — 1222 — 162 = 4x(2? — 3z — 4).

Ecuatia f'(z) = 0 are solutiile 21 = 0, x5 = —1, x3 = 4. Sirul lui Rolle este:
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Fo) SEY 10 S see)

Daca A € (—o0,0) sirul lui Rolle este: + — — — +. Atunci ecuatia admite doua
radacini reale z; € (—oc, —1), x5 € (4,00) si doud radacini complexe z3, x4 € C.

Daca A = 0 sgirul lui Rolle este: + — 0 — +. Atunci ecuatia admite patru
radicini reale z; = 2 — 2v/3 € (=00, —1), 2y =23 =0, 24 =2+ 23 € (4,00).

Daca A € (0, 3) sirul lui Rolle este: + — + — 4. Atunci ecuatia admite patru
radacini reale distincte ¥y € (=00, —1), zo € (—1,0), z3 € (0,4), 4 € (4,00).

Daca A = 3 girul lui Rolle este: + 0 4+ — +. Atunci ecuatia admite patru
radicini reale 11 = 29 = —1, 23 =3 -6 € (0,4), 24 =3+ V6 € (4,0).

Daca A € (3,128) sirul lui Rolle este: + + + — +. Atunci ecuatia are doud
radacini reale z; € (0,4), x9 € (4,00) i doua radacini complexe x3, x4 € C.

Daca A = 128 sirul lui Rolle este: + + + 0 +. Atunci ecuatia are doua radacini
reale 1 = x5 = 4 si doua radacini complexe z3, z4 € C.

Daca A € (128, 00) sirul lui Rolle este: + + + + +. Atunci ecuatia nu are nici
o radacina reala, x1, z9, x3, x4 € C.

16. Sa se studieze aplicabilitatea teoremei lui 'Hospital (Teorema 8) pentru

functiile:
a) f(r) =z +sinz-cosz, g(z)=e""(z+sinx-cosz) si punctul limita oc.
z?sin —, dacid x #0,
b) f(z) = T 7 g(x) =sinz si punctul x5 = 0.

0, daca z = 0;
Rezolvare. a) f, g : IR — IR sunt functii continue si derivabile pe IR, iar
. _ . . . _ Sin:E .
Ilgrgof(m) =00 (|sinz cosz| < 1) si g}grgog(x) =00 (0 < e™® <e, |sinzcosz| <1).
Sa verificam acum conditia ¢'(x)#0 intr-o vecinatate a lui oo, deci pentru x €[4, 0o),
A€ R, A suficient de mare. Avem ¢'(x)=cosz eS"?(z+sinz cosz)+eS"?(1+cos?z—

SINT 6o 1 (¢ + sinx cos T + 2 cos ).

—sin’z) = e8¢ (z cosz + sinx cos?x + 2cos’z) = e
Pentru A mare, A>0 FA">0 al x+sinzcosx + 2cosx > A', V€ [A, oo). Deci
¢ (x)=0 < cosx =0 < x=7/2+km, k€ Z, adica 3 valori ale lui x oricat de mari
care sa anuleze pe ¢’. Deducem astfel ca aceasta conditie ¢’ # 0 intr-o vecinatate a lui

oo nu este indeplinita, deci nu putem aplica regula lui I'Hospital, desi:

. f'(x) _ 1 — sin’z + cos’z
3 lim = lim — . =
z=00 g'(x) @200 ST cogx (2 + sinx cos x + 2 cos x)
. 2cosx
= lim =0

200 SINT (g + sinx cos T + 2 cos )
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Din calcul direct se poate vedea ca:
. T . T+ sinzcoszx . 1
A lim M = lim — - = lim ——.
zo00 g(x) 220 eSNT(g 4 ginxcosy) @00 eSInT

b) Sa consideram functiile f, ¢g: (—a,a) = R, 0 < a < w/2. Evident f si g sunt

continue gi derivabile pe (—a, a), liII(l) f(z) = liH(l) g(x) =0,iar ¢'(x) =cosx #0, Vz €
z— z—

f'(z)

€ (—a,a). Sa studiem existenta lim . Avem:
z—0 g’(m)
" 22sin 1 — cos L 1 1 1
lirnf( ): im L "”:lirn(stin——cos—):—lim<cos—>,
z—0 g’(m) z—0 CcOS T z—0 T T z—0 T

2 1
EllimM:hmx SlnI:lim< v )-(msinl>:o.

e=0 g(xr) =0 sinx z—=0 \sin T
Facem observatia ca in acest caz b) putem aplica Teorema 7 a lui Cauchy (prima
reguli a lui ’'Hospital). Intr-adevir f(0) = g(0) = 0, fsi g sunt derivabile in 0 (pentru
functia f vezi Problema 2), iar ¢’(0) = 1 # 0. Rezulta, conform Teoremei 7 ca:

!/
L @) fO) 0
220 g(z)  ¢'(0) 1
17. Sa se calculeze, folosind regula lui I’Hospital, urmatoarele limite:
sin®z — 2% cosx

. . . N . : sin %
a) ;1_r)r(1) e : b) lim x (7 2arctg1;$), c) lim 2"

. 1 1 . T e . tgx —sinx
d) lim <ef’3 -1 ;> +o) Jfim, (5 ~arctg :1:) » D) ling sin’x

S In(1 :
g) }Jig}l(\/g"'vl_ﬁ)ﬁer, unde ¢ =0 sau 1; h) lim n(1+arcsin z)

2—0 a®’ — phr’
Rezolvare. a) Avem:

sin’z — z2cosz g

. . 2sinzcosxt — 2z cosx + xlsinx g
lim = lim =

z—0 3 z—0 312
I 2cos2r —2cosx + drsinx + 2 cosz g
= lim =
z—0 6x
’ —4sin2x + 6sinz + 6z cosT — x%sinx 0
= lim = 0.
z—0 6 .
. . w=2arctgx yg . —2 1T
b) lim z - (7 — 2arctgz) = lim ————— "= lim i""” =2,
Tr—0oQ Tr—0oC = Tr—0oQ — ==
T 2
1
Inzx : z 91
1 | lim dim T TS
) lim gt — s e ey TR AT
Tr—r00
. sin*l o1 1
lim — lim —
T—00 L T 11m
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. 1 1 o x—eP+1 g .. 1—¢€" 'H .. —e”
d) lim - —)=llm—————=lim———— = lim——— =
) =0 \e? —1 1 =0 et — g -0 % + re® — 1 -0 2e% + geZ
X 1 T In (%—arctg :1:)
T T lim — 1n<——arctg x) lim Y
e) lim (——arctg :E) =7 Inw 2 =T Inz =
x—o0 \ 2
1 1
. 7/2-arctga (_1+a:2> . T 1 . _H%
lim T lim (— lim —————————
— o™ = — oo\ 1422/ m/2—arctgr _ oo 1/2—arctgx H
—1+x 9
lim 22 ) - —1
R dm o\ -
=e I+z? = ¢ = ¢!
toxr —sinx py L _coszx 1 — cos’z 1 1 —cos’zr yy
f)limgiz;l—l Lzlim—ﬂ:—limil
0 sin’x :IHO 3sin’zcosz =0 3cosdr sin’x 3z=0 sin“x
| 3cos’z-sinz 1 3 1
=—lim——=—. — = —
3 2—-0 28inxcosx 3 2 2

g) Avem: hm(\/_+ V1-— a:)%

N AN AW )
=£§;[[(1+I+\/1—x—1) e =
1 1

hm\/f+\/1—a:—1 lim 5r  2/1-w e

z—a 1 za — 1 (1 -3 — 1) lim ———
_. z(1 —x) _ . 2\/a(1—7) _era 1 =21 —e.

b) lim In (1 4 z arcsin x) A F P ——— allrcsim : (arcsinaj + —\/i?) _

z—0 a®® — p** =0  2xlna-a® —2zlnb- b*°

1 arcsin x 1 1
ZQIH%}E%( " +m>:1n%,(a,b>0,a;ﬁb).

18. Sa se calculeze derivatele si diferentialele de ordinul n (n > 1) pentru
urmatoarele functii:

a) f(x)=¢€", x € R; b) f(zx)=sinz, 2 € R; c) f(z)=cosz, =€ R;

d) flz) = (i lna:) Cx € (0,00); e) flz) = <m In(z - 2), xm> |
mée IN*, x € (2,00).

Rezolvare. a) Avem [ (z) = ¢*, YV € IR, ¥n € IN. Demonstram acest lucru
prin inductie matematica. Pentru n = 1, f'(x) = e*. Presupunem propozitia P(n) :
f™(x) = e” adevarata si o demonstram pe P(n + 1). Din f*)(z) = (f(”))’ () =
= (e”)" = e”, rezulta ca si P(n + 1) este adevarata.

Diferentiala de ordinul n a functiei f intr-un punct z € IR este:

d"f(x) = f)(2)dz™, deci d"f(z) = e” da".

b) Derivata de ordinul n a functiei f este:
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f)(x) = sin (:c + %) , VxR, Vne€ IN.
Formula o demonstram prin inductie matematica. Pentru n =1, f'(z) = cosx =

= sin <:c + g) . Presupunem ci f (x) = sin (:1: + %) este adevarata si demonstram
(n+1) )Y ; n\\’ nm
formula pentru (n+1). Avem: f (x)= (f ) (z) = (sin v+ )| =cos|zt - )=

2
, < +n7r+7r> , +(n+1)7r
= sin — + =) =sin —
sin (2 + -+ 5 sin |z 5

Diferentiala functiei f este:

nim
d" f(z) = sin (7 —|—:1:> dz", Vze R, Vne N
¢) Se demonstreaza prin inductie matematica ca:

f")(x) = cos <x+n77r>, Ve e R, Vn € N,
iar d"f(x) = cos (:1:4—%) dz", Yoz € R, Vn € IN*.

@) Avem () = (/7). 7 (@), unde () = =, fola) = o

Se demonstreaza prin inductie matematica ca:

i) = % 5" (x) = (_1)n+;£" “ D yae0,00), Vne N
Deci:
J?(n)@) = ((;}l):lm’ (—1)"+;£n_ 1)!> , Ve (0,00), Vne IN* si

xn+1 xn

d" f(z) = ((_1)nn! dz", ()" — 1) dx") , Yz € (0,00), Vn € IN".

I 1
A n) () — (£ (n) (n) _ _
) Avem 1" (z) = (7 (2), £57(@), 17 (@), unde fi(a) = . fo(a)
=In(z—2), f3(x)=2am
Descompunem pe f; in fractii simple:
1 1 1
o) = ey "o ao1 "rERo)
de unde rezulta ca: (1) (1)
(n) . —1)"n! . —1)"n!
17 (x) = G @ VnelN, Vz € (2,00).
Pentru f5 si f3 avem:
my_ (D™ (0= 1) N* 2
f2 (‘r)_ (l‘—2)n ’ Vn e ) VxE( 700)7
(n) m(m—1)---(m—n+1)z™ " dacd m > n;
fs" () = <
0, daca m < n.
Deci pentru n < m:
_1\n _1\n _1\nt+1 _ |
gy (DT (el (e
o) = (e — e O, = 1= ).

iar d" f(z) = f(2) da™, YV € (2,00).
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Pentru n > m:

oy [ (=1)"n! (=1)"n!  (=1)""(n—1)

e j<<x e e 0),
jar d"f(z) = f™(z) da™, YV € (2,00).

19. Sa se demonstreze, folosind metoda inductiei matematice, formula lui Leibniz-

Newton:
(f-9)™ =CRf™g+Cof"= Vg +---Cp' flg" =D+ Cifgt™, ne N
si apoi sa se aplice pentru urmatoarele functii:
a) f(x) =e"sinz, z € R; b) f(z)=2"Ilnz, z€ R,, me IN;
¢) f(z) =sinax -sinbr, x € R; a, b€ R*; d) f(z) =23, z € R pt. n=>5.
Sa se scrie si diferentialele de ordinul n ale acestor functii.
Rezolvare. Pentru n = 1 formula este adevarata: (f-g)' = flg+ fg' = CYf'g+

+C] fg'. S& presupunem formula adeviratd pentru n si s-o demonstram pentru (n+1):
(f - 9) D = ((f - 9)™) = (COfMg+ CLfm Vg + oot CotflgnV + O fg™) =
= (0 (f(n+1)g + f(n)g') +C! (f(n)g/ + f(n—l)g") 4.4 o0t (f"g(n—l) + f'g(n)) +
+Cn (f1g™ + fgint)) = COfrtg 4 (CO+ CL) f™Mg' + (CL+ C2) f0 Vg -+

(Cn—l + Cn)flg(n) + Cgfg(n-l—l) _ Cnglf(n-l—l)g + 071l+1f(n)gl + C?erlf(n_l)g” NS
+ O g™ + Ol f gt

Deci formula este adevarata si pentru (n + 1). Conform principiului inductiei
matematice rezulta ca formula lui Leibniz-Newton este adevarata pentru Vn € IN*.
n
a) Din Problema 18 a)-b) avem: (e”)(™ = ¢?, iar (sinz)™ = sin <77T + x) , Vo €

€ R,¥n € IN. Deci: f®(z) = Ck(e”)" M (sinz)*) =

n k N
:ZC’Se"’“’sin(%—i—x), VrelR, Vne IN* i

k=0
d"f(z) = (Z C*e sin (I%T +x>> dz", Yz € R, Vne IN*.
k=0
b) Conform Problemei 18 d)-e) obtinem: f(™ Z CF(x J(Inz)® =
" m! 1)F1(k — 1))
$oi m< 1(k >, i n <
P —n+k) xk
- n ! VLR 1)
ﬁLxm_’Hk- (=)™ (& 1)', daca n > m.
p o (m = n+ k)! xk

Deci:
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n k+1Cm(k—1)

. Z m—n k) men o daca no < m;
fW@)=4q "0 (k— 1)
> (- 1)’““% m=n dacd n > m,
k=n—m -
iar d”f(x):f(")( )dx” VnEﬂV* Ve (0,00).
c¢) Avem: f Z C*(sin az) ™= (sin ba)®

= i CFa™ bk sin (ax + @) sin (bx + k77r> , Yx € IR, neIN",
far 4 f(2) = £O) () da™, W€ R, Vne N
d) fO(z) =026 (=2)%e 2 + C26x - (—2)°e > + CF 322 - (=2)*e 2"+
+C2 2%+ (=2)%e 2 = (240 — 4807 + 24022 — 322%)e 2*, Vr € IR,
iar d°f(z) = (240 — 480x + 24022 — 322%)e 2" dz°, Vz € IR.
20. Si se verifice ca daca f(z) = (az +b)™ - (cx + d)""™ ! atunci:
fO(z)=m(m —1)---(m—n+1)(ad — be)"(ax + b)" " (cx + d)~"!
Rezolvare. Demonstram relatia din enunt prin inductie matematica. Pentru
n=1avem f(z) = (az +b)"(cx +d)~™ g
f'(z) = ma(az + b)" ' (cz + d)™™ + (—=m)c(ax + b)"(cx + d)™™ ! =
= (az+b)™ 1 (cx+d) ™ tmla(cx+d) —c(ax+b)] = m(ad—bc)(ax+b)" (cx+d)~™ !

Presupunem adevarata relatia pentru n — 1, adica:

n—1

dxn—l

[(a:c +0)"(cx + d)"fm’ﬂ =m(m—1)---(m —n+2)(ad — bc)" ' x

X (azx + b)™" " (cx 4 d)~™!
i 0 vom demonstra pentru n (relatia din enunt). Avem:

e dy ] = T {(e ) (e e 4 d ]} PR

n—1 n

ot [(az )" (e + )" 4 (ea o+ d) 7 [(ax D) (ea + )] =

_ dn_l b m d n—m-—2 d d dn_l
—cndxrk1 [(ax—i— )™ (cx + d) ] (cx+ )dx e

=cnm(m—1)--- (m—n+2)(ad—bc)"1(ax+b)m”+1(cx+d)m1+(cx+d)% [m(m —1)x
X - (m=n+2) - (ad—bc)" (ax+b)" " (cx+d) "™ N=cnm(m—1)--- (m—n+2)x
X (ad—be)" H(ax+b)" " (cx+d)"™  + (cx+d)m(m—1) - - - (m—n+2)(ad—bec)" " x
X [a(m —n+1)(ax +b)™ "(cx +d)"™ ' — (m + V)c(ax + b)™ " ex + d) " ?] =
=m(m—1)---(m—n+2)(ad—bc)" *(az+b)™ " (cx+d) ™ en(ax+0b) +a(cx+d)X
X(m—n+1)—(m+1)c(ax+b)] = m(m—1)--+ (m—n+2)(ad—bc)" (ax+b)" " (cx+

=Ccn

[(am +b)"(cx + d)”_m_g} } =
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+d) " Yacnx + ben + acmx + adm — acnx — adn + acx + ad — macx — acx —mbe — be] =
=m(m—1)-+(m—n+2)(ad—bec)" ' (ax+b)™ " (cx +d) "™ ben + adm — adn + ad—
—mbc —be] =m(m—1)---(m—n+2)(ad — bc)" ' (azx +b)™ " (cx + d)™™ " (ad — be) X
x(m—n+1)=mm-—1)---(m—n+2)(m—n+1)(ad — bc)"(ax + b)™ " x
X (cx +d)~™!

21. Sa se scrie formula lui Mac-Laurin cu restul lui Lagrange pentru urmatoarele
functii:

a) f(x) =sinz, x € R; b) f(a:

d) f(x) =In(1+2x), z € (-1,00

=cosz, x € R; c¢) f(z) =€, z € R;
e) flx)=(14+2)*, z€(-1,0), a€ R.

vv

Rezolvare. a) Deoarece f(m) (x) = (=1)™sinz si fC™(z) = (=1)"cosx
rezultd ca f?™(0) =0 si f@m+D) (0) ( 1)™, ¥m € IN. Deci pentru Vo € IR :
P 2%-1
sinx:Z(—l)k_lxi +(— 1)” sin (fo,—17), pentru n=2p —1, 0y, 1 €(0,1)

(2k —1)! (2 )

o P oy o 2p+1
si sma::Z(—l) - m+ (—1)pm cos (fapx), pentru n=2p, By, € (0,1).

b) Deoarece fCM(z) = (=1)™cosz si fC"D(z) = (—1)"*'sina rezultd ca
fE™(0) = (=1)™ i f®™*+D(0) =0, ¥Ym € IN. Deci pentru Vz € IR:
P L a2k Ly ot
—3(—1 _1y in (6yyz), pentru n=2p, o, € (0,1) s
CoS T kZO( ) on) +(-1) (2p+1)!s1n( 5p®), pentru n=2p, 0y, €(0,1) si
p—1 B 12k 2P
= —1)—= —1)P—— B t =2p—1, Oy,_ 0,1).
cos k:o( ) 20 +(-1) (2p)!cos( op—12), pentru n=2p —1, 0y, ;€(0,1)

¢) Deoarece (e*)(™) = e7 rezultd cd f(™(0) =1, Vm € IN si deci pentru Vo € IR

avem:

"ox T 0
r=y L g, € (0,1).
=L g e e )

4 Din () = (-1 L

pentru m € IN* si f(¥(0) = 0 rezulta ci pentru Yz € (-1, 00):
" kE—1)! ! 1
In(l+x)= Z(—l)“( ) oF 4 (=1)" n ntl =
1

vm € IN* si f((0) = (=1)™Y(m — 1)!

Kl n+ )T At )t

n (_1)k— L xn—l—l 1
_ _1)n : 0, € (0,1).
D Ato.00 el

e) Deoarece f™ () = a(a—1) - (a—m+1)(1+2)*"™, m € IN*, iar f(™(0) =

=ala—1)---(a—=m+1), me IN*"si f(0) =1 rezulta ca pentru Vz € (-1, 00) :
N n :Ek l,n+1
(1+2) :1+k§1a(a—1) (a—k+ )k|+ma(a—1)---(a—n)-

(14 6,2)2 "1, 6, € (0,1).
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22. Sa se dezvolte functia f(x) =", x € IR dupa puterile binomului (z — 1).
Rezolvare. Folosim formula lui Taylor pentru zo = 1. Deoarece f)(z) = e® si

f® (1) =e, Yk € IN rezulti ci pentru Vo € IR :

r—1 (z—1)? (x —1)"] ez — 1)+
T T A=Y R B Fopra Y
unde &, =1+6,(x —1), 6, € (0,1).

23. Si se dezvolte polinomul P(z) = 2® — 522 4+ 7z — 1 dupa puterile lui (z — 2).

et =e|l+

Rezolvare. Avem:

P(x) = P(2) + (=2

3!

T — 2p’(2) N (z ;!2)2

- 2(—1) G ;!2)22+ (@ ;!2)36 —(z-2 +(x—-2%—(z—2)+1.

P”(Q) + P”’(Q) —

24. Sa se evalueze eroarea comisa in aproximarea:
1 1 1 1 1 1
e TR TR TR TR T}
Rezolvare. Deoarece: ; A ; )
e T T T T e
e _1+1!+2!+3!+4!+5!+6!e , 0e(0,1)

rezulta ca:
1 1 1 1 1 1 1
e TR TRl TR R TR
1 1 1 1 1) _

. .U . . . 71 _ - - - =
Deci eroarea comisa prin aproximarea lui e™ cu (1 T + TR
0
1 1
= 0, 3666 este ¢ = 66—' . Deoarece 6 € (0,1) rezulta ca e < 6= 0 Deci eroarea este
mai mica decat 0, 0014. '

25. Sa se calculeze valoarea aproximativa pentru v/83 si si se evalueze eroarea

comisa.
Rezolvare. Avem 83 = 81 + 2 = 3* + 2. Consideram functia f(z) = '/* pe care

o dezvoltam dupa formula lui Taylor de ordinul doi (n = 2) in punctul z, = 3*:

r—3" 1 (z—3%% 1 (z—3%% 21, ~11/4
=3 : — : 13"+ 0(z - 3" 0
f() + 1 4.27 2! 16-36+ 3! 64[ 0 )] e
€ (0,1).
Pentru =z = 83 obtinem:
2 4 821
V83 =3 —~ 20 + 34) 1/t =
+4-27 2!-16-36+3!-64( +3)
1 1 7 4y—11/4
=3+ ——-—=+—=(20+3") , 60€(0,1).

54  36.23 16

1 1 7
Rezulta ca /83 ~ 3 + =1 5332 ~ 3,01835 gi eroarea comisa este ¢ = E(29+

7
+34)~11/4, Deoarece 0 € (0, 1) rezultd ci & < o 371 <2,47-10°°.
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26. Sa se calculeze v/40 cu cinci zecimale exacte.
Rezolvare. Consideram functia f(z) = 2/° si aplicim formula lui Taylor pentru

aceasta functie in punctul zy = 25 = 32. Avem:

fla)=f(2%) + x%!?f’(f) T (ff—nﬂ

n=2"4+0-(x—2%, e (01).

4
Calculam derivatele functiei f. Obtinem: f'(x) = g$_4/5, f(x) = —=a~%"

4-9 4-9.--(5n —6
f’”(:E) — 5_3$—14/5, e f(n) (x) — (_1)n—1 5(n n )$_(5n_1)/5-
Pentru a avea o eroare mai mica decat 107> trebuie s& impunem conditia | R, (40)| <

< 107°. Dar:

gl 4.9...(bn—1)  _snsa gl 4.9...(5n—1
Ra(40)] = A Bnl) g A9 BNl e
(n+1)! prtl (n+1)! Hntl
B <§>"+1 4-9---(5n—1)
\5 (n+ 1)!25n+4
Punand conditia:
8\"*" 4.9...(5n —1
<—> - Bn=1) g5
5 (n 4 1)!25n+4
obtinem n > 5. Deci pentru n = 5 avem:
8 1 8 4 8 4.9
VAO ~ Tp(40) =2+ — - —-274 - — . . 279 4 — . T .97l
s(0) =247 3 0T Ty
8 4.9-14 __,, 8 4.9-14-19 __,,
cu o eroare mai mici decat 9,975 107°.
27. Sa se calculeze cu ajutorul formulei lui Taylor urmatoarele limite:
. V14?2 —1 . sinz —sina . €"sinx —x(1 + x)
a) lim ————:; b) lim ——; ¢) lim :
z—0 x2 T—a T —q z—0 x3
tgx — si 1 V1 3—1
d) limw; e) lim {x—ﬁln <1+—>} ; f) 1im+—x;
z—0 3 T—00 T z—0 3
g) lim i SIIII,E. ; h) lirn< ’ ——>.
2—0 3 sin 2x — 2sin 3z e=»1\x—1 Inx

Rezolvare. a) Folosind formula lui Mac-Laurin obtinem:

x x x? 1
Vit —1= - | ——— + = | 5 +R =
T =)l E () |+
_ T . RQ X .
=5 + Ry(z), unde glgr[ll = 0.
Vita?—1 2 +R 1 1
Atunci: lim vitey oo lim LQ(‘T) — lim (_ + R2(x)> i
z—0 2 z—0 xr2 20 2 9

b) Folosind formula lui Taylor cu zq = a, avem:
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— R
sing = sina + —— cosa + Ry(x), unde lim 1) = 0.
1! t=a x —q
Deci:
inx — si — R R
lim ST T Sna im (v —a)cosa+ Ri(x) = cosa + lim 1) = cosa.
T—a T — Q r—a T —Q r—=a v — @
Avem: =145 4% 1R de lim 20 _ g
¢) Avem: e* = toytot o(z), unde limp —5= =0 s
. 23 . R3(«T)
s1nx—x—§+R3(x) cu }}1_1)1(1) e = 0.
Atunci:
. z? x3 2
e”sinz — z(1 + x) (1+37+7+R2(55)> (x—ﬁ—i—Rg(x))—x—x
3 N 3 -
2 z3 z3 z4 z z3 z2 2
r+x +7+37R2($)—?—F—E—FR2($)+R3($) (1+x+7—|—R2(:r))—:c—:c
4
B E B aRy (1) — T Ry(1) + Ra(w) (1+ 2+ 5 + Ra(a)
— . .
Tsinxg — z(1 1 R 1 R
Deci: lime sinz — 2(1 + ) :—+limﬂ——limx2- 2(x)+
z—0 x3 3 =0 g2 6 z—0 12
. R3(x) z? 1
+£% p 1+x+75+Rﬂ@ =3
z? . Ri(x) :
d) Avem: tgz =z + 5+ R3(z) cu ;i_r)r(l) = 0, iar
. z? ~ . R3($)
s1nx:x—§+R3(x) cu lim e = 0.
Atunci: , . -
lim gz —sinz _ lim & + % + R3(v) — v — % — R3() 1 i Ry(z)
z—0 x3 a0 13 2 z—0 3
R 1
— lim 3(7) = —.
z—0 3 2

e) Notam — = y; atunci:
T

1 1 1
lim |z — 2°%In <1+—>}:lim l———ln(l—i—y)].
T—00 T y—0+ Y y2
Din: In(1+4+vy)=y— LA (y), cu lim utld) = 0, obtinem:
. 9 2 ) y—0 y2 ) 3 :
2
|1 y— T+ R(y) (1 Re(y)) _ 1
lim |— — 5 = lim (= — = _.
y—=0+ |y Y y—0+ \ 2 y2 2

243 R
f) Avem: YT+2% =14 S + Ry(a) cu lim o) _

de unde rezulta ca:

V1423 -1 1
lim—— = —+1i
0 3 3 x50 g3 3

g) Avem:

Rg(l‘) . 1

197
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’ x —sinx ;s x—x+§—?—R3($)
m — - = hm - ] = =
2—0 3sin 2z — 2sin3xz  ©—0 3 (2;5 — 83L,3 + R3(:c)> -2 (3:)5 — 2731”3 + R3(:1:))
= lim _6 2 = = —,
720 g 4388 gl 30

h) Notam x — 1 = y, de unde rezulta x = y + 1. Atunci:

_ T 1 . (y+1 1 . (y+D)In(1+y) —y
lim — — | = lim — = lim =
e=1\z—1 Inzx y=0\ gy In(1+y) y—0 yln(1+4y)
D (y-%+Rey) -y Yy = G yRa(y) + Raly) —y
y=0 Yy (?J - % + RQ(?J)) y=0 y? — y2—3 + yRy(y)
2 3 Ry
S (L) Ray) -+
20y — Bty R(y) =20 1 — gy el 2
deoarece lim 2(y) 0
y—0 12

\

Figura 5.1

28. Sa se determine extremele locale ale functiei f : IR — IR,
1
min {x3, —} , dacd x #0;
flz) = x
0, daca z = 0.

1
Rezolvare. Utilizand graficele functiilor fi(z) = 23 §i fo(z) = — trasate in raport
x

cu acelasi sistem de axe (vezi Figura 5.1), gasim:
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3, dacd x € (—oo,—1]U(0,1];
1

f(x) =4 =, daca z € (—1,0) U[l,0);
x
0, daca x =0.

Se observa ca r = —1 este un punct de continuitate, iar f este crescatoare pe
(—oo, —1) si descrescatoare pe (—1,0). De aceea © = —1 este punct de maxim lo-
cal si I(naxo)f(x) = f(—1) = —1. Analog * = 1 este un punct de maxim local si

re(—oo,
max f(z)= f(1)=1.
z€(0,00)

29. Sa se determine punctele de extrem pentru urmatoarele functii:

a) f:R— IR, f(z)=2sinz+2* b)f:R— IR, f(z)=acosz+bsinr,
a>+b0*#£0; ¢) f:R— R, f(:c):{ x",l daca @ =0

2" +e V% daci x>0, ne IN*;

d) f:(0,00) > R, f(z)=(z—1)Inz — 2.

Rezolvare. a) Derivata functiei f este f'(x) = 2(cosx + x). Radacina ecuatiei
f'(x) = 0 este zyp € (—7/2,0), dupa cum se vede si din graficele functiilor hy(z) = cosx
i ho(x) = —x (vezi Figura 5.2).

Deoarece f"(zg) = 2(—sinzg + 1) > 0 rezulta ca zy este un punct de minim
(global) pentru functia f.
by

T 37l X

-37T/2 -TC

Figura 5.2

b) Avem:
f'(x) = —asinz + becosz = Va?+1? (

sinz +

a b
a b

Observam ca d¢ € |0,27) unic astfel incat sinp = —— 3

@ € 10,2m) N N
Atunci: f'(x) = va? + b% (cosx cos ¢ — sinzsin ) = Va2 + b2 cos (x + ¢). Radacinile
ecuatiei f'(x) =0 sunt z1, = —p — g +2km 8l Top = — + g + 2km, k € Z. Deoarece

f"(z) = =vVa®> + b?sin (z + @) avem: f"(x1) = —vVa? + b%sin (—7/2 + 2kn) =

si cosp =
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= Va2 + b > 0si f'(zor) = —Va® + b?sin (7/2 + 2kn) = —/a2 + b2 < 0, de unde
rezulta ca punctele xy, = —¢p—7/2+42kn, k € Z sunt puncte de minim pentru functia
f,iar xe, = —@p + /2 + 2km, k € Z sunt puncte de maxim pentru functia f.

c¢) Functia f poseda derivate de orice ordin, in orice punct z # 0. In plus:

0= F(0) = J(0) = -+ = fOD(0) = D (0) = -+, fO(0) =

Daca n este par, punctul z = 0 este punct de minim (global), iar dacd n este impar
atunci z = 0 nu este punct de extrem (este punct de inflexiune).

d) Derivata functiei f este f'(z) =Inz + % —1l=Inz— i Radacina ecuatiei

f'(x) = 0 este o € (1,e), dupd cum se vede din reprezentarea grafica a functiilor

hi(x) = Inx §i he(z) = — (vezi Figura 5.3).

Ay

SHE=

Y

Figura 5.3

Deoarece f"(x9) = — 4+ — > 0 rezulta ca punctul z; este un punct de minim
ZEO .r[]
(global) pentru functia f.

30. Sa se determine punctele de extrem pentru urmatoarele functii:

a) f(x) =sin'z - cos®s; x € R; b) f(a:)—a—2+i' a, b>0; x%k—ﬁ
N ’ ’ ~ sin’z cos?z’ ’ 27
2—1:2
o) fle)=e " ze R d) f(a) = 1S+mtzx, x;«é—%+k7r, :E;ég—i-/m, ke Z.

Rezolvare. a) Derivata functiei f este:

f'(z) = 4sin’z cos*z — 3sin’x cos®x = sin’z cos®x (4 cos’r — 3sin’z).

Ecuatia f'(z) =0 ne da: sinx =0 = zp =k, k € Z; cosz =0 = zi =7/2 + kn,

k € Z; 4cos’x — 3sin’z = 0 = 3tg’z = 4 (cosx # 0; pentru cosz = 0 obtinem
2 2

solutiile 77) = tgx = +—= = 1} = +arctg — + km, k € Z.

Pentru a verifica daca punctele stationare obtinute mai sus sunt puncte de extrem

sau nu, calculam derivatele de ordin superior. Avem:
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f"(z) = 12sin®x cos®r — 16 sin*x cos®xr — 15sin*x cos®z + 6sin®x cos x =
= sin®z cos 2 (12 cos*s — 31 sin’x cos®x + 6sin'x).

224
Deoarece f"(z}) = ~~9 cos'z} # 0 deducem ci punctele z} sunt puncte de extrem

2
pentru functia f i anume cele pentru care cosx; > 0: x5, = tarctg ﬁ+2k7r, ke Z,

adica f"(z}) < 0, sunt puncte de maxim, iar cele pentru care coszj < 0: 23, =
= iarctg% + (2k + 1)w, k € Z, adica f"(x}) > 0 sunt puncte de minim.

Pentru zj, i 23 avem f”(z}) = f"(z3) = 0. Calculam derivatele urméatoare:

f"(z) = 24 sin wcos®z — 60sin®*zcos*s — 124sin*zcos* s + 93sin®zcos®x + 36sin’zcos?z—
—6sin’z = 24sin zcos®x — 184sin®*zcosts 4+ 129sin®zcos?z — 6sin’z.

Pentru z) avem f”(x}) = 0, iar pentru 22, f"(22) = —6sin'z? = +6 # 0.
Deducem ci punctele z7 nu sunt puncte de extrem. Pentru a stabili natura punctelor
71 trebuie sa calculdm si derivata a patra a functiei f:

fWa = 24 cos”z—144 sin%z cos®z—552 sinz cos®z+736 sin*z cos®z+645 sinx cos?z—
—258 5in°x cos 2—42 sin®z cos z = 24 cos”2—696 sin’z cos’z+1381 sin’z cos?z—300 sin®xz x
x cosz, iar fW(z}) =24 cosTz} = £24 # 0.

Rezulta ca punctele x} sunt puncte de extrem si anume z3, = 2kw, k € Z pentru
care f® > 0 sunt puncte de minim, iar 23, ; = (2k+1)7, k € Z, pentru care f® <0
sunt puncte de maxim.

Valorile extreme ale lui f sunt:

7 7
16 16 2 16 (V3
) =0s¢i f(a3) = —cos’z? = — |[(=1)* cos [ arctg — = (=)= (X2 .
—2a?sinzcosx  2b%cosxsinz  —2a’cosx  2b%sinx
. / _ _
b) Avem: f'(z) = sin‘x + costz -~ sin’x cos3x

Ecuatia f'(z) = 0 < a?cos*z — b%sin'z =0, cosx # 0, sinz £0 & tgo = i\/% are

a
solutiile x;, = tarctg \/% + km, k € Z. Derivata a doua a functiei f este:

—sin*z — 3sin®

T cos’x ,costx + 3 cos?z sin’x
+2b

" = -9 2 —
f'(x) “ sinfz cosbz
_og? sin’z —i—i’) cos’z o cos’z —i—43 sin’z
sinz costx
% cos’xy, + 3 cos’y cos’xy, + 3% cos’x
Avem: f"(x;) = 2a%2 i T k T U
i costwy COS* g
a+ 3b)b b+3a| 1 a+b
=12 2 20° =8b(a+b =8b(a+b) - —— =8(a+b)>>0.
“ a? b cos?xy, (a )cos?:c,yC (a+b) b (a+b)

Rezulta ca punctele x; sunt puncte de minim pentru functia f, iar:



202 Capitolul 5

Fla) = bla+b)—g— = (a+ D)

cos2 1y
¢) Avem:
f'(@) = (227" = 22%"") e’e ™ = 21(1 — a2)e - e = 2x(1 — 2?)er € 1),
Ecuatia f'(x) = 0 are solutiile z; = 0, 9 = 1, 23 = —1. Derivata a doua a functiei f
este:

f"(z) =(2— 6%2)612(8_1271) +22(1 — 22)(2ze " — 223" — 2x)e"32(6_z2*1) =
=(2— 612 — 422 + 4x4)6x2(e_12_1) + 4x2(1 _ x2)2€—x2 _eﬁ(e—ﬁ_l) =(2- 1022+
+4:1:4)e’”2(e_12_1) + 422 (1 — :1:2)26952(3_12_2).

Avem f"(0) =2 > 0, deci x; = 0 este punct de minim; f"(1) = —4e® 71 < 0, deci 2,

este punct de maxim, iar f"(—1) = —4e® 71 < 0, deci x5 este si el punct de maxim.
Extremele functiei f sunt: f(0) =1, f(1) = f(—1) = e .
d) Avem:
) = cosz (1 + tgx) — sinw—>- _ (sinz —I—.COS r) cos’z — sinz _ 0983:0 — sin’xy |
(1+tgx)? (sinz + cos z)? (sinz + cos x)?

Ecuatia f'(x) = 0 are solutiile 2 = % + km, k € Z. Derivata a doua a functiei f

este:
; —3sinz cos z(sin x + cos )% — 2(cosz — sin z)?(1 + sin z cos )
f (:]j) _ - =
(sinz + cos x)3
_ —3sinzcosx(l+2sinzcosw)  2(1 —2sinxcosx)(1 + sinz cosz)
(sinz + cos z)3 (sinx 4 cos )3 B
_ —2-—sinzxcosr — 2 sinz cos’x
(sinz + cos )3
" —2 —sin?z;, — 2sin*zy e
Avem f"(xy) = — . Rezulta ca f"(zg) < 0 pentru xop =
8 sin’xy,
T T
=7 + 2km, k € Z, deci xg9;, sunt puncte de maxim si f”(x) > 0 pentru zop 1 = Z+

+(2k + 1), k € Z, deci x5, sunt puncte de minim. Extremele lui f sunt: f(z9) =

= g; iar f(zops1) = —g-

31. Fie M si m extremele locale ale functiei z — f(z)=az® + pz +¢q, z € IR,

y y 4p?
ap < 0. Sa se arate CaMm:q2+f.
a

b

Rezolvare. Riadacinile ecuatiei f'(z) =0 & 3a2? +p = 0 sunt 2,5 = + ~3a
a

Deoarece f"(r) = 6ax, rezultd ca f"(x12) = £6a —32; deci z; = —,/—SE este punct
a

a

de maxim pentru functia f, iar xo = —3£ este punct de minim pentru f.
a

2
RezultécéM:f(— —3£>:—§p —3£+q,iarm:f</—3£>:
a a a



Calculul diferential al functiilor de o variabila reala 203

20 [P . ap* [ p 4p°
= —/—— +¢q. Atunci m M = 2——(——) = ¢+ —.
3V 3a 1 T UT3a) T Tang
m—zx
32. Se considera functia © — f(xr) = ———=——=, unde m este un parametru.
2 — 3z + 2

Care este numarul extremelor lui f cand m ia valori reale?
Rezolvare. Domeniul de definitie al functiei f este IR\ {1,2}. Derivata f’ este:
) —2?24+3r—-2—(m—2)2x—3) 2*—=2mz+ (3m —2)
x) = =

(22 — 31 + 2)2 (22— 3z +2)2
Discriminantul trinomului 22 — 2mz + (3m — 2) este A = 4(m — 1)(m — 2). Daca

A <0<« m e (1,2) atunci f'(z) = 0 nu are solutii reale, deci f nu are extreme.

Daca A > 0 & m € (—00,1) U (2,00) atunci ecuatia f'(z) = 0 are doua solutii reale

T2 =m+ \/(m — 1)(m — 2). Deoarece la trecerea prin aceste puncte f’ igi schimba

semnul, rezulta ca x; §i x5 sunt puncte de extrem. Pentru m = 1 sau m = 2 functia
fle) = —— tiv [ () =

xr) = ———, respectiv f(z) = —
r—2 P x —

33. Sa se arate ca:

1 nu are extreme.

a) Dintre toate dreptunghiurile cu acelasi perimetru cea mai mare arie o are
patratul.

b) Dintre toate dreptunghiurile cu aceeasi arie cel mai mic perimetru il are patratul.

Rezolvare. a) Notam cu P perimetrul dreptunghiurilor, iar cu z gi y laturile unui

P
astfel de dreptunghi. Atunci P =2 (z +y),lararia A=x2-y==x <5 — :E) . Trinomul

P N . . P . P 5
z <§ - :c) isi atinge maximul in z,,,, = T iar A,ur = T Pentru x4, = 1 rezulta
P P ) . . . ..
Ymaz = 771 = T deci Tyaz = Ymaz, adica dreptunghiul cu aria maxima este
patratul.

b) Fie A aria dreptunghiurilor, iar x si y laturile unui astfel de dreptunghi. Atunci

A
A=z -y iar P=2(zx+y) =2 <x + —) . Deoarece ecuatia P'(z) = 0 are solutia
T

4
pozitivd = /A, iar P"(V/A) = 7

pentru functia P = P(z). Valoarea minima pentru P este P, = AA, 1ar Ypmin =

> 0 rezultid c& * = VA este punct de minim

= /A = Zpin. Rezulti ci dreptunghiul cu perimetrul minim este pitratul.

34. Dintre toate conurile de generatoare data ¢, sa se determine conul de volum
maxim.

. . . 7rh
Rezolvare. Volumul unui con de raza r si generatoare g este V = 5 cu
P —;
TreN/g? —

h:\/m,deci‘/:—g
Avem:

. Vom determina r astfel incat V() sa fie maxim.
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o s T o 2r(g =) = 2rg? =31 w
V’(T)_glmghﬂ_r ]_5' VE-7 VE-7? 3

Rezulta ca V'(r) = 0 pentru ry = —= = . Pentru aceasta valoare a lui r,

V"(ry) < 0. Deci volumul respectiv este maxim. Deci conul cautat de volum maxim
, 69 gV3

C s e — _ % _
S1 Inatimea hyg q 9 3

35. Sa se circumscrie unei sfere un con avand volumul minim.

are raza bazei rg =

Rezolvare. Fie R raza sferei date. Notam cu r raza bazei conului circumscris
sferei, iar cu h indltimea acestui con. Din aseminarea AVOM cu AVO,B (vezi

Figura 5.4) obtinem:
R h—R 55 2 2 2] _ p2p2
7—W$R h2+T2—T(h—R) (h>2R)$T[(h—R) —R]—Rh =

5 R?h?
BRI TY Y
Calculand volumul conului in functie de h deducem:
2 213
Vol — mrh _ TR°h

3 3(h2—2hR)

Figura 5.4 Figura 5.5

Vom determina in continuare pe h in functie de R astfel incat volumul conului cir-

cumscris sferei sa fie minim. Pentru aceasta sa consideram functia f: (2R, 00) — IR,
3

f(r) = ———=—5. Calculam punctele sale stationare:
x? —2zR .
, r?(2? — 4z R)

Pentru zo = 4R, f"(x¢) > 0, deci acest punct reprezintd un punct de minim pentru
functia f. Rezultd ci pentru h = 4R si r = Rv/2 obtinem conul de volum minim
circumscris sferei date. Volumul conului este:

TR? 64 R> B 8T R3

V lcon = :
0 3 16R?—_ 8R? 3

=2 VOlsferei;
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deci volumul minim al conului circumscris sferei este dublul volumului sferei.
36. Intr-o sferit de razi datii R sil se inscrie un cilindru de volum maxim.
Rezolvare. Si notam lungimea lui OA (jumatate din indltimea cilindrului) cu
x (vezi Figura 5.5). Atunci raza bazei cilindrului este AB = /R? — 22, iar volumul
V =mnAB?-h = m(R? — 2%) - 22 = 2nx(R? — x?). Derivata acestei functii (de variabild
z) este: V' = 27m(R? — 32?). Solutia ecuatiei V'(z) = 0 este zo = R/+/3. Deoarece
V" (xg) = —12mxy < 0, rezulta cd pentru aceastd valoare xy volumul cilindrului este

maxim, iar valoarea volumului maxim este:

2 3
Vings = 27 <R2 - R—) _ Al
V3 3 3v3
1 47 R?
Se observa ca V0 = ﬁVSf, (VSf = 7r3R >

37. Dintre toate dreptunghiurile cu perimetrul de 24 cm, care este cel ce da prin
rotatie in jurul bazei un cilindru de volum maxim?

Rezolvare. Sa notam lungimile laturilor dreptunghiului cu z si y. Daca drep-
tunghiul se roteste in jurul laturii AB = z (vezi Figura 5.6), atunci volumul cilindrului
este V = my?x. Deoarece 2 (x + y) = 24 rezultd cd z = 12 — y, iar V = 7 (12 — y)y>.
Derivata functiei V' (in variabila y) este V'(y) = 24wy — 37y?, care se anuleazd in

11 = 0 51 yo = 8. Valoarea y = 0 ne da un cilindru redus la o drepta. Valoarea cautata

este y =8 (V"(8) = —247 < 0). In acest caz & = 4, iar volumul maxim este V = 2567.

D C

y

A X B
| |
| |
| |
| |

Figura 5.6 Figura 5.7

38. Sa se inscrie intr-o sfera de raza R un trunchi de con, avand una din baze un
cerc mare si

a) suprafata laterala maxima;

b) suprafata totala maxima.

Rezolvare. a) Avem A; = 7g(R + ). Din A BCD (vezi Figura 5.7) avem:
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g=+/h?>+ (R —r)? iar din AOO'C: h* = R* — r?, deci

g=+VR*—1r2+ R?>—2Rr +r?>=,/2(R?> — Rr). Rezulta:
Ay =n(R+1)y/2(R? - Rr) =V2r (R +r)VR?> — Rr.
Consideram functia ¢(r) = (R + r)v/R? — Rr, careia i vom determina punctele de

extrem. Avem:

¢'(r) = vVR?— Rr+(R+r)-

-R _2R2—2RT—R2—TR_ R? — 3Rr
WWRZ— Rr 2v/RZ — Rr - 2/RZ _Rr’
R

Rezulta ca ¢'(r) = 0 pentru ry = 3 iar ¢"(ry) < 0. Deducem astfel cd pentru aceasta

valoare a lui r suprafata laterala a trunchiului de con este maxima. Inaltimea sa este:

2
he o B _2V2R
9 3
b) Avem:

Ay=mg(R+r)+7R*+mr? =7 (R+71)y/2(R? — Rr) + nR* + mr>.

—2R
Atunci: Aj(r) =m\/2(R?> - Rr)+ 7 (R+7) + 27r =

24/2 (R? — Rr)
w (R? = 3Rr +2r\/2(R? — Rr))
B 2 (R2 — Rr) '
Rezultaca Aj(r) =0 < R2—3Rr+2r\/m = 0. Decir > ? si dupa separarea
radicalului in ecuatia de mai sus, prin ridicare la patrat, obtinem:
4r2 (2R* — 2Rr) = R* 4+ 9R*r? — 6R*r & 8R%*r? —8Rr®* = R'+ 9R*r? — 6R*r &
& R+ R*r* 4+ 8Rr® —6R* =0 < 8Rr®*+ R*r? — 6R* + R* = 0.

TR+ V17TR
Rezultd ry = —R si 8Rr? — TR?>r + R? = 0, de unde o3 = — 15
TR+ V1TR R
Solutia buna este ry = et v > —, pentru care A}(ry) < 0. Generatoarea

16 3
trunchiului de con cu razele bazelor R si ry este:

g:JQ(RQ—R-M>:E 18—2\/1_:§(\/ﬁ—1).

16 4
39. Prin masurarea directa s-a gasit ca diametrul unui cerc este x = 4,2 cm,

eroarea maxima fiind mai mica decat 0,05 cm. Sa se gaseasca eroarea maxima aproxi-

d
mativa comisa in evaluarea ariei A a acestui cerc. Sa se afle eroarea relativa — Sl cea

A

procentuala —100.

A

Rezolvare. Deoarece |dz| < 0,05 cm este mic in raport cu z rezulta ca putem
2

x
aproxima variatia ariei AA prin diferentiala dA. Deoarece A = —— rezulta ca dA =
X 4

d 2
=™ iy si deci |dA| < 0,33 cm?. Eroarea relativd este — = —dr - — = —dz =
2 A 2 T2  x
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= 0, 0238, iar eroarea procentuala este 2,38 %.

40. Un canal de scurgere are sectiunea un dreptunghi de dimensiuni 2« i (3, careia
ii este fixat un semicerc de diametru 2« (vezi Figura 5.8). Stiind ca costul construirii
canalului este proportional cu perimetrul canalului, se cere sectiunea maxima pentru
un perimetru dat P.

Rezolvare. Consideram sistemul ortogonal de axe Oxy ca in Figura 5.8. Atunci

perimetrul canalului este: P = 2a + 23 + 7a, iar aria sectiunii este:

7T042 7T042 7T042

A:2aﬁ+T:a(P—2a—7ra)+TzaP—2a2—T.

Deoarece A'(a) = P — 4a — ma, ecuatia A'(a) = 0 are solutia o = e Din
m
A"(ap) = —4 — 1 < 0 rezultd cd g este punct de maxim pentru A. Deci obtinem
. o P . P — 209 — may P . .
sectlunea maxima pentru oy = si o = = , arla maxima
447 2 447
P2
fiind A0 = ———.
2(4+m)
AY
N 3
-0 - 0 a =X h
~_ | b
Figura 5.8 Figura 5.9

41. Dintr-un trunchi de copac cu sectiunea circulara de diametru d se scoate o
grinda cu sectiune dreptunghiulara (vezi Figura 5.9). Care sunt dimensiunile grinzii
pentru ca forta de sustinere T sa fie maxima, stiind ca aceasta este proportionala cu
l&timea b si cu patratul inaltimii »: T = cbh? (¢ = const.)?

Rezolvare. Deoarece h? = d? — b?, rezultd ca: T = cb(d? — b?), adicd forta de
sustinere 7' este exprimata in functie de latimea b a sectiunii dreptunghiulare. Calculam

derivata functiei T'(b): T'(b) = c(d* — b*) — 2cb* = ¢ (d*> — 3b?). Ecuatia T"(b) = 0 are

dv/3
solutia pozitiva by = T\/_ Deoarece T"(by) < 0 rezulta ca by este punct de maxim



208 Capitolul 5

dv/3 dv/6

pentru 7. Deci forta de sustinere este maxima daca b = 3 h = 3 iar T =

2v/3cd? h
= \/;C . Se observa ca independent de diametrul trunchiului rezulta raportul 7=

=/2.

42. Care este viteza maxima a unui tren astfel incat la franare, incetinind uniform

cu acceleratia b = 0,5 m/s?, si nu depdseasci distanta de franare de s; = 500 m?
Rezolvare. Din fizica stim ca spatiul in miscarea uniforma incetinita este dat de

relatia s = vt — —t>. Notdm cu t; timpul de franare. Atunci din relatia de mai sus

obtinem: s; = vt; — §t% & 500 = vt; — 0,252, unde v este viteza trenului de la
inceputul franarii. Dupa timpul de franare ¢; viteza trenului s'(¢) = v — bt este nula,
adica v — 0,5¢; = 0. Din sistemul:
vt — 0,252 = 500
{ v—0,9t, =0
rezulti ¢, = 20v/5 sec. si v = 10/5 m/s= 36y/5 Km/h. Deci trenul are la inceputul

frandrii viteza (maximi) de 36v/5 Km/h ~ 80 Km/h. Scotand pe v din relatia 500 =

2 2
= vt — 0,252, adicd v = M

gi rezolvand ecuatia v'(¢) = 0 obtinem valoarea
de mai sus ¢; = 201/5 sec. Deoarece v"(t;) < 0, rezultd ca vVya, = v(t;) ~ 80 Km/h.

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

43. Sa se studieze derivabilitatea si sa se calculeze derivatele urmatoarelor functii:

Va2 + 542, daca 0 <z <2,

a) f:(0,00) = R, f(z)= 9 7 )
T+ -, daca x > 2;
8 4
b) f:[0,7] = R, f(x)= max{cosz, cos’z};
Qﬁ, daca = < 1,
¢c) f: R— R, f(x)= 0, daca z =1,

In(z? — 2z +2), dacd z > I;
d) f: R— R, f(x)=min{z?+z, 47 — 2}.
44. Sa se calculeze derivatele urmatoarelor functii:

31 — 23 -
a) f(x) = arcsin2z/1 — 22; b) f(x) = arctg — —

1352 ¢) f(x) = 2arcsin P
— 3z —x
? — ax — a?

x2 + 2ax — a?’

d) f(z) = arctg
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(functiile sunt definite pe domeniile lor de definitie).
1
2 . w
x°sin —, daca z #0
45. S& se arate ca functia f : R — R, f(z) = z?’ 70,
0, daca =0
este derivabila in orice punct, iar derivata sa este nemarginita in vecinatatea originii.

46. Sa se calculeze f"(z) pentru urmatoarele functii in punctele specificate:
In® (z —2), dacd = > 3;

D R R fa) =4 m 2 "=
(x —3)%, dacd z<3; z9=23;

b) f:R— R, f(z)=|z-2]°, z=2

47. Sa se determine a si b € IR astfel incat functia f : IR — IR,

22 —x+1, daca x <0;
o]

asinx + bcosz, daca x >0,
sa fie derivabila pe IR.

48. Sa se studieze aplicabilitatea teoremei lui Rolle pentru urmatoarele functii:

a) f: q — R, f(x)=|sinzl;

7r
2" 2

r?+1, dacid x € [-1,0];
b) f:[-11] = R, f(x)= )
r+1, daca z € (0,1].
49. Sa se determine constanta c care intervine in teorema lui Lagrange pentru
urmatoarele functii:

a) f:10,2] - R, f(:c):{

r?,  dacid x €[0,1];

20 — 1, dacid z € (1,2].
x, daca x € [1,2];
b) f:[1,3] = R, f(z)=1q 22

% +1, daca z € (2,3].

50. Sa se determine constanta c care intervine in teorema lui Cauchy pentru
urmatoarele functii:

fi=25] = R, f(z)=uz,
VvV +3, daca z € [-2,1),
9:[=25] =R, g(z)={ » 7 .

1 + 7 daca z € [1,5].
51. Sa se demonstreze folosind teorema lui Lagrange urmatoarele inegalitati:
2) [sinb—sinal < [b—a|, Va, be R b) 20 a-
c) b—a <tghb—tga< b—_a,
cos?b

52. Sa se arate cd dacd f € C'([a,b]) si f(a) = f(b) = 0 atunci pentru orice k
dat, exista un & € (a, b) astfel incat f'(§) =k f(£).

gln%g , 0<b<a.

T
0<a<b<—.
cos?a - 2
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P(z)
Q(z)’

si @@ sunt polinoame, se gasesc printre valorile parametrului A pentru care ecuatia:

f(z) = P(xz) — AQ(x) = 0 are o radacind comuna cu f'(z) = 0.

unde P

53. Sa se arate ca valorile maxime gi minime ale functiei y =

54. Sa se discute natura radacinilor ecuatiilor:
a) z' — 62 + 132> — 122 +4=0; b) 2’ —Inz—2x—1=0;
Q)i+ a?—2+A=0, Ne R, d)2'—223-322+42+)1=0, A€ R

55. Sa se calculeze, folosind regula lui I’'Hospital, urmatoarele limite:

. SInT — 1T ) T ) 9, 1+
a)glcl_r)l'(l] P b) glﬁl_r)r%(l—:c)tgz, c) Jgr{}o<x—xln " >,
2 v T ,2\3
d) lim (z—1)""% o) lim (M) ;1) lim (e f ) o
ng)l T—00 \ _\/5 T— (aj—4)6 +ex

. 3 . .
g) lim (SIH!E> ’ ; h) lim (3171 4 32171 4 33171)5 : 1) lim (tgx)an:c;

r—0 €T x—0 x—>7r/2
x<m/2
i (L ® tg
i i (5+5n5)

56. Sa se demonstreze ca polinoamele lui Legendre:

1 2 n (n)
Pn(:c):2nn![(a:—1)] , n=01...
verifica ecuatia:

(1—2*)P!(z) — 2z P)(x) + n(n + 1) P,(z) = 0.

57. Sa se calculeze derivatele si diferentialele de ordinul n pentru urmatoarele

functii:
W) f(0) = 1ot we R\{1); b) f() = VE, « € [0,00)
S x 2+zx
) [0)= sy # € RVL0: ) S = (g gy ) e (-2.2)

e) f(:c) = (sinaz, cosbx, e*), = € IR, a, b, c € IR.

58. Folosind formula lui Leibniz-Newton de derivare a unui produs de functjii (vezi
Problema 19), sa se calculeze derivatele si diferentialele de ordinul n pentru urmatoarele
functii:

a) f(r) =x2?cos3z, r € R, pentru n=>5; b) f(z) =2™, € R;

¢) f(z) =2°Inz, z € (0,00); d) f(z)=2*sinar, a € R*, v € R;

e) f(x)= xx—_gl, r€ R\ {1}, pentru n=6; f) f(z)=e""-€", xR

59. Sa se demonstreze egalitatile:

a) [e2® - sin (bz + ¢)]™ = €™ . (a2 + b2)% -sin (bx + ng +¢), Vo € R, Vn € IN,
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b
unde sing = ————, cosp = L, a? 4+ b? #0;
\/ + b2 Vva? + b?

'+ 1 b [ 1 1
)" tn! - - Ve R\{0,-1,1
( > pn+l (l‘_'_l)n-l—l (iE—l)n'H ) z \{ ) ) };
VnElN
(n) 1 nm .
c) (smx—i—cosx) =4""1.cos 4x+7 , Ve e IR, Vne IN*.

60. Si se arate cd daca functia f si derivatele ei verifica relatia: 22 f"+af' +f =0

atunci are loc si urmatoarea relatie:
2242 4 (2 + 1) f+D) 4 (n? 4+ 1) ™) = 0.
61. Sa se arate ca:
i ()] = e (5),
62. Sa se dezvolte functia f(x) =sinz, = € IR dupa puterile binomului (z — 1).
63. Si se dezvolte polinomul P(x) = 25+ 22* — 2% — 2+ 1 dupa puterile lui (z+1).

64. Sa se determine n € IN astfel incat polinomul Taylor T,,(x) in punctul zo = 0
asociat functiei f(z) = /1 — =z, x € (—o0,1] sa difere de functie cu mai putin de %
1
0, 2|

65. Sa se calculeze:
a) v/250 cu cinci zecimale exacte; b) v/30 cu patru zecimale exacte.

in intervalul

66. 5a se calculeze:
1 : : —
a) — cu patru zecimale exacte; b) /e cu patru zecimale exacte; c¢) cos 10° cu cinci
e
zecimale exacte.

67. Sa se calculeze cu ajutorul formulei lui Taylor urmatoarele limite:

. sin3z —sin2x —sinx . sinx —xcosx _ cosx —e T2
a) lim : b) im——— —; ¢) lim ;
2—0 1 (cosx — cos 2x) 70 a3 70 zt
. (2+cosz 3 V24 -3 —-z—x+1
d) lim <7 — —) ;e) lim
z—0 r3sin i T—2 In (l‘ - 1)
68. Sa se determine punctele de extrem pentru urmatoarele functii:
| sin x|, daca = € [0,37/2];
a) f:10,2r] = R, f(x)=4¢ 9 ) 5
—(z —2m)%, daca x € (37/2,27];
x
b) f:R— R, f(x)=sinz-e% ¢)f:R— R, f(zr)=sinz?
na 61 —T
d) f:(L00) =+ R, f(2) = (Ina)""; e) fr R\{0} = R, f(x) = ——

(x + a)(x + b)

f)R\{a,b}—)R, f(x):m, a-b>0;
97 B\ {2) o m @)= 0
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69. Sa se afle triunghiul isoscel cu aria maxima inscris intr-un cerc de raza 2.

70. Dintre toate trapezele (isoscele) inscrise intr-un semicerc de raza R, care are
cea mai mare arie?

71. Intr-un semicerc de razi dati R si se inscrie un dreptunghi de arie maxima.

72. Sa se determine triunghiul dreptunghic de arie maxima cand suma dintre
lungimea ipotenuzei si a unei catete este constanta [.

73. Sa se gaseasca volumul maxim al unui con, inscris intr-o sfera de raza R.

74. Dintre toate conurile inscrise in sfera de raza R sa se determine:

a) cel de suprafata laterald maxima,;

b) cel de suprafata totala maxima.

75. Sa se determine cilindrul de volum maxim inscris intr-un con circular de raza
R si inaltime H.

76. Intr-o emisferi cu raza R si se inscrie un paralelipiped de volum maxim,
avand baza un patrat.

77. Fie parabola y?> = 6x si punctul A (5,8). S& se giseascd punctul M de pe
parabola cel mai apropiat de punctul A.

78. Prin punctul fix P (a,b), a > 0,b > 0 se duce o dreapta care taie axele de
coordonate in punctele A (z,0) si B (0,y), =,y > 0. Si se determine pozitia dreptei
astfel incat:

a) suma x + y sa fie minima;

b) aria triunghiului AOB sa fie minima.

79. Se considera un cerc de centru O gi raza R = 3 cm si un punct exterior A
la distanta a = 7 cm de centrul cercului. Se duce o dreapta perpendiculara pe OA
care intersecteaza cercul in doua puncte B gi B’. Sa se determine pozitia dreptei BB’
pentru care aria triunghiului ABB’ este maxima.

80. Intr-un sector circular avem R = 80 cm si unghiul la centru @ = 60°. Cu cat
variaza aria acestui sector, daca:

a) raza R se maregte cu 1 cm?

b) unghiul o se micgoreaza cu 30" ?

81. Din punctele A si A; pornesc de-a lungul dreptelor AO si A;0 in directia
punctului O, concomitent, doua corpuri cu vitezele v si v1. Stiind ca AO =1, A0 =13,
iar unghiul intre AO si A0 este egal cu «, sa se afle cand distanta dintre aceste doua

corpuri va fi minima.
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82. Se stie ca iluminarea E a unei suprafete situata la distanta d de o sursa de
lumina de intensitate I este data de formula F = P cosa, unde o este unghiul de
incidenta (unghiul format de raze cu normala la suprafata iluminata). La ce inaltime
deasupra unei piete circulare de raza r trebuie atarnat un bec pentru ca iluminarea
trotuarului sa fie cea mai buna?

83. Deasupra axei unei striizi sunt atarnate douit becuri identice. Initimea be-
curilor este h, iar distanta dintre ele este d.

a) Sa se arate ca iluminarea strazii are un extrem la mijlocul distantei dintre
proiectiile becurilor.

b) Sa se precizeze natura acestui extrem.

84. Se taie in doua bucati o sarma de lungime [ si se contureaza cu una din bucati
un cerc, iar cu cealalta un patrat. Cum trebuie taiata sirma pentru ca suma ariilor
acestor doua figuri sa fie minima?

85. Care sunt dimensiunile pe care trebuie sa le aiba o cutie de conserve cilindrica

astfel incat pentru o capacitate datd de 17 = 1000 cm? si se consume minimum de
tabla?

v 2b

2a

Figura 5.10 Figura 5.11

86. Dintr-o bucata de tabla de forma circulara cu raza R se decupeaza un sector
din care se confectioneaza o palnie (vezi Figura 5.10). Pentru ce unghi la centru e
palnia are capacitatea maxima?

87. Dintr-o bucata de tabla dreptunghiulara ABC' D, de dimensiuni 2a si 2b, taind
din fiecare colt cate un patrat (vezi Figura 5.11), sa se formeze o cutie cu volumul cel
mai mare posibil.

88. Care este lungimea grinzii de volum maxim gi de sectiune patrata care se

poate scoate dintr-un copac in forma de trunchi de con cu lungimea [ si razele r si R.
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CALCULUL DIFERENTIAL AL
FUNCTIILOR DE MAI MULTE

VARIABILE REALE

§1. DERIVATE PARTIALE,
DIFERENTIABILITATE, FUNCTII COMPUSE

Fie E C R", %y = (%10,%20,- ., %no) EE si functia f : £ — IR.
Functia f se numeste diferentiabila in ¥y daca 3 aplicatia liniara df (%y) : R" — IR

numita diferentiala functiei f in Ty si functia @ : E — IR cu conditiile: lim (%) =

T—T0
= a(Zp) = 0 astfel incat:

(@) = f(@o) + df (o) (T — o) + (D) |7 — Zol|, Yz € F,

(unde || - || este norma euclidiana pe spatiul IR").

Daca f este diferentiabila in 7 Glo? atunci f este in mod necesar continua in
Zg. Pentru o functie f diferentiabila in Elo?, numim gradientul functiei f in 7y,
matricea functionalei liniare df (Zy) in raport cu baza canonica {€é, €, ...,€,} din R";
se noteaza cu Vf(Zy) sau grad f(Z) sau f'(Zp). Daca df (Zo)(€x) = Ar, k = 1,n
atunci Vf(Z) = (Ay, 4y, ..., Ay) = A € IR" i pentru Vh = (hi,ha,....hy,) € R"
avem:

(@) (F) = Y- Aihs = (A, 1) = (V (@), F), VI € R
i=1

Functia f se numeste deriwabila in raport cu xp in ¥y € F daca aplicatia:
t— f(f0+tgk) = f(l“lg,...,xkg —i—t,...,xng), To+te, € F
este derivabild in ¢ = 0. In acest caz derivata functiei de mai sus in £ = 0 se numeste

. . [V o . ~ — v} a — —
derivata partiala in raport cu xy a functiei f in %y, notata —f(xo) sau f, (7o).

axk
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Daca functia f este diferentiabila in 7y atunci exista toate derivatele partiale in
l_"o §1
of

V(T = | =2 (7). = (Z). - =L (7 i
f(Zo) (8:01 (Zo), Oy (Zo), . («’170)> ; lar
SN (T o 7 " Of
af (#0) (R) = (Vf (F). ) = Y
i=1 OTi
Teorema 1. Daca functia f are toate derivatele partiale pe o vecinatate V C F

(Zo) hi, Yh=(hi,hs,... hy) € R"

a punctului 7y si daca acestea sunt continue in 7y atunci f este diferentiabila in Zj.

Fie functia f : E — IR si A; CE (A; # 0) mulgimea punctelor in care f este

derivabila in raport cu variabila z;. Daca functia ¥ — a—f(:c), T € A; este derivabila
J/“

— V) . K V) V) N —
in raport cu variabila z; in #y vom spune ca f este derivabila de doua oriin punctul Zo,

a af not 82f
iar — Tg) = Tg) se numeste derivata partiala de ordinul al doilea a
functiei f in punctul Z in raport cu variabilele z; si x; (notata si f;, (o).

Prin recurenta se definesc derivatele partiale de un anumit ordin N a functiei f in
T ELOC. Astfel avem:

0 < N f >(f0) o (To), dyiz,...inv €{1,2,...,n},

8:011 8.%1'2 tee BsciN axilaxh tee BsciN

pentru derivata de ordinul V a functiei f in punctul y in raport cu variabilele z; .. ., x;, .

Teorema 2 (criteriul lui Schwarz). Daca exista derivatele partiale de ordinul
*f . 0
i
83:1' 8$j : 8$j 8:02

al doilea mixte (i # j) pe o vecinatate V a punctului &, cE si

*f 0% f
(7o) =
aZEi al‘j 61:j 8%

(Zo).

acestea sunt continue in #y atunci

of .
si

[

Teorema 3 (criteriul lui Young). Daca functia f are derivatele partiale

0 o
8—f (i # j) pe o vecinatate V a punctului #, €F §i acestea sunt diferentiabile in Z
T
. . . . . . . ’f .. Of
atunci f admite derivatele partiale de ordinul al doilea mixte (7o) si (7o)
ZT; 8a:j 8$j 83:1

T )= 2 (3
61:20%- 0 _81‘]81‘1 0/

Fie A CLOC multimea punctelor in care f este diferentiabild. Dacad A # () definim

si in plus

functia:
- 7 — T — T = af — e n
(Z,h) = df (Z)(h) = (f(£),h) = a$(x) hi, (Z,h) € Ax IR".
i=1 Oi
Fixand primul argument in functia de mai sus obtinem diferentiala functiei f in punctul
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Z € A. Daca se fixeaza al doilea argument obtinem functia:

(1) = df (#)(h) = (Vf(Z),h), €A,
numita diferentiala functiei f corespunzatoare cresterii h.

Functia f se numeste diferentiabila de doua ori in punctul Z EZ{ daca functia (1)
este diferentiabila in 7y, pentru Vh € R", iar diferentiala functiei (1) in punctul Zg
se numeste diferentiala de ordinul al doilea a functiei f in punctul %y, notata d? f (7).

Deci: no o 2f
20(2 ) . PN 2f(2,)(h) =
dﬂ%ym-ﬁﬂ,dﬂ%WH—gp:%ﬁ%

j=1

(%) hihj, Yhe R" sau

n

n
Z Z ) (%o) dw;dx;, scrisa ca o egalitate de functii.
o1 i1 0z O

Prin recurenta vom spune ca f este de N ori diferentiabila in Iy 6?1 daca dife-
rentiala de ordinul N — 1 a functiei f este diferentiabila in 7y, Vhe R" Diferentiala
acestei functii a vom numi diferentiala de ordinul N a functiei f in punctul Zy. Folosind

inductia matematica se arata ca:
YRS ak O () dat
To) = e ZTo)dxy" - -dz,;".
k1+kot-+kn=N kilkol- -kl Oai' - Ol "

Cu ajutorul operatorului de diferentiere d = 8—d:1:1 + - '3 ——dux,, diferentiala de
I Tn
ordinul N a functiei f in punctul 5 o putem scrie astfel:

9 9 {N}

Fie 7y €F si @ = (Wiy...,wp) € R" cu ||&d]] = 1. Spunem ca functia f este
derivabild in raport cu & in punctul Z, daca functia t — f(Zy+td), Zo+td € E, t >0
este derivabila la dreapta in punctul ¢ = 0. In acest caz derivata acestei functii la
dreapta in ¢ = 0 se numeste derivata functiei f in raport cu @ in Ty Si se noteaza cu
%(fo). Daca f este diferentiabila in 7 € F atunci f este derivabild in raport cu orice

@ in punctul 7y si avem:

U (#0) = df(#0)(@) = (V1 (30). ).

Spunem ca functia f : D — IR, unde D este o multime deschisa din IR", este de

clasi C* pe D daci f are toate derivatele partiale pani la ordinul % inclusiv, continue
pe D; vom nota acest lucru cu f € C¥(D).

In cazul functiilor f : E ¢ R" — R™, f = (f1, fos .., fm) studiul diferentia-

bilitatii si a derivabilitatii partiale se reduce la studiul diferentiabilitatii, respectiv a

derivabilitatii partiale a functiilor componente f, : £ — IR, k=1, m.
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Teorema 4. Fie functiile:
Gg:DCR"— R", ¥=(r1,79,...,%,) —
f:ECR"™ >R, i@= (uj,ug,...,Up) =Y
unde D si E sunt multimi deschise, iar g(D) C
F=fog: Do, Fy=F@)=(] o)) =1 @) =f(e:(@).. ... on@), T D.
Daca functiile u; = ¢,(Z), j = 1, m sunt diferentiabile in ¥, € D, iar functia y = (&)

¢(7) = (v (@), ..., om(d)), T€ D,
f(@) e R, W€E,

E, si functia compusa

este diferentiabild in iy = @(7) € E, wujo = ;(%o), j =1, m, atunci functia compusa

F este diferentiabila in punctul Zy. In plus:
. ) . OF "0 0 ,
IF(E) = 3 g (i) des(d0) 5 5-(7) = > (i) - G2 ). =T

j=1 J
Daca functiile u; = ¢;(Z), j =1, m sunt dlferen’glablle de doua oriin #y € D, iar

functia y = f () este diferentiabila de doua ori intr-o vecinatate a punctului @, =
= J(#y) € E atunci functia compusa F' = f o @ este diferentiabila de doua ori in

punctul 7y si avem:

EP@E) = 3 -2 (@) - de(@n)d <x>+m OF (o) - d2y(70)
0 S 8ulau3 Pi{To)aP;To auj PilTo),
PF B i 32f dpr 6(,0] m aof ngj . .
Oxy, O (7o) = 52, Ow Ouy uO)@xk (Zo )81:2( )+ — Ju, (Uo)au Ox; (Zo), ki =1,n.

O multime F C IR" se numeste con cu varful in Ty € IR" daca pentru V7 € E,
t(Z —7y) € E, Yt > 0. Functia f : E — IR, (E C IR" con cu varful in origine) se
numeste omogend de grad o € IR daca f(t¥) =t*f(¥), Vi€ E, Yt >0.

Teorema 5. Functia f : E — IR (E C IR" con cu varful in origine) diferentiabila

pe E\ {0} este omogeni de grad a dacil si numai daci:

0 0 0 S
I @+ rral @)+t (@) = af @), VE € B\ (O,

(numita relatia lui Euler).

X1

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se calculeze, folosind definitia, urmatoarele derivate partiale:

of of T
a) 8x(O 1) si 8y(1 1) pentru f(z,y) = arctgy,

of of B f _ _ .3 2 3
)8x( 1,0,1), ay(12 1) si (11 3) pentru f(z,y,z) = 2° + 3z*y + 2°.
Rezolvare. a) Avem:
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1) — 1 tgr —
O (0,1) = tim L&D = SO _ arctee =0 _
ox z—0 z—0 z—=0 1 —0 )
o 1.4) = (1. =1 arctg - — arctg (—1
dy y——1 y+1 y——1 y+1
arctg + + arctg 1 arctgy% 1 1 1
= lim L = lim yily . = lim —— = ——.
y——1 y+1 e v y—1 y=-1y—1 2
b) Folosind definitia derivatelor partiale, obtinem:
0 0,1) — f(—1,0,1 54+41-0
—f(—1,0,1): lim L@ 0D = FELOD =0 (22 —24+1) =3,
ox z——1 xr+1 z——1 x+1 z——1
Ly, —1)— f(1,2,—1 3y —6
O (1,9, -1) = tig LTV ZJA2 7Dy =6y
8y y—2 Yy — 2 y—2 Yy — 2
1,1,2)—f(1,1,— 54442
O 1,1, _3) = i L LDZFAL =)y ZHAHD e gy o7
0z z2——3 243 2——3 2+ 3 z2——3

2. Se da functia f(z,y, z) = In (2% +y>+ 2% — 32yz). Si se verifice, folosind regulile
de derivare, urmatoarea relatie:

of of of 3

Or Oy 0z z+y+z
Rezolvare. Derivatele partiale ale functiei f sunt:

of _ 32?2 — 3yz of 3y — 3zz of 322 — 3zy

0r P +y3+ 23 —3zyz’ Oy P +yd+ 23 —3zyz’ 0z 1P+ P+ 23 — 3wyz
Deci:

af of 0 3 +y? + 22 —yzr — 2z — aY)

L=
or Oy 0z 3 4 y3 + 2% — 3ayz
Deoarece z° + 4* + 2% — 3wyz = (22 + y? + 2% — yz — 22 — xy) (v + y + 2), rezulta ci:
of ~of  of _ 3
or Oy 0z ax4+y+z
ar + by + cz

3. Fie functia f(x,y,z2) =

0 0 0
xa—‘i(:v, Y, 2) + ya—g(fv, Yy, 2) + Za—ﬁ(:v, y,2) = —f(x,y, 2).

5 Sa se arate ca:
ety -+ z

Rezolvare. Calculam derivatele partiale ale functiei f:

of _a(@®+y* +2*) —2x(ax +by+c2)  Of b(a® +y* +2°) —2y(ax + by + c2)

or (22 + 92 + 22)? G (22 + 92 + 22)? ’
of  cla®+y*+2*) — 2z(ax + by + cz)
0z (22 4 y? + 22)? '

Atunci rezulta ca:

xaf_’_ af Zﬁ_ (ax + by + cz)(2? + y? + 22) —2(ax + by + cz)(z* + y? + 2?)

=i +
oz Y dy 0z (22 4 y? + 22)2
(ax + by + cz)(z? + y? + 2?) az + by + cz

T (a2 +y2 + 22)? S TErpr2
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4. Fie functia f(z,y) = Y= - sin Y. S5 se arate ci:
x

,0f  Of

== +zy=—=y- f.
e T, =Y f
Rezolvare. Avem:
0 1 1
_f:y%-lny'< y) Slng—gyz cosg———y’ﬁrl Iny- Slﬂg——y“rl cosg,
oz 2 [ x A x
0 1 1 1 1
f <yy}j 1_|_y%lny_>Slng+y%—Cosg:—y%Slng+—y%1ny51ng+
8y x x x r r x
1
+—y% cosg.
T T
Deci
, 0 0
f—i—xy f y%“-lny-sing—y%“-cosg—i—y%H-sing—i-y%Hlﬂy'Sing"‘
" or 8 T T T

+y=*+ cos v _ yatl sin? = Y (yw sin y) =y-f,
x x
adica tocmai relatia din enunt.

T
5. Fie functia f(z,y) = (z* + y?) - arctg —. Si se arate ci:
Yy

0*f 0% f >*f

2 2

. . -9

T geoy Y a2

Rezolvare. Derivatele partiale de ordlnul intai ale functiei f sunt:
of x 9 o
— =2z arctg = + (z° + y°) -

¥

1 x
- — =2z arctg — + v,
Y (

ox Y 1+Z_2
of x 1 x x
—— = 2yarctg — + x2+y2 . . (——) = 2y arctg — — .
0y s ) L+2 g2 y
Apoi:
0 f 0 (0f 0 x 1 1
— == 2z arct + = 2arctg — + 2z - - — = 2arctg —+
ox?  Ox <8x or gy Y gy 1+§—; Yy gy
2zy
2?2+ y?’

O'f 8f 0 2y arct E—a: =2 ! l—1— 2° —1=
Oz Oy 8 ay ~ o\ gy =Y 1+2 vy T a2 g2 -

y? — 2

= m, iar:
>f <8f> 0 < x > 1 T
2garctg— —x | = Qarctg + 2y - == =
oy oy \dy) oy y y L2\ g2
2
= Qarctg T2
y
Atunci:
82f 0 f K, O f 5 r 22%y  2xy(y? — 2?) ) x
8 2+2xyaxa +y 62—2x au"ctg;—i-x?_'_y2 215 +2y arctg;—
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x 223y + 2xy® — 223y — 2293 T
— = 2 2 2 t — — 2 2 2 t e 2 .
2+ (x +y)arcgy—|— sy (x +y)arcgy f
6. Si se arate ci functia f(z,y) = e ¥ - sin (2zy) verifici relatia:
0*f  O*f
LA )
ox?  OJy?
Rezolvare. Avem:
8f 22—q? . 22—y
e 2ze” 7Y - sin (2zy) + 2ye® 7Y - cos (2zy),
x
) , ,
a—f = —2ye” Y - sin (2zy) + 2z Y - cos (2zy).
Y

Derivatele de ordinul al doilea sunt:
f 0 (of\ 0
=)

= 2¢”" Y .sin (2zy) + 42%€”” Y -sin (2xy) +4zye” Y -cos (2zy) +4zye® Y’ - cos (2zy)—

— g2 .sin (2zy) = [2sin (2xy) 4422 sin (22y) +8xy cos (2zy) —4y? sin (2zy)]-e Y,
f 9 (a f) B

[2:)56‘”2’?/2 -sin (2zy) + 2ye® Y - cos (ny)] =

22 = a5 \ 3y = o [—de"’ﬂ_y2 -sin (2zy) 4 2z¢® Y - cos (Qxy)] =

= —2¢" 7 .sin (22y) +4y2e® 7Y -sin (2zy) —4zye” Y -cos (2xy) —dzye® Y’ -cos (2zy)—
422 V" - sin (2zy) = [—2sin (2zy) + 4y®sin (2zy) — 8zy cos (2zy) — 422 sin (2zy)] x
xet v’

0? 0?
Atunci rezulta ca: —f + —f = 0.
ox?  Jy?
1 (=)
7. Sa se arate ca functia f(¢,z) = e 42t , a, b constante, verifica relatia:
2a+\/ Tt
of 5 90*f
ot 0x?

Rezolvare. Avem: )
2 2

of 1 (_1) 432 | m e 1 (z-b)° _ew
2 2av/mt  4a?t?

ot 2a\/m

L ap L5 o | -Lp?

o e AR A U R
of (z —b) _Gob? (x — ) _Gow?
- V= - 7 .e 40t —= ——— - € 4a“4t
Ox 2a2%t - 2a+/mt 4ad\/mt3/? ’

2 —_ z—b)2 2—b)2 _ h\2 )2

OFf_ 0| _(@=b) el 1 sy e (@b e
dx?2 Oz | 4dad\/mt3/? 4a’\/T 8ad\/t5/2

1 1 -
SR A R
of _, 7

Se verifica imediat relatia din enunt: — = a* - —=.
2
ot 2y ox

o, 9 daca (a?,y) 7£ (0:0)7
8. Fie functia f: R* — R, f(z,y) = z? + y?
0, daca (z,y) = (0,0).
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Sa se calculeze, folosind definitia, derivatele partiale ale functiei f in origine si apoi

sa se studieze proprietatea de diferentiabilitate in (0, 0).

Rezolvare. Calculaim mai intai derivatele partiale ale lui f in (0, 0):

ox (0’0)_9101—% x—0 _}ﬁl—r%x_oj
of f0,y) = f(0,0) . 0 _
6y(0 0 =iy y—0 _?lfg%y_()'

Ardtam in continuare ca functia f nu are limita in punctul (0,0), deci nu este
continua si nici diferentiabila in acest punct. Intr-adevar, pentru drumuri de ecuatie

y = mx, avem:
ma? m
hrnf(x mz) = lim — 5 = 5
20 22 + m2x 1+m

Deoarece am obtinut dependentd de panta drumului rezultd ca A @ 1)1rr%0 ) f(z,y).
zy)—

9. Fie functia f: R*> — IR,
1
22 +y?) - sin ———, daca (z,y) # (0,0),
gy = d ) e dach (2.0) £ (00)
0, daca (z,y) = (0,0).
of .

0
Sa se arate ca f este diferentiabild in punctul (0,0), cd exista of §i == in orice

or ~ Oy
punct (z,y) € IR?, dar aceste functii nu sunt continue in (0,0).
Rezolvare. Din inegalitatea:

(2% + y*) sin < 2%+

1
rezulta ca 3 ( l)irr;o ) f(z,y) = 0= f(0,0). Deci f este continua in punctul (0,0).
I’y ﬁ b
Derivatele partiale ale functiei f in origine sunt:
1

) 0) — £(0,0 % sin o
Ay = f(O 0)= limf(x’ )= /0, )zlimi“zlimxsin—zo
oz z—0 z—0 z—0 T z—0 ‘x|
1
(deoarece xsinﬂ < :c|>
x
1
0 0,y) — f(0,0 Yy~ s
Ay = f(O 0)= limf( y) = (0, ):limi‘y‘—hmysm— 0
Dy y—0 y—0 y=0 gy y—0 |y
(analog ysin — ‘ | < y> .

Pentru a demonstra ca f este diferentiabila in (0, 0) trebuie sa aratam ca exista o
functie h : IR* — IR cu conditiile: l)im h(xz,y) = h(0,0) = 0 astfel incat:
0

(z,y)—(0
f(z,y) = £(0,0)+ Ay (x — 0) + Ay(y — 0) + h(x,y) - Va2 + 32, V(z,y) € R

Impunand conditia de mai sus, gasim pentru functia A urmatoarea forma:
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1
V2 + y? - sin ———, daca (x, 0,0),
0, daca (z,y) = (0,0).

Deoarece:
deducem ca 3 (:c,yl)i—r{%o,o) h(z,y) = 0 = h(0,0). Deci functia h de mai sus satisface toate
conditiile din definitia diferentiabilitatii (functiei f in punctul (0,0)), de unde rezulta
ca f este diferentiabila in (0,0).

Sa calculam in continuare derivatele partiale in raport cu z si y ale functiei f

intr-un punct oarecare (x,y) # (0,0):

8—f(:t: ) = 2x - sin ! - ’ cos L i
oY T Vi +y? a?+y? VR
af( )= 2y s 1 Y 1
—(z,y) = 2y - sin — €08 ——.
dy Y Y N T N /22 + 92
Deci:
. 2 -sin : — . dack (2,9) # (0,0)
x - sin — £ COS , dacd (z, ,0),
a_f(g;, y) = VI +y? oty Va? 4 y? Y
: 0 daci (z,) = (0,0);
) 1 Y 1
2y - sin — - COS , daca (x, 0,0),
y 0, daca (x,y) = (0,0).

: 0 . .0 VA
Vom arata ca A lim —f(:v, y), deci functia —f nu este continua in punctul

(z,9)—(0,0) Ox Oz
I 1
0,0). Intr-adevar, degi 4  lim 92 - sin ————— | = 0, functia g(z,y) =
(0,0) S (2,9)—(0,0) ( 72 1 y2> tia g(z,y)

(x,y) # (0,0) nu are limita in punctul (0,0). Considerand

T 1
= - COs ,
/IEQ + yQ /IEQ + yQ
drumuri de ecuatie y = mx, obtinem:
1 T 1

T
- COS = oS :
Va? +m2z? 2 +m2z? x| V1 +m? |z| - V1 + m?

0
functie care nu are limita in punctul z = 0. Deci A lim —f
(z,9)—(0,0) Oz

are limitd in punctul (0,0), deci nu este continua in (0, 0).
10. Fie functia f: R*> — IR,

vy (2® — y*) 3

——— % daca (z, 0,0),

o) = R (z,y) # (0,0)

0, daca (z,y) = (0,0).

0? 0?

" 0,051 2
ox 0y Oy Ox
Rezolvare. Calculam mai intai derivatele partiale de ordinul intai ale functiei f

g(x,mx) =

(x,y). Analog % nu

Sa se arate ca 3 (0,0), dar acestea sunt diferite.
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in raport cu z si y. Pentru (z,y) # (0,0) avem:
6f( - (32%y — y)(a? + y*) — 22(a’y —ay®) _ 2ly + 4Py’ —

ox (1‘2 + y2)2 - (LEQ + yg)g ’
a—f( ) = (2% = 3zy®) (2* + ¢?) — 2y(a’y —ay®) _ 2° —4da’y? —ay’
6y T,Y) = (xQ + y2)2 o (xQ + yz)g

In punctul ( y) = ( ,0) obtinem:

ox gz 00 = :r—O 250 7 0 6y(0’0) y0 y—0
= lim9 =0.
y—0 Y
( 2ty + 4%y —y
Y d Y 07 0 3
Deci: g—f(x,y) = (22 4+ y?)? aci (z,y) # (0,0)
g . Oa daca (l‘ay) = (an)a
@5 — 4zdy? — zyt
=l e S G0 200
Y 0, daci (z,y) = (0,0)
Calculam acum derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei f in punctul
(0,0):
o2 f of . G0 -go0 2
oray Y = 5 <6y>(0 0) = lim =0 =gy =t
0 f o (of 20y 200 %
— | = lim ’ =1 L= 1.
Oy Ox (0,0) = oy (8 > (0.0) = ys0 Y — 0 420 Y
.o 0% . 0%f 0*f 0*f
Deci 3 d =1#-1= .
eci 3 5-(0.0) 51 - (0.0), dar 5 (0.0) = 14 —1= 7-(0.0)

11. Sa se calculeze diferentialele de ordinul intai si de ordinul al doilea pentru
urmatoarele functii:

a) (o) =In(a® + %) b) fla,y) =sin @+ o) fla,y) = Intg %

d) f(z,y,2) = ew@ttvtez, o) f(x,y,2) =cos(x+ 2y +32); f) f(x,y,2) = ™.

Rezolvare. a) Calculam derivatele de ordinele intai si al doilea:

of 2z of 2y  Of 2°—2) Of dzy
dr  x2+y2 dy  a2+yr 0x2 (22 +¢2)? xdy (22 +y2)?

0°f _ 20—y (O0f _ f

oy? (224 y2)?’ <6m oy  Oyox’

teriul lui Schwarz) )

deoarece functia f satisface conditiile din cri-

Diferentialele cerute in enunt sunt:
2 2y 9

2(x” — y?)
(l‘2 +y2)2

2(y? — o 3
d*f(z,y) = Mdﬁ—%dxdy—i—

(22 + y2)? (22 +y dy?, ¥ (z,y) € R*\{(0,0)}.
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b) Avem:
0 0 0>
8_£ = 2z-cos (2° +y?), 8_£ = 2y-cos (2° +y%); 8—;; = 2cos (22 +y%) —42?-sin (22 +y?);
52 2
% gy = —d4ay - sin (22 + 3?); g—y{ = 2cos (22 + 9?) — 4y* - sin (2 + 3?).
Atunci:

df (z,y) = 2z cos (22 + y?) dz + 2y cos (22 + y?) dy,
d?f(x,y) = [2cos (22 +y?)—4x? sin(x?+1?)| dz*—8zy sin (22 +y?) drdy+|2 cos (x> +y?)—
—4y?sin (22 4+ y?)] dy?, ¥ (7,y) € IR*.
c¢) Derivatele partiale ale functiei f sunt:

of 1 1 _(_y)z 20  af 1 11 2

or tg? cos?Z

T % A — Tu - = oy
x%m%y oy tg? cos?? x sin 2

T

12

0’ f 2y{2xsin%—2ycos%ﬁy] _4y(:1:sin%ﬁ’i—ycos%fi).

or? zisin®2 risin® 2 ’
x x
_9lsin %y _ 2% 2y —rein X 2y
0% f _ 2[smz Icosx]_Q( a:smx+2ycosx)'
ox Oy xQSiHQ%y $3sin2%y
Pf 2 —2cos#  —4cos
oy? «x sin”2Y N r2sin?2L
Deci:
—2y
df (x = d d
f(z.9) xQSln%ﬁy zsin 2
i 2y 2y rain 2¥ 2y 2y
2z )_4y(ms1n ycosx)dx2+4( x sin = +2yc0sz)dxd B dcos2
Y= risin?2Y 23sin? 24 Y7 i Y
xT xT
V(z,y) € Dy ={(z,y) € R? tg%>0!}.
f 8
d) Avem:
ﬁ _ aeam-l—by-l—cz, % _ beam-l—by-l—cz, % _ Ceam-l—by-l—cz,
0w "0 "0z ’
0 f %Qf 0 f
— a2eaz+by+cz, — eraz+by+cz, — CQeaz+by+cz,
O0x? T 0y? T 022 ’
2 2 2
0 f — ab 6omc—l—by—l—cz, d f = be eam-l—by-l—cz, d f = ac eam-l—by-l—cz.

0z 0y ' Oyoz " 010z
Deci: df(aj, Y, Z) = (a dx + bdy + Cdz)eam-l—by-l—cz §1

df(x,y, 2) = (a® da?® + b dy? + c? dz? + 2ab dzdy + 2bc dydz + 2ac dxdz)et™by+ez,
V(z,y,2) € R
e) Calculand derivatele partiale obtinem pentru diferentiale urmatoarele expresii:
df (z,y,2) = —(dx + 2dy + 3dz)sin (v + 2y + 3z) si
d*f(x,y, 2) = —(da® + 4dy® + 9dz* + 4dxdy + 12dydz + 6dzdx) cos (x + 2y + 32),
Y (7,9, 2) € IR®.
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f) Avem:
df (z,y,2) = (yzdx + zzdy + xy dz)e™* si
d*f(z,y,2) = [y?2? da® + 2222 dy? + 22y d2* + 2(z dxdy + x dydz + y dzdz) (1+
+ayz)]e™, ¥ (z,y, 2) € IR®.
12. Utilizand regulile de diferentiere, sa se calculeze diferentialele de ordinul intai
si de ordinul al doilea pentru urmatoarele functii si apoi sa se precizeze derivatele
partiale (de ordinul intéi si al doilea) ale acestora:

a) f(z,y) =2°+9y° = 3zy; b) flz,y) =2 ) f(z,y,72) = arctg %;

d) f(z,y,2) = <:L‘y+ g) .
Rezolvare. a) Avem:
df (z,y) = 32> dx + 3y* dy — 3(x dy + ydz) = 3(2® — y) dx + 3(y* — z) dy, iar:
d*f(z,y) = 3(2x dx — dy) dx + 3(2y dy — dx) dy = 6x dz* — 6 dudy + 6y dy?.
Din fgrma acestor diferaengiale deducem SQerivatele pggt;iale ale fugg’giei f:
ai 3(z* —y), 6—5:3(3/2—95), a—x‘é:Gx, 8—y‘£:6y, aa:gy:_?"
b) Folosind regulile de diferentiere, obtinem:
df (z,y) = 2" Vdr + 2¥ Inz - 2y dy, iar:
A2 f (z,y) = [2yx¥" " dy + 12 (y? — 1)’ 2 dx + 2322 " Inz dy] do+

: 2
+ 12022 L cylnzde + 2¥ Inz - 4y2 Inz dy + I dr + 20 Inx dy| dy =
T

=12y — ¥ "2 da® + 4 (y:ry2_1 + y32%" ' In :1:) drdy + 22" Inz (22 Inz + 1) dy?.

Deci: =~ = D2 =2y In; 5 =yt (P —1)aY = 2ya¥ !
ect: o =y 2 o yr¥ lnz; 5 =y (y"—1)ax¥ % 9205 yr? 4
0? : :
+2932%" 1 n z; a—‘é =22 Inz + 42" (Inz)*.
Y
c¢) Avem:
1 y Qxy

—423dz — 2xy2 do — 222y dy
(2" + 2242)?

Apoi: d2f(x y,z) = (y2* dox + x2* dy — 2zyz dz)+

+z4 T [(z dy + 2yzdz) do + (22 dx + 2wz dz) dy — 2(yzdx + x2 dy + 2y d2) dz] =
_ 2y 2R 2B ), 226
(2" + 2%y?)? (" +a2y2)? (2" + 2%y?)? (2" + 2%y?)?
4az(x?y? — 24 dyz(2%y? — 24)
dyd dzd
(24 + 22y?)? yaz + (24 + 22y?)? a4
Y2 of r2? of —2zyz

De aici rezulta: — = —4———— — = —— __  —— — __ "7
or Y +a2%y? Oy 2 +a%? 0z 2+ a2y?
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Pf a2’ Pf 22’y O?f  2axy(3z' — 2?y?)

o2 - (z4 +x2y2)2’ 3y2 - (z4 +x2y2)2’ 022 - (z4 +x2y2)2
0 f B 2 —a%y?)  0f B 2uz(2%y? — 24  O*f B 2yz(2?y? — 24)
ordy (2 + 22922 Oydz (2P +a22)?2 | 0x0z (2 4 a2y2)?

’

d) Procedand asemanator, obtinem:

z—1 z
df (z,y,2) = 2 (xy+ f) (xdy—l—ydm—l— de _ %) + (:L‘y—i- £> In (xy—l—
Y Y Y Y

T 2\ 1 2\ T z\?
+_)dZ:Z Ty + — y+—|de+z|lzy+ - r—— |dy+ |ry+—] X
Y Y Y Y ) Y Y
2 1 z 2 1 Z— 1 z
X ln<xy + f) dz=rzz*! (y i ) dx+zxz<y + > (1 - _2> dy+ (my + E) X
Y Y Y Y Y

x In (xy + E) dz,
Y

de unde rezulta ca:

ox Y "oy y y2)’
3= (o) o)

—=lzy+—| In{lay+—|.

0z Y Y

Diferentiind acum pe df (z,y,2) obtinem derivatele partiale de ordinul al doilea ale

functiei f:

52 21 1\* 72 241 22 2 1)2
—J: =z(z — 1)2* 2 Yot : J; =z(z — 1)a* <y + ) : L T ) +
Ox Y dy Y Y 1
220 (P +1\ 0? r\° x 0 f Y ST A
_ v — — l — . = z X
+ 7 < ” ) By Ty + " n“(ry + " ; 920y 2 x )
1

2 1 62 2 2 2 1 2 82
L T e (U b () wy+ o) N
y? 0x0z Y Y Y yoz

241\ (-1 241\ (-1
(57) (5 )nls) e (57) (%)
v v v y v

13. Sa se calculeze diferentiala de ordinul n a functiei:

f(z,y,2)=1In (x®-y¥-2%); x,y,2>0.
Rezolvare. Functia f se mai scrie astfel: f(z,y,2) = zlnz+yIny+zInz. Pentru
n = 1 diferentiala este:
df(z,y,2) = (1+Inz)dr+ (1 +1Iny)dy + (1 +1nz) dz.
Din forma de mai sus a functiei f, in care variabilele sunt separate, deducem ca
derivatele mixte de ordin mai mare sau egal cu 2 vor fi toate egale cu 0. Atunci

in formula pentru diferentiala de ordinul n a functiei f:

{n}
0 0 0
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n! o f o
= E . . - d ’Ld ]d k
i+j+k=n ikl Oxioyi0z* (,y, 2) da'dy’dz
vor fi nenuli doar trei termeni gi anume cei care contin 0 f’ 0 f’ d f' Deci:
oz™" oyn 02"
T, Y, %) = T, Y, 2)dx T, Y, % r.u.2)d2". n ‘
7y7 axn ’y’ ayn ’y’ y azn ’y’ 9 -

Aplicand principiul inductiei matematice, deducem ca pentru n > 2:

f () (=2 @ ()= Y (<) (-2

orn n—1 ) 8yn yn—l ) Ozn on—1

Deci diferentiala de ordinul n a functiei f (n > 2) este:
. " dx" dy" dz"
d"f(x,y,z) = (=1)"- (n —2)! (xnl + = + z”1> )

14. S-au masurat doua laturi ale unui triunghi cu o eroare relativa de 2/1000 si

unghiul cuprins intre ele cu o precizie de 15’. Care este eroarea relativa exprimata in
procente cu care s-a obtinut suprafata triunghiului?

Rezolvare. Aria triunghiului este: A = §bc sin a. Diferentiala totala a lui S este:
1 1 1
ds = 3 bc cos ada + 50sino¢db+ ibsinadc.

- dS 1 1
Impartind dS cu S obtinem: < = ctgada+ —db+ p; de, deci:

dc
c

db
< |ctg | do + n +

d
Din datele problemei rezulta ca: — = % _ ——, iar da = 15 = T rad
b c 1000 180 4

Eroarea in procente a suprafetei masurate este:
100 ds < letga T 100+4-100
—_— a @ —_— _
=18 180 T4 T 1000

de unde rezulta ca: 100 '%

< 0,440,436 - |ctgal.
15. Fie functia f : R*> — IR,
Ty ¢

, daca (x,y) # (0,0);

fogy = { g P 0700

0, daca (z,y) = (0,0).
Sa se studieze existenta derivatei functiei f in punctul (0,0) dupa versorul @ =

= cos 07 +sinf7, 6 € [0,27), (am identificat elementul @ = (z,y) din IR* cu vectorul
de porzitie OM = 27+ i M (z,y), in reperul OZ;)

Rezolvare. Conform definitiei, avem:

77 % sinf cos @ .

A (0. 0) = i TOO+10) = FO.0) _ 1wy —0 _p; sinfcosd
. v’ tlao t . r lim ;

= —sin 20 - lim —.
2 t—0 ¢
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d
Daca sin 26 = 0, deci 6 € {0, g, T, g} atunci 3 d—f_,(0,0) = 0. Daca sin260 # 0,
v
d,
deci 6 € [0,27) \ {0, g, M, ;} atunci A d—Ji(O,O).
0
16. Se considera functia f(z,y,2) = 2% + 2y> + 32% si punctul My(2,1,1). S& se
d T~k
calculeze d—f_,(Mg), unde 5=
5
Rezolvare. Calculam mai intai gradientul functiei f in punctul M. Avem:
of of of
a—x(Mo) =27y, = 4 6_y(M°) = 4y|p, = 4 &(Mo) = 62],,, =6,

deci: Vf(My) = 47+ AT+ 6F.
Derivata functiei f dupa directia lui §'in punctul M, va fi, conform formulei:

Z—J;(MO) = (Vf(My),5) =4- %+4-0+6- (—\%) = —V2.
2" 2
care apartine cercului de ecuatie 22 + y? — 22 = 0, dupa directia tangentei la cerc in
M.

Rezolvare. Ecuatia tangentei la cerc in punctul M, se obtine prin procedeul de
dedublare: = - xg+ 1y -y — (v + z9) = 0, unde 2y = 1/2, yo = v/3/2. Deci ecuatia

tangentei este:

T \/§ 1

1\/§>

17. Sa se determine derivata functiei z(z,y) = aurctgg in punctul M, (—
x

§+7y—x—§:0 sau x —+/3y+1=0.
. . L V3L 1, . o
Versorul director al acestei drepte este § = —7 + 37 Gradientul functiei z in
1 V3 0 0
punctul M, (5, g) este: Vz(My) = a—z(Mg)i'+ a—Z(MO)f.
0z —y N 0z T 1
Avem: O_x(MU) - 2 +y2 Mo o _7, ar S_y(MU) - m Mo - 5
3, 1
Deci:  Vz(M,) = —§7+ o7

Atunci derivata lui z dupa directia s in punctul M, este:
dz V3 V3 11 1
“E(My) = (V2(My), 5) = — 22 -

2 2 99 o
1
VR

gradientului ei intr-un punct arbitrar (x,y, z) € IR*\ {(0,0,0)}.

18. Sa se calculeze derivata functiei u(z,y,2) = dupa directia

Rezolvare. Gradientul functiei u intr-un punct (x,y, z) # (0,0,0) este:

Vo, ,9) = g (0,0, 7+ G 5,05+ G 0,0, 9F =
X 5 Y 5 z -

- _ _ i
(3172 _|_y2 +Z2)3/QZ (3172 +y2+22)3/2] (3172 _|_y2_|_22)3/2
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Versorul gradientului functiei f intr-un punct (x,y, z) este:

- VU(SE,y,Z) T — Y - Z E
S = = — 77— _ .
Vulz,y,2) @42+ 22 (@t +2) 72 @42+ )P

Deci: ¥ Vu(r,y,2) | _ a? Y

S\ Y - V s I ) - + +
a3\ =y A=Vl 2 g ) T e 2 T (@A A
22 1

_ 3
+(1‘2+y2+22)2 _$2+y2+2’2, V(:r,y,z)ER \{(070;0)}

19. Sa se calculeze:

0z . 0z y _ _ _ 7
a) a_l‘(l‘ay) §1 a_y(xay) daca Z(:an) - f(U,U), unde U(l‘,y) - l‘ya U(SE,y) - ya
(f € CY(D), DcC R?).
b) 92w, y) 5i 9 (2, 9) dach w(a,y) = [, v, w), unde u(z. ) = 72 +42, o(,y) =
T Yy
=22 — 92, w(z,y) =22y, (f € CYD), D C IR?).

0z .0z 5 . . y 1
C) a_x(xay) 51 a_y(l‘ay) daca Z(l‘ay) - f(u)’ unde U(l‘,y) - xy+xa (f eC (I)a IC

C R).
Rezolvare. a) Deoarece z(x,y) = f (:ry,£> calculam derivatele partiale ale
Y

functiei z prin intermediul derivatelor partiale ale functiei f in raport cu variabilele u

si v, conform formulei de calcul:

02— Oy O O B Lo
ax(x:y)_au(uav) al‘(x,y)_FaU(U,U) Gx(x’y)_y 6u(u’v)+y av(uav);
02 ) = O, vy 22 O )Ly = 2 W,y = 2.9
ay (x,y) - au (U, U) ay (l‘ay) + 87) (U, U) ay (x,y) =z au (U,U) y2 av (U,U),

unde u = xy, v="2,

Y
b) Avem:
ow af du af v of ow

or (a?,y) = %(u,v,w)-a(x,y)—i-%(u,v,w)-%(:c,y)—i-%(u,v,w)-%(x,y) =

_y,. 9 of of
=2 5 (u,v,w) + 2x av(u,v,w)-i—2y aw(u,v,w),

u
o b e el op o
0 ) = ) 20+ 2 ,00)- 204 2,00 0, =
_9y. O _9,. of
=2y au(u,v,w) 2y av(u,v,w)—i-Qx 8w(u,v,w),

2

unde variabilele u, v si w sunt 22 + 9%, 22 — y?, respectiv 2xy.

c¢) Derivatele partiale ale functiei z sunt:
0z o ou . AN
g—xu,y)—f(u)-g—x(x,y)—(y “’f2> ()
i ) 28 _ Z) L
S = £/ Ghey) = (24 ) ),
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(u:xy+g>.
T
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Observatie. In exercitiile care urmeaza nu vom mai scrie variabilele functiilor care

apar in compuneri, dar vor fi subintelese in fiecare din cazurile respective.

20. Aratati ca functiile de mai jos verifica egalitatile scrise alaturat:

) =g, toy) =bo—ay a-5E4be G0, (peCD), I R)
bz =syaepl), o)=L oSy —ayta (e CD.L TCR)
_ . .  Ow 6w ow 1 ~N
c)w= f(u,v), u=1x+at, v=y+bt; 5 = O 6m+b T (feC (D), DcCIR);
d) w = f(u,v), u=uay, v=2a?+y?—-2% zz- 21;; Yz - aa;j+(x —y)aazj—O,
(f e C'(D), DcC R?.
Y s o 1 0z 1 0z =z 1
_ Y ,_.2_ 2 1 02 102 =z 1), Ic R).
e) z f(t),t e TR it (fec (I), ICR)
Rezolvare. a) Avem:
0z , ot L 8,2_, ot ,
5y = P 5o =b9(t); 9 ' (t) - oy~ ¢ ' (t).
Atunci: a- g—x—i-b g—;—a(bcp())—i-b(—acp()):(].
b) Derivatele functiei z sunt:
O e o) o=y lr) - L)
a$—y ¥ T ax—y ¥ xSO )
R e S AUR TR0
ay—x T ay—x o' (t).
Deci:
0z 0z , ,
e y-a—y=fvy+w(t)—y<p(t)+yfv+y¢(t)=fvy+(:vy+w(t))=
=Y+ z.
¢) Avem:
ow_of o of o0 of o
ot  Ou 0t Ov Ot 8u 61}
Ow _0f Ou, 0f dv_0f Ow_0f Ou, 0f ov_0f
or  Ou 8:1: ov Or ou Oy Ou Oy Ov Oy Ov’
Atunci: a- G—x +b- 68—1;: g—z—i-b gij a—ltu, adica relatia din enunt.
d) Calculam derivatele partiale ale functiei w in raport cu x, y si 2
ow_of ou of ov_ of . of
or  ou ox  ov or L ou T ow
gw_of ou_of ov__of 0
By ou 0y  ow oy © ou o’
ou_of v of v _ o
0z  Ou az v 8z v
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Atunci 5 5 5 5
xz 6—1;— 8—4—(:62—@/2)-6—2)::1:3; a—i—l—?ﬁz-a—ij—xyz 6_f_
of of of
2y22-% 222 -%+2y2 -%—0

e) Avem

0z _—y- [0 —2ay-fi) 0z _ S-S5 f)+27 F(1)

Ox f2(t) fa) oy f2(t) f2(t)

Atunci:

1002 L 0 29 f) L 29 f() 1 _ =

x Oz y Oy ey ) ey )y

21. Fie functia u = i[cp(ax +y) +p(ax — y)]. Sa se arate ca:

Pu _a® 0 [, Ou )

Rezolvare. Sa notam cu u si v argumentele functiei ¢, respectiv ¢. Avem:

9] 1 9] 9] 1

e S T = vt +a o

0? 9] 9]

T = o v 3 = et )
Apoi:

ou 1 1], ou , ov| 1

S — - Llet v+ [P 5 ) 5 = =) + vt
+=['(u) — ¢'(v)],

0

Y a—Z = —[o(u) + ¥ ()] + yle'(u) —'(v)], iar

O (2. 0" — o) 2% ) 220 4 ) — o o). 24

(5] = - o G v 5|+ d - v vy [ B

9]

— ¢"(v) - G—Z] = —¢'(u) + ¢ (v) + ¢ () = ' (v) + yle" (u) + " (0)] = yle" (u) + " (v)].

RQezulata 5 , , 5

o (7 5 = sl ] = )+ 0] = 3

0*2 0%z 0%z

22. Si se calculeze dacd z(z,y) = f(u,v,w), u = 2> + y?,

or2 0y’ dxdy
v=2a?—9y% w=uay, (f € C}(D), DC IR.

Rezolvare. Calculam mai intai derivatele partiale de ordinul intai ale functiei z:

9: _of ou of o0 ol dw_, of o of
0r  Ou 8x+av 8x+6w 8x_2x 8u+2x 8v+y ow’
%—a_f %_l’_a_f.@_l’_a_f.aw .a_f_2y.a_f+x.a_f

gy  Ou Oy  Ov Oy  Ow G—y:2y ou ov ow’
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2
Pentru derivata —— avem:

82
8?2 0 [0z 0 of of of\ _ .of o (0f
@—a—x<a—x>—a—x(2 %*2 o0 V) " ou T o \au) T
af af af
+28v 2 oz (87}) Ty or <6w> '

Derivata in raport cu x a functiei R care se face prin intermediul variabilelor
u
sale u, v, w, este:

0 (0 _ 8 (05Y u 0 (05) B, B (0F\ dw_0f ou,
dr \ou) du\du) 0x ov\du) Ozxr  Ow\du) dr Ou Oz
P oov Of ow . Pf 9 f 9 f
avﬁu-%—Fawau‘%_2x.w+2x‘8v8u+y.8w8u'

In mod aseméanator avem:

o (0f\ _ 0°f ou  0°f Ov Of Ow 02 f 0 f 0 f
a?(%)‘auav'a_fav? or T owow x> duon T 902 Y Bwaw’

of 0?f Oou O f Ov 62f ow 0 f 0 f 0 f
or <8w> oudw Oz + ovow Ox t ow? ow? o =2 Oudw 2 Ovow Tty ow?’
Atunci:

Pz (of  Of 2f o f o f 0 f
+

+ “ovou Y won Jud
o f o f 2 f 9’ f o’ f of af
+2x‘8v +y'8 3) y<2x.3u6w+2x.6v8w+y.8w2 =2 au B +
2 2 2 2 2 2

4y - dxy -
R TR o Buow Y Guow T
(derivatele mixte sunt egale, deoarece f € C*(D)).

Sa calculam acum derivata de ordinul al doilea in raport cu y:

&2_0 (0z\_0 (, of , of _ 9f\_,o0f , of\ _,0f
0y? _8y dy) 0Oy Y Bu Y ow ou a 8y Ou av

Of\ 0 (0f\ _(0f OF\ .. (*f ou_ f ov &f ouw

Vg ( )”ay <8w> 2<8u 8v>+2 (a 2" By 0vdu Oy Owdu Dy
0%f  Ou 62f @—l- 0?f  Ow i 0 f 8u+ 02 f av+82f ow

8u8v 8y v? dy dwov ay oudw 0Oy Ovow Jy Ow? ay

0 f 02 f 0 f 02 f 0 f
_v> <2y W_Zy-avau—'_x.awau —2y 2y.8u8v_2y ov? 902"

92 f 92 f 02 f of of | 0f
awav>”<2y'auaw_2y'avaw”'aw2 =2 ou a0 T et
2 2 2 2 2
o0°f o o0°f o0°f o0°f
42 _ 2.— . _ . .
Hyt gt g 28y guoe T Guaw Y Soou

Pentru derivata

obtinem:

0x0y
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0%z of 0 f 0 f 0 f 2 2 o f 2 2 0 f
- Ag Az s - 2(z? — y?)- .
Gady ~ aw T G T G T e PRAT YY) G T2 ) 5,
23. Sa se arate ca functia u(x,y) = p(z-y) + /Ty ¢ <Q> satisface relatia:
T
2 Ou_ p Qu_
012 012 ’

(p, v € C*(I), I CIR).

]élezolvare Notam cu u si v argumentele functiei ¢, respectiv ¢». Avem:
u Y 1 _
a_x :?J(,OI( )_|_\/— \/_ (7))+ o <_P> w’(v) :?J@I(U)+§x 1/2y1/2w(v)_
—a 2 o),
0*u 2 L 32 12 L 12 12 Y 3 52 3/2
ooz = V() = a7y () + Sam Y (—;) U (v) + SaT Y () -

- y 1 _ _ _
—x 3/2y3/2 <__> ’I,/)”(U) — ?JQQOH(U)_Z$ 3/2y1/21/1(v)+x 5/2y3/2w'(v)+x 7/2y5/2,¢//(v).

22
Apoi:
a_u — xgo'(u)+\/ffi¢(v)+ /xylwl(v) — ng( )+1x 1/2w( )+x71/2y1/2¢/(v)
oy 2\/y x 2 ’
0? 1 1 1 1
8_;; _ xQ(pu(u) _ le/Qy—3/2,¢(v) i §:E1/2y_1/25¢'(v) i §x_1/2y_1/2w'(v)+
1 1 _ e _
a2 ) = ) — 1y () 1 P () + R ),
Atunci:
2 2
Qg Z _y g 7; — 222" (1) — i$1/2y1/2¢(v) 4o 220 (o) 4 23 P 2 (1) —
x

—a?y%" (u) + ixmyl/%(v) — a7 Py (v) — 272y (v) = 0,

24. Sa se calculeze diferentialele de ordinul intai si de ordinul al doilea pentru
urmatoarele functii compuse:

a) u(z,y,2) = fla, 8,7), a=azx, B=0by, v=cz.

b) u(z,y) = f(a,B.7), a=2"+y* B=2"—y* v=2zy.

c) u(z,y,z) = f(t), t=uxyz.

d) u(z,y,2) = fla. B,7), a=a¥, B=y* y=2"

Rezolvare. a) Derivatele partiale de ordinul intai ale functiei u sunt:

ou_0f 9o Of 95, 0f v _ Of

9r  da +65£ a'a “5a
ou Of 8a af ﬁ of oy ,0f

oy 00 oy 98 oy ay'a_y_ B’
@_ﬁ.aa 0f 05 0f 01 _ 0f
0z Oa 85 oz 87 0z 67
Apoi:

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Pu_ L0 u _ ,0f OPu_ G0 OPu P OPu P

92 " da2 Oy 052 922 o2’ Ozdy dadB’ Oyoz 050y’
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Pu  O*f
0xdz ac@o@v'
Deci:
_ 9 of of :
du(z,y,z) = az ~(a, ﬁv)daﬁ+baﬂ( ﬁv)dy+cav(a57)dz §i
02 L i+ 0] ay + 22 0’
u(z,y, 2) = a*z-5(a, f,7) dr” + 362( Byy)dy” + e p( a, B,7) dz"+
- O°f dyd 2 'S dxd
w2002, 5,9) dody + 2be L0 ,9) dyds + 200, ) do,
(cu a=ax, B="by, v=-cz).
b) Avem:
@zaf-aa af 35 af 87 _ 9, ﬁ+2 g+2 Bf’
Jdxr O« 86 or ay ox oo ap oy
@_af_aa of 08 of oy _, of ., 0f ., of
oy o0 oy 98 oy "o oy Y aa Y 3B F
Apoi:
o' __of *f O »f of 9 f
O f 0 f 0 f O f 82f of Of
5 s 2y>+2y<aam-zghLaBa7 st o) =2 godas )+
o f 0 f Pf 9 f 9 f 0 f
2 297 2 2
+4x 82+4 352+4 92 + 8z 8aaﬁ+8xy8a87+8xy8687’
Pu_0f 9 f 9 f 9 f of 9 f
o7 o Y (a— 2 5500 Y av0a %) 255 Y \Ga0p
0 f o f °f 0 f 0 f af of
.9 .9 9 9 — .9 op =2 (2L 2L
25 V5798 ‘”>+ ‘”(aaay Y=oy Vtop t 90 95) "
N L R S
4—4ya + 4y 3—52+4 ——8 86+8 87_8xy868’y’
Pu . (Pf 92 f 92§ 2 2 f
8x6y_2y<@‘2x+6ﬁ8a.2x+878a-2y -2 3 aﬁ-2x+a—52-2x+
5 2 2 2 2
i of i i i _,of of
6 97 2y>+287+2x<8a67 2x+8ﬁ87 2x+872 2y>—2a +4xyaa2
5?2 5?2 2 2
— o f _f 2 0" f 2 _ .2 o°f
él:vyaﬁQ+4xy8 2+4( y)8a6*y+4(x )8587
Deci:
_ of of af
dU(:v,y)—le By (@ 0:7) + 2 35( B.7) + 2y ( 67)] da+
of of of .
2y - — -2 2
+ 20 G -2 s 2 ay(a,ﬂ,v)] by s

af  of O f GO f 282f s O%f O*f
2 ~J ) 2 —_ 2
du(m,y)-l?( +6ﬁ>+4 8a2+4 8ﬂ2+4 + 8z 8a6ﬁ+8xy6a87+
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0% f 2 of °f 0% f o f 0% f
+8xy868’y] dx +2l2%+4xy£—4 3—52+4 y—+4( y)m+
o f of  of L0 f an an 0 f
2 _ .2 or _ 9] oy 2 2 2
+4(x y)aﬂafy]dxdy—i-[Q(aa 93 + 4y? 8a2+4 352+4 — 8y 8&86—'_
0 f 0% f 5
-i-8xy8aa — 8:5%567] dy-.
¢) Avem
ou , ou , ou ,
6_x f(t)a a_y - f (t): 02 —xyf (t)
Apoi
62u_22,, 82“_22;/ 62f_22,, aQU_ /
92— V? f(@), ar - vF fr(@), 2.2 =Y f(@), 91y = zf'(t)+
by (0, T () + a0, e = )+ a ()
yD " 0ydz Y T Y '
eci

du(z,y,z) = (yzdx + xzdy + xy dz) f'(t) si

d*u(z,y, 2) = [(y?2* dz? + 2?22 dy® + 2?y? d22) f'(t) + 22(f'(t) + zyzf"(t)) dzdy+
+2x(f'(t) + zyzf"(t)) dydz + 2y(f'(t) + zyz f"(t)) dwdz] = (y*2% dz? + 2222 dy*+
+22y? d2?) f"(t) + 2(z dady + z dydz + ydxdz)(f'(t) + zyzf"(t)).

d) Derivatele partiale de ordinul intéi ale functiei u sunt:

8_u_8f.3a 8f 6 f-afy_ Ty 18f—i—z’”lnz%
9z 9o 0z 93 o 87 ar 7" Ba 3y’
6_u_6f_8a af ﬁ f-av—a:ylnxa—f+z 19/
oy o0 oy T98 oy 90 By oo Y 8p
@_ﬁ.a_a_Faf op 8f-87— “In g+x’”1g
9z 00 0z 98 9z oy 0z Y MYas oy’

Apoi, derivatele partiale de ordinul al doilea sunt:

0 _,0f of 2 0f of
— = _ y—2-J_ y—1 x T
92 yly — Dz %0 +yx B (8a> + 2%(In 2)? 9 +2%In &T 7

oy l)xygg_i +zl‘(lnz)2 f 4yt [ymy 1;’; 4 o® 1nza;6fa] + 2% lnzx
v yxyla?;gv + 27 lnzgl y(y - 1)1‘“2—({ +2%(In Z)Qg_ﬁ v 22 o
+222(In 2)? % + 2ya¥ 1" lnzacjg7

% = xy(lnx)Qgi ylnxa—y (%) +2(z = y*” 28/‘1; + yz_la% (%) -
= 2¥(In x)2% +2(z — 1)yz—2§g +a2¥Inx lxy 1nxa%f + yz‘laag—a‘u
e AN 1 A SR R
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y % N 229222% 1 2uyF Lg¥ ln:ca?jafﬁ,

2 = g v (35) 4ate -0t 2 () -
— y*(Iny)? %+x(x_1) i 28£+y lny[y lny%+ aa;afﬂl
+az ! |y lnyagafv +xzzlgi;;] =y*(In ?J)Qaé oo 1)2122_£+y2z(1n v 32;
+x222$_2% +2zy°2" 'In ?/38;57’

e wogh v L sornal (8) v ()
—ya¥ ! lnx%—i-xy_l%—i-xy In [yl‘y 18 J;“x lnza Qa ]Jrzyz_l [yxy_laaoj—gBJr
+:cy‘1yzz—f + 2"y g i )

8ad 00y
o f w1 Pf

2% Inyl Y
+y“z¥Iny n2868’y+xyz 900y’

P2u af . af o (of L0 (of
— s Nny—L z— In “J z
gyo. ~ Y mugg v gy tviinug \g5) T a By

= 2y* llnygg - 1a£+y Iny [xy Inz 82§ﬁ+zyz_1g%‘é] +xz* L. [xy lnx8i2§7+
+Zyz_1aa;—3f,y] = 2y%” 1lnyg£ Y 1% + 2y? 1lnyaﬁ‘i + 2¥y? lnylnxa?jafﬁﬂL
Haytlzet 1n$3a:éffy + ay®! 88;57

Rezulta atunci:

du(z,y,z) = [yz¥~ 18f + 2% 1n z%) dx + (xy lnx% + zyz—1%> dy+

of L0f ,
l xr—
(y ny—aﬁ + xz _87> dz i
L Of of L0 f 0 f
2 — y—2 z 2 2, 2y—2 2z 2
d*u(z,y,2) = ly(y 1)z %0 + 2"(In 2) 5 +yx Sz + 2% (In 2) —672—'_
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+2yx¥ 12" In Zaijafy] dx? + [:L‘y(ln x)Q% +2(2 — 1)yz_2% + 2% (In x)2%+

+ z2y2z_2% + 22y oY lnxaazfﬁl dy? + l (Iny)? g—g +xz(x—1)2" g£+
y*(Iny)? 826J; + :1:222”“’22;; + 2xy7 20! lnyaa;g,y] dz>+2 [y:cy 1 ln:rgf + ¥ lg£+

+x2- 1ylnxg 5 + 272" Inzln Z@?jaf*y + xy_lyzzaa;—afﬁ + 2%y 2z ;;affy] dxdy+

+2 l 7= 18{;4—:021 ! lnzg£+x22m 'ln zaQJ; y gyl lnya?jafﬁ+yzzx Inyln za;af

+a¥y2® ! 6?1257] drdz + 2 lzyZ1 In y% —|—gf_1%+zy2z_1 In ygiﬁ];+xyyz InzIn ya?jgﬁ—i-

gytlye-t lnxa?;af7 +ay® ! 8526][ ] dydz.

25. Si se arate ca dacd f : E — IR (E C IR® con cu varful in origine) este o

functie omogena de grad n atunci avem relatia:

o*f o f O f
2 . . 2 . — = —
75 o + 22y 9205 +y e n(n —1)f(z,y).

Sa se generalizeze, apoi, relatia de mai sus.

Rezolvare. Functia omogena f satisface relatia lui Euler:

of of
.

=ty =n-f(z,y)
ox ay
Derivand egalitatea de mai sus in raport cu x si apoi in raport cu y, obtinem:
of 0 f 0 f of 62f o0 f of .
—n. -2 —(n—1) 2L
e T o ey s T Vo Y gy - P gy
o*f | Of 0* f of 0* f 0% f of
. e N . . —(n—1) 2L
v 0xdy + oy Ty oy? " dy - 0xdy Ty oy? (n=1) oy
Inmultim prima dintre relatiile obtinute cu z si a doua cu y. Prin adunare, rezulta:
o f 0% f 0% f of of
2, 2 2.2 —(n=1 =L L
g A gy TV g T T g Y, )

relatie, care combinata cu relatia lui Euler, ne conduce la egalitatea din enunt.

In continuare vom demonstra prin inductie matematica urmatoarea relatie:

(v gt 5] T = s, v <

Pentru p = 1 avem exact relatia lui Euler. Sa presupunem relatia de mai sus
adevarata pentru p € IN* i o vom demonstra pentru (p + 1):

) o\ Py n!
(«T 8_+y 8y> f(l“ay):mf(x JY)-

Pentru aceasta, relatia pentru p, scrisa sub forma:
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p apf n'

Claryt = " f)

20 P *oyF  (n—p)!

o vom deriva in raport cu x, apoi in raport cu y. Obtinem:

P or f oPrLf n!  JOf
k, k Y AP il P S p—k — ZJ
> Cpy [(p )z OxP—kQyk T axi’kﬂaykl (n—p)! oz’

3 o f ot f n!  Of
Ok gp=k | o i1 k _ of
Ifgﬂ P:E l Yy 8x7’_k3yk +y Gﬂ’—kayk‘l'l ( _p)'ay
Inmultim prima relatie obtinuta cu z, iar a doua cu y si apoi le adunam. Rezulta:
i Ck [( — k) kpp=k 4 L kxp—k] 8”7]0 + i Ok o t1—k kLlf_i_
p ap+1f n' af af
Ck p—k, k+1 _
+1§) pt Y APk b+ (n — p)! l o +y ay
de unde deducem:
S LS o f n!
Ck p+1—k, kY J k. p—k k+1 _ B
- o’ f n! n!
_ Ok =k k _ _ _
n! n!
:(n—p)'(n p)f(x y)_mf(x y)

Schimband indicele cu o unitate in suma a doua a primului membru din sirul de

egalitati de mai sus, obtinem:

< Ok o1k k ot f = b1 p—k+1, k o f n!
1;1 » T Yy 8x1’+1—k8yk+kgl p T Y dap—k+19yk — (n —p — 1)!f(:r,y)
sau
8P+1f p 8p-|—1f af"“f
0,.p+1 k k=1\ p+i—k, k +1 _
ot Oxptl + g (CP +Cp )xp Y DxPt1-kdyk + Gy W -
n!
= mf(%y)-
Astfel am obtinut relatia pentru (p + 1):
= piiok kg OPTf n!
Z +11‘ Y Oxpti- k@y - (’I’L —p— 1)| f(‘ra y) sau
6 a {p+1} n|

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

26. Sa se calculeze, folosind definitia, urmatoarele derivate partiale:

2) 21,0 5 a—fm 1) pentru f(r, ) = arctg ;.
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b) %(1;0;2)a g—gjj(—l, 1,3) si 2—2(2,2,0) pentru f(z,y,z) = Va2 + y% + 22.

27. Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intéi si de ordinul al doilea pentru

urmatoarele functii:

T+y . z
a) f(z,y) =y +a¥; b) flr,y) = arctg mpt c) f(z,y) = arcsin JET

@fm%a—<3; ) f@.2) =2 1) @) = S

g) f(x,y,z) =sin(xsin (ysin 2)),
(functiile fiind definite pe domeniile lor de definitie).

28. Sa se verifice ca ordinea de derivare nu schimba valoarea derivatei, i anume

’f  0°f
oxdy  Oyodx
a) f(z,y) =sin (az +by); b) f(z,y) =2¥"; «c) f(z,y) = arccos \/g;
d) f(z,y) =2 In(1 + ay).

29. Aratati ca functiile de mai jos satisfac relatiile indicate:

Q) fay) =y @ -y 2L 1S

r O0r y Oy

avem: pentru urmatoarele functii:

of of
— . py/T. P =
b) flo,y) =ay+a- e x oty 5y =TT
of of
— 2 2. Lo =
¢) flo,y) = (2 +ay+y7); x5 +y 3y = 2
_ Canan O o OF L Of
d) f(z,y,2) =In (tgx + tgy + tgz); sin2zx 9 + sin 2y o + sin 2z 5, 2.
_ . r—y of of of _
_ . of of of
30. Aratati ca functiile de mai jos satisfac relatiile indicate:
a) f(z )zln\/(x—a)2+( —0)?%; 82—f+ﬁ:0
’y y ] afL‘Q ayQ *
_ )2 AV _ 21712, o°f  o*f  f —
0*f 0*f of
— pTY2. — . L2

22—y 0 3 o3 3 1 1
Q) flay) ==L 0L 0T 0T 9, (1 1)
Ty ox3  0x%20y Oxdy? 013 y: ad
31. Se considera functia f(x,vy,2) = y*2%e™® + 222%e™¥ + 2%y?e*. Si se arate ca
derivatele ei partiale verifica relatia:
o' f o' f o' f o° f

0x30y2022 + 0x20y3022 + 0x20y2023 + 0x20y%02? =0
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32. Sa se studieze proprietatea de diferentiabilitate a functiei f in punctul (0,0)

9,
si existenta derivatelor partiale 8_f si 50 intr-un punct (x,y) arbitrar din JR?, unde:
0y Y

1
22 +y? - cos —, daca (z, 0,0);
a) f: R > R, f(x,y) = NS N (z,y) # (0,0)
0, dacd (z,y) = (0,0).
1

xy - sin ——, daca (z, 0,0):

b fiR R, fry) =4 a4 (z,y) # (0,0)

0, daci (x,y) = (0,0).

33. Fie functia:
2

1+x—2>, daca y # 0;
Y

0, daca y = 0.
Sa se arate ca exista derivatele partiale de ordinul al doilea mixte ale functiei f in

2,
TR = R, f(x,y)= ! ln(

orice punct (r,y) € IR?, dar acestea nu sunt continue in (0, 0).
34. Sa se calculeze diferentialele de ordinul intai si de ordinul al doilea pentru

urmatoarele functii:
a) f(z,y) = Va+ 9% b) flz,y) =In (e + V2" + ) ;
c) f(z,y) = e (zcosy +ysinz); d) fz,y) = arctg

e) f(z,y,2) =a¥".
35. Se determina latura a a triunghiului ABC cu o eroare relativa de 2/1000,

2(z +siny)
4 —gsiny’

iar unghiurile B si C' au erori absolute de 10’ si 15" de arc. Sa se exprime in procente
eroarea relativa cu care va fi cunoscuta suprafata triunghiului.
36. Fie functia f: IR* — IR definita prin:
3

x
, daca (x, 0,0);
fla,y)=4q (y—2?)?+a! (@) # 0,0
0, daca (z,y) = (0,0).
Sa se studieze existenta derivatei functiei f in punctul (0,0) dupa versorul ¢ =

= cos 7+ sinf7, 0 € [0,2m).

37. Si se calculeze derivata functiei f(x,y) = 52°> — 3z —y — 1 in punctul M(2,1)
dupa directia ]\ﬁ\f, unde N (3,4).

38. Sa se calculeze derivata functiei f(z,y,2) = arccosﬁ in punctul
M(1,1,1) dupi directia MN, stiind ci N (2,3, —4).

39. Sa se calculeze derivatele dupa versorul @ = cos 07+ sinf7, 6 € [0,27) ale
urmatoarelor functii in punctele precizate:

a) f(z,y) = 2% — 2zy — y* In punctul M (2, —1).
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b) f(z,y) = sin (z? 4+ y?) in punctul M(0,7/2).

40. Sa se calculeze:

)gw 6811) 8610 daca w(z,y,2) = f(u,v), uw=ax+by+cz, v=ar—>by— cz,
z’ Jy 0z
(f e CY(D), D cC IR?).
) o G dac 2(0.9) = flu0), u=? 447, 0=ay, (f € C'(D). DC ),
¢) 0z %dacé 2(x y)—arctgu u=zxsiny, v=ysinz
oz’ Oy I v T '
d o
d) dj daci z(t) = e’ *Y’, z =acost, y=asint.

41. Fie functia z(z,y) = f (— :L‘y> +y-g(x+y), unde f si g sunt functii

diferentiabile pe IR?, respectiv IR.
9] %)
a) Sa se calculeze E(z,y) = g : a—i(:c, y) + a—;(:c, Y).
b) Si se arate ci E(x,y) = 3(x + y)?, dacd f(u,v) = g(u) = u?, V(u,v) € IR*.

42. Aratati ca functiile de mai jos verifica egalitatile scrise alaturat:
1 82 1 0z =z

— o2 — a2 .z Y, 1 :
0z 0
b) 2=y pla® =), ay?e g aty e =2 (@ Hy), (p€C), ICR)

= (vrTE-a) ¢ (2) 02 02 _ Ve Ay ), 1
C)Z ( ety a) QO(LE y X 8x+y ay \/W_a, ((pEC(), CR)

1
0z —Z:z-ctgy, (e CYI), I C IR).

d) z=siny - ¢ (sinx — y), sz oz oy

0 0
e) u = sinx+ f(siny—sinx), e, cosaH——u -cosy = cosz-cosy, (f € CYI), IC IR).

oy ox
43. Si se arate c& V f, g € C*(IR) functia 2(z,t) = f(x +at) + g(x — at)
satisface relatia: 0% L o
i relatia: — = — - —.
ox? a?> Ot?
44. Sa se arate ca functia u(z,y) =z - f < > +y-g (g) verifica relatia:
0%u 0%u 0%u
2, 2 2 2" — 0
T am T ey Y 2 T

(f, g€ C*(I), I CIR).
45. Sa se arate ca functia z(z,y) = % [f(y) +g (%)
DU S
o 0x? vy 8x8y
(f, g€ C*(I), I CIR).

46. Sa se arate ca functia u(z,y) =2a" - ¢ (ﬁ) +y " (ﬁ) verifica relatia:
T x

verifica relatia:
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2 2 2
0x0y

0x?
(p, v e C*(I), I CIR).

47. Sa se arate ca functia u(z,y) = 2" - ¢ <Q> + 7" (ﬁ) verifica relatia:
x x

d%u 0%u , 0%u

2 - = — .
88+y n(n—1) - u,

x 922 + 2xy -
(g, e (D), 1CR)
48. Si se calculeze derivatele de ordinul n ale functiei wu(z,y,z) = ¢(t), unde

t=ax+by+cz, (p€C™(I), I CR).
49. Sa se calculeze a;’ gy:’ gz: daca u(z,y,2) = ¢(&,n,(), E=ax, n=

=by, (=cz (p€C"D), DCIR.

50. Sa se verifice relatia lui Euler pentru urmatoarele functii:

+ by
— 39 b _ oy
a) f(a:,y) x° +y Zry($+y); ) f(x:y) \/m;
Q) flay.5) = DIWEE

Y o222

§2. FORMULA LUI TAYLOR, FUNCTII
IMPLICITE, DEPENDENTA ST
INDEPENDENTA FUNCTIONALA

Teorema 1 (Formula lui Taylor cu restul lui Lagrange). Fie f € CNT!(D),
unde D C IR" este o multime deschisa si convexa (adicA VT, Ty € D, ti+(1—1)75 €
€ D, Vt e (0,1)). Atunci pentru V#,, 7 € D EIgN € (%o, 7) astfel incat:

- - 1 N+l o 2 \(m _ =
f(Z) =Tn(Z) + [ d™ " f(En)(Z — To),

unde Ty (Z) este polinomul lui Taylor de grad N a functiei f in Zy:
TN( - + Z T dk — fo),

(Ev = To+ 0n(T — Ty), Oy € (0, 1)).

Pentru 7, = 0 formula de mai sus este cunoscuti si sub numele de formula lui
Mac-Laurin.

Teorema 2 (existenta si continuitatea functiilor definite implicit). Fie
functia F : D = Ax I ¢ R""" — IR (A C IR" multime deschisi, I C IR interval

deschis) si (%o, yo) € D. Daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:
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a) F(Zo,y0) = 0;

b) 3 o vecinatate U C A a punctului Zy si 3 o vecinatate V' C I a punctului yg
astfel incat:

i) pentru Yz € U fixat, functia y — F(Z, y) este continua si strict monotona pe V;

ii) pentru Vy € V fixat, functia ¥ — F(Z,y) este continud in Zo;
atunci:

1) 3 o vecinatate Uy a punctului Zy si o vecindtate Vy a lui yo astfel incat pentru
Vi € U, fixat ecuatia in y: F(Z,y) = 0 are o solutie unica y = f(Z), y € V4, pentru
care F'(Z, f(Z)) = 0 in Up;

2) functia f : Uy — Vj este continua in 7y gi verifica egalitatea f (%) = yo.

Corolar 1. Daca in enuntul teoremei se inlocuieste ipoteza ii) cu:

ii’) pentru Vy € V fixat, functia ¥ — F(Z, y) este continua pe U,
atunci functia definita implicit f este continua pe Uj.

Teorema 3. Fie functia F: D = Ax I C R"™" — IR (A C IR" multime deschisa,
I C IR interval deschis) si (%, y9) € D. Daca sunt indeplinite conditiile:

a) F(Zo,y0) = 0;

b) F € C'(Ux V), unde U este o vecindtate a punctului &y, iar V este o vecindtate
a punctului yg;

c) a—y(foayo) # 0,
atunci:

1) 3 o vecinatate Uy a punctului Z, si o vecinatate Vj a punctului y, si o functie
[ Uy — Vp astfel incat f(Zo) =y 51 F(Z, f(Z)) =0, Vz € Up;

2) functia f are derivate partiale de ordinul intai continue pe U, date de:

of o _ B I@)

0z; &, (@ (@)

Oy
3) daca in plus F' are derivate partiale de ordinul & continue pe U x V atunci

, VY2 eUy, i=1,m;

functia implicita f are derivate partiale de ordinul £ continue pe Uj.
Teorema 4. Fie functia F: D= Ax B c R""™ — R™ (A c R", BCc R"
multimi deschise), F = (Fi,...,Fy) s (20,9) € D. Daca sunt indeplinite conditiile:
a) ﬁ(fﬂa o) = 0;
b) functiile F; € C*(U x V), j =1,m, unde U este o vecinitate a punctului 7o,

iar V' este o vecinatate a punctului gp;

D(Fl,FQ,...,Fm) Lo L
To, :detV~Fx’ 0
Dy, Y25 - - Ym) (o, 90) 7F (Lo, %0) #
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atunci:

1) 3 o vecinatate Uy x Vi a punctului (Zg, 7o) si o functie vectoriala unica f Uo— Vo,

f(x) = (f1(Z), -, fm(T)) a.l. f(xo) = o i F(x,f(x)) =0 in Up;

_ OFf:
2) functiile f; : Uy — IR, j = 1,m au derivate partiale de ordinul intai Js
x.
continue in Uy, aceste derivate fiind solutiile sistemului: '
= OF; Ofk OF; . . o
— = —_ _ — = — 1 — 1 —»: =\ .
,;—ay (#,9) 5y, (@) = 5 @9, i=Tn j=Tm, §=f);

3) daca in plus functiile Fj, j = 1,m au derivate partiale de ordinul & continue

pe U x V atunci functiile f;, j = 1, m vor avea derivate partiale de ordinul k continue

pe UU)
6F1 . 8F1 2 7 oF,  , .
En ) ) , U)o W(Ly)
% 7 3% LY
(unde Vgﬁ(:f, ¥) = ayl g 392 gL OYm Y ,
aFm'ﬁ o OF, OF, .
8y1 (ar,y) 33/2 (xay) ay—m(aj:y)

D(F, F5, ..., F,
iar (F, P, )(_’ 7) = det Vy F( 7, 7) sunt gradientul, respectiv iacobianul func-
l_?(ylay% s 7ym)

tiei F' in raport cu ¢ in punctul (Z,7)).

Fie f: E C IR" — IR", FE multime deschisa. Transformarea T : E C IR" — F =

= f(E) C IR", data prin ecuatiile T : y; = fi(x1,...,2,), i = 1,n este o tranformare

requlata in punctul Zy € E daca 3 si sunt continue derivatele partiale 8—2 (1,7 =1,n)
Zj
pe o vecinatate V' a punctului 7y si:
D(f1. fo, - f) D(yi, 92, Yn) f
J(7y) = R o) = . o) = det V f(Z, 0.
(%) D(a:l,xg,...,a:n)( 0) D(a:l,xg,...,a:n)( 0) /(@) #
Daca transformarea T este regulata in punctul ¥y, € FE atunci ea este regulata

intr-o vecinatate a lui #y. O transformare regulata in 7, este diferentiabila in %, deci
continud in xg.

Multimea F C IR" este conexd daca ea nu se poate reprezenta ca reuniune de doua
multimi simultan deschise gi inchise sau, echivalent (in spatiul IR"), orice doud puncte
din E pot fi unite printr-un arc de curba complet continut in multimea E. O multime
E C IR" se numeste domeniu daca este deschisa si conexa.

[acobianul unei transformari regulate pe un domeniu E pastreaza semn constant
in acest domeniu.

Teorema 5 (derivarea functiilor inverse). Fie E o multime deschisa din IR".
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Daca transformarea T este regulata in punctul ¥y € E atunci:
i) 3 o vecinatate Uy C E a punctului Zy si o vecinatate Vy C F' = f(E) a punctului
o = f(fg) a.l. restrictia T la Uy este o bijectie a lui Uy pe V4.

ii) Transformarea inversa §¥ — & = 3(y) = (o1(9),...,ou(¥)) € Uy, ¥ € Vj
satisface conditiile Zy = @(7), este regulata in ¢ si, in plus:
D(¢1, 92, -, ¢n) () = (D(fl, foro oo fn) (fo)> —1 |
D(y1, 92, -+, Yn) D(xy, o, ..., 2y)
Vom spune ca functia ¢ : E C IR" — IR depinde de functiile fi, fo,..., fm pe o

multime D C E daca 3 functia ®(y1,ys, . .., Ym) definitd pe o multime B C R™ a.l.
o(Z) = ®(f1(D),..., fm(Z)), VZ € D. Sistemul de functii {fi, fo,..., fm} se numegte
functional dependent pe D daca cel putin una din functiile sistemului depinde de cele-
lalte. Sistemul de functii {f, fa,..., fm} se numeste functional independent in Zq € E
daca nu exista nici o vecinatate a lui ¥y a.l. una dintre ele sa depinda de celelalte
pe acea vecinatate. Functiile fi, fo,..., f,, sunt independente pe o multime deschisa
D C F daca sunt independente in orice punct z € D.

Teorema 6. Fie functiile fi, fo,..., fmn : D C IR" — IR, D multime deschisa.

Daca aceste functii au derivate partiale de ordinul intai continue intr-o vecinatate

. Do .. (Of; . ﬁ
V C D a punctului ¥, € D si daca rangul matricei (a—fl> intr-un punct ¥, € V
SEJ i

Teorema 7. Fie functiile fi, fo,..., frn : DCIR" — IR, D deschisa si ¥y € D. Daca

functiile f;, ¢ = 1, m au derivatele partiale de ordinul intai continue intr-o vecinatate

OFf;
U C D a punctului 7y si daca rangul matricei <i> este egal cu s < min U
Z; T,m

i=1,m

=1,n

J
atunci printre functiile fi, fs,..., f,, exista s functii independente pe U, iar celelalte
m — s depind de acestea.
Corolar 2. Conditia necesara si suficientd ca n functii fi,..., f,: D — IR (D C

C IR" deschisa), cu derivate partiale de ordinul intai continue pe D, sa fie dependente
D(fla"':fn)

( ) sa fie identic nul.
T1y. ..oy Ty

functional pe D este ca determinantul functional

PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se dezvolte functia f(z,y) = e®siny pana la termenii de ordinul al treilea

cu ajutorul formulei lui Mac-Laurin.
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Rezolvare. Conform formulei lui Taylor pentru (zg, yo) = (0,0), avem:
i1 0 0\W
= (0,0 — — — 0,0) + R
e = 10,0+ 35 (s 5040 ) 70,0+

unde Rj este restul scris sub forma lui Lagrange astfel:

{4}
Rgzl(xﬁwa%) FEm). cu (En)=0a.y). 6€ (0.1),

4! ox
Sa calculam derivatele partiale ale lui f:

a—f = e sin y; 8_f = e cosy; 82_f = e” sin y; 'f = e" cosy; 82_f = —e’siny;
Ox dy Ox? 0xdy oy?

3 3 3 3
6_f =e’siny; el = e’ cosy; 871‘ = —e"siny; 6_f = —e” cosy;
Ox? 0x20y 0x0y? oy3

4 4 4 4
6_f =e’siny; ﬁ = e’ cosy; 87f = —e"siny; 671‘ = —e" cosy;
Ox? 0x30y 0x20y? 0x0y?
64
B—y{ = e’ siny.

1
3 (32%y — 9*) + Rs,

1
unde R3 = 4|( sinn a! + 4ef cosn 2Py — 6e* sinn 2’y® — 4ef cosnay® + e s1nny)
cu E=0zx, n="~0y, € (0,1).
2. Si se dezvolte functia f(z,y,2) = 22 + 9y + 22+ 22y —yz —4z — 3y — 2+ 4 cu

Atunci: f(z,y) =y + 2y + =

ajutorul formulei lui Taylor in vecinatatea punctului My(1,1,1).

Rezolvare. Avem:

1 0 0 0
e =101+ @02 aanre-nZaanre-nZann)s
M e i -1 ) -1 2L (11 1) £ 2 - 1) (- 1) x
2' 'r a 2 ) b) y a 2 ) ) Z a 2 b) ) 'r y
o f 0 f o f
X gmay 1 LD+ 20 = Die =15 5o (L1,1) 42z~ 1)(z = )5 5-(1,1 1)]
Calculam derivatele partiale ale functiei f:
0 0 0
LD = o2ty =0 G (11,1 = @pe2n-s-3),, =05 1)
2 2 2
— (22— y—1)[,, =0 a128(111) 2, gé(lll) 2 25(111) 2,
0 f . PF . 62f _
dugy LD =% G (L) =1 5 (1,1,1)=0.

Deoarece f(1,1 1) = 0, obtinem:
flay,z)=(2 -1+ -1+ (E-1)+2@ -1y —-1) - (y—1)(z-1).
3. Si se gaseascd cresterea functiei f(x,y) = x — 2y® + 3zy atunci cand se trece

de la valorile g = 1, yo =2 la valorile xy =1+ h, y; =2+ k.
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Rezolvare. Cregterea functiei, adica f(z1,y1) — f(x, %) 0 evaluam cu ajutorul

formulei lui Taylor:

5 m
Af = flo1,y1) — f(20, 0) = L [(% — l‘o)a + (g1 — yo)a—y] f(zo,y0)+

9 51 5 )
e R | R (A e A Y )

(Ry = 0).

Derivatele partiale ale functiei f in punctul (1,2) sunt:

of of

5 (12 = (B 30| = 9 50 (1,2) = (=6” +30)] ) = 21

02 f 02 f 02 f

o 2(1 2) = 6z ‘ 1,2) = ; axay(LQ) = 3; a 2 (1 2) 12y|(1,2) - _24;
0 f . O . 9 . 9 _
%(1,2) = 6; 5273 (1,2) = 0; 5ady ~(1,2) = 0; 8—y3(1,2) = —12.

Deci: Af = 9h — 21k + = (6h2 + 6hk — 24k?) + é(6h3 — 12k%) =
=9h — 21k + 3h2 + 3hk — 12k* + h* — 2k,
4. Si se scrie dezvoltarea polinomului: P(z,y) = 2%y — 2y + 20> — 4z + y + 2
dupa puterile lui (x — 1) si (y + 2).

Rezolvare. Conform formulei lui Taylor, avem:

{13
Plo) = P2+ g (o= D+ 205 | P2+ o= 1704
{2} 1 ) ) {3}
+(y+2)a—y] P(l,—?)—i—i [(x_1)£+(y+2)6y] P(1,-2), (R3=0).

Calculand derivatele functiei f in punctul (1, —2), obtinem:

oP oP
%(1; —2) = 2oy — 2y + 4z —4)|; 5 =0; a—y(l’ ~2) = (2° - 2z + Dl =0
o0’ P 0*P 0*P
£ (1.-2) = 2y+4)|4 o) = 0; 8x—8y(1’ —2) = (22-2)|_y =0; 1 ——(1,-2) =0;
o3P o3P 3P o3P
1, -2 : 1,-2)=2;, ——(1,-2)=0; 1, -2 :
0w 7 ) =0 8:1:28y( ) ’ 8:1:8y2( 2 =0 oy a7 ) =0

Deoarece P(1,—2) =0, obtinem: P(z,y) = (z —1)*(y + 2).

5. Sa se calculeze aproximativ numarul N = \/sin21,55 + 8e0:015 plecand de la
valoarea functiei z(z,y) = V/sin?z + 8e¥ pentru zo = 7/2rad. siy, = 0, (7/2 ~ 1,571).

Rezolvare. Pe numarul N = z(1,55; 0,015) il vom aproxima astfel:

z(1,55; 0,015) = z(z9, yo) + (1,55 — «To)g_;(xo; Yo) + (0,015 — yo)g_;(ffoayo)

(am considerat prima aproximatjie - diferentiala intaia din formula lui Taylor).

Deoarece:



248 Capitolul 6

0z ( ) sin x cos x 0 0z ( ) de? 1
2o, — e =0; —I(wg, = s o 37
o 0 Y0 sin’z + 8e¥ | /9.0) oy Sin’z + 8e¥|(rpg) 3

4
iar z(xo, yo) = 3, obtinem: N ~3+0,015- 3= 3,02.

6. Sa se calculeze derivatele 3’ i y" ale functiei y = y(z) pentru:

a) z = 1gi y =1 dacd functia y este definita prin: 4z* — zy + y> — 4 = 0.

b) z = 0si y = 0 daca functia y este definita prin: z cos y+y cos x+sin x+siny = 0.
Rezolvare. a) Si notam cu F(z,y) = 42 — zy + 3> — 4. Deoarece F impreuni cu

OF
toate derivatele sale de ordinele intai si doi sunt continue pe IR? si —(1,1) = (—z+

+2y)|(1 1y = 1 # 0, rezulta, conform Teoremei 3, cd functia F' defineste in vecinitatea

punctului 1 o functie y = y(z) a carei derivata in punctul x =1 este:
oF

oF
o @ W wy=ayy  TT 2D
Pentru derivata de ordinul al doilea a functiei y in punctul x = 1, avem:

P°F (a_F)2 _ 9 OF OF OF 4 &°F (6_F)2
1) = Ox? Oy 0xdy Ox Oy Oy? ox
y'(1) = - =

3
(2 (1)
8(—x +2y)2—2-(—1)- (87 —y)(—z + 2y) + 2(8z — y)?
(=2 +2y)° (1)
O alta metoda de calcul a derivatelor y' si y” este derivarea relatiei din enunt

functie de z, tinand cont de functia y = y(x):

_ 8-y

= —120.

8 _
8r—y—xy' +2yy’ =0 = y'(z)= S
T — 2y
Deci 4/(1) = —7. Pentru derivata a doua, derivim y' gasit mai sus:
Muﬁz@—y%w—%ﬁ—@x—wﬂ—Qw.
(z —2y)?
. 15-(—=1)—-7-15
In punctul z =1 avem: y"(1) = ( )1 = —120.
b) Fie F(z,y) = xcosy + ycos z + sinz + sin y. Deoarece:
OF
a—y(O, 0) = (—xsiny + cosz + cos y)| ) =2 # 0,
oF .
verm: y,(o):_g—lg;(:c,y) _ cos?/—ysm:c+cos:1: _ 1
6—y(m, ) 0.0) —xsiny 4 cosx + cos Y|, o
ar (0) = — (—ycosx — sinz)(—zsiny + cos z + cos y)Q_

(—zsiny + cosx + cosy)3
2(—siny —sinz)(cosy — ysinz + cosx)(—x siny + cos & + cos y)
(—zsiny + cosz + cos y)?3
(—zcosy —siny)(cosy — ysinz + cos x)?
(—zsiny + cos z + cosy)3

= 0.
(0,0)
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0z 0z 0% 0%z . 0%z

a0 A a9 i — pentru z =y = 2, 2z = 0 daca
dz” Oy 022 0xdy i 0y? P Y

functia z = z(z, y) este definitd prin: (z +y)e* —xy — 2 = 0.

7. Sa se calculeze

Rezolvare. Functia F(x,y,z) = (x + y)e* — zy — z satisface toate conditiile din

oF
Teorema 3 <a—(2, 2,0)=(z+y)e’ =190 =3# 0). Conform formulei de calcul,
Z b )
avem: or
92 (9 9y = _22(®:9:2) ey 1
S or - 2 1l@220 3
ox (2,9, 2) (2.2,0) (x +y)er — 112200 3
0z . %_Z(%?Jaz) _ e —x 1
oy 2= " T :—1le20 3
Y 52 (2:Y,2) |(2.0.0) (z +ye 2,
o2F | (or)? 0°F | OF  oF | 9°F _(9F\>
Ano. PZ (9 9) — oL (4) —22k or.of 4 ok (o) B
bot 8:62(’)__ aF\? -
(%) (2.20)

10

2 =)t St e gP) 10
(@ +y)e =17 20 2T

> 62F.(a_F)Q_62F.6_F.8_F_82F.8_F.8_F+62F.6_F.6_F
0%z (2 2) o oz 0y oz oxrdz Oy Oz oyoz Ox 0z 822  ox Oy o
) - 3 =
dxdy (%—f) (2,2,0)

(D[ +y)e* — 12 —e*(e” —a)[(x +y)e* — 1] — e*(e* — y)[(x + y)e* — .,

(z+y)er —1]3
(z +y)e*(e* —y)(e” — z) L
[(z +y)er —1]3 (2,2,0) 277
92F (oF )2 92F 9F OF , 8°F (oF)2
@(22):_3_3/2'(5) _281/62'3_1/'5—’_322'(3_?/) -
o (%)
0z

_ (e —a)[(aty)ef — 1 +ef(x+y)(ef —x)? 10

[(z + y)er — 1]° Cor
Rezultatele de mai sus le putem gasi si prin derivarea relatiei din enunt in raport

cu x si apoi cu y, tinand cont ca z este functie de z si y:

Ve "V or T o (v +y)er —1 3
e’ + (v + )62%—1‘—%—0 = N
Y oy dy oy (z+y)er—1
0z 1 .0z 1
Deci: —(2,2) = = s1i —(2,2) = —.
€C1 83}'(,) 3§18y(i) 3

. A N . . . .. o . . z .
Derivand in continuare prima dintre relatiile gasite mai sus <8_>’ in raport cu
x

x §i apoi cu y, iar a doua relatie | — | in raport cu y vom determina derivatele de

dy

ordinul al doilea ale functiei z:
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—e*(x — e?)

2 _ ¢ Flatye —1]-(y-e) [+ (@ +y)e ]
0x? [(z +y)er — 1]
_ gty e —(y— )t y)e’] — ey —¢)
[(z +y)er — 1] ’
P (1—e-8) [(w+y)er —1] = (y—e*) [¢* + (z +y)e* - &
Oxdy (z+y)er —1]2 B
Gl rye e — (y—e)(r Fy)et] + (z+y)et =1 - (y — e)e?
[(z +y)er — 1] ’
= Bt — 1= [+ @+ g - e)
ooy @y — 17
B g—; [— (2 +y)e* + e* — (x + y)e*(x — €?)]
, [(z +y)er — 1]
Dgrlvatele cerute suntg: ,
Q(g ) 10 07z (2,2 1 0%z

10
= ——, 2(2,2)=——.
) 277 8y2 ( ? ) 27

8. Fie relatia 2% + y* + 22 — 3zyz = 0 5i f(z,y,2) = xy?z3. S& se calculeze:
w

o (1,1,1) daca z = z(x,y) este o functie implicita definita de relatia de mai sus
of
b)

5 —(1,1,1) daca y = y(z, 2z) este o functie implicita definita de relatia de mai sus.
T

ox?""’ 27" dxdy

Rezolvare. a) Derivata functiei f in raport cu variabila z, tinand cont de faptul
ca z este functie de x si y, este:

0z
—(1,1,1) = y?2® + 32y%2° ==

52 )=y U

Derivand relatia din enunt, in raport cu =z, 0b§1nem:

0 0
2:5—1—22—2 — 3yz — 3xy &

- -2
=0, de unde rezulta ca: % - M
Oz Ox oxr 2z —3xy
i 02 _of
o punctul (1,1), avem: 5, (1, 1) = =1 (= =1), 1ar 51, 1,1) = 1+3.(~1) = =2
x x
b) Procedand in mod asemanator punctului a), avem:
of 2 5 0y
1,1,1) = 2 7
o (7 s ) yz + xyz 8x 1’1’1

Derivand relatia din enunt in raport cu x, unde y este functie de x si z, obtinem

0 0 0 3yz — 2
2z + 2y ay 3Yz — 31‘Za—y =0, de unde rezulta ca: y _ oY= i
x

or  2y—3zz

In punctul (1,1) avem: ?(1, 1)=-1 (y=1),iar af(l, 1,1) = —1.
T

ox
9. %a se Calculeze
2
a) 7 si 8_ daca z = z(x,y) este o functie implicita definita prin relatia:
z Y

Flx—y,y—22—12)=0 (FeC (D), DcCIR.
0?2z

52 daca z = z(x,y) este o functie implicita definita prin relatia:
oY

b)
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Glx+y+z22+9y?+2%) =0, (GeC*D), DCIR.
Rezolvare. a) Derivand relatia din enunt, F' = 0 in raport cu z, prin intermediul

variabilelor u, v si w ale functiei F', obtinem:

OF du OF Qv OF du OF _OF ( 6z>+8F <%_1>_0

=0 sa —

=

ou Or Ov Odr Ow Ox Ju  Ov ox ow \0r
0z S -9 (OF ,OF
De aici deducem ca: %:H, %7&% .
ow ov
Derivand acum relatia F' = 0 in raport cu y, obtinem:
oF 8u+6F av+8F aw_o <o oF ( 1)+8F ! 0z +6F 62_0
ou dy Ov Oy Ow Oy ou ov dy ow Oy
9 L9 [9F  OF
De aici rezulta ci: —— = 24 0v — #F — .
oy oE o 8w7é8v
w ov
z 2z
Putem calcula — si EW folosind si formulele:
Zz Y
oF OF  du | OF v | 9F . 9 OF _ 9F OF _ 3F
I3 F  ou F  ov F ow I3 F F F
Oz 9z u oz "o 8 T ow 9z “ov Tow  ow o
oF OF du 4 OF dv 4 OF  dw OF | OF OF _ OF
F F . ou , OF . 0v F  ow F r F Jal
oy G w0z Vo 8 T ow 8x o Tow  ow  dw

b) Derivam relatia din enunt G = 0 in raport cu ¥, prin intermediul variabilelor u

si v ale functiei G:

oG Ou  0G Ov_ . 0G [ 02\ 0G [, o, 0Z)\_,
ou oy ov oy ou ay) a0\ 7Y oy)

0 —9G _ 9y . 0G oG oG
De aici rezulti ci: - = —0u Y | =+22-—#0].
ay G 9 oG ou ov
o IRy
. : 0z . - y . 0G|
Derivand in continuare pe EW in raport cu x, tinand cont ca M si M depind de
u v

x prin intermediul variabilelor lor u si v, obtinem:

9’°G  du 9’G . Ov 9’G  du 9’°G v oG oG
0%z _ |:3u2 ox + Ovdu  Ox + 2y (Buav ox + Ov? Bz)] (Bu + 22 8v)+
oxdy oG 0G| 2
(5% +22- 55)
oG oG 9’°G  du 9’°G v dz  90G 9%’°G  du 3’G  ow
(B +2y-92)- |59 -G+ 28 - 0u 42098 40z (0. uy 220 o)) B

9G | 9 .@2
%G 2%G du aggu . afg) v ele] oG
—[(W+23/'auav)'%+(auav+29'§?)'&]'(%JFQZ'W)
(%+22-%)
(52 +2y-50) - [282- 53 + (58 + 288 ) - 3o + (5 + 2:58) - 5]

(%-ﬁ-?z-%)?

+
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2o+ 50) -5 Er2y-o) (5585 48) &
(6G+2z %—G)

G 9@ G 9%G v
+2(y—2) (3. 26 —50.20). &

(%+22-%)
2(i 120 %) 4 -0 (55— £8) (1+)
(‘?9 + 2z - )

ov ov Ox
2(y—z)-(%-%—g§-a ) (2x+22-%)
(2—5—1—22-6—(;)2
2(y—z)-(@-82—.6—36-36'+2x-66 —2x-@-82—G)

. ov  Ou? du  dudv v dudv ou  Ow? +

(%+22-@)2
25 (G2 ) w2 =) (558 — 50 )| &

(@+22-%)2

G = 9°G G  9°G 0z
4(y B Z)Z (Bv dudv  Ou = 02 ) Oz

(5 2: )
Derivand relatia G = 0 in raport cu x obtinem:

a—G'@-Fa—G'@:U 5 % <1+az>+a—G <2x+22 az)—o,

+

_|_

+

Ju Ox Ov Ox ou ox ov ox
. 0z =9 —2x-
de unde deducem ca: T aG s %f,;
. : o 82 ) 0 .
Inlocuind aceasta derivata — 1n expresia lui , rezulta, in urma calculelor:
ox xdy
G (oG aG 8G oG
0x0y (aG 19, %f)
aG\?  8%G 0G _9G | 9°G aG\?  9%G
Aly — 2)(z — 2) - [(m) g5 -5t 0. e 1 (5) - 5

oG fite]
( +2z- 35 )
10. a) Sa se arate ca daca (y + z)sinz — y(z + 2) = 0 defineste in mod implicit

0
functia z = z(z, y) atunci are loc relatia: 2z -sin z - R = 0.
o0x ay
b) Sa se arate ca daca x? + y? — 2z2 — 2yf(z) = 0 defineste implicit functia

z = z(x,y) atunci are loc relatia:

(y* — 2% + 222) - g—+2y(z—x) gy—ﬂ (feC'(), ICR).

Rezolvare. a) Calculam mai intai derivatele partiale ale functiei 2
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%:_?9_5(1‘7%2):_ -y s
ox 9 (2,y, 2) sinz+ (y+ z)cosz —y
0z %—Z(%y,z)_ sinz —x — 2
oy ‘Z—I:(x,y,z) ~ sinz+(y+2)cosz—y’
unde F(z,y,2) = (y+ 2)sinz —y(z +2), (sinz+ (y+ z)cosz —y # 0).
Atunci:
z-sinz-%— 2 0z _ yzsinz + y?sinz — y*(x +2)  —yly(z +2) — (y + 2) sin 2] _y
ox 7 dy  sinz+(y+2)cosz—y  sinz+(y+2)cosz—y

conform relatiei initiale.

b) Derivatele partiale ale lui z in raport cu z i y sunt:

%__g_i(xayaz)__ 20 — 2z _ xr—Zz
ox — L(ry,2) —2w-2yf(2)  a+yfl(2)
9 __a(my2) -2z _ y- i)
dy %—f(m, Y, 2) —2x —2yf'(z) x+yfl(z)’

unde F(z,y,2) = 2% +y* — 222 = 2yf(2), (z+yf'(2) #0).

Inlocuind aceste derivate in membrul stang al relatiei pe care trebuie s-o demon-

stram, obtinem:

22 g ETF R e L)
Y +2w2) :r+yf’(2)+2y( ) x+yf(2)
(@ —2)-[y? —a® + 222 - 2 + 2yf (2)] _ —(z — 2)(a” +y° — 202 — 2y (2))
z+yf'(2) z+yf(2)

11. Fie functia z = z(z, y) definitd prin eliminarea lui u intre ecuatiile:
{ 29" (u) = [y — o(u)]?

(z+u)¢'(u) =y —ou), (uv=u(z,y)).

=0.

0z 0
Sa se arate ca, oricare ar fi u, functia z verifica relatia: a—z . a—z =z
]
Rezolvare. Derivam a doua relatie din enunt in raport cu x si . Obtinem:
0 0 0
(1458) -t + o+ 52 = =00 5
ou " ou ou
. + (x + =1 = C—,
5, ¢ (u) + (= + u)@"(u) o o' (u) o
de unde rezulta:
@ B g0/ B g0/
O —¢'—(z+u)p"—¢' 20+ (z+u)p"’
ou 1

Ay 20+ ()"

Sa derivam in continuare prima relatie din enunt in raport cu z si y. Avem:

T 0 5 =20 - o) () ).
0z ou ou

S+ 5 =20 gl (1 0 ).
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ou . Ou
de unde rezulta, folosind — si — determinate mai sus, ca:

S 56" + 20y — )¢
0z " , —¢' 20" +2(y — )¢l
5, P =[2¢" =20y — ) ¥ S e v e iy
9z _ 2" 2y -9
or  2¢' + (x4 u)” i
a_z . / _ 2 _ _ n _ 2( _ ) . I) . ]'
9 ¢'(u) =2y — @) + (—2¢ O DR Y P YT
9z _ 20— )¢ +2(y— o) (= +u)p" — 29"
y ¢'[2¢" + (z + u)y"] '
Folosind din nou relatiile din enunt, deducem ca z = (z 4+ u)(y — ¢(u)). Deci:
O _(eruly— " 2@ _ oo+ ruwe
ox 20" + (x + u) " N 20" + (x + u) " DR :
9z _ 2y —9)¢'+2—e)r+u)e" - (@ +u)(y - )" y— o)
Oy ¢'12¢" + (2 + u)y"] ¢'(u)

Rezulta atunci ca:

0z 0z _ [y —op(u)]?

— . — =="—"—~-= =7, folosind inca o data prima relatie din problema.
oy )

12. Sa se calculeze derivatele y' §i 2’ ale functiilor y = y(z) si 2 = z(x) definite
prin sistemul urmator:
T+y+z2—-4=0
{ 2?2+ 4+ 2220 -10=0
in punctul A(2,3,-1).
Rezolvare. Notdm cu f(x,y,2) = z+y+z—4si g(z,y, 2) = 22 +y?+ 22— 22— 10.

Atunci, conform Teoremei 4, deducem:

o o Lo
oo e @ |merl
D(y,z) '(2:3,-1) oy 02 L1

g_z % (2,3,-1) 2y 22 (2,3,-1)
22 — 2x + 2 1 )
- 22 =2y l@2,3,-1) - _5’ tar
oot 11
= e
D(y.z) '(2,3,~1) dy 0z L1
g_z % (2,3,—1) 2y 22 (2,3,-1)
20 — 2 —2y 1
= T3y Jeay~ 2

Derivatele de mai sus se pot obtine si prin derivarea directa in raport cu variabila
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x a ecuatiilor sistemului dat:
I1+y' +2'=0 1

{ 2 +2yy + 222/ —2=0 2

13. Sa se calculeze derivatele partiale ale functiilor z = z(x,y) si u = u(x,y)
definite in mod implicit prin sistemul urmator:

ar +by+cz+du—p=0
{ 4y +22+u—R*=0.

Rezolvare. Sa notam cu f(z,y,2,u) =ar+by+cz+du—p=04ig(x,y,z,u) =

=22 +y? + 22 + u? — R?. Atunci:

a d b d
%:_5((3;’3 _ 2r 2u _ —(au — xd) @:_gg,’ﬁg :_M:
ox gg’zg c d cu — zd oy ggi‘azg . d
_ —(bu — yd)
 cu—zd

C a c b
du _ gg,i; 22 2] —(ew—az) Ou_ g(fjg 2
0r B8 ¢ d cu—zd oy Do) P

2z 2u 2z 2u
_ —(cy —b2)
 cu—zd
(cu — zd #0).

14. Sa se arate ca sistemul de ecuatii:
x2-6”+u—f<2,u—v> =0
T
y-et —v—a2=0,
unde f este o functie care admite derivate partiale de ordinul intai continue pe o
vecinatate V' a punctului (0,0) si satisface conditiile f(0,0) = 1, grad f(0,0) = (1,0),
defineste pe u i v ca functii de z i y pe o vecinatate a punctului (z, y, u,v) = (1, 1,0, 0)
§i sa se calculeze du(1,1) si dv(1,1).
Rezolvare. Si notam cu F(z,y,u,v) = 2%’ +u— f <%, u— v) st G(z,y,u,v) =

= ye* — v — x%. Deoarece F(1,1,0,0) = G(1,1,0,0) = 0,

D(FG) 6_F 6_F 1_l.ﬁ_g :EQ@”—I-%
W(LLU,O): G g_@ = xyzzx op _16ﬁ —

ou  Ov (1,1,0,0) (1,1,0,0)
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AT A (e A 140 Of 0.0y 1—
=|-1+ ot ye (:ce 55)]1100_ 1+a(00)+35(00) 1

——(0 0)=-1#0,

iar F' gi G impreuna cu derivatele lor partiale de ordinul intai sunt continue pe o
vecinitate V a punctului (1,1,0,0), rezulti, conform Teoremei 4, ci sistemul din
enuntul problemei defineste functiile v si v de variabile x si y pe o vecinatate U a
lui (1,1), cu valori intr-o vecinatate V;, respectiv V5 a punctului 0, (am notat cu « si

[ variabilele functiei f). In plus:
2ze’ + 4 - IL x26”+%

da
D(F.G _ _
ou D((:v v)) 2z 1 (1,1,0,0)
6_(17 1) D(FG) o 1 -
D(u,w) (1,1,0,0)
u of 3 of of
2re’ — — - — +2x"€e" + 2x - =—-242+2-—=(0,0) =0,
( 2 e 85) (1,1,0,0) 85( )
0 x2%e” + %
D(F,G) u _
@(1 1):_D(y,v) _ © 1 (1100):<_6x6_
0y %((I;’,f)) (1,1,0,0) -1
0 0
'y f) =Y 0) =1
98/ 1(1,1,0,0) B
Apoi:
D(F,G) u _
@(1 ) = —Dua) B ye 2 (11,0.0) _
or D((Z,G)) (1,1,00) -1
of of uy ,0f
2z —|—2——|—2:c——2:c e — —e"— = -2,
( ap ve 2?2 0o ) l(1,1,0,0)
_Lor _of
T O B
D(F,G U U
@(1 1):_D((uy)) L ye (1,1,0,0) <e“—§-ﬁ—
- Bt (11.00) - v Oa
8
of =0.
55 (1,1,0,0)
Deci:
du(1,1) = 8_(1 1)d:c+a—(1 1)dy = —d i
8 ov
dv(1,1) = o —(1, l)da:—l—ay(l 1) dy = —2dux.

O alta metoda pentru determinarea derivatelor partiale ale functiilor u si v este

diferentierea ecuatiilor sistemului din problema, tinand cont ca u si v sunt functii de
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argumente z §i y:

Din sistemul obtinut deducem:

( ov Ou u Of 16f ou af ou JOf Ov

) 2 v - . -z = __ZJ 7 Z 27
e Y 9 T 90 200 9x 93 0x 98 ou
ov  Ou 18f ou Of oOu Of v

2 ou 1oy ou d] ou  Of _
xeaay +86y w90 ay 05 oy Ta5 oy "
ye—u——v—Qx—O

ox Ox
L C)
SRR i v
Pentru (x,y, u, v) (1, 1,0,0) gasim:
0+ P+ 20,1y - 2y = 0
5 ox 9 8 5 ox
v u
—(1,1 1,1 1,1) =
5,11 ;0.1 = G0 =0
a1y -2y -2=0
6:)1:a ox 5
v
1+ 1,1) =0,
BEE-TRIEINE
de unde rezulta ca:
ou ou ov ov

—(1,1)=0, —(1,1)=-1, —(1,1)=-2, —(1,1) =0,
5y (L1 =0. 5.(L1) (1) (1.1)
deci: du(1,1) = —dy si dv(1,1) = —2dx.
15. Sa se arate ca sistemul de ecuatii:
2?u? +z2v+ 9y =0
yau + ayv? — 32 =0
determina in mod unic pe u si v ca functii de :1: ygl z intr-o vecinatate a punctului

ou Ov Ov Ov
1 PR JES— R
(x,y,z,u,v) = (3,3,-3,0,1) si sd se gaseasca 8:0’ 3y’ 2 9z’ ay 92

Rezolvare. Notam cu F(z,y, z,u,v) = 2?u® + z2v + y* i G(z,y, z,u,v) = yzu+
+zyv? — 3z. Functiile F si G sunt continue cu derivatele partiale de ordinul intai

continue pe IR°, F(3,3,-3,0,1) = G(3,3,-3,0,1) = 0, iar:
OF OF
D(F,G) ST Al

Dlw.0) (3,3,-3,0,1) = g_@ g_@ =

ov 1(3,3,-3,0,1)

22%u  xz

yz Qxyv (3537_37051)
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= = —81 # 0.
-9 18 4

Rezulta, conform Teoremei 4, ca sistemul din enuntul problemei definegte in mod

_‘0—9

unic functiile u gi v de variabile z, y si 2z pe o vecinatate U a punctului (3,3, —3) cu
valori intr-o vecinatate V; a punctului 0, respectiv intr-o vecinatate V5 a punctului 1.

Pentru a calcula derivatele partiale ale functiilor u §i v putem proceda ca in
Problema 38, deci sau aplicam formulele cu determinantii functionali sau diferentiem
ecuatiile sistemului, sau mai simplu derivam ecuatiile sistemului in raport cu x, y si

apoi cu z. Derivand in raport cu x, obtinem:

0 0
2xu2+x2-2u—u+zv+x2—v:0
0x 0x
6u+ v? + 2xyv v 3=0
27— — — 3 =
Yy o Yy Yy o )

de unde rezulta ca:

ou  —dxzyuPv +yzv? -3z  Ov _ 62%u — 22°yuv® 4 2xyzu’ + y2°u

or y(4z2uv — 22) ' Ox zy(4a2uv — 2?)
Derivand apoi ecuatiile sistemului in raport cu y si z, deducem:
ou  —4y’v+2u+az® v =220’ — 200wn® 4 292
oy yldzluv—22) T 9y zy(4x2uv — 22) ’
ou  —2zvi+zu v —2zu® + 2w

0z 4z?uv — 22 0z dxuv — 22

16. Fie functia f = (fi, fo) : R* — R?, fi(z,y) = e cosy, fo(x,y) = e”siny.
Sa se arate ca fpoate fi inversati local in jurul oricirui punct din IR

Rezolvare. Transformarea feste regulati in orice punct (zg,y) € IR* deoarece

exista si sunt continue derivatele partiale de ordinul intai ale functiilor f; si f, pe IR*:

%:g”fcogy %:—exsiny %:exsiny %:excosy
ox "y " Ox " Oy ’
iar iacobianul transformarii in (¢, yo) este nenul:
D(fi, f e’cosy —e’siny
J (70, y0) = M(ﬁo,yo) = , = e*0 0.
D(z,y) e’siny e*cosy (50.40)
Z0,Yo0

Conform teoremei de derivare a functiilor inverse cu £ = F = IR* (domenii),
pentru (zg,yo) € IR?, rezulti ci existi o vecinitate U a punctului (zq, ) si o vecinatate
V' a punctului (ug, vg) = f(:cg, Yo) = (€% cosyg, €™ sin yp) astfel incat restrictia lui fla
U este o bijectie a lui U pe V (ﬂU : U — V bijectiva), deci f poate fi inversatd in
vecinittatea lui (o, o). In plus, tranformarea inversi (u,v) — @(u,v) =
= (p1(u,v), po(u,v)) € U, pentru (u,v) € V satisface conditia (zo, yo) = F(ug, vo), este

regulata in (ug, vg) si:
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D(¢1, ¢2) D(f1, f2) B
D(u, v) (o, v0) = D(z,y) (0, Y0) :
17. Sa se arate cu ajutorul determinantilor functionali ca intre grupurile de functii

indicate in continuare exista relatii de legatura directe. Sa se gaseasca relatiile de

legatura.
( ] % u = t U =xYy—Zz,
Y + 3
a) VO ) T 9 v=aaty,
ST R w= (2 + 1)y +22);
( 1 ( 72
u = , u= )
(x —y)(x — 2) (:U—ygx—z)
d) ¢ v= ! e) $ v= Y
(v =)y — =) (y=2)y — =)’
z
w = ; w = ;
\ (z—2)(z —y) | (z—2)(z—vy)
u=x+y-+z,
f) ¢ v=a34+9+ 2% + 62yz
w=uzy(r+y)+yz(y+2)+ 22(z + z).
Rezolvare. a) Determinantul functional este:
ou Ou ay? azry
- = — 2,9
D(u,v) _ gx gy _ (22 +y2)3/2 (22 +2y2)3/2 _ b Ty _
D(w,y) | v oV __ bay bz (22 +y?)?
o dy (22 + y2)32 (22 + y2)3)
w2ey?
—ab——"—= =0
a (22 + 12)
De aici deducem ca functiile u si v sunt dependente functional, relatia de legatura
' w2
dintre ele fiind ) + 2o 1.
b) Avem:
ou Ou Y 7z
D(uwv) | or By @y  @ty? 222y
| ov Ov | — 211° 21, - 20,2 1 22
D(z,y) | %v v = Y (z +y)*(=* + y?)
Ox Oy (2 +y?)? (2% +y2)?
2$2y2

(2 +y)2 (2 +y?)?
Pentru determinarea relatiei de legatura dintre functiile u si v, din prima relatie,

1 T U . x
scrisa sub forma: u = , deducem ca y_2_ 1 sau — = ——. Inlocuind pe —
1+2 r y 1—u Y
. ) 1 .. 1 (1 —u)?
in a doua relatie: v = ———— gasim: v = —(———ssau v = ——————.

¢) Determinantul functional al transformarii este:
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Y T -1
1 x
20(y? +2%) 2y(x®+1) 2z(2*+1)

ou Ou Ou
dr dy 0z
D(u,v,w) | v 0dv 0Ov
ZCERE
dr Oy 0z
0
= Ty + 2

0
1+ 22

-1

T

2uz(x? + 1) + 2x(y? + 2%) 2z2(2? + 1)+ 2y(2* + 1) 2z(2* + 1)

Ty + 2 1
— 9(1 +2?) Y

(xy + 2)(zz+y) 224y B

Relatia de legiturd este: w = u? + v

0,

= —w. Dect: u+v+w = 0.

d) Avem:
—2rx+y+=z T —z T =y
(z—y)*(z -2 (z—y)Plz—2)? (z-y)E—-2)
D(u,v,w) y—z —2y+r+2 y—x
D(z,y,2) (y—22@w—x)? (y—202W—2)? (y—2P>y—=2)
zZ—1y Z2—x 224+ y+zx
(z—2)’(z—-y)* (z-2)0(z-y)* (z—2)(z—y)
. —2r+y+=z T —2z T =y
:(a:—y)4(y—z)4(:1:—z)4. Yy—z —2y+x+z2 y—x
z— z2— —2z24+y+z
(adunarea coloanelor la prima coloana in determinantul de mai sus ne da 0 pe intreaga
coloana).
- y—z—xr+z2 1
In plus: u+v = - _
(z—y)z—2)y—2) (z—2)(y—2)
D
e) Avem: (u, v,
D(x,y, 2)
20z —xy — T2 2?2 — 22 2 — ay
B rYz ) 5 )
R T Yt — Yz Tz — XY — Yz Y=y

22— 2y 22— z2x 20y — 22 — Y2
Adunand coloanele la prima coloana in determinantul de mai sus, obtinem:
(z—2)(y—z)  x(z—2) z(z—y)
D(u,v,w) 2xyz
D0~ (o ia—i @—9—y) 2wz—wy—yz  yly-z) | =
@2) (E-u) u=2) (x—2)(y—=2) 2(z—x) 2ry—x2—1Yz
(z = 2)(y — 2)(y — 2) z(z — 2)(y — 2) z(z —y)(y — 2)
=| (@—y)z—y)z—=z) (2rz—3y—yz)(2 — ) y(y —=)(z — z) X
(z—2)(y —2)(y — 2) 2z —x)(y — ) (2zy — 2z — y2)(y — )
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- I —z(y—2) —z(y — 2)

X(y—x)5(z—:c)5(y—z)5: 1 2zz—x2y—yz y(z — x) X

-1 2(y — x) 20y — x2 — Y2

0 y(z—x) y(x—2)
2uyz(z—x)(y—x) 2xyz B
X (y—2)'(z—2) (y—2)"  (y—2)*(z—2)3(y—=2)" 0 z(2—y) z(y—2) = 0.

-1 z2(y—z) 2zy—x2—Yy2

£E2

Conform identitatii lui Euler: Z =1 deducem ca: v+v+w = 1.
(z —y)(x - 2)
f) Avem:
1 1 1
W = 3r° + 6yz 3y” + 6xz 3z2° + b6xy =
2e(y+2) +y> + 2% 2y(z+2) +22+22 22(x+y)+ 22+ 9
1 0 0
=3 x? + 2yz (y—a)(y+x—22) (z—a)(z+x-2y) |=0.

20(y +2) +y*+ 2% (z—y)lr+y—22) (v—2)(x+2—2y)
Relatia de legiturad intre functiile u, v §i w este: u® = v + 3w.
18. Ce conditie trebuie sa satisfaca derivatele functiei de trei variabile u =
= f(z,y, z) daca ea depinde de z, y §i z prin intermediul functiilor:
fi=ar+by+cz si fo=dr+by+dz7?
Rezolvare. Conform ipotezei functiile f, f; si fo sunt dependente functional, deci

determinantul lor functional este zero. Rezulta ca:

of of of
D(f:fl:f?) _ Oz 8y 0z _
Dy O e boe 70
a b
Y a_f I a_f I a_f_
& (be bc)ax—l—(ca ca)ay—i—(ab ab)az—O.

Deci functia f satisface o ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai liniara cu
coeficienti constanti.
19. Sa se stabileasca daca urmatoarele functii:
Y+ =z Z+ rT+y
u= f — |, v=9\—/——— |, w= h{————
Yy+z—2x z+x—y rT+y—=z
sunt in dependenta functionala, (f, g si h sunt functii bijective).

Rezolvare. Din relatiile din enuntul problemei deducem:
y+z Z+x T4y
= H(w),

= Fu), ———— =Gv),

y+z—ux z+:r:—y_ T+Yy—=z
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unde am notat cu F', G si H inversele functiilor f, g, respectiv h. Transformand prima

relatie de mai sus, obtinem: X .
T Y+z2—2x rT+y+z
F(u)_1:y+z—x < F(u)—lz x < F(u)—1+2: T
F(u) -1 T
2F(u) -1 z+y+2z
In mod asemanator, avem:
Gv)—1 Y . H(w)—1 z
2G(v) -1 z4+y+z i 2H(w)—1 z+y+z
Astfel din relatiile obtinute deducem ca functiile u, v si w sunt dependente functional,

relatia lor de legatura fiind:
Fluy—1 Gw)—1  H(w)—1

=1.
2F(u)—1 2G(v)—1 2H(w)-1
b b b
20. Sa se arate ca functiile u = a,lx il a?y + a?z , U= }x + ,Qy + ?Z siw=
ayr + ayy + asz 1+ bhy + bsz

C1T + CoY + €32 R o . . o )
= ,1 ?y ? sunt in dependenta functionala. Care este legatura dintre ele 7
C1x + Gy + 32

Rezolvare. Deoarece functiile u, v i w sunt functii omogene de grad zero, rezulta,

conform relatiei lui Euler, ca:

(:ra—u—i- %4— %—0
ox y@y Zaz_
O v, v _,
Yor Yoy T o2
ow ow dw_,

o Yy T 0 T

Din sistemul de mai sus (in necunoscutele x, y si z este un sistem omogen cu solutjii

nenule) deducem ci determinantul functional:
oxr 0Jdy 0z
D(u,v,w) | v dv Ov _0
D(z,y,2) | 0x 0Oy 0z |
Ow  Ow  Ow
oxr 0Jdy 0z
deci u, v si w sunt dependente functional.

Din forma functiilor u, v si w deducem urmatoarele relatii:
(alu — ay)x + (ahu — ag)y + (aju —az)z =0
(blv —by)x + (bhv — ba)y + (byv — b3)z =0
(dhw — )z + (hw — e2)y + (dhw — ¢3)z = 0.
Acest sistem in necunoscutele x, y si z este un sistem liniar omogen cu solutii
nenule. Deci conditia pe care trebuie s-o impunem si care va fi tocmai relatia de

legatura dintre functiile u, v si w este urmatoarea:
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! ! !/
aju—ay abu —as azu —as
blv—>0b byv—>by byv—0by |=0.
/ / /
cqw—c; chw—cy ciw —c3
21. Sa se determine functia ¢ derivabila astfel incat:

. e(z) + ¢(y)
u=gpx+y) si v=
1—p(z) - o(y)
sa fie in dependenta functionala.
D
Rezolvare. Punand conditia ca determinantul functional DEU’ v; sa fie zero,
T,y

obtinem:

o' (z+y) ¢'(z+y)
@)1+ )] ¢WI+e*@)] | =0
[1=p(x)e)]* [1—el@)e()]
Presupunem ca ¢ # constanta. Atunci din ecuatia de mai sus rezulta:
le) W)

L+ @) 1+¢y)
Rapoartele obtinute mai sus sunt functii numai de x, respectiv de y. Pentru ca ele

sa fie egale pentru Vz, y este necesar ca ele sa fie o constanta a. Deci:
¢'(x)

) 0 = mctgeln)=ertb = glo) =tglarth). abe R

PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

22. Sa se scrie formula lui Taylor pentru functia:
flz,y) = —2? + 22y + 3y* — 62 — 2y — 4
in punctul (-2,1).
23. Sa se dezvolte polinomul:
a) P(x,y) = 22° — 32%y + 2y + 922 — 3y + 62 + 3 dupd puterile lui (z+1) si (y—1).
b) P(z,y) = (z +1)*(y — 2)> + 5(z + 4)(y + 1)® — 24 dupa puterile lui z si y fara
a efectua ridicarile la puteri.
24. Ce devine ecuatia:
23+ 2% +42% + 22y — 6y° + 22+ 10y — 6 =0
daca se face o translatie de axe astfel ca noua origine sa fie in punctul A(—2,1).
25. Si se scrie dezvoltarea dupa puterile lui x si y a functiei f(z,y) = 5" (@2+)
pana la termenii de gradul al doilea inclusiv.

26. Sa se calculeze aproximativ numarul:
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a) arctg (1,02/0,95) pornind de la valoarea functiei z = arctg% pentru z = 1 si
y = 1.

b) 1,02%% pornind de la valoarea functiei 2 = x¥ pentru z = 1 i y = 4.

¢) In (0,092 + 0,99%) pornind de la valoarea functiei z = In (23 + y*) pentru z = 0
siy=1.

d) /5 €092 12,037 folosind functia z = \/5e% + y2 i (z9, yo) = (0, 2).

e) v/1,04599 +In 1, 02 folosind functia u = /29 + In z si (0, yo, 20) = (1,2,1).

27. Sa se calculeze derivatele ', y” si " ale functiei y = y(z) pentru:

a) z = 1gi y =1 daca functia y este definita prin: 2 + zy + y> = 3.

b) # = 0 5i y = 1 daca functia y este definitd prin: 22 —ay+2y>+z—y—1=0.

28. Sa se calculeze derivatele de ordinul intai si de ordinul al doilea ale functiei
z = z(z,y) daca aceasta este definita prin:

a) 22 +y*+22=a% b) 2P -3ryz=10a% c)z+y+z=e @),

d) 2= Va2 =2 tg ﬁ .
0z 0z 0% 0%z | 0%z
o’ 9y’ 0z’ Oxdy 3 oy
functia z = z(z,y) este definita prin: 22 — ze¥ — ye* — ze® = 0.

29. Sa se calculeze pentru r = y = 2z = 0 daca

30. Sa se CalCUIQeze:

a) %, 0z si oz daca z = z(x,y) este o functie implicita definita prin relatia:
ox’ Oy = 0x?
Flx,o+y,x+y+2)=0 (FeC*D), DcCIR.

0?2z

0x0y
F(xz,yz) =0, (Fe€C*D), DC R?.

31. Sa se arate ca daca y(z + z) — (y + 2)f(2) = 0 definegte implicit functia
z=z(x,y), (f € C'(I), T C IR) atunci are loc relatia:

b)

daca z = z(x,y) este o functie implicita definita prin relatia:

0z 0z
Aot z)m —y(y + Z)a—y = 0.

32. Sa se arate ca dacd y = zp(z) + ¢(z) definegte implicit functia z = z(z,y),
(o, v € C*(I), I C IR), atunci are loc si relatia:

0%z (62)2 282 0z 0%z 0%z (82)2_0

02 \oy) ~“or 0y dxoy oy \ow
33. Fie functia z = z(z, y) definita de relatiile:
{ 2 =ux +yf(u) + o(u),

z+yf(u)+¢'(u) =0, (u=u(zy))
dupa eliminarea lui u. Sa se arate ca oricare ar fi f si ¢, are loc relatia:
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9%z \° B 0%z @ 0
Oxdy ox? oy2
34. Sa se calculeze:

a) derivatele y' gi 2’ ale functiilor y = y(x) si z = z(x) definite prin sistemul
urmator:
43yt -2+ —y—8=0
{ 202 — 4y — 62 —6=10
in punctul (z,y,2) = (1,2, —2).
b) derivatele 3’ si 2" ale functiilor y = y(z) si 2 = z(z) definite prin sistemul:
P+’ +22—42-9=0
{ 2422 —32=0

in punctul (z,y,2) = (3,3, —/3).
de dy d*x d*y

c¢) derivatele —, —, ——, —= ale functiilor x = z(2) si y = y(z) definite prin
) derivatele -, -7, ——, -3 t (2) siy = y(2) p
sistemul: .

2 9 _ L 2

Tty = 2,2

r+y+z=2

in punctul (z,y,z) = (1,—1,2).

dr d
d) derivatele d—x, d—y ale functiilor z = x(2) si y = y(z) definite prin sistemul:
2z dz

r+y+2=0
w24yt + 22 =0.
ou Ou Ov Ov

or 3y 95 oy ale functiilor u = u(z,y) si v = v(z,y) definite

e) derivatele

prin sistemul:
{ rzu —yv =20
yu + zv = 0.
35. Fie sistemul de ecuatii:
Tyu — yv? + 203 =0
{ 4u? + 20% — 23y = 0.

Sa se arate ca sistemul se poate rezolva gasind u si v ca functii de x si y intr-o
Ju Ou 0Ov Ov

G_x’ a_ya 3_1" a_y

vecindtate a punctului (x,y, u,v) = (1,2,0,1) si s se determine

36. Fie sistemul de ecuatii:
{ zu+yv =10

uY — TY = J.
Sa se arate ca sistemul se poate rezolva gasind u si v ca functii de x si y intr-o
- : R Pu . v
vecindtate a punctului (x,y, u,v) = (1, —1,2,2) gi apoi sa se calculeze — si Erew
oy

or?
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37. Fie z = 2(z,y) functia implicitd definitd de ecuatia: 2* — 2xz +y = 0 care
pentru x = y = 1 ia valoarea z = 1. Sa se scrie primii trei termeni din dezvoltarea
Taylor a functiei z in vecinatatea punctului (1,1).

38. Sa se calculeze determinantii functionali ai urmatoarelor grupe de functii asa

cum este indicat la fiecare grupa, studiindu-se regularitatea transformarilor respective:

x = pcosf D(z,y)
a) :
y=opsinf, 0>0, 6€[0,2n); D(o,0)
( a’x
U= .2 D(u,v
®) ) “jyy . DE:U, y; '
U:ma a>0, (z,y) # (0,0);

( .
x = psinpcosf

¢) ¢ y = osinpsinf
| 2= gcosg. 050, pe(0m), 0e0.20);

(= azycosz
D(u,v,w)

d = i .
) { y = bxysinz D(#,9,2)

| w=cz, a,b,c>0, z,y#0;
39. Sa se arate cu ajutorul determinantilor functionali ca intre grupurile de functii

indicate in continuare exista relatii de legatura directe. Sa se gaseasca relatiile de

legatura:
I u=r+y+2 r = (u+v)cosf
a) ( b) ¢ v =124 y?+ 22 ¢) ¢ y=(u—v)sind
v=Iz-lny; w=zy+yz+ zx; z = u? + v? + 2uv cos 20;
u=zr+y-+=z u=axr + by + cz
) v=a? 4+’ +22—ay—yz—z2x e § v=a>+y>+ 2?
| w=2" 4+ + 2 — 3ayz; w=(bx—ay)? + (cy—b2)* + (az—cz)?;

4
Y1 = T1X3 + ToXy
Yo = T1Ty — T2X3

2 2 2 2
Ys =]+ T3 — T3 — Ty

| Y4 = 2% + 23 + 2] + ],
40. Ce relatie trebuie sa satisfaca derivatele partiale ale functiei z = f(z, y) pentru

ca z sa nu depinda decat de produsul zy ?

41. Sa se stabileasca daca urmatoarele functii:

y—z r+2y+z2 T—y
u=f , v=g|——— |, w=h
T+ z T+y y+z
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sunt in dependenta functionala, (f, g i h sunt functii bijective).
42. Sa se determine functia ¢ astfel incat u = p(zr +y) si v = ¢(z) - p(y) sa fie in

dependenta functionala.

§3. PUNCTE DE EXTREM LIBERE 31 CU
LEGATURI. SCHIMBARI DE VARIABILE

Teorema 1 (Fermat). Fie functia f : E C R" — IR i 7 cE punct de extrem
local (3V vecinatate a punctului @y a.i. f(¥) — f(Z) pastreaza semn constant sau este
nuld pe V N E) pentru functia f. Daci 3V f (&) atunci Vf(#)=0 (< 6;“ (%) =0,
Vi=1,n).

i
Punctul #y € E in care V(%) = 0 se numeste punct stafionar sau critic pentru

functia f.
Teorema 2. Fie f : F C IR" — IR diferentiabila de doua ori in % E[o?, T fiind
punct stationar al functiei f.
a) Daca d*f(T,) este o forma patratica definitd atunci &, este punct de extrem si
anume:
i) Ty este punct de minim daci d?f () este pozitiv definita;
ii) 7y este punct de maxim daca d?f(7,) este negativ definit.
b) Daca d? f(%,) este forma patraticd nedefinitd atunci F, nu este punct de extrem
pentru f (#, este punct sa).
c¢) Daca d? f(Z,) este forma pitratica semidefinitd (pozitiv sau negativ) atunci nu
putem stabili natura punctului &y cu ajutorul diferentialei a doua.
Pentru n = 2 obtinem urmatoarea teorema:

Teorema 3. Daci functia f : E ¢ IR> — IR este diferentiabild de doui ori
2

o 0
in punctul (zg,y0) €E, (x,%0) fiind punct stationar pentru f, iar A = e 5 (T, Y0),

0? 02 _
= o / ——— (70, %0), C = a—'];(fﬁ[],yg) atunci:
a) i) Daca AC — B? > 0 si A > 0 atunci (zg,yo) este punct de minim pentru f.

dy
i)
ii) Dacd AC — B* > 0 si A < 0 atunci (z9, yo) este punct de maxim pentru f.
D

b) Dacd AC — B% < 0 atunci (g, yo) nu este punct de extrem.
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¢) Daca AC — B? = 0 atunci nu putem decide natura punctului (x, yp).

R ’f L .
Notand cu a;; = ——=—(7), ¢, j =1, nsicu
83:1'8%
ajr Azt Qip
app Q12 Qo1 G2 -+ QAgp
Alzalla A2: ) 7An: )
g1 (22
Qp1 Gp2 " Gpp

obtinem cu ajutorul teoremei lui Sylvester urmatoarea teorema:

Teorema 4. Fie f : E C IR" — IR diferentiabila de doua ori in & ELOC, Zp punct
stationar. Atunci:

a) i) Daca Ay >0, Ay >0,...,A, > 0 atunci d*f(7) este pozitiv definita, deci
Xy este punct de minim pentru f.

ii) Dacd Ay <0, Ay >0,...,(=1)"A, > 0 atunci d? f(Zy) este negativ definit,
deci ¥y este punct de maxim pentru f.

b) Daca Ay >0, Ay >0,...,A,>0sau A <0, Ay>0,....(-1)"A, >0
sidj=T1,nai A;=0atunci d®f(Z) este semidefinitd pozitiv, respectiv semidefinita
negativ, deci nu putem decide asupra naturii punctului Zy.

c¢) Daca girul minorilor principali nu este in nici una din situatiile de mai sus atunci
d? (%) este nedefinitd, deci Ty nu este punct de extrem pentru functia f.

Puncte de extrem cu legaturi. Fie sistemul de ecuatii F;(z1,za,...,2,) = 0,
i=1,m (m<n), unde F; sunt componentele lui F= (F1,Fy,...,Fy):DCR"— R™ si
fie E={Z e D; F(%) =0} C D. Si considerim functia lui Lagrange:

(Z,X) = (21, T2y - ., T, Ay Aoy ooy Am) = L@ X) € R, (Z,)) € D x R™,

L(Z N = f(Z) + MF(Z) + - A Fon (7).

Teorema 5. Fie &y € D solutie a sistemului de ecuatii F;(Z) =0, i = 1,m, deci
%y € E. Presupunem ci f si F;, i« = 1,m admit derivate partiale de ordinul intai
continue pe o vecinatate V a lui 7y si rang Vﬁ(fo) = m. Daca 7 este punct de extrem
(local) al functiei f conditionat de sistemul de ecuatii F(Z) = 0 atunci 3 Xy € R™ a.i.

(%o, XO) este punct stationar al functiei L, deci solutie a sistemului:

aL = v _af — aFl — 8Fm - -
%( N = G @ F MG @)+ A (@) =0, =T

Sa presupunem ca functiile f si F;, ¢ = 1, m sunt de doua ori diferentiabile pe D,

iar (7, A\g) € DXIR™ o solutie a sistemului de mai sus, numit gi punct critic conditionat.
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Pentru a studia natura punctului Zy pentru functia f vom cerceta diferentiala a doua
a functiei ®(¥) = L(Z, XU) in punctul #y, deoarece 7, este punct de extrem al functiei
f conditionat de sistemul ﬁ(f) = 0 dacil si numai dacil 7, este punct de extrem liber
pentru . In acest scop vom tine cont si de faptul ca diferentialele dxq, ..., dz, nu sunt
independente, relatiile de legatura dintre ele obtinandu-se prin diferentierea ecuatiilor
sistemului F(Z) = 0. Astfel se obtine pentru d2® (&) o formi patraticd in (n — m)
dimensiuni cu urmatoarele situatii:

a) d*® (%) forma patraticd pozitiv (negativ) definitd = ¥y punct de minim (maxim)
pentru f.

b) d*®(z) forma pitratica nedefinitd = ) nu este punct de extrem pentru f.

¢) d?*®(%y) forma pitraticd semidefinitd = nu putem stabili natura punctului 7
numai cu diferentiala a doua a lui ®.

Schimbari de variabile

1. Schimbarea de variabile in expresii care contin derivate ordinare.
Sa consideram expresia diferentiala A = ®(x,y,y’,y",...) in care functia necunoscuta
este y = y(x) si sd trecem de la variabila independenta x la noua variabild independenta
t si de la functia necunoscuta y = y(x) la o noua functie u = u(t), folosind ecuatiile
= f(t,u), y=g(tu).

Intrebarea fireascd care se pune in acest moment este cum se transforma expresia
A la aceasta schimbare de variabile. Ecuatiile de mai sus le putem scrie comasat in
urmatoarea relatie y(f(¢,u)) = g(t,u).

Derivand relatia obtinuta in raport cu ¢ vom determina pe ' functie de u si uj

(derivata lui u in raport cu t):

, (0f [ Of )\ _9g dg gy
v <6t+6 t>_8t+8u T Y=oy

Derivand in continuare relatia de mai sus in raport cu ¢ vom gasi gi celelalte
derivate ale lui y in functie de derivatele lui u (in raport cu t) §i de derivatele partiale
ale functiilor f si g. Obtinem in cele din urma A = &4 (¢, u, u}, uj), . . .).

2. Schimbarea variabilelor independente in expresii care contin derivate

partiale. Vom considera cazul functiilor de doua variabile reale. In expresia diferen-

0z 0z 0%z 0%z 0°z
B=F A
(x Y% 51 0y’ 022 Dxdy’ 0y )

sa trecem de la variabilele z, y la noile variabile independente u §i v, prin intermediul

tiala:
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relatiilor z = f(u,v), y = g(u,v). Astfel pentru functia z putem scrie urmatorul sir
de egalitati:
2= 2(2,y) = 2(f(u,0), g(u,v)) = Z(u,v) & 2(u,v),
deci z(f(u,v), g(u,v)) = z(u, v).
Derivand egalitatea obtinuta in raport cu u si v vom gasi un sistem din care vom

) z .0z
determina pe — §i —:
ox

dy
0: 0f 02 0y _0:
ox 8y ou  Ou N 0z 0z _
0z af 0z g 0z ox’ Oy

or ov a o v

Procedand asemanator in continuare putem determina toate derivatele functiei z
in functie de derivatele partiale ale lui z in raport cu u si v si in functie de derivatele
partiale ale functiilor f si g, obtinandu-se:

az 82 0?z 0%z 62

3. Schimbarea varlabllelor 1ndependente gi a functiei in expresii care
contin derivate partiale. Sa vedem acum cum se transforma expresia B de la cazul
2., daca se face atat o schimbare de variabile (z,y) — (u,v), cat gi o schimbare a
functiei necunoscute z — w prin intermediul ecuatiilor:

r= f(u,v,w), y=glu,v,w), z=h(uv,w).
Pentru functia z putem scrie egalitatea z(f(u,v,w), g(u,v, w)) = h(u,v,w).

Derivand relatia de mai sus in raport cu u si apoi cu v vom determina derivatele

partiale ale functiei z, az 6 , in functie de derivatele partiale ale functiei w in raport
Y
cuu siv:
0z af af ow 0z (dg O0g Ow) 0Oh Oh Ow

oz \ou " aw au) "oy \ou " dw o) ou " dw ou
0z f f ow +@ 8g+ag ow _@_'_@6_11)
dr \ v 6w v dy \Ov Ow Ov) Ov Ow v’
Derivand in continuare vom gasi toate derivatele partiale ale functiei z in functie

de derivatele partiale ale functiei w. Astfel vom obtine:

B—}?’ ow ow *w 0w *w
T\ L 0 9w dudw’ vt

Observatie. In unele cazuri este comod si folosim diferentialele totale pentru

schimbarea de variabile.
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PROBLEME REZOLVATE

1. Sa se calculeze extremele (locale) ale urmatoarelor functii:

Y

2(x,y) = —22% + 2zy — 5y* + 6z + 6y, (v,y) € IR?;
4yt =3ry, (r,y) € R’ o) 2(z,y) = (x+y)e ), (2,y) € R

)=
)= DL e m, () € B\ {0.0))

2 O

z

8

Y

) 2(z,y
) 2(w,y
) 2(w,y

@
I

z,y) =sinx +siny +cos(x+y), 0<z<3r/2, 0<y<3m/2;

—

) (
) 2(z,y) =cosx-cosy-cos(z+y), O<z<m 0<y<m.

Rezolvare. a) Determindm mai intai punctele stationare:

zZ
2 0 {—4x+2y+6:0 {sz
gz = =

—~Z =0 20 — 10y +6 =0 y=1.

Ay

0 f 0*f : 0*f
d? droy 2V =280 =55
AC — B> =36 > 0 i A <0 rezultd cd punctul M(2,1) este punct de maxim pentru

Deoarece A = —5(2,1) = -4, B = (2,1) = —10, iar

functia z, iar Valoarea sa maxima este z(2,1) = 9.

a7 =V 322 — 3y =0
b) Avem gx = g Y = M;(0,0) si My(1,1) sunt punctele
0 3y? =3z =0
stationare ale funct;lel z. Derivatele de ordinul al doilea ale lui z sunt:
0%z 0%z 0%z

92 _er, L2 =3 T2y,
0?2 © Ox0y T 0y? Y
Pentru punctul M;(0,0) avem A =0, B= -3, C =0, iar AC — B> = -9 < 0.

Rezulta ca M; nu este punct de extrem (este punct sa). Pentru punctul Ms(1,1) avem
A=6, B=-3, C =6,iar AC — B>=27>0, A > 0. Rezulti ci M, este punct de
minim pentru functia z, iar valoarea minima este z(1,1) = —1.
c¢) Punctele stationare sunt solutii ale sistemului:
(1 — 222 — 2zy)e” @ H") = 1—222 — 22y =0 z? = 5
{ (1 — 292 — 2ay)e @+ = ~ { 1-2y2 =22y =0 ~ {

xT=1y T =—y
= sau
{1—23:2—2:031:0 {1—2:02—2503/:0.

11 1 1
Doar primul sistem de mai sus are solutii reale, i anume M, <—, —> si M, <—§, —§>

Derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei z sunt:
822 (2242
pi (=62 — 2y + 42° + daPy)e @ V),
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52

5 8Z = (=22 — 2y + 422y + dzy?)e” @Y,
oy

822 3 9 _(x2+y2)

11
Pentru punctul M, <§,§> avem A = —3¢ /2, B = —¢'? C = -3¢ /2, iar

AC — B> =8e1>0, A<0.Deci M, este punct de maxim, iar zpyq, = e /2. Pentru

punctul M, (—%, —%) avem A =3e"'?, B=e'? (O =3e"'? iar AC — B? =
=8¢ ! >0, A>0.Deci M, este punct de minim, iar zp;, = —e /2.
d) Avem:
0z _ 0 a(z? +y*) —2zxfa(z +y) — 1] = ay® — azx® — 2azxy + 2x=0
g‘g = qa(@®+y?)—2yla(z+y) =1 =0 = < ar? — ay?® — 2axy + 2y=0
ay " (2.5) # (0.0) () # (0.0)
(y —o)la(z+y) -1 =0 =y
= ay® — ax® —2axy + 22 =0 = ay® — ax® — 2axy + 20 =0 sau
(z,y) # (0,0) (z,y) # (0,0)
alz +y) =1
ay? — ax? — 2axy + 22 =0
(z,y) # (0,0).
Primul sistem de mai sus are solutia M (%, a), iar al doilea nu are solutii reale.

Derivatele de ordinul al doilea ale functiei z sunt:
0%z 2(ax® — ay® + 3aa’y — 3axy® — 327 + y?)

ox2 (22 4 y2)3 ’
9z 2(—ax® — ay® + 3ax’y + 3axy® — 4xy)
oxdy (22 4+ y?)3 ’
9’z 2(ay® — ax® — 3ax’y + 3axy® — 3y° + z?)
dy? - (:r2 4 y2)3 '
a’ a’
Atunci pentru punctul M avem A = 3 B=0, C= 5 iar AC — B? =
8 2
=7 >0, A <0.Rezulta ca M este punct de maxim pentru functia z, iar z,,,, = 4
0z
0
e) Sistemul gg =
~Z -0
Oy
cosr = sin (x + T = rT=—y+27
= (z+y) = Y sau Y
cosy = sin (x + y) cosz = sin (v + y) cosz = sin (z + y)

are solutiile M, (7 /2,7/2), My(7/6,7/6) si M3(57/6,57/6) in domeniul D={(z,y) |0<
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<x<3m/2, 0<y<3m/2}.

Derivatele de ordinul al doilea ale functiei z sunt:

&__'_(+)ﬁ__(+)%
g2 = sz — cos (z +y), 920y cos (z + ), R

Pentru punctul M;(7/2,7/2) avem A=0, B=1, C =0, AC - B?=—-1<0,
deci M) nu este punct de extrem. Pentru punctul My(7/6,7/6) avem A = —1, B =
=-1/2, C=-1, AC-B*=3/4>0, A<Q0,deci M, este punct de maxim pentru
functia z, iar 2,4, = 2(Ms) = 3/2. Pentru punctul M;(57/6,57/6) avem A = -1, B =
=-1/2, C = -1, AC — B?> =3/4 >0, A < 0, deci punctul M3 este si el punct

/
max

= —siny — cos (x + y).

de maxim pentru functia z, iar 2, = 2(M3) = zpmee = 3/2. Rezulta ca functia z pe

domeniul D are doua puncte de maxim, iar valoarea maxima a functiei este 3/2.

0z
5. =0 cosy-sin(2x +y) =0
f) Avem v = Y ( 2 sistem care are solutiile
8_:0 cosx - sin (x 4 2y) = 0,
Y

My (w/2,7m/2), My(m/3,7/3) i M3(2n/3,27/3) in domeniul D = {(z,y)| 0 < z <,
0<y<m}.

Derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei z sunt:

82 62 82
6—:; = —2cosy-cos (2z+y); axazy = —cos (20+2y); 3—?;

Pentru punctul M;(7/2,7/2) rezulta A =0, B= -1, C =0, deci AC — B? =

= —2cos z-cos (z+2y).

= —1 < 0, de unde deducem ca M; nu este punct de extrem. Pentru punctul
My(w/3,7/3) avem A =1, B=1/2, C =1, AC — B? =3/4 >0, A > 0, deci

M, este punct de minim pentru functia z, iar z,;, = 2(M,) = —1/8. Pentru punctul
M;(27/3,2n/3) avem A =1, B=1/2, C =1, AC —B*=3/4>0, A >0, deci
Mj este si el punct de minim pentru z, iar 2. = z(M3) = zpm = —1/8. Rezulta

ca functia z are pe domeniul indicat D doua puncte de minim, iar valoarea minima a
functiei este —1/8.

2. Sa se calculeze extremele (locale) ale urmatoarelor functii:
a) u(z,y,2) =22 + 1> + 22+ 22 + 4y — 62, (z,y,2) € R?,

b) u(z,y,2) = 2® +y* + 22 + 122y + 2z, (x,y,2) € R’;
C) U(l‘,y,Z) = l‘yQZg ) (a - T 2y - 32)7 a > 07 (SE,y,Z) S B3a
u

d) u(x,y,z) =sinz+siny +sinz —sin(z +y+2), O0<z<m, O<y<m, 0<z<T.

Rezolvare. a) Determindm mai intai punctele stationare ale functiei u:
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ou

ar 0 2742 =0

a—Z:O = { 2yt4=0 = M(-1,-2,3).

du 0 22—6=0

0z

Derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei u sunt:

@:2 @:2 @:2 82u:82u:82u _y
02 T 0y? T 022 " Oxdy Oydz  0x0z '

Deducem astfel ca d?u(—1,-2,3) = 2dz? + 2dy* + 2dz?*, care este o forma

patratica pozitiv definita, deci punctul M este punct de minim pentru functia u, va-

loarea sa minima fiind w;, = u(M) = —14.
b) Avem:
r 372+ 12y = 0
a—“ =0 = { 2y+122=0 = M(0,0,-1) si My(24, —144, —1).
Y
ou 2:42=0
—~ =0
0z
Derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei u sunt:
2 2 2 2 2 2
Ou_ gy, U _y Ou_y w4y du o Ou_y
0x? 0y? 022 0x0y 0x0z Y0z

Diferentiala a doua a functiei u in punctul M este:
d*u(0,0,—1) = 2dy?* + 2 dz? + 24 dxdy.

Deoarece girul minorilor principali ai formei patratice de mai sus este:

0 12 0
0 12
AI — 0, AQ — — —144, Ag — ]_2 2 0 — —288,
12 2
0 0 2

deducem ca d*u(0,0,—1) este nedefinita, deci M, nu este punct de extrem pentru u.
Pentru punctul M,(24, —144, —1) avem:
d?u(24, —144, —1) = 144 dz? + 2 dy? + 2 d2* + 24 dzdy.

Deoarece pentru forma patratica obtinuta avem:

144 12 0
144 12
Ay =144>0, Ay = 15 =144>0, A3=] 12 2 0|=288>0
0 0 2

deducem c& d?u(M,) este pozitiv definitd, deci My este punct de minim pentru functia

u. Valoarea minima a lui u este u(M;y) = —6913.

c¢) Sistemul pentru determinarea punctelor stationare ale functiei u este:
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y?23(a —x — 2y — 32) —xy?2d =0 y?23(a—2x —2y —32) =0
20yz3(a —x —2y — 32) = 20y?°2* =0 = { 2ayzd(a—x—3y—32) =0
3zy*2%(a — x — 2y — 32) — 3xy?2® =0 3zy*2?(a —x — 2y — 42) = 0.
Rezolvand sistemul de mai sus obtinem urmétoarele solutii M («,0,8), «a, 8 € R;
M5?(a, 8,0), a, B € IR; M& (0,@,%) ,a€R, a#0, a# g; M, (%,;,%).
Derivatele de ordinul al doilea ale functiei u sunt:
% = —2y%2% giyl; = 212°(a — v — 6y — 32); % = 6xy’z(a — v — 2y — 62);
88;8Uy = 22 (a—22—3y—32); aa;auz = 6xy2*(a—1—3y—42); ai;uz = 3y°2%(a—
—2x — 2y — 4z).
-«

siMsP o, pe

Deoarece pentru punctele M{IB cua=0sauf =0saupf =

€ IR formele patratice dQU(MfB), ¢ = 1,2 sunt toate egale cu zero, iar functia u ia
valori si pozitive si negative in vecinatatea punctelor respective deducem ca nici unul
dintre aceste puncte nu este punct de extrem pentru u.

a—

Pentru punctele M (a,0,8) cu o, B # 0si 8 # —— avem PPu( M) =

= 2a3%(a — a — 36) dy>. Deci daci o83(a — o — 38) > 0 rezulti i M2 sunt puncte
de minim pentru functia u, iar daci af*(a — a — 33) < 0 rezultd ca M2 sunt puncte
de maxim pentru u. Valoarea lui u in aceste puncte este 0.

Pentru punctele M3 obtinem:

202 402 202
d?u( M) = —%(a —2a)* dz?® — %(a —2a)? dedy — %(a — 2a)’ dzdz,
202 3 4ot 6 o o .
cu Ay = —W(a —2a)°, Ay = —ﬁg(a —2a)®, Az = 0. Din girul minorilor obtinut

a
mai sus deducem ca M$, a € IR\ {0, 5} nu sunt puncte de extrem pentru functia u.

Pentru punctul M, <%, %, %) avem:
2a° 6a® 12a° 4a° 6a’ 12a°
d*u(My) = a3 dz? — = dy® — = dz? — a3 dzdy — = drdz — = dydz,
9 5 8 10 49 15
iar Ay = —7—62 < 0, Ay = % > 0, Ay = —7—?5 < 0. Din girul minorilor
A; <0, Ay >0, Az < 0 obtinut mai sus tragem concluzia ca punctul M, este punct
a7

de maxim pentru functia u, iar w,,,, = u(M,) = =

d) Avem:
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ou

_x:U cosx = cos (¢ + y + 2) COS T =C08 Y

u T T
6_y:U = qcosy=cos(z+y+z2) = { cosy=cosz = M(§,§,§>
du _0 cosz =cos (z +y+ 2) cosx = cos (z+y+z2)

0z

singurul punct stationar al functiei u din domeniul D = {(x,y,2) € IR*, 0 <z < T,
O<y<m 0<z<m}.

Derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei u sunt:

0%u , , 0%u _ _ 0% ,

522 = —sinz +sin (z + y + 2); 92 = —siny + sin (z + y + 2); 5z = szt
, 0%u , 0%u ,

+sin (z +y + 2); axay:sm(aﬂ—y—i—z); axazzsm(a:—i—y+z);

0%u _

I =sin (z +y + 2).

Diferentiala de ordinul al doilea a functiei u in punctul M este:

d>u(M) = =2dx? — 2dy? — 2d2* — 2 dxdy — 2 dydz — 2 dxdz.

Minorii principali asociati acestei forme patratice sunt Ay = -2 <0, Ay =3 >0,
Az = —4 < 0. Rezulta cad M este punct de maxim pentru functia u, iar ., =
=u(M) = 4.

3. Sa se determine triunghiul de arie maxima care se poate inscrie intr-un cerc de
raza data R.

Rezolvare. Fie cercul I' de raza R si un triunghi ABC' arbitrar inscris in el.
Presupunem ca unghiul cel mai mare al triunghiului este A, (in caz contrar schimbam
notatia triunghiului), deci centrul cercului O este in interiorul BAC, (vezi Figura 6.1).
Notam cu « si § masurile unghiurilor BAA' si ATAC.

Atunci aria A ABC este A = %AB - AC - sin(a + ). Din A AA'B deducem

_A—B = 2R = AB = 2Rcosa, iar din A AA'C avem A—C = 2R =
sin (90° — )

sin (90° — 33)
AC = 2Rcos 3. Rezulta astfel:
A= %4]%2 cosa - cos - sin (a + 3).
Avem de determinat « si [ astfel incat aria A sa fie maxima, adica avem de
determinat extremele functiei f(z,y)=cosz-cosy-sin(z+vy), (z, y>0, x+y<180°).
Derivatele partiale ale functiei f sunt:

—— = —sinzcosy -sin (x + y) + cosx cosy - cos (z + y) = cosy - cos (2z + y),

—— = —cosxsiny - sin (z + y) + cosz cosy - cos (z + y) = cosx - cos (x + 2y).
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Figura 6.1
of 0
o cosy-cos(2x+1y) =0
Sistemul g]Té & Y ( v) are solutia convenabila pro-
a_:0 cosz - cos(z+2y) =0
Y

blemei noastre 2x+y = g, r+2y = g, de unde rezulta xqg = yo = % Deducem astfel

~ T m
cam(A) = 3 Pentru a vedea daca punctul gasit zo = yo = G este un punct de extrem

sau nu, calculam derivatele de ordinul al doilea ale functiei f:

ﬁ——2cos sin (2z +y); 82—f——sin cos (2o +y) —cosy -sin (2z +y) =

sin (2z + 2y) Of 2cosz - sin (z + 2y)

= —sin (22 o = — x - sin (z .

v 5 y
0 f 02 f o0 f V3
A A= =—-V3=0C=— © B = - Y2

9

Deci AC — B? = 1 > 05 A= —v3 < 0. Rezultil cd punctul zo = yo = % este punct
de maxim pentru functia f. Deducem astfel ca pentru o = 3 = %, (deci m(;l) = g),

aria A ABC' este maxima. Din Figura 6.1 se vede ca daca a = § = %, AB = AC, deci

A ABC este echilateral, adica dintre triunghiurile inscrise intr-un cerc, aria maxima o

are triunghiul echilateral.
4. Sa se imparta numarul 24 in trei parti astfel incat produsul lor sa fie maxim.

Rezolvare. Fie z si y primele doua parti. A treia va fi 24 — x — y. Se cere sa
determinim cele trei parti astfel incat produsul P = zy(24 —z —y) = 24zy — 2%y — zy)?
sa fie maxim. Punctele stationare ale functiei P = P(z,y) se determina rezolvand

sistemul:
oP

- =0 24y — 2xy — Y2 = 0 24 — 22 —y) =0
ar i{ y—2xy —y _ T —y)

bl 24z — 2% — 22y =0 r(24 —x — 2y) = 0.
Oy
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Deducem solutiile (0,0), (0,24), (24,0) si (8,8). Primele trei solutii le inlaturam

deoarece ne dau P = 0. Pentru ultima solutie z = y = 8 avem:
a=TPss— 16, B=PP 58— -5 =28 =16
Ox? ’ -~ oxoy 0y? '

Deoarece AC' — B* = 192 > 0, iar A < 0 rezulta cd punctul (8,8) este punct de

maxim pentru functia P, iar P,,,, = 512. Deci produsul este maxim daca toate cele

trei parti sunt egale cu 8.

2 2 2

5. Sa se gaseasca un plan tangent la elipsoidul (E) x— + L + ——1=0

b2
care sa formeze cu planele de simetrie un tetraedru de volurn minim.
Rezolvare. FEcuatia planului tangent intr-un punct arbitrar, momentan fixat

T 202
M(zg,Y0,20) € (E) este —- ° y;_y + L = 1. Acest plan intersecteaza axele de co-
a? c?

2 b2 2
ordonate in punctele (vezi Figura 6.2) A (—, 0, 0) , B (0, —, 0) , C (0, 0, C—) (pre-

o Yo <0
supunem Zg, %o, 20 7 0).

Volumul tetraedrului astfel format OABC este dat de formula:

0 0O 0 1
9
a
— 0 0 1
V- 1‘ Tg . - a’b?c?
6,0 — 0 1 620Yo20
Yo )
0o 0 &1
20

(presupunem fara a restrange generalitatea problemei ca M se gaseste in primul octant,

deci zg, Yo, 20 > 0).

w22 2
Deoarece M € (E), adlca — + b—g + — =1, rezulta ca 2y = c|/1 — a—g - b—g.

) i ) a’b’c
Atunci volumul tetraedrului devine V =

=
Y
62030 _a—g_b_g

A determina pozitia planului tangent astfel incat volumul tetraedrului sa fie minim

este echivalent cu a determina punctele de extrem (in special cele de maxim) pentru

2 2
x
functia de doua variabile u(z,y) = zy-y/1 — = — E Punctele stationare ale acestei
functii sunt solutiile sistemului:
2:52 yQ
y\1= ) =0
292 22
(1-2L_-L)=o

b2 a?



Puncte de extrem libere si cu legaturi 279

Obtinem solutia M (\/_ \/_> (x, y > 0). Derivatele partiale de ordinul al doilea ale

functiei u sunt:

2 3
OPu  —Sm oy 2wy Smh g2, Sayy Saty . 2ep
8332 ( B % B %)3/2 s ayQ ( B % B b2)3/2 )
a a
3 2,2
Pu  1- ?’ai?—— 2;3+ + =
0xdy

A
X
Figura 6.2 Figura 6.3
4+/3b 2 4
In punctul M avem A__SL’ B——%, C=— \S/bga, AC — B? =4> 0,

A < 0. Rezulta ca punctul M este punct de maxim pentru functia wu.

a b ¢ c
Deci punctul My | —,—,—= ], |2 = —=| este un punct al elipsoidului (E
g’ " (\/3 V3 ﬁ) ( ﬁ) b b ")

pentru care volumul tetraedrului corespunzitor este minim. Planul tangent la (E) in
Ty oL ®
av3 b3 /3
a b c
unctele cerute in problema sunt |+—,+—,+—].
b b ( V3 V3 \/§>

6. Sa se inscrie in conul circular drept, a carei generatoare [ este inclinata fata de

My are ecuatia — 1 = 0. Din simetria elipsoidului deducem ca

planul bazei cu un unghi «, un paralelipiped dreptunghic de arie totala maxima.

Rezolvare. Sa notam cu x si y laturile bazei paralelipipedului inscris in con,

AB =z §i AD =y, (vezi Figura 6.3). Atunci OF = lcosa, VO = [sina, iar din
o'c Vo'

asemanarea triunghiurilor VO'C si VOC" deducem = — = VO'=0'Cx
[cosa  [sina

12 2

+ 5 o). .. .
J. tg a. Inaltimea paralelipipedului OO’ este:

Xtga =
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/o2 a2 1
00'=V0O -VO' =lsina — xTﬂtga =3 <2lsina — /2 +y?- tga) .
Aria totala a paralelipipedului ABCDA'B'C'D’ este:
Ay =2xy+ 2e+2y)- 00" =22y + (x+y) - (2lsina — V22 + y? - tga).
Sa determinam in continuare punctele de extrem ale functiei de doua variabile:

uw(z,y) =2zy + (v +y)(2lsina — Va2 + y? tga).

Punctele sale stationare le vom determina rezolvand sistemul:

ou ) T

—~ =0 2y + 2lsina — V22 + y?tga — (z +y)tga - ———— =0
0 R y V ytga — (T +y)tg W

U )

- — 20 4+ 2lsina — V2?2 + y?tga— (z+y)tga - ——— = 0.
g = ° Va2 +yttga — (2 +y)tg T

[sin « [ sin o

\/itga— 1’ yo_ﬂtga— 1’
sistemul de mai sus nu are solutii).

V2

2
Obtinem solutia zy= (tga## g; pentru tga = 5

Derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei u sunt:

0?u 223 + 3zy? + 1 0?u 2% + 322y + 23
= “tga, = — tga,
02 (22 + y2)3/2 92 (22 + y2)3/2
0%u T
— =2 . tga.
0z 0y (22 + 32)3/2
a 3v2 4—+/2t%
In punctul (xg,y0) avem A = C = —T\/_tg a, B = #. Pentru ca

punctul (xg,y) sa fie punct de maxim pentru functia u trebuie ca AC — B? > 0, adici

1
tg?a + —=tga — 1 > 0. Obtinem tga >

V2

pentru z =y =

2 2
5 (tga > 0) sau a > arctg g Deci

[sin o
V2tga —1
totala maxima. Inaltimea sa este:

1 [ si IV/25si tga — /2
00 = - QZsina—\/ﬁ-&.tga _ fsma_ g \[,
2 V2tga —1 2 V2tga —1
20%sin’«x
V2tga—1"
7. Sa se determine extremele (locale) cu legaturi pentru urmatoarele functii:

obtinem paralelipipedul dreptunghic inscris in con de arie

iar aria totala este A, =

a) 2(z,y) = 2° + y* EJr%:l, (a,b € IR).
a
b) 2(z,y) =x-y; 2> +y*>=a? (a>0).
2 — xy +y° \
0 :ey) =" 5 rty=a (@R
d) 2(z,y) = cos’x +cos’y; x—y= %, z, y € (0,2m).
e) u(z,y,2) =22 +y>+2% ar+by+cz=k, (a,b,c,k € R; a®> + 0>+ #0).

)
f) u(z,y,2) =amy"2"; x+y+z=a, (a € R mn,pe€IN; mn,p>2).
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g) u(z,y, z) = xyz, {

Ay =1
r+y+z=0.

281

h) f(z,y, z,u) = ax+by+cz+du; 2*+y°+2°+u? = R?, (R >0, a>+b*+c*+d* #0).

Rezolvare. a) Functia lui Lagrange asociata lui z si legaturii mentionate este:

Y

L(:r,y,)\)::r2+y2+)\<g+——1>.
a

b

Determinam mai intai punctele stationare ale acestei functiei L:

oL i\ o ab?
g_i_o g =Y e
oL _, b N _a’h
3% 2y +J_) =0 Yo = prRr]
oL _, 248 1=0 \ o 2ah
N a b .
Calculdam acum d*®(z, yo), unde:
200 [x vy
B(z,y) = L = 22 2_7(— —_1>.
(‘T’y) (x7y7)\0) z +y a2 +b2 a + b
0?P 0?P 0?P ,
Avem 5 = 2, o =2, 920y =0, iar d*®(zg,yo) = 2da® + 2dy>.
. . . . . dr  dy b
Deoarece diferentialele dr i dy sunt in relatia — + 3 0 = dy = ——dx
a a

bQ
rezultd ca d?®(xg, yy) = 2 (1 + —2> dz?.
a
Am obtinut o forma patratica (intr-o singurd dimensiune) pozitiv definita. De-

ducem astfel ca punctul M(zq,yo) este punct de minim pentru functia z supusa la
legtura — + 2 = 1. Val inim este 2(zo, yo) = —
egdtura — + = = 1. Valoarea sa minima este z(x = —.

& a b 0 %0 = G e
b) Fie functia L(z,y,\) = zy + M2 + y? — a?).

Determinam punctele stationare ale functiei L:

oL 0
g_i - y+2X =0
— =0 = =
9y x+2\y=0
oL _ ?+y*—a® =0.
ox
. 220 +y=0 : o N
Sistemul (in necunoscutele z si y) trebuie sa aiba solutii diferite
x+2\y=0
: y : : y o201
de solutia banala. Deci determinantul sau este zero, adica o) = 0, de unde
. 1 . 1 1 .. . <
rezulta \y = 3 si Ay = —3 Pentru A\ = 3 din ecuatia y + 2Ax = 0 rezulta y = —ux,
iar din ecuatia 22 + % = a? deducem z;, = ¢ 2 si 2o = ¢ ¢

ﬁ; ylz—ﬁ _ﬁ’ yQZE-
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1 a
Pentru \y = —= rezultd z = y si din ecuatia 2% + y? = a? deducem 23 = y; = — si
a 2 V2
Ty = Y4 = —ﬁ. Deci functia L are patru puncte stationare.
1
Pentru A\ = 5 sa consideram functia:
1
®1(w,y) = Lz,y, M) = 2y + 5(2° +¢° = a’).
0?d, 0?d, 0?®,
Derivatel iale de ordinul al doil t =1 =1 =1.
erivatele partiale de ordinul al doilea sun 92 " " Gdy

Diferentiind legatura z2 + % — a? = 0 obtinem relatia x dz + ydy = 0. Pentru primul

a __ %
\/57 Y1 = \/5

d?®(x1,91) = do? + 2 da:dy + dy? = 4 da?.

V2l V2

legatura 22 + 1% = a?; valoarea sa minima este 2, = 2

punct x; = relatia de mai sus devine dx = dy, iar:

Deducem astfel ca punctul ( ) este punct de minim pentru functia z supusa la

2

335

legatura dintre diferentialele dz si dy fiind aceeasi

Pentru al

Ollea punct s y
p 2 \/5 Yo \/5
dr = dy, Ob!inem dQ(bl(fL'Q,yQ) == 4d.’172 Deci §l punctul (332,?]2) este plll'lCl de minim

a2

pentru functia z, valoarea sa minima fiind 2], =2 | ——,—= | = zZmin = —— -

U V2TV2 2

Pentru Ay = —3 sa consideram functia:

1
Do(a,y) = Liz,y, o) =7y = 5 (a7 + 37 — ).
0y _ 0

Derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei ®5 sunt =—1, ——=-1,
0x? 0y?
82®2 . .. o 2 2 2 . . .
iy 1. Diferentiind legatura x* 4+ y~ — a® = 0 obtinem din nou relatia x dz+
z0y
a a
+ydy = 0. Pentru punctul x3 = —, = —, relatia de mai sus ne da dy = —dx,
yay p 3 \/§ Ys \/§ Yy

iar:
d*®y(x3,y3) = —dz® + 2dxdy — dy? = —4 da.

Rezulta astfel ca punctul (x3,y3) este punct de maxim pentru functia z supusa la
a

ﬁ’

legatura dintre diferentialele dx si dy este dy = —dx, iar dQCI>2(:c4, y4) = —4dx?. Deci si

2

a
legatura 22 + y? = a?, iar 2,0 = 2(73,93) = 5 Pentru punctul z, = y4, = —

02
punctul (z4,y4) este punct de maxim pentru functia z si 2/, = 2(Z4, Y1) = Zimaz = 5
c¢) Functia lui Lagrange este:
2 2
rT-xy+y
L(z,y,\) = ————+ Mz +y —a).
(2,9, ) e (x+y—a)

Determinam punctele stationare ale functiei L:
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oL o i T S
g (x2+y2)2 -
) }

Ay Y
6% (xQ + y2)2
B3N =0 T+Yy=a.
Facand diferenta primelor doua ecuatii ale sistemului de mai sus obtinem ecuatia:
w2y — o — zy? + 2 ,
(1‘2+y2)2 =0« (‘T_y)(l‘-'_y) :Oa (ZE,y)?é(O,U),
care combinata cu ultima ecuatie z + y = a formeaza sistemul in (x,y):

{(m—y><x+y>2:o

rT+y=a
punzatoare \g = 0.

. a o .
cu solutia xyp = yg = 7 Pentru A\ gasim valoarea cores-

22 — zy + ?

Consideram in continuare functia ®(x,y) = L(z,y, \g) =
tia ®(z,y) = L(z,y. Ao) Y

, care are

urmatoarele derivate partiale de ordinul al doilea:
?°®  6ay® —22%y  0P® ' —62%y +y' 9D 62’y — 2uy’

012 (2 4+y2)3 " Oxdy (224423 T Oyr (22423
Diferentiind legatura =z + y = a, obtinem dx + dy = 0 = dy = —dxz. Diferentiala

a doua a functiei ® in punctul (zq,yo) este:

a a 2 5, 4 2 5 8
d2q)<§,§>:?dx —dedy—i-?dy :?dx > (.

a a
Deducem astfel ca punctul M, <§, 5) este un punct de minim pentru functia z, supusa

. C e . a a 1
la legatura x + y = a. Valoarea minima a lui 2 este z,,;, = 2 <§, 5) =5

d) Avem L(aj, Y, )\) = COSQQj =+ COSQy + A (x -y — z) .

4
Sistemul care ne da punctele stationare ale functiei L este:
oL
g_fzo —2cosxsinx + A =0 sin 2z +sin 2y = 0 sin (x+y)=0
920 = —2cosysiny—A=0 ={z—y="1 s da—y=T
8y T 4 4
a_L:(] Y=y A =sin2x A = sin 2z,
o\
lutiil 5 3T V2 I [ V2
care are solutiile r1 = — = — =2 = — = = Y2
! 1 8,y1 y M 2,2 8,y2 8’2 9
137 117 \ V2 \
Loy — —— = — = —— = .
3 g’ Ys g ' 73 5 1

Sa consideram acum functiile @y (z,y) = L(z,y, M) si ®o(z,y) = L(z,y, \2).
Din legatura v — y = % obtinem prin diferentiere dr = dy. Atunci:

PPy (1, 1) = V2da? +V2dy? = 2v2da?, POy (x5, y3) = V2dz® + V2 dy? =
= 2V2dx?, d*®y(x9, 1) = —V2dx? — V2dy? = —2/2dz?.

Din cele de mai sus deducem ca functia z pe domeniul indicat si supusa la legatura
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S5t 3w\ . 137 117
) si s (

s
rT—y = 1 admite doua puncte de minim M, <— — > si un punct

88 87 8
O 7
de maxim M, <§7T, g), valorile corespunzatoare ale lui z fiind 2., = 2(M;) =
2 — /2 2 2
= z(M;) = 2\/_, iar zma, = 2(Ms) = +2\/_.

e) Functia lui Lagrange este:
L(x,y,2,\) = 22 +y* + 22 + Maz + by + cz — k).

Punctele sale stationare sunt solutiile sistemului:

rg—L:Q;HAa:O 'x:_/\_g xﬂzﬁgﬂz
g—%:2y+)\b:0 $<y:_% L =wrpe
g—:2z+)\c:0 i= ZU:W
La—)\:ax+by+cz—k:0 (ax+by +cz—k=0 \AO:_M'
Consideram functia:
D(x,y,2) = L{w,y, 2 ) =x2+y2+22—ﬁ§+c2(““by“z‘“

care are derivatele partiale de ordinul al doilea:
0?P B 0?P B 0?P _y 0?P B 0?P B 0?P
0x2  oy?2 022 7 Oxdy 0x0z  Oydz
Diferentiind legatura ax + by + cz = k obtinem adx +bdy + c¢dz = 0. Diferentiala

= 0.

a doua a functiei ® in punctul My(z, o, 20) este (fara a mai tine cont de legatura):
d?®(z9, Yo, 20) = 2(dz® + dy?® + dz?) > 0.

Deducem astfel ca punctul My este un punct de minim pentru functia u, iar valoarea
i a lui o est a?k? + V?k? + *k? k?
minima a lui u este uy;, = = .
(a? + b2 + ¢?)? a? 4 b% + 2
f) Functia lui Lagrange este L(z,y,2,A) = 2™y"2P + NMx 4+ y + 2z — a).

Punctele sale stationare le determinam rezolvand sistemul:

( 8L_0
gi - max™ P + A =0 2™y P (my — nz) =0
— =0 nrmyn—1.p _ m,n—1,p—1 _ —
y" TP+ A=0 ™y P (nz —py) =0
T : - e
9% 0 pr"yY" 2P+ A =0 r+y+z=a
gi 0 r+yt+z=a A= —ma™ lynzP
L aX .
M*(0,a,a — ), a € R, MP(3,0,a — ), B € R, M'(y,a —,0), y€ IR cu A\ =0si
Mo ) am an ap
oy Y0,20), Xg = ———, Y= ——, Zp = ————, ClU
01%0, Yo, Z0), To m+n—+p Yo m+n—+p ‘ m+n—+p
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Sa consideram acum functia:
(I)l(xa Y, 'Z) = L(.I, Y 2, )‘U) =zMy"2P + )\0(37 +Tyt+z-— Cl),

care are urmatoarele derivate partiale de ordinul al doilea:

0*P 0?P 0?P
aa:?l = m(m—1)a""*y"2?, 8y21 = n(n—1)a™y" 27, 8221 = p(p—1)2"y" %,
0*d, Lon1 0%, ) 0*®,
= mnx™ “y" 2P, = npz™y" Pt = mpx™ Lyl
0x0y Y Y0z Py 0x0z b Y

Atunci diferentiala de ordinul al doilea a functiei ®; in punctul M, este:
d*®: (0, Yo, 20) = m(m—1)ag " yp 2 da+n(n—1)a'ys 20 dy?+p(p—1)agyp 20 d=*+
+2mnal~ yn = b dedy + 2npryn T 2E T dydz 4+ 2mpalt Ty dadz,
care in prezenta legaturii dz + dy + dz = 0 sau dz = —dx — dy devine:
d*®y (0, Yo, 20) = [m(m — 1)xg" " yp2h + plp — Vafys 20> — 2mpag ™ yg 20~ da’+
+n(n — Dagys 228 +plp — Vagygzp* — 2npeys 201 dy? + 2lmnag ™y~ 20+
+p(p — Dagyp " — npays ™' 2~ — mpag T yp b dedy =
= [m(m — 1)22 — 2mpxoze + p(p — 1)a2)al 2yn2b > da? + [n(n — 1)22 — 2npyoze+
+p(p—1)R)zlyr 2 2 dy?+2[mnzd4+p(p—1)zoyo —npTo 2o —mpyozo)am ™ Yt~ 28 dady.

Coeficientii formei patratice obtinuta mai sus sunt:

A= — (m + p) . am+n+p72mmflnnpp71
(m + n + pyrmen? |
— _ (n + p) . am+n+p72mmnn71pp71,
(m + n + pymenio=2
1 m+4n+p—2, m, _n, p—1
SR S T e
1
Atunci, deoarece AC' —B? = L2 M EP=2) py2m =ty =121 )

(m +n +p)2(m+n+p)f5
iar A < 0 rezulta ca punctul M(zg,yo, 29) este punct de maxim pentru functia u si
am—l—n—l—pmmnnpp

(m 0+ p)mine
Consideram in continuare functia:

Umaxr = U(MO) =

®y(z,y,2) = L(x,y,2,\) = a™y"2P
care are aceleasi derivate partiale de ordinul al doilea ca si functia ®;. Rezulta ca in
punctele M, M?, M” avem:
2Dy (M) = d*®y(MP) = d*®y(M") = 0.
In acest caz sau se apeleaza la diferentialele de ordin superior ale functiei ®, sau
se studiaza diferenta (pentru punctele M®):
u(z,y, z) — u(M®) = 2™y"zP in prezenta legaturii x + y + 2z = a.

Rezulta astfel ca pentru a # 0 si a # a daca m este par atunci punctele M sunt
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puncte de extrem gi anume puncte de minim daca a™(a — a)? > 0 si puncte de maxim
dacd a"(a — a)? < 0. Pentru a = 0 dacd m si n sunt pare punctul M°(0,0,a) este
punct de extrem gi anume punct de minim daca a” > 0 si punct de maxim daca a? < 0.
Pentru o = a daca m si p sunt pare punctul M*(0, a,0) este punct de extrem si anume
punct de minim daca a” > 0 si punct de maxim daca a" < 0. In mod asem#nitor se
studiaza si punctele M?, M.
g) Functia lui Lagrange este:
L(z,y,z,\, u) = zyz+ Ma? + > + 22 — 1) + plz + y + 2),

iar punctele sale stationare sunt solutiile sistemului:

( a_LZO
aF [ yz+ 202+ pu=0
g%zo 2 +22y+p=0

. — =0 = § 2y+2 z+pu=0
g_fzo ?+y*+22—-1=0
g% l z+y+2=0.
5;:0

\
Punand conditia ca sistemul format din primele trei ecuatii ale sistemului de mai

sus, in necunoscutele A i p, sa fie compatibil obtinem ecuatia:

yz 2z 1
vz 2y 1]=0= (y—2)(z—x)(y—2) =0.
zy 2z 1

Astfel sistemul de {nai sus este echivalent cu sistemul:
p= —g(yz + 22 + 1Y)
20 \x = —p —yz
(y—=z)(z—2)(y—2) =0
?+yt 2t =1
(2 +y+2=0.

1 1 2 1 1
Ob . l "1 M —,—,_ )\ s _— —;
tinem solutiile M, <\/é NG 6) u 56 o G

1 o2 i
cul=———, pu=—; Mz |—=,——=,—=| cu \=——=, u=
e M6 3<\/6 6 6) SN
1 I
6

Sa consideram functiile:
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1 1 1 1
<I>1(x,y,z):L< z,—— —> ::I:yz+—(x2+y2+22—1)+6(x+y+z) si

‘/L‘7 b) b) b)
Y5766 m
1 1 1
i) =L - = = —1)+ - .
o (2, y, 2) (fvyz 2\/6’6> 2\[(:E +y® + 27 )+6(:v+y+2)

Vom studia diferentialele de ordinul al doilea ale functiei ®; in punctele M;, Mj
si M5 si apoi ale functiei ®, in punctele My, M, si Mg. Legaturile din problema ne
dau:

xdr+ydy+ zdz =0 N dz = —dx — dy
dr +dy+dz =0 (x —2)de+ (y — 2)dy = 0.
Pentru punctul M; avem:

1 1 1 4 2 2
d2®, (M) = —=dz® + —= dy? + —= d2* — — dzdy + — drdz + — dydz,
1(Mh) = Zmda” + —gdy” + =72’ = e dedy + =7 7 iz

dz = —dx — dy dy = —dx
care in prezenta legaturilor 3
der+ —=dy =0 dz =10

f f
11 2

devine d?®(M;)=—= dz*+ —= dz?>=+/6 dz>. Rezulti ci punctul M, <—, —, ——>
f f V6 V6 V6
este punct de minim pentru functia u supusa la cele doud legaturi, iar u(M;) =
2 1

66 36

Pentru punctul M; avem:

1 1 1 2 4 2
2D (M) = —=da® + —=dy® + —= d2* + —= dady — —= dxdz + —= dydz.
(M) = g da” + Tpdy g da g dudy = T dvdz 4 T dyd

—dxr — dy dy = 0
=
dy =0 dz = —dx.

D

dz =
Legaturile pentru punctul M3 devin 3

V6
Deci d*®,(M3) = ide + ide — V/6dz?. Rezultd ci Ms 1ozl este
V6 V6 V6 V6 V6
1
unct de minim pentru functia u, iar u(M;z) = ———.
p p £ (M) = —2 7
Pentru punctul M5 avem:

1 1 1 2 2 4
2® (M) = —=dz? + —=dy®> + —=d2* + — dady + — dzdz — — dyd.z.

dz = —dzx — dy dr =0
Legaturile sunt 3 = de unde deducem ca d*®,(Ms) =
——dxr =0 dz:—dy,

V6

dyy? —|——dy = /6 dy?. Deci si M. <—
f V6 i

functia u, iar u(Ms) = —

2 1
V6 V6 V6

) este punct de minim pentru

1
3v6
Sa studiem in continuare punctele My, My si My relativ la functia ®,.

Pentru punctul M, avem:
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1 1 1 4 2 9
POy (M) = ——=da® — —=dy? — —= dz* + —= dedy — —=dxdz — —= dydz.
2(Mp) = =T do” = T dy” = Tpda 4 e dedy = 25 75

dz = —dx — dy dz=0
Legaturile intre diferentialele dx, dy si dz sunt 3 p 3 du—0 = y y
——=ar — —F=ay= =—dz.
VRV =

2 4
Obtinem d*®,(M,) = —% dr? — %dﬁ = —V6dz?. Deducem de aici ci punctul

1 1 2
M, | ——=, ——=, —= | este punct de maxim pentru functia v supusa la cele doua
i ( NGV \/6> b g ’
legaturi, iar u(Msy) = ——=.
g ( 2) 3\/6
Pentru punctul M, avem:
1 1
———d2z? — —

V6 V6

1 2
dy? — —d2* — —

4 2
— drdy + — dxdz — — dydz,
/6 /6 Y Y

Py (M) = NG G

dz = —dx — dy dy = 0 9
iar legaturile sunt 3 = Deci d?®y(M,) = ——= da*—
dz = —dx. V6

4
—— d2? = —V/6dx?. Rezultd cd My | —
V6 ! (
1
functia wu, iar u(M,;) = ——.
Y ( 4) 3\/6

In sfargit, pentru punctul Mg avem:

> este punct de maxim pentru

S
D
Sl
D

1 1 1 2 2 4
P®y(Mg) = ———=d2* — —=dy* — —=d2* — —=dady — —= dadz + —= dydz
R Y Y Y Y
dz = —dx — dy dr =0 2
cu legaturile { 3 p 0 = { dx ] Deci d?®,(Mg) = —%dyQ_
— aAr = = — .
V6 : Y
2 1

4
V6

pentru functia u, iar u(Mg) =

dy? = —v/6 dy?, de unde rezulti ci i Mg (—6, BV
1

Nt

Deci functia u supusa la cele doua legaturi admite trei puncte de minim My, Mj
1

este punct de maxim

%)

si My cu valoarea u,,;,, = ———= si trei puncte de maxim M,, M, si Mg cu valoarea

1 3\/6
Umaz = T ==
3v6

h) Functia lui Lagrange este:

L(x,y, z,u,\) = ax + by + cz + du + Nz + y? + 22 + u? — R?).
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Punctele sale stationare sunt solutiile sistemului:

L
g—:a—l—Q)\x:O (=2
)
5, =b+2y=0 Ay:_%
%—:c+2)\z:0 = )\22—5 =
i d
L§_§:x2+y2+z2+u2—R2=0 [ @ +y' 2"+t = R
Ra Rb Re
—+ Y=+ =+ :
R et T Veirrerd P Vet Rt et &
S Rd \ VAP
R s T 2R '

Consideram functiile:

Oy (x,y, z,u) = L(z,y, 2,u, \y) = ax+by+cz+du—%\/a2 + b2 4 2 + d2(2® P+
+22 + u? — R?),

Oy(x,y, z,u) = L(z,y, 2,u, Ag) = ax+by+cz+du+%\/a2 + b2 4 2 + d2(2® P+
+22 + u? — R?).

Vom studia diferentialele de ordinul al doilea d*®,(M;), M (x1,y1, 21, u;1) si

d2q)2(M2): My (22, Y2, 22, uz). Avem:

0?®,  0?®, 0?®, 0?d, 1
e e e e 2)\ _ — 2 b2 2 2
Ox? 02 022 ou? R\/a T+

0?d, . 0?®, . 0?d, . 0?®, . 0?d, . 0?®, .

Oxdy  0x0z Oxdu Oydz Oydu  0z0u ’
iar d?®,(M;) = —%\/a2 + 02 + 2+ d2(da® + dy® + dz* + du®) < 0. Aici nu a fost
nevoie sa tinem cont de legatura 2x dx + 2y dy + 2z dz 4+ 2u du = 0. Deci punctul M,

este un punct de maxim pentru functia f, iar foe. = RvVa2 + b2 + 2 + d2.

In mod asemanator pentru ®, obtinem:

0?®, 0°®, 0*D, 0?°Dy 1
— — — — 2)\ = — 2 b2 2 2
O0x? 02 022 ou? R\/a Ot

PPy, 0?0y 0°Dy Dy POy 0Py
oxdy  0xdz  Oxdu  Oydz Oyou  0z0u
1
iar d?®,(M,) = E\/GQ + b2 + 2 + d2(da® + dy® + dz* + du®) > 0. Deci punctul M, este

un punct de minim pentru functia f, iar f, = —RvVa2 + b2 + ¢ + d2.
8. Se da un cerc I si trei puncte fixe A, B, C in planul cercului. Sa se determine
punctul M pe cerc astfel incat suma M A% + M B? + M(C? si fie maximi sau minima.

Rezolvare. Fie cercul T de ecuatie 22 +y? = r2, iar A(x1,v1), B(%2,v2), C(73,y3)
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cele trei puncte fixe din plan raportate la un sistem de axe ortogonale Oxy, a carui
origine am considerat-o centrul cercului I'; (vezi Figura 6.4).

Sa notdm cu (z,y) coordonatele unui punct M € T, deci 22 +y* = r?. Presupunem
mai intai ca centrul de greutate G al triunghiului ABC' este diferit de O. Atunci avem
de determinat extremele functiei:

ury)=(@—2)?+ @y —yn)’+ @ -2+ (y— )+ (@ —23)" + (y — 13)°
supusd la legiatura 22 + y? = r2.

Functia lui Lagrange asociata lui u gi legaturii de mai sus este:

L(z,y,A) = u(z,y) + Mz + y> — r?).

Sa determinam punctele stationare ale functiei L:

oL
3_1{_0 o(w — 1) + (x — x2) + (z — x3)] + 20z = 0
3, =0 = 2Au-—v)+-w)+ -y +2y=0 =
%_0 224+ —r2=0
o
(3+)\)!E— (1‘1+$2+1‘3) =0
=9 B+Ny—(n+y2+ys) =0
2+’ —r2=0.
y A B 2 A
A C
G
Py e
r My o
7 (o) B Y
c S 5 >
0 X \
> |
|
A |
M, X i
Figura 6.4 Figura 6.5

Deoarece G # O rezulta ca A # —3; inlocuind z i y din primele doua ecuatii ale
1+«T2+«’173>2 <y1+y2+y3>2 9
—+ =r° =
3+ A 3+ A

. . . . . . . x
sistemului de mai sus in ultima ecuatie, obtinem <

N Al’gzi\/(xl + 22 +23)> + (11 + Y2 + y3)? _q

’
Atunci:
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K (1 + 22 + m3)r 2= (y1 +y2 + ys)r

i\/(ﬁ +29+13)%+ (Y1 +y2+ys)? i\/($1 +29+13)%+ (Y1 +y2+ys)?

Punctele astfel gasite M, (xz!, y') si My(z?, y?) se gasesc la intersectia cercului T' cu
. y1,2 Y1+y2+ys e

dreapta (OG). Intr-adevar, =_—3 =22 (G(zq,yq)). Folosind desenul din
TG

12 901+$32+903
Figura 6.4 putem trage direct concluziile referitoare la extremele functiei u, fara a mai
utiliza diferentiala de ordinul al doilea. Si anume, cel mai apropiat punct de G, M,
va determina un minim pentru u, iar cel mai indepartat de G, M5, va da un maxim

pentru functia wu.

Dacd z¢ = yg = 0, (G = O) deducem ca pentru orice punct M € T suma

MA? + MB?* + MC? = 3r* + 22 + yi + 235 + y3 + 23 + y3 = const.

9. Se d& un punct fix P(a, b, ¢) in primul octant al axelor de coordonate Ozyz. Un
plan variabil care trece prin P taie semiaxele pozitive Ox, Oy si Oz in A, B, respectiv

C. Sa se determine planul pentru care volumul tetraedrului OABC' este minim.

Rezolvare. Un plan variabil () prin P are ecuatia L4242 120, Punctele

a f

de intersectie ale acestui plan cu semiaxele pozitive Oz, Oy si Oz sunt A(c,0,0),

B(0,3,0) si C(0,0,), (vezi Figura 6.5), iar coordonatele punctului P satisfac conditia

a+b+c_1
a By

Volumul tetraedrului OABC este:

—_ = =
Il
|
)
=
2

0 0 0
a 0 0
6ll0 B 0
0 0 v

Pentru a determina pozitia planului («) astfel incit volumul tetraedrului OABC

sa fie minim, vom studia extremele functiei wu(x,y,z) = xyz in prezenta legaturii
a b ¢

— 4+ -+ — =1, (o, B si v sunt notate in functia u cu z, y, respectiv z).

xr oy 2z

Functia lui Lagrange asociata functiei u si legaturii de mai sus este:

b
L(ﬁayaZaA)=:vyZ+A<9+—+E—1>.
T Yy z

Sa determinam acum punctele stationare ale acestei functii:
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(0L ( a)\_o
g_fzo yz—?— nyz_nyz_ZQxy
— =0 xz——)\:[] “ b ¢
0 y2 a C_
=0 Ty — — = roy =
Yy="2 2%yz
i 0 o Ve gy AT
L o\ lz y 2z
E:g:E x0:3a
40 oo =3b
={ —=1 =M
z nyZ ZU:3C
A= a Ao = 8labe.

Diferentiala de ordinul al doilea a functiei:

b
O(z,y,2) = L(x,y, 2, \o) = zyz + 8labe (E + -+ E — 1>
Yy
162a2b 162ab? 162ab
este d’®(x,y,z) = a3 € da? + # dy? + &
x

+2x dydz.

dz? + 2z dxdy + 2y dedz+

Diferentiind legatura obtinem % de + — dy + % dz = 0, de unde rezulta: dz =
x Y z

22 (a b A c c . .
= —— | —=dx+ —dy|. In punctul My avem dz = ——dx — - dy. Diferentiala de
¢ \ 22 y? a b
ordinul al doilea a functiei ® in punctul M, este:
60 6 6ab
PO (2, o, 20) = —C dz? + ZC dy? + -2 d2? + 6¢ dudy + 6b drdz + 6a dydz =
c
60 6 6 b
= 2 g+ 2 gy 20 ( dr+ & dy) —6b (f dr + fdy) dz—6a (f dr + fdy) dy+
6bb . b a b a b
+6cdxdy = 0?4 ZC dy? + 6¢ dady,
a

adica o forma patratica in doua dimensiuni cu coeficientii A = —, B =3¢, C =
a

6 - _
= %. Deoarece AC' — B? = 27¢2 > 0, A > 0, rezulta ca punctul M, este punct de

minim pentru functia u, iar valoarea sa minima este u(My) = 27abc.

In concluzie, planul prin P care determina un tetraedru de volum minim este cel

care trece prin punctele A(3a,0,0), B(0, 3b,0), C(0,0, 3c), de ecuatie £+%+E -3=0.
a c
. 9
In acest caz volumul tetraedrului OABC este V = —abc.
22 P 22
10. Se da elipsoidul (E) de ecuatle — + 2 + — — 1 = 0 cu semiaxele OA = q,

OB=0,0C=c¢,(a>b>c>0). Se cere sa se gaseasca distanta maxima sau minima
de la punctul O al elipsoidului pana la un punct M al elipsei de sectiune cu planul
(ABC).
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Rezolvare. Fie M un punct oarecare al elipsoidului (E), M (zo, Yo, 20) situat in
planul (ABC), (vezi Figura 6.6). Deoarece ecuatia planului (ABC') este E+%+E_1 =
a ¢

0 rezulta ca coordonatele punctului M satisfac relatiile:

" Ty Y %
;+?+——1_0 (M€ (ABC)) si —+3+5-1=0, (M€ (B))

Distanta OM fiind OM = /23 + y& + 28, renunténd la indicele 0 de la coordonatele
punctului M si la radicalul din expresia lui OM, rezulta ca avem de determinat ex-

tremele functiei u(z,y,z) = 22 + y? + 22, supusa la legéturile:

x Y A
S4S4S-1=0
a, b 9 € o
X Y Z 1=0.
ZA
C 7
T /7
// N>
/ \ s
- T A<l
A e ToN\B Y
/ \o | —7 ”
A‘T—*""//
|
|
X l
|
Figura 6.6

Sa consideram functia lui Lagrange asociata functiei u si legaturilor de mai sus:

b

Determiném punctele stationare ale acestei functii:

T z x? 2 22
L(x:yaza)‘;,u):x2+y2+22+)\<a—|—g—|—z—l>—|—/L< _|_y_+__1

A2
g; =0 f2x+g+iﬁ:0
L 2
=0 oy+ -+ g
51 ¥ oo
g =0 = 2z+—+#:0
C
_i:[) —+3f+——1—0
g%/ %2 byQ CZQ

Punand conditia ca snstemul in necunoscutele A si p format din primele trei ecuatii

ale sistemului de mai sus sa fie compatibil, obtinem ecuatia:
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2z l Z—f
T 9

2z

9, - 22
. c 2

Astfel obtinem pentru z, y si z urmatorul sistem:

2 oYz 2 _ _2\T% 2 Y _
(b c)bc—ir(c a)ac+(a b)ab 0

Primele doua ecuatii formeaza un sistem omogen in necunoscutele zy, rz §i yz. De-

ducem astfel ca acest sistem poate admite:

x z
a) solutia banala xy = rz = yz = 0, care combinata cu ecuatia — + % + —=1ne
c

a
conduce la solutiile A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c).
Ty

b) solutii nenule; s& notdm atunci cu A cantitatea \ = . Rezulta:
) solutii nenule; s& notam atunci cu nti B2 — o = 17) Al
% =A2a2 = 1> — )" N, (o =2a> — 1> = > 0),
c
e - - )28, (B=20*—a’—* € R),
ac
Z Y not Y g %
—zb/:)\(202—a2—b2) YNy, (y=22—a® —1* <0), Xe R".
a
inmul’gind cele trei relatii obtinute mai sus, gasim:
22?22 - Yz =
T2 — Nafy = 25 = 4/ \afby.
a’b?c? By abc by
VA VA Va
Daca 8 # 0 rezulta I_4 57, y_4 57, A 67.
a Q b I6] c 0
Inlocuind aceste valori in ecuatia a treia a sistemului in z, y, 2, r + % + Z - 1,
a c
obtinem:
A= by , (af+ay+py = —1(a2+52+*y2) < 0, deoarece a+f+v =0).
(af + ay + By)? 2
Rezulta pentru x, y i z valorile:
afBy bary caf
Ty = sy Yo= o a o AT T A
af +ay+ By af +ay+ By af +ay+ By
x
(luate cu semnul + pentru a satisface ecuatia — + % +—-=1).
a c
Dacd =0 < 2b> = a? + ¢? sistemul in necunoscutele z, y si z devine:
aQ;c2‘%4_(62_&2)%_’_@2;02.%:
c ac a
2% xz Tz
L Y
he Y€ - ab
S+ =1,
a b ¢
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yz 2z xy

de unde rezulta (a > ¢)

cu solutiile A(a,0,0), B(0,b,0) si C(0,0,c).

In concluzie am gasit urmatoarele puncte stationare pentru functia L: A(a,0,0)
cu Ay = 0si gy = —a?; B(0,0,0) cu \; = 08 o = —b% C(0,0,¢) cu \; = 0 si
2a3y(a® = b%) _ 2a 3y

PE_ ol @i (a=B)(aB+ay+pBy) 3B +ay+p7)
Ha = a—p = - 3 :(67&0)

Sa studiem in continuare natura acestor puncte. Pentru punctul A sa consideram

Uz = —02; MO('rﬂayO;ZO) cu Ay = —

si

functia:

332 yQ 22
CI)l(x,y,z):L(a?,y,z,)\l,ul) :x2+y2+22—a2 (?—i_b_g"i_c_g_l -

2 2
_ 2 a 2 a 2
=y (1—b2>+z (1—62>+a.

Diferentiala de ordinul al doilea a functiei ®; este:

2 a’ 2 a’ 2
d*®y(2,y,2) =2 (1 — 5 | dy +2 (1 - — | d2".
c

b2
d d d
de  dy dz_ o
Diferentiind legdturile din problema, obtinem ¢ ;. by dy ¢ i
a? + b2 + 2 0,
dr =0
care in punctul A devin c Deci:
dz = ~3 dy.
a? a’\ b’ +c® —2a® |, 20
w2 (1= 5 )+ (1= ) 5] e = PGy = T

Am obtinut o forma patratica negativ definita (o > 0), de unde rezulta ca punctul
A este un punct de maxim pentru functia u, iar u(A) = a® i OA = a.
Pentru punctul C sa consideram functia:

2 2 2 2 oy 2
Dy(x,y,2) = L(x,y, 2, \,pu3) =2 +y*+ 22— |+ 4+ -1 =

a? b2 2
c? c?
.2 2 2
= (1—? (15 )+

Diferentiala de ordinul al doilea a functiei ®, este:

2 ¢? 2 ¢? 2
d*Oy(x,y,2)=21— = | dx*+2 (1 - = | dy*

a? b2
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dz =0
Legaturile in punctul C' ne dau b Atunci:
dy = ——dx.
a
? A\ b a?+ b -2 |, 2y

care este o forma patratica pozitiv definita (7 < 0), de unde rezulta ca punctul C este
un punct de minim pentru functia u, iar u(C') = ¢ §i OC = c.
Pentru punctul B consideram functia:
2 oy 22
O3(2,y,2) = L(w,y, 2, M1, ) = 2> + > + 2% = (; tEt g 1) =
b? b?
:ZEQ ]_——2 +22<1——2 +b2
a ¢
Diferentiala de ordinul al doilea a functiei ®3 este:

2 b’ 2 b 2
d°®3(z,y,2) =2 |1 - — | de* +2 {1 - — | dz?,
a c

dy=20
care in prezenta legaturilor in punctul B, c devine:
dz = ——dx,
a
b? b2\ 2 a? + ¢ — 2b? 23
2 _ 2 _ 2 2

Rezulta astfel ¢ daca 8 > 0 atunci d?®3(B) este negativ definitd, deci B este un
punct de maxim pentru functia u, iar u(B) = b* s OB = b. Daca 8 < 0 atunci d*®3(B)
este pozitiv definita, deci B este punct de minim pentru functia u, iar u(B) = b* si

OB =b. Daca 8 = 0 atunci d*®3(B) = 0. Dar:
2 g2 2 _ 2 2 2
(133(1‘,y,2)—(b3(0,b,0):$2a +ZQC :(a2_b2) (x 5

a? c2

az 2 )’
cantitate care are valori §i pozitive si negative in vecinatatea punctului B. Rezulta

astfel ca pentru f = 0 punctul B nu este punct de extrem pentru functia ®3, deci nici

pentru functia u.

afy bary caf
af+ay+ By af+ay+ By af+ay+ By

2
ofy .(£+y+z_1)_
(af +ay+ By) b«
a2+ 0+ (22 oy 2P
—— (5545 1),
3 a> b 2

Derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei ®4 sunt:
0*d, 2a° — b> — ¢? 200 0%, 22b2 —a?> - 2

In sfargit, pentru punctul M, (

cu 8 # 0, sd consideram functia:

(134(1‘,y,2') = L(xayaza)‘%/'u) = 1‘2+y2+22_3

ox? 3a? T 3a27 0y 3b? EVZN
PO, 2202 —a? =0 2y 00y  0°Ty PP, 0
022 3c? 3¢’ 0x0y 0x0z Oydr
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. 2(a 5 B o0 7 o
Deci d?®y(z,y,z2) = 3 (? dz” + b_Qdy + c_QdZ :
Legaturile diferentiate in punctul M, ne dau:
aa(y — B) cy(B—a)
dr = ————=dy, dz = ———=dy.
b3(y — @) b3(y — @)
Atunci:
2 o
2 _ 3 Q)2 3(n )2 30 )2 2 B=—a—
(M) = grzrr— oy [0 = B+ By = a) 4978 - a)"] dy? =
2 4 3,2 2,3 4y g2 2a8y(a” +ay +9°) |,
R — dv? = —
3b2ﬁ2(7—o¢)2(3a7+6a7 + 6a”y° + 3a7") dy 20— a)?

Deci daca 3 > 0 rezultd ca d?®,(M,) este pozitiv definitd, deci punctul My este
punct de minim pentru functia u, iar daci 3 < 0 rezultd ca d?>®,(M;) este negativ
definita, deci My este punct de maxim pentru functia u. Valoarea lui u in punctul M,

este:

426242 + B2a2y? + a2

u(Mo) = 232 22 22

@?fB% + oy + [Py

iar OMy = \/u(My). Se observa ca OA > OMy > OC, deoarece:

(@® — ?)ay? + (a2 — 2)a2B?
a2B2 + a2y + B242

(a? — )52 + (1 — 2)a2y?
a2B2 1 a?y? | f292

Rezumand avem urmatoarele situatii:

, ((aB+ay+ B7)” =B+ o’y + 5°9%),

0A2 — OME =

>0 s

OM2 — OC? = > 0.

a) 3>0: Asi B sunt puncte de maxim; C si My sunt puncte de minim.
b) < 0: Asi My sunt puncte de maxim; B si C sunt puncte de minim.
c) f=0: A este punct de maxim, C' este punct de minim.

In concluzie distanta maxima de la centrul O al elipsoidului pana la un punct M

al elipsei de sectiune cu planul (ABC) este a, iar cea minima este c.

11. Sa se determine triunghiul ABC pentru care produsul sin™ A - sin” B - sin” C,

m, n, p > 0 este maxima.

Rezolvare. Unghiurile A, B si C sunt legate prin relatia A + B + C = 7. Avem
de determinat extremele functiei u(A, B,C) = sin™ A - sin" B - sin” C' cu legatura
A+B+C=m.

Sa consideram functia lui Lagrange:

L(A,B,C;\)=sin™ A-sin" B-sin” C + A\(A+ B+ C — ).

Punctele stationare ale acestei functii sunt solutiile sistemului:
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( OL
%—é:[] msin™ ! Acos Asin® Bsin? C + A =0
< g—%zo N nsin™ Asin” ! Bcos Bsin? C + A = 0
= —0 psin™ Asin™ Bsin? ! CcosC + A =0
gf—() A+B+C—-7m=0.

\
Eliminand pe A din primele trei ecuatii ale sistemului de mai sus, obtinem:
tgA tgB tgC
mctgA=nctgB =pctgC & 62 _ 2 _ 18 ,
m n
relatii care impreuna cu ultima ecuatie a sistemului A + B 4+ C' = 7 ne da urmatoarea

solutie:
tgAOZ\/m(m+n+p)’ ¢ By n(m+n+p), (e Co p(m +n+p)

np mp mn
iar \g = —msin™ ! Ag cos Agsin” By sin” Cy, (Ag, By, Cy € (0,7/2)).

Sa consideram in continuare functia:
®(A,B,C)=L(A,B,C, \g) =sin™ A -sin" B -sin? C + \g(A+ B+ C — )

care are urmatoarele derivate partiale de ordinul al doilea:

3

2
®
% = m(m — 1)sin™ % A cos® Asin” Bsin” C — msin™ Asin” Bsin? C,
2
®
% =n(n — 1)sin™ Asin" ? B cos® Bsin” C — nsin™ Asin” Bsin? C,
2
®
% = p(p — 1) sin™ Asin” Bsin” 2 C cos® C' — psin™ Asin” Bsin? C,
0°® =mnsin™ ! Acos Asin® ! Bcos Bsin” C
0AOB ’
0°® = mpsin™ ! Acos Asin” Bsin” ! C cos C
oAoc — " ’
0°® = npsin™ Asin” ! Bcos Bsin” ! C cos C
oBaC " |

Diferentiind legatura obtinem dA + dB + dC' = 0 = dC = —dA — dB. Atunci:
d?®(A, B,C) = [m(m — 1)sin™ ? A cos? Asin” Bsin” C' — msin™ Asin” Bsin” C] dA%+
+[n(n — 1) sin™ Asin™ 2 B cos® Bsin” C' — nsin™ Asin” Bsin? C] dB?>+
+[p(p—1) sin™ Asin™ B sin?~? C cos? C'—psin™ Asin” B sin? O] (dA%+2 dA dB+dB?)+
+2mn sin™ ! A cos Asin®! B cos Bsin? C dAdB—2mpsin™ ! Acos Asin™ Bsin?~! C x
x cos C (dA%? + dAdB) — 2npsin™ Asin™ ' Bcos Bsin” ' C cos C (dB? + dAdB) =
= [m(m—1) sin™ 2 A cos? Asin” Bsin? C—msin™ Asin™ Bsin? C+p(p—1) sin™ Asin™ B x
x sin?~? C cos? C'—psin™ Asin™ B sin? C—2mpsin™ ™" A cos Asin™ Bsin?~" C cos O] dA%+
+[n(n—1) sin™ Asin™ ? B cos? Bsin” C—nsin™ Asin” Bsin” C+p(p—1) sin™ Asin” B x
x sin? 2 C cos? C—psin™ Asin” Bsin” C—2npsin™ Asin™ ' B cos Bsin? ' C cos C] dB%+
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+2[p(p — 1) sin™ Asin™ Bsin?~2 C cos? C' — psin™ Asin™ Bsin? C + mnsin™™" A cos Ax
x sin"~! B cos Bsin? C — mpsin™~! A cos Asin™ Bsin?~! C cos C — npsin™ Asin"~! Bx
x cos Bsin? ! C'cos C] dA dB.

Coeficientii formei patratice de mai sus sunt:

A =sin™ 2 Asin” Bsin? 2C - [m(m—1) cos? Asin? C —msin® Asin? C +p(p—1)x
x sin? A - cos? C' — psin® Asin® C' — 2mpsin A cos Asin C cos C] =
= sin™ 2 Asin” Bsin” 2C - [(m cos Asin C' — psin A cos C)? — msin? C — psin? 4],

C = sin”™ Asin™ ? Bsin? 2C - [n(n — 1) cos® Bsin? C — nsin® Bsin? C + p(p — 1) x
x sin? B - cos? C' — psin® Bsin? C' — 2npsin B cos B sin C cos C] =
= sin™ Asin" % Bsin?2C - [(n cos Bsin C — psin B cos C)% — nsin® C — psin® B],

B =sin™"! Asin®! Bsin?~?C - [p(p — 1) sin Asin B cos? C' — psin A sin Bsin® C+
+mn cos A cos Bsin? C' — mp cos Asin Bsin C cos C' — npsin A cos Bsin C cos C] =
= sin™"! Asin"~! Bsin?~? C - [(p?sin A sin B cos? C' — mp cos A sin B sin C cos C)+
+(mn cos A cos Bsin? C — npsin A cos Bsin C cos C') — psin Asin BJ.

In punctul (Ag, By, Cy) rezulta:

A = sin™"% Ay sin” By sin”? 2 C - (—msin® Cy — psin® 4g) < 0,

Co = sin™ Agsin” % Bysin? 2 Cy - (—nsin? Cy — psin® By) < 0,

By = —psin™ Ay sin” By sin? 2 Cy.

Deci:

AoCy — BZ = sin®™ 2 Ay sin®* 2 By sin?* Cy(m sin? Cy + psin? Ag)(nsin? Co+
+psin? By) — p? sin®™ Ay sin®® By sin? 1 Cy = sin?™ 2 Ay sin®" "2 By sin? 2 Cy(mn x
x sin? Cy + npsin® Ay + mpsin® By) > 0.

Rezulta ca d?®(Ag, By, Cy) este o formi patratica negativ definitd, deci (Ag, By, C)
este un punct de maxim pentru functia u, iar u(Ag, Bg, Cy) = sin™ Ay sin” By sin® Cy =

(m +n+ p)(m+n+p)/2mm/2nn/2pp/2
(m + n)(m+n)/2(m + p)(m+p)/2(n + p)(n+p)/2 )
12. Sa se determine extremele (globale) ale urmatoarelor functii definite pe

multimi compacte:

a) z(r,y) = 22 +y? — 122 + 16y, 22+ y? < 25.

b) 2(z,y) =2 —xy +y*, ||+ [yl <1,

Rezolvare. a) Sa notam cu D = {(z,y) | 22 +y?<25} si F = {(z,y) | 2*+y*=
=25} reprezentate in sistemul de axe Ozy in Figura 6.7.
Pentru domeniul D avem de determinat punctele de extrem (libere) ale functiei z.

Punctele sale stationare le vom determina rezolvand sistemul:
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0z
- =0 22 —12=0 To =6
g%‘ = =

el 2y+16 =0 Yo = —8.
Ay
Am obtinut punctul My(6,—8) ¢ D. Rezulta ca functia z nu are puncte de extrem
in multimea D.
Pentru multimea F' avem de determinat punctele de extrem ale functiei z supusa
la legatura 22 + y? = 25. S& consideram functia lui Lagrange:
L(z,y,\) = 2? + y? — 120 + 16y + (2 + y* — 25).
Determinam punctele sale stationare:
oL 0
S’_f_ 20 — 1242z =0
— =0 = ¢ 2y+16+2\y=0

o
0 22 +y? —25=0.
o Y
Obtinem solutiile M; (3, —4) cu A\ =1 §i My(—=3,4) cu Ay = —3.
y A
B
AY

/ F (Fz) (F1)
(D)

/ (F5) (F4)

D

Figura 6.7 Figura 6.8

Functia:

Oy (x,y) = Lz, y, \1) = 22 +y*> =120+ 16y+2>+y?—25 = 202+ 2y* — 122+ 16y —25
are diferentiala a doua in punctul M; d*®(xy,y,) = 4dz* + 4dy?, care in prezenta
legaturii = dz + y dy = 0 scrisa in M, adicad 3dx — 4dy = 0, devine d?®(xy,y;) =
= 4da? + §da? = 2 dz?. Deducem astfel cd M;(3, —4) este punct de minim pentru
functia z, iar 2, = 2(M;) = =75.

Pentru punctul M, consideram functia:

Oy(z,y) = Lz, y, \o) = 2> +y> — 120+ 16y — 3(2* + y> — 25) = —222 — 2¢* — 122+
16y + 75.
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Diferentiind legatura 2% + y? = 25 obtinem z dx + y dy = 0, care in punctul M, devine
—3dz + 4dy = 0. Atunci diferentiala a doua a functiei ®, in M, este d*>®,(x9,ys) =
= —4da® — Ady* = —4da? — 3da® = —2 dz?. Rezulti cd My(—3,4) este punct de
maxim pentru functia z, iar 2, = 2(My) = 125.

Deci functia z are pe multimea D |J F' doua puncte de extrem, unul de maxim M,
si unul de minim My, valorile sale fiind 2,4, = 125 §i 2 = —75.

Conform teoremei lui Weierstrass, care spune ca o functie continua pe o multime
compacta isi atinge extremele, rezulta ca extremele gasite sunt globale, deci:

122122252(% y) = 2(—3,4) =125 i Ihri;fgﬁz(:r,y) = 2(3,—4) = =75.
b) Domeniul de definitie al functiei z reprezentat in sistemul Ozy in Figura 6.8 se

descompune in (D) : |z|+ |yl < 1si (F) = (F\) U (Fp) U (F3) U (Fy) U{A, B,C, D},
unde:

(F): z4+y=1, >0, y>0; (F): —z+y=1, <0, y>0;

(F3): —x—y=1, <0, y<0; (Fy): z—y=1, >0, y<O0,

Pentru domeniul D, sa determinam mai intai punctele stationare ale functiei z:

0
—Z:2:1:—y:0
g‘g ) 0 = x9=1yo = 0.
U 5
Deoarece d?2(0,0) = 2dz? — 2dzdy + 2dy?, iar A-C — B*>=3>0, A= 6—§(0’0) =
T

=2 > 0, rezulta ca punctul (0,0) este punct de minim pentru functia z, iar z,,;, = 0.
Pentru multimea F, vom determina extremele functiei z supusa la legatura z+y =
= 1. Sa consideram functia lui Lagrange:
L(z,y,\) =2 — 2y + y* + Mz +y — 1).

Punctele sale stationare le determinam din sistemul:

gi_ 20 —y+A=0

8_:0 =4 T+2y+A=0
3_:0 r4+y—1=0.

oA

Obtinem solutia z; =y = 3, (z1,y1) € (F1) si Ay = —3. Functia:

O(z,y) = L(z,y, M) = 2% —ay +y* — (e +y - 1)
are diferentiala a doua d>®(x,y) = 2 da>—2 dzdy~+2 dy?. In prezenta legiturii dz+dy =

= 0, d*®(z,y) in (z1,y;) devine d*®(z1,y;) = 6dr®. Rezulta ca punctul M, (%, %)
1

este punct de minim pentru functia z, iar z(M;) = 7.
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In mod asemiinitor se arati cii in multimile (F3), (F3) si (Fy) functia z admite cate
un punct de minim M, (—%, %) cu z(Ms) =2, Ms (—%, —%) cu z(Ms) = 1 si respectiv
M, (%, —%) cu z(My) = 3.

Deoarece z(A) = 2(1,0) =1, 2(B) = 2(0,1) =1, 2(C) = 2(-1,0) =1, 2(D) =
= 2(0, —1) = 1 rezulta ca valoarea maxima a lui z pe multimea |z| + |y| < 1 este 1, iar
valoarea minima a lui z pe multimea respectiva este 0:

inf  z(z,y) =2(0,0) =0, sup z(z,y)=2(1,0)=2(0,1) = 2(-1,0) =
|z|+ly[<1 || +|y| <1

=2(0,-1) = 1.
13. Sa se determine valorile extreme (locale) ale functiei:
a) y = y(r) definitd implicit de ecuatia y* + 22 — 2y — 3x —y +4 = 0.
b) z = z(x,y) definita implicit de ecuatia:
2?4y + 22—z —yz+22+2y+22—2=0.
Rezolvare. a) Notam cu F(x,y) = 3> + 2> — zy — 3z — y + 4. Atunci, din teorema

de existenta a functiilor definite implicit, deducem:

oY) 2w-y-3
ylo) = - —"—=— , 3yt —z—140.
%_Z(xay) 33/2_37_1

Punctele stationare ale functiei y = y(z) sunt solutiile sistemului:
20—y —-3=0 (y'(z) = 0)
v+ —ay—-3r—y+4=0 (F(x,y)=0).

Obtinem solutiile M; (zy =2, y; = 1) si My (:1:2 = g, Yo = —g). Deoarece M, satis-

face conditia 3y> — 2z — 1 # 0 (M; nu satisface aceastd conditie) rezultd, conform
teoremei functiilor definite implicit, cad 3 o functie y = y(x) definitad pe o vecinatate a

punctului 5/8 cu valori intr-o vecinatate a punctului —7/4. In plus:
(2-y)By* —2—1) — (22 —y — 3)(6yy’ — 1)
(3y* =z — 1) ’

iar 3" (g) = —2 < 0. Rezultd c& x5 este punct de maxim pentru functia y = y(x)
7

definita implicit de ecuatia din enunt, valoarea sa maxima fiind ymez = —7.

b) S& notam cu F(z,y,2) = 2® +y* + 2° — 22 — yz + 22 + 2y + 22 — 2. Atunci:
6z_ g—f(x,y,z)_ 20— 2+ 2 az_ a—g(x,y,z)_ 2 — 2+ 2
81‘_ (?9_};(377?/,2)_ 22—$—y+2, 8y_ %—g(l‘,/y,z)_ 22—$—y+2’

22—z —y+2#0).
Determinam punctele stationare ale functiei z:
20 —2+2=0
2y—2+2=0
4y 4+ —rr—yr+22+2y+2:—-2=0 (F(z,y,2) =0).

y'(x) = -

(5 =0)
(aF 0)
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Obtinem punctele M (2, = =3 +v/6, y1 = =3 +6) cu 2, = —4 4+ 26 5i My(zy =
= —3—V6, yo=—-3—+6) cu z;=—4—2v/6. Ambele satisfac conditia 22—z —y+2 # 0.
Conform teoremei de existenta a functiilor definite implicit rezulta ca 3 z; = z(z, y)
§i 29 = 23(x, y) definite pe cate o vecinatate Vi si V5 a punctului My, respectiv Ms.

Sa calculam in continuare derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei z:
022 ( —%)(22—x—y+2)—(2x—z—|—2)(2%—1)

oz? (22 —x —y +2)2 ;
o2~ __—%(22—:1:—3;4—2)—(2:1:—24—2)(23—2-1)
0x0y (22 — 2 — y +2)2 ;
:_ (2-F)@e-a-yt+)- Gy-2+2) (25 1)
oy? (22 —x—y+2)? '
In punctele M; si M5 obtinem:

0?2 1 922 92 1
@(1‘1’91) :—%, &Cay(l‘l,yl):(), 8—y2(1‘17y1):_%a
0?2 1 022 92 1

92 (2, 92) = %, m(%,ﬁh) =0, 0y? (2, 92) = 7

Deci d?z(z1,y1) = —% dz? — % dy?® si d*z(x9,y0) = % da? + % dy®. Rezulta ci

o)

punctul M;(z,y;) este un punct de maxim pentru functia z; §i zmee = 21 (21, 41) =
= —4 4 2/6, iar My(z49,yo) este un punct de minim pentru functia 2o §i 2pmim =
= 23(22,2) = —4 — 2V/6.

14. Ce devine ecuatia urmatoare daca se schimba functia dupa cum urmeaza:
z(x
2?y" +dzy' + (2 — 2%)y = 4, M@=}i¥-
x
Rezolvare. Derivam de doua ori relatia de legatura dintre functiile y §i z, y(z) =

= —~. Obtinem:
x
,(x)_z’(x)-xQ—Qx-z(x)_xz’—?z ") = zz — 22 '_
Y - Tl - 3 Y o 3 o
(P Hwe =222t = 3aP(x2 — 22) 2?2 — 4wz + 62
- 6 - Tl :
Inlocuind in ecuatie, avem:
2 1 / !
x°z" —4xz + 62 T2 — 2z z
x? - T i +4x-73+(2—x2)-—2:4x,
x x x

de unde rezultd 222" — 222 = 423 sau 2 — 2z = 4x.
15. Ce devin ecuatiile urmatoarele daca se fac schimbarile de variabila indicate:
a) 2y +ay —y=0; xz=¢" (y=yx)).
b) (1+ 222" +2x(1+2?)y' +y=0; z=tgt, (y=uy(x)).
c) (sin®2z)y” +sindzy’ +4y =0, tgx =-¢', (y=y(x)).
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d) (2 —2)y" + B2 =)y +ay=0, v=+1-1, (y=y(x)).

e) (1 —a22)y" —zy' +d’>y =0, x=sint, (y=y(x)).

Rezolvare. a) In urma schimbdrii variabilei z in ¢ prin z = ¢! functia y va avea ca
noud variabild pe ¢, y(x) = y(e') = §(t). Deci y(e') = g(¢). S& derivam relatia obtinuta
in raport cu variabila ¢ (derivata in raport cu ¢ o vom nota cu +). Avem:

Y(e) e =G (1) = () = e (1),
Derivand in continuare, rezulta:

y'(e) et = e G+ g (1) = () = e G () F e (1) s

y(e) et =27 g (1) ey (t) 27§ <t> +e g (t) =

y"(e!) = 207 (1) =3¢ (1) + e g (1),

Inlocuind aceste derivate in ecuatie, obtinem:
¢ (207 (1) =3 G (1) + e M G (1) el e G (D) -G =0 =

§ () =35 0+37 ()it =0.

Renotand functia 3 cu y rezulta ecuatia ¥ -3y +3y —y = 0.

b) Avem y(tgt) = y(t). Derivand aceasta egalitate, rezulta:

1
y’(tgt)-cosgt—y(t) = y(tgt) = cos’t- § (1),

Inci o derivare ne da:

”t t .
y"(tg) cos?t . :
y"(tgt) = —2cos®t - sint- 7 (t) + cos*t- 7 (1).

= —2costsint §j (t) + cos® t- ﬂ t) =

Inlocuind aceste derlvate in ecuatie, obglnem
(1+tg?t)?- ( 2 cos¢-sint- (t) +cos* t- 0] (t))+2tgt (1+tg%t) - cos? t- 7 (t)+gy(t) =0
& —2gt M+ T +2tgt T O +(t) =0 < ) +7=0.

Revenind la notatia y, avem ecuatia y +y = 0.

c¢) Avem relatia y(z) = () = y(Intg ). Derivim relatia subliniata in raport cu

x si obtinem:

) - 1 1 ; 1 ;- 1
y'(2) =g (Intgz) - —— - —— =§ - =y = —.
gxr cos’w sin x cos © sin x cos ©
Derivand inca o data in raport cu x ultima relatie de mai sus, gasim:

— cos 2x

y _y . 2 + y 2 ‘
sm T COS“ T sm T COS“ T

Atunci inlocuind ¥’ §i 3" in ecuatia data, obtinem:

4sin® z cos® x - (§ — §J €08 28) —5———— + 2sin 2z co8 22+ § ————— + 4§ =0
sin® z cos?x sin x cos x

& 4?—4§cos2x+4gjcos2x+4§:0 & y+y=0.

d) Relatia dintre functia y de variabila x si noua functie 7 de variabila ¢ este:
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y(x) = y(V1-1?) = g(t).
Derivam relatia subliniata in raport cu ¢; obtinem:
—t . V1 — t2 .
! 1_t2_7:~t = /:_7~‘
y'(V ) Nigria (1) Y .
Derivand inca o data in raport cu ¢ ultima relatie de mai sus, gasim:
bt /1 -2 )
y//( /1—t2)' —t — \/@t 1 t@j— l_tQéjj
V1—1¢2 t2 t
y" —t _ 1 gj_\/l—t2g'7':> y”:—lglj—i-l_tQ@.J.
V-t 2/1—¢? t t3 t? '
Inlocuind derivatele 3’ si y” in ecuatia data, obtinem:
11—t -1 -1
V1 —t2 (1—t2—1)- (—t—3 v+ t2 §>+(3_3t2—1)‘f y+vV1—t2g=0
V 2 2 2 2 2
= y \/1—t(1—t) \/l—ty+3t\/1—t y+\/1—ty—0
1 L2
= ;y—(l—t2)y—¥y+3ty+y=0 = (¢ —t)y+(3t2—1)y+ty:0.

Deducem ca ecuatia igi pastreaza forma in urma schimbarii de variabila.

e) Avem relatia y(z) = y(sint) = §(t). Derivam egalitatea subliniata in raport cu
t gi obtinem:

y'(sint) -cost =y (t) = y=—17.

cost
Incit o derivare in raport cu ¢ ne da:
. sint '~+ 1 ~:> " sint '~+ 1 =
-cost = = .
v cos?t ? Teost 7 Y cosit ! Teos2t Y

Inlocuind derivatele 3’ si y” in ecuatie obtinem:

sint - 1 - 1
1 —sin%¢ ( U + ~)—sini&-—~—l—a2~:0
( )'COS?’ty cos2t ” ost / Y
sint = = sint
y+y— y+ay—0 #y—i—ay—o

cost
16. In ecuatiile care urmeaza sa se faca schimbarile indicate:

r—y=u
a) 2y" + (z +y)(1 - y)* =0, (y=y(x), v=0o(u)
z+y=uv(u),
T =sint
b) (1 —a?)y" = 3wy’ + (a* = 1)y =0, 1) (=ylr), 2= 2z(1)).
~ cost’
Rezolvare. a) Din relatiile problemei deducem:
u—+v v—u = y(a) <u+v> v—u
rT = —- = Tr) = == .
5 Y 9 Y Y 9 9
: u+ v(u) v(u) —u
D = :
eci y 5 5
Derivand ultima relatie in raport cu u, obtinem:
, 1+0 v'(u) — 1 , v =1

2 2 Y=
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Incd o derivare, ne da:
y 140 _ v"(v' 4+ 1) =" (v = 1) _ = 40"
2 (v +1)2 (v +1)%
Inlocuind aceste derivate in ecuatie, rezulta:

4" u+v v—u o —1\°
2 1= =0 "+u=0.

(v’+1)3+< > T2 ) ( v’+1> - U
z(t)

b) Relatia de legatura dintre variabilele vechi gi noi este y(sint) = ——.

cost
Derivand aceasta relatie in raport cu ¢, obtinem:
, 2 -cost+sint -z , % -cost+ zsint
Yy -cost = 3 = Yy = 3
cos“1 cos” ¢

O noua derivare ne da:
(2" cost — 2'sint + 2'sint + zcost) cos® t + 3 cos? tsint(z' cost + zsint)

".cost =
Y cosb ¢
. 2"cos?t+3sintcostz + z(1+ 2sin’t)
. cos® ¢
Inlocuind aceste derivate in ecuatie, rezulta:
, 2" cos?t 4+ 3sintcost 2’ + z(1 + 2sin*t ) 2 cost + zsint
(1 —sin?¢) - ( )—SSlnt-
s cos® t cos® t
+(a® — 1)—t =0 = 2'cos’t+a’zcos’t =0 sau 2" +a’z=0.
cos
17. Luand pe u si v ca noi variabile independente, sa se transforme urmatoarele
ecuatii:
0z 0z u=ux
a)y-— —x-— =0, daca z=2z(x,y)).
)y 9 {v:xuyg, ( (2,9))

0z 0z u=Inx
b)x-—+/1+y>- — =2x-y, daca 2z =z2(z,y)).
)z a1ty 9 y {vzln(y+\/W), (z = 2(z,y))

82 82 uUu=2x-y
c) ﬁ.a_;_ 2_8—;:0, daca Uzg, (z = z(z,y)).
Rezolvare. a) Deoarece u = u(z,y) si v = v(x,y) rezultd cad © = z(u,v) si

y = y(u,v). Deci:
2(z,y) = z(x(u,v),y(u,v)) = 2(u,v) = Z(z, 2% + y?).
Vom deriva relatia obtinutd z(z,y) = z(x, 2? + y?) in raport cu z i apoi in raport
cu y:
dz 0z Ou 0z Ov 0z 0z 0z 0z Ou 0z Ov 0z

or 0u 0z " ov or ou ow oy ou oy 0w oy Yoo

Atunci ecuatia din problema devine:

y(u’ U) ’ <% + 21‘(“?”)%) - x(u,v) ) 2y(ua U)% =0 = a—u = 0.

b) Aseminator punctului a) vom deriva in raport cu x gi apoi cu y relatia:
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2(z,y) =Z(nz,In(y+ V1 +y?)), (ZF=72(u,v)).
A 0z 0z 1 N 0z 0 1 0z
vem — — — - — — —_ . —
dr Ou x v r Ou’
0z 0z 04 0z 1 " Y B 1 0z
oy  Ou o y++V1+9y? T+y2) VI+y2 ov
Inlocuind in membrul stang al ecuatiei, obtinem:
p iy ZoE L
Ox Y dy Ou Ov’
2v
Deoarece x = e, iar y = ¢ 5 , ecuatia devine:
67)

9z 1

0z

( ut+v eu—v).

du v 2
c¢) Relatia de legatura intre variabilele vechi si cele noi, prin intermediul functiei

necunoscute z este z(x,y) =2 (xy, £> . (2= Z(u,v)).
Y

. 9 oo . 0z 0z 10z
Derivam aceasta relatie in raport cu z. Obtinem — =y— + ——.
ox ou yov
O noua derivare in raport cu = ne da:
822_ 0%z N 0’z 1 +1 0%z N 0%z 1 . 2625+2 0%% 1 0%z
o2 Y \ouz VT Buow y) vy \Oudv YT o0 Y Y oudv  y? Ov?’
Sa derivam acum relatia de legatura dintre z i z in raport cu y. Avem Ewi
Y
0z x 0Z
— =2 — 222 Apoi:
T ou y? Ov pol
0?2 0%z x 0%z 20 07 x [ 0°Z x 0%*Z
0y? ou? y?  Oudv y3 Ov  y? \ Qudv y?  Ov?
200z ,0%Z2  22% 0%Z N 2 0%z
= —— rTT— — —— _
Y3 Ov ou? Y2 Oudv = y*ov
Atunci ecuatia devine:
ou? oudv — y?ov®> y v ou? oudv  y? Ov?
0%z 220z 27 0z
= , , = , = 4 2 _ = 0 = 4 — - = 0
(v =2(w,v), y=y(uv) v oudv  y Ov “”auav ”av
0’z 0z
Deci 2 — = =0.
el “auav ov 5
18. Transformati ecuatia y - i a—z = (y — x)z introducand noile variabile
4y Y
1 1
independente u = z2 + y*, v = — + — gi noua functie necunoscutd w =Inz — (z + y).

Rezolvare. Pentru functia noua w de variabile u si v putem scrie:
1 1
w = w(u,v) = w (x2+y2,—+—) — B(e,y) =Inz - (z+1)
z Yy

1 1
Deci w <x2+y2,;+§> =Inz— (z+y).
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Derivand aceasta relatie in raport cu x si apoi cu ¥, obtinem:

3_w.6_u+3_w_3_v:1@_1ia_w.gx+3_w.<_i>:1 9z _
ou Oxr Ov Or 2z Ox ou ov x? 2z Ox ’
ow u  Ow v _ 1 %_H,aw.gyﬁ_w.(_i):l.%_
ou dy Ov Oy z Oy ou ov 12 z 0y

De aici deducem:

%— <2xa—w—ia—w+l>, az:z(an—w—ia—w+l>.

ox ou  x% v oy ou  y? v
Inlocuind aceste derivate in ecuatie, gasim:
5 ow yzow n 5 ow n xz 0w
TYz— — — 2—2xyz—+ —— — Tz =Yz — 12
You " w2ov Y Y= 0u y? Ov Y
xz  yz\ Ow ow
S | —w—=]|=5—=0sau — =0.
<y2 :1:2> ov ov

O alta metoda de rezolvare a problemei este diferentierea relatiilor dintre variabilele

1
independente vechi z si y si cele noi u gi v. Avem du =2z dxr+2ydy §i dv = —— dr—
x

1 , ow ow
—Edy. Apoi dw = 8—d —l—%dv
d
Diferentiind acum relatia w = Inz — (z + y) obtinem dw = i - dy, care
z

impreuna cu relatiile de mai sus ne dau:

gw (2xdm+2ydy)+a—w (——2dx——dy> = %—dx—dy
u x y? 2

ov
Obtinem astfel:
1 1
dzzz(?xa—w——a—l:+l> dx+z<2ya—l;:——a—l:+1> dy.

Din relatia de mai sus deducem derivatele partiale ale functiei z in functie de

derivatele partiale ale lui w:

%—z 2xa—w—ia—w+1 i %—z 2 8—w—ia—w—i-l
or u : dy You y? Ov ’

~ . ~ . . . 1% w
care inlocuite in ecuatie (vezi mai sus) ne da — = 0.

ov

19. Considerand pe u si v ca noi variabile independente si pe w ca o noua functie

sa se transforme in noile variabile urmatoarea ecuatie:
0%z e 0%z N 0%z
Ox? oxdy  O0y?

dacau=x+y,v=2—y, w=1cy — 2.

=0

Rezolvare. Avem w = w(u,v) = w(r +y,z —y) = zy — 2, de unde deducem
relatia z(z,y) =2y —w(x + y,x — y).

Sa calculam mai intai derivatele partiale de ordinul intai ale functiei 2
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9z _ 0w Ou Ow Ov_ = Ow Odw
or ou Oxr Ov 0Or ou Ov’
8_2 ow OJu Ow 8_1) ow Ow

oy T oy  Ov ay_x 8u+6v'
Apoi derivatele de ordinul al doilea sunt:
9z  Pw Ou Pw v  Pw Ou Pw v Puw 5 Fuw  Fuw
ou? oudv  Ov?’

022~ ou Ox OvOu Ox Oudv Or Ov? Ox

Fr | _Pw u_Pw O Fw du_ Pw v _, Fw Ow
0xdy ou? Oy Ovdu Oy Oudv Oy Ov2 Oy ou?  Ov?’
¥z  Pw ou Pw v Pw Odu  Pw v 0%w Pw 0w

92" 0wz Oy 0vou 9y 0wt Oy ovr oy 0w Coudy o0t

Inlocuind aceste derivate in ecuatie, vom gasi:

0w Pw  Pw Pw 0w 0w Pw  Pw
- — - +2-2 + 2 - +2 - =0
ou? oudv  Ov? ou? ov?  Ou? oudv  Ov?
0w Pw 1
= 4T 4220 = -
ou? + ou? 2 52 52 52
20. Sa se arate ca ecuatia gz + 2 ° + 72 _ nu-si schimba forma daca

0x? 0xdy  Oy?

facem schimbarea de variabile u =2+ z, v =y + 2.

+

Rezolvare. Avem z = z(x,y) = Z(u,v) = Z(x + 2,y + 2) deci:
2z, y) =Z(x + 2,y + 2).

Derivand aceasta egalitate in raport cu x gi apoi cu y, obtinem:

0: 03 ou 0F bv_ 03 (| 0:\ 0% 0:

or  Ou Oxr Ov Ox Ou oz ov Oz’

Jdz 0Z Ou 0z Ov 0z 0z 0Z 0z

= === + —.

Jdy Ou Oy OJv Oy Ou Jdy Ov dy

De aici deducem:

oz 9z
aZ: ou %: ov
o 1_Z_% oy 1_Z_&
ou ov ou ov

. z ) z
Derivand acum pe —— in raport cu z, obinem — =
ox ox

%2, Qu, %2 0w\ (1_02_0z\ 0z(% ouy 9z vy 9’z  Ou 92 Qv
(3u2 81+8v3u 81)(1 Ou Bv)+6u(3u2 81+8v3u 81+8u8v 81+8v2 81)

_ 9 7
ou v

G +8)+am B(-5-5)+ 55 (+F)+a5 (1+28)+ 5 - &

0z 027 0z 0z 027 0z 0z 02 027 027 0z
o% [W(l—a—%)Jrauav (1—%—%)+a oz 1 25080 %]

oz

ox

(1-F-5)
ou ov

2 0z 4 9%z (1 _ 0z _ 09z\ 4 8z 8% , 9*2 0z
ov? 8u+8u2( Ou 6v)+8u 8u2+66v Ou

u
_ 9 7
ou ov
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oz [9%2 (1 _ 9z 0%z 0z _ 0z\ 4 9%z  dz] 4 9%z (1 _ 9= .0z
Oz |:3’U,2( 811) Sudv (1+6u 8v)+8v2 8u}+6u2( )+8u8v u
_ 9 )
ou ov

9%z 9z (1 _ 0z 0%z | 0z o7 _ o2\ 4 9%, (92)?
ou?  Ou ( 811) + Oubv  Ou (1 + ou 811) + ov? (8u)
_ o)’
ou ov
or ~ ~ ~\ 2 e ~ ~\ 2 ~ o~
82z _Q_az 9z | 0z 0z 0% |0z _ (92)7 _ 9z, 0z
Ou? |:1 281} + Ou  Ov + (Bv) :| + Sudv |:6u (8u) ou Bv:|
+ A =
&5
ou ov
o: | (92 oz oz 97\ L 922 (92)?
m2[1_2 +(%)}+&@(%ﬁ—2a 2+ 5 (%)

o)’
ou ov

. : z . 0z, - ..
Derivand apoi pe 3 si pe Ew in raport cu y rezulta in mod asemanator:
€ Y
27 | B 9%z 0% 0z 0z\ 4 027 |0z (922
g, SE-(B)]+ & (-2-2+22 5+ 5|2 (2)]
0zdy (_@_@) ’
ou v
2% (92\? | 8% 07 97\ | 0% 07 | (972
o, S (E) 4 aE R -2E B+ [1-28+ (B)]
o2 oz _ 07\? '
’ (1-5-5)

Inlocuind aceste derivate de ordinul al doilea in ecuatie obtinem:

o, wE
ou? oudv o2

adica ecuatia nu gi-a schimbat forma in urma schimbarii variabilelor.

21. Sa se transforme in coordonate polare, facand inlocuirile x = rcos @, y =

= rsin @, urmatoarele expresii:
0z 0z 0z 0z 1 < 0z 82)

b) By = 222 — Fy=m ——
) B> xay Yor ¢) Es x? + y? 8x+y6y

02\> [0z’ Pz 02 9% 9z , %2

(2 = z(z,y)).
Rezolvare. In urma schimbirii variabilelor functia z va depinde de variabilele r
$i6, 2=2z(x,y) = z(rcosf,rsinf) = z(r,0).

Vom deriva relatia z(r cosf,rsinf) = Z(r, 6) in raport cu r gi apoi cu 6. Obtinem:

0z Ou + = 0z ay 82 = cosf - 8_ +sinf - 0 _ 02
or or oy or Or 0w dy o
% 8—x+% @ %é—rsmﬁ 8—+7“cos9 02 6_5
or 00 0oy 00 90 ox oy 06

Rezolvand sistemul format din cele doua ecuatii obtinute mai sus, in necunoscutele

0z . 0z
— i —, gasim:

ox ~ 8y
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%_ p 6_§_sin9 8_5 % ) 82+cos9 0z
or 7 Gy ro 00 Oy or ro 00

Cu aceste derivate astfel calculate putem transforma expresiile £y — E,. Avem:
0z sinf 0z 0z cosf 0z
E1:TCOSG<COSG-—— -—)—rsin@(sin@-—+ . )z

or r 00 or r 00
:rcos%-g—i—sin%-g—ga
Ey, = rcosf <Sin9.g_i+ CO;G . %Z) — rsinf (cosa.g_i— Sil;e . %Z) =
:rsin@cos@-g—i—i—COSQG-Z—Z—rsinﬁcosﬁ-g—i"‘smge. g_j B g_Z’
B — %2 [rcos@(cose'g—i— Siie . g%) 4 rsing (sine.g_iJrCOT—se-g—Z)] =
— :—2 (7“(30820- %—sin@cos@-g_g—i—rsinZG-%—i—sin@cos@- %) = %% si

cos?f (97\° L sin20 0z 9z _ (07 o1 (02
r? 06 r or 00  \or r2 \o9)
Pentru a calcula celelalte doua expresii Ex5 §i Fg sa calculam mai intai derivatele

L 0 5%
partiale de ordinul al doilea ale functiei z. Derivam pe % =cosf - % oy % in
ox or r  0f
raport cu r si apoi cu 6. Obtinem:
& 8_x+ 0%z @_COSQ &V_i_sinﬁ 8_5_sin9 0%z .
oz2 or | oydx or a2 2 a0 - orog °
& 8_:U+ 0?2 @——sinﬁ 8—g+cos9 825_(:059 0z  sind i%
0x2 00  Oydr 00 or 000r r 00 ro 002
de unde rezulta:
cos 6 &—l—sinﬁ 0z __sinB a—'g—i—(:osﬁ &__sinﬁ 'z i
Ox? oyox 2 00 or? roro0 °
2 2 0z cosf 07Z 0?Z  sinf 0%z

+cos 6

i z )
_TSIDG'@—FTCOSG' 502 = —sm@-a— — 5
Din relatiile de mai sus deducem:

“00or r 002

&—1 sin 26 8—g—i-singﬁ a—g—i-rcosgﬁ iz—sin20 0%z +_sin20 iﬁ
ox2  r| r 00 or or? orof r o 002\

0%z 1 0z cos20 0z 0%z 0?7

-~ |—g el ded ; iied 20 . _
909, Tl sin f cos ) o . ae—i—rsm@cos@ ar2+COS 0 5190
_ sinfcosf 9°Z
r 002 |
Derivand acum pe % =sinf- % cos 6 . % in raport cu r si apoi cu 6, obtinem:
dy or r 06
0%z Ox 0%z Oy Gin g 0%z  cosf 0z cosh 0%z
Z2 % _Ging . ==

axﬁy.a—‘_@y?‘&“— oz g2 .%—F r Orod
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*z Oz L& 0?2 Oy _ — cosd . 0z sing. 0’z sinf 0z N cosf 9°Z
dxdy 00 ' Oy2 00 or 000r r 00 ro 002’
de unde rezulta:
cosf +sinf - &—smﬁ ig_ cos 6_E+cosﬁ 0’z
0x0y Oy? or? r2 00 r  Orof
—rsinf 0z +rcosf - @—cosﬂ 8—g+s1n9 0’z _sin@ 8—2—1-(:089 ig
0xdy Oy? or 000r r 00 ro 002

Rezolvand sistemul format din ultimele doua relatii de mai sus in necunoscutele
0%z 62

o ay 6 ——, gasim:
P’z 1 2y 0z sin20 %_'_ 2g. g_'_ o0 . 622+cos29 *z
oy co® or r 00 rsin or? sin orob r 002 |

Expresiile E5 si Fg devin:
5 1 3§+325+1 0%z i
—_ . — - . 1
ST or | orz 2 gp2
2sinfcos®f  2sinfcos®d  2sin®fcosh  2sin®fHcosf\ 07
E6 =T - + - o
00
z 0%z
+(cos® O+2sin? 0 cos? O+sin® 0)-——+

r r r r

0z
+ (sin2 6 cos? 6 — 2sin’ 6 cos? 6 + sin® 6 cos? 9)

or ,- Or?
+(—2sinf cos® § + 2sinf cos® § — 2sin® O cos @ + 2sin® O cos 0) - 88;0—1-
r
N sin’ @ cos? B 2sin2 0 cos® 0 N sin’ @ cos? 6 i% ., i%
r r r 002 or?

22. Ce devine operatorul lui Laplace in trei variabile:
0?’d  9*°®  9*®
Ad = + +
ox?  0y? 022
dupa urmatoarele schimbari de variabile:

1
a) x =uvcosw, y=uvsinw, z= §(UQ —v?) (coordonate parabolice);

b) z = a\/(l —v?)(u? —1)cosw, y= a\/(l —v?)(u? —1)sinw, 2z = auv (coor-
donate eliptice).

Rezolvare. a) Avem relatia:

1 ~
O(z,y,2) = (uv COS w, uv sin w, §(u2 — v2)> = ®(u, v, w).

Derivand relatia subliniata in raport cu u, v si respectiv w, obtinem:

(02 Lo 00 9%
v w4+ — - vsinw 4+ — - u = —
o dy 0z ou
0% ucosw+a—(b usmuH—a—(b (—U)za_q)
or dy 0z . 0v
0o (—uvsinw) + 00 (uv cosw) = a_cb
| Oz dy ow

Determinantul sistemului de mai sus este:
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2 COS W P sin w U
A= U CoS W usinw —v :uv(u2+v2).

—uvsinw wuvcosw 0

. . . . o 0 09 .
Rezolvand sistemul de mai sus in necunoscutele —, —, —, gasim:
or’ Oy 0z
0® wcosw 0P wcosw 0P sinw 0P
or  ul+v2 OJu ul+v? Ov w  Ow’

8_CI> vsin w @_ﬁ_usinw @_’_cosw @
oy w2402 Ou w42 Ov wo  Ow’

00 u 9% v 0d
0z W+ Ou uwl+v? Ou
G : od | : : :

Sa derivam in continuare pe e in raport cu u, v si respectiv w. Obtinem:

0*P 0?P _ 0?P Juvcosw 0P weosw 02D

a2 U T aray UMY T ara: YT T B Ao By T w it 0
(2 —u)cosw 0P wcosw &P  sinw P sinw D

(uZ+02)2 v  uZ+0? Qudv  wv dw  wv  Oudw’

0*® 0*’d 0*® (u2 — v cosw P wvcosw 0D

@'“COSWraxay .usmw—’_axaz (=) = (u? + v?)? .%—i_zﬂ + 02 Qudv

Quvcosw OP wcosw 0P sinw 9P sinw 02
W2 v wr4? 02 w? ow  ww Owdv’
0?d _ 0?d vsinw 0% wvcosw 9P
o7 (—uvsinw) + oy (uv cosw) = 21 9u + 210 Dudw

usinw OO wcosw O*® cosw O® sinw 0@

w402 v w2+ vow  wv  Ow  uv  Ow?
0?P
Din sistemul format din ultimele trei relatii de mai sus, il determinam pe Er
x
Avem: _ N
0?d 1 0P (u?v(u?—3v?) Cosgw_i_ G +6<I> uv? (v2—3u?) cos> w
= — vsin®w | +—
0x?  wv(u?+v?) | Ou (u? 4 v?2)? v (u? + v?)?
© usin? )+8<5 2(u? +v?) . +82<f uv3c0s2w+82(13 u3vcos2w+82f13><
usin®w)+—-— - ———= sin w cos w : :
ow U ou?  wr+v? v wr4e?  ow?
y (u?+v?)sinfw  9*°®  2u*v?cos’w 0P 5y i1 10 0 0*® 50 i 1 O
-+ . - - 2V S1n w w— - 2u 81N w w| .
U Oudv u? 4 v? Judw Ovow
C 4. 0P . . :
Sa derivam acum pe EM in raport cu u, v §i respectiv w. Obtinem:
Y
0?d N 0?d nw 0?d 2uusinw 0P N vsinw 82<I>+
‘VCOSW A+ —vsinw + —— U= ————— o - ——
0xdy 0y? Oy0z (u2402)2 Ju  u?+0v2 Ou?

(v? — u?) sinw @ usinw 92 _ cosw @ cosw 0P
(24022 v w+0v? Oudv v Ow  wv  Oudw’
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0*® 0’ | 0*® (u? —v?)sinw AP wvsinw 9P
900y U Cosw+a—y2-usmw+@-(—v) = 022 ou w1 ol dudn
uvsinw 8P  wusinw 0*°®  cosw P cosw O°D
_(u2+v2)2.%+u2+v2.8v2_ w?  w  uw  vow’
0*® , 0*® veosw 0P wsinw 2P wucosw O
8x8y.(_uv smw)—l—a—yg-(uv cosw) = w2 +02 Ou w2402 Gudw  ul+v? Ov
usinw *®  sinw 9P cosw 0P
w242 gudw  w  ow w Ow?’
o o . 0*®
Din sistemul de mai sus il determinam pe 8—y2 Avem:
0*® 1 oP ) w?v(u? — 3v%) |, od 5
B = wo(i+ 0?) [% (v cos” w + —(u2 T+ 02) sin w) + En (u cos” w+
wv?(v?—3u?) ., 0% 2(u+v?) | 0 uvdsin®w  0*® wdvsin®w
(u?4v?)? - >_%. uv s w cosw o u? + 1?2 * 0?2 u2 + 02
R (u? +v?) cos®w ) 2u’v? sin® w N R 90 i 1 o8 w + R y
ow? uv Oudv u? + v? Qudw Jvow

X 2u sin w cos w).

PR od : : :
In sfarsit sa derivam pe — in raport cu u, v si respectiv w. Obtinem:

0z
0 i 0*® v —u? 0 u PP
0x0z -vcosw—l—ayaz -vs1nw+w-u: (u? + v?)? .%+u2+02 Cou?
2uv OP v R
—'_(uQ—i-UQ)2 v w42 Qudv’
0*® 0?0 0% 2uv 0P u 00
axaz-ucosw-i-ayaz-usmw—i—@-(—v) - (w2 02)? -%—Fu?—i—v?-auav_

u - 9P v R
(u2+0v2)2 v w2402 Ov?’

0*® , 0*® u 0°® v 0°d
010z (uvsinw) + oyoz (v cosw) = w2 +v2 udw w2+ vow
2
Din sistemul de mai sus il determinam pe 887(5 Avem:
’d 1 l@é (u% cos?w(3v? —u?)  wlvsin® w(3v? — u2)> N
022 wv(u?+0v?) | du (u? 4 v?)? (u? + v?)?
+@ <uv2 cos?w(3u? — v?)  ww?sin® w(3u? — v2)> N o ) N uw® 62&)_
v (u? 4 v2)? (u? + v?)? u? +02 ou?  u?+0? Ov?
20 20
COudv U+ vQ]
Rezulta atunci: N _ N _
AP = 62®+62®+62® = ! [va—q) ua—®+uv62—®+uva2® UQ+U2><
ox?  0y*> 022 ww(u?+0?) | Ou v du? dv? uw
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LR _ 1 T10% 199 @+@+<i 1)@ _
ow?| w40 |udu  vov u?  Ov? 2 2) ow?|
_ Loy, 10 (08 1 1y0
T w2+ |u 0u\"Bu v o\ o u?  v?) ow?|’
b) Avem relatia:
O(z,y,2) = @(a\/(l —v2)(u? — 1) cosw, a\/(l —v?)(u2 — 1) sinw, auv) = (u, v, w).

Derivam relatia subliniata in raport cu u, v si respectiv w. Obtinem:

22 a(l —v)ucosw 0P a(l —v*)usinw | OP o — @
oz \/(1 — )2 —1) 9y \/(1 — ) (w2 —1) 0z ou
0% —a(u?—1Nvcosw 9P —a(u®—1)vsinw O od
- . - . _|_ —_— QU = —
ox \/(1 — )2 —1) Oy \/(1 —v2)(u2—1) 0z v
0P 0P 0P
T (—a(1 = v?)(u? — 1) si (a1 — ) (u — 1 S
Wr ( a\/( v?)(u )sinw) + oy (a\/( v?)(u ) cos w) 5
: : : : . 0P 0P 0P
Determinantul sistemului de mai sus in necunoscutele —, , este
oz’ Oy’ 0z
A = a?(v? — u?).
Determinam pe 8—(1) 8_@ si 8_@ din sistemul de mai sus. Avem:
or’ Oy = 0z
0P —ucosw\/ (1—v2)(u>—-1) 9 UCOSU)\/(l—UQ)( -1) 9
or a(v? — u?) " ou a(v? — u?) “ov
B sin w @
a\/(l —v?)(u? —1) ow’
oP u sin w\/(l —v?)(u?—=1) pd wsin w\/(l —v?)(u?=1) §d
oy a(v? — u?) u a(v? — u?) o
N coS w @
ay/(1—v?)(uz —1) 0w’
00 (1—u)v @ (v* — 1u @
0z a(w?—u?) Ou a(w?—wu?) Ov’
Derivam in continuare pe E in raport cu u, v §i respectiv w. Obtinem:
x
0’ a(l —v?)ucosw N 0?’®  a(l —vHusinw 0*® oy —
0zt J(1—v?)(w?—1) 020y \J(1—0?)(u? - 1) 0x0z
(1 —v?)(u? + v? — 2u?v?) od U\/ —v?)( )
= COSW * = — 5 5 COSW - ——+
a(v? — u2)2\/(1 —0?)(u2 — 1) ou a(v? —u ) ou
2 2 42 o vy/(1—v?)(u?-1 2%
+ (1= oHuvuw +v" —2) cosw - 8—CI)—l- \/( 5 )(2 )cosw- 6<I>+
a(v? — uQ)Q\/(l —0?)(u? — 1) v a(v? — u?) Judv
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sin w 92d

n u sin w . @ _ _
a(u? = 1)/ - o) = 1) o0 o/(1 -2~ 1) Oudw’
0*®

. u =

—a(u® — 1)vsinw

*® —a(u® —Dvcosw = 0°®
0z J(1—v?)(u2 —1) 020y 1 —?)(w2—1) 020z
w1 40 - 2) oSt - e U\/(1 —v?)(u? — 1) cos ) B
N (02 — uQ)Q\/(l — v2)(u? — 1) ou a(v? — u?) Oudv
(u? — 1) (u? + v? — 2u?v?) 0P U\/(l —v?)(u? - 1) R
— Cos W+ — — COS W + =—
a(v? — u2)2\/(1 —0?2)(u? — 1) v a(v? — u?) v
0*®

sin w

__vsinw @_
a(l —v2) Ow a\/(l —2)(u2 — 1) Owdv’
2

e . (—a\/(l —v?)(u? — 1) sinw) + aaarjy : (a\/(l —v?)(u? — 1) cosw) =

0x?
w/(1—v?)(u2=1) 9% w/(1-v?)(u2—1cosw 2P
- a(v? — u?) S a(v? — u?) Oudw
v\/(l —v?)(u? = 1)sinw HP v\/(l —v?)(u? = 1)cosw 92
a(v? — u?) o * a(v? — u?) Ovow
cos w _ L sin w . R
a/(1—v)(u2—1) v  af(1 - —1) Ou*
2 1
B a?(v? —u?)(1 —v?)(u? — 1) .

Din sistemul de mai sus deducem 5
0x

— 20" —u? - 3?)
cos” w—

u(l —v?)(u? — 1) (—u'v? — 3vtu? + 6u?v?

" K (v? — u?)?
2 2, 2 0% 2 2 a2
—(u? = 1)(1 — v*)usin w> : 6—+ (v(u —1)(1 —v?) - sin” w+
u
v(u? — 1)(1 — v?)(3u'v? + u?v? — 6uv? — 2u* + 3u® +0?) oP
cos“w | - —+
(02 — u?)? v
0 u(1 — v?)2(u® — 1) 0>d
+2(v2—u2)sinwcosw-%—l—u( U?;)_(UUQ ) cosQw-w-l-
21— 0?)2(u2-1)2% , > ., L ., 0D
+ (07— u?) cos w-w—i-(v — u%) sin W
—1)? 02 0%
) cos® w - 55 + 2u(1 — v?)(u® — 1) sinw cos w - S

2uv(1 — v?)?(u?

N 02 — 2
0

—20(1 — v?)(u? — 1) si . .
v(1 —v*)(u ) sinw cos w Sudi

P
Derivam acum pe M in raport cu u, v §i w. Avem:
Y
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+

+

X

0*®  a(l —v?ucosw  9*®  a(l —vHusinw 0*® B
o0y \/(1 —v2)(u2 — 1) dy? \/(1 —v2)(u2—1) 0y0z =
_sinw(l —v?)(u? + 0 - 2u”?) P usinw\/(l —v?)(w’—1) 920
a(v? — UQ)Q\/(]_ — 0?)(u2 — 1) " ou a(v? — u?) " ou?
wvsinw(1 — v?)(u? + v? -2) od vsinw\/(l —v?)(ur-1) 929
a(v? — u2)2\/(1 —0?)(u2 — 1) o a(v? — u?) Ovdu
u(l —v?) cosw 0% N cos w _ R
a(l —v?)(u2 = 1),/(1 - o) (2 —1) 0w af(1—v?)(u2 —1) Oudw’
0?’®  —a(u®—1)vcosw 9*® —a(u®—1lvsinw  9*P B
90y \/(1 — ) (u2—1) 9y’ . \/(1 —?)(u2—1) 0yoz =
~ —uv(u? = 1)(u? 4+ v* — 2)sinw 8_(1)_ usinw\/(l—UQ)(UQ—l) 92P
a(v? — u2)2\/(1 —?)(u2—1) Ou a(v? — u?) Oudv
sinw(u® — 1)(u? + v* — 2u*v?) 0  wsin w\/(l —v?)(u?=1) P
B a(v? — UQ)Q\/(]_ — 0?)(u2 — 1) o a(v? — u?) o?
v oS W _6_<b+ cos w 0’0
a(1—v?) /A —v2)(u2—1) O af(1—e?)(u2—1) Fvdw’
gg’y (—ay/(1 = 02)(u? — 1) sinw) + ZQ—f (ay/(1 = 02)(u2 — 1) cosw) =
—uy/(1 —v2)(u? -1 d u v2)(u? — 1) sinw 2%
\/(G(UQ —)152) ) cost g—u - \/( a(vQ(— u?) ) 8i8w+
v\/(l—zﬂ)(zﬂ—l)cosw.a_q)_l_ \/(1—1)2)(112 )smw‘ 02P B
a(v? — u?) _ov a(v’ —u?) Jvow
sin w 0% N COS w _ 82®'
a/(1—v)(uz—1) 0w /(1 —v?)(u2 1) Ow’
Din sistemul de mai sus deducem pe 0o = L X
oy?  a?(v? —u?)(1 —0v?)(u®—1)
u(l —v?)(u? — 1) (u'v? + 3uv? — 6u?v? + 3v? + u? — 2v%)
K_ o sin?
u(l — v?)(u? — 1) cos? w> : g—i + (v(l —v?)(u? — 1) cos® w—

v(1 —v?)(u? — 1)(2u* — 3u'v? — u?v* + 6u?v? — 3u? —v?) |, oP
sin“w | - ——
(2}2—u2)2 v
0B (1 —v?)’(u? — 1)? 0%
—2(v? — u?) sinw cos w - +u~( v?;)—(qu ) sin2w~‘ w+
21 —v?)%(u? — 1)? 0?P 0?P
v ;;)_(UUQ )smw W+(U2—u)cosw EEl

+

317
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2up(l — v?)2(u? — 1)? 0%® 0%®
_ 2un v;—) 151; ) sin? w - iy 2u(1 — v?)(u® — 1) sinw cos w - 6u6w+
+20(1 — v?)(u? — 1) sin w cos w o
Ovow’

¢ o .
Sa derivam acum pe — in raport cu u, v si w. Avem:

z
0*®  a(l —v?)ucosw 0*®  a(l —v?)usinw PP

0x0z \/(1 — ) (w2 —1) Oyoz \/(1 — 0?)(u? — 1) i 02 "
~ 2uv(l —v?) 0  (1—udv 9 (X —1)W?+0?) 0P
T a(?—w?)? du | a(?—w?) o2 a(v2—u?)? v
(2 —1u 9°d
a(v? —u?) udv’
?®  —a(u®—Dvcosw 0’ —a(u’—lvsinw PP o —

010z \/(1 —0?)(u? — 1) * dydz \/(1 — ?)(u? — 1) * 022
(1 =u?)(w? +0?) . @ (1—u?)v . PO 2uv(l —u?) 0D

a(v? —u?)? ou ' a(v?—u?) udv = a(v?—u? v
(v* = Du 0°@
a(v? —u?) ov?’
0?P 0?P

e (—a\/(l —v?)(u? — 1) sinw) + 990> . (a\/(l — 0?)(u2 — 1) cos w) =
C(-uw)y P (vP-1u 0D
- a(qﬂ — u2) ' Oudw a(v2 _ u2> ) EREINE

. . . ~ Y] 6 I 1 x

y l_ (1 —02)2(w? — 1)2u(u? + 302 0d (1 —02)2(u? — 1)%0(3u? + v?) . @

(v2 — u?)? ou (v2 — u?)? v
+(1—v2)(u2—1)3v2 . 0*® N (1—v?2)*(u?—1)u? . 0*® N 2(1 — v?)?(u? — 1)%uv . 0*®
02 — u? ou? 02 — u? ov? 02 — u? oudv |
Rezulta atunci:
2P 2P 2P 1
AG — 0 0 ?e

dz>  Oy? i 022 a?(v? — u?)(1 —v?)(u? — 1) 8

0P 0P 0*®
_ a2 1. 22 2 _ N T (W BT S
X ( 2u(l — v?)(u* — 1) 5 +2v(u” — 1)(1 —v7) 50 (1—0v")(u”—1) 502
0°® 0’ d 1 0P 0P
(1 a202 1. 9% 29y, _ o, 02
(1= = 1) 0v? (- 6w2> a?(u? — v?) (2u ou 2 v *
) ) (u? — v?) R
2_1). ——— — 2. . =
=) ou? -0 ov? * (1—2v?%)(u®—1) 8w2>

- ([ B - B ey e
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PROBLEME PROPUSE SPRE REZOLVARE

23. Sa se calculeze extremele (locale) ale urmatoarelor functii:
a) z2(z,y) =2* +yt —dxy; b) z(x,y) =23y (a—2 —y), a>0;
2z,y) = aye” ¥ d) 2(a,y) = (2 + yP)e O

)
)= +yt — 227 + 4oy — 2y ) z(x,y) = 2% + 3xy? — 152 — 12y;
) (az + by + ¢)?

g) z(x, :m, c#0; h)u(z,y 2) =249+ 2%+ 122y + 22;
: 2,24 ,2 : y: 22
)u(z,y,2) = +y*+2°—yz—2x+y; j) u(v,y,2) sttt nee 0.

24. Si se arate ci functia f : IR?> — IR definitd prin:
flz,y) = (1 +¢e¥)cosx — ye¥
are o infinitate de maxime locale i nici un minim local.
25. Sa se imparta numarul 24 in trei parti, aga fel incat patratul primei parti
inmultit cu celelalte doua, sa dea un produs maxim.

26. Sa se gaseasca distanta minima dintre dreptele de ecuatii:

r—Tr _Y—-%h _2—~xA . T—Ty Y—Y2 22— 2
() — —="7==—— § (h) — —="p=="—"—
27. Sa se determine punctele de extrem (locale) cu legaturi pentru urméatoarele
functii:
_r Y 2 2
a) z(x,y)=—+4+2%;, z=+y =1, (a,b>0).
a b 2y

b) z(z,y) =z +y; ?+b_2:1’ (a,b € IR").
¢) z2(x,y) =ax +by; 2> +ay+y>’=4k*> (>0, a,b€ R").
d) u(z,y,2) =0 — 2y +22; 2> +y?+22=1.

2 2 2

T
:x2+y2+22’ —2—|—y——|——2:1, (a>b>c>0)
a (&

(z,y, 2)
u(z,y,z) = 2y?2*; x4+2y+3z=a, (a € R").
(z,y,2) = a*2? + D2 y? + 222 — (ax® + by* + ¢2?)?%;, 2?2 +y?+22 =1, (a>b>c>0).
ry+x2+yz=2_8
2) = xyz;
rT+y+z=>5.
. Ar+By+Cz=0
i) u(z,y,2) = (x —20)> + (y — y0)* + (2 — 20)* s oy )
> +y*+2°=R°, (R>0).
i) fly,z,t) =z +y+z+t zyzt —c* =0, (c>0).
28. Sa se determine distanta minima de la punctul My(xg, yo, 20) pana la planul
(P): Ar+By+Cz+ D =0.
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29. Sa se demonstreze ca in orice triunghi inscris in cercul de raza R are loc
inegalitatea a® + b* + ¢ < 9R>.

30. Se cere distanta minima de la punctul My(xg, yo, 20) pana la dreapta:

@ { Az +By+Cz+D =0
Ax+ By+C'z+ D' =0.

31. Sa se determine dreptunghiul de arie maxima inscris intr-o elipsa (drep-
tunghiul are laturile paralele cu axele elipsei).

32. Sa se determine paralelipipedul de volum maxim inscris intr-un elipsoid.

33. Sa se determine elipsa de arie minima care trece printr-un punct dat My (xg, yo),
zg, Yo # 0 (elipsa se presupune raportata la axele ei).

34. Sa se determine elipsoidul de volum minim care trece printr-un punct dat
Mo (0, Y0, 20), Zo,Yo, 20 # 0 (elipsoidul se presupune raportat la axele lui).

35. Sa se giseasca punctele intersectiei cilindrului de ecuatie 22 +y? = 1 cu planul
de ecuatie 2x 4+ 3y + 2z — 1 = 0 care sunt cele mai apropiate si apoi care sunt cele mai
indepartate de origine.

36. Un rezervor are forma a doua paralelipipede suprapuse, cel de deasupra de
lungime egala cu jumatate din lungimea celui de jos, iar latimea si inaltimea respectiv
egale cu ale celui de jos (vezi Figura 6.9). Partea de sus a rezervorului (fata de sus a
paralelipipedului de deasupra) este descoperita. Volumul V' al rezervorului fiind dat,

sa se determine dimensiunile lui astfel incat sa se foloseascd minimum de material.

x/2

x/2

N

A
X
y_

Figura 6.9
37. Sa se determine extremele (globale) ale urmatoarelor functii definite pe

multimi compacte:
a) z(w,y) =7 -2 -3, 0<w<1, 0<y<l, 0<z+y<lL
b) u(z,y,2) = 22 4+ 242 + 322, 2% +y? + 22 < 100.
o) u(z,y,z)=x+y+z 2>+y?<z<1

38. S se determine extremele (locale) ale functiei:
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a) y = y(x) definita implicit de ecuatia:
i) 2% — 22y +5y*> — 2z + 4y + 1 = 0;
i) z3 — y* — 3z — 3y + 6 = 0;
i) 23 + y* — 322y — 3 = 0.
b) z = z(x,y) definita implicit de ecuatia:
i) 22 +2y% + 22 — 42 — 8 = ();
i) (22 +y? + 22?2 = (2 + y* — 2%), a>0.
39. Ce devin ecuatiile urmatoare daca se schimba functia dupa cum urmeaza:
a) zy' —y[ln(zy) —1] =0 dacd y= i (v =y(2), z=-2@));
b) 2%y" + 2y + (2?2 — AN?)y =0 daca y= %, (y=y(x), z=2z2(x)).
40. Ce devin ecuatiile urmatoare daca se fac gchimbérile de variabila indicate:
a) oty +32%y" —Txy +8y=0; z=¢', (y=y(x));
b) (1 —2?)y" —ay +w’y =0; = =cost, (y=y(z));
o) zy" +y +ay=0; 22 =4t (y=y(z));
d) y" + (4e® — 1)y’ +4e**y =0, z =Int;
e) (ax + b)*y" + m(azx + b)*y" + nlax +b)y' + ky =0, ax+b=¢"
41. Tn expresiile diferentiale care urmeaza sa se faca schimbarile de variabila si de

functie indicate la fiecare:
xy' — xr = pcost

x4y y = osint,

by = WS —u {“”‘“ (y = y(x), v=0(u)).

y? y = et
xy —y x = pcost
¢) B = ——. y=ylz), o=olt
) VI+y? { Yy = psint, (@) (®)
42. In ecuatiile care urmeaza sa se faca schimbarile indicate la fiecare:
r=¢
a) vyy" — xy” +y* =0, { . w=ylr), uw=u(t).
y=e,
u+v
T =
b) 2y”’(1 + y/) _ 6y//2 + y”(y’ _ 1)2 =0, u 2 v (y — y(x), v = v(u))
Y= 5
43. Luand pe u si v ca noi variabile independente sa se transforme urmatoarele
ecuatii:
0z 0z u=ux
a +y-— —2=0, daca
)7 5 T gy v="2,
x
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0z 0z o u:lnva-l—yQ

b 4+y)-——(r—y)-— =0, daca
) (z+9) ox (z =) oy v = arctg Y.
x
02z 0%z y T Y
C)@—i_a—gﬂzo, daca U:m, U:—x2+y2-
0%z 0%z 0?2 0z Oz u=u1x+2y+2
d) 2 — ——+—+ —=0 daca
) 8x2+8x8y 8y2+8x+8y e {v:x—y—l.

0%z 0%z 1 0z

u=x—2/y

v=1+2\/y.
0?2 0?2 5 = (u+v)?
f)x-@—y.a—yQ_O (z,y >0) dacd {y:(u—v)Q,

(2 = z(z,y)).

44. Presupunand pe u si v ca noi variabile independente si pe w ca o noua functie

sa se transforme in noile variabile urmatoarele ecuatii:

0z 0z 1 1
a)z?-— 49y = =22 daci u=z, v=—, w=-——.
) oz Y oy Y z T
0 0
b) (xy+z)-—z+(1—y2)-—zzx+yz dacd u=yz—x, v=xz—y, w=1xY—2.
o0x oy
0z 0z u u
2. 7~ 2,77 _ 2 dacs _ — — .
c) @ 8:1:+y 0 @y e T =y 1+ uv’ ‘ 1 4+ uw
a) 0z 1 0%z 1 dacs T
—+-y-—=— daca u=—, v=2x, w=21xz—Y.
623/ 2 Y 28y2 :;: Y Y
0z 0°z 0°z Yy z
e) — — +—=0 daca u=z+vy, v== w=—,
)8x2 0xdy  0y? Y x x

(2 = z(z,y), w=w(u,v)).

45. Sa se arate ca ecuatia:

0%z , 0z o 02 5 5,
57 T2y -a—x+2(y—y)-a—y+fv y2" =0, (z=2z(,y))
1
nu-si schimba forma prin transformarea de variabile z = uv, y = —.
v
82
46. Ce forma ia ecuatia 505 +cw =0 (w=w(ry)) dacd punem w = f(u),
roy
unde u = (z — x0)(y — o) ?
0%z , 072

47. Sa se rezolve ecuatia — = (z = z(t,z)) introducand variabilele

a —_—
ot? Ox?
independente u =z — at, v = x + at.
48. Sa se demonstreze ca forma ecuatiei lui Laplace:
0?’d  0?D
A= —+—=0

ox?  0y?

este invariantd pentru orice schimbare nesingulara de variabile © = ¢(u,v), y =
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= (u,v) (adicé ggzzz; +* 0) care satisface conditiile g—i = g—f si g—f = _2_15'

49. Sa se transforme in coordonate polare (sferice), facand inlocuirile z =

=rsinpcosf, y =rsinpsinf, z = rcos p in urmatoarele expresii:

ou\’ ou\’ ou\ > Pu  Pu  0%u
Y E‘<%> +<6_y> +(%> D=t e T o

(v = u(z,y,2))

50. Sa se arate ca expresiile Ey si Fy din Problema 49 isi conserva forma la o
transformare oarecare a coordonatelor (z,y, z) in coordonate de forma:
' =ax+ by + ez Y = ax + by + ez 2 = azx + byy + ez,

unde coeficientii a;, b;, ¢;, @ = 1,2, 3 verifica relatiile:

1, daca 1 =3
aiaj + bzb] + CiCj = o . )
0, daca i # j,
i,j=1,23.
51. Sa se transforme ecuatia:
, 0%w L 0*w L 0*w N 0*w N 0*w N 0*w 0
:E D — D — Z D — Z . xz . $ . =
az2 Y oy? 5.2 Y oy0z 0x0z 4 0xdy

(w = w(z,y, 2)) in noile variabile ¢, u si v conform formulelor:

T =uv, y=uvt, z="1tu.



INDICATII SI RASPUNSURI

Capitolul 1
31. a)infA=1; AminA; supA=2; AmaxA;
b) inf A =2; AminA; sup A = max A = 4;
c)infA=minA=—-1; supA =3; AmaxA;
d) inf A =min A = —1; sup A = max A = 100;
e) min A = inf A = 1; supAzJL&(l—l—%-i—---—i—%); A max A.
f) min A =inf A = —2; max A =sup A = 3.
g)supA=1, infA=—-1; AmaxA, AminA.

32. Se foloseste inegalitatea mediilor pentru numerele a-c—tb-’ 1 = 1,n si apoi
t le ——, i=T1,n.
pentru numerele P i D
33. Se aplica Problema 32 cu b; =1, i=1,n.
Capitolul 2
5 1 1 5 sin 22 gin (10
1. 25. a = - - — li - 2.y — 2 2
3 e A R L n sin 2
daci B # 2k i 2, = 0, dac 0 = 2k Tim 2y = 0 : ¢) 7 = "= Tim 2 = ; d
aca 0 # 2km si x, = 0, daca 6 = ™ lim z, = ;C) T, = 5y AL Tn = o )

P
T, =a'"?; lim 2, = a.
n—oo

26. Se foloseste sirul b, = Ina, si criteriul clestelui. a) 1; b) e'/3.
27. a) (xp)n>1 este strict descrescator §i 0 < z, <1, Vn > 1; nhﬁrg(3 T, = 0;
n—+ 2

2(n+1)
Vn>1; T}Lrgoxn =1.

b) T, = (x, +1), n > 1; (@n)n>4 este strict descrescator si z, > 0,

3
3
28. a = V/3; 5:——‘9[.

29. a) ap, < \J1+ 20 15 a, > 1= a, <a? <1+ 2a,_1;din a, > ap,_1 =
1
a, <14+ +2a, = 0< /a, < 5(\/54—\/6) =qa; deci 0 < a, < a?, ¥Yn > 1. Sirul

(an)n>1 este strict crescator gi marginit, deci convergent.
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1+5b
b) (an)n>1 este strict crescator si folosind inegalitatea vb < %, Vb e IRy se

arata ca a, < 3, Vn > 1; deci (ap)n>1 este convergent.
30. a) Se folosegte inductia matematica; b) Conform Teoremei lui Weierstrass
rezulta ca 31; = lim w9k, lo = lim x9xy¢; la limitd in relatia de recurenta obtinem
k—o00 k—o00

Iy = ly; deci (z5,)p>1 este convergent.
T+ Ty, Tpp Tt AT, Tt tX,

31. Din inegalitatile 7,1 = < =
in inegalitatile 7, 1 +n+1_ ntl + n2(n+ 1)
n?+1 1 ~ =
_ T (14 +x,) < ﬁ(xl +---x,) = T, rezulta ca (Z,),>1 este descrescator;

in plus 7, > 0, Vn > 1. Din Teorema lui Weierstrass rezulta ca 31 = lim Zn. Apoi

1 1
din inegalitatile 0 <z, < —(v1 4+ +2,) = =7, § “L = lim x, = 0, deci si sirul
n n

n n— 00
mediilor aritmetice z,, — 0, pentru n — oo.

a a
32, Tyt = Marm | Ty Ty -+, Toy 51 | < Mgeom | Tny Tny oo oy Tny —7 | = Va;
p—1
a a
Yn+1 = Maritm | Yns Yns - -+ Yn, p—1 2 Mgeom (yna Yns -3 Yns yp1> = {/a;
_’_/ n n

p—1
Tpyl 2 Tn, Vn > I; Ynt1 < Yn, Vn > 1; deci E‘nh_)ngcxn = nh_)ngcyn = \ZVE

(obtinute prin trecere la limita in relatiile de recurenta).
P

2
33. a)
p+1

(cu Teorema lui Stolz-Cesaro); b) 1 (cu Teorema lui Stolz-Cesaro);

¢) p? (consecinta 4) a Teoremei lui Téplitz).

V3 V3 V3o V3
3. 2) L]M(“"):{_T’O’T e = e = =g
11 1 1
b) LIM(a,) = {——,—}, lima, = -, lim n = =3
2°9 n—00 2" m=oo
V3 1. 1V3, .
¢) LIM(an)—{ 1,— 5 ,—— 5 7 nh_)rgoan—l lgrgloan——l.
36. a) hmyn— hm 0 [(yn + 2n) + (—25)] < lim (xn+yn)+ hm( Tp) =

= hrn (xn—i—yn)— hrn T, = hrn (a:n+yn) > lim a:n+ hrn 0 Y, conform Problemei 23, a).
n—oQ

Asemanator se demonstreaza ineg. b)-d) folosmd Problema 23.

— 1
37. Din Problema 36 rezulta ca lim z, - lim — = 1; aceasta egalitate com-
n— 00 n%ooa;
binata cu relatia din enunt ne da: lim z, = hm 0 T, deci (z)n>1 este convergent,
n—oo
1
< lim — ¢ R* )
n—)oox

38. Se demonstreaza cd LIM (z,y,) C LIM (yy,) st LIM (y,) C LIM (z,yn).

39. Se foloseste Teorema 7 de caracterizare a limitelor superioara si inferioara.
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1 1 1 1 1 1 11
2. 20. Sn:—<1 Sl _ _ ) lim S, = — seri
§ 2) sU T3 T a2 na3)iaik 18’ ~ona

este convergenta cu suma S = TS

b) S, =vVa—vVa+1l+va+n+1—+va+n; lim S, = va—+/a + 1; seria este
convergenta cu suma S = \/a — a + 1.
1 1

c) a, =

1 1 lim S,
- — ; lim
8 (n+1)2(n+2)3 nooo

2+ 17 (n+1)2(n+ 23 Sn =

_|_
1
seria este convergenta cu S = 3

1 1 1 1 1 1/1 1 1
d) ap=c (- Sp= (sm——+1- =
3\n+1 n+2 2n—-1 2n+1 3\2 n+42 2n+1
n(2n + 3) . 1 ) 5 1
= ; lim S, = —; seria este convergenta cu suma S = —.
2(n+2)(2n+1) 2 2

3(n — 1) 4 2
=1  (m=1)

n>1; 5 =3e+4e—2(e — 1) = be + 2, serie

e) a, =
convergenta.
21. a, § na,, ¥n > 1; se foloseste criteriul de comparatie cu marginire (I).

22. a) < an, Vn > 1; se foloseste criteriul de comparatie cu marginire (I);

‘/ +a 1
‘O "2 = =953 + —; se foloseste criteriul de comparatie cu
n

mérginire (I) seriile Z 57 si Z — fiind convergente.

2
oo
23. Se dem. prin reducere la absurd. Presupunem ca seria Z n este conver-
a
n=1 n
9 . a
gentd. Atunci —0& — 1< a, — 0, pentru n — oo, iar lim —— =
an 1 an n—00 1+Z

oo oo oo
. ¢ o . Qn, . o
= nlggj(l + a,) = 1. Rezulta ca seria Z Ay ~ Z oo deci Z a, este convergenta,

n=1 n=1 n n=1
[

ceea ce contrazice ipoteza. Deci Z

(D).

n=1 +an
) >an S L) an < 2 Va2 L Z;n © = 3 a
n=1 n=1" n=1 n=1
© ) Yo~ X (35) ©:d)an < 5 ¥n22 35 (0) = Yo () o
n=1 n=1 n=1 n=1
1 1 1 <1 s
p<n— = Y >2, Y — .
Snes e V2 Y (0= Y w ()

2 1
25.a)nli_)r£10{1/@:g<1:>2an(0).b)lirglc{’/ﬁ—2<1$2an ). ¢
,}LTIC}OW:0<1:>Zan(C)

n=1
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. An+1 > . Ap41 . 1
26. a) lim —— =00 > 1= > a, (D);b) lim = lim > =
- q, = =00 qy = (14_%) S (n+1)
0 . 1\" 1
—0<1= Y an () Jim U= fim (14 ) - =S Daci £ <1
— n—oo g, N0 n (n+1l)a+1 a a
> e = a
a>e: Y a, (C);daci —>1&a<e: ) a, (D);dacia=e: limn( = —1> =
n=1 a n=1 oo An+1
1 1 o o
= ——|—§ < 1= > a, (D). Deci ¥ a, (C) dacd a > e si (D) dacd 0 < a < e.
e - -
n=1 n=1 ~
. " —o0, dacd a>1= Y a, (D)
d) Jim. o=y nlgglon< — — 1) = ns! Pentru
tn On+1 0o, daci a<1= Y (O).
n=1

a=1 Y 1(D). Deci Y a, (C) daci 0 < a < 1, (D) dacd a > 1. e) lim fnt1 _ 1,
n=1 n=1

n— 00 an

limn< In —1>:a—1. Dacia—1>1&a>2: ) a, (C);dacia—-1<1&

n—00 an+1

n=1
a <2 ) a, (D);dacd a=2:seria ¥ a, = ! Nzl (D). Deci Y a, (C)
n=1 n=1 n:17l+-1 n=1" n=1

daci @ > 2, (D) daci 0 < a < 2. f) lim <L = 1; lim n< In —1):9. Daci + <1

n—oo q, n—00 (i1 b b

S a<b ) a, (D); dacd % >1<a>b Y a,(C). Dacid a = b nu putem preciza

n=1 n=1

. . . . . Ap41 . a
natura seriei care depinde de sirul (a,)p>;. g) lim —— =1; lim n{ ———1] = a.
- n— 00 an n— 00 an+1

Daci 0<a<1: > a, (D);dacia>1: > a, (C);dacia=1: lim

Qp
n —1]—-1|x
n=1 n=1 nmreo [ <an+1 ) ]

xInn =0<1= Y a, (D). Deci ¥ a, (C) daci a > 1, (D) dacid 0 < a < 1. h)
n=1

n=1

Pentru o # 0: lim 1 = 1; limn< n —1) =a—-a+1 Dacia—a+1>1

n—oo an n—oo an+1

Sa—-a>0 Y a, (C)dacia—a+l1<lea—a<0:) a, (D);daci o = a:

n=1 n=1
o o<
lim [n( In —1> —1] Inn=0<1= Y a, (D). Deci pentru o # 0: > a, (C)
n—o00 QApt1 n=1 n=1
dacd a > a si (D) dacid a < a. Pentru a = 0: lim It _ 1; lim n < In__ 1) =
n—oc Qp, n—oo an+1

=1-a<1,dec ) a, (D).

n=1
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27. a) lgm =0 <1, Zan ), dacd o # 0; daci =0 a, =Y 1(D
lnaln ni 4
DemZan ), Va € R. b)ggrgolnn—m>1 Zan .C)Jgrgolnn—§>1=>

n=2
Zan (C)
n=1

> 1 S |

28. m ~ Z e T careia i se aplica criteriul integral sau se aplica
— nln(n —nlnn
o

Problema 13, a) cup=1= Y _a, (D)

n=1
1 > 1 e
29. a) Z lan| = Z ————— ~ Y — = > a, nu este absolut convergent;
n=1 n(n + 1) o n=1
1 (o)
b, = ——— (0, n — oc, conform criteriului lui Leibniz = Z a, (C) = Z an
n(n+1) n=1

(e.@) (e.@) (o) ' bn 1 oo (o)
b)2|an|:ZE = Y b lim = 1 <12 Y| (O = Y,
n=1 n=1 n=1

n=1

IIAEDY = Y s fim = L1 Yl (€)= S a,
n=1 n=1 n=1 =

(A.C)). d) ap, A 0, n — oc; Z a, (D). e) Se aplica criteriul lui Dirichlet pentru sirul

oo
. . : 1 y
(@n)n>1 N\ O si seria Y cosna cu sirul sumelor partiale S, unde |S,| < 7, daca
n=1 ‘sm s

o # 2km. Deci Y a, (C) pentru a # 2kr. Daca o = 2km natura »_ a, depinde de

n=1 n=1
: y 1 &1 y
sirul (a,)n>1. f) Dacad o > 1: |a,| < v > E C)=> a, (A.C.);daci0 < a < 1se
n=1 n=1
1 o
aplicd criteriul lui Dirichlet pentru sirul | — N\, 0 si seria Z sinn - cosn? care are

n=1

1 . 1
sirul sumelor partiale S, = 5 sin n(n + 1) marginit: |S,| < 3 Deci pentru 0 < o < 1

seria Y _ a, (C)
n=1

Capitolul 3
44. c) Pentru A; = (1,2) si Ay =(2,3), AinA; =0 C A nA, = {2}

46. a) A= (0,1)U(2,3), A'=[0,1]U[2,3] =4, FrA=1{0,1,2,3}.

b) B = {[o, )mQ}U{Gk 2'; k21}, B=10, B’:[O,l]u{—%},
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E:[o,uu{%, ky}u{-%}, FrB=BnCB=BNCB=BNR=B
c)C:{[O,l)ﬁQ}U{(6k+1)1(6k+2)+§, kzo}u{gﬁg+§, k>0lu
U{?:i?? kZO}U{(6k+5)1(6k+6)_\/7§’ k200, C=0, C'=[0.1]U
U{1+§,—73}, U:CUC’z[O,l]U{—§, +?}U{%+§}U
U{Z:i?? kzO}U{g_é}u{(%m;«;mﬁ)_é’ kzo},
FrC=CnCC=CNCC=CNR=C.

47. a)—c) Se foloseste teorema de caracterizare a marginii inferioare a unei multimi,

1
In care se la € = —.
n

48, |(5) = f0)] < S lo —l. Yoy e (0.5].

1
49. Ecuatia este elchivalenté cux= Ww sau z = (), unde ¢ : [0,1] —
— [0,1], (z) = T o(z) —e(y)] < 0 |z —y|, Vz,y €]0,1]. Pentru zy = 0,
(o) ! iar | T < i <5>n 1 (5>n<10—2:> > 4. Deci
1 = @(x9) = =, iar |z, — 7| < A=) == n > 4. i
PR -2 \16/) " 11 \16
7o~y = 0,2133, adick 7 ~ 0, 21.
1 1
54. — ||All> < [|4]]: < Allz; —=lAlls < [|A]1 < Alls;
\/ﬁ” l2 < [JA[lr < Vm [|All2; \/EH I3 < [JA[l < V|| Alls;
1
[Alla < Al < Vi || Al T [A[ls < 1Al < 1[Alls-

1/2 /2

56. (I1) a) [ AU|| = [tr ((AU)(ADYT)]"* = [tr (AUUT AT)]" = [tr (447)] " =
= [|A|l st [[UA| = [[AU|| = [|A]].

b) Daca A = diag (ai, as, ..., a,), B = (by)j,- atunci:
1/2 1/2
> (@i — )by < 3o 2(ail’ + |aj2)b?j] < V2|4 1B].
i#j i#]
(ITT) Se demonstreaza fie direct ca spatiul (M,,(IR), || - ||) este spatiu liniar normat

|AB — BA|| =

complet, fie se foloseste faptul ca (M, (IR), | - ||) este izomorf ca spatiu liniar normat
cu spatiul (IR™, |- ||a).

. - . . - 6
57. a) lim 7, = (1,e,1); b) lim 7, = (€”,2,1).

Capitolul 4

34. f nu este marginita.
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35. a) supfzf(%r) =2 inff:f<%r> = —V/2;b)sup f =2, inff:i;

¢) sup f = o0, inf f = f(1) = 2.

37. a) Pentru sgirul z, = g +2nm, n>0, x, = o0, f(r,)=0—0;

b) Inz < g(z) < 3lnz, V> 1; deci g}grgog(x) = 0.

38. a) In Vx € IR\ {0} f este continua (este functie elementara); in z = 0, din

inegalitatea < |z| rezulta ca 3 liH[l] f(z) = 0 = f(0). Deci f este continua
T—

x sin .
si in = 0. b) Intr-o veciniitate oarecare V = (—&,¢) a originii, ecuatia f'(z) = 0
are o infinitate de solutii, intre doua astfel de solutii f este monoton crescatoare sau
monoton descrescatoare.

41. a) M; b) —g; c) —1;d) %; e)e?;f)et;g) 1.

42. a) Multimea punctelor de discontinuitate este Z; aceste puncte sunt puncte
de discontinuitate de specia a doua. In rest, f este continua. b) Multimea punctelor
de continuitate este Z; restul punctelor IR\ Z sunt puncte de discontinuitate de specia
a doua.

43. a) a; = —1, by =—=; b) ay =1, bgz—%.

44. a) f|[71’1} este continua pe compact, deci uniform continua; f‘(l,oo) si f‘(foo,fl)

DN | —

sunt uniform continue. Deci in final f este uniform continua pe IR. b) f uniform
continua pe IR; ¢) f uniform continua pe [—2, 5].
49. a) 0; b) 0;¢) 2;d) 1.
50. a) lips =1, lyy=-1, 1 =1, ly=-1, Al
b) lia=0, losy =0, [; =0, I =0, Al; ¢)liu=0, Aly, l1 =0, Aly, 1 =0;
d) =1, ly=1, I, =1, Al, =1

m
51. Pentru y = mx, lim x,y) = —. Deoarece limita depinde de m
’ (=)0 0.0 f@y) = b
rezultd ca nu exista  lim  f(z,y), deci f nu este continua in (0, 0).
(z,y)—(0,0)
52. Pentru x = my?, ( l)ilrr(l0 ) f(z,y) = |mle”™. Limita obtinutd depinzand de
I7y % 9
r=my?

m rezulta ca A lim  f(z,y), deci f nu este continua in (0, 0).
(z.y)—(0,0)
53. a = 0.
54. a) Multimea punctelor de discontinuitate este {(z,y) € IR*; =4y = 0}. b)

{(z,y) € R* z-y=0};¢) {(z,y,2) € R*; 2> +y>+ 2> =1}



Indicatii si raspunsuri 331

Capitolul 5
2 +5

43. a) f este derivabild pe (0,00) si f'(z) = 2V x? 4—95:1? +2

pt. 0 <z < 2;

g pt. z > 2.
cosz, daca x € [0,7/2];

[ este derivabila pe [0,7/2) U (7/2, 7]
cos’xz, daca z € (7/2,7);

si
—sinz, daca x € [0,7/2);
f'(x) = . ) y
—3sinzcos?x, dacd x € (7/2,7).
1 1
— 5 2o TIn2, daca z <1;
c) f este derivabila pe IR si f'(z) = G 21:)6 _ 9
_T  Jach x> 1
2?2 —2x+2
2?2 +x, dacd x€ll1,2],
d) f(z) = 11,2] [ este derivabila pe R\ {1,2}
4r —2, daca x € (—o0,1) U (2,00);
2v + 1, daca z € (1,2);
i fil) =4 re )
4, daca z € (—o0,1) U (2,00).
2 3 b—a
44. a b ;C ;
)\/1—502 )1+:c2 )(b—x)\/x—a-\/b+a—2x
Q) 3a(z? + a?)
224 + 2a23 + a?2? — 2a3x + 2a* .
45. f'(z) = 2xsinﬁ — Ecos =l daca x # 0,
0, daca z = 0;
1
pentru z, = —— — 0, f'(z,) = —2V2n7 — —oc.

2nm

46. a) f"(3) =2;b) f"(2) = 0.

47.a=—1, b=1.

48. a) f nu este derivabila pe (—7/2,7/2), deci nu putem aplica teorema lui Rolle.
b) f nu este derivabila pe (—1,1), deci nu putem aplica teorema lui Rolle.

3 9
49. =—;b)c=-.
a) ¢ 1 ) ¢ 1

50 16(21)
L= — € (— .
16 ’

52. Se aplici teorema lui Rolle functiei ¢(z) = f(x) - e7*2.
S . _ Pl@) Pz . DOy p
53. Functiile f si f' au radacini comune daca A = = ——,deci PQ'-P'Q) =
Qz)  Q'(x)

= 0. Adica ¢y’ = 0. Deci pentru valorile lui x pentru care y' = 0, valorile extreme ale

~—

lui y sunt y = A.
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54. a) 11 =13 =1; x3=x4=2. b) x; € (0,1); x5 € (1,00).
1
c¢) Pentru A € (—oo0,—1) : z; € <§,oo> , Ta3 ¢ IR (€ C). Pentru A = —1

Y 1
T1 =x9=—1, w3 =1. Pentru \ € <—1, 2—7> : x1 € (—o0,—1), x5 € <—1, §> ,
€<1>Pt)\5 € ( 1) > L pent
- . Pentru A = — —00, — = —- = 13 = —. Pentr
I3 53,00 (§] u o7 T o, , T1 3, i) I3 3 (§] u
)\€<27 ): Ty € (—o0,—1), x93 ¢ IR.
17
d) Pentru \ € (—oo,—ﬁ> © 1y € (—oo,—1), xy € (2,00), w34 ¢ IR. Pentru
17 1 1—3v2 14+ 3v2
A= ——1 o1 =29 = _, :1:3:7\/_6(—00,—1), Ty = i \/_6(2,00).
16 17 2 1 1
Pentru \ € <_1_6’4> © 1y € (=00, —1), 9 € (—1,§>, x3 € (5,2>, x4 € (2,00).

Pentru A\=4: z; =12y =—1, 23 =24 = 2. Pentru A € (4,00) : Z1934 ¢ R.

55. a) 0; b) %; c) %; d) 1; e) €% ) 6e*; g) e7/2; h) 9; i) 1; j) e V3/6.

56. Se considerd functia f(z) = (2% — 1)" care satisface relatia (z° — 1) f'(z) =
= 2nxf(x). Se deriveazd aceasta egalitate de (n + 1) ori sau se folosegte formula lui
Leibniz-Newton. Tinand cont ci ™ (z) = 2"n!P, (), rezulti relatia din enunt,.

2n! on!
57. a) f0)(z) = (—1)n+1ﬁ, d"f(z) = (—1)"“(:0_7?)%1 dz", Yz €
e R\ {1}, ¥n > 1.

(x
b) () = (- B s () =

= fM(z)da", Vo €[0,00), ¥n > 1.

n! n!

¢) f(z) = ()" + (_1)"+1m, d"f(z) = f™(z)da", Vo € R\
\{-1,0}, Vn>1.

d) fin)(z)= ((—1)“+1$, (—1)”“% +(=1)"

= f)(z)dz", Vz € (=2,2), Vn>1.
e) f™(z) = (a"sin (ax—i—n?ﬂ) ,b" cos (b:r:—i—n?ﬂ) ,c"e“) L dn ) () = ) () dam,
Vee R, Vn>1.
58. a) fO)(z) = 540sin 3z + 810z cos 3z — 24322 sin 3w, YV € IR.
b) f™(z) = m" e mx(603+6C’2mx+3m2x201+m3x3), n>3; f'(z)=3z%em+
+x3me™; f'(z) = 6xe™* + 6mate™ + m2xte™ Vi € IR.
( 1)k+1 Crlf (k — 1)-x5—n
(5—n+k)!

¢) f(z) =4 "7° B —
(— )k“m 7n dacd n > 5, Vo > 0.
(b—n+k)!

1
550_1/2; d"f(z) =

(n—1)!
(x=2)"

), d" f(z)=

, daca n <5,

-
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d) f™(z) = 6C"3a"3sin (ax + (n=3)r —23)7r

-2
+6C" 2xa™ % sin <ax + w> +

-1
+3C" 22" ' sin | az + w + C"z3a™ sin (ax + %) ., n>3; fllx) =
= 3z%sinar + ax® cosax; f"(x) = 6xsinaz + 6azr® cosar — a’z®sinar, Vr € R.
720 2160z 216022 72023

Ve R\ {1}

) O (z) = — -
) £ (x) G0 G @1 w1

£) fN () = Y Cra» FpFele™® = (a4+b)"e ™" Vo € R, n > 1, iar d"f(z) =
k=0
= f™)(z) da".

60. Se deriveaza de n ori relatia din enunt, folosind formula lui Leibniz-Newton.

o 2oy O = e G e O

dx™
n—1
, dupa care se foloseste inductia matematica.

1

n—2 -

dznt | f(:c) ,

_1 _1 _1n

62. sinx:sinl—l—(x ' )Cosl—(x ') sin1+---+(x |) sin(l+%>+
! n!

63. P(z)=2-2(z+ 1)+ (z+ 1)+ 2(x+1)> = 3(z + 1)* + (z + 1)°.
64. n = 2.

+n

65. a) Se aplicd formula lui Taylor pentru functia f(z) = ¥/, cu 2o = 3°; se pune
conditia ca |R,(250)| < 1075, Se obtine v/250 ~ 3,01709.

b) Se aplicd formula lui Taylor pentru functia f(z) = ¥z cu xo = 3%; se pune
conditia ca |R,(30)| < 107*. Rezultd /30 ~ 3,10723.

66. a) 0,3678; b) 1,6487; c) 0, 98481.

1 1 1 Y
67. —-2; b) =; ——; d) —; -
R A TH T ST X

68. a) puncte de maxim: z; = g, Ty = g, (f(x1) = f(xg) = 1); puncte de
minim: 23 =0, x4 =7, z5 =271, (f(z3) = f(z4) = f(x5) =0).

b) puncte de minim: xy;, = g—i—Qkﬂ', keZ (f(xi) =1), x4 = (—l)k“% + km,

2

keZ, <f(x4k):—§el/2> ; puncte de maxim: ,I'Qk:—g +2km, ke Z, (f(xy) =

= —1), T3 = (—1)k% + kﬂ', ke Z, (f(xgk) = §61/2> .

¢) puncte de minim: xy = 0, g = :I:,/—g +2km, ke N*, (f(zo) =0, f(zy)=

= —1); puncte de maxim: xy, = :I:,/g +2km, k€N, (f(ri) =1).

d) punct de minim: zy = e'/°, (f(xo) = @*1/6) .
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1 . —~— . . 3 4 —_—
e) Ty = ~3 punct de maxim; Z; = 1 punct de minim; f(2) = —2e¥4; f(7g) = 1.
f) Dacd a,b>0: xy= Vab punct de maxim, Z; = —V/ab punct de minim;
_ Watve? o (Va— Vb
f (o) = T e f(%)-‘iQ-
(Va—vb) (Va+vb)
Dacit a,b < 0: xo = Vab punct de minim, #, = —vab punct de maxim;
flaw) = -V LIV iy = VLV
(V=a V) (V=a +V0)
) _a td .._f()_27a2
g) w0 = 7 punct de minim; f(zo) = 37

69. Triunghiul echilateral inscris in cerc de latura 24/3, cu aria 3v/3.

3v/3R?

, avand aria I

70. Trapezul (isoscel) cu baza mica R, inatimea

R
71. Dreptunghiul cu laturile Rv/2 si

(inalgimea) cu aria R%.

l V3
72. Catetele sunt a = 3 sib= T\/_ (conditia din problema fiind a++v/a? + b2 = 1),

deci triunghiul are unghiul de 60° intre ipotenuza gi cateta considerata.

este

21 R3 2v/2 4
va v, SR8 2VAR - R)
81 27 3 3
4 1 17
74. a) h = §R; b) sin% = +T\/_, (e fiind unghiul de la vérful conului).
ArR*H 4 2R H
75. Vo = T §Vcom <7”— 3 h = E)
76. Latura bazei paralelipipedului este , iar inaltimea . Volumul sau
4v/3R?
5
77. M(6,6).

78. a) x =a+Vab, y=b++ab;b) z =2a, y=2b.
79. Dreapta BB’ este perpendiculara pe OA, la distanta de 8 cm de punctul A.

80. a) A, A ~d,A=8378cm* b) AjA~d,A=—27,93cm?
Lo+ v — (v + vy cos

81.1= v2 + v} — 20v; cosa
82. h = @

83. b) pun20t de maxim.

84. d, ml 4]

I
85. h=2r, r=25,42cm; h = 10,84 cm.

86. £ ~ 294°,
a+b—+Va?+b2—ab
3 .

87. Latura patratului este
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RI
88. L =——.
3(R—r)

Capitolul 6

of 1 of of _ 1 oaf
81. 26. a )(‘3 (1,0) = 3 ay(o,1)_—§ b) ax(l 0,2)_\/5, 8y( 1,1,3) =

Ve 2 2
27. a) g—i =y+yz¥ Y g—i =z +aYInzx; gxf y(y — 1)a¥ % 68158fy
T _ ov(na)2. )8f 1 .%: 1 _an:
or 22+1 9y y2+1 0x2
2 o0 f 0 f 2y of Y of x
:_(:L‘Q—i-l)Q; 6m8y: ; ayQ:_(yQ+1)2 )% x2+y2; a_y:_xQ—l-yQ (v > 0);
*f _ 2wy 02 f _ -y 0% _ 2y Q) of _ a .
Ox? (22 4+ y?)?" 0xdy (22 +y2)?" Jy? (22 4+ y2)? o T YT
8f oo, OF <$>Zl . Of 2=2 —z 0 f —2—2

ay -7y Z; 9, ” ng;w:@—l)x Y Z;a—yQ:Z(ZﬂLl)xzyz ;

62 2 ag 62
a—z‘z = <x> ln2g; 3x§y = 2yl of = 2" 'y *(zlnz — zlny + 1);

0x0z
0% f Of _ Y ypsmn, Of _a¥* —  Of
8y82 =2y (zlny — zlnz — 1). e)%—;x o i 9,

Inz
8 f e 0? f xy/? 0 f Y
_ y/z J y/z=2, 2 . y/z
ng In Vo2 2 <z 1) T oy 22 o ; 822 AT I

*f 1 0% f y y
2z + ylnz): = v/ (1+ 1 ) = Lyl <1+—1 )
X( V4 Y n:r), 8y ZSU nr 02 ZQZU > nrj,;

0 f Loy Y of _ T of
8y82 ngy/ Iz (1 2 1nx> f) or (2 +y2+ z2)3/2; Ay -

Y _of 2 COPf -yt -2 O

_(:EQ F 2 + 22)3/2 9z _(x2 2 + 22)32 Pa? - (22 4 y2 + 22)5/2° 9y? -

2 —a?— 2> Of 222 —a—y*  O'f 3y 0 f

(22 4+ 92+ 22)5/2" 022 (22 +y2+ 22)5/2" 020y (22 492 + 22)5/2" Oxdz

3z o 3yz
(2 +y2 + 22)%/2" Oydz  (a2+y2+22)%/2 8) Be

Y

=cos (xsin (ysin z)) - sin (y sin 2);
of . . . . : : :

3 cos (z sin (ysin z)) - x cos (y sin 2) - sin z; 5, = Cos (xsin (ysinz)) -z cos (y sin z) x
0? 0?
Freinie sin (2 sin (ysin 2)) - sin?(y sin 2);

" oy?

= —sin (zsin (ysin 2)) - %X

X1 COS 2;
82

922
x 2% cos?(y sin 2)-y? cos? z—cos(z sin(y sin z))-x sin(y sin 2)-y? cos? z—cos(x sin(y sin z)) x

x cos?(y sin 2)-sin? z—z cos(z sin(y sin 2))-sin(y sin 2)-sin? 2; = —sin(z sin(y sin 2)) X



336 Indicatii si raspunsuri

52
Xz cos (ysin z) - ysin z; Frrwiale sin(z sin(ysin z)) - x cos(y sin z) - sin z - sin(y sin 2)+
oy
82
+cos(z sin(y sin 2))-cos(y sin 2)-sin z; T sin(x sin(y sin 2))-2 cos(y sin z) -y cos z X
10z

2

Y0z
xx?cos? (ysin z) - ycos z - sin 2 — cos (x sin (ysin z)) - xsin (ysin 2) - y cos 2 - sin 2+

X -sin (y sin z) 4+ cos (x sin (y sin 2)) - cos (y sin 2) - y cos 2; = —sin (z sin (y sin 2)) X

+ cos (zsin (ysin z)) - x cos (ysin z) - cos z.

o0 f o0 f o0 f o0 f >
. = = —absi by); b = = 2yz¥ "' (1+y*In2);
28. a) 920y~ Dydn absin (ax+by); )6x8y Dy0n yr¥ 7 (1+y° Inx);
o0 f o0 f 1 o0 f 0%f  2z3y+ 32
c) = = 4,1/2 7z (y>0); d) - - 2
Oxdy  Oyox  Ax'/2(y — z)¥/ 0xdy  Oyox (1+ zy)
o f
1. —————— =4(e’” Y ).
3 9720520 (e"+eV+e?)
of of . A
32.a) A 6_(0’ 0), A 6_(0’ 0); f nu este diferentiabila in (0,0). Pentru (z,y) #
T Y
#(00)'%— ’ Ccos ! + " sin L9
N TR . R R e T
_ Y 1 y oo 1
b) 3 g—f(O, 0)=0si g—f(O, 0) = 0; functia f este diferentiabila in (0,0) cu functia
x Y

h(x,y) (vezi Problema 9):

xy . 1 9
sin , daca (x, 0,0
h(fE,y) — { /12 + yQ 12 + y2 ( y) # ( )

0, daca (x,y) = (0,0).
Intr-un punct (x,y) # (0,0) derivatele partiale ale functiei f sunt:
of ) 1 222y 1
a_x(x’ y) = ysin 2 +y2 (22 + y?)? Sy y?’
of ) 1 2112 1
a_y(xay) = TSln 72 + yQ - (1,2 + y2)2 cos 72 + yQ'
) ) 4y 3
33. aaxafy (z,y) = aayaj; (z,y) = (22 + y2)2’ daca y #0
0, daca y = 0.
Pentru drumuri y = mz, lim o (x,y) = 477” Deoarece limita depinde de
Cyme Qrpdy (m? +1)2
62

1ta ca li
m, rezulta ca A (I’y)lgf(lo’o) 900y

x Yy Y 2
34. a) d = ———dr + ———dy; d* = dx*—
a) f(l‘a y) W T+ \/m Ys f(l‘7 y) (LEQ + y2)3/2 z
2zy x 9

- (22 + 423/ ddy + (22 + 423/ dy”.

(x,y), deci aceste derivate nu sunt continue in (0, 0).

2
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Y 9 x
d dy; d S —
0 d60) = o s+ e s 1(010) = ~ G
) 3 2 .2\ /2 2
xdx? — Y dzdy + it Uit R dy?.

(x2+y2)3/2 (x+\/m)2(x2+y2)3/2
¢) df (z,y) = e*¥[(xcosy+ysinx+cosy+ycosz)dr—+ (xcosy—+ysinx —xsin y+

+sinx) dy|; d*f(z,y) = e Y[(xcosy + 2cosy + 2y cos x) dr? + 2(z cosy + ysin z+
+ycosz — zsiny + cosy +sinx — siny + cos x) drdy + (y sin x + 2 sin z — 2x sin y) dy?].

2cosy dx
d) d - d dy; d? =~y da’—
) f(xay) 372—|—4 x 4+sin2y Y; f(:r,y) (3724—4)2 z
2siny(6 — sin® y)
(4 + sin? y)2

e) df (x, y, z) = y*a¥ 1d:1:+:ry “zlnzdy +2¥ y*Inxlnydz; d*f(z,y,z2) =
= y* (Y —1)a¥ 2 de’+2¥v y* 22 Inz(y?z Ina4+2—1) dy? +2¥" y* Inz In? y(y* In 24-1) d2>+
+22¥ "y T 2 (12 In z) dady+22Y ~'y? Iny(14+y® In 1) dodz+22Y y* ' Inz(zy? In 2 In y+
+zIny + 1) dydz

sin C sin B
35. 100 |—<0.,4 291 ——— 436 ————
00' 0,4+0,29 smAsmB+0 36smAsmC’

d 39

36. Pentru 0 # 0, 7, f(() 0) = £ ; pentrud =0si=n A f( 0).
dv sinZf’

37 14

38 13

© 230

2
39. a) 6cosf — Tsinf; b) WCOS%-SiHQ.

dow O (20 OTY ow_ (o7 o\ ow_ (o5 or)
" Ox ou Ov)]’ Oy ou Ov)’ 0z ou  Ov

0z of  df 0z of 8f

o

b) oo = 2p 2l 4yl oo =gyl
) oe " %5 o oy = Pau 0
) % ysiny(sinx —xcosx) dz _ xsinz(ycosy — siny)
ox r2sin® y 4+ y2sin’ ’ 0y a?sin’y+y2sin’z
d) 2'(t) = 0.
0
41. a) E(z,y) = 2(1 +1n«’r)a—£ +ol@+y)+ @ +y)d (@ +y).
anf ki1pks n—ki—ka (n
48. S gk DT = g1k n—ki=ka ()

o"u 200 0"u 0" O0"u 8"
g T ae o g g € aen

§2. 22. f(z,y)=1—(z+2)*+2@x+2)(y—1)+3(y— 1)

23. a) P(z,y) =6(z+1)(y—1)+6(y—1)>+2(z+1)>=3(z+1)*(y—1)+2(y — 1)>.
b) P(z,y) = 17z + 56y + 1222 + 3xy + 61y + 42° — 1222y + 18xy? + 20y — 423y+

49.
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+32%y? + Sy + 232
24. Se dezvolta polinomul din membrul stang al ecuatiei dupa puterile lui x + 2 ot

not

=a'siy— 1= y. Obtinem: 2" + 2y — 22" + 22"y = 0.

25. f(z,y) =1+ax+by+ %(a%Q + 2abry + b*y?) + é[— cos (a& +bn) — 3sin (af+
+bn) cos (a& + bn) + cos®(a& + bn)]es @€+ (4323 4 3a2ba?y + 3ab®xy® + b3y?), € = O,
n=2~0y, 6 (0,1).

26. a) 0,82rad (47,03°); b) 1,08; ¢) —0,03; d) 3,03; ¢) 1,05.

2 n 2 ! 1/ 2 n
27. a) y'(1) = —1; y"(1) = —35 Y (1) = —3 b) 4'(0) = 0; y"(0) = 3 (0) =
9

3

28. a) 0z r Oz y 0%z 2 +a2? 0%z vy 0%z 22+ 92
ox 2 Oy 2z 0r? z3 0x0y 237 Oy? z3

0z yz 0Oz xz 0%z 20y’z 0%z 20 = 2xyz® — atytz

b - _ = — ot
) or 22—xy Oy 22—axy Ox? (22 — xy)3’ 0xdy (22 — zy)?
0?2 203y 2 ) 0z 1 0z 1 0%z 0%z 0?2
oy? (22 — zy)? ox dy Ox? 0xdy oy?
0z  xz Oz yz 0%z v’z 0%z wmyz 0%z
or  x2—y? Oy a2 —y2 0x2 (22 —y2)? Ozdy (22 —y?)2 Oy?
22z
(22 — y2)2’
0z 0z 0%z 0%z 0%z
29. —(0,0) = —-1: —(0,0) = —-1: —(0,0) =4; —— =3 —
81‘( Y ) ’ 8y( ? ) J 81‘2( 9 ) 3
) or g—z "oy g—i ’
82F (9F | 8F\%2 odF (dF | oF\ ( 8°F |, 8°F aF\2 (92F | o 8°F | 9°F
Pz e (mﬂL%) —254 (mﬂL%) (auaw+avaw)+(%) (W+26uav+W)

(&)

=4.

ow
. 2 . . 2 2 2
o, v B () -2gk o EE A2k (30) ] 42z o3 (55) +y 2 (%)
- 3
0xdy (xg_i_'_y%_f)
0z 0z 0z 0z
33. = —y = = deci — = f 2],
w2 = ), deci (a)
6 85 + 244/3 24 + 361/3
34. 1) = ——: Z'(1) = 2. b) ¢/(3) = 7V, gy = 2T 2V2
a) y'(1) 2'(1) - iy() 169 ; 2'(3) 53
— " 2 = —. d ! :—y_z ! =
y"(2) ) 2'(2) x_y,y(z)

4

z—x ou —au—yv Ou xv—yu Ov —xv+yu O

= y \ @ ) - =T 5 AT 5 9 AL 9 9 =
T —y (x#) )ax 2+y? " Oy x?+y? Ox x2+y? ' Oy

_aumgu o
$2+y2 ’(( a?J)?’é(U,O)),
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35, Ou _ —2yu— 9z*yv + 32°y*  Ou _ “2zu+t 20° — 3z’v 4+ 2%y
ox 2zy — 24uv + 8yu Oy 2zy — 24uv + 8yu
v 3x3y? + Syu? Cov  a'y + 8zu? — Suv?

Or  dayv — 48uv? + 16yuv’ Oy dzyv — 48uv? + 16yuv’

Pu 2zu'—dyvPv—2xy' —4AyPuv  0%v  20°uP 422y 4+ 2xuv’ + 20y
ox? (zu — yv)? " Oxdy (zu — yv)?

37. 2(r,) = 14 (20— 1) — (y = )] + 5 [~16(r ~ 1)” +20(x — 1)(y — 1) ~ 6(y~

—1)%] + Ra(z, ).

36.

D(x,y) D(u,v) a’ D(z,y, 2) 5 .
38. a =0 == ; C = 0" sin ¢;
) (0.0)  ° ) D(z,y) (22 +y?)? ) Dig.w.0) °°"7
D
d) % = abcx?y. Toate transformarile sunt regulate pe multimile indicate.
x’:u"z

39. a) v=1Inu; b) u? =v+2w; ¢) 22 +y?* =2 d) wv =w; e) w= (a®+b*+
+c)v —u; ) yi = yi + 493 + 4yt

40. x% = yg

o0x oy

41. u, v si w sunt dependente functional, relatia dintre ele fiind: (F(u)+1)(G(v)—
—1)(H(w) + 1) =1, unde F, G §i H sunt inversele functiilor f, g si h.

42. p(z) = e a. b € R, (¢ # const.) sau p(z) = Ce®™, (C = eb).

83. 23. a) z are doudl puncte de minim: M;(1,1), My(—1,—1); znin = 2(M;) =
= 2(My) = —2. b) z are punctele M*(,0), o € IR, a # 0, o # a puncte de minim
pentru « € (0,a) si puncte de maxim pentru 0466 (—oc,0) U (a,00) (2(M*) = 0) si

punctul M, <g, %) punct de maxim, z(M,) = a ¢) z are punctele M%(a,0), a €

432"
€ R, o # 0 puncte de minim pentru o > 0 gi puncte de maxim pentru a < 0 (z2(M*®) =
= 0) si punctul My(—1,2) punct de minim, z(My) = —4e™3. d) My(0,0) punct de
minim, z(M,) = 0; M°%(a, B) cu a, B € R, o®+ % = 1 puncte de maxim cu z(M%) =

=e ' e) Mi(V2,—V2), My(—v/2,v/2) puncte de minim, z(M;) = z(M,) = —8. f)
M,(2,1) punct de minim, z(M;) = —28; My(—2,—1) punct de maxim, z(M,) = 28.
a

g) Mus(a, B) cu ac + b3 + ¢ = 0 puncte de minim, 2(M,5) = 0; M°(2%,¢%), 2° = o

b
y? = - punct de maxim, 2(M°) = a*® + b* + ¢®. h) M(—144,24, —1) punct de minim,
c
2 1 4 1
uw(M) = —6913. i) M (1,—5,—§> punct de minim, u(M) = -3 j) My <§,1,1>
punct de minim, u(M,) = 4.
24. My(2km,0), k € Z puncte de maxim, f(My) = 2.
25. 1 =12, y=6, z=6; P =5184.

5 ar £ by a A bl £ a ing
26. Daca dy |J do (a2 7 3 sau & # 2L osau L # 02), se determina extremele
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functiei: f(z,7) =

=72+ Z—l(x—x1)+y1—b%(f 72) =] + [ (w =)+ 21— 2 (7—72) 23]

sau ale functiei g(z,T) = f?(x,T). Rezulta dist ((dy), (d2)) = fonin =

[(za — m1)(bica — bac1) — (Y2 — Y1) (a1ce — ager) + (20 — 21)(a1by — asb)]
\/(b1C2 — bycy)? + (a1cy — agey)? + (a1bg — aghy)?

Daca d; || dg, dy # dy (— =b - Cl) se determina extremele functiei h(z) =

a9 bo

\/ (x —x1)? (x — ) + Yo — y1] + {ﬁ(x —y) + 29 — zl} sau ale functiei
(z) = h?(x). Ob’glnem dist ((dy), (d2)) = hunin =
\/[02(3/2—?11)—52(2’2—21)] +[C2(3172—$1)—GQ(ZQ—Zl)]2+[b2($2_371)_‘12(92—91)]2.

a3 + b3+ c3

Daca (dy) = (ds), dist ((d1), (da)) = 0.

/T 12
27. a) M, b , a4 punct de maxim, z(M;) = ﬂ;
Vaz + b2 Va? + b2 ab
/7 12
My | — b ,— a4 punct de minim, Z(MQ) = _ai—i—b.
Va2 + b2 Va?+ b2 ab

b) My(z1,11), 1 = punct de maxim, 2,4, = 2(21, Y1) =

m’yl W

= Va? + b?; My (22, y2), 2 m’ Y2 = \/7
= 2(72,90) = —Va? + 17,
k(b — 2a) k(a — 2b)

c) Mi(z1,1), 71 = = punct de minim,

V3vVa? — ab + b2’ s V3Va2 — ab + b2

Zmin = 2(T1, Y1) = —ﬁ\/m5 M2, y2), 22 = \/_m’ N

punct de minim, z,,;, =

k(a — 20) 2%
= — unct de maxim, z,,,, = 2(22, —\/ —ab + b2.
v3 agfab;l;p ) e 3,
d) M, <§, 3 3) punct de maxim, u(M;) = 3; M, <—§, 3 —§> punct de minim,
U(MQ) = -3.

e) M s(+a,0,0) puncte de maxim, u(M; o) = a?; M;4(0,0, £¢) puncte de minim,
U(M3’4) = CQ.
f) u are punctele M*(a — 30,0,), @« € R, o # 0 51 o # g puncte de minim

pentru o € (0, %) i puncte de maxim pentru a € (—oc,0) U (%, oo) (u(M*) =0) i

M, (%, %, %) punct de maxim, u(M,) = %. |
1

g) Punctele (+1,0,0), (0,£1,0), (0,0, sunt puncte de minim, valoarea functiei

+
. . : f V2 :
u 1n aceste puncte fiind 0, iar punctele 2 ,0, £— 5 sunt puncte de maxim, valoa-



Indicatii si raspunsuri 341

(a—c)?

Y

h) Punctele (2,2,1), (2,1,2), (1,2,2) sunt puncte de minim, t,,;, = 4, iar punctele
<447> (474) <744> ¢ te d . 112
— =, = - =, = — =, = nt pun maxim, Upae = ——.
3733/ 37373/ \3 33 " PURCHE €0 THAs, 4 27

i) Daca % # % sau 0 # 2 sau % # & (adica OMy [ (P), My(xo, Yo, 20),
(P) : Ax + By + Cz = 0) atunci u admite un punct de minim Mj(zq,y;,2;) §i un

rea lui u in aceste puncte fiind

punct de maxim M (xa, Y2, 22):
R[(B2 + 02)$0 - AByg - ACZ[]]

Ti9 = * )

’ VA2+ B2+ (C?.- \/(Baro — Ayp)? + (Czg — Az)? + (Cyo — Bzp)?
. R[(A? 4+ C?*)yo — ABzy — BCz)

T A B2 2 \[(Bao — Auo)? + (Cao — Az0)? + (Cyo — Bao)?.
= R[(A? + B?)zg — ACxy — BCy)

i\/W2—1—6’2- \/(Baro — Ayo)? + (Czg — Az)? + (Cyo — Bzo)2.
Valorile minima si maxima ale functiei  (in punctele A/ 5) sunt:
\/(B:ro — Ayo)? + (Cxg — A2)? + (Cyg — Bzp)?

Dacd & = % = 2 (adici OM, L (P)) atunci u = const. = R* + x§ + y§ + 23

j) Mi(e, ¢, ¢, c) punct de minim, f(M;) = 4csi My(—e¢, —c, —c, —c) punct de maxim,
f(My) = —4e.

28. Se determina extremele functiei u(z,y,z) = \/(SE—!E[])Q + (y—v0)? + (2—20)?
sau ale functiei f(z,y,2) = v*(z,y, 2) cu legdtura Az + By + Cz + D = 0. Obtinem
_ |Azg + Byo+ Cz + D|

dist (My, (P)) = tmin = VA2 f B2+ (2

29. Deoarece a2 + b? + ¢ = 4R?(sin® A + sin? B + sin? C'), se determina valoarea

Uinmaz = B2+ 32 +9y2 + 22 F2R

maxima M a functiei f(z,y,2) = sin?x + sin® y + sin”® z cu legitura  +y + 2z = 7. Se

9
obtine M = 7

30. Se determina extremele functiei u(z,y,2) = \/(SE—!E[])Q + (y—10)? + (2—20)?
sau ale functiei f(z,vy,2) = u?(z,y, 2) cu legaturile Ax + By + Cz+ D =0 gi A'z+
+B'y+ C'z+ D' = 0. Rezulta dist (Mg, (d)) = Umin =

V(BC' = B'C)? + (AC" — A'C)? + (AB' — A'B)?
unde o = (AB'— A'B)yo+ (AC"' = A'C) 2+ (AD'— A'D), f = (AB—AB")xo+ (BC'—
—B'C)z+ (BD' — B'D), v = (A'C — AC")xy + (B'C — BC")yo + (CD' — C’DQ).

31. Se determina extremele functiei u(z,y) = 4zy (x,y > 0) cu legatura x_2+
a

y? av2 b2

+b_2 — 1 =10. Rezulta z,0r = 5 Ymaz = 9 (semilaturile dreptunghiului), iar
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Upnar — 2ab.

32. Notand cu z, y, z lungimile semilaturilor paralelipipedului avem de determinat
2 2
z

extremele functiei u(z,y, 2) = 8xyz, (x,y,z > 0) cu legatura x_ + ?2—2 + = —-1=0.
. av/'3 b3 V3 \/_abc
Obtlnem Tmaz = Ta Ymaz = Ta Rmax = Ta 1aT Umaxr = 9 .

22
33. Se determina extremele functiei u(z,y) = 7mxy, (r,y > 0) cu legatura —0+

+y_0 —-1=0. Obtlnem Tmin = \/ﬁ‘xﬂ‘a Ymin = \/ﬁ‘y0|; iar Umin = ZW‘nyU‘-

y?

4
34. Se determina extremele functiei u(z,y,z) = W:;yz
22
x2 + ZU T2 _1 = 0. Obtinem Zmin = V3|20|, Ymin = V30|, Zmin = V3|20, iar
Umin = 4\/_7T‘$Uy020‘.
35. Se determina punctele de extrem ale functiei u(x,y,z) = 22 4+ y? + 22 cu

3
legaturile 2 + y* = 1 si 22 4+ 3y + z — 1. Obtinem z ,, = Wikt Yhaw = ek 2l =

3

2
=1-VI3(ul, =15-2V/13)si22, = ——— y2 =——"" 22 =1+4./13,
( max ) > max \/ﬁ ymax \/ﬁ max

13  Ymin = 13 s Zmin =
=0 (ut,;,=1). Rezulta punctul(

2+6v3 3F4V3
13 7 13

(z,y,z > 0) cu legatura

= 1)7 l‘;lmn =

( maac = 15+2\/_) mzn
_2-6V3 , _3+4VE

13 I ymzn 1 3 I m'm

mm

ff*d

, 0> cele mai apropiate de

cel mai indepartat de origine gi punctele <
origine.

36. Se determina extremele functiei u(x,y,z) = gxy + 32z + 4yz (aria totald a
rezervorului) cu legatura xyz = % Obtinem x,,;, = gé/v, Ymin = V., Zin = %W,
iar U, = 6v/V2.

37. a) Zmae = 2(1,0) = =2; zpin = 2(0,1) = =5; b) umez = u(0,0,£10) = 300,
Umin = ©(0,0,0) = 0; ¢) Upaz = U (? @ 1) =14 V2, tpin=u (—1 1 1) =

3 2 J 27 27 2
_ 1
5
_ 1 1 ..
38. a) 1) Tmazr = 17 Ymaz = y(l) = 0; Tmin = §a Ymin = y<§> = _5; 11)
Toin = 1y Ymin = Y(1) = 1; Tinaw = —1, Ymaz = y(—1) = yo, unde gy, este solutia unica

a ecuatiei y3 + 3y -8 = 0: Yo € (1;2): 111) Tmin = 07 Ymin = y(o) - \:Vg: Tmazr = _27
Ymaz = y(_2) = -1 b) 1) Tmaz = Oa Ymaz = Oa Zmaer = 2+ 2\/g Tmin = 07 Ymin = 07
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3a? a
Zmin = 2 — 2¢/3; ii) puncte de maxim (o, 8) cu a® + %2 = —, 2ppaw = —=
V3; i) p 2 (e, ) 2= G
3a a
minim cua?+ = — Zmin = ——F—.
@ H a7 = v
39. a) 22’ — zlnz =0; b) 422" + (42 + 1 — 4\?)z = 0.
40. a) ¥ —6 Y +14 Y —16 ¥y +8y = 0; b) ¥ 4w’y = 0; ¢) t ¥ + ¥ +y = 0; d)

Y+4y +4y =0; e) a® ¥ +a*(m — 3a) ¥ +a(2a? —ma+n)y+ky_0
0 20" 0’

1. ) E=2 ) E= i o) E= 2.
VE=y M ) B e

; puncte de

42. a) u . —u' +e' =0; g) 2v’g+v”v’2—32 s N
e a>u£—5=0-;;a—i—ag—i=§; ©) Fo3 + gy = 0 d) Bt 2 = 0: o)
oudv =00 @ _UQ)%“W% Y5 =0 ) ;

44.a)u2g—2}—8a_15:0; b)aa—quO' C)Z_ZZO; d)gqu:(); 6)8671;):0

0°z 0z -
45. Ecuatia devine: a—+2uv a—+2(v—v)%+uvz = 0.
46. uf"(u) + f'(u) +cf (u) =

47. Ecuatia in noile variabile este:

2~
S (Z(u,v) = Z(x —at, x+at) = z(z,y))
udv
cu solutia Z(u,v) = f(u) + g(v). Deci z(t,x) = f(z — at) + g(z + at).
2 23 ~
48. Ecuatia devine: g—(b—l—g 5 = 0, unde ®(u,v) = ®(p(u,v), ¥ (u,v)) = ®(x,y).
dii 1 (ou)*, 1 [(ou) 0%u 1 0%
49. a) E, = (E) + 2anlo sin2g0 (%) ) (%) ;' b) By = o2 + ﬁa—@?-’_

1 0*u 20u ctgyou _ . : :
+mw + - r + 2 0y unde u(r, ¢, 0) = u(rsin ¢ cos §, r sin @ sin b, r cos @)

(= u(z,y, 2)).
so. p - (28, (9u\", (0u\' o _ o &u o
T\ og oy’ 07 ] " T 0 oy'2 027
9 ~ 9 ~
51.t28w+u28w+vaw—0

Ot2 ou? ov?



ANEXA

Tabel cu functiile elementare, derivatele si diferentialele lor

344
Functia
y=-c
y=2z" (daca a € R, x> 0)
y=a" (a>0)
y =log,x

(a>0, a#1, z>0)
y =sinx
Y =COST
y=tgx (cosz #0)
y = ctgz (sinx #0)
y = arcsinz, x € [—1,1]
Y = arccoszx, T € [—Ll]
Yy = arctgzx
y = arcctgx
y=1In(z+v22+a)
(z+ V22 +a>0)

;L 1
A
b 1
y= 14 z2
y' = !

Derivata
y =0
y' = azr® !
Yy =a"Ilna
1
v = rlna
"= cosx
"= —sinx
y' = 12
, cos”
v siligx
y’:ﬁ, z € (=1,1)
! ! re(—1,1)

Diferentiala
dy =10
dy = az® 'dx
dy =a"Inadx
_dx
~ zlna
dy = cos x dx
dy = —sinz dx
dx
dy = 5
cos?
dx
dy__si 2
o
Y V1 — x?
du — — dx
Y 1— a2
x
dy =
Y 1+ 22
du — dx
A

Anexa
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