loan STRAT

MECANICA

PENTRU INGINERI
CU APLICATII

EDITURA FUNDATIEI UNIVERSITARE
“Dunarea de Jos” GALATI 2007



CUPRINS

INTRODUCERE. ... e 7
(€11 1 L 1 s P PPN 7
Scurt 1StOT1C al MECANICII. ... v utete ittt 7
ODbIECTUL MECANICII. ¢+ vt eeeeee ettt 10
Concepte fundamentale ale mecanicii clasice............cooeeeiiiiiiiiiiiiiininin.e. 10
DivIZIUNIIE MECANICII. « v uvteetet e 11
Modele teoretice utilizate Tn MECANICA. .........ooviuiiiiiii i, 11
Principiile fundamentale ale mecanicii clasice..............ooviiiiiiiiiiiiiiin 12
Sisteme §1 unitati de MASUIA. ... .....o.iiiiiit i 13

1. NOTIUNI DE CALCUL VECTORIAL........cccoiiiiiiiiiiie 15
1.1. Marimi scalare si marimi vectoriale.................coooiii i 15
1.2. Compunerea a doi VeCtori CONCUIENET. .. ...ueuuintintntintieeieiineeeeieaieeenen 15
1.3. Compunerea a “n” vectori CONCUIENEL. ... ..ueuueueentieeiteteneeteaeeeeeaneanes 16
1.4. Descompunerea unui vector dupd doua directii concurente........................ 17
1.5. Descompunerea unui vector dupa trei directii concurente in spatiu............... 17
1.6. Produsul scalar a doi VECtOTT.......ovueiniiiii i, 18
1.7. Produsul vectorial @ doi VECTOTT. ... ..ouvuiiiiiiiiiiii i 18
1.8. Produsul mixt @ trel VECTOTT. ... ouuentt ittt 19
1.9. Dublul produs vectorial @ trei VECTOTT. .. .o.viuieriitiiti ettt eeeaeans 20

STATICA

2. REDUCEREA SISTEMELOR DE FORTE APLICATE RIGIDULUILI.............. 21
2.1. Caracterul de vector alunecator al fortei care actioneaza asupra rigidului....... 21
2.2. Momentul unei forte in raport cu un punct.............oooeeiiiiiiiiiiiiiiinnenn... 21
2.3. Momentul unei forte in raport CU 0 aXa.........oevuiieiieiiiiiiiiiieieieeenenn, 23
2.4, Cuplul de fOrte. ...o.vneei 27
2.5. Sisteme de forte echivalente. Operatii elementare de echivalenta................. 28
2.6. Reducerea unei forte aplicatd intr-un punct al rigidului. Torsorul................. 29
2.7. Reducerea sistemelor de forte aplicate rigidului. Torsorul de reducere. Variatia

torsorului cu punctul de reducere. Invarianti.................cooooiiiiiii 29

2.8. Torsorul minim si axa centrala................cocoiiiiiiiii i 31
2.9. Cazurile de reducere ale unui sistem de forte.................coooiiiiiiinn. 32
2.10. Reducerea sistemelor particulare de forte................ooooiiiiiiiiiiiiiiinin. 34
2.10.1. Reducerea sistemelor de forte concurente................coeveieina.... 34
2.10.2. Reducerea sistemelor de forte coplanere..................ooooeiiiinnn.e 35
2.10.3. Reducerea sistemelor de forte paralele...................oooiiiiina. 36
Testde evaluare. ... ..o 41



3. CENTRE DE GREUTATE (DE MASA).......oiimiiiiiiieee e,

3.1, Greutatea COrPUITIOT. .. .outi et
3.2. Centrul de greutate al unui sistem de puncte materiale..............................
3.3, MOMENTE STALICE. ...t eenett ettt et et
3.4. Proprietatile centrului de greutate.............coiiiiiiiiiiiiii e,
3.5. Centrul de greutate al corpurilor 0mogene............c.ovvviiiiiiiiiiiiennnennn..
Test de evaluare. . ......o.vie it

4. STATICA RIGIDULUIL. ... e

4.1. Echilibrul rigidului IIber............cooiiii e,
4.2. Echilibrul rigidului supus la legaturi fara frecare...................coooeiiiiin.
4.2.1. Generalitati. .. ..ouueint ittt
4.2.2. Legaturile rigidului........ ..o
4.2.2.1. Reazemul SIMPIU........cooiviiiiiiiiiiiii e

4.2.2.2. Articulatia. ......oooi

4.2.2.2.1. Articulatia sferica..............oooviiiiiiiiiii

4.2.2.2.2. Articulatia cilindrica..................ooo

4.2.2.3. INCASIIATCA. ... . ..o iii e

4.2.2.4. Prinderea cu fir.........ooiiiiiii e,

4.3. Echilibrul rigidului supus la legaturi cu frecare...............ccooovviviiiiiinn.nn.
4.3.1. Generalitati asupra fenomenului de frecare....................c..cooeit.
4.3.2. Frecarea de alunecare. .............ovueiiiiiiiiiiiiiiiieee,
4.3.3. Frecarea de rostOgolire. . .....o.vvueieiiiiii i
4.3.4. Frecarea in lagarul radial (articulatia cilindricd)...........................
4.3.5. Frecarea firelor. ... ...oooieii i
Testde evaluare. ... .....oouii i

5. STATICA SISTEMELOR MATERIALE. ...,

5.1. Torsorul fortelor INterioare. ............ocviuiiiiiiii i,
5.2. Teoreme si metode pentru studiul echilibrului sistemelor materiale..............
5.2.1. Metoda izolarii elementelor...............cooiiiiiii i,
5.2.2. Teorema SONAIfICATTI. ... vuuiti ittt
5.2.3. Teorema echilibrului partilor...............oooiiiiiiii
5.3. Sisteme static determinate si sisteme static nedeterminate.........................
Test de eValuare. .. ....oviii e

6. CINEMATICA PUNCTULUL. ...

6.1. Notiuni fundamentale. ...
6.1.1. Legea de MISCAre. .....oviuiit ittt et et eeeaans
T BV B 23 (eTe1 o) o £ D
0.1.3. VITEZA. ..ottt
6.1.4. Acceleratia.........ooiuiii i
6.1.5. Viteza si acceleratia unghiulard..................coiiii
6.2. Studiul miscarii puNCtUlUL. ......oeiii i
6.2.1. Studiul miscarii n coordonate carteziene..............coeevveeenneenneennnn.
6.2.2. Studiul miscarii in coordonate naturale....................cooeeiiiiiin...

78

78
79
79
79
80
81



6.3. Miscari particulare ale punctului.............coooiiiiiiii e 98

6.3.1. Miscarea rectiliniC...........oooiiiiiiiiiii i 98

6.3.1.1. Miscarea rectilinie uniforma........................oocciiin 98

6.3.1.2. Miscarea rectilinie uniform variata................................. 99

6.3.2. Miscarea CIrCulara. ............ooeiiiiiii i, 100

6.3.2.1. Studiul miscarii in coordonate carteziene.......................... 100

6.3.2.3. Studiul miscarii in coordonate naturale............................. 101

Test de evaluare. . ......o.oieiiei 106

7. CINEMATICA RIGIDULUL. ... 107

7.1. Miscarea generald a rigidului.............ooooiiiiiiiii i, 107

7.1.1. Mobilitatea rigidului............ooooiiiii 107

7.1.2. Distributia de VIteZE. ... ..oouiitiii it 108

7.1.3. Distributia de acceleratii...........cooeeieiiiiiiiiiii i, 109

7.2. Migcari particulare ale rigidului............ooiiiiiiii i 110

7.2.1. Misgcarea de translatie. ............oeviiiiiiiiiiiii i 110

7.2.1.1. Distributia de VIteZe...........ovviieiiiiiiiii e, 111

7.2.1.2. Distributia de acceleratii.............ooevviiiiiiiiiiiiiiii i, 111

7.2.2. Miscarea de rotatie (miscarea rigidului cu axa fixa)....................... 112

7.2.3.1. Distributia de VIteZe...........ccoieiiiiiiiiii i 113

7.2.3.2. Distributia de acceleratii............oooeieiiiiiiiiiiiiiiin. 114

7.2.3.3. Transmiterea migcarii de rotatie...........oevuevieiiniiieeiennnn... 115

7.2.3. Miscarea plan paralela...............coooiiiiiiiiiiiii e 118

7.2.3.1. Distributia de VIteZe...........evieiiiiiiiiii i 119

7.2.3.2. Centrul instantaneu de rotatie...............covevviiiiiiieinennennn. 120

7.2.3.3. Distributia de acceleratii.............ooovieiiiiiiiiiiiiiiiii, 122

7.2.3.4. Polul acceleratiilor............cooooiiiiiiiiii 123

7.3. Migcarea relativd a punctului.............oooiiiiiiii e 128

7.3.1. Derivata absoluta si derivata relativa a unui vector...................... 128

7.3.2. Definirea miSCarilor. ... ..ot 129

7.3.3. Compunerea ViteZelor. ... ...ooviiuiitiii it 129

7.3.4. Compunerea acceleratiilor.............coiiiiiiiiiiiiiiiiiii 130

Testde evaluare. ... .....ooii i 132
DINAMICA

8. DINAMICA PUNCTULUIMATERIAL. ... 133

8.1. Dinamica punctului material in migcare absoluta........................cooeiene 133

8.1.1. Notiuni fundamentale.................cooiiiiiii e 133

8. 1.1.1. Lucrul MmeCaniC. ... ..c.uvuiiuiniiiiiiii e 133

8.1.1.2. Functiade forta. ..o 134

B L.1.3. PULErea. ..ot 135

8.1.1.4. Randamentul......... ..ot 136

. L.1.5. Impulsul.....ooeeiii 136

8.1.1.6. Momentul CINETIC. .....ovuiiniiii e 136

8.1.1.7. Energia mecCaniCa. ........o.vvuuiriinieniaiieaneenieaeeeenneannnn. 137

8.1.2. Ecuatiile diferentiale ale miscarii punctului material..................... 138

8. 1.2.1. Generalitati......oovviuiiiiii i, 138

8.1.2.2. Ecuatiile diferentiale ale miscarii punctului material liber...... 138

8.1.2.3. Ecuatiile diferentiale ale miscarii punctului material supus la



JEALUTT. ..ottt e 141

8.1.3. Teoreme generale in dinamica punctului material......................... 141
8.1.3.1. Teorema impulsului..............cooviiiiiii e 141

8.1.3.2. Teorema momentului CINELIC. .....uvvvveireiiiiiiiiieeeieaen, 142

8.1.3.3. Teorema energiei CINETICE. .....ovuvieireeiieiiieeieeaieaneennnn, 143

8.2. Dinamica punctului material in migcare relativa..............c..coooviiiiiinn. 148
8.2.1. Legea fundamentala Tn miscarea relativa.................coooeviiiiiinnnn, 148
8.2.2. Sisteme INertiale..........ooieiiniiiiiii e 148
8.2.3. Repausul relativ.........ooiiiiiiiii e 149
Testde evaluare. ... ..o 151
9. DINAMICA SISTEMELOR MATERIALE SI A RIGIDULUL....................... 153
9.1. Notiuni fundamentale.............oooiiiiiiii e 153
9.1.1. Momente de INEertie MASICE. .......ueuutreentanee et aeeaeeeenieaeeneanan 153

L2 8 O B D 1) 115 153

9.1.1.2. Relatii intre momentele de inertie..................cooiiuinnn.. 155

9.1.1.3. Raza de INerti.........ouevuineiiiiiii e, 155

9.1.1.4. Variatia momentelor de inertie in raport cu axe paralele........ 156

9.1.1.5. Variatia momentelor de inertie in raport cu axe concurente.... 157
9.1.1.6. Directii principale de inertie. Momente principale de inertie.

Proprietati........coouviuiiii 159

9.1.2. Lucrul mecanic elementar al unui sistem de forte care actioneaza
asupra rigidului..... ..o 163
0.1.3. IMPulSul......oeii e 164
9.1.4. Momentul CINEHIC. ....o.vuuitie i 165
9.1.5. ENergia CINEtICA. ... .ouutent ettt et et e eaas 168
9.2. Teoreme generale in dinamica sistemelor materiale si a rigidului............... 170
9.2.1. Teorema impulSului.........oooeiiiiiii e, 170
9.2.1.1. Teorema miscarii centrului de masa.......................c.oeeeen. 171
9.2.2. Teorema momentului CINELIC. .......vuuitiiniiii i, 172
0.2.3. Teorema energiel CINEtICE. ... ..veurerriereeteirteteiteeeeitenneaneeaennns 174
Testde evaluare. ... .....ooiii 183
BIBLIOGRAFIE. ... e e 184



INTRODUCERE
GENERALITATI

Materia, migcarea, spatiul si timpul fac parte din notiunile cele mai
generale ale cunoasterii umane.

Materia este categoria filozofica care desemneazd realitatea obiectiva,
data omului prin simturile sale.

Prima modalitate de existenta a materiei, sesizatd de cunoasterea umana
este substanta, aspectul ei cantitativ fiind masa. Substanta are o structurd
discretd fiind constituitd din particule (electroni, protoni, neutroni) care
formeaza ansambluri relativ stabile, numite corpuri.

O alta forma de existentd a materiei este cdmpul fizic (gravitational,
electromagnetic) conceput ca un mediu material continuu, aspectul cantitativ
fiind caracterizat de intensitatea campului.

Miscarea ca mod de existentd a materiei cuprinde toate schimbarile si
transformarile care au loc in univers. Miscarea este conceputd in spatiu si timp
care sunt forme fundamentale, universale i obiective de existenta a materiei.

Spatiul este o reprezentare generalizatd a dimensiunilor corpurilor si a
distantelor dintre ele.

Timpul reprezintd imaginea generalizatd a intervalelor dintre evenimente
si a duratei fenomenelor.

SCURT ISTORIC AL MECANICII

Ca stiintd, Mecanica apare odatd cu acumularea si generalizarea
experientei in epoca creerii primelor mijloace de productie. In primul rand a
aparut Statica, dezvoltarea ei fiind legata de arta constructiilor din antichitate.

Aristotel (384 — 322 1.H) a ficut multe observatii juste asupra Staticii,
indeosebi asupra echilibrului, fiind preocupat de problema caderii verticale a
corpurilor grele desi a tratat-o metafizic, elaborand o teorie dupa care “corpul
tinde spre locul sau din natura”. Tot el este primul filozof care abordeaza
problema relativitatii miscarii.

Arhimede (287 — 212 1.H), mare geometru si mecanician, adeviratul
intemeietor al Staticii rezolva aproape toate problemele mecanicii care s-au pus
in timpul sdu. In lucrarile sale, “Despre pdrghii”, “Cartea reazemelor” si
“Despre echilibrul suprafetelor” da teoria parghiilor, rezolva echilibrul
sistemului format din doud greutati suspendate pe o bara care se poate roti in
jurul unui punct, elaboreaza regulile compunerii §i descompunerii fortelor
paralele, da definitia centrului de greutate, stabileste unele legi de bazad ale
hidrostaticii si face referiri la ceea ce mai tarziu va fi numit momentul fortelor.

In timpul Renasterii, odatd cu inflorirea artelor si a celorlalte stiinte,
Mecanica ia un avant considerabil, facandu-se saltul de la Statica la Dinamica,
studiul miscarii si al fortelor fiind in prim plan.



Marelui invatat si artist Leonardo da Vinci (1452 — 1518) 11 datoreaza
Mecanica, multe dintre ideile originale si indraznete care i-au trasat cdile de
dezvoltare in viitor. Leonardo da Vinci executa primele cercetdri experimentale
asupra caderii libere a unui corp greu, introduce notiunea de moment sub
denumirea de “momento” sau parghie potentiald. La Leonardo da Vinci gasim
unele indicatii cu privire la principiul deplasarilor virtuale, legile echilibrului,
egalitatea actiunii cu reactiunea, etc.; el studiaza ciocnirile si stabileste unele
reguli privitoare la frecare.

Evenimentul cel mai revolutionar al acestei epoci il constituie aparitia
conceptiel lui N. Copernic (1473 — 1543) asupra sistemului heliocentric si tot
acum apar lucrdrile lui Johan Kepler (1571 — 1630) cu privire la miscarea
planetelor in jurul Soarelui — celebrele trei legi ale lui Kepler.

Intreaga epoci e dominati de lucrarile lui Galileo Galilei (1564 — 1642),
unul din cei mai mari invatati ai epocii, luptator neinfricat impotriva invataturii
geocentriste si a scolasticii, descoperitor a multor legi de baza ale Mecanicii
clasice. Galileo Galilei formuleaza notiunile principale ale Cinematicii (viteza si
acceleratia) si stabileste formula caderii corpurilor; introduce notiunea de forta
ca agent mecanic i emite ideea relativitatii miscarii. Se poate spune cd istoria
Dinamicii incepe de la Galilei. El formuleaza legea inertiei aproape sub forma in
care este cunoscutd astadzi, teoria miscarii corpului greu pe un plan inclinat,
legile miscarii corpului lansat. Sub forma “regulii de aur” a Mecanicii, el aratd
in ceea ce priveste masinile mecanice, cat se castiga in forta, se pierde in viteza.

Isaac Newton (1643 — 1727) in lucrarea sa fundamentald “Principiile
matematice ale filozofiei naturale” a formulat cele trei principii fundamentale
ale Mecanicii clasice pe a caror baza se pot studia miscarile tuturor corpurilor,
inclusiv miscarea corpurilor ceresti. Newton descopera legea atractiei
universale, a studiat si descoperit legile fundamentale ale opticii, a pus bazele
calculului infinitezimal (diferential si integral).

V. Varignon (1654 — 1722) este cunoscut prin metodele sale geometrice
aplicate in mecanica, prin definirea completd a notiunii de moment si prin
teorema momentelor.

L. Euler (1707 — 1783) a dezvoltat dinamica punctului material utilizand
calculele analitice si diferentiale. El este creatorul Mecanicii corpului solid,
studiind primul, metoda miscarii corpului solid, in special a solidului cu un
punct fix, cu ajutorul celor trei unghiuri cunoscute sub numele de unghiurile lui
Euler. El este fondatorul Hidrodinamicii si al Teoriei stabilitatii barelor elastice.

M. L. Lomonosov (1711 — 1765) este primul care formuleaza principiul
conservdrii energiei, studiazd problema interactiunii intre corpuri, propagarea
caldurii, etc.

Spre mijlocul secolului al XVIII-lea incep sa fie formulate si principiile
variationale ale Mecanicii.

P. Maupertuis (1698 — 1759) formuleaza in 1744 Principiul minimei
actiuni, pe care il aplicd la explicarea legilor reflexiei si refractiei luminii si la
teoria ciocnirilor. Demonstratia matematica a acestui principiu a fost datd insa
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de Euler, iar generalizarea a fost facutd intr-o prima formad de Lagrange si in
forma completa de Jukovski.

J. D’Alembert (1717 — 1783) publica “Traité de Dynamique” unde este
formulata celebra sa metoda cinetostatica utilizata la rezolvarea problemelor de
dinamica.

J. L. Lagrange (1736 — 1813) a fost acela care a dezvoltat insa
considerabil partea teoreticd a Mecanicii, indeosebi in lucrarea sa “Mecanica
analitica”. Lagrange a creat Mecanica analitica pe baza principiului
deplasarilor virtuale, incercand sa demonstreze analitic, atat cat era posibil,
Principiul deplasarilor virtuale. El a demonstrat analitic Principiul d’Alembert
si a rezolvat problema oscilatiilor mici ale unui sistem de corpuri.

M. V. Ostrogradski (1801 — 1861) studiaza legaturile dependente de timp,
introduce notiunea de legaturi exprimate analitic prin inegalitati si aplica pentru
astfel de legaturi, principiul deplasarilor virtuale. Ostrogradski a dat o noua
forma ecuatiei generale a Dinamicii, ecuatie care integrata in raport cu timpul,
conduce la expresia cea mai generald a Principiului Hamilton-Ostrogradski.

W. R. Hamilton (1805 — 1865) aplica calculul variational in Mecanica si
formuleaza principiul care-i poartd numele.

Albert Einstein (1879 — 1955) a aratat ca se poate construi o teorie fizica,
perfect consecventd considerand rezultatul experientei lui Michelson (constanta
vitezei de propagare a luminii n vid, indiferent de sistemul de referintd) ca un
principiu. Acceptarea acestui principiu cerea in schimb sd se renunte la notiunile
de spatiu absolut si timp absolut ale mecanicii newtoniene. In cadrul noii teorii,
denumita de el teoria relativitatii, distantele si duratele erau relative, depinzand
de sistemul de referintd in care erau masurate. Totul se desfasoarda intr-o
varietate cu patru dimensiuni, trei dimensiuni fiind spatiale si una temporala,
cunoscuta sub numele de universul lui Minkowski, matematician lituanian care a
dat aceasta interpretare geometricd, teoriei relativitdtii. Unul dintre rezultatele
teoriei relativitatii 1l reprezintd legea de variatie a masei in functie de viteza.

my

JI=(v/c)?

unde m, este masa de repaus, v este viteza si ¢ reprezinta viteza de propagare a
luminii in vid.

Aceasta lege a dat nastere multor discutii filozofice, deoarece pornind de
la definitia masei datd de Newton, ca fiind o masurd a cantitatii de materie,
rezulta ca materia se putea crea sau distruge dupa cum viteza v a corpului crestea
sau descrestea. A trebuit corectatd si aceastd definitie a lui Newton, 1n sensul ca
masa este doar o mdsurd a inertiei corpului §i nu a cantitatii de materie. De
remarcat cd, desi ecuatiille mecanicii relativiste sunt diferite de ecuatiile
mecanicii newtoniene, tind cdtre acestea cand vitezele relative ale corpurilor
sunt neglijabile in raport cu viteza de propagare a luminii in vid.

In tara noastra, trebuie sa mentiondm pentru activitatea lor, in domeniul
Mecanicii teoretice, pe Spiru Haret (1851 — 1912), Andrei loachimescu (1868 —

m =
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1913) si Dimitrie Pompei (1873 — 1954) care au lasat importante studii de
Mecanicd teoreticd iar in cel al Mecanicii aplicate pe Anghel Saligny (1854 —
1925), Ion Ionescu (1870 — 1946), G. E. Filipescu (1885 — 1937), valorosi
ingineri care au executat importante lucrari ingineresti si au lasat studii de seama
in domeniul mecanicii teoretice si aplicate.

OBIECTUL MECANICII

Mecanica este stiinta care studiaza una din cele mai simple forme de
migcare a materiei cunoscuta sub numele de miscare mecanica.

Miscarea mecanica se defineste ca modificare a pozitiei unui corp sau a
unei parti a acestuia, in raport cu un alt corp considerat reper sau sistem de
referinta.

Miscarea mecanica raportatd la un sistem de referintd fix se numeste
miscare absoluta iar cea raportatd la un sistem de referintd mobil se numeste
miscare relativa.

Repausul este starea unui corp sau a unor sisteme de corpuri a caror
pozitii, fatd de un sistem de referintd raman neschimbate.

S-au intdmpinat mari dificultdti in gasirea unor sisteme de referinta
absolute. Incepand cu sistemul geocentric al lui Ptolemeu care considera
Pamantul fix, continuand cu sistemul heliocentric al lui Copernic care considera
Soarele fix, a fost acceptat, mai tarziu, un nou sistem de referinta (care constituie
la ora actuala, cel mai preferabil reper), cu originea in centrul de masa al
galaxiei din care face parte Soarele §i axele orientate catre stele extrem de
indepartate, in raport cu care legile mecanicii se verifica experimental.

CONCEPTE FUNDAMENTALE ALE MECANICII CLASICE

Primul model al mecanicii a fost definitivat de Isaac Newton in opera sa
fundamentald “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”, publicata in
1686 si reprezinta mecanica clasica. Mecanica clasica sau newtoniana studiaza
miscarea corpurilor materiale macroscopice, avand viteze mici in comparatie cu
viteza luminii. Notiunile fundamentale ale mecanicii clasice - spatiul, timpul si
masa - sunt considerate complet independente, iar proprietatile lor sunt absolute.

Spatiul este o reprezentare generalizatd a dimensiunilor corpurilor, a
pozitiilor reciproce si a distantelor dintre ele. In mecanica clasica, spatiul este
considerat tridimensional, infinit, continuu, omogen (diferite portiuni acestuia nu
se deosebesc intre ele) si izotrop (proprietatile dupa diferitele directii care pleaca
din acelasi punct nu se deosebesc intre ele).

Timpul reflectd o forma obiectiva fundamentald de existentd a materiel,
care caracterizeaza durata si succesiunea fenomenelor si proceselor materiale. in
mecanica clasica, timpul este infinit, continuu, omogen, uniform crescator $i
ireversibil (se scurge Intr-un singur sens §i are numai valori pozitive).
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Masa este o marime fizicd scalard strict pozitiva, care masoard doua
proprietati importante ale materiei, existenta sub formd de substanta: inertia si
campul atractiei universale (n particular, campul gravitational).

Inertia este proprietatea materiei de a-si conserva starea de miscare
mecanica pe care o are la un moment dat.

Cdmpul atractiei universale se manifestd prin forta gravitatiei universale
care se exercitd intre doua corpuri materiale.

DIVIZIUNILE MECANICII

Dupa natura corpurilor a caror miscare se studiaza, mecanica se divide in
Mecanica corpurilor rigide sau mecanica teoretica si Mecanica corpurilor
deformabile: mecanica corpurilor elastice si plastice (Rezistenta materialelor,
Teoria elasticitatii si plasticitatil), Mecanica corpurilor lichide §i gazoase
(Hidromecanica si Aeromecanica).

In toate aceste ramuri ale mecanicii, notiunile, principiile generale si
legile fundamentale sunt aceleasi, numai modul de utilizare difera, dupa natura
corpurilor carora le sunt aplicate.

Din punct de vedere metodologic, mecanica teoretica se Tmparte in trei
mari capitole distincte, a caror parcurgere succesiva este dictatd mai mult de
scopuri didactice.

Statica se ocupa cu studiul echilibrului corpurilor, studiind echilibrul
sistemelor de forte i reducerea acestor sisteme.

Cinematica studiaza miscarea corpurilor, fard sa tind seama de fortele care
le actioneaza si masa lor. Aceasta face un studiu geometric al miscarii.

Dinamica fiind capitolul cel mai complex, trateaza miscarea corpurilor
tinand seama de fortele care actioneaza asupra lor si de masa acestora.

MODELE TEORETICE UTILIZATE iN MECANICA

Pentru simplificarea studiului in mecanicd, corpurile materiale se
schematizeaza sub forma unor modele teoretice:

Punctul material este un punct geometric caruia i se atribuie masa. Acest
model poate fi utilizat si in cazul corpului solid de dimensiuni mari, cu conditia
ca fortele care 1l actioneaza sa fie concurente intr-un singur punct.

Continuul material reprezintd modelul unui corp la care se admite ca orice
element de volum contine materie (in acceptiunea de substantd), adica are masa.

Corpul solid rigid (rigidul) este un model utilizat Tn mecanica clasica,
reprezentand un continuu material nedeformabil.

Sistemul material reprezinta o multime de puncte materiale sau corpuri
solide, in interactiune mecanica.

Exista si o alta clasificare a modelelor utilizate in mecanica teoretica,
tinand seama de forma corpurilor:
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Linia materiala reprezintd modelul unui corp cu o singura dimensiune
celelalte dimensiuni (ale sectiunii transversale) fiind neglijabile. Corpul definit
de o linie geometrica cu masa distribuitd in lungul acesteia este reprezentat de
bara daca este rigid sau de fir daca este flexibil, inextensibil si torsionabil.

Suprafata materiala reprezinta modelul unui corp cu doua dimensiuni
comparabile, cea de-a treia (grosimea) fiind neglijabila. Corpul definit de o
suprafatd geometricd cu masa distribuitad pe aceasta este reprezentatd de placa
daca este rigida sau de membrana daca este flexibila.

Volumul material reprezinta modelul unui corp cu trei dimensiuni
comparabile ca marime. Corpul definit de un volum cu masa distribuitd se
numeste bloc.

PRINCIPIILE FUNDAMENTALE ALE MECANICII CLASICE

Mecanica clasica se bazeazd pe un numar de legi sau principii
fundamentale, numite si postulate sau axiome ale mecanicii clasice. Aceste
principii fundamentale nu pot fi dovedite complet pe cale experimentald sau
teoreticd dar se verificd in toate imprejurarile in care intervine aplicarea lor.

Isaac Newton a enuntat pentru prima oard in forma definitivd principiile
mecanicii pe care le-a denumit axiomele sau legile miscarii.

1. Principiul inertiei (Legea I-a)
Un corp isi pastreaza starea de repaus sau de miscare rectilinie §i uniforma
atdt timp cdt nu intervin alte forte care sa-i modifice aceasta stare.

2. Principiul actiunii fortei (Legea a I1-a)
Variatia miscarii este proportionala cu forta motoare imprimatd si este
dirijata dupa linia de actiune a fortei.

Pornind de la acest principiu, Newton a stabilit legea fundamentala a
mecanicii:

F =ma

3. Principiul actiunii i al reactiunii (Legea a Ill-a)
La orice actiune corespunde o reactiune egala si contrara sau actiunile
reciproce a doud puncte materiale sunt intotdeauna egale si de sens contrar.

4. Principiul paralelogramului fortelor (Corolarul 1)

Daca asupra unui punct material actioneaza simultan doua forte avand
directii diferite, efectul este acelasi ca si cand asupra punctului ar actiona o
forta unica numita rezultanta si care are ca marime, directie §i sens,
diagonala paralelogramului avdnd drept laturi, fortele considerate.

In enuntarea acestor legi, Newton a emis unele de ipoteze simplificatoare:
» notiunea de corp se refera la punctul material
» miscarea se raporteaza la un sistem de referinta absolut si imobil

» in legea a [I-a, masa este considerata constanta
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» 1n legea a Ill-a, notiunile de actiune si reactiune sunt conventionale intrucat
este impropriu spus ca fortele de actiune si reactiune isi fac echilibru, ele
actionand asupra a doud puncte diferite.

SISTEME SI UNITATI DE MASURA

Intrucat intre mérimile fizice existd o serie de relatii, se poate alege un
numar restrans de marimi fizice, independente numite marimi fundamentale, in
functie de care se pot exprima celelalte marimi numite marimi derivate.

Marimile fundamentale in mecanica fiind: lungimea L, masa M si timpul
T, marimile derivate se obtin din acestea cu ajutorul ecuatiei de dimensiuni:

[D]=L*M*"T"
unde ¢, [ ysunt numere pozitive, negative, intregi, fractionare sau nule.

Unitatile de masura ale celor doua categorii de marimi se numesc unitdati
de masura fundamentale $i unitati de masura derivate.

In tara noastra se utilizeaza Sistemul international de unitdfi de mdsurd
(S]) care are 7 unitati fundamentale: metrul (m) pentru lungime, kilogramul (kg)
pentru masa, secunda (s) pentru timp, amperul (A) pentru intensitatea curentului
electric, kelvinul (K) pentru temperatura termodinamica, candela (cd) pentru
intensitatea luminoasa si molul (mol) pentru cantitatea de substanta.

Unitatile de masurd fundamentale utilizate in mecanica sunt: metrul,
kilogramul 1 secunda.

Metrul este lungimea egald cu 1/650763,73 lungimi de unda in vid ale
radiatiei ce corespunde tranzitiei atomului de kripton 86 intre nivelele 2p; si ds.

Kilogramul este masa prototipului international de platina iridiata adoptat
in anul 1889 de Conferinta Generald de Masuri si Greutati si pastrat la Sévre.

Secunda este durata de 97192631770 perioade ale radiatiei corespunzatoare
tranzitiei Intre cele doua nivele hiperfine ale starii fundamentale ale atomului de
cesiu 133.

Principalele unitati de masura derivate, utilizate in mecanicd sunt:
newtonul (N), pentru forta, joule-ul (J), pentru lucru mecanic, wattul (W), pentru
putere si pascalul (Pa), pentru presiune.

Newtonul (N) reprezintda forta care imprima unei mase de [ kg, o
acceleratie de  m/s’.

Joule-ul (J) reprezintd lucrul mecanic efectuat de o forta de / N care se
deplaseaza cu I m pe propriul sau suport.

Wattul (W) reprezinta lucrul mecanic de / J efectuat intr-o secunda. Ca
unitate tolerati este utizat calul putere (CP). Intre cele doud unititi existd
hef -m _ ;s O8IN M _ o —0736kW : 1kW = ; !

S S ,
Pascalul (Pa) reprezinti presiunea exercitati de / N pe 1 m’.
Multiplii si submultiplii unitdtilor de masura sunt dati in Tabelul 1.1.
Principalele marimi utilizate Tn mecanica sunt date in Tabelul 1.2

relatiile: 7CP=75

5 CP=136CP
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Tabelul 1.1

Submultiplii Multiplii
Prefixul | Simbolul | Factorul de | Prefixul | Simbolul | Factorul de
prefixului | multiplicare prefixului | multiplicare
deci d 10" deca da 10!
centi c 10~ hecto h 10
mili m 10”7 kilo k 10°
micro U 10 mega M 10°
nano n 107 giga G 10’
pico p 10" tera T 10"
femto f 107 peta P 10"
atto a 10" exa E 10"
Tabelul 1.2
Marimea Simbo- | Ecuatia de | Dimensiu- | Unitatea
lul definitie | nile in SI | de masura
in SI
Lungimea [ - L m
Masa m - M kg
Timpul t - T S
Aria A A=F L’ m’
Volumul |4 V=>r L’ m’
Unghiul plan a a=1l/R - -(rad)
Perioada T T=2mw T S
Frecventa f f=1T T Hz
Viteza % v=r LT m/s
Acceleratia a a=r LT~ m/s’
Viteza unghiulara ) w=0 T s
Acceleratia unghiulara £ e=0 T s
Masa specifica Je, o=m/V L°M kg/m’
Greutatea specifica y y=G/WV L°MT" N/m’
Momentul de inertie J J=Yml’ L'M kgm®
Forta F F =ma LMT” N
Momentul fortei M M =rxF L°MT" Nm
Impulsul H H =mv LMT"' kgm/s
Momentul cinetic K K =rxH L*MT" kgm®/s
Energia cinetica E E=mv2 | L’MT” J
Lucrul mecanic L L=[Fdr L*MT* J
Puterea P P=dLdt | L’MT” W
Percutia P P=[Far | LMT” Ns
Presiunea p F/A L'MT” Pa
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1. NOTIUNI DE CALCUL VECTORIAL
1.1. MARIMI SCALARE SI MARIMI VECTORIALE

Marimile care sunt complet determinate prin valoarea lor numerica
(pozitiva sau negativa) se numesc marimi scalare sau scalari.

Marimile care sunt complet determinate prin valoarea lor numerica, prin
directie s1 sens se numesc marimi vectoriale sau vectori.

Vectorul reprezentat prin segmentul de dreapta orientat se numeste vector
liber. In cazul cind pentru definirea vectorului este necesari precizarea
suportului, acesta se numeste vector alunecator; daca este necesara si precizarea
punctul de aplicatie , acesta se numeste vector legat.

1.2. COMPUNEREA A DOI VECTORI CONCURENTI

Considerand doi vectori @si b cu originea in punctul O si unghiul dintre
suporturile celor doi vectori, «a,
suma sau rezultanta celor doi
vectori este vectorul ¢, definit
ca marime directie si sens de
diagonala paralelogramului

construit cu vectorii asi b, ca
laturi (fig.1.1.a).

c=a+b (1.1)

Mairimea vectorului
rezultant este: 3 b
‘E‘z\/a2+b2+2abcosa (1.2) Fig. 1.1

Considerand ca referintd, suportul vectorului a, directia vectorului
rezultant este definita de unghiul £

sin =

bsina

\/az +b° + 2abcosa

(1.3)

Expresia analiticd. Considerand ca vectorii @ si b definesc planul Oxy,
vectorul rezultant ¢ va fi situat in acelasi plan, cei trei vectori putand fi
exprimati prin proiectii pe axele sistemului mentionat, (fig.1.1.b):

a= axf+ayj,' l;sz17+by]_’; c = cxf+cy] (1.4)

Conform relatiei (1.1) putem scrie:
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cii+c,j=(ai+a,j)+(bi+b,j)

(1.5)

Rezultd componentele pe axe ale vectorului rezultant c :

¢y =a,+b.; c,=a,+b,

Marimea vectorului rezultant este:

c|= e +¢? = \(a, +b )* +(a, +b, )’

(1.6)

(1.7)

iar directia este datd de unghiul y dintre suportul vectorului rezultant si axa Ox:

c a,+b
tgﬂ/:—y: L

¢, a,+b,

(1.8)

1.3. COMPUNEREA A “n” VECTORI CONCURENTI

Regula paralelogramului poate fi extinsa la compunerea unui numar
oarecare de vectori concurenti V;, V,,....V,, ajungdndu-se la o constructie

Vs

grafica numitd regula poligonului vectorilor, laturile acestuia fiind vectorii din
sistem. O latura V; a poligonului se obtine prin construirea unui vector

echipolent cu vectorul ¥V, avand ca origine,

extremitatea vectorului V,_

; S$1 ca extremitate,
originea vectorului V,_;.

Rezultanta sistemului de vectori este
definitd ca suma vectoriald a vectorilor V;:

V=V +V,+.+V, =DV, (1.9)
i=1

Constructia grafica reprezintd segmentul
de dreapta care uneste originea primului vector
V,, cu extremitatea ultimului vector ¥V, din

acest poligon (fig.1.2.a).

Regula  poligonului, pentru cazul
particular de compunere a doi vectori concurenti
se numeste regula triunghiului (fig.1.2.b).

Expresia analitica. Suporturile vectorilor
din sistem fiind orientate in spatiu se va
considera un sistem de axe cartezian
triortogonal Oxyz fatd de care vor fi exprimate

Ild,

0
componentele pe axe ale acestor vectori /
(fig.1.2.c). Notand proiectiile pe axe ale

vectorului 7, cu V,, Vi, Vi st ale vectorului

1
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rezultant ¥, cu V,, V,, V., conform relatiei (1.9) se scrie:
— n _ _ —
VA +V, j+V.k =Y (Vii+V,j+V k) (1.10)
i=1

Analog rationamentului anterior,
rezultd valorile componentelor pe axe
ale vectorului rezultant:

Marimea vectorului rezultant este: C

l=vZeviev?  (12) Fig. 1.2
1ar directia data prin cosinusurile directoare:
V. vy v

cosa ==, cosf=—, cosy=— (1.13)
v | 4

1.4. DESCOMPUNEREA UNUI VECTOR DUPA DOUA DIRECTII
CONCURENTE

Descompunera unui vector ¥ dupi doui
directii concurente d; si  d, TInseamna
determinarea sistemului de vectori concurenti
V, si V, a ciror rezultantd este vectorul 7 sau

d, Ild,

ld,

determinarea componentelor 7, si V, ale
acestuia, pe cele doua directii d; si d,. Folosind
regula paralelogramului, prin extremitatea
vectorului ¥ se construiesc paralele la directiile
d; s1 d,, punctele de intersectie cu aceste directii
definind extremititile vectorilor V; si V5, ca in

figura 1.3. Fig. 1.3

1.5. DESCOMPUNEREA UNUI VECTOR DUPA TREI DIRECTII
CONCURENTE iN SPATIU
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Se aplica regula paraleogramului
in douid etape. In prima etapad se
descompune vectorul ¥ dupid una din
cele trei directii, spre exemplu d; si o
directie d; ,, obtinuta ca intersectie dintre
planul format de celelalte doud directii,
d; s1 d; cu planul format de cea de-a
treia directie d; si vectorul V', rezultand
componentele V5 si V5.

In etapa a doua se descompune
componenta V; , dupa directiile d; si d; Fig. 1.4

rezultind componentele V7, si V.

Vectorul V' _reprezinta  diagonala paralelipipedului avand ca muchii,
componentele V;, V, s1 V; (fig.1.4).

1.6. PRODUSUL SCALAR A DOI VECTORI

Numim produs scalar al vectorilor @ si b, notat @ -b , scalarul c:
c:c_z-I;:‘a_Hl;‘cosa (1.14)

unde « este unghiul format de suporturile celor doi vectori.

Produsul scalar al vectorilor @ si b poate fi exprimat ca produsul dintre

marimea unui vector si proiectia celuilalt pe acesta, si invers (fig.1.5).
?éZF@kmazﬁmaé (1.15)
a-b= ‘b”a‘cosa = ‘b‘pr];a

Expresia analitica. Cand vectorii a si
b sunt exprimati prin proiectiile pe axele
sistemului triortogonal Oxyz:

(1.16)

a=a+a,j+ak
b=b,i+b,j+ak
expresia analitica a produsului scalar devine:

J-Z;zaxbx+ayby+azbz (1.17)

Fig. 1.5

1.7. PRODUSUL VECTORIAL A DOI VECTORI

Produsul vectorial al vectorilor a si b este un vector ¢, definit astfel:

c=axb (1.18)
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Vectorul produs vectorial are urmatoarele caracteristici:

a. marimea (modulul) vectorului:
c| =|alp|sina (1.19)

reprezentdnd aria paralelogramului avand ca laturi cei doi vectori, a caror
suporturi formeaza unghiul .
b. directia este datd de o dreapta perpendiculard pe planul definit de cei doi
vectori
c. sensul este dat de regula surubului drept: sensul de Tnaintare al surubului
situat pe suportul vectorului ¢, prin rotirea vectorului @ citre vectorul b, in
sensul parcurgerii unghiului minim dintre cei doi vectori (fig.1.6).

Expresia analitica. Cei trei vectori putand fi exprimati prin proiectii pe

axele sistemului triortogonal Oxyz:

a=a
b=bi+b,j+bk (120)
E:cx17+cy]_'+czlg

produsul vectorial este scris sub
forma determinantului,

l

_:axl;:

k
,oa.| (1.21)
bZ

Fig. 1.6

a, a
b, b,
prin dezvoltarea acestuia, rezultand componentele pe cele trei axe ale vectorului
produs vectorial, ¢ :

¢y =a,b,—ab,
¢, =a,b,—ab, (1.22)

c,=a.b,—a,b,

1.8. PRODUSUL MIXT A TREI VECTORI

Produsul mixt a trei vectori , @, b si ¢ este prin definitie, produsul scalar
dintre vectorul a si vectorul produs vectorial, b x ¢ adica un scalar d:
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d=(a,b,c)=a-(bxc)  (1.23)
Produsul mixt este un scalar si
reprezintd  volumul paralelipipedului
avand ca muchii marimile celor trei
vectori (fig.1.7).
(a,b,c)=|bxe| pra=A-h=V (124)

Intrucat ‘b X E‘ = A reprezintd aria

bazei paralelipipedului avand ca muchii
cei trei vectori iar pry, -a = h reprezintd
inaltimea paralelipipedului.

Expresia analitica. Daca vectorii sunt cunoscuti prin proiectiile lor pe
axele sistemului triortogonal Oxyz atunci produsul mixt (1.23) poate fi exprimat
analitic:

X y 4
(a,b.c)=a-(bxc)=|b, b, b, (1.24)
Cy €, ¢,

1.9. DUBLUL PRODUS VECTORIAL A TREI VECTORI

Dublul produs vectorial al vectorilor @, b si ¢ este un vector d egal cu
produsul vectorial dintre vectorii @ si b x¢ fiind situat in planul vectorilor b si
¢ , conform relatiei:

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c (1.25)

Daca cei trei vectori sunt cunoscuti prin proiectiile lor pe axele sistemului

triortogonal Oxyz conform (1.20), atunci dublul produs vectorial se scrie:

i j ok
d=ax(bxc)=(a,i+a,j+a.k)xb, b, b.|=
Cy €, C;
azj_'—ayl; axE—azf ayf—axj
=| b, b, b, |=
C, Cy c,

=(a.c, +a,c, +aZcZ)(bsz+by]_'+bZl€)—
—(asb, +a,b, +aZbZ)-(csz+cyj_'+cZ/€):

=(a-¢)b—(a-b)c
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STATICA

2. REDUCEREA SISTEMELOR DE FORTE APLICATE RIGIDULUI

2.1. CARACTERUL DE VECTOR ALUNECATOR AL FORTEI
CARE ACIIONEAZA ASUPRA RIGIDULUI

Un corp se numeste rigid, daca distanta dintre doud puncte oarecare ale
corpului rdmane aceeasi cand asupra lui actioneaza un sistem de forte finite,
oricat de mari. Aceastd conditie nu se realizeazd deoarece corpurile sunt
deformabile. Materialele care intervin In structura corpurilor utilizate in tehnica
(metal, lemn, etc.) sunt putin deformabile, asa incat intr-o prima aproximatie,
deformatiile lor pot fi neglijate, ajungand astfel la notiunea de solid rigid.

Se considera un rigid
actionat in punctul 4, de forta
F (fig.2.1.a). In punctul B, ‘ ‘
situat pe suportul fortei F , se
introduc doua forte egale si de 7
sens contrar, F si — F , ceea J J
ce nu schimba efectul fortei
F, aplicati in punctul A
(fig.2.1.b). Forta F din A4 si : g ‘
forta —F din B isi anuleazi Fig. 2.1
efectul, astfel cd asupra rigidului actioneazi numai forta F aplicati in punctul B
(fig.2.1.c). Rezultd ci o fortdi F poate fi deplasatd pe propriul suport, firi ca
efectul ei asupra rigidului sa se modifice. Vectorul forta care actioneaza asupra
rigidului are proprietatea de vector alunecator.

2.2. MOMENTUL UNEI FORTE iN RAPORT CU UN PUNCT

Momentul unei forte in raport cu un punct exprima capacitatea fortei de a
roti corpul asupra cdruia actioneaza in jurul unei axe care trece prin acest punct
si este perpendiculara pe planul determinat de suportul fortei si punctul respectiv
(fig.2.2.a).

Momentul unei forte F in raport cu un punct O este produsul vectorial
dintre vectorul de pozitie 7, al punctului de aplicatie 4, al fortei si forta F .
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My(F)=rxF (2.1)

Conform proprietitilor produsului vectorial, momentul M,(F ) este un

vector aplicat in punctul O,

perpendicular pe  planul
definit de vectorii 7 si F
(fig.2.2.b), al carui sens este
dat de regula surubului drept
(sensul de inaintare al
surubului agezat in punctul O
pe suportul momentului M,

actionat de o cheie cu forta

F avand ca brat, vectorul de
pozitie 7 ), iar modulul dat
de relatia:

M, (F )| = |F|F|sin(7,F) (2.2)
sau punand in evidentd distanta b, de la punctul O, la suportul fortei F , numit
bratul fortei:

M, (F )| =|F|b=Fb (2.3)
Proprietati:

1. Momentul unei forte in raport cu un punct este nul cand suportul fortei
trece prin acel punct.

2. Momentul unei forte in raport cu un punct nu se modificd dacad forta se
deplaseaza pe propriul suport.

Considerand forta F in doud pozitii, 4 si B (fig.2.3.a) si notand cu 7,
respectiv 7', vectorii de pozitie ai punctelor 4 si B, momentul in raport cu
punctul O al fortei F in cele doui situatii devine:

My(F,)=FxF

My(Fy)=F'xF =(r+AB)xF =7rxF
intrucat ABxF =0,
vectorii AB si F
fiind coliniari.
3. Momentul unei
forte in raport cu un
punct este un vector
legat, motiv pentru
care se modificd la

schimbarea polului.
Fie O s O Fig. 2.3

punctele in raport cu care
se calculeaza momentul fortei F' .
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My(F)=F'xF =(0'0+7)xF =FxF +00'xF =My(F )-00'xF (2.4)
Intrucat punctul O reprezinta originea sistemului, pozitia tuturor celorlalte

puncte se raporteazd la acest pol, motiv pentru care vectorul O'O=-00'.
Relatia (2.4) exprima legea de variatie a momentului la schimbare polului.

Expresia analitica. Avand expresiile analitice ale vectorului de pozitie
7 s1 ale fortel F :

F=xi+yj+zk; F=Fi+F,j+Fk (2.5)
rezultd expresia analiticd a momentului fortei F in raport cu punctul O.
i j Kk
MyF)=rxF=|x y z (2.6)
F. F, F,

Proiectiile momentului M, pe axele sistemului triortogonal Oxyz (care
reprezinti momentul fortei F in raport cu axele: Ox, Oy, Oz) sunt:

M, =yF, —zF,
M, =zF, —xF, (2.7)
M, =xF, - yF,

2.3. MOMENTUL UNEI FORTE iN RAPORT CU O AXA

Momentul unei forte F 1in raport cu o axi A reprezinti proiectia pe acea
axd a momentului fortei F , calculat in raport cu un punct arbitrar de pe axa.

Se considerd forta F , aplicatd in 4 si axa A, caracterizati de versorul
(fig.2.4.a). Dacd « este
unghiul  dintre  vectorul
My(F) si axa 4, in baza
definitiei, proiectia acestuia
pe axa A este:

MA(P_“):‘MO(F)‘cosa(ZS)

Se poate demonstra ca
momentul M ,(F ) este egal

cu produsul scalar dintre
momentul M,(F) si

versorul u al axei A.
M(F )t =|M,(F )-1-cosa =|M,(F )jcosa =M 4(F) (2.9)
Cum M,(F )=7xF, rezulti:
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M (F)=My(F)-u=(rxF)-u=(rF,u) (2.10)
~ Momentul unei forte in raport cu o axa este produsul mixt al vectorilor
7, F,u , care este un scalar. Daci vectorul F are sens de rotatie in sensul pozitiv
al axei 4, semnul scalarului M (F ) este pozitiv; dacd sensul de rotatie al
vectorului F in jurul axei A este contrar sensului pozitiv al axei, semnul
scalarului M ,(F ) este negativ.
Proprietati:
1. Pozitia punctului de pe axa A, fatd de care se calculeazda momentul
M ,(F ) este arbitrara (fig.2.4.a).
Fie doud puncte O si O’ de pe axa A fatd de care se calculeaza momentul
M ((F) (fig.2.4.a).
My(F)=7xF
My (F)=My(F)u=(rFxF)-u
]\70,(17)zf'xfz(m+7)x}7=wx}7+7xf
MY(F)=My(F)-u=|[(00'xF )+(FxF )|-u
—(00'xF)-u+(FxF)-u=(FxF)u=M,(F)
Produsul mixt (O'Ox F )-i =0, vectorul O'O si versorul # sunt coliniari.
2. Conform expresiei momentului M (F ), dati de produsul mixt (7, F,i ),

momentul unei forte in raport cu o axa 4 este nul dacd forta si axa sunt
coplanare: concurente, paralele sau confundate.

In aplicatii se foloseste o altd definitie a momentului unei forte in raport
cu o axa: momentul unei forte F in raport cu o axd A este egal cu scalarul
momentului proiectiei fortei F intr-un plan normal la axd, calculat in raport cu
punctul in care axa intersecteaza planul (fig.2.4.b).

Se descompune forta F 1in componentele: F, reprezentind proiectia

fortei F in planul normal la axa A si F,, paraleld cu axa A. Considerand

proiectia punctului de aplicatie 4, al fortei F in planul normal la axi, 4; si
proiectia vectorului de pozitie 7 al punctului de aplicatie al fortei F' in planul
normal la axd, 7; pot fi scrise relatiile:

F=F+F,, F=r+A4,

N

(2.11)
MA(F)=(rxF )-ii =|(r, + 4, A)x(F, + Fy )]t =
= (7 xFy ) +(7x Fy )i + (A AxFp ) -w + (4 Ax Fy )-u = (2.12)
=(Fx Fy )t = Mo(F))-it = 4, x |

(FyxFy )il =(A;AXF, )it =( A;Ax F, )-ii =0, vectorii fiind coplanari.

Expresia analitica. Exprimand sub forma analitica, vectorii 7, F,u :
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F=xi+yj+zk, F = szT+Fy]_'+FZl€, u= uxlT+uyj_'+uZl; (2.13)
expresia analitici a momentului fortei F in raport cu axa A4, devine:
u, u, u

y z

M (F)= (2.14)

X
X y z
F. F ¥ F.
Aplicatii. 1. Asupra unui rigid actioneazi o forta P, orientati dupi muchia FG a
cubului din figura 2.5. Muchia cubului avand lungimea a sa se determine momentele acestei
forte in raport cu toate varfurile cubului si sa se reprezinte vectorii moment.

Rezolvare. Se vor calcula marimile vectorilor moment ca produs dintre forta si bratul
fortei (metoda bratului), directiile si sensurile fiind indicate in figura 2.5.

M| =|OF x P|=0G - P=2aP

M ,|=|4F x P|= 4F - P =\2aP

[M y|=|BF x P| = BF - P=aP

[M|=|CFx P|=CG-P=aP

|M | =|DF x P|= DG - P=aP

[M | =|EF x P|= EF - P=aP

Fig. 2.5

42| =[M 6| =0
Conform proprietatii /, momentul fortei P in raport cu punctele F si G este nul,

intrucat suportul acesteia trece prin aceste puncte.
Pentru verificarea calculului momentelor se utilizeaza metoda analitica:

ik i jk
Ml):ﬁXﬁ: a a a:—aP]_'+aPl; MA :ﬁxﬁ: 0 a a:_aPJ_'_i_aP];
-P 0 0 -P 0 0
‘MO‘:\/(—aPy +(aP)2 :\/EaP ‘MA‘Z\/(—aP)Z +(aP)2 =\/3aP
i j Kk
MB:B_XF: 0 0 a:_an
-P 0 0
7, =ar
ik P j ok
MD:_FXﬁI a a 0|=aPk ME:ﬁXF: 0 a O0l=aPk
-P 0 0 -P 0 0
‘MD‘:aP ‘ME‘:aP
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2.0 forti F de mirime ‘17 ‘ = 9kN actioneaza pe dreapta definitd de segmentul 4B si

este orientati de la A citre B (fig.2.6). Sa se calculeze momentele fortei F in raport cu

punctele O, C si D, daca punctele respective au urmatoarele coordonate exprimate in metri:
A(7,4,2),; B(0,0,6); C(1,2,0); D(0,4,8).

Rezolvare. Pentru rezolvarea problemei este

utilizati metoda analitici. Forta F fiind un vector 00 D{0,4,8)

alunecdtor, punctul de aplicatie al acesteia, situat pe
segmentul 4B se ia A. Cum expresiile momentului

fortei F in raport cu cele trei puncte sunt:

]\70(}7)=a><F:_0><1‘7

M, (F)=DAxF =7, xF x
€1,2,0
vectorii OA,CA,DA si F se vor exprima prin Fig. 2.6
proiectii pe axe.
OA=7y=x,i+y,j+z,k=7i+4j+2k
CA=Te =(x,4=xc Ji+(y4=ve )j+(z, =2 Jk =61 +2j+2k
mZFD =(x, _xD)lT+(yA_yD)j+(ZA_ZD)E=7ZT_6];

Versorul fortei F este versorul segmentului AB, i ,, si are expresia:
i = AB _ (xB_xA)lT;'(yB _yA)j;'(ZB_ZA)Ii _ —712—45"'4? :i(—717—4]+4l€)
4B \/(XB_XA) +(yp=Y4) +(25—24) V72 rd v gt 9
Forta F poate fi scrisi sub forma:

F =|F|-it 4 =9-é(—7i—4}+41€)=—72—4}+41€ (kN )

Vectorii moment si marimile acestora devin:

i ]k
My(F)=iyxF =7 4 2\=24i—42j; |M,(F)=N24"+42° =484kN-m
-7 -4 4
i j k
My (F)=r.xF=|6 2 2|=16i-38j—10k; ]\70(17)‘:\/162+382+102 =424 kN -m
—7 -4 4
ik
My(F)=iyxF=|7 0 —6|==24i +14j-28k; |Mc(F ) =24+ 14 + 287 =394kN - m
—7 -4 4

3. Asupra unui corp actioneazi o forta O de marime ‘@‘ =42P si al carei suport este

diagonala fetei superioare a cubului de muchie a, reprezentat in figura 2.7. Sd se calculeze
momentele acestei forte in raport cu muchiile cubului si sd se indice sensurile lor.
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Rezolvare. intrucét forta O si muchiile OD, BF, DE, EF, FG si DG definesc un plan,
conform proprietatii 2, momentele acestei forte in raport cu muchiile respective sunt nule.
Mop =Mpp =M pp =M pp =M pg =M pg =0
Pentru determinarea momentului fortei 0 in raport cu celelalte muchii ale cubului,
calculul se va efectua tabelar, avand in vedere modul de calcul pentru aplicatii

Axa A Planul normal la | Punctul de intersectie Momentul M,
axa A axa-plan
04 ABFE A Mos= Q”(EA) = aP
AB BCGF B Myz=-Q’(FB) = -aP
CB ABFE B Mcp=Q”(FB) = aP
ocC BCGF C Moc=-0Q’(GC) = -aP
AE DEFG E M= Q(HE) = 2P a2 /2 = aP
CcG DEFG F Mcg=-O(HG) = -[2P a2 / 2= -aP

Calculele pot fi verificate utilizind metoda analitica
My =uy, M, =i-(OFxQ)=

1 0 0
=|la a a|l=aP
-P —-P 0
MABZZ’_IAB'MA:J_"(FXQ):
0 1 0
=0 a a|=-aP
-P —-P 0
1 0 0
Moy =iigg Mo =i-(CFxQ)=|a 0 al=aP
-P —-P 0
0 1 0
-P -P 0
0 0 1
MAEzﬁAE-A?A:l;-(ﬁxé): 0 a a=aP
-P -P 0
0 0 1
Moo =tipg -Myo=k-(OFxQ)=|a 0 al=—aP
-P -P 0
2.4. CUPLUL DE FORTE

Cuplul de forte reprezintd un sistem de doud forte egale §i de sens contrar
care actioneaza pe doua suporturi paralele asupra aceluiagi rigid (fig.2.8).
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Cuplul de forte tinde sa roteascd rigidul in jurul unei axe perpendiculare pe
planul definit de suporturile celor doua forte.
Proprietati:
1. Proiectia unui cuplu pe orice axa v
este nula. Se deduce ca rezultanta ﬁ
cuplului de forte este nula. 0
Considerand axa de versor u, se
poate scrie: i - F +iut-(—F )=0
2. Efectul cuplului de forte aplicat
unui rigid se masoard prin
momentul cuplului.

M=7,x(-F )+, xF =
=(rg -7y )xF =ABxF Fig. 2.8

Il

Momentul cuplului de forte este un vector perpendicular pe planul fortelor
care formeaza cuplul, sensul fiind dat de regula produsului vectorial (surubului
drept) iar marimea este data de produsul dintre fortd si bratul cuplului (distanta
dintre fortele cuplului masurata pe perpendiculara comuna).

M| = \Euﬁ\sm(ﬁf )=Fb (2.16)

3. Momentul cuplului de forte este un vector liber, intrucat rdmane
neschimbat , indiferent de punctul fata de care se stabileste expresia sa. In raport
cu un alt punct O’, expresia momentului devine:

M' =7y x(=F )+iyxF =(rg -y )xF = ABxF =M

2.5. SISTEME DE FORTE ECHIVALENTE. OPERATII ELEMENTARE
DE ECHIVALENTA

Intrucat in continuare vor fi studiate sisteme de forte care actioneazi
asupra rigidului, se pune problema determinarii efectului mecanic al acestora,
exercitat asupra diferitelor puncte ale rigidului. Este util deci, sa se inlocuiasca
sistemele de forte oarecare date, cu sisteme de forte mai simple, care sa produca
in orice punct acelasi efect mecanic.

Doua sisteme de forte care actioneaza asupra unui rigid si produc in orice
punct acelasi efect mecanic se numesc sisteme echivalente.

Pentru realizarea unor sisteme de forte echivalente dar mai simple se
aplica fortelor o serie de operatii, astfel ca sistemul de forte dat sa ramana
echivalent cu el insusi, numite operatii elementare de echivalenta.

1. O forta care actioneaza asupra rigidului poate fi deplasatd pe propriul
suport;
2. In sistemul de forte se pot suprima sau introduce dousi forte egale si direct
opuse;
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3. Mai multe forte concurente pot fi inlocuite prin rezultanta lor sau o forta
poate fi inlocuita prin componentele sale.

2.6. REDUCEREA UNEI FORTE APLICATA INTR-UN PUNCT AL
RIGIDULUI TORSORUL

Se considerd un rigid actionat de o fortd F in punctul 4, al cirui vector
de pozitie in raport cu un punct O este r (fig.2.9). A reduce aceasta fortd intr-un
punct oarecare O, inseamnd a determina efectul mecanic exercitat in O, de forta
F, aplicatd in A.

Avand in vedere operatiile de echivalenta, se introduc in O, fortele F si
—F . Fortele F' din 4 s1i —F din O formeaza un cuplu al carui moment este
MO =rxF

Forta F si cuplul de forte reprezentat prin momentul M, se numesc
elemente de reducere in O ale fortei date. Ansamblul celor doud elemente
alcatuiesc torsorul de reducere in punctul O al
forter F' aplicata in 4 si se noteaza:

F (2.17)
Ty — = .
MO =rxF

Schimband punctul de reducere in O,

torsorul isi modificd numai momentul a carei

variatie la schimbarea polului este data de
relatia (2.4).

F
0l (2.18)
MO!:MO_OO,XF

2.7. REDUCEREA UNUI SISTEM DE FORTE APLICATE RIGIDULUI.
TORSORUL DE REDUCERE. VARIATIA TORSORULUI CU
PUNCTUL DE REDUCERE. INVARIANTI

Se considera un rigid actionat in punctele 4;, 4,,...... , 4,, de fortele F,
}72,. N Fn, (fig.2.10.a). Un punct oarecare A4;, raportat la polul O este definit de
vectorul de pozitie 7;. A calcula efectul mecanic produs in O de actiunea

simultand a fortelor din sistemul dat inseamna a reduce pe rand toate fortele
sistemului, obtinand in O, doua sisteme de vectori concurenti:

-sistemul de forte 171, F. geenens Fn, a carui rezultanta este:
R=F +F,+...+F,=)F, (2.19)
i
-sistemul de cupluri M P M 2 genenns M . » al cdrui moment rezultant este:
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MOZM]+M2+ ..... +A7 :ZMZZZFZXF_; (2.20)
Forta rezultanti R si momentul rezultant M, formeazi un sistem
echivalent cu sistemul de forte dat, numit torsorul de reducere in punctul O.
R=YF,
i
Tps — (2.21)
"|M, =3 FxF,

1 1

Reducand sistemul de
forte intr-un alt punct O’, se
obtine:

i

Expresia momentului M, tindnd seama de relatia (2.4), devine:

My =Y F'xF, =) (0'0+7r, )xF, :Z%xfi +> ExF; =

S . : (2.23)
=Y xF;+0'0xY F, =M, -00"xR
Torsorul in punctul O’ al sistemului de forte este:
R
Ty — . — _ (2.24)
Mor :MO _OOIXR

Comparand relatiile (2.21) si (2.22) se deduce cd in raport cu puncte
diferite de reducere, rezultanta este aceasi, In timp ce momentul rezultant
variaza, legea de variatie a acestuia fiind data de relatia (2.23).

Rezultanta R este primul invariant al operatiei de reducere.

Efectuand produsul scalar R -M,, numit trinom invariant si avand in
vedere ci produsul mixt R -( 00'xR )=0, fiind produs mixt cu vectori
coplanari, obtinem:

E'Morzﬁ‘(MO_OO’XE):E‘MO (2.25)
Trinomul invariant R-M, este al doilea invariant al operatiei de

reducere.
Forma analiticd a trinomului invariant R - M, este:

R-My=RM, +R,M,+R.M, (2.26)

Proiectia momentului rezultant M, pe directia rezultantei R este:
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_ R RM,+R M, +RM,

R JRI+R? +R?
Vectorul M p, coliniar cu rezultanta R se va scrie:
— _ R-My, R

Proiectia momentului rezultant pe directia rezultantei M , fiind raportul a
doud marimi invariante R - M, si R este in consecintd, tot 0 marime invarianta
a operatiei de reducere (fig.2.10.b). Adica:

MRz‘]WO‘cosaz‘MO"cos,B (2.29)

Trinomul invariant i proiectia momentului rezultant pe directia
rezultantei nu sunt doud marimi invariante independente. La reducerea intr-un
punct a unui sistem de forte exista doi invarianti, R §1 R - M.

2.8. TORSORUL MINIM SI AXA CENTRALA

Facand reducerea sistemului de forte, in diferite puncte ale rigidului,
torsorul de reducere este diferit datoritd midificdrii momentului rezultant.
Se descompune momentul rezultant M ,, in doua componente: M 5, dupa

directia rezultantei R si M, , dupd o directie situatd intr-un plan normal la

directia rezultantei (intersectia dintre planul normal la rezultanta R si planul
definit de vectorii R s1 M ).

Cum componenta M , este invarianti, modificirile momentului M, se
datoresc componentei My, care in functie de punctul de reducere poate lua

orice valoare si orice pozitie in planul normal pe rezultanta R. Rezultd ca
proiectia momentului rezultant pe directia rezultantei este valoarea minimd pe
care o poate lua momentul cand se face reducerea sistemului de forte.
Mp=M,,, (2.31)
Rezultanta si momentul minim definesc torsorul minim.

R=3F
i

min

(R [R

Locul geometric al punctelor in care torsorul are valoare minima, adica
momentul este minim se numeste axd centrala.
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2.9. CAZURILE DE REDUCERE ALE UNUI SISTEM DE FORTE.

In baza proprietitilor de reducere ale unui sistem de forte, aplicat unui
rigid se pot stabili patru cazuri posibile de reducere a sistemului, la cel mai
simplu sistem echivalent
» Cazul 1: R=0; M =0. Torsorul sistemului de forte este nul. Sistemul dat

este echivalent cu un sistem de forte in echilibru si in consecintd un rigid
actionat de un astfel de sistem de forte este in echilibru.
» Cazul 2: R=0; M, #0. Torsorul sistemului de forte este alcatuit din

momentul rezultant M ,. Sistemul de forte dat este echivalent cu un cuplu de
forte care actioneaza intr-un plan perpendicular pe M.
> Cazul 3: R #0; M, = 0. Torsorul sistemului de forte este constituit din forta
rezultantd R . Sistemul de forte este echivalent cu o forti R , aplicati in O.
» Cazul4: R #0; M, # 0. Elementele torsorului sunt diferite de zero.
> Subcazul 4a: R-M, =0. Cei doi vectori sunt ortogonali. Sistemul de
forte este echivalent cu o fortd unici R, suportul acesteia fiind axa
centrald i momentul minim M ,,;, avand valoarea nula.
> Subcazul 4b: R-M, # 0. Cei doi vectori formeazi un unghi a#7/2.

Sistemul de forte este echivalent cu un torsor minim pe axa centrala, adica
o fortd R s$iun moment minim M ,,;,.

Aplicatie. Asupra unui corp solid actioneaza sistemul de forte avand ca suporturi,
muchiile si diagonalele cubului ca in figura 2.11. Stiind ca ‘E‘:P (i=1+6),
‘I_’]‘=\/§P (j=7,8) si muchia cubului a, se

cere:
1. Sa se reduca sistemul de forte in puntul O
2. Sa se determine sistemul echivalent, constituit

din fortele:
a. PP, P, P,;
b. PPy, Ps, Py
c. Pp.P;.P Ry
d. PP By
Py

e. PP,

Rezolvare. 1. Sistemul de forte redus in
punctul O este definit de torsorul sistemului de forte,
calculat in acest punct.
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Exprimand sub forma analitica, fortele, cat si momentele acestora in raport cu polul O,
obtinem:
_:PE; E:—Pl;; I_’3=Pl€; I_’4=—Pl€; P, =—Pi ; l_’ézPlT;

1_’7=\/_P(—£1—£J)—— - Pj; l_)g=x/_P(£ £J) Pi +Pj

My(P;)=0; My(P,)=04xP, =aix(~P )k =aFj ;
M,(P;)=OBxP, =(ai +aj )x Pk =aPi —aPj; M,(P,)=0C x P, = aj x (—P )k =—aPi ;
My(P;)=0; My(P;)=0DxP; =akxPi=aPj; M,(P,)=0;

M, (P, )=ODx P, =ak x(Pi + P} ) =—aPi +aPj .

Prin insumarea celor doud categorii de vectori obtinem:
R=P, +P,+P;+P, +P, + P, + P, + Py =
=Pk — Pk + Pk —Pk —Pi+Pi —(Pi+Pj)+(Pi+Pj)=0
My =M(B)+My(P,)+My(P;)+My(F,)+My( P )+My(F; )+ My( B )+My(B;) =
=0+aPj+(aPi —aPj )—aPi +0+aPj+0+(—aPi +aPj) =—aPi + 2aP;

Torsorul sistemului de forte in punctul O este:

R=0
T P _ _
"\ M, =—aPi + 2aPj

2. Pentru determinarea sistemului echivalent se calculeaza torsorul in punctul O al
sistemului de forte dat si in functie de valorile celor doud elemente ale acestuia poate fi definit

acest sistem.
2.a.Torsorul in punctul O, al sistemului de forte P,, P,, P;, P, este:
R =P, +P,+P;+P, = Pk — Pk + Pk — Pk =0
Ty — T _T_ o _ _ _ _ _
Sistemul dat este echivalent cu un sistem de forte in echilibru
2.b. Torsorul in punctul O al sistemului de forte P,, P,, P;, P; este:
R=P, +P,+P; + P, =Pk — Pk —Pi +Pi =0
T
NMy=My(P )+ My(P,)+My(P; )+ My(P,)=0+aPj+0+aPj=2aPj #0
Sistemul dat este echivalent cu un cuplu de forte, al carui moment este M, =2aPj .
Acest cuplu este creat de fortele 13, si 132 situate pe muchiile paralele OD si EA,

respectiv P; si Pj, situate pe muchiile paralele 40 si DE.

2.c. Torsorul in punctul O al sistemului de forte P;, P;, P,, Py este:

"\ My =M,y(P, )+ My(P, )+ M (P, )+ M,(P; )= 0-+(aPi —aFj ) +0-+(~aPi +aFj ) =0
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Sistemul dat este echivalent cu o fortd unici R = 2Pk , aplicati in O.
2.d. Torsorul in punctul O al sistemului de forte P,, Ps, P; este:

R=P,+P;+P;, =—Pk—Pi +Pi =—Pk #0
Tos . . _ _ _ _
0 My=M,(P,)+M,(P;)+M,(P;)=aPj+0+aPj=2aPj+#0
Trinomul invariant devine:
R-M,=~Pk-2aPj=0

Sistemul de forte dat este schivalent cu o fortd unici R = —Pk , pe axa centrala A.

2.e. Torsorul in punctul O al sistemului de forte P;, P,, Py este:

R=P;+P,+Py=—Pi—(Pi+Pj)+
+(Pi+Pj)=—Pi #0

My=My(P;)+M,(P,)+M,(Py)=
=0+0+(—aPi +aPj)=—-aPi +aPj # 0

Ty

Trinomul invariant este:
R-M,=—Pi-(—aPi +aPj)=aP’ #0

Sistemul de forte dat este echivalent cu un torsor minim pe axa centrala A.
Torsorul minim are expresia:

R=-Pi
R-M, R aP’ -Pi -

‘ =— = =—aPi
"/ R PP

min M

2.10. REDUCEREA SISTEMELOR PARTICULARE DE FORTE
2.10.1. REDUCEREA SISTEMELOR DE FORTE CONCURENTE

Un sistem de forte care actioneaza asupra unui rigid constituie un sistem
de forte concurente, daca suporturile lor sunt concurente intr-un punct.

Fie un sistem de forte F,, aplicate unui rigid in punctele 4,, (i = 1, 2, ...,
n), avand suporturile concurente in punctul O
(fig.2.12). Fortele F, fiind vectori alunecitori se
pot deplasa pe propriile suporturi, astfel ca
punctele 4; sd coincida cu punctul O.

Torsorul in punctul O al acestui sistem de

forte este:
R=YF
i

7, (2.33)

Torsorul minim este constituit din
rezultanta iar axa centrald, suportul rezultantei.
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Sunt posibile doua cazuri de reducere:

> Cazul 1: R =0; M, =0. Sistemul de forte este echivalent cu un sistem de
forte in echilibru.

> Cazul 2: R #0; M, =0. Sistemul de forte este echivalent cu o fortd unica

R , aplicati in O.
2.10.2. REDUCEREA SISTEMELOR DE FORTE COPLANARE

Se numesc forte coplanare, fortele ale caror suporturi sunt situate in
acelasi plan [P]. Reducand sistemul de forte intr-un punct O, situat in planul [P]
se obtine torsorul sistemului in acest punct, compus din forta rezultantd R si
momentul rezultant M ,, perpendicular pe planul fortelor (momentul rezultant
reprezintd suma vectoriald a momentelor fortelor din sistem, calculate in raport
cu punctul O si care sunt prin definitie, perpendiculare pe planul fortelor).

Trinomul invariant este R - M, = 0.

Pentru sistemele de forte coplanare
existd urmatoarele cazuri de reducere:
> Cazul 1: R=0; M, =0. Sistemul de

forte este echivalent cu un sistem de
forte in echilibru.
> Cazul 2: R=0; M, #0. Sistemul de

forte dat este echivalent cu un cuplu de #
forte de moment M, perpendicular pe

planul fortelor.
> Cazul 3: R#0; M, =0. Sistemul de
forte este echivalent cu o fortd unicd R, aplicatd pe axa centrald care trece
prin O. B -
» Cazul4: R#0; M, #0; R-M, =0. Sistemul de forte este echivalent cu o
fortd unicd R , aplicatd pe axa centrala.
Pentru studiul analitic al sistemului de forte coplanar (fig.2.13) se
considera ca plan al fortelor, planul Oxy de ecuatie z =0. Fortele F; s1 vectorii

Fig. 2.13

de pozitie 7; ai punctelor de aplicatie 4; ale fortelor au expresiile:

Fi=Fui+Fyj; 1 =xi+y;j (2.34)
R=F=Fi+YF,j=Ri+R,j
7 i j ok (2.35)
My=3FxF=3|x  y 0= (F, -y F)k=Mk=Msk
F, F, 0
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2.10.3. REDUCEREA SISTEMELOR DE FORTE PARALELE

Sistemul de forte F,, (i = I, 2, ...,n) ale ciror suporturi sunt paralele cu o

directie comuna, de versor u , formeaza un sistem de forte paralele (fig.2.14).
O fortd F; din sistem poate fi scrisa in functie de versorul u , astfel:
F,=Fu (2.36)
unde F; este o marime algebrica, pozitivd sau negativa, dupd cum forta este

orientata in acelagi sens sau in sens contrar, versorului u .
Rezultanta sistemului este:

R=YF =Y Fi=(SF i 237

Scalarul rezultantei este egal cu suma algebrica a scalarilor fortelor.
Momentul rezultant in punctul O este:

My =27 xF =Y nix(Fu)= () Fi)xu (2.38)

Trinomul invariant este nul

R-M, = {(ZFZ-)J}{(Z Fi7; )% a} =0 (2.39)

datoritd coliniaritatii a doi termeni din produsul mixt.
Cazurile de reducere ale unui sistem de forte paralele sunt:

> Cazul 1: R=0; M, =0. Sistemul de forte
este echivalent cu un sistem de forte in
echilibru.

> Cazul 2: R=0; M, #0. Sistemul dat este
echivalent cu un cuplu de forte de moment
M , perpendicular pe directia fortelor.

> Cazul 3: R#0; M, =0. Sistemul de forte
este echivalent cu o fortd R, aplicati in O.

> Cazul 4. R=#0; My,#0; R-M,=0.
Sistemul de forte este echivalent cu o forta
unica R, aplicata pe axa centrala.

Fig. 2.14

Axa centrala. Centrul fortelor paralele.

Axa centrald reprezintd locul geometric al punctelor unde momentul este
nul, intrucat R - M, = 0. Pentru determinarea axei centrale se utilizeazi relatia
(2.4) care exprima momentul intr-un punct curent P, situat pe aceastd axa si
unde OP =7 este vectorul de pozitie al punctului P.

Mp=M,~OPxR =0 (2.40)

Inlocuind pe R si M o cu expresiile date de (2.37) s1 (2.38), obtinem:
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(Y Fii)xu—rx(D) F, Ju=0 (2.41)
sau schimband pozitia factorului scalar in al doilea produs vectorial rezulta:

(Y FF )xit —(Y F; JFxit =0

(Y. Fi =Y Fr)xu=0 (2.42)
i i
Produsul vectorial fiind nul, cei doi vectori sunt coliniari.
Y Fr—-Y Fr=1u (2.43)
i i

Vectorul de pozitie al punctului curent P, de pe axa centrala este:
2En

’ — u
YFEYF
i i

(2.44)

7y =

!

2

i

notand cu = A, rezulta:

2 Fif;
7= ZF — it (2.45)

i

Relatia (2.45) reprezintd ecuatia vectoriald a axei centrale (fig.2.14) care
este o dreaptd paraleld cu directia comuna a sistemului de forte, datd de versorul
u i care trece printr-un punct fix C, numit centrul fortelor paralele.

Vectorul de pozitie al centrului fortelor paralele C este:

Y FiF,
i

Te = 2.46
Coordonatele centrului fortelor paralele C sunt:
2 Fix; 2 Fiyi 2 Fz
Xo = d =1 (2.47)

= " y = ,' Z
E S YR Y YR
i i )

Proprietatile centrului fortelor paralele.

1. Daca toate fortele sunt rotite in acelasi sens, cu acelasi unghi, axa centrala se
va roti Tn acelasi sens si cu acelasi unghi, trecand in permanenta prin punctul
C, intrucat vectorul 7. nu depinde de versorul directiei comune.

2. Centrul fortelor paralele nu depinde de sistemul de referintd, fiind o
caracteristicd intrinseca a sistemului de forte.
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Considerand noua origine a sistemului, O’si O'O =71, vectorii de pozitie ai
punctelor de aplicatie ale fortelor in raport cu noua origine pot fi scrisi sub
forma:7,'=r, +r;. Vectorul de pozitie al centrului fortelor paralele raportat la

noul sistem va fi:

Y ER Y F(hy+i) Ry F Y FrR
— 9 1 — i _ i i
“T3F SF, SF O SE
i i i

i

=1 trc

vectorul de pozitie al centrului fortelor paralele s-a modificat la fel ca pentru
oricare punct 4;, deci pozitia centrului C fata de punctele 4; nu s-a schimbat.

3. Vectorii forta sunt vectori legati, caz in care centrul fortelor paralele are o
existentd intrinsecd, pozitia acestuia fiind functie de pozitia punctelor de
aplicatie s1 scalarii fortelor. Daca fortele sunt considerate vectori alunecatori,
punctul C nu mai are semnificatie.

2.10.3.1. REDUCEREA FORTELOR PARALELE, DISTRIBUITE

Fortele paralele, perpendiculare pe segmentul de dreapta 4B, situat pe axa
Ax, de lungime / sunt distribuite dupa o lege de variatie, p = p(x) (fig.2.15). Se
urmareste determinarea rezultantei, R si pozitia centrului fortelor paralele, x.

Notam prin p(x), forta pe unitatea de lungime la distanta x, de capatul 4,
masurata in N/m. Marimea rezultantei R se obtine prin integrarea pe lungimea /,
a fortei elementare, dR, creata de forta distribuitd p(x) consideratd constanta pe
elementul infinitezimal dx.

/
R= j@dR - ! p(x)dx  (2.48) R plx)

Pozitia centrului fortelor paralele
distribuite C este definita de abscisa xc:

i "
p(x)xdx
g g 2.49
Xc = J‘ dR - ( . )
0

Marimea rezultantei R este aria campului de distributie a fortei iar
suportul acesteia trece prin centrul de greutate C al suprafetei.

a.  Forta distribuita uniform. Forta se distribuie constant pe lungimea
barei (fig.2.16), legea de variatie fiind:

p(x)=p=ct. (2.50)
[

R = Ipdx = px‘é = pl (2.51)
0
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S|

!
_[pxdx —
[

0

— (2.52
2( )

Xc =

0 =
!

X

j pdx 0
0

O sarcina distribuitd uniform este
echivalenta cu o sarcind concentrata
R=pl, aplicata la mijlocul portiunii
incarcate, xo =1/2.

dR R = pl )
' P
ERIIEERRIIN 11X
e x | |dx C B
K= U2 |
Fig. 2.16

Forta distribuita triunghiular. Valoarea maxima a fortei distribuite

este p (fig.2.17) iar legea de variatie pe lungimea barei, data de functia:

b.
X
p(x)=p7 (2.53)
Lox ple pl
R=|p—dx=— =— (2.54
gpz | Ty @Y
0
/
- 3
J.plxdx K}
xc =% = f:% (2.55)
2
J.pfdx r
) ! 2 )

R=17l

Fig. 2.17

O sarcina distribuitd triunghiular este echivalentd cu o forta de marime
R = pl/2,aplicata la distanta x- =21/ 3, de capatul A.

Forta distribuita parabolic. Valoarea maxima a fortei distribuite

este p (fig.2.18) iar legea de variatie pe lungimea barei, data de functia:

C.
2
p(x)= P (2.56)
/ xZ px3l pl
R=|p—di="— =-—(.57
ipzz o7 3@
0
L2 A
IPTde —
. 41, 31
Xe =5 =, :?(2.58)
Ipx—dx x?
3 r
0 ! 3,

Fig. 2.18

O sarcind distribuitd parabolic este echivalentd cu o fortd de marime
R = pl/3, aplicata la distanta x- = 31/4, de capatul 4.
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Aplicatii. 1. O forta distribuitd uniform actioneazd pe semicercul de razd r.
Intensitatea fortei pe unitatea de lungime este p. Sa se reduca sistemul de forte in punctul O.

Rezolvare. Forta distribuitd pe semicerc constituie un sistem de forte concurente.
Torsorul in centrul semicercului O este constituit numai din forta rezultanta.

Datorita simetriei, suportul rezultantei este dat de axa de simetrie Ox a semicercului,
componenta pe directia axei Oy fiind nula.

Pentru o pozitie curentd a arcului elementar d/, definitd de unghiul la centru 6, forta
elementara care actioneaza pe acesta este:

dR = p-dl = prd@
Cum:
ﬁ:pr+pyj:—pcosl9-f—psinl9-j
si
d§=delT+d§y]_':—prdﬁcosﬁ'f—prdgsinej

rezultanta care se obtine prin integrare:
R= [dR= [prdo
(D) (D)
poate fi scrisa prin componentele pe cele doud axe

R=Ri+R,j

si ale caror valori sunt:
T

2 z
= J-de :_P’”J.COSQ-d6’=—prsint9|2ﬁ =-2pr
(D) T -5

2

T

2 z
= IdRy =—pr Isin@-d@zprc0s¢9| 2 =
(D) fr 2

2
Rezultanta este un vector de marime ‘R‘ = 2pr situat pe axa Ox si care actioneaza in

sens contrar acesteia.

2. Asupra unei placi (fig.2.20) actioneaza sistemul de forte coplanar, de marimi, F; =
F, =P, F; =2P si un cuplu de moment M =2aP, ale cérui forte sunt situate in planul

celorlalte. Daca suportul fortei F} trece prin punctul A(a, 0) si formeaza cu axa Ox, unghiul

a=w/4,sase determine sistemul echivalent.
Rezolvare. Reducand sistemul in originea O,
elementele torsorului in acest punct sunt:
R=F,+F,+F, =

J_J_J_

=Pi+Pj +—P(—z _X2 )=

=2Pj#0
M, =]\7+@x173 = 2aPk +

Z. 2

+az><\/_P(—z——])— aPk #0
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Cum R-M, =0, sistemul este echivalent cu o forta unici pe axa central, a cirei ecuatie
este:
M, =xR, - yR

X

aP=-2Py = y:—%

adicd o dreapta paraleld cu axa Ox la distanta a/2 sub aceasta.

3. Asupra unui corp actioneaza sistemul de forte paralele din figura 2.21. Daca
F,=F,=F; =P, sa se reducd sistemul de forte in O si sa se determine coordonatele

centrului fortelor paralele.

Rezolvare. Torsorul in punctul O al sistemului de forte este:

3 3
My =Y 04 xF =() FO04)xk

i=1 i=1
Rezultanta are directia axei Oz.

Momentul rezultant este:

M, =(F,04; +F,04; +F;045 )xk =
= (—Pai — Paj + Pak )xk = —aPi + aPj R
Torsorul in punctul O are expresia:
R=-Pk #0
TO{ZWO =—aPi +aPj# 0

Sistemul de forte este echivalent cu o rezultanta R, al carei suport este axa centrala, o
dreapta paraleld cu axa Oz care trece prin C, centrul fortelor paralele de coordonate:

ZFixi ZFiyi ZFZ'ZI'
i

Fig. 2.21

— Pa ; — Pa ; Pa
X = = = a" y = = a" z = = = —
C C C
SE P SE-p >F -P
, , .
TEST DE EVALUARE

1. Momentul fortei In raport cu un punct reprezinta:
a. capacitatea fortei de a roti corpul in jurul unei axe care trece prin acel punct
b. capacitatea fortei de a roti corpul in jurul punctului respectiv
c. capacitatea fortei de a roti corpul in jurul unei axe care trece prin acel punct,

perpendiculara pe planul definit de forta si punct

2. Expresia momentului fortei in raport cu un punct este:
a. My(F)=rxF
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b. M,(F)=F xr
c. My(F)=r-F

3. Bratul fortei reprezinta:

a. lungimea (modulul) vectorului de pozitie al punctului de aplicatie al fortei

b. lungimea perpendicularei dusa din punctul fatd de care se calculeazd momentul, pe
suportul fortei

¢. nici una din variantele a si b

4. Legea de variatie a momentului la schimbarea polului este data de relatia:
a. M ,=M,-00 xR

Cuplul de forte este caracterizat de:
rezultanta cuplului de forte
momentul cuplului de forte

bratul cuplului de forte

S Y

. Rezultatul operatiei de reducere al unui sistem de forte care actioneaza asupra
rigidului este:

determinarea unui sistem de forte echivalent in punctul respectiv

determinarea torsorului sitemului de forte in acel punct

determinarea rezultantei sistemului de forte in acel punct

Invariantii operatiei de reducere intr-un punct ai unui sistem de forte sunt:
rezultanta sistemului de forte

trinomul invariant al sistemului de forte

variantele a §i b impreuna

Torsorul minim al unui sistem de forte care actioneaza asupra rigidului reprezinta:
torsorul sistemului de forte, calculat intr-un punct situat pe axa centralad

rezultanta R §i momentul minim M

proiectia momentului rezultant pe directia rezultantei

Pozitia centrului fortelor paralele este definita de:
vectorul de pozitie al centrului fortelor paralele 7.

Srx  SEy S
>r YR YR

PO 0 o 0o 0o

b. coordonatele centrului fortelor paralele: x. =

c. depinde de sistemul de referinta ales

10. Marimile care caracterizeaza fortele distribuite sunt:
a. rezultanta fortelor distribuite

pozitia rezultantei fortelor distribuite pe zona pe care se distribuie
c. variantele a si b impreund



3. CENTRE DE GREUTATE (DE MASA)
3.1. GREUTATEA CORPURILOR

La suprafata Pamantului, corpurile sunt supuse atractiei acestuia. Asupra
unui corp de masa m se exercita o fortd, proportionald cu masa corpului, numita
greutate.

G =mg (3.1)
unde g, este acceleratia terestra si reprezintd rezultanta dintre acceleratia

gravitationala (datorita fortei de atractie gravitationald) si acceleratia de
transport (datoritd miscarii de rotatie a Pamantului).
Valoarea acceleratiei terestre g, variaza cu latitudinea si altitudinea,

aceste variatii fiind relativ mici, in calcule se ia valoarea medie g = 9,81 m/s°.

Tindnd seama de raportul dintre dimensiunile corpurilor uzuale si ale
Pamantului se poate considera cad greutatile corpurilor sunt forte indreptate dupa
verticala locului, deci paralele intre ele. Din acest motiv, tratarea problemei
greutdtii sistemelor materiale reprezintd un caz particular al fortelor paralele,
putandu-se utiliza rezultatele stabilite la acest capitol.

3.2. CENTRUL DE GREUTATE AL UNUI SISTEM DE PUNCTE
MATERIALE

Fie un sistem de puncte materiale 4; de mase m; si vectori de pozitie
i, (i=1,2,...,n) in raport cu originea O a sistemului de axe.
Greutatea sistemului este:

G:ZGi :Zmig :gzmi =Mg (3.2)

si este aplicatd intr-un punct definit ca
centrul de greutate al sistemului, care este
centrul fortelor paralele de greutate
G, (fig.3.1).

Vectorul de pozitie al centrului de
greutate C, conform relatiei (2.43) este:

Y.Gi,
e = ZG (3.3)

i

Inlocuind relatia (3.2) in (3.3) obtinem:
Z G;r Z m;gr Z m;r
G _ i _ i
¢ ZGi Zmig Zmi

(3.4)
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ceea ce demonstreaza faptul ca centrul de greutate C este un element geometric,
depinzand de modul de distributie a maselor din punctele 4;, fapt care justifica
denumirea de centrul de masa.

Proiectiile pe axe ale vectorului 7~ sunt coordonatele centrului de masa:

Zmixi Zmiyi Zmizi
N R .
2m 2.m; 2.m
i i i

Xe (3.5)

3.3. MOMENTELE STATICE

Momentul static al unui sistem de puncte materiale, in raport cu un plan
este suma produselor dintre masele punctelor si distantele acestora la plan (care
pot fi pozitive sau negative, dupa cum aceste puncte sunt situate de o parte sau
de alta a planului respectiv). Relatia (3.5) poate fi scrisa si sub forma de mai jos,
care constituie si teorema momentelor statice.

Zmixl« = Mx; Zmiyi =Myc, Zmizl« =Mz, (3.6)
i i i

Momentul static al unui sistem de puncte materiale in raport cu un plan
este egal cu produsul dintre masa sistemului si distanta de la centrul maselor la
acel plan.

34. PROPRIETAIILE CENTRULUI DE GREUTATE

1. Daca sistemul de puncte materiale are un plan, o axa sau un centru de
simetrie, centrul de masa se afla in acel plan, pe acea axa sau in acel centru.
Presupunand cé sistemul admite planul Oxz ca plan de simetrie, oricarui
punct P(x; y;, z;) de masa m; i1 corespunde un punct Py(x;, -y; z;) de aceasi masa
m;. Cum Zmi y; =0, rezultd yo = 0, deci centrul de masa se afla in planul Oxz.
1

Daca presupunem ca sistemul admite axa Oz, ca axa de simetrie, atunci

unui punct Py(x; y; z;) de masa m; 1i corespunde totdeauna un punct P; (-x;, -y; z;)

de aceasi masa m;. Cum Zmixi =0, Zmiyi =0, rezultd xc = 0, yc = 0, deci
i i

centrul de masa se afld pe axa Oz.

Considerand ca sistemul admite originea sistemului de referinta O, ca
centru de simetrie, din conditiile de simetrie rezultd cd oricarui punct PAx; y;, z;)
de masa m; 11 corespunde intotdeauna un punct Py(-x; -y; -z;) de aceasi masa m,.
Cum momentele statice, Zmixi =0, Zmi y; =0, Zmizi =0, rezultd x- =0,

i i i
ye =0, zo =0 ,deci centrul de masa se afla in polul O.

2 Daca un sistem de puncte materiale (S) se compune dintr-un numar de p
subsisteme (S)), (S,), ..., (S,), de mase M;, M, ..., M, si vectori de pozitie ai
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centrelor de masd i¢, T, , ... T¢ , centrul de masa al sistemului (S) se obfine
p

considerand masele sistemelor componente M;, concentrate in centrele de
masa, C; (i=1, 2, ..., p).
D M

[ — 3.7
r'c ZM, ( )

Pentru demonstratie se tine seama cd, in baza relatiei (3.4), vectorii de
pozitie ai centrelor maselor 7. au expresiile:
1

Zmi’”i Zmi’”i Zmirz’

S
o = = = (3.8)
> m, > m; > m;
(S1) (S2) (Sp)
Intrucat
dmp=M;; Y mp=M,; .. Zml:Mp (3.9)
(S1) (S2) (Sp)
relatiile (3.8) pot fi scrise astfel:
Domii; =M e ;> omi; =M ic ;.. 2 mil =M ,ic, (3.10)
(S1) (Sz) (Sy)

Vectorul de pozitie 7~ al centrului maselor sistemului (S) este:

DM DomE A Y mF e Y M

= _(S) (S (Sz) (S,)
- = =
> m; Dmi+ Y mp ot O m;
(S) (S;) (Sz) (S,)

3. Daca un sistem de puncte materiale (S) poate fi considerat ca provenind
dintr-un sistem (S;) din care s-a extras un sistem (S,) §i daca se cunosc
masele M;, M, si centrele de masa definite de vectorii de pozitie FCI, FCZ,

atunci centrul de masa al sistemului (S) se poate obtine considerand ca
masele M, si M, s-ar concentra in centrele de masa C; si C,.
Vectorul de pozitie al centrului de masa C, al sistemului (S) are expresia:

_ M e, +(=M; )re, 3 M re, =M i,
= =
M;+(-M,) M;-M,
Referitor la sistemele (S;) si (S>) putem scrie conform (3.9) si (3.10):

Zmlfl :M]FCIJ Zmlfl :MZFCZ’Zml:M]’ Zml:MZ
(S1) (S2) (S;) (S2)

3.11)
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Pentru intreg sistemul se obtine:

Somr (DomiF+ Y mi )= Y mi Y mi = Y mT;

>om (D omp+ D mp)= Y m domi— > m M;-M,
(S) (S) (S2) (S;) (S;) (Sy)

Observatie. Proprietatile centrului de masa prezentate pentru sisteme de
puncte materiale sunt valabile si in cazul sistemelor de corpuri omogene.

3.5. CENTRUL DE GREUTATE AL CORPURILOR OMOGENE

In mecanicd, corpul rigid se admite ca fiind un continuu material
nedeformabil, adica orice element de volum are masa iar distantele dintre puncte
raman nemodificate, indiferent de solicitarile la care este supus corpul. Pentru a
stabili o legdtura cu rezultatele obtinute in cazul sistemelor de » puncte materiale
se considera corpul divizat in volume elementare AV;, de mase Am;.

Vectorul de pozitie al centrului de masa este definit, conform relatiei (3.4)
cu conditia discretizarii la limitd a maselor elementare. Cand Am; — 0, sumele

definite de (3.4) devin integrale, definite pe domeniul (D), ocupat de corp.

ZAmifi I(D)de
ro= lim - = 3.12
C Aml- —0 Z Aml- D) dm ( )

Domeniul (D) se va nota cu: (V), in cazul blocurilor - corpuri cu trei
dimensiuni, (4), in cazul placilor - corpuri cu doud dimensiuni, a treia fiind
neglijabild in raport cu celelalte doud si (1), in cazul barelor - corpuri cu o
singurd dimensiune, celelalte doud fiind neglijabile in raport cu prima.

Corpul omogen este corpul a carui densitate este aceasi in toate punctele
sale. Cum densitatea sau masa specifica a corpului (blocului) este definita prin
raportul dintre masa corespunzatoare si volumul elementar,

dm
= = 3.13
P =Py % ( )

vectorul de pozitie al centrului de masa al blocului omogen este:

i j(D)fdm j(V)fdeV i j(V)de

j(D)dm o Pvdv ]y
ale carui coordonate sunt:
_ j(V)de L I(V)y awv.o j(V)Z‘W
Xe=—"——, YVo=—"7"""/ Z0="F""— (3.15)
dv dVv dv
(V) (V) (V)
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In cazul placilor se poate defini, in mod analog, densitatea superficiald .

dm

= 3.16
P4 JA ( )

Vectorul de pozitie al centrului de masa al placii omogene este:

rd rp ,dA rdA
7. :I(D)r m:.[(A)rpA :.[(A)r (3.17)
) dm j(A) padd | dd
ale carui coordonate sunt:
j(A)di ,vdA j(A)sz
Xp=—"— Vo =—"— Zp =t (3.18)
7 a1’ ¢ dA
(4) (4) (4)
In cazul barelor se defineste densitatea liniara:
dm
= 3.19
P dl ( )

Vectorul de pozitie al centrului de masa al barei omogene are expresia:

rd ro,dl rdl
_ :.[(D)r " _ 1) P :.[(Z)V (3.20)
¢ dm p,dl dl
(D) (1) (1)
ale carui coordonate sunt:
[, xdi [, vai [, zdi
(1) (1) (1)
xC = , yC = y ZC = (3.21)
jmdl jmdz jﬂ)dz

Aplicatii. 1. Sa se determine centrul de greutate al unei bare omogene (fig.3.2) de
forma arcului de cerc cu raza R si unghiul la centru, 2« (exprimat in radiani).

Rezolvare.Admitand axa Ox, axa de simetrie, centrul de greutate al arcului de cerc 4B
se afld pe aceasta axa, pozitia fiind definita de abscisa xc.

Elementul de bara, MM'=dl = Rd@ , are abscisa,

¥ = Rcos @
x=Rcos@. A
o
Rcos@ - RdO e ‘
Ju ¥l Ja sind|”, sina 7 g0 N
(1) j RdO |7a 8 (| «
u 0
In cazul particular al barei semicirculare, in care o
a =/ 2, abscisa centrului de greutate devine:
sin i « = Rsin &
R [ o
7 4 Fig. 3.2
2
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2. Sa se determine centrul de greutate al unei placi omogene (fig.3.3) avand forma
unui sector circular, de raza R si unghi la centru, 2« (exprimat in radiani).
Rezolvare. Se alege axa Ox, ca bisectoare a unghiului la centru, care este deci i axa de
simetrie. Pozitia centrului de greutate va fi definitd de abscisa xc.
Elementul de arie este sectorul infinitezimal, OMM’, asimilat unui triunghi isoscel.
1 1 1,
dA=—OM"MM'=—R-Rd0=—R"d6
2 2 2
Centrul de greutate al acestui element de arie va fi situat pe mediana din O, la distanta

2R/3. Rezulta abscisa centrului de greutate al elementului de )
aric OMM’: x=2/3Rcos @ x =—>-Rcos®

- 3
92 1 A
J’di J-gRCOSH-EdeH ) 9|a '
1 a
(4) [ Rrd0 o, 2 "
) 0 8 | x
In cazul particular al sectorului semicircular, in care o
a =/ 2,abscisa centrului de masi devine:
2 Rsin o
2 Sy 4R T3 NA
3 3 Fig. 3.3

z
2

3. Sa se determine centrul de greutate al unui corp omogen, de forma unei emisfere cu
raza R (fig.3.4).

Rezolvare. Corpul admite axa Oz, ca axa de
simetrie, deci centrul de greutate situdndu-se pe z
aceasta axa va f1 definit de cota z¢. Pentru calculul
coordonatei centrului de greutate, C, corpul se
discretizeaza in volume elementare dV, de forma
unor cilindri infinitezimali, obtinuti prin sectionarea
emisferei cu planele de cotd, z si (z + dz). Volumul
elementar, de forma unui cilindru, avand raza r si
indltimea dz este:

dV =m’dz X y

2 2 2
r =R —z

AV =n(r’ =27 )dz Fig. 3.4
Volumul emisferei este:
R r 3R 3 3
V= [av=[a(R -2 )dz=m(R?' ~Z| )=m(r? £ )= 22
0 3 3
(V) 0 0
iar cota centrului de greutate z¢ devine:
R ;2 R 4 R .
J‘ZdV J.Z-E(RZ—ZZ)dZ R27 —7 Rf
_YV) o _ 0 0o _ 4 —iR
¢ ~ R - R 3
dv 3 2R 8
-[(V) J.ﬂ'(RZ—ZZ)dZ RZZ‘R _Z —
0 03, 3
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4. Dintr-un cerc de raza R se decupeazd un cerc tangent interior de raza R/2. Sa se
determine pozitia centrului de greutate a portiunii rdmase (fig.3.5).

Rezolvare. Sistemul admitand axa Oy ca axa de simetrie, conform primei proprietati se
va calcula doar ordonata centrului de greutate yc.
Ay =4Asys

Yc

unde A;, A, sunt ariile celor doud cercuri iar y;, y» sunt ordonatele centrelor de greutate ale
acestora, raportate la sistemul de axe Oxy cu originea in centrul cercului de raza R (O =C),).

R’ R
A =—, = —
2 p Y2 5
3
R TR R AR
o = 4 2__ 8 __ R
¢ 2 27 6
ERZ—”R 37R
4 4
Centrul de greutate se afla pe dreapta ce

uneste centrele celor doud cercuri sub axa Ox la
distanta y. =R/ 6 de originea sistemului. Fig.3.5

5. Sa se determine centrul de greutate al placii omogene, de forma si dimensiuni,
indicate in figura 3.6.

Rezolvare. Intrucat corpul admite axa Oy ca axd de simetrie, pozitia centrului de
greutate va fi definitd de ordonata acestuia, yc. Placa omogena din figura 3.6 s-a obtinut prin
aditionarea corpurilor / si 4, din care se extrag corpurile 2 si 3, ficare avand ariile si
ordonatele centrelor de greutate, dupa cum urmeaza:

Corpul I — placa circulari de razi R = 20 cm 1 Y
{A, = 2R? =720 =1256,64 cm’ )
y; =0
Corpul 2 — placa semicircularad de raza r = [0cm 2 szw i y
4
2 2 - i
A, =TI sy 08 em? g %///d y oem
2 2 , A C B
1
V5 _Ar 4100 4,24 cm
3r 3w D
Corpul 3 — placa sectoriala OADB, de raza ]
R =20cm siunghilacentru 2a=27/3 Fig. 3.6
T
V4 2 sina 2 S 3
A; =ar’ =2207 =41866cm”, y; =—=r =—220—2=-11,19cm
3 3 «a 3 z
3

Corpul 4 — placa triunghiulard OAB, avand unghiul in O, 2 =27/ 3, inaltimea
h=10cm si lungimea bazei AB=2Rsina = 2-20-\5/2 =3464cm.
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Ay =23464:10=17320m° v, ==2h=-210=~6 66

Ordonata centrului de masa, yc, a placii din figura este:
Ay, — Ay, —Asys + A4y, _
_1256,64-0-157,08-4,24 —418,66 -(—11,19)+173,20-(—6,66)
1256,64 - 157,08 — 418,66 + 173,20

Yc

=335cm

6. Capul unui nit are forma unei emisfere de raza R, iar corpul nitului este de forma
unui cilindru de raza R/2 si indltime s~ =kR. Sa se determine coeficientul k, astfel incat
centrul de masa al nitului sa fie situat la distanta /=R /2, fatd de planul de separare dintre
cele doua elemente (fig.3.7).

Rezolvare. Intrucat nitul admite axa Oy ca axa de simetrie, centrul de masi se va afla
pe aceastd axd. Constanta £ se va determina din conditia ca valoarea ordonatei centrului de
masasafie /=R/2.

Nitul este compus din doud corpuri
avand volumele si ordonatele centrelor de z
masa, dupa cum urmeaza:

Corpul I — capul nitului

2 3
V,==—aR",y,=——R
1 3 Vi P

Corpul 2 — corpul nitului

R, kR’
V,=n(—)"h=
5 (2) y
_h_kR
Y2 =575 Fig. 3.7
Ordonata centrului de masa a nitului este:
2 5 3 kzR® kR
— R’ (-—R)+———
yo 2 ViitVays 3 (TR 2 3Kk -2,
c= = =
V,+V 3 2 8+3k
i 2 jﬂR3 +k7TR

Din conditia y- =R/ 2, obtinem:

3kP-2_ 1 .
— R==R sau k’ -3k—14 =0, respectiv, k =272
23k+8 2

TEST DE EVALUARE

1. Centrul de greutate al unui sistem material reprezinta:
a. punctul unde actioneaza greutatea sistemului
b. centrul fortelor paralele de greutate ale sistemului

2. mi

I
2.m
i

c. punctul al carui vector de pozitie este dat de relatia: . =
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2. Centrul de masa este echivalent cu centrul de greutate:

a. nu

b. da

c. 1n conditiile in care centrul de greutate depinde de modul de distributie al maselor

sistemului

3. Momentul static al unui sistem material in raport cu un reper (planul Oxy) este:
a. S(,xy = Z m;z,

i
b. Soxy = M N ZC

C. Spy = ZG,-ZZ.

4. Daca momentul static S,,, = Z m;,z, este nul, centrul de greutate se afla:
i

a. in planul Oxy

b. 1n planul Oxz

¢. 1nnici unul din planele mentionate

5. Dacda momentele statice S,, =Zmizi si Sy, =Zmi »; sunt nule, centrul de
i i

greutate se afla:

a. peaxaOx
b. peaxa Oy
c. peaxaOz

Pozitia centrului de greutate al unui sistem de placi omogene (corpuri cu doud
d1mens1un1) este definita de relatia:

ZMirCi
Z:iAiFCi

¢. nici una din variantele a sau b

7. Pozitia centrului de greutate al unui bloc omogen (corp cu trei dimensiuni) este
definita de vectorul de pozitie dat de relatia:

a. 7¢ =J.(D)—7dm
I(D) dm
jm dv

c¢. oricare din variantele a si b

8. Daca un sistem material sau corp admite un plan de simetrie, centrul de greutate se
afla:

a. 1n dreapta planului de simetrie
b. 1n stanga planului de simtrie

C. in planul de simetrie
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4. STATICA RIGIDULUI
4.1. ECHILIBRUL RIGIDULUI LIBER

Rigidul liber este un corp care poate ocupa orice pozitie in spatiu, pozitia
acestuia depinzand exclusiv, de sistemul de forte care actioneaza asupra lui.

Conditia necesara si suficientd pentru ca un rigid liber sa fie in echilibru
este ca torsorul sistemului de forte care actioneaza asupra acestuia sd fie nul in
orice punct. De reguld, punctul fata de care se calculeaza torsorul sistemului de
forte este originea O a sistemului de axe considerat.

R=0
Ty { _ (4 1)
Tinand seama ca:
: _ (4.2)
conditiile (4.1) devin:

P (4.3)

In cazul rigidului actionat de un sistem de forte spatial (rigid in spatiu),
ecuatiile scalare de echilibru sunt:

ZEx =0 ZMix =0
12.Fy =0 2 My =0 (4.4)

ZEZZO ZMiZZO

In cazul rigidului actionat de un sistem de forte coplanar (rigid in plan),
ecuatiile scalare de echilibru devin:

ZFix :0; ZFzy :0; ZMiZ =0 (45)

Problemele echilibrului rigidului liber pot fi grupate in doua categorii:

» probleme 1n care se cunosc fortele care actioneaza asupra rigidului si se cere
determinarea pozitiei lui de echilibru;

» probleme in care se cunoaste pozitia de echilibru si se cer fortele care
actioneaza asupra rigidului.

Aceste probleme pot fi rezolvate in general, dacda ele comporta
determinarea a cel mult sase necunoscute scalare, in cazul rigidului actionat de
un sistem de forte spatiale sau cel mult trei necunoscute scalare, in cazul
rigidului actionat de un sistem de forte coplanare.
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In cazul problemelor din prima categorie, pozitia de echilibru a rigidului
poate fi determinatd. Aceastd pozitie este definita de sase parametri scalari
independenti, pentru rigidul in spatiu si de trei parametri scalari independenti,
pentru rigidul in plan care se numesc grade de libertate.

Pentru stabilirea pozitiei unui rigid in spatiu este necesar sa se cunoasca
coordonatele a trei puncte necolinare: A;(x;,y;,z;), Ay(X,,¥,,2,)s1

A;(x3,v3,23 ). Aceste coordonate nu sunt independente deoarece distantele d,
d,, d;, dintre puncte raman constante, corpul fiind nedeformabil.

A1A2:\/(Xz—x1)2+(y2—y1)2+(22—21)2 =d,
A2A3=\/(x3—x2)2+(y3—y2)2+(z3—22)2 =d, (4.6)
A3A,:\/(x]—x3)2+(y1—y3)2+(z,—z3)2 =d;

Intrucét intre cei noud prametri scalari, x;, v;, z1, X2, ¥2, Z2, X3, V3, 23, pot fi
scrise trei relatii de forma (4.6), rezulta ca doar
sase sunt independenti. In concluzie, pozitia
unui rigid liber in spatiu este definita de sase
parametri independenti. Rigidul liber in spatiu
are sase grade de librtate.

Practic, numarul gradelor de libertate
este dat de numarul deplasarilor (translatii si
rotatii) independente in raport cu axele de
coordonate (fig.4.1).

Numarul gradelor de libertate pentru un
rigid liber in spatiu poate fi dat si de urmatorii ,
sase parametri scalari independenti (fig. 4.2): Fig. 4.1

- coordonatele xy, y,, zy, ale originii O, a sistemului de axe Oxyz, solidar cu
rigidul, in raport cu triedrul fix O;x;y;z;;

- unghiurile Euler: w - unghiul de precesie (unghiul dintre axa Ox’,
paraleld cu axa O;x; si linia
nodurilor ON — intersectie a
planelor Ox’y’ si Oxy), ¢ - unghiul
de rotatie proprie (unghiul dintre
linia nodurilor ON si axa Ox) s1 0 -
unghiul de nutatie (unghiul dintre
axa Oz’, paralela cu O,z; si axa Oz).
In cazul rigidului in  plan

(considerand rigidul in planul Oxy) este
necesar sd se cunoasca pozitia a doud
puncte A4;(x;,y;) st A,(x,,y,). Scriind
distanta d, dintre cele doua puncte care este
constantd, obtinem:

F4

(-
Z | Z
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A1A2:\/(X2—x1)2+(J/2—)’1)2 =d (4.7)
Rezulta ca din cei patru parametri scalari, x;, y;, X, y,, care definesc
pozitia rigidului in plan, doar trei sunt independenti. Rigidul liber in plan are
trei grade de libertate.
Problemele din a doua categorie pot fi rezolvate, daca numarul
necunoscutelor scalare, necesare pentru determinarea fortelor este de cel mult
sase, pentru rigidul 1n spatiu sau de cel mult trei, pentru rigidul in plan.

4.2. ECHILIBRUL RIGIDULUI SUPUS LA LEGATURI FARA
FRECARE

4.2.1. GENERALITATI

Rigidul supus la legaturi este corpul cdruia 1 se impune o restrictie
geometrica. Pentru studiul echilibrului rigidului supus la legaturi se aplica
axioma legaturilor, in baza careia, legatura este inlaturata si inlocuita cu
efectul mecanic al acesteia, fortele si momentele corespunzatoare.

Prin aceastd operatie, problema este redusa la cea a
rigidului liber. Rigidul supus la legaturi este actionat de:
» forte si momente exterioare, direct aplicate
» forte si momente de legatura.

Se considera corpul (C), caruia i se studiaza
echilibru, care are ca legaturi, corpul (C;) (fig.4.3).
Torsorul de reducere in punctul teoretic de contact, O, al

fortelor exterioare 7, este constituit din R si J%; 1ar al
fortelor de legiturd 7, este format din R si M.

v/ a R (4.8) \ N

Ny — Tpy — . .

0 JM{ 0 M, Fig. 4.3
Conditia de echilibru se exprima cu ecuatiile vectoriale (4.9), care in cazul

general conduc la sase ecuatii scalare de echilibru.

R +R=0

(4.9)

4.2.2. LEGATURILE RIGIDULUI

Legaturile rigidului sunt: reazemul simplu, articulatia, incastrarea si
prinderea cu fir.

In studiul legaturilor rigidului se urmiresc doui aspecte: unul geometric,
referitor la numarul gradelor de libertate si altul mecanic legat de elementele
mecanice cu care se inlocuiesc legaturile; pentru fiecare legatura se vor studia
cele doud aspectele legate de:
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» numadrul gradelor de libertate ramase rigidului dupa aplicarea legaturii,
» fortele si momentele pe care le introduce legatura.

Intrucat se neglijeaza fortele de frecare care se dezvoltd in legdturi, aceste
legaturi se numesc ideale sau legaturi fara frecare.

4.2.2.1. REAZEMUL SIMPLU

Reazemul simplu este legdtura prin care un punct al rigidului este obligat
sd ramana permanent pe o suprafata data.

Datorita rigiditatii, corpurile rezemate nu se pot intrepatrunde si deci din
cele sase miscari simple pe care le poate efectua un rigid liber, rezemarea
suprimd translatia dupd directia normald la planul tangent comun celor doua
corpuri in contact, numit plan de rezemare.

Un rigid rezemat are cinci grade de libertate. Considerand suprafata de
rezemare ca fiind planul Oxy, cele cinci grade de libertate ale rigidului sunt: trei
rotatii in jurul axelor Ox, Oy, Oz si doua translatii in lungul axelor Ox, Oy,
translatia dupa axa Oz fiind suprimatd de legaturd (fig.4.4.a). Din punct de
vedere geometric, reazemul reduce numarul gradelor de libertate cu o unitate.

Efectul mecanic al sistemului de forte aplicat corpului (C) este reprezentat

prin torsorul acestora, in punctul teoretic de contact O, I ( R % ). Cele doua

elemente ale torsorului se descompun dupa doua directii:
» normala comuna celor doua corpuri in punctul de rezemare On;
» dreptele Ot; si Ot,, obtinute ca intersectie dintre planul [P], tangent in

punctul teoretic de contact cu planele definite de normala On si vectorul R,
respectiv On si vectorul I, (fig.4.4.b).
Rezulta:

(4.10)

R =R, +R
T —
9 @:?/(/LR‘I‘JM{

Componenta ﬁ_n produce deplasarea corpului(C), pe directia normalei la

legatura. B .
Componenta X,
produce deplasarea

corpului (C) pe corpul
legatura (C;), dupa
directia O¢,;, situatd in
planul  tangent [P],
numita alunecare.

Componenta e/%n

produce rotirea corpului
(C) pe corpul legatura
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(C)), in jurul normalei comune celor doua corpuri, On, numita pivotare.

Componenta .{, produce rotirea corpului (C) pe corpul legatura (C;), in
jurul axei Ot,, situatd in planul tangent [ P], numita rostogolire.

Dintre deplasarile posibile ale rigidului (C), legatura (C;) nu poate limita
decat deplasarea pe directia normala la legaturd,datorita rigiditatii celor doua
corpuri, in sensul patrunderii corpului (C), in corpul (C;), daca legétura este
unilaterala si in ambele sensuri (de a patrunde si de a parasi legatura) daca
legatura este bilaterala. Lipsa frecarii dintre cele doud corpuri creaza
posibilitatea efectuarii celorlalte miscari.

Reazemul simplu actioneaza asupra corpului (C), cu o fortd de legatura
normald pe suprafata de rezemare, N, numitd reactiune normald. Privitor la
sensul reactiunii normale N, acesta poate fi stabilit numai in cazul legiturii
unilaterale, cAnd sensul lui N este acela in care corpul poate parisi legitura.

Torsorul in O, al fortelor de legaturd este format din reactiunea normala,
To(N ).

Conditia de echilibru este exprimata prin ecuatiile vectoriale:

{%n +N =0
. (4.11)
Ry =M, =M =0

Reazemul simplu se noteaza simbolic printr-un triunghi, avand unul din
varfuri in punctul de rezemare iar latura opusa, perpendiculara pe reactiunea
normala (fig.4.4.c).

4.2.2.2. ARTICULATIA

Articulatia este legdtura prin care rigidului 1 se fixeazd un punct, i se
numeste articulatie sferica, sau o axd, caz in care se numeste articulatie
cilindrica.

4.2.2.2.1. ARTICULATIA SFERICA

Un rigid (C) este articulat sferic, cdnd o extremitate acestuia este
prevazutd cu o sfera care

patrunde intr-o cavitate
asemadndtore, practicatd in
corpul legatura (C)).

Pozitia unui rigid cu un
punct fix (fig.4.5.a) este
determinata de trei parametri
scalari, corpul avand trei grade
de libertate: rotatiile corpului
(O), in raport cu cele trei axe
ale sistemului de coordonate.
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Din punct de vedere geometric, articulatia sferica reduce numarul gradelor
de libertate ale unui rigid, cu trei unitati (translatiile corpului (C), in raport cu
cele tre1 axe de coordonate).

Pentru studiul echilibrului rigidului se considera torsorul fortelor direct
aplicate in puntul O, 9 ( R JZ ). Rezultanta fortelor exterioare, R are
tendinta de a imprima corpului (C), o deplasare, in raport cu corpul legatura
(C;). Momentul rezultant u%( tinde sa roteasca corpul (C), in raport cu legatura
(C)). Datorita lipsei frecarilor in articulatia sfericd nu exista cupluri care sa se
opuna acestei miscari.

Conform principiului actiunii si al reactiunii, efectul mecanic al
articulatiei sferice asupra rigidului (C) este o fortdi R, de mirime si directie
necunoscutd (fig.4.5.b). Se preferd si se lucreze cu proiectiile fortei R pe
directiile axelor sistemului de coordonate Oxyz: R, , R, R,

Torsorul fortelor de legdtura in punctul O este constituit din rezultanta
fortelor de legatura, 7,(R=R,+R,+R,). Conditia de echilibru este

exprimata prin ecuatiile vectoriale:

R +R=0
o (4.12)
Q/M{, = 0
sau prin cele sase ecuatii scalare de echilibru:
R +R, =0, 33% +R, =0; 33% +R. =0
“/ (4.13)

M, =M, =M, =0

4.2.2.2.2. ARTICULATIA CILINDRICA

In cazul articulatiei cilindrice spatiale, extremitatea O, a corpului (C) este
prevazutd cu un cilindru (fus), montat coaxial in interiorul unei cavitati, de
asemenea cindrica (lagar), practicatd in corpul legatura (C;), in raport cu care se
poate roti si deplasa (fig.4.6.a).

Cele doud  miscari
posibile, rotatia si translatia in
raport cu axa articulatiei Oz,
ale ale corpului (C) in raport
cu legatura (C)) constituie cele
doua grade de libertate ale

rigidului.
Din punct de vedere
geometric, articulatia

cilindrica  spatiala  reduce
numarul gradelor de libertate
ale rigidului, cu patru unitati.

57



Din punct de vedere mecanic, o articulatie cilindrica poate fi inlocuita cu
o fortd R si un cuplu de moment M, ambele de marimi necunoscute, situate

intr-un plan normal la axa articulatiei Oz. Se lucreaza cu componentele pe axe
ale celor doua elemente ale torsorului fortelor de legatura (fig.4.6.b.)

R=R, +R,

Tpy — — —
"\ My =M, +M,

(4.14)

Cum torsorul in punctul O al fortelor direct aplicate rigidului (C),
exprimat prin componente pe axele sistemului triortogonal Oxyz este:

R =R A+R,+R

o —_
T/M@ = J(/LT +C/M% +C/M%

U2

(4.15)

conditiile vectoriale de echilibru pot fi exprimate cu ajutorul relatiilor (4.9).
Proiectate pe axele sistemului Oxyz, ecuatiile vectorile (4.9) conduc la
sase ecuatii scalare de echilibru:

R +R. =0 M, +M, =0
R, +R, =0 A, +M, =0 (4.16)
R =0 J/L%:O

Pentru evitarea blocarii fusului in lagar sunt luate masuri atat din punct de
vedere constructiv, cat si al solicitdrii rigidului, astfel incdt momentul din
legatura, M, sd fie nul. In aceste conditii, torsorul fortelor de legatura este

constituit doar din rezultanta fortelor de legaturd, 7,(R = R, + R » ). lar ecuatiile

scalare de echilibru (4.16) devin:
R +R, =0, ,7?/% +R, =0

(4.17)
f/%/ =M, = JVL% = JM?/ =0

In aplicatiile practice se intalneste cazul cand rigidul, articulat cilindric

este actionat de un sistem de forte, situate intr-un plan normal la axa de rotatie

sau corpul este o placd pland, normald la axa articulatiei (fig.4.6.a). Este cazul

rigidului in plan, cand traslatia in lungul axei nefiind posibila, singura miscare

ramane rotatia in raport cu axa articulatiei, corpul avand un singur grad de
libertate.

Articulatia cilindrica plana limiteaza deplasarea pe directia normala la

axa articulatiei, introducand 1intr-o problema de statica rigidului, doua

necunoscute: marimea reactiunii ‘17 ‘ si directia acesteia, datd de unghiul e,

format cu o directie de referintd. Se prefera sa se lucreze cu componentele
reactiunii R pe doud directii perpendiculare (orizontala si verticald), H si V
(fig.4.7.b).
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In acest caz, elementele torsorului fortelor direct aplicate si al fortelor de
legatura sunt:

y

%=£+;C/?/ 2

s — T _ H

T =0T = Ak (4.18) &@
W(R=H+V) ¢

Conditiile vectoriale de
echilibru ale rigidului in plan
sunt:

{%L+R:0 (4.19) a B
My, =0 1g. 4.7
Proiectate pe axele sistemului Oxy, in care se afla rigidul, ecuatiile
vectoriale de echilibru (4.19) devin:
{£b+H:&£@+V:O

Mo =0

Reprezentarea simbolica se realizeaza ca si la reazem, printr-un triunghi,
cu un cerc in varf, in care converg cele doua reactiuni H si V' (fig.4.7.c).

(4.20)

4.2.2.3. INCASTRAREA

Incastrarea este legitura prin care un corp este fixat in alt corp (corpul
legaturd), astfel incat nu este permisa nici o deplasare. Din definitia incastrarii
rezultd ca sunt suprimate toate gradele de libertate ale rigidului (C).

Pentru studiul fortelor si momentelor dintr-o incastrare este necesar sa se

ia in considerare, fortele de legiturd locale R;, pe care legitura (C;) le exerciti

asupra rigidului (C), in regiunea in care acestea vin in contact (fig.4.8.a).
Torsorul in punctul O (de obicei, centrul de greutate al sectiunii

transversale a corpului in dreptul incastrarii) al fortelor direct aplicate, J, si cel

al fortelor de legatura, 7, au z
expresiile:
R =Y F
‘/M@ = Z i>< i
B b (4.21)
R=)R
4! _
0 MO = ZFZ"XRZ'
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Vectorii R si M, au mirimile, suporturile si sensurile, necunoscute si in
consecintd vor f1 inlocuiti prin componente dupa directii cunoscute.

Cand fortele direct aplicate rigidului incastrat constituie un sistem de forte
spatial, Incastrarea se numeste spatiala, iar cand sistemul de forte care
actioneaza asupra rigidului constituie un sistem de forte coplanar sau corpul este
o placa pland, incastrarea se numeste plana.

Din punct de vedere geometric, incastrarea spatiala reduce numadrul
gradelor de libertate cu sase unitati.

In cazul incastririi spatiale, elementele torsorului in O, al fortelor de
legiturd R si M, se exprimi prin componentele pe cele trei axe ale sistemului

eqe, v,

necunoscute  scalare: R, R, R, M, M, M, (fig4.8.b). Elementele

torsorului in punctul O, ale fortelor direct aplicate si de legatura au expresiile:

R =R +R,+R R=R,+R,+R,
o 7 _ Tod —  — (4.22)
JM(Q:c/%w‘l‘c/%%-l-JM% MO:Mx+My+Mz
Ecuatiile scalare de echilibru ale rigidului incastrat spatial devin:
R +R. =0 M, +M, =0
93%+Ry =0 J/L%+My =0 (4.23)
9€%+RZ:0 Mo+M, =0

Din punct de vedere geometric, incastrarea plana reduce numarul
gradelor de libertate cu trei unitati.

In cazul incastrarii plane, considerand ca plan al fortelor, planul Oxy,
elementele torsorului in O, ale fortelor de legiturd, R si M, se exprimi prin
migcare, fiind introduse trei necunoscute scalare: H, V si M, (fig.4.9).
Elementele torsorului in O, ale fortelor direct aplicate si de legatura sunt:

R=R +%,
Ty — T WE
n = - /ak
T =, = M .
R=H+V
Tpd — _
Ecuatiile scalare de echilibru ale rigidului

incastrat plan sunt:

R +H=0
R, +V =0 (4.25)
Mo +My=0
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4.2.2.4. PRINDEREA CU FIR

Legdtura prin fir este o legatura
speciald, fiind echivalentd cu o rezemare
unilaterald a unui punct material, pe o sfera
de raza egala cu lungimea firului. Prinderea
cu fir se inlocuieste cu o fortd care are ca
suport, firul, sensul fiind indreptat spre
punctul de suspendare al firului (intinde
portiunea de fir, legatd de rigid (fig.4.10).

Observatii:

Fig. 4.10

» Suma dintre numarul gradelor de libertate, ramase rigidului dupa aplicarea

legaturii si numarul reactiunilor introduse de legaturd este egald cu sase,
pentru rigidul in spatiu (actionat de un sistem de forte spatiale) si trei, pentru
rigidul in plan (actionat de un sistem de forte coplanare).

Dacd o reactiune reprezentatd intr-un sens arbitrar rezultd din calcule,
negativd, semnul minus indica faptul cd, in realitate, aceasta actioneaza in
sens contrar celui considerat.

Intrucat, pentru rigidul in plan (Oxy) nu se reprezinti sistemul de axe, la
scrierea ecuatiilor scalare de echilibru se stabileste urmatoarea conventie: axa
Ox reprezinta axa orizontala cu sensul pozitiv spre dreapta, axa Oy reprezinta
axa verticald cu sensul pozitiv indreptat in sus, iar originea sistemului de axe
este datd de punctul fatd de care se calculeaza momentele fortelor,
considerate pozitive daca sensul de rotatie al acestora este antiorar.

Aplicatii. 1. O barda 4B de greutate 10¢cm 22¢m

neglijabild este suspendata de un cablu CD si
suportd o Incarcaturd G = 400 daN, in punctul E.
Extremitatile A4 si B ale barei sunt in contact cu doi
pereti verticali netezi. Dimensiunile fiind indicate
in figura 4.11, sa se determine reactiunile peretilor
din 4 si B, precum si tensiunea din cablul CD.
Rezolvare. Conform axiomei legaturilor, se
inlocuiesc reazemele din A si B, cu reactiunile

normale N 4 Sl N 5, perpendiculare pe peretii
verticali iar cablul CD, cu tesiunea TC, avand ca
suport, cablul. Ecuatiile scalare de echilibru sunt:

D F,=0:T.-G=0

=|

2hcm

ZFI.X =0: N,—~Nz=0

DM, =0: 10T, —16G+24Ny =0

Valorile reactiunilor sunt: 7c = G = =400 daN; N, = Nz = (16G-10T)/24 = 100 daN
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Observatie: Conditia de echilibru este ca torsorul fortelor direct aplicate si din legaturi,
calculat intr-un punct oarecare 4 sa fie nul si avand in vedere cd sistemul de forte care
actioneaza asupra barei 4B este 1n plan (Oxy), rezulta cele trei ecuatii scalare de mai sus.

2. O placid omogeni de greutate P avand forma si dimensiunile indicate in figura 4.12
este rezematd 1n punctele 4, D si F. Sa se calculeze reactiunile din reazeme.

Rezolvare. Conform axiomei legaturilor se inlatura legdturile, introducandu-se fortele
de legatura, respectiv reactiunile reazemelor care au directie normala la suprafata placii.

Pentru calculul reactiunilor se utilizeaza relatiile (4.29):

Pentru scrierea ecuatiilor de
momente 1n raport cu axele Ox si Oy a 23
este necesara determinarea pozitiei
centrului de greutate C a placii,
definita de coordonatele x¢ si yc.

Placa reprezentatd poate fi
considerata ca fiind constituitd din
doua placi patrate cu centrele de
greutate C; si C, si laturile a,
respectiv  2a, avand urmdtoarele Fig.4.12.
caracteristici:

Corpul 1: A, =a’; x;,=0,5a; y, =15a
Corpul 2: A, =4a’; x,=2a; y, =a

CApxy+Ayx, a’-0,5a+4a’ - 2a B 8,5a°

X = = :],7a
¢ A, + 4, a’ +4a’ 5a’
Ay, + Ay, a-l5a+4a’-a 554
Ye = = 2 2 =5 =1la
A+ 4, a” +4a Sa

Ecuatiile de echilibru ale placii sunt:
D> F.,=0: Ny+N,+Np,-P=0

ZMI.X =0: Np-2a+Np-a-P-y.=0

respectiv
N,+Np+Np,—-P=0
2aNp +aNp —1,1aP =0
aN ,+3aN, —17aP =0

Valorile reactiunilor devin:

N,=035P; N, =045P; N, =02P

3. Scara AB, de lungime / si greutate G, fixatd in capatul 4, printr-o articulatie, situata
la inaltimea / deasupra solului poate fi ridicatd cu ajutorul unui cablu, fixat in capatul B si
trecut peste un scripete mic C, situat la aceasi Indltime (fig.4.13). Distanta dintre punctele 4 si
C, fiind AC = [, sa se determine marimea fortei F din cablu, necesara ridicarii scarii si
reactiunile articulatiei 4. Se dau: G =40daN, [ =4 m, h = 3,5 m.
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Rezolvare. Introducand fortele de legaturd din 4 si B, reactiunile orizontald si
verticala, H ,, V,, respectiv tensiunea din cablul, 7 si avand in vedere cad fortele care
actioneaza asupra scarii sunt coplanare, ecuatiile scalare de echilibru devin:

S F,.=0: -H, +Tsin%=0

N F.=0:7, —G+Tc0s%=0

ZMI. =0: —G-icosa+T-2lcosg=0
- 2 2

In sistemul ecuatiilor de echilibru se
adaugd relatia, 7 =F, din considerentul ca
tensiunea din cablu este constantd si egala Fig. 4.13
cu forta care actioneazd in capatul liber al
acestuia. Rezolvand sistemul rezulta valorile reactiunilor:

a:arcsinﬁzg; F:E cosa =5,77daN;
4 3 4 a

CcoS —

H, =Fsin%:2,87daN; v, :G—Fcos%:35daN

4. Bara cotita OABC, incastrata iIn O este formata din barele orizontale OA4 si AB,
perpendiculare intre ele si din bara verticald

BC, toate de lungime [ si greutate G . Asupra
barei actioneaza in punctele B si C, fortele P,

si P. , paralele cu barele OA4, respectiv 4B,

avand sensurile din figura 4.14. Cunoscand
marimile celor doua forte, P; = G si P, = 2G,
sa se determine reactiunile incastrarii O.

Rezolvare. Inlocuind incastrarea
spatiala O cu fortele si momentele de legatura
corespunzatoare, marimile acestora vor rezulta
din conditia ca torsorul in punctul O, al fortelor
direct aplicate si de legaturd, care actioneaza !
aupra barei, sd fie nul. Deorece fortele care
actioneaza asupra barei constituie un sistem de -

=l

. . . L P.
forte spatial, se vor scrie sase ecuatii scalare de Tl
echilibru. Reamintim cd Incastrarea spatiald
introduce trei forte de legatura, R,, R, R si trei Fig. 4.14

cupluri de legatura, M,, M,, M..

N> F,=0: R.~P=0 |YM,=0:M,-Gl/2-GI-P,=0

2. Fy=0: R,—P, = 2 My, =0: M,+Gl/2+2Gl=0

Y F.=0: R -3G=0 > M_.=0:M_+PI-Pl=0
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Rezulta valorile reactiunilor:

R, =G M, =35GI
R,=2G M, =-25GI
R.=3G |M, =Gl

Semnul minus, obtinut pentru momentul M, indica faptul cd acesta actioneaza in sens
contrar celui presupus initial.

5. O macara de cale ferata are ecartamentul 4B = 1,5 m. Greutatea platformei,
corpului si bratului macaralei precum si pozitiille acestora fatd de planul median al
ecartamentului sunt indicate in figura 4.15. Sarcina maxima la carligul macaralei este de 50

kN, raza maxima de actiune fiind de 5 m. Sa se determine marimea contragreutatii Q si

distanta x, fatd de planul median, astfel ca macaraua sa nu se rastoarne in situatiile de lucru,
cele mai defavorabile.
Rezolvare. Mirimea contragreutitii Q cit si pozitia acesteia fata de planul median
rezultd din conditia de
functionare a macaralei in - > m
cele mai defavorabile situatii.
1. Macaraua fara
sarcind la carlig, cu
tendinta de rasturnare
pe roata 4 (]VA =0).
2. Macaraua cu sarcind
maximad la carlig si
razda de  actiune
maxima, cu tendinta

de rasturnare pe roata Q N T LS
B (]VB =0). A 30KN B
Ecuatiile de echilibru 15 m
limita pentru cele doua i
situatii sunt: Fig. 4.15
1 1 1
dMy =0 : Q(x—’75)—10(’75—0,1)—30’75—5(1,5+2,5) =0
ZM,.B =0 : Q(x+ ]’25)+10(]j +0,1)+30 ]’25 -5(2,5- ]’25)—50(5— ]’25) =0

Rezulta: Q=96,66 kN, x=122m

4.3. ECHILIBRUL RIGIDULUI SUPUS LA LEGATURI CU FRECARE
4.3.1. GENERALITATI ASUPRA FENOMENULUI DE FRECARE

In paragraful precedent s-au prezentat legaturile fara frecare ale rigidului.
In aceasta ipoteza s-a stabilit ca un corp rezemat pe un altul ar trebui sa se puna
in miscare, atunci cand rezultanta fortelor exterioare ar avea o componenta R,,

oricat de mica, cuprinsa in planul tangent la cele doua corpuri, in punctul comun
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de contact. Aceasta situatie nu se intalneste in realitate, Intrucat forta trebuie sa
depaseasca o anumita limita, pentru a pune corpul in miscare.

Explicatia fizicd se bazeaza pe faptul ca in
realitate, corpurile sunt deformabile si ca urmare vin
in contact, nu intr-un singur punct O, ci pe o
suprafatd, pe care fortele de legatura au o anumita
distributie, greu de stabilit.

Suprafetele de contact prezinta asperitati, care
sub actiunea fortelor se intrepatrund si  se
deformeaza, intervenind si fortele de adeziune care
apar intre moleculele corpurilor 1n contact
(fig.4.16).

Torsorul fortelor direct aplicate, F;,F,,...F,,
in punctul teoretic de contact O, este:

R =3,
Ty — L (426
*/M@:ZOAZ'XF

Torsorul in puctul O, al fortelor de
legatura p,, aplicate in punctele 4; este:

E:Zﬁi

0y — —_— _
M, :ZOBiXPi

T (4.27)

ol

Conditia de  echilibru  este
exprimata de ecuatiile vectoriale (4.9).
Pentru a studia aceste forte si
momente se descompune fiecare element
al torsorului, atat al fortelor direct aplicate Fi
Ay e A A N 1g. 4.17
cat si al fortelor de legaturd, in cate doud
componente: una dirijatd dupd normala comund On si alta cuprinsd in planul
tangent [P], in punctul teoretic de contact O (fig.4.17).

[F-5 R R=N+F,
Jo '

r
T

o - P (4.28)
JM@:JM%‘FJM{ M():Mp'i‘Mr

Forta ﬁ_n tinde sa deplaseze corpul (C) in directia normala la suprafata de
contact, deplasare impiedicati de reactiunea normald N .
Forta R, tinde sa deplaseze corpul (C) in planul tangent la suprafata de

sprijin. Aceastd deplasare poartd numele de alunecare si este impiedicatd de
reactiunea I, numitd forta de frecare de alunecare.
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Cuplul de moment c/%n/ are tendinta de a roti corpul (C) in jurul normalei

la suprafata de contact. Aceasta rotatie se numeste pivotare si este impiedicata
de cuplul de moment M , denumit moment de frecare de pivotare.

Cuplul de moment J% are tendinta de a roti corpul (C) in jurul unei axe

din planul tangent la suprafata de contact. O asemenea rotatie poarta numele de
rostogolire si este impiedicatd de cuplul de moment M, denumit moment de

frecare de rostogolire.
Ecuatiile vectoriale corespunzatoare echilibrului corpului (C) sunt:

R +N=0 A, +M, =0
De la cazul general se poate trece la cazurile particulare mai importante.

(4.29)

4.3.2. FRECAREA DE ALUNECARE

Se considera cazul cand torsorul fortelor direct aplicate si cel al fortelor de
legédtura care actioneaza asupra corpului (C), in punctul teoretic de contact O au
ca elemente numai forta rezultanta.

T(R =R +R,) ro(R=N+F;) (4.30)

In cazul echilibrului cu frecare (fig.4.18), reactiunea R este inclinata fata
de normala On, deoarece, pe langa componenta normala N are si o0 componenta
in planul tangent, F',, egala si de sens contrar, componentei pe aceasta directie,

a rezultantei fortelor direct aplicate, 5/37 . Aceasti fortd F r se numeste forfa de

frecare de alunecare, are ca punct de aplicatie, punctul teoretic de contact O,
directia corespunzatoare tendintei de miscare, iar sensul, opus acestei tendinte.
Forta de frecare de alunecare nu este o forta preexistenta, ea se produce numai
cand corpul are tendinta de alunecare.
Din cercetarile experimentale facute asupra frecarii de alunecare,
Coulomb si-a formulat concluziile, cunoscute sub numele de legile frecarii.
1. Marimea fortei de frecare maxima, corespunzatoare starii de echilibru
limita, este proportionala cu marimea reactiunii normale, coeficientul de
proportionalitate 1 <1 se numeste coeficient de frecare de alunecare.

2. In primd aproximatie, coeficientul de frecare de alunecare nu depinde de
viteza de alunecare §i de marimea reactiunii normale; depinde de natura si
gradul de prelucrare al suprafetelor in contact.

Prin stare de echilibru limita se defineste starea mecanica caracterizata de
faptul ca fortele isi fac echilibru iar miscarea este iminenta.
In baza acestor legi, forta de frecare de alunecare are expresia:
F. =0
< ym{ S 4.31)
F fmax — :uN
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Forta minima de frecare se realizeaza atunci cand nu exista tendinta de
alunecare, iar cea maxima, in momentul inceperii miscarii.

Din figura 4.18 putem scrie:

Flma =N 180 (4.32)

Din relatiile (4.44) si (4.45) rezulta:

H=1gQ (4.33)

unde @ se numeste unghi de frecare.

Prin rotirea completa a suportului
reactiunii R, in jurul normalei On se obtine
conul de frecare avand ca axa, normala comuna
On si unghiul la varf. 2¢.

Corpul  (C) este in echilibru cdnd

reactiunea R este situata in interiorul conului de
frecare, sau la limita, pe panza acestuia.

Fig. 4.18

Dupa Coulomb, fortele de frecare isi au originea in existenta la suprafata

corpurilor a unor asperitdti, care in cazul a
intrepatrund. Cand unul dintre corpuri se pune in

doua corpuri in contact se
miscare, aceste asperitati sunt

strivite, forta de frecare fiind tocmai forta care se opune acestor striviri.

Observatii

» Conform teoriei lui Coulomb, dacéd se reduc 1ndltimile asperitatior, forta de
frecare de alunecare ar urma sa scada, fapt contrazis de realitate, Intrucat
forta de frecare de alunecare la un moment dat creste datorita interventiei
altor fenomene, cum ar fi fortele de adeziune intermoleculare.

» Extinzand domeniul experientelor facute de
coeficientului de frecare u, cu viteza, acesta

Coulomb se constata variatia
scazand cu cresterea vitezel.

Valoarea coeficientului de frecare pentru corpurile in repaus g4, numit
coeficient de aderenta este mai mare decat coeficientul de frecare pentru
corpurile in miscare x4, numit coeficient de frecare dinamic. In acest sens se
prezinta doud cazuri: otel pe otel - 1y = 0,25, ;= 0,1; stejar pe stejar - yy =

0,55, u=0,35.

4.3.3. FRECAREA DE ROSTOGOLIRE

Se considera cazul cand torsorul fortelor direct aplicate si cel al fortelor de

legatura care actioneaza asupra corpului (C), in
(fig.4.19) au expresiile:

Pentru echilibru este necesar ca:

punctul teoretic de contact O

(4.34)
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R +R=0

<[, (4.35)

Momentul .{{, tinde sa produca

rostogolirea corpului (C) pe corpul (C)) si
lui 1 se opune momentul de frecare de
rostogolire M.

Aceastd situatie este 1intdlnitd in
practicd in cazul rotilor de autovehicule, al
bilelor de rulmenti, etc.

Pentru studiul fenomenului frecarii de
rostogolire (in cazul rotilor de autovehicule)
se considerd o roatd de raza R, actionata de
forta de tractiune F si de grutatea G pe ax Fig. 4.19
(fig.4.20).

In figura 4.20.a se presupune contactul dintre roati si planul orizontal,
realizat intr-un singur punct. In acest punct nu se pot introduce decét reactiunea
N si forta de frecare F + lar ecuatiile de echilibru devin:

licd

ZF,.xzo.-F—Ffzo

ZFl-y =0: N-G=0 (4.36)

dYM;y=0: -Fr=0

Din ultima ecuatie a sistemului (4.36) obtinem F =0, rezultat ce
contrazice experienta, care aratd ca roata poate ramane in repaus chiar daca
asupra ei actioneazi o fortd orizontald F , cu conditia ca valoarea acestei forte si
nu depdseascd o anumita limita.

Din cauza deformabilitatii, contactul intre roatd si calea de rulare se face
pe o mica suprafatd, numita si pata de contact, pe care apar reactiuni normale 7
si tangentiale 7, distribuite (fig.4.20.b).
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Suportul rezultantei F  a reactiunilor 7 poate fi considerat cu o foarte

buna aproximatie ca trece prin punctul O.

Suportul rezultantei N a reactiunilor normale 7 se afli la o distanta e, de
punctul teoretic de contact O, situat in planul median al rotii, determinata de
faptul ca zona de contact este asimetrica fatd de planul median, fiind mai mare
in partea 1n care roata are tendinta sa se deplaseze (fig.4.20.c).

In cazul rotilor echipate cu pneuri, deplasarea suportului reactiunii
normale N fatd de planul median se datoreazi si fenomenului de histerezis
specific cauciucului (energia disipatd prin comprimarea partii anterioare este
mai mare decat energia recuperata prin intinderea partii posterioare a zonei
deformate).

Pentru pozitia de echilibru limita, distanta maxima cu care se deplaseaza
suportul reactiunii normale N, fatdi de O devine e,, =s s§i se numeste

coeficient de frecare de rostogolire.

Coeficientul de frecare de rostogolire are dimensiunea unei lungimi si
valoarea sa depinde in general, de raza rotii si natura materialelor. Astfel la roata
de otel pe sina de cale feratd, s~ 0,5+ mm, iar la bila de rulment pe inel,

s~0,005+001 mm.

Reducand fortele de legitura in punctul teoretic de contact O se obtine
situatia din figura 4.20.d, unde apar: reactiunea normala N, forta de frecare de
alunecare F, si momentul de frecare de rostogolire M, opus ca sens tendintei

de rostogolire, avind marimea,
s T Mrmin = 0
M, |<s|N| (4.37)
M =sN

rmax

Momentul minim de frecare de rostogolire se realizeaza atunci cand nu
exista tendintd de rostogolire, iar cel maxim, Tn momentul inceperii rostogolirii.

Pentru activitatea practica este deosebit de important sd subliniem
conditia necesard pentru ca o roatd sa se deplaseze prin rostogolire fara
alunecare (patinare) si anume, forta de frecare de alunecare care se dezvolta intre

roata si calea de rulare sa fie mai mica decat valoarea maxima, |F' f‘ < ,u‘N ‘ Fara

existenta fortei de aderentd F » nu ar fi posibila rostogolirea rotii, intrucat

aceasta ar aluneca la cea mai mici valoare a fortei de tractiune F .

4.3.4. FRECAREA iN LAGARUL RADIAL (ARTICULATIA
CILINDRICA)

Se urmareste determinarea momentului de frecare ce se dezvolta intr-o
articulatie cilindrica cu joc, in ipoteza simplificatoare a unei frecari uscate.

In figura 4.21 este prezentat lagirul presupus fix, intr-un plan
perpendicular pe axa de rotatie, precum si fusul, adica partea din arbore care
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intrd in lagar. Practic intre lagdr si fus se interpune o piesa numita bucsa, fixata
in lagar si confectionata dintr-un material mai moale decat cel al fusului care sa
asigure o protectie la uzurd a acestuia. Pozitia de echilibru limita a fusului care
se roteste cand asupra lui actioneazi un cuplu M , orientat dupi axa de rotatie
este caracterizatd de unghiul c.

Miscarea fusului este o rostogolire in
jurul generatoarei de contact care se deplaseaza
fatd de punctul O (punctul de contact dintre fus
si lagar, in pozitia de repaus) cu unghiul ¢, in
sensul de rostogolire. Marimea acestui unghi
depinde de aderenta fusului pe lagar, fusul
rostogolindu-se pand se va produce alunecarea,
adicd o =¢, unde ¢ este unghiul de frecare

dintre fus si lagar.
Torsorul fortelor direct aplicate fusului, Fig. 4.21
calculat pe axa acestuia C este constituit din
forta F orientati perpendicular pe axa fusului, adici dupid razi (de aici si
denumirea de lagir radial) si din momentul motor M , orientat dupd axa
acestuia. Marimea acestui moment, numit moment motor trebuie sa fie egal la
limita echilibrului cu momentul de frecare din lagar M.
Torsorul fortelor de legdtura, calculat pe generatoarea de contact / (unde
are loc un fenomen de frecare de alunecare si unul de rostogolire) este alcatuit
din cele trei elemente specifice rezemdrii unei roti: N - reactiunea normala, F '

- forta de frecare de alunecare si M, - momentul de frecare de rostogolire.
Considerand raza fusului , ecuatiile de echilibru sunt:

ZFI-X =0 . F;-Fsina=0
ZFiy =0 : N-Fcosa=10
DMy =0:M,-M+Frsina=0 (4.38)

Fp < uN
M, <sN

Din primele trei ecuatii ale sistemului (4.38) obtinem,

N=Fcosa
F, =Fsina (4.39)
M, =M-Frsina

care introduse in inegalitatile sistemului (4.38) conduc la conditiile de echilibru:
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tga < u

s (4.40)
M < Fr(sina+—cosa)
r

Pentru o bund functionare se urmareste ca frecarea in lagar sa fie mica. In
cazul echilibrului limitd, conform primei relatii (4.40) se poate scrie:

Unghiul « fiind mic se pot face aproximatiile:

cosa=cosp=1
. ' (4.42)
SIma=sSinQ =I1gep = U
Introducand aproximatiile (4.42) in a doua inegalitate (4.40) obtinem:
M<Friu+2) (4.43)
r
Notand coeficientul de frecare din lagar:
w= i+ (4.44)
r
si facand notatiile:
(4.45)
F=NH?+V?

introducand expresia coeficientului de frecare din lagar (4.44) si notatiile (4.45)
in relatia (4.43) rezulta expresia momentului de frecare din lagar.

M, <urH+V* (4.46)

Explicatia notatiilor (4.45) constd in faptul cad, conform principiului
actiunii si al reactiunii, momentul motor M , la limita echilibrului este egal si de
sens contrar cu momentul de frecare din lagar M 1 » lar forta F care reprezinti

actiunea fusului asupra lagarului este egald si direct opusd cu reactiunea
lagirului (articulatiei cilindrice) R = H +V , care se descompune in plan in
R|=VH? +V?).

Fenomenele de frecare care se produc intr-un lagar sunt mult mai
complexe. Rezultatele obtinute in analiza anterioara conduc la solutii care sunt
acceptabile din punct de vedere calitativ, dar pentru marirea preciziei calculului
se impune determinarea, pe cale experimentald a coeficientului de frecare din
lagar 4.

In cazul lagdrului cu rulmenti (fig.4.22.a) intre fusul de razi r si lagar are
loc o rostogolire a bilelor de rulment. Intr-un punct de contact 4, intre fus si una
din bilele rulmentului (fig.4.22.b) torsorul fortelor de legdtura este format din
reactiunea normald N, forta de frecare F 4+ §1 cuplul de rostogolire, M,

Ecuatia de echilibru a fusului devine:
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DMic=0: D Fpr+Y M, —M=0(447)

Pentru determinarea expresiilor Fj; si M,
se considera una din bilele rulmentului de raza
r;, actionatd de fortele si cuplurile reprezentate
in figura 4.22.c, greutatea proprie a bilelor se
neglijeaza, fiind foarte micd in raport cu
celelalte forte.

Scriind ecuatia de momente in raport cu
centrul O; al bilei i, rezulta:

ZM@ =0 : F;-2r;-2M,; =0 (4.43)
Din relatiile (4.72) si (4.73) obtinem:

M=3M,(1+=) . )ry M, (4.49)
i ry rr

Tindnd seama ca la limita echilibrului,
momentul motor M este egal cu momentul de
frecare din lagar M ca suma reactiunilor din i
lagir Y N, reprezintd reactiunea totald a Fig. 4.22.b

1

lagarului R si exprimand momentele de frecare de rostogolire M,; in functie de
reactiunile din lagar N;, pot fi scrise relatiile:

C
SN, =R=VH’ +V? (4.50)
i N,
M,; < sN; X Fei
’ |
unde s este coeficientul de frecare de rostogolire Fig. 4.22.c

dintre bila si fus, respectiv lagar.
Introducand relatia (4.50) in (4.49), rezulta:

M, 3s(1+i)m/H2 +V? (4.51)
ror

Notand p”, coeficientul de frecare din lagarul cu rulmenti, a carui
expresie este:

I 1
W=s(—+—) (4.52)
ron
expresia momentului de frecare din lagarul cu rulmenti devine:

M, <u"rNH? +V7 (4.53)
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Comparand expresiile coeficientilor de frecare (4.44) cand miscarea
relativa dintre fus si lagar este o alunecare, cu (4.52) cand miscarea relativa intre
fus s1 lagdr este o rostogolire, se constata ca:

<< u' (4.54)
adica coeficientul de frecare de rostogolire este mult mai mic in cazul lagarului
cu rulmenti decat in cazul lagarului cu bucsa.

4.3.5. FRECAREA FIRELOR

Aceastd frecare apare atat timp cat existd tendinta miscarii relative intre
firul si roata pe care se infasoara.

Se considerda un fir petrecut peste un disc fix, pe arcul 4B, caruia fi
corespunde unghiul la centru «, masurat in radiani, coeficientul de frecare dintre
fir s1 disc fiind u (fig.4.23.a). Presupunem ca la una din extremitatile firului
sectionat actioneazi tensiunea 7, care imprima miscarea firului pe disc, numiti

tensiune motoare, la cealalti extremitate a firului actionand tensiunea T, care se
opune acestei misciri, numita tensiune rezistentd. In vederea determindrii fortei
motoare minime 7, , care face posibild alunecarea firului pe disc, in sensul dat
de aceasta, se va discretiza firul, infasurat pe arcul 4B, in arce elementare ds,
carora le corespund la centru, unghiuri elementare d .

Se studiaza echilibrul limita a elementului de fir, egal cu arcul elementar
ds = MM, actionat de tensiunile din capete, T , respectiv T +dT , de reactiunea
normald elementard dN si forta de frecare elementard dF  (fig.4.23.D).

Fig. 4.23

Ecuatiile de echilibru ale elementului de fir sunt:

Y F,.=0: (T+dT)cosd7¢—Tcosd7¢—de =0
! (4.55)

S F,=0: dN—(T+dT)sind7(p—Tsind7¢ -0
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Cum unghiul d¢ este un infinit mic, pot fi scrise relatiile:

cos@zl; sin@zd—(p; dTSind—(Dsz@=0 (4.56)
2 2 2 2 2
Introducand relatiile (4.56) in (4.55) rezulta sistemul:
dT —u-dN =0
(4.57)
dN -T -dp =0

respectiv ecuatia diferentiala, cu variabile separabile care se integreaza in
domeniul de variatie al variabilelor 7 si ¢.

T, a
¢ dT T
ar :,u_[d(o = In—2
) T

7 r H (4.58)

T,

r

Trecand de la forma logaritmicd la cea exponentiald se obtine relatia
cunoscuta sub numele de formula Euler pentru frecarea firelor.

T, =T.e"
sau, In general
T, <T.e" (4.59)

Aplicatii 1. Un rezervor cilindric avand greutatea G = 500 daN si diametrul D =2m
este trecut peste o bordurd de indltime /4 =0,5m. Pentru efectuarea acestei operatii se

infagoara un cablu in jurul rezervorului si se trage E
orizontal ca in figura 4.24. Bordura fiind rugoasa, -
sa se determine tensiunea din cablu F, necesara
trecerii trecerii rezervorului si reactiunea in 4 a Ra
bordurii, Ry,. A C m

Rezolvare. Bordura fiind un reazem cu N
frecare, reactiunea acesteia R, are doud a G
componente. Reactiunea normala N, 0ET
perpendiculard pe suprafata de contact (in acest ' 77 7
caz, a corpului cdruia i se studiazd echilibru)
avand directie radiala, orientatd cétre centrul C si
componenta Fy, tangenta la suprafata de contact avand sensul contrar tendintei de alunecare a
corpului pe bordura (fig.4.24).

Din conditia de echilibru rezulta sistemul de ecuatii cu necunoscutele: N, F, si Fr.

ZFix =0: Nsina—F,cosa—F=0

D F,=0: Ncosa+F; sina—G=0

My =0:F-D-G-(AC)sina=0

(D/2)-h 05
D/2 1

cosa = =0,5 = a=arccos(0,5) =%
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sau:
ﬁN—iFf—on
2 2

1. 3

SN+YZF, -500=0
2 .

2
NE

2F-500—=0
2

Rezultd marimile necunoscutelor:

N=687,5daN, F =216.25daN, F, =180daN

2. Roata trasa. Se considera roata unui vehicul, de raza r si greutate la ax, G, avand

coeficientii de frecare de alunecare x si de rostogolire s, trasd cu o fortd /', pe un plan
inclinat de unghi « (fig.4.25). Sa se determine valoarea maxima a fortei de tractiune F pentru

echilibru.
Rezolvare. 1zoland corpul se introduc fortele N, F, si momentul M, sensurile

acestora fiind date de tendintele de alunecare in sens ascendent si rostogolire in sens orar.
Ecuatiile de echilibru sunt:

D F,=0: F-Gsina—F; =0
D F,=0: N-Gcosa=0
D My=0: M,—-Fr+Grsina=0

F, <uN
M, <sN

Din primele trei relatii deducem:
N=Gcosa
F,=F—-Gsina
M, =(F—-Gsina)r
care introduse in cele doua inegalitati conduc la conditiile de echilibru:
F-Gsina<uGceosa
(F—-Gsina)r<sG
sau explicitand in functie de F:

F<Gina+ pcosa)

_ s
F<G(sina+—cosa)
r

Numai una din cele doud conditii este hotaratoare pentru mentinerea echilibrului, si
anume, cea mai mica:

< N . N N . .
a. daca u>—, F<G(sina+—cosa), roata se va pune in miscare prin
r r
rostogolire cand F depaseste aceasta limita.
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- s ) . . .
b. dacd pu<—, F<G(sina+pcosa), roata se va pune In miscare prin
r

alunecare cand F depaseste aceasta limita.

2. Roata motoare. Se considerd roata unui vehicul, de razd r si greutate la ax, G,
avand coeficientii de frecare de alunecare u si de rostogolire s, actionatd cu o fortd de
tractiune /° si un cuplu motor M , pe un plan Inclinat de unghi « (fig.4.26). Sa se determine
valorile maxime ale fortei de tractiune F si ale cuplului motor M pentru echilibru.

Rezolvare. Sensurile fortei de frecare de alunecare F,  si ale momentului de frecare de

rostogolire M, sunt date de forta F si momentul M . Pentru echilibru se scriu ecuatiile:
D F,=0:F,~Gsina—F=0

Zl:Fl.y =0 : N-Gcosa=0

ZZ:MZ.O =0 : M,-M+Fr+Grsina=0

FypsuN
M, <sN

Din primele trei relatii deducem:

N=Gcosa
F,=F+Gsina
M,=M—(F+Gsina)r

care introduse in cele doud inegalitati conduc la conditiile de echilibru:

F-Gsina<uGceosa
M —(F+Gsina)r<sG

sau explicitand prima relatie in functie de F si a doua relatie in functie de M:

F<G(ucosa-sina)

M S[F + G(sina +£cosa)}r
r

Prima inegalitate exprima conditia ca roata sd nu alunece, conditie din care rezulta
valoarea minimd a coeficientului de frecare de alunecare, pentru care este posibild
remorcarea.

S F+Gsina
ﬂ s —
Gceosa

- F+Gsina . A
Daca py<————, tractiunea nu este posibila, oricat de mare ar fi valoarea

Gcosa
cuplului motor M. Un astfel de fenomen are loc in timpul iernii, cand rotile motoare ale
automobilului, aflandu-se in contact cu zdpada inghetatd se Invartesc pe loc fara ca
automobilul sa se poatd deplasa, din cauza coeficientului de frecare mic dintre cauciuc si
zapada inghetata.
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A doua inegalitate exprima conditia ca roata sa nu se rostogoleasca, conditie din care

rezulta valoarea minima cuplului motor M, pentru care este posibila remorcarea:

® O O TH0 0THEN HMOAS OTSL OTHA OTEW 0TS NG TS —

s

M =[F + G(sina+£cosa)}r.

r

TEST DE EVALUARE

Rigidul liber este:

un corp liber in spatiu

un corp a carui pozitie nu depinde de fortele care actioneaza asupra acestuia
un corp a carui pozitie este definitd de fortele care actioneaza asupra acestuia
Cate grade de libertate are rigidul liber:

6

3

a sau b, dupa cum rigidul este situat in spatiu sau plan

Rigidul supus la legaturi este:

un corp cdruia i se impune o restrictie geometrica

un corp aflat in contact cu alt corp numit legatura

un corp a carui miscare este controlatd de alte corpuri

Conditia de echilibru pentru un rigid supus la legaturi este:

torsorul fortelor de legétura sa fie nul

torsorul fortelor direct aplicate sa fie nul

torsorul fortelor direct aplicate si de legaturd, in orice punct sa fie nul

Un corp rezemat are:
6 grade de libertate
5 grade de libertate
2 grade de libertate

Un corp incastrat are:
6 grade de libertate
3 grade de libertate
0 grade de libertate

Starea de echilibru limitd reprezinta:

starea mecanica in care rezultanta fortelor este nula

starea mecanicd in care torsorul sistemului de forte este nul

starea mecanica in care fortele isi fac echilibru, miscarea fiind iminenta

Coeficientul de frecare de rostogolire s este:

o marime dimensionala

o marime adimensionala

o constantd independentd de materialul corpului care se rostogoleste

Ci)ndi‘gia ge rostogolire fard alunecare este:
17| < M
751> A

nu depinde de marimea fortei de frecare la alunecare, ci de deformabilitatea legaturii

. In lagarul radial se manifesta urmitorul tip de frecare:

o frecare de alunecare
o frecare de rostogolire
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5. STATICA SISTEMELOR MATERIALE

Un ansamblu de puncte materiale sau corpuri solide aflate n interactiune
cu mediul inconjurator se numeste sistem material.
Fortele care actioneaza un sistem material sunt:
» Forte exterioare sistemului material care includ fortele direct aplicate si
reactiunile din legaturile exterioare sistemului.
» Forte interioare sistemului material care includ fortele de interactiune
mecanica intre elementele constitutive ale sistemului.

5.1. TORSORUL FORTELOR INTERIOARE

Se considerd un sistem de corpuri a cdror dimensiuni sunt negijabile in
raport cu distantele dintre ele, respectiv un sistem de puncte materiale
M, M,,..M,, dn care vor fi luate in studiu, doud puncte M; si M; (fig.5.1).

Asupra punctului M, actioneazd fortele exterioare F, si fortele interioare
Fy (j=12,.n).

Conform principiului actiunii si al
reactiunii, fortele interioare sunt egale in
marime si de sensuri opuse:

F;=-F; (5.1)
Considerand vectorii de pozitie ai

punctelor M; si M;, respectiv 7, §i 7,

torsorul intr-un punct oarecare O, al celor Fig. 5.1
doua forte interioare este: o

R=F;+F, =0

Ty MO:Fl.xFij+ijFji:17l.><Fl.j+i7j><(—Fl.j = (5.2)
:(71‘_’71'))([?1] :MjMiXsz =0

Rezultatele obtinute in relatia (5.2) s-au bazat pe relatia (5.1) si datorita

coliniaritatii vectorilor M ;M si EJ (Ej =A-M ;M,;). Se poate concluziona c3,
in orice punct, torsorul unei perechi de forte interioare este nul.
Torsorul in punctul O al tuturor fortelor interioare care actioneaza asupra
punctului M; este:
R; = ZFij
J

TR N (53)
My =7 x Z F;
J
Generalizand pentru intreg sistemul material se poate scrie:
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Ent :ZE :ZZFZJ =0
T0int W, :lzgml:]z:fi xY F;=> > FrxF;=0
i i J J

i

(5.4)

Rezultatele obtinute in relatia (5.4) s-au bazat pe relatia (5.2) si anume,
fortele de legatura interioare formeaza pentru fiecare doud puncte oarecare din
sistem, sisteme de douad forte cu torsorul nul, in orice punct.

Rezulta urmatoarea concluzie: in cazul unui sistem material, torsorul
fortelor interioare este nul in orice punct.

5.2. TEOREME SI METODE PENTRU STUDIUL ECHILIBRULUI
SISTEMELOR MATERIALE

5.2.1. METODA IZOLARII ELEMENTELOR

Prin definitie, un sistem de puncte materiale este in echilibru daca fiecare
punct din sistem este in echilibru.

Cum asupra punctului M; actioneaza fortele exterioare, a caror rezultantd
este F, si fortele interioare de rezultanti ZFU , conditia de echilibru devine:

J
Fi+Y F;=0 (i=1,2,..n) (5.5)
J

Rezultanta fortelor exterioare §i interioare care actioneazd asupra
punctului este nula.

Conform acestei conditii se stabileste o metodda de rezolvare a
problemelor de statica sistemelor materiale numita metoda izolarii elementelor.

Prin aceastd metodd, fiecare element constitutiv al sistemului, punct
material sau solid se izoleaza din sistem si se studiaza echilibrul acestuia sub
actiunea fortelor rezultand din actiunea mediului exterior sistemului si din
actiunea celorlalte elemente din sistem.

5.2.2. TEOREMA SOLIDIFICARII

In vederea eliminarii din calcule a fortelor interioare se utilizeaza teorema
solidificarii. Insumand ecuatiile (5.5), pentru toate punctele din sistem obtinem:

DAY F;=0 (5.6)
i i J

Inmultind vectorial relatia (5.6) cu vectorul de pozitie 7, al punctului M;
si insumand pentru toate punctele din sistem rezulta:

DEXF Y Y FExF; =0 (5.7)
i i

Introducand 1in relatiile (5.6) si (5.7) rezultatele din (5.4) obtinem conditia
de echilibru a sistemului material:

79



S =0

- (5.8)
Zfl xF, =0
i
Cum torsorul in punctul O al fortelor exterioare care actioneaza asupra
sistemului este:

Ty ! _ (59)

introducand relatia (5.8) in (5.9) se obtine sub o alta forma, conditia de echilibru

a unui sistem material.
R=0 5.10
7y M, =0 (5.10)

Relatiile (5.8) sau (5.10) exprima conditia de echilibru a unui sistem
material; torsorul fortelor exterioare in orice punct al sistemului sa fie nul.
Aceste relatii, formal exprima conditia de echilibru pentru solidul rigid si puteau
fi scrise direct prin solidificarea legéturilor interioare sistemului, observatie ce
permite formularea teoremei solidificarii.

Daca un sistem deformabil, liber sau supus la legaturi este in echilibru
sub actiunea unui sistem de forte exterioare, atunci sistemul considerat ca rigid
nedeformabil (prin solidificarea legaturilor interioare) este in echilibru sub
actiunea fortelor direct aplicate §i din legaturile exterioare.

In baza acestei teoreme se stabileste o metoda de rezolvare a problemelor
staticii sistemelor materiale, metoda solidificarii, prin aplicarea metodei de
rezolvare a problemelor de statica rigidului, la sistemele materiale deformabile
si nedeformabile.

Relatiile (5.8) sau (5.10) reprezintd pentru un sistem deformabil
(distantele dintre elemente se poate modifica), conditii necesare dar nu si
suficiente, iar pentru un sistem nedeformabil reprezintd conditii necesare si
suficiente deoarece reprezintd ecuatiile de echilibru pentru solidul rigid. E
posibil ca la sistemele deformabile sd fie indeplinitd conditia (5.10) dar
echilibrul sa nu fie asigurat intrucit aceastd conditie nu atrage dupa sine si
indeplinirea conditiei (5.5).

5.2.3. TEOREMA ECHILIBRULUI PARTILOR

Daca un sistem material deformabil, liber sau supus la legaturi este in
echilibru sub actiunea unui sistem de forte exterioare, atunci o parte oarecare
din sistem considerata ca rigid nedeformabil este in echilibru sub actiunea
fortelor exterioare corespunzatoare §i a fortelor interioare reprezentand
actiunea restului sistemului asupra partii considerate.
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5.3. SISTEME STATIC DETERMINATE SI NEDETERMINATE

Ecuatiile de echilibru obtinute prin cele trei metode nu sunt independente.
Ecuatiile de echilibru obtinute prin metoda solidificarii si a echilibrului partilor
sunt combinatii liniare ale ecuatiilor de echilibru obtinute prin metoda izolarii
elementelor.

Numarul total al ecuatiilor de echilibru, independente pentru un sistem de
n corpuri este de 6m pentru sistemele spatiale si de 3n pentru sistemele plane.

Daca in rezolvarea anumitor probleme, ecuatiile de echilibru nu sunt
suficiente, atunci este necesar sd se scrie relatii suplimentare, independente, de
naturd geometrica sau relatii care dau marimea fortelor si a momentelor de
frecare, etc. Dacd si in aceastd situatie, numarul necunoscutelor este superior
numarului ecuatiilor, sistemul se numeste static nedeterminat. Numdarul
necunoscutelor care depaseste numadrul ecuatiilor reprezintd ordinul de
nedeterminare. In acest caz, pe langd ecuatiile de echilibru static se scriu si
ecuatii de echilibru elastic sau de deformatii, studiate in mecanica rigidului
deformabil (Rezistenta materialelor).

Aplicatii. 1. Sistemul din figura 5.2.a, realizat prin asamblarea stalpului vertical AD cu
grinda orizontala AF printr-o articulatie in punctul B si prin cablul EC sustine o greutate G =
1000 N, printr-un alt cablu prins de elementul vertical in H si trecut peste un scripete F' de
razd R. Dimensiunile ansamblului fiind indicate in figurd sa se determine pentru pozitia de
echilibru a sistemului:

1. Reactiunile legaturilor 4 si D;
2. Reactiunea articulatiei B si tensiunea din cablul EC;
3. Reactiunea din axul scripetelui F.

Rezolvare. 1. Pentru calculul reactiunilor din legaturile exterioare 4 si D se aplica metoda
solidificarii. Eliberand sistemul de legaturile exterioare, unde A reprezintd un rezem si D
reprezintd o articulatie cilindricd, introducand fortele de legaturd corespunzatoare si scriind
ecuatiile de echilibru, se obtine:

ﬁA L
Y F,=0: -N,+H, =0 Tt A
i E H
Y F,=0:V,-G=0 {—é i
! B
Y My =0:3N,-3G=0 = R2.5m
i /
| . m T E
Rezulta: Ny = Hp = Vp = 1000 N E Vo |
2. Reactiunea articulatiei B si y D Hp } 100N
tensiunea din cablul EC se determina 7}77}/
utilizand metoda echilibrului partilor. In )
acest sens, din sistem se izoleaza Fig.5.2.a

subsistemul  constituit din  elementul
orizontal EF si scripetele F, inlocuind legaturile interioare sistemului, respectiv articulatia B si
legdturile prin fir din punctele C si H, cu fortele de legatura corespunzatoare (fig.5.2.b), dupa
care vor fi scrise ecuatiile de echilibru.

Ultima relatie a sistemului a fost scrisd Tn baza proprietatii cd tensiunea din cablu este
o mdrime constantd si are valoarea fortei care actioneaza in capatul liber al acestuia.
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2

Y F,=0: TTEC +H,~T=0

V2 '

F o=0:Vy——2T..—G=0 E
:g: ix B 2 EC Qj_ —=
& H
\/5 B
D My :0:]-7TEC+0,5-T—3-G=0 -
/ Cim | R25m
T=G |
\:71000N
Rezulta: Hz = -1500 N; Vz = 3500 N; Fie. 5.9b
Tec = 3525 N. 18 2.2

3. Reactiunea din axul scripetelui F se obtine aplicAnd metoda izolarii elementelor,
respectiv prin izolarea scripetelui (fig 5.2.c), introducand in legaturile acestuia cu sistemul,

fortele de legatura corespunzatoare; reactiunea din axul scripetelui cu componentele H 5, Vj

si tensiunea din ramura orizontald a cablului trecut peste B
scripete si fixatin H, T . T Ve
Ecuatiile scalare de echilibru sunt:

I
-

M

ZF,.xzo.- ~T+H, =0 02

D F,=0:V,-1000=0

e

1000N

Y Myp=0:05T—-05-1000=0

Rezulta: Hr=Vr,=T=1000 N Fig. 5.2.c

2. Un cadru rezemat in capatul A4, articulat in C si incastrat in capdtul £, are forma si
dimensiunile indicate in figura 5.3.a. Asupra cadrului actioneaza o forta orizontald de 6 KN pe
mijlocul deschiderii 4B si o fortd distribuita uniform de marime 2 kN/m, pe deschiderea CD.
Neglijand greutatea cadrului sa se determine reactiunile din cele trei legaturi

VE
- 2KN/m
B il : O
2m 2m 2m H[ m :IIT] |
7 [RI=4KN
m m m - | 2KN/m
ca iyl
6KN E 6KN
e = = —
V[
2m
2m m Me 1
E —_
h <J—HE
A A ‘|‘,
7, a) Iiﬁ bi 3] Ve
A
Fig.5.3

Rezolvare. Pentru determinarea reactiunilor din cele trei legaturi se aplicd metoda
izolarii elementelor, sistemul material fiind constituit din doud corpuri: corpul ABC si corpul
CDE. Pentru fiecare corp izolat se inlaturd legaturile inlocuindu-le cu fortele de legdtura

corespunzdtoare. Capdtul 4 fiind un reazem se substituie cu o reactiune normald N ,.
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Articulatia cilindrica din C se substituie cu cele doui componente ale reactiunii H, si V.

Articulatia C fiind o legaturd interioard sistemului, fortele de legitura interioara respectand
principiul actiunii si al reactiunii, sunt egale si de sens contrar pe cele doua corpuri adiacente
legaturii. Capatul E este o incastrare care se inlocuieste cu efectul mecanic corespunzator,

fortele si momentul din legaturd: H ., Vy si M.
Corpul ABC (fig.5.3.b):

D F,=0:6-H=0

ZF,.y =0: N,-V.=0

dMy=0:-2-6-2Vo+4H; =0

Corpul CDE (fig.5.3.c): forta distribuitd uniform se inlocuieste cu o forta concentrata
egald cu rezultanta acesteia, avand marimea R=p/=2-2=4kN si care actioneazd la

mijlocul lungimii pe care se distribuie.
Y F,=0: Ho—Hy=0

D F,=0:Ve+Vy;—4=0

DMy=0: 2Ho+2Ve—1-4+My =0

Rezolvand cele doua sisteme de ecuatii, se obtin valorile reactiunilor:

N,=H.=V.=H,=6kN, V, =—2kN, M, =—20kN-m

3. Rezultanta presiunii gazelor din cilindrul unui motor cu ardere interna este
P =250 N. Pentru pozitia indicata

in figura 5.4.a sda se determine
marimea cuplului motor M, creat de
aceastd fortd care actioneaza asupra
arborelui cotit (manivelei) OA.
Rezolvare. Ansamblul motor
este constituit din trei corpuri:
arborele cotit, actionat de cuplul M,
reprezentat prin manivela OA4, biela
AB si pistonul B, actionat de forta P.
Legaturile cu  exteriorul  sunt
reprezentate printr-un lagar
(articulatia cilindrica O) in care se
monteaza arborele cotit si peretele
vertical al cilindrului (reazemul) in
care se monteaza pistonul. Legaturile
interioare  sunt reprezentate de
articulatiile cilindrice din 4 si B care Fig.5.4
leagd Dbiela de arborele cotit,
respectiv de piston. De mentionat ca pentru biela AB de greutate neglijabila si fard sarcini pe
deschidere (bard dublu articulatd), reactiunile din capetele B si C ale acesteia sunt egale si
direct opuse avand ca suport directia bielei. Cuplul motor M va rezulta din conditia de
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echilibru a sistemului. Ecuatiile de echilibru vor fi scrise pentru pistonul B si manivela OA.
Pentru biela AB nu sunt necesare aceste ecuatii, intrucat tensiunea din aceasta, de sens contrar
celei reprezentate pe corpurile adiacente rezultd din ecuatiile de echilibru scrise pentru
celelalte doud corpuri. Intrucat nu sunt cerute reactiunile din legaturile cu exteriorul, pentru

cele doud corpuri vor fi scrise doar ecuatiile:
Pistonul B (fig.5.4.b):

D F, =0 : Scosa-P=0

Manivela O4 (fig.5.4.c):
Y My=0 :S-(04)sin(a+B)-M =0

Marimea cuplului motor este:

M = (OA)sin(a+ )= P-(OA)(tga cos f+sin )
cosa
unde:
3 6 8
O0A=V6°+8% =10cm; tga=—; sinfB=—; _ 9
cm; tga 10 sin 70 cos 70
si

M:250-10(ii+i):2500ﬁ=2]00N-cm=2]N-m
1010 10 100

4. Corpul C din figura 5.6.a are greutatea G =400 N si coeficientul de frecare dintre
acesta si planul orizontal =04 . Si se determine forta P aplicati in articulatia B care va

cauza miscarea corpului C spre dreapta.

Rezolvare. Forta P necesard miscarii corpului C spre dreapta se va determina din
conditia de echilibru limita a sistemului (conditia de repaus cu migcare iminenta a corpului C).
Intrucat nu intereseaza reactiunile din legituri si cu metoda solidificarii nu poate fi obtinut
numarul necesar de ecuatii pentru determinarea tuturor necunoscutelor, se utilizeaza metoda
izolarii elementelor combinatd cu metoda echilibrului partilor. Astfel se izoleazd bara 4B
(pentru care se scrie doar ecuatia de momente 1n raport cu articulatia 4) si subsistemul
constituit din bara BC si corpul C (pentru care se scriu toate ecuatiile scalare de echilibru).

Ecm | 20cm
] wh o
Hy
N a
: \
= \ £
| P| e Hs
g
- Cem Ve
s
b) c)
Fig.5.6
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Bara 4B (fig.5.6.b):
> My =0: 30P-30H -5V, =0

Subsistemul BC (fig.5.6.c); dimensiunile corpului C fiind mici, fortele care actioneaza
asupra acestuia sunt concurente in punctul C, inclusiv forta de frecare F:

Y F,=0: Hy—F, =0
DY F,=0: Vy+N—-400=0

DM =0:=20Vy—15H; =0

F,=04N
Rezulta sistemul de ecuatii:

Hy,—-04N =0
Veg+N—-400=0
4V +3Hz =0
6P—6H -V, =0

si forta P avand valoarea:
P=1200 N

5. Asupra rotii motoare O actioneazd un cuplu In sens orar de marime
M =90daN -cm . Pentru oprirea rotii se actioneaza o parghie cu sabot, ABC cu ajutorul

cilindrului hidraulic BD (fig.5.7.a). S& se determine forta minima pe care o exercita cilindrul
hidraulic  asupra  parghiei franei, B A
necesara opririi rotii, daca coeficientul — gy — ﬂ%
de frecare dintre sabot si roatd este
u=04. Care va fi aceastd fortd daca
asupra rotii actioneazd acelasi cuplu
motor dar in sens antiorar?

Rezolvare. Forta ~ minima
necesard frandrii se determind din
conditia de echilibru limita a sistemului,
respectiv din ecuatiile de echilibru ale
elementelor izolate din sistem (fig.5.7.b,
fig.5.7.c).

Pentru eliminarea din calcule a Fig.5.7.a
reactiunilor din articulatiile O si 4, din
ecuatiile scalare de echilibru retinem
ecuatiile de momente in raport cu cele v
doud puncte, scrise pentru fiecare m
element.

a. Cuplul motor are sensul orar: / —— _H:._ .
F
ZMI'O:O.' ~M; +25F; =0 %\“/;

DMy =0: ISF—45N +15F,; =0 N

15cm

30cm 15¢m

15cm

Fy=uN Fig. 5.7.b
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Rezulta: F = 23,4 daN
b. Cuplul motor are sensul antiorar:

D My=0: M, —25F, =0
DM, =0: I5F—45N—15F; =0

Fyp = uN
Rezulta: F = 30,6 daN Fig.5.7.c
Observatie. O astfel de frand pentru care forta de franare depinde de sensul cuplului

motor se numeste frand ireversibild. Pentru ca frina sd devind reversibild este necesar ca

momentul fortei de frecare, al cdrui sens depinde de sensul cuplului motor, sd fie nul. Aceasta
se realizeaza prin reducerea bratului acestei forte la zero, in raport cu articulatia 4 a parghiei.

6. O frana cu banda actioneazd asupra unei roti de raza R, banda de franare fiind
actionatd de parghia CAB;B; ca in figura 5.8.a. Cunoscind cuplul motor M care actioneaza
asupra rotii, dimensiunile a §i b ale parghiei si coeficientul de frecare g, dintre banda de
franare si roata sa se determine forta /', necesara franarii.

Fig. 5.8

Rezolvare. Se izoleaza cele doud corpuri din sistem prin sectionarea benzii de franare
(fig.5.8.b, fig.5.8.c). Cu ajutorul ecuatiilor de echilibru scrise pentru cele doua corpuri —
numai ecuatiile de momente In raport cu articulatiille O si A, care elimina din calcule
reactiunile acestora, impreund cu formula lui Euler pentru frecarea firelor, obtinem:

> My=0; T,R-T\R-M =0
> My =0; Tb+Tb—Fa=0

3z
7#

si
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TEST DE EVALUARE

Sistemul material este:

un sistem de puncte materiale

un sistem de corpuri rigide

un sistem de puncte materiale sau corpuri rigide aflate in interactiune mecanica
Valoarea torsorului fortelor interioare pentru un sistem material este:

Zero

numai rezultanta fortelor interioare este nula

nici una din variantele a sau b nu este corecta

Metodele utilizate in studiul echilibrului sistemelor materiale sunt:

metoda izolarii elementelor si metoda solidificarii

metoda izolarii elementelor si metoda echilibrului partilor

metoda izolarii elementelor, metoda solidificarii si metoda echilibrului partilor

Metoda solidificarii consta in:
solidificarea legaturilor interioare sistemului
eliberarea sistemului de legaturile cu exteriorul

solidificarea legaturilor interioare, eliberarea sistemului de legaturile exterioare si
scrierea ecuatiilor de echilibru ale sistemului, considerat rigid

In ecuatia de echilibru a unui element din sistem, termenul Z F; reprezinta:
J
rezultanta fortelor interioare care actioneaza asupra sistemului material

rezultanta fortelor interioare care actioneaza asupra unui element din sistemul material

nici una din variantele a si b

Pentru un sistem material, ecuatia z z r; xF, =0 reprezinta:
i

.conditia de echilibru a unui element din sistem
b.
c.

momentul intr-un punct al fortelor interioare sistemului
ambele variante a si b

Termenii din ecuatiile de echilibru ale unui sistem material 7,7 reprezinta:

)=
torsorul fortelor interioare sistemului

torsorul fortelor exterioare sistemului

variantele a si b impreuna

Sistemul static nedeterminat este:
sistemul cu ordin de nedeterminare mai mare decat /

sistemul in care numarul necunoscutelor este mai mare decat numarul ecuatiilor de
echlhbm static
sistemul 1n care numarul necunoscutelor este mai mic decat numarul ecuatiilor de
echilibru static
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CINEMATICA

6. CINEMATICA PUNCTULUI

Cinematica punctului studiazd miscarile mecanice ale corpurilor, fara a
lua 1n considerare masa acestora si fortele care actioneaza asupra lor. Cinematica
face un studiu geometric al miscarilor din care cauza aceastd parte a mecanicii
se mai numeste si geometria migcarilor. Cinematica foloseste notiunile
fundamentale de spatiu si timp. Spatiul se considera absolut, euclidian si
tridimensional, iar timpul un parametru scalar independent de spatiu i continuu
crescdtor. Notiunea de migcare este relativa. Miscarea se raporteazd in general la
un reper sau sistem de referintd. Daca reperul este fix, miscarea se numeste
absoluta, iar daca reperul este mobil, miscarea se numeste relativa.

6.1. NOTIUNI FUNDAMENTALE
6.1.1. LEGEA DE MISCARE

Miscarea unui punct M este cunoscuta daca, in orice moment ¢, se poate
preciza pozitia acestuia in raport cu un reper
presupus fix, definitd de vectorul de pozitie r ca

functie de timp (fig.6.1). M
FZF(Z) (61) r(t)
Pentru a defini miscarea reald, functia 0 (C)

vectoriald descrisd de ecuatia (6.1), trebuie sd fie
continud, uniforma, finita in modul si de doud ori
derivabila. Ea constituie legea de migcare.

Fig.6.1

6.1.2. TRAIECTORIA

Traiectoria este locul geometric al pozitiilor succesive ocupate de punct
in miscare. Referitor la traiectorie, se intalnesc doud cazuri:

Cazul 1. Se cunoaste pozitia punctului, datd prin functiile scalare, care
definesc vectorul variabil () (fig.6.2) si se cere sa se determine traiectoria.

Daca functia vectoriala 7(¢) este definita cartezian se poate scrie:

F(t)=x(t)i + y(t)] +z(t )k (6.2)
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unde 7, j,k sunt versorii axelor Ox, Oy si Oz, ale sistemului cartezian.

Proiectiile pe axe ale vectorului
r(t) reprezintd coordonatele punctului M

in sistemul cartezian Oxyz, sunt functii
scalare de timp si se numesc ecuatii
parametrice ale traiectoriei, parametrul
fiind timpul ¢.

x=x(t); y=y(t); z=z(t) (6.3)

Prin eliminarea parametrului ¢ in
ecuatiile parametrice (6.3) se obtine
traiectoria, ca intersectie a doud plane:

Ji(x,3,2)=0; fr(x,y,2)=0 (64)

Cazul 2. Se cunoaste traiectoria punctului, curba (C), si se cere sa se
determine pozitia acestuia. Daca traiectoria este o curba continua, rectificabila si
are in orice punct o tangentda unicd, pozitia punctului se poate determina
utilizand un singur parametru scalar, care este
coordonata curbilinie s (fig.6.3). s(t)

Punctul M se deplaseaza pe curba (C) in
sensul indicat de sdgeata. Pentru a indica pozitia
la un moment dat a punctului se alege ca reper
punctul M,, care constituie originea arcelor, Fig. 6.3
sensul de parcurs fiind indicat de sageata.

Pozitia punctului M pe curba, in timp este determinatd de ecuatia orara a
miscarii sau legea orara a miscarii:

CFig62

(C)
My M

s=s5(t) (6.5)

6.1.3. VITEZA

Viteza este o marime vectoriala atasata punctului care precizeaza directia
si sensul in care se efectueaza miscarea.
Se considerd doua pozitii succesive M; si M, ale punctului M in miscarea

pe curba (C), la momentele ¢ si respectiv ¢+A¢, caracterizate prin vectorii de
pozitie r(t), respectiv F(t + At) (fig.6.4). Intervalul de timp At fiind foarte mic,
se poate asimila elementul de arc M;M,, cu elementul de coardda M;M,, care
reprezind modulul vectoruluit M ;M , =r(t+At)—r(t)=4r

Ar . : . <
Raportul o se numeste viteza medie a punctului M. Cum de regula
4

intereseaza directia si sensul miscarii in orice moment pe curba (C), se
calculeaza viteza instantanee. Aceasta se realizeaza cand intervalul de timp
At =0 sau M, > M ;.
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Trecand la limita, rezultd viteza instantanee intr-un punct:

MM Foodr .
v fim Mo, A _dr (6.6)
M,—>M; At A—0 At dt

Relatia (6.6), arata ca viteza unui punct
este egala cu derivata vectorului de pozitie al
punctului, in raport cu timpul (derivata in
raport cu timpul a functiilor scalare sau
vectoriale se va nota, in general, cu un punct,
deasupra).

Viteza este tangentd la traiectorie in
punctul respectiv:

o L T

dt ‘dr‘ ds dt

unde:
dr __ | _, ds

- ds E:

W = S (68)

) )

T este versorul tangentei.

6.1.4. ACCELERATIA

Acceleratia este o marime vectoriala atagata punctului in miscare si arata
modul de variatie al vitezei acestui punct in decursul miscarii, ca modul,
directie §i sens.

Se considera doud pozitii succesive M; si M, ale punctului M in miscare
pe curba (C), la momentele ¢ si respectiv t+A4¢, avand vitezele v(t)=v si

V(t+ At)=v + Av (fig.6.5). Variatia vitezei in intervalul de timp At este:
V(t+At)-v(t)=(Vv+4v)—-v=4av

v < < _
Raportul A_ masoara variatia
t

M, v+AV

vitezei 1n timp si se numeste acceleratie
medie. Prin trecerea la limita, aceasta
realizandu-se cand intervalul de timp

At —>0 sau M, —>M,,  rezultd
acceleratia instantanee:
Av L. :
= lim AW _dT_5_: (69 Fig. 6.5

At—0 At _Z_ dl‘z

Daca se continud derivarea in raport cu timpul, a vectorului de pozitie 7,
se obtin vectori care se numesc acceleratii de ordin superior. Astfel, derivata a
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treia in raport cu timpul a vectorului de pozitie, se numeste acceleratie de
ordinul al doilea sau supraacceleratie.

6.1.5. VITEZA SI ACCELERATIA UNGHIULARA

Sunt cazuri cand pozitia unui punct pe traiectorie se poate preciza cu
ajutorul unui unghi la centru 6, ca in cazul miscarii circulare. Considerand ca
reper, diametrul orizontal, legea de miscare a punctului M pe cerc este definita
de functia:

0=0(t) (6.10)

Se considera doua pozitii succesive M,
si M, ale punctului M in miscarea pe cerc, la
momentele ¢ si respectiv t+Af, avand
unghiurile la  centru  6(t)=6 si
O(t+ At)=60+ A0 (fig.6.6). Variatia
unghiulara in intervalul de timp At este:
O(t+At)-60(t)=(0+40)—-60 =40

Fig. 6.6

A0 L
Raportul Ty se numeste viteza
t

unghiulara medie a punctului M. Prin trecerea la limita, aceasta realizandu-se
cand intervalul de timp At —>0 sau M, - M,;, rezultd viteza unghiulara

instantanee:

o= lim —=">=0 (6.11)
At—0 At dt

Considerand pozitiile succesive M; si M, ale punctului M in miscare pe
cerc, la momentele ¢ si respectiv t+A4¢, avand vitezele unghiulare o(t)=w si

o(t+ At) = w + Aw , variatia vitezei unghiulare in intervalul de timp A¢ este:
o(t+A)-—o(t)=(o+Aw ) — 0 = Aw

Aw 9 e : . L .
Raportul A_ masoara variatia vitezei unghiulare in timp §i se numeste
t

acceleratie unghiulara medie. Prin trecerea la limitd cand intervalul de timp
At — 0 sau M , > M ;, rezultd acceleratia unghiulara instantanee:

Ao do d’6
&= lim = = —

D=0 6.12
A—0 At dt i @ ( )

Prin conventie, viteza unghiulard poate fi consideratd un vector al carui
suport este o dreaptd perpendiculard pe planul traiectoriei, care trece prin
punctul O. Sensul pozitiv al vectorului vitezd unghiulara este dat de regula
surubului, care se roteste in sensul de deplasare al punctului M. In mod similar
se defineste s1 vectorul acceleratie unghiulara.
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6.2. STUDIUL MISCARII PUNCTULUI
6.2.1. STUDIUL MISCARII iN COORDONATE CARTEZIENE

A cunoaste miscarea punctului, inseamnd a cunoaste in orice moment
vectorul de pozitie 7, viteza v si acceleratia acestuia a (fig.6.7).
Vectorul de pozitie are expresia:

F=xi+y+zk (6.13)

Ecuatiile parametrice ale traiectoriei
sunt:

x=x(t); y=y(t), z=z(t) (6.14)

Traiectoria sau curba (C) se obtine prin
eliminarea parametrului ¢ 1in ecuatiile
parametrice ale miscarii.

Viteza se obtine ca derivata vectorului
de pozitie 1n raport cu timpul:

v:?:ﬂthyj‘ml? (6.15)
dt
Componentele vitezei sunt:
V=X v, =y v, =2 (6.16)
Modulul vitezei este:
‘—_\/2 2 2_\/.2 L2, .2
v‘— VitV v =X YT 42 (6.17)

Directiile pe care le formeazd suportul vectorului vitezd cu axele
sistemului cartezian Oxyz sunt date de cosinusii directori:
—_ T 5C —_ = ) - T Z.
cos(v,z)z‘?; cos(v,]):%; cos(v,k )=— (6.18)
% v
Acceleratia se obtine ca derivata in raport cu timpul a vitezei punctului
sau derivata de doua ori in raport cu timpul, a vectorului de pozitie:

V]

2

— - 1% Y . .7 — 3 d 17 o s 7
a=v=—=vi+V, j+Vv. k; a=r=——=Xi +jj+Zk (6.19)
" 4 : dt’
Componentele acceleratiei sunt:
a,=v,=X a,=v,=y; a,=v,==Z (6.20)
Modulul acceleratiei este:
al :\/aﬁ +a; +a: :\/vﬁ +V) 4+ V7 =57 + 37+ 2 (6.21)
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Directiile pe care le formeaza suportul vectorului acceleratie cu axele
sistemului cartezian Oxyz sunt date de cosinusii directori:
- ‘-} :Xf - ") . o . 5
cos(a,i)=—=—; cos(a,]):%:%; cos(a,k)=—==— (6.22)
a | a |a a a

Caz particular. Daca z =0, traiectoria este o curba plana situata in planul
Oxy (fig.6.8).
Viteza in acest caz are expresia:

v ..

V=Xi+y; v,=x% v,=y (623)
Modulul vitezei este:
Fl=vi+vi =42+ 57 (624)

Suportul vitezei este definit de
unghiul «, pe care-l formeaza vectorul
viteza, cu axa Ox:

v :
v, X
Acceleratia este:
a=vi+v,j=Xi+y, a,=v,=X% a,=v, =} (6.26)

Modulul acceleratiei este:
@) =yfa? +al = V2 +v7 =57 + 57 (6.27)

Suportul acceleratiei definit de unghiul f, pe care-l1 formeaza vectorul
acceleratie cu axa Ox se determina cu relatia:

a "} .o
gf=—"=-"=2 (6.28)
Clx x X

6.2.2. STUDIUL MISCARII iN COORDONATE NATURALE

Sistemul de coordonate natural numit si intrinsec sau triedrul Frenet este
un sistem de referintd mobil (fig.6.9), cu originea in punctul M, care efectueaza
miscarea si avand ca axe:

» tangenta, cu versorul 7, pozitiv in sensul cresterii parametrului scalar s,
masurat de la originea arcelor, My,
» normala principald, cu versorul v pozitiv inspre centrul de curbura;

» binormala, cu versorul £ definit astfel incat versorii 7,v,f sa formeze un

sistem triortogonal drept (S =7 x V).
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Planele determinate de cei trei vectori se numesc: osculator, rectifiant $i
normal.

Pentru determinarea componentelor vitezei si ale acceleratiei in triedrul
Frenet, se va utiliza relatia de definitie a tangentei la o curba:

_ ar
T=—" (6.29)
ds plan
reckifiant

si formula Frenet:

1 _ dr

—V =— (6.30)

yo, ds
in care p este raza de curburd in
punctul M. osculator

Sistemul natural se utilizeaza

cand se cunoaste ecuatia orara a 0
miscarii (6.5), s=s(t). Fig. 6.9

Vectorul de pozitie  se poate
exprima in functie de elementul de arc, s:

F=r(s)="rls(t)] (6.31)

Viteza se obtine derivand vectorul de pozitie in raport cu timpul si tinand
seama de relatia (6.29):

ﬂ . @ =75 (6.32)
ds dt

Componentele vitezei pe axele
triedrului Frenet sunt:

v, =8 v,=0; v, =0 (6.33)

V=7 =

Rezulta ca viteza este dirijatda dupa
directia tangentei si are modulul:

V|=v, =35 (6.34)

Acceleratia se obtine derivand viteza in raport cu timpul si tindnd seama
de relatia (6.30):

— . — — .2
a= r) =B s sr s T i Sy (63)
dt dt dt dt ds dt o,
Componentele acceleratiei pe axele triedrului Frenet sunt:
22
a,=5=v; a,="—="—; a,=0 (6.36)
P P

Modulul acceleratiei este:
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_ .2 S 2V
‘a‘quatz +a,f = |57 +— = v? +— (6.37)

Acceleratia are componenta pe binormald, nuld, in tot timpul miscarii,
vectorul acceleratie fiind situat in planul osculator (fig.6.10).

Observatii:
1. Dacd v=ct., a, =0, miscarea este uniforma;
2. Acceleratia este zero daca ambele componente ale acesteia sunt nule:

a,=0 < v=0 = v=ct.—miscare uniforma

1 1 . e
a, =0 < v2—=0;v¢0 = —=0 = p—>o—miscare rectilinie
P P
Singura miscare in care acceleratia este nula este migcarea rectilinie §i

uniforma.

3. Componenta tangentiald a acceleratiei a, exprimad variatia vitezei in modul,
iar componenta normald a, , variatia vitezei in directie.

4. Daca v-a, >0, miscarea este acceleratd, dacd v-a, <0, miscarea este
incetinitd (deceleratd).

Aplicatii. 1. Se da mecanismul biela-maniveld din figura 6.11, unde O4 = AB =1.
Manivela OA se roteste cu viteza unghiulard constantd, @ = ct.. Sa se determine traiectoria,
viteza si acceleratia punctului C de pe bield, daca AC =d .

Rezolvare. Se alege sistemul

cartezian Oxy, cu originea in axul O al y

manivelei OA4 si axa orizontala Ox ca A

fiind ghidajul pe care se deplaseaza (C) v ALY

culisa B. Pozitia curenta a punctului C va e B -=~I+H.\\.

fi exprimatd in functie de legea de — L - A ._\C_

migcare a manivelei, §(): }'F 0 C‘E/ 6.3 : [ B .

Vs | : | |

o) = ot AsS . AT

Legea de miscare a punctului C
este exprimata prin vectorul de pozitie al Fig. 6.11
acestuia ca functie de timp.
OC=7(t)=(1+d)cosO-i+(I—d)sinf-j =
=(l+d)cosar-i+(l—d)sinwt-j=xi+yj

Coordonatele punctului C, exprimate ca functii de timp cu ajutorul parametrului 62),
reprezintd ecuatiile parametrice ale traiectoriei:

x=0C"=0A4"+A'C'"=lcos@+dcos@=(l+d)cosO =(l+d)cos ot
y=0C"=AA"— AA" = lsin@ —d sin@ = (1 —d )sin€ = (1 —d ) sinwt
sau:

X y .
—— =coswt;, —— = sinwt

[+d I-d
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Prin eliminarea parametrului ¢, aflat implicit in legea de miscare 6(z) va rezulta ecuatia
traiectoriei, (ecuatiile parametrice se ridica la patrat si se insumeaza):

2 2
X Y

dvar aar !

care este o elipsa de semiaxe (/+d ) si (I-d).
Viteza are componentele:
{vx =x=—(1+d)wsinwt

v, =y =(l-d)wcoswt

Vectorul viteza poate fi scris sub forma:
V=vi+v,j=ol-(1+d)sinot-i+(1-d)cosot- ]

fiind tangent la traiectorie n punctul C.
Acceleratia are componentele:

a,=v. =%=—(1+d)w’ cosot =-w’x; ay=\>y:j}=—(l—d)a)2sina)t:—a)2y

X X
Vectorul acceleratie poate fi scris sub forma:
a=-w’(l+d)cosati —a’ (1—-d)sinotj = -’ (xi + yj ) = —0°F
este coliniar si de sens contrar vectorului de pozitie 7 .
2. Culisa 4 se deplaseaza pe un ghidaj orizontal, plecand din O cu viteza constanta v,.
Un fir, de lungime /, care trece prin inelul culisei 4, este legat cu un capat in O, celalalt capat

fiind legat de inelul culisei B, care se deplaseazd pe un ghidaj vertical (fig.6.12). Cunoscand
distanta OC = a, sa se determine legea de miscare si viteza culisei B.

Rezolvare. Se alege sistemul de axe Oxy, cu originea in punctul de fixare al ghidajului,
orizotal, axa orizontala Ox fiind ghidajul pe

care se deplaseazd culisa 4. Legea de a
miscare a culisei B, yg = y(t) poate fi » A ¥, y
exprimatd in functie de legea de miscare a 07 =
culisei 4:
Xp= x(t)
X, =x(t)=vyt
Din A4 ABC poate fi scrisa relatia: y
CB =V AB’ - CB’

CB=yy=y(t)
unde:< AB=1—-x,=1—-vyt

AC=a—-x,=a—vyt Fig. 6.12

Vi =N =vt ) —(a=vt ) = —=a’ = 2vyt(l—a) = J(I—a)(I+a—2vt)

. 2vy(l-a) [—a
Vg =Y =— = [—,
2\(1-a)(l+a-2vyt) [+a—2v,t
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3. Manivela OA4 de lungime 2R se roteste cu viteza unghiulara o, in jurul capatului O.
Capdtul 4 este articulat la periferia unei roti de raza R, care poate aluneca intre doua ghidaje
paralele ca in figura 6.13. Sa se determine legea de miscare si viteza centrului C, al rotii.

Rezolvare. Se alege sistemul de axe Oxy, cu originea in axul O al manivelei OA si axa
orizontald Ox, suprafata orizontald a ghidajului. Intrucat centrul C al rotii se deplaseazi dupa
o directie paraleld cu axa Ox, legea de miscare a acestuia este definita de abscisa x. = x(7),

exprimatd in functie de legea de miscare a manivelei OA4, ¢ = wt .

Xo =0l =04 + A1

OA'=2Rcos @ = 2R cos ot

AT=C'"C=+NAC? - AC”
AC'=AA'—C'A'=2Rsinp— R =
unde: =R(2sinp—1)=R(2sincwt —1)

AT=RyI—(2sinot—1)° =

:R\/l—(4sz'n2 ot —4sinot+1) =
= ZR\/sin wt(1—sinawt )

Xc =x(t)=2R(cos wt + \/Sina)t(l—sina)t))

cosot(1+2sinwt )
2\/sin wt(1—sinwt )

Ve = Xc = —2Ro(sinot +

4. Bara OA se roteste in jurul punctului fix O cu viteza unghiulara w. De extremitatea
A a barei este legat un fir trecut peste un scripete mic B care poartd la extremitatea libera
corpul M (fig.6.14). Sa se determine viteza corpului M si sa se arate cd expresia acesteia este:
v=whsina ,unde h = OB si a=8.

Rezolvare. Legea de miscare a punctului M este definitd de ordonata acestuia ca
functie de timp, y,, = y(t) iar viteza acestuia se obtine
derivand in raport cu timpul, legea de miscare v,, = y,, y

Singurul parametru caruia i se cunoaste variatia in :
timp fiind unghiul format de manivela OA4 cu axa de referinta y B
verticala Oy, @ =w-t se va exprima legea de miscare a |
punctului in functie de acest unghi. |

Considerand firul A4ABM. inextensibil de lungime |
constanta / se poate scrie: e

vy =(OB)—(MB)=h-[l—(AB)|=h-1+(A4B) <y

Portiunea 4B conform teoremei Pitagora generalizata
scrisd in AOAB , considerand OA = r este:

AB =[(OA) +(OB)> = 2(OA)(OB )cos 0 = VAT

= \/rz +h? = 2rhcos wt

Yy = h—l+\/r2 +h? = 2rhcos ot Fig. 6.14
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Viteza corpului M devine:
rsin ot

\/r2 +h? = 2rhcos ot

Vi = Yy = 0h

Aplicand teorema sinusului, in 40OA4B rezulta:

sin@  sina sin ot sina rsinowt
= = = =

— = =sina
AB 04 \/r2 +1° = 2rl cos ot r \/r2 +17 = 2rl cos ot

Din ultimele doua relatii se obtine:

vy = ohsina

6.3. MISCARI PARTICULARE ALE PUNCTULUI
6.3.1. MISCAREA RECTILINIE

Traiectoria migcdrii rectilinii este o dreapta. Considerand ca traiectorie a

miscarii, axa Ox, studiul acesteia se simpifica (fig.6.15). Notand cu O, reperul pe
axa Ox, pozitia punctului la un moment dat este:

OM =x=x(t) (6.38)

x(t)
care este o ecuatie de tipul ecuatiei .
orare a migcarii. (6.5). 0 )
Rezulta ca se va studia miscarea Vo v
folosind rezultatele obtinute cu ajutorul  Q My M X
triedrului Frenet insd in cazul particular Fig. 6.15

cand traiectoria este o dreapta.

Pentru studiul misdrii sunt necesare si conditiile initiale (conditiile la

momentul initial #)): spatiul initial - x(?, ) = x,, s viteza initiald - v(¢, )=v,.

6.3.1.1. MISCAREA RECTILINIE UNIFORMA

Specific acestei miscari este viteza constantd cu care se deplaseaza

punctul, deci acceleratianula - a =0.
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Caracteristicile miscarii rectilinii uniforme sunt:
dv

a——ZO; deO; v=¢C 6.39
. ; (6.39)
dx
v="scp; dx = c,dt; x:JCIdtzclt+Cg (6.40)
Deci:
a=0; v=c;; x=cjt+c, (6.41)

Conditiile initiale ale miscarii sunt:



Introducand conditiile initiale (6.42) in ecuatiile de miscare (6.41) pentru
timpul 7, =0, se obtin constantele de integrare c; si c;:

c;=Vy, C) =X (6.43)
Caracteristicile miscarii rectilinii uniforme devin:
a=0; v=v,;, x=vyt+Xx (6.44)
Graficele acestor caracteristici sunt redate in figura 6.16.

d v X

v X
a0 (;Ii O-ji

0 ! 0 I 0 r

et

Fig. 6.16

6.3.1.2. MISCAREA RECTILINIE UNIFORM VARIATA

Miscarea rectilinie uniform variatd se defineste ca fiind miscarea unui
punct pe o dreapta cu acceleratie constanta a = ct.
Caracteristicile miscarii rectilinii uniform variate sunt:

azgzaozct.; dv = adt,; v:jadtzat+c] (6.45)
v—@' dx =vdt; x—J(at—kc )dt—aﬁ+c t+c (6.46)
ar : 1 5 ¢ 2 -
Deci:
;2
a=ay=ct; v=at+cy; x=a7+01t+02 (6.47)

Conditiile initiale ale miscarii fiind:
ty=0:v(0)=v,, x(0)=x, (6.48)

care introduse in ecuatiile de miscare (6.47) pentru timpul #, =0, conduc la
obtinerea constantelor de integrare c; si ¢;:

C]:V(), CZZXO (649)
Caracteristicile miscarii rectilinii uniform variate devin:
£2
a=ay=ct; v=at+v,; x:a7+v0t+x0 (6.50)

Dupd cum sensurile acceleratiei si vitezei sunt aceleasi sau contrare,
migcarea uniform variata poate fi :
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» miscare uniform accelerata, daca v-a >0 (a > 0) (fig.6.17.a);

d v X

\,:\l\“ /*\\\
azay > 0 o
ain VOT XO

0 ; 0 ' 0 ;

Fig. 6.17.a
» miscare uniform decelerata (incetinitd), daca v -a <0 (a <0) (fig.6.17.b);

d v X

=v()
xor

0 0
aoﬁ 223y < 0 t t t

Fig. 6.17.b

\!
_

6.3.2. MISCAREA CIRCULARA
6.3.2.1. STUDIUL MISCARII iN COORDONATE CARTEZIENE

Punctul M se misca pe o traiectorie circulard de raza R, avand legea de
miscare, viteza si acceleratia unghiulard date de expresiile:

0=0(t); O=w; 0= =¢ (6.51)

Sistemul cartezian este ales cu originea O, in centrul cercului (fig.8.18).
Ecuatiile parametrice ale traiectoriei sunt:

x=RcosO(t);, y=Rsinf(t) (6.52)
Prin eliminarea parametrului ¢, aflat
implicit in legea de miscare G(¢) va rezulta

traiectoria, care este cercul de raza R cu
centrul 1n originea O:

x? +y?=R? (6.53)

Componentele vitezei pe axele
sistemului cartezian sunt:

v, =x=—ROsind=—Rwsin6 =-wy
: (6.54) :
v, =y=R0cosO = Rawcos0 = wx Fig. 6.18
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Vectorul viteza are expresia:
V=-—wyi +ox] (6.55)
si este tangent la traiectorie, adica perpendicular pe OM , deoarece produsul
scalar v - OM este nul:

V-OM =(—ayi + axj ) (xi + yj ) =—axy + axy =0
Modulul vitezei este:

‘V‘:qlvﬁ +v§ = x’ +y° =wR (6.56)

Componentele acceleratiei se obtin prin derivarea componentelor vitezei:

{ax =V, =-Ra sin6 — Rwbcos @ = —&R sin 0 — w’RcosO=-cy—w’x 6.57)
a,=v, :Ra')cosﬁ—Ra)ésin@:chosﬁ—a)stinH:gx—a)zy .
Vectorul acceleratie are expresia:
a=(—cy—’x)i +(ex—w’y)j (6.58)
si modulul:
‘c_z‘:\/aﬁntai:\/(—ey—a)zx)2+(5x—a)2y)2: (6.59)

:\/52(x2 +y2)2 +a)4(x2 +)/2)2 :R\/gz +o?

6.3.2.2. STUDIUL MISCARII iIN COORDONATE NATURALE

Punctul M se misca pe cercul de raza R, avand legea de miscare, viteza si
acceleratia unghiulara date de expresiile:

0=0(t); 6=w; O=bd=c (6.60)
Ecuatia orara a miscarii este:

s=s(t)=RO(t) (6.61)
Vectorul viteza are expresia:

V=87 =ROr =RoT (6.62)
Componentele vitezei sunt:
v, =Rw; v,=0; v, =0  (6.63)
iar modulul:

V|=v, =Ra (6.64)
: Fig. 6.19
Vectorul acceleratie este: ‘8
.2 2
R
d=it+ v Rer+ B G Rz RY (6.65)
P
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Componentele acceleratiei sunt:

a, =Rg; a, = Row”

Modulul acceleratiei este:

, ay =0

‘E‘:\/af +a§ :R\/52 + o’

Cazuri particulare: 1. miscarea circulara uniforma

Se caracterizeazd prin viteza unghiulard constantd, o =w, =ct., deci

& = = (0. Caracteristicile unghiulare ale miscarii sunt:

=0, w=w,, O=wt+0,

2. miscarea circulara uniform variata

Se caracterizeazd prin acceleratie unghiulard constanta, &=¢g, =ct..

Caracteristicile unghiulare ale miscarii sunt:

2

t
E=¢gp=ct.;, w=8t+m,, 0:87+a)0t+9()

Observatie: Se poate stabili o analogie intre miscarea rectilinie §i
miscarea circulard a punctului comparand marimile: x cu €, v cu wsia cu &

Miscarea rectilinie circulara
a=0 =0
uniforma v=v, w=0w,
X=vt+Xx, 0=owt+0,
a=a,=ct. E=¢&y) =ct.
: ... | Vv=at+y =&+ w,
uniform variata
1 2 1 2

Aplicatii. 1. Un punct M descrie un cerc de razi R, avand viteza initiald vy. In timpul
miscarii unghiul dintre directia vitezei si acceleratiei punctului M este constant si are valoarea

a (fig.6.20). Sa se determine expresia vitezei
punctului M, ca functie de timp.

Rezolvare. Unghiul «, format de vectorii
vitezad §i acceleratie este unghiul format si de
acceleratie cu componenta sa tangentiald. Poate fi
scrisd relatia:

a
tga ="
at

Exprimdnd cele doud componente ale
acceleratiei in functie de viteza punctului, se poate
scrie:
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J-ﬂzj dr 1= t
v Rtga’ v Riga

Constanta de integrare C, se determind din conditiile initiale:

. 1
=0, v(0)=v, 5i C=——
Vo
si:
1 t I 1 1 t 1 Riga—vy I voRiga

v Riga v, v v, Riga v v, Riga Ritga — vyt

2. Un punct M se deplaseaza pe un cerc de razd R, dupa legea s = v ¢ —éaﬁ . Sa se

determine marimea acceleratiei punctului. Cand aceasta va fi egald cu a si céte rotatii
efectueaza punctul pana in acel moment?
Rezolvare. In migcarea pe o curba, acceleratia punctului are expresia:

a=ar+a,V

unde:
§° (vy—at)
a=5§=-a, a,=—=
Yo R
Deci:
_ — (vy—at) _
oz (wmat)
Modulul acceleratiei are expresia:
— vy —at
@ = +a = \/ e )
Din conditia ca la un moment ¢ =¢,, marimea acceleratiei punctului sd devind a,
rezulta:

v
=a’ = v —at; =0 = tlz—o
a

4 4
v, —at v, —at
\/az+(0R21) ca, (0

Exprimand ecuatia orard a miscarii in functie de legea de miscare a punctului pe cerc,
definita de unghiul la centru 8 = 6(t ), rezulta:

s(t)=RO(1) = o(1) = =é(v0t—éat2)

A . v, o .. N
In timpul ¢ = ¢, = -, punctul efectueazi n rotatii, adica:
a
0(t;)=2m
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1 1 1 1 I v, 1 v V)
—(vyt,——at; )=2m > n=——-(vt,——at; )=—(v,—~——a—~% ) = ——
R(OI 2 i) ZﬁR(OI 2 i) 27rR(0a 2 &’ 4mR

3. Doua puncte M; si M, se deplaseaza pe un cerc de razd R. Ele pornesc in acelasi
moment ¢ = 0, dintr-un punct 4, cu viteze egale si de sens contrar. Punctul M, are o miscare
uniforma iar punctul M>, o miscare uniform incetinitd (fig.6.21). Stiind ca cele doud puncte se
intalnesc prima oard in punctul B, unde se anuleaza viteza punctului M>, sd se determine
pozitia punctului B, definitd de unghiul
la centru 6, si timpul dupa care are loc
intalnirea ¢z.

Rezolvare. Pozitiile celor doud
puncte pe cerc sunt definite de
unghiurile la centru pe care le formeaza
cu axa de referintd OA.

Conditiile initiale ale ale
migcarii sunt:

V,
(g o) =0x0)=0, =22

0,(0)=0,(0)=06, =0

Miscarile celor doud puncte sunt
definite de ecuatiile:

M,: =0 0, =0, 0,=o0,

Pentru determinarea timpului de Intalnire 7z se impun conditiile:

f—t w,(tp) =0
P lOts)+0,(15) =27

Obtinem un sistem de doud ecuatii cu necunoscutele & si #5.

W)+ &ty =0
2
wyt g +€273+ Wty =21

cum & ) rezulta:
2 = b .
Ip
3wt 4 4dr 4R
0B 2=ty = = =

R

Pozitia punctului B este datd de unghiul 6,; = ,(t; ):

v, 4R 4rw
6,.=0,(ty) =ty =—2L— =12
1B 1(t5) ot = 3v, 3

4. Doua puncte M; si M, pornesc in acelasi moment ¢ = 0, dintr-un punct 4, cu viteze
egale vy (fig.6.22). Punctul M; are o miscare uniform acceleratd pe semicercul AB de razd R
iar punctul M; are o miscare uniform incetinitd pe diametrul AB. Daca acceeratia tangentiald a
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punctului M, este egala cu acceleratia punctului M, iar cele doud puncte ajung simutan in
punctul B, sa se determine timpul de intdlnire #5 si acceleratiile celor doua puncte a,; si a, .

Rezolvare. Caracteristicile miscarilor celor doud puncte sunt:

v, =a,t+C
M, : 1
2
M, : )i
2

Conditiile initiale ale migcarii sunt:

o {wm) =v,(0)=v,
51(0)=5,(0)=0
Introducand aceste conditii in cele doua sisteme de ecuatii de mai sus, rezulta:
C,=C;=v,,C,=C, =0
Introducand valorile constantelor de integrare si conditia impusa acceleratiilor celor
doud puncte (a,; = —a, = a), caracteristicile miscarilor acestora devin:

v, =at+vy, Vv, =—at+v,

M, : M, :

L 2 L 2
S, =—at” +v,t S, =——at” +v,t
2 2

Pentru determinarea timpului de Intalnire 7z se impun conditiile:

_, s,(tg)=2nR
? lsa(1y) = 2R

Rezulta sistemul de ecuatii avand ca necunoscute acceleratiile celor doud puncte si
timpul de intalnire

1
Eatﬁ + vty = 27R

1
—Eaté +vytg = 2R

valorile acestora fiind:

T+2 R -2 v,
ty = —y a=q,=-a,=4—5—
2 v, (r+2)" R
TEST DE EVALUARE
1. Caracteristicile migcarii punctului sunt:
a. traiectoria si legea de migcare
b. viteza si acceleratia
c. ambele variante a i b
2. Cunoscand coordonatele unui punct in miscare, ca functii de timp x=x(2), y=y(t), z=z(1),
traiectoria se obtine prin:
a. eliminarea timpului in cele trei ecuatii parametrice

b. intersectia planelor f;(x,y,z)=0 si f>(x,y,z)=0
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nici una din variantele a si b

Viteza este:

o marime scalard, tangenta la traiectorie

0 marime vectoriala

0 marime vectoriala care precizeaza directia si sensul miscarii

Acceleratia este:

0 mdrime vectoriala

o mdrime scalard care exprima variatia vitezei n timp

0 marime vectoriala care exprima variatia vitezei in timp, ca marime, directie i sens

Miscarea uniform variata este caracterizata de:
viteza constanta

acceleratie constanta

nici una din variantele a si b

Sistemul de coordonate naturale (Triedrul Frenet) este:
un sistem triortogonal fix

un sistem triortogonal mobil, atasat punctului Tn miscare
un sistem fix atasat traiectoriei punctului

Acceleratia unui punct este:

un vector tangent la traiectorie

un vector normal la traiectorie (indreptat cétre centrul de curburd)
un vector orientat spre interiorul curbei

Legea de miscare a punctului pe cerc este definita de:
unghiul la centru 6=6(t)

legea orara a miscarii s=s(z)

ambele variante a si b

Acceleratia unghiularad in miscarea punctului pe cerc este o marime:
scalara

vectoriald

vectoriald, numai cand legea de miscare se considera vector

0. Acceleratia unui punct in miscarea pe un cerc de razd R are valoarea:
|a| = Re
la| = Re’
la| = RVe* + o’

. In miscare unui punct pe cerc cu vitezi constanti, acceleratia este:
nuld

diferita de zero
nici una din variantele a sau b

TP 2 0P O OTPO OTE N OTPNOTEPN OTE R 0T W O

e

—

[\

. Pentru ca acceleratia unui punct sa fie nuld trebuie ca:
migcarea sa fie uniforma
miscarea sa fie rectilinie
variantele a i b impreund

O T® = 0T —
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7. CINEMATICA RIGIDULUI
7.1. MISCAREA GENERALA A RIGIDULUI
7.1.1. MOBILITATEA RIGIDULUI

Miscarea rigidului este determinata cand se cunosc expresiile generale, ca
functii de timp, pentru vectorul de pozitie, viteza §i acceleratia unui punct
oarecare M al rigidului, in raport cu un punct O,, presupus fix.

Pentru efectuarea studiului se alege un sistem de referintd admis fix

O,x,y,z;, de versori i;, j;,k; si un sistem de referintd mobil solidar cu corpul
in miscare, Oxyz de versori i, ],k

(fig.7.1). Alegerea punctului O ca z

origine a sistemului mobil este
arbitrara.

Vectorul de pozitie al
punctului M, fata de sistemul fix este
r; 1ar fata de sistemul mobil este 7 .
Pozitia originii sistemului mobil fata
de sistemul fix este definita de
vectorul 7, . Se poate scrie relatia:

Ecuatia (7.1) poate fi Fig. 7.1
exprimata si ca o ecuatie vectoriald functie de timp:
F(t)=Ty(t)+xi(t)+ yj(t)+ zk(t) (7.2)

Vectorul 7, =7,(t) este o functie vectoriald de timp, continud, uniforma
si derivabila de cel putin doud ori.
Vectorul OM =7 =xi(t)+ yj(t)+xk(t) are modulul constant

‘17‘ = \/ x? + y2 +z7 =ct. si directia variabild, deoarece distanta dintre punctele
O si M nu se modificd, conform ipotezei rigidititii corpului. In consecint,
proiectiile x, y, z ale acestui vector, pe axele sistemului de referintda mobil sunt
constante. Versorii i(7), j(t),k(t) sunt functii vectoriale de timp deoarece isi
schimba in timp pozitia, odata cu axele pe care le caracterizeaza.

Un vector functie de timp se exprima cu ajutorul a 3 functii scalare de
timp (proiectiile pe axele sistemului cartezian). Prin umare, conform relatiei
(9.2) vectorul 7;(t) se exprimad cu /2 functii scalare de timp, care provin de la
marimile vectoriale: 7,(¢), i(t), j(t), k(t). Cele 12 functii scalare nu sunt
independente, deoarece pot fi scrise 6 relatii specifice, datoritd faptului ca
versorii 7, j,k sunt versorii unui sistem de axe triortogonal.

i2=1 j°=1I k=1 (7.3)
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i-7=0; j-k=0; k-i=0 (7.4)

Rezulta ca vectorul 7;(t) poate fi exprimat cu ajutorul a 6 functii scalare

de timp, independente: 3 provin de la vectorul 7,, care defineste pozitia originii
sistemului de referintda mobil, In raport cu cel fix iar 3 provin de la versorii

i, ],k ,care dau orientarea sistemului mobil fata de cel fix.

S-a demonstrat astfel si pe cale cinematica, faptul ca un rigid liber in
spatiu are 6 grade de libertate.

7.1.2. DISTRIBUTIA DE VITEZE

Pentru calculul vitezei punctului M, arbitrar ales se deriveaza in raport cu
timpul relatia (7.1):

unde:

reprezintd viteza originii O a sistemului mobil, din miscarea fata de sistemul fix.
F=xi + yj’ + zk (7.7)

reprezinta viteza punctului M, solidar cu sistemul mobil.
Pentru calculul derivatelor in raport cu timpul ale versorilor i, j,k se
deriveaza in raport cu timpul, mai Intai, relatiile (7.3) si (7.4).
ii=0; j-j=0; k- k=0 (7.8)
P j4ioj=0; jok+jok=0; k-i+k-i=0 (7.9)

Pentru expresiile scalare care intervin in (7.9) se introduce conventia de a
fi considerate ca proiectii pe axele sistemului Oxyz, ale unui vector arbitrar @ .

i j=—i-jmw.; jk=—j k=0, ki=ki-o, (7.10)

Pentru scrierea derivatelor versorilor in raport cu timpul i, j,k se are in

vedere scrierea, in general, a unui vector prin proiectii pe axele de versori
corespunzatori.

V=Vi+V,j+V.k=(V-i[)i+(V-j)j+(V-k)k (7.11)

Avand 1n vedere, relatia (7.11) si rezultatele din (7.8), respectiv (7.10),
derivatele versorilor i, j,k se pot scrie astfel:

PGk
i=(iD)i+(i-j)j+(i-k)k=0i+0.j-0k=0, o, o|=oxi
I 0 0
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J
j:(}'-f)f+(j-j)j+(j’-/€)l€:—a)217+0-]_'+a)x/€=a)x 0, o,|=oxj(1.12)
0

y z
1 0
ik
k=(k-i)i+(k-j)j+(k kk=w,i-0.j+0k=lo, o, o|=oxk
0o 0 I

numite relatiile Poisson.
Putem exprima derivata vectorului 7, introducand relatiile Poisson (7.12)

in relatia (7.7).
F=xi+yj+zk=x(@xi)+yW@xj)+z(@xk)=

- - (7.13)
=wx(xi +yj+zk)=wxr
Introducand relatiile (9.6) si (9.13) in relatia (9.5) rezulta:
V=V, + o X7 (7.14)

Relatia (7.14) se numeste relatia Euler pentru distributia de viteze a
rigidului. Distributia de viteze se exprima cu ajutorul a doud functii vectoriale de
timp, v, (t) st o(t).

Componentele pe axele sistemului mobil, ale vitezei se obtin din
dezvoltarea relatiei (7.14)

Ve =V HZ0, — Yo,

V, =V, T X0, —ZO (7.15)

y
V. =V, + YO, — X0,

X

7.1.3. DISTRIBUTIA DE ACCELERATII

Pentru calculul acceleratiei a a punctului M apartinand rigidului in
miscare generald, se deriveaza in raport cu timpul, viteza data de relatia (7.14).

A=V=Vy+WXT +@XF (7.16)
Acceleratia punctului O fata de reperul fix este:

Notind cu @ =& - un vector arbitrar, obtinut ca derivata in raport cu
timpul a vectorului @ si introducand relatia (7.13), rezulta:

d=ay)+ex7+o x (@ xF) (7.18)

Ecuatia (7.18) este cunoscutd si sub numele de formula Euler pentru
distributia de acceleratii.
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Componentele acceleratiei pe axele reperului mobil se determina
exprimand analitic produsele vectoriale din relatia Euler (7.18), in care vectorii
@ si &, au expresiile:

D=0i+o.jrok E=¢ci+e,jrek (7.19)
Rezulta:
a,=ap, + (zgy —y52)+ a)y(ya)x —xa)y)+ o, (zo0, —xw_ )
a,=ap, + (xe, —ze, )+ o, (za)y —ya)z)+ @, (xa)y - ya)x) (7.20)
a,=a,, + (ygx - xgy)+ o (xo, —zo, )+ @, (ya)z - za)y)
sau:
2 2
L =0ap, — (a)y +a)z)x+(a)xa)y & )y+ (w0, +5y)z
2
_a0y (a)x

. =day, — (£+a) )z+(a)a) —E, X+ (0,0, +&,)y

2)y+(a) W, =& )z+ (0,0, +&,)x (7.21)

Pentru a gasi punctele de acceleratie nuld este necesar ca

a,=a,=a, =0. Introducénd aceste conditii in sistemul (7.21) se obtine un

sistem de ecuatii algebrice liniare si omogene in x, ), z:
2 2
Ay, —(a)y +o; )x+(a)xa)y —& )y+(w,o, +&,)z=0

dy, +(@,0, +&, )x—(a)i +a)z2 )y+(a)ya)z -&,)z=0 (7.22)

ag, +(o,.0, —gy)x+(a)ya)z +gx)y—(a)5 +a)§)z=0

Determinantul acestui sistem este :
A=—(@ x&)* (7.23)

In general vectorii @ si & nu sunt coliniari §1 in consecintda A # 0.

7.2. MISCARI PARTICULARE ALE RIGIDULUI
7.2.1. MISCAREA DE TRANSLATIE

Un rigid executa o migcare de translatie cand orice dreapta a acestuia
ramane paraleld cu ea insagi in timpul migcarii.

In baza definitiei rezultd ci si axele sistemului mobil (solidar legat de
rigid) rdman paralele cu directii fixe. In consecinti se pot alege triedrele fix,
Ox;y;z; si mobil Oxyz cu axele paralele (fig.7.2).

Pozitia, la un moment dat a rigidului poate fi precizatd numai cu ajutorul
vectorului de pozitie al originii sistemului mobil, O, in raport cu triedrul fix.

Fp =xg(1)1+yy(t)j+zo(t)k (7.24)
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Rezulta ca in miscarea de translatie, rigidul are trei grade de libertate
intrucat pozitia acestuia este definita de

cele trei functii scalare de timp, z
independente: Az
x=x9(t); y=yo(t); z=2zy(t) (7.25) ' "
Tinand cont de faptul ca sistemele T L !

fix si mobil au fost alese cu axele
.o - < 7 . . . kq
paralele, versorii i, j, k ai sistemului

. . .. . A . I -
mobil, au directiile fixe si in consecinta: /01 7 ZED

i=j=k=0 (7.26) Fig. 7.2

Conform relatiilor Poisson (7.12):
i—oxi=0; j=oxj=0; k=@xk=0 (7.27)
Relatiile (7.27) sunt satisfacute simultan numai daca:
@ =0 (7.28)
si de aici, prin derivare in raport cu timpul se obtine vectorul ¢ :
e=w=0 (7.29)

7.2.2.1. DISTRIBUTIA DE VITEZE

Plecand de la formula generald Euler (9.14) si tindnd seama de relatia
(7.28) se obtine expresia distributiei de viteze in miscarea de translatie:

V=7, (7.30)

La un moment dat, toate punctele rigidului au aceasi viteza ca vector
(marime, directie i sens). In aceasta miscare, viteza este un vector liber.

7.2.2.2. DISTRIBUTIA DE ACCELERATII

Plecand de la formula Euler (7.18) si tindnd seama de relatiile (7.28) si
(7.29) se obtine expresia distributiei de acceleratii Tn miscarea de translatie:

La un moment dat, toate punctele rigidului au aceasi acceleratie ca
vector (marime, directie si sens). Acceleratia este un vector liber.

Aplicatie. Sa se calculeze viteza si acceleratia unui punct M apartindnd bielei de
cuplare 4B a mecanismului (patrulater) din figura 7.3. Roata motoare O, de raza R, identica
cu roata condusa O; se roteste cu viteza unghiulard constantd o, distanta dintre cele doua roti
fiind egald cu lungimea bielei de cuplare (0,0, = AB).
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Rezolvare. Biela de cuplare A4B

. . M
efectueaza o miscare de translatie deoarece
ramane tot timpul migcarii paralela cu dreapta Q//\VM‘\
ay

fixd O;0;. Prin urmare orice punct de pe bield
are la un moment dat, aceasi viteza si
acceleratie ca si extremitatea 4 care apartine
atat bielei AB cat si rotii motoare O;. Cum
punctul 4 descrie un cerc de raza R cu viteza Fig. 7.3
unghiulard constantd w, viteza si acceleratia

acestuia sunt:

Vy =V, =0R
care este un vector tangent in punctul 4 la roata O;
_n _ 2
ay=a,=w"R

fiind un vector orientat catre centrul rotii.

7.2.2. MISCAREA RIGIDULUI CU AXA FIXA (DE ROTATIE)

Un rigid executa o miscare de rotatie (sau miscare de rigid cu axa fixa),
daca doua puncte ale sale (adica o axa) ramdn fixe in spatiu in tot timpul
miscarii. Dreapta determinatd de cele doua puncte fixe O; si O, ale rigidului
poartd numele de axa de rotatie (fig.7.4.a). Punctele rigidului in miscare de
rotatie descriu cercuri dispuse 1n plane perpendiculare pe axa de rotatie O;0,, cu
centrele pe axa de rotatie.

Pentru simplificarea studiului, originile
celor doud sisteme de referinta se considera
in acelasi punct, O;=0 1 axele
Oz, = Oz = 4 coincid cu axa de rotatie.

Pozitia rigidului in timp poate fi
complet precizatd cu ajutorul unghiului
0=60(t), unghi format de axa Ox a

sistemulul mobil cu axa O;x; a sistemului fix
si care constituie legea de miscare a rigidului.
Rigidul in miscare de rotatie are un singur
grad de libertate.

Aceastd miscare particulard se obtine
din migscarea generald a rigidului cu
simplificarile mentionate mai sus:

0] =0 = \70:0,' 50:0

oL (7.32)
0z,=0z;, kj=k >k, =k=0
In consecinta: b
k-izw,=0; k-j=-0,=0  (733) Fig. 7.4
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Cum componenta vectorului @ , pe directia Oz este definita de relatia:
w. =i j#0 (7.34)

este necesar si se calculeze derivata in raport cu timpul a versorului 7 :
Variatia in timp, ca directie, a versorilor i s1 j (fig.7.4.b) este:

{fzcos@fl +sin j, 9.35)

j=—sinfi; +cos0 j,
Derivata in raport cu timpul a versorului i este:

z%:—ésiné’fl +68cos ], =0(—sin@i, +cos6j, =0 (7.36)
Si:
w=w,=i-j=0j j=0 (7.37)
rezulta:
O=wk=0k=0k (7.38)

Se poate da un sens fizic vectorului @ : este un vector care caracterizeaza
miscarea de rotatie a rigidului, fapt pentru care este numit vector viteza
unghiulara. Are ca suport axa de rotatie, sensul fiind dat de regula surubului
drept, iar modulul, dat de derivata in raport cu timpul a legii de miscare, 6(t).

In mod analog se poate demonstra c:
g:gzza')zé (7.39)

E=ck=ak=0k (7.40)

Si in acest caz se poate da un sens fizic vectorului £ . Intrucat reprezinta
derivata in raport cu timpul a vectorului vitezd unghiularda @, el se umeste
vector acceleratie unghiulara. Are ca suport axa de rotatie, sensul dat de regula

surubului drept si modulul dat de derivata vitezei unghiulare, e =@ =6.

7.2.2.1. DISTRIBUTIA DE VITEZE

Distributia de viteze se stabileste pornind de la formula generald Euler
(7.14) si tinand seama de particularitatile acestei miscari date de relatia (7.32):

V=0 X7 (7.41)

Expresia analitica a vitezei se obtine din relatia (7.41), exprimand vectorii
prin componentele pe axe:

=—wyi + oxj (7.42)

<l

[l
= D
= O .
NS

Rezultd componentele pe axe ale vitezei:
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Vy =0V V, =OX; V, = (743)

X

Proprietatile campului de viteze:

punctele situate pe axa de rotatie au viteze nule.

vitezele sunt continute in plane perpendiculare pe axa de rotatie, deoarece

v,=0.

» vitezele punctelor situate pe o dreapta perpendiculard pe axa de rotatie sunt
perpendiculare pe aceastd dreapta si modulele lor sunt direct proportionale cu
distanta de la punct la axa de rotatie (fig.7.5.a).

Y V

7.2.2.2. DISTRIBUTIA DE ACCELERATII

Daca in formula Euler (7.18) privind distributia de acceleratii se fac
particularizarile specifice miscarii de rotatie
(7.32) se obtine:

a=exr+ox(@xr) (7.44)

care reprezintd campul de acceleratii al unui
rigid in miscare de rotatie.

Expresiile analitice ale acceleratiei se
obtin din relatia (7.44), exprimand vectorii
prin componentele pe axe:

i j Kk i J ok
a=|0 0 & +| 0 0 o= 7 45
X y zI Fyo xo 0 (7:45)

=(—ye—x0’ )i +(xe —yo’)j

Rezultd componentele pe axe ale
acceleratiei:

a, :—yg—xa)z, a, :xg—ya)2 a, =0 (7.46)

Proprietatile campului de acceleratii sunt analoage cu cele ale campului de
viteze, cu singura deosebire ca acceleratiile sunt inclinate fatd de o dreapta
perpendiculard pe axa de rotatie (fig.7.5.b) sub acelasi unghi ¢, dat de relatia:

o
Igp = (NEA — = ct.
‘ax‘ w

Observatii:

1. Studiul vitezelor si acceleratiilor poate fi efectuat si cand se considerad
O =0, 1nsa nici una dintre axele triedrului nu constituie axa de rotatie. In
acest caz vectorii viteza si acceleratie unghiulara au expresiile:
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D=wi+0,]j+0k
B : - (7.47)
E=&d+e,Jtek

2. Daca ‘a_) ‘ = ct., miscarea se numeste uniforma, iar daca ‘E‘ = ct., migcarea se

numeste uniform variata. Dacd @ - £ > (), miscarea se numeste accelerata,
iar daca o - € <0, miscarea se numeste incetinita (decelerata).

3. In tehnicd, pentru masinile rotative se da turatia n exprimatd in rot/min.
Legédtura dintre viteza unghiulara si turatie este data de relatia:

(s )= %n(rot / min) (7.48)

7.2.2.3. TRANSMITEREA MISCARII DE ROTATIE

Transmiterea miscarii de rotatie se realizeaza prin:
» roti dintate si roti cu frictiune
» curele si lanturi

Se considera douad roti (dintate sau cu frictiune) cu axele paralele: roata
motoare O;, de raza R; cu viteza unghiulard w; si roata condusa O,, de raza R,
cu viteza unghiulara w, (fig.7.6).

Se defineste raportul de transmitere al miscarii ca fiind raportul vitezelor
unghiulare ale rotii motoare si celei conduse:

i, =20 (7.49)
@;

Raportul de transmitere al
miscarii poate fi exprimat si functie
de turatiile celor doud roti. Avand
in vedere relatia dintre viteza
unghiulara, exprimatd in rad/s sau
s si turatia exprimata in rot/min -
®; =m; /30, rezulta:

n .
i, =—1 (7.50) Fig. 7.6
n;
Conditia de transmitere a miscarii (sa nu existe alunecare intre cele doua
roti) este ca viteza punctului de contact dintre roti sa fie aceasi:

V:C()]R]:a)2R2 (751)

Raportul vitezelor unghiulare ale celor doua roti pote fi exprimat si
functie de raportul razelor acestora:
w; R
=L _2 (7.52)
w, R
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Raportul de transmitere al migcarii este:

) ®w, n; R,
lpp=—"7"="="—"7
®, n, R,

(7.53)

Pentru rotile dintate, raportul de transmitere al miscarii poate fi exprimat
si in functie de numarul de dinti ale celor doua roti. Conditia de angrenare este
ca modulul celor doua roti dintate, definit de relatia (7.54) sa fie acelasi:

m=2 (7.54)
7T
unde p este pasul danturii, definit ca fiind lungimea arcului dintre doud flancuri
succesive, masurat pe cercul de rostogolire.
Inmultind ambii termeni ai relatiei (7.54) cu numirul de dinti z si cum
produsul p - z; reprezinta lungimea cercului de rostogolire, obtinem:

2R, |
mz, =22 0 g o o= (7.55)

1 1 l
T T 2

si cu ajutorul careia poate fi exprimat raportul razelor celor doua roti:
R, mz,/2 z,
R] mZI / 2 Z]

(7.56)

In cazul transmiterii miscarii cu roti dintate, raportul de transmitere este:

ilzzﬂzn_]:&:Z_Z (7.57)
@, n, R; z

Pentru o transmisie prin lanturi sau curele, rotile avand axele paralele,
conditia de transmitere a migcarii este ca vitezele periferice ale celor doua roti sa
fie egale, intrucat in punctele de
contact dintre curea sau lant si
roti nu exista alunecare (fig.7.7).

Raportul de transmitere al
miscarii este dat de relatia
(7.53):

w, _n; R

i = = =
®, n, R,

Pentru o transmisie cu “n”’ Fig. 7.7

roti cu arbori paraleli, raportul de transmitere este:

. ;
Lin =

(7.58)

w,

Daca intre cei doi arbori ai rotii motoare si conduse intervin arbori
intermediari, rapoartele de transmitere dintre doua roti consecutive devin:
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. . C{)[ . (02 . _a)n—2
ljp=—, I3 = yeraseanes T e ’
, 3 Wy,

i, =Pl (759

n

Efectuand produsele termenilor din fiecare membru, rezulta:

. : . w; @, Oppy Oy Dy _ .
179093 el gl gy =— " —— . =—=1i;, (7.60)
w, w3 Wp-g W, n
Deci:
Lin =02 123 " eeees Ln-2n-1"tn-In (7.61)

Raportul de transmitere total al unei transmisii cu “n’" roti este produsul

rapoartelor de transmitere intermediare.

Observatii:

» pentru transmiterea migcarii de rotatie prin roti cu axele concurente, conditia
de transmitere a miscarii consta in egalitatea vitezelor punctelor de contact

apartinand celor doua roti;

» daca prin transmiterea migcarii, sensul de rotatie al arborelui condus este
acelasi cu cel al arborelui motor, raportul de transmitere se considera pozitiv

iar daca este de sens contrar se considera negativ.

Aplicatii. 1. Arborele motor I al unei transmisii prin frictiune se roteste cu viteza
unghiulara constantd @, corespunzatoare unei turatii a acestuia, n =120/ rot/min, in

acelasi timp alunecand axial in sensul sagetii
dupa legea, x=2¢t (cm). Roata de raza
r =6cm a arborelui orizontal | antreneaza in o

a arborelui II, precum si viteza si acceleratia

migcare, roata de raza R = 2/cm , montatd pe M _\I = A7 : (o
. .. J [0
arborele vertical II (fig.7.8). Pentru o pozitie [ '7%&77' —HH T
o o . . . - | 74
curentd, sa se determine viteza unghiulara @ R 1 x
I I
l

unui punct M, situat pe periferia rotii montata
pe acest arbore, la momentul ¢ = 3s .

Rezolvare. Conditia de transmitere a
migcarii  constd in egalitatea vitezelor
punctului de contact dintre cele doud roti,
exprimate din miscarea fiecareia.

Cum: a),=M
30
Rezulta:
120
r o mw-nr ﬂ'7 6 12 _
W, =0,(t)=0w,—= P—= — =5
T TR TI
Acceleratia unghiulara corespunzatoare este:
. do, d 12 12 _
& =6(1)=t,=—2=—(—)=—Fs"

dt dt t t
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Semnul minus indica faptul cad acceleratia unghiulara ¢, este de sens contrar vitezei
unghiulare ;.
Viteza punctului M la momentul ¢ = 3s este:

VM(3S)=0)2(3S)'R=§'2]=84CM/S

Acceleratia punctului M la momentul ¢ = 3s este:

Gy =Ty + 5y ay =(aly )’ +(dly )
unde:

al(3s)=¢,(3s) R :%-21 =28cm/ s’

al(3s)=w3(3s) R =%-21 =336cm/ s’

ay(3s)=~28"+3367 =337,16cm/ s’

2. O roata dintata cu diametrul d;, = 360mm are o turatie n, = 100rot / min . Care este
diametrul celei de-a doua roti, d, care angreneazd interior cu prima roatd i are o turatie
n, = 300rot / min (fig.7.9).

Rezolvare. Din conditia de transmitere a miscarii, viteza punctului de contact, dintre
cele doua roti in angrenare este:

Vy =01 = 0,
cum:

se va putea scrie:

my d;  my d)
— = =—=.—< nd; =nyd
30 2 30 2 TR

Si:
n,d 100- 360
d,=-1"1= = 120mm -
2 7, 300 Fig. 7.9

7.2.3. MISCAREA PLAN PARALELA

Un rigid efectueaza o miscare plan paralela, cdand trei puncte necoliniare
ale sale ramdan tot timpul miscarii, continute in acelasi plan fix din spatiu.

In cazul in care rigidul se reduce la o placd de grosime neglijabila, care
este continuta in planul fix, miscarea se numeste plana.

Pentru studiul miscarii se considera un sistem de referinta fix O;x;y;z; st

un sistem de referintd mobil atasat rigidului Oxyz, cu axele O;z 1” Oz
(fig.7.10.a). Planul Oxy contine planul mobil, definit de cele trei puncte
necoliniare i obtinut ca intersectie a rigidului cu planul fix O;x;y,;. Studiul
migcarii rigidului poate fi redus la studiul miscarii planului mobil (fig.7.10.b).
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Fig.7.10

Pozitia rigidului la un moment dat este determinatd, de componentele
vectorului de pozitie 7,(¢), ale originii sistemului de referintd mobil, in raport
cu cel fix, x,(t),yy(t) st de unghiul 8(t), determinat de axa Ox a sistemului
mobil s1 axa O;x; a sistemului fix. Pentru stabilirea pozitiei rigidului la un
moment dat sunt necesare trei functii scalare de timp, deci in miscarea plan
paralela, un rigid are 3 grade de libertate: x, =x,(t); yg=yo(t); 0=06(t).

Miscarea plan paralela se obtine din miscarea generald a rigidului in care
sunt introduse umatoarele simplificari impuse de aceastd miscare: vectorii v, si

a, sunt continuti in planul miscarii s1 O, z, H Oz.

v —vxf+v Jj
{_” R (7.62)
dg =ag,i +ag,J
0,2,|0z; k;|k; k;=k=0
;I_]H IH - _] . . (7.63)
ki=w,=0; k-j=-0,=0;i j=0,=0
G-k -0 k=0F
_ - (7.64)
E=¢ck=¢ck=0k

7.2.3.1. DISTRIBUTIA DE VITEZE

Studiul analitic

Distributia de viteze se stabileste pornind de la formula generald Euler
(7.14) si tinand seama de particularitatile acestei miscari date de relatiile (7.62)
si (7.64) se obtine:
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i j ok
V=V + @ XF=vyd +vy, j+[0 0 al=(vy, —wy)i + (Voy +ox)j (7.65)
X y z
Componentele vitezei pe axele triedrului mobil vor fi deci:
Vi =V —OY; V, =V, +0x; v, =0 (7.66)
Distributia de viteze, specifica miscarii plan paralele poate fi considerata
ca rezultand din compunerea unui cadmp de viteze specific translatiei, cu un
camp de viteze specific rotatiei, in jurul unei axe perpendiculare pe planul in
care s-ar efectua translatia.

Studiul vectorial

Se considera doud puncte M si N apartinand planului mobil Oxy
(fig.7.11). Pentru a stabili o relatie intre vitezele celor doud puncte se aplica
relatia (7.14) pentru exprimarea vitezelor acestora:

Scazand membru cu membru se obtine:
Vy —Vy =@ x(ON —OM ) (7.68)

Cum ON — OM = MN se deduce relatia Euler pentru distributia de viteze
in miscarea plan-paralela:
sau:

(Intrucat a_)J_M_N) reprezintd viteza
punctului N din miscarea fatd de Fig. 7.11
punctul M, ca si cand acesta ar fi fix.

7.2.3.2. CENTRUL INSTANTANEU DE ROTATIE

In miscarea plan paraleld existdi in permanentd un punct apartinind
planului mobil Oxy, a carui viteza este nuld. Considerand punctul /(¢ 7), a carui

viteza este nuld v; =0, coordonatele acestui punct, notate cu & si 75, se obtin
anuland componentele vitezei exprimate cu relatiile (7.66):

Vo, —on =0
0x O (7.69)
V0y+a)§:0
VO Vx
E=——21 p=-"2 (7.70)
w w
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Punctul 7 nu este fix, deoarece marimile care definesc coordonatele & si 7,
respectiv, v,,vy,,® sunt functii de timp. Acest punct se numeste centrul

instantaneu de rotatie.

Locul geometric al centrului instantaneu de rotatie in raport cu sistemul
mobil se numeste centroida mobila sau rostogolitoare, iar in raport cu sistemul
fix se numeste centroida fixa, sau baza.

Considerand ca origine a sistemului mobil, punctul /, viteza unui punct
oarecare M, conform relatiei Euler se va scrie:

Vi =V, +@ xIM (7.71)
cum v; =0, rezulta:

vy =@ xIM (7.72)

Formal, distributia de viteze in migcarea plan paralela se determina ca o
distributie de viteze corespunzatoare unei miscari de rotatie, in jurul centrului
instantaneu de rotatie.

Determinarea centrului instantaneu de rotatie

1. Din campul de viteze al pldcii, se cunoaste
viteza v a unui punct M (fig.7.12). Centrul instantaneu
de rotatie este situat pe perpendiculara dusd din
punctul M, pe suportul vitezei v, de acea parte a
vitezel pentru care sensurile vitezei unghiulare si ale
vitezei punctului sunt corelate. Marimea segmentului
IM este dat de relatia:

M ="

@

2. Din campul de viteze, se cunosc directiile
vitezelor a doud puncte M; si M, apartinand placii.
(fig.7.13) Centrul instantaneu de rotatie se afla la
intersectia perpendicularelor duse din punctele M; si
M, pe directiile vitezelor celor doua puncte.
3.  Din campul de viteze, se cunosc vitezele a doua
puncte ale placii M; si M,, perpendiculare pe dreapta
M M,. Centrul instantaneu de rotatie se afla la
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intersectia dreptelor care trec prin originea si extremitatea vectorilor viteza ale
celor doud puncte (fig.7.14.a si fig.7.14.b). Daca vitezele celor doud puncte sunt
egale, centrul instantaneu de rotatie este la
infinit, viteza unghiulara a placii este nuld, placa
executand o miscare de translatie (fig.7.14.c).
4. Placa pland are o miscare de rostogolire
fara alunecare, pe o curbd din planul ei
(fig.7.15). Centrul instantaneu de rotatie este
determinat de punctul de tangenta /, al placii
plane cu curba (singurul punct al placii plane de Fi

e . 1g. 7.15
viteza nuld).

7.2.3.3. DISTRIBUTIA DE ACCELERATII

Studiul analitic
Utilizand relatia Euler pentru acceleratii (7.18) si tindnd seama de
particularitatile acestei miscari, date de relatiile (7.62) si (7.64) obtinem:

i okl | i j ok
a=api+ay,j+0 0 &+| 0 0 (7.73)
x vy zi myo xo 0

din care rezultd componentele acceleratiei:
2. _ 2. —
Ay =0Qp, —YE—XO,; a, =day, +xe—-yw~; a, =0 (7.74)

Distributia de acceleratii, specifica migcarii plan paralele poate fi
considerata ca rezultind din compunerea unui camp de acceleratii specific
translatiei, cu un cdmp de acceleratii specific rotatiei, in jurul unei axe
perpendiculare pe planul in care s-ar efectua translatia.

Studiul vectorial
Se considera doud puncte M si N apartinand planului mobil Oxy
(fig.7.16). Pentru a exprima acceleratia punctulut N - a, 1in functie de

acceleratia punctului M - a,,, cunoscutd, se vor scrie acceleratiile celor doua
puncte cu relatia (7.18) care poate fi pusa si sub forma:

(7.75)

§x7+[(a_)-17)5—a)217]=c_10 +EXTF -7
intrucat: olr => o -r=0
Astfel:
Gy =y +ExOM —w’OM, @y =ay,+&xON -w’ON  (7.76)

Scazand membru cu membru, relatiile (7.76) rezulta:
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dy —Gy =Ex(ON—-OM )—w?(ON - OM ) (7.77)

Cum ON — OM = MN se
deduce relatia Euler pentru distributia _n N
de acceleratii in miscarea plan-paralela:

Gy =ady +ExMN—-w’MN  (7.78)

sau:

Fig. 7.16

unde -ay, =& xMN cu EZ’VMJ_MV
(intrucat L MN') este acceleratia tangentiald a punctului N din miscarea fata de

punctul M, ca si cand acesta ar fi fix si ay,, = —@’ MN este acceleratia normala
a punctului N din miscarea fata de punctul M, ca si cand acesta ar fi fix.

7.2.3.4. POLUL ACCELERATIILOR

Specific cdmpului de acceleratii, ca si campului de viteze, in miscarea
plan paralela existd in permanentd un punct apartinand planului mobil Oxy, a

carui acceleratie este nuld. Considerand punctul J(&',i7°), a carui acceleratie este
nuld a; =0, coordonatele acestui punct, notate cu &’ si 77’, sunt functii de timp
si se obtin anuland componentele acceleratiei exprimate cu relatiile (7.74).

a,, —ne-Ew’ =0

5 (7.80)
ag, +&'e—nw° =0
—ay. e+a, o’ a,.€+a, o’
é:,: 0y (;x ’_77,: 0x 0); (781)

e +w e +w
Punctul J din planul Oxy, de coordonate &’ si 77°, este polul acceleratiilor.
Considerand ca origine a sistemului mobil, punctul J, acceleratia unui

punct oarecare M, conform relatiei Euler scrisd sub forma (7.79) este:

Gy =d; +&xJM -’ JM (7.82)
cuma; =0, rezulta:
ay =&xJM —w’ M (7.83)
Formal, distributia de acceleratii in migcarea plan paralela se determina
ca o distributie de acceleratii corespunzatoare unei migcari de rotatie, in jurul
polului acceleratiilor.

Polul acceleratiilor J (£, 77°) si centrul instantaneu de rotatie 7 (& 77), sunt
in general, doud puncte diferite.
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Aplicatii. 1. Se considera mecanismul bield manivela din figura 7.17, unde manivela
0OA = 2R se roteste cu viteza unghiulard @; si antreneaza in miscare biela 4B =2R. Sa se
determine vitezele punctelor B si M (punctul M este situat pe mijlocul bielei 4B).

Rezolvare. Legea de miscare a maniveiei OA este data de unghiul ¢:

¢ =9(t)= ot
Viteza punctului 4, apartinand manivelei O4, in miscare de rotatie este:
vy=2w,R

Punctul A4, apartine si bielei 4B, in migcare plan paralela. Viteza punctului 4, poate fi
exprimata si din miscarea bielei 4B, ca o rotatie in jurul centrului instantaneu /, obtinut ca
intersectie a perpendicularelor duse din A4 si B, pe suporturile vitezelor acestor puncte, ale
caror directii sunt cunoscute. Poate fi scrisa relatia:

Din cele doua relatii rezultd viteza
unghiulara instantanee @, a bielei AB.

2 Y
Lungimea segmentului /4, rezultd din
triunghiul isoscel /4B, cu unghiul la varf 2¢ -
unghi exterior triunghiului isoscel OAB — si

unghiurile de la bazd B =1 = 90" — . Rezulti
IA=AB =2R:

Din 4 OBI, lungimea segmentului /B este IB =OI -singp = 4Rsinp = 4Rsinw,t iar

viteza punctului B:
Vg =@, IB=4Rw,;sinw;t

Lungimea segmentului /M se obtine aplicand teorema Pitagora generalizatd in
triunghiul ZAM:

IM =147 + MA® = 2I4- MA-cos 2¢ = 4R’ + R* =2 2R Rcos 2oyt = R\J5—4cos 2ot
Viteza punctului M va fi:

vy =@, R\5—4cos2wt

2. Roata unui automobil de raza R se rostogoleste fara alunecare pe un drum orizontal,
automobilul deplsandu-se cu viteza vy (fig.7.18). Sa se determine viteza unui punct M, situat
pe periferia rotii, care formeaza cu verticala, unghiul la centru, ¢ si sa se particularizeze
pentru p =x/2, 7, 3n/2.

Rezolvare. Roata fiind in miscare plan paraleld, centrul instantaneu de rotatie / se
situeaza 1n punctul de contact dintre roatd si drum.
Automobilul, deci si axul O al rotii avand viteza vy, poate fi scrisa relatia:

v
v, = 0R = a):;?
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S-a obtinut viteza unghiulara instantanee a rotii, cu ajutorul cdreia poate fi determinata
viteza oricarui punct situat pe periferia rotii.

vy =w-IM = Y0 5Rsin? = 2v, sin?
R 2

Vitezele punctelor situate pe periferia rotii
se obtin prin particularizarea unghiului ¢.

b4 b4 N2
=—, Vp =2V,85in—=2v,— =/ 2V
%4 5 VB 0 4 075 0

2
Q= v,= 2v0sin7ﬂ: 2v,-1=2v,

2
Q= 377[ Ve =2y, Sin377[ = 2v0§ = \/EVO

Fig. 7.18

Vitezele punctelor 4, B si C pot fi scrise si direct din miscarea rotii in jurul centrului
instantaneu de rotatie I: v; =@ -IB, v, =w-I4, vo =w-IC

3. Manivela O4 se roteste cu viteza unghiulard @y 1n jurul axului O si antreneaza in
migcare, roata de razd r care angreneazd interior cu roata dintatd fixa de raza R. Sa se
determine vitezele punctelor B, C si D, situate pe periferia rotii de raza r (fig.7.19).

Rezolvare. Manivela OA, in miscare de rotatie antreneaza roata de razad r, intr-o
migcare plan paraleld cu centrul instantaneu de rotatie in punctul de tangenta cu roata fixa de
razd R. Viteza unghiulara instantanee ®; a rotii de razd r va rezulta din conditia ca viteza
punctului 4, care apartine atdt manivelei OA cat si rotii de raza r, sa fie unica.

wy(R—-r)=aw,r
R-r

R
W; = Wy =a)0(7—1)

Vitezele punctelor B, C si D sunt:

R R
Ve =@, 1B =oy(— = 1) N2r =2ey(-~ 1)

R R

R R
vD=a)1~ID=a)0(7—1)-\/§r=\/§a)ol”(7—1) Fig. 7.19

4. Manivela O4 se roteste cu viteza unghiulard o, = 0,5 s~! si pune in miscare roata
de razd r, = 20cm. Roata de raza r, se rostogoleste fara alunecare pe roata fixd de raza
r, =10cm si antreneaza in miscare biela BC de lungime / = /00cm . Pentru pozitia indicatd
in figura 7.20 sa se determine vitezele punctelor B si C.

Rezolvare. Roata de raza r, are o miscare plan paraleld, centrul instantaneu de rotatie
1; situandu-se 1n punctul de contact dintre cele douad roti. Viteza unghiulard instantanee a rotii

de raza r,, w; se determina din expresia vitezei punctului 4, care apartine atat manivelei OA4 in
migcare de rotatie cat si rotii de raza r, in miscare plan paralela.
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0OA 1+
= a)o
1,4 7
Viteza punctului B, perpendiculara pe raza la centru instantaneu de rotatie /;, corelata
cu sensul vitezei unghiulare @; are marimea:

r+r
— _ 177 _
vp=w,-1,B=w, N2 =
4]

=2w,(r,+1,) =~2-05(10+20) = 21,2cm/ s
In acelasi timp, punctul B apartine si bielei BC, in miscare plan paraleld, cu centrul

instantaneu de rotatie /,, obtinut ca intersectie a perpendicularelor duse din punctele B si C pe
directiile vitezelor acestora, care sunt cunoscute.

. T
Sin—

Vg = x/Ea)m/lZ —rf

Deci:

\/Ea)o(rl +r,)= \/Ea)ﬂ/lz —ry

2 2

Viteza punctului C este:

1,C=LB+B'C=:I" -1 +r, Fig. 7.20
NP =1 +1, V100° - 207 + 20

=0,5(10+20) =18cm/s

\N100% - 20°

Ve :a’o(’?""’z)—,—z 5

5. Manivela 4B se roteste cu viteza unghiulard constanta @, =/ 0s~'. Pentru pozitia si
dimensiunile mecanismului din figura 7.21 sé se determine viteza si acceleratia punctului C.

Rezolvare. Pentru determinarea vitezei si acceleratiei punctului C, se va utiliza metoda
analitica respectiv, relatiile Euler. Atat sistemele de coordonate fixe cat si cel mobil se
considera cu axa absciselor orizontala, orientatd spre dreapta iar cea a ordonatelor, verticala in
sus. Originile sistemelor de axe vor fi 4 si D pentru sistemele fixe iar B pentru sistemul mobil.

a. Distributia de viteze. Viteza punctului B se obtine utilizand distributia de viteze din
migcarea de rotatie a manivelei 4B.

Vy =@, x AB = 10k x4i =40 (cm/s)

Pentru calculul vitezei punctului C trebuie determinata viteza unghiulara instantanee a
bielei BC, in miscare plan paraleld. Tinand seama cd punctul C apartine atat bielei BC cat si
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manivelei DC, in miscare de rotatie, viteza unghiulara instantanee va rezulta din ecuatiile care
exprima viteza punctului C, din migcarea bielei BC si a manivelei DC. Vitezele unghiulare ale

bielei BC, @, si manivelei DC, @; se considera pozitive, adicd in sensul versorului &,
respectiv in sens antiorar in plan.

Ve =vy+@,xBC; CeBC
Vo :53><D_C; CeDC

\73+52><B_C=a_)3><D_C
40]+ @k x (60 +6)) =k x10]

Proiectdnd ecuatia vectoriald pe E
axele de versori 7 §i j se obtine: 2
6w, = 10w;
40+6w, =0
Rezulta vitezele unghiulare: Y
20 .
w, = —7{1; W, =—4s" Fig. 7.21

Semnul (-) indica faptul ca vitezele unghiulare au sensul contrar celui presupus initial,
adica sensul orar.
Viteza punctului C este:

V. =—4kx10]=40i (cm/s)

b. Distributia de acceleratii. Acceleratia punctului B se obtine utilizand distributia de
acceleratii din miscarea de rotatie a manivelei AB, cu observatia ca daca

ay, =-w’ - AB =—100-4i =—400i (cm/s’)
La fel ca la distributia de viteze, pentru determinarea acceleratiei unghiulare a bielei

BC se va scrie acceleratia punctului C, din migcarea celor doud elemente de care apartine:
biela BC si manivela DC.

a. =2,xDC—-w?-DC; CeDC
EB+§2><B_C—a)22 '§=§3><D_C—a)32 .DC
—4002+52/€x(62+6j)—4—20(62+6j)=g31€x10j—16-10j

2000 - 800

~ (66 + == )i+ (66, ==~ )j=—10ei —160]

Proiectand ecuatia vectoriala pe axele de versori i si j se obtine sistemul:

652—¥=—160
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Rezulta acceleratiile unghiulare:
1
9

232
_232

&, 3

€3

Acceleratia punctului C este:

a =23£1;x10]_'—]6-10j=—232017—160]_'

c

2
la,| =1/23§0 +160° =789,7cm/ s’

7.3 MISCAREA RELATIVA A PUNCTULUI
7.3.1 DERIVATA ABSOLUTA SI RELATIVA A UNUI VECTOR

Se considera sistemul de referinti fix O,x;y;z;, de versori i,,j,,k; si
sistemul de referintd mobil Oxyz, de versori i,k precum si un vector
V =V (t) care poate fi scris prin proiectii pe cele doui sisteme de axe, astfel:

Vi i +V, ji+ V. ky =Vi+V,j+V.k (7.84)

Derivand in raport cu timpul, relatia (7.84), obtinem:
AV, AV k= (Vi +V j+V k) + (V.i+ V,j+ V.k)  (7.85)

Termenul din membrul stang al egalitatii (7.85) reprezintd derivata in
raport cu timpul a vectorului V', exprimat prin proiectii pe axele sistemului de
referintd fix s1 se numeste derivata absoluta:

L ar
x]l] +Vy1J] +V21k1:V:E (786)

Prima paranteza din membrul drept reprezintd derivata in raport cu timpul
a vectorului V', exprimat prin proiectii pe axele sistemului de referinti mobil, ca
si cand acesta ar fi fix (versorii 7, /,k nu-si modifica directia) si se numeste
derivata locala sau derivata relativa:

. . .- Y
Vi+V, j+V_ k=" 7.87
VgV == (7.87)

Introducand relatiile Poisson (7.12) in paranteza a doua din membrul
drept al relatiei (7.85), rezulta:

Vi 4V, j+Vk =V (@xi)+V (0% ])+V, (@ xk)=

B B _ _ (7.88)
=ox(Vi+V,j+V.k)=wxV

Tinand seama de relatiile (7.86), (7.87) s (7.88), relatia (7.85) devine:

A 1 (7.89)

128



si exprima derivata absolutd a unui vector definit prin proiectiile sale pe axele
triedrului mobil.

7.3.2. DEFINIREA MISCARILOR

Se considerad un sistem de referintd fix O;x,y,z;, de versori i;, j;,k; $1un

sistem de referintd mobil Oxyz, de versori 7, j,k . Pozitia unui punct M in raport
cu triedrul fix este definita de vectorul de pozitie 7;, in raport cu triedrul mobil,

de vectorul de pozitie 7, pozitia triedrului mobil in raport cu triedrul fix fiind
definitd de vectorul de pozitie 7, (fig.7.22).

Miscarea absoluta este miscarea
punctului in raport cu reperul fix.

Miscarea relativa este miscarea
punctului in raport cu reperul mobil.

Miscarea de transport este
miscarea punctului solidar cu reperul
mobil, din miscarea acestuia in raport
cu triedrul fix. Sistemul de referinta
mobil se mai numeste si transportor.

Vitezele si acceleratiile
punctului din miscarile definite mai sus
se numesc: viteza absoluta, viteza
relativa s1  viteza de transport, Fig.7.22
respectiv, acceleratie absoluta,
acceleratie relativa si acceleratie de transport.

Viteza si acceleratia de transport sunt date de relatiile (7.14) si (7.18),
cunoscute din studiul miscarii rigidului:

V=Vy+@XF; G=dy +EXF+D X (@ XF) (7.90)

7.3.3. COMPUNERA VITEZELOR

Relatia dintre vectorii ce exprima pozitia punctului M, in raport cu cele
doua sisteme de referinta este:

Derivand aceasta relatie in raport cu timpul, obtinem:

Avand in vedere cd 7, =V, reprezintd viteza originii tredrului mobil din

miscarea fata de triedrul fix si cd vectorul 7 este definit prin proiectiile sale pe
axele triedrului mobil, deci i se aplica regula de derivare (7.89), se obtine:

'1:v0+—+a)x7:a—:+(\70+a—)xf) (7.93)
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unde:
> ¥, =V, reprezintd viteza punctului M, in raport cu triedrul fix si se numeste

viteza absoluta,

or _ e : . : o
> 8_:vr reprezintd viteza punctului M, in raport cu triedrul mobil si se
t

numeste viteza relativa,

> V) +oxr=v, reprezintd viteza punctului M, solidar cu triedrul mobil
(transportorul), din miscarea acestuia in raport cu triedrul fix si se numeste
viteza de transport.
Cu aceste notatii, relatia (7.93) devine:

=V, +7, (7.94)

Viteza absoluta a unui punct este suma vectoriala dintre viteza relativa §i
viteza de transport a punctului.

Va

7.3.4. COMPUNEREA ACCELERATIILOR

Derivand in raport cu timpul, relatia (7.93) si avand in vedere cd v, =g,
reprezintd acceleratia originii tredrului mobil din miscarea fata de triedrul fix,

_ .. _ . Or o : :
@ =&, vectorii 7 §1 v sunt definiti prin componentele lor pe axele triedrului
4

mobil, deci li se aplica regula de derivare (7.89), se obtine:
o°F oF

- _ o roo___
V=0 +——+OX—+EXT+OX(—+ 0O XT7)
0 52 ot ot

Grupand convenabil termenii se poate scrie:
I NI
r]:—2+[a0+gxr+a)x(a)><r)]+2a)><— (7.95)
ot t
> r, =a, reprezintd acceleratia punctului M, in raport cu triedrul fix si se

numeste acceleratie absoluta,

o’r  _ o o . L
> —— =4, reprezinta viteza punctului M, in raport cu triedrul mobil si se
ot

numeste acceleratie relativa,
> ap+exr+owx(wxr)=a, reprezintd acceleratia punctului M, solidar cu
triedrul mobil (transportorul), din miscarea acestuia in raport cu triedrul fix si
se numeste acceleratie de transport,
_ or _ _  _ . : : :
> 20 x o =20 xv, =a, reprezintd o acceleratie ce nu apartine vreunei

miscdri; exprima influenta simultanad a miscarii de rotatie a sistemului mobil
s1 a miscarii relative a punctului asupra acceleratiei absolute; se numeste
acceleratie complementara sau acceleratie Coriolis.
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Cu aceste notatii, relatia (7.95) devine:
a,=a,+a, +a, (7.96)
Acceleratia absoluta a unui punct este suma vectoriala dintre acceleratia
relativa, acceleratia de transport si acceleratia Coriolis a punctului.

Observatie: Conform definitiei, acceleratia Coriolis este produsul
vectorial al vectorilor @ $i v,:
a,=2mxv, (7.97)
Aceastd acceleratie devine nula, cand:
» o =0, adica triedrul mobil executd o miscare de translatie in raport cu
triedrul fix;
> er @ , vectorul v, ramane in permanenta paralel cu vectorul @ .

Aplicatie: Un cadru dreptunghiular ABCDEO, unde BC=ED=R se roteste in jurul axei
verticale OA cu viteza unghiulard constantd w, generand un cilindru (fig.7.23). Pe latura CD
aluneca un cursor M cu acceleratia g. Sa se determine la un moment ¢, viteza si acceleratia
absoluta a cursorului.

Rezolvare: Sistemul fix este reprezentat prin lagarele O si A4, sistemul mobil fiind
cadrul care efectueazd o miscare de rotatie in jurul axe OA4. Miscarea relativa este este o
migcare rectilinie a cursorului M pe latura cadrului, CD. Miscarea de transport este efectuata
de cursorul M, imobilizat pe cadru, adica o miscare circulara de raza R si viteza unghiulara w.
Miscarea absoluta este migcarea cursorului M, fata de lagare.

Studiul vitezelor
Viteza relativa este: v, = gt si are directia laturii CD.
Viteza de transport este: v, = wR, fiind tangentd la cercul descris de cursorul M

imobilizat de cadru, din miscarea acestuia fatd de lagare, deci intr-un plan perpendicular pe
latura CD.
Viteza absoluta este datd de relatia (7.94):

v, =Vv.+V,
Modul vitezei absolute este:

= 2, .2 2p2 . 2,2
|va|:\/v,+vt :\/a)R +g°t

intrucat cei doi vectori sunt perpendiculari.

Studiul acceleratiilor
Acceleratia relativa este: a, = g

Acceleratia de transport este acceleratia
din miscarea cursorului pe cercul de razd R cu

viteza unghiulard constanti: a, = a = @’R fiind

situatd pe raza la axa de rotatie, deci paralela cu
directiile BC si ED.
Acceleratia Coriolis, conform (7.97) este:

a, =20 xv, =0, a)||v,

Acceleratia absoluta este:
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Modulul acceleratiei absolute este:
—_ 2 2 2 4p2
|aa|:\/a,+(a,”) :\/g +@’R

cei doi vectori fiind perpendiculari.

TEST DE EVALUARE

In miscarea general a rigidului, vectorii @ si & reprezinta:
viteza si acceleratia unghiulara

vectori oarecari

definire concreta, in miscarile particulare ale rigidului

Un rigid executd o miscare de rotatie daca:

doua puncte ale rigidului raman fixe in timpul miscarii

o dreapta a acestuia (axa de rotatie) ramane fixa in timpul miscarii
punctele executd traiectorii situate in plane perpendiculare pe axa de rotatie

Distributia de acceleratii, In migcarea de rotatie este:

Un corp executd o miscare plan paralela daca:

un plan al acestuia rdmane paralel cu acelasi plan fix din spatiu

trei puncte necoliniare ale rigidului sunt continute in acelasi plan fix din spatiu
axa instantanee de rotatie ramane normala la acelasi plan fix din spatiu

Legea miscarii plan paralele este definita de relatia:
F=r(1), 0=06(1)

X, =x%(1),y,=y,(1), 0=0(1)

nici una din variantele a si b

Centrul instantaneu de rotatie reprezinta:

un punct cu viteza nula

un punct cu viteza si acceleratie nula
un punct in jurul caruia corpul executa o miscare de rotatie

Distributia de acceleratii, In migcarea plan paraleld are expresia:
a=a,+exr+ox(wxr)

d=0,+exi—@ F

S e TR e R R L T SR T RN R S A S B A TR I e

d=0,+ExXF+(@xD)xF

8. Acceleratia absolutd in migcarea unui punt este:
0. @,=a+a

b. a,=a +a +a,

C. a,=a +a +2m0 %V,

9. Expresia acceleratiei Coriolis este:

a. a, =m,xv,

b. a =2w xv,

c. a, =2m-v,
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DINAMICA

8.1. DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL iN MISCARE ABSOLUTA
8.1.1. NOTIUNI FUNDAMENTALE
8.1.1.1. LUCRUL MECANIC

Prin definitie, lucrul mecanic efectuat de forta F la deplasarea punctului
material din pozitia M), in pozitia M, este
dat de integrala curbilinie:

B z 4
Ly, = |F-dr (8.1) Mg "
MM,

unde dr este deplasarea efectuata de Fo M’
punctul de aplicatie al fortei F in timpul _ =
elementar dr (fig.8.1). Z,

Pentru o fortd constanta si o Fq
deplasare rectilinie a punctului material, 0 —
lucrul mecanic este: y

LM()MI :F‘F (82)

. Fig. 8.1
Forta F este in general o functie

de timpul ¢, pozitia 7 s1 viteza v a punctului de aplicatie. Deplasarea M M,
efectuata pe arc, este constituitd din deplasari elementare MM’, care se pot
asimila cu deplasarile pe corzile corespunzatoare dr (fig.8.1). In aceastad
deplasare elementara, forta F este admisa constanti. Lucrul mecanic al fortei
F pe o deplasare elementard dr se numeste lucrul mecanic elementar:

dL=F -dr (8.3)

Daca in relatia (8.3) se inlocuieste dr =vdf, in care v este viteza
punctului material, se obtine:

dL = Fvdt = |F|[v|cos(F v )dt (8.4)
Lucrul mecanic al fortei F,in deplasarea finita din M, in M, este numit
lucrul mecanic total sau finit i este determinat prin integrala curbilinie (8.1).
Daca vectorii F, v, ¥ sunt exprimati prin proiectiile lor pe axele unui
sistem cartezian Oxyz, lucrul mecanic total are expresia:
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Ly, = [(Fudx+F,dy+F,dz)= [(Fy, +Fyv, +Fyv, )dt (85)

MoM | MoM |

8.1.1.2. FUNCTIA DE FORTA

Se considera o functie scalard U(x,y,z) exprimatd cu coordonatele
punctului, cu ajutorul careia pot fi scrise componentele fortei astfel:

ou ou ou
Fo=—27F, =—F, =— (8.6)
o %% 124
Functia U se numeste functie de fortd, iar forta F se numeste fortd
conservativa si deriva din functia de forta U.
Conditiile lui Cauchy, de existenta pentru functia U sunt:

a, a, &, . I _dF,

= ; = ; = (8.7)
& & ko &
Deci forta conservativa este:
F:ﬂ]5+ﬂ]}+wl€:gradU:VU (8.8)
ax %% k

unde operatorul V (nabla), numit si operatorul Hamilton este un operator
vectorial, care transforma un scalar intr-un vector.
Lucrul mecanic elementar este:

szF-széde+éUdy+éUdZ:dU (8.9)
ox 1% V74
1ar lucrul mecanic total va fi:
Ly, = |Fdr= [dU=Uy Uy, (8.10)
MM, M,

unde: UMJ =U(x;,y;,2;); UM() =U(xy,59,29)

Lucrul mecanic total al unei forte conservative este independent de
traiectoria parcursa si depinde numai de pozitiile initiale si finale ale punctului.

Dintre fortele conservative, deci care formeaza campuri potentiale,
amintim greutatea si forta elastica.

Greutatea are proiectiile pe axele reperului Oxyz (fig.8.2):

G, =0; Gy =0, G, =—mg (8.11)
Prin urmare:

YU,V o Y e (8.12)

ox o V74
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Conditiile lui Cauchy (8.7) sunt indeplinite si deci forta de greutate este o
fortd potentiala. Functia de fortd pentru

greutate este: zb M
dU =-mg -dz; U=-mgz+C (8.13) M(m)
m
Lucrul mecanic total L, efectuat de M
greutate, in deplasarea punctului din pozitia _ g
M, in pozitia M ia: mg y
0, In pozitia M are expresia: 0 ba
2 -
Ly =—mgz+C—(-mgzy +C) = (8.14)
— —mg(z _ZO) Flg 8.2

Considerand ca suportul fortei elastice are o directe oarecare in spatiu
(fig.8.3) putem scrie:

M1
ax Y (8.15) .=.-¢' M
oy SV

=
=<

Conditiile lut Cauchy (8.7) fiind
indeplinite, forta elastici este o forta
potentiald. Functia de fortda pentru forta Fig. 8.3
elastica este:

dU:—Ioc-dx—ky-dy—kz-dz;U:—g(xz +y? +22)+C:—§r2 +C (8.16)

Lucrul mecanic total L, efectuat de forta elastica, in deplasarea
punctului din pozitia M), in pozitia M este:

Ly, :(—gﬂ +C)—(—§r02 +C):—§(r2 —rj) (8.17)

8.1.1.3. PUTEREA

Prin definitie, puterea este lucrul mecanic produs in unitatea de timp:

p=L (8.18)
t

cand forta si momentul (in cazul rigidului) sunt constante in timp, sau:
dL
P=—
dt
cand forta si momentul sunt variabile.

p=td _F5 (8.20)
dt

(8.19)
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sau considerand rotatia elementara ca vector:
M -do
dt

P =M o (8.21)

8.1.1.4. RANDAMENTUL MECANIC

Intr-o magind fortele motoare produc lucrul mecanic motor L,. Fortele
rezistente produc lucrul mecanic util L,, in scopul pentru care a fost construita
masina si lucrul mecanic pasiv L,, folosit pentru invingerea frecarilor.

L,=L,+L, (8.22)
Se defineste randamentul mecanic, notat cu 7, raportul:
L
S 8.23
=7 (8.23)

m
care este 0 marime adimensionala si indicd modul cum foloseste masina, lucrul
mecanic motor.
Expriménd lucrul mecanic util in functie de cel motor L, =L, — L, si

inlocuindu-1 in expresia (8.23), rezulta:

Ly
n:I—L—:I—go (8.24)

m
unde ¢ =L, /L, senumeste coeficient de pierderi.

Se constata cd, intotdeauna 7 < /

8.1.1.5. IMPULSUL

Notiunea de impuls a fost introdusd sub
forma stiintifica de Leonardo da Vinci si Galileo
Galilei, numita de Newton s1 cantitate de miscare.

Prin definitie, impulsul unui punct material M
de masa m, care se misca cu viteza v, este un vector
coliniar cu v si a carei expresie este (fig.8.4):

H=mv (8.25)

8.1.1.6. MOMENTUL CINETIC

Momentul cinetic al unui punct material M de masa m, care se misca cu
viteza v, calculat in raport cu un punct fix O, este prin definitie momentul
impulsului punctului M, calculat in raport cu acelasi punct O:
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K, =rxH=rxmy (8.26)

o

Momentul cinetic K, se mai

numeste si momentul cantitatii de miscare
si este un vector legat, analog vectorului
moment al unei forte in raport cu un
punct, definit in statica (fig.8.5).

8.1.1.7. ENERGIA MECANICA

Energia cinetica

Pentru un punct material de masa m care are viteza v, prin definitie,
energia cinetica este:

E =§mv2 (8.27)

Energia cinetica este o marime de stare, scalard si strict pozitiva (marime
care caracterizeaza miscarea, in orice moment).

Energia potentiala

Energia potentiald este o marime care caracterizeaza capacitatea miscarii
nemecanice de a trece intr-o anumita cantitate de miscare mecanica.

Energia potentiald se pune in evidenta cand fortele care actioneaza asupra
punctului material sunt forte conservative (deriva din functii de forta U).

Daca forta conservativi F admite o functie de forta Ufx,y,z), functia
potential sau energia potentiald reprezintd functia de fortd, luatd cu semnul
minus.

Vix,y,z)=-U(x,y,z) (8.28)

Pentru lucrul mecanic elementar si total al fortei F , care se deplaseazi
din pozitia M, in pozitia M se obtin expresiile:

dL=dU=—dV; Ly, == [dV=Vy(x),y9,2)-V(x.y.2) (829
MM

Semnificatia functiei potential V(x,y,z) rezultd, admitdnd cd punctul
My(x9,v0,29) este punct de potential zero si prin urmare, functia de fortd
U(xy,y0,29) respectiv, potentialul V(x,y,,z,) sunt nule. Exprimand lucrul mecanic
al fortei conservative F , cand punctul se deplaseazi din M in M), rezult:

Ly, =V(x,,2)=Vy(x9,39.29)=V(x,3.2) (8.30)

Energia potentiala a punctului material corespunzatoare pozitiei M(x,y,z)

reprezintd lucrul mecanic efectuat de forta conservativda F la deplasarea
punctului din pozitia M in pozitia M, care prin conventie are potentialul nul.
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Se numeste energie mecanica a punctului material actionat de o forta
conservativa, suma Intre energia cinetica si energia potentiala.

E, =E+V (8.31)

8.1.2. ECUATIILE DIFERENTIALE ALE MISCARII PUNCTULUI
MATERIAL

8.1.2.1. GENERALITATI

In dinamica punctului material se intdlnesc doud categorii de probleme:

Problema directa. Se cunosc fortele care actioneazd asupra punctului
material ca naturd, suport, sens, marime §i se cere sd se stabileascd miscarea
punctului material.

Forta este data de o expresie avand forma:

F=F(tr7) (8.32)
A cunoaste migcarea inseamna a obtine o relatie vectoriala de tipul:
r=r(t) (8.33)
Legea fundamentald a dinamicii este:
ma=F (8.34)
Cum acceleratia este @ =7 si tinAnd seama de relatia (8.32) se scrie:
mr=F(t,7,7) (8.35)

S-a obtinut astfel o ecuatie diferentiald de ordinul doi care reprezinta
ecuatia diferentiala a miscarii. Aceastd ecuatie vectoriala se proiecteaza pe axe si
se solutioneaza sub forma scalara.

Problema inversa. Se cunoaste miscarea, datd de o relatia (8.33) si se cere

forta F care produce miscarea. Pentru aceasta se deriveazi de dou ori in raport
cu timpul relatia (8.33) si se introduce 1n relatia fundamentald a dinamicii scrisa
sub forma (8.34). Se obtine astfel ecuatia diferentiald a miscarii.

In general problema nu este univoc determinati, deoarece nu se poate
stabili §i natura fortei.

8.1.2.2. ECUATIILE DIFERENTIALE ALE MISCARII PUNCTULUI
MATERIAL LIBER

Ecuatia diferentiala, sub forma vectoriald (8.35), proiectatd pe un sistem
de axe, convenabil ales conduce la urmatoarele ecuatii scalare, functie de
sistemul de coordonate 1n care se lucreaza.

In sistemul de coordonate carteziene:
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ma, =F, mx=F,

ma, =F, sau my=F, (8.36)
ma, =F, mz=F,

unde F,, F,, F, reprezintd proiectiile pe axele Ox, Oy si respectiv Oz ale
rezultantei fortelor care actioneaza asupra punctului material;

In sistemul de coordonate naturale (triedrul Frenét):

(m§ =F,
ma, = F, P
ma, =F, sau mS—:Fn (8.37)
P
may, :Fb 0=F
=

unde F,,F,, F, reprezintd proiectiile pe axele sistemului Frenét (tangenta,

normala principald §i binormala) ale rezultantei fortelor care actioneaza asupra
punctului material.

Integrarea ecuatiilor diferentiale ale miscdrii este in general, aceeasi in
toate sistemele de referinta.

In continuare se vor integra ecuatiile diferentiale ale miscarii in sistemul
cartezian. Ecuatiile diferentiale ale miscarii conform (8.36) vor fi:

mxX=F.(t,x,y,2,x,,Z)
my = F,(t,x,y,2,%,,Z) (8.38)
mz=F(t,x,,2,X,7,2)

Sistemul de ecuatii diferentiale de ordinul doi are ca necunoscute,
ecuatiile parametrice ale traiectoriei:

x=2Xx(t)
y=y(t) (8.39)
z=2z(t)

Sistemul de ecuatii diferentiale (8.38) admite un sistem unic de solutii,
deci sub actiunea unei forte F date, miscarea efectuata de punct este unica.
Integralele generale ale sistemului (8.38) contin sase constante arbitrare de
integrare C,;,C,,C;,C,,Cs,Cy.

Integralele generale au expresia:

X:X(t,C],C2,C3,C4,C5,C6)
y=y(t,C;,C,,C;5,C4,C5,Cs ) (8.40)
Z:Z(t,C],C2,C3,C4,C5,C6)

Derivand in raport cu timpul relatiile (8.40) se obtine:
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x:.X(t,C],Cz,C3,C4,C5,C6)
y=y(t,C;,C,,C5,Cy,C5,Cy ) (8.41)
Z:Z(t,C],Cz,C3,C4,C5,C6)

Cu ajutorul relatiilor (8.40) si (8.41) se pot determina constantele de
mtegrare C;,C,,C;,C,,Cs,Cs punand conditiile initiale, la ¢ =¢,, referitoare
la pozitia initiald x,, y,, z, si viteza initiala x,, v,,Z,.

Astfel conditiile initiale de pozitie sunt:

xp =x(19,C;,C5,C5,C4,C5.Cy )
Yo =¥(t9,C;,C5,C5,C4,C5,C5 ) (8.42)
zg =2(1),C;,C,,C5,C4,C5,C4 )

iar conditiile initiale de viteza sunt:
Xp =x(19,C;,C5,C5,C4,C5,Cy)
Yo =(t9,C;,C5.C5,C4,C5,C5 ) (8.43)
zg =2(1y,C;,C,,C5,Cy,C5,C4 )

Relatiile (8.42) si (8.43) formeaza un sistem algebric de 6 ecuatii cu 6
necunoscute C,;,C,,C;,C,,Cs,Cyx. Rezolvand acest sistem se obtin valorile

constantelor de integrare in functie de conditiile initiale date:

Cr=Ci(ty,x9, 9,29, %9, V9,29 )
C, =Cy(ty,X0,Y9,29,%9,Y9,%¢ )
Cs=C3(ty,x9,Y9,29,%9, Y9, %0 )
Cy=Cy(ty,Xx0,¥9,29,%9,Y9,%9 )
Cs =Cs(ty,x9,¥9,29,%9,Y9,Z9 )

Cs =Cs(t9,X0,Y0,209,%0,Y0,%0 )

(8.44)

Introducand valorile constantelor de integrare din (8.44) 1n (8.40) se obtin
ecuatiile parametrice ale traiectoriei §i introducand-le in (8.41) se obtin
componentele vitezei la un moment dat. Solutia problemei este univoca.

In unele cazuri, obtinerea solutiei generale pentru sistemul (8.38) nu este
posibilda, in schimb se pot obtine integrale prime. O integrala prima este o
functie de timpul #, vectorul 7 si vectorul 7, care se reduce la o constantd daci
r reprezintd o solutie a ecuatiei diferentiale. Integrala prima reprezintd deci in
general, o ecuatie diferentiala al carei ordin este mai mic cu o unitate decét
ecuatia diferentiala data.

Observatie. Cu ajutorul ecuatiilor diferentiale ale miscarii punctului
material se poate studia si miscarea corpurilor intalnite in practica, cu conditia
ca fortele care actioneazd asupra acestora sd fie concurente intr-un singur punct.
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8.1.2.3. ECUATIILE DIFERENTIALE ALE MISCARII PUNCTULUI
MATERIAL SUPUS LA LEGATURI

Un punct material este supus la legaturi daca i se impun anumite restrictii
geometrice, respectiv sa ramana in permanenta pe o suprafata sau o curba data.

Miscarea punctului material supus la legaturi se studiaza aplicand axioma
legaturilor, in baza careia punctul material se elibereaza de legaturi, introducand
fortele de legatura si studiind miscarea ca si cum ar fi liber.

Notand rezultanta fortelor direct aplicate cu F si a fortelor de legatura
(reactiunea) cu R, ecuatia de miscare a punctului material supus la legituri este:

ma=F+R (8.45)

Ecuatia diferentiald, sub forma vectoriald (8.45), proiectata pe un sistem
de axe, convenabil ales conduce la urmatoarele ecuatii scalare:
In sistemul de coordonate carteziene:

ma, =F, +R, mx=F_+R,
ma,=F,+R, sau ymy=F, +R, (8.46)
ma,=F_ +R, mZz=F_+R,

unde Fx,Fy,FZ si Rx,Ry,RZ sunt proiectiile pe axele Ox, Oy, Oz ale

rezultantei fortelor direct aplicate, si de legaturda care actioneaza asupra
punctului material.
In sistemul de coordonate naturale (triedrul Frenet):

ms =F, + R,
ma, =F, + R, p
ma, =F, +R, sau mS—:Fn +R, (8.47)
mab:Fb +Rb P

unde F,,F,,F, si1 R,,R,, R, reprezinta proiectiile pe axele sistemului Frenét ale
rezultantei fortelor direct aplicate si de legatura

Integrarea ecuatiilor diferentiale ale miscérii este aceeasi ca in cazul
punctului material liber.

8.1.3. TEOREMELE GENERALE IN DINAMICA PUNCTULUI
MATERIAL

8.1.3.1. TEOREMA IMPULSULUI

Derivata in raport cu timpul a impulsului unui punct material este egala
in fiecare moment cu rezultanta fortelor care actioneaza asupra punctului.
Derivand in raport cu timpul impulsul dat de relatia (8.25) se obtine:

H = my =ma (8.48)
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Cum in baza legii fundamentale a dinamicii (8.34), ma = F , rezulta:

H=F (11.49)
Proiectand pe axe relatia (8.49) se obtine:
H, =F, H,=F,; H, =F, (11.50)

Conservarea impulsului

Daca in timpul miscarii punctul material este izolat sau rezultanta fortelor
care actioneaza asupra acestuia este nuld, atunci:

F=0 = H=0, H=C (8.51)

Deci impulsul se conserva, adica pastreaza in timp aceeasi valoare.
Constanta C se determina din conditiile initiale ale problemei.

Este posibil sd se conserve in timp o singurd componentda a impulsului.
Astfel, daca:

F. =0 = H =0, H =C (8.52)

In acest caz se conserva componenta impulsului dupa axa Ox.

8.1.3.2. TEOREMA MOMENTULUI CINETIC

Derivata in raport cu timpul a momentului cinetic calculat in raport cu un
punct fix O, este egala cu momentul in raport cu acelasi punct al rezultantei
fortelor care actioneaza asupra punctului material.

Derivand in raport cu timpul expresia momentului cinetic (8.26), rezulta:

I?O:?><m\7+17><m17=77><mc7:17><1’7 (8.53)

Cum 7xF =M, reprezinti momentul in raport cu punctul O, al

rezultantei fortelor care actioneazd asupra punctului material, rezultd teorema
momentului cinetic:

Proiectand pe axe, relatia (8.54) se obtine:

K.=M,; K, =M K,=M, (8.55)

Conservarea momentului cinetic

Daca in timpul miscarii, punctul material este izolat sau momentul
rezultant care actioneazad asupra acestuia este nul, rezulta:

My=0 = K,=0; K)=C (8.56)

Deci momentul cinetic se conserva, adica pdastreaza aceeagsi valoare in
timp. Constanta C se determind din conditiile initiale.
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Se poate conserva o singura componentd a momentului cinetic, de
exemplu:
M,=0 = K, =0, K,=C (8.57)

In acest caz se conserva componenta momentului cinetic dupa axa Ox.

8.1.3.3. TEOREMA ENERGIEI CINETICE

Variatia energiei cinetice a punctului material in intervalul de timp dt,
este egala cu lucrul mecanic elementar, efectuat de rezultanta fortelor aplicate
punctului in acelasi interval de timp. (forma diferentiald)

Diferentiind relatia energiei cinetice si tindnd seama de legea
fundamentald a mecanicii (8.34), F = ma , rezulta:

dE=d(Lm? )= imd(vz )= mivdv = mvdt Y = madr = F - dr = dL
2 2 dt
Termenul din stanga reprezintd o diferentiala totald exacta, pe cénd
termenul din dreapta dL = F . dx + F,dy + F,dz reprezinta o diferentiald de tip

Pfaff, care este o diferentiala totala exactd, numai in cazul particular al fortelor
conservative. Forma diferentiald a teoremei energiei cinetice este:

dE =dL (8.58)

Integrand rezulta teorema energiei cinetice, forma integrala:
EI _EO :LM()MI (8.59)

Variatia energiei cinetice intre pozitia initiala §i finala a miscarii
punctului material este egala cu lucrul mecanic total efectuat in deplasarea
finita intre cele doua porzitii, de rezultanta fortelor aplicate punctului material.

Conservarea energiei mecanice

Cand rezultanta fortelor aplicate punctului material, deriva dintr-o
functie de forta, energia mecanica a punctului se conserva.

Se considera teorema energiei cinetice scrisd sub forma diferentiala si se
presupune ca fortele deriva dintr-o functie de forta, adica:

dL =dU (8.60)
Cum energia potentiala este V' =-U, atunci:
dV =-dU
Din relatiile (8.58) si (8.60) rezulta:
dE=dU; d(E-U)=0;, d(E+V)=0 (8.61)
de unde:
E, =E+V =const. (8.62)
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Aplicatii. 1. Pendulul matematic din figura 8.6, constituit dintr-un fir de lungime /, de
care este prinsd o bila M de masa m se deplaseaza pe o traiectorie circulard intr-un plan
vertical, cu centrul in punctul de fixare O. Pendulului, scos din pozitia de echilibru, i se da o
rotire initiald 6 si o viteza initiala vy. Sa se determine legea de miscare si tensiunea din fir.

Rezolvare. Prin proiectarea legii fundamentale pe axele sistemului natural se obtin
ecuatiile diferentiale ale miscarii:

dv

m—=—-mgsin@
a e
2

mT:N—mgcosﬁ

Considerand legea de miscare a pendulului datd de unghiul la centru € =6(t) si

inlocuind v =176, in prima ecuatic a sistemului rezultd ecuatia diferentiald a miscarii
pendulului:

mlO +mg sin6 =0

In cazul micilor deplasari, cand 6 < 5°, si sin@ =~ 6, ecuatia devine o ecuatie
diferentiala, liniard de ordinul doi, cu coeficienti constanti $i omogena.

6+£6=0
/
Notand cu p =./g/[ - pulsatia proprie a miscarii pendulului si introducand aceasta
notatie 1n ecuatia diferentiald a miscarii, rezulta:
0+ p’0=0
a carei solutie:
0 = C,sin pt + C, cos pt

exprima legea de miscare si care derivata in raport cu
timpul conduce la expresia vitezei unghiulare:

0= C,pcos pt —C,psin pt

in care constantele de integrare C; si C, care se
determind din conditiile initiale ale miscarii:
6(0) =06,

t=0 vy

0(0)=6,=""

Rezulta valorile constantelor de integrare C; si Cs:

¢ =v_0; G, =6,
Ip

care introduse 1n solutia ecuatiei diferentiale, si tindnd seama de expresia pulsatiei proprii p,

rezultad legea de miscare:
0 =— sin \/gt + 0, cos \/gt
Jig Vi !

care poate fi scrisa si sub forma:
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0 = Asin( t+¢))

unde: 4 —amplitudinea miscarii; ¢ - faza initiala
2

=4C; —0 ; Q= arctg% = arctg(\/gﬁ)

1 Vo

[,2
0= l—+<92 sin( lt+arctg\/E )
g

Miscarea pendulului matematic este periodica cu perioada 7' =274/l /g .

Deci:

Marimea tensiunii N se obtine din a doua ecuatie a sistemului de ecuatii diferentiale, in
functie de pozitia  si viteza v a punctului M, pe traiectorie.

2
N = mgc0s9+mv7

Exprimarea vitezei punctului M, in functie de pozitia pe traiectorie, definitd de legea
de migcare 62), se obtine din prima ecua‘gle diferentiala a sistemului, exprimand miscarea cu
deplasari (oscilatii) mari:

mlO +mg sinf = 0; é+%sin6’ =0

Inmultind ecuatia diferentiala cu € si apoi integrand-o, rezulti:

d 6’ o’

é-9+§9sin9:0, —(—)— (0050)20; 7—%0&?9:(1
Constanta de integrare C se determind din conditiile initiale:
0(0) =06,
|e0)=6,="

Rezulta valoarea constantei de integrare C:

0, v,
= —O—gcosﬁo = —02—§cos6?0
/ 200 1
care introdusd in ecuatia diferentiald, integratd conduce la expresia vitezei in functie de
pozitia punctului M:
32 32
) . :
L& 050 = %—%cos@ ;07 =0, + 2§(COS9 —cosb,)

A . o .o . 2 . ~ n o . .
Inmultind aceasta ultima expresie cu /” si avand in vedere ca v =16, obtinem:

v = v, +2gl(cos@ - cosb,)

care introdusd in expresia reactiunii &V, va conduce la:

2
N = mgcos¢9+?[vg +2gl(cos6’—cos90)]= %+ mg(3cos@ —2cos0,)
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2. In momentul opririi motorului, o ambarcatiune (fig.8.7) cu greutatea P = 400N are
viteza v, = INd, (INd =~ 1,853Km/h ~0,515m/s). Rezistenta apei pentru viteze mici se
considera proportionala cu viteza R = cv, factorul de proportionalitate fiind ¢ = 9,3Ns/m.
Sé se determine dupd cat timp, viteza ambarcatiunii se reduce la jumatatea valorii initiale si

care este drumul parcurs 1n acest timp.

Rezolvare. Timpul dupa care viteza ambarcatiunii se reduce la jumatatea valorii initiale
se determina utilizand teorema impulsului, proiectata pe directia miscarii, axa Ox:

H, =-R
respectiv: 1 1,=0 1 A
A mv) = —ev Y v E
dt - b — b —
prin separarea variabilelor se ajunge la A _
ecuatia diferentiala: oL— 1 R X
dv c ) —
% m -
care integratd in domeniile [0,7,], pentru - X1 -
Varlablla' t, i [vy,v, /2], pentru variabila v, Fig. 8.7
rezultd timpul ¢
vy /2 t Vo t
dv c - c
—= —.[—dt; lnv| 2 =——¢
v m Yo m
Vo 0 0

b= vy =¥ | = Lano = 20603 = 3
c 2 cg 93-981

Drumul parcurs de ambarcatiune in acest interval de timp se obtine utilizdnd teorema
energiei cinetice, forma finita, prin integrarea in domeniile [v,,v, /2], pentru variabila v si

[0.x,], pentru variabila x:

vy /2

C C

jd(mT"z) = [(=evydx; [dv = —;)Idx; %O—vo =——
Vo

o _ Py _ 4000515
" 2cg 2.93-981

A3m

3. O sferd M de masa m se situeaza in pozitia superioard M, pe un semicilindru luciu

de razd R =0,5m, si primeste viteza initiala
v, =07m/s perpendicular pe generatoare. Sa

se determine pozitia caracterizata de unghiul la
centru ¢, in care sfera se desprinde de cilindru
si incepe miscarea libera (fig.8.8).

Rezolvare  Pozitia  punctului  de
desprindere al sferei de pe cilindru este definita
de un unghi ¢, pentru care reactiunea asupra
sferei  devine nuld. Proiectind legea
fundamentald pe axele triedrului Frenet vor
rezulta ecuatiile diferentiale ale miscarii.
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v
m— =mgsing
t
e:

m—=mgcos@—N
R g Q

Din a doua ecuatie a sistemului, rezulta reactiunea N:

m >
N =mgcosp——v
g Cos P R

Pozitia de desprindere a sferei definita de unghiul ¢, este datd conditia:
N =0 = mgcosg, —%vlz =0

Pentru a determina valoarea unghiului ¢; va trebui exprimata viteza punctului, v in
functie de pozitia lui ¢, posibilitate data de prima ecuatie diferentiald a sistemului.
Avand 1n vedere cd acceleratia tangentiald are expresia:

dv _ &5 _pdo_pd¢ do _ p 9@

d dat dt do at do

aceasta se inlocuieste in prima ecuatie diferentiala a sistemului si simplificand prin m,
obtinem:

do )
Ro— =gsing
do
Integrand, rezulta o primitiva, a carei constanta de integrare se determina din conditiile
initiale:
R’
2

=—gcosp+C.

v
t=0; ¢,=0; a)O:EO

Constanta de integrare are valoarea:

2

V,
C=-"L+

2R &

Si:
v = vﬁ +2gR(1—cosp)

Pentru pozitia de desprindere definita de unghiul ¢, viteza sferei este v;:
Vi =V, +2gR(1—cos@,)

Introducand expresia vitezei v; in conditia de desprindere, rezulta

2
2gR
cosQ, = Yo ¥ 28K
3gR
si de aici, valoarea unghiului ¢ :
2 2
2gR 7 2-981-
Y= arccos LT8R _ precos (07) +2-931-05 _ 45°35'
3gR 3-981-0,5
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8.2. DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL iN MISCARE RELATIVA
8.2.1. LEGEA FUNDAMENTALA iN MISCAREA RELATIVA

Legea fundamentala a dinamicii (8.34), scrisd pentru miscarea unui punct

material in raport cu un sistem de referinta fix a fost stabilita de Newton:
ma =F

Ne propunem sa determindm corectiile necesare, efectuate in legea
fundamentald a dinamicii punctului material, In miscarea acestuia in raport cu un
sistem de referinta care este in miscare fatd de sistemul fix, numit sistem de
referintd mobil (¢ransportor).

Se va utiliza expresia acceleratiei absolute a punctului definita de (7.14)?.

a,=a=a,+a,+a, (8.63)

Din relatia (8.63) rezulta:

]|

a, =

~a, -a, (8.64)

Multiplicand relatia (8.64) cu masa m a punctului se obtine:

ma, =ma —ma, —ma, (8.65)
unde:
> ma = F reprezintd rezultanta fortelor direct aplicate si de legatura;
> —ma, = F, este forta inertiald de transport;
> —ma, = F, este forta inertiald Coriolis.

Cu notatiile de mai sus, legea fundamentala a dinamicii, in miscarea
relativa (8.65) devine:

ma,=F +F, +F, (8.66)

In raport cu un sistem de referintd mobil, legea fundamentald a dinamicii
se corecteaza cu doi termeni, F, si F,, numite forte inertiale Intrucat nu

corespund unor actiuni mecanice, exercitate asupra punctului material.

8.2.2. SISTEME INERTIALE

Exista sisteme de refeintd mobile in raport cu care legea fundamentala se
scrie la fel ca si in raport cu sistemul de referinta fix.

ma, =F (8.67)
In acest caz pentru ca relatiile (8.66) si (8.67) sa fie identice trebuie ca:
{Ft —0=a, =0

(8.68)
F.=0=a,=20,xv,=0= o, =0
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Rezulta ca un astfel de sistem, numit sistem inertial trebuie sa efectueze o
miscare de translatie (@, =0), uniforma (a, =0).

8.2.3. REPAUSUL RELATIV

Pentru determinarea conditiei de repaus relativ (punctul material se afla in
repaus fata de sistemul mobil) trebuie indeplinite conditiile:

{vr =0=F,=2m,xv, =0

8.69
a,=0= ma, =0 ( )

Introducand conditiile (8.69) in legea fundamentala (8.66), rezulta:

F+F =0 (8.70)
Conditia de repaus relativ a punctului material este ca rezultanta fortelor
aplicate, de legatura si de transport sa fie nula.

Aplicatii. 1. Un cadru O;OB constituit din axul vertical O;O si bara orizontald OB se
roteste cu viteza unghiulard constantd @ in jurul axului O;0 (fig.8.9). Pe bara OB aluneca
cursorul M care Tn momentul initial se afla in repaus la distanta OA = a . Cunoscand lungimea
barei OB =1 sa se determine viteza relativa a cursorului Tn momentul in care paraseste bara.

Rezolvare. Sistemul de referintd fix la care se raporteaza miscarea cadrului
(transportorul) este Ox;y,z; iar sistemul mobil fatd de care se raporteazd miscarea cursorului
este Oxyz cu axa Ox, bara OB dupa care are loc miscarea relativa a cursorului, axa Oz = Oz, .

Legea fundamentala a dinamicii Tn migcarea relativa este data de relatia:

ma, =G +H+V +F,+F,

Il
=:
N;'

Il
I|
F

I
~

a =—-m(—w’xi ) = mo’xi

[
=
SIS
1l 1
3 S
g S

=-ma, =-m(20,xVv, )=

_ —m[(2a)l€)>< (xz_)] = —2mawj

Proiectand legea fundamentala
(forma vectoriald) pe axele sistemului
mobil Oxyz rezulta:

mx = ma’x
0=2mwx—-H Fig. 8.9
0=-mg+V

Ecuatia migcarii relative a cursorului devine:
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si a cdrei ecuatie caracteristica este:

cu radacinile 7, , = t®

Legea miscarii relative si viteza relativa se pot scrie:

x(t)=Ce” +C,e™

Constantele de integrare C; si C, se determind din conditiile initiale, la momentul
t=0:

—0 {x(0)=a N {C,+C2:a

#(0)=0 C,—C,=0 2

care introduse in legea miscarii relative si vitezei relative conduc la:
1 wt —t . 1 wt -t
x(t)zE(e +e ™ )a=achwt, x(t)zE(e —e ¥ )aw = awshot

Viteza relativa a cursorului in capatul B al barei se determind pentru timpul ¢, cand
cursorul parcurge intreaga lungime OB =1 a barei.

[
hot, = —
t,)=1 hat, =1 ety
=1, {x(ﬂ - {ac L, - a
%

X(t;)=vp, awshat; = v,

Br
aw

shot, =

Conform relatiei trigonometrice:
ch’a —sh’a =1
rezultd expresia:

Sy
a aaw

si de aici expresia vitezei relative a cursorului Tn momentul cand paraseste bara:
_ 2 2
Vg, =NI" —a

2. Pe o bara lucie a carei linie axiala este curba
v = f(x), (fig.8.10) situata intr-un plan vertical si care
se roteste cu viteza unghiulara constantd @ 1n jurul axei
verticale, aluneca un cursor M de masa m. Sa se
determine ecuatia curbei y = f(x), astfel incat cursorul
sd fie in echilibru, indiferent de pozitia pe bara.

Rezolvare. Conditia de echilibru relativ a
cursorului M, conform relatiei (11.70) este:

F+F =0 = (mg+N)+F, =0 |
unde forta inertiala de transport F; are expresia: |

F, =ma, = mo’r = mo’x Fig. 8.10
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Proiectdnd ecuatia vectoriald de echilibru pe axa Mt a sistemului mobil M¢n, tangenta

la curba y = f(x) si tindnd seama de expresia fortei de transport, rezulta:

2
. . @
—mgcosa+F,sina =0; mgcosa — mo’xsina =0 tga=—2x
4
Tangenta intr-un punct al curbei reprezintd derivata functiei y = f(x) in raport cu

variabila x, astfel:

d
tgaz—y

dx

Cum membrii din stdnga ai celor doua ecuatii sunt identici, rezultd si identitatea

membrilor din dreapta, si de aici ecuatia curbei y = f(x):

2 2 2 .2
Q:w—x; a’y:a)—xdx = y:a)——+C
dx g g g 2
Constanta de integrare C se determina din conditiile limita:
x=0;y=f(0)=0

Introducand aceste conditii In ecuatia curbei, rezultd valoarea constantei de integrare

C =0 si ecuatia curbei devine:

_ o’ X
y g 5

care este o parabola ce trece prin originea sistemului de axe Oxy.

c o~

™

w o op

c o

e o

TEST DE EVALUARE

Lucrul mecanic elementar al unei forte este:
dL=F -dr

dL = F -vdt

dL = |F|[v|dtcos(F.v)

Lucrul mecanic efectuat de o forta in deplasarea pe o curba intre pozitiile M, si M, are
expresia Ly, = J‘F ~dr . Expresia Ly, = F -7 nu este corectd deoarece:
MM
forta variaza in timp ca marime si directie
directiile fortei si deplasarii nu sunt constante in timp
ambii vectori sunt variabili in timp

Puterea este definita de relatia:

p-
dt

P=F-v

P=M-@

Momentul cinetic K, este un vector:

coplanar cu vectorii 7 si H
coliniar cu vectorul H
perpendicular pe planul vectorilor » si H
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10.

Forta conservativa reprezinta:
gradientul functiei de forta U — gradU
functia de forta U

nici una din variantele a si b

Lucrul mecanic total al unei forte conservative:

este independent de traiectorie

depinde de pozitia initiala si finald a punctului

trebuie indeplinite conditiile a si b

Energia potentiala reprezinta:

capacitatea miscarii nemecanice de a trece in migcare mecanica

lucrul mecanic efectuat de o fortd conservativa la deplasarea dintr-o pozitie curentd in
pozitia de potential nul

oricare din variantele a si b

Energia mecanica se conserva daca fortele care actioneaza asupra punctului:
sunt forte conservative

deriva din functii de forta

oricare din variantele a si b

In ecuatia diferentiald a miscarii punctului material supus la legituri ma = F +R, R
reprezinta:

rezultanta fortelor de legatura

rezultanta fortelor direct aplicate

rezultanta fortelor conservative

Legea fundamentala a dinamicii in miscarea relativa a punctului material este:
ma, =F +F
ma, =F+F +F

ma, = F
. Conditia de repaus relativ este definita de expresia:
F+F+F =0
F+F =0
E+F =0

. Sistemul inertial reprezinta:
un sistem mobil in raport cu care legea fundamentala are aceasi forma ca in miscarea in
raport cu un sistem de referinta fix
un sistem mobil in migcare de translatie uniforma
oricare din variantele a si b
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9. DINAMICA SISTEMELOR MATERIALE SI A RIGIDULUI

Sistemul material se defineste ca un ansamblu de puncte materiale sau
corpuri solide aflate in interactiune mecanica. Daca dimensiunile corpurilor din
sistem sunt neglijabile in raport cu distantele dintre ele, acestea pot fi tratate ca
sisteme de puncte materiale.

Corpul solid (rigidul) se defineste ca un continuu material nedeformabil
putand fi considerat ca limita unui sistem inchis si rigid de puncte materiale care
ocupa acelasi domeniu.

In cele ce urmeazi, unele notiuni fundamentale si teoreme generale,
stabilite pentru un sistem de puncte materiale sunt extinse la rigid, pe baza unui
proces de trecere la limita.

9.1. NOTIUNI FUNDAMENTALE
9.1.1. MOMENTE DE INERTIE MASICE
9.1.1.1. DEFINITII

Momentele de inertie sunt marimi care caracterizeaza modul de distribuire
a maseil unui sistem material sau rigid in raport cu un reper (plan, axa, pol).
Momentele de inertie masice caracterizeaza inertia corpurilor in miscare de
rotatie aga cum masa caracterizeaza inertia corpurilor in miscare de translatie.

Considerand un sistem de puncte materiale 4; avand masele m; si
distantele in raport cu un reper, /; (i = I, 2,....n), momentul de inertie al
sistemului in raport cu reperul considerat are expresia:

J:Zml.zf (9.1) ,

In cazul rigidului, suma se
transforma in integrala referitoare la
domeniul (D) ocupat de corp.

J= [1?dm (9.2)
(D)

Dupa cum lungimea /; respectiv
[ reprezinta distanta la un plan, axa
sau pol (punct), momentele de inertie
sunt (fig.9.1):

Momente de inertie planare
Pentru sistem material:

‘]()xy :Zmiziz’ ']()xz :Zmiyiz’ J()yz :Zn/lixi2 (93)

Pentru rigid:
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szzmi(nyer), ']y:zmi(xi2+zi2)’ Jz:zmi(xi2+yi2)
i i [
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Joxy = J.zzdm, Jorr = J.yzdm, Joyz = J.xzdm
(D) (D) (D)

Momente de inertie axiale
Pentru sistem material:

Pentru rigid:

.= J(y2+22)dm, J, = I(x2+22)dm, J, = J(x2+y2)dm

(D) (D) (D)

Momentul de inertie polar
Pentru sistem material:

Jo :Zmi(xiz +yi2 +Zi2)zzmiri2
Pentru rigid:
Jy = I(xz +y2 +22)dm: Irzdm
(D) (D)

Momente de inertie centrifugale
Pentru sistem material:

ny :Zmixiyi’ Sz :Zmixizi’ Jyz :Zmiyizi
i i i

Pentru rigid:

Sy = Ixydm, J,., = Ixzdm, Jy, = Iyzdm
(D) (D) (D)

Caz particular: Sistemul material sau rigidul situat in plan

(9.4)

(9.5)

(9.6)

(9.7)

(9.8)

(9.9)

(9.10)

Considerand planul in care este situat sistemul sau corpul (fig.9.2) ca fiind
planul [Oxy], de ecuatie z =0, momentele de inertie definite de relatiile
(9.2)...(9.10) devin:

Momente de inertie axiale
Pentru sistem material:

2 2
J :Zmiyi ) Jy :Zmixi
i i
Pentru rigid:
J, = Jyzdm, Jy = szdm,
(D) (D)

Momentul de inertie polar
Pentru sistem material:

JO :Zmi(xiz +yi2):‘]x +Jy :‘]z

(9.11)

(9.12)

(9.13)



Pentru rigid:
Jo= [(x*+y )dm=J +J, =J, (9.14)
(D)

Momentul de inertie centrifugal
Pentru sistem material:

Pentru rigid:
Sy = Ixydm (9.16)
(D)

Observatie: Momentul de inertie polar din plan este momentul de inertie
axial in raport cu axa normala la planul in care se situeaza sistemul material sau
rigidul.

9.1.1.2. RELATII INTRE MOMENTELE DE INERTIE

Din relatiile (9.3)...(9.8) se obtin:
Momentul de inertie polar este suma momentelor de inertie planare,
rectangulare care trec prin polul considerat.

J0:J0xy+']0xz+']()yz (917)

Momentul de inertie polar este semisuma momentelor de inertie axiale,
rectangulare in polul considerat.

Jozé(Jx+Jy+JZ) (9.18)

Momentul de inertie axial este suma momentelor de inertie planare,
rectangulare pe axa considerata.

Jx :JOxy + JOxz’ ']y :JOxy + JOyz’ ']z :JOxz + JOyz (919)

9.1.1.3. RAZA DE INERTIE

Raza de inertie reprezinta distanta fictiva la care trebuie plasatd intreaga
masa a sistemului (corpului), concentrata intr-un singur punct astfel ca in raport
cu un reper sa existe relatia:

J=M-i’ = i:‘/% (9.20)

Dupa cum reperul este un plan, o axa sau un pol, se definesc:
Raza de inertie planara:

. ‘]0 . J z . J() Z
Loxy = \ %’ Loxz :\/ﬁ’ Loy = \’Vy (9.21)
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Raza de inertie axiala:
o= -, i =.—, i === (9.22)

Raza de inertie polara:

Jy

— 9.23
M ©.23)

12.1.1.4. VARIATIA MOMENTELOR DE INERTIE N RAPORT CU
AXE PARALELE

Se da un sistem de puncte materiale M; de mase m; cu centrul de greutate
C. Fie o axa 4 care trece prin C si 0 axa 4; paraleld cu 4, distanta dintre cele
doua axe fiind d (fig.9.2). Cunoscand momentul de inertie al sistemului J, si
masa sistemului m sd calculam momentul de inertie J 4 .

Se alege un sistem de referintd Cxyz cu axa Cz = 4. Fatd de acest triedru,
punctul M; are coordonatele x;, y;, z.. Se alege un al doilea sistem de referinta
Ox;v;z; care are axele paralele cu cele ale triedrului precedent, planele de
referintd O,x;y; si Cxy fiind confundate ([Cxy]e[0;x,y,]) iar axa O,z, = 4,.

Fata de acest triedru, punctul M; are coordonatele x;;, y;;, z;.

intre  coordonatele
punctului M; din planele
confundate exista relatiile:

{x ;i =Xc +X;
Yi=Yct)i
unde: xc §i yc sunt
coordonatele centrului de
greutate C in raport cu
sistemul de  referinta
O].X' ViZ].

Prin definitie:

Ja=J. =2 m(xi +yi) 9.5)

Ja =Y, :Zmi(xlzi +y12i):Zmil(xC +xi)2 +(ye +yi)2J:
’ ’ (9.24)

:(xé "‘J’é‘)zmi +2xCZmz—xi +2J’sziyi +Zmi(xi2 +yi2)

Se noteaza:
Zmi:M, xé+y(2;:d2 (9.25)
i
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Conform teoremei momentelor statice si tinand seama cia CeOz
(¢ =n=0) unde ¢ si 5 sunt coordonatele punctului C in sistemul Cxyz, rezulta:

Y mix; =ME=0, D mjy; =Mn=0 (9.26)

Introducand relatiile (9.25) si (9.26) in (9.24) se obtine relatia ce defineste
teorema Steiner:

Sy =J 4+ Md’ (9.27)

Momentul de inertie in raport cu o axa A; este egal cu momentul de
inertie in raport cu o axa A ce trece prin centrul de greutate al sistemului,
paralela cu axa A;, plus produsul dintre masa sistemului i patratul distantei
dintre cele doua axe.

In mod analog se demonstreazi teorema Steiner referitoare la momentele
de inertie centrifugale:

ny :Zmixiyi (99)

Jx1y1 :Zmix]iyli :Zmi(xc +x; (ye+yi)=
1 1

(9.28)
=XCYe D My F X D MY+ Ve D miX + D mX;
Introducand relatiile (9.25) s1 (9.26) in (9.28) rezulta:
Jx]yl == ny + chyc (929)

9.1.1.5. VARIATIA MOMENTELOR DE INERTIE iN RAPORT CU AXE
CONCURENTE

Se considera sistemul de puncte materiale M; de mase m; (i= 1, 2,....,n)
care fatd de sistemul de axe Oxyz are momentele de inertie axiale J,, J,, J; si
centrifugale, J,, J., J,., cunoscute.

Fie o axa 4 care trece prin
originea O, de versor u si cosinusuri
directoare, cosa, cosp, cosy (fig.9.3),
in raport cu care se determina
momentul de inertie axial J,.

=cosai+cosfj+cosyk (9.30)

Se considera punctul M; definit
de vectorul de pozitie 7;:

Fie A; proiectia lui M; pe axa 4
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Prin definitie:
Ja=> md; (9.32)

unde:
di =17 —(04;)°

2

i (9.33)
(OA; )? =(F i)’ =(x; cosa + y; cos B+ z; cosy)’

2

2 _ 2 2
r=x; +y; tz

o + cos’ ﬁ+cos2 y

Introducand (9.33) in (9.32), rezulta:

1 =cos

J 4 :Zmi(xl-z +y? +zl~2)|_(cos2 a +cos® f+cos’ y)-
i
—(x;cosa+ y;cos f+z, cosy)z]:
= cos” aZmi(in + Zl-2)+C0S2 ﬁZmi(xiz + Zi2)+ (9.34)
i i
+ cos”’ yZmi(xl-Z +yl~2)—2005acos,6’2mixiyi -
—2cosa éos }/Z m;x;z; —2cos [} cos 7/23 m;y;z;
i i
Considerand relatiile de definitie (9.5) si (9.9), care introduse in expresia

(9.34) conduc la expresia momentului de inertie n raport cu o axd 4, in functie
de momentele de inertie axiale si centrifugale ale sistemului:

J 4 :chosza+chos2ﬁ+JZcos2;/—

(9.35)
—2J,, cosacos f—2J,, cosacosy—2J,, cos fcosy
Caz particular: Sistemul plan [Oxy]
=0, y=2 (9.36)
2
Introducand relatiile (9.36) in (9.35) se obtine:
Jy=J, cosza+Jy cosZ,B—2ny cosacos f (9.37)
Notand:
/4
a=q, ,Bz;—(p (9.38)
relatia (9.37) devine:
Jp=J, cos2(p+Jy sinz(p—ny sin2¢ (9.39)
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9.1.1.6. DIRECTII PRINCIPALE DE INERTIE. MOMENTE
PRINCIPALE DE INERTIE. PROPRIETATI

Conform relatiei (9.35) momentul de inertie J, depinde de pozitia axei 4
fata de triedrul de referintd, prin cosinusurile directoare ale acesteia: cosa, cosp,
cosy. In aplicatii este important si se cunoasci acele directii ale axei 4 pentru
care momentul de inertie J, are valori extreme (minime sau maxime).

Axele care trec prin originea O si 1n raport cu care momentele de inertie
au valori extreme (minime sau maxime), notate A;, 4, A; se numesc axe
principale de inertie. Momentele de inertie Tn raport cu aceste axe se numesc
momente principale de inertie, se noteaza J;, J,, J; si se pot determina din
studiul extremului functiei J, folosind metoda multiplicatorilor Lagrange.

Proprietatile cele mai importante ale axelor principale de inertie sunt:

. Axele principale de inertie formeaza un triedru triortogonal

2. Momentele de inertie centrifugale in raport cu axele principale de inertie
sunt nule.

3. Pentru un sistem material sau rigid orice axa de simetrie este axa principala
de inertie

4. Pentru un sistem material sau rigid care admite un plan de simetrie, orice
axa normala pe acest plan este axa principala de inertie in punctul in care
axa intersecteaza planul.

[—

Aplicatii. 1. Sa se determine momentele de inertie axiale in raport cu axele 4 si 4,
care trec prin centrul de greutate C si capatul O; ale unei bare omogene de lungime / §i masa
m (fig.9.4).

Rezolvare. Conform relatiilor de definitie (9.2), momentele de inertie se determina
discretizand bara Tn mase elementare si insumand produsele dintre aceste mase si patratul
distantelor acestora fata de reperul respectiv, suma care la limita devine integrala pe domeniul
ocupat de corp.

Corpul avand o singura dimensiune, axa barei se considerd axa Ox, densitatea acestuia
reprezentand masa distribuitd pe unitatea de lungime p =m/!

Masa elementara poate fi exprimata in functie de lungimea elementara de bara dx si
densitatea acesteia p.

m
dm = pdx = de
Momentul de inertie al masei elementare dm in raport cu axa A (momentul de inertie
elementar) este:

dJ = x’dm = %xzdx

Momentul de inertie J, devine:

/ m dm

Jy= [ds, =
(D)

/
LY EFNSLE S S
[ [ 3 12 T
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Momentul de inertie al barei in raport cu axa A;, paralela cu axa A, la distanta
d =1/ 2 de aceasta, conform Teoremei Steiner (9.27) este:

I, ml’ 1 ml?
Jy=J,tm(—=) =——+m—=—+—
4 (2) 12 4 3

2. Se da placa dreptunghiulara de masa m avand dimensiunile bazei b si ale inaltimii 4
ca in figura 9.5. Sd se determine momentele de inertie axiale J,, J, in raport cu axele Cx,
respectiv Cy ce trec prin centrul de greutate C, momentul de inertie polar J¢, precum si
momentele de inertie axiale J, ,J, ; in raport cu axele Ox, respectiv O;y ce trec prin

extremitatea placii.

Rezolvare. Conform relatiilor de definitie, momentele de inertie se determina
discretizand placa Tn mase elementare si insumand produsele dintre aceste mase si patratul
distantelor acestora fata de reperul respectiv, suma care la limita devine integrala pe domeniul
ocupat de corp.

Densitatea placii reprezintd masa distribuita pe unitatea de arie:

m m

P74 o C
Masa elementara poate fi exprimata in functie de dm
laria elementara a placii, dA =dx-dy si densitatea dy1 %
acesteia p. i
m ¥
dm = pdA = pdxdy = ﬁdxdy = x
. . . m ‘ X dx
Momentul de inertie al masei elementare dm in
raport cu axa Cx (momentul de inertie elementar) este:
X
dJ, = y’dm= ﬂyza’xdy 0, -
bh b
Momentul de inertie axial J,, conform (9.12) Fig. 9.5
devine:
b h b h A
22 2 2 b3, 3 2
m m m m  h mh
J, = J-cl]x:ﬁj-J‘)/chxa’y:ﬁj-a’xJ‘y2dy=E |2by? = b=
(D) bk bk PR
2 2 2 2
In acelasi mod se calculeazia momentul de inertie J y
bon b h b
22 2 2 33k X b2
m m m x m m
J, = J.dJy:EJ. J-xzdxdy:—hj.xzdxj-dy:ﬁ? y|2h=EE = 7
(D) b h bk N
2 2 2 2 2

Momentul de inertie polar J, conform relatiei (9.14) este:
mh2+nm2_rm%2+h2)
12 12 12

Momentele de inertie axiale Jy;, J,; in raport cu axele O;x, respectiv O;y ce trec prin
extremitatea placii, paralele cu axele Cx, respectiv Cy, conform teoremei Steiner (9.27) sunt:

Je=J, +J, =
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2 2 2
! 2 12 4 3
b, mb> b mb’
J,=J,+m(-) =——+m—=——
1 7 (2) 12 4 3

3. Sa se calculeze momentele de inertie axiale J,, J, si polar Jy pentru un disc circular,
omogen (fig.9.6) de masa m si raza R.

Rezolvare. Momentele de inertie se determind discretizand placa in mase elementare
dm de arii elementare dA.

Densitatea placii reprezinta raportul dintre masa si aria aceteia:
m m ¥ |

iy !

Pentru facilitarea calculului se vor utiliza
coordonatele polare: raza polara » si unghiul polar 6.

Aria elementara devine: dé \ \
e\ -
dA=(rd@)-dr =rdrd0@

Masa elementara este:

m
dm = pdA = ——rdrd@
P R’

Pozitia masei elementare dm, in raport cu cele Fig. 9.6
doua axe este definita de coordonatele x si y care sunt
exprimate in functie de coordonatele polare:

x=rcos@, y=rsinf

Momentele de inertie, elementare in raport cu axele Ox si Oy sunt:

dJ, = y2dm = r? sin’ Hizrdrdé’ = ier sin’ 0drd® =" 5 ¥ (1-cos20 )drd0
7R 7R 27R
aj, = x’dm = r? cos’ H%rdrd@ = %FS cos” 6drd@ = " 5 3 (1+cos20 )drd0
7R 7R 27R
Momentele de inertie in raport cu cele doua axe devin:
R 2 R 2r
2
Jo= J.de - > Dﬁdrjd@—jﬁdrj cos29ﬁ} =
(D) 27R™ | ) 0 0 0 2
R R 4 2
m |r 2 I 27 m R mR
= 2 0o 54| S 20|0 - 2, <=
2R | 4 ) 2 ) 2R 4

J, = J.dJ —_ ﬁr3dr2fd6+Tr3dr2fcos29%}:

y y 2
(D) 27R" |5 0 0 0
R R 4 2
m r 2r . 2 m R mR
= > ) T szn2¢9|0 = > — 2w =
2R | 4 ) 27R° 4
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Momentul de inertie polar J,, conform relatiei (9.14) este:

mR’

Jo=d +J, =

4. Sa se determine momentele de inertie axiale J,, J, J. ale unui cilindru circular drept,
omogen de masa m, razd R si inaltime H (fig.9.7).

Rezolvare. Se discretizeaza cilindrul in lz=7
mase elementare dm de forma unor discuri de
raza R si inaltime dz, obtinuti din intersectia e ;
cilindrului cu planele paralele cu planul Cxy: z dm x_ﬁ//
siz+dz /:;::::::::\idz y'
dm = pdV 0 - -— %
> IE—EIFED:& i
_m__m X C N 1’
P v R°H /“~ﬁ <1 [
2
dV =zR"dz X %
m
dm = n21 aRdz =" gz e
nR°H H ‘ R o 1

Momentele de inertie elementare ale
discului in raport cu axele sistemului atagat Fig. 9.7
acestuia O’x’y’z’ devin:

2 2
de':dleRdmsz
g 4H 4H

2 2
dJZ,=dJZ=R dm _ mR
2H 2H

Momentele de inertie elementare ale discului in raport cu axele Cx, respectiv Cy ale

sistemului ce trece prin centrul de greutate C al cilindrului, paralele cu axele O’x’ si O’y sunt
conform teoremei Steiner:

mR? R’

Al =dJ,+22dm=""dz + 22 "z = (2 22 )dz = dJ
H H H 4 g

Momentele de inertie axiale ale cilindrului 1n raport cu axele sistemului Cxyz sunt:

H H
2 2 2 35
R =z 2
Jo=dy= [d =2 [ (St pdz =1 Se 2, + 2 | =
(D) Hy 4 —~
2 2
m R°PH H° m  ,_,
=— +—)=—(3R"+H
a1 T /
"
RZ 2 RZ RZ RZ
J, = deZ:m de:m z|2H=m H="
) 2H 3 2H -5 2H 2
2
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5. Sa se determine momentul de inertie al unui disc circular omogen de masa m si raza
R, 1n raport cu axa 4, situatd la distanta e centrul discului si inclinata fata de planul discului cu
unghiul ¢ (sau fatd de normala la planul discului cu unghiul, 7 /2 —¢) (fig.9.8).

Rezolvare. Cunoscand momentele de inertie ale discului in raport cu axele principale
si centrale de inertie Cx, Cy, Cz, se va determin mai intdi, momentul de inertie al discului in
raport cu axa /¢, paralela cu axa 4 conform relatiei de variatie a momentelor de inertie in
raport cu axe concurente, (9.35).

J 10 =chos2a+choszﬂ+choszy—

—2J,,cosacos f—2J,, cosacosy —2J,,cos fcosy

unde:
2 2
szjysz’Jz:mR
4 2
ny:JXZ:JyZ=0
/4 T
a:—, = B = — —
> B=0 7 5

Cu aceste notatii, momentul de inertie J ,~ devine:

mR’ mR’ 2

R?
cos’ o + sin’ ¢ = (cos2¢+2sin2¢):m (1+sin’ @)

4 4

Momentul de inertie in raport in raport cu axa 4, paraleld cu axa A¢ se determind
conform teoremei Steiner (9.27), distanta dintre cele doud axe fiind d = esing.

JAC =

mR?
4

J, :JAC+md2 = (1+sin2(o)+mezsin2¢)=§[R2+(R2+4e2)sin2(0]

9.1.2. LUCRUL MECANIC ELEMENTAR AL UNUI SISTEM DE FORTE
CARE ACTIONEAZA ASUPRA RIGIDULUI

Se considera un rigid in miscarea generala, supus actiunii unui sistem de
forte F;, (fig.9.9) care actioneaza in punctele M; (i= I, 2,...,n). In timpul

elementar dtf, punctul M; a carui viteza data de
relatia Euler (7.14):

V,=V) + O XT;
se deplaseaza cu distanta elementara:

dr, = v dt =v,dt + (@ x 7. )dt  (9.40)

Lucrul mecanic elementar al fortei F; este:

dL;, = Fidr, = Fvydt + Fi(@ x7, )dt ~ (9.41)

Conform proprietatii produsului mixt, prin
permutari se obtine:
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F(@x7)=@(F; x F;) (9.42)
Introducand relatia (9.42) in (9.41) rezulta lucrul mecanic elementar al
forte1 F;:
dL, = Evydt + (7, x F, )dt (9.43)
Cu notatiile:
-v,ydt = dr, - deplasarea elementard din miscarea de translatie a rigidului

-@dt =d0 - rotirea elementard, consideratd vector, din miscarea de rotatie a
rigidului
-7 x F; =M ,(F, ) - momentul in raport cu punctul O al fortei F,
relatia (9.43) devine:
dL; = Fydry + M, (F; )d@ (9.44)
Pentru intreg sistemul de forte F,, lucrul mecanic elementar devine:

dL=YdL, =Y Fdr, +> M,(F, )dd (9.45)

Cum Z F, =R reprezinti forta rezultant si ZZW o(F; )= M reprezinti
i i
momentul rezultant, lucrul mecanic elementar al sistemului de forte F, este:

dL =Rdr, + M ,d0 (9.46)

In cazul cand originea sistemului mobil atasat corpului este centrul de

greutate al acestuia O =C, lucrul mecanic elementar al sistemului de forte F,

este:
dL = Rdre + M -d6 (9.47)
Cazuri particulare:

a. Rigid in miscare de translatie (@ =0 = d6 =0):
dL=Rdry = R dx) + R dy, + R dz, (9.48)
b. Rigid in miscare de rotatie (v) =0 = dry =0):

dL=M,d0 =M dO, +M ,d6, +M .do, (9.49)

9.1.3. IMPULSUL

Cazul sistemului material
Fie un sistem de puncte materiale M; cu mase m; si viteze v; (i= 1, 2,...,n).

Impulsul unui punct M; din sistem este:

H =m7v. (9.50)

iar pentru intreg sistemul material, impulsul devine:
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H =Y my, (9.51)

v, =—L1 (9.52)

introducand relatia (9.52) in (9.5 1) obtinem:

d
H=Ym, Ml = —Mre = Mve (9.53)
: dt dt dt

unde:
» -> m;F; = Mr¢ - conform teoremei momentelor statice

i
» -M =) m; - reprezintd masa sistemului

i

» -1c - este vectorul de pozitie al centrului de greutate al sistemului

Cazul rigidului

Impulsul rigidului se obtine prin insumarea la limitd a impulsurilor
maselor elementare dm pe domeniul ocupat de corp:

H= [vdm= —dm_i fdm:iMfC = My, (9.54)
) ¥ A !
unde:
> - J rdm = Mr - conform teoremei momentelor statice
(D)
> -M = j dm - reprezinta masa rigidului
(D)
» -7 - este vectorul de pozitie al centrului de greutate al rigidului

Impulsul unui sistem material sau rigid nu depinde de felul migcarii; se
calculeaza considerdnd masa concentrata in centrul de greutate, in deplasarea
cu viteza acestuia.

9.1.4. MOMENTUL CINETIC

Cazul sistemului material
Se considerda un sistem de puncte materiale M; cu mase m;, viteze v; si

vectori de pozitie In raport cu punctul fix O, r; (i= 1, 2,...,n).
Momentul cinetic al unui punct M; este:

iar pentru intregul sistem devine:

Ky =2 Ky =27 xm¥, (9.56)

i
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Cazul rigidului

Momentul cinetic al rigidului in raport cu un punct fix O; se obtine prin
insumarea la limita a momentelor cinetice ale maselor elementare dm pe
domeniul ocupat de corp:

K, = _[’71 X vdm (9.57)
(D)
Cum r; =7, +r, introducand aceasta expresie in (9.57) obtinem:
K, = J(F0+F)dem: IFOXVdm+ JFdem (9.58)
(D) (D) (D)

unde:

JFO x vdm =7, x demzro J.—dm—roxz Irdm—

(D) (D) (D) (D)
_d dm
=1y X—Mr- =1, x M ——=1r, x Mv 9.59
o> Mric =Ty 5 0 C (9.59)
(D)

in care K, reprezinti momentul cinetic al rigidului calculat in raport cu originea
sistemului mobil atasat rigidului, O.
Din relatiile (9.58) si (9.59) obtinem:

In cazul in care originea sistemului mobil atasat rigidului este centrul de
greutate al acestuia O = C, expresia momentului cinetic calculat in raport cu un
punct fix O; devine:

K, =rc xMvg + K, (9.61)

care exprimd teorema Koenig pentru momentul cinetic al rigidului in miscare
fatd de un reper fix.

Momentul cinetic al unui rigid, in raport cu un punct fix este egal cu suma
dintre momentul cinetic al unui punct material fictiv avand masa corpului situat
in centrul de greutate care se deplaseaza cu viteza acestuia si momentul cinetic
al rigidului din miscarea relativa fata de centrul sau de greutate.

Cazuri particulare:
Rigid in miscare de translatie

Specific miscarii de translatie este viteza aceeasi pentru toate punctele
rigidului, egald cu viteza centrului de greutate v =v; Considerand originea

sistemului mobil atasat rigidului ca fiind centrul de greutate O =C, aceasta
implica ¥ =0 s1 K =0 1ar expresia (9.61) devine:
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In migcarea de translatie, momentul cinetic se calculeaza ca si cum toata

masa corpului ar fi concentrata in centrul de greutate si se deplaseaza cu viteza
acestuia.

Rigid in miscare de rotatie

Considerand originile celor doua sisteme de referintd identice O,; =0,
dect 7, =0 si viteza unei mase elementare a rigidului v=o x7r, unde @ si r
sunt exprimati prin proiectii pe axele sistemului mobil Oxyz
O=0i+0,]j+0k
R (9.63)
r=xi+yj+zk
expresia momentului cinetic al rigidului devine:
Ky= [Fxvdm= [Fx(@xF)dm= Hrza_)—(Fa_))FJdm:
(D) (D) (D)

H(xz +y° +2° )(w,i o, j+ o k) -
(D)

~(x0, +yo, +za)z)(x17+yj+zlg)]dm=
= H(y2 +27 o, - Xyo, —xza)zldm-f—k

(D)

- J[—xya)x +(x? +z2)a)y —yza)z}z’m-]_'—k
(D)

+ H—xza)x - yzo, +(x? +y2)a)z}lm-/€
(D)

Conform relatiilor de definitie, termenii din integrale reprezintd
momentele de inertie axiale (9.6) si centrifugale (9.10) ale rigidului, astfel incat
momentul cinetic se scrie sub forma:

]?0 :(Jxa)x _nya)y _JXZCOZ );+(_nya)x +Jya)y _‘]yza)z )j+

_ (9.64)
t(-Jp0,—J,0,+J.0,)k
Din relatia (9.64) rezulta expresiile componentelor pe axe ale momentului
cinetic:

K,= Jyo,-J,0,-J, 0,

K,=-Jyo,+J,0,-J, o, (9.65)
K. =—J_ o, - Jyza)y +J.0,
Cazuri particulare
1. Axa Oz coincide cu axa de rotatie:
0, =0,=0, 0, =0 (9.66)
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Introducand conditia (9.66) in (9.64) obtinem:
Ky=—J 0l —J aj+J 0k (9.67)

2. Axa Oz coincide cu axa de rotatie si este axa de simetrie a rigidului de
revolutie:
o, =0,=0, 0, =0; J,,=J,, =0 (9.68)
Introducand conditia (9.68) in (9.64) obtinem:

Ky=J ok=J o (9.69)
9.1.5. ENERGIA CINETICA

Cazul sistemului material
Pentru un punct material M; cu masa m;, viteza v;, energia cineticd este:

E zémiv; (9.70)

1
Pentru un sistem de puncte materiale M; cu mase m;, viteze v; (i= 1,
2,...,n), energia cinetica este:
1
Ezzzmiviz (9.71)
i
Cazul rigidului

In cazul rigidului prin discretizare la limita in mase elementare dm a caror
viteze sunt v =v, + @ x r, expresia energiei cinetice este:

E= I lvzdm: I i\72dm: j i(170 +@x7) dm=
2 2 2
(D) (D) (D)
= | L 52dm+ | Laxr)dm+ | L 3%y(@ x 7 )dm =
2 2 2
(D) (D) (D)
= j i‘vo‘zdm+ j i‘ﬁxf‘zdmwﬂ}) j@xfdmz
(D) (D)Z (D)
:ivg Idm+l _[Ha_)Hf‘sin(ﬁ,F)]deﬂ%a_)x Ifdm:
(D) (D) (D)

1 1
=—vg Idm+§a)2 ledm 0 x Mry =
(D) (D)

1 1 —
=5Mv02 +EJAa)2 + My, (@ X Fp ) =
1., 1. I B _
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In obtinerea expresiei (9.72) s-au avut in vedere urmitoarele:
> -‘77‘ sin(w,r )=1 - reprezinta distanta elementului de masd dm la axa de
rotatie 4 care trece prin O
> - I dm =M - este masa corpului
(D)
> - j IZdm=J 4 - reprezinta momentul de inertie al corpului in raport cu axa 4
(D)
» -o - viteza unghiulard care este un vector liber, deci o marime constanta

pentru domeniul de integrare (D) ocupat de corp
» -0 X71p =Vgy - reprezintd viteza centrului de greutate C din migcarea in

raport cu originea O a sistemului mobil atasat corpului
In cazul in care originea sistemului mobil atasat rigidului este centrul de
greutate al acestuia O =C (un punct intrinsec al rigidului care nu depinde de
sistemul de axe fata de care este calculat), expresia energiei cinetice devine:

E =§Mvé +§JACa)2 :éMvé + E. (9.73)

care exprima feorema Koenig pentru energiea cinetica a rigidului in migcare fata
de un reper fix.

Energia cinetica a unui rigid,in miscarea fata de un sistem fix este egala
cu suma dintre energia cineticda a unui punct material fictiv avind masa
corpului situat in centrul de greutate care se deplaseaza cu viteza acestuia §i
energia cinetica a rigidului din miscarea relativa fata de centrul de greutate.

Cazuri particulare
1. Rigid in miscare de translatie

Considerand originea sistemului mobil ca fiind centrul de greutate O = C,
si viteza in miscarea de translatie fiind aceeasi pentru toate punctele rigidului,
Vv =V, =V, expresia energiel cinetice (9.73) devine:

. 2
E=—Mv; (9.74)
2
2. Rigid in miscare de rotatie (cu axa fixa)

Pentru rigidul in miscare de rotatie in jurul unei axe 4 care trece prin
0, =0, v, =0. Introducand aceasta conditie in (9.72) rezulta:

E= 1JAa)2 (9.75)
2
4. Rigid in miscare plan paralela

Considerand originea sistemului mobil in centrul de greutate al corpului
O=C si planul miscarii pependicular pe axa instantanee de rotatie adica
velo , expresia energiei cinetice este datd de relatia (9.73):
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1 1
E:EMvé +3Jca)2 (9.76)

unde J reprezintd momentul de inertie al corpului in raport cu axa de rotatie

care trece prin C, perpendiculara pe planul miscarii.

In multe aplicatii, miscarea plan paraleld este tratati ca o rotatie in jurul
centrului instantaneu / si prin urmare, energia cinetica a rigidului se va
determina corespunzator miscarii de rotatie, momentul de inertie al corpului

fiind J, I
Conform teoremei Steiner, relatia intre momentele de inertie J; si J¢ este:

J=Je+M(IC)? = Jo=J, -M(IC)’ (9.77)

Din distributia de viteze fata de centrul instantaneu de rotatie, viteza
centrului de greutate C este:

Ve =@ x IC = [v¢| =\5HE\ sin(@,1C )= ao(IC) (9.78)

unde: @LlIC = sin( @,IC )=1, (IC) reprezentind distanta de la centrul

instantaneu de rotatie /, la centrul de greutate al corpului C.
Inlocuind relatiile (9.77) si (9.78) in (9.76) obtinem relatia:

E :éM[a)(IC)F +é[J, —M(]cﬂ]w? -

(9.79)

1 2 2 1 2 1 2 2 1 2
=— Mo (IC) +—J,0° —— Mo (IC)" =—J,w
5 (1C) 571 P (1C) 571

9.2. TEOREMELE GENERALE N DINAMICA SISTEMELOR
MATERIALE SI A RIGIDULUI

9.2.1. TEOREMA IMPULSULUI

Pentru un sistem material sau rigid, impulsul este definit de relatia (9.50)
i
Derivand in raport cu timpul rezulta:

H=Y my, =Y ma, (9.80)

Pentru punctul material M; de masa m; din sistem, legea fundamentala
devine:

ma, =F, + Y F, (9.81)
. J
Insumand pe Intregul sistem material obtinem:

doma; =Y F,+Y > F, (9.82)
i i i
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unde: Y F; =R reprezintd rezultanta fortelor exterioare sistemului, ZZFU
i LJ
reprezintd rezultanta fortelor interioare sistemului.
Conform principiului actiunii §i reactiunii:

Fj=-F; =YY F;=0 (9.83)
i

Introducand relatiile (9.82) si (9.83) in (9.81) se obtine expresia ce
exprima teorema impulsului in cazul sistemului material sau rigid:

H=R (9.84)

Derivata in raport cu timpul a impulsului unui sistem material sau rigid
este egala cu rezultanta fortelor exterioare care actioneaza asupra sistemului
sau rigidului.

Proiectand pe axe relatia vectoriald (9.84) se obtine:

H,=R,, H,=R, H_ =R, (9.85)

Derivata in raport cu timpul a proiectiei pe o axa a impulsului unui
sistem material sau rigid este egala cu proiectia pe acea axa a rezultantei
fortelor exterioare care actioneaza asupra sistemului sau rigidului.

9.2.1.1. TEOREMA MISCARII CENTRULUI DE MASA (GREUTATE)
AL UNUI SISTEM MATERIAL SAU RIGID

Impulsul unui sistem material sau rigid, conform (9.53) este:
17 == M‘_}C

care derivata in raport cu timpul conduce la:

H =M. =Ma, (9.86)
Din relatiile (9.84) si (9.86) rezulta;
Ma. =R (9.87)

si exprima teorema miscarii centrului de greutate al unui sistem material sau
rigid.

Centrul de greutate al unui sistem material sau rigid se deplaseaza ca un
punct in care este concentrata intreaga masa a sistemului (rigidului) si asupra
caruia actioneaza rezultanta fortelor exterioare.

Se subliniaza ca teorema impulsului si teorema miscarii centrului de masa
nu sunt teoreme independente, teorema miscarii centrului de masa reprezentand
o altd forma de prezentare a teoremei impulsului.

Conservarea impulsului

Daca 1n timpul miscarii sistemul material sau rigidul este izolat, atunci:
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R=0=H=0; H=Mv,=C (9.88)
Daca sistemul sau rigidul este izolat, atunci impulsul se conserva adica

are o valoare constanta care se determina din conditiile initiale ale miscarii.
In multe cazuri, rezultanta fortelor exterioare are nuli, componenta

dupa o axa, ceea ce conduce la conservarea impulsului dupa acea axa.
Astfel, daca:

R.,=0= H,=0;, H =Mv =C (9.89)
Daca proiectia pe o axa a rezultantei fortelor exterioare este nula, atunci

proiectia impulsului pe axa respectiva se conserva adica are o valoare
constanta care se determina din conditiile initiale ale miscarii.

9.2.2. TEOREMA MOMENTULUI CINETIC

Cazul miscarii absolute a sistemului material sau a rigidului in raport cu
un reper fix.

Pentru un sistem material sau rigid, momentul cinetic calculat in raport cu
un punct fix O, conform relatiei (9.55) este:

i
Derivand in raport cu timpul aceasta relatie se obtine:

I;{O:Z?ixmiﬂ+277i xmi\;/i:ZFi Xm;a; (9.90)
i i i

intruct: » 7, xm;v; = > v; xm;v; =0 reprezintd un produs vectorial cu vectori
i i

coliniari
Conform relatiei (9.81):

m;a; :]71- +Z
J
care introdusd in (9.90) se obtine:
EO:Z’Tixmic_’i:ZEX(E’"'ZFZJ'):ZEXE—’_ZZEXE] ©.91)
i i J i i

Se noteaza:

5

ij

Zfi x F, :ZM()(FI‘)=M()
227 ><Fij :ZZMO(FZ]')ZO
i J i

unde M ,(F; ) reprezintd momentul in raport cu punctul O al fortelor exterioare

(9.92)

sistemului si M ,( Ej ) reprezintd momentul in raport cu punctul O al fortelor

interioare sistemului si care este nul deoarece momentul in raport cu acest punct
al fiecarei perechi de forte interioare este nul.
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Introducand (9.92) in (9.91) rezultd expresia vectoriald a teoremei
momentului cinetic:

Derivata in raport cu timpul a momentului cinetic al unui sistem material
sau rigid, calculat in raport cu un punct fix O este egala cu momentul rezultant

al fortelor exterioare sistemului sau rigidului, calculat in raport cu acelagsi
punct.

Cazul miscarii relative a sistemului material sau a rigidului in raport cu
centrul de greutate (al maselor).

In cazul in care originea sistemului mobil atasat rigidului este centrul de
greutate al acestuia O = C, expresia momentului cinetic calculat in raport cu un
punct fix O;,conform relatiei (9.61) este:

K, =Kg +7p xMv,

care exprimad feorema Koenig pentru momentul cinetic al rigidului Tn miscare
fatd de un reper fix.
Momentul in raport cu punctul fix O; al fortelor care actioneaza asupra
rigidului este:
M (F)=27; x F, (9.94)
i
unde: 7;; =7¢ +71;
Teorema momentului cinetic devine:
K, =M,(F;) (9.95)
respectiv:

%[(FC xMve )+ Ke|=Y (7 +7. )< F,

adica:
?CXM\_/C+FC><M\7C+[?C=FCXZE+Z}7Z.XE (9.96)
i i

Fe XMy =V x My =0

Fo X Mve =Fe x Mag =g x ) F (9.97)
i

i Fy = Mo (F )= M,

Introducand relatiile (9.97) in (9.96) rezulta:
Ko =M, (9.98)

care exprima teorema momentului cinetic din miscarea rigidului in raport cu
centrul de greutate.
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Derivata in raport cu timpul a momentului cinetic al unui sistem material
sau rigid in miscarea relativa fata de centrul de greutate C, calculat in raport
cu acest punct este egala cu momentul rezultant al fortelor exterioare rigidului,
calculat in raport cu acelagi punct.

Teorema momentului cinetic pastreaza aceeasi forma in miscarea relativa
fata de centrul de greutate ca si in miscarea fata de un punct fix.

Proiectand pe axe relatia vectoriala (9.93) se obtine:

K,=M,, K,=M,, K.=M, (9.99)

Derivata in raport cu timpul a proiectiei pe o axa a momentului cinetic al
unui sistem material sau rigid calculat in raport cu un punct fix O este egald cu
proiectia pe acea axa a momentului rezultant al fortelor exterioare care
actioneaza asupra sistemului sau rigidului, calculat in raport cu acelasi punct.

Conservarea momentului cinetic
Daca 1n timpul miscarii sistemul material sau rigidul este izolat, atunci:
M,=0 = K,=0; K,=C (9.100)

Daca sistemul sau rigidul este izolat, atunci momentul cinetic se conserva
adica are o valoare constanta care se determina din conditiile initiale ale
miscarii.

Sunt situatii cand momentul rezultant al fortelor exterioare are nuld doar
componenta dupd o axa, ceea ce conduce la conservarea momentului cinetic
dupa acea axa. Astfel, daca:

M =0= K =0, K, =C (9.101)

Daca proiectia pe o axa a momentului rezultant al fortelor exterioare este
nula, atunci proiectia momentului cinetic pe axa respectiva se conserva adicd
are o valoare constanta care se determina din conditiile initiale ale miscarii.

9.2.3. TEOREMA ENERGIEI CINETICE

Cazul miscarii absolute a sistemului material sau a rigidului in raport cu
un reper fix.
Pentru un sistem material, energia cinetica este data de relatia (9.71):

E= Z:imivl-2
—~ 2
Diferentiind expresia (9.71) obtinem:
dE=d(Y S m? )= Y md(v7 )=
" : - (9.102)
= mv;dv; = Zmiﬂdtjt’ = m;a,dr,
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Se considera sistemul material actionat in punctele M; de fortele
exterioare F; si fortele interioare Fl-j. Pentru punctul material M; de masa m;,

legea fundamentala este data de relatia (9.81):
m;a; =F; + Z Fy;
J
Inmultind relatia (9.81) cu variatia vectorului de pozitie al masei m;, dr; si
insumand pentru toate punctele din sistem obtinem:

Y madr, =Y Fdr, + )Y Fydr, (9.103)
i i i

Z Fidr, =dL(F;)=dL,,; Y. Y F;dr, =dL(F; )=dL,, (9.104)
i

unde dLext st dL,,, reprezintd lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare,

respectiv interioare sistemului.
Introducand relatiile (9.103) s1 (9.104) in (9.102) rezultd teorema energiei
cinetice — forma diferentiala - pentru un sistem material:

dE=dL,, +dL,, (9.105)

ext

Variatia energiei cinetice in timpul elementar dt este egala cu lucrul
mecanic elementar al fortelor exterioare si interioare sistemului efectuat in
acelasi interval de timp.

Vor fi analizate cazurile posibile cind lucrul mecanic elementar al fortelor
interioare este nul:

ZZF dF, = (9.106)

Pentru simplificare se considerd cazul unei perechi de forte interioare F

si F i care actioneaza punctele materiale M; si M; ale sistemului (fig.9.10).

deoarece: Fy =-F, i dry =vidt, v —v,; =V, iar v; reprezintd viteza relativa

din migcarea punctului M; fata de M; ca si cand acesta ar fi fix; deci v; LM ;M ;.

Cazurile cand dL,,, =0 :
> Fij =0 - in legdtura dintre doua

puncte materiale nu se manifesta
fortele de legdtura interioare;
» v;=0 - viteza relativd dintre

puncte este nula;

» F;Llv; - vectorii Fj; si Fj; sunt

perpendiculari, ca in cazul a doua
corpuri  legate  printr-un  fir
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inextensibil, perfect intins; este cazul rigidului.
In cazul rigidului, feorema energiei cinetice - forma diferentiala este:

dE =dL,, (9.108)

Variatia energiei cinetice in timpul elementar dt este egala cu lucrul
mecanic elementar al fortelor care actioneaza asupra rigidului, efectuat in
acelasi interval de timp.

Teorema energiei cinetice — forma integrala (finita) se obtine prin
integrarea formei diferentiale (9.108) in intervalul de timp (%, ¢,).

E;—Ey=Lyjey (9.109)
Variatia energiei cinetice din pozitia initiala in pozitia finala este egala

cu lucrul mecanic al fortelor care actioneaza asupra rigidului, efectuat intre
cele doua porzitii (in intervalul de timp t,,, t;).

Conservarea energiei mecanice
Un sistem material este conservativ daca fortele interioare sistemului
deriva dintr-o functie de fortd U(x;,y,;,z;....x,,¥,,2, ), adica:

dL,, =dU (9.110)

Daca se introduce notiunea de energie potentiald, definitd ca in cazul
punctului material U = -V atunci relatia (9.110) devine:

dL;,, =—dV (9.111)
Introducand relatia (9.111) in (9.105) se obtine:
dE=dL,, -dV = d(E+V)=dL,, (9.112)
Daca:
dL,, =0 = d(E+V)=0 = E+V =const. (9.113)

care constituie teorema conservarii energiei mecanice:

Daca lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare care actioneaza
asupra unui sistem conservativ este nul intr-un interval de timp dat, energia
mecanica a sistemului se conserva, adica este constanta in acel interval de timp
sau un sistem conservativ inchis are energia mecanica constantd.

Cazul miscarii relative a sistemului material sau a rigidului in raport cu
centrul de greutate (al maselor).

Cand originea sistemului mobil atasat rigidului este centrul de greutate al
acestuia O = C, expresia energiei cinetice devine conform relatiei (9.73):

E:éMvé +E.

care exprima feorema Koenig pentru energiea cinetica a rigidului in miscare fata

de un reper fix.
Tot in acest caz, lucrul mecanic elementar al sistemului de forte F,

conform (9.47) este:
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dL=Rdrp + M d0 = Rdr +dL

Teorema energiei cinetice, conform (9.108) este:
dE =dL
Diferentiind expresia (9.73) se obtine:

-
= Myodv +dE, :Mvcdz%+ dE = (9.114)

Introducand expresiile (9.114) si (9.47) in (9.108) rezulta:

dE- =dL, (9.115)
care exprima teorema energiei cinetice din miscarea rigidului in raport cu
centrul de greutate.

Variatia energiei cinetice a rigidului in miscarea fata de centrul de
greutate, in timpul elementar dt este egala cu lucrul mecanic elementar al
fortelor exterioare care actioneaza asupra rigidului, efectuat in acelasi interval
de timp.

Teorema energiei cinetice pastreaza aceeagsi forma in miscarea relativa
fata de centrul de greutate ca si in miscarea fata de un punct fix.

Conservarea energiei mecanice
Dacd fortele care actioneaza asupra rigidului sunt conservative, adica
deriva dintr-o functie de fortd U(x;,y;,z;....X,,, ¥, 2, ):

dL- =dU (9.116)
Folosind notiunea de energie potentiala U = -V, relatia (9.116) devine:
dLo =—dV (9.117)
Introducand relatia (9.117) in (9.115) se obtine:
dE- =—dV = d(E,+V)=0 = E.+V =const. (9.118)

Daca fortele care actioneaza asupra unui rigid sunt forte conservative,
energia mecanica a rigidului in migcarea relativa fata de centrul de greutate se
conservd, adica are o valoare constanta care se determina din conditiile initiale
ale migcarii.

Observatie. Teoremele impulsului, momentului cinetic §i energiei cinetice
se aplicd numai cu vitezele absolute.

Aplicatii. 1. Inaintea operatiei de descarcare la cheu a unei nave, centrele de greutate
ale containerului si bratului macaralei sunt pe aceasi verticald cu centrul de greutate al navei.
(fig.9.11.a). S& se determine deplasarea d; a navei (fig.9.11.b) la sfarsitul operatiei de
descarcare a containerului de greutate P;, cand bratul macaralei de greutate P, si lungime /
formeaza unghiul a cu orizontala, daca greutatea navei este P; si rezistenta apei neglijabila.
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Rezolvare. Conform teoremei miscarii centrului de greutate (de masd) se scrie:
Ma, =P, +P,+ P, +F,
unde F, este forta Arhimede.
Cum toate fortele care actioneaza asupra navei

¥

au directie verticald, din proiectia ecuatiei vectoriale pe ‘ 1 ‘[3
directia orizontald a miscarii navei (axa Ox), rezulta: R
EZ
V

Constantele de integrare C;, C, se determina din

conditiile initiale (la momentul ¢ = 0). In acest moment 7 f@ﬁ
atat viteza cat si deplasarea navei sunt nule, adica:

fe) = {Xc(0)=0

xXo(0)=0
Introducand aceste conditii in expresiile vitezei
si miscarii navei, rezultd C,=C, =0. Prin urmare Fig.9.11.a

centrul de greutate al sistemului nu se deplaseaza pe
orizontald in timpul operatiei de descarcare a navei.

xXc=0
Din Statica se cunoaste expresia abscisei centrului de greutate al unui sistem material:

Zmixi Zﬁxi ZP[-xi y

i 8

— _1

Zmi Zﬁ - sz
;8 !

Xc

i

adica:

_Bd,+ P(=d,)+ P(—d;)
AP +P

C

In raport cu sistemul de referintd ales,
distantele au urmdtoarele semnificatii:d, este

deplasarea  centrului de greutate al navei,

[ .
d, = Ecosa —d, este deplasarea centrului de greutate

al bratului iar d; =/cosa —d, reprezintd deplasarea

Fig. 9.11.b

centrului de greutate al containerului.
Introducand valorile distantelor si punand
conditia de imobilitate al centrului de greutate al sistemului obtinem:

Bd, —Pd, —Pd; _
B+Db+ B

0= P]dl—Pz(écosa—dl)—}%(lcosa—dl)=0

de aici, expresia deplasarii navei:

2. O roata de raza r si greutate G care se roteste cu viteza unghiulara @, in jurul axului
O este apasata cu un sabot de frana cu forta radiala N. La momentul ¢ =¢, secunde, roata se
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opreste datoritd frecarii (fig.9.12). Sa se determine coeficientul de frecare u dintre sabot si
roatd precum si numadrul de rotatii n efectuate de aceasta pana la oprire.

Rezolvare. Roata fiind in miscare de rotatie legea de miscare 6 =6(¢) se obtine
aplicand teorema momentului cinetic calculat in raport cu punctul O si proiectata pe directia si
in sensul miscarii (in planul rotii - sensul orar).

dK, M,
dt
2
2g
dK, Gr’ . Gr’
= W= &
dt 2g 2g
M, =—F;r=—uNr
2
Gr. e=—uNr = ¢ = 2HgN
2g Gr

Caracteristicile 1n timp ale miscarii rotii sunt:
w=¢&+C
£
0= g? +Cit+C,

Constantele de integrare se determind din conditiile initiale ale miscarii:
t=0, o(0)=w, 6(0)=0
Introducand aceste conditii in sistemul de ecuatii, se obtin valorile constantelor:
C,=w, C,=0
Caracteristicile migcarii rotii devin:

® =&+ w,
£
0=c—+awy
2

Coeficientul de frecare x dintre sabot si roata precum si numarul de rotatii n efectuate
de aceasta pana la oprire se determind din conditiile finale ale miscarii:

Introducand aceste conditii si expresia acceleratiei unghiulare in sistemul de ecuatii de
mai sus se obtine un sistem de doud ecuatii cu necunoscutele u si n:

2ugN
Gr
N
Gr
si ale caror valori sunt:
_ Gray, Wyt
2gNt,’ ir
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3. Paletul 4 de greutate P este depozitat intr-o magazie cu ajutorul benzii transportoare
din figura 9.13. Daca rotile motoare si condusa, au aceasi razd R si moment de inertie J, roata
motoare fiind actionatd de cuplul motor M sa se studieze miscarea sistemului.

Rezolvare. Sistemul este alcatuit din corpuri in miscare de translatie si rotatie,
caracterizate de legile de miscare s =s(¢) si € =6(t). Inexistenta alunecdrii intre palet -
banda si banda - roti, conduce la urmatoarele relatii cinematice intre parametrii miscarii celor
doua categorii de corpuri:

s=RO, s=RO, §=RO

Miscarea sistemului poate fi exprimatd in functie de miscarea unuia din cele doua
categorii de corpuri, spre exemlu miscarea rotii motoare, definitd de acceleratia unghiulara
e=39.

Sistemul are un singur grad de libertate si prin urmare, legea de miscare poate fi
definitd utilizand teorema energiei cinetice — forma diferentiala:

dE =dL,,

E reprezintd energia cineticd a intregului sistem iar dL,, este lucrul mecanic

elementar ale fortelor si cuplurilor exterioare sistemului. Se are in vedere faptul ca energia
cineticd este o marime strict pozitivd in timp ce lucrul mecanic poate fi pozitiv (lucrul
mecanic motor) sau negativ (lucrul mecanic rezistent), dupa cum forta si cuplul are sensul
direct sau contrar al miscarii.
E=E, +E,,+E, =2E +E, = 2Lyer 1P _ yor LT poge i(ng + PR® )6’
2 2g 2g 2g

dE = i(z gJ + PR? )4do
g

dL,, =M -d@—Psina-ds =M -d@ — Psina-Rd0O = (M — PRsina )d0

Introducand valorile celor doi
termeni in expresia teoremei energiei
cinetice obtinem:

L (267 + PR? )40 = (M ~ PRsinat )d6
g

Impartind ambii  termeni ai
relatiei prin timpul elementar dt, rezulta:

i(2gJ+PR2 )a'ﬁ = (M — PRsina )ﬁ
g dt dt

Fig. 9.13

Introducand derivatele in raport cu timpul sub forma ? =6, respectiv ? =0 si
t

simplificand relatia prin &, obtinem miscarea sistemului definita prin acceleratia unghiulra a
rotii motoare & = 9:
= M —PRsina
2gJ + PR

4. Un pendul fizic de greutate P oscileaza in jurul axei orizontale AB, avand planul de
simetrie perpendicular pe axa (fig.9.14). Se dau: momentul de inertie Jy al pendulului in
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raport cu axa de rotatie, pozitia acestuia in raport cu lagarele 4 si B, definitd de cotele
OA = a, respectiv OB = b, precum si pozitia centrului de greutate in raport cu axa de rotatie,
OC =1. Daca initial, pendulului in pozitie de repaus i se da o rotire ¢,, sa se calculeze

reactiunile dinamice din lagarele 4 si B.

Rezolvare. Sistemul mobil de axe este ales astfel incat x. =1 si y. =0. Intrucat
planul Oxy este plan de simetrie, momentele centrifugale Ji. §i J;. sunt nule (J,, =J,, =0).

Pentru calculul reactiunilor dinamice din lagarele 4 si B se vor utiliza cele doua
teoreme, ale impulsului i momentului cinetic calculat in raport cu punctul O.

Impulsul si momentul cinetic, exprimate prin proiectii pe axele sistemului mobil sunt:
— P_ P _ — P - - P _
H=—V.=—0x0C=—ok xli =—aolj

g g g g
K, =Jyo = J,0k
Derivatele acestora in raport cu timpul sunt:
= OoH _ — P . - P _ P ,_ P _
H=""—+0xH =—¢lj+ ok x—olj = ——ao°li +—¢lj
ot g g g g

-~ oK., _ — - _ _
KO=a—t0+a)><K0=J05k+a)k><Joa)k=J0€k

Ecuatiile diferentiale obtinute din proiectiile pe axele sistemului mobil Oxyz ale celor
doua teoreme au expresiile:

P
—~—w’l=Pcosp+H,+H,

g
P .
—é& =—=Psinp+V, +Vy
g
Jy& =—Plsing

din care pot fi determinate
componentele reactiunilor din cele
doua  lagare H, HgV, Vg Fig. 9.14

precum si acceleratia unghiulara

& = ¢, respectiv, viteza unghiulard ® = ¢, exprimate in functie de legea de miscare a

pendulului ¢ = ¢(t).
Din ultima ecuatie a celui de-al doilea sitem se obtine expresia acceleratiei unghiulare:

. Pl
E=QP=——sing
0
sau:
d ¢ Pld
—(—)=——(cos
a2

care prin integrare conduce solutia:
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2

¢° Pl

—=—cosp+C
7 4

0

Constanta de integrare C se determind din conditiile initiale de pozitie si viteza:
t=0, p(0) =y, (0) =0

Rezulta:

Pl
C=——cos
T Dy

0

. Pl
o’ =9’ =2—(cosp - cos@, )
Jo
Introducand expresiile celor doud marimi 1n sistemele de ecuatii mentionate anterior
se obtine urmatorul sistem de ecuatii:

272
- (cosp—cos@,)=Pcosp+H , +H,
&Jy
P22
! sing =—Psinp+V, +V,
gJy
si de aici expresiile reactiunilor, dupd cum urmeaza:
b
H, = —[ZPI cos @) — (2PI° +gJ0)cos¢)]
a+b g 0
H, = [ZPI cos @) — (2PI° +gJ0)cos¢)]
a+b g/,
y,=_P —( J,—PI? )sing
4 a+b JO 870
a 2 .
Ve = —i(gJ,— PIl" )sin
B= b <, (g 0 )sin@
TEST DE EVALUARE

1. Momentul de inertie polar reprezinta:
a. Suma momentelor de inertie planare
b. Suma momentelor de inertie axiale
c. Suma momentelor de inertie centrifugale

2. Expresia J, =J , +md’ exprima:
a. teorema Steiner

b. variatia momentelor de inertie in raport cu axe paralele
c. variatia momentelor de inertie In raport cu axe concurente

3. Axele principale de inertie sunt:
a. axe care trec prin centrul de greutate si in raport cu care momentele de inertie sunt
maxime
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b. axe In raport cu care momentele centrifugale sunt nule
c. axe in raport cu care momentele de inertie au valori extreme

Lucrul mecanic al unui sistem de forte care actioneaza asupra corpului in miscarea

generala este dat de:

a. numai de fortele care imprima corpului o miscare de translatie

b. numai de momentele fortelor, respectiv cuplurile care imprima corpului o miscare de
rotatie

c. a.sib.

Impulsul unui sistem material sau rigid se calculeaza ca si cand acestea ar fi un punct

a. de masd egald cu masa corpului sau sistemului, situat in centrul de greutate C si care
se deplaseaza cu viteza acestuia, v¢

b. de masd egald cu masa corpului sau sistemului, situat In originea sistemului de axe
atasat, O si care se deplaseaza cu viteza acestuia, vp

c. oarecare apartinand corpului sau sistemului si a carui viteza depinde de tipul miscarii

Formula Koenig pentru energia cineticd are expresia (explicati semnificatia fiecarui
termen din expresia respectiva):

1
a.E:EMﬁ+%+M%%
IV

1
c. E=3M%+EC
Energia cinetica pentru corpul in miscare plan paralela are expresia:

1. 5 1 2
a. E=—Mv, +—J ,,w
5 05 a0

1 , 1 5
b. E=—Mv:+—J @
ST 5 Y ac

2

Care din formele teoremei momentului cinetic este corecta:

a. in migcarea fatd de un punct fix O; K, = M,

b. 1n miscarea fata de centrul de greutate C K c=M
c. a.sib.

Energia mecanicd a unui sistem material se conserva cand:
a. fortele interioare sistemului sunt forte conservative

b. fortele exterioare sistemului sunt forte conservative

c. toate fortele sunt conservative

10. Conditia ca un rotor sa fie echilibrat este ca:

a. centrul de greutate al rotorului sa fie situat pe axa de rotatie
b. momentele centrifugale relative la axa de rotatie sa fie nule
c. a.sib.
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