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Capitolul 1

Siruri si serii numerice

1.1 Siruri numerice in R si C.

Prin sir numeric vom intelege orice aplicatie a multimii numerelor nat-
urale In multimea numerelor reale sau, mai generel, a numerelor complexe.
Notad cu f aceasta functie, vom considera f:N — R (C), f(1), f(2),..., f(n), ...
care se numesc termenii girului dat.

Vom nota, in cazul girului complex, f(n) = z, = x, + iy,, prescurtat cu
(zn)nen sau prin (21, 29, ..., 2, ...). Evident termenii girului pot fi toti numere
reale In care caz avem z, = Tn,y, = 0, pentru orice n € N. Sirul real fiind
cunoscut din liceu.

Vom face observatia ca nu trebuie sa identificam termenii unui sir numeric
cu multimea de numere corespunzatoare sirului sau asfel scris:

(21,22, ey Zny o) # {21, 22, .., Zn, ... }, unde am notat prin {z1, 22, ..., 2n, ... }
multimea sir. Aceasta inseamna ca in cazul unui sir z; # 2, daca j # k in
timp pentru multimea sir se poate intampla ca z; = 23, pentru j # k.

Exemplu: Sirul complex definit prin z, = "~ ! este:

(1,4,—1,—i,1,4,—1,—i,1,...) Se vede ca z; = 25 = zg9 si 20 = z4. Multimea
in acest caz este {1,i,—1,—i}.

Vom conveni sa notam gir stationar sirul (z,),en In care z, = c=constant
oricare ar fi n € N. Prin urmare sirul stationar este acela pentru care multimea
sa este formata dintr-un singur element. Sirul stationar se mai numeste gir
consant. Vom spune, de asemeni ca termenul z, = x, + y, este termenul
general al girului dat si el este considerat diferit de termenul 2,11 = Tp41+Ynt1
sau de orice alt termen al sirului.

Pentru sirurile numerice reale se definesgte notiunea de gir monoton. Asfel
daca x, < x,41 oricare ar fi n € N girul se numeste monoton crescator si daca
Tp+1 < xy, oricare ar fi n € N girul se numegte monoton descrescator. Daca
semnul inegalitatilor este strict vom avea siruri monotone stricte.

9
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Notiunea de baza, fundamentala, din teoria girurilor este notiunea de gir
convergent. Astfel, un sir (2, )nen din C se spune ca este convergent catre un
numar z € C daca pentru orice numar real pozitiv (¢ > 0) se poate determina
un numar real dependent de ¢ (N = N(¢)), astfel incat |z, — z| < € pentru
orice indice natural n astfel incat n > IN. Fara a constitui o restrictie putem
presupune N € N deoarece se poate considera partea intreaga [N] a lui N si
dacad n > N atunci n > [N]

Din punct de vedere geometric putem interpreta un sir convergent catre
un numér z in felul urmétor. In iteriorul oricirui cerc cu centrul in punctul
de afix z se afla o infinitate de punte ale sirului adica: zy11, 2N+2, -.-2n, ..., 14T
in exteriorul acestui cerc se pot afla doar z1, 29, ..., ZN_1.

Daca girul (zp,)nen coverge catre z vom scrie z, — z sau lim z, = z sau
n—oo

mai comod lim z,, = z, iar numarul z se numesgte limita sirului (z,)nen.

1.2 Proprietati ale sirurilor convergente.

Principalele proprietati ale sirurilor convergente vor fi prezentate sub
forma de teoreme.

Teorema 1: Daca (zn)neN, (Wn)nen sunt siruri din C atunci:

a) limita unui gir este unic determinata.

b) orice gir convergent este marginit.
)zn =2z Wy, =2, —2 — 0

d) daca z, — z, |z,| — |2|, reciproca nu este adevarata ntodeauna (numai
daca z=0)

e) daca z, = T, + iy, 2 = x + iy atunci z, — z < T, — T §1 Yy — Y.

f) Zn 2, Wy — W = Zn + Wy — 2+ W Sl 2pw, — 2W.

g) daca z, — z # 0 si daca exista k € N astfel inct z, # 0 pentru orice
n > k atunci i — %

[ a) dacd z, — a , 2, — bsi daca a # b atunci |z, —a| < §, |2, — b < 5,
e > 0 arbitrar si n € N iar daca se considerd modulul diferentei |a — b| =
|2n —b+a—z,| = |20 —a| + |2, —b] < §+ 5 = e. Cum inegalitatea |a —b| < ¢
|a o i

o

nu poate avea loc pentru orice € > 0; de exemplu se poate lua € =

atunci vom avea: |a — b| < |a Y adica 1 < %, fals. Falsul provine dm ipoteza
a #b.

b) daca z, — z, vom avea |z, —z| < 1, pentru orice n > N(1) si deci |z, | =
|z+2n—2| < |z|+1, prin urmare daca notam cu A = max{|z1|, |22|, ..., |zn-1], | 2|+

1} va rezulta |z,| < A pentru orice n € N deci sirul (2, )nen este marginit.

c) Daca z, — z, |z, — z| < € pentru orice n > N (¢) adica |w,| < € si deci
wy, — 0.

d) In baza inegalititii ||z,| — |2|| < |20 — 2. Din |2, — 2| < &, pentru
orice n > N(e) rezulta ||z,| — |z|| < € pentru orice n > N(¢g) adica |z,| — |z];
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invers daca luam de exemplu z,, = i", atunci |z,| = 1 care este un sir stationar
convergent in timp ce girul (z,)nen este divergent, dupa cum am vazut.

e) Daca z, = zp + iy, — x + iy = z, deoarece |Re(z, — z)| < |z, — 2|
si [Im(zn, — 2)| < |zn — 2| rezulta: |z, — x| = |Re(zn, — 2)| < e sl |yn —y| =
|[Im(z, — z)| < € ceea ce Inseamna ca x, — = si y, — y. Reciproc daca
lzn — 2| = [(xn —2) +i(yn — Y)| < |20 — 2| + |yn — Y| §i [20 — 2] < € daca
| — 2| < 5 §i|yn —y| < § si deci 2z, — 2.

f) Din inegalitatea |(z, + wy) — (z + w)| = [(2n — 2) + (Wp — w)| < |2, —
z| + |wy, — w| rezultd z, + w, — z 4+ w; apoi deoarece |z, wy, — zw| = |z, (W, —
w) + w(z, — 2)| < |zp|jwn, — w| + |w||z, — 2|. Cum (z,)nen este convergent
rezultd (zp)nen marginit si deci exista A > 0 astfel incat |z,| < A si daca
luam B = max{A,|w|} rezulta: |z,w, — zw| = Be + Be = ¢'.

g) Deoarece |z| = |(z — zn) + 2n| < € + |2, ludnd € = %' >0 rezulté

o — =12 <

0< @ < |zn| pentru orice n > N(¢) si atunci: [2]2 |z =

Zn| < | |2 =¢. |
Din aceasta teorema rezulta reguli de calcul posibile pentru operatia de
trecere la limita. Astfel din f) rezulta:

lim (z, + wyp) =2z+w = lim z, + hm Wh, (1.1)
n—oo n—oo
lim (zpwy) = zw = lim 2z, lim w,,., (1.2)
n—oo n—oo n—oo

In particular dacad presupunem sirul (wy,),en stationar, w, = a € R avem:

lim (a.zp) =az =a hm Zn, (1.3)
n—oo
iar pentru a = —1 obtinem:
lim (—z,) = — lim z,, (1.4)
n—oo n—oo

w
si in plus, pentru lim — avem in baza lui f) si g):

n—oo ZTL
1 lim w,
lim — = lim — lim w, = —— (1.5)
n—oo zZn n—0o0 2, N—00 lim Zn
n—oo

Pentru sirurile reale avem urmatoarele teoreme:
Teorema 2: a) Daca sirurile (z,,)nen, (2),)nen din R sunt astfel incét z,, <

. v . . / /
x, pentru n > N,N € N, atunci daca lim z, = =z, lim z;, = 2’ avem
n—oo n—oo

r < 2'(deci lim z, < lim z).
n—oo n—oo
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b) Orice gir monoton si marginit este convergent si anume daca x, < Tn11

pentru orice n € N, aunci lim z, = a = sup{zl,22,...,z,,....} iar daca
n—oo

Tn41 > Tp pentru orice n € N, atunci lim x, = g =inf{zl,22,...,2,,...}.
n—oo
[ a) Fie d,, = x, — 2}, avem d,, > 0 si dacénli_{godn =dd=x—2"51d<0

atunci |d, —d| < e gidecid—e < d,, < d+¢ si pentru e = —(g) > 0 vom avea
dn < % < 0 ceea ce contrazice ipoteza d, > 0 si deci d = 0.

b) Dacd x, < xp41 §i |2n] < A atunci multimea M = {z1,22,...,z,, ...}
are o margine superioard stricti, fie &« = supM. In baza definitiei marginii
superioare stricte avem oricare ar fi (¢ > 0 exista neN astfel incat a—e < @y, <
aagadar a—e < Tp, < Tpyg1 < .o < Ty < ..o < @ < € ceea ce inseamna ca

a—e < x, < a+e pentru orice n > n; = N(e) ceea ce inseamna lim z, = a.
n—oo

Rationament aseméanator poate fi facut si in cazul girului descrescator. Astfel,
dacd zp41 < zp8i |zn| < A atunci multimea M = {z1,22,...,z,,...} are o
margine inferioara stricta, fie 8 = infM. In baza definitiei marginii inferioare
stricte avem pentru orice € > 0 exista ny € N astfel incat 8 < z,, < B+ ¢
agadar 8 —e < B < ... <xp < ... < Tp,+1 < Ty, < B+ € ceea ce Inseamn & ca
B—¢e < x, < [+e pentru orice n > n; = N(e) ceea ce inseamna lim x, = (.

n—oo
Observatie. Daca sirul In cauza este crescator si nemarginit vom avea,
lim x, = oo, daca este descrescator si nemarginit vom avea lim x,, = —oo.
n—oo n—oo

O consecinta importanta a teoremei 2 este urmatorul rezultat, cunoscut sub
numele:

Teorema 3: (Teorema intervalelor incluse). Fie aj,b; douad numere reale
diferite si a; < b;. Consideram intervalele [ay, by], an < by, n € N astfel incat:

[al,bl] D) [ag,bg] D...D [an,bn] Doy (16)

unde ay coincide fie cu ay, cand b = ((al + b1)/2), fie cu ((al + b1)/2), cand
by = b1, a3 coincide fie cu ag, cnd by = ((az + b2)/2) , fie cu ((ag + b2)/2), end
bs = by si aga mai departe. In acest caz va exista un numar o € [al,bl] comun
tuturor intervalelor [a,, by].

[ Din constructia intervalelor incluse avem ca sirurile (a,)nen si (bn)nen
sunt monotone si marginite. Astfel:

al S a9 S S (07 S S bn S § b2 S bl, (17)

iar a1 < a, < b, < by, pentru orice n € N. Utiliznd teorema 2, punctul b),

avem lim a, = o = sup{a,}, lim b, = = inf{b,} si @ = B( daca am avea
n—oo n—oo

a > (3 atunci in baza teoremei 2, punctul a), am avea de la un rang n suficient
de mare b, < ay,). Deoarece b, — a, = bl;,f” — 0 pentru orice n — 0o vom
avea lim a, = lim b, si deci a = f3.]
n—oo n—oo
O consecinta importanta a acestei teoreme este rezultatul urmator:
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Teorema 4: (Bolzano-Weierstrass) Orice gir marginit din R, contine un
subsir convergent in R.

[Fie girul (z,)nen astfel incat a3 < x,, < by pentru orice n € N. Vom nota
cu p, un termen al girului considerat, aflat in intervalul [ag, bo], construit la
teoremad; se noteaza cu x,, un termen al sirului considerat, aflat in intervalul
[as, b3] , construit la teorema 3 cu @y, # Tpn, (lucru posibil de realizat deoarece
un sir are o infinitate de termeni distincti) si se alege acea jumatate [as3, bs] a
intervalului [ag, be] care contine o infinitate de termeni ai girului. Continunnd
acest procedeu, se obtine subsirul (z,, )ken al sirului (2, )nen iar ag < @, < b
si, 1 < ng < ng < ..<ng < .. In baza teoremei 3 avem lim Ty, = @ €

k—o0
[ay, b1].]
Astfel un gir dat poate avea mai multe subsiruri convergente. Numarul
real a se va numi limita partiala a sirului (z,)pen din R daca exista un subsir
(@, )ken al sirului (z,,)nen convergent catre o, adica daca klirrgo Ty, = a. Daca

sirul (z,,)nen este marginit, adica exista a, b astfel incat a < x,, < b, pentru
orice n € N, atunci toate limitele partiale ale acestui sir se vor afla in intervalul
[a, b].

Cea mai mica limita partiala, care se afla in intervalul [a, b] si exista in baza
axiomei marginii inferioare se va numi limita inferioara a girului (2, )nen sl se
va nota cu limx, = 2’ (sau liminf z,, = 2’), iar cea mai mare limita partiala
care se afla in intervalul [a, b] i exista in baza axiomei marginii superioare, se
va numi limita superioars a sirului (z,,)nen si se va utiliza notatia lima,, = 2"
(sau limsup x,, = 2”). Rezulta inegalitatile:

a < inf{xi, o, ..., Tn, ...} < limz, <limz, < sup{zl,22, .., z,,...} <b,
(1.8)
si in baza teoremei 1, punctul a) va rezulta ca un sir (zy),cny marginit din R
va fi convergent daca si numai dacs lima, = limx,,.

Un sir (z,)nen din C se numeste sir Cauchy sau gir fundamental daca:

Pentru orice € > 0 exista un numar N = N(g) € N astfel incat inegalitatea
|2n, — 2m| < € sa fie verificata pentru orice numere naturale n si m care verifica
inegalitatile n > N,m > N.

Teorema b:

a) Orice sir convergent este fundamental.

b) Orice sir fundamental este marginit.

[a) Rezultd din inegalitatea |z, — 2;m| = |2n — 2 + 2 — 2| = |20 — 2| +
|zm — 2| = 5§+ 5 = ¢ pentru n > N si m > N, daca (2,)nen converge la z
adica daca |z, — z| < § i [2m — 2| < § . b) Din definitia girului fundamental,
pentru € = 1 (alegerea este pur ntmplatoare ) vom avea : |z, — z,| = 1 daca
n > N(1),m > N(1) deci in particular |z, — zy| < 1 pentru n > N; apoi
deoarece |z,| = |z, — zv + 2n| < 1+ |zn| pentru orice n < N, rezulta ca
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termenii: zy, ZN41, ... Sunt marginiti, adica |z,| < A pentru orice n € N, unde
am notat cu A = max{|z1],|22|,...,|2n-1], |zn| + 1}.]

Teorema 6 (Criteriul lui Cauchy):

Un sir din C este convergent daca si numai daca este fundamental.

[ Teorema 5, punctul a, ne spune cd un gir convergent este fundamental
deci ne mai ramane de demonstrat ca un gir fundamental din C este convergent.
Vom arata ca un sir fundamental din R este convergent. Teorema 5, punctul b,
ne spune ca un sir fundamental este marginit, iar in baza teoremei 4 stiim ca
sirul in cauza contine un subsir convergent, fie acesta (zy, )ren si nlirgo Zn, € R;
ori atunci:

|xy—z| < |zp—2n,|+|2n, —2] — 0,7 — o0 (|Jxn—2n,| — 0,n — 00,k — o0,
sirul (2, )nen fiind un sir fundamental, iar |z,, —z| — 0,k — o00). Mai ramane
de aratat ca orice gir fundamental complex este convergent. Aceasta rezulta
din inegalitatile evidente pentru z, = z, + Wn, 2m = Tm + Wm, N, m € N
|2n — 2m| < |Tn — @m| + |Yn — ym| < € si deci daca sgirurile (2,)nen, (Yn)nen

sunt fundamentale ele sunt convergente si deci lim z, = z =z + iy.|
n—oo

Diferenta dintre un sir fundamental si un sir convergent este urmatoarea:
In cazul unui sr convergent trebuie sa cunoastem atat termenii girului cat
si limita sa pe cand in cazul unui gir fundamental nu este necesar decat
cunoagterea termenilor girului si atat. Teorema 6 este importanta pentru ca
permite sa se puna in evidenta convergenta unui sir fara cunoasterea prealabila
a limitei acelui gir.

Ca aplicatie, fie sirul (zn)nen din R unde zp, = r, 717,70 = 7+ 1§ + 162
Tt tigm,cur € Z,r; €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, j € N. Presupund n > m

atunci: z, — T, = W;H[Tm+1 + r”llarQ + o+ 10”’;%], deoarece 0 < r; <9

vom avea:
1 9 9 9 1 1
[ Tr — T | < 10m—+1[9+ g+t wnfmq] < 10m+1(1 +i5 =)= 19w <6,
pentru m suficient de mare sirul cu termenul general x,, este deci fundamental
deci va exista un x real gi = limx,. In acest caz s-a justificat faptul ca prin
reprezentarea zecimala: x = 7, r179...7,... se definesc de fapt numerele reale.

O alta teorema utila in calculul limitelor este:

Teorema 7 (Teorema lui Stoltz):

[ Daca sirul (yn)nen este un sir crescator si nemarginit (deci lim y, = o0)
n—oo

Tn—Tn-—1

Yn—Yn—1

sir real (2, )nen atunci girul (Z—")neN este convergent de asemeni catre £.
n

si daca girul ( Jnen este convergent catre un numar ¢ € R pentru orice

TN —LTN-—1

Daca pentru orice € > 0, gasim N = N(e) € N astfel fractiile

YN—YN-1"’
IN+1—TN Tn—Tn-—1 s [ _E o £ LSRR
UNTIZUN T ey sunt cuprinse intre £ — 5 si £+ 5. Conform proprietatii

fractiilor, daca mai multe fractii sunt cuprinse intre doua numere atunci adunand
numaratorii fractiilor intre ei i numitorii acelorasi fractii Intre ei vom obtine
o fractie ce se gaseste de asemeni intre cele doua numere. In cazul fractiilor :
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IN—TN-1 IN+1—TN In—Tn—1 In—TN

N m ine fracti r
YN=YN—-1" YN+1—YN ' Yn—Yn—1’ cun > , vom obtine fractia Yn—YN’ care
R ST e o TN < <
este cuprinsa intre £ — 5 si £ + 5 si deci |—yn7yN| < 5. Dacan > N ,
1 - In - 1 _ — YN\(Zn=TN __ 5 -
si deoarece: 7 —{ @y = lyn) + ( (= — 4) , pentru ca:
Tn—lyn _ IN—lYN+Tn—TNHYN—Clyn _ TN—LYyNn 4 Yn=uUN Tn—2N —(Yn—yYn) :L(‘T _
Yn Yn A Yn Yn Yn—YN yn N
_YN\(ZnZZN __ ica i Ln _
lyn)+(1=E5) (3=, % —{) . In baza faptului ca y, — oo se obtine 72 —{ — 0.]

1.3 Siruri numerice in R? si R3.

Un sir din R? este o functie(o aplicatie ) s : N — R? notat# prin s(n) =
z, € R? unde z,, este o pereche ordonata de numere reale, adici x,, = (an, bp)
(perechea (a,, b,) este diferita de perechea (by,ay)). Un sir din R? se va scrie
deci sub forma: ((an,by))nen sau ((a1,b1), (az,b2), ..., (an, by), ...).

Se observa ca un sir din R? este format cu ajutorul a doud siruri din R:
sirul primelor componente (a;,)nen, si sirul componentelor secunde (by, )nen. Si
reciproc, cu ajutorul a doua siruri din R, fie ele (a,)nen, si (bn)nen se formeaza
un sir, numit sir dublu , ((an, by))ney din R? cu pastrarea ordinii, adica ter-
menii primului gir se afld pe primul loc in perechea (ay, by,), iar termenii celui
de-al doilea sir se afla toti pe locul al doilea al perechi (ay, by,).

Se poate remarca, ci aceeasi situatie apare si in cazul sirurilor din C , iar
intre sirurile din C si cele din R? se poate stabili un izomorfism natural.

Se va face totusi distinctia intre sirurile din C si cele din R? datorita struc-
turii algebrice diferite a celor doud multimi. In C se poate defini produsul a
doua elemente, deci si catul pe cand in R? nu existd operatia de impértire a
elementelor.

Sirul ((an, bn))nen din R este convergent catre (a,b) din R? daci:

Pentru orice ¢ > 0 exista un numar N = N(¢) astfel incat oricare ar fi
n> N, \/(an —a)?+ (b, —b)? <e.

De retinut ca N se schimba o data cu e(N = N(¢g)). Elementul (a,b) din
R se va numi in acest caz limita sirului ((an,bn))nen $i vom folosi notatiile:

lim (ap,by) = (a,b) sau, mai comod lim(ay, b,) = (a,b), sau inca (an,b,) —

(a,b).

Convergenta sirurilor din R? se rezolva imediat cu ajutorul urmitoarei
teoreme:

Teorema 8: Un sir ((an, bn))nen din R? este convergent si are limita (a, b)
daca si numai daca lima,, = a si lim b,, = b, ceeace se poate scrie:

lim (ap,by) = (lim ay, lim by,) (1.9)

n—oo n—oo n—oo

[ Daci (an,bn) — (a,b) atunci conform definitiei limitei din R? vom avea
ap — a)° + (bp — < g orl care ar 1 n > N, orl atunci:
24 (by — 1)? i fin > N, ori i
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lan, — a| = \/(an — a)2 + (b, — b)% < € si deci a, — a si

b, — b| = \/(an — a)2 + (by, — b)2 < ¢ si deci b, — b.

Reciproc, din a, — a rezulta |a, — a| < §, pentru orice n > N(e)
iar din b, — b rezulta [b, — b| < §, pentru orice n > N(e) si deoarece
V(an —a)?+ (b, —b)2 < £+ £ = e, pentru orice n > N(e) va rezulta:
(an,bn) — (a,b)].

Se poate arita usor ca orice sir convergent din R? este mirginit, adica va
exista un patrat centrat in (0,0) si de latura 24 > 0 in interiorul caruia se vor
afla toate elementele sirului din R2.

De asemenea, se poate arita ca un sir din R? este convergent daci si numai
daca este sir fundamental in R? adica:

Pentru orice € > 0 exista N = N(e) € N astfel incat pentru orice numere
naturale n,m i n > m = N(g) sa avem: \/(an — am)? + (by — by)?

Intr-adevir, |a, — am| = /(an — am)2 < /(an — am)2 + (an — am)? < €
si deci sirul (a,)nen este fundamental in R, deci va exista un a € R, unic, si
lim a,, = a. Similar |b, —by,| = /(b — b, 2<\/ n—am)?+ (a, —am)? <e
si deci girul (by,)nen este fundamental in R, deci va exista un b € R, unic, si
limb,, = b. Asadar (an,b,) — (a,b).

In R? problemele legate de convergenta sirurilor se rezolva n mod similar.

Un sir din R? fiind o functie (o aplicatie) s : N — R3 notatd prin s(n) =
z, € R3, unde z, este un triplet ordonat de numere reale, adica z, =
(Gn,, bn, cn) (tripletul (ay, by, c,) este diferit de orice alt triplet format cu ay,
bn, ¢p 1In alt a ordine).

Un sir din R? se va scrie deci sub forma: ((an, bn, ¢n))nen sau ((az, b1, c1),
(a2,b2,¢2),..., (@n,bpn,cp),...). Se observa ca un sir din R? este format cu aju-
torul a trei giruri din R: sirul primelor componente (a,)nen, sirul componen-
telor secunde (b, )nen si sirul componentelor de pe locul trei (¢, )nen. Acest
sir va fi convergent si va avea limita (a, b, ¢) din R? daca:

Pentru orice ¢ > 0 existd N = N(¢) € N astfel incat daca n > N
V(an —a)2 + (by, — b)%(c, — ¢)? < €, iar o conditie necesara si suficientd de
convergenta va fi convergenta sirurilor (a,)nen, (bn)nen, (¢n)nen, din R catre
a, b, c, avand loc relatia:

lim (an,bn,cn) = (lim ay, hm bn, hm Cn) (1.10)

Un sir din R? este convergent daca si numai daca este sir fundamental in
R3 adica:

Pentru orice ¢ > 0 existd un numar N = N(e) € N astfel ca pentru
m,n € N,n >m > N(e) sa avem:

V(an = am)? + (bn — b)) + (cn — cm)2 <€ (1.11)
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La fel ca n R?, se poate arita usor c # orice sir convergent din R3 este
marginit, adicd va exista un cub cu centru n (0,0,0) si de latura A > 0 in
interiorul caruia se vor afla toate elementele sirului din R3.

Extinderea la spatiul R™, m > 3 se poate face fara probleme.

1.4 Serii numerice in R si C.

Daca (zp)nen este un gir din C sau R, cu ajutorul termenilor acestui sir
se poate construi un alt sir (sp)nen cu termenul general dat de relatia:

n
sn:z1+z2+...—|—zn:22k (1.12)
k=1

Daca sirul nou construit este convergent este natural sa se presupuna ca

limita sa s = lim s,, este suma expresiei 21 + 29 + ... + 2z, + ..., numita suma
n—oo

infinita sau serie infinita sau mai simplu serie asociata sirului (z,)nen $i vom
scrie prin definitie:

(o9}
s:zl—l—zg—i—...—f—zn—i—...:sz:Zzn (1.13)
k=1 neN
subintelegand faptul ca suma(insumarea) se face dupa toti indicii n € N si
operatia de Insumare se realizeaza in ordinea scrisa a termenilor.

Vom extinde insa notiunea de serie la orice suma z; + 29 + ... + 2, + ...
cu un numar infinit de termeni, fara a pretinde ca sirul construit (s,)pen sa
fie convergent. Sirul (sp)nen construit din (z,)nen se numeste girul sumelor
partiale. Pentru seria Z Zp, putem spune:

neN
a) seria Z zn, este convergenta si are suma s daca girul sumelor partiale

neN
(Sn)nen este convergent si are limita s.

b) seria Zzn este divergenta daca sirul sumelor partiale (sp),en este

neN

divergent.

Termenul z, al seriei Z zn se numeste termenul general al seriei.

neN

Exemple:

1.) Fie termenul general z, = m; Sp = ﬁ + 2—13 + ...+ ﬁ Putem

. - 1 — 1 1 11 11 1
Scrlesn:;m:;(g_k—ﬂ) =G +G-5++Ga-

oo
%)+(%—L)):1—%ﬂ—>1. Putemscriezn(—:l.
n=1
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2.) Daca termenul general este z, = i"; sirul sumelor pattiale (s,)nen

contine partu subsiruri stationare (sg,) = 0, (V)n € N (s4n41) =4, (V)n € N
[e.e]

(Sant2) =i—1, (V)n € N (S4n43) = —1, (V)n € N. prin urmare seria Z i"este

n=1
divergenta, nu are sens.

3.) Daca termenul general este z, = 1 + in; girul sumelor partiale (s,) =
oo
n -+ z% — 00 , prin urmare seria Z(l +1in) = oo. Seria este divergenta
n=1
si are limita oo.
4.) Daca termenul general este z, = ¢"'; girul sumelor pattiale (s, )pen =

l4+q+¢+..¢" ' = % si pentru |¢| < 1 (s,) — = iar pentru |q| > 1

1

1—¢
(sp) — oo0. Mai raman cazurile ¢ = 1 gi ¢ = —1. Pentru ¢ = 1 avem
o0
(sp) =n, (¥)n € N prin urmare, in acest caz, Z n = oo. Pentru ¢ = —1 girul

n=1
sumelor pattiale (s, )nen contine doua subsiruri stationare (s9,) =0, (V)n € N
(s2n+1) =1, (¥)n € N prin urmare lim s, nu exista.
o n—oo
Seria Z ¢" ! se numeste sera geometrica.
n=1
Sa consideram doua serii Zzn, Zz;, Daca exista un ng € N astfel

neN neN
incat z, # z,, pentru n < ng si z, = 2, pentru n > ng aceste serii sunt in

acelagi timp convergente sau divergente si vom spune cd au aceeasgi natura,

no
deoarece presupunnd n > ng, daca se noteaza cu ¢ = E (2K — 2},), Sn = Sh+c,
k=1
n n
unde s, = E 2k, Sh = E 21, si daca sirul (s,)nen converge atunci (s),)nen
k=1 k=1

converge, daca sirul (s, )nen este divergent atunci si (), )nen este divergent.

Stabilim urmatorul rezultat: Daca seria ¢ = E zpeste convergenta, atunci

neN

seria:
o0

> oz (1.14)

k=n+1

se numeste restul de ordin n al seriei date gi au loc relatiile:
Tp =8 — Sy, lim r, =0 (1.15)
n—oo
Aceste relatii se justifica astfel:

v . o . . . 1
Daca se considera sirul: (z],)nen = (0, ...,0, zp41, ...) si seria g 2, core-
neN
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spunzatoare, care difera de seria E zp, doar prin inlocuirea primilor n termeni

neN
cu 0 seria Z 2! este convergentd la fel ca seria Z zn, In baza celor stabilite
neN neN
n o0
maisus:c:z,zk,sn:c, s’:szcz Z znzrn,s:22n§icum
k=1 neN k=n+1 neN

s =58 +csidecir,=s—s,slcum (s —s,) — 0 atunci r, — 0.
Diferenta s— s, se numeste eroare de triunchere gi ea masoara eroarea care
apare atunci cand se inlocuiesc s prin s,.

Seriei E zn 1 se poate atasa intotdeauna o serie cu termeni pozitivi si

neN
anume seria:

S leal = 3 VAT T a2 (1.16)

neN neN

unde z, =z, +1yn, n € N
Daca seria E |z | este convergenta, vom spune ca seria E |zn| este ab-

neN neN
solut convergent &a.

1.5 Criterii de convergenta pentru serii numerice.

Vom pune in evidenta criterii de stabilire a convergentei seriilor prin
urmatoarele teoreme:

Teorema 1 (Criteriul general de convergenta pentru serii numerice)

Seria Zzn, zn € C, este convergentadaca si numai daca pentru orice

neN
e > 0 existd un numar N = N(e) astfel ca

m

| > al<e (1.17)

k=n+1
pentru orice n,m € N, m >n > N(e).

n m m
[ Fie s, = E 2y Sm = E z) atunci | E 2k| = |Znt1+ 22+t 2m| =
k=1 k=1 k=n+1
|Sm — sn| §i deci putem aplica teorema 3, de la giruri, pentru sirul sumelor
partiale (sp)nen]-
Teorema 2 (Criteriul necesar dar nu suficient de convergenta pentru serii
numerice)
a) Pentru ca seria E Zn, zn € C, sa fie convergenta este necesar (dar nu

neN
suficient) ca termenul general al sau sa tinda la zero (z, — 0).
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b) Daca termenul general al seriei Z Zn, zn € C, nu tinde la zero ( lim z, #
neN e
0) seria este sigur divergenta.
[ Pentru punctul a), daca in (1.17) se ia n — 1 in loc de n si n in loc de m,

se obtine |z,| < &, pentru orice n suficient de mare, deci daca seria g Zp, este

neN
convergenta atunci lim z, = 0, iIn mod obligatoriu. Pentru a arata ca nu este
n—oo

: . . . 1 .
suficient ca z, sa tinda la zero considerand de exemplu seria E —, numita
n
neN
seria armonica, deoarece trei temeni consecutivi ai sai z,—1, 2, 2n+1, satisfac
relatia armonica, adica:

1 1 2
+ == (1.18)

Zn—1 Zn+1 Zn

- 1 4 1 1 1 1
Calculnd, de exemplu, so, — s, = 1t s + -3y, deoarece 77 > o
pentru j = 1,2, ...,n, vom obtine |sg, — sp| > n% = %, care dovedeste ca sirul
sumelor partiale nu este gir convergent, prin urmare seria este divergenta, desi

lim z, = 0.
n—oo

Punctul b) rezulta evident din a)].

Teorema 3

Orice serie absolut convergenta este convergenta.(reciproca nu este in gen-
eral adevarata.)

[ Daca seria (1.16) este convergenta, din (1.17) rezulta: |zp41| + |2znt2| +
o+ [2m| = |zng1| + 202 + .- + |2m]| <&, daca m > n = N(e) si deci:

|Sm — Sn| = |2n41 + 2Znt2 + oo + 2m| < |znt1| + |2nt2] + o+ J2m| < e

1
Reciproca nu este in general adevarata. De exemplu seria Z(—l)”*l—

neN
este convergenta (aceasta se arata considernd sirul cu termen general ¢, =

1+ % + ...+ % — Inn care este convergent si are limita ¢ € (0,1), s2, =

Con — Cp +1In2n —Inn iar lim so, = In 2, si deci Z(—l)”_l— = [n2, in timp
n—oo n
neN
1
ce seria Z — este divergenta dupa cum am vazut la demonstratia teoremei
n

neN
anterioare. |

Teorema 4

O serie cu termeni reali pozitivi este convergenta daca gi numai daca girul
sumelor partiale este marginit.

[ Fie E Tn, Tn € R, Sp41 = Sp+ Tp41 sl deci sp41 > Sp, prin urmare girul

neN
sumelor partiale (s,)nen este crescator si marginit, deci convergent. |

Teorema 5(Criteriul comparatiei)



1.5. CRITERII DE CONVERGENTA PENTRU SERII NUMERICE. 21

Fie seriile de studiat Z Zn, Z Ty, §i seriile reale cu termeni pozitivi Z an
neN neN neN
si Z b, atunci:
neN
a) Daca |z,| < Ma,, pentru orice n > ng, ng € N, M > 0, atunci:
Daca seria Z a, este convergenta, seria Z zpn, este absolut convergenta

neN neN
(M nu depinde de ng, iar a, > 0)

b) Daca 0 < Ab,, < x,, pentru orice n > ng, ng € N, A > 0 si daca seria
Z b, este divergenta atunci seria Z x, este divergenta|.

neN neN

[ a) Din convergenta seriei cu termeni pozitivi, in baza teoremei 1, pentru
orice £ > 0 se poate gasi un N = N(¢) € N astfel incat a,41+ani2+...+am <
17 ceeace antrneaza: (s, — S| = [2nt1 + Zng2 + oo+ Zm| < |Zng1| + [2nge| +
ot |zm| < M(an+1 + ant2 + ... + am) < €, daca myn=N(e).

b) Daca Z x, ar fi convergenta, atunci acelasi lucru ar fi valabil si pentru

neN

Z Ny, conform cu punctul a), daca luam % , ceea ce nu se poate |.
neN

Seria Zan se numeste serie majoranta pentru ZZ”' Seria Z b, se

neN neN neN

numeste serie minoranta pentru g Tn-

neN
Teorema 6 (Criteriul raportului la limita).

Fie , doua serii cu termeni pozitivi E Tn, E yneste convergent si daca
neN neN

. In .
lim — =a > 0, atunci:
n—=00 Yn

a) Daca E Yn €ste convergenta, atunci E T, convergenta.

neN neN
b) Daca g yn este divergenta atunci E zn, este divergenta.
neN neN
x
[ Din lim ~ = 0 rezulti:
n—oo yn

Pentru orice £ > 0 exista N = N(¢) € N aetfel incat pentru orice n > N(¢)
sa avem:

(a —&)yn < xp < (a + )y, si din teorema 5, punctul a), rezulta ca daca
Z yn convege atunci Z xy converge, luand de exemplu M = a+¢. lar daca
neN neN
a — ¢ > 0(se poate alege ¢ corespunzator astfel incat a —e > 0) si din teorema
5, punctul b), rezulta punctul b) al teoremei 6].

] . no 1 . 9 . 2.5

Exemplu: Seria Z 2"sin—, are aceeasi natura ca seria 2(3) .

3’
neN neN
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Vom face observatia ca in cazul a = 0, teorema 6, punctul a) nu mai este

x
valabil. De exemplu, daca luam x,, = n_127 Yn = % avem lim —= =0, si Z Tn
Yn

n—oo
neN
este convergenta in timp ce Z Yn, este divergenta.
neN
Teorema 7(Criteriul rapoartelor inegale):

Fie Z T, Z yn, doua serii cu termeni strict pozitivi si daca avem: x;—:l <
neN neN
yZ:17 pentru orice n € N, atunci:
a) Daca Z Yn €ste convergenta atunci Z Ty este convergenta
neN neN
b) Daca Z xy este divergenta atunci E Yn, este divergenta.
neN neN
[ Dand lui n valorile 1,2,...,n — 1, vom avea: 72 < Z—f, 2 < z—z, ey
En L Hn inmul‘gind termen cu termen (lucru posibil seriile fiind strict

Tn—-1 — Yn-—-1
pozitive), vom obtine:
Loty Tn < 2Usbn gaqy Zo < Un o [Jltima relatie poate fi scrisa in
T1L2...Tp_1 Y1y2--Yn—1 1 Y1 3
douimoduri:

Tn < Pyn sl Lan < yn
Aplicnd acestor relatii teorema 5 punctul a), respectiv punctul b), vom
obtine punctele a), b) ale teoremei n cauza].

Teorema 8 (Criteriul lui Cauchy al condensarii sau criteriul lui 2™)

Daca termenii reali pozitivi ai seriei g zn Indeplinesc conditia: x; >

neN
xg > ... > xp > ... > 0, atunci seria respectiva va avea aceeasi natura (este

convergenta sau divergenta), dupa cum seria E 2" 29n, este convergenta sau

neN
divergenta.

[ Fie s, = o1 + 29 + ... + 2y i aleg n € N astfel ca m < 2"+ In baza
ipotezei facute in teorema cu referire la monotonie vom putea scrie grupat:
Sm< a1+ (r2+x3)+(xa+as+a6+a7)+ (28 + 29+ ... +215) + ... + (2,, +

n

Ty g+t w2”+1_1) < x1+ 22 + 2%22 + 233723... + 2z, :Z 2kx2k = s; si
k=0

din convergenta lui s/, va rezulta convergenta lui s,,.
Pentru divergenta vom alege n € N astfel ca m > 2" gi vom avea, n baza
monotoniei s, > s, = x1+T2+...+T,, > %azl +xo+ (x3+m4)+(5+26+27+

xg)+...+(z

on—1_1

n
+...+5112n) > %(xl+2:1:2+4x4+8:68+...+2"a:2n) = %ZQk.fzk
k=0

si divergenta seriei E 2™ xon implica divergenta seriei g Tn |
neN neN
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Ca aplicatie vom considera seria generalizata a lui Riemann E —. Aceasta
n
neN

. ) N . n 1 a oo
serie va avea aceeasi natura ca seria E 2 (2—n) = E ( )", iar aceasta
neN neN

din urma este seria geometrica care este convergenta pentru o > 1 si este

2&—1

divergenta pentru a < 1.

Teorema 9 (Criteriul logaritmic):
1

Fie Z Z, O serie cu termeni strict pozitivi. Daca lim —** = /¢, atunci:
n—oo [nn
neN
a) Daca ¢ > 1 seria Z x, este convergenta
neN
b) Daca ¢ < 1 seria Z Zy este divergenta.
neN
[ In baza definitiei limitei date rezulta ca pentru orice € > 0 existd N =

N(e) € N astfel ca pentru orice n € N,n > N vom avea:
1

l—e< hllnf <l+¢e,saulnn’—¢ <In % < Inn'te, sau nf~¢ < ﬁ < ntte,
sau inca #n_e <zp < #ns si cum seria cu termenul general # este seria lui
Riemann studiata ca aplicatie la teorema 8 va rezulta cu aceasta convergenta
respectiv divergenta seriei dupa numarul real £].

Teorema 10(Criteriul lui Abel):
Daca Z zp, este o serie cu girul sumelor partiale (s;,),en marginit ( exista

neN
M > 0 astfel ca |s,| < M pentru orice n € N) si daca (an)nen este un sir

de numere reale pozitive descrescator convergent la zero, atunci seria E ZnGn
neN

este convergenta.

[ Conform criteriului general, teorema 1, va trebui sa evaludm suma:
|an+1zn+1 + any22ny2+ .o+ am2m| = |an+1(3n+l - Sn) + an+2(5n+2 - 5n+1) +
e am<3m - Sm—l)’ = ’ — Un+18p + Sn—i—l(an-‘rl - an+2) + 3n+2(an+2 - an+3) +
+5m71(am71 - am) +3mam| <y |Sn| + (anJrl - an+2)|5n+1 ’ +...+ (amfl -
am)|Sm—1| + am|sm| < M(ans1 + ang1 — g2 + g2 — Qg3 + .o + A1 —
A + am) = 2May11 < e(pentru nh_)Igo ap, =0)].

oo
Exemplu: Seria z:(—l)k_11 numita seria lui Leibnitz este convergenta,
k=1
conform teoremei lui Abel, z, = (—=1)", a,, = % indeplinind conditiile respec-
tivel teoreme.
Teorema 13 (Criteriul radacinii al lui Cauchy):
Fie sirul (2, )nen din C, atunci:
a) Daca lim sup ‘%| < 1, seria Z zp, este absolut convergenta.
neN
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b) Daca lim inf ]22—:1\ > 1, seria Z zp, este divergenta.
neN
[a) Daca limsup |2*| = r1 < 1, atunci pentru un & > 0 exista un N =
N(e) € N astfel ca |ZZ$| < r1 + ¢, pentru orice n > N. Daca alegem ¢ > 0
astfel ca r = r; + e < 1 vom avea ]%\ <7 sau |zpg1| < rlzn < r?lano| <

. < ™ Nizy| = Mr™ si cu teorema 5, punctul a) rezults Zzn absolut
neN
convergenta.
b) Daca hm1nf|z"+1| = 79 > 1, atunci pentru un £ > 0 exista un N =

N(e) € N astfel ca \Z”“] > ry — ¢ pentru orice n > N. Daca alegem € > 0

astfel ca r = rp—e > 1 vom avea || > 1 sau |z,| > 1 i deci z, nu converge
n
la zero].

Observatia 1:
Daca sirul (2zp)nen din C, este astfel incat z, # 0, pentru orice n € N, si

1 . < o
| = r, atunci seria g zn, este absolut convergenta, daca
neN

o RV Zn+
daca exista lim |
n—oo n

0<r<l.

Zn+1
Intr- adevar, In acest caz lim sup |Z"+1] = lim | a8 |=r<1.
n—oo 2

Observatia 2:
Daca girul (zp)nen din C, este astfel incat z, # 0, pentru orice n € N, si

o o - Zn+1 . . . o o
daca exista hm | | = r, atunci seria este divergenta, daca r > 1.
n
. Zn+1
Intr-adevir, in acest caz lim inf |~ Z"“ | = lim | |=r>1
n—oo

n

Observatia 3:
Daca sirul (z,)nen din C, este astfel incat z, # 0, pentru orice n € N, si

o C v . Zn+1
daca exista lim |
n—oo Zp

asupra convergentei sau divergentei seriei E Zn-

| = 1, atunci criteriul raportului nu da nici un raspuns

neN
o 1 . . o - . Zn+1
De exemplu daca z, = -, atunci E zn, este divergenta, iar lim | | =
n n—oo.  z,
neN

. A o s . Zn+1
lim = 1, iar in cazul z, = ——, zn este convergentd, iar lim |24 | =
B " 2 g

neN
. n(n+1
lim ( )

n—co (n+1)(n+2)
Teorema 12(Criteriul Raabe-Duhamel):
Fie Z Ty O serie cu termeni strict pozitivi. Seria aceasta converge (di-
neN
verge), daca pentrun > N € N, avem: n(1 — =) =r > 1(n(1 — 7) < 1).

n

[ In cazul convergentei avem, conform ipotezei “ < 1 — I p > 0.
n



1.5. CRITERII DE CONVERGENTA PENTRU SERII NUMERICE. 25

. (1—1yr—1 o . (1=L)r-1 .

Cum sirul (~—=1— )nen este crescator iar lim (——"7——) = r, rezulta:
. n n—oo _ﬁ
1-Lyr_q C o .
( _"i < r. Vom avea (1 — %)’" — 1> —T sideci (1 - %)’" >1— 7. Prin
1

. Tntl _ 1IN _ BT Ynitl : _ il _

urmare: 25 < (1—2)" = & — = . Cum seria E ynfg o este con

(n=1)7 neN neN

vergenta pentru r > 1, conform cu teorema 7 vom avea E Ty convergenta.
neN

S 1=

— Yn+1
Yn

. . v . Tn+1 1 _
Pentru afirmatia din paranteza(divergenta) avem S 2l-n = :
Py
oo

si deoarece Z yn:Z n i

1 este divergenta rezulta Z x, divergenta].

neN n=2 neN
. (2n)! . o
De exemplu seria g 1 ')2, nu poate fi caracterizata cu criteriul rapor-
n!
neN

tului deoarece limita raportului este 1, in timp ce cu criteriul Raabe-Duhamel,

9 — 2 C o1
pentru ci avem: n(l—(2”+2)(2n D 2n’4on _ 7 < £.ce ne da divergenta.

D)2 T Am+D? T 20l
Teorema 13(Criteriul radacinii al lui Cauchy):

Fie sirul (2, )nen din C, atunci:
a) Daca limsup {/|z,| < 1, seria Z zn, este absolut convergenta.

neN
b) Daca liminf {/|z,| > 1, seria Z zp, este divergenta.
neN

[a) Daci limsup {/]z,| = r1 < 1, atunci pentru un & > 0 exista un N =
N(e) € N astfel ca {/|z,| < r1 + ¢, pentru orice n > N. Daca alegem & > 0
astfel ca r = r; + ¢ < 1 vom avea ’M < rsau |z,| < r" gi cu teorema
4, punctul a) luand M = 1, rezulta Zzn absolut convergenta. b) Daca

neN
lim inf ’{‘/W = ro > 1, atunci pentru un € > 0 existda un N = N(¢) € N
astfel ca ’M > ro — € pentru orice n > N. Daca alegem ¢ > 0 astfel ca
r =1y —¢ > 1 vom avea W > 1 sau |z,| > 1 §i deci 2z, nu converge la
zero|.

De exemplu seria 2%4—3%—#2%4—3%%—..., are limsup /[2,| = 3 si liminf \/]2,| =
% si este convergenta.

Observatia 1:

Daca sirul (2, )nen din C, este astfel incat, pentru orice n € N, gi daca exista
nhjglo m = r, atunci seria Z zn, este absolut convergenta, daca 0 < r < 1.

neN

Intr-adevir, in acest caz lim sup W = lim m =r<l

n—oo
Observatia 2:
Daca sirul (z,)nen din C, este astfel incat, pentru orice n € N, gi daca
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exista lim 1/|z,| = r, atunci seria este divergenta, daca r > 1.
n—oo
Intr-adevar, in acest caz limsup {/|z,| = lim /|z,| =7 > 1.
n—oo
Observatia 3:

Daca girul (zp)nen din C, este astfel incat z, # 0, pentru orice n € N, si
daca exista lim {/|z,| = 1, atunci criteriul radacinii nu da nici un raspuns
n—oo

asupra convergentei sau divergentei seriei E Zn-

neN
Analizand criteriile de convergenta date de teoremele: 6, 7, 10, 11, 12.

se observa ca aceste criterii sunt de fapt consecinte ale criteriului comparatiei
(teorema 5), seria majoranta fiind, in cazul teoremei 12 seria geometrica, E r’"

neN
de exemlu; inlocuind seria geometrica cu o alta serie vom obtine alte criterii

de convergenta si in mod natural se justifica intrbarea: nu exista un criteriu
generel de convergenta, bazat pe o serie standart, care sa rezolve problema
convergentei(sau a divergentei) a oricarei serii numerice din C(R)?. Raspunsul
este negativ, ceeace Inseamna ca se pot gasi serii care nu pot fi analizate cu
ajutorul criteriilor stabilite anterior.

Vom arata in continuare ca nu exista o serie universala de comparatie.

Fie seriile E Zn §i g 2! pentru care r,,r!, vor fi resturile lor de or-

neN neN
din n. Vom spune ca seria Z 2! converge mai lent ca seria Zzn daca
neN neN
lim 7’_7 = 0 gi vom arata ca oricarei serii, convergenta i se poate pune in

n—oo 1,

evidenta(corespondenta) o alta serie care converge mai lent decat seria data.
Astfel, luand de exemplu z;, = \/rn_1)—+/Ty si deoarece r;, = 2, 1 +2;, o+

Tn . n o .
= /rp, rezulta lim — = lim —— = lim /r, = 0. Daca am considera
n—oo T, n—0o0 4 /’]"n n—oo

. . v A . /
seria g T, drept serie universala, ludnd seria g x, cux, = \/Tn-1—\/Tn
neN neN

. X Tn—1 — . .o
atunci: lim —n: lim ————" = lim /f,_1 + /7 = 0, adic pentru
n—%w;x n—o0 /Ty_1 — /T n—oo

orice € > 0 i—? < e dacan = N(e ) si deci x, < ex), iar convergenta seriei
n

/ v . . .
E x,, nu poate fi dedusa din convergenta seriei g Tn-

neN neN
O alta intrebare care se pune In legatura cu criteriile date de teorema 11

si teorema 13 si anume: Care dintre acestea este mai puternic, sau care dintre

acestea il implica pe celalalt.

a+ (—1)"
gn+1

o . 1)n
Daca de exemplu, vom lua seria E cua > 2z, = % si

neN

1 a+(
5 W| care ia valoarea |3

4 v .
il daca n este im-

_i%
1

calculand || obtinem |3
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par si ]%Z—Ii , daca n este numar par si deci nu avem limita. Daca aplicam cri-

1
teriul radacinii, lim {/|z,| = 5, deoarece lim {/|a —1| = 1si lim {/|a + 1| =
n—00 2 n—o00 n—o00o

. . . . T . . o . Tn+1
1 gi deci criteriul radacinii este mai puternic. Invers, daca lim =r
n—oo Iy

atunci g Yx, = r, care se poate justifica cu ajutorul unei probleme cunos-

neN
cuta din liceu, anume: Daca lim a, = a, atunci lim Yajas...a, = a, gi ludnd
n—oo

n—oo
— _Tn — n — 1 T2 In_ — n
an = 3=, CuTp = 1, v/ajas...a, = p o = VT
O serie cu termeni reali se numeste serie alternata daca orice doi termeni
consecutivi ai ei sunt cu semne contre; putem preciza: pentru g Ty, Tn € R:
neN

Top—1 > 0, iar xo, < 0 sau xo, > 0, iar x9, 1 < 0.
Pentru seriile alternate vom avea:
Teorema 14(Leibniz):
Daca in seria alternata Z T, avem:
neN
|z1| > |x2| > ... > |xy| > ... > 0iar lim x,, = 0, atunci:
n—oo
Seria Z Zy, este convergenta si
neN

1D @] < | (1.19)
neN

[Presupunem ca ne aflam in cazul x9,_1 > 0, iar x9, < 0. Notand cu:

a; = T1,a2 = —T9,a3 = I3,44 = —I4,..., obtinem sirul (ap)nen, an > 0 si
ai > ag > ...>a, > ...>0iar lim a, = 0.
n—oo
Seria Z T, se va scrie acum sub forma:
neN
Zmn =a,—ay+a3—aq4+..= Z(—l)”_lan Lu and n consideratie
neN neN

sumele partiale vom avea:

S§1 =1 = ax

ss=x1+x2+x3=0a1 —azx+a3=a; — (ag —a3z) < a; = s

S5 =21+ To+ T3+ T4+ 25 =0a1 —az+a3—as+as = s3— (a4 —as) < s3

Vom avea deci: s1 > 83 > ... > agp—1 > ... > 0 ti deci tirul (s2,—1)nen este
monoton crescator si marginit, deci convergent. Fie lim Son—1 = a > 0. Cum
Son = Sop—1 + Top i lim zo, = 0 vom avea lim SQZ :ooa sideci lim s, =a

n—oo n—oo n—oo

pentru orice n € N. Iar, cum s9,_1 < s1 = a1 = x1 prin trecere la limita vom

avea g Ty < 27.
neN
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Daca ne situam n cazul xo, > 0, iar x9,_1 < 0, vom nota cu:
a) = x1,ay = —T9,a3 = T3,a4 = —I4,..., obtinem sgirul: (ap)nen, an < 0

siag <as <...<a, <...<0iar lim a, = 0. In acest caz avem:
n—oo

So=x1+x2=0a1 —as <0,

S4 =1+ X2 + 23+ T4 = S2+ (a3 — as) > 2,

S¢ = x1 + T2 + T3 + T4 + T5 + 6 = S4 + (a5 — ag) > S4,

Prin urmare vom avea:

s9 < 84 < oo < 89 < .o <0, si deci girul (s2,)nen este monoton de-
screscator si marginit, deci convergent, fie lim so, = b <0

n—oo
Cum Sop41 = Sop + Topy1 §i lim xo,41 = 0 vom avea lim so,11 = b si
n—oo n—oo

deci lim s, = b pentru orice n € N. Iar, cum so, > so = x1+x2 = —a1+ag >
n—oo

—a1 = x1 vom avea prin trecere la limita g T, > T1 sau — g T, < —x1.

neN neN
Condensat cele doua rezultate ne vor conduce la 1.19].

Tinand seama de aceasta teorema vom putea evalua eroarea ce apare cand
se aproximeaza suma unei serii alternate convergente printr-o suna partiala
Sn-

o0 o0
Astfel, deoarece, Z xy este tot o serie alternata vom avea | Z xE| <
k=n+1 k=n+1

|zn+1| ceeeace face ca sa avem evaluarea erorii |s — s, | < |x,41] si deci:
Eroarea ce se face inlocuind s prin s, este inferioara primului termen in
valoare absoluta din restul seriei.
Ca exemplu important de aplicare a teoremei lui Leibnitz vom lua seria

armonica alternata, adica seria:
[o.¢]

1l 11 1 1
P G S B -t
— k 2 3 4 5

care verifica ipotezele teoremei 14 deci este convergenta. Se arata ca seria
are suma In 2.

Se poate constata ca seria armonica alternata nu este absolut convergenta,
deoarece seria modulelor coincide cu seria armonica despre care stim ca este
divergenta.

Se poate constata ca seria armonica alternata nu este absolut convergenta,
deoarece seria modulelor coincide cu seria armonica despre care stim ca este
divergenta.

Vom introduce astfel notiunea de serie semi-convergenta, intelegand prin
aceasta o serie care este convergentd si nu este absolut convergenta. Seriile
semi-convergente au unele proprietati deosebite astfel, proprietatea de insumare
in orice ordine a termenilor unnei sume infinite de numere reale nu mai este
valabila. De exemplu in cazul seriei armonice alternate, prin permutarea unor
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o
termeni ai seriei Z(—l)"_1% se poate obtine de exemplu seria:
n=1

-3 -D+G -4 -D+G—d— )+t (g~ — )+

Evident aceastd ultima serie are aceeasi termeni altfel ordonati. Insuméand
primii doi termeni din parantezele seriei armonice alternate vom avea notand
cu s suma seriei armonice alternate:

s=G-1D+GE -+ (EF-H+-+(GEs—m)+ -

= %(1 - % + % - % +..)= %s, deci s = %5, ceeace este absurd.

Aceasta Inseamna ca cel putin in cazul seriei armonice alternate modifi-
carea ordinii termenilor este interzisa. Acest rezultat se poate extinde la orice
serie semi-convergenta, fiind valabila urmatoarea teorema:

Teorema 15(Riemann):

Daca seria cu termeni reali an este semi-convergenta, atunci pentru

neN
orice r € R, se poate considera o astfel de permutare a termenilor seriei astfel

incat noua serie obtinuta sa fie convergenta si sa aibe suma r.
[ In primul rand seria g T, semi-convergenta datd contine o infinitate

neN
de termeni pozitivi si o infinitate de termeni negativi, deoare daca ar avea

de exemplu numai un numar finit de termeni negativi prin eliminarea lor
se obtine o serie care va avea termeni pozitivi si care va fi convergenta ca
si seria initiala, or o serie cu termeni pozitivi daca este convergenta ea este
absolut convergenta, ceeace contrazice ipoteza de serie semi-convergenta. Sa
notam prin ai,as, ..., 4y, ..., termenii pozitivi i prin by, bs, ..., by, ..., modulul
termenilor negativi. Suntem condusi la seriile Zan si an cu termeni
neN neN
pozitivi care vor fi divergente(au sumele egale cu +00). Intr-adevir daci
(s))nen si (80 )nen sunt sumele partiale ale acestor serii, atunci so, = s, — s

2n
) . . . . / . Y/ v
2n — = 2n = - n
daca s E Tk sl deci s lim s lim s, — lim s, iar daca g x
n—oo n—oo n—o0
k=1 neN
. v . / . "
este semi-convergenta lim s, + lim s, = 400
n—oo n—oo

Din divergenta in cauza rezulta ca insumnd un numar convenabil de ter-
meni atat din seria E an cat gi din seria E b, se poate depasi orice numar

neN neN
r real pozitiv dorim.

Fie a; + a2 + ... + an, > r (presupunem r;0). Sa scadem acum suma

by + b2+ ...+ by, astfel casa avem a1 +as + ... +an, —b1 —ba — ... — by, < 7.
Vom aduna acum in primul termen al ultimei inegalitati termenii pozitivi
Gpy41+ Qny42+ ...+ ap, astfel sa avem: a1 +ag+...+an, —by —ba—... —bp, +

Opy41+ Cpyy2+ ...+ an, > 1, iar apoi vom scadea by,y1+bp,y2+ ...+ by, astfel
casaavem: a1 +ag+...+ap, —by —ba— ... — by, +ap 41+ an 42+ ... Fap, —
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bro+1 — bpgya — ... — by, < 7 5l se continua acest procedeu. Evident se obtine
0 noua serie in care intervin absolut toti termenii seriei initiale si mai ramane
de aratat ca suma seriei nou construita este r. Pentru aceasta vom nota cu:

ar=a1+ag+ ...+ ap,

ag = by +ba+ ...+ by,

Q3 = Qpy+1 + Apyr2 + ..o+ Apg

ay = bpyi1 + bpyr2 + oo+ by

Seria noua construita va fi de fapt seria alternata:
al—a24+ a3 —aa+ ... = Z(—l)”*lan,

neN
iar daca vom nota cu o, termenul general al sirului sumelor sale partiale

avem conform celor prezentate:
Oon—1 <71 < 02 (1.20)

In baza teoremei lui Leibnitz, deoarece din convergenta seriei E Ty rezulta

neN

lim a, = 0 si lim b, = 0 putem presupune a; > as > ag > ... > a, >
n—oo n—oo

... > 0sgideci 0 = lim o,; trcand la limita in dubla inegalitate (1.20) avem:
n—oo

lim 09,-1 < lim o9, si deci lim o, =7].
n—oo n—odo n—od

Daca seria este absolut convergenta modificarea de insumare a termenilor
in aceasta serie nu modifica suma seriei; cu alte cuvinte proprietatea de comu-
tativitate a termenilor valabila in cazul sumelor finite de numere se extinde si
la serii, Insa nu la serii oarecare ci numai la serii absolut convergente. Vom
mai da urmatorul rezultat:

Teorema 16(Cauchy):

Daca seria Z zn din C, este absolut convergenta atunci orice alta serie

neN
Z Wy, In care termenii provin dintr-o permutare oarecare a termenilor primei
neN
serii, este de asemeni absolut convergenta si Z Zp = Z W, .
neN neN

[ Fie p o permutare a numerelor {1,2,3,...., N} = B, unde N = N(¢) ¢ N

pentru € > 0 cel care asigura absolut convergenta seriei Z zn, (deci pentru

neN
oo
e > 0 exista N = N(e) € N astfel incat Z 2z, < €). Fie ng € N astfel ca
k=N+1

multimea {p(1),p(2),p(3),...,p(ng)} = A sa contina multimea B, deci B C A

(posibil pentru ca p : N — N este bijectiva) si sa notam cu wy = 2,4, k €
oo

N. In aceasta situatie in seria E |wg| intra termeni din seria cu termenii
k=N+1
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o0
|znt1l, [2N42], ... st daca adaugam termenii care lipsesc rezulta: Z lwg| <

k=N+1
00

E |z1;| < oo ceeace Inseamna ca seria este absolut convergenta.
k=N+1

,
Considerand acum r € N, r > ng si s € N s > ng vom avea: | E wj —

Jj=1
s ng 00
E 2| < E |2k E |zn| < € pentru orice r si s (deoarece cele doua serii
k=1 k=N+1  k=N+1

au termeni comuni care vor dispare ramanand numai cei care conduc la suma.

Pentru r,s — oo se obtine Z Wy, = Z Zn].

neN neN
Ne vom ocupa pe scurt de problema posibilitatii adunarii, inmultirii cu un

numar complex si a inmultirii termen cu termen a seriilor de numere complexe.
.. / v . A~
Astfel fie seriile E Zn; E 2y, Zn, 2h € C doud serii convergente avand

neN neN
sumele s, s'.

Prin suma celor doua serii vom intelege seria E Wy, unde w, = z, + 2,

neN
pentru orice n € N,

Prin produsul seriei E zn cu un numar complex a € C, vom intelege seria

neN
g w], cu w), = azy,, pentru orice n € N.
neN
Prin produsul formal al seriilor E Zp, Si g 2!, vom intelege seria E wy
neN neN neN
unde:
wi =0,
" __ /
w2 — ZlZl,
wh = 212, + 22
3 = ~l~2 271,

wy = 2125 + 292 + 2321,
Wi = 212 + 202 + 2325 + 2424,

In legatura cu acestea vom da urmatoarea teorema:

Teorema 17:

a) Seria Z wy, este convergenta si are suma s + s'.
neN

b) Seria Z 2!, este convergentd i are suma as.
neN
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: 2 v
c) Seria E 2z, este convergenta si are suma ss’.

neN
[ a) Fie 0, = w1 + w2 + ... +w, atunci o, = s, + 8}, §1 lim o, = lim s, =
n—oo n—oo
. / Y
lim s), adicd o0 =s+ 5.
n—oo
. / / / / . ! . . ! . Y]
b) Fie s;, = w| +w) + ... +w), atunci s}, = asy, si nlLH;O o, = nlingo oz, adica
o' = as.
: " /" " " " /1 "
c) Fie o] = wi +wli+ ...+ w] sifie s —sp_18),_; = (W +wh +...+w]) —

(zl+22+...+zn_1)(z1+22—|—...—|—zn_1) = (m1 2] + 2125+ 2021 + 2125+ 202+ 232] +
212y + 2oz + 2320 + 22+ F 212, 20z o+ 2no12]) — (212] + 2125 +
vt zzl gttt 2ozl a1 2128+ et 212, )

Pentru a lamurii aceasta evaluare vom considera cazurile particulare n=1,
2,3, 4, 5:

i —sosy =0

ol —s18) = z12] — 212

03" — s9shy = z12] + 2125 + 2221 — (21 + 22) (2] + 25) = 2z22).

o) —S38h = 2121+ 2125+ 2221 + 2125+ 2025+ 2321 — (21 +22+23) (2] +25+25) =
—Z2o2h — Z32h — 2325,

ol —sas) = 212 +z12h+ 202 + 2125+ 202l + 232 + 21 2+ 202+ 232h + 242] —
(214 22+ 23+ 24) (2] + 25 + 25 + 2))) = —202) — 2325 — 232y — 2424 — 242 — Z4%).

Se poate trage concluzia ca:

— Sp_1Sh_1 = —22%), 1 — 2370, _o — Z4%h_g — . — Zn_14h_1 = =S
oo
Am notat prin S = Z zizg-
J>2m—1>jn<it]
o oo [e.e]
Avem |S| = | > 2%2j| < > Zllg < Y Jal) I+
j>2 n—1>jn<i+j §>2,n—1>j,n<i+j n=lci<n—1  J=1
DDREA Z |3l
%qgn—l i=1

Cum Z Zn,s Z 2! sunt absolut convergente putem determina un N =

neN neN
N(e) astfel ca:

€ , €
S bl < 50 3 Il < o
k>4 k>4

si atunci:

N+1

N
\pr—z szz\<Z\2k12|2k\+2\2’k\212k|_8—+
p=1 k=1 %

k=1

€ .
52— = g, ceeace pentru N — oo conduce la egahtatea g w) = ss'. In plus din
S
neN



1.6. CALCULUL NUMERIC AL SUMEI SERIILOR. 33

calculele anterioare se deduce convergenta seriilor Z( Z |2i||27]) si absolut
neN i+j=n
convergenta Z wg .
neN
Aceasta teorema ramane valabila chiar daca numai una din serii este ab-

solut convergenta cealalta fiind doar convergenta, dar nu e valabila in cazul
convergentei neabsolute a celor doua serii.
Aplicatie:
2z = 2", 2/ = 2" ! atunci Z wy= Z nz™ !, pentru 0 < x < 1.
neN neN

1.6 Calculul numeric al sumei seriilor.

Sunt rare cazurile cand se poate calcula exact suma unei serii convergente.

In practica ne vom multumi sa calculam suma unei serii cu o aproximatie
stabilita apriori.

Pentru seriile cu termeni pozitivi vom folosi notatiile:

Sp =21+ T2+ T3+ ... + Tp,

S — 8y = Tpt1 + Tpg2 + ... =Tp,

rn, reprezinta restul seriei si reprezinta in cazul cand seria este convergenta
eroarea comisa inlocuind pe s prin s,,. Daca pentru recunoasterea convergentei
seriei Z T, ne-am putut servi de criteriu raportului a lui D’Alambert, vom

neN
avea.

m;—:l < k <1, pentru n > N(e) si deci:

Tnt1 < kTn, Tnio < kTpe1 < k’x,,,...

de unde rezulta:

Tn=Tni1+ Tnia+ ... < (E+ K2+ )z, = %

Impunnd un € > 0 arbitrar de mic astfel incat r, < e deci lund ff_% =c
vom determina din aceasta ultima relatie n pentru care s, aproximeaza s cu
eroarea €.

Daca pentru stabilirea convergentei seriei Z T, ne-am putut servi de cri-

neN
teriu radacinii, a lui Cauchy, am avea:

Wx, <€ <1sideciz, <" pentrun > N(g) vom avea:

n—+1
Tn = Tng1 + Tpgo + .. <OTL 424 =20

Aceste limitari ale restului ne indica la ce rang n trebuie sa ne oprim in
calcul pentru ca suma s,, sa aproximeze pe s cu o eroare mai mica ca un numar
pozitiv € dat.

Pentru serii semi-convergente vom recomanda o metoda de cregtere mai
rapida a convergentei numita ,, metoda lui Euler”.
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Fie seria Z(—l)”*lzn:xl —Zo+ 23— 24+ T5—Te+ ...+ (=1)" Ly, 4+
neN
convergenta, cu x, > 0 pentru orice n € N, i 1 > 29 > ... >z, > ... > 0
atunci seria:

x1 _ x2—T1 T3—X2 _ T4—T3 T5—T4 _ T6—T5 _1\—1Zn—Tn—1
5 5L 4 g 5 4 g i S e e e

este gi ea convergenta si are suma cat prima.

Dacéa notdm cu ], termenii pozitivi ai seriei obtinute avem:
/ /

. T . T . _
lim =0 (lim ~* =0)sis), —s,=(—1)"2n=l 0
n—oo Iy n—o0 I,

Exemplu:
Serialn2 =1- % + % -1+ % - % +...+ (—1)”*1% + ... este slab convergenta.
Pentru calculul ei cu 3 zecimale exacte sunt necesari 999 termeni ai seriei.

Aplicand transformarea lui Euler, se obtine o serie noua si anume:
1 1 1 1 1 1 1 1
1

1
_1_ 3= 373 -3 | 57 —3 —1n w1 _

n2=3 -2 +352 -4 38 54 65 4 (-] gt 4=
%+i—%+4—10—%+§—...+(—1)"m+... care este mai rapid convergenta
dupa cum se poate usor constata.

IS
oo =




Capitolul 2

Siruri si serii de functii

2.1 Scurta introducere in subiect

Vom avea in vedere unele aspecte ale teoriei seriilor gi girurilor de functii
de o variabila. Acestea apar in diverse situatii teoretice si practice cand o
functie este exprimata ca o limita a unui sir de functii care sunt mai simple
decat functia data. In acest sens vom avea seriile Taylor in care esentiala va
fi notiunea de convergenta uniforma.

2.2 Siruri de functii reale

Fie o submultime A din R gi pentru orice numar natural n fixat functia:

fn: A —R(C)

Sirul (f,(x))nen converge punctual(sau simplu) pe multimea A, C A catre
functia f: A, — R(C) daca:

Pentru orice z € A, avem nlin;o fu(x) = f(x).

Aceasta se mai scrie: f,(z) > f(x)

Sirul (fn(z))nen converge uniform pe o multime B T A, catre functia f
daca:

Pentru orice ¢ > 0 exista N = N(e) € N astfel incat pentru orice n > N (¢)
siorice z € B, |fn(z) — f(2)] < e.

Aceasta se mai scrie: f,(z) = f(x).

Diferenta calitativa intre cele doud notiuni de convergenta va rezulta din
transcrierea definitiei convergentei simple(punctuale).

Astfel girul converge in fiecare punct(simplu) pe multimea A, catre functia
f daca:

Pentru orice x € B i orice € > 0, exista N = N(e,x) astfel incat pentru
orice n > N sa avem: |f,(z) — f(z)| <e.

35
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Asgadar, in cazul convergentei simple rangul NV depinde atat de e cat si de
punctul z, z € A, pe cand in cazul convergentei uniforme pe B(care este o
convergenta globala), rangul N depinde doar de € > 0, fiind acelasi pentru
toate punctele lui B

Fie girul numeric (a,)nen cu a, > 0 pentru orice n € N, unde:

an = sup | fn(z) — f(2)] (2.1)
zeB
Vom da o conditie necesara gi suficienta de convergenta uniforma a unui
sir de functii.
Teorema 1: Fie z € B, f,(z) = f(z) < lim a, = 0.
n—oo

[ Demonstratia rezulta din definitia (2.1) si a definitiei uniform convergentei.
Astfel din din (2.1) rezulta ca pentru orice z € B:

[fu(z) = f2)] < sup [fu(z) = f(2)] = an]

Din definitia uniform convergentei rezulta ca un sir uniform convergent
in fiecare punct al acestei multimi va fi convergent in fiecare punct al acelei
multimi, reciproca nu este adevarata.

Exista giruri de functii convergente in fiecare punct al unei multimi dar
care nu sunt uniform convergente pe acea multime, dupa cum vom vedea In
urmatorul exemplu:

Daca: fn(z) = 1+n2z2, z € [0,1] avem: f,(x) = 9‘*’2;%2 -0
Sa calculam numerele date de: 5 5 )
nT nT
su z)— f(x)] = sup ———=—= = max ———— = —-) =1
S 1) = S = s T = s T = () = 1
deoarece: f!(x) = 2"(1?'1755222_)‘;”3302 = 2(;2:2”; 230)22) si f] se anuleazd pentru

T = % care este punct de maxim in [0, 1] pentru f,(z). Deci girul cu termenul

general a,, are limita 1 nu 0 aga cum ar trebui pentru uniform convergenta.

Convergenta punctuala a unui sir de functii pe o multime este o proprietate
mult prea generala pentru a o aplica in diverse situatii concrete. Convergenta
uniforma este un tip de convergenta mai speciala care are numeroase aplicatii
teoretice si practice.

Modul concret de obtinere a unor informatii privind convergenta unui sir
de functii pe multimea A, este urmatorul:

Se presupune z fixat in A, cand sirul (f,(x))nen va fi un gir numeric caruia
i se afla limita, obtindndu-se (cand parcurge multimea A, functia f. Apoi se
investigheaza (utilizand de exemplu teorema 1) daca exista submultimi ale lui
A, In care convergenta sirului f,, catre f este uniforma.

Teorema 2(Criteriul Cauchy):

fn(z) % f(z), 2 € B daci si numai daca:

(V)e >0(3)N = N(e) e Nad. (V)m >n > Nsaavem: |fp(z)—fn(z)| <e

[ Fie e > 0dat ()N = N(¢)(V)z € B, (V)k > N avem |fi(z) — f(x)| < 5.
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[fm(2) = fu(@)| = |fm(2) = f(2) + f(2) = fu(@)] < |fm(z) = f(2)|+|f(2) -
@) <s5+5=¢

Reciproc fie z € B (fy.())nen este fundamental si | f,,(z) — fm(2)| < § sau
fm(w) - % < fn(m) < fm(x) - % Pentru n — oo avem: fm(‘r) - % < f(x) <
Jm(z) = §. Deci |fm(x) — f(2)] < § < e (V)m > N unde N depinde doar de
el.

2.3 Proprietati ale sirurilor de functii uniform con-
vergente

Proprietatea 1:

Un sir uniform convergent de functii continue are ca limita o functie con-
tinua.

[ Fie (fn(2))nen un sir de functii definite pe [a,b] C R, a < b cu valori in R
, lar fiecare f,, continua, sirul (f,(x))nen uniform convergent la f. Pentru orice
doua puncte z, g € [a,b] putem scrie: |f(x)— f(zo)| = |f(x) — fu(z)+ fr(z) —
Fu0) + Ful0) — F(@0)| < L) — F @)+ fa(2)— o)l + | (20) — F 0)]| <
3e, pentru |z — xg| < d(g,x0) deoarece |fn(z) — f(x)| < &, pentru n > N (¢)
si pentru orice = € [a,b], deci si | fn(z0) — f(z0)| < € iar |fn(xo) — fu(z)| < €
pentrun > N(e) si |[x—xo| < d(e,2z0). Aceasta arata ca functia f este continud
in xop].

Proprietatea 2:

Fie sirul (f,(z))nen convergent la f(z) pentru orice = € [a,b] si sirul con-

struit din derivate (f) (x))pen uniform convergent la g(x). In aceste conditii
g(x) = f'(x) sau lim f (z) = f'().

[ Trebuie s demonstram, mai intai, ca f este derivabila in (a,b). Fie

xo € (a,b):
|fF (x0) — g(zo)| pentru |z — x| < n(zo,e). Vom arata ca: ]4]6(&2:5:(()“) —

%ﬁ,}(m)’ < ¢. Pentru aceasta consideram inegalitatea:

‘(fn—‘—p(-r)*fn-&-p(;Cg);;(fn(x)+fn(x0))‘ < |f7/L+p(C) — (),

pentru n > n(e) si pentru p € N (s-a aplicat criteriul general Cauchy de
convergenta uniforma pentru sirul (f},(z))nen, |zo —¢| < |z —¢| Cand p — oo,
cum (f,(z))nen este convergent obttnem:

‘f(x;:ic(()zo) - f"(xiiﬁg(xo)l < g, pentru n > n(e)
Din derivabilitatea func tiilor din sir rezulta ca:
\%‘g(m — f1(x0)] < &, pentru |z — 20| < p(e, zo)].
Proprietatea 3:

Fie (fn(x))nen un sir de functii uniform convergent la f(x), f,(x) continue
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e [a,b]. In aceste conditii sirul de functii (gn(2))nen, gn(z / fn(t)
converge uniform la / ' f(t)dt
[ Pentru demonstratie vom pune in evidenta inegalitatea: |g,(x / ft)dt| <
|/ (fn(t) — f(t)dt] < / |fn — f(t)|dt < e|lx — a| < €|b— al, pentru orice

x € [a,b] si pentru n > n(e

2.4 Serii de functii.

Considersm sirul de functii (f,,(2))nen, fn : A — R(C), (V)n € N. In mod

asemanator constructiei seriilor numerice vom costrui seria de functii luand:

Ni(@) + fao(z) = . + fulz an = fal2) (2.2)

neN

Se formeaza, la fel ca la girurile numerice, siruul sumelor partiale: (s, (z))nen,

sp(z) = fi(z) + fa(®) + ... + ful).

Se noteaza cu A, C A multimea punctelor din A in care seria (2.2) este

convergentd adicd pentru un zp fixat iIn A seria numerica Z fn(xo), este
n=1
convergenta adica srul (s,(z))nen este convergent.
Seria de functii (2.2) este uniform convergenta pe multimea B € A, daca
sp(x) = s(z) iar s(z) va fi suma seriei (2.2).

Exemple:
oo

1° Daca fp(z) = 2",z € R,Zx" va fi convergenta daca |r| < 1 deci

n=0
Ac=(-1,1) far s(z) = 1.
oo
Zw" este uniform convergenta daca z € B, = [—a,a] cu a € (0,1).
n=0
aceasta pentru ca sirul cu termenul general a, = sup |[s,(x) — s(z)| =
—a<z<a
|x|n+1 s
sup |zt 42" T2 4 | = sup < —0
—a<z<a —a<a<a |1 — | l-a

20 fn(x) = (1_5752),”17 & R

i x? 9 1 _ 1+22% daci x #0
(

v 7 i _
01+x)" 1—1+7 O,dacax—O

Sa calculam acum termenul general al girului (ay)neN
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2
su(2) = s(2) = graper (1 + 1+1m2 - (1+22)2 +...) = m, rezulta a,, =

sup [sp(x) — s(z)| =sup ——= =
x€R| n(2) (@)l zeR (1 +22)"

Prin urmare sirul (a,)nen nu tinde la 0 si seria respectiva nu este uni-
form convergenta. Seria este uniform convergenta pe orice interval ce nu
contine originea. Evaluarea lui a,, sa facut pe baza faptului ca m este
descrescatoare.

3° fo(z) = (—1)"‘1ﬁ este uniform convergent pe R dar nu este absolut
convergent pe R.

Agadar intre convergenta absolutd si uniform convergentd nu exista o
relatie de implicare.

Cu ajutorul criteriilor de convergenta de la seriile numerice putem obtine
criterii de convergentd uniforma pentru serii de functii. Astfel avem:

I° Criteriul lui Cauchy:

Seria de functii Z fn(x) este uniform convergenta pe multimea B T A
neN

daca:

(V)e>0(3F)N =N(e)a. i. (V)n,meNn>m>N |fpr1(x)+ fnsa(z)+
ot o) <e.

[ Demonstratia rezulta din teorema 2, pentru ca sy, () —sp(z) = fm+1(x)+
fm+2($) ot fn('r)J

II°Criteriul lui Weierstrass:

Daca |fn(z)| < May,, pentru orice n > ng, M > 0, (V)x € B, iar seria
numerica Z ay, este convergenta atunci seria de functii Z fn(z) este uniform

neN neN
convergenta pe multimea B.

[ Demonstratia rezulta din I°].

Proprietatile seriilor de functii uniform convergente sunt date de:
Teorema 3:

i) Continuitatea sumei. Daca f,(x) sunt continue pe A C R iar seria

E fn(x) este uniform convergenta pe multimea B, atunci suma seriei s(z) va

neN
fi continua pe B.

ii) Integrarea termen cu termen. Daca se verifica ipotezele de la punctul
i) pe intervalul [a,b] C B atunci simbolurile [ si ) sunt permutabile adica:

b o© 0 b
/ (3 fula)de =3 / fu(2)da) (2.3)
a p=1 n=1 "9

iii)_Derivarea termen cu termen. Daca functiile f,, : [a,b] — R,n € N
oo

verifica ipotezele: 1) (3)xo € [a, b] pentru care seria numerica Z fn(zo) con-

n=1



40 CAPITOLUL 2. SIRURI SI SERII DE FUNCTII

verge si are suma sp = s(xp).
2) fn(x) are derivata continud in [a, b](V)n € N.
oo

3) Seria derivatelor Z /7 (x) este uniform convergenta pe [a, b], atunci seria

n=1
Z fn(z) este uniform convergenta pe [a, b] iar suma ei s(z) este derivabila pe

(a b) iar derivata ei §'(z) fiilnd continua pe [a,b] si este valabila egalitatea:
d oo o0 d
3 i 2.4
) =3 0 (2.4

(deci operatiile % si ) sunt permutabile).
[ Justificarea se face tinand cont de cele trei proprietati ale girurilor uniform
convergente, care se vor aplica girurilor sumelor partiale |.

2.5 Serii de puteri.

Prin serie de puteri centrata in zg € C se intelege o serie de forma:

a0+ a1 (z —20) +as(z — 20)2 + ... + an(z — 20)" + .50, Zan z2—20)" (2.5)
neN

in care numerele o, € C sunt numite coeficientii seriei iar z,zg € C. In cazul
o, = ap € R, iar z,zg € R. vom avea:

ap+ a1 (x —x0) +az(x —x0)? + ...+ an(x —10)" + ...50u, Zanx x0)" (2.6)
neN

care se numeste serie de puteri reala.

Daca 1n seria de puteri se da o valoare lui z se obtine o serie numerica si
deci trebuieste rezolvata problema convergentei. Este evident ca pentru anu-
mite valori ale lui z seria (2.5) este convergenta, iar pentru altele divergenta.
Problema fundamentala din teoria seriilor de puteri este aceea de a deter-
mina multimea punctelor z din C pentru care seria (2.5) este convergenta
sau divergenta. In orice caz pentru z = zp se obtine Intodeauna suma egala
cu ap si deci multimea punctelor de convergenta a seriei de puteri (2.5) nu
este vida. Notand cu D € C multimea punctelor de convergenta pentru seria
(2.5), deoarece pentru orice z € D seria (2.5) este convergenta se determina
un numar complex(suma seriei (2.1)) va rezulta ca aceasta serie va defini o
functie s : D — C cu s(z) = Z an(z —20)"

neN
Vom da urmatoarea teoremas:



2.5. SERII DE PUTERI. 41

Teorema 4: Daci se defineste R € R, = R U {oo} prin:
R =0, daca sirul ({/|an|)nen este nemarginit
_ 1 < 1 " )
= T VRl daca limsup {/|ay,| # 0 (practic este > 0)

R = 400, daca limsup {/|a,| =0

atunci seria de puteri(2.5) converge pentru orice z ce verifica |z — zg| < R
si diverge pentru orice z astfel incat |z — 29| > R

[ Fie z # 2z fixat, atunci {/|an(z — 20)"| = |z — 20| /| an|-

Daca girul ({/|an|)nen este nemarginit, va rezulta limsup |z — zo| {/|ay| =
oo gi seria de puteri va fi divergenta.

Deoarece lim sup |z—zg| {/|an| = [z—20| lim sup {/|ay,|, pentru |z—zp| lim sup {/|ay,| <
1, adica pentru |z — 29| < ——1—— = R, seria de puteri(2.5) va fi absolut

lim sup W

convergenta, conform cu criteriul radacinii iar pentru |z — zp| > R seria este
divergenta conform aceluiasi criteriu.

Daca limsup {/|ay,| = 0, avem |z — 2| limsup {/|a,| = 0 < 1 pentru orice
z € C, adica seria de puteri este absolut convergenta in C]|.

Numarul real R # 0 pus in evidenta de teorema 4 adica:

R =% (cu £ =limsup {/|ay|), se numeste raza de convergenta a seriei de
puteri (2.5).

Semnificatia geometrica a teoremei 4 este urméatoarea: |z—zg| = R reprezinta
cercul cu centrul in punctul 2y si de raza R.

Acest cerc imparte planul complex in dous. In interiorul cercului |z — 20| <
R, deci in discul de raza R, seria(2.5) este absolut convergenta iar in exteriorul
cercului |z — zo| > R seria este divergenta. Pentru punctele z situate pe cercul
|z — 20| = R teorema 4 nu face nici o precizare.

Cu exemplele urmétoare vom vedea ca pe cercul in discutie putem avea fie
convergenta fie divergenta intr-un punct sau chiar in toate punctele circumferintei.

Exemple:

1° Fie seria 14 2(z — 20) + 3(z — 20)* + ... + n(z — 20)" + ... Aceasta are
R = W = 1 si deci este absolut convergenta in |z — zp| < 1 si este
divergenta in |z — zo| > 1.

Cand |z — 29| = 1, de exemplu pentru z — zp = 1 vom avea: 1+2+3+...+
n—+...,deci, seria este divergenta, iar pentru z—zyp = —1 vom avea: 1 —2+3—...
seria este divergenta.

2° 14+ 580 + e=20)” ZO) 4o 4 ZO) + ... are la fel R = 1, iar pentru
|z — 29| = 1 adlca pentru z—zZy = cosgo +isinp ¢ € R, seria se transforma
in: 1+cosgo+C052<p+ +cosngo+ +1(Sln<p_|_sm2g0+ +51nngo_|_ )§l deci
o serie convergenta (fiecare componenta a seriei este o serle reala convergenta
jusrificata cu criteriu comparatiei (|“=5%| < Slnmp| < ).

In cazul seriilor reale (2.6) discul |z — z| < R se mlocmegte cu intervalul
centrat (xg — R, zp + R) putandu-se adauga de la caz la caz punctele xg — R,

s |
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xo + R.
3° Pentru seria: 15 2 +i5 332 Ly

("’?213) +.. —l-((;n li) +...¢ =limsup ¢ 7(271711).271 =

L. Prin urmare R = 2, deci in intervalul |z — 1| < 2 seria este absolut conver-
genta adica pentru —2 <z —1<2sau —1 <z < 3

Pentru x = —1, vom avea seria numerica: % — a5 + 5 5+t ((2n )" )2 +..
este convergenta(serie Leibnitz).

Pentru z = 3, vom avea seria numerica: ﬁ+3%+%+"'+m+"" care
este divergenti(serie ce poate fi comparabila la limita cu seria 14 % +...+ % +...)

Desi teorema 4 rezolva aproape definitiv problemele legate de multimea
punctelor de convergenta nu este prea comoda in aplicatii, in determinarea
efectiva a razei de convergenta, deoarece gasirea limitei superioare este uneori
dificila. Uneori R poate fi determinat prin intermediul altor formule. Una
dintre acestea se obtine aplicand criteriul raportului. Avem astfel:

Teorema 5:

Daca a,, # 0, atunci:

R =0, daca girul (|*2+1),cny este neméarginit.

R = limsup |“2+L|, dacy sirul (| =55 |)nen are limita superioard # 0.

R = o0, daca §1rul (|%2£L ) pen are limita superioara = 0.

[ Justificarea acestei teoreme se face aplicand criteriul raportului de la serii
considerand termenul general u, = a,(z — 29)"].

Odata cu seriile de puteri pozitive pot fi considerate si serile cu puteri
negative ale lui (z — zp) adica serii de forma:

B B2 Bn _ -1 L \-n
z—Zo+(Z—Zo) i +m+"'_ﬂ1(2 20)" + -+ Bn(z—20) (+)
2.7

in care G, € C, 2y € C sunt fixate.
Daca notam cu t = ﬁ seria (2.7) se transforma in: (it + Bot? + ... +
Ont™ + ... si acestei serii 1i aplicAm teorema 4 sau teorema 5 gasind un R =

L L i daca:
lim sup T{/W_n\ hmsup|5"+1\ 5
a® limsup {/|4"| = limsup \%] = 0o deci R = 0 seria (2.7) va converge
doar pentru t = 0 ceeace antreneaza convergenta seriei pentru orice z € C —
{z0} b°limsup {/|4"| = lim sup ]%] € R seria (2.7) este absolut convergenta
pentru |t| < R si divergenta pentru |¢| > R si deci seria (2.7) este convergenta

pentru |z — zo| > £ si divergentd pentru |z — 20| < % ¢®limsup {/]3"] =

lim sup ]%] = 0, seria (2.7) este absolut convergentd pentru orice ¢ € C si
seria(2.7) diverge pentru orice z € C. Prin urmare, multimea punctelor de
convergenta a seriei (2.7) nu este interiorul unui cerc ci exteriorul unui cerc

(|z— 20| = r), unde r = limsup {/|F"| = lim sup ]ﬁg“ | convenind sa intelegem
n

prin exteriorul unui cerc de raza nula cu centru in zp toate punctele(numerele)

complexe exceptand z = zg, iar exteriorul cercului de raza oo va fi z = oo.
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In acest mod poate fi studiat si multimea de convergenta a seriilor de
forma:

oA B (2=20) " A Bo(2—20) 24P (2—20) MHagtar (z—20)F. A (2—20)"..,
(2.8)
care poarta numele de serie Laurent.

Pentru aceasta se calculeaza r = limsup {/|0"|, R = si daca

1
lim sup W
r < R multimea punctelor de convergenta a seriei (2.8) va fi inelul circular
r < |z — 2| <R.
Daca r > R nu avem n planul complex puncte n care seria (2.8) sa fie
convergenta decat in cel mult unele puncte ale cercurilor |z — 29| =7 =R

2.6 Operatii cu serii de puteri.

Fie s1(2) = Zan(z — 20)", sa2(z) = an(z — z0)", cu Ry, Ry razele de
neN neN
convergenta respective, atunci putem forma seriile:

s1(2) + s2(2) = Z(an +by)(z — 20)" cu R =min{R1, R2}

neN
As1(z) = Z(Aan)(z —zp)" cu R=Ry
neN
s1(2)s2(z) = Z cn(z — 20)" cu R =min{R1, Ra},
neN

unde cg = ag - by, ¢c1 = ag - b1 + ay - by, ca = agb2 + a1by + aszby, ...
z;—gig = Zdn(z —20)" cu R = min{R1, R}, doy,dy,da,...,dy, ... deter-
neN
minandu-se cu metoda coeficientilor nedeterminati, astfel :

din ag = by - dg rezulta dy

din a; = by - d1 + by - dg rezulta d; (pentru ca dy a fost determinat mai sus)

din ag = by - da + b1 - di + by - dy rezulta do(pentru ca dy si dp au fost
determinati anterior si asa mai departe.

Justificarea acestor relatii bazandu-se pe teoria seriilor numerice.

2.7 Seriile de puteri si functiile elementare.

2.7.1 Functia exponentiala.
Notata prin exp este definita cu ajutorul seriei de puteri

2 P

exp(z) :1+%+%+...+m+.... (2.9)
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Deoarece oy, = 2 # 0 rezultd \ﬁ\ =n+ 1 deci R = co. Asadar avem:
exp:C—C
Proprietatea de baza a functiei exp este exprimata prin egalitatea:

exp(z1 + 22) = exp(z1)exp(z2) (2.10)

Inmultind seria de puteri exp(z1) cu seria de puteri exp(z2) si ordonand con-
venabil termenii (datorita convergentei absolute a seriilor in cauza, orice or-
donare a termenilor produsului este posibilé) gasim: e:cp(zl)exp(ZQ) = (1 +
BB a4 )0+ B+ S 4+ ) = 1Ay et
+32122+32122+z2 +o+ 2] +zy +22 — exp(zl + 22)‘
Din deﬁmt1a (2.9) si egahtatea (2.10) se pot deduce toate proprietatile
functiei exponentiale, cunoscute din liceu. Astfel:

exp(0) = 1, care rezulta din (2.9) pentru z=0.

exp(z) # 0.

[ Din (2.9)si (2.10), presupunéand ca (3)z; € C astfel incat exp(z1) = 0,
atunci fie zg = z — z1,exp(z1 + 22) = exp(z) = exp(z1)exp(z — z2) = 0 deci
rezulta ca exp(z) = 0 pentru orice z € C absurd pentru ca pentru z = 0
exp(0) = 1 deci nu exista z; € C astfel ca exp(z1) = 0].

emp(—z) = ex;(z) , (V)z € C, care rezulta din exp(0) = exp(z — z) = exp(z) -
exp(—2) =

e:L‘p(nz) (exp(z))™, (V)z € Cn € N Se obtine din egalitatea exp(z1 + 22 +
ot zn) = ea:p(zl) exp(zQ) e exp(zp).

exp(;-z) = ¥/ (expz)™, (V) z€ C,n e N, m e N—{1,0}

Daca se considera z = x € R atunci functia reala exp(z) va fi definita in
acelagi mod.

2 "

|+—+ S (2.11)

exp(x) =1+ o1

1!

si deoarece R = oo atunci exp : R — R.

Proprietatiile prezentate mai sus raman valabile dar apar unele supli-
mentare, in cazul exponentialei cu variabila reala, si anume:

exp(zr) > 0,z € R, intr-adevar dacd x > 0 avem exp(zr) = 1+ A cu
A=H+5+..+ %: + ... §i cum seria ce defineste pe A are termeni pozitivi
rezultd expr > 1. Daca am avea x; € R astfel ca exp(zr) < 0 evident z1 < 0
deci —z1 > 0iar exp(—x1) > 1 si deci expx > 1 ceea ce contrazice inegalitatea
exp(x1) < 0 si totodatd arata ca exp(xry) < 1 dacd z1 < 0 avem deci: 0 <
exp(xr) <1, daca x < 0si exp(r) =1, daca =0

exp(r1) < exp(xz), dacd x1 < w9 intr-adevar din zo — x1 > 0 rezulta
exp(xg —x1) > 1 i deci exp(x2) = exp(xe — x1 + 1) = exp(xe — x1)exp(xy) >
exp(r).
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exp(z) = e*, x € R deoarece, din definitie exp(1) = 1—1—%—}—%—1—...—}—%—1—... =
e si se deduce apoi ca exp(z) = exp(l-z) = (exp(1))* = e*, (V)z € R. Se
poate arata ca avem exp(z) = e* pentru orice z € C, cu ajutorul sirurilor.

2.7.2 Functiile trigonometrice.

Vom defini functiile cos gi sin in modul urmator:

22 254 " ZZTL
cos(z) =1— ot T (—1) o) + ... (2.12)
> 23 Z5 ZQn-‘rl
n(z) =2 -2 42 () 2.13
@) =g gt e T g (2.13)

Cum ambele serii au raza de convergenta R = oo, functiile cos si sin sunt
definite pentru orice z € C.

Proprietatiile acestor functii se deduc cu usurinta din formulele care fac
legatura dintre acestea si functia exponentiala. Avem astfel:

67,2 _"_ 6—7,2

. (2.14)

cos(z) = %[exp(iz) + exp(—iz)] =

fexp(iz) — exp(—iz)] = &<~ (2.15)

sin(z) = 5 57

1
Aceasta se jusrifica usor deoarece:
. . 2 .53 4
exp(iz) = 1 +if — 5 —ig + 3 + ..
exp(—iz) = 1 —if; — ;—? + zg—f + % + ..., O alta egalitate importanta n

calcule este: Formula lui Euler
exp(iz) = cosz +isin z (2.16)

care se poate obtine si direct din (2.9) si din definitiile (2.12 2.13). Din
aceste rezultate se deduc usor proprietiti ale functiilor sin si cos.

De exemplu din definitiilefunctiilor sin si cos rezulta:

cos(0) = 1, sin(0) = 0, cos(—z) = cos z, sin(—z) = —sin z,

iar din (2.14) si (2.15) se deduce: Formula fundamentald a trigonometriei

cos’z+sin?z=1,(V)z € C (2.17)

precum si identitatile:
cos(z1 + z2) = coS 2] €OS 23 — sin 21 sin 29 (2.18)
sin(z1 + 2z2) = sinzicosza — cosz1sinze (2.19)

care se justifica simplu pornind de la termenul din dreapta.
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Cu ajutorul functiilor sin gi cos se pot defini si celelalte functii trigonomet-
rice

fom o — sin z _ .eXp(z’.z) — exp(—z'.z) (2.20)
cosz ilexp(iz) + exp(—iz)]
1
cotz = (2.21)
tan z
1
secz = (2.22)
Cos 2
1
csCz = — (2.23)
sin z

din care se obtin toate proprietatile cunoscute in real din scoala.

Vom completa de asemeni proprietatile functiei exponentiale cu nca unele
obtinute prin intermediul functilor sin si cos. Vom avea :

l€%] = Jexp(z)| = [e”"] = |e”||e’| = e” = exp(Rez)

arg(e®) = Im(z) = 2km, k € Z

deoarece din (2.16) rezultd: exp(z) = €* = W = e%e¥ = e%[cos(y) +
isin(y)] si in plus folosind proprietatea de periodicitate cu perioada 27 a
functiilor trigonometrice rezolta periodicitatea functiei exp cu perioada 273

exp(z + 2m) = exp(z) (2.24)

deoarece exp(z + 2m) = explx + i(y + 2m)| = e®[cos(y + 27) + isin(y + 27)] =
e®(cosy + isiny) = expz. Din aceasta proprietate rezulta ca functia exp(z)
nu este injectiva in C (exp(z1) = exp(z2) = 21 = 29 + 2k7i, k € Z).

2.7.3 Functia logaritm natural.
Se definegte ca aplicatie inversa a functiei exponentiale; Asadar:
expz=w—=—z=Inw,z,weC (2.25)

Deoarece existenta functiei inverse este obligatorie (in cadrul in care ne plasam)
bijectivitatea functiei directe, este evident ca deoarece exp nu este injectiva
definitia functiei In va comporta unele dificultati (ce vor fi eliminate n cadrul,
cursului special de matematica, capitolul functii complexe).

Daca ne situam in R aceste dificultati dispar, deoarece exp : R — R — {0};

X n
x

exp(z) = 1+ g o este bijectiva §i vom nota prin In : R — {0} — R,
n=1

L'si exp = In~!; cu alte cuvinte:

In =exp~
e=y=>r=Iny,y>0,xeR (2.26)

Proprietatile functiei In se cunosc din liceu si pot fi deduse din proprietatile
functiei exp.
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2.7.4 Functiile a” si 2.
Functiile a® gi 2 se definesc cu ajutorul functiilor exp si In astfel:
a® = exp(zlna) = e*™% a > 0,a # 1 (2.27)
2% = exp(alnz) =M% 2 > 0 (2.28)

2.7.5 Functiile hiperbolice.

Functiile hiperbolice se mai noteaza sinh gi cosh se definesc cu ajutorul
urmatoarelor serii de puteri:

22 Z4 22n
cosh z = 1+§+E'”+ an)! + (2.29)
z 2'3 25 Z2n+1
inhz=—+—+4+—...+ —— +.... 2.30
B TR R TR O DT (2:30)

pentru care avem R = oo; agadar cosh, sinh : C — C si se verifica relatiile

cosh z + sinh z = exp(z) = €* (2.31)
coshz —sinhz = exp(—z) = e * (2.32)
care conduc la:
1 z —z
cosh z = §[exp(z) +exp(—2)] = % (2.33)
1 z_ =z
sinhz = Q[exp(z) —exp(—z2)] = % (2.34)

I nlocuind z prin iz si tinind cont de formula Euler rezulti: cosh(iz) =
cos(z) si sinh(iz) = isin(z), cosh(0) = 1, sinh(0) = 0, cosh(—z) = cosh(z),
sinh(—z) = —sinh(2),

cosh?z —sinh? z = 1, (V)z € C (2.35)

numita formula fundamentala a functiilor hiperbolice.
2.8 Serii de puteri centrate in origine cu coeficienti
reali.

Acestea sunt de forma:

o0
Z anz" (2.36)
n=0
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Pentru seriile reale de puteri, multimea de convergenta are o forma speciala,
este intotdeauna un interval. Pentru a justifica aceasta afirmatie sa consideram

o
seria g lanx™| si sd studiem pentru ea convergenta punctuala. Aplicand
n=0

criteriul raportului avem:
n+1
li an 12" = |z| lim [ 1] de unde rezulta:
n—oo  |anz"| n—oo |ap|
a) daca |z| < ! seria este convergenta.
].‘ ‘an+1|
im ——

n—oo |ap|

b) daca |z| > seria este divergenta.

1- |an+1|
n—oo |ay,|

c¢) pentru |x| = | seria poate fi convergenta sau divergenta.

Notnd p = rezultd ca pentru z € (—p,p) seria este absolut

. an+1
lim M
n—oo |ap,|
convergenta. p se numeste raza de convergenta. Ramane sa aratam ca in afara
intervalului (-7, 7) seria este divergenta. Avem astfel:

Teorema 6 (Abel):

[ee]

Pentru seria de puteri Z apx", exista un numar p > 0 astfel incat:

n=0

a) pentru |zr| < p seria este absolut convergentd b) pentru |x| > p seria
este divergenta.

[ Observam ca: x = 0 este un punct in care seria este convergenta. Pre-
supunem ca exista gi un alt punct xg # 0 in care seria este deasemenea con-
vergenta. Vom arata ca pentru orice x € (—|xo|, |xo|) seria este convergenta.
Putem scrie:

|ana"| = lanzg 51" < M|z

si deoarece |-| < 1, seria cu termenul general |;=|" este seria geomet-
rica convergenta deci seria este convergenta pentru orice x € (—|zgl, |zo|) din

primul criteriu de comparatie.
o0

| n

Notam p = max|z|, seria E anx" este convergenta iar p se numeste raza
n=0

de convergenta si s-a aratat mai sus modul de determinare, p = ﬁ.
. +1
lim =22t

oo
) v, v v v . / . v T
Sa ardtam cd dacd |2'| > p seria E a,x" este divergenta. In acest caz z’ > p
n=0
sau ' < —p. Presupunem, ca =’ > p > 0 i rationdm prin reducere la absurd.
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Daca seria Z anx™ ar fi convergentd ar rezulta ci ea este convergenta pentru
n=0
orice z € (p, ') ceea ce nu este posibil deoarece p este de valoarea minima a
lui , pentru care seria este convergenta .
Exernple
n2 2n+1
Serla —m are raza de convergenta datade p = lim ————= =
2, deci seria este absolut convergenta in intervalul (—2,2) si divergentd in
(—00, —2) U (2,400). Pentru z = —2 si x = 2 studiem separat seriile lim n?
n—oo
si lim (—1)"n? care sunt divergente.
n—oo
AA=1.A—n+1
2°) Seria lim X it +1)|

p=1

Vom evidentia proprietatile seriilor de puteri reale centrate in origine.

, A € R are raza de convergenta

Proprietatea 1: In orice interval [a,b]?(—p, p) seria este uniform conver-
genta. (p este raza de convergenta).
o0

Proprietatea 2: Seria E anx" are aceeagi raza de convergenta cu seria

n=0
o0
derivatelor Z na, "~
n=1
o0
Proprietatea 3: Daca s(x) = Zanm”, x € (—p,p), atunci s(x) este o
n=0

functie continua si:

[ stnar=>" —Z“” " pentru [o,b] C (~p.p)
x0

n=0

Proprietatea 4: Daca s(z) = Z anx™, x € (—p, p) atunci §'(z) = Z anz™ !

o o0

Proprietatea 5: Fie Zana:" = f(z), z € (—p1,p1) s anw” = g(x),
n=0 =

€ (— pg,pg) atunci'

Z anz"” + Z bn™) ) £ g(x), z € (—p, p), p=min(py, pa)

o
b) Fie o € R atunci a(z apz") = Z(aan)az”
n=0 n=0
o0 o oo
(Z anx") - (Z bpz™) = Z cpx™, unde ¢, = agby +a1by_1 + ... +apby,

= = n=0
far z € (—p,p), p=min(p1, p2).
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o
Zanx" 00
d =0 = Zdnm", unde coeficientii dp,n € N se determina din
S
n=0

o o
conditia: g dpz™) g bpx™) g apx” lar seriag d,x" este convergentd

in intrvalul (0 r,r) C ( ,p) N {x\g( ) # 0}.

Justificarea acestor proprleta‘gl se face cu ajutorul proprietatilor seriilor de
functii.

Vom aplica aceste proprietati pentru a obtine serii de puteri speciale pre-
cum si sumele lor.

Astfel, de exemplu, seria de puteri cu proprietatea ca suma ei coincide cu
suma seriei derivate gi s(0) = 1.

oo

Fie Z anz" = agtarr+...+a,x"+...,x € (—p, p). Aplicdm proprietatea
4 51 obt?ngm :

ap + a1z + ... + apx™ + ... = a1 + 2a2x + ... + napz™ + ..., x € (—p,p).
Identificnd cele doua serii care au sumele egale cu s(x) obtinem: na, = a,_1,
n = 1,2,3,... inmultind membru cu membru relatiile de mai sus obtinem:
an = 2. Prin urmare s(z) = e”

Prin acelasi procedeu obtinem: In(1+ z) = x — %%3 — e (mD)nIE 4
€ <_17 1)
. 2n
sinw = — 5+ & — . (-1 1(5n+ﬁy e @ € (—00, +00)
2 4
cosr=1—5 + % — ...+ (=1)"" 1(23 IR (—oo,—|—oo)
Pentru functia (1 + $)>‘,:L“ > —1,A € R, cautam deasemenea o serie de
o
puteri Z a,z" a cirei suma este (14 z)*. Putem scrie: (1 + ) Z anz"
n=0

o
si de asemenea (1 + )M = Znanx”_l Egaland expresiile lui (1 + z)*

obtinem:

/\(Z anz") = (z + 1)(2 napz™ ")
n=0 n=0

de unde, prin identificare: a, = w

Se obtine astfel:

Z AA=1)..A=n+1) ,

‘ ") = (1 + z)* pentru z € (—1,1) (raza de
n!

n=0
convergenta a seriei este p = 1 gi se obtine prin aplicarea formulei de cal-

cul).
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Alte exemple:

e®

Seria de puteri a functiei f(x) = Winwe este data de produsul seriilor:

. SV g\ =1 > 2n -1 5,
e :ZH si(142°)2 :1—1-27(2“)” x
n=0 n=1
Obtinem
o [e.9]
1 1 2n— DI, 1
=1 I Al P S
/(@) +;((2n)! MTE TR o T +§<(2n T
22n—1)! 1! (2n)!
Un caz particular important de serii de puteri il constituie seriile Taylor de
> () (o
forma: / ‘( )a:", care vor fi expuse in capitolul ce trateaza diferentiabilitatea
n!
n=0
functiilor.

2.9 Convergenta in medie.

Anterior au fost definite doua tipuri de convergenta pentru sirurile(seriile)
de functii (fn(z))pen cu f : A € R — R gi anume convergenta punc-
tuala(simpla) care este foarte generala si convergenta uniforma care nsa este
uneori prea restrictivd. Un alt tip de convergenta pentru girurile(seriile) de
functii 1l constituie convergenta in medie care este intermediara fata de cele
doua notiuni de convergenta amintite anterior (intermediara in sensul ca orice
sir(serie) uniform convergent(a) este in acelasi timp convergent(a) In me-
die, reciproca nefiind adevarata. Mai precis, considernd multimea R([a,b])
a functiilor integrabile Riemann pe [a,b] cu a < b,a,b € R, sirul de functii
(fn(z))nen din R([a, b]) va converge in medie catre f € R([a, b]) daca:

(V)e > 0(3)N = N(e) € Nai. (V)n > N siavem: [*(fo(z)—f(z))%dz < e.

Vom evidentia doua proprietati:

Proprietatea 1: Un sir sau o serie de functii din R([a, b]) uniform convergent
pe [a,b] va fi convergent si in medie pe [a, b].

[ Intr-adevir aceasta rezulti din inegalitatea:

b
/(h@ﬂ—f@»%x< sup (fula) — F())%(b— a)).

z€[a,b]
Proprietatea 2: Orice sir(serie) convergent(a) in medie pe [a, b] va putea
fi integrat(a) termen cu termen pe [a, b](chiar dupa inmultirea cu o functie din
R((a, B)).

[ Considernd inegalitatea Buniacovski-Schwartz:

b b b
dﬂW@Mk/ﬂmmffmm (2.37)
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pentru orice f,g din R([a,b]), si inlocuind f cu f, — f sirul (fn(2))nen din
R(]a,b]) converge n medie catre f € R([a,b]) rezulta imediat:
b b b ..
() fa(@)g(@)da— [, f(2)g(x)dw)? < 2 [} g?(x)dx, deci sivul ([} fo(@)g(x)dw)ner
din R este convergent si are limita f; f(z)g(z)dz in R].
Acest rezultat este important pentru ca, in ipoteza ca seria de functii de
forma:

o0
ap + Z(an cos(nx) + by, sin(nz)), (2.38)
n=1
este convergenta in medie catre o functie f € R([—m, 7]) atunci in mod obliga-

toriu coeficientii (an)nen, (bn)nen sunt determinati cu ajutorul formulelorlui
Fourier:

1 [ 1 (7 1 (7
ap = — f(z)dz,a, = — f(z) cos(nz)dz, b, = — f(x)sin(nz)dz.
27 J_, v ) T )
(2.39)
Justificarea acestor afirmatii se realizeaza usor integrand termen cu termen
egalitatea: f(z) = ap + Doy (ancos(nz) + bpsin(nz)), dupa inmultire cu

functia cos(ma) (pentru coeficientii a,,) sau cu functia sin(maz) (pentru coeficientii
b,) si folosind egalitatile:
™ ™ ™
/ cos(nz)cos(mz)dr = / sin(nx)sin(maz)dr = / sin(nx)cos(mz)dz = 0,
B B (2.40)
pentru orice m,n € N | m # n(ultima egalitate si pentru n = m), si

/ cos®(nx)da :/ sin?(nx)de = (2.41)

Toate acestea se obtin folosind identitatile din trigonometrie:
2 cos(a) cos(b)

2sin(a)sin(b)
2sin(a) cos(b) = sin(a + b) + sin(a — b)

cos(a + b) + cos(a — b)

cos(a — b) — cos(a + b)

Pentru o functie f, marginita, periodica si monotona pe portiuni vom numi
serie Fourier o serie de functii de forma:

ap + Z(ak cos(kwx) + by sin(kwx)). (2.42)
k=1

Observam ca:

2
cos(kwx) = cos k(wz + 2m) = cos kw(x + —W)
w
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2
sin(kwz) = sin k(wx + 27) = sin kw(z + —TF)
w
ceea ce arata ca cos(kwr) si sin(kwz) sunt functii periodice de perioada T' = =T
Proprietati ale functiilor cos(kwx) si sin(kwzx) :

T v
_ 0, daca k # /¢
/0 cos(kwx) cos(fwz)dx = { T dack k = ¢,

T v
. . _ 0, daca k # ¢
/0 sin(kwx) sin(fwz)dr = { T dack k = ¢,

T
/ sin(kwz) cos(fwx)dx = 0(V)k, ¢ € N
0

Definitie: Sirurile de functii (cos nwz),en $i (Sinnwx),en cu proprietatile
de mai sus reprezinta un sistem de functii ortogonale.

Din proprietatea de periodicitate a functiilor cos(kwz) si sin(kwx) rezulta
ca daca seria (2.42) este convergenta catre functia f pe [a, b], va fi convergenta
la fpela+T,b+1T],.., [a+nT,b+nT].

Presupunand ca seria (2.42) este convergenta pe [0, T| determinam coeficientii

el astfel: .
/ f(x)dx = Tay.
0

T
/ f(z)cos(fwz)dr = —
0

S1 T -
/ f(x)sin(fwz)dr = 51)@,
0

de unde rezulta, cu w = QT” :

T
ag = %/0 f(x)dx
= —/ f(z) cos( 2k7r = —/ f(z) cos( )d
2 2k 1 2k
by, = T/o f(x) sin(Tﬂa:)dx =7 /T fx) Sin(%m)dx

Privind convergenta unei serii Fourier enuntam:

Teorema 7 (Dirichlet):

Daca f este méarginita, monotona pe portiuni si periodica atunci in orice
punct in care functia este continua, suma seriei este f(x) iar in punctele de
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discontinuitate suma seriei este:
stanga iar f(x + 0) este limita la dreapta.
Exemple:
1°) Fie

w’ unde f(z — 0) este limita la

[ 1, daca z € [0,1]
fla) = { 2, daca x € [1,2]

a) Sa se dezvolte f in serie Fourier.
b) Sa se dezvolte f, in serie de cosinusi
c) Sa se dezvolte f, in serie de sinusi.
Rezolvare: T' = 2

Pentru punctul a)

aoz%/OTf(w)dxzé(/olJr/ledx):_

aR =% fo z) cos(2Ex)dx = fo cos(kmx)dz + 2f1 cos(kmx)dx =
_ sznkw + 232n2k7r 2sznk:7r =0

=% fO ) sin( 2z )dx = fo sin(kmx)dx + 2fl sin(kmx)dx =
_ co]jﬂl-mr 200s2k7r + k’ﬂ' + QCOS]{?W _ co]:ﬂl-cw _ k‘lﬂ'

deci seria Fourler este :

2= 1 B f(z), daca x #n,n € Z
,daca x =n,ne€Z

f(l‘—O)-gf(fHO)

Pentru punctul b) avem in general

_ f(z), daca z € [0,T
fe(z) = { f(—z) , daca x € [-T.,0],

cu f(x+T) = f(z), atunci
[ola+2T) = fu(a), @ € (T, T) 81 ful—2) = fule) x € (~T,T)

In acest caz seria Fourier asociata lui f.(z) este

ag + Z(az cos(nz) + by, sin(nx))

n=1

1 (7 1"
aé:ﬁ/_Tf(:E)dx:T/o f(z)dzx
ii= o [ s@eosCTonie =2 [ 1) con BT pia

unde
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2k
/ f(x)sin(—— T x)dxr =0

pentru orice k € N
Deci seria asociata va fi o serie de cosinusi, rezultat valabil intotdeauna
cand este vorba de o functie para si vom avea

o0
ap + Z(a: cos(nx)
n=1

Concret pentru cazul b) avem:

I 2 3
=—([ d dr) = =
2(/0 “/1 K

1 2
a}:,:/o cos(lzrx)dac+/l 2cos(%rx)dx:—%sin(7)

$l vom avea

) f(z), daca x #n,n € Z
28 cos (2s+ )7z { w,dacﬁxzmnez

§__
2

Pentru punctul ¢) avem in general

_ f(z), daca = € [0,T]
fs(z) = { —f(—=z) , daca z € [-T,0],

cu f(x+T) = f(x), atunci
fs(x + 2T) = fc(x)v S (_Tv T) si fs(_‘r) = _fs(‘r) S (_Tv T)

In acest caz seria Fourier asociata lui f.(z) este

ap” + Z(a;‘l cos(nx) + by, sin(nz))

n=1

T
W = o / f(@)dz =

2/<:
/ f(z) cos( T x)dr =0

/ f(x)sin( = —/ f(x)cos —a:)da;

pentru orice k € N

unde
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Deci seria asociata va fi o serie de sinugi, rezultat valabil intotdeauna cand

este vorba de o functie impara si vom avea
o0
E by* sin(nz)
n=1

Concret pentru cazul ¢) avem:

1 2
2
= /0 sin(kgm)dx +/1 QCos(%Tx)dx = o Cos o + e

Dupa calcule va rezulta dezvoltarea in serie de sinusi.



Capitolul 3

Functii vectoriale de varibila
vectoriala.

3.1 Functii in R? i R?

Fie Ay o multime din R? deschisd si conexa(deci Ay este un domeniu).
Reamintim ca o multime este conexa daca orice doua puncte am lua, in
multime, linia poligonala ce uneste cele doua puncte se afla in intregime in
multimea respectiva. Orice aplicatie u : As — R va fi o functie cu doua vari-
abile reale independente. Valoarea acestei functii in punctul (x,y) € A va
fi u(z,y) iar multimea acestor functii va fi notatd prin S(A3) sau mai sim-
plu prin Se. Aceasta notatie provine din fizicd unde aceste functii se numesc
campuri scalare plane. Odata cu campurile scalare definite pe domenii din R?
se pot defini gi campurile vectoriale pe Ag notate prin V(Ag) sau mai simplu
Vo astfel:

— —

f € Vydaca f: Ay C R? — R? adica: f (x,9) = (p(x,%),q(z,y)) unde
P, q sunt campuri scalare din Sy, care constituie componentele campului vecto-
rial mentionat. Inlocuind Ay C R? cu A C R3, se pot defini campurile scalare
S3 si campurile vectoriale V3. Astfel u : A3 — R care este o functie cu trei vari-
abile reale independente atunci u € Sg, daca (V)(z,y,z) € Az, u(z,y,2) € R,
iar f € Vgdaca f : Ag € Ry — Rg, adica: f(x,y,2) = (p(z,y,2),q(z,y, 2),r(x,y, 2))
unde p, g, r sunt campuri scalare din S3, care constituie componentele campului
vectorial mentionat.

Pentru astfel de cAmpuri ne propunem sa studiem cateva probleme legate
de continuitate si apoi in capitolele urmatoare de derivabilitate si integrabili-
tate.

Dacd z € So (2 : Ay C R? — R) atunci multimea punctelor notata cu
G, € R3, adici: G, = {(z,y,2)|z = z(z,y), (z,y) € Ay} defineste graficul
campului z. Acest grafic poate fi interpretat ca o suprafati din R3, care este

o7
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intersectatd intr-un singur punct de paralele la axa Oz duse prin punctele lui
As.

Similar, dacd u € S3 (u: A3 € R? — R) atunci multimea punctelor notata
cu G, C RY adica: Gy, = {(z,y,z,u)|u = u(z,y, 2), (z,y,2) € Az} defineste
graficul cAmpului u. Acest grafic poate fi interpretat ca o suprafata din R*.

Pentru z € Sg vom nota cu C, C R, multimea valorilor lui z data de:
C, =zeR|z=z(z,y),(x,y) € As.

Daca a € C,, se numeste linie de nivel sau curba de nivel constant a,
multimea punctelor v, C Ag, v, = {(z,y) € Asg|z(z,y) = a}. Cu alte cuvinte,
in toate punctele lui v, functia z are aceeagi valoare a; ecuatia z(z,y) = a
constituie ecuatia carteziana a liniei de nivel consideratd iar din punct de
vedere geometric 7, este o curba planad (deschisa sau inchisa) sau un punct.
Geometric 7, se obtine proiectand ortogonal, in planul xOy punctele de pe
graficul G, aflate in planul z = a( planul paralel cu planul 2Oy aflat la cota
z=a).

O proprietate simpla a liniilor de nivel este aceea ca ele sunt sau distincte
sau coincid: v, Ny = 0 dacd a # b. Intr-adevir, daci (z0,Y0) € Ya N atunci
2(xo,y0) = a si z(xg,y0) = b si deci a = b iar daca a # b atunci v, Ny, = 0.

Similar, pentru v € S3 vom nota cu C,, C R, multimea valorilor lui v data
de: Cy = {u € R|z = z(z,y,2), (z,y,2) € Ag}; si dacd a € C,, se numeste
suprafata de nivel sau suprafata de nivel constant a, multimea punctelor s, C
As, sq = {(z,y,2) € As|u(z,y,z) = a}. Cu alte cuvinte, In toate punctele
lui s, functia u are aceeasi valoare a; ecuatia u(x,y, z) = a constituie ecuatia
carteziana a suprafetei de nivel considerata iar din punct de vedere geometric
Sq este o suprafata in spatiu (deschisa sau inchisa) o curba sau un punct. O
proprietate similara a suprafetelor de nivel este aceea ca ele sunt sau distincte
sau coincid: s, N s, = () dacd a # b. Cunoasterea tuturor suprafetelor de nivel,
pentru un camp scalar u dat, face posibila vizualizarea acestui camp.

3.2 Limite pentru functii de mai multe variabile.

Vom presupune ca u € Sy (u: Ag — R), Ay domeniu. Presupunem initial
ca u este definitd intr-o vecinatate B, a punctului (z,yp), cu exceptia poate
a punctului (zo,v0); Br = {(z,y) € As|\/(z — 20)2 + (y — y0)2 < r}.

Definitia Cauchy (sau definitia € — § a limitei) Numarul real ¢ este limita
functiei v in punctul (zo,y0), daca: (V)e > 0(3)6 = d(e) > 0 astfel incat
(V) (z,y) € Bs—{(z0,90)}, adicd v/(x — 20)2 + (y — y0)?) < d s avem: |u(z,y)—
() <e.

Se noteaza: lim  w(z,y) = ¢ szu u(z,y) — ¢, pentru (z,y) —
(z.y)—(0,90)

(%0, y0)
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Definitia Heine(sau definitia in limbaj de siruri a limitei) Numarul real ¢
este limita functiei w in punctul (xg,yo), daca sirul (u(zp, yn))nen din R are
limita ¢, pentru orice sir dublu ((zy,, yn))nen din Bs — (2o, yo) convergent catre
(20, Y0)-

Teorema 1: Cele doua definitii sunt echivalente.

[Demonstratia se face la fel ca in cazul functiilor de o variabila.

Trebuie retinuta circumstanta initiald prin care se presupune ca u este
definita in intreaga vecinatate a punctului in care se calculeaza limita (ex-
ceptand eventual acest punct). Uneori apar situatii in care functia nu este
definita in intrega vecinatate B, a punctului ci doar pe o multime E C B, iar
punctul in care se calculeaza limita este un punct limita al multimii E((xo, yo)
este punct limita pentru multimea E daca (V)B. a lui (zg,y0), B: NE # (). In
aceasta situatie trebuiesc considerate doar puncte ale multimii E iar definitiile
anterioare pentru limita functiei intr-un punct conduc la notiunea de limita in
punctul considerat in raport cu multimea F. Pentru a marca diferenta dintre
cele doua situatii in calculul limitei unei functii intr-un punct sa consideram

urmatorul exemplu:

1
zy
cide cu R? fars axele de coordonate Ox, Oy.Limita obisnuité a acestei functii
nu exista deoarece daca (zp,y,) se afla pe una din axe u nu are sens. Pe
multimea E avem ( %ml( )u(a:, y) = 0, in baza inegalitatii |u(x,y)| < 2% + 3>

z,y)—(0,0
valabila pentru orice (z,y) € E.

Functia u(x,y) = (22 + y?) sin(=-) este definitd pe o multime E care coin-

Utiliznd proprietatile sirurilor convergente din R(deoarece (u(Zy,Yn))neN
este un gir din R) se pot pune in evidenta proprietati ale limitei unei functii
cu doua sau mai multe variabile independente. Astfel vom avea:

i) Limita unei functii intr-un punct este unict,.

ii) Daca exista lim  w(z,y) si exista lim  wv(z,y)) atunci:
(a:,y)—>(:1:0,y0 (z,y)—»(zo,yo

- lim  au(z,y) + po(z,y) =«  lim  w(z,y)+F lim  o(z,y)

(z,y)—(z0,90) z,y)—(z0,0) (2,y)—(z0,90)
- lim w(x,y)v(z,y) = lim u(x, lim v(z,

(Cl?,y)*’(ﬂfo,yo) ( y) ( y) (a:,y)%(:):o,yo) ( y)(x,y)ﬂ(xo,yo) ( y)

lim w(x,y

@) @) o) ( ).

(2.9)—(@0,30) V(, Y) lim  w(z,y)

(z,y)—(@o,y0)

iii) Limita functiei u(x, y) va exista daca gi numai daca sirul (u(z,, yn))nen
din R este un sir fundamental ( pentru orice alegere a sirurilor (z,, yn)nen din
R? ) care se mai poate scrie si astfel:

(V)e > 0(3)6 = do(e) > 0 astfel incat (V) (xm, Ym), (Tn, yn) € Bs—{(x0,y0)},
ce satisface relatia: \/(Zm — 0)2 + (Ym — yn)?) < & sd avem: |u(xn,yn) —
U(Tm, Ym)| < €.

Pentru o functie de doua variabile v = u(x,y) definita in vecinatatea lui
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(w0,70) € R? (cu exceptia eventual a punctului (zo,yo), prin limite iterate
vom Intelege limitele succesive ale lui u. Altfel spus, se considera u functie
de o variabila, cealalta variabila fiind presupusa fixata. Prin urmare, apar

urmatoarele limite: lim ( lim wu(z,y)) si lim ( lim u(z,y))
Yy—yo T—x0 T—T0 Y=o

denumite limite iterate in punctul (xg,yo) ale functiei u. Evident limitele iter-
ate se calculeaza mai simplu, utilizand cunostiinte din teoria limitelor pentru
functii de o variabila, dar aceste limite nu coincid Intotdeauna cu limita func-
tiei u In punctul (zg,yp). Pentru justificarea acestei afirmatii este suficient s&
consideram functia:

2_ .2 .
u(%y) = %) daca 1‘2 + y2 75 0
OadaCé,,jL'2+y2:0

Aceasta functie nu are limita in (0,0). Pentru y # 0 fixat lir% u(z,y) = —1
T—
si deci: hII[l) lil%u(x,y) = —1. Pentru x # 0 fixat lil%u(:c,y) = 1 si deci:
Yy—=Vxr— y—

lim i =1.
Jim, limy (2, y)

Acest exemplu arata clar diferenta existenta intre cele doua tipuri de limite
iterate si diferenta intre notiunile de limita si cea de limite iterate in cazul
functiilor de mai multe variabile. In orice caz, daci se calculeaz3 initial limitele
iterate ale unei functii Intr-un punct, daca aceste limite exista si sunt diferite
atunci In mod sigur nu va exista limita functiei in acel punct. Daca Insa
limitele iterate coincid in acel punct mai trebuiesc continuate investigatiile
pentru a vedea daca functia are limita in acel punct.

In cazul functiilor cu trei variabile sau mai multe variabile, limitele iterate
se complica de exemplu, in cazul a trei variabile independente se pot calcula
sase limite pentru functii cu o variabila fixata. De asemenea trebuie retinut
faptul ca din existenta limitelor functiei u(x,y) dupa toate directiile care trec
prin punctul (xg,yo), chiar daca toate aceste limite sunt egale, nu este obliga-
toriu existenta limitei in R? in acest punct. Ca de exemplu pentru:

u(z,y) = xf—fy% daca 22 4+ 3% # 0, daca luam dreptele ce trec prin origine

y = kx, obtinem: wu(z,y) = H% si ilir(l) u(z,y) = T3 Prin urmare limita

in origine exista pentru fiecare dreapta ce trece prin origine, deci functia u nu
are limita in (0, 0).

3.3 Functii continue in R? si R3.

Vom lua in considerare probleme legate de continuitatea campurilor scalare
sau a celor vectoriale cu doua sau trei variabile independente.
Functia u = wu(z,y) este continud in punctul (zo,y0) € R? daci sunt
indeplinite urmatoarele conditii:
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C : Functia u este definita in punctul (zg, yo)
Cy : Exista limita functiei v in punctul (xg,yo)

Cs : lim u(z,y) = u(zo, yo)
(z,y)—(zo,y0)
Functia u este continui pe multimea B C Sy C R? daca u este continui in

fiecare punct al multimii B. Vom nota aceasta cu u € C(B).

Daca cel putin una din conditiile C'1, C'5, C'3 nu este indeplinita in punctul
(20, yo) atunci punctul (g, yp) este un punct de discontinuitate pentru functia
u. Punctele de discontinuitate ale unei functii v pot fi izolate, concentrate pe
curbe din R? sau pe alte multimi de puncte din R2.

Campul vectorial 7) € Vs, 7 : Ay C R? — R?) va fi continuu in (z0, yo)
daca ambele campuri scalare din Sy, p,q (componentele sale) sunt campuri
continue in punctul (zg,yo) € R2.

Inlocuind (z0,y0) cu (o, Yo, 20) se obtine definitia continuitatii (disconti-
nuitatii) pentru functii cu trei variabile si pentru campuri vectoriale 7 € Vs,
cu f: Ay C R® — R3, adica: 7(37,3/,2) = (p(z,y, 2),q(z,y,2),r(x,y,2)) cu
p,q,r cAmpuri continue in punctul (zg, o, 20) € R®. De asemeni punctele de
discontinuitate ale unei functii v din Sy, pot fi izolate, concentrate pe curbe
din R? concentrate pe suprafete din R? sau pe alte multimi de puncte din R3.

Cu ajutorul notiunilor relative la limitele functiilor intr-un punct, se pot
da definitii directe pentru continuitatea unei functii v in punctul (zg, yo).

Definitia 1 (in limbaj € — §): Functia u = u(x,y) € Sy este continua in
punctul (zg,y0) € Ag (Ag deschisa) daca:

(V)e > 0(3)6 = §(g) > 0 astfel incat (V)(z,y) € Az, \/(z — 20)2 + (y — y0)2) <
0 sa avem: |u(x,y) — u(zo,yo)| < €.

Definitia 2 (in limbaj de siruri): Functia u = u(z,y) € Sy este continua in
punctul (zg,y0) € A (Ag deschisa) daca:

Pentru orice sir dublu ((zy, yn))nendin Ao convergent catre (xo,yo) se verifica
relatia: u(xy,, yn) — u(xo,yo) pentru n — oo, adica:

lim w(zp,yn) = u( lim z,, lim y,) (3.1)
n—oo n—oo n—oo

Egalitatea (3.1) se numeste relatia de permutabilitate dintre opertia de trecere
la limita si functia u si este caracteristica notiunii de continuitate.

Daca (z0,y0) € Ag, din Definitia 1 rezulta :
(V)e > 0(3)d = d(e) > 0 astfel incat u(Bs(xo,yo)) C Be(u(zo, o)), unde:
B (70,y0) = {(7,y) € Ag|(x — 20)? + (y — yo)? < r?} iar
By (up) = {u € Rlu € (up —r,up +r)},r > 0.

Definitia 3 (in limbaj de vecinatati). Functia u = u(z,y) € Sy este continua
in punctul (xg,yo) € Ag (A deschisa) daca:
Pentru orice vecinatate V a punctului ug = u(zg,yo) exista o vecinatate U a
punctului (xg,yo) astfel incat u(U) C V.
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Pentru o functie u(z,y) continud in orice punct (z,y) din B, u € C(B)
definitia 1, in acest caz, se scrie asfel:

(V)e > 0si (V)(z,y) € B(3)d = d(e, z,y) > 0 astfel incat (V)(2',y') € B si
V(T =22+ (y—y)% <6 sd avem: |u(z,y) —u(2,y)| < e.

Definitia 4 (a continuitatii uniforme): Functia v € C(B) este uniform con-
tinua pe multimea B, C B daca:

(V)e > 0(3)d = d(e) > 0 astfel incat (V){(2',y'), (z",y")} € B, cu
V(@ =22+ (y —y")?2 < §sd avem: |u(z’,y’) —u(2",y")| <e.

Comparnd definitia 1 cu definitia 4 rezulta diferenta dintre continuitatea
in fiecare punct al unei multimi( cand § se modifica daca se trece de la un
punct la altul) si continuitatea uniforma pe o multime (cand ¢ depinde doar
de & nu de pozitia punctelor (2/,y/), (z”,y") € B.,).

Evident, daca u este uniform continud pe B, atunci uw va fi continuad in
fiecare punct al multimii B, reciproca nefiind in general adevarata.

Se pot gasi conditii suficiente, verificate de functia u, pentru care conti-
nuitatea in fiecare punct al unei multimi este in acelasi timp si continuitate
uniforma pe multimea in cauza.

Vom mentiona:

Criteriul Iui Cantor: Daca u € C(K), K fiind un compact, din R?(sau din
R™ n > 2) atunci u este uniform continua pe K.

[ Justificarea se face prin absurd. Fie u € C(KK) si presupunem ca u nu este uni-

form continua pe K, adica: (3)eg > 0(¥)d > 0 astfel incat (I){(zf, v§), (xé,y(s)} €

K s& avem: |u(mg, yy) —u(zf, y5)| > eo cu toate ca \/(zf, — )2 + (y, — yl])? <

. Cud = =,n € N, notand z§ = ), y5 = v, 2§ = 2, y§ = y,, vom

defini astfel doua siruri: (2, yh))nen (2, y!))nen din K. Cum K este com-

pact va exista un subsir ((x] k,yﬁbk)) ken al girurului ((z),, y),))nen convergent la

(z0,90) € K. Vom arata ca si subsirul ((z;, , ¥y, ))ken al sirurului ((z7,, yp))nen

este convergent tot la (xg,y0) € K. Aceasta rezulta imediat deoarece:

@t — zo| < [0t — | + |2}, — 30| < 2 +e5i

Y, = wol < 1y, — Y+ Ly, — ol < x +e

cum u((2y, ,Yn, ) — u(zo,y0) si u((x] kvynk)) — u(xo,y0) pentru k — oo.

Pentru k suﬁaent de mare avem: |u(xy,, , yp, ) —u(zo,y0)| < ¢ si |u(zy, ,yn, ) —
u(z0,y0)| < £, de unde rezulta relatia contradictorie:

€0 < ‘u( nkvynk) - u( nkvynk” < |U( nkvynk) - ’LL(LL’O y0)| + |’LL( nk7ynk) -
u(@0,y0)| < 2 H 2 < %) |

Criteriul lui Lipschitz: Daca u este Lipschitziana pe multimea B € R?(sau
B € R",n > 2) adica: |u(z,y) — u(z’,y)| < Ly/(z —2/)2 + (y —y')?), cu
L>0,(V){(z,y),(2',y')} € B atunci f este uniform continud pe B.

[ Justificarea este simpla, daca \/(z — 2/)2 + (y — y/)? < & rezulta ci |u(z, y) —
u(z’,y')| < Lé i notand cu € = L, vom avea: § = £ si deci § nu depinde
decat de €.
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3.3.1 Proprietati ale functiilor continue ntr-un punct.

Vom evidentia proprietatile functiilor continue intr-un punct prin urmaétoarele
teoreme:

Teorema 2:
a) Daca u,v € Sy sunt functii continuie in punctul (zg,y0) € Ag, atunci
combinatia liniara au + Bv si produsul uv sunt functi continuie in (xg, yo).
b) Daca u(zg,yo) # 0 si u € Sg este continud in punctul (xg,yo) € Ag, atunci
functia m este continua in acelagi punct (zg,y0) si va exista o vecinatate
V, a punctului (zg, yp) astfel incat u(z,y) # 0, pentru orice (x,y) € V,, C A,.
¢) Compunerile de functii continuie conduc la functii continuie. Mai precis,
in cazurile concrete de care suntem interesati, daca u € So este continua in
punctul (zo,yo) € Ag, iar functiile p,9 : I C R — R, I fiind un interval, ¢,
fiind continuie intr-un punct ¢ty € I, notand cu xg = ¢(to), yo = ¥(to) atunci
functia compusa:
u(p(t),¥(t)) : I C R — R, este continua in punctul ¢y € I
Apoi daca p : T € R — R, este continud in pg = u(xo,yo), atunci functia
compusa: pou : Ay C R? — R, (pou)(z,y) = p(u(z,y), este continui in
punctul (zg,y0) € Aa.

[ a) Se jusifici in baza continuitatii lui u,v € Sy In punctul (xg,yo) € Ag,
precum si a inegalitatilor:
(i, )+ B0(, y)—au(zo, yo)—Bu(zo, 10)] < |a (e, y)—u(z0, 10) | +1Blv(z, )
v(xo,y0)| < €', €’ este combinatia ce rezulta din termenii ce majoreaza diferentele
lu(z,y) — u(zo, yo)| si lv(z,y) — v(zo,yo)|-
Apoi [u(z, y)v(z,y) — u(xo, yo)v(zo, yo)| = |u(z, y)v(z,y) — u(z,y)v(z0, Yo) +
u(z, y)v(zo, yo)+u(zo, yo)v(wo, yo)| < [ulz, y)l|v(z, y)—v(xo, yo)|+|v(xo, yo)l[u(z, y)—
ZL(UCO, yo)!-
In baza continuitatii lui u(z,y) avem:
lu(@,y)| < |u(z,y) — u(zo,yo)| + |u(zo,y0)| < € + [u(zo,y0)|. Luénd M =
maz{ [0z, yo)l, &+ {u(wo, yo)|} va rezultis |u(z, y)o(, y)—u(zo, yo)o(zo, yo)| <
e, dack [u(z,y) — u(zo,y0)| < 257 51 [0z, ) — v(20,50)] < 557-
b) Cum u(zo,y0) # 0 si |u(zo,y0) < |ulz,y) — u(wo, yo)| + |u(z,y)| < €+
u(z,y)|, putem alege ¢ = Jlu(zo,y0)| > 0, si F|u(zo,y0)| < |u(x,y)| sa
) si vom avea deci

=

1 2
()] < Tu(@0,90

i)~ | = T < ey |u(@,y) —ulzo, yo)l, far din conti-

nuitatea lui u in (g, yo) rezulta continuitatea lui m in acelasgi punct (xo, yo)

Pentru a doua afirmatie a punctului b), vom presupune mai intai ca u(zg, yo) >
0, iar din continuitatea lui u In (xo, yo) rezulta:

u(zo, yo) — € < u(z,y) < u(zo,yo) +e.

Daca vom lua & = 1|u(z0,y0)| > 0 vom obtine:

0 < (1/2)|u(zo, yo)| < u(z,y)
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si deci u(z,y) > 0 intr-o vecinatate a lui (xq,yo).

Daca vom presupune acum ca u(xg,yp) < 0, iar din continuitatea lui u in
(x0,y0) rezulta:

u(z,y) < u(zo,yo) + €, dacd vom lua & = —3|u(xo,yo)| > 0 vom obtine:
u(z,y) < —%|u(wo, yo)| < 0 si deci u(z,y) < 0 intr-o vecinitate a lui (zo, yo).
c) se justificd pe baza principiului de permutabilitate a limitei cu functia].

In cadrul acestui subcapitol vom enunta doua teoreme deosebit de impor-
tante:

Teorema 3:(Prima teorema Weierstrass):

Daca u este continua pe un compact, atunci u este marginita pe acel compact.
Altfel spus: v € C(K) K C R”, K inchisa si marginita atunci exista M > 0
astfel incat: |u(z,y)| < M pentru orice (z,y) € K, am considerat n = 2.

[ Justificarea o vom face prin absurd. Daca u este marginita pe K, pentru
orice n € N existd (zn,yn) € K, cu |u(zn,yn)| > n (am luat M = n > 0).
Am construit astfel girul ((xy,, yn))nendin K iar in baza compacitatii lui K, va
exista un subsir ((zn,, Yn,))ken din K al sirului ((,,, yn))nen convergent la un
punct (zg,yo) din K. In baza continuitatii lui u, a principiului de permutabil-
itate, avem:

U(Zny, s Yny ) — (o, yo) cand k — oo, ceeace este imposibil deoarece |u(xy, , yn, )| >
ng — oo cnd k — 00].

Teorema 4:(A doua teorema Weierstrass):

Fie u € C(K)(K C R?), K compact, atunci existd (zo,y0) € K astfel incat
u(ro,y0) = u = inf{u(z,y)[(r,y) € K} si exista (Zg,7) € K astfel incat
u(Zo,%0) = u = sup{u(z,y)|(z,y) € K}.

[ In baza primei teoreme Weierstrass, notand cu U = u(z,y)|(z,y) € K,
cum u este marginita vom avea U C [—M, M] si in baza axiomei marginii su-
perioare (si a marginii inferioare) va exista u si w unde @ = sup U iar u = in fU
si atunci din definitia marginii superioare pentru orice n € N(3)(zy,y,) € K
astfel incat uw — % < u(zp,yn) < u. K fiind un compact va exista un subsir
((ny, Yny, ) Jken din K al sirului (@, yn))nen convergent la un punct (xo, yo)
din K si in baza continuitatii lui u, avem din inegalitatea:

u — % < u(®p,,Yn,) < W, prin trecere la limitd pentru k& — oo rezulta:
u(Zo, %0) = 1.

Pentru cea dea doua relatie procedam la fel, din definitia marginii inferioare
pentru orice n € N(3)(xy, yn) € K astfel incat u < u(zp,yn) < g% K fiind
un compact va exista un subsir ((@n,, yYn,))ken din K al sirului ((zn, Yn))neN
convergent la un punct (xo,y0) din K si n baza continuitatii lui u, avem din
inegalitatea:

u < u(zp,,yn,) < u+ é, prin trecere la limitd pentru k¥ — oo rezulta:
u(zo, yo) = u.

Se constata astfel ca multe proprietiti ale functiilor continuie de o vari-
abila reala se regasesc si la functiile continuie de mai multe variabile reale
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independente.
Teorema analoaga teoremei valorilor intermediare de la functiile continuie cu
o variabila reala are urméatorul enunt(in cazul functiilor de doua variabile):
Teorema 5: Dacd u € C(Ag) (A2 C R?), Ay domeniu si u(xq,71) < 0,
u(ze,y2) > 0 {(z1,y1), (2,y2)} € Ag, atunci va exista (zo,yo) € Ag, astfel
incat u(xo,yo) = 0.
[ Consideram segmentul ce uneste punctele (z1,v1), (x2,y2) ludnd z = x; +
t(xg — 1),y = y1 + t(y2 — 1) cu t € [0,1]. Punctul (z,y) parcurge acest
segment cand t € [0, 1] si se va afla in Ag. Considerand ¢(t) = u(xy + t(zg —
x1),y1 + t(y2 — y1)), aceasta este continua pe [0, 1] iar ¢(0) = u(z1,y1) < 0,
9(1) = u(z2,y2) > 0. Aplicnd functiei g teorema valorilor intermediare, va
exista un 6 € [0, 1] astfel incat g(f) = 0, adica u(zo,yo) = 0, iar zg = z1 +
0(z2 — 1), 90 = y1 + 0(y2 — v1) .
In calcule efective de gasire a punctelor de continuitate ale unei functii
u € Sao(u € Sp,n > 3), se utilizeaza rezultatele obtinute din teoria lim-
itelor functiilor de mai multe variabile si a teoremei privind proprietatile
functiilor continuie de mai multe variabile gi de o variabila. Uneori sunt
utile functiile (operatorii) de proiectie p; : R" — R, pj(x1,22,....,2,) =
xj, j = 1,...,n, care au proprietatea de baza continuitatea (p; € C(R")),
deoarece: |pj(x1,x2, ..., Tn) — Pi(Y1, Y2, -, Un)| = |25 — Y| = (zj —y;)? <
V@ —y1)2 + (s —y2)2 + ... + (wn — yn)? < € daci
V(e —y1)? + (@2 —y2)2 + o+ (20 —yn)? <dsid=e

3.3.2 Prelungirea prin continuitate.

Daca u € So(Aa—(zo,y0)) siexista  lim  wu(x,y) = up atunci functia:
(z,y)—(x0,y0)

u*(x y) = { u(m,y), daca (CU,y) 7é (:C()ayO)
’ uo , daca (z,y) = (x0,%0)

va fi continua in (xg,yo) deoarece sunt indeplinite conditiile de continuitate
intr-un punct.
Acest procedeu se numeste prelungire prin continuitate.
Functia u € Sy(Ag) va fi continua pe portiuni in Ay, dacd Ay se poate scrie ca
o reuniune finita de submutimi Ay = Gy UG U ... UGy, k> 2 G; NGy = 0
pentru j # k, u fiind continua separat in fiecare componenta icchisa G;(deci
exista limita finita In toate punctele frontierei F'rG; limita fiind calculata din
interiorul multimii G; ).

Vom nota cu u T C*(Ag).

Evident u € C*(Ag) daca exista functtile continui uy, ug, ..., ux, € C(Ag) si
u(z,y) = uj(x,y), daca (z,y) € G; j =1,2,...,k.
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3.3.3 Discontinuitatile functiilor cu mai multe variabile.

In ceeace priveste discontinuitatile unei functii cu n variabile indepen-
dente, vom utiliza urmatoarele convetii:
I. Daca se verifica C1, Cs si nu se verifica C's din definitia initiala a continuitatii
unei functii in (xg, yo) atunci (xg, yo) este un punct de discontinuitate aparenta(sau
eliminabila) pentru functia u. Aceasta se justificd prin aceea ca prin modi-

ficarea valorii lui u in punctul (xg,yo) prin u(zg,yo) = lim  wu(z,y), u
(z,y)—(z0,90)
devine continua in acest punct.

II. Daca u are limita infinita in punctul (zg, yo) adica lim u(z,y) = oo
(z,y)—(20,0)
atunci (zg, yo) este discontinuitate de tip pol.

III. Daca Ay = G UG, , Gi1NGy =10, G1 NGy = v (v o curba din Ao, iar
in cazul Agy va fi o suprafata s) si exista limitele lui u € Sy(Ag) pe vy atat
din interiorul lui G cat si din interiorul lui G2 v va fi o curba (respectiv o
suprafata) de salt pentru u; acest tip de discontinuitate se va numi de speta
ntai ( sau de tipul unu).

IV. Discontinuitatile lui u care nu se incadreaza in I, II, ITI se vor numi dis-
continue de tipul al doilea, sau de speta a doua.

3.4 Derivate partiale.

Fie Ay C R? o multime deschisa, adica (V)(zo,%0) € Ag, (3)r > 0 astfel
incat intervalul bidimensional Iy = (xg — r,20 + 7)(yo — 7,90 + 1) C Ag, r
poate sa depinda de punctul (xg,yo). Deoarece intr-un patrat se poate inscrie
intotdeauna un disc de raza r;,0 cu centru in centru patratului si invers, in orice
disc se poate Inscrie un dreptunghi cu laturile paralele cu axele de coordonate,
poate fi inlocuit de discul By (zq,0) = {(x,y)|(z — x0)2 + (y — yo)? < r2}. In
particular Ay va contine punctul (xg,yo) ca si punctele (zo,y),y € (yo—7,y0+
), (z,y0),x € (xo — r,x0 + 7).

Fara micgorarea generalitatii, se poate presupune Ay = I5(Il fiind definit mai
sus).
Daca f € S(Ag) = Sg, presupunem, fixand pe y cu yo, ca f1(z) = f(z,yo) este

derivabila in xg.

. z,y0) — f(x

In acest caz avem derivata: f(zg) = lim f (o) = o,yo),
af Tr—xQ T — ;EO

care se noteaza cu: (o, o) sau fi.(zo,y0) = D1f(20,%0) = Dz f(20,%0)-
Similar daca f € S(Ag) = Sy, presupunem, fixand pe x cu xg, ca
fa(y) = f(zo,y) este derivabild in yp, atunci avem derivata:
. f(@o,y) — f(=o, yo
(o) = tim L) = C0r0),
Y—yo Y — Yo
care se noteaza cu: %(xo,yo) sau f,(z0,90) = Daf(z0,y0) = Dy f(20,y0)-
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Numerele reale g—i(xo,yo) si g—;(xg,yo) se numesc derivatele partiale de
ordinul intai ale functiei f in punctul (xg,yo).

Daca f € S(A3) = S3, A3 o multime deschisa din R?® in mod aseminitor

vom putea construi numerele reale:

%(330790720)7 2—5(1’0790720) §1 %(x07y0720)7

considerand funCEiﬂe fl (.Z‘) = f(xv Yo, 20)7 f2 (y) = f($0> Y, Z(]), fg(Z) = f(ajO? Yo, Z)
si calculand derivatele lor respectiv in xg, 4o, 20 $i procedeul se extinde.
Regulile de calcul ale acestor derivate partiale vor coincide cu regulile de calcul
ale derivatelor functiilor cu o variabila independenta.

De exemplu %(xo, yo) se obtine calculand derivata in raport cu variabila = a
functiei in care y este considerat fixat, egal cu yg si in rezultatul obtinut se
inlocuieste = cu xg.

La fel g—g (x0,y0) se obtine calculand derivata in raport cu variabila y a functiei
in care x este considerat fixat, egal cu xg si in rezultatul obtinut se inlocuieste
Y cu Yo.

Exemplu: f(z,y) = 2 + 2zy + 32,

0 0

%(ﬂfoayo) = 3274+ 2yo|e—c0 = 373+ 2y0; a—i(xovyo) = 220+2Yly=y, = 220+2Y0.
Daca renuntam la indicile ”0” adica inlocuim (zg,yo) cu (z,y) vom obtine
functiille derivate partiale de ordinul intai %(l’, y) si %(x, y), care sunt defi-
nite pe Ay cu valori reale. Pentru exemplul anterior dat avem:

e} . 0

8—£(a:,y) =3z + 2y si a—g(x,y) = 2x + 2y.

Derivand partial aceste doua functii in punctul (zg, yp) vom obtine derivatele
partiale ale derivatelor de ordin intai, care se vor numi derivatele partiale
de ordinul al doilea ale lui f sau derivatele partiale secunde. Se utilizeaza
urmatoarele nota‘giiQ:

0, e}

%(a_i)(x()vy()) = 8—£($0790) = fxx(x(byO) = D%f(xﬂuyO) = D;%f(x()?yO)a nu-
mita derivata partiala, in raport cu x, a derivatei partiale a lui f, in raport cu

x.

2
(55 (@0, 90) = 4= (20, %0) = fye (w0, y0) = D2D1 f (w0, y0) = DyDaf (x0, %0),

numita derivata partiala, In raport cu y, a derivatei partiale a lui f, in raport
cu . ,
T (FE) (20, 90) = 3085 (0, 90) = fa(w0,y0) = D1Da2f (20, 90) = DaDy f (20, 40),
numita derivata partiala, in raport cu x, a derivatei partiale a lui f, in raport
cu y. ;
(G (@0, 90) = S (w0, 90) = fyy(w0,90) = D3f(wo,y0) = D2f(0,0), nu-
mita derivata partiala, in raport cu y, a derivatei partiale a lui f, in raport cu
Y.

Daca f € S(A3) =Ss, f = f(z,y, z) se pot defini noua derivate partiale de
ordinul al doilea ale functiei f, pentru care se utilizeaza notatii similare celor

de la functii cu doud variabile independente. Astfel vom avea:

P 02
2 (91) (9, yo, 20) = 37]20(900,3/0720) = fea(20, Y0, 20) = D} f(20, Y0, 20) =
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= D?cf<x07y0720)7 )

(55 (@0, 0, 20) = 31 (@0, 90, 20) = fye (0, Y0, 20) = D2 D1 f (w0, 90, 0) =
Dy D, f (0, Y0, 20),

8 (20, Yo, 20) = %(fﬂoayo,?«‘o) = fau(0, Y0, 20) = D3D1f(20,%0, 20) =
zDazf(anyOyZO)a

2L) (w0, Y0, 20) = 2 (20, 90, 20) = fry (20, 0, 20) = D1 Daf (w0, 0, 20) =
Dy f(z0, Y0, 20),

) (w0, Yo, 20) = %(foayo,zo) = fyy (20,90, 20) = D3 f(x0, 40, 20) =
(70, Y0, 20),

(%0, Y0, 20) = %(xoayo,zo) = fzy(20, 90, 20) = D3 D2 f (20,0, 20) =
v f (70,0, 20),

=) (o, Yo, 20) = %(l‘o’yo,zo) = fez(20,%0, 20) = D1D3f(x0, %0, 20) =
=f (%0, Y0, 20),

(%0, Y0, 20) = %(xo,yo, 20) = fy=(0, Y0, 20) = D2D3 f (0, yo, 20) =
= f (0, %0, 20),

(70, Y0, 20) = %(ﬂfoayoﬂo) = fz(20, Y0, 20) = D3 f(x0, 0, 20) =
(w0, Yo, 20),
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Derivatele partiale de ordin superor se definesc ntr-un mod similar astfel:

O derivata partiala de ordin n+1, pentru f € S(As) = Sq, f = f(x,y) este

D.g= g—g sau Dyg = g—z cu g o derivata partiala de ordin n a functiei f € So.

Functia f € Sp, se spune cA este de clasA C"(A) si se scrie f € C"(Ag)
daca exista toate derivatele partiale de ordin mai mic sau egal cu n € N,
aceste dereivate partiale fiind toate continuie pe Ao. Daca n = 0 prin definitie
CO(As) = C(Ag) si f € CP(Ag) inseamna ci f este continui pe As. Dacin € N,
este arbitrar, vom spune ca f este indefinit derivabila pe Ag sau f € C*(Ay).

Derivatele partiale de ordin n > 2 calculate in raport cu variabile diferite se
numesc derivate partiale mixte. Vom arata ulterior ca daca f € C™"(Ag), n > 2
derivatele partiale mixte vor fi egale, in sensul urmator: Daca se deriveaza
partial f de k ori in raport cu x si de m ori in raport cu y intr-o ordine
arbitrara, k£ + m < n, atunci se pot efectua aceste derivari in orice ordine, cu
conditia efectuarii a k derivate partiale in raport cu x si m derivate partiale

~ 2 2
in raport cu y. In particular daca f € C™(Az), atunci aaxgy = aia’; pentru
1 : . 82 82 82 82
orice (z,y) € Ag, iar daca f € C™(As), atunci (%gy = ayafz’ 8y8fz = 8z8fy7
92f _ 0%*f
0z0x ~— Ox0z"

Derivatele partiale vor fi utilizate in capitolul urmator. In acest capitol le
vom folosi pentru obtinerea unui criteriu de continuitate pentru functii de mai
multe variabile independente.

Teorema 6: Daca f € S,, A, C R", este astfel incat admite derivate
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partiale de primul ordin marginite in A,,, atunci f este uniform continua pe
A,

[ Vom arata ca f este functie Lipschitzana pe A,, si deci in baza criteriu-
lui lui Lipschitz va fi uniform continua pe A,. Vom lua, pentru usurinta
demonstratiei, cazul n = 2 gi deoarece avem:

@, y)—f (@' 9)] = 12", y)a—a’)| < Mila—a'| < Myy/(@ — )7 + (y — )2
@ y) = (@) = 1 (@ y") =y )| < Maly—y/| < Mo/(x — )2+ (y — ¢/)?,
in baza teoremei cresterilor finite aplicata in primul caz, fixdnd pe y, iar in al
doilea caz, fixand pe 2/, si a marginirii derivatelor de ordinul intai, vom avea:
If(w,y) - f(xlvy/)’ < ’f(l',y) - f(xlay)’ + |f(a:’,y) - f(m’,y/)\ <

<2My/(z — 2')2 + (y — ¥/)? adica:

d(f(z,y), f(2',y)) < 2Md((z,y), (2',y')), adica f este functie Lipschitzana,
iar M = maxMy, Ms|.

3.5 Aplicatii diferentiale.

3.5.1 Scurta prezentare.

Proprietatile de trecere la limita si de continuitate ale functiilor cu doua
sau mai multe variabile independente(reale) nu sunt suficiente pentru a deter-
mina proprietatile acestora. Un instrument de baza in acest studiu il constituie
proprietatea de diferentiabilitate (derivabilitate) a acestor functii, care joaca
un rol esential in probleme de aproximare, de comportare, de determinare, a
punctelor de optim sau de interpretari geometrice. Cadrul cel mai comod de
prezentare unitara al acestei notiuni (de diferentiabilitate) il constituie spatiile
vectoriale normate, R™ fiind un exemplu.

Punctul de plecare in teoria derivabilitatii(diferentiabilitatii) il constituie cregterea
unei functii intr-un punct, notata cu: Af(x1, 9, ..., Tn; hi, ho, ...y hy) = flx1+
hi,xa+ha, ..., xn+hy)— f(x1, 22, ..., Ty), presupunand ca f : A, C R" — R A,
deschisa iar (hy, ho, ..., hy) € R™ se ia astfel incat (z1+hi, xo+h, ..., zn+hy) €
A,

In cazul general al spatiilor vectoriale, se numeste cresterea aplicatiei f
n punctul z € A relativa la elementul 4 € S §i vom nota cu: Af(z,h) =
f(x+h)— f(x) cu h €S astfel incat {z,z + h} € A.

In cazul spatiilor vectoriale R™ vom nota cu 1, #s, /3, ... respectiv forme
liniare, forme patratice, forme cubice, etc., in hq, ho, ..., h,, adica:
El(hl, ho, ..., hn) =ai1h1 + ashs + ... + anh, = Z?:l ajhj
Eg(hl, ho, ..., hn) = anh%+2a12h1h2+...+amh% = ZZj:l aijhihj CU a5 = Qjj.
Eg(hl, ho, ..., hn) = alllhzf + 3a%1h%h2 + ...+ ammh% = sz7k:1 aijkhihjhk cu
Qiij = Qiji = Qi
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Coeficientii a;, aij, ik, ..., nu depind de (hi, ha, ..., h,) dar pot depinde de
(z1,x2, ..., Zpn). Prsupunand ca avem o descompunere de forma:

Af(.%'l, L9y eeey i B, B, .., hn) = él(hl, ho, ..., hn)—i—EQ(hl, ha, ..., hn)—i-gg(hl, ho, ...

..., vom putea obtine informatii relative la campul f prin interpretarea formelor
ly,09, 03, ...

Astfel, diferentiala intaia a functiei f se va obtine cu ajutorul formei liniare
f1, diferentiala a doua a functiei f se va obtine cu ajutorul formei liniare fo,
diferentiala a treia a functiei f se va obtine cu ajutorul formei liniare fs,...
etc. In particular, se pot obtine diverse posibilitati de aproximare pentru
f(z1+ h1,22 + ha, ..., 2y + hy,), pastrnd doar primul termen, ¢; sau primul si
al doilea ¢ + {5, etc. Vom avea urmatoarele relatii de aproximare:

Daca Af(x1, 2, ..., Tn; h1, ha, ..y hy) &= L1 (h1, ha, ..., hy), atunci:
f(xi+hi,zo+ho,....;xn+hy) = f(x1,22,...,2n) +1(h1, ha, ..., hy). Vom spune
ca avem o aproximare de ordin intai pentru f(x1 + hi, @2 + ho, ..., xy + hy).
Daca: Af(xl, T2y eeey T hl, hg, ceey hn) ~ El(hl, hg, . hn) + fz(hl, hg, ceey hn),
atunci: f(:L’l + hi,xo+ ho, ...,y + hn) ~ f(xl, T, ...y xn) + gl(hl, ha, ..., hn) +
ly(hi, ha, ..., hy). Vom spune ca avem o aproximare de ordinul al doilea pentru
f(a:l 4+ hi,x0 + ho, ..., xp + hn)

Evident nu la orice functie f sunt aplicabile cele spuse mai sus. Vom arata
ulterior ca in ipoteza f € C', avem posibilitatea determinarii formei liniare ¢;,
daca f € C?, avem posibilitatea determinarii formei liniare ¢; cat si posibili-
tatea determinarii formei liniare /o, etc.

3.5.2 Definitia generala a diferentiabilitatii.

Fie S1, S5 doua spatii vectoriale normate cu normele notate respectiv cu
| - [l si| -]z Daca A C S; este o multime deschisa iar f : A — Sy este o
aplicatie data atunci vom spune ca f este o aplicatie diferentiabila in x € A
daca pentru orice h € S; astfel ca x + h € A, are loc descompunerea:

fx+h)— f(z) = Dyh+ a(z, h), (3.2)

in care:

Dy :S1 — S, (3.3)

este o aplicatie liniara si marginita (adicd Dy (ahi 4+ bha) = aDyhy + bDyhs
pentru orice hi, hy € Sy iar a,b constante ale corpului peste care este definit
spatiul Sp ).

D, este o aplicatie marginita, se traduce prin:
|Duhlls < MAJy cu M > 0 i h € Sy
a(z, h) este o functie de doua variabile cu valori in S cu proprietatea:

oz, h)l|2
Inli—0  ||All1

=0 (3.4)
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Observam ca (3.4) se mai poate pune si sub forma :

lim z,h)|l2 =0 3.5
i 8G.)l (35)
dacd se considera a(z, h) = ||h[168(z, k).
I n situatia aceasta, diferentiala lui f in punctul x este egala cu D, h si se
noteaza cu (df)(z) = df (z) adica

Dyh = df(z) (3.6)

iar aplicatia liniara si marginita D, este derivata lui f in punctul z si se noteaza
prin f'(z) sau:

D, = f(x) (3.7)
Egalitatea (3.2) se va scrie sub forma:
fl@+h) = f(z) = f'(z) +a(z,)h, (3-8)
iar (3.6) sub forma:
df (z) = f'(x)h. (3.9)

In continuare vom da o interpretare practica a diferentialei, astfel: Cresterea
aplicatiei f poate fi aproximata prin diferentiala lui f in punctul x sau:

Af(x;h) =~ df (z) = f'(z)h. (3.10)

Proprietatile generale ale diferentialei si ale derivatei unei functii f vor fi punc-
tate prin urmatoarele teoreme:

Teorema 7: Daca f este diferentiabila in x atunci f este continua in x € A.
[ Notand cu y = 4+ h € A din (3.2) rezulta ||f(y) — f(x)|l2 = ||Dzh +
a(w, B)l2 < I Dahl + lla(z, )2 < Ml + 18z, W)la Ikl < (M + ) |[hlly ~
(M +e)||lx—yl/1. Penultimul termen este rezultatul faptului ca ||3(z, h)||2 — 0.
Deci [|B(z, h)||2 < €].

Teorema 8: Daca f/(z) = D, este derivata lui f, f : A — Sy, diferentiabild
in z, atunci f'(x) este unic determinata.
[ Presupunéa nd prin absurd ca odata cu (3.2) avem si f(x + h) — f(z) =
DXh + a*(z,h), Dih si o avand aceleasi proprietéati ca Dyh si a va rezulta:
Dyh — Dih = a*(z,h) —a(z, h)(V)h € Sy astfel ca x4+ h € A. Tinand cont de
(3.4), care este verificata atat de « cat si de o rezulta:
0< IIsz‘L‘hﬁzhllz — o (z:h”)h”?(ﬂf»h)\b < IIOé”(}ffl,Illl)llz + IIal(lx:’“Ll)IIZ),
|Dzh — D% B

si pentru ||h]1 — 0 vom avea: lim <

[ PRt (1]
Daca presupunem un hg € Sy cu hg + 2 € A si ||h][1 > 0 pentru care

D,ho # Diho si W = a > 0, atunci pentru orice t > 0 vom avea :
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_ UDzh=Dzhlla _ ||De(th)—D3(th)ll2 _ : 5
o= "R = Tl . Notnd cu h = thg evident |||y — 0, daca
t||Dzh — Dxh
t — 0 in timp ce | lﬁm 1Dz T zhll2 = a # 0, ceea ce contrazice relatia
h|l1—0 1

de mai sus. Asadar nu exista hg astfel ca Dyhg # D}ho si deci Dyh = D}h
pentru orice h € S; astfel ca x + h € A si deci D = D, = f'(z)].

Teorwma 9: Daca f,g : A — S9A C S;, A deschisa, sunt diferentiabile
in x € A atunci A\f si f + g sunt diferentiabile in x si (A\f) () = \f'(x),
(f +9)(2) = 1'(x) + ¢/ (x).
[ Deoarece (Af)(x) = Af(x) vom avea:
(e +0) = (1)) = Mo )= A1) = NFG 5 h) = #@)) = NP (s

|2

a(z,h)] sicum Af'(x) este o aplicatie liniarad i marginita ca si f'(z) iar e =

2lEllz — 0 se deduce ci Af este diferentiabila si (Af)'(z) = Af'(x)

APOL(f + g)(a + ) — (F + 9)(@) = fla+h) +g(z + h) — F(a) — glz)
Flo+h) — F@)]+ [9@ + 1) — 9(@)] = F/(2)h +as(z, h) + ¢ (2)h + oy z, h) —
[f'(x) + ¢ (z)]h + af(z, h) + ag(z, h) si cum:

o (@ h)tag@hlle _ lar(ehls laglzh)lz
< < 9
0= Tl S TR TR

1
(f + 9 (@) = £/(2) + ¢/ ().

Pentru o aplicatie f : A C S; — R = Sy vom defini punctele de extrem
local din A:

Punctul zyp € A se numeste punct de maxim(minim) local daca pentru orice
punct x € A din vecinatatea lui zg vom avea:
f(x) = f(@o) <O(f(x) — f(z0) =2 0).

Teorema 10:Daca f : A C S; — R, A deschisi, are o valoare extrema in

xo € A (un maxim sau un minim) atunci daca f este diferentiabild in xy in
mod necesar f'(xo) = 0.
[ Presupunand prin absurd ca ar exista un hg € S; astfel ca g + hg € A si
I (x0)ho > 0, atunci scriind f(xo+the)— f(z0) = tf'(zo)ho+ (o, thy) pentru
orice t € R si daca tinem cont de interpretarea practica a diferentialei avem:
f(zo +tho) — f(xo) = tf(x0)ho vom deduce ca f(xo+ thg) — f(zo) < 0 daca
t <0si f(xo+thy) — f(zg) >0 daca t > 0 ceea ce spune ca xg nu este punct
extrem. Daca z¢ ar fi punct de maxim atunci f(zg + tho) — f(zo) < 0 si deci
tf'(zo)ho < 0 pentru orice ¢ € R ori daca ¢t > 0 in ipoteza f'(xo)ho > 0 vom
avea tf’(xg)ho > 0. Daca vom presupune: f’(xg)ho < 0 vom ajunge la fel la
o contrazicere urmand aceeasi logicd. Deci neaparat trebuie ca f'(xg)hg = 0
pentru orice h € S; cu xg + h € A, si deci in mod necesar f'(xg) = 0].

Observatie: Vom vedea in cele ce urmeazi ca se poate ca f'(x¢) = 0 fara
ca xg sa fie punct de extrem.

Teorema 11: Daca se considera Si,Ss,Ss trei spatii normate si multimile
A, B deschise din S si respectiv So precum si aplicatiile f : A - B, g : B — S3,
diferentiabile in punctele o € A si respectiv in y9 € B atunci aplicatia com-
pusa go f: A — S3, (go f)(z) = g(f(z)) este diferentiabila in z( si are loc

— 0 rezulta ca:
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egalitatea:

(go f)(zo)h = g'(f(x0))f (z0)h.

[ Prin ipotezd avem: f(2o+ho)— f(z0) = f'(z0)h+a(zo, h), 9(yo+k)—g(yo) =
g (yo)k+ag(yo, k). Calculand cresterea lui go f vom avea (go f)(xo+h) —(
H@o) = glf (w0 + 1)] = g[f (x0)] = gf (o) + f'(x0)h + ag(xo, h)] — g[f (z0)] =
9(yo + k) — g(yo). Am notat k = f'(xo)h — ap(xo,h). Deoarece g este
diferentiabild in yo avem: g(yo + k) — g(yo) = ¢’ (vo)k + ag(yo, k) si deci (g o
H(@o+h)=(gof)(xo) = ¢'(yo) [f (wo)htay(xo, ) +ag(yo, k) = ¢ (yo) f'(wo)h+
9'(yo)af(zo, h)+ag(yo, k). Daca notam cu y(zo, h) = agor(zo, h) = g'(yo)as(zo, h)+

aq(yo, k) si vom arata ca lylls ., 0 dacs ||k 1 — 0 teorema va fi demonstrata.
9\Y0, %) 8 IRl

go

luls 19’ @o)as(zoh) g oklls _ 11 s o @O, flag(uob)ls 1 @o)h-+o (o)l
0 < gy = Tl < Ilg' (wO)lls =+ "1t AT <

0,h h k
Hg (yO)II ||04f(|";«;Hl )||2 (Hf/(x())HQ + ||04fﬁ5;(‘)‘1 )||2) Hagﬁszb s
Ori in conditiile diferentiabilitatii lui f si g termenul ultim tinde la zero|.
Putem considera si relatia:

(go f)(z0) = g'(f(x0))f (o), (3.11)

numita relatia de derivare a functiilor compuse.

3.5.3 Diferentiala si derivata unor aplicatii concrete.

I. Cazul S; =R, Sy = R, A = (a,b),a <b f : (a,b) — R. In acest caz:
fx+h)— f(z) = Dyh+a(z,h),he R,z € A,z + h € A.

Dupa cum se stie, din scoala singurele aplicatii liniare si marginite, in acest
caz, sunt cele de forma:

{(z) = cx pentru ¢ € R, ¢ # 0, care indeplinesc deci proprietatea:

l(ahy + bha) = al(hy) + bl(ha)

lim o+ hi)L — @) _1?1% a(g;; h) sideci D, = f'(x).
f'(x) este deci derivata lui f in x, cunoscuta din liceu.

Diferentiala lui f in punctul z este (df)(z) = f'(x)h si apare ca un produs
intre f'(z) si h.
Considerand functia ”identitate” f(x) = x avem:
flx+h)—fz)=x+h—ax=h=f(x)h+a(z,h) =h+a(z,h)
si deci avem «(x,h) = 0. Daca vom lua cregterea functiei f(x) = x vom
avea: Ax = h =~ dx. Astfel se poate lua n loc de h simbolul dz (care de fapt
il inlocuieste) si pentru alte functii diferentiabile si se noteaza cu (df)(x) =
f(x)dx

Apare astfel posibilitatea exprimarii derivatei ca un céat:

(df)(x)
P (3.12)

In cazul acesta D, =

fl(a) =
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Pentru x = x¢ si xg + h = x vom avea:

f(x)—f(xo) = f'(x0)(x—x0)+a(x0, x—10) Ceea ce poate antrena existenta
a(zo,x—x0)
|z—x0|

II. Cazul S; =R, Sy =RFkE>1,keN,A=(a,b),a <bf :(a,b) — RF.
In acest caz:

unei functii f(xg, x — z9) = , astfel ca lim B(xo,x — xzg) = 0.
r—xQ

fi(z)
F(2) = (i), o), o )t = | 27
fi(x)
Ji(z +h) Si(z) iz +h) = fi(z)
h) —
ot h) - fla) = f2($:+ hy | f2f$) _ | Pt ) fa(z)
fr(z+h) Jr(@) fe(@+h) = fr(x)
Tinand cont de I, pentru fiecare componenta, fj(x),j = 1,2, ...k vom avea:
Dy h+ a1(x, h) D1, ai(x, h)
Dgxh + Qo (.T, h) Dgx a9 (l’, h)
Fa+h) ~ f(x) = | e P e
Dkxh+ak(x7 h) Dy O‘k(xv h)

= Dyh+ a(z, h).
Apare astfel derivata unei functii vector ca un vector cu componente derivatele
acestora:

fi(@)
D= =|
fila)
iar diferentiala:
(df1)(x) fi(z)dx
= | @ | _| o
@@ )\ s
Functia a(z, h) este tot o functie vector de forma:
ai(z, h)
alz,h) = a2(?’h)

o, h)
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- Ca@i)e .. @@ k) + a3 h) 4t ()
cu proprietatea lim ———= = lim _
Irlli—0  [[Allx h—0 7|

0. Tot prin traditie vom nota cu dz in loc de h si vom avea: (df)(z) =
(fi(@), f3(@), .., fi(z))'dx
Exemplu: f: A — R?

24
f(z) =2+, 32212 = 372
11—zt
1
fa)=| 6z
—4a3
dx
(df)(z) = 6xdx
—4x3dx
Daca vom lua x = —1 atunci:
1
Fen=| -6
4
dx
(df)(-1) = [ —6dx
4dz

Interpretarea geometrica a derivatei aplicatiilor diferentiale II

Pentru inceput vom considera k = 2. Fie astfel f : (a,b) — R? de forma f(t) =
(p(t),7(t))(vom conveni, pentru usurinta expuneri renuntarea la scrierea vec-
torului f sub forma de coloana) pentru orice t € (a,b). O astfel de aplicatie se
numeste curb# plana, iar daca ¢, € C°(a, b) atunci se va numi curba continua
iar iar daca o, € C!(a,b) atunci se va numi curbd neteda (in practici f va fi
o curba neteda pe portiuni cnd , 1 € C}(a,b), aceasta inseamna ca ¢, 1) sunt
de clasa C!(a,b) exceptand un numir finit de puncte din (a,b) in care exista
limite laterale finite pentru ¢ si ¢ si derivatele lor. Multimea punctelor din
planul R? de forma:

Hy = {(z,y)|z = ¢(t),y = ¥(t),t € (a,b)} se numeste suportul sau urma sau
hodograful curbei f.

Derivata aplicatiei f, notata cu f/(t) se va defini prin:

f/(t):}lbz%f(t—i_h}z_f(t)?
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daca aceasta limita existd. Desigur aceasta se intmpla daca functiile ¢ si
¢ sunt derivabile in punctul ¢ € (a,b), deoarece:
f(t+h});f(t) — (w(t+h),w(t+h)h)t*(w(t),w(t))‘)

iar trecerea la limita se realizeaza in R?, dupi componente, deci:

f1@E) = (¢' (1), ' (1)

Din punct de vedere geometric, existenta derivatei f’(to) = (¢'(to), ¥’ (to))
intr-un punct tg are drept consecinta posibilitatea trasarii tangentei la hodogra-
ful lui f intr-un punct (z,y0) dat de f(to) = (p(to),¥(to))!, notand deci
xo = ¢(to),y0 = ¥(to). Ecuatia carteziana a tangentei in (xo,yo) va fi:

z—p(to) _ y—(t)
¢ (to) Y'(t0)

care se obtine prin trecerea la limit& pentru h — 0 in ecuatia dreptei, din R?,
care trece prin punctele f(to) si f(to + h) adica in ecuatia:

r—p) _ y—1(t0)

p(to+h) —@(to))  ¥(t0 + h) — (t0))’

dupa impartirea ambilor numitori la h # 0.

Se poate observa pe o figurd ca tangenta la hodograful curbei f(t) =
(o(t),7(t))! intr-un punct curent al acestuia este pozitia limita (daci exista) a
unei secante care trece prin doua puncte distincte ale lui Hy si facand ca unul
din puncte prin deplasarea pe Hy sa tinda catre celalalt. Calculele anterioare
arata ca va exista tangenta la H; in punctul f(¢) daca exista f/(to).

In cazul spatiului R consideratiile sun perfect similare celor din R?:

Daca f : (a,b) — R3 de forma f(t) = (¢(t),%(t), x(t))! pentru orice t € (a,b),
unde ¢, 1, x sunt functii reale obignuite de o variabila reala. O astfel de
aplicatie se numeste curba spatiald, sau curba stramba din R3. La fel daca
©,1,x € C%a,b) atunci se va numi curb# continué iar daci ¢, ), x € Cl(a,b)
atunci se va numi curba neteda (in practica f va fi o curba neteda pe portiuni
cand ¢, v, x € C(a,b), deci p, 1), x va fi de clasa C1(a,b) exceptand un numar
finit de puncte din (a,b) in care exista limite laterale finite pentru ¢, ¥, x si
derivatele lor. Multimea punctelor din planul R? de forma:

Hy = {(2,y,2)|lr = ¢(t),y = ¥(t),z = x(t),t € (a,D)}

se numeste suportul sau urma sau hodograful curbei f. Existenta derivatei
aplicatiei f, notata cu f'(t) = (¢'(¢),4'(t), X' (t))! intr-un punct ¢ are drept
consecinta posibilitatea trasarii tangentei la hodograful lui f intr-un punct
(x,y,2) dat de f(t) = (o(t),9(t), x(t)), notand deci x = p(t),y = ¥(t),z =
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X(t). Ecuatia carteziana a tangentei va fi atunci:

z—p(t) _y—(to) _ z—x(to)
¢’ (to) Y'(to) X' (t0)

Notiunea poate fi extinsa si in cazul k > 3.

Interpretarea mecanica a derivatei aplicatiilor diferentiale I1

Daca vom considera k = 2 gi vom lua norma lui f, adica || f|| = 1/©2(t) + ¥2(¢)
atunci || f'l| = \/¢"2(t) + ¢'2(t) iar dacd Hy este traiectoria unui punct mate-
rial (avand masa egald cu unitatea) in R?, atunci f(t) = (¢(t), % (t))! va defini

pozitia punctului pe traiectoria H iar || (w || va fi viteza medie a punc-

tului intre punctele f(t+ h) si f(t) de pe traiectorie. || f|| = \/¢'2(t) + ¥"%(¢)
este atunci viteza instantanee in punctul f(¢). Numaérul real pozitiv || f'|| se
numeste viteza pe Hy in punctul f(¢).

In cazul spatiului R? consideratiile sunt perfect similare celor din R?: Viteza
pe Hy n punctul f(t) = (¢(t),9%(t), x(t))!, este egald cu:

171 = \J92(0) + w200 + X 2(0)

Notiunea poate fi extinsa si in cazul k > 3.

III. Cazul S{ =R™,So =R, A C R deschisa. f: A — R.

In acest caz: x € A este de forma z = (1,2, ..., Tm), vector linie, din R™ h €

R™ este la fel ca x,h = (hy,ha, ..., ). Aplicatiile liniare si marginite ¢ :

R™ — R sunt de forma ¢(h) = ¢1hy + lohs... + Ly hy, unde 44, lo, ..., £y, sunt

componentele unui vector constant iar £(h) = (¢, h) = £h reprezinta un produs

scalar. Prin urmare:

f@+h)— f(z) = f(x1+ h1,22+ ho,y ey @y + han) — f(2l,22, .0, 2) =

Dyh+a(x,h) = DLhy + D2hg + ... + D™hyy + (21, T2, oy Tin; b1y B2, ooy B,

Vom ciuta legdtura intre, DL, D2 ..., D™ gi f. Cum h este arbitrar vom lua

succesiv h = (h1,0,...,0),h = (0, h2,0,...,0),.... h = (0,...0, Ay ).

Astfel in primul caz avem:

f(xl + h1, 22, oo ) — f(21, T2, o ) = Dby + a1, 22, ..., s h1, 0, ..., 0)

Impartind la hy # 0 si facand h; — 0 vom avea:

lim f(.%'l + hi, xo, ,xm) - f(xl,xg, ceey xm) _p!

h1—0 hl *
In cazul al doilea avem:

f(xl, T2+ hay ey ) — f(21, T2, ooy ) = D2ha + ax1, T2, .., 3 0, ha, ..., 0)

Impartind la ho # 0 si facand hy — 0 vom avea:

lim f(:L'l, x9 + ha, ,.I'm) — f(xl,xg, ey xm) D2

ha—0 ho *
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Vom avea in cazul general:
lim f@1, i+ hy, o xm) — f(z, .2, Tm)
Astfel cantitatile obtinute prin trecere la limitd sunt de fapt derivatele

partiale de ordlnul intai care se noteaza prin:
D2 =2 p2 = LD =00

- Oz’ 83)2 0Tm *
Am vazut, mai 1na1nte, cé exista si alte notatii pe care noi nu le vom folosi.
Revenind la diferentiabilitate in acest caz vom avea:
fl@+h) = f@)=2Lh + 2Ly + ...+ 2Lhy, + a(a; h)
si atunci:
(df)(@) = L (@) + FL(@)ha + .. + 2L (@),
reprezinta dlferen’glala func§1e1 finx §1 pentru ca partea dreapta a ultimei
relatii reprezinta un produs scalar vom mai scrie:
2] 0 0
(@) (@) = (L (@), 2L (@), oy ol (@) (R, e ).
Apare astfel derivata lui f sub forma unui vector si anume:
fl(x) = (2L, 2L oLyt
0x1’ Oxa’ """ Oxm
care se mai numeste vectorul ”gradient” al lui f sau mai simplu gradf gi se
mai noteaza prin simbolul V(numit nabla) astfel:
Vf(z) = gradf (z) = f'(z).
Daca se considera pe rand f = z1,f = x9,...,f = x,,, vom avea dr; =
hi,dry = ho,...,dxy, = hy, si din acest motiv se obisnuieste sa se scrie
dzy,dxs, ... da:m in loc de hi,ho, ..., by st Vf(z) in loc de f/(x) si atunci:
(df)(z) = 6:):1( z)dx + ax ( )dx2+ -+ axf (z)dzm,

iar Vf(x) = (gxfl (x), ggg; (), ..., aij; (7)), omitand cateodata semnul transpus
iar

(df)(x) = V f(z)dr unde dz = (dz1,dxs, ..., dxy,).
Se poate face urmatoarea observatie utila in aplicatii: %(m) se obtine deriva

nd In raport cu variabila x; ca si cand celelalte variabile sunt constante.
Exemple: 1°. f(z1,72) = 21 + 1120 — 2323, 2 = (71, 72).
Jar = 1+ 29 — 2.561.75%; g—fo = xl — 33:%33%
V(@) = (1+ 2% — 22,1 — 3a3a3)'s (df) (&) = (1+ 22 — 2010d)dy + (a1 —
3x323)dxs
si vom avea:
(Vf(2)(1,-1) = (2,-2); ((df))(1, —1) = 2dzy — 2dxs.
2°. f(z1,22,73) = 217273
Ty = T2T3, 5ao = T1T3, g—rfs = z129; Vf(x) = (zom3, 1123, T122)" §1 (df)(2) =
Toxsdx] + x123dTs + T1202dT3

Completare:
Daci vom considera: z¢ = (28,23, ...,28);h = (h1,ha, ..., hy) 81 20 + h =
(xd + h1, 23 + ha, ..., 28" + i) = T avem:
f(@) = f(xo) = f'(z0)(w—w0) + (o, —w0) = L (wo) (w1 — ) + £ (w0) (w2 —
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T3) + ..+ %(Z’Q)(Z’m — ) + a(zd, 23, . 2l ad — vy, 2k — way e T — )
si atunci conditia pentru « va fi:

. al . |af

lim ——— = lim = 3 =0
v=z0 |z = zol|  lla—wol|—0 \/(z1 — 2D)2 + (w2 — 22)2 + oo + (T — 22
sia(xd, 23, .. af b — 21,2k — 1o, 2l —a) =
Vi —2d)2+ (w2 — 22)2 + .o + (2 — 2)2B(x, 22, .., 20 2l —21, 2R~ 20, ..y T —
Tm) si 0 — 0 pentru x — xg.
IV.Cazul S; = R™, Sy =R* m,k > 1,m,k € NJA C R™, A deschisa. f: A —
RF.

In acest caz aplicatiile f sunt de forma: f: A — R¥ unde z € A este de

forma x = (21,22, ..., Ty ), vector linie, din R™, iar f(z) € R si este de forma:

fi(x)

1) = (Rl @) ity = | 29|

fm ()

iar f; : A — R pentru j = 1,2,..., k, deci toti f; sunt din categoria III, si deci:

fi(z +h) — fi(z) @i—;dazl —|—...—l—%dmm+a1
Floth)—f(x) = fo(z + h:) — fa(z) _ 8—xida:1 + ... +: ﬁdmm + a9 _

il +h) — fi(a) O gy 1 4 Uy + o

Ox1 amg. t Oxm ' 2 + 2 _

onon on ) \ dm a

0x1 Oz " Oxm

(df)(x) + a(@, h) = f'(z)dz + a(z, h)
Apare astfel derivata lui f, f/'(z), de forma unei matrice cu k linii i m
coloane.

oh on o
fllay= 72 o

Ox1 Oxo " Oxm
numita matricea Jacobi sau jacobiana functiei f, avand un numar de £ linii,

egal cu numéarul de componente ale functiilor si un numéar de m coloane, egal
cu numarul de componente variabile ale functiei.
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V.Cazul S; = C, Sy = C,A C C ;A deschisa z € A.

In acest caz z = x+iy,h € C,h = hi+iho i z+h € A, f este diferentiabila
inzeA f:A— C. Prin urmare, vom avea:
f(z+h)— f(z) =D,h+ a(z,h)
unde D, = D1+iDy, o0 = oy +icp. Cum f(z) € Crezulta ca f(z) = f(x+iy) =

uw(z,y) +iv(z,y) cu u,v : R2 — Rsi f(z+h) = flx +h1 +i(y + ho)) =

w@+hi,y+ he) +iv(x+hi,y+ha) si f(z+h) — f(2) = [u(x+ h1,y+ he) —
u(z,y)] + ifv(x 4+ hi,y + ho) — v(x,y)] = (D1 + iD2)(h1 + iha) + a1 + ias.
Separand partea reala gi partea imaginard vom avea:

w(x + hy,y + ha) —u(x,y) = Dih1 — Daha + o
v(x + h1,y + ha) —v(z,y) = Dah1 + Diha + o

care arata ca u si v sunt doua functii de doua variabile diferentiabile. Pe de
alta parte tinand cont de punctul cazullIl, cazul u,v : R? — R:

u(x+h1,y+h2)—u(33,y)—amh + gy 2 + aa
v(x+h1,y+h2)—v(x,y)—8xh + h2+062

Comparand cele doua rezultate vom avea:

Dl:%:g—z; D2:_g_zz% (313)
numite relatiile Cauchy-Riemann. Aceste relatii conduc la concluzia cd pentru
o functie f : A C C — C sa fie diferentiabila intr-un punct z € A nu este
suficient ca u si v, componentele lui f, sa fie diferentiabile in A ci mai trebuie
sa fie indeplinite conditiile Cauchy- Riemann, de mai sus.

Exemplu: f(z) = 22 = u(z,y) = 22 — y%,v(z, y) = 2xy.
fz+h) —f(2)=(z+h)?—22=2zh+h= D, =2z,a=h2

Daca se iau doua functii u(z,y),v(x,y) reale diferentiabile intr-un punct
(z,y), atunci consideram f = w + iv ca o aplicatie de la C la C. Daca nu
vor fi indeplinite conditiile de mai sus f nu va fi diferentiabila. Presupunand
ca sunt respectate conditiile Cauchy-Riemann atunci f este derivabild i vom
putea scrie:

ou . Ov 8u 8u ov 0v B ov  .0u

D D — = — i
fR)=Ditiby =g +ig =o —ig =5 *ige = o, oy
iar daca se va nota cu dxr = hy,dy = hy deci dz = dz + idy = h.

(@) = ()= = (G i e = (5 =i )= = (G i )i = Gy i
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3.5.4 Proprietati ale diferentialei si derivatei aplicatiilor con-
crete.

Ne vom situa mai intai in cazul I al precedentului subcapitol.

Aproximarea functiilor cu ajutorul diferentialei.

Tinand cont de semnificatia practica a diferentialei in acest caz:
f@+h) = f(z) = f(z)h

si vom folosi aceasta formula pentru calculul aproximtiv al unor valori date de

anumite functii.

Exemple:

1°. Sa se calculeze, cu aproximatie, sin(46°).
)h pentru x = 45°,h = 1° sau = =

Deoarece sin(z+h)—sin(x) ~

W lo. N
radiani gi h = 355 radiani atunci:

( =ira
in(46°) ~ sin(45°) + (cos(45°)1°= 5 Y2 %W = 0,7194 2°. Sa se calculeze
V/24. Deoarece 24 = 27— 3 considerand flx)= Yz, v =2T,h=-3= V24~
3 a1 _
ﬁ+3ﬁ( 3) =3—5=2,8888

sin(x
S

Teorema lui Rolle.

f continua pe [a,b], f derivabila pe (a,b) atunci daca f(a) = f(b) exista cel
putin un punct ¢ € (a, b) astfel ca f'(c) = 0.

[ Deoarece f este continua intr-un interval inchis igi va atinge valorile
extreme in puncte din [a,b]. Cum f(a) = f(b), daca f nu este constanta f
isi va atinge valoarea maxima(daca f(xo) > f(a)) respectiv valoarea minima
(daca f(zo) < f(a)) cel putin intr-un punct ¢ € (a,b) in baza teoremei de la
continuitate iar in baza teoremei 4 de la proprietitile generale ale diferentialei
vom avea f’(c) = 0.]

Teorema lui Cauchy.

f, g continue pe [a, b], derivabile pe (a,b) iar ¢’(x) # 0 pentru = € (a,b) atunci
g(b) — g(a) # 0 si existd un numar ¢ € (a,b) astfel ca:

f)—f@) _ f'(e)

g(b)—g(a) = g'(c)

[ Pentru demonstratie vom defini functia F' : [a,b] — R prin :
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Este evident ca F este continua pentru z € [a, b] si derivabila pentru x € (a, b)
iar F'(a) = F(b) = 0. Teorema lui Rolle asigura existenta unui punct ¢ € (a, b)
astfel ca F”(c) = 0 cum

va rezulta F'(c) = 0 sau f'(c)(g(a) —g(b)) — ¢’ (¢)(f(a) — f(b)) = 0, deci relatia

din enunt. |

Teorema Lagrange:

f continua pe [a,b], f derivabila pe (a,b) atunci exista ¢ € (a,b) astfel ca:
f()—f(a) = f'(c)(b—a) [Justificarea se face cu teorema Cauchy lund g(x)=x. |

Derivata functiei inverse.

Daca f : [a,b] — [c,d] este bijectiva, atunci daca f'(z) # 0 pentru z € (a,b)
functia inversa f~!: [¢,d] — [a,b] este derivabil si

IV 1 _ 1 1
W e T P - )

[ Deoarece f este bijectiva va exista f~! : [c,d] — [a,b] si (f~1o f)(z) =
sau (f~1(f(x)) = z. Prin derivare vom avea: (f~1)(f ( )) "(z ) =1 Notand
f(x) =y deci x = f~1(y) va rezulta (f~1)'(y)f'(z) = 1 sau:
Y W) = 7

Exemplu: f(x) = sinz, f~1(y) = arcsiny (f~1)(y) = @) = st =
\/1—iin2:c - \/11_y2'

Derivata si diferentiala de ordin superior.

Fie f : (a,b) — R daca f este diferentiabila in orice punct din (a,b) atunci
atat f’ cat si df pot fi considerate functii definite pe (a,b) cu valori reale si de
aceea acestea pot fi diferentiabile. Iterand acest rationament, se pot defini atat
derivatele cat si diferentialele de ordin 2, 3,... ale lui f. Vom utiliza notatiile
fO=f, fE+HD) = (fR)Y k =0,1,2,... pentru derivatele de orice ordin ale lui
f (dacd exista) si dOf = f, d**1f = d(d*f), k = 0,1,2,... pentru diferentialele
de orice ordin ale lui f (daca exista). Legatura intre derivata de ordinul k+1,
f*+D) ¢ cea de ordin k , f*¥) se obtine prin formula:

(1) [y — 1 f®)(x+h) — f®)(2)
f + (‘T) - ]]_;11% h )
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k = 0,1,2,... Vom pune in evidenta legatura intre diferentiala de ordin k ,
d¥f, alui f siderivata de ordin k, f*) a lui f.
Fie k = 2, deoarece (df)(z) = f'(x)h iar (d*f)(x) = d(df)(z), (d*f)(x) va
fi partea principala (adica partea liniara in raport cu h = dx) a cresterii
(Adf)(z, h) prin urmare:
(Adf)(, h) = (dF) (@ +h)— (dF)(@) = (A(F @) (@, h) = [(f) (@)h+ap]h =
f"h + apr cu apr = agph, de unde se deduce egalitatea:
(d2f)(x) = f"(x)h? = f"(x)(dz)?; f"(x) = 4
Procedand in mod asemanator vom avea, pentru k=3,4,..
(@) (@) = fO @) = £ (@)(do); f0 (@) = LLE

Pentru o functjie diferentiabila (derivabila) de & ori pe un interval (a, b) vom
spune ci apartine multimii de functii derivabile de k ori, notata cu C* (a,b),
adica f € C*(a,b), sau ci este de clasa C* pe intervalul (a, b).

O proprietate a functiilor de clasa C*(a,b).

Daci f, g € C*(a,b) atunci:
k k
(F@)g(@)® =3 L (a)g" (2) = 3 CLFD (2)g* ) ()
j=0 =0

[Justificarea se face prin metoda inductiei complete. |

Polinomul lui Taylor. Dezvoltarea lui Taylor.

Daca f € C*1(a,b), atunci f se poate scrie sub forma:
—xz0)? r—x0)"™ z—x0)" !

F(@) = f(wo) + 232 £ (w0)+ E 2l £ (20)+...4 EB £ () 4 L2 ) ),
unde ¢ este un punct intermediar intre z i xg iar z,z¢ € (a,b).

[ Fie x1 un punct arbitrar din (a, b) si ¢ punctul din teorema i fie functiile:

z1—x)2 z1—2)" p(n
g(@) = f(@) + 252 /(@) + PGS (@) + o+ ST ) (a)
h(z) = (v1 — 2)"*
Derivand aceste functii vom avea:
_ Tri1—x 2 _

g'(x) = fl(=) + [““1.:" ”( v) — fi(@)] + (2 (@) — B2 ()] + .+
[ D () — (2 O ()] = (o ) )
K(z)=(n+1)(z; — :c)
Aplicand teorema Cauchy pe intervalul determinat de xg si 1 functiilor g si

h obtinom: f;11=1es) = i

unde c este un punct intre o si 1 si deci:
fz1)—fzo)+ I11!900Jc (wO)Jr(Il 2!10) f//(m0)+“.+%f(n)(l‘o) . @ln;‘@n
—(z1—2)" - —(n+1)(z1—c)™ sau
_ _ 2 _ n+1
F(1) = o)+ 25/ (0)+- 5 1 o)+ R ) () + i 4 )
si cum 1 este arbitrar el poate fi notat cu x.
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Forma obtinutd pentru f(x) se numeste dezvoltarea Taylor de ordin n si
daca notam cu x = xg + h vom avea:

f(xo + h) = f(l'O) + %f%l‘o) + g—?f”(.ro) + ...+ ';L—Tf(”)(xo) + Zr-b:lllf (n+1) ( )
Notand cu: (T 2o f)(7) = f(w0)+"57> ’(3;0)_%%10//(330)_’__“4_(93 ;f!O) £ (20)

si cw: (Rpgf)(z,c) = %ﬂnﬂ)(c) atunci: (1), 4, f)(z) se numeste

polinomul Taylor de grad n pentru f € C""!(a,b). (Rpz,f)(x,c) se numeste

restul Taylor de ordin n pentru f € C"(a,b). f(x) = (T f)(@)+(Ruuo f)(, )]
Aplicatie: Consideram polinomul de grad n, f(z) = ag+ a1+ ... + apa™ =

pa(2), f € CE(R), (V)k € Nsi f+1)(2) = 0. Deci (Ry,zopn)(x;¢) = 0 si

Pu(e) = pu(e0) + 557} (w0) + 5 pl (o) + -+ SR (o).

Daca f € Coo(a,b) dezvoltarea Taylor poate fi scrlsa pentru orice n € N,

() ()

ceea ce face sd se aduca in discutie serii de forma: E

(x — x0)" cu

zo € (a,b), care de fapt sunt serii de puteri cu a, = . Daca seria de
puteri are raza R atunci intervalul (g — R, zo + R) este domemul sumei seriei
si vom ariita cd aceasta coincide cu f(x). Deoarece + = limsup {/|a,| vom

avea {/a, = \/ W < % + e si deci M < (% +¢e)" pentrun > N
deoarece f € C*(a,b) vom avea

S~ @=m0)f (@ — )" L
|f(33)—ZT N(zo)| = |F——IIf" ()|<[($—1’o)(§+€)]‘
k=0 '
Cum |z — 29| = r < R alegind ¢ > 0 astfel ca r(§ +¢) < 1 rezultd ca:

[(z — 20)(% +€)]" — 0 ceea ce inseamna ci: f(z) = Z (:U_nﬂf(”) (x0).
n=0 ’

Derivatele functiilor compuse, consecinte.

In cazul functiilor de o variabila se stie ca este valabila urméatoatrea egalitate:

(g0 f)(z) =g (f(x)f (), (3.14)

unde (go f)(z) = g(f(x)), si daca f este derivabila in punctul z € (a,b),a <
b,a,b finiti iar g este derivabila in punctul y = f(x). Egalitatea (3.14) se
numegte formula de derivare a functiilor compuse si aceasta se poate generaliza
la un numar finit de factori:

(up o tp_10...0u20ul)(x) = (un) (un_10...cu20ul)(x))...(ul) (z). (3.15)

In cazul functiilor de mai multe variabile independente sunt mai importante
trei generalizari ale formulei (3.14). Pentru usurinta se va trata mai intai cazul
a doua variabile independente, cazul general putandu-se trata prin analogie.
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Prima generalizare se refera la cazul unei compuneri de forma:
ACRQLRiR, prin:

(go )z, y) = g(f(z,y)) = F(x,y),

unde Ay deschisa in R? iar f diferentiabils in (xg,70) € Ag si g diferentiabila
in zo = f(zo,yo). In acest caz se poate justifica egalitatea:

AF (0, 10) = o' (F o, ) 5 (o, ) + 5 (o o)y

sau mai condensat cu (z,y) n loc de (zo,yo):
dF(x,y) = ¢'(f(z,y))df (z,y), iar pentru derivata avem:

Fl(z,y) = g'(f(z,9))f'(z,y),
unde F’ si f’ sunt vectorii gradienti respectivi de functii de doua variabile.
A doua generalizare se refera la cazul unei compuneri de forma:

(a,p) ¢ R 72V R2 LR, prin: (g0 £)(1) = g(f(1) = alp(t) () =
g(z,y) = F(t), cu x = p(t),y = ¢¥(t), unde F : (a,b) — R, reprezinta functia
compusi, ¢, : (a,b) — R, fiind functii reale cu valori reale obignuite, deriv-
abile in ty € (a,b) iar g diferentiabila in (xo,y0) = (¢(to),¥(to)), F va fi
derivabila in tg fiind valabild egalitatea:

AF (1) = (5 (a0, 90) () + (52) o, o) ()

sau mai condensat(cu ¢ in loc de ty) sub forma:

A (D) = (52,0060 + 5w )0 O

iar pentru derivata:
/ / 8 / / /
FI(t) = 5o @) (0 + 5 (@) (0) = g/ (,0) - /()

utilizand notatia produsul scalar obisnuit din R?, (a-b=aib; + azbs) al ele-
mentelor a = (a1, az),b = (b1, b2). In cazul nostru ¢ (z,y) = ((22)(z,y), (g—z)(x, Y))

oz
iar f/(t) = (¢'(t),¢'(t)).

A treia generalizare se refera la cazul unei compuneri de forma:

A cRITEYR2 LR

prin:

(g © f)(ZC,y) = g(f(x,y)) = g(@(t79>7¢(t79)) = F(tve)a
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cu x = p(t,0),y = ¥(t,0), unde F : Ay C R?> — R, (functia compusi)
@, : Ay C R? — R, fiind functii reale cu doua variabile reale obisnuite, deriv-
abile in (t(), 90) € Ay iar g diferentiabild in (xo,yo) = ((p(to, 00), lﬁ(to,@o)), fi-
ind valabila egalitatea: dF(tD, 00) = (%)(g@(to, 90), l/J(t(), 90))(,0/(750, 90)(dt, d9)+
(8y)( (to, 90) 1/1(t0’ 90))@/(7507 90)(dt7 da)

sau mai condensat(cu ¢ in loc de gy i cu € in loc de 6y sub forma:
dF(t,0) = (52((t,0), 9(t,0)), (52)(p(t,0), (¢, 0))) ((3D)dt + (55)d6, G2 )dt +
( g—%)d@), iar pentru derivata:

/ 89 8 dy Oy
F(0.0) = (GLett.000(e0). 500000 00.00) (52 5 )
‘ gradF(t,0) = gradg(z,y)Jacobian(p,¥)(t, ),
sau inca: (. )
VF(t,0) = Vg(:c,y)W,

termenul din partea dreapta reprezinta produsul dintre vectorul gradient si
matricea lui Jacobi, corespunzatoare functiilor ¢ si ¢¥». Vom face justificarea nu-
mai celui de-al doilea caz, celelalte facandu-se asemanator. | In baza ipotezelor
sunt adevarate egalitatile:
p(t+h) —o(t) = ' ({t)h + oy
Yt +h) = () =¢'(H)h + ay
9@ +p,y+a) — g(x,y) = G(z,9)p+ 5Lz, v)q + g
cu h*" — 0, T—>Ocandh—>01ar \/p——>0(:and VP2+q¢2—0
sau echivalent ~ in limbaj € — d: || < €|hl, |ay| < €|h], |ag] < e/p? + ¢?
daca |h| < d8(e) i VP?P+ ¢ < (5( ). Utilizand functia F din (?) cu z =
o),y =v(t),p = ¢ (t)h+ oy, g = ¥/ (t)h+ay din egalitatile de mai sus avem:
F(t+h) = F(t) = gt + h), ¢t + h) — g(e(t), (1) == g(e(t) + ¢'(t)h +

( )

Jdg

)

ap, Y(t) + POk + ay) = g(p(t), () (F) (1), ¥(£) (@ (D + ap) +
(52)(0(8), YO (W (D htay)+ag == [(F2)(p(t), ¥(£)¢ (0)+(52) (9(t), o (0) (W (1))t
0, e = (39)(0(0), B(0)(a0) + (99)(o(2), V(D) ) + a5 din egalittile
anterioare rezulta usor ca: |ag| < e ]h\ si deci F' este diferentiabila in ¢. |

Calculand diferentiala lui F' in punctul ¢(adicd produsul F’(¢)dt) rezulta:
AF(t) = d(g((t), ¥(1))) = dg(w,5) = F/(dt = (2)(z, y)d + (92)(z, y)dy.
Am tinut cont ca x = ¢(t),y = ¥(t).

La fel in cazul al trilea:
dF (t,0) = dg(p(t,0), v(t,0)) = F'(¢,0) - (dt. d8) = (52)(x, y)dw + (52) (. y)dy
cuz=p(t0),y=1(t0).
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Din acest sir de egalitati se deduce o regula mnemotehnica pentru calculul
diferentialei intai si anume:

Diferentiala intai are aceeasi forma fie ca x si y sunt variabile independente
fie cd x si y nu sunt variabile independente. Daca = si y nu sunt variabile
independente, se efectuiaza calcule pentru diferentilele acestor functii care se
inlocuiesc In forma clasica pentru dg.

De retinut ca in aceste inlocuiri gg
si acesti z, y nu se inlocuiesc.

Faptul ca diferentiala intai are aceeasi forma fie ca = si y sunt variabile
independente fie ca x §i y nu sunt variabile independente este cunoscut sub
numele de invarianta diferentialei intai.

Din calculele anterioare rezulta si modul de calcul al derivatelor partiale
ale unor functii compuse.

, gg sunt notatii pentru derivate partiale

Asfel in conditiile amintite mai sus pentru functia compusa F(t,0) =

9(p(t,0), ¢(f 0)) = g(x y) avem:
dF = awdx—l— 8y = fjdt+ %gde
iar: dx = Wdt+ 50 d9, sidy = dt+ d0 In acest caz putem justifica fiecare
din egalitatile:
G (0(t,0),0(1,0)) = G2(0(t,60),4(t,0)) 57 (¢,6) + G2 ((t,6), ¥(t,6)) 5 (¢, 6)
G0 (0(t.0),0(1,8) = GL(o(t,0), v(t, 9))8“’@ 0) + g2 (o (t.0), ¥ (t,6)) 55 (¢,6)
Trecand la cazul general putem enunta urmatoarele reguli de derivare pen-
tru: (a,b) € R f=1,03,00m) R % R, prin:
(g0 )(@1(t), p2(t), -, on(t)) = g((p1(t), p2(t), -, on(t))) = F(2),
unde: F': R — R, fiind functia compusa care este derivabild in punctul curent
t iar derivata sa, 1n acest caz, este data de formula:

Z g (@1, 29, . xn) - f1(1),

unde :cj gpj( )j =1,2,...n

Putem extinde aceasta formula astfel: A, C R? f:(%’m"“’(pn) R* 4 R

prin: (g o f)(e1(ti,t2, s tp), 902(151,752,..., p)s - on(ti,to, o tp)) =

= g(((pl(tl, t2, ceey tp), (pz(tl, t2, ceey ), ceey Spn(tly t2, ceey tp))) F(tl, t2, ) tp), unde:
F : RP — R, fiind functia compusa care este derivabila in punctul curent
(tl, ta, ..., tp) iar derivatele partiale in acest caz sunt date de formulele:

dg 8% .
=1,2,....p.
Zaxk 8t bl b 7p

Identitatea lui Euler.

Functia f € S(A2) (Ag deschisa in R™) se numeste pozitiv omogena, pe scurt
omogena de grad p € N, daca:
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f(txy, teg, ... tay) =t f(x1, 22, ..., Tp)

pentru orice (21,22, ..., Zn) € Ay, unde P = et (deci t > 0 obligatiriu).

Daca derivam in raport cu ¢ identitatea de mai sus obtinem:

xlaf (txy,txg, ... ta:n)—{—xgaf (txy,txg, ... txy)+.. —}—:cnaf (txy,txg, ... txy) =

ptP L f(2q, w0, ..., 1),

Pentru ¢ = 1 obtinem:

xl%(xl,xg, ...,ajn)—l—xgaa—gg;(xl,mg, ...,wn)—{—...—kxn%(xl, X9y ey Tn) = pf (21,22, ..., Tn),

numita identitatea lui Euler pentru functiile pozitiv omogene de grad p.
Identitatea lui Euler a fost folosita In mecanica la exprimarea energiei

cinetice, care poate fi interpretatd ca o functie omogena de grad doi in com-

ponentele vitezei, dar este aplicabila si in alte 2situaﬁgii. De exemplu, daca g

x

este diferentiabila, functia f(z,y,z) = m—;g(— y—Q) este iarasi diferentiabild cu

xz > 0,y > 0 iar expresia: xaf + Yz, f este mai greu de calculat direct. Ob-

T

servand ca f este omogena de grad zero vom avea: 37 + yaf + z 3f =0si
deci xaf + yaf = —zgf; =-2f(z,y,z2)

Are loc si o reciproca a identitatii lui Euler, adica:

Orice functie f € C(M(A,,), care verifici identitatea lui Euler este o functie
pozitiv omogena de grad p.

[ Pentru usurintd vom lua n = 2. Fie g : (0,00) — R, prin: g(t) =
f(tx, ty) — t? f(z,y). Vom arata ca g(t) = 0 pentru orice ¢ € (0, 00). Functia g
fiind diferentiabila pentru ¢t > 0, in baza regulii de derivare a functiilor com-
puse, iar g(1) = 0. Calculnd ¢/(t) vom avea:

g (t) = 23k (te, ty) + y 3L (t, ty) — ptP= (2, y)

Inlocuind in identitatea lui Euler (x,y) cu (tz,ty) se va obtine: ¢'(t) =
Lf(tw, ty) — ptP~! f(z,y) = Bg(t), pentru orice ¢t > 0, de unde rezulta tg'(t) —
pg(t) = 0 sau %(%) = 0 pentru orice ¢t > 0, din care rezulta: % = constant,
pentru orice ¢ > 0, si cum g(1) = 0 va rezulta g(¢) = 0 pentru orice t € (0, 00).]

Extinderea formulei lui Lagrange.
Daca f € S(A,), f diferentiabila pe A, six = (21,22, ..., Tn), ¥y = (Y1, Y2, --s Yn),
doua puncte din A,,, atunci va exista 6 € (0,1) astfel incat:

f(xlvx?v"'vxn)*f(yl,y%“-ayn) :Z(xj )( !

J=1

(51,52,..,§n) (3.16)

cuéy =xr +0(yr — k), k=1,....,n

[ Vom face justificarea pentru cazul n = 2, pentru n > 2 justificarea se
face in acelagi mod. Luam astfel functia compusa g(t) = f(x1+t(y1 — 1), x2+
t(yo — x2)) cu (z1,22), (y1,y2) doust puncte din Ay € R%. Deoarece in R are
loc identitatea lui Lagrange:
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g(1) — g(0) = g'(9)
cuf e (0,1)iar g(1) = f(y1,92),9(0) = f(x1,x2), vom avea:
g'(t) = (y1 — 21) gk (@1 + tyr — 21), 22 + t(y2 — 22)) + +(2 — y1)FL (@1 +
t(y1 — x1),x2 + t(y2 — z2)), unde Tfl reprezintd derivata in raport cu prima
of

componenta iar ey reprezinta derivata in raport cu cea de-a doua componenta.

Inlocuind ¢ cu 6 € (0,1) si pentru a elimina orice confuzie, notam &, = =1 +
O(y1 — z1),& = x2 + 0(y2 — z2) vom avea egalitatea lui Lagrange
Flan, ) — flyye) = (21— y1) 2L (61, &) + (2 — 12) 2L (61, &)

Exemple :
1°. fla,y) =22 + y3 Consideram punctele (0,0), (1,1). Vom avea:
FOL1) = £(0,0) = g (61, &) + G (&,6) cu & =& =6,
Rezulta: f(1,1) — £(0,0) = 20 + 302, si deci 2 = 260 + 362, de unde rezulta:
0= _1?/_ si convine numal 0= _1+‘/_
2°. Pentru f(z,y,2) = 22 +y?+22 si punctele (1,1,1),(0,0,0) obtinem: 3 = 66
si deci 8 =0, 5.

Teorema de existenta a diferentiabilitatii unei functii de mai multe
variabile.

Este important de semnalat ca existenta tuturor derivatelor partiale ale lui f
in punctul z nu asigura diferentiabilitatea lui f in acel punct z dupa cum se
poate arata pe exemplul:

oy = { e o a4 20
0,daca 22 +y?> =0

O conditie suficienta de diferentiabilitate este data de:
Teorema 12: Daca f : A,, C R™ — R este data astfel ca 367]; exista In veci-

natatea unui punct xo € A, pentru j = 1,2,...,m si % sunt continui in xg
J

atunci f este diferentiabila in xg.

[Vom demonstra teorema pentru m = 2 i vom scrie:
f(@o+h,yo + k) — f(xo,90) = [f(zo + hyyo + k) — f(z0, yo + k)] + [f (20, yo +
k)— f(x0,y0)]. Apoi aplicam teorema cregterilor finte fiecarei paranteze si vom
avea:
Flxo+hoyo + k) — f(xo,%0) = ZL(& yo + k) + 5L (w0, n)k, unde & este intre
o $i xg + h iar n intre yo si yo + k. In baza continuitatii derivatelor partiale
n (xg,yo) avem:
%(57% +k) = %(UCO, Yo) + Ya-
g—i(moﬂ?) = g—i(ﬂfo,yo) + 7y
unde |v,| < € si || < € dacd VA% + k? < §, ceeace Inseamna:
F(@o+h, yo+k) — £ (20,40) = 5L (20, yo) h+ 3L (20, yo) k+a, unde a = Y h+yk
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si deoarece:

T h|+|k . .
0< \/h‘;iil*k2 = \/hZHc? [l + \/hz:w k] < % si putem lua & = Vh? + £ si
se deduce:

lim o

— =0].
(h,k)—(0,0) V/h? + k2 J

Derivata unui camp scalar in raport cu un o directie data.

Pentru usurinta expunerii vom considera mai intai cazul n = 2 si fie (a,b) un
element nenul fixat in R? (deci a?+b? > 0). Acest element nenul va fi denumit
directie in R2. Pentru (zo, yo) € R? multimea din R? definita prin:

{(z,y) €R2\$:x0+ta,y:yo+tb,t€R}

se va numi linie dreapta care trece prin punctul (xg,yo) si are directia (a,b).

Deoarece a? + b* > 0, se poate lua in consideratie elementul din R? avand
b o . ..

componentele (ﬁ, W)’ care poarta numele de versor al directiei (a,b)

o2 R s ) _ _ a _
in R“. Convenim sa notam acest versor prin: ¢ = ({1,/s), cu {1 = T by =

\/ﬁ, VB + 103 = 1. Dacd f € S(Az) este un camp scalar In multimea
deschisa Ay, iar £ este versorul directiei (a,b) din R?, prin derivata in ra-
port cu directia ¢, in punctul (zg,yp) € Ay notata cu %(wo,yo), se intelege
numarul real ¢’(0), unde g(t) = f(zo + tl1, yo + tf2).
In baza formulei de dervare a functiilor compuse, avem:
& (x0,90) = G (z0, yo)01 + 2—5(3307%)52 = f'(wo,y0) - L.

Putem justifica geometric definitia derivatei in raport cu o directie data
g—’g(xo, yo) scriind efectiv:

¢(0) = lim M ~ lim f (o + at, yo +t bt) — f(x0,10)

\ (% g ta, ¥ +tH)
Fig. 3.1:

Daca vom lua punctele (g + ta, yo +tb), (xg, yo) acestea se afla pe dreapta
ce trece prin (g, yo) si are directia (a,b). Cele doua puncte sunt luate in sens
crescator al parametrului ¢ (mai precis pentru ¢ > 0). Se constata ca ¢ este
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exact distanta dintre (zo,y0) si (o + ta,yo + tb), resupunand a? + b = 1
si deci derivata unui camp scalar in directia (a,b) intr-un punct (xg,yp) este
limita raportului dintre diferenta valorilor acestui camp in punctul considerat
si un punct vecin situat pe dreapta ce trece prin (zg,yo) si are directia (a,b)
si distanta ¢ dintre aceste puncte.

De aici rezulta ca daca t < 0, punctul (g + ta,yo + tb) va fi luat in sens opus
deplasarii normale pe dreapta si atunci derivata % va avea semnul minus
deoarece la numitor distanta va fi egala cu —t, distanta fiind intotdeauna un
numdr pozitiv. In particular, derivata in raport cu directia Oz deci pentru
¢=1(0,0,...,1,...,0), 1 este pe locul j si: %(ajl,@, ey ) = %($1,$2, ey Tp)
Derivata in raport cu o directie are toate proprietatile derivatei obignuite(astfel):
9 (af + Bg) (w0, 50) = o (zo, o) + B (w0, %0) (V)av, B € R

b p)
I(f9) (@0, y0) = % (x0,50)9(z0, ¥0) + f (20, %0) 3¢ (w0, %0),
92 (20,0)9(w0,y0)— f(x0,30) 5% (0,40)

a(f _
W(E)(x(]vy()) = 9%(20,90)
la care se mai adauga unele noi, cum ar fi:

g5 (20, 90) = a%f (0, 90) (V)a € R,

b 0 0
a(T_{@)(iUo,yo) = a—g];(wo’yo) + 8—8];(1:073/0)

Normala si tangenta la curbe in planul R?.

Una din aplicatiile imediate ale regulii de derivare a functiilor compuse se refera
la interpretatrea geometrica a derivatelor partiale pentru campuri scalare.
Fie f € S(Ag)(wo,y0) € Ay C R? i curba de nivel constant f(x,y) = f(zo,%0)
care trece prin punctul (zg,yp). Scriind curba de nivel sub forma g(t) =
(p(t),1(t)) (posibilitatea acestei exprimari va fi justificata cu ocazia expunerii
teoremei functiilor implicite) va rezulta egalitatea: f(p(t),%(t)) = f(xo,y0)
pentru orice t € (a,b),a < b, a, b finiti. In baza formulei de derivare a functiilor
compuse vom avea:

9L ((t), (1) (8) + 2L (p(2), v() /() = 0

care pentru ty € (a,b) ales astfel incat ¢(tg) = xo, ¥ (tg) = yo se scrie:

S (o), v (1) (to) + SL((t0), ()0 (£) = 0

In ipoteza f € C(Ay) existd atat derivatele partiale %, g—£ cat si derivatele
' 1. Egalitatea ultima poate fi interpretata ca o relatie de ortogonalitate
(perpendicularitate) intre vectorii f/(zo,y0) si ¢'(to) = (¢'(to), ¢ (to)) deci
f'(x0,90) L g'(to)

Deoarece ¢'(to) = (¢'(to), 1’ (to)) constituie parametri diectori ai tangentei
la curba de nivel in cauza, in punctul (zo,y0) = (¢(to),?(to)) componen-
tele vectorului f’(zo,y0) dacd f’(xo,yo0) # 0 constituie parametrii directori ai
normalei la curba de nivel in punctul (zg,y0). Ecuatia carteziana a acestei
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normale este:
T — o Y—"%Yo

= af (3.17)
oxr dy
si in baza relatiei de ortogonalitate a doua drepte avem:
of of
! to) = 5= ) 5 ! tg) = —=— ’
¢ (to) By (0, Y0), ¥'(to) By (0, ¥o)
Ecuatia carteziana a tangentei in (g, y0) la curba de nivel este:
T—x0  Y—Yo T—20 Y=Y
ar T ar =0 sau 7 = of (3.18)
Jy ox dy Or

of of
(E ( 7@, }'-J,a—yi T, ¥a) )

1z, ¥)=f{zewm) )

& &
(B—Yfm, ) = o))

Fig. 3.2:

Exemplu. La cAmpul scalar f(z,y) = 222+8y? curbele de nivel vor fi elipse.
In cazul punctului (v/2, \%) vom avea elipsa 272 + 8y? = 8(“2”—2 + ll’—f —1=0)
f'(V2, 1) = (4v/2,8V/2) Ecuatia normalei la elipsa in ((v/2, %)) este:

V2
1
"B*\/‘? = y&/g , sau dupi calcule: 4o — 2y — 3v2 =0
1
Ecuatia tangentei in (v/2, %) este: "”8_\/52 + y4\/‘§ = 0 sau dupa calcule: = +
2y — 22 = 0.

Normala la o suprafeti si planul tangent la o suprafati( din R?).

Daca luaim f € S(A3), (20, v0,20) € Az C R? si daca exista ' si f/(wo, Yo, 20) #
0 atunci componentele vectorului f/(xg, %o, z0) din R? sunt parametrii directori
ai dreptei normale la suprafata de nivel (S) a campului scalar f care trece prin
punctul (zg,yo,20), a carei ecuatie carteziana este f(z,y,z) = f(zo, o0, 20)-
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Justificarea este similara celei din R?, considerandu-se pe suprafata de nivel (S)
curba data de g(t) = (¢(t),¥(t), x(t)),t € (a,b), al carui hodograf trece prin
(x0,Y0, 20), adica se verifica egalitatea: f(¢(t),9(t), x(t)) = f(xo,vo0,20),t €
(a,b). Prin derivarea acestei relatii obtinem in #:
5L (w0, y0, 20)¢' (t0) + G (w0, v, 20)¢' (t0) + G (w0, v, 20)X'(t0) = 0,
care arata ci vectorul f’(zo,v0,20) din R? este ortogonal pe vectorul ¢'(t) =
(@' (), (t), X'(t)). Daca consideram ecuatia normalei in punctul (xg, Yo, 20)
la suprafata de nivel S:

L—2o Y—Yo 22— 20 (3.19)

of — of  — of 7
ox dy 0z

ecuatiile parametrice ale acestei drepte normale la (S) sunt:

T =x0+ tﬂ(ﬂﬂo,yo, 2p)
Y = Yo + t5y, (0, Yo, 20)
z = 20+ t3L (0, Yo, 20)

cuteR.

Planul din R3 care trece prin (o, 3o, 20) al suprafetei de nivel S(f = fo) si
este ortogonal la normala scrisd mai sus se numeste plan tangent la suprafata
(S) in punctul (zg, yo, 20) §i va avea ecuatia:

(z — 1’0)%(1’0, Yo, 20) + (y — yo)g—z(ﬂfo,ym 20) + (2 — ZO)%(UCO,ZJO, z0) =0,
(3.20)
Exemplu. La campul scalar f(z,y,2) = 22 + 32 — z suprafetele de nivel vor
fi paraboloizi eliptici. In cazul punctului (1,2,5) obtinem:z + y = z Deoarece
"= (2,4, —1) ecuatia planului tangent in (1,2,5) este: 2(x — 1) +4(y — 2) —

(z—5) = 0 sau: 2x+4y—2z—>5 = 0, iar normala in punctul (1,2,5) la suprafata
este: =1 = ¥=2 — 2=5

2 4 T -1

3.5.5 Derivate partiale de ordin superior.

Daca se considera 597];(301, X9, ..., Tm) care de fapt este o functie si o vom
deriva in raport cu x, vom obtine:
0 (8 Iy 0% f
6ack 8$j 8$ka$J

si o vom numi derivata partiala de ordinul al doilea in raport cu xy, r; mixta.
Putem proceda la fel cu 887];(501, Z9, ..., L), Pe care o vom deriva n raport cu
x; $i vom obtine:

0 of_ P
aa;j al'k N 8$J8$k
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Este important, din punct de vedere practic, de a stabili conditii suficiente In
care derivatele partiale mixte sunt egale. Mai precis in ce conditii:

0%f 0% f

8xk8xj N 8:z:j8xk

cu j # k, pentru ca in general acestea nu sunt egale. Teorema care urmeaza
stabileste In ce conditii derivatele partiale mixte sunt egale.
Teorema 13 (Schwartz): Daca f € CF(A),k > 2 atunci in orice 79 € A
derivatele partiale mixte sunt egale.
[ Demonstram in cazul m = 2 i vom lua functia:
care poate fi scrisa sub urmatoarele forme:
daca se noteaza cu:
fi(x) = f(x,y + k) — f(z,y), presupunand z variabila iar y, k parmetri,
fa(y) = f(z+h,y)—f(x,y), presupuniid y variabila iar =, h parmetri. Aplicand
. . e} — Of (=
teorema cresterilor finite, se deduce: fi(z) = a—i(m,y)k, fa(y) = a—i(m, y)h,
unde T este intre = §i x + h, iar y este intre y si y + k si atunci:
E(x,y,h.k) =[5 (« + h,7) - Gl (.9)Ik = [5(Ty + k) — G (T y)Ik.
Utilizand iarasi t2eorerna cre§ter1%or finite se obtine:
B,y h, k) = 5, (T.9)hk = 505 (T §)kh
unde T este intre = si x + h iar 7 este intre y si y + k. SimplificAind prin hk se
va obtine:
*f = Pf -

Deoarece (Z,7) si (Z,y) sunt in vecinatatea lui (z,y) cu alte cuvinte }llir% T =
2 2

limZ = z si limy = limy = y, in baza continuitatii lui Nt si a lui P i

h—0 oo k—»()y v Oxdy Oyox

punctul (z,y) pentru (h, k) — (0,0) se deduce: 8‘18’; (x,y) = 8<9y61; (x,y)].
Observatie: Din analiza demonstrattei se observa ca nu este obligatoriu ca

f € C(A) pentru a avea egalitatea derivatelor mixte. Este suficient s existe
a‘fgy si aigx intr-o vecinatate a lui (z,y) iar acestea sa fie continui in punctul
considerat.

Putem extinde notiunea de derivata partiala considerand derivatele partiale
ale derivatelor partiale de ordinul al doilea, obtinand derivatele partiale de or-

dinul al treilea astfel:

RN
O0xy 0x0x; N 0010,

pentru £ # k. 0+ j, 5 # k.
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Pentru £ = k # j vom avea:%.
Pentru £ = k = j vom avea: 8 3 La fel vom defini derivatele partiale de

J
ordinul patru, cinci, etc.

3.5.6 Diferentialele de ordin superior ale cAmpurilor scalare.

Fie functia f € C?)(Ag) (A deschisi in R?) Daci (xo, o) € Ag si (b, k) €
R? astfel incat (xo + h,yo + k) € Ay atunci functia compusa:

g(t) = f(xo + th,yo + tk),

este de clasa C? pentru h, k suficienti de mici astfel incét (xo+th, yo+tk) € Ag.
Derivata lui g va fi:

of of
"(t) = == th th)h + =— th tk)k.
g (t) = 5 (@0 +th,yo + tk) +8y(950+ ;Yo + tk)
Aplicand inca o data regula de derivare a functiilor compuse vom avea:
O f 0*f 0 f

J'(t) = oo ——5 (wo+th, yo+tk)h*+2 520 y(a:o—l—th,yo+tk)hk+ﬁ(a:o+th,yo+tk)k2,

o < 0%f _ 9%f .
daca tinem cont ca P20y = Bydz’ conform cu Teorema lui Schwartz.

Pentru t=0 avem:

0
3/(0) = 5 (o, o)+ 5L (oo, o)k = o, o)
Prin definitie
f Of i
g"(0) = W(xo’ yo)h* + 2(%83/ (w0, yo)hk + 8—y2($0, yo)k?,

se numeste diferentiala a doua a lui f in punctul (zg,yo) $i se noteaza cu:
d? f(x0,yo; h, k) sau numai prin d?f(zo, yo).
Daca se noteaza traditional cu h = dx, k = dy, avem:

2 2 2

0 0
—‘é(ﬂ?oy yo)dz® + 2 ! (20, yo)dzdy + a—y];(fﬂo, yo)dy?

2 _
d"f(wo, 90) = ox Oxdy

Punctul (xg,yo) filnd arbitrar in Ay putem scrie (z,y) n loc de (zg, yo) deci:

2f d 2f dvd 2
92 5 (T, y)dz +25- y(w ,y)drdy + =5

/ (z,y)dy?

f(z,y) = 527
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Se poate verifica relatia A f(x,y) = d(df (x,y))
Intr-adevar, cum df (z,y) = %(Ly)dx + g—i(x,y)dy, atunci:

2 2 2 2
A 09)) = (55 ) o y)dyldo+ (o y)do+ 5 o)yl

Se observa ca relatia de diferentiere se poate rescrie utilizand regula de ridicare
la patrat a unui binom, sub forma:

0 0

inlocuind (%)2f(a: y) cu gwg(x Y), (gy)Qf(x y) cu g L(xz,y), 2 pors 8yf(:c y) cu
2 gxgy( y). Aceste consideratii pot fi extinse la trei sau mai multe variabile

independente.
Pentru trei variabile avem:

0 0 0
2 (2)
d f($’y’z)_(d$8x+dy6y+dzﬁz) f(z,y, 2),

sau dezvoltat: d2f(x,y,z) = a O (2, y, 2)da? +8 J;(a: y, 2)dy? +8 J;(x y, 2)dz*+

Ox2
2aaxgy(x,y,z)dxdy+2£/gz(x Y,z )dydz—l—Qazgz(:c Y, z)dzdx
In cazul n-dimensional, cu = = (z1,z2,...,2y),dr = (dxi,dxs,...,dzy)
avem:
0 8 0 -
d?f(xz;d d d dz, z)dzypdr;.
flx;dx) = ( xla + T2y~ 2 tdz o, J; 8903890;6 xpdx;

Apare astfel o forma patratica in componentele lui dx ai carei coeficienti sunt
toati derivate partiale de ordin doi ale lui f.

Diferentialele de ordin trei, patru, etc. ale unei functii de clasa C G c@, .
intr-o multime deschisa se vor defini similar. Astfel in R? vom avea:

0

§7(0) = (i + k) flay) = dF .3 ),

cu g(t) = f(xz + th,y + tk), iar operatorul simbolic se scrie: g%(x,y)h?’ +

3 .
38275‘;3;(% y)h2k + 3888]; (z,y)hk?+ 2 a 9 (z,y)(z,y)k3. Se vede analogia cu for-
mula de ridicare a blnomuhu lui Newton la puterea a treia.

In R3, dac se presupune f € C3) (A3) avem: d®f(x,y,z;h, k,{) = (ha% +
3 3
b2 +02)O f(x,y,2) = Th(w,y, 2)h® + 54 zi (x v, 2k + §h(x,y,2)6 +
3 3
+3%(ajay7 )h2k+33 26z<m Y,z )k2£+36 20z (x7y72)£2h+3aia£2 (xuya Z)hk2+
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38y8]; (z,y, 2)k0? + 3628362 (z,y, 2)lh? + Gazayaz hkl, analoaga cu formula alge-
brica: (a+b+c)3 = a®+b>+c® +3ab+ 3b%c+ 3c?a + 3ab® 4 3bc? + 3ca® 4 6abe
La fel se Va intampla si in cazul diferentialei de ordin p > 3,p € N. ¢ (0) =
(hgy o 4 ks )(p)f(ac,y) = dPf(x,y;h,k). Evident pot fi utilizate si notatiile
tradli;lonale h =dx,k = dy. Vomluadinnou f : A C R™ = R, f € C*(A),k >
2, A deschisa in R™, vom nota diferentiala de ordinul al doilea, al treilea,...,de
ordinul k£ a lui f punénd d2f = d(df),d®f = d(d>f),...,d*f = d(d*71f).
Astfel, deoarece: df (z) = 2 &B Lhy + af ha+ ...+ 3 8f ~hm, vom avea: (d2f)( )=

(df)( ) (8x1)h1 + d( )h2 + ot d( )hm - (a_z%hl + 8;528371 ha+ ...+

02
Bz gxlh )h1++(8x Bmzh1+ h2+ +Bm gxgh )h2+"'++(6118xmh1+

812 ax ho+ ...+ amg Lh m)hm, sau sub forma restransa si in notatia traditionala
hj = dz;:
(1)) = /

J,k=1

care este o forma diferentiala de ordin doi, cunoscuta in algebra sub denumirea
de forma patratica de ordinul al doilea in dx1, dxs, ..., dx,,. Continuand acest
procedeu vom obtine:

(dPf)(z) = Z o°f dag, dzy,...dry,,

k1,k2,....kp=1 8331@1(9%2...8%
cu p < k, k cel ce desemneaza ordinul clasei lui f, adica f € C*(A).

3.5.7 Dezvoltarea lui Taylor pentru functii reale de mai multe
variabile.

Cu ajutorul functiei g utilizatd in mod frecvent aici, vom deduce forma
pe care o capata formula Taylor respectiv seria Taylor in cazul functiilor de
mai multe variabile.

Astfel dacd g € CPTL(Ay), atunci:

g(p+1)(T)

i

1 1 1
1) = g(0) + —¢'(0) + = ¢"(0) + ... + =g®(0
9(1) = 9(0) + 376'(0) + 5;07(0) + .. 4+ J1g7(0) + TE]
cut € (0,1).
Luand pentru o functie de n variabile g(t) = f(x+th),z = (x1,z2,...,2y), h =
(h1,ha,...,hp),t € R, vom avea inlocuind ¢ = 1 gi ¢ = 0 in formula lui g dez-
voltata, de mai sus, vom avea:

Flat+h) = f(a:)+%df(x;h)+%d2 f(x;h)+...+]%dp Pl )4+ AP f (-t ths b)),

PESY
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Aceasta se numegte formula lui Taylor pentru functii reale cu n variabile reale.
Termenul T, (z;h) = f(x) + Hdf (z;h) + §d>f(z;h) + ... + %!dpf(x; h) se

numeste polinomul lui Taylor de grad p, iar termenul R,(x; h) = (pil)! dPHf(z+

th; h), se numeste restul de ordinul p a dezvoltarii Taylor.
De asemeni se poate da seria lui Taylor adica:

F(@) = Fa0) + 5 (00 h) + g2 F(@0ih) & o fa0s ) + o

daca f este indefinit derivabila.

In cazul particular a doui variabile daci luim (20, o) in loc de (z,y) avem:
F(xo + hyyo + k) = fzo,y0) + 412 (z0, yo)h + g—i(ﬂﬁoyyo)kH
+%[%($o,yo)h2 + Qaa;gy (w0, y0)hk + giy{(xo?yo)kﬂ + ...

Daca vom nota cu x = xg + h,y = yo + k, atunci h = x — z9, k = y — yo,
vom rescrie ultima formula: (xg,yo) in loc de (z,y) avem:

F(,y) = f(@o,90) + H1ZL (z0, y0) (x — 20) + 5L (w0, 30) (v — vo)]+

+ 3% (20, 90) (3—20)2 4222 (w0, y0) (@ —0) (y—v0)+ G4 (20, 10) (y—0) 2]+

Vom spune ca pentru f(z,y) avem o aproximatie liniard sau de ordinul
intai in jurul punctului (xg,yo) dacd ne vom opri cu dezvoltarea Taylor la
termenii liniari, adica:

F,3) 150 90) + 19 (oo, 0) (o = 20) + 5 (an, 0) = )

1!
Vom spune ca pentru f(z,y) avem o aproximatie patratica sau de ordinul al
doilea in jurul punctului (x,yo) dacd ne vom opri cu dezvoltarea Taylor la
termenii patratici, adica:
0, 0
F(,) = (0, 90) + F15L (20, y0) (= — z0) + G (0, 30) (y — wo)]+
92 9? 9?
+%[a—m£($0,yo)($—$0)2+23x—£(9€0, yo)(x—xo)(y—y0)+a—y§($o,yo)(y—yo)Q],etC-
Exemple:

1°. Fie functia: f(z,y) = xiy Vom aproxima aceasta liniar in jurul

lui (z0,90) = (1,2) f(zo + hyo + k) — f(zo,%0) = %[5 (x0. yo)(z — w0) +
g—i(xo,yo)(y = 10)]

Luand x = 1+ h,y =2+ k rezulta h =2z -1 =dz, k =y—2 = dy, si
atunci: f(z,y) — f(1,2) = %(1, 2)(z—1)+ g—i(l, 2)(y — 2) si in cazul concret

avem: f(1,2) = %, %(1,2) = —% , 3—5(1,2) = —i si deci aproximatia liniara
este: ﬁ ~ —%:c — iy + % 2°. Sa se calculeze valoarea aproximativa pentru

(e+0, 1)ln(1’2)
Ca 1n exemplul de mai sus vom considera functia: f(z,y) = W g =
e+0,1,y=1,229 =e,yp = 1, vom avea:
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%(ay} = In(y)aW)-1, %)—yf(:n,y) = %ln(m)xln(y). g—g(e, 1) =0, ((;)—J(e, 1)=1
si deci: (e+0,1)"1:2) ~140,2=1,2.

In incheierea acestui subcapitol vom da formula dezvoltarii lui Taylor pen-
tru o finctie realda cu mai multe variabile reale, exprimata cu derivate partiale

si cresgterile hi, ho, ..., hp,.

f(x)_f(x)+l§m:ﬁ($ )h4_|_i - ﬁ(w Vhihg + .t

I e T

v () 1 - 0"1(6)
R by, by —— _ IO
: j1,j27Z-jk=1 8xj18$j2"'axjk s (k + 1)! j1,j27%1=1 aleamj?”'axjk e

unde x = xg + h, & = x9 + Th

3.5.8 Probleme de optim pentru functii de mai multe variabile.

Acestea constituie una din aplicatiile importante ale calculului diferential.
Se vor lua in consideratie numai probleme de optim local, adica se va presupune
ca functiile studiate poseda valori extreme in puncte izolate din multimea
de definitie a acestora. Cu alte cuvinte nu se vor presupune situatii ca In
cazul functiei: f : R? — R definitd prin f(z,y) = (422 + 9y? — 36)? la care
toate punctele elipsei sunt puncte de minim (functia ia numai valori pozitive,
valoarea minima fiind egald cu zero). De asemeni probleme de optim pot fi
analizate numai in cazul campurilor scalare, adica a functiilor f : R” — R
(functii cu valori reale) deoarece numai R, multimea valorilor functiilor de n
variabile, este o multime total ordonata, putandu-se astfel deduce care sunt
valorile maxime sau valorile minime.

Vom analiza pentru inceput cazurile functiei cu doua variabile indepen-
dente si apoi cu trei variabile, generalizarea la n variabile fiind mai usor de
lamurit.

Fie, pentru inceput f : Ay C R? — R, daca existd un punct (a,b) € Ay
astfel incat pentru orice (x,y) € Ay sa avem f(x,y) < f(a,b), atunci punctul
(a,b) este un punct de maxim absolut.

Daca schimbam semnul inegalitatii vom obtine notiunea de minim absolut,
adica pentru orice (x,y) € Ay sa avem f(z,y) > f(a,b).

Functia f posed in punctul (@,b) un punct de maxim local dac# exista o
vecinatate B(a,b) C Ay cu r suficient de de mic astfel incat: f(z,y) < f(@,b),
pentru orice (z,y) € B,.(a,b)

Un maxim local se va numi strict local daca: f(z,y) < f(a,b), pentru orice
(2.) € B.(@5) cu (z.y) # (@)

In mod analog, prin schimbarea semnului inegalitatii vom obtine notiunea
de minim local si de minim local strict. Vom conveni sa-1 notam cu (a, b).

Cu notatiile h =  — 9,k = y — yo, cresterea cu (h,k) a functiei f in
(o, yo) va fi:
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Af(zo,yo; ho k) = f(zo + h,yo + k) — f(z0, y0)-

Intr-un punct de maxim local (@, b) avem:
Nf(@,b;h, k) <0, pentru orice (h, k) € R? cu vVh2 + k2 < 6,8 >0

Intr-un punct de minim local (a,b) avem: Af(a,b;h,k) > 0, pentru orice
(h,k) € R cu Vh2 + k2 < 4,0 >0

In legatura cu acestea avem urmatoarea teorema:

Teorema 14:
i) (Conditia necesara, dar nu suficienta, de optim local):
Daca (z9,y0) € Ag este un punct de optim local (punct de maxim sau punct
de minim local) atunci:

of of
! =0 {= =0, =0
f (2o, y0) {835 (z0,Y0) ¥y (0, y0) = 0}
ii) (Conditia suficientd de optim local strict)
Dacd f € C®(Ay) si df(xo,yo;h, k) < 0(d*f(z0,y0;h,k) > 0) unde
(xo,y0) € Ag este astfel incat f'(xo,y0) = 0, atunci (zg,yo) este un punct
de maxim (de minim) local strict pentru f.

eee 2 2 2 2
iii) &2 f (0, yoi b, k) < 0 & {54 (w0, 90) < 0, 55 (w0, 90) 5% (w0, y0) — (555 (%0, 90))* >

0} sau

@ f (o, yo; b, k) < 0 ﬁ{g%};(xoayo) <0, %(woayo)%(xovyo)—(g%gy(woayo)y >
0} si

d* f(xo,yo; by k) > 0 & {%(mo,yo) >0, %(fo,yo)?;jé(ﬂﬁo,yo)—(%gy(u’ﬂoayo))2 >
0} sau

@ f (0, yo; b, k) > 0 ﬁ{%(wo,yo) >0, %(xo,yo)%(xo,yo)—(;%gy(woyyo))z >
0}

[1) Se considera functia g(t) = f(xo+th,yo+tk), cu h, k arbitrari cu restrictia
(xo+th,yo+tk) € Ag. Functia g(¢) are un extrem pentru ¢ = 0, deoarece g(0) =
f(zo,y0) = 0. Conditia de extrem pentru o functie de o variabila este ¢'(0) = 0,
care este o conditie necesard (nu suficienta) ori: ¢'(0) = df (zo, yo; h, k), deci
df (xo, yo; h, k) = 0, pentru orice h,k. Se observa ca extremul lui g in origine
nu depinde de h si k, si deci df (zo,y0; h, k) = 0 adicd: f'(zo,y0) = 0 daca si
numai daca {%(l’o,yo) =0, %(mo,yo) =0}

ii) rezulta din faptul cd ¢”(0) < 0 dacd t = 0 este punct de maxim pentru
g(t) st ¢"(0) > 0 daca t = 0 este punct de minim pentru g¢(¢), cumulat cu
egalitatea:

g"(0) = df(zo,y0: 1 k) = 9L (w0, y0)h? + 238§§y(:co,yo)hk + %(ﬂﬁoayo)kQ,
Reciproc, daci de exemplu f(x9,v0) = 0 si d?f(zo,y0;h,k) > 0 utilizdnd
dezvoltarea lui Taylor pentru f in punctul (zg,y0) cu restul exprimat de
diferentiala de ordin doi avem: A f(xg,yo;h, k) = %de(xO + th,yo + tk; h, k)
cute (0,1). Cum f e CP(Ay) rezultd d*f € C(Ay) si deci d2f(xo + th, yo +
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tk; h, k) va avea acelasgi semn in vecinatatea lui (xo,yo) adica pozitiv. In mod

analog daca f'(zo,y0) = 0 si d?f(zo,y0;h,k) < 0 vom avea acelagi semn in

vecinitatea lui (g, o) adica negativ si pentru d? f(zg + th, yo + tk; h, k).

iii) Deoarece d?f(zo,yo; h, k) = roh? + 2sohk + tok?, (utilizAnd notatiile lui
0 0 9? 9?2 9?2 9?2

Monge: p = 8—£7q = a_gJ;’r = 8_:cj2£78 = Bmggﬂt = 8_yj20’ curg = 8_:UJ2£(x07y0)750 =

%(mo,yo),to = %(l’o,yo)), forma patratica d’>f va putea fi transformata

intr-un trinom de gradul doi dand factor fie pe h? fie pe k2: Astfel daci vom
da factor fortat pe k? avem:

roh? + 2sohk + tok? = k*[(\/roT + 5_20)2 +tp — sg] curt=

o

>

Asadar, daci 7o > 0 i rotg — s3 > 0,d? f(z0,yo; b, k) va fi pozitiva.

Daca vom da factor fortat pe h? avem:

roh? + 2s0hk + tok? = h2((v/g + )% + 1o — 52] cu 0 = % Si Ia fel, dac
to > 0 si roto — 82 > 0, d*f(wo, yo; h, k) va fi pozitiva.

Pentru a avea expresie negativi vom da factor fortat pe —k? si avem:

roh? + 2sohk + tok? = —k?[(y/—roT — \/sz)Q —to+ i—g] curt= %

0 0
Asadar, daci 9 < 0(—rg > 0) si rotg — s3 > 0,d? f(z0,yo; h, k) va fi negativa.
Daca vom da factor fortat pe —h? avem:
roh? + 2sohk + tok? = —h2[(\/—tof — \/sfo—tO)Q —ro+ %] cuf = % Si la fel, daca
—tg > 0 ¢l rotg — s% > 0, d?f(xo,y0; b, k) va fi negaitiva. |
Din cele prezentate putem trage concluzia ca intr-un punct de optim strict
derivatele partiale nemixte 227{ ) g%{ au acelasi semn.
De asemeni cercetarea optimului unei functii de doua variabile trebuie sa
inceapd cu expresia 7oty — s3; dacd semnul acesteia este pozitiv vom con-
tinua cercetarea; daca semnul acesteia este negativ, atunci punctul (xg, yo) nu
este punct de optim, se va spune ca este un punct sa.
Inegalitatile din iii), pot fi retinute cu ajutorul minorilor principali, notati cu

dy,do, ai matricei:

82f an
=== (x0, =—=- (o,
H(zo,y0) = ( 35‘22f( 0 90) gy (70 0) ) = ( roso )

P)
ayz (%05 Y0) a—y]; (%0, ¥0) 50 to

numitd matricea lui Hess sau hessiana lui f in (zg,y0), iar di = ro,d2 =
roto — s%. Astfel:

daca dy > 0,d2 > 0 avem 1n (xq,yo) un minim local strict.

daci dy < 0,dy > 0 avem in (z9, %) un maxim local strict. Daca f € C(V(Ay)
punctele de optim local sunt in mod obligatoriu solutii ale ecuatiei vectoriale
f'(z,y) = 0. Punctele interioare lui Ay in care se anuleaza f’(x,y) se numesc
puncte critice (sau puncte stationare).

Deoarece conditia f'(z,y) = 0 este doar o conditie necesard de optim, nu toate
punctele critice ale functiei f vor fi puncte de extrem. Ca exemplificare, fie
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f(z,y) = 22 — y? € C*°(R?), care admite un singur punct critic (0,0)(% =
2z, g—i = —2y) care nu este nici punct de minim, nici punct de maxim deoarece:
AF(0,0;h,k) = f(h,k) — £(0,0) = h? — k2, iar acesta nu poate avea semn
constant pentru orice (h, k) € R?. Puncul critic (0,0) a lui f nu este punct de
optim. Fiind solutie pentru f’(x,y) = 0 va fi punct sa a lui f.

=izyi= 2ty ':."4 — ot - ‘:-“2

Fig. 3.3:

Vom face urmatoarea completare: Deoarece functiile f se presupun con-
tinue, cum acestea pot fi nederivabile, f mai poate avea puncte de optim acolo
unde f nu este derivabila.

De exemplu functiile: f(z,y) = /|zy|, 9(z,y) = |z| + |y|, h(z,y) = |z| + 3?
nu sunt derivabile in origine (0,0), care insa este un punct de minim pentru
toate aceste functii.

Daci dy = roto — s3 = 0 sunt posibile doud situatii:

Prima situatie este cea cand ro = 0,t9 = 0,0 = 0 In punctul (zo,yo), cum se
intampla, de exemplu, in cazul functiilor f(z,y) = 23+y3 si g(x,y) = 1—z*—¢*
care admit un singur punct critic si acesta este (0,0). In aceste cazuri trebui-
esc analizate comportarea cresterii A f(xo,yo; h, k) prin utilizarea dezvoltarii
Taylor.

In cazul functiei f avem: d2f(0,0;h, k) = d*f(0,0;h, k) = 0,df(0,0;h, k) =
6(h3 4 k3) si deci cresterea Iui f i-si va modifica semnul dup# cum h, k sunt
pozitivi sau negativi si deci (0, 0) va fi un punct sa pentru f. In cazul functiei g
avem: d2f(0,0;h, k) = d3£(0,0; h, k) = 0iar d*£(0,0; h, k) = —24(h*+k*) < 0
pentru orice (h, k) € R? si deci (0,0) este un punct de maxim pentru g.

In a doua situatie avem do = 1oty — 3(2) = 0 fara ca toate dervatele partiale
de ordinul doi sa fie nule in punctul critic (z¢,yp). Presupunand sy # 0,7
si to au acelasi semn iar diferentiala a doua va fi un patrat perfect al formei
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liniare roh? + 2sohk + tok? si aceasta are semnul plus daca ro > 0(to > 0) si
are semnul minus daca 19 < 0(t9 < 0) , conform cu cele aratate in teorema,
punctul iii). In aceastd situatie punctul critic (zq, yo) poate s fie un optim.
Exemplu: f(z,y) = 2* + y* — 222 + 42y — 2y? are trei puncte critice (0,0);
(V2,—v2); (—=v2,v2). In (v2,—V/2),rotg — s3 = 396 iar 7o = 20, la fel in
(—V/2,v/2), roto — s2 = 396 iar 7o = 20, deci aceste puncte sunt de minim.
In (0,0),70 = to = so = —4,7rotp — 53 = 0 si cresterea Af(0,0;h, k) =
h* + k* — 2(h% 4 k? — 2hk) care nu are semn constant pentru orice (h, k) € R2,
In cazu functiilor de trei variabile vom avea in mod asem&nitor:

Teorema 15: f € C?) (A3), Az € R3 Aj deschsi.
i) (Conditia necesara, dar nu suficienta, de optim local):

Daci f € CV (A3%), atunci punctele de optim (adica punctele de maxim sau
de minim local) se gasesc printre punctele critice sau stationare ale functiei
[, adica punctele din A C Ag in care se anuleaza derivata f'(z,y,z2), deci
punctele (zg,yo,20) pentru care: f’(xg,y0,20) = 0 & {%(mo,yo, z0) = 0,
%(xo,yo,zo) =0, %(wo,yo,zo) = 0} la care se adauga (eventual) punctele
din A3 in care f nu este derivabila.

ii) (Conditia suficientd de optim local strict)

Daci f € C?(AY* )AL C A} si (w0, 0, 20) € AL* este un punct critic, atunci
acest punct critic este un punct de minim daca d?f(zo, yo, 20; h, k, £) = 0 sau
un punct de maxim daci d?f(xo, o, z0; h, k, £) = 0. In punctele critice in care
f nu este de clasa C® sau in punctele din As in care f nu este diferentiabili se
analizeaza cregterea A f(xo, yo, 20; h, k, £) = f(xo+h, yo+k, zo+£)— f(z0, Yo, 20)
care cste pozitiva intr-un punct de minim si negativa intr-un punct de maxim.
iii) Daca (zo,y0, 20) € A5* este un punct critic al functiei f iar dj, dg, ds sunt
minorii principali ai matricei lui Hess:

9?2 92 9?2

8—33]20(17,:%2) 8:cgy(x’y’z) 81,5;(1‘,];,2)

9?2 9? 9?2
H(w,y.z) = | 2h(0y.2) $h@y.2) gk (2,9, 2)

82 2 82
6z3fx ('1"7 Y, Z) azﬁfy (.ZE, Y, Z) a_ZJ;(:L'a Y, Z)

Q

calculati in punctul critic (zg, yo, 20)-

Daca dy > 0,ds > 0,d3 > 0, (x0, Yo, 20) este punct de minim.

Daca dy < 0,ds > 0,d3 < 0, (20, Yo, 20) este punct de maxim.

[Justificarea se face iIn mod asemanator ca in teorema anterioara. Vom justi-
fica numai punctul iii), celelalte puncte se justifica in mod analog cu teorema
14. Notand cu:

02 o i
a1l = aszc(l’,yaz)’a?? = a_y];(x’y’ Z)aa33 = a—z%c(wyya Z)a
2 2
a2 = 8aazgy($ayaz) = %(%yaz) = a21

a3 = %(%,y, Z) = %(‘/an7z) = asi,
vom avea: d2f = a11h2 + a22k2 + a33€2 + 2a19hk + 2a93kf + 2a13¢h. Dand
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factor comun fortat pe ¢2 si notand cu 6 = %, T = % vom avea:

d2f = EQ(CLHGQ + CL22T2 + ass + 2(11297’ + 2a237' + 2(1139) =
62[(,/a1 0+ \;li %)2 + (age — 12 )7’ +2(ags — a12a13)T+ (ass — ﬁ)] Ex-

ail
presia din paranteza dreapta va fi pozmva pentru orice 0,7 € R({h, k, ¢} € R)
daca trinomul de gradul doi in 7 este pozitiv. Putem spune deci ca paran-
teza dreapta este pozitiva pentru orice ({h,k,f} € R daca sunt indeplinite
conditiile:
a1 > 0, necesara pentru a forma primul patrat,

2
ags — a_n > (), necesar pentru a forma un patrat din trinomul care urmeaza,

2
(age — ﬁ)(agg — ﬁ) — (ag3 — %) > 0, pentru ca trinomul in discutie sa
aibd semnul constant, semnul coeficientului lui 72.

putea scrie sub forma:

Conditiile acestea se vor

411 aii a2 ai3
di= a1 >0, dy= >0, d3 = | az1 azx a3z | >0
asi a
asi asz ass

In aceastd situatie d?f (0,0, z0; h, k,£) > 0 si punctul (zo,yo,20) este un
punct de minim local.

Daca dam factor comun fortat pe —¢? si la fel, notand cu § = %,7‘ = %
vom avea;

d2f = —£2(—a1102 — (1227'2 — asz — 2a1207 + 2a937 — 2&139) =
a2
—62[(\/ —all 9 - —allT - \/(11511 )2 ( a2 — a_n)T - 2(@23 (1120413)7_ — (a33 —

Zﬁ)] Expresia din paranteza dreapta va fi pozitiva pentru orice {0,717} €
R({h,k,¢} € R) daca trinomul de gradul doi in 7 este pozitiv. Putem spune
deci ca paranteza dreapta este pozitiva pentru orice h,k,l € R daca sunt
indeplinite conditiile:

—a11 > 0, necesara pentru a forma primul patrat,

2
a9y — a—u < 0, necesar pentru a forma un patrat din trinomul care urmeaza,

2 2
(age — ﬁ)( 33 — ﬁ) — (ag3 — %) > 0, pentru ca trinomul in discutie s&
aibd semnul constant, semnul coeficientului lui 72.

putea scrie sub forma:

Conditiile acestea se vor

a1t ats aii a12 13
di= a1 <0, dp= >0, d3 = | az1 az azz | <0
asi a
asi asz ass

In aceastd situatie d?f(xo, 0, z0; h, k,£) < 0 si punctul (z,yo,20) este un
punct de maxim local. |

Reluand problema, la modul general, pentru a fixa definitiv problema op-
timului, in cazul functiilor de m variabile. Pentru a obtine efectiv punctele
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posibile de extrem ale lui f , in ipoteza diferentibilitatii lui f in A vom uti-
liza teorema generala 10. Conditia necesara de extrem este: (df)(zg) = 0 sau
0,
5y (w0) = 0, 5 (w0) = 0,..., gL (w0) = 0.

Exemplu:
f(z1, 9, 23) = 2% + 23 + 23 — 27129 — 4273 + 2021
0,

oL =23y — 20, +20=0

g—af; = —2x1 + 229 — 423 =0
E?_:g; = —4x9 + 223 = 0.
Sistemul format din anularea derivatelor partiale, In acest caz, are solutia
xo = (— 125, 3,5) deci punctul z( este un posibil punct de extrem.
Pentru a obtine conditii suficiente de extrem se face ipoteza suplimentara
f € C?(A) si se utilizeazii dezvoltarea Taylor in care z este un punct
stationar al lui f; se deduce:

m 2 m 2 m
Af(zo,h) = Z o°f (&)hjhy, = % | 69?](;;: (xo)hjh,+ Z §)hjhy,
k=1 7,k=1 Jk=

2 2 . A
unde: €j;, = 8Z—(‘j;k(é“) - mi—aka(xo)’ iar €, — 0 cand ||h|| — 0.

Luand in consideratie forma patratica A(h) = Z a;phjhy, unde aj, =
jk=1
%gzj (x0), daca A(h) este pozitiv definita se deduce ca A f(z0, h) > 0 deoarece
m

% Z gjikhjhi nu poate modifica semnul lui A f(xo, k) pentru ca poate fi facut
k=1

ori]cét de mic prin alegerea convenabila a lui A si In acest caz x( este un punct

de minim pentru functia f.

Daca A(h) este negativ definita avem Af(xg,h) < 0, atunci zp este un
punct de maxim.

Daca A(h) este o forma patratica nedefinitd atunci zp nu este punct de
extrem.

Deoarece pentru formele patratice se cunosc din ”algebra lineara” conditii
necesare gi suficiente pentru ca o forma patratica sa fie pozitiv (negativ)
definita acestea vor fi folosite drept condictii necesare gi suficiente pentru ex-
treme stricte.

Astfel ” Criteriul lui Sylvester” spune ca forma patratica A(h) este pozitiv
definita dacad si numai daca minorii principali ai matricei (a;j)1<ij<n sunt
pozitivi adica:

ail aig ...aim

> 0.
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Daca avem:

a1 a12

a a ...a
>0,..., dy = (—1)"| 27T,
azi a2

d1: a11<0, d2:

forma este negativ definita.
In orice altd situatie nu se poate preciza semnul lui A(h).
Matricea formata cu termenii a;; se numeste matricea lui Hess sau hessiana
formei patratice.
In exemplul anterior:

all = 2,&12 == —2, aisz = 0,
aoo = 2,&23 = —4,
ass — 2.
a11 a1 ai11 a12 a13
di= a;1=2>0, do= =0,d3s=| asraxnas | =-32<0
a1 a2
az1 azz ass
si deci punctul xy = (—E %, 5) nu este punct de extrem.

In cazul exemplulm
f(z,y,2) = 222 4+ 3y? + 22 + 22y + 2yz + 222 — 8z — 10y — 62 + 14 ; BI =

dr+2y+22-8=0; 3L =204 6y+2:-10=0; P =22+ 2y +22-6=0.;

o2 f
“50—(1’171)’812[( ) 4’8x8y( )_2’83082( 0) =2,

9?2
dy J;( ) = 67 aygz(l‘o) = 27 ' By J;(xO) = 2
Hess1ana este:

422

H(1,1,1)=| 262
222

iar d;y = 4,ds = 20,d3 = 16
f(,1,1) = frin = 2.
Prin urmare pentru orice (z,y,2) € V(1,1,1), vom avea f(z,y,z) > 2.
In cazul exemplului:
flz,y,2) = =222 —y? — 222 + 22y + 2yz — 22 + 4o — 2y + 42+ 7 gi =
—4x+2y—224+4=0; g—i =2r—-2y+22z-2=0; % = —2z+4+2y—424+4=0.;
xo = (1,1,1)
Hessiana este:

42 —2
HL1L) = 2-22
22 —4

iar dy = —4,ds = 4,d3 = =8 ; f(1,1,1) = fmaz = 10.; Prin urmare pentru
orice (z,y,2) € V(1,1,1), vom avea f(z,y,z) < 10.
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Functii definite implicit.

4.1 Notiunea de functie implicita.

Exprimarea unei functii f : I — R, T C R sub forma y = f(z),z € I
constituie ceea ce se numeste exprimarea functiei f sub forma explicita. Daca
insa scriem aceasta egalitate sub forma: f(z) —y = 0 (adevarata pentru orice
x € I) deci a unei expresii de forma F(x,y) = 0, se pune in evidenta functia
reala F' care apare in membrul stang al acestei ecuatii definita pe o multime
D C R?, deci F : D — R, si care are proprietatea ci F(z, f(z)) = 0,z € L.
Altfel spus, cunoscand functia F : D — R, D C R?, functia f apare ca solutie
y = f(z)z € T a ecuatiei F(x,y) = 0. De pild, considerand functia: F : R? —
R, F(x,y) = x —y + 1, atunci y = = + 1, este solutie a ecuatiei F(x,y) = 0.
Considerand functia definita prin f(z) =z + 1z € R avem:F(z, f(z)) =0
Apare in felul acesta si problema ca, dandu-se apriori functia F : D —
R,D C R? exista o functie f : I — R,] C R cu proprietatea F(z, f(z)) =
0,z € I. Tar in caz afirmativ, in ce masura diferitele proprietati (continuitate,
diferentiabilitate) ale functiei F' se transmit si asupra functiei f.

In ce priveste raspunsul la prima parte a problemei este simplu de vazut ca
el nu este afirmativ pentru orice functie F : D — R, D C R%. Asa de pilda
pentru functia: F : R? — R, F(z,y) = = + y + 1, nu exista nici o functie
f:1 — R,IC R astfel incat si avem: F(z, f(z)) = 0,z € I. In cazurile in
care cunoscand F : D — R, D C R? exista f : I — R,I C R cu proprietatea
mentionata spunem ca functia f se definesgte implicit prin functia F'.

Aparent rezolvarea problemei ar reveni la explicitarea functiei, adica la re-
zolvarea ecuatiei F'(z,y) = 0 pentru obtinerea solutiei y = f(x). Trebuie insa
de la inceput sa atragem atentia ca aceasta rezolvare a ecuatiei F'(z,y) = 0
nu este posibila intotdeauna iar aceasta nu inseamna ca functia f nu exista.
Cu alte cuvinte existenta functiei implicite f poate fi garantata de o seama
de proprietati ale functiei F'(x,y), existenta pe care deci o putem afirma fara

107
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a cunoagte In mod efectiv (sub forma explicita) functia f, c¢i numai cunosend
functia F. Rezolvarea acestei deosebit de importante probleme, atat in ceea
ce priveste existenta functiei f, cat si in ce privesgte diferitele sale proprietati
este data de teorema cunoscuta sub numele de teorema functiilor implicite.
Vom avea in vedere diferite situatii, in raport de problema ce urmeaza a fi
rezolvata.

4.2 Teorema functiilor implicite.

4.2.1 Cazul functiilor cu doua variabile reale.

Fie F : Ay C R? — R, Ay deschisi si fie (zo,y0) € Ag si intervalele:
I=(xo—0,20+9),J = (yo—¢,y0+¢) cud > 0, > 0 astfel incat IxJ C Ay Vom
avea In acest caz urmatoarea teorema a functiilor implicite, notatd prescurtat
cu:

T.F.I.1: Fie F € S(A3), Ay deschisa in R? ce verificd ipotezele:

a) Fe Ck(Az),k >1

b) Exista (xg,y0) € Ao astfel incat F'(xg,yp) =0

c) G5 (z0,50) # 0,

Atunci exista intervalele T = (g — 6,20+ 0) siJ = (yo —€,90 + &) cu d,e >0
convenabil alesi astfel ca I x J C Ag si o functie f: I — J, unica si:

a)f € CH(I),

B)f(x0) = yo,

¥)F(x, f(x)) = 0, pentru orice = € I, iar derivatele functiei f pana la ordinul
k inclusiv se obtin prin aplicarea regulii de derivare a functiei compuse lui F
si anume:

O (x, (@) + G, f(2) f'(2) =

din care rezulta

/ L f@)
fl(x) = m )
(

Daci F € C?(Ay), pentru orice # € I, vom avea derivand incd o dati:

G5 (@, f@)+2 55 (o, @) ([ @)+ 55 (@, f(2)) (f (@) *+9E (@, f(2)) " (x) =

0, din care rezulta:

02F (0F\2 o 02F OF 9F | 8%2F (0F \2
" 027 Coy )" =550y 9w oy +oy7 (ow)
f (x) - - (2E)3
3]

[ Vom considera mul‘gime; functiilor S = {f|f € C(), f : I — J, f(z0) = yo}, S

este un spatiu metric complet cu metrica d(f1, f2) = sup |f1(x)— f2(x)| si vom
zel

nota cu T'(f(x)) = f(x) — W(xo,%))) aplicatia T' : S — S pentru orice
o

Yy
f €S. Din exprimarea lui T'(f(x)) se vede ca daca f este continua pe I, cum
F € (T x J) rezultd ca T(f(z)) este continua pe I si in plus T(f(z0)) =
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fxo) — Flao.J(@o)) — 40 Vom arita ca T(f(x)) € J, daca x € I. Luand

S (w0,y0)

f(z) =y si f(zo) = yo seriind T(y) =yo + [y — yo — %] = yo + ¢(z,y).

Vom deduce proprietatile, functiei noi ¢(x,y) =y — yo — %,
oy ’
-pecWIxD),

- Sg(x(b yO) = 07

- 5t (@0, 90) = 0.

si vom putea scrie: |T(f(x)) — yol = |¢(z, f(@))] < le(z, f(2)) — (@, y0)| +
|o(z,yo)|. Utilizdnd teorema cresterilor finite (Lagrange) functiei ¢ relativ

la doud variabile avem: |p(z, f(x)) — ¢(z,90)| < |55 (x,m)l|f(x) — yol =

anume:

0
ma; S0(3: y)le < qe si vom avea: |T(f(x)) — yo| = ¢, daca se deter-
(my)G]IXJ Jy

mina 6 > 0 si e > 0 astfel ca: |p(z,yo)| < e — ge, ceeace este posibil deoarece
©(x0,y0) = 0. Din ultima inegalitate si in baza faptului ca g—“;(wo,yo) =0 se
deduce ca neaparat ¢ este pozitiv gi subunitar (0 < ¢ < 1). Prin urmare,
aplicatia T este contractie daca se aleg & > 0 gi € > 0 astfel incat 0 < g < 1,

deoarece: d(T'(f1(x)), T(f2(2))) = Sup o +¢(, fr(x)] = [vo +¢(x, fa(2))]] =

sup (e, fl)) = (o fala))] < mx (520G max| o) — faa)] <

qd(f1(x), f2(z)). I n baza principiului contractiei, aplicatia T’ va avea un sin-
gur element, f(x) adica T'(f(x)) = f(z) si acest element este functia cautata.
Intr-adevir, deoarece f € S avem f (x0) = yo, iar din egalitatea data de prin-
cipiul contractiei: f(z) — M = f(x), se deduce F(zx, f(x)) = 0 pentru

aY (900 %0)

orice z € I §i in plus f este continud pe I. S& mai ardtam ca f/'(z) exista.
Daca x+h € I rezulta ca F(x+h, f(x+h)) = 0 si cum f este continua in x se
poate scrie: f(x+h)— f(z) =k, iar }Lir% k= flLln%[f(x +h)— f(z)] = 0. Astfel
vom putea scrie: 0 = F(x + h, f(x + h)) — F(z, f(x)) = F(x + h, f(z) + k) —
F(z, f(z)) = F(x+h, f(2)+k)=F(z, f(2)+k)+ F(z, f(2)+k) = F(z, f(2)) =
[2E(z, f(z) + k) h + [85 (x, f)]k, unde: T este intre x si x + h, iar f este intre
f(x) si f(x)+k. Prin impartirea ultimei relatii la h si apoi prin trecere la limita

.. OF _ . OF  — f(xz+h) = f(z)
pentru h — 0, obtinem: }ILIE% e (z, f(x)+k) +}1Ll£%[ 3y (z, f)] 3
si deci: 9E(x, f(2)) + G5 (x, f(2))f'(x) = 0, si cum G (2o, 90) # O rezultd

%1; (z,y) # 0 pentru o vecinatate a lui (zg, o), in baza continuitatii lui %—5 si

() — _ 2 @f@)
deci: f/(x) = 5F o 1) pentru z € L. |
Sy (@.f (=

Exemple:
1. Fie F(z,y) = 4x2—9y2—36 = 0. Vom avea F'(zg,yo) = 0, daca (zo, yo) este

CC2

un punct de pe hiperbola: % —%- —1 = 0, iar deoarece %’Z —18y # 0, pentru
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ca hiperbola nu trece prin (0,0) rezulta, conform teoremei functiilor implicite
ca va exista f(ac) = y astfel ca: 422 — 9f2(x) — 36 = 0 si din aceasta rezulta

ca f(x) = 1 sVdr — 36. Daca xg = 3—\2/5,3/0: 1, vom avea f(x) :% 4 — 36
Daca zg = 3‘2/_, Yo = —1, vom avea f(z) dx — 36

2. Fie F(z,y) = 23 +y® — 22y, F(1,1) = 0,
Asadar va exista I = (1 — 6,1 +6),J = (
venabil astfel ca f : 1 — J si 23 + f3(z) — 2xf(at) =0,z € Tiar f'(z) =
—%, (V)x € 1. Determinarea lui f(x) este dificila. Aceasta fiind echiva-
lenta cu rezolvarea ecuatiei de gradul al treilea z3 + y3 — 2zy = 0 in ra-

port cu y, dar daca sunt suficiente valori aproximative pentru f se pot uti-

1
~1

O (w,y) =3y — 22, G (1,1) = 1.
—¢g,l+4+¢)cued > 0 alesi con-

liza aproximatiile succesive ale punctului fix f(z) astfel: fo(x) = 1 = ypo,
fi(@) = T(fo(x)) = folz) — % =122 o9y g3 f(y) =
T(fi(z)) = folz) — x(j:l(y))) =22 — 42% — 102% — 22 + 122° — 627 4 2 ete.
Cum Tf =f—a%— f3 + 2z f. Se poate lua f ~ fi(z).

Observatii:

1. Daca %—g(xo,yo) # 0 dar si F'(zo,y0) # 0 teorema functiilor implicite nu
se poate aplica lui F' dar este aplicabila functiei G(x,y) = F(x,y) — F(x0,y0)
deoarece %(:po,yo) # 0 si G(xo,y0) = 0. In cazul exemplului anterior daca
se ia punctul (1,—1) avem si F(1,—1) = 2 si teorema functiilor implicite se
aplica functiei G(z,y) = 23 + 3> — 2zy — 2.

2. Daca %—5($0,y0) = 0 dar %—i(xg,yo) # 0 si F(xo,y0) = 0 teorema se va
aplica In raport cu x si vom avea teorema functiilor implicite sub forma:
T.F. I 1

Fie F € S(Ag), Ay deschisi in R? ce verifici ipotezele:

a’) Fe Ck(AQ),k >1

b’) Exista (zg,yo) € Ay astfel incat F(zg,yo) =0

C’) %i ($0)y0) ?é 07

Atunci exista intervalele I = (zg — d,2z0 +9) siJ = (yo — &,90 +€) cu d,e >0
convenabil alesi astfel ca I x J C Ag si o functie g : J — 1, unica si:

a')g € CH(I),

3)9(yo) = wo,

Y )F(g(y)z,y) = 0, pentru orice y € J, iar derivatele functiei g pana la ordinul
k inclusiv se obtin prin aplicarea regulii de derivare a functiei compuse lui F
sl anume:

S 9(w),v)g' (v) + 55 (9(y),y) =0,

din care rezulta:

9 (9(y).y)
/ __ __ 0y
9W) = =30,

Daci F € C )(Ag), pentru orice y € J, vom avea derivand inca o data:
o2F 9 O’F / o%F / 2, OF 7 _
357 9W), )+ 2525, (9(), (9" (W) + Gz (9(v), ¥) (9" (v)"+ 5z (@, f(2))g" (y) =
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0, din care rezulta:
92F oF Y2 g 92F o a_F+32F(aF)2

ox2 \ Oy dzdy dxr Ay ay2 era

9"(y) = — (2F)3
oz
3. Daca %—5(%, yo) =0, %—i(xo, yo) = 0, punctul (xg,yo) este un punct singular

csi In acest punct nu se poate aplica T. F. 1.

4.2.2 Cazul functiilor cu trei variabile reale.

T. F. 1.2 Fie F € S(A3), A3 deschisa in R? ce verifici ipotezele:

a) Fe Ck(Ag),k >1

b) Exista (xo, y0, 20) € As astfel incat F(zo,yo, 20) =0

c) % (0,0, 20) # 0,

Atunci exista discul Is = Bs(zo,y0) siJ = (yo—¢,y0+¢) cu d,e > 0 convenabil
alesi astfel ca Iy x J C Ag si o functie f : Iy — J, unica si:

Oé)f S Ck(]b)v

B) f(xo, o) = 20,

Y)F(x,y, f(z,y)) = 0, pentru orice (z,y) € Iy, iar derivatele functiei f pana la
ordinul k inclusiv se obtin prin aplicarea regulii de derivare a functiei compuse
lui F' gi anume:

O (o, f(z,9)) + 2L (2, y, f(. ) 2L () = 0
O (2, f(2,9)) + 9L @,y f(2, 1)) 9 () = 0

din care rezulta:

of _ g yf@y) o oof _ _gyevi@y)
or(@Y) = =BG e 8 o (W Y) = T2 )

Dacia F € C%(A3), pentru orice (x,7) € Iy, vom avea derivatele partiale de
ordinul al doilea, derivand inca o data derivatele partiale de ordinul intai, etc.

4.2.3 Cazul functiilor cu n+1 variabile (m=n+1).

Fie F : A — R,A € R*! 51 vom nota componenta n + 1, a lui = cu
Y, & = (21,22, ey T, Tnt1) = (T1, T2, ooy T, Y). In acest caz avem:

T. F. 13

a) Feck(a),k>1

b) Exista (29,29, ...,22,y0) € A astfel incat F(20,29,...,20,90) = 0

c) %—5(:1:(1], 29, .., 20 yo) # 0. Atunci exista sfera I,, = Bs(29, 29, ..., 20) si inter-
valul centrat J = (yo—e,yo+¢) cu d,e > 0 convenabil alesi astfel ca I, x J C A
si o functie f : I, — J, unica si:

a)f € Ck(1,),

ﬁ)f(x(f,xg, s x%) = Yo,

V(21,29 ..., Tn, f(21,22,...,2,)) = 0, pentru orice (z1,z2,...,2,) € L,, iar
derivatele functiei f pana la ordinul k inclusiv se obtin prin aplicarea regulii
de derivare a functiei compuse lui F' si anume:

ng;(:Ul, s Ty f(21, ey ) + %—1;(;101, vy Ty, [ (1, ...,xn))%(:vl, vy ) =0
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7 =1,2,....,n din care rezulta:

f( ) g; (T1,82,- T, f (1,22,..,Tn)) T
T1, T2, ey Tyy) = — )
Ox; 1y L2y eyl gy (21,22, f(@1,22,sTn)) ] )y eeey Ty
mai condensat, putem scrie:
4 Vo F .
fl(x1, 29, .yxn) = grad f =V f = =& (21,22, ..., Tn, f(21, T2, ..., 2y)), unde:

By
— (9f 9f Of \t ; _ (OF OF OF
V= (gar ga5 ) 1ar VoF = (557 5ays 0 55
Demonstratia se face la fel ca in cazul n + 1 = 2, luand: T(f(z)) = f(z) —

@D (5, y0) = (w1, 02, .oy ) — DT JE1 0002 (0 0 08 )

By
Exemplu

F(z1,22,73,y) = 23 + 23 + 23 + y> — ¢¥ = 0. Accasta defineste functia
y = f(z1,72,23) datd implicit in vecinatatea punctelor unde 2y — e¥ # 0.

oF
dy B az (z1,22,23,9) 27,
dx1 (21, 22, 23) = — o (z1,02,23,) T 2y—ew
dy B 6&\92 L (x1,02,23,y) o 2o
Oz (1'1,1'2,1'3) - P21 ,20,23,9) T 2y—e¥
ay 1,22,23,Y
ay a (xlymZﬁES’y) 2x3
Y (gq,29,T3) = — = —
8331( 72, 73) %(xhw%w&y) 2y—e¥

4.3 Sisteme de functii implicite.

Vom considera, pentru inceput, spre exemplificare:

4.3.1 Cazul a doua functii cu cinci variabile

T. F. I. 4: Fie F,G € S(A5),As5 deschisa in R>, F = F(z,y,z,u,v),G =
G(z,y, z,u,v), ce verifica ipotezele:
a) {F,G} € Ck(As5),k > 1
b) Exicta (zo, Yo, 20, %0, Vo) € A astfel incat:
F (20, y0, 20, w0, v0) = 0, si G(z0, Yo, 20, uo, vo) = 0
c) det 83((“ )) (w0, Yo, 20, U, vo) # 0.

Atunci exista sfera I3 = Bs(xo,y0,20) §i intervalele centrate J; = (ug —
e1,uo + 1) §i Jo = (up — €2, u9 + €2) cu d,e1,e2 > 0 convenabil alesi astfel ca
I3 x J1 x Jo C As si doud functii f : I3 — Jq1, g : I3 — Jo,unice si:

a) {f g} € CF(y),

B ) f(z0,Y0,20) = uo, g(z0, Yo, 20) = vo,

v) F(z,y,2 f(x,y,2),9(x,y,2)) = 0,G(z,y, 2, f(z,y,2),9(z,y,2)) = 0, pen-
tru orice (z,v, z) € I3, iar derivatele partiale ale functiilor f , g pana la ordinul
k inclusiv se obtin prin aplicarea regulii de derivare a functiilor compuse F, G
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si anume:

—N
831
+ o+
YRS
g et g g
+ +
S
B
(@)

< [ [
- -
g
Q|
<

——
NS
+ +
HRES

OF | OF0f | OF dg
8z+8ugz+8vgz 0
6_G+8_G_f+8_G_g 0
0z ou 0z ov 0z

din care rezulta:

0 le] a 0 0 0,

%(:py Y,z )) @Z (l’ Y,z )a 8_'5(‘/1:7 Y, Z)a (')_Z(:Ca Y, Z)a a_ﬁ(xa Y, Z)a 8—‘(27(1’, Y, Z)'

Daca {F,G} € C?(As), pentru orice (z,y, z) € I3,vom avea derivatele partiale
de ordinul al doilea, derivand inca o data derivatele partiale de ordinul intai,

etc. Generalizarea este imediata. Obtinem asfel:

4.3.2 Cazul sistemelor de m functii cu m-+n variabile.

T. F. L. 5: Fie F|, Fy, ..., Fy, € S(Apin), Apyp deschisd in R+,
Fl - F]_(iUl,iUQ, ey Iy Y1, Y2, ym)

F2 = FQ($1,£L’2, s Ty Y15, Y2, ym)

Fm = Fm($17 X2y .05 T3 Y1, Y2, ym)7

ce verifica ipotezele:

a) {Fl,FQ, m} € Ck(Aner),k‘ >1

b) Exicta (xl,xg, e @2y YY) € Ay astfel incét:
Fl(xlal‘ga vy L3 ?prga 7y9n) = O’

F2(x(1)733(2]7 seey x(r]u y?7y87 7y'9n) = 07

F (.’E?,.Z’g, nvylvyga' 7ym) _0
)det 8(F17F27 7Fm)( 0 ..0

0 0
(y1,y2, ’ym) x17x27 LS} n7y17y27 . aym) 7& 0.
Atunci exista sfera I, = Bs(2?, 29, ...,29) si intervalele centrate J; = (yJO —
z-:j,y;-] +¢€5),7 = 1,2,...,m cu 0,e1,€2,...,em > 0 convenabil alesi astfel ca

L, xJ1 x Jo X . X Iy C Ay, i m functii f; 2 I, — J;5 = 1,2, ..., m, unice si:
) {f1>f27' 7fm} € Ck( )
B) fix?,a9,...,20) = yj,] =1,2,...m
y ) F’j(xh L2y w5 Tnj fl(xlv Z2, ... mn)? f2($1, Z2, ... l’n)a ey fTVL(:l:lv L2y -y :En)) =
0,j = 1,2,...,m pentru orice (z1,z2,...,x,) € I, iar derivatele partiale ale
functiilor f; pana la ordinul & inclusiv se obtin prin aplicarea regulii de derivare
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a functiilor compuse F} si prin aplicarea regulei lui Cramer sistemelor:

OF, | R Ofi | 4 O Ofm _
Bazj 8y1 8$]‘ 8ym 8$j _
OFy 4 O0Fy Ofi OF) Ofm _
Ox; + Oy1 Oz +o Tt Oym Oxj 0

OF, OFm, 0f1 OFp, Ofm __
8337; + 8yT O Tt Gy =0

i=12..m

Exemplu:
Fi(x1, 29, 23,91, Y2) = T1 + ToT3 — t1y2 — Y3 =0
Fy(x1, 20,23, y1,y2) =21 — 22+ Y3 —y3 =0
Fi(1,1,1,1,1) = 0, Fp(1,1,1,1,1) = 0

) ) ) )

a(Fb FQ)
det ——— =
8(3/173/2)

o o o
3—y12 3—y§ 3yy — 35

3y§ + 6y1y§ + 3y{)

@%‘ ‘

si det %(1,1,1,1,1) = 12 # 0. Va exista in vecinatatea punctului

(1,1,1) € Rg, functiile fl(l‘l,ZCQ,CEg),fg(l‘l,ZEg,Cﬂg) astfel Incat fl(l,l,l) =
17f2(17 17 1) =1 §1

{ z1 4 xow3 — fifo— f£ =0
x4 fi - f3=0

; ; . 0fi 0fi O0fi.0f2 Ofs Of2 » : s
iar derivatele: Jor Oug’ s Do dna O 11 punctul (1,1,1) se obtin din sis-

temele algebrice:
0 0,
L= (g2 +20) 58 — gl =0
0 0
L+ 3yt 5t — 3ui5h =0
pentru determinarea derivatelor partiale g—g, g—ﬁ.
0, 0
vs— (Y2 +201) 38 — 32 =0
0 0,
—1+ 32508 — 3352 =0

oh 9f2

pentru determinarea derivatelor partiale s’ Do

o 9
T2 — (Y2 Jar 2y1)8_£’a_ g2 =0
ByPh — 3y3 5L =0

of 0f

pentru determinarea derivatelor partiale Jrs’ Dra

Calculand in (1,1,1) obtinem:
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de unde rezulta: g% =
1

14390 39 _g

or1

on  0fs _
{ 1 =350 — o0

5. 9h _ 1
de unde rezulta: o5 = 3 Ou

<. 0ft 1
de unde rezulta: oo =10 D

4.4 Extreme cu legaturi.

Prin problema de extrem cu legaturi vom intelege determinarea valorilor
extreme ale unei functii F' = F(z1, 22, ..., Ty, ), stiind ca in punctele de extrem
(daca exista) se verifica egalitatile: Gi(x1,x2, ..., Tm) = 0, Ga(T1, T2, ..., Tpy) =
0,...,Gg(z1, 22, ..., xm) = 0, cu k = 1, functiile G, j = 1,2, ..., k, fiind numite
restrictii sau legaturi, iar F,G1, Gy, ..., Gy fiind functii definite pe A C R™.
Pentru o problema de extrem cu legaturi trebuie ca,in mod necesar, m > k
jar m > 1. In ipoteza existentei punctelor (:c(l],:cg, ., xg") € A in care se
realizeaza extremul functiei F' in conditiile suplimentare G (x(l), x%, e xt) =
0(y = 1,2, ..., k) este valabil urméatorul rezultat cunoscut sub numele:

4.4.1 Teorema lui Lagrange.

Teorema 6 :Daca F,G1,Go,...,Gr : A CR™ — R,m > 1,m > k sunt de clasd
CM(A) atunci daci zo = (zg, 73, ...,2") este un punct de extrem pentru F si
Gj(xtl),a:g, wxl) =0(j = 1,2, ..., k) atunci acest punct este punct de extrem
liber pentru functia: L(z1, z2, ..., Tm; b1, 2, ..., b)) = F+0G1+0oGo+... 4+ Gy,
considerati ca o functie de m + k variabile (L : R™** — R) Functia L se
numeste functia lui Lagrange, pentru problema de extremum cu legaturi iar
41,0, ..., I, se numesc multiplicatorii lui Lagrange.

[ Vom demonstra urmatoarele cazuri:

I. F = F(z,y) culegatura G = G(x,y) =0(m =2,k = 1,2 = x1,y = x2).

II. F = F(z,y,2) cu o singura legatura G = G(x,y,2) =0(m =3,k =1,z =
T1,Y = X9,z = T3).

III. F = F(z,y,2) cu doua legaturi G; = Gi(z,y,2) = 0,G2 = Ga(z,y,2) =
0,(m=3k=2,x=x1,y = x2,2 = x3).

Pentru cazul I. Presupunem ca in punctul (zg,y0) se realizeazd un maxim
sau un minim pentru F si G(zg,yp) = 0. Presupunem de asemeni ca in
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vecinatatea lui (zg, yo) se poate aplica teorema functiilor implicite, lui G, adica:
exista y = f(z) astfel incat yo = f(zo) si G(z, f(x)) = 0. Functia g(x) =
F(z, f(x)) are In xp un extrem local, deci derivata sa in z( este nula. Putem
scrie astfel: ¢'(zg) = %—i(xo,yo) + %(xo,yo)f’(:zo) = 0 Pe de alta parte f a
rezultat din teorema functiilor implicite aplicata lui G, si deci: %g (z0,y0) +

%(9&0, y0)f'(x0) = 0 Din cele doua relatii, eliminand pe f/(xo) va rezulta:

oF oF
3z (0, y0) 5, (w0, Yo) A(F,G

= det Zo, =0
9 (20, o) 2L(z0, o) ot} (£0-40)

prin urmare determinantul Jacobianului este 0 in (xo,yo) si deci liniile deter-
minantului sunt proportionale si avem:

¥

Asadar (z9,y0) este o solutie a sistemului format de derivatele partiale ale
functiei: L(z,y,¢) = F(z,y) + {G(z,y) Am aratat ca dacad (zg,yo) este un
punct de extrem pentru F(z,y) si verifica conditia G(z,y) = 0 atunci o
conditie necesara este ca sa existe £ € R astfel incat derivatele partiale ale
lui L(z,y,¢) = F(z,y)+{G(x,y) in raport cu x, y, £ sa se anuleze in (g, yo, £).
Practic se determina punctele printre care se gasesc puncte de extrem anulnd
derivatele partiale ale lui L in raport cu x,y, ¥, adlca =0, 885 =0, %Ilj =0,
urmand a se verifica daca (z, yp) este un punct de extrem pentru F(x,y).
Exemplu: Sa se inscrie intr-o elipsa un dreptunghi de arie mxima.

(%0,90) +£—($07y0) =0
y (o, v0) + 457 (ﬂfoyyo) =0

SER

Consideram elipsa z—; + z—z — 1 = 0. Aria dreptunghiului cautat este: S =
222y = 4dzy,x € (0,a),y € (0,0). L(z,y,0) = 4oy + E(z—z + zg_j - 1),

L_wy+Zr—o
y_4 +2b€y:0
oL 2 Ly _1=0

Eliminnd z,y, din primele doua ecuatii obtinem: ¢ = 4+2ab. Inlocuind ¢ cu

semnul plus in una din primele doua obtinem ecuatia: bx + ay = 0, care
impruna cu ultima ecuatie din sistem (restrictia) ne dau solutiile: (—%, (%);

(%, —%). Inlocuind ¢ cu semnul minus in una din primele doud obtinem

ecuatia: bx —ay = 0, care impruna cu ultima ecuatie din sistem (restrictia) ne
S P b \y. b :
dau solutiile: ( %, ﬁ)’ (—%, _ﬁ)' Acestea din urma sunt punctele pentru
care S = Spue = 2ab.
Pentru cazul II. Presupunem ca in punctul (zg,yo,20) se realizeaza un

maxim sau un minim pentru F' si G(zo, yo, 20) = 0. Presupunem de asemeni
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ca in vecinatatea lui (xg, Yo, z0) se poate aplica teorema functiilor implicite, lui
G, in ipoteza: %—g)(xo, Yo, 20) 7 0 atunci existd z = f(x,y), solutie a ecuatiei
G(z,y, f(z,y)) =0, iar F(z,y, f(z,y)) are in (29, yo) un punct de extrem local

si derivatele sale partiale se vor anula in (zg,yp), adica:
0

9 (20,0, 20) + 2L (20, Yo, 20) 2L (20, y0) = 0

%—5(3307%,20) + %—5(370790720)2—5(11307?;0) =0

Pe de alta parte din terema functiilor implicite avem si relatiile:
G (20,0, 20) + 2 (20, Y0, 20) 2L (20, y0) = 0

a
%3 (IL‘(), Yo, ZO) + %—f(l‘oa Yo, 20)6_5(1.07 yO) =0

Altfel spus % 9f =~ (w0,%0) si ggj (0, yo) satisfac respectiv sistemele:

Q>Qa|®
<R ==

{ 9L (20, Y0, 20) + ZE (20, Y0, 20) 5L (20, y0) = 0
%—f(l‘o,yo,zo) + %—G

= (70, Y0, 20) 35 (%0, Y0) = 0

<x07y0) =0
5 (0, 40) =0

Q< |*vs

O (0,90, 20) + B (0,90, 20)
%(iﬂo,yo, 20) + 92 (20, Yo, 20)

Q‘>|Q3Q’)QJ

Rezulta ci prin eliminarea simultana a lui %(aco, Yo) si g—g(xo, Yo) ca

{

{ %—F(ﬂfoaymzo) + u%—G(:co,yo,zo) =0
%_z(x07y07 20) + M%—Z(x(),yo, 20) =0

(w0, Y0, 20) =0
($0,y0,20) 0

(x()a Yo, ZO)

+ 24
(x()ayOvZO) + A

F3S
Q’|%§°|Q

si

Comparnd relatiile din linia a doua, a celor doua relatii, vom deduce ca
A= pu =/ gideci:

(0, Yo, 20) + £9C (90072/0, 20) =0
(x()vyO?ZO) +£ (.’II(],y(),Zo) 0
~ (w0, Y0, 20) + Eaz (70,90, 20) =0

HSEISES

Cu alte cuvinte in (zo,yo,20) se anuleaza derivatele partiale ale functiei:
L(z,y,z,0) = F(x,y,2) + {G(z,y,2) si deci gi in cazul unei functii de trei
variabile cu o singura conditie de legatura procedeul este acelagi ca in cazul
functiilor de doua variabile cu o singura conditie (legatura).

Exemple:
1. Sa se gdseasca maximul expresiei xyz cu conditia x +y 4+ 2z = ¢ (¢ > 0)
Raspuns. Aplicand procedeul de mai sus functiei L(z,y, z,{) = xyz+{(x+

y + 2z —c) obtinem: zg =yo = 20 = §
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2. Consideram forma biliniara simetrica: F(z,y,2) = a110? + ay® + aszz? +
2a10xy + 2a93yz + 2a1372 Acesteia i se poate atasa matricea:

a11 a2 ais
A= a1 @22 @23
a31 a3z2 ass

simetrica (aj2 = ag1;asy = ags;a13 = asy). Putem lega matricea A de functia
F numita forma patratica prin scrierea matriceala:

ail a2 a3 z
F(z,y,2) = ( Ty Z) a1 a2z a23 Yy
asr as2 ass z

Vom ciuta valorile extreme notate cu (u,v,w) ale lui F in conditia: u? +
v?2 +w? = 1. Cu alte cuvinte vom determina vectorii unitari (u, v, w) care
da valoarea extrema lui F. Avem deci o problema de extrem conditionat,
care se reduce la extremarea functiei lui Lagrange de forma: L(z,y,z,¢) =
F(z,y,z) — {(x +y+ z — 1) Valorile extreme sunt date de:

%—é = 2a112 + 2a12y + 2a132 — 20z =0
9L — 9911 + 2a99y + 2a93z — 20y =0

0
% = 2a317 + 2a32y + 2a33z — 20z =0
%:—xz—yQ—ZQ—i—l:O

Primele trei ecuatii le putem scrie mariceal :

ajl; aiz2 ais i 100 x
a1 a2 23 y | =¢1 010 Y
a3l a3z ass z 001 z
sau
a1 —¢ a2 a3 x
az1  az —{ a3 y | =0
asi azp azz3— 4 z

Conditia ca sistemul sa admita solutii nebanale este :

ain —4 a2 a3
Ps(0) = a1 ase — L€ ass =0
asi azy  azz — 4

Daca ¢ e o solutie a polinomului, P3(¢), numit polinomul caracteristic al ma-

tricei A, atunci solutia (z,y,2) = (u, v, w) numita solutie proprie va verifica
sistemul anterior si deci:

ajlp a2 ais u 100 u
az1 a22 a23 v =/ 010 v
as] a3z ass w 001 w
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iar:
ail a12 ai3 U 100 U
F(u,v,w):(uv w) as1 99 a93 v =luvw)| 010 v
as1 a3z ass w 001 w

Solutiile (u;,v;,w;) corespunzatoare valorilor ¢;,j = 1,2,3, numindu-se vec-
tori propri corespunzatori. Se poate arata ca vectorii proprii sunt ortogonali
intre ei. Intr-adevar, pentru ¢; # £5 avem:

ajiug + ajpvr + ajgwy — ug =0
az1uy + av1 + agzw; — f1vg =0
aziur + aszpv; + azzwy; — bw; =0

si
ai1ug + ajpve + ajgwe — fous =0
ao1Us + a22v9 + agzws — lovg = 0
aziuz + azave + azzwy — owsy =0

din care obtinem: (¢1 —¥2)(ujug +vive +wiwe) = 0, cum (¢1 —f9) # 0,rezulta:
uiug + v1vy + wiwy = 0 adica: (ug, vy, wy) L (ug, v2, ws) In mod aseminitor
se poate arata ortogonalitatea: (ug,vo,ws) L (us,vs,ws) si (us,vs,wg) L
(u1,v1,w1).

Exemplu: F(z,y,2) = 722 + 6y? + 522 — 4xy — 4yz Acesteia i se poate atasa
matricea:

7T—2 0
A= -2 6-2
0-2 5
A simetrica (a12 = ag1 = *2;CL32 = ag3 — *2;0,13 = a3l = 0) Putem lega

matricea A de forma F' prin scrierea matriceala:

7T—-2 0 T
Flyz)=(zyz)| -2 6-2 Yy
0—-2 5 z

Vom ciuta valorile extreme (u,v,w) ale lui F in conditia: u? + v? + w? =
1 Cu alte cuvinte vom determina vectorii unitari (u,v,w) care da valoarea
extremd lui F'. Avem deci o problema de extrem conditionat, care se reduce
la extremarea functiei lui Lagrange de forma: L(x,y, z,£) = T2% + 6y* + 522 —
4oy — dyz — L(2? + y% + 22 — 1) Valorile extreme sunt date de:

=1de —4y — 2z =0
=—dr+4+12y —4z— 20y =0
=—4y+10z —-20z=0

= 22—y -224+1=0

s

SSISSSSS
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Rezolvand sistemul format de primele trei ecuatii in necunoscutele x, ¥y, z sun-
tem condusi la conditia Cramer de existenta a solutiilor nebanale: det(A —
(13) = 0 sau:

T—(-2 0
-2 6—4-2|=0
0 -2 54

care conduce la: ({ —3)({ —6)({ —9)=0
Pentru ¢; = 3 obtinem: (ug,v1,w1) = (
Pentru /5 = 6 obtinem: (ug,v2,w2) = (
Pentru ¢35 = 9 obtinem: (ug,vs,ws) = (
33D LGL-DEL-D L
F(:1573’ 3) =3 F(a’ 37_%) :65F(%
Pentru cazul III, presupunem ca in punctul (zg, %o, 20) se realizeaza un
maxim sau un minim pentru F' si G1(zo, Yo, 20) = 0, G2(x0, y0, 20) = 0. Con-
form cu teorema functiilor implicite, aplicata unui sistem in vecinatatea lui
(xo,Y0, 20) va exista y = y(z),z = g(x) cu proprietatile: Gi(z, f(x),g(x)) =
0,Ga(z, f(x),g(x)) =0, iar F(x, f(z),g(z)) are in xy o valoare extrema. Prin

urmare:

G5 (20,90, 20) + G (20, Y0, 20) [ (x0) + 5= (0, Yo, 20)¢’ (20) = 0

Din teorema func‘giﬂor implicite avem si:

91 (20,0, 20) + 3y L(z0, Y0, 20) f'(w0) + FZ (w0, Yo, 20)g’ (20) = 0

82 (w0, 90, 20) + %22 (20, 0, 20) ' (o) + & 602 (%0, 0, 20)g'(20) = 0

Astfel se poate conmdera ca f'(zo)sig (xo) reprezinta solutiile celor trei ecuatii
cu doua necunoscute, si prin eliminarea lor intre aceste relatii se va obtine
relatia: det %(mo, Yo, 20) = 0, si prin urmare liniile determinantului, de
exemplu, sunt proportionale, ceace se traduce prin existenta a doua variabile

0y si o de propor‘gionalitate astfel ca sé avem:
9L (20,90, 20) + €1 %2 (20, Yo, 20) + €292 (20, Yo, 20) = 0
8E (20,0, 20) + €1 B2 (w0, 90, 20) + 528G2 (z0,Y0,20) = 0

9E (20,0, 20) + €122 (20, Yo, 20) + €222 (20, Yo, 20) = 0

Deci in (z0, Yo, 20) se anuleaza derivatele partiale ale functiei: L(z,y, z,¢1,42) =
F(z,y,z) + 01Gi(z,y,2) + l2Ga(x,y, 2), si deci i In cazul unei functii de trei
variabile cu doua legaturi procedeul este acelasi ca in cazurile anterior tratate.

a
—5:3)
9 9y

8G1

Exemplu: Sa se gaseasca extremele functiei F'(x,y, z) = zyz, cu conditiile:
r+y+z=>5sizy+yz+ zx=8.
Rezolvare: Consideram L(x,y, z,01,02) = zyz + li(x +y + 2 — 5) + la(zy +
yz + zx — 8).
Derivatele partiale ale lui L in raport cu z,v, 2z, £1, {2, sunt:
S =yz+ Ll +l(y+2) =0,
%1; =zrx+ Ll +la(x + 2) =0,
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%—f =ay+ 0 + l2(x+y) =0,

L =z+y+2-5=0,

a5, =y tyz+zr—8=0.

Prin adunarea primelor trei ecuatii se obtine:

xy +yz+ zx + 30 +20(x+y+2) =0,

si daca tinem cont de ultimile doua ecuatii vom avea: 8 + 3¢; + 10¢s = 0.
Prin scaderea primelor doud ecuatii vom avea: z(z —y) + [2(y — x) = 0, de
unde rezulta: y = x sau z = —/». In cazul Yy = x avem:

zx + 0 + la(z +x) =0,

x2 + 41 + 2052 =0,

204+ 2—-5=0,

2+ 222 —-8=0.

Scotand din prima pe {1 = —xz — l3(x + z) vom obtine:

22 — 22+ ly(x — 2) = 0,

20 +2z—-5=0,

2+ 222 —-8=0.

Din prima ecuatie a ultimului sistem rezulta: = = z sau z = —fy. = = 2
conduce la o imposibilitate, ramane numai x = —¥s, si deci:

—252 +2—-5= 0,

03 — 202 — 8 =0,

care conduce, prin eliminarea lui z la ecuatia de gradul doi in 3 : 3¢2 + 1005 +

8 = 0, cu solutiile: lo = —2,09 = —%, care conduc la: 1 =y = 2,21 = 1,
adica tripletul (2,2,1), pentru o = =2, gl 29 = y2 = %, 29 = % , adica tripletul
(%7 %7 %)a pentru fo = _%a

Pentru a stabili natura punctelor gasite (maxim sau minim) vom t;ine cont
de semnul lui d?L adici de semnul lui: d’L = 8 Ldaz + d + dz +

2%£w@+2 L dydz + 225 dzda

. . . 2
Calculand derivatele partiale de ordin doi ale lui L obtinem: ?)T =0, gyL =0,
%L 02L %L 0%L .
77 = 0, ozoy — % T 2, gyoz = T 2, 5.0 = y — 2, si deci vom avea:

d’L = 2(—1)dzdy leerent_;und ultimile relatii, obtinem:

dr+dy+dz=0

(y+ z)dx + (z + x)dy + (x + y)dz = 0.

In punctul (2,2, 1) ultimile relatii devin:

dx + dy + dz = 0,3dx 4 3dy + 4dz = 0,

din care va rezulta dz = 0 si dy = —dz, si deci: d’L = 2dz? > 0 deci punctul
(2,2,1) este punct de minim. La fel se arata ca (2,1,2),(1,2,2), sunt de
asemeni puncte de minim.

Pentru (é, 3, 3) procedand asemanator vom avea: dzL(g, T 3) =21 sdrdy—
2%dydz —22 3dzdz gi cum din diferentiierea ultimile relatii, obtinem:
d:l:—|—dy—|—dz:0(y+z)dm+(z—l—x)dy+(x+y)dz=0.
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In punctul (3,3, L) ultimile relatii devin:

drx+dy+dz = O%daz—k %dy—k%dz = 0, din care va rezulta dz = 0 si dy = —dx,
si deci: dzL(% %, %) = —%dwz < 0 Avem deci un maxim. La fel se arata ca
(%, %, %), (% % %), sunt de asemeni puncte de maxim.

4.5 Problema functiilor inverse.

4.5.1 Cazul functiilor reale cu o variabila reala.

Fie f : (a,b) — R, f € CW(a,b) si considerim F : (a,b)R — ]R prin F(x,y) =

f(x)—y, atunci: F(zx,y) = 0, (¥)(z,y) € Gy (graficul lui f) & 9 (z,y) = f'(z) #
0, (V)(z,y) € G5 Teorema functiilor implicite se poate aplica lui F' in raport
cu variabila z: adica va exista x = g(y) astfel ca: ¢ : (¢,d) — R astfel ca:

Fla(y)y) = 00y € (c.d) 5i ¢'(y) = — DD 1wy e (e d), san
9Y),y Y @) 51 gy W g(y)y) @) Y o

f'(2)g'(y) = 1 si deci g = f~! (g este functia inversa a lui f).

4.5.2 Cazul functiilor cu doua componente gi doua variabile.

Vom extindre rezultatul anterior la cazul functiilor cu doua componente
si doua variabile: Fie A C R? si f = (f1, f2)! : A — R? adica:

fi(xy, w9) =
{ fa(z1,22) = 2 (4.1)

si vom considera vectorii (x1,z2) = z, (y1,y2) = y Cand =z = (z1,22) €
R? parcurge multimea A, y = (y1,%2) parcurge multimea B C R2. Daci
f = (f1, f2)! este continud intr-un punct zo = (29,29) € A C R? punand
yo = f(zg) cand z € V(xg) atunci y = f(x) € V(yo) si conform cu teorema
functiilor implicite pentru sisteme vom putea inversa relatiile (4.1) adica le
vom putea inversa obtinand:

{ g1(y1,y2) = o1 (4.2)

92(y1,y2) = 2

Cu alte cuvinte vom putea scrie relatiile:

z1 = g1(fr(z1, x2), fa(21, 22))
(4) { x2 = g2(f1(x1, 22), fo(21, 22))

y1 = fi(g1(x1, 22), ga (@1, 22))
(B) { = fa(g1(21, 22), g2(21, 72))
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Pentru a justifica aceste afirmatii, vom face ipoteza ca jacobianul (determi-
nantul matricei lui Jacobi) a functiei f este diferit de 0 in xy adica:

ghoh a(f1, f2)
J(x)=| Fn e | =det "2 £0
() 962 912 ‘ A(x1, #

In baza continuitatii lui .J (x) In zo (a se vedea teorema de la continuitate) va
exista o vecinatate a lui g, V(x¢) pentru care J(z) # 0, daca J(zg) # 0. Vom
introduce functiile auxiliare:

{ Fi(xz1,22,y1,92) = fi(z1,22) —y1 =0
Fy(xy,22,91,92) = fo(w1,22) —y2 =0

cu (z1,x2;91,y2) € A x B. Evident Fy, F5 sunt de clasa C(l)(A x B) si vor
verifica toate conditiile functiilor implicite pentru sisteme: F(xg,yo) = 0 si
cum det 8((51’52)) det ((j:lf)) si deci det g((fifj)) (x0,y0) = J(x0) # 0 va exista
intr-o vecinatate a lui xg functiile g1, go de mai sus si vom avea echivalenta
locala a relatiilor (A) si (B). Vom deduce cateva egalitati utile In practica
derivand relatiile (A) in raport cu z7 si cu x2 (la fel ca in teorema functiilor
implicite pentru sisteme). Derivam in raport cu x; si apoi in raport cu xzg vom
obtine sistemul:

Oy1 Ox1 Oys Ox1
0= 9299h + 9g1 Ofa

Oy1 Ox2 Oya Ox2

{ 1= 99101 | 991 0f2
Derivam a doua relatie (A) in raport cu x; si apoi in raport cu z2 vom obtine

sistemul:

Oy1 Ox1 8y2 Or1

{ 0= 292001 | 0920/
092 0f1 | 9g2 0f2
1= 9208 | 950k

Oy1 Ox2 Y2 Ox2
Din primul sistem vom scoate ggl , ggl si vom obtine:
9f2 f
1 8:131 6I1 1
0 9f2 dfo of1 0 _on
% _ 312 _ RED) % _ Oxo e
oyi — | 0fi Of2 | — o(f1,.f2) > Oy2 ~ | 0fi Ofz 9(f1.f2)
6;1;1 8,7;1 det 9(z1,22) 8;1;1 8,7;1 det 8($1 z3)
ofh Of2 ofh Of
Ors  Oxo Ors  Oxzo
Din al doilea sistem vom scoate 292, 992 g vom obtine:
o Oy1’ Oyz = of
2 ofr
O 8$1 8171 0
1 9f _0f2 oh 4 of1
% _ 812 8:0 @ _ 812 _ Az Se oate
dyr =T O Of | qu 00 0w — | Oh O | — gy 00 S€ P
8;1;1 axl 9(z1,22) 83}1 8$1 9(z1,22)
of Of2 1 Of2
0o 0z 0x2 Ox2

constata usor ca:

991 991 Oh  Oh 10
8Z/l 8y2 ox1 Oxo _

op om || op ok |={ o 1
Oy1  Oy2 Ox1  Oxa
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adica: ¢'(y)f'(z) = L.

Derivam prima relatie (B) in raport cu y; si apoi

sistemul:

Of1 091
9z1 Oy1
af1 0g1
Ox1 Oy2

1
0

0f1 0g2
Oz Oy1
0f1 0g2

+ Ozo Oya
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in raport cu yo vom obtine

Derivam a doua relatie (B) in raport cu y; si apoi in raport cu y2 vom obtine

sistemul:
0= 92299 | 0f2 992
Jx1 Oy1 Oz 0y1
1 = 92001 + Of2 0ga
Ox1 Oy2 ' Oxza Oya
Din primul sistem vom scoate gif L gg L ¢i vom obtine:
992 991
1 Syr By 1
o 992 995 991 _ o991
ofr — Iy _ 9ya ofr — Jyo _ 9y2
Ox1 991 092 | T et 2l1.92) 0 Oz 991 992 | T get 2W91.92)
dy1  On 9(y1,v2) dy1  Oy1 9(y1-v2)
991 Jg2 991 092
Jy2  Oy2 Jy2  Oy2
Din al doilea sistem vom scoate %, gf 2 ¢i vom obtine:
992 oo 9g1
0 oY1 Iy1 0
1 9% _ 99 991 q 291
fr _ Oyx | _ 9y, Ofs _ | Oys — 9y;
Oz 991 092 | T et 2l1.92) 7 Oxa 01 092 | T et 2091.92)
6?/1 ayl a(y 742) 8y1 8y1 8(19 92)
9 9g2 991 992
dy2 Oy . Oya  Oy2
Se poate constata usor ca:
Ox1  Oxo oy1  Oy2 _
Of2 9f2 992 992 | T\ 0 1
Or1  Oxz Jy1 Oy

adica: f'(z)g'(y) = I.
Calculand determinantii matricelor Jacobi si in virtutea faptului ca determi-
nantul unui produs de matrice patratice este egal cu produsul determinantilor

matricelor componente vom deduce egalitatile:

9(g1,92) O(f1,f2) _ 3 (fi,f2 0(g1,92) __
det Dyr.v2) det Borws) = 1si det Brora) d a(th) =1
o a( ) A(y1,y2) A(y1,y2) A )

z1,T2 Yi,y2) __ Y1,Y2 r1,22)
det B(yr.9) det Borwa) = 1 si det FIETE) det Dy ge) — 1
din care rezulta: det 681:53 = g((lh f2)) care conduce la formula:

1
/
l9'(y)| = T

similara cu cea din cazul functiilor cu o singura variabila
Exemplu: Schimbarea coordonatelor carteziene (x,y) cu coordonate polare

(4.3)
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(p,0) in R2. Relatiile de legitura intre cele doud tipuri de coordonate sunt

date de:
x = pcosf
{ y = psinf (4.4)
Oz Oz .
deta(m’y)— op 06 | _ | cos —psing |
o(p,0) g—z % | sinf pcos® |

Transformarea inversa, pentru p # 0 este:

{ p=Vty (4.5)

6 = arctan ¥

Problema se extinde si in cazul a n > 2 functii cu tot atatea variabile. Pentru
n = 3 vom da doua exemple des folosite in aplicatii:

Schimbarea coordonatelor carteziene (z,y, z) cu coordonate cilindrice (r, ¢, 2)
in R3. Relatiile de legaturs intre cele doua tipuri de coordonate este:

T =TCcosy
y=rsinp (4.6)
z=2z
gx g_x gx cosp —rsing 0
a Y, T 2 z -
deti(xyz): % g% % =|sing rcosy 0 |=r
or.p,z) | o of o 0 0 1

Transformarea inversa, pentru r # 0 este:

r=/x%+y?
@ = arctan ¥ (4.7)
z=2z

Schimbarea coordonatelor carteziene (x,y, z) cu coordonate sferice (p, 0, ) in
R3. Relatiile de legaturi intre cele doua tipuri de coordonate este:

x = psinfcosy

x = psinfsing (4.8)
z=pcosf
Oz Oz Oz : i i i
A(x,y, 2) 9p 90 Dy sinfcosp  peosfsing  —psinfsing
deta ’0’_: g_g % g—i =| sinfsinp pcosfsingy  psinfcosp :PZSiHQ#O
(,0, 790) 0z 9z 0z cos 6 —QSiHQ 0

Transformarea inversa, pentru p?sin 6 # 0 este:
p=r2+y?+22
0 = arctan 7”6??’2 (4.9)

= Yy
¢ = arctan £
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Capitolul 5

Integrala Riemann pe dreapta

5.1 Integrala Riemann pe dreapta(Recapitulare pe
scurt).

Fie f : [a,b] — R,[a,b] C R,a < ba,bfinitiiar f este marginita((3)M; > 0
astfel incat |f(x)| < My, (V)x € [a, b])

Consideram, de asemeni, o partitie(o diviziune) P = {zo, x1, 22, ..., Tn—1,Tn}
a intervalului [a,b] cu a = xg < 21 < ... < Tp—1 < T, = b §i vom nota cu
|P| = max{z1 — zo,Z2 — 1, ..., Tn — Tp_1}, Masura sau norma lui P. Vom
lua punctele intermediare &; € [x;_1,2;],j = 1,2,...,n ce vor fi componentele
vectorului & = (&1, &g, ..., &,). Cu acestea, vom forma suma:

o(f,P,8) =D f(&)(x; —z1) (5.1)
j=1

numita suma Riemann corespunzatoare functiei f diviziunii P si punctelor
intermediare &;, j = 1,2,...,n Alaturi de suma integrala (1.5) putem considera

sumele:
s(f,P) =Y my(x; — ;1) (5.2)
j=1
si .
S(f,P) = Mj(x; — ;1) (5.3)
j=1

numite respectiv suma Darboux inferioara si suma Darboux superioara, unde
mj = inf{f(z)|rj1 <z <x;}, Mj =sup{f(z)|r;—1 <z <z}
Din definitiile sumelor putem deduce inegalitatile:

s(f,P) <o(f,P,§) <5(f,P) (5-4)

127
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Definim integrala lui Riemann a lui f pe [a, b] prin:

lim o(f, P,&) = f (5.5)

|P|—0 [a,b]

Aceasta limita poate fi interpretata in limbaj ¢ — § astfel:
Ve > 0(3)6 = 6(2) > 0, (V) P.£ cu |P| < 6 atunci |o(f, P, €) — / fl<e
[a,b]

¥

F--Fﬂ.'B

A Wk W o1 E, b

Lant

Fig. 5.1:

Observatie:
Produsele f(&;)(xj —xj—1),mj(zj; —xj—1), Mj(x; — x;—1) reprezinta marimea
ariilor unor dreptunghiuri cu baza de marime x; — x;_1 si cu inaltimile date
respectiv de f(§;), m;, M;. Din aceasta rezulta inegalitatile (5.4)

Vom spune ca F' : A C R — R este o primitiva a functiei f : ACR — R
daca

Fl(z) = f(=). (5.6)

Integrala nedefinita a functiei f pe A este:

/ f(@)dz = {F(2)|F'(z) = f(2)} (5.7)

Observatie:

Deoarece dacd doud primitive ale lui f sunt Fi(z) § Fa(x) atunci Fj(x) =
Fi(z) = f(z),prin wrmare Fy(x) = Fi(x) + C. Din acest motiv integrala
nedefinita alui f se mai noteaza cu:

/f(:c)dx =F(z)+C,
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unde F' este o primitiva oarecare a lui f.
Integrala definita a lui f este numarul real:

b
[ #@do = Po) - Fla) ™ Pl (5.8)

unde F' este o primitiva oarecare a lui f.
Daca (3) / f = f € R(la,b])=multimea functiilor integrabile Rie-
[a,b]

mann.

5.1.1 Proprietatt ale lui R([a,b]).
i) f € R([a,b]) & f marginita pe [a,b] si f continua pe [a, b] exceptand o

multime B C [a, b] cu masura nuléd(B are masura nula daca B C |J;[a;, bj], [a;, ;] C
o0

[a,] 51> (b — a;) <¢)
7j=1
")/[a, af+ﬂg—a/ab]f+6 o

i) | f|s/ F1 < Ms(b—a)
[a,b] [a,b]
iv) = s+ [ 1 Dee@b)

[a,c]U[e,b] [a,c] [c,b]
v) Daca f este continua pe [a,b] sau daca f admite primitive pe [a,d]

atunci )
/ fo / f(z)dz = F(b) — F(a), (5.9)
[a,b] a

numita formula LEIBNIZ-NEWTON

vi) f € R([a,b]) continua atunci y f este o functie de variabila
/ | / )t ™ F(x)
i p
dr 0] f=r)

vii) f € R([a,b]) g : [a,b] — Rsi f(z) = g(x) (Y)x € [a,b] — B, B de
masura nula, atunci g € R([a,b]). Cu alte cuvinte daca unei functii integra-
bile Riemann i se modifica valorile pe o multime de masura nula, valoarea
integralei nu va fi modificata.

Complectare Vom da cateva exemplede cum se calculeaza integrala Riemann,
folosind definitia:
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1) f(z) = ¢ =constant (V)x
P = {xo,z1,22,....Tp_1,Tpn} , a = x9g < 21 < ... < Tp_1 < T, = b Vom
lua punctele intermediare &; € [xj_1,2;],j = 1,2,...,n ce vor fi componentele
vectorului & = (&1, &2, ..., &n).

n

o(c, P§) = Zc(:z:j—xj,l) = c(x1—x0)+e(ra—x1)+...+c(xpy—2TH—1) = cb—ca
j=1

/ c=cb—ca
[a,b]

¢ = cx — ca prin urmare f(zr) =c= F(z) = cx
[a,z]
2) f(z) =2 (V)
P ={xg,x1,22, .., Tn_1,Tn} , a =20 < 21 < ... < Tp_1 < T, = b Vom lua
punctele intermediare &; = w € [xj_1,7],5 =1,2,...,n ce vor fi compo-
nentele vectorului & = (&1, &2, ...,&p).

n — 2 2 2 i
N T T L vi—aiy (a2 —ad) (13 —ad)

a(m,P,f)—;f = Tj-1) Z - 2 * 2 "

: 2 2 2

=%

rT=—=——

ot 22
22 a? 2

/ r = — — — prin urmare f(z) =z = F(z) = %

la,z] 2 2

3) fz) =¥ (V)z

P = {5507%'1,1'27...,1'11—173771} y @ = 2o S TS e S Tl < Tn = b Vom

7\L/§7 Tj —Tj-1 = a’(q] - qul) -

n
ag’~1(g—1),atunci |P| - 0 g — 1 & n — oo o(zk, P &) = Z(aqj)kaqj_l(q—
j=1
1— q(k+1)n . b

n
o g—1
1) = a i (g=1) Y gh i = akJrl(q_l)l_iqu =a +1[1—(a)k+1]1_7qk+1 =
J=1

lua punctele lui P de forma z; = a¢/, ¢ =

-1
Cum hm 4

prtl _ gkt q—
( a ) g—1 qk+1_1 k1

qk+1 -1

/ S pk+1 B ak+1
wy  k+1 k41

= - k+1
/[CL.’E] xk - k?—}— 1 - k;+ 1 prin urmare f(aj) :"Ek = F(.’E) _ ‘i:T

Pentru k = —2, —3, ... calculele sunt asemanatoare, numai ca trbuiesc luati a, b
astfel caza < b < 0 sau 0 < a < b deoarece z* k = —2, —3, ... nu este continui
in0

rezulta:
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4) Pentru k = —1 daca 0 < a < b vom avea:
n n

o PO= o)=Y = g = L

j=1 =1 1

. Cum

1
Tim (=, P,€) = —ln% — Inb — Ing rezultd

/ l:lnb—lna
[a,b] £
1

— =Inz —Ina prin urmare f(z) = + = F(r) =Inx
[a,z]
5)f(z) =e* (M)z#0

= {20,21,%2, ..., Tn—1,Tn} , & = 290 < 1 < ... < Tp_1 < Ty, = b Vom
lua punctele de diviziune de forma: z; = a + j b*Ta, 7 =1,2,...,n si punctele
intermediare {; = xj_1,j = 1,2,...,n ce vor fi componentele vectorului § =
(&1,&, .. &). Cum zj; —zj_1 = 22 = q, (e, P,§) = L4[ec + ecateon
o Frecatean(n=1] = o @[] 4 e 4 . 4 e~ Dean]  Calculand suma progresiei

geometrice, pentru a,, — 0, gasim:

fo’ 1

e = ] — fb=a)] Jjyy T T (e _ e
[a,0] | ] n—oo 1 — efn C( )
eCCE €Ca . cx
/ e’ = — — — prin urmare f(z) = e* = F(r) = -
[a,2] ¢ ¢

5.2 Integrale cu parametrii.

Din teoria integralelor cu parametru ne intereseaza in special rezultatele:
I. Daca f € R([a,b]) (f e integrabilda Riemann pe [a, b]) iar {z,z0} € [a, D]
atunci functia F : [a,b] — R, definita prin:

Fla) = / ", (5.10)

este continua pe intervalul [a, b]

I1. Dacd f € C9([a,b]), atunci functia F, de la I, este de clasa C™)([a,b]) si
F'(z) = f(z),7 € (a,b) si de aceea f € C*([a,b]), atunci F € C**1([a,b]),k €
N.

IT1. Dacd f € C([a, b][c, d]), atunci functiile:

d b
o(x) = / f(a,7)dr,  h(y) = / £(6.y)d (5.11)

sunt functii continuie pe intervalul [a, b], respectiv [c, d].
IV. Daca % € C9([a, b][c,d]), atunci functia g, de la ITI, are derivata continus
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pe intervalul [a,b] si este valabild regula lui Leibniz de derivare sub semnul
integral:
of
/

[

——(x,0)db,x € (a,b) (5.12)

Simetric, daca a—f € CO([a,b][c,d]), atunci functia h de la III. are derivata
continua pe 1ntervalul [c,d] si este valabild regula lui Leibniz de derivare sub
semnul integral:

b
:/a g‘;j(e,y)dﬂ,y € (¢,d) (5.13)

V. Daca « : [a,b] — [¢,d], 5 : [a,b] — [c,d], sunt functii derivabile pe intervalul
(a,b), atunci integrala cu parametru:

B(z)

Glx) = / F(z, 7)dr, (5.14)
a(z)

este derivabild pe intervalul (a,b) daca % € C([a,b][c,d]) si este valabild

regula generala Leibniz de derivare:

B(x)
G'(x) = / O (o 7)dr + f(a, 8(@)B (@) — fla,a(@)d(x),  (5.15)
a(@) 0z

daca x € (a,b). Va fi valabila o formula asemanatoare in cazul integralelor in
care parametrul este variabila y, adica pentru: v : [¢,d] — [a,b],0 : [¢,d] —
[a,b], vom lua

H(y) = / £(6.y)d6, (5.16)

care este derivabila pe intervalul (c, d) daca gf € C([a, b][c, d]) si este valabili
regula generala Leibniz de derivare:

: W of , :
H'(y) = / a—y(H,y)de + f(6(y),v)0"(y) — fF(v(y), v)v (v), (5.17)

(v)

daca y € (¢, d).

b
[ I. In baza proprietatii de marginire a integralei Riemann, avem: | [ f(¢)dt| <
M¢(b—a), cu |f(x)| = Mf,x € [a,b], rezulta cu {mo,xl,xg} € [a, b]
|F(z1)=F(z2)| = | [ f(t)dt fdtf =1 [ f(t)dt] < My(z1—a2),

o o Il
si deci F' este lipschitziana in intervalul [a, b], deci F' este continua pe [a, b].

II. Cum F'(z) = f(z) si f € CO([a,b]), rezulta F € CV([a, b]).
III. Fie 29 € (a,b) si Io = [z0 — p,zo + pllc,d],p > 0Oly este deci un com-
pact, f va fi uniform continua pe compactul I de aceea vom avea ca pentru
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orice ¢ > 0 va exista 6 = d(g) > 0 astfel incat din inegalitatea |h| < d sa
rezulte: |f(zo + h,7) — f(wo,7)| < 7% pentru orice 77[c,d] (se presupune

d
evident (zg + h,7) € I2) Va rezulta:|g(zo + h) — g(z0)| = |/ (f(xo+ h,7) —

d
f(zo,7))dr| = / |f(xo+ h,7)— f(xo,T)|dT < € i g este continua in punctul

&
xo. Cum acest punct este ales arbitrar in intervalul (a,b), g va fi continua in
acest interval.

IV. Cum g(z / f(z,7)dT este continua in (a,b) vom arata ca are loc

egalitatea: g(z + h) — g(z) = ¢'(2)h + a(x, h), cu a(:;,h) — 0, pentru h — 0.

Pentru I, de la III avem continuitatea uniforma a functiei % pe Is deci pen-
tru orice e > 0 exista 6 = d(g) > 0 astfel incat oricare ar fi h € R, |h| < §
sa avem: |%(x +h,T)— gg; (w,7)| < 3%, pentru orice t € [c,d]. Cu ajutorul
formulei lui Lagrange, pentru |h| < § se obtine inegalitatea: |f(x + h,T) —

fa,m) = Gz, )bl = |36 7) - G lInl < d€c|h| cué =+ ht,0 <
6 < 1. Rezulta: |g(z + h) — g(z) — ¢'(x)h] = |/ (f(z+ h,7) = f(z,7) —

d
§—£< ))dt\<8f |fx+h,T) - f(x,T)—g—i(x,T)h\dt<a|h] V. Notim cu

G(x) = g(z, a(x), ( )), iar g este functia definita prin urméatoarea integrala cu
u

paremetrii: g(z,z,u) = / f(x,7)dT Deoarece: G'(z) = gg(a: a(x),B(x)) +

z

280, o). S/ () + S a(0), ) (0), ar 3 = [ T o myar con-

form cu IV, % = f(z,u), conform cu II si & = % / f(z, t)dt)

Bz

OF (o, )dr+ (. B(2)) ()~

([ Haryin) =~ (2.2 s deci: G') = / "

o)
fz, o(z))d (2). ]
Aplicatie:
Cu ajutorul formulei de la V se poate justifica usor proprietatea de egalitate
a derivatelor partiale mixte. Mai precis, este valabil urméatorul rezultat:
Teoremi : Daci f € C?(Iy), Ty = [a, b][c, d], interval bidimensional, atunci
2 2
derivatele partiale mixte aiafy si (%afm sunt egale.
[ Fie {x,z0} € [a,b], prin derivare n raport cu variabila z, se verifica egali-

o
tatea: f(x,y) = f(xo,y) + 8—f(0,y)d0, (utilizand IT adaptat la acest caz).
x
o
Prin derivare in raport cu y(in baza lui II) rezulta: %(m,y) = ggj (xo,y) +

T 82f
vy OYyOx

(0,y)dl, iar o ultima derivare in raport cu z(tot in baza lui II) con-
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duce la : aajgy(:c,y) = ;yafx (z,y), pentru orice (z,y) € Iz|. Acest rezultat

poate fi extins la orice derivate mixte. De exemplu daci f € C(™(I,) si intr-o
ordine oarecare f se deriveaza de mq ori n raport cu x, de ny ori in raport cu

y, lar ny + ng = n, atunci vom avea egalitatea: - 8"8fy = oy anaj;
ni n2 n2 ni
Exemple:
T+y
1. Pentru F(z,y) = / f(t)dt, F'(0,0) = (0,2f(0)) deoarece: %—i(x,y) =
z—y

flaty) = f@—y); Gy @,y) = flo+y)+f(r—y), jar dacd f € CD(R) atunc:
G = G (2.y) = f(x +y) = f'(z — y), pentru orice (z,y) € K2,

92
TYz

2. F(z,y,2z) = / et2dt, atunci: F’(0,0,0) = (—1,—1,—1) deoarece:
T+y+z

%—F(l‘ Y,z ): yzexzy2z2_€(x+y+z) , %F(:U Y, 2 ) xzex2y2zz_€(x+y+z) ’ %F(J;‘ Y, 2 )

y x2y222 6(ac—i—y—l—z)2 Y :

b dk b;v—i—l am+1
3. t*(Int)"dt = t i € R, —-1,0<a<
/a (Int)* dx"?(:c—kl $+1)penru0rlcex x # a

zye

tx—i—l bw-i—l _ ax—i—l

=1 o = | iar in baza regulii lui
x x

b b b b
Leibniz: & / todt) = / t° Intdt, L, / t%dt) = / t*(Int)%dt, etc. |

b
b,k € N. [ Deoarece, / trdt =

5.2.1 Integrarea unei integrale cu parametrii.

Un rezultat important din teoria functiilor continuie, care poate fi demon-
strat cu ajutorul formulei de la V, se refera la posibilitatea inversarii ordinii
de integrare. Mai precis daci f € C?(I),I, fiind un interval bidimensional,
adica Iy = [a, b][c, d], atunci are loc egalitatea:

/:h@)dy:/cd()dx—/ /fxyda:dy—/ /fxydy -

[ Justificarea se face simplu cu ajutorul functiilor: Fi(z,y) / / f(s,t)d

T

y
Fy(x,y) = /(/ f(s,t)ds)dt, unde a < x < bec < y < d, care sunt
diferentiabile in I (fiind integrale de functii continuie) si pentru care: Fy(z,y) =

Fj(z,y) oricare ar fi (z,y) € Iz, deoarece: %(a: y) = / f(x,t)dt, 681;2 (z,y) =

/fxtdtaley /fsyds 8F2(xy /fsydsOrlfuncgnle

diferentiabile in R? care au aceeasi derivatd in R? sunt egale abstractie de o
constata aditiva, adica: Fij(x,y) = Fa(x,y)+C, oricare ar fi (x,y) € I,C € R.
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Cum Fi(a,¢) = 0, Fy(a,c) = 0 rezultd C = 0 in Io. In particular Fy(a,d) =
Fy(b,d))
Ca aplicatie ﬁe0<a<b,0<c<d§iA:/ ﬁdt,
n
C

Cu observatia ca , integrala data se mai poate scrie ca o integrala iterata

d b b pd
a functiei continuie t¥ = e5™* si deci: A = / (/ t°ds)dt = / (/ t°dt)ds =

dtb_ta

b ds+1 _ cs+1 b_ 1a
/ —— ds. Deoarece lim = 0, functia poate fi prelungita prin
a s+1 t—0 Int

continuitate la un interval de forma [0, d] cu valoarea 0 pentru ¢t = 0, iar pentru

d b a 1 4b a b
—1 — 1
dzlseob‘gine:/ ! dt:/t tdt:/ ds by
Int o Int o S+1 14+a

[
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Capitolul 6

Integrale improprii.

6.1 Integrale pe intervale nemarginite.

In teoria expusa pana acum, care se datoreaza lui Riemann(1826-1866) si
Darboux(1842-1917) s-a presupus in mod esential ca:
1°. limitele a si b sunt finite
2°. functia f este marginita pe [a, b].
Ne vom elibera succesiv de aceste ipoteze. Presupunem intai ca f ramane
marginita, fiind definita pe [a,4+00) sau pe (—o0, b] sau pe (—oo,+00). Vom
avea deci de definit integralele:

/:OO f(z)dz, /_boo f(z)dz, /_:O f(z)dz

Consideram pentru prima integralda urmatoarea
Definitie: Daca:
1° f este definita pe [a, +0)

2° f este integrabila pe orice interval [a, {], cu £ > a.
¢

3° exista si este finitda lim f(x)dx, vom spune ca integrala exista sau are
l—oo J,

sens, sau este convergenta si vom scrie prin definitie:

+00 l
(x)dx = lim [ f(z)dx (6.1)
a f=o0 Jq
Daca limita din membrul al doilea nu exista sau este infinita, vom spune ca
integrala din membru intai nu exixta, sau nu are sens, sau este divergenta.

4 —a+1
Exemplu. Fie f(z) = -k, cu @ > 0. Avem: I({) = / x~%dx = foﬁ— 1 ¢
dx 0 ’
dacaa#1; J(¢) = [ — =In(—), dacd o = 1 Deci daca , a > 1 Zlim I(¢) =
€T a —00

a

137
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—a+1

x
1 i integrala este convergenta.

Criteriul de convergenta al lui Cauchy: Conditia necesara si suficienta pentru

+oo
ca integrala / f(z)dx sa fie convergenta este ca ¢ > 0 fiind dat arbitrar,
a

xl

sa-i corespunda un 7(e) > 0 astfel ca si avem: | / f(z)dz| < e pentru orice

xT
z,x’ > n(e). [ Aceasta se justificd la fel ca in cazul functiilor, adica din
teorema Cauchy de unicitate si existenta a limitei unei functii, luand F(x) =

| s,

o0 o0
Corolar: Daca / |f(z)|dz este convergenta atunci / f(z)dz este con-
a a

|/ " f(a)da] = / " fa) e,

presupunand z < z’|. Reciproca acesteia nu este adevarata.Vom da un exem-

vergenta.
[ Intr-adevar:

plu ,mai jos.

Corolare:

+oo
1) Sa presupunem ca lim f(z) exista. Pentru ca integrala / |f(x)|dz sa
Tr—00
a
fie convergenta este necesar ca lim f, = 0.
r— 00

[ Luam 2’ = 2 4+ 1. Din (Criteriul de convergenta al lui Cauchy) si din

/

formula mediei rezulta conditia: llfm f(@)dz| = f(E)|(@" —x) =|f(§)] <e cu
€ € (z,2'). Deci |f(€)| < e pentru n(e) < &, adica lim f, =0].

+oo
2) Daca 0 < g(z) < f(z) pe [a,+0o0) si daca integrala / f(x)dx converge
+o0 ¢
atunci si / g(x)dx converge. Daca 0 < f(z) < g(x) pe [a,+00) si dacd
integrala intai diverge, atunci si integrala a doua diverge.

Teorema 1. Fie f(x) = %, iar m, M astfel incat m < g(z) < M
+oo
Integrala / f(z)dz existda pentru o > 1; ea nu exista pentru a > 1,

daca numerele %, M sunt de acelasi semn.
. , @' = gt
[ Intr-adevdr daci z < 2’ atunci: m% & = / f)ydt = M/ —, deci
X X ta
! ! dt
/ f(t)ydt = / et unde m < < M. Daca « > 1, conditia din (Criteriul de
X X

convergenta al lui Cauchy) este satisfacuta pentru z, 2’ > n(e). Dacd o > 1 si
daca m si M sunt de acelasi semn, deci # 0, ea nu poate avea loc |.
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Criteriu practic de convergenta. Daca existda lim z,f(x) = L, si daca
Tr—00

+oo
a > 1, integrala / f(x)dx este convergenta; ea este divergenta daca L # 0
sia<1. ¢

Exemple:
1. f(z) = H% Avem lim zof(z) = 1, deci integrala este convergenta. In
T—00
. oo dr ) t da
cazul acesta putem face un calcul direct. Avem: 5 = lim 5
a 1+2 t—oo J, 1+

, T
lim arctanz|, = = — arctan a.
{—00 2

T dy
2. Integrala / ————— este convergenta. Aici lim xof(z) = 1. Calculul
grala | g g Jim 2 f(z)

integralei se face mai greu.
1

+oo dx
3. Itegrala ——— este divergenta pentru ca lim x1 f(x) = 0,
g /0 V1+5z e p 258,73 \/57'é
<1
sia=3.

Teorema 2( Cauchy) Fie functia f : [a, +00) — R, astfel ca ea este pozitiva
descrescatoare si lim f(x) = 0. Seria:
T—00

flay+ fla+ )+ fla+2)+ ...+ fla+n)+..= Zf(a+n) (6.2)
n=0

+00
este convergenta sau divergenta dupa cum f(z)dz este convergenta sau

a
divergenta si reciproc.

[ Avem f(a+n) = f(z)=f(r+n—1),dacdineNsgia+n—-1<z<a+n.
Prin urmare, integrand intre a +n — 1 si a + n avem:

a+n
fla+mn) :/+ 71f(33)d:c:f(a+n—1)

Scriind aceste inegalitati pentru n = 1,2, ..., n, rezulta prin adunare:

fla+1)+...4+ fla+n) < /a+nf(x)dx < fla)+ ..+ fla+n—-1) (6.3)

+00
Daca (x)dx este convergentd, atunci suma cu termeni pozitivi este con-
a
+oo
vergenta; daca f(x)dx este divergenta, atunci suma cu termeni pozitivi

a
este divergenta . Reciproc, fiea4+n <{f<a+n+ 1. Avem:

/a ) = / e+ / in f(@)de
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+oo
Daca seria / f(z)dz este convergenta atunci din (6.3) rezulta ca sirul
a

a+n
( / f(x)dx)pen este marginit superior, sirul fiind crescator, deci este con-
a

vergent. Apoi avem:

¢ a+n
0 </ f(z)dx </ o f(z)dz < f(a+n),
a+n a

+n

0 ¢
lim f(a+n)=0,deci lim f(z)dz = 0 Prin urmare lim f(z)dz =
n—oo n—oo [l+n — 00 a

a+n
lim f(z)dz Daca seria (6.2) este divergenta, atunci din (6.3) rezulta ca
n—oo
si integrala este divergenta|.
Exemple:

1 . Seri 1 . 1 o0 dx
1) f(z) = -5, a >0, a = 1. Seria Zn—a si integrala R sunt

convergente sau divergente simultan.

¢ de
2) f(z) = (1/(z(Inx) ))m, a>0, a>1 Avem: I(¢) :/a 2(Ina)™’

Int dt
cuz=ec, Il) = /1 t—a;(deci functia f este descrescatoare) Seria Zun, cu

na

L este convergenta pentru a > 1, divergenta pentru a < 1.

Hn = Tatn)tn(atn)*)
Cazul functiilor care-si schimba semnul de o infinitate de ori pe
[a, +00)

Daca functia f igi schimba semnul de un numar finit de ori pe [a,+o0), ne
reducem la cazul studiat scriind:

/ae f(x)da = /a‘” f(x)da;+/:2 f(x)dx + ... +/aj f(z)dz,

unde a1, az, ..., ap sunt punctele in care are loc schimbarea de semn; aici a1 <
az < ... < ap si pentru x > a,, functia are un semn constant.
In cazul functiilor care isi schimba semnul de o infinitate de ori, de exemplu
f(z) = g(x)sinx,x € [a,+00), principalul rezultat mentionat este:
+

Teorema 3. Daca / h |f(z)|dz este convergenta, atunci si /+oo f(x)dx
este convergenta; ea se éumegte absolut convergenta. ¢
Exemplu. Integrala e “cos(mz)dr (m € R) este convergenta, deoarece
este absolut convergenta.

+o0
Intr-adevar, [e~*cos(mx)| < e™* si integrala / e~ “dx este convergenta deci
0
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[e.e] oo
/ e~ ¥ cos(mzx)dz este convergenta. Atunci / e~ ¥ cos(mz)dx este absolut
0 0

convergenta.
Se poate calcula pornind de la definitie. Vom considera alaturi de I =

o o
/ e ¥ cos(mz)dr integrala J = / e~ sin(mx)dz. Folosind relatia lui Eu-
0 0

oo [e.e]
ler avem integrala complexa I +iJ = / e e dr = / e IMT gy T4
0 0

4 ) (—14+im)x (—1+im)L 1
iJ = lim eIHMT 0 — lim 67.% = lim & — = — =
=0 J oo —1+1im lt—oco —1 +1im 1—wm
14im 1 .om 9 1
T = 1o +21—|—m2 Astfel se gaseste I = 15, J = 17

Teorema 4. Fie f(z) = p(z)sinz, unde ¢ : [0,4+00] — R este o functie:
1° pozitiva

2° descrescatoare

3° astfel ca , manolo ¢(x) = 0, atunci:

[e.e]
/ o(z)sin(ma)dx este convergenta. [ Fie intervalul [(j — 1), jn], j €N
0

in care f are un semn constant. Avem z = (j — 1)m + 2’ cu 2/ € [0,7] si

/]7r o(x)sin(maz)de = (—1)77! /Owgo[(n — D7+ 2/]sina’da’ = (1) a;,

(-Dm

o
unde a; > 0 Prin urmare daca nm < £ < (n + 1)7r,/ o(z)sinxdr = a1 —
0

¢ ¢
ag +az —ag + ... + (=1)"ta, + / o(z)sinxdr Avem / o(z)sinzdzr| <
np nmw

¢
/ p(nm)dr = ({ — nm)p(nm), si seria alternata este convergenta caci an41 <
n

7y
U

ap $1 0 < a, = / o[(n — 1)p + 2|sinz’dx’ < o[(n — 1)7r]/ sinz'da’ =
0

0
2mp[(n — 1)7], si deci lim a, = 0 Rezulta ca:
n—oo

oo
/ o(r)sinzdr = a1 —ag +az —ag+ ... + (=1)" ta, + ... |
0
Exemple
*° sin
1) Fie f(z) = L, 2 € (0,+00). Integrala/ —dx este convergenta. (
. 0 :1:
lir% Mo 1). Dar ea nu este absolut convergenta, deoarece procedand in
xr— €T .
mod analog pentru |*%| se obtine : a; + a2 + ... + a, + ..., si In acest caz

/7r gt s % De ia > te divergenti
an = ———————dz’ > — Deci seria Y a, este divergenta.
" 0 (n - 1)7T + o ™ " &
2) Fie f(x) = 1;1—2‘%, x € [1,400). Pentru z suficient de mare f'(x) < 0 (de
exemplu pentru z > e); apoi lim f(z) =0. Avem:

Tr—00
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t t o0

Inx Inx dzx . Inx . L

/ —-dz = -—— +/ —5, deci / —-dz = 1. Rezulta de asemeni ca
1 T €T 1 T 1 €T

oo

seria E a, este convergenta.

n=1

3) Integralele lui Frenssel. Acestea sunt: I; = / sin(z?)dz, I = / cos(x?)dx
0 0

Noo‘gém cu 2% = u, z = Vu , deci 2zdx = du si integralele devin: I =
/ Smudu, I, = / cosud% Ele au sens. Este de observat ca functiile
0 0 2Vu

sin(z?) si cos(z?) nu tind citre nici o limitd pentru ¢ — 4oco. In schimb, de
exemplu distanta dintre punctele succesive in care se anuleaza sin(z?) devine
tot mai mica si tinde la zero pentru n — oo.

Cazul integralelor relative la (—o0,b) sau (—oo, +00)

Prin definitie: ,

b
/ f(z)dx = lim f(z)dz (6.4)
—00 £—o0 J
dacé limita din membrul doi exista. Ne putem reduce la cazul (6.1) facand
schimbarea de variabila x = —2/
Prin definitie:

/+Oo f(z)dx = lim ’ f(z)dx + elirn Ef(a;)dac (6.5)
Z/ —00

/
S V' —oo J_ a

daca ¢ si ¢ tind citre infinit independent unul de celalalt. Daca limitele din
membrul al doilea exista, se arata usor cs membrul al doilea nu depinde de
alegerea lui a € R. In ambele cazuri, ne putem reduce la studiul facut anterior.

6.2 Integrale definite pentru functii nemarginite.

Presupunem ca pentru un punct ¢ € (a,b) functia f are limite laterale infinite,

deci lim |f(x)| = 400, ea filnd marginita pe orice interval [a,c — ], [c + €', b]
r—cC

cue > 0,e >0, care sa fie fiecare incluse in [a, b].

Vom considera integralele:

c—e¢ b
/ F)dz: Fa)da (6.6)

cte’

si suma lor: ,

/ " H@)dn +  fayis (6.7)
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Se noteaza, daca exista limitele cu:

lim f dx—/ flz (6.8)

e—0

e>0v %
si
lim f(x dx—/f (6.9)

e/ —0 c+e’
e’>0 +

cand vom scrie prin definitie

/ab f(z)dz = /acf(:n)dx + /Cb f(z)dz (6.10)

si vom spune ca aceste integrale exista, sau ca sunt convergente sau ca au sens.
Este suficient s& ne ocupam de cazul:

C c—¢& xT
/ f(z)dx = lim f(z)dz = lim f(t)dt (6.11)
a ;;8 a r—c<0v @

Teorema 5 (Cauchy) Conditia necesara si suficienta ca integrala / f(x)dx(6.11)

sa existe este ca pentru orice € > 0 sd corespunda un 1 > 0 asa ca pentru
|z —c| <m, |z’ —c] <nsd avem:

| / f(t)di] < ¢

[ Aceasta se justifica la fel ca in cazul functiilor, adica din teorema Cauchy de

unicitate si existenta a limitei unei functii, luand F(z / f(t)dt |

Teorema 6 Daca / |f(x)|dz este convergenta atunci si / f(x)dx este con-
a a
vergenta. Ea se numeste absolut convergenta.

Exemplu: Fie f(.’lf) = ﬁ, 0< a, 7£ 1.
(C _ :L‘)_O"H €—a+1 (C _ a)—a—i—l
c—¢&

Cc—¢&
Se poate constata usor ca: /a f(z)dx = gl TTTa T 1Za

(&
x
Prin urmare / W este convergenta pentru 0 < o < 1 gi divergenta pen-
o (c—x

tru > 1. Daca a = 1 se vede direct ca integrala este divergenta.

Un criteriu practic de convergenta.

Daci f(z) = (24 si daca lim ¢(x) = lim [(c—2)"f(x)] = L (L € R),
z—c<0 r—c<0

C
atunci integrala ( / f(z)dx) este convergenta pentru a < 1; daca o > 1 si
a
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L # 0 atunci ea este divergenta.
Exemple

1
d A 1 1
1) Fie de calculat: / Y in acest caz lim(l —z)=f(z) = — si
0o VIw et NG
<l
1 dx . C o dx . . T
—— = lim —— = %Hn arcsin f = 5
o V1—=x =10 1-—=z —1
1 1
2) / In xdx este convergenta, deoarece lim 22 Inz = 0. Avem dealtfel: / Inxdx =
0 = :
limlnzdz = lim(zInz — )|} = —1.
=0 50

Transformarea in serie numerica

Sa reluam integrala

/ fadz=tim [ f(@)da.

e>0”

si s consideram sirul infinit (e,)nen, cu lim &, =0, €, > 0, ludnd de exem-
n—oo
-1
plu e, = .
e—1 N
n

¢ ) o)
Putemscrie:/ f(z)dz = lim f(z)dz = lim [/ ’ f(:z:)da:+/ 1)p+ f(z)dz+

n—oo a n—oo
1) 1
n

. —|—/ :)l f(x)dzx], daca c—% € [a,c]. Notand: u, = / f(z)dz n €
C——= C 1

n—1 T n—1
o0

N,n = p+ 1, putem considera seria E Uy, & carei convergenta sau divergenta

n=1
este legata de aceea a integralei in cazul cand functia f poseda o proprietate

de monotonie si lim |f(x)| = +o0.
r—cC

Teorema?. Daca 0 < f(z) < g(z) pentru z € [a,c) si ill)r(l: f(x) = 400 si daca
/ ’ g(z)dz este convergenta atunci integrala / ’ f(x)dx este convergenta. Daca
a a
0 < g(z) < f(z) pentru z € [a,c) si glg:nlc f(x) = 400, daca /cg(x)dac este di-
a
vergentd atunci si integrala / ) f(x)dx este divergenta.
a

sin x

1 .
sinz
Exemplu : / dx este convergenta, deoarece < —— pe [0,1).
0 Vi—-zx Vi—-zx

-z
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6.3 Valoarea principala a integralelor divergente.

+oo
In cazul integralelor improprii de forma / f(x)dx, divergente, exista

— o0
posibilitatea, in anumite situatii, sa li se atageze un numar unic determinat

care sa poata fi considerat drept valoare a acestei integrale improprii; evident

aceasta implica o modificare a definitiei.
l

Astfel, daca lim f(z)dz , nu exista, daca ¢ # ¢ £,¢' > 0, in schimb

¢
exista, daca £ = ¢, adic existd Zlim f(x)dz, vom spune ca aceasta limita
—0o0 J_y
+oo
este valoarea principala a integralei improprii divergente f(z)dz si se va

scrie:

{—00

0o l
Vp/_+ f(z)dx = lim y f(x)dx, £>0. (6.12)

“+o00
Evident daca /

—00

+o0 400
f(z)dz este convergenta atunci Vp/ f(z)dz = / f(z)dzx

—00 —00
L

(deoarece daca exista lim f(z)dx, cu € # ', 0,0 > 0, cu atat mai mult
M —oo J_pt
f—00

va exista pentru £ = /)

400 14 72
Exemplu: / xdr = lim xdr = lim [—| pJnu exista. Dacd £ = ¢

o e A R
+o0
atunci Vp/ xdr =0
—o
Consideram acum cazul integralei improprii / f(z)dz, unde f este nemarginita
b
in vecinitatea punctului ¢ € (a,b). Dacd lim | f ydx + f(z)dz] nu
E_>0 cte’
e'—0
existd, in cazul €,&’ > 0 arbitrari dar exista in cazul e = ¢/, adica daca exista
c—¢ b b
lim | f(z)dz + f(z)dz] vom spune ca / f(x)dx este convergenta in
e~V Ja cte a
sensul valorii principale si vom scrie:
b
Vp/ f(z)dx = lim| f ydz + f( )dx] (6.13)
‘ e e

Este iaragi evidenta diferenta dintre notiunea de integrala improprie conver-
genta si cea de integrala convergenta in sensul valorii principale. In primul
caz se considerd intervalul [c — e,c+ €'] cu ,&' > 0 arbitrari(evident ¢ — & >
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a,c+ ¢’ < b), care se extrage din [a, b]. In al doilea caz se extrage un interval

b
simetric de forma [c — ¢, ¢+ €] cu € > 0 arbitrar. Rezulta ca daca / f(x)dx
a

este convergenta avem egalitatea:

Vi / " fe)de = / ' fa)de

b
x

Observatie: Putem lua ¢(x) o functie continua pe [a, b] si integrala: / P () dx,

o T—C
unde ¢ € (a,b), a < b, care este sigur divergenta daca ¢(c) # 0. In baza celor
prezentate mai sus putem totusi sa-i dam un sens excluzand din intervalul
de integrare intervalul (¢ — e,¢ 4+ €),e > 0, simetric, cu centru in ¢ si facand

c—¢ T b T b T
apoi ¢ — 0. Daca exista lim[/ de —|—/ de] = / de,
e—0 ), x—c cre T —C . T—C

aceasta limita pentru care se utilizeaza notatia din membrul al doilea va fi
numita integrala in valoarea principald in sensul lui Cauchy. Notiunea de in-

tegrala improprie a fost introdusa de catre Cauchy;

A +OO
In continuare vom presupune ca toate integralele improprii(de tipul f(z)dx
o0

b
sau / f(x)dx cu f nemarginita in (a, b)), daca sunt convergente, ele sunt con-
a

vergente in sensul valorii principale.

Exemple:
b —&
d d

1) Fie f(z) = 1, / ?x, a < 0 < b. Deoarece / ?x = In(—e) — In(—a),

b ¢ —e b ¢

d d d

iar T Inb - Ine, rezulta / K In((b/(—a))) .

o T e . T

= lim{In |z — || + In|z — |5} =
e—0

a —C

In((b—c)/(c—a)).

too g im, daca c=a+1i83, >0
Vp/ =< —im, dacac=a+i8, 8 <0
B 0,dacac=a+iB, =0

~ +e dr +e iU—Oé—i—i,B te o
Intr-adevi _ [T a—atip [T a—a
fnraevar,/_E T —c /_E (Cv—a)2+g2x /_E (:U—a)z-i-ﬂ? 4
; ” IB 1 (E_a)z—i—ﬁQ . E— €+ «
Z/_€ md$:§lnm+z(mctan ﬁ + arctan IB )

si deoarece se pot calcula limitele cand € — oo, vom obtine cele trei rezultate. |
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6.4 Functia lui Euler v(z) (functia ”gama”).

Ca exemplu de functie cu parametru, generalizata vom considera functia
“+o0o

lui Euler v(z) prin v(z) = t*le~tdt | pentru care stabilim teoremele:
0
Teorema 8 Pentru z > 0 ~y(x) este convergenta.

1 +o0
[ Avem ~(z) = / t*le7tdt + / t*le7tdt. Deoarece %ir% tor et =
0 1 -
%irr(l) tot*=1 =0 daci a+x—1> 0, deci > 1 —a > 0. Deoarece a < 1 si deci

1
— — v . n v — |
/ t*~Le~!dt este convergentd. Din et > % oricare ar fi ¢t > 0 rezultd e~ < o
0 .

sit*le t < tnff,z. Termenul din dreapta este convergent dacan+1—x > 1
deci pentru n > z. In total, ~(z) este convergentd pentru orice x > 0 |.

Teorema 8 y(z + 1) = zy(z).

+oo
[ Aplicam formula de integrare prin parti integralei y(z+1) = / tYe~tdt =
0

b b b
lim [ t%e”'dt = lim [/ t%(—e Y dt] = lim [—t%e 78 + :c/ t"le~tat] =
0 0

b—oo Jg b—o0 b—o0
wy(x)].
Consecinte.
) b
Daca z = 1,7(1) = / e tdt = lim (/ etdt) = lim[—e b 4% = 1.
b—oo  Jg b—oo

0
v(2) =1v(1) = 1,7(3) = 2v(2) = 2!,...,7(n + 1) = ny(n) = n!. Putem spune
deci ca functia v(x) generalizeaza factorialul.

Yh

Fig. 6.1:

Pentru reprezentarea grafica a lui y(x) sa calculam primele doua derivate.
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+o0 +oo
~(z) = / t* e tntdt 4" (x) = / t* e~ (Int)%dt, deci y(z) este con-
0 0
vexa. Deoarece y(1) = v(2) = 1. Teorema lui Rolle spune ca exista ¢ € (1,2)

astfel incat 7/(c) = 0. Functia fiind convexd admite un singur minim.
1 1
lim ~y(x) = lirnM =—-—=00
z—0 z—0 x 0
lim v(z) = o0
Tr—00
Functia v(x) nu admite asimptote oblice.
Functia v(x) poate fi extinsa gi pentru numere negative folosind relatia din
teorema 9:
Fie x € (—1,0), atunci z + 1 € (0,1) si vom defini:

y(a) = 12t
€T )

in mod similar daca = € (-2, —1), atunci z + 2 € (0, 1) si vom defini:
v(z+2)

~v(x) = EES)E ete.

6.5 Functia ((p,q) (functia ”beta”).

Un alt exemplu de functie cu doi parametri, generalizata vom considera
1
functia beta, prin §(z) = / 2P~ (1—z)7 Ydz , pentru care stabilim teoremele:

0
Teorema 10 Pentru p >0, ¢ >0, ((p,q) este convergenta.
[ Calculam hn% 2P 1 (1 —2)97! = lim 2277~ = 0, dacid a4+p—1 > 0 atunci
xr—

x—0

p > 1—a > 0, deoarece a < 1 pentru convergenta; 1iml(1—:c)o‘1:p_1(1—1:)q_1 =
Tr—

lim (1 —z)*"% ! = 0 dacd a+¢—1 > 0 atunci ¢ > 1 —a > 0, deoarece pentru

r—1

a < 1 avem convergenta|.
Teorema 11.

a) B(p,q) = B(q,p)
b) B(p,q) = JET
¢) B, 1=p) =71 =) = 750r

[~

1
[ a) se justifica cu schimbarea de variabila, in formula lui (p, ¢) = / P (1 -
0

x)q_ldx, alui x cu 1 —¢. b) se va face odata cu integralele duble improprii.
Prima egalitate a lui ¢) rezulta din b), iar a doua se face cu ajutorul integraleor
improprii in valoare principala|.
Exemple:
D) BE.H=pE1-1= ﬁ De aici rezultd v(3) = /7
+oo +oo —t +o00

2) / e dp T = 1/ tretdt = %fy(l) = g (Euler

0 0

0o 2Vt 2 2
Poisson).
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P11

+00
= 7d
3) B(p,q) /0 AT o™
i q Foo P! d r=15 ! tp—1 piq d
tr-adevir: T —dr = (1t t =
| Intradevar /o (T+apra ™ /o -

1 1
/ (1 1)t = / 2" (1 - 2)" de = B(p,q)] -
0 0

Aplicatie
Y s38 @) _abhd) 1 x v
o 1+a2 474 7(2) v(2) 4sinZ 22

us

3
4) B(p,q) = 2/ sin?? 7! acos®?! ada
0

Se ajunge la aceasta su substitutia z = sina.
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Capitolul 7

Integrale curbilinii

7.1 Integrale curbilinii in raport cu coordonatele.

- = —
Fie i, j, k, vectorii unitari ai axelor de coordonate. Sa consideram o

functie vectoriala, de variabilele x, y, z definitd prin:
— — —
(x,9,2) = V(2,y,2) = P(2,y,2) i +Q(x,9,2) ] +R(z,y,2) k,

unde P,Q,R : D C R®> — R sunt functii continuie pe domeniul D C R3.
Fie curba (¢) C D definitd ca multimea punctelor pentru care z = f(t),y =
g(t),z = h(t), unde f,g,h : [a,b] — R sunt functii continuie si derivabile cu
derivate continuie, adici f, g, h € CV([a,b]).

o oa t, tjtj,1tph

Fig. 7.1:

Atunci cand t descrie intervalul [a,b],a < b, punctul M de coordonate
(x,y,2) = (f(t),g(t),h(t)) descrie un arc de curba AB; punctele A si B au
coordonatele obtinute pentru ¢t = a si t = b. Se spune ca avem o reprezentare
parametrica a curbei (c).

151
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Fie diviziunea(partitia) d : (a = to,t1,...,t5,...,tp—1,tp = b) a intervalului

la,b] si My = A, My,...,Mj,...,M,_1, M, = B, punctele de pe curba (c), care

corespund acestor valori ale parametrului ¢. Fie £(d) norma acestei diviziuni.
e 4

Norma vectorului M;_1M; este :

—
1M1 Mj| = \/(%’ —zi)? 4 (Wi — Y1)+ (5 —z)? (T

sau

MM = (8 — -\ £2(65) + g'2(m5) + W2(G) (7.2)

unde §;,7;,¢j € [tj_l,tj], lar x; = f(tj),yj = g(tj),zj = h(tj),j =1,...,p.
Relatia (7.2) rezulta din relatia (7.1) conform cu formula lui Lagrange, unde
avem:

ftg) = f(tj—1) = (t; — t;-1) f' (&),
g(t;) = g(tj—1) = (t; — tj—1)g' (),
h(ty) = h(tj—1) = (t; — ti—1)h' (),

Din (7.2), ca urmare a ipotezelor facute, avem :
—
1M1 Mj|| < L(d),

unde L este un numar pozitiv fixat, care majoreaza radicalul din relatia (7.2),
atunci cnd &j,7;,(; parcurg intervalul [t;_1,t;] C [a,b],j = 1,2,...,p. De
exemplu daca f'(t) < po, g'(t) < qo, h'(t) < rg, pentru t € [a, b] putem lua L =
\/ p% + qg + 7‘8. Deci, cu cat norma diviziunii d este mai mica cu atat distantele
dintre punctele succesive ale liniei poligonale A, Mj, ..., M,_1, B inscrise in
curba (¢) sunt mai mici.

Fie S; punctul de pe curba (c), care corespunde valorii 7; € [tj_1,t;] a
parametrului ¢. Notam pentru prescurtare P(S;) = P(f(t;),9(t;), h(t;)). Se
considera suma integrala:

P(S)f (&)t —tj-1)  (7:3)

M-

Il
—

Si(d) = P(S))(wj — xj1) =
j=1

J

Fie T}, punctul de pe curba (c), care corespunde valorii §; € [tj_1,t;] a
parametrului . Notam pentru prescurtare: P(Tj) = P(f(&;),9(&;),h(&;)). Se
considera suma integrala:

P(T)f' ()t —tj—1)  (74)

M-

o1(d) = P(Tj)(xj —wj-1) =
j=1

<
Il
—

Sa consideram functia compusa U : [a,b] — R, definita prin:

U(t) = P(f(t), g(t), h(t)) [ (t), (7.5)
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care este continud pe [a,b]. Este evident ca P(T})f' (&) = U(E;), deci s1(d)
este o suma integrald Riemann a functiei U(¢), relativa la diviziunea d a lui
[a, b]. Rezulta ca daca se considera un sir de diviziuni (dy,)nen, de norme ¢(d,, ),

astfel incat lim d,, = 0 atunci:
n—oo

b b
lim o1 (dy) = / Ut)dt = / P(f(t).g(t). h() [ ()dt  (7.6)

n—oo

Aceasta limitd se mai noteaza prin simbolul / astfel:
AB

L = P(z,y,z)dx (7.7)
AB

care reamintegte modul de formare a sumelor integrale si se numeste ”integrala

curbilinie din P(x, y, z)dx luata n lungul arcului AB”.
Se arata usor ca I; este si limita sirului (X;(dy))nen, unde 31 (d) este definit
de (7.3). Intr-adevir, functia u(t) = P(f(t),g(t), h(t)) = P(M) este continui
e [a,b], deci uniform continua pe [a,b] deci pentru orice ¢ > 0 dat, avem
|P(S;) — P(T;)| < e, daca [t; —&—1| < |t; —tj—1| < n; acest lucru are loc daca
£(d) < n(e). Dar atunci |X1(d) — o1(d)| = po(b— a)e. Pentru sirul de diviziuni
(dn)nen, considerat cu lim d, = 0, avem: |¥1(d,) — 1| = |X1(dn) —o1(dy)| +

n—oo

lo1(dy) — | < po(b — a)e + ¢, dacd n > ng(e), deoarece |o1(dy,) — 1| < €
pentru n > ng(e) si ¢(d,) < n(e) pentru n > ng(e). Deci:

lim ¥4(d,) = P(z,y,z)dx. (7.8)
n—oee AB

In mod analog se considera sumele integrale:

= QS)(y; — yj-1) (7.9)

.
—_

Ss(d) = > R(S))(z — 2-1), (7.10)

unde S; este cel folosit la (7.3) gi avem, procedand analog:

I = lim ¥(d ZQ ht)g (dt = | Q(x,y, 2)dy  (7.11)

AB

I3 = lim X3(d ZR Ch(t)R (t )dt:/AB R(z,y,z)dz (7.12)

n—oo
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Integrala I = Iy + Is + I3 reprezinta deci o limita a sumelor integrale ¥ (d,,) +
Yo(dy) + X3(dy,), cand n — oo. Avem:

I'= [ P(z,y z)de+Q(z,y,z)dy + R(z,y,z)dz (7.13)
AB

Exemple:
1. Fie arcul de curba (c), definit de: =z = t,y = t?,z = t3,0 < t <1. Avem
pentru P(z,y, 2) = 2* +y, Q(z,y,2) = za + y2 R(x,y,2) = x:
25
I= / (2% + y)dx + (22 + 9?)dy + xdz = / (262 + 415 + 3t3)dt = o
AB

0
2. Pe arcul de curba plana (c¢) definit prin y = f(z) a < z < b. Sa luam
P(x,y) =y,Q(x,y) = 0. Adoptam reprezentarea parametrica x = t,y = f(t).

Avem: \
I:/ABP(x,y)da::/ABydx:/a f(t)dt

Deci integrala definita apare ca un caz particular de integrala curbilinie.

7.1.1 Proprietati ale integralelor curbilinii in raport cu coor-
donatele

Aceste proprietati rezulta din faptul ca 1ntegrala curb1hme se exprima printr-o
integrald definitd. Notand cu 7 =z T +y ] +z k: vectorul de pozme a unu1

punct curent M de pe curba (c) si atunci avem d7 = = dz i + dyj + dz ¥
astfel ca integrala (7.13) se poate exprima mai simplu:

b b
I:/ABvdr :/G(Pf + Qg —}—Rh)dt:/a O(t)dt (7.14)

unde v'd 7 este un produs scalar iar semnificatia lui ®(¢) este evidenti. Avem
proprietatile:

Proprietatea 1: vdrT = — vdr

Proprietatea 2: vdr = / vdT + / vd7, unde Q este un punct de
AB AQ QB

pe arcul AB, sau mai general:

Daca (c) este justapunerea curbelor (¢1) si (c2), adica:
(c1): 7 =71(t),t €a,c,a<c

(c2) : 7 = To(t),t € [e,b],c < b,

atunci:
/ vdr—/ 7d?1+/ AT .
(0) (c1) (c2)
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. v o—> — — . v N :
Proprietatea 3: Daca v" = v'1 + v’ gi dacd A este un numar, atunci:

/ TdT —/ md?+/ mdv,/ \TdT =N [ wdT
AB AB AB AB AB

Proprietatea 4: Valoarea integralei / U d7 nu depinde decat de functia vec-
AB
toriald @ si de arcul de curba AB, nu de reprezentarea parametrici a arcului.

b
Intr-adevar, punand ¢t = ¢(u),a < u < f§, avem: [ = / (Pz}, + Qy; +
a

b B
Rzp)dt = / O(t)dt , I' = / (Pz), + Qy., + Rz.)du, unde I' ar fi noua val-
oare a integralei (7.14). Dar zl, = zp'(u),y, = y'(u), 2z, = z1¢'(u), deci
B
I = / ®(p(u))¢' (u)du. Atunci I’ = I conform cu formula de schimbare de

«
variabila In integrala definita.
Proprietatea 5: Integrala curbilinie pe un contur inchis nu depinde de alegerea
punctului de plecare. Dacad curba este nchisa (Fig. 7.2), avem: z(a) =

z(B), y(a) = y(B), z(a) = ().

Zli

Fig. 7.2:

Integrala pe un comtur inchis se mai noteaza:
I _7{ vdr —/ F(t)dt (7.15)

In cazul conturului inchis punctul B coincide cu punctul A'(z(8),y(8), z(3))
care geometric este identic cu A(z(«), y(@), z(«)) (Fig. 7.2).

Sa consideram si punctul de plecare D si punctul de sosire D’, care coincide
geometric cu D pe curba (¢) Avem:

I:/ Wd?z/ vdr—i—/ vdr :/ 7d7’+/ 7d7’+/ vdT
() AM MA AD DM M A’
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Daci plecam din D si revenim in D', am avea:

p= [ waw = [ war+ [ war - [ waws [ wars
(c) DM MD' DM MA’
vdr
A'DY
si cum AT = / TdT |, rezultd I = J.
A'D’ AD

7.1.2 Curba orientata. Camp conservativ.

Fie M (z(t),y(t),2(t)) un punct de pe curba (c) corespunzator lui ¢t € [«, (].
Cand t parcurge continuu pe [a, 3] de la a la 3, punctul M parcurge curba
(¢) intr-un sens pe care 1 vom numi sens direct. Cand ¢ parcurge continuu pe
[a, B8] de la 8 la «, punctul M parcurge curba (c) in celalalt sens pe care il vom
numi sens invers.

Definitie: O curba (c) impreuna cu unul din sensurile de parcurs se numeste
curba orientatd. Curba (c) impruna cu sensul direct de parcurs a lui (c) se
noteazi cu (c4). In mod analog curba (c) imprund cu sensul invers de parcurs
a lui (c) se noteaza cu (c_). Daca vom tine cont de acestea Proprietatea 1 se

Fig. 7.3:

/ TAT = / TdT.
() (c-)

Consideram in continuare campul vectorial (7", D) adica functia vectoriala

— — —
V(z,y,2) = P(x,y,2) i +Q(x,y,2) j + R(z,y,2) k, impreund cu domeniul
sau de definitie. De asemeni vom considera doua curbe (¢;) si (¢2) din domeniul

va rescrie:
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campului ¥, cu alte cuvinte (c1) si (c2) sunt incluse in I, care pornesc din A
si ajung in B (Fig.7.4).

Fig. 7.4:

oL A~ . — . v
Definitie: Campul vectorial v" se numeste conservativ daca:

/Wd?:/ vdT (7.16)
c1 c2

Datorita proprietatilor 1 si 2 vom putea scrie conditia de conservativitate:
Jc[ vdT =0 (7.17)
(&

unde (¢) = (c2)+U(er)- iar semnul f(c) reprezinta faptul ca integrala curbilinie
s-a luat pe (¢) in sensul, care lasa domeniul limitat de curbele (c1) si (c2) pe
stanga; se mai spune in sens direct, sau in sensul acelor de ceasornic, sau inca
in sens trigonometric.

i mz?_/ m?:/ 7d?+/ w?:fm?:m
c2 c1 (e2)+ (e1)- c

In legatura cu notiunea de conservativitate a campurilor vom da urmatoarele
teoreme:
Teorema 1. Campul vectorial ¥ este conservativ dacd si numai dacs exista
o functie scalara f : D C R? — R, continud cu derivatele partiale continuie
astfel ca:
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Demonstram mai intai ca daca existd o functie scalara f : D € R3 — R,
continud cu derivatele partiale continuie astfel ca ¥ = gradf, atunci v
este conservativ. Intr-adevir, presupunand ci existi o functie f astfel ca
VU = gradf si fie (c1) si (c2) doua curbe care unesc A cu B. Obtinem:

/c Td7 —/ gmdfd?’=/:so’1<t>dt:so1<b>—so1(a>,
/* /gmdfdv“—/ab L(E)dt = pa(B) — o (a),

Cum p1(a) = f(z1(a), y1(a), 21(a)) = f(z2(a),y ( ) 2(a )) ( )

01(b) = f(z1(b),y1(b), z1(b)) = f(x2(b),y2(b), 2 = 9(b)), deoarece cele
doua curbe au puntele A, B comune; de aici rezulta / 7d7 = vdT
adici v este conservativ.

Sa demonstram ca dacd campul vectorial v este conservativ atunci exist
o functie scalard f : D C R® — R, continui cu derivatele partiale continuie

astfel ca " = gradf. Alegem un punct fix My (zo, 0, 20) pe (c) si un alt punct
mobil M (z,y, z) pe (c). Deoarece ¥ este conservativ, oricare ar fi curba (c),

care uneste My cu M integrala vdr nu depinde de curba(respectiv de

MOM
arcul MOM) ci numai de capetele acestuia, adica de MO si de M . Daca M0
este fixat rezulta ca integrala depinde de M deci de x, y, z. Fie f(z,y,2) =

//\ Ud7 sifie punctul M'(z + h,vy,2) deci M’ este pe o paralela la Ox ce

Mo M

trece prin M. Avem f(z+h,y,z) = //\ VAT = //\7d7+/ vdr
Mo M Mo M MM

x+hq
,adica: f(z+h,y,z2) = f(z,y,2) +/ P(t,y, z)dt, deoarece pe segmentul
[ x
MM' : dr = dt,dy = dz = 0. Aplicind integralei teorema de medie, vom
obtine: f(z + hi,y,2) — f(z,y,2) = P(t,y,z)h1, cu t intre = §i x + hy si
trecand la limita pentru h; — 0, obtinem:
0
a—i(az,y,z) = P(x,y, 2).
Asemaénator, ducand paralele la axele Oy si Oz, din punctul P se obtin re-
spectiv:
0 0
8—£(x,y, z) = Q(z,y,2), a—];(x,y, z) = R(z,y,2)
si deci gradf = v'|.
Functia f, care apare in teorema 1, de mai sus, poarta numele de potentialul

A~ . . _ .
scalar al campului vectorial v". Expresia

Vd7 = Pdx + Qdy + Rdz
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se numegte diferentiald totald exacta daca exista o functie scalara f astfel
incat:

df = Pdx + Qdy + Rdz (7.19)

~ — . v . . v
Teorema 2. Campul v este conservativ daci gi numai daca:

(7.20)

N
rotv =

e =
@ghpm.l
ISV
Il
o

v — . v . v A ~
[Daca v este conservativ, conform cu teorema precedenta exista f astfel incat

0 0 0
v = gradf = 8_£7+ 8—£?+ a—i?,

> 77
vt
0 ,0f 0 ,0f, . — a ,0f 0 0f —
= 2 9o o | (LN LYW LYy 2 YL
rory % % % (8y(62) Oz(ay))l (82(81‘) 8.7)(62))]
ox Oy 0z
d (9 d (Of\N\T
(3 (5) — & (G2 F =0
Reciproc, daca rot v =0, rezulta:

OR _9Q OP OR 0Q 0P

S A A 21
oy 0z 0z Ox Ox Oy (7.21)

care reprezinta de fapt conditia (7.20). Introducem functia:

T y z
f($7yvz) = / P(tv yOsz)dt+ Q($,t,20)dt+ / R(x7y7t)dt7 (722)
o

Yo 20

data prin integrale cu parametrii; avem:

0 *OR
g_i(xﬁy?z) :P($7y0720)+ 8—§($,t,2’0)dt+/ E($7y7t)dt7
Yo 20

Daca tinem cont de (7.21) vom avea:
z

YOP OP
%(l‘,y,Z) :P(1:7y0720)+/ E(mvtazo)dt+ _($7yat)dt:
Y0

ot
Z0
P(xvaaZO) + P(‘T7y’ ZO) - Pz(ma%()a ZO) + P(x,y,z) - P(:E,y’ZZO)a: P($aya Z)‘
w2 = Qo) + [ G @t = Qlayzo) + [ GGyt =
2 0y 2 Ot

Q(w,9,20) + Q(@,y,2) — Q(w,9,%0) = Q,y,2). Am tinut cont din nou de
(7.21). %(x,y, z) = R(z,y, 2), si deci avem gradf = .|

Observadtii:

1. In cazul integralelor curbilinii independente de drum (care nu depinde de
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curba ce uneste punctul A cu B ci numai de aceste puncte) se mai foloseste si
notatia:

B(zB,yB,%B)
/ P(z,y,z)dz + Q(z,y, z)dy + R(z,y, z)dz

A(zA,ya,zA)

2. Referitor la cazul bidimensional expresia:
P(z,y)dx + Q(x,y)dy ce figureaza in integrala curbilinie se zice ca este totala
exacta daca exista o functie scalara f, astfel incat:

& (w,y) = P(a,y), F(z.y) = Q(x,y), sau
oP, . 9Q
si conform cu teorema 2 vom avea:
x Yy
fag) = [ P+ [ Qo (7.24)
o Yo
sau = y
fag) = [ P+ [ Qo (7.25)
xo Yo

3. Putem da o interpretare geometrica formulei de reprezentare a potentialului
f, al campului vectorial.

=z

B

Fig. 7.5:

Cum I = / P(z,y,z)dx+ Q(x,y, z)dy + R(z,y, z)dz nu depinde decat
MoM

de capetele unei curbe (c¢) adica de punctele My si M nu de curba (c), vom
lua curba (¢) formata din linii paralele cu axele de coordonate, de exemplu
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MyS+ST+TB, MyS parelela cu axa Ox, ST parelela cu axa Oy, T'M parelela
cu axa Oz (Fig. 17 ) . Coordonatele punctelor sunt:
Mo (20, Y0, 20), S(, Y0, 20), T (2, Y, 20) M (,y, 2).

Exemple:
1 Daca v = (22 + ) + 2:ﬂy7> un potential vector este: f(x,y) = z’ =+ zy?
2 Daci v = %7—%7 v , & # 0, un potential vector este: f(z,y, z ) =¥

7.1.3 Calculul ariilor figurilor plane.

In cazul particular n=2, putem exprima aria unui domeniu plan cu aju-
torul integralei curbilinii.

+¥ ¥4
Al TN
E. 31
) _ 2N
Ayl B /
; : al ]|
| y=hx) i :‘“1‘::,_—_
o : [y '8 :
o b
Fig. 7.6:

Fie D C R?, marginit de curbele de ecuatii y = fi(z),y = f2(z),a < x < b,
si de paralelele x = a, sau x = b, la axa Ox. Aria Q a domeniului D (Fig. 7.6

b b
stanga) este evident: ) = / fa(x)dz —/ fi(x)dz = / ydx —/ ydz,
a a A2 By A1B1

conform cu definitia integralelor curbilinii, adoptnd ca parametru t chiar pe x.

Pe de alta parte / ydxr = 0, / ydx = 0 deoarece pe B1Bs si pe Ay Ay
B1 B> AsAq
x =constant si atunci dx = 0, putem deci scrie:

Q= —/ ydx —/ ydx —/ ydx —/ ydx = —j{ ydx (7.26)
By Ao Az Ay A1By B1B> (c)

unde:(c) = Fr(D) = arcByAs+segment Ay A1 +arcAy B1+segment By By (Fig.
7.6 stanga). Formula (7.26) poate fi stabilita si pentru un domeniu, a carei
frontiera este taiata, pentru unele valori ale lui x, iIn mai mult de doua puncte
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de o paralela la axa Oy cum este acela din figura (Fig. 7.6 dreapta). Acest
domeniu poate fi impartit in domeniile D, Do, D3, care indeplinesc conditiile de
aplicatibilitate a formulei (7.26). Portiunile de integrale relative la contururile
parcurse n sensuri opuse, P; P> sau P> P3; sunt evident nule. Adunand ariile
domeniilor Dy, Dy, D3, se va regasi (7.26). Aceasta formula este deci valabild
cu conditia ca frontiera domeniului sa fie formata dintr-un numar finit de arce,
pe care y = fj(x),(j = 1,...,q) si de portiuni paralele la axa Oy: functiile sunt
presupuse integrabile pe intervalele de definitie corespunzatoare. Putem da si
o alta expresie ariei €2, observand ca:

Ty 1 1
d(—):—]{ a:dy—I——}{ ydx = 0,
© 27 2Jp 2 J(e)

deoarece curba (c) este inchisa iar expresia de integrat este o diferentiala totala

exacta. Rezulta: . .
—= ydx = —?{ xdy,
2 75@ 2 Je)

Q= 17{ xdy — 17{ ydz (7.27)
2 Jo 2 Jo

in care z i y joaca un rol simetric. Sensul de parcurgere pe (c) este cel direct
fata de interior. In rezumat putem exprima aria lui ID in trei moduri, astfel:

— f(c) ydx

Q = aria(D) = f(c) xdy (7.28)
: f(c) xdy — ydx

si se obtine formula:

Aplicatie: Aria In plan in coordonate polare . Fie z = pcosf,y = psin6.
Pe curba (c) avem reprezentarea polara p = p(6), unghiul # fiind ales ca
perametru. Calculand pe dz si dy din (7.27) rezulta :

Q = Aria(D) = % f 2df (7.29)
©

In cazul cercului dat sub forma parametrica:

() { x =rcosf

y =rsinf

r=raza cercului vom avea:

. 2 . e
Aria(D)=3 $ " r%d6 = 7r?, unde D este domeniul disc limitat de cercul de
raza r.
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7.2 Integrale curbilinii in raport cu lungimea arcu-
lui
7.2.1 Rectificarea curbelor. Calculul lungimii arcelor.

Plecand de la (7.1) si (7.2) vom avea ca lungimea liniei poligonale A, Mj, ...,
M,_1, B este:

p

p
L(d) =Y _|IM; My = (t; — tj_l)\/f’Q(gj) +92(n;) + () (7.30)
j=1

J=1

Fie vectorii:

=

= FET +dE)T +RE)
J=FE)T +d )T Gk

N
Scriind b j = ( ;) + @ , inegalitatea triunghiului ne da:

151 < 1165 = aj]l + llas
Dar b5 — @; = (¢/(ny) — g/ (&) T + (W(G;) — W(&)F, functiile ¢/ si ' fiind
continuie pe [a, b], avem: |¢'(n;) —¢'(&)] < e, |P'({) —H(&;)| < e, unde € > 0
este dat la alegerea noastra. Se considera acum un sir de diviziuni (d,)nen
ale lui [a,b], aga ca lim d,, = 0 si fie L(d,,) lungimea liniei poligonale pentru
n—oo
diviziunea (d,,). Daca exista lim L(d,), prin definitie ea este lungimea arcului
n—oo
de curba AB.

Teorema 3. Daca functiile f’, ¢’ si A’ sunt continuie pe [a, b], lungimea arcului
AB exista si ea este data de:

b
Lap = / VF20) +g7(0) + W2 (1)t (7.31)

[ S& consideram suma integrali:

o(d) =) (tj —tj-1)lla;ll (7.32)

M-

<
Il
—

relativa la functia \/f2(t) +g2(t) + h'2(t),t € [a,b] si sd o comparam cu
(7.30), care se mai scrie:

L(d) = > _(t; = tj-1)lb; (7.33)

M-

<
Il
—
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Avem pentru diviziunea d,,, L(d,) — Lap = L(d,) —o(dy,) +0(dy) — Lap, deci:
|L(dy) — Lag| < |L(dy) — o(dy)| + |o(dy) — Lap| < 2¢ (7.34)

dacd n > ng(e). Intr-adevir |o(d,) — Lap| < €, pentru n > n (e), functia fiind
P

integrabila; apoi: |L(d) — o(d)| < Z(tj —ti_1)Ve2 +e2 < V2(b—a), daci

7j=1
0(d) < n(e), deci |L(d,) — o(d,)| < vV2e(b — a), daca £(d,) < n(e), deci daca
n > ng(e). Luand no(e) egal cu cel mai mare dintre ni(e) si na(e), inegalitatea
(7.34) este stabilita, de unde rezulta (7.31).
Ca aplicatie sa calculam lungimea unui cerc de raza r. Consideram astfel
cercul (c) situat intr-un plan paralel cu planul xOy : z = zy, atunci ecuatia
parametrica a cercului este:

x =rcost
(¢): y=rsint
Z = 20,

b

r=raza cercului, t € [0, 27|, vom avea: Lcere = / \/f'2(t) +g2(t) + W2(t)dt =
a

2T

27
\/r2 sin?t + r2 cos? tdt = / rdt = 27r.
0 0

7.2.2 Abscisa curbilinie pe o curba.

Fie un punct M oarecare pe arcul de curba AB. Lungimea arcului de
curba AM este:

5= /t \/f'2(t) +¢'2(t) + W'2(t)dt, (7.35)

daca M corespunde valorii ¢ a parametrului. Se defineste astfel pe curba o
functie s : [a,b] — R, care asociaza fiecarui punct al ei un numar real s = s(t),
care se numeste abscisa curbilinie. Punctul A este originea arcelor; pentru el
s = s(a) = 0. Avem:

ds
— =/ f2(t)+g"2(t)+ h2(t) > 0 7.36
R R RURL A (7.36)
deci s variaza in acelasi sens cu t. Se mai deduce de aici relatia:
ds® = da* + dy? + dz* (7.37)

care a fost data de Clairaut. Ea exprima diferentiala ds cu ajutorul diferen-
tialelor: dxr = f'dt, dy = ¢'dt, dz = h/dt.
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7.2.3 Integrala curbilinie in raport cu abscisa curbilinie

Putem sa adoptam ca parametru pe curba AB chiar abscisa curbilinie s.
Atunci coordonatele unui punct oarecare M se exprima ca functii de aceasta
abscisa, deci z = z(s)y = y(s),z = 2(s),s4 < s < sp, alegand ca origine
a absciselor un punct oarecare al acestui arc. In aplicatii intervin frecvent
integralele curbilinii de forma:

SB

Fa,y, 2)ds = / Fa(s), y(s), 2(s))ds (7.38)

AB SA
a caror semnificatie este evidenta, ca limita de sume integrale de tipul: o(d) =
P

E F(Mj)(sj — sj—1), unde d = 54, 51, ..., Sp—1, SB este o diviziune a interval-
j=1

ului [s4, sp| In care variaza s, atunci cand se considera un sir de de diviziuni
(dn)nen astfel ca lim £4(d,) = 0.
n—oo

7.2.4 Aria unei suprafete de rotatie

Se considera un arc de curba plana, situat in planul Oxy si care se afla
deasupra axei Ox (Fig. 7.7).

4y
A
! :'
i : B
| | o
i : b
i | L .
e a X X b mx
Fig. 7.7:

Fie y = f(z) ecuatia acestui arc. Aici f : [a,b] — R este o functie cu
derivata prima continua. Cu ajutorul diviziunii d = a,x1,...,7p—1,b a inter-
valului [a, b], inscriem pe arcul de curba o linie poligonala AM...M,_1B. Aria
laterala a trunchiului de con generat de dreapta M;_1M; prin rotatia completa
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in jurul axei Ox este egala cu:

2n f(xj—1) + 27 f(x;)

5 V@i = w02+ [flag) = flag)P?

Suma ariilor laterale ale suprafetei generate prin rotatia liniei poligonale este
deci:

P P
o(d) =) Flaj )y 1+ F2E) @5 —wja)+m ) flwi)y/ 1+ F2(&) @—2-1)
j=1 j=1
(7.39)
unde §; € (z-1,x;), deoarece f(x;)—f(x;—1) = ( j)(xj—x;—1). Consideram
un sir de diviziuni (dy)nen astfel ca lim ¢(d,) = 0 si procedand la fel ca la
rectificarea curbelor avem ca:
S = lim o —271'/ f(z 1+f’2( )dx (7.40)

defineste aria solidului de rotatie generat prin rotirea completd a arcului AB
n jurul axei Oz. Intr-adevir, ambele sume integrale din (7.39) au aceeasi
limitd. Daca se observa ca pe curba AB avem reprezentarea parametrici
=ty = f(t),z =0, rezults cii: ds® = [14 f2(t)]dt?, deci integrala (7.40) ce
exprima aria S se mai exprima prin integrala curbilinie:

S = 27r/ yds (7.41)
AB

7.2.5 Centre de greutate

Fie un arc de curba AB care reprezinta un corp material filiform, adica
de dimensiuni transversale foarte mici fata de lungimea sp — sa a arcului
AB. Fie o functie p : E — Ry data de p = p(s), numita densitate sau masa
specifica, unde E = [s4, sp], care are proprietatea ca masa unui element de arc
de lungime ds > 0 este dm = pds. Se arata in mecanica ca centrul de greutate
G al corpului unidimensional reprezentat de arcul AB are coordonatele:

zp(s)ds yp(s)ds zp(s)ds
frote  fywot ],

/AB p(s)ds e /AB p(s)ds e /AB p(s)ds

Aici apar integralele curbilinii in raport cu abscisa curbilinie; in aceste integrale
limitele sunt luate astfel incat ds este pozitiv daca s4 < sp.

TG =
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7.2.6 Interpretarea geometrica

Vom da, in continuare, interpretarea geometrica a integralei curbilinii in
b

raport cu arcul, in cazul plan. Am véazut ca integrala definita f(x)dx a

Qa
unei functii reale si pozitive poate fi interpretata geometric ca fiind aria unui
trapez curbiliniu, hasurat ca in (Fig. 7.8 stanga). Similar, integrala curbilinie

FJL _il.;z'
T
B A
%
| fl’;
A O '
= -
o ij\ A
O : Nl )
xx ey
L
Fig. 7.8:

de primul tip (adica in raport cu arcul s) / F(x,y)ds a unei functii reale F

AB
cu F(z,y) > 0, pentru orice (z,y) € (c) poate fi interpretata ca fiind egala cu
aria unei portiuni dintr-o suprafata cilindrica hasurata ca in (Fig. 7.8 dreapta).
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Capitolul 8

Integrala dubla

8.1 Scurta inroducere in subiect.

Notiunea de integrala, care a fost definita pentru functii de o variabila,
poate fi usor extinsa pentru functii de mai multe variabile, functii definite in
D Cc R™

Vom considera intai cazul n = 2. Fie deci o functie f : D — R, unde D C R?
este un domeniu din planul Oy, care este limitat de o curba (c), formata dintr-
un numar finit de arce cu tangenta determinata si care variaza continuu pe
fiecare arc. Astfel de arce se mai numesc arce netede; curba (c¢) se mai numeste
netedd pe portiuni (Fig.8.1). Se formeaza astfel domeniile de subdiviziune

Vi (C,qj ¥4

L 3
T

Fig. 8.1:

Dy, Do, ...,D, de arii 21,9, ..., Q, si avem evident Q = Q; + Qo+ ... +Q,,. Fie
o diviziune (d) a lui D. Fiecare domeniu de subdiviziune D; are punctele la
distanta finita si multimea distantelor dintre doua puncte oarecare ale lui D;
admite o margine superioara ¢;. Deci se poate spune cid D; este inclus ntr-un
cerc de diametru ¢;. Fie ¢(d) maximul diametrelor (1, s, ..., ¢, ale diametrilor

169
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diviziunii (d). Vom numi norma a diviziunii (d) numarul pozitiv £(d). Asa
cum problema ariei unui trapez curbiliniu ne-a condus la notiunea de integrala
definita simpla, problema similara a unei bare cilindrice ne va conduce la o
noua notiune aceea de integrald (definita) dubla. Astfel se considera un corp
(V), care la partea de sus este marginit de suprafata:

z = f(z,y) (8.1)

lateral - de o suprafata cilindrica, cu generatoarele paralele cu axa Oz si in

F Yl

¥
// as e
) -

Fig. 8.2:

sfarsit, la partea de jos - de o figura plana (D) situata in planul zOy (Fig.
8.2). Se cere sa se gaseasca volumul V al corpului. Pentru rezolvarea acestei
probleme, vom recurge la metoda obignuita in calculul integral, constand in de-
scompunerea marimii cautate in parti elementare, aproximarea fiecarei parti,
insumarea lor si dupa aceea trecerea la limita. In acest scop vom descompune
domeniul D printr-o retea de curbe, in partile Dy, Do, ...,D, si vom consid-
era suma coloanelor cilindrice care au ca baza aceste domenii partiale i care
in ansamblul lor formeaza corpul dat. Pentru calculul volumelor diferitelor
coloane, sa luam in mod arbitrar in fiecare figura ID; cate un punct (&, n;).
Daca se considera cu aproximatie fiecare coloana ca un adevarat cilindru cu
inaltimea egala cu valoarea f(;,7;), volumul fiecarei coloane este egal aproxi-
mativ cu f(&;,n;)$2;, In care §2; inseamna aria figurii (D;). In acest caz, expresia
aproximativa a volumului intrgului corp va fi:

p
V~ Z J (&, mi)S, (8.2)

=1
Pentru a marii exactitatea acestei relatii(a lui V) vom micgora domeniile ariilor
D;, marind numarul lor. La limita, cand cele mai mari dintre diametrele
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tuturor domeniilor D; tinde catre zero, aceasta relatie devine exacta, asa ca:
N e (mom)
. n n n
V= lim Y (", 0" (8.3)
i=1

iar problema este rezolvata. O limita de acest gen este tocmai integrala dubla

a functiei f(x,y) pe domeniul D; ea se noteaza cu simbolul: // f(x,y)dQ,
(D)

deci formula (8.3) a volumului se reprezinta n forma:

V= /(D) f(z,y)dQ, (8.4)

Asadar, integrala dubla este o generalizare a notiunii de integrald definita
simpla la cazul functiilor de doua variabile. Ea joaca un rol important si in
determinarea diferitelor marimi geometrice i fizice.

8.2 Definitia sumelor integrale ale lui Darboux.

Vom presupune ca f este marginita pe DU (¢), adica exista numerele reale
P,Q astfel ca P < f(x,y) < @, pentru orice (z,y) € DU (¢). Fie atunci
M; marginea superioara si m; marginea inferioara ale lui f(z,y) pe D; U (¢;),
unde (¢;) este frontiera lui D;. Vom defini sumele lui Darboux prin analogie
cu definitia de la integrala simpla luand:

s(d) =Y mQ, S(d) = M;Q. (8.5)
j=1 Jj=1

8.2.1 Proprietati ale sumelor lui Darboux.

Proprietatea 1. Avem s(d) < S(d), pentru orice diviziune (d).

Proprietatea 2. Daca se consideri o diviziune (d') a lui D, care este mai fina
decat diviziunea (d), adica o diviziune care poate conserva unele domenii D;
si provine din diviziunea celorlalte prin curbe de iImpartire, sau scriind d C d’,
atunci avem:

s(d) < s(d); S(d) < S(d)

Proprietatea 3. Fiind date doua diviziuni oarecari d si d’ ale aceluiagi domeniu
vom avea:

s(d) < S(d)sis(d) < S(d),

deci orice suma Darboux superioara este mai mare decat orice suma Darboux
inferioara.
Proprietatea 4. Multimea sumelor s(d) relative la toate diviziunile lui D
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este marginita inferior, deci admite o margine inferioard i, deoarece s(d) <

P

QZQj = Q. Multimea sumelor S(d) relative la toate diviziunile lui D
j=1

este marginita superior, deci admite o margine superioara I, deoarece P} <

Pzp:szj = 5(d).

Proprietatea 5. Avem i <1.
Proprietatea 6. Daca M este marginea superioara a lui f in DU (¢), si m este
marginea inferioara a lui f n DU (¢), avem:

mQ<i<I<MQ

Se demonstreaza la fel ca la integrala simpla:
Teorema 1. Fie ¢ > 0 ; lui ii corespunde un n(e) > 0 astfel ca pentru toate
diviziunile (d) pentru care ¢(d) < n(e), sa avem:

0<S-I<el<i—-s<e

Corolar. Fie un sir infinit de diviziuni (dj,)nen ale lui D astfel ca pentru

diviziunea d,, sa avem domeniile partiale DY”), Dén), ey DI(,") si fie (¢(dp))nen

sirul normelor corespunzatoare. Daca lim ¢(d,) = 0, atunci: lim s(d,) =i
n—oo

n—oo
si lim S(d,) =L
n—oo

8.3 Definitia integralei duble.

Functia f(x, y) este integrabild pe D = DU (c) daci avem i = L.
Daca acest lucru are loc, atunci valoarea comuna se noteaza prin:

//(D) f(z,y)dS2, sau //(D) f(z,y)dSQ,

si se numeste integrala dubla a Iui f relativa la domeniul D (sau la domeniul
D). Simbolul d2 are semnificatia unui element de arie si insasi notatia propusa
reaminteste formarea sumelor integrale. Aceasta notatie este justificatd in
special de teorema urmatoare:

Teorema 2. Fie punctele P](n) € }D)g.n). Daca functia f este integrabila pe D,
atunci limita sumei integrale a lui Riemann:

Pn

o(dn) = > F(PM)0M

=1
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(n)

(in care Q;

(n))

este aria lui ;) atunci cand n — oo si lim 4(d,) = 0, este

n—oo
egala cu:

lim o(d, —1—1—/ flz,y)d
n—oo

Observatie. Uneori integrala dubla se noteaza tot cu un singur semn [ pentru
simplificarea scrisului. Deci se poate scrie:

izlz/(D)ﬂx,y)dQ

La fel ca pentru integrala simpla putem da urmaétorul criteriu de integrabili-
tate:

Conditia necesara si suficientd pentru ca functia f sa fie integrabila pe D este ca
pentru orice € > 0 sa se gaseasca o diviziune d a lui D astfel ca S(d) —s(d) < e.
[Intr-adevir, avem 0 < I —i < S(d) — s(d) < e. Cum ¢ este arbitrar de mic
rezulta I = i].

Consecinta. Stiind ca o functie f continua pe D (compact) este uniform con-
tinud adica pentru orice € > 0, corespunde un 7)(¢) astfel incat |f(P)—f(P)| <
e daca ||P — P'|| < n(e). Am notat prin P punctul de coordonate (z,y) si prn
P’ punctul de coordonate (z',y’). Utilizand acest rezultat se demonstreaza:
Teorema 3. Orice functie continua pe D este integrabila pe acest domeniu.
ﬁntr—adevér, fie diviziunea (d,) si fie punctele Pi(n) si Pz»l(n) € ]DDZ(”), pentru
care avem M;(n) = f(P;i(n)), m;(n) = f(P;(n)) , adica pentru care functia isi
atinge maximul sau minimul in ]Dlgn). Avem:

Pn

Zf "o, s Zf >

Pn

deci S(dn) —s(dn) = S_[F(PM) = (PN si S(dn) )<e Z ol =
i=1

eQ daca £(dy,) < n(e). Rezulta ca functia f este integrabila |

8.4 Un mod particular de impartire a domeniului.

Fiind dat domeniul D , putem face impartirea sa in domeniile D, Do, ..., D,
prin paralele la axele de coordonate. Fie x = z;(j = 1,...,q) si y = yp(k =
1,...,7) ecuatiile acestor paralele. S& presupunem ca frontiera (c) este taiata
numai in doua puncte de o paralela la axa Oz si la fel de o paralela la axa Oy.
Fie [a, (] intervalul de variatie al abscisei unui punct P(z,y) al frontierei si
[, 0] acela al variatiei ordonatei sale cand P(z,y) parcurge frontiera (Fig.8.3)
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Fig. 8.3:

Daca un dreptunghi definit de inegalitatile: z;_1 <z < xj, yp—1 <y < Yi
este complet interior lui D, aria sa este egald cu (z;—1—;)(yk—1—yx) §i in suma
s(d) a lui Riemann el figureaza prin termenul: f(Pjx)(zj—1 — 25)(Yr—1 — Uk),
unde P este un punct arbitrar luat in acest dreptunghi. Exista insa si drep-
tunghiuri taiate de frontiera. Contributia lor in suma integrald s(d) poate fi
ugor majorata. Avem |f(Pj,)| < M, unde M este marginea superioara a lui
|f(x,y)| pe DU(c), iar suma ariilor acestor dreptunghiuri este mai mica decat:
2[(8 — a)l(d) + (6 — 7)¢(d)]. Intr-adevir aici £(d) este maximul diagonalelor
dreptunghiurilor diviziunii, atat a celor complet interioare cat si a celor taiate
de frontiera. Deci ¢(d) este mai mare ca cea mai mare latura a dreptunghi-
urilor, deci cu cea mai mare inaltime, fie ca socotim bazele paralele cu Oz sau
cu Oy. Astfel contributia dreptunghiurilor taiate de frontiera in suma inte-
grala s(d) este majorata n modul de 2M[(8 — «) + (0 — v)]4(d) si ea tinde la
zero pentru girul de diviziuni (d,, ),en pentru care nh_)rgo ¢(dy,) = 0. Prin urmare

in suma integrala o(d,) putem sa includem sau nu aceste dreptunghiuri. Daca
functia f este integrabila, avem deci:

dn Ty

/ /( , F@ vt = lim, SOST P - ) - u),

j=1 k=1

(n) (1)

unde z; ",y sunt puncte de diviziune ale intervalelor [, 3] si [y,6] in di-
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) () ,.(n)

viziunea d,,, iar P](: un punct al dreptunghiului determinat de [mj_l,a:j | si

[y,(cn_)l, y,in)], care apartin in acelasi timp lui DU (¢) (pentru ca frontiera sa fie

definita in acest punct), cu conditia lim #(z,) = 0.
n—oo

8.5 Noua definitie si notatie a integralei duble.

Ca urmare a relatiei precedente se obisnuieste a se reprezenta integrala
dubla si prin relatia simbolica:

]::]OQD)f(x,y)dxdy. (8.6)

Pericolul acestei notatii, sugestive, este acela ca punand d) = dxdy pentru
a reprezenta aria unui dreptunghi cu laturile reprezentate de vectorii (dz,0),
(0,dy), paraleli respectiv cu Oz si cu Oy, se face uneori confuzia de a crede
ca avem de-a face cu produsul diferentialelor lui  si y in lungul aceleiasi
curbe; atunci cand in realitate este vorba de doua deplasari, in doua directii
perpendiculare, una y = const., iar cealalta x = const. Mai corect ar fi de a
scrie: dS) = dyxdsy, dar ar complica in mod inutil notatia.

8.6 Proprietatile integralelor duble.

Proprietatea 1. Daca f(x,y) si g(x,y) sunt integrabile pe D , atuncisi f(z,y)+
g(x,y) sunt integrabile pe D i avem:

ﬂ%ﬁ@wiﬁ%MW@Zl@ﬁ@mm@ilgﬂ@wmw (8.7)

Proprietatea 2. Daca \ este o constanta, avem:

//(D) A (@, y)dzdy = )\//(D) f(x,y)dzdy (8.8)

Proprietatea 3. Daca domeniul D este impartit in doua domenii Dy, Dy,
printr-un arc de curba ¢y format dintr-un numar finit de arce netede, atunci(Fig.

8.9):
// f (@, y)dudy = / F (2, y)dady + / fa,y)dedy  (89)
(D) (D1) (D2)

Proprietatea 4. ( Formula mediei). Daca M si m sunt respectiv marginea
superioard si marginea inferioars a lui f pe D = D U (c), atunci:

m < //(D) f(z,y)dzdy < MQ (8.10)
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"}r
D:
B
0. »X
Fig. 8.4:
Prin urmare:
|| fwsdy = p (8.11)
(D)

unde m < p < M. In particular dacd f (z,y) este continua pe D, atunci exista
un punct (£,n) € D pentru care f(£,n) = p. In acest caz avem:

// fla,y)dedy = F(E ) (8.12)
(D)

Aceasta este formula mediei.
Observatie: Daca f(z,y) = 1 pe D, atunci:

// dzxdy = €, (8.13)
(D)

Proprietatea 5. ( O formula de majorare). Daca f(z,y) este integrabild pe D,
atunci si | f(z,y)| este integrabila pe D i avem:

| //@) F (@, y)dedy| < //(D) |z, )l dzdy (3.14)

8.7 Calculul integralelor duble.

Cazul D interval bidimensional.

Vom considera mai intdi D = {(z,y)la < x < 8, § < y < 4} care este
un interval bidimensional(un dreptunghi)(Fig.8.5). Fie diviziunea (d) real-
izata prin impartirea intervalelor [«, 5] si [y,d] cu ajutorul punctelor {a =
L0, L1y ey Tjm 15 Ty ooy Tq—1,Tg = BF $1{Y = Y0, Y1, s Yk—15 Yks s Yr—1, Yr = 6 1.
a:x0§$1S...ng_l§xj§...§a:q_1§xqzﬂ
Y=<y < <Y1 <Y <. <Y1 Sy =0,
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Fig. 8.5

Formam sumele S(d) si s(d). Vom nota prin Mj, si mj; marginea supe-
rioara §i marginea inferioara a lui f(z,y) in dreptunghiul Dj; definit prin:
Tji1 ST < Tj, Yp—1 S Y S Y

Avem:

= Zijk(xj —2j-1) Yk — Yk—1);

j=1 k=1

q T
=) Mj(xj — z51) Yk — Yr—1)
j=1k=1
Integrand intre yi_1 si yx In inegalitatea mj, < f(z,y) < Mjk, obtinem:

Yk
MYk —Yh—1) = / flz,y)dy < Mjk(yk—yk_l), pentru orice x € [z;_1, z;].
Yke—1

Scrnnd relatiile de mai sus pentru k , T s adunandu le deducem:

;mjk(yk_yk—l) < (/j1 —l—/y1 /y (z,y)dy < ZMjk(yk—yk_l).

- k=1
Pr1n urmare:

ngkyk*ykl /f:vydy<z ik (Yk — Yb—1),
pentru orice € [zj_1,z;]. Daca funct_;la F de variabila x reprezentata de inte-

grala cu parametru z: F(z / f(z,y)dy, este integrabila pe [a, (], atunci

avem:
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T T
> mik(ye — yr-1) < Fl2) < Myn(yr — ye—1),
k=1 k=1
pentru orice j = 1,...,q. Deci conform cu formulele de majorare de la inte-

gralele simple:
T

Tj r

(&j—2j-1) D m(yr—yr-1) < / F(a)dr < (zj—j-1) > Mk(ys—yr-1)
k=1 Tj—1 k=1

Dand lui j valorile 1,2, ..., ¢ si adunand se deduce:

q

SO mykla =) (y—yr-1) < /

j=1 k=1 @

r

8 q
F(x)dx < Z
j=1k

Mp(xj—2j-1)(Yr—Yr-1)
1

La limita, vom avea:

B §

=l s(d) < [ ([ fo)dy)de = i () =1
n—oo a ~ n—oo

adica:

B 6
/ S ydady = / [ L f(,y)dy)da (8.15)

care se mai noteaza cu:

//(D) f(x,y)dxdy:/jdx/jf(x,y)dy (8.16)

Pe figura 8.6 rezultatul se retine ugor considerand un z fixat si o crestere
dx data. Se formeaza o fisie pe care se integreaza fata de y. Inmultind

19
rezultatul cu dz se obtine: dz / f(z,y)dy. Se insumeaza apoi contributia
v

tuturor fasiilor pentru « si f. Dam si o interpretare geometrica sugestiva:

i Zt
5 _ A
= g b
T = Bl :
G- % xxtdx p Yo ¥y Lria secpuru1=F{x]l=IfK:-:, Wy

¥
Fig. 8.6:

Observatie importanta. Axele Oz si Oy jucand un rol simetric putem scrie la
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//(D) f(,y)dady = /j[/j f(z,y)dz]dy (8.17)

ceeace revine la considerarea unei fasii paralele cu Ox pe care se integreaza
in raport cu x. Inmultind rezultatul cu dy, se integreaza apoi toate fasiile
obtinute facand pe y sa varieze ntre 7y si . Avem deci egalitatea:

/(D) f(z,y)dedy = /j dy /j [z, y)da (8.18)

care de fapt reprezintd o altd notatie. Prin urmare integrala dubla se mai

fel:

V4 Zt
: osrs
3’“’;;’ I o iy | |8
Bl v
o A
R o i A hria sectiudi=Csh= Iﬁ{x, i
24

Fig. 8.7:

B
poate obtine calculand mai intéi integrala in raport cu z, G(y) = / f(z,y)dx,
(0%

iar apoi rezultatul in raport cu y.
Exemplu:
Fie f(z,y) =22 +y%, D= 0, x [0,2], adica 0 <z <1, 0 <y <2 Avem:

! 8 10 .
I—// 2 4+ ) dedy = / x4 o dy—/(2:r + -)dxr = — si
(D) 0 3 3
! 2 2 21 2 10
I—// (2 +y)dxdy—/dy/(x +y)dx—/(—+y)dy——.
(D) 0 0 0 3 3

Cazul general.

Presupunem ca domeniul DD este limitat de un numar finit de arce care lim-
iteaza domeniul si constituie conturul (c), astfel ca o paralela la axa Oy sa
taie frontiera numai in doua puncte cu exceptia unor portiuni de frontiera,
segmente de dreapta paralele cu Oy(Fig.8.8). Fie y = ¢1, ecuatia ce desem-
neaza arcele AE 4+ EB si y = g, ecuatia ce desemneaza arcele AF + FDC),
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cua <z <f. Am notat prin « si 8 valorile extreme luate de x atunci c¢nd se
parcurge frontiera. Fie la fel v si § valorile extreme luate de y atunci cnd se
parcurge aceeasi frontiera. Domeniul este inclus in intervalul bidimensional:

I = {(z,y)|a <z < B,y <y <o}

F

o S !

! C
e N

| o !

: Lo :

. I I | ;x
D] o tx+dx g

Fig. 8.8:

Teorema 4. Daca functia f(x,y) este marginita i integrabila pe D, daca exista
integrala, cu parametru x:

w2(x)
F(w)Z/ " f(z,y)dy
p1(z

pentru orice z € [a,b] si daca F(z) este integrabila pe [, 3] , atunci avem

relatia: 5 -
w2(x
//(D)ﬂx,y)dxdy: | [0 s (8.19)

care se mai mail noteaza cu:

//(D)f(:c,y)dxdyz /aﬂdx/:;:)f(:c,y)dy (8.20)

Prin urmare integrala dubla se obtine calculand intai integrala simpla:

w2(x)
F(x) = / f(x,y)dy, pentru z fixat, x € [a, (] si apoi integrand pe F(x)
p1(z)

pe intervalul [a, ]
[ Fie g : I — R, definita astfel:

g(x,y):{ 0, daca (z,9) €I — D
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Functia g(z,y) este integrabila pe Iy cici ea este integrabila pe D si de aseme-

nea, fiind nula, este integrabili pe I, —D. Avem deci: J = // g(z,y)dzdy =
(I2)

// (z,y)dxdy + // g(x,y)dxdy = / f(z,y)dxdy. Dar pentru un
(I2—D) (D)

x € a , 3] dat, avem:

g w1(x) p2(x) 5
/ g(x,y)dyZ/ g(x,y)der/ g(w,y)der/ g(z,y)dy
Y Y Y

1(z) w2(z)
)

si conform definitiei lui g, aceasta functie este nula pe o —D, deci: / g(z,y)d
gl

p2(z)
/ f(z,y)dy, de unde rezulta formula (8.19) sau (8.20)].
p1(z)

Observatii:

1. Daca f : D — R este o functie continua pe D), atunci toate conditiille din
enunt sunt realizate. In stabilirea limitelor, se fixeazi si se descrie fagia
de baza dz cuprinsa intre ordonatele ¢ (z) si w2(x). Apoi se considera toate
fagiile paralele, pentru care x ia valori intre « gi 5. Se matura astfel intreg
domeniu D. Putem da si o interpretare geometrica sugestiva ca aceea din Fig.
8.6.

2. Consideratii analoage se aplica daca domeniul D are o frontiera (c) for-

Fig. 8.9:

mata din arce astfel ca o paralela la axa Ox sa o taie numai in doua puncte, cu
exceptia unor portiuni de frontiera formate din segmente de dreapta paralele
cu Oy (Fig.36). Daca = = v1(y) este ecuatia arcului EyM Dy, = = (y)
ecuatia arcului EoM Do,cu v < y < §; Aici 7y si § sunt valorile extreme luate
de y atunci cand se parcurge frontiera din figura (8.9). Axele jucnd un rol
similar putem enunta teorema urmatoare:

Teorema 5. Daca functia f(x,y) este marginita si integrabila pe D, daca exista
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integrala:

Pa(y)
Gly) = / f(,y)de
1(y)

pentru orice z € [v,d] si daca G(y) este integrabila pe [y, d], atunci avem

relatia: 5 W
Ya(y

// f(,y)ddy = / [ / £, y)da]dy, (3.21)
(D) v JYi(y)

care se mai noteaza cu:

3 P2(y)
//(D) f(x,y)da:dy—[y dy/wl(y) f(z,y)dz. (8.22)

Prin urmare integrala dubla se obtine calculand intai integrala simpla:

P2 (y)

G(y) = / f(z,y)dx, pentru y fixat, y € [v,d] si apoi integrand pe G(y)
Y1(y)

pe intervalul [v,d]. In stabilirea limitelor, se fixeaza y si se descrie fagia de

baza dy cuprinsa intre abscisele ¥ (y) si ¥2(y). Apoi se considera toate fasiile
paralele, pentru care y ia valori intre v §i §. Se matura astfel intreg domeniu
D. Putem de asemeni da si o interpretare geometrica sugestiva ca aceea din
Fig. 8.7.

Fig. 8.10:

Daca domeniile nu au frontiera (c) care sa indeplineasca conditiile mentionate
anterior, aga cum avem de exemplu in figura (8.10). Domeniul se descompune
in trei subdomenii Dy, D9, D3,care ideplinesc conditiile ca paralele duse la axa
Oy sa le taie respectivele frontiere numai in doua puncte (cu exceptia seg-
mentelor frontiera de forma unor segmente paralele cu axa Oy). Deci:

//(D) f(,y)dady = / [ty / Syt / Ty
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si pentru ficare integrala din membrul al doilea se va putea aplica o formula
analoaga cu (8.19), tindnd seama de arcele: Ay Ag, Ay As, A3Ay, AyA;.

8.8 Formula lui Green.

Ca aplicatie aa reluam domeniul ), astfel ca frontiera sa sa indeplineasca
conditia de a nu fi taiata de o paralela la axa Oy decat in doua puncte, cu
exceptia segmentelor paralele cu Oy, ca de exemplu BC' (Fig. 8.8). Fie y =
¢1(z) ecuatia arcului AEB si y = p2(z) ecuatia arcului AFDC cua <z < .
Vom considera o functie P:D 7R continua si cu derivatele partiale continuie n
D, cu valori reale, P(x, y) pentru (x, y)?D , si vom alege functia f : D — R
ca definita prin: f(x,y) = %—5. Aplicand formula (8.19) obtinem:

OP e e2(z) op
h= [ Sy = [ o [Ty
v) 9y o pr(z) OY

Prin urmare: 5
I = [ PG ala)) = Plaor @)}z

Dar,

B
/a P(x,po(z))dr = /AFDC P(z,y)dx = /CDFA P(x,y)dx,

/a ? Pl o () = /A PG

Observand ca pe segmentul BC' avem x = constant, deci dx = 0, rezulta

formula:
oP
[ Gotwisdy = § Py, (3.23)
) 9y (©)

unde In membrul al doilea figureaza interala curbilinie luata pe conturul inchis
(¢), frontiera lui D, parcursa in sensul direct, sensul care lasa domeniul D la
stanga. Formula se aplica evident la fel pentru un domeniu D care poate
fi Impartit In mai multe domenii inndeplinind conditiile precedente, ca de
exemplu cel din figura 8.9. In mod analog, in cazul domeniilor pentru care
este valabila formula (8.21), adica a caror frontiera este taiata numai in cate
doua puncte de o paralela la axa Oz (Fig. 8.9), astfel ca frontiera sa fie
formata din arcele EyM Dy si EoN Do de ecuatii * = 11(y) si ¢ = ¥a(y) si
de segmentele E1Fs si D1 Dy sa consideram functia: @ : D — R continua si
cu derivatele partiale de ordinul unu continuie in I, cu valori reale, Q(z,y),
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pentru (z,y) € D, si vom alege functia f : D — R definita prin: f(z,y) = %—g

. Aplica nd formula (8.17) obtinem:

12://(D)z—&x,y)dxdy:fdy/l() % (2 )

Prin urmare:
§
B = [ 1QUa0).1) - Qr(v).w)ldy
Dar,

)
/ Qa(y). y))dy = /E Q.

)
/7 QU (y), y))dy = /D Q= /E Qi

Observand ca pe segmentele Dy Dy, E1FEs avem y = constant, deci dy = 0,

rezulta formula:
// (z,y d:rdy—% Q(x,y)d (8.24)

in care integrala curbilinie este luata in sensul direct. Formula (8.24) este
valabila pentru orice domeniu ID a carui frontiera poate fi descompusa in sub-
domenii care indeplinesc conditii asemanatoare cu cele indeplinite de D din
cazul tratat. Prin scadere termen cu termen formulele (8.24) si (8.23) obtinem
formula lui Green:

oQ oP
//(D)[a—x(w, y) — 8—y(:v, y)ldzdy = ]{ P(z,y)dz + Q(z,y)dy, (8.25)

(c)

valabila pentru orice domeniu D a carui frontiera este formata din arce netede
pe portiuni. In formula lui Green (8.25) integrala curbilinie este luata in sens
direct fata de .

Aplicatie: Sa luam P(x,y) =
conduce la:

-4, Q(z,y) = 3, formula lui Green (8.25) ne

1% xdy—ydaﬁ—// dxdy = Q.
2 Je (D)

Regasim expresia ariei domeniului D, cu ajutorul integralei curbilinii.
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8.9 Schimbarea de variabile in integrala dubla.

Relatiile dintre arii.

Sa efectuam schimbarea de variabile:

{ z = a(u,v) (8.26)

Yy = y(ua U)

care s realizeze transformarea punctuald a unui domeniu I’ din planul (u,v)
intr-un domeniu I din planul (z,y) iar frontierei (¢’) a lui D/ (presupusa for-
mata dintr-un numar finit de arce netede pe portiuni) sa-i corespunda frontiera
(c¢) (de asemenea neteda pe portiuni). Functiile z(u,v) si y(u,v) sunt presu-
puse continuie si cu derivatele de primul ordin continuie in I)’. Vom presupune
ca transformarea (8.26) este bijectiva, adica si reciproc unui punct (z,y) € D
ii corespunde un singur punct (u,v) € '. Pentru aceasta stiim ca este necesar

.II.-"E & .}T

-
(¢)=Fr(D)

(©)=Fr(D)

0 L 0
Fig. 8.11:
S& avem: o )
T,y
= det
J e 3w, v) #0

in D'. Fie o diviziune (d’) a domeniului D’ in subdomeniile D, Dy, ..., D},
;ei 1i corespunde prin (8.26) o diviziune (d) a domeniului D in subdomeniile
D1, Dy, ..., Dp. Aria unui domeniu D;, care este limitat de frontiera sa (¢;)i =
1,...,p este data de:

1
le—j{ xdy — ydz
2 Ji.
(ci)
Dar avem: 5 9
de = Zdgu+ Law
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si
Oy Oy
dy = 5, 0ut 5,0

si atunci cand (z,y) descrie curba (¢;) in sens direct, punctul (u,v) va de-
scrie curba (c}), frontiera domeniului imagine. Prin urmare presupunand ca
ecuatiile parametrice ale lui (¢)) sunt: v = wu(t),v = v(t),a <t < 3, vom
avea: © = zlu(t),v(t)], y = ylu(t),v(t)] pentru punctul corespunzator pe (¢;)
si inlocuind in expresia lui §; rezulta:

1 oy ox oy oz
Q; = 5 ﬁcg)(xau yau)du + (mav U dv)dv,

sensul parcurs pe (¢}) fiilnd acela care corespunde sensului direct de parcurs
pe (¢;), care este impus de formula ariei. Prin urmare, cu formula lui Green
rezulta:

0
Q;, = 5/ det (z,y) dudv,
@)  O(u,v)
unde £ = +1, daca sensul de parcurs pe (c}) este cel direct sau ¢ = —1, daca

/

sensul de parcurs pe (¢}

") este opus sensului direct. Aplica nd teorema mediei

|

T ) (I:I, [:':I - &
(0,00 (1, e

}ir]l.

©,1) L

(3, -1

Fig. 8.12:

avem: a( )
xr,y /
(u,v) Hewswn

Q; = e{det

(e = £1) unde (u;,v;) € D). Dar ariile fiind pozitive, ; > 0, Q) > 0; rezulta

ca trebuie sa avem € = +1 sau € = —1 dupa cum J = det%’zg este mai mare
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ca zero sau mai mic ca zero. In orice caz deci:

O(z,y)
(u,v)

Se deduce astfel relatia dintre arii. In acelagi timp din consideratiile de mai
sus rezulta ca: daca J > 0 atunci sensul pozitiv de parcurs din planul (u,v)
pe o curba (¢}) va avea corespondent sensul pozitiv de parcurs pe imaginea ei
(¢i); daca J < 0, atunci sensurile de parcurs pe (c;) si (¢;) sunt opuse.
Exemplu: Functiile z = u + 3v, y = 3u — v, definite pe intervalul [0, 1] x [0, 1],
transforma invers acest interval bidimensional D (Fig. 8.12), u = %(x—i—?)y)v =
L3z —y), cuz € [0,4], y € [-1,3]. Determinantul transformarii este — -,
care este negativ.

Q; = det |0 2 (8.27)

Schimbarea de variabile.
Sa consideram suma integrala:

p p

s(d) =Y F(M)Q = f(i,y:),

=1 i=1

relativa la functia f : D — R. Cu ajutor] transformarii (8.26) si a formulei
(8.27) putem scrie:

” Az, y) ,
o(d) = Zf[x(%vi)vy(uuvi)”det B, v) | (us,05) S

=1

unde (u;, v;) € D). Dar in membrul al doilea avem o suma integrald relativa la
diviziunea d’ a domeniului IV si la functia f[z(u,v), y(u, v)]| det %] Rezultd
de aici formula de schimbare de variabile in integrala dubla:

= r\u,v u,v (§] 8(x
I, oty =[] slatu v elie 5

In aplicatii, pentru a calcula integrala dubla din membrul al doilea al formulei
(8.28) nu este nevoie sa construim conturul (¢’) care limiteaza domeniul D' in
planul Ouv. Este uneori mai simplu de a construi pe u si v ca un sistem de
coordonate curbiliniu in planul Ozy, trasand curbele u = constant, si curbele
v = constant, care impart domeniul D in regiuni (Fig.8.13, stanga). Daca
u = « gi u = 3 sunt valorile extreme date lui u pentru ca u = constant sa taie
pe (c) si daca ea nu taie in general pe (c¢) decat in doua puncte, atunci conturul
(c) va putea fi separat in doud portiuni APB si AQB pe care v = ¢ (u) sau
v = @a(u), presupunand ¢ (u) < p2(u), pentru a < u < 5. Vom avea:

.9) |dudv, (8.28)
,0)
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=4 v
Li=Aa
T ":_;;:;"Q—ﬁ—-__.H

) o R R SR
Ve . P !
< | i
X ] of £
Fig. 8.13:
Jé] 2 (u)
[ sy = [au [ Fla(u,v), y(u, )] det 282 gy
(D) a o1(u) O(u,v)

In planul Ouv, pe care nu este nevoie sa-l desenam (construim), am avea
Fig.8.13, dreapta.

8.9.1 Integrala dubla in coordonate polare.

In multe cazuri calculul integralei duble este simplificat prin schimbarea coor-
donatelor (z,y) ale punctului M in coordonate polare (p, ), folosind relatiile:

FJI.
Il
H
04 8 L%
Fig. 8.14:
{ z = peost p>0,0€l0,2m),J = g_i % = p,dzxdy = pdpdf  (8.29)
y=psing © — 8—; 5
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Formula de trecere de la integrala in variabile (x,y) la variabilele polare (p, )
devine:

//D f(:v,y)dxdy://le(pCOSQ,psiHH)pdde (8.30)

In calculul integralei duble in coordonate polare apar doua cazuri:

Punctul O se afla in domeniul D.

In acest caz orice linie de coordonate, 6 = const., intersecteaza frontiera lui D
numai intr-un punct sau in lungul unui segment(Fig 8.15 stanga). Fie p = o(6)
ecuatia frontierei in coordonate polare. Atunci:

//Df*(pﬁ)pdpdez/O%de/op(e) F*(p,0)pdp (8.31)

cu f*(p,0) = f(pcosb,psinb).

B=comnst.

Fig. 8.15:

Punctul O se afla in afara domeniului D.

Se considera D cuprins intre liniile de coordonate 8 = 61, 6 = 65 si orice linie
0 = const. € (61, 02), intersecteaza frontiera (c) a lui D in cel mult doua puncte
de-a lungul unui segment. Punctele, de tangenta M si N impart (¢) in douad
parti:

(MPN): p = pi(6)

(MQN): p = pa(6)

unde p;, p2 sunt functii continuie, injective, care satisfac conditia p; < po,
pentru orice 6 € (61, 03). Trecand la integrale iterate:

02 p2(0)
// f*(p,0)pdpdf = / do f*(p,0)pdp (8.32)
D 01

p1(0)
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Aria lui D se obtine pentru f*(p,0) = 1, deci:

0> p2(0) 10 )
A= / a0 [ pdo= / P3(60) — p3(6)
01 p1(0) 01

8.10 Integrale duble improprii.

Am definit integrala dubla / / f(x,y)dxdy a unei functii reale f, definita
(D)

si marginitd pe un domeniu compact (multime inchisa si marginita) D C R2.
Vom extinde aceasta definitie mai intai pentru cazul in care D nu mai este
marginit. Amintim ci un domeniu plan se numegte nemarginit daca de exem-
plu el contine puncte exterioare oricarui cerc cu centru in originea axelor de
coordonate.

\?

Fig. 8.16:

Dam urmatoarea:
Definitie: Fie o multime nemaérginitd D in plan. Spunem cd D admite o
exhaustiune daca existd un sir (D,)pen de multimi plane, compacte care au
arie si indeplinesc conditiile:
1) Sirul este ascendent fata de operatia de incluziune, adica:

(D) € Dn41), | JDn=D.
n=1

2) Orice multime compacta din D este continuta intr-un D,,. Daca D este un
domeniu plan nemarginit atunci putem realiza o exhaustiune a lui D in felul
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urmator: Consideram un sir numeric (ry,)nen strict crescator cu lim r, = co
n—oo

si fie sirul de multimi:
Ky = {(z,y)la* +y* < 7}

Daca luam D,, = D NK,, realizam o exhaustiune a lui . Avem reprezentarea
grafica(Fig. 8.17 stanga):

¥

. il
% — it
o g 5
.g)'l /z P ax 2

)

oY

¥

f
e

7
[ ]

Fig. 8.17:

Putem de asemeni sa luam patrate cu centru in origine si cu latura egala
cu 20, cu (bn)nen, Sir strict crescator cu lim £, = oo i fie girul de multimi:
n—oo

Pn = {(z,y)|maz|z|, [y| < {n}

Daca luam D,, = DNP,, realizam o exhaustiune a lui D. Vom avea reprezentarea
grafica(Fig. 8.17 dreapta):

Definitie: Fie f o functie reala definitd pe un domeniu nemirginit D € R? si
integrabila pe orice subdomeniu compact, care are arie, a lui D. Spunem ca f
este integrabila impropriu pe D, daca existd un numar I, astfel incat pentru
orice exhaustiune (D,) a lui D sa avem:

n—oo

lim / f(z,y)dxdy = I
(D)

sl vom scrie:

//(D) f (@, y)dzdy = lim //(Dn)f(a:,y)dxdy (8.33)

Despre integrala din membrul stang spunem ca este convergenta pe D.
Exemplu: Fie f(z,y) = zy, f: R? = R, deci D = R? gi s luam: D,, =
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2 r
{(z,y)|z? + y? < n?}, atunci: // xydrdy = /0 d@/o p> cos Bsin0df = 0,

(Dn)
si deci: lim // xydxdy = 0. Pe de alta parte daca ludm: D), = {(z,y)| —
(Dn)

2n 2n
rydxdy = / :de/ ydy =
) -n -n
3n?

(7)2, si cum lim //( I)wydxdy = +oo rezultd ca f nu este integrabila

n <z < 2n-—n <y < 2n}, atunci: //
(D

/
n

n—oo

impropriu. In legatura cu integrabilitatea functiilor pozitive pe un domeniu
nelimitat are loc:

Teorema 6. Daca f : D — R, f > 0 iar D este nemarginit si f este integrabila
pe orice subdomeniu compact, care are arie atunci f este integrabild impropriu
pe D daca si numai daca exista o exhaustiune (D) a lui D astfel incat limita:

lim / f(z,y)dxdy = I
(D)

n—oo

exista gi este finita. In plus are loc egalitatea:

I= //(D) fz,y)dxdy.

[Necesitatea este evidenta. Pentru a demonstra suficienta vom considera ex-

haustiunea (D,),en, pentru care lim // flz,y)dxdy = I. Fie o alta
(Dn)

n—oo
exhaustiune (D) en §i va rezulta cd existd un indice k = k(n) astfel ca
D! C Dy (n). Pentru ca f este pozitiva pe D rezulta:

/ f(z,y)dedy < // f(z,y)dedy <1
(Dn) (Dge(ny)

Din faptul ca f > 0 rezulta ca sirul (// f(z,y)dxdy)nen este monoton
(D)

crescator si marginit, prin urmare are limita si aceasta este:
I’ = lim // f(x,y)dxdy. Intre cele doud limite are loc inegalitatea: I’ <
n—oo
(D7)

I. Daca schimbam rolul celor doud exhaustiuni obtinem I < I’ gi deci I’ = I.]
Exemplu . Fie f(z,y) = e~ @) . R?2 — R, deci D = Ry x Ry, Vom
arata ca f este integrabila impropriu pe D. Deoarece f > 0 pe D este suficient
s& consideram o exhaustiune particulara a Iui D. Luam D, = {(z,y)|2? +y? <
n?x >0,y > 0} si atunci:

I:// e*(’”2+92)d3:dy: lim // e*(x%ryz)dxdy.
(R3) "o JJ(Dn)
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IL}T

- m

D,

Fig. 8.18:

Daca facem schimbarea de variabile si anume cea in coordonate polare obtinem:

—n2

x n 2
@+ Jd :/ng/ 0 pdp = & T S T
//(n)e vy = | 0 | e pdp = (=—-l0) = 5G-57) — ]

Daca consideram exhaustiunea D), = {(z,y)|0 < z < n,0 <y < n}, atunci:

// e*($2+y2)dxdy :/ dx/ e’(“"”2+y2)dy = (/ exzdx)(/ enydy) -
®,) o Jo " ’

n
_ 2 oy <
( / e~" dr)?. Daci tinem seama de teorema dat# avem:
0

/ e dy = ﬁ
0

2

Acest exemplu si totodata procedeul de calcul apartine lui Poisson.
Alt exemplu: Sa se calculeze integrala improprie:

// e_a(12+y2)cos(:n2 + y?)dzdy
(R%)
cua >0

Cu exhaustiunea D, = {(z,y)|z? + y* < n% n € N} avem:
2m n
lim // e_a(whryz)cos(l‘2 + y?)dxdy = lim d9/ e_a’ﬂcos(p2)pdp =
n

. —ap? 2 ot 2

lim 27 [ e " cos(p”)pdp = w e”*costdt = 5
n—0o0 0 0 1+«
rezultate in legatura cu integralele duble improprii fara demonstratii.
Teorema 7. Necesar si suficient ca f sa fie integrabild pe un domeniu D
nemarginit este ca functia |f| sa fie integrabilt impropriu pe D.
Teorema 8. Fie f si g dous functii reale definite pe un acelasi domeniu D C R?
nemarginit integrabila pe orice subdomeniu compact, cu arie, a lui ID. Daca:

1) g este integrabila impropriu pe D

Vom da unele
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2) | f(z,y)| < |g(x,y)| pentru orice (z,y) € D, atunci f este integrabila impro-
priu pe D.

Aplicatie: In conditiile teoremei 7, daci f(z,y) < g(z,y) =
1, M > 0 atunci f(z,y) este integrabila.

Pentru K,, = {(z,y)|z?>+y*> <n?},n € NsiD, =K, ﬂ]D)/ f(z,y)dxdy <

2w
// xydxdy,lar// myd:pdy—M/ d9/ figa 1=

Wk} 1— a[a2a 7 (n2+a2)a r] < = a)a2a 25 pentru a>1
Teorema 9. Presupunem ca f, g : R — R sunt absolut integrabile pe (—oo, +00)
atunci produsul f(z)g(y), definit prin (z,y) — f(x)g(y) este integrabil si are

loc egalitatea:
+oo +o0o
I, pwesy= [ s@as [ g

Folosind aceasta teorema putem stabili formula lui Jacobi, care da legatura
intre functiile lui Euler 3 si v astfel:

M
(CGErETIE

“+oo “+o00
Se considera y(p) = / yP e Vdy si y(q) = / 2 e ®dz, cu p,qg > 0
0 0

rezulta ca:
p)(a) = e” Ty dady
(R3)

Daca facem schimbarea de variabile:

!

<

G

o

NAAANSSNANR
=

7727707777

777777777

Fig. 8.19:

= ]_— =
y:u’u V= ——
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Aceastd transformare duce ' = [0,00) x [0,1] in D = [0,00)[0, 00) Determi-
nantul matricei lui Jacobi este:

1—wv
J = =u—uv+uv=u
—uu

1 +o00

si deci vom avea: v(p)vy(q) = / dv/ uPI P (1 — )T eugy,
+oo 1 0 0

= e“upﬂldu/ P11 = 0)7dv = y(p + q)B(p, q), §i cu aceasta

am aré%at formula lui Jacobi. Vom considera acum cazul in care functia

reald, f(z,y) este definitd intr-un domeniu I din R? cu exceptia unui punct

My (zg,y0) din D gi in orice vecinatate V a lui My, f este nemarginita (deci

lim f(z,y) = +00). Vom presupune de asemeni ca D si V au arie(
(z,y)—(0,y0)
cu alte cuvinte sunt masurabile) si ca f este integrabila pe D — V. Punctul

My(xo,y0) poate fi si pe frontiera lui D. Vom avea deci figurile: Portiunile

Fig. 8.20:
hasurate ilustreaza pe D — V. Consideram un sir de vecinatati descendente
ale lui My, (Vi)nen, adicad V411 C V,, si lim V,, = (20, y0), deci girul este de-
n—oo

screscator gi punctul limita este M. In aceste condtii putem da urmatoarea:
Definitie: Spunem ca f este integrabila pe D daca existda un numar I, astfel
incat pentru orice sir de vecinatati (V,,) ale lui My de forma celor prezentate,

sd avem: lim // f(x,y)dxdy = I si vom scrie:
(D—Vn)

/ f(z,y)dzdy = lim // f(z,y)dzdy
(D) e JJ(D-Va)

Despre integrala din membrul stang spunem ca este convergenta pe D. Rezul-
tate asemanatoare celor de la interala simpla pe domenii nemarginite pot fi
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stabilite si in acest caz, al integralelor duble. Ne rezumam doar la un exemplu:
Sa se afle valorile valorile lui o € R pentru care integrala:

//]D)) (z—x) dxdzg// y)?e’

unde D = {(z,y)|(z — z0)* + (y Y0)? 7“2} este convergenta. In acest caz
Vi = {(z,9)|(x — 20)* + (y — 90)* = %} si atunci:

2 —Qa
— pdp r_ T 2—2a__ 1
//ID) Vo) Mz, y)dedy = / dH/ 204’% 11— a[r n2(-a)

Deci, pentru o > 0, lim // f(z,y)dxdy exista daca si numai dacaa < 1.
D—V,)

n—~oo

Pentru a < 0 integrala in cauza nu mai este improprie.




Capitolul 9

Integrale de suprafata

9.1 Notiuni din teoria suprafetelor.

Fie f : D — R cu D C R?, o functie cu doua variabile reale continus si
derivabila.
Definitie: Se numeste suprafats multimea punctelor S C R3, definitd prin:

S={(z,y,2)|z = f(z,y), (z,y) € D}
Suprafata S este graficul functiei f(fig.9.1). Oricarui punct P(x,y) € D i

4T

o] .y
X
Fig. 9.1:
se asociaza un punct M de coordonate (x,y,z = f(z,y)) care se obtine

intersectnd suprafata prin paralela la Oz dusa prin punctul P. Mai gen-
eral, functia sau functiile implicite definite prin ecuatia: F(x,y,2) = 0 unde:
F :X Cc R® - R, admit ca grafic o suprafati care poate fi taiata intr-unul

197
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sau multe puncte de o paralela la axa Oz. Aici D va fi domeniul in care este
definita acea functie implicita.

Exemplu. Ecuatia 22 + 32 + 22 — 72 = 0 defineste o sferd cu centru in origine,
de raza r. Emisfera superioara este data de:

NGl
iar cea inferioara este data de:
2= —/1% — (22 + 1?).

Aici X =R3, D = {(z,y)]2? + v < r?}

9.2 Reprezentarea parametrica a unei suprafete.

Sa plecam de la ecuatia:

z:f(m,y),(m,y) eD, (9'1)

a unei suprafete S. Sa efectua m transformarea punctuala:

x = x(u,v)
{ y =y(u,v) 82

cu z,y : A — R, derivabile. Relatiile (9.2) transformi domeniul A C R? in
domeniul D. Vom avea atunci pentru coordonatele unui punct oarecare M al
suprafetei S:

x = x(u,v)
z

= z(u,v)

u
u

unde z(u, v)=f(x(u, v), y(u, v)). Astfel oricarui punct din A ii corespunde un
punct M (z,y, z) din S.

Reciproc, unui punct M(z,y,z) € S ii corespunde punctul P(z,y,0) si
daca transformarea (9.2) este bijectiva atunci lui P ii va corespunde un singur

punct (u,v) € A. Pentru aceasta este necesar ca in A sa avem det ggzgg # 0.
Deci orice suprafata (9.1) admite o reprezentare parametrica de forma (9.3) si
reciproc, daca functiile x,y, z : A — R, derivabile astfel ca cel putin unul din
determinantii functionali:

O(z,y) 9(y,2) 9(z,z)
det Buv)’ det Buo)’ ,det Bu0)"
sa fie diferiti de zero in A, atunci punctul de coordonate dat de (9.3) cu

(u,v) € A, descrie o suprafata S. intr—adevér, daca de exemplu det % #0,

atunci in vecinatatea valorilor xg = x(ug, vo),yo = y(ug,vo), cu (zg,yo) € D,
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se vor scoate din primele doua ecuatii u = u(z,y),v = v(z,y), cu uy =
u(xo,Y0), vo = v(xo,Yo), si atunci din a treia ecuatie rezulta:z = z(u(x,y),v(x,y)) =
f(z,y). Prin urmare punctul M (z,y, f(x,y)) descrie o suprafata, iar vectorul

de pozitie O—]\>4 , al unui punct M € S, se exprima prin:

—

— A e -
P = a(u,0)T +y(0)T + 2w o) F, (9.4)

unde T, 7, ?, sunt versorii axelor de coordonate. Astfel, 7~ este o functie
vectoriala care aplica punctelor din A unui vector de coordonate x(u, v), y(u, v), z(u, v),
saw: 7 : A — V3, unde V3 reprezinta multimea vectorilor din R3. Exemplu:
Reprezentarea parametrica a sferei: Fie M un punct al sferei(Fig 9.2) cu cen-

: 3

Fig. 9.2:

trul in O i de raza r. Meridianul determinat de punctul M si de axa Oz face cu
planul Ozz unghiul ¢ (0 < ¢ < 27). Unghiul ¢ se numeste longitudinea lui M.
Unghiul 6 determinat de directia Oz cu directia OM se numeste colatitudinea
lui M(0 <6 <m). Avem:

x = rsinf cos @,
y = rsinfsin @,
z=rcosb,

si se verifica imediat ca: x? 4+ y? 4+ 22 = r2. Aici domeniul A este definit prin:
u=0,v=p A={(0,9)]0<0<m0<p<2r}
9.3 Coordonate curbilinii pe suprafata.

Vom spune in general ca (u, v) constituie un sistem de coordonate curbilinii pe
suprafata S. Punctul M care corespunde lui (u,v) are coordonatele curbilinii
u si v. Daca dam lui v o valoare vy si consideram toate valorile lui u asa
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ca (u,v9) € A, punctul M de coordonate x = z(u,v9),y = y(u,vp),z =
z(u, vg), descrie o curba situata pe suprafata. Este curba de ecuatie: v = vg in
coordonate curbilinii. La fel dacd dam lui u o valoare ug si consideram toate
valorile lui v asa ca (up,v) € A, punctul M de coordonate x = z(ug,v),y =
y(up,v),z = z(ug,v), descrie o curba situatd pe suprafata. Este curba de
ecuatie: u = ug In coordonate curbilinii. Mai general, daca stabilim o relatie
de forma: u = u(t),v = v(t)u,v : [a,b] — R, atunci z = z(u(t),v(t)),y =
y(u(t),v(t)), z = z(u(t),v(t)), descrie o curba (c) situata pe suprafata S. Tot
aga stabilind o relatie de forma F'(u,v) = 0 intre coordonatele curbilinii u si
v ale lui M, se obtine o curba pe suprafata. Putem lua in particular drept
coordonate curbilinii pe suprafata abscisa x si ordonata y. In acest caz: x =

u,y =0,z = f(u,v).

9.4 Planul tangent si normala intr-un punct pe suprafata.

Fie mai general F(x,y, z) = 0, ecuatia suprafetei S si fie (¢) o curba de ecuatii
parametrice:x = z(t),y = y(t), z = 2(t),t € [a, b], situata pe S si care trece prin
punctul My(zo, Yo, 20). Avem F(xo,y0,20) = 0 si xo = 2(t0),y0 = y(to), 20 =
z(to), to € la,b]. Derivand fata de t relatia: F(z(t),y(t), z2(t)) = 0, gasim pen-
trut = tg, dupa inmultire cu dt: %—g(xo, Yo, zo)x’(to)dt—i—%—g(aﬁo, Yo, 20)Yy’ (to)dt+
%—Z(azo,yg, 20)7' (to)dt = 0 Dar dz = 2/(to)dt,dy = y'(to)dt,dz = 2'(to)dt,
reprezints componentele unui vector d 7 , tangent la curba (c) in punctul Mj.
Relatia precedenta apare ca o relatie de ortogonalitate ﬁod7 = 0, intre vec-
torul d 7 si vectorul ]_>V0 = %—f(a:o,yg, 20)7—1—%—5(3:0,3]0, zo)7+%—§(xo, Yo, zo)?.
Dar acest vector nu depinde de alegerea curbei (¢) pe suprafatd ci numai
de punctul My(zo,yo,20). El definegte in punctul My o dirctie normala la
toate curbele suprafetei care trece prin My. Aceasta este directia normalei
la suprafatd in punctul My. Planul tangent la suprafata in punctul My este
planul ce trece prin M si este normal pe ﬁo. Daca punctul Q(z,y, z) apartine
acestui plan avem:

(z — 560)88—5(1?0, Yo, 20) + (Y — yo)aa—lyj(fﬂoayo, 20) + (2 — ZO)aa_Z(x()vyOa z9) = 0.
(9.5)

Aceasta este ecuatia planului tangent la suprafata S.Intr-un punct oarecare
M (x,y, z) al suprafetei S, vectorul N = gradF(z,y, z) este normal la suprafata.

Daca suprafata este reprezentata prin ecuatia z = f(z,y) putem lua F(z,y, z) =
z — f(z,y). Deci N = gradF(z,y,z) = (—%, —95 ).

Daca suprafata este reprezentata prin (9.4), pe o curba (c) trcand prin M
avem u = u(t),v = v(t) cu ug = u(tp),vo = v(tp). Avem diferentiind fata de ¢:

ox ox 0z

B Oy dy 0Oz
dx = %du + %dv,dy = %du + %dv, dz = %du + %dv,
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unde derivatele partiale se calculeaza pentru u = wug,v = vg. Aceste formule
se condenseaza in relatia vectoriala:
— — —
dr”  0r or

E = %’U/ (t()) -+ —U’Ul<t[)), (96)

in care vectorii:
or 83:—,>+8y—,>+8z? or 8:6—,>+8y—,>+82?
a5 =5 ! a. a. y a2 — 7 ! a. o )
ou  Ou u’ T au ov ov aw? T o
calculati pentru v = wug,v = vy, sunt tangenti la curbele de coordonate de
ecuatii diferite respectiv v = vg, sau u = ug, care se afla pe suprafata si trec
prin My. Deci tangenta la curba (c) in punctul My se afla in planul definit
—
de acesti doi vectori. Scriind relatiile de ortogonalitate dintre N si acesti
e — - —
vectori, adica NO%_Z =0, No%—z = 0 se deduce ca putem lua:

o)
Q

-  0r 07 Ay, z)—
No=-—x — =det ———= i +det
"= B0~ Bu ¢ O(u,v) rhde

(2, 2)

(z,y)—
(w,0) i

7 4 det
T S av)

(9.7)

)
Q

sau
— — — —
No=Ai +Bj +Ck,
am notat cu A determinantul matricei gggf}% , etc., derivatele fiind calculate
pentru u = ug, v = vg. Se deduce de aici imediat si ecuatia planului tangent la
suprafata in My. De remarcat ca cel putin unul dintre determinantii A, B, C
este diferit de zero.

9.5 Elementul liniar(metrica) al suprafetei.

Sa& calculam lungimea arcului de curba (¢). Din (9.6), dupa inmultire cu dt
avem:

ds* = ||d7 || =d7?% = (@du + @dv)Q (9.8)
B B - Ou v ' '
Prin urmare, efectuénd calcule, obtinem formula lui Gauss(1777-1855):
ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv?, (9.9)
unde:
or or or or or or
E = - F = — — e —
(u,0) ou Ou’ (v, 0) ou v Glu,0) dv v

Prin urmare lungimea arcului de curba (c) intre punctele M; si My care core-
spund valorilor t1,ts ale punctului ¢ este:

t2 dS t2 9 / / 9
Late, = | ot = | VEW(0) + 2P () (1) + Gu2(t)dt (9.10)
1 1
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Din relaiatia (9.7) avem ca:

N T \2 2107 |2 (in2(9T. 0T 9T 12|97

NG i(— o) = 15 PIGe P sin® (5, ) = | G P15 (1
(dr )2 ( ")2 = EG — F?, adicd identitatea lui Lagrange:

A? + B* 4+ C? = EG — F?, (9.11)

deci forma patratica (9.9) este pozitiv definita.
Exemplu: In cazul sferei cu reprezentarea parametrica data mai sus, avem:

N = r2sind 7, ds® = r2d6? + r? sin® 0dp?

—
unde 7 = OM. Interpretarea geometrici este imediata rdf reprezinti elemen-
tul de arc pe meridianul lui M, iar r sin 6dy reprezinta paralelul corespunzator
de pe sfera, fig 9.2.

9.6 Elementul de arie pe suprafata.

Fie portiunea de suprafata determinata de liniile de coordonate u = ug,u =
ug + du, v = vg, v = vy + dv. Se formeaza astfel pe suprafatd un paralelogram
curbiliniu MyM;M3M>s a carui arie poate fi aproximata prin aria paralelogra-
mului definit de vectorii MOM; si MOMsy. Avem insa:

\
X

Fig. 9.3:
MyM; = OMy — OMy = 7 (ug + du,vg) — 7 (ug, vo) = a—(uo,vo)du
U
MyMy = OM2 — OMO = 7r (’LL(],’UO =+ d’U) —r (UQ,’UQ) ~ T(Uo,vo)dv
v

Aceste aproximaéri sunt cu atdt mai bune cu cat cresterile pozitive du respectiv
. . . . .. / / . o A

dv, sunt suficienti de mici. Vectorii MoM7j, MoM; sunt vectorii tangenti in

My la curbele de coordonate v = vy, u = ug. Unghiul 6 al acestor vectori este
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prin definitie unghiul curbelor de coordonate ce trec prin My. Avem evident
PP :
|MoM{|| = VEdu,||MyM}|| = vVGdv. Presupunand du > 0,dv > 0, prin
97T 97 : :
urmare: MoM{MoM; = G- 5>-dudv = Fdudv = v EGdudv cos  si deci:

i VEG — F?
cosf) = ——,sinfl = ———
VEG VEG

_
Aria do este data de : do = || MoM]||||MoM}|| sin 6.

Astfel:
do = EG — F?dudv = \/ A% + B? + C?dudv, (9.13)

unde este important de semnalat ca, cresterile, du si dv au loc respectiv pe
curbele de coordonate v = vg sau u = ug.

(9.12)

9.7 Aria unei portiuni de suprafata.

Fie curbele de coordonate u = ui,u = ug, ..., Up—1,Up; V = V1,02, ..., Vg1, Vq
prin care Impartim portiunea S, pentru inceput de forma unui paralelogram
curbiliniu in paralelograme curbilinii elementare s1, s, ..., $p—1, 5, (Fig. 9.4).
In planul Ouv se definegte prin aceleasi relatii o diviziune (d’) in dreptunghiuri

i AZ.

&)

Fig. 9.4:

elementare a domeniului ? descris de punctul (u,v) in reprezentarea paramet-
rica a suprafetei. Se presupune u; < ug < ... < up; v1 < v2 < ... < vy. Numim
norma ¢(d) a diviziunii d = (s, S2, ..., sp) maximul diametrelor sferelor care
contin aceste suprafete. Suma ariilor suprafetelor s1, sa, ..., s, este aproximata



204 CAPITOLUL 9. INTEGRALE DE SUPRAFATA

prin:

ST VEG — F2(uly, vy) (ui — wim1) (v — vj-1).

1j=1

p
=

Se formeaza astfel o suma integrala relativa la functia VEG — F?(u,v) i la
domeniul A din planul Ouv. Daca aceasta functie este integrabild, atunci

pentru un sir de diviziuni (dy,)nen astfel ca lim 4(dy,) = 0, avem:
n—oo

A= hm.A // V EG — F?dudv (9.14)
(A)

Aceeasi relatie va defini aria si dacd domeniul A din planul Ouv nu este un
dreptunghi ci un domeniu oarecare. Consideratiile de facut sunt similare cu
acelea de la integrale duble, cazul II.

Exemplu. Aria unei sferei.

Avem cu reprezentarea n coordonate sferice: E = r?, G = r?sin?0,F = 0,

deci: ,
A= // sin 0dfdp = r2/ dcp/ sin fdf = 4mr?.
(A) 0 0

9.8 Integrala de suprafata.Definitie.

Notiunea de integrala de suprafata este o extindere a notiunii de interala dubla,
care se introduce in mod analog cu aceea de integrala curbilinie, ca extindere
a integralei simple. Fie ® : X ¢ R® — R, o functie ®(z,y,2) definita pe
domeniul X, ce contine suprafata S. Fie d = (s1, 59, ..., 5p) 0 diviziune arbitrara
a lui S si ay,as,...,a, ariille suprafetelor si, s9, ..., s,, calculate prin formula
(9.14). Folosind formula ariei putem scrie:

ap = // V EG — FQdudv =V EG — FQ(’U,Z‘j, Uij)(ui — ui_l)(vj — ’Uj_l).
(Ak)

(9.15)
conform cu formula de medie, daca suprafata sp este cea care corespunde
domeniului Ay = {(u,v)|ui—1 < u < ui,vj—1 < v < vy} din planul Ouw. Aici
(uij, vij) € Ag. Sa formam suma integrala:

p
E D (k, Yr, 21) Ok,
k=1

in care (z, Y, 2k) reprezinta coordonatele punctului M;; € sy, care corespunde
lui (uij,vij) € Ag. Daca consideram un sir de diviziuni (dp)nen cu norma £(d,)
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astfel ca lim £(d,) = 0, rezulta de aici in virtutea lui (9.15):

I = lim X(d,) = // O (z(u,v),y(u,v), 2(u,v))V EG — F2dudv,

in ipoteza ca functia care intervine in membrul al doilea este integrabila.
Aceasta limita se numeste integrala de suprafata a functiei ® pe portiunea
de suprafata S care corespunde lui A si se noteaza:

//(S)q)(m’y’z)d(’://(A)‘P(m(u’v),y(u,v),z(u,v))mczudv. (9.16)

Observatii:
1) Integrala de suprafata se reduce prin (9.16) la o integrala dubla pe domeniul

A.
2)Daca ® = 1 se regaseste expresia A4 = // do a ariei lui S.
(S)

3) Nu este necesar ca @ s fie o functie definita pe un domeniu X tridimensional,
care sa includa pe S. In aplicatii intervin deseori functii ® : S — R, care
sunt definite numai pe suprafata S. Prin reprezentare parametrica avem deci:
d:A—-R.
9.8.1 Reprezentare particulara a unei integrale de suprafata.
Daca ecuatia suprafetei este z = f(z,y), atunci avem:

'r :u7y:v7Z: f(u7v)7

deci:
E=1+p*F=pq,G=1+¢,

unde p = %,q = g—g. Din (9.13) rezulta:

Ox oy

do = /1 + p2 + ¢?dxdy = \/1 + (g)2 + (g)Qdudv.

Aria proiectiei lui S, notata cu pryo,S = D, a suprafetei S pe planul Oxy
(Fig.9.1) se obtine aplicand considerentele precedente. Vom avea:

//(S)é(a?,y,Z)dU://Dd)(a:,y,f(x,y))\/mdxdy. (9.17)

Revenind la proiectia lui S, fie D = (z,y)|x = z(u,v),y = y(u,v), (u,v) € A
aceasta proiectie. Pe D avem z = 0, suprafata fiind in planul Ozy. Deci ele-
mentul de arie notat acum cu dw, = dxdy este dat de:

9z, y)
d(u,v)

dw, = dzdy = | |dudv = |C|dudv
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atat in virtutea lui (8.27) de la integrale duble cét si a formulei (9.13) aplicata
su(prafel;ei D, deoarece pentru aceastd suprafata planda A = 0,B = 0,C =
0

a(i:gg |. Comparand cu formula (9.13) aplicata lui S, rezulta:

c

unde v este modulul cosinusului unghiului format de vectorul ﬁ(A, B,(C) al
normalei la suprafata cu axa Oz.

N —

Intr-adevar ||N|| = VA2 + B2 + C2.

Avem la fel formulele:

dw, = dxdy =

do = vydo (9.18)

A
dw, = dydz = Al do = ado, (9.19)
VA2 + B? 4 C?
_ _ | Bl _
dwy = dzdx = do = Bdo (9.20)

A? 4+ B? + (C?

(o, 3,7) fiind modulele proiectiilor vectorului unitate 7 = I%H'
aici:

Rezulta de

do?® = dw? + dwz + dw? (9.21)

numita relatia lui Piagora aplicata elementului de suprafata do si a proiectiilor
sale pe planele de coordonate.

9.9 Calculculul volumelor cu integrale de suprafata.

Am vazut ca pentru o functie f : D € R? — R, integrala // f(z,y)dxdy
(D)

reprezinta volumul limitat de suprafata S = (z,y,2)|z = f(z,y), (z,y) € D,
de domeniul D si de suprafata laterala obtinuta prin deplasarea unei drepte
ce se sprijina pe frontiera lui D i este paralela cu Oz. Daca vom generaliza,
considerand suprafetele Sy si So, de ecuatii z = f1(x,y), respectiv z = fo(z,y),
cu (z,y) € D i fi(z,y) < fo(z,y), atunci cilindru limitat de aceste doua
suprafete si avand generatoarele paralele cu Oz:

V= //(D) falery) — fia,y))dedy

Fie 75 versorul normalei lui Sy intr-un punct P, cu sensul spre exteriorul
corpului cilindreic. Avem -9 > 0. Intr-adevar fie M un punct pe aceasta

o Eeam— — —— o E—— .
normala. Avem PoM = pma, cu p = |[PaM|| > 0 daca P,M are sensul lui
— 9 . . . .
ng. Daca M este exterior corpului, atunci zp; > zp,; dar zpr — zpa = py2 deci
72 > 0 caci p > 0. Se arat la fel ca daci ng(aq, 31,71) este versorul normalei
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Fig. 9.5:

la suprafata S; in punctul P; si dacad normala este dirijata spre exteriorul
corpului, atunci 77 < 0. Rezulta deci ca elementele de arie din P; si P,
proiectate pe planul Ozy ne dau relatiile dedy = y2dosy si dedy = —y1do;.
Putem deci exprima volumul V sub forma unei integrale de suprafata:

V—// z*yda—// zydo (9.22)
(S) (=)

unde S = S; U Sy iar v = 42 pe Sa,7 = 71 pe S1. Prin ¥ sa notat suprafata
totala a cilindrului adica, X = S;1 U Se U Sy cu Sg suprafata sa laterala. Pe
aceasta este evident ca v = 0.

Observatii. Formula (9.22) a fost stabilita pentru corpuri geometrice limi-
tate de suprafete pentru care avem reprezentarea de forma z = f (x,y). In
cazul general formula ramane valabila. Este suficient sa descompunem corpul
prin suprafete S convenabil alese in mai multe domenii care sa indeplineasca
conditia ca o paraleld la axa Oz sa le taie frontiera in cel mult doua puncte,
ca de exemplu in figura (Fig.55): Se aplica formula pentru fiecare domeniu.
Contributia lui S dispare deoarece pentru X; si Xy normala pe S se ia in sensuri
diferite.

In mod analog se stabilesc formulele:

V:// zado; (9.23)
(S)

V = do. 9.24
/(S)yﬂ - (9.24)
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zll:

Fig. 9.6:

9.10 Integrale de suprafata in raport cu coordo-
natele.

Fie campul vectorial v = ¥’ (x,1,2) v : (S) C R?* — R3 prin ¥ = P(z, y, 2)7—1—

— —
Q(z,y,2) j + R(x,y,2) k, atunci:

// Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = // (Pa+ QB+ Ry)do = // T ndo
®) (©) (©)
(9.25)

iar integrala
// P(z,y,2)dydz + Q(x,y, z)dzdx + R(z,y, z)dzdy
(S)

se numeste integrala curbilinie in raport cu coordonatele sau integrala cur-
bilinie de tipul II.
Pentru S reprezentata de z = f(x,y), vom avea:

// Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = // (—=pP — qQ + R)dxdy (9.26)
(S) (D)

unde in integrala din partea dreapta D = Pryo,(S), p = %,q = 3—5 iar

z:f(x,y)

9.11 Formula lui Stokes.

Sa construim o suprafata S de ecuatie z = f(x,y), (z,y) € D, unde f admite
derivate partiale de ordin intai continuie pe D C R?. Pe aceasta suprafata luim
o curba inchisa (c¢), care este presupusa reductibila la un punct prin deformatie



9.11. FORMULA LUI STOKES. 209

Fig. 9.7:

continud fard a iegi de pe suprafata. Aceastd curbd se obtine stabilind o
legatura intre x §i y de exemplu prin reprezentarea parametrica z = x(t),y =
y(t), de unde z = f(z(t),y(t)), cu @ < t < . Curba fiind inchisa, aceasta
revine la a presupune ca z(a) = z(0),y(a) = y(08), z(a) = z(03). Fie o functie
P :X — R, unde X este un domeniu aga ca (¢) C (S) C X. Presupunem ca P
admite derivate prime continuie. Fie integrala curbilinie in raport cu variabila

X
I:% P(wayﬂz)dxv
(c)

luata pe (c) in sensul direct, acela care lasa la stdnga portiunea S, din S,
limitata de curba (c). Fie (co) proiectia lui (¢) pe planul Ozy si D,y por-
tiunea din domeniul D pe care o limiteaza. Pe suprafata S. avem P(x,y,z) =
P(z,y, f(z,y)), cu (z,y)?Ds. Putem aplica deci formula lui Green. Avem:

aP oP
7{ P(x,y,z)dx Zf P(z,y, f(z,y)) // - + —Q)dxdy,
(c) (co) Deg

unde ¢ = %gjj Dar 7 (a, 3,7) fiind vectorul normalei la suprafata S, in sensul

cresterii lui z (z crescator), deci in sensul normalei orientate astfel incat sensul
de parcurs pe (c) sa apara ca sens trigonometric. De asemeni stiim ca ydo =
dxdy. In acelasgi timp avem:

Prin urmare avem si:

Py dw-// (55 Vay) (9.27)
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In mod analog se stabilesc formulele:

B oQ oQ

?é(c) Q(z,y,2)dy = //86(7% — aa)da (9.28)
OR OR

7{0) R(z,y,z)dz = //c(aa—y - ﬂ%)do (9.29)

unde functiile @, R : X — R indeplinesc conditii similare. S& construim functia
vectoriala sau campul de vectori:
—

Fz,y,2) = Px,y,2) i +Qx,y,2) ] + R,y 2)k

— —
Fie de asemeni functia vectoriald sau cAmpul "rot de F' 7 notat prin rot F' ;
care este definit prin:

- OR 0Q.—  ,0P OR — ,0Q OP?

TOtF:(afyfg)l +(@*%)J +(%787y) ;

sau In mod simbolic prin scrierea:

- -
R R
_ 9 9 0
rotl = 3 By 2
P @ R

unde determinantul se dezvoltd dupa linia intdi. Prin adunare, din formulele
(9.27,9.28,9.29) se deduce formula lui Stokes:

j{ F(x,y,z)d?:// (rot?ﬁ)da, (9.30)
() Se

in care 7 (a, 3,7) este versorul normalei la suprafata S.,orientat# in sensul de
avansare al surubului drept, atunci cand I rotim in sensul ales pe (¢).Schematic
avem figura (Fig.9) dreapta.

Observatii: 1) Produsul scalar dintre rotF si 7 reprezints ”fluxul elementar”
al campului rot F prin elementul de suprafata do. Integrala din membrul al
doilea reprezinta ”fluxul total” al lui rot? prin S.. Integrala din membrul
intai se numegte ”circulatia” campului Fin lungul curbei inchise (c).
2)Deoarece membrul intai nu depinde decat de functiile P, @), R si de curba (c)
rezulta ca suprafata S, se poate inlocui cu orice alta suprafata care indeplineste
conditii analoage, care se afla in domeniul X si trece prin (c).
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Integrala tripla

10.1 Scurta introducere in subiect.

Definitia integralei triple sau a unei integrale multiple, pe un domeniu X C R3
sau X C R™ cun = 3 se face in mod cu totul analog. Ne vom limita
la cazul n = 3. Fie deci o functie f : X — R, unde X C R? este un
domeniu spatial tridimensional, care este inclus intr-un interval tridimensional
J={(z,y,2)la<x<bad <x<Vad <x<b'} Deci] CXCR3 Pre-
supunem c a f este marginita si ca frontiera S a lui X este formata dintr-un
numar finit de suprafete avnd plane tangente care variaza in mod continuu
de la punct la punct, adica functiile A, B, C' proiectii ale vectorului normalei
variaza In mod continuu pe suprafata. Vom spune in acest caz mai pe scurt
ca avem portiuni de suprafatt netede. Vom imparti domeniul X cu ajutorul
unor suprafete netede auxiliare in subdomeniile X1, Xo, ..., X, formand astfel
o diviziune (d) si vom nota aceasta diviziune prin (d) = (Xq,Xo,...,X,). Fie
un punct P; din subdomeniul X;; Fie atunci M; marginea superioard si m;
marginea inferioara ale lui f(z,y,2) pe X; U (FrX;). Fie v; volumul lui X;.
In legiturd cu diviziunea (d) se formeaza sumele lui Darboux prin analogie cu
definitia de la integrala dubla luand:

p p
s(d) =Y myv;, S(d) =Y Mjvj,
=1 =1

La fel ca la integralele duble, vom avea proprietatile:

Proprietatea 1. s(d) < S(d), pentru orice diviziune (d).

Proprietatea 2. Daca se considerd o diviziune (d’) a lui X, care este mai fina
decat diviziunea (d), adica o diviziune care poate conserva unele domenii X;
si provine din diviziunea celorlalte prin suprafete suplimentare de impartire,
sau scriind d C d', atunci avem:

s(d) < s(d'); S(d') < S(d)

211
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Proprietatea 3. Fiind date dou & diviziuni oarecari d si d’ ale aceluiasi domeniu
X vom avea:

s(d') < S(d); s(d) < S(d),

deci orice suma Darboux superioara este mai mare decat orice suma Darboux
inferioara.

Proprietatea 4. Multimea sumelor s(d) relative la toate diviziunile lui X
este marginita superior, deci admite o margine inferioara i, deoarece s(d) <

P

QZUJ' < QV. Multimea sumelor S(d) relative la toate diviziunile lui X
j=1

este marginita superior, deci admite o margine superioara I, deoarece PV <

P P
PZvj < S(d). Am notat cu V = Zvj, adica volumul lui X.
j=1 j=1
Proprietatea 5. Avem i <1.
Proprietatea 6. Daca M este marginea superioara a lui f in XU (S), si m este
marginea inferioara a lui f in XU (S), (S) = FrX, avem:

mV <i<I< MV

Norma diviziunii (d) o vom introduce astfel: Pentru un subdomeniu X; din
diviziunea (d) multimea distantelor dintre doua puncte oarecari ale lui X; este
marginita superior caci X; C X C J ea admite o margine superioara d;. Putem
spune deci ca X; se afla intr-o sfera de raza d;. Fie £(d) maximul diametr-
lor di,ds, ...,d, ale diviziunii. Acest numar se numeste norma diviziunii. Se
demonstreaza la fel ca la integrala simpla gi la cea dubla teorema urmatoare:
Teorema 1. Fie ¢ > 0; lui ii corespunde un n(e) > 0 astfel ca pentru toate
diviziunile (d) pentru care ¢(d) < n(e), sa avem:

0<S—-I<egl<i—-s<e

precum si urmatorul:

Corolar. Fie un sir infinit de diviziuni (d,),en ale lui X astfel ca pentru
diviziunea d,, sa avem subdomeniile partiale Xgn) , Xg"), ey X,()n) si fie (U(dy,) )nen
sirul normelor corespunzatoare. Daca lim ¢(d,) = 0, atunci:

n—oo
lim s(d,) =isi lim S(d,)=1.

10.2 Definitia integralei triple.

Functia f(x,y,2) este integrabild pe X = X U (S) daci avem i = 1.
Daca acest lucru are loc, atunci valoarea comuna se noteaza prin:

///f(a:,y,z)dv, sau /// f(z,y, z)dv, si se numeste integrala tripla a lui f
X X
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relativi la domeniul X (sau la domeniul X). Simbolul dv are semnificatia
unui element de volum si insasi notatia propusa reaminteste formarea sumelor
integrale. Aceasta notatie este justificata in special de teorema urmatoare:

Teorema 2: Fie punctele Pj(n) C X;n). Daca functia f este integrabila pe X,
atunci limita sumei integrale a lui Riemann:

o(dn) = Y F(Pf", (10.1)

(n)

in care Ch

(n)

este volumul lui X ;

lim o(d, —l—I—// f(z,y,2)

Observatie. Uneori integrala tripld se noteazd tot cu un singur semn [” pentru
simplificarea scrisului. Deci se poate scrie:

i=I= / flz,y, z)dv
X

La fel ca pentru integrala dubla putem da urmatorul criteriu de integrabilitate:

atunci cand n — oo gi lim ¢(d,,) = 0, este
n—oo

egala cu:

Conditia necesara si suficienta pentru ca functia f sa fie integrabila pe
X este ca pentru orice ¢ > 0 sa se giseasca o diviziune d a lui X astfel ca
S(d) — s(d) < e. Intr-adevir, avem 0 < I —i < S(d) — s(d) < e. Cum ¢ este
arbitrar de mic rezulta I = i.
Consecinta. Stiim ca o functie f continua pe X (compact) este uniform con-
tinud pe X adica pentru orice e > 0, corespunde un 7(e) > 0 astfel incat
|f(P) — f(P")] < e daca ||[P — P'|| < n(e). Am notat prin P punctul (z,y, 2)
gi prin P’ punctul (2/,y/, 2’). Utilizand acest rezultat se demonstreaza:
Teorema 3 Orice functie continua pe X este integrabila pe acest domeniu.
intr—adevér fie diviziunea (dy) si fie punctele P( n) i P AL € X;.n), pentru care

avem M =f ( ), g n — =f (P;(n)), adica pentru care functia isi atinge
maximul sau mlnlmul in X (n) Avem
Pn

dn) =3 FP)0l, s(dy) = Z AR
j=1 i=1

deci §(dy) = s(da) = Y_[F(E) = (P )]0 5i S(da) —s(dn) < € Z o =
j=1
eV daca ¢(d,) < n(e). Rezultd ca functia f este integrabila.
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10.3 impér’girea particulara a domeniului X.

Fiind dat domeniul tridimensional X, putem face impartirea sa in subdomeni-
ile Xy,Xy,...,X,, prin paralele la planele de coordonate. Fie z = z;(j =
Loq),y = ye(k = 1,...,7r) si 2z = z(l = 1,2,...,8) ecuatiile acestor plane.
Un punct P € X are coordonatele x,y, z. Sa presupunem ca atunci cand par-
curgem pe X, abscisa sa variaza in intervalul finit [a, b], ordonata sa y variaza
in intervalul finit [@/, b'], iar cota z variaza in intervalul finit [a”,b”]. Avem deci:
a<r <.<zga<bd<y<.<y_1<bid <z<.<z<V,
deci la diviziunea (d) a lui X corespund diviziunile (d%), (d¥), (d?) ale inter-
valelor [a,b], [a’,b'], [a”,V"]. Domeniile subdiviziunilor sunt acum paralelipi-
pede cu muchiile paralele cu axele de coordonate. Volumul unui astfel de

z

I

Az

?'-l'
.z'f#
- Z-l
R R
2T
r:'___._..i___ I -
i e EEEY TS PR
[ ! :
T ! -
; ! L Y R .
i i /f"f | H LA Pl v
i it 1 i ! o
; i . - [
I I e
i a 1 | £
i L i
XJ}L,{ ______________ PN
N
Fig. 10.1:

subdomeniu complet interior lui X este:

(w5 —25-1) (Y — Yr—1)(2e — 2e-1)

Exista insa si domenii ale diviziunii care sunt intersectate de frontiera lui X.
Daca norma diviziunii este /(d), ea reprezinta in acest caz maximul lungimilor
diagonalelor paralelogramelor interioare complet lui X. Prin urmare normele
diviziunilor (d%), (d), (d?), adica £(d*),¢(d¥),¢(d?), care reprezinta maximele
muchiilor, sunt mai mici decat ¢(d). Rezulta ca in suma integrala s(d) contributia
paralelipipedelor care intersecteaza frontiera poate fi majorata la fel ca la in-
tegrala dubld. Daca frontiera S = FrX este taiata numai in doud puncte de
o paralela la axa Oz, este taiata numai in doua puncte de o paralela la axa
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Oy si este taiata numai in doua puncte de o paralela la axa Oz, daca M este
marginea superioara a lui |f(z,y, 2)| pe X, atunci contributia in suma inte-
grald s(d) este mai mica decat: 2M[(b—a)+ (V' —a')+ (" —a")]4(d), si aceasta
tinde la zero pentru sirurile de diviziuni (dy,),?ny pentru care nh_)rrgo 4(dy,) = 0.

Daca functia este integrabila, avem deci:

// fl@,y,2)dv = lim ZZZJ" o) g =) (28 =2

j=1k=1 ¢=1
(10.2)
(n) (n) _(n)

unde x; ",y ,% ~ sunt puncte de diviziune ale intervalelor [a,b],[a’, V] si

n)

[a”, V"] in diviziunea d,, iar P(kl un punct al paralelogramului determinat de

[x gn)l,xgn)], [y,(C )1,y,(§n)] si [zl(_)l,zl( )] care apartin in acelasi timp lui XU S

(pentru ca frontiera sa fie definita in acest punct), cu conditia lim ¢(d,) = 0.
n—oo

10.4 Noua definitie si notatie a integralei triple.

Ca urmare a relatiei precedente se obisnuiesgte a se reprezenta integrala tripla
si prin relatia simbolica:

1= / / [t 2)ddyaz. (10.3)

Notatia prezintda acelagi pericolul de confuzie ca la integrala dubla. Aici
dz, dy,dz se raporta la deplasarile (dz, 0,0), (0,dy, 0), (0,0, dz) pe laturile unui
paralelipiped si nu la cresterile dz, dy, dz pe o aceeasi curba. Mai corect ar fi
de a scrie: dv = dyxdoydsz, dar ar complica In mod inutil scrierea.

10.5 Proprietatile integralei triple

Aceste proprietati sunt aceleasi ca la integrla dubla si se stabilesc la fel:
Proprietatea 1. Daca f(x,y,z2) si g(x,y,2) sunt integrabile pe X, atunci si
f(z,y,2) £ g(x,y, z) sunt integrabile pe X si avem:

/// x,y, 2)tg(x,y, z)|dedydz = // f(z,y,z d:ndydz:l:/// x,y, z)dxdydz

Proprietatea 2. Daca A este o constanta, avem:

s [ s

Proprietatea 3. Daca domeniul X este impartit in doua domenii X1, Xo,printr-o
suprafata Sy formata dintr-un numar finit de suprafete netede, atunci:
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Fig. 10.2:

// [ f.p.2)dudydz = // [ 1oy, oy + // [ 1@y, dodya

Proprietatea 4. Formula mediei. Daca M si m sunt respectiv marginea supe-
rioard si marginea inferioara a lui f pe X = X U (S), atunci:

mV < // flz,y, z)dxdydz < MV
X

///X f(z,y, 2)dzdydz = pV,

unde m < pu < M. Tn particular daca f(z,y,z) este continua pe X, atunci
exista un punct (§,7,() € X pentru care f(&,7n,¢) = p. In acest caz avem:

/// F (@, 2)dadydz = £(€,n,C)V,

Aceasta este de fapt formula mediei.
Observatie: Daca f(z,y,z) =1 pe X atunci:

///fa: y, z)dxdydz =V,

Proprietatea 5. O formula de majorare. Daca f(z,y, z) este integrabila pe X,
atunci si | f(z,y, z)| este integrabila pe X i avem:

|///fa:y, dmdydz|<// (2, y, 2)|dedydz,

10.6 Calculul integralelor triple.

deci:

Cazul paralelipipedului.

Vom considera intai la fel ca la integrala dubla, cazul in care X este un interval
tridimensional adica: X = {(z,y,2)|la < 2z < b,d’ <z <V,d" <z <V} Fie
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o diviziune (d) realizatd prin impartirea intervalelor [a,b],[d’, V'], [a”,b"] cu
ajutorul punctelor:

(dx) T, X1y ey Tj—1y Ly eeey Tg—1, b

(d¥) 2 a' syt o Y=t Yy oy Yr 1,V

(dy) : CLH, By ooy Rl—15Rls -ooy Rs—15 b’

Notdm prin Mjx, si mji, marginea superioara si marginea inferioara a lui
f(x,y, z) in paralelipipedul X, definit prin:

i1 <2 <2, Yp—1 <Y < Yp, 201 < 2 < 20 Avem:

s(d) =Y > myre(ay — 25-1) Uk — yb-1) (20 — 20-1)

j=1k=1¢=1

q r s
S(d) = Z Z Z Mge(xj — xj—1)(Yk — Yk—1)(2¢ — 2¢—1) Conform proprietatii
j=1k=1 =1
integralei simple avem pentru functia f(z,y, z), considerata pentru z si y fixati

si integrand intre z,_; si z; In inegalitatea mjge < f(x,y, 2) < Mk, obtinem:
2

mjr (21— 21-1) < fx,y,2)dz < Mjp(z1 — 21-1),
21
daca = € [zj_1,2;] sl y € [yk—1,yx). Scriind relatiile de mai sus pentru ¢ =

1,2,..., s si adunandu-le deducem:
S

b s
> mgkelz—z1) = | fla,y,2)dz = Mige(ze — 20-1),
=1 =1

pentru orice z € [zj—1,2;] §1y € [yp—1, yk]_
Fie functia de doua variabile:

a

bll
Fz,y)= [ [f(z,y,2)dz,
a//
care este definita pentru orice z € [a,b] si y € [/, V/]. Daca ea este integrabila
pe acest interval bidimensional( ceeace are loc dacd f este continua), atunci
avem, din definitia lui F(x,y) si a inegalitatii precedente:

S S
> myke(ze— ze-1) < F(,y) < Myge(z0 — 20-1)
=1 (=1

Dar conform cu formulele de majorare de la integralele duble, rezulta de aici
ca integrand pe intervalul bidimensional: Dj, = {(z,y)|zj—1 < < xj, yp—1 <

y < yr}, avem:(zj1—2;) (Yh—1— k) O Myke(ze—20-1) < // F(z,y)dzdy <
=1 Djk

(xj—1 — 25)(Yh—1 — Yk) ZMjkg(Zg — z¢—1) Déand lui j si lui k toate valorile
/=1
j=12..,¢k=1,2,..rsi adunand obtinem chiar sumele s(d) si S(d) scrise
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la inceput, in timp ce:

Zq:k;//mjk F(z,y)dzdy = //DF(:U,y)da:dy,

j=1

unde D este intervalul bidimensional(dreptunghiul) [a, b] x [@/, b']. Prin urmare:

s(d) < //D dzdy / b F(z,y,2)dz < S(d), (10.4)

Daca consideram un sir de diviziuni (d,),ecn ale intervalului tridimensional X
si daca f(z,y, z) este integrabila pe X, atunci pentru lim ¢(d,) = 0 avem:
n—oo

= lim s(dy) = lim S(dy) = ///X Py, 2)dadyds,

n—oo n—oo

Rezulta ca numarul fix (independent de n) incadrat de s(d,,) si de S(d,) in
(10.4) este egal cu aceasta limita, adica:

///Xf(:c,y,z)d:cdydz://Dd:cdy/;/ f(z,y,2)dz, (10.5)

Prin urmare integrala tripla se obtine calculand intai integrala simpla, F'(z,y),
pentru x si y fixati si apoi integrand pe F'(z,y) pe domeniul bidimensional
D, care este domeniul descris de punctul P(x,y,0) de proiectie a punctului
M (z,y, z) care descrie domeniul tridimensional X.

Observatie: Axele Oz,Oy,Oz avand un rol simetric, se mai pot scrie inca
doua formule analoage, inlocuind proiectii pe planele Oyz sau Ozzx.

Cazul general.

Presupunem domeniul X astfel incat frontiera sa si fie formata din doua
suprafete netede S; si So taiate fiecare numai in cate un punct de o paralela la
axa Oz si eventual de o a treia suprafata cilindrica Sg( suprafata generata de
o dreapta ce se deplaseaza paralel cu axa Oz) Fie z = pi(x,y), cu (z,y) € D,
ecuatia suprafetei Sy si z = po(z,y), cu (x,y) € D, ecuatia suprafetei So.
Avem ¢(z,y) < ¢2(z,y), cu (z,y) € D. Aici prin D s-a notat domeniul
bidimensional descris de (z,y) cand z = p1(x,y), sau z = @o(x,y), descrris
respectiv de Sy si So. Acest domeniu notat cu X este inclus intr-un interval
tridimensional : Xg = {(z,y,2)la <z < b,d’ <z <V,d" <z <V'}, ales
convenabil. Vom avea urmatoarea teorema:
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le

e

] =T
0 - - =3
P P
g T
Fig. 10.3:
Teorema 3.

a) Daca functia f(z,y, z) este marginita si integrabila pe X,
b) daca exista integrala:

4,02(36,?;)
Fla.y) = / F(ayy, 2)dz, (10.6)
gm(m,y)

pentru orice (z,y) € D
c) daca F(x,y) este integrabila pe D, atunci avem relatia:

///X f(:zz,y,z)d:cdydz://m d:rdy/:;j:) f(z,y,2)dz. (10.7)

Prin urmare integrala tripla se obtine calculand intai integrala simpla:

F(:B,y) = /_Spl(x’y)cpz(x,y)f(x7y, Z)dz7

pentru (z,y) fixat, in D si apoi integrand pe F(x,y) pe domeniul D.
Ideea demonstratiei este absolut analoaga cu cea de la integrala dubla. Ea se
bazeaza pe considerarea functiei auxiliare, definita prin:

f(z,y,2), dacd (z,y,2) € XU(S) =X

g(x,y,z):{ 0, daca (z,y,2) € Xo — X
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unde Xy este paralelipipedul cu fetele paralele cu planele de coordonate si
contine pe X. Functia g(z,y, z) este integrabila pe Xy cici ea este integrabila
pe X gi de asemenea, fiind nuld, este integrabila pe Xy — X. Avem deci: J =

/// g9(z,y, z)dxdydz = /// g(m,y,z)d:cdydz+/// _g(x,y, z)drdydz =
Xo X Xo—X
/// g(z,y, z)dzdyd:z.
X
b//
Apoi:J = /// g(z,y, z)dxdydz = // dxdy/ g(z,y,2)dz, unde Dy
Xo Do a’

v p2(z.y)
e1(z,y)
daca (z,y) € D, céci g este nuld pe [a" ,gpl) si pe (p2,b"]. Daca (z,y) € Dp—D

b//
avem: g(x,y,2)dz = 0, cici g = 0 Deci cum /// /// ///
a// DO DO

rezulta formula (10.7).

Observatii.

1 Daca f este continua pe X, toate conditiile din enunt sunt satisfacute.

2 Daca domeniul X nu indeplineste conditia ca in afara de portiunea cilindrica
S3 cu generatoarele paralele cu Oz, sa fie limitat de suprafetele Sy si So, taiate
in cate un singur punct de o paralela la Oz, el se va imparti in domenii care sa
indeplineasca conditia si se va calcula integralele triple pentru acele domenii,
adunandu-se apoi rezultatele, conform proprietatii 4.

Aplicatie. Sa consideram domeniul X ca in figura 10.4 stanga: X este limitat

Fig. 10.4:

de emisfera superioara si de discul din planul Ozy, proiectia emisferei data de
ecuatie x2 + y? + 22 = r2, pentru care z > 0. Aici S; = D are ecuatia z = 0, D
este domeniul plan limitat de cercul: 22 4+ y? = r2, z = 0 iar ecuatia suprafetei
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Sy este: z = /r2 — 22 — y2 In cazul actual:

= //X flz,y, z)dxdydz = //D da:dy/o T flz,y, z)dz.

10.7 O alta formula pentru calculul integralelor triple.

Cazul paralelipipedului.

Conform proprietatii integralei duble avem pentru functia f(x,y, z), consid-
eratd pentru z fixat, integrand pe domeniul Dy, si tinand cont de inegalitatea
mji < f(x,y,2) < Mjy, obtinem:

mjke(Tj—2j-1) (Y —Yr—1) = //D f(x,y, 2)dedy < Mjge(x—25-1) (Y —Yk—1),
ik

daca z € [zp_1,2¢). Scriind relatiile de mai sus pentru j = 1,2,...,q;k =
1,2, ..., si adunandu-le deducem:
' q r

q
SN mjre(wi—zi-1) (Y —yr—1) / fla,y, 2)dedy <Y Mipe(z—25-1) (ye—yr—1),

j=1 k=1 j=1 k=1
pentru orice z € [2_1,%¢]. D, este suma domeniilor Dj;. Fie functia de o
variabila:

= / f(z,y, 2)dzdy.
D.

Daca este integrabila pentru z € [a”, V"] atunci:

q r

q
> m]kf —@-1) (Yk—Yk-1) SIS Myl —2j-1) Yk —Yn-1);

j=1k= Jj=1k=1
Integrand intre zy_1 si z¢ si adunand obtinem:

s(d) < " G(z)dz < S(d)

G/N

Prin urmare: o
D= [ a [ sy ey < 5(@.
al’ D.

Daca consideram un gir de diviziuni (d,),en ale intervalului tridimensional X
si daca f(z,y, z) este integrabila pe X, atunci pentru lim ¢(d,) = 0 avem:
n—oo

I= lim s(d,) = lim S(d // flx,y, z)dxdydz. (10.8)

n—oo n—oo
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Rezultd ca numarul fix (independent de n) incadrat de s(dy) si de S(dy,) in
relatia de mai sus este egal cu aceasta limita, adica:

b//
// f(x,yjz)dxdydz:/ dz/ f(z,y, z)dxdydz. (10.9)
X a’ D,

Prin urmare integrala tripla se obtine calculand intai integrala dubla, pentru
z fixat gi apoi integrand pe G(z) pe domeniul unidimensional [a”, b"], care este
domeniul descris de punctul P(0,0,z) de proiectie a punctului M(z,y,z) pe
axa Oz, care descrie domeniul tridimensional X.

Observatie: Axele Ox,Oy, Oz avand un rol simetric, se mai pot scrie inca
doua formule analoage, inlocuind proiectii pe planele Oyz sau Ozx.

Cazul general.

Presupunem domeniul X astfel incat pentru un z fixat planele z = constant
sa intersecteze X in domenii simple in raport cu una sau cu alta din variabilele
sale In domenii notate cu D(z) sau cu D,. Vom avea urmatoarea teorema:

4 I

'hfl

Plamul z = constant

—_ 2
ao a’ b - Yy
w7

Fig. 10.5:

Teorema 4.
a) Daca functia f(z,y, z) este marginita si integrabila pe X,
b) daca exista integrala dubla:

— | ey, (10.10)
D(x)

pentru orice z € [a”,b"]
c) daca G(z) este integrabila pe [a”, "], atunci avem relatia:

b//
// flx,y, 2 dxdydz-/ dz/ f(z,y, z)dxdy. (10.11)
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Prin urmare integrala tripla se obtine calculand intai integrala dubla:

@@=[&dﬂamdw,

pentru z fixat, in [a”,b”] si apoi integrand pe G(z) pe domeniul [a”,b"]. |
Ideea demonstratiei este absolut analoaga cu cea de la integrala dubla. Ea se
bazeaza pe considerarea functiei auxiliare, definita prin:

_ | f(@,9,2), dacii (v,y,2) eXUS =X
g(a:,y%)—{ 0, daca (z,y,2) € Xp — X

unde X este paralelipipedul cu fetele paralele cu planele de coordonate si
contine pe X. Functia g(x,y, z) este integrabila pe X cici ea este integrabila
pe X si de asemenea, fiind nuld, este integrabila pe X — X. Avem deci:

JZ/// 9(z,y, z)dxdydzr:///_g(x,% Z)dxdydz+/// g(z,y, 2)dadydz
%o X Xo—X
= ///_f(mv y, z)dxdydz. Apoi:
X
b//
= /// 9(w,y, z)dwdydz = / dz // g(x, y, 2)dzdy,
Xo a’ Do

unde Dy = {(z,y)]a < x < b,a’ <z <V'}. Avem, pentru un z fixat:

// g(:v,y,Z)dl‘dyz/ f(z,y, z)dxdy
Do D(z)

unde D(z) s-a obtinut prin sectionarea lui X cu planul z = constant|.
Reluand exemplu dat cu metoda cealalta, fig.10.4, dreapta, vom avea:

///x Fl@,y, z)dwdydz = /0’” dz //D(Z) fx,y, z)dzdy,

D(z) = {(z,y)l2® +y* <r? -2}

Ccu :

10.8 Formula lui Gauss si Ostrogradski.

Fie functiile P,Q, R : X — R continuie si cu derivatele prime continuie. Sa
OR -
consideram integrala: I = / / / a—(:v,y, z)dzdydz. In ipoteza ca frontiera
x 0%
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S a domeniului X este de forma deja considerata la stabilirea de exemplu a
formulei (10.7) pentru calculul integralei triple putem scrie:

‘PQ(Q?,Z/
I—//dxdy/ 8ny, 2)dz.
e1(z,y)

Astfel ca vom avea:
I—// z,y, pa(x,y))dzdy — / R(z,y, ¢1(x,y))dzdy.

Notand prin 7 = « i + ﬁ Jj + k: versorul normalei exterioare pe suprafata
S, avem pe portiunea So a lui S : vdo = dxdy iar pe portiunea S; a lui
S : vdo = —dxdy. Pe portiunea S3 a lui S(daca exista) avem ~ = 0, deci:

8R
// (z,y, z)dxdydz = // (z,y,z 'yda—i—// (r,y,2 ’ydfﬂ—/ P3(x,y, z)ydo
Sa S1 S3

sau In mod condensat:

///X ?9—]:(””’9’ 2)drdydz = //S R(z,y,z)ydo. (10.12)

unde integrala de suprafata pe S = FrX este o integrala pe o suprafata inchisa.
Aceasta formula este valabila pentru orice domeniu X care poate fi impartit
intr-un numar finit de domenii, care indeplinesc conditii impuse frontierei prin
suprafete auxiliare. Adunand termen cu termen formulele scrise pentru aceste
domenii, se regaseste formula (10.12) deoarece suprafetele auxiliare intervin
in aceste formule odata cu normala orientata intr-un sens si apoi in sensul
cellalt. In mod analog, se stabilesc formulele:

///X g—f@’y’ 2)dwdydz = /SQ(%W)WU- (10.13)
/// (2, y, 2)dwdydz = // @, y, z)ado. (10.14)

din cauza simetriei rolului axelor.
Adunnd termen cu termen, formulele (10.12), (10.13), (10.14), vom fi
condusi la formula lui Gauss-Ostrogradski:

/// 8_P+@+8_1:d dydz_// Pa+Qp + Ry)do (10.15)

Definitie: Fiind dat ca mpul vectorial:

— — — —
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— — —
se numeste ”divergenta” a campului F' si se notaeza cu div F' sau V F' functia
scalara:

iiF = 08 00 OF

— 4+ — 10.1
oz 8y+6z (10.16)

In membrul al doilea al formulei Gauss-Ostrogradsky (10.15) figureaza inte-

grala:
/ / ?next, do,
S

— . v . . .
unde 7, reprezinta versorul normalei exterioare pe suprafata S notat prin
7 (o, 3,7). Aceasta este fluxul cAmpului F prin suprafata inchisa S. Formula

(10.15) se mai scrie:
/// div?dwdydz: // ?newt,ds. (10.17)
X S

si ea mai poarta numele de ”formula flux-divergenta”.

10.9 Schimbarea de variabila in integrala tripla.

Formula de schimbare de variabila in integrala tripla este similara cu aceea de
la integrala dubla. Ea revine la a stabili relatia dintre volumele v; si v] ale
domeniilor elementare care se corespund in diviziunile (d) si (d') ale domeniului
de integrare X si ale imaginii sale X'. Fie z = z(u,v,w),y = y(u,v,w),z =

LW 12
Miff
. ;///
M.
- '-IJ- I Mi'
ML
O -V O
u
X
Fig. 10.6:

z(u, v, w), schimbarea de variabile, care transform# domeniul X’ C R? descris
de punctul (u,v,w) in domeniul X C R3 descris de punctul (z,y, z). Functiile
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z,y,7z : X’ ¢ R® — R sunt continuie si cu derivatele prime continuie pe X.
Sa consideram o impartire a domeniului X’ prin planele u = constant sau
v = constant sau w = constant si fie X’ un paralelipiped elementar pentru
care un vrf M; are coordonatele (u;, v;,w;) iar celelalte situate pe paralele la
axele Ou, Ov, Ow, cu coordonatele M (u; + dyu;,v;, w;), M/ cu coordonatele
(wi, vi+dovi, w;), M]" cu coordonatele (u;, v, w; +dzw;), unde dyu;, dov;, dzw,
reprezinta cregteri independente suficient de mici In modul, pe care le dam
respectiv lui w;, v;, w;. Volumul paralelipipedului din Fig. 10.6 este v) =
dyu;dovidsw;. Scriind transformarea sub formi vectoriald 7 = 7(u,v,w),
punctului M; ii corespunde punctul P; de vector de pozitie 7; = 7i(ui, Vi, Wy).
Cand u; creste cu dju;, v;, w;, ramanand fixati, punctul P; ajunge in P/; la fel
cand v; creste cu dov;, u;, w;, rAméanand fixati, punctul P; ajunge in P/; iar
cand w; creste cu dzw;, u;, v;, ramanand fixati, punctul P; ajunge in P;”. Avem
. — _ ppl _ 0T — _ pplh _ 0T — _ D pw
evident: d1 r = P“DZ = Wdlui, d2 r = PlfjZ = Wdﬂ)i, d3 r = Pz'Pi =
%dgwi unde derivatele sunt calculate in punctul (u;,v;,w;). Volumul v; al
paralelipipedului elementar definit de acesgti vectori este dat de produsul mixt:

(dl?, dg?, dg?) = dl? . (dg? X dg?),
care trebuie luat in valoare absoluta. Se gaseste astfel formula:

d(z,y,z)

Wi = |5, v, w)

v, (10.18)

in care derivatele partiale %, %, %; %, %, %; g—i, g—i, % se calculeaza in punc-

tul (u;,v;, w;). Formand sumele integrale relative la diviziunea (d’) si la diviz-
iunea corespunzatoare (d) se ajunge apoi la formula:

9(z,y, 2)

///Xf(az,y,z)dxdydz = //X,f(:l:(u,v,w),y(u,vjw),z(u,v,w))|m|dudvdw,

(10.19)
unde reamintim ca notatiile dudvdw si dxdydz pentru elementele de volum
sunt simbolice cregterile lui u,v,w ¢i de asemeni ale lui z,y,z fiind luate
in cate trei directii. Pentru calculul integralei din membrul drept nu este
intotdeauna nevoie de a construi pe X’. Va fi suficient de a examina suprafetele
u = constant sau v = constant sau w = constant in spatiul Ozyz, procedand
ca la integrala dubla.
Observatie: Agsa cum am demonstrat in cazul schimbarii de variabille la in-
tegrala dubla folosind formula lui Green, tot asa gi in cazul schimbarii de
variabile la integrala tripla se poate folosi formula Gauss-Ostrogradski. De
exemplu dacd vom lua in (10.15) P =0,Q = 0, R = z atunci formula devine:

///X dxdydz = //S nydo://S zdxdy. (10.20)
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Daca consideram transformarea:
r = z(u,v,w),y = y(u,v,w), 2 = 2(u,v,w), cu(u,v,w) € X'

Presupunem suprafata S’ ce margineste pe X’ gi suprafata S ce margineste pe
X sl reprezentarea parametrica a lui S':

atunci x,y, z, depind prin intermediul lui w,v,w de a, 3, unde (o, 3) € A

rezulta: oz, 1)
//Szd:vdy: //A Z&(a,ﬂ)dadﬂ'

Folosind regula de derivare a functiilor compuse se poate verifica prin calcul

T By Owy) 0(wy) | Owy) v.w) | .y) dw.u)

si deci:

[ 0y By) ) | Bwy) v, w) | Ory) duw,u)
// adedy = //A B 5) ~ 0w, v) Dl B)  Ow,w) B, B) T Daw, ) Dev, B)

// d dv + 0(,y) dvdw + 0z, y) dwdu] Aplicand formula lui
/ (v, w) O(w, u)

Gauss—Ostrogradski obtinem:

/// da:dydz—// (2,9, 2 d dvduw. (10.21)
s O(u, v, w)

Daca vom lua un subdomeniu X; de volum wv; acesta are corespondent sub-
domeniul X! de volum v} si cu formula de medie aplicata in (10.21) rezulta
formula (10.18), care sta la baza formulei de schimbare de variabile, in inte-
grala tripla.

10.10 Restabilirea ariei unei suprafete.

Ca aplicatie vom restabili formula ariei unei suprafete (S) din spatiu intr-un
alt mod. Astfel imagindndu-ne suprafata (S) ca pe o "coaja” (S.) de grosime
2¢e (luata pe directia versorului normalei in cele doua sensuri ale sale). Acasta
"coaja” va avea un volum V(S;). Prin definitie, aria suprafetei (S) va fi:

= lim —> (10.22)

Aplicatie. S& se calculeze suprafata sferei cu centru in origine si de raza
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r>0(z% + 92 + 22 =r?).
Avem In acest caz:

Se ={(z,y,2)|[(r —e)* <2 +y* + 2 < (r+¢)*}

4 2 dm(r—e)? 4
V(Se) = W(T;Lg) - 77(7"3 2 :§(6T2€—283):8WT28—8§83.

Vom avea deci conform definitiei (10.22)

8 2. _ 8w _3

= 4712, .
lim 5 r (10.23)

Revenind la cazul general, considerand suprafata (S) data parametric prin:z =

hZ

Fig. 10.8:

z(u,v),y = y(u,v),z = z(u,v), sau vectorial: 7 = 7 (u,v), cu (u,v) € A,
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vom arata ca avem:

// 12T —|dudv

Pentru justificare, vom considera un domeniu sratificat,(Fig.10.7 stanga ),
obtinut din A de grosime 2¢, notat cu A., A = A x [—¢g,¢],e > 0. In
corespondenta cu A, vom pune coaja (S;) data de:

b= T (u,0) + 17 = (2(u,0) +1a) T + (y(u,v) +8) § + (2(w,0) + 1) & ,

unde a Lo
T T
- _ e w ou X 9w
n=at +p0j +vk = 8r><&’
ou ov

iar t € [—¢,¢]. Volumul "coajei” (S;) este dat de:

— /// dadydz = /// det 2892 4
e Sx[—ee] a(“? v, t)

Dar
gz | t9a Oy 4 408 0z 4 9z Dy 9z
a($y ) 8 g gu Oou Qu Ju
s I 4 _ 9 3 g B
O(u,v,t) 81) o+t g+tav —+t8v =] & % \tW(u,v) =
@ B g a B v

(25 x O2) . 7+ W (u,v) = |22 x 2| + W (u,v). Rezulti:

/// ‘81" x—]—{—tW(u v)]dudvdt = 25// |8—T><—\dudv+52W*(u,v).
S[—e,e]

Prin impartire la 2¢ si trecere la limita (¢ — 0) obtinem rezultztul urmarit.

10.11 Integrale triple generalizate, exemple.

Coordonate sferice.

Fie coordonatele sferice p, 8, . Avem:
x = psinfcosp,y = psinfsiny, z = pcos

cul<p,0<0<7m0<p< 27, In acest caz avem:

det 2) = p?sind.
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Exemplu: Fie de calculat integrala tripla:

/// dxdydz
X (1-2 + y2 + Z?)a

unde o > 0, @ # %, iar X este sfera x2 +y?+ 22 < r2. In acest exemplu, functia

de integrat nu este continud in origine; avem: lim f(x,y,z) = co. Deci
(2,9,2)—(0,0,0)

nu putem vorbi de integrala proprie deoarece in teoria integralelor s-a presupus
functia in cauza a fi marginita. La fel ca la integrala simpla si dubla vom
exclude din domeniul X domeniul sferic definit de X. = {(z,y, 2)|2? +y? +22 <
e?} g vom calcula integrala pe X — X.. Daci integrala tinde citre o limita
pentru € — 0, vom obtine astfel o integrala generalizata(improprie).

// f(z,y, z)dzdydz = hm /// (x,y, z)dxdydz (10.24)
X X-Xe

In cazul actual, trecand in coordonate sferice, gasim:

dxdyd A
Je = /// 2 — 2) /// 2% sin Adpdhde = —W(r3*2a_p3*2a).
XXECE—Fy + 22) XXE 3 9%

47
Avem liH(l) Je = 3—2/)3_20‘, dacd 3 — 2a > 0. Daca 3 — 2a > 0 integrala
e— — z(x
este divergentd. Procedeul indicat aici poate fi extins in toate cazurile in care
functia de integrat f devine infinita Intr-un punct izolat. Se poate deduce
astfel:

Teorema 5. Daca functia f devine infinitd intr-un punct ), iar produsul

—
F(M)||MQ||? este marginit, atunci integrala tripld pe domeniul X, care contine
punctul @) are sens daca 0 < # < 3; ea nu are sens sau vom spune ca este
divergenta daca G > 3. In exemplul considerat avem 8 = 2a.

Coordonate cilindrice.

Fie coordonatele numite cilindrice r, 0, z. Avem:
xr=rcosf,y=rsinf,z =z

cul<r,0<0<2mrzeR In acest caz avem:

oNz,y,z)

det ar,0,z)

Exemplu: Fie de calculat integrala tripla:

/// dxdydz
(22 + y2)B’
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Fig. 10.9:

231

unde 3 > 0,8 # 1, iar X este cilindrul circular cu axa Oz axa de simetrie si cu
baza situatd in planul Ozy un disc de raza R, adicd:X = {(z,y, 2)|2? + y* <
R?20< 2z <h},h>0. In acest exemplu, functia de integrat devine infinita
in toate punctele segmentului {(x,y,z)|x = 0,y = 0,0 < z < h}. Pentru a
rezolva integrala in acest caz vom izola segmentul mentionat, in care functia
devine infinitd cu un cilindru avand ca baza un cerc de raza ¢ > 0. Fie

Xe = {(z,y, 2)|2? + y? < €2,0 < 2 < h}, h > 0.Vom considera integrala:

2
/ d@/ dz/ 12ﬂdr_2

/8

Daca 2 — 26 > 0 avem lin% Je =
E—

dxdydz
x. ( (a2 +y2)P

orh
223

21wh

—23

(22ﬁ 225)

R2728, i integrala este convergenta,

iar daca 2 — 23 > 0 integrala este divergenta. Acest procedeu va fi aplicat in
toate cazurile cand functia devine infinita pe un arc de curba (¢) din domeniul
X. Se va izola acest arc cu un domeniu X, ales convenabil care sa-1 includa
si se va efectua o trecere la limita, astfel ca marginea superioara a distantelor

de la punctele lui X, la (¢) sa tinda la zero cand € — 0.

Exemplu de integrare in cazul domeniului de integrare infinit.

///X f(z,y, z)dzdydz

Fie de exemlu integrala:

in care X este domeniul limitat de planele de coordonate si de suprafata sferei
22 4+y% + 2% = r? &i este exterior acesteia. Deci X = {(z,y,2)|z >0,y >0,z >
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0,22 + 9%+ 22 > r?} In acest caz, care scapi definitiei integralei triple, caci in

z Z

Fig. 10.10:

definitie s-a presupus domeniul marginit, se va considera domeniul Xz cuprins
intre aceleasi plane si sferele de raze r si R. deci: Xg = {(x,y,2)|x > 0,y >
0,z > 0,72 < 22 + 9y + 22 < R?} i se va calcula limita integralei propuse,
daca ea exista gi prin definitie:

///Xf (2,y, 2)dwdydz = lim / / - f(z,y, 2)dxdydz

De exemplu daca f este functia considerata la primul caz, avem luand in
coordonate sferice:

drdydz /// 990 .
Jr = = “sin fdpdfd
R ///XR (.’L’2+y2+22)a X/RP S11 P ¥

unde Xp, = {(p,0,9)[0 <0 < F,0< o < 5,7 < p < R} Se gaseste:

R3—2a o 7,3—204 T
Tr = 3 — 2« 2’
daca 3 —2a #0
™. R
JR = Eln ?,

daca 3 — 2o = 0. Prin urmare integrala este convergenta sau exista daca
3—2a < 0; ea este divergenta sau nu are sens sau inca nu exista daca 3—2a > 0.
Se poate deduce de aici o teorema:

Teorema 6. Daca domeniul X este infinit, daca functia f(M) este integra-
bila pe orice portiune finita a lui X gi daca pentru orice M € X avem:
f(M)HM—QHﬁ < L,unde 3, L € Ry, iar Q este un punct dat din X la distanti
finita, atunci integrala tripla relativa la X are sens pentru § > 3. Daca
f(M)||]\TQ>HB > L > 0 pentru un punct M € X si 8 < 3, integrala diverge. In
exemplul dat 8 = 2a.
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Ecuatii diferentiale.

11.1 Notiuni generale

Rezolvarea unor probleme de analiza, de geometrie de fizicd sau tehnica
se reduc la rezolvarea unor ecuatii, numite ecuatii diferentiale ordinare sau
mai simplu ecuatii diferentiale, care leaga intre ele o variabild independenta
x, o functie necunoscuta dependenta de x, pe care o vom nota frecvent cu
y si derivatele ei succesive y, v/, y”, ...,y pani la un anumit ordin n. Prin
urmare o ecuatie diferentiala are forma:

F(:Evyvy/ay”a“-?y(n)) =0, (111)

unde functia reala F', de argumente z,y,y,v", ..., y™, este definitd si continui
intr-un domeniu D C R®*2. Se poate ca in expresia lui F unele din argumente
sa lipseasca, chiar x , y si chiar ambele. Daca derivata de ordinul cel mai mare
y™ intrd efectiv in ecuatia diferentiald, zicem c& ecuatia este de ordinul n.
Daci ecuatia (11.1) de ordinul n se poate rezolva in raport cu y™ avem:

y™ = flx,y, 90",y ), (11.2)

unde functia f, de argumente z,v,v’,y",...,y" V), este definitd si continui
intr-un domeniu D' ¢ R®~!. In cazul n = 1, ecuatia diferentiald de ordinul
intai se scrie sub forma:

v = f(z,y),(x,y) €D C R? (11.3)

Aceasta forma, adica cea data de (11.2) sau in particular de (11.3) se numeste
forma normala.

Definitie. Spunem ca functia ¢ : I — R, unde I este un interval, este solutie a
ecuatiei (11.1) daca sunt indeplinite urmatoarele conditi:

a® functia ¢ este derivabila de n ori pe I.

233
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b° {(z, (), ¢/ (), o o) (@) |2 € T} C RMH2,
& F(z,0(x),¢ (), ..., o™ (z)) = 0, pentru orice z € L.
In unele cazuri in locul solutiei, y = ¢(x) se gaseste o relatie de forma:

O(z,y) =0, (11.4)

cu alte cuvinte solutia poate fi data si sub forma implicitt.

Graficul unei solutii este o curba plana, numita curba integrala. In multe
probleme de fizica sau tehnica, ce conduce la o ecuatie diferentiala de ordinul
intai trebuie sa se dea o atentie deosebita urmatoarei probleme, numita prob-
lema lui Cauchy, care se formuleazi in general in modul urmator:

Fiind data ecuatia diferentiala de ordinul intai (11.3) s& se determine solutia
ei, care satisface conditia:

y(w0) = Yo, (11.5)

numita conditie initiala sau conditia lui Cauchy.

Din punct de vedere geometric, problema lui Cauchy consta in a determina
curba integrala a ecuatiei diferentiale (11.3) care sa treaca prin punctul de
coordonate (xg, yo).Problema lui Cauchy, pentru ecuatia diferentiala de ordin
doi, F(z,y,y',y") = 0 sau v = f(x,y,y’), constd in determinarea solutiei ei
y ce satisface conditiile:

y(z0) = yo, v (z0) = ¥ (11.6)

cu Yo, y, constante reale date. Vom da doud exemple:

1. Fie R(t) cantitatea de radiu existentd la un moment ¢ intr-un recipient.
Vrem sa gasim legea matematica dupa care radiul se dezintegreaza, adica sa
gasim formula care ne da cantitatea de radiu la momentul ¢ > ¢y, daca la
momentul #y era o cantitate egala cu Ry. Viteza de dezintegrare a radiului
este proportionald cu cantitatea de radiu existenta la momentul ¢ si egala cu
R(t). Prin urmare R(t) verifica ecuatia diferentiala de ordinul intai:

R'(t) = —kR(t),

unde k este un factor de proportionalitate. Se verifica imediat ca orice functie
de forma:

R(t) = Ceklt=to),

unde C este o constanta arbitrara iar R(t), este solutie a ecuatiei date. Ecuatia
admite o familie de solutii de forma data depinzand de parametrul C. Se pune
in mod natural problema de a alege din aceasta familie, solutia ce satisface
conditia(conditia lui Cauchy):

R(to) = Ro,
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Se constata fara greutate ca C' = R(tg) si solutia problemei este:
R(t) = R(tg)e *=10),

2. Sa studiem miscarea unui punct material M pe o dreapta verticala sub
actiunea atractiei pamantului. Pentru a cunoaste pozitia punctului M la
orice moment ¢ dupa inceperea migcarii (corespunzator lui ¢ = 0) trebuie s&
cunoagtem valoarea ordonatei y in functie de ¢. La momentul ¢ = 0 (momentul
initial) presupunem cunoscuta pozitia yo (pozitia initiala). Din interpretarea
mecanica a derivatei de ordinul al doilea, rezulta ca acceleratia este egala cu
y"(t). Pe de alta parte stiim ca acceleratia fortei gravitationale intr-o veci-
natate a suprafetei pamantului este constantd si este egala (aproximativ) si
notata cu: g =9,81-7%. Avem deci:

Yy =g

Se verifica imediat ca orice functie de forma:
_ 9.
y(t) = =57+ Cit+ G,

unde C; si Cy sunt constante arbitrare, este solutie a ecuatiei diferentiale de
ordinul doi scrisa mai sus. Ecuatia admite astfel o familie de solutii depinzand
de doi parametrii C] si Cy. Se pune problema de a alege din aceasta familie,
solutia care satisface conditiile:

y(0) = y0,%'(0) = v0,

y(t) = —th + vot + o,

este solutia cautata.

In general, integrala sau solutia generald a unei ecuatii diferentiale de
ordinul intai, depinde de o constanta arbitrara de integrare, a unei ecuatii
diferentiale de ordinul doi de dou# constante arbitrare si aga mai departe. In
multe alte probleme de fizica sau tehnica, ce conduc la o ecuatie diferentiala
de ordin n, se pune, asupra ecuatiei diferentiale, o problema analoaga cu cea
pusa in aceste exemple. Astfel trebuie acordata o atentie deosebita urmaéatoarei
probleme numita problema lui Cauchy pentru ecuatia diferentiala de ordin n:

Fiind data ecuatia diferentiala de ordin n, datd de exemplu sub forma
(11.2) sa se determine solutia care satisface conditiile:

y(w0) = 40, (w0) = Y s y" "V (w0) = 9"V, (11.7)
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numite conditjii initiale sau conditiile lui Cauchy. In conditiile (11.7), yo, Yfs - y(()n_l),

sunt numere date.

In tot ce urmeazi mai departe ne vom ocupa de doua probleme:
Una din ele este determinarea tuturor solutiilor unei ecuatii diferentiale date
si vom spune In acest caz ca se face integrarea ecuatiei diferentiale.
A doua problema este problema lui Cauchy, de care am vorbit.
Se va vedea c# intre cele doudt probleme exista o stransi legaturi. In continuare
vom considera cateva ecuatii diferentiale de forma (11.1) sau (11.2) pentru
care vom da metode de integrare. Vom arata ca integrarea lor se reduce la
calculul unor integrale, adica la efectuarea unor cuadraturi. Din aceasta cauza
ecuatiile de care ne vom ocupa se vor numi ecuatii diferentiale de ordinul intai
integrabile prin cuadraturi. In unele cazuri metoda de integrare ne va conduce
la solutiile ecuatiei diferentiale considerate sub forma:

y(z) = g(z,C), (11.8)

unde C este o constanta arbitrara. Functia g(z,C) se numeste solutia generala a
ecuatiei diferentiale; cu ajutorul ei obtinem toate solutiile ecuatiei diferentiale,
afara poate de unele solutii, numite solutii singulare. O definitie precisa a
notiunii de solutie generald o vom da dupa teorema de existenta si unicitate
a ecuatiilor diferentiale. In alte cazuri, metoda de integrare ne va conduce la
o ecuatie de forma:

&(x,y,C) =0, (11.9)

unde C este o constanta arbitrara, care explicitata in raport cu y ne da solutia
generala a ecuatiei diferentiale.

Formarea unei ecuatii diferentiale corespunzatoare unei familii de
curbe plane.

Sa presupunem ca se da o functie de variabila x, cu parametrii C1,Co, ...,Cy:
y =g(z,C1,Co, ..., Cn), (11.10)

deci putem spune ca y depinde si de cele n constante Cq,Cs, ..., C,, si ne intrbam
daca exista o ecuatie diferentiala, care admite aceastd functie ca integrala
generala. Daca derivam succesiv, obtinem:

y/ = g;(ZlJ,Cl,CQ, acn)
y// = .9;/2(1:7617627 7Cn)

y(n) = g:(vz)(f,Cl,CZa ,Cn)

(11.11)

Relatiile (11.10) si (11.11) constituie n+1 relatii cu n parametrii Cy, Ca, ..., Cy.
Prin eliminarea acestora se obtine o relatie de forma F(z,y, v, 4", ...,y™) = 0,
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adica ecuatia (11.1), care este o ecuatie diferentiala de ordinul n. Ea este
verificata de functia y = g(x,Cy,Co, ...,Cp), oricare ar fi valorile parametrilor
C1,Co,...,Cp,, prin Insdsi modul in care a fost formata. In consecinta y =
g(x,Cy1,Co, ...,Cp) este integrala generals a ecuatiei F(z,y,y/,y",...,y"™) = 0.
Exemple:

1. Fie ecuatia generala a cercurilor din plan cu centrul in origine si de raza

C: 2% 4 3% — C%? = 0. Daci explicitim pe y, vom avea: y = =£./(C? — z2)
siy = iﬁ. Prin eliminarea lui C intre ultimile doua relatii obtinem:
y = —%, care este ecuatia diferentiala a familiei de cercuri cu centru in origine.
Se poate observa simplu ca daca derivam in raport cu z in ecuatia data implicit
22 +y? — C? =0, avem: 2z + 2yy’ = 0, de unde rezulta, in acest caz, aceeasi
ecuatie: 1/ = —%

2. Pentru familia de drepte date de ecuatia y = C1x + C2, vom avea derivand
de doua ori 3" = 0.

Problema bilocala.

Aceasta problema, care apare des in aplicatii, consta in a determina solutia
ecuatiei diferentiale liniare:

ao(@)y™ + ar(@)y" Y + ..+ an1 (@)Y +any = f(z),a0 #0  (11.12)

stiind ca in doud puncte z = a; x = b(a < b) apartinand domeniului de definitie
a solutiei sunt satisfacute conditiile:

any(a) + apy'(a) + ... + ay™ D(a) + Briy(b) + Bray' (b) + ... 4+ Bray =D (b)
az1y(a) + ay'(a) + ... + a2y (a) + Ba1y(b) + Bazy' (b) + .. + B2y ™D (0)
anly(a) + an2y/(a) + .+ anny(nil) (a) + ﬁnly(b) + ﬁnﬂ/(b) + ...+ /Bnny(nil) (b) =0
(11.13)
coeficientii o, B fiind constante date. Conditiile (11.13) se numesc conditii
la limita sau conditii bilocale. Spre deosebire de problema Cauchy, pentru
ecuatiile diferentiale liniare, care admit intotdeauna o solutie unica, problema
bilocala nu se bucura de o asemenea proprietate. Determinarea conditiilor
in care problema bilocala admite solutie unica necesita cunostinte de teoria
ecuatiilor integrale liniare de tip Fredholm. In probleme curente conditiile
(11.13) au o forma mult simplificata. De exemplu sagetile unei grinzi simplu
rezemate la capete, pentru care sunt cunoscute momentele incovoitoare, sunt
date de o ecuatie diferentiald de ordinul al doilea. Conditiile de rezemare in
punctele de abscisa a, respectiv b, se scriu:

0
0
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Daca 1nsa se exprima sagetile in functie de incarcarea exterioara, acestea sunt
date de o ecuatie diferentiala de ordinul al patrulea. Conditiile la limita se
scriu in acest caz:

y(a) =0,y"(a) = 0;y(b) = 0,3"(b) = 0.

11.2 Metode elementare de integrare.

Cea mai simpla ecuatie diferentiala de ordinul intai.

Este de forma:
y' () = f(x), (11.14)

unde f : (a,b) — R este o functie continua.
Rezolvarea acestei ecuatii presupune gasirea primitivelor functiei f. Dar aceste
primitive sunt date de formula:

y(z) = / " ()dt + yo. (11.15)

unde yo = y(z9), o € (a,b).

Vom face remarca cum ca pentru orice pereche de numere reale (xg, yo), o €
(a,b),yo € R, exista o solutie unica a ecuatiei (11.14), care sa satisfaca condi-
tia initiala y(z¢) = yo.

Interpretare geometrica:

Prin orice punct (xo,v0) € (a,b) x (—00,+00) trece o curba integrala(graficul
solutiei particulare corespunzatoare ) a ecuatiei date si numai una.
Exemple.

1). Sa se integreze ecuatia diferentiala:

/ .
y =sinz

Functia f(z) = sinx este definita si continua pe toata dreapta reald. Solutia
generala a ecuat date este:

x
y(z) :/ sintdt + yo = — cos T + cosxg + Yo
T

0

Solutia particulara care va lua valoarea 1 in punctul § o vom obtine inlocuind
in reletia anterioard pe ro = § si yo = 1. Se obtine:

y(x) =1 —cosx
2). Sa se gaseasca solutia ecuatiei:

y = ||



11.2. METODE ELEMENTARE DE INTEGRARE. 239

care verifica conditia initiala: y(0) =1
Intrucat
| = —x, daca x <0
| z,dacaz >0
rezulta ca: ,
—%5 4+ C1, daca <0
yx) =19 .2 .
5 +Cy,daca z >0
Dar functia y(x) trebuie sa fie derivabila, deci continua. Rezultd conditia:

lim Oy(:v) = li{]r_lH] y(x) < C; = Cy = C. Asadar solutia va fi:

z—0—

—“““2—2 +C, daca x <0
y(x) = 22 o
5 +C,dacaxr >0

cu C € R. Tinem cont ca y(0) = 1 si rezulta C = 1. Deci putem scrie:

1
y(x) = Qx]m\ +1,zeR.

11.2.1 Ecuatii cu variabile separate.

Ecuatiile diferentiale de ordinul intai de forma:

v (x) = P(x)Q(y),z €1, (11.16)

unde P: T —-Rsi @ :J— R, IJCR, sunt date si y : I — R, derivabila este
functia necunoscuta se numesc ecuatii cu variabile separate.

Teorema 1: Fie I si J doua intervale deschise n Rgi P: T — R, @ :J — R,
doua functii continui astfel incat Q(y) # 0 (V)y € J, iar —oo < a < b < +00 cu
(a,b C J. O functie y : I — (a,b) este solutie a ecuatiei /() = P(2)Q(y),x €
I, daca gi numai daca are forma:

y(z) = G_l(/P(:v)da:—i—C), (11.17)

unde G(y) = / %,y € (a,b) pentru C € R si x € [, astfel incat:

1irrJ1rOG(y) < /P(:U)dm—i—c < liinoG(y), daca Q(y) > 0,y € (a,b), respectiv
Yy—a y—b—

lillf)nOG(y) < /P(:L‘)d:l: +C< lin}roG(y), dacd Q(y) <0,y € (a,b).
Yy—0— y—a

[ Daca Q(y) este continua si nenuld pe (a,b) rezulta ca Q(y) > 0 sau Q(y) <
0, y € (a,b). Vom presupune Q(y) > 0,y € (a,b), celalalt caz tratandu-

se analog. Functia G(y) = este derivabild si G'(y) = g7 > 0.

dy
Qy)
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Rezulta ca functia G este crescatoare, deci ea admite inversa pe (a,b) si ca
G : (a,b) — ( 1irrJ1r0 G(y), liin . G(y)). Daca functia y(z) este solutie a ecuatiei
y—a y—b—

diferentiale, avem:

%:G'(gj(x))y'(:ﬂ): L y'(z) = ! ))P(w)Q(y(m»:P(w)-

De unde rezulta ca:

Gly(z)) = /P(:c)dx +C,CeR,

de unde: y(z Y[ P(x)dz+C), pentruz € I cu hnio G(y) < /P(:c)da:+
y—
C < li1bnOG(y). Reciproc, daca y(x Y[ P(z)dx + C), pentru C € R
y—b—
siz el cu hmG /P )dz + C < hm G(),avemG(()):

J P(z)dz +C. Derlvand se obtine: G'(y(z ))y’(:c) = P(a;) sau Q(y(z)) y'(z) =
P(z), deci: y/(x) = P(2)Q(y(x)), ceeace arata ci y(x) este solutie a ecuatiei
diferentiale. |

Observatii:

1) Daca pentru yo € (a,b) avem Q(yo) = 0, atunci functia y(z) = yo,x €
I(functia constanta) este solutia ecuatiei diferentiale (11.16), numita solutie
singulara.

2) Un mod echivalent de prezentare a rezolvarii ecuatiei cu variabile separabile
este cel diferential, care constd in punerea ecuatiei (11.16) sub forma:

—— = P(z)dz, (11.18)

numita forma separata si integrarea sa, obtinandu-se solutia implicita:

dy = xr)axr
— _/p( )dz, (11.19)

Exemplu: % =e Ycosx, e¥dy = cosxdr §i avem e¥ = sinx + C.
3) Ecuatiile diferentiale de ordinul intai pot fi date si sub forma diferentialé:

U(z,y)dx + V(z,y)dy(z) =0, (11.20)

unde U,V : I xJ — R, functii date. In acest caz, ecuatiile cu variabile
separabile au forma:

Pi(2)Q1(y)dz + Pa(x)Q2(y)dy(x) = 0, (11.21)
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cu P, Py : 1= R, Q1,Q2:J — R. Dacd Qi(y) # 0,y € Jsi Q2(y) #0,y €J
si functiile Py, P», ()1, Q2 sunt integrabile, atunci ecuatia are solutiile date, sub
forma implicita, de relatia:

Py (z)dx Q2(y)dy
/ Py () + 01() =C,C eR.

4) Ecuatiile diferentiale de ordinul intai de forma:

y = flaz + by(x) + ¢), (11.22)

x €If : D C R — R fiind o functie data a,b,c¢ € R sunt numere date iar
b # 0, se reduce prin schimbarea de functie necunoscuta z(x) = ax + by(x) + ¢
la ecuatia diferentiala cu variabile separabile:

2Z(x) =bf(2(x)) + a.

Exemplu:
y' = sin(z —y)
Cu z — y = z vom deduce:

2 2

. / /
1—sin“z=2,cos"z==x

de unde rezulta
tanz =z +C,tan(z —y) =z +C

11.2.2 Ecuatii omogene.

Acestea sunt de forma: J

y(@) =270 = 1), (11.23)

cu f depinzand doar de ¥ = u. Daca v € J C R atunci f : J — R, si pre-
supunem ci pe J, f(u) —u # 0 si f € CO(J). Avem din relatia de substitutie:

dy = zdu + udx si Z—Z = xﬁ—g + w. Obtinem atunci:

du
flw) —u=27
si deci avem:
du  dx
flu)—u

care este o ecuatie cu variabile separate gi se va integra la fel ca mai sus.
Daca f(u) = u, atunci avem:
dy _y
dr

)
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care este o ecuat;ie cu variabile separabile.
y ;1;2+y2 . . . y 1 .
Exemplu: 2 . Ecuatia se mai scrie sub forma: ¢ —( +£) si avem
dx 2xy 2
2udu __ dx
1—u?2 = =z
r(1 —u?) = C, sau inca: 2% — y? = Cx.

dx
deci: , sl prin integrare obtinem: —In|l — u| + nC In|z|, sau:

11.2.3 Ecuatii diferentiale liniare de ordin I.

Se numesc ecuatii liniare diferentiale de ordinul intai neomogene cu coeficienti
variabili, ecuatiile diferentiale de forma:

ao(z)y'(z) + a1 (x)y(x) = b(z),z € 1, (11.24)

unde ag,a1,b : I C R — R, cu I interval, sunt functii cunoscute. Daca
b(x) = 0,z € I, ecuatia se numeste omogena. Daca ap(x) = 1,z € I, ecuatia se
numeste normald. In cazul in care ap(x) # 0,z € I, ecuatia se aduce la forma

ai(x)
ao(z)

normala prin impartirea sa cu ag(x). Vom nota in acest caz cu: P(x) = —

si Q(z) = blz) , si vom studia ecuatia normala:

ao(z)
/(@) = Pa)y(a) + Qa).x € L (11.25)

unde P,@ : I C R — R, cu I interval, sunt functii continuie, cunoscute.

O prima metoda de integrare a unei ecuatii diferentiale liniara de
ordin I,

Pentru a integra ecuatia se face inlocuirea y(z) = u(x)v(x), u(x) si v(z) fiind
functii de z care se vor determina. Deoarece y'(x) = v/ (z)v(z) + u(z)v'(z),
inlocuind in ecuatia normala (11.25) vom gasi:

v (z)v(z) + u(z)v' (z) = P(x)u(z)v(x) + Q(z),z €1,

[/ (x) — P(z)u(z)]v(z) + u(z)v'(z) — Q(z) = 0,z €1, (11.26)

Daca alegem functia u(z) asa incat paranteza dreapta din relaaia (11.26)sa fie
nula adica sa verifice ecuatia:

W (z) — P(a)u(z) =0, (11.27)

ceeace atrage ca:

si vom obtine, prin integrare:

In |u(x)] :/P(x)dac
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si deci: u(z) = e P@d jar din ecuatia (11.26), mai rémane: u(z)v'(z)

Q(z) = 0,z € I, de unde rezulti dupé inlocuirea lui u(z): v'(z) = Q(z)e~/ ¥
si deci

(ac)da:7

v(z) =C+ /Q(m)e_f Pl@)de g,

Astfel solutia ecuatiei diferentiale liniare de ordinul intai este:
y(z) = el P@dr(C 4 / Q(z)e~ | P@dr gy, (11.28)

si aceasta se gaseste prin doua cuadraturi. In plus constanta C intra in solutia
generala sub forma liniara, adica putem sa o reprezentam sub forma:

y=y(z,C) = A(z)C + B(x).

Exemple:

1) Fie ecuatia: 22y’ = (2z —1)y+ 22,2 € (0, +00), si determinim solutia care
trece prin (1,1) pentru z € (0, +00).

Ecuatia se poate scrie sub forma normala:

20 — 1 20 — 1

(@) = =) + 1, P(x) =

Q) = 1.

22
Cautand solutii de forma y(z) = u(x)v(z), u(z) si v(z) fiind functii de x care
se vor determina rezulta:
1-2z
22

(u/(x) + u(z))v(x) + u(z)v' (z) —1 =0,z €1,

Daca alegem functia u(x) asa incat sa verifice ecuatia:

1—2x
!/
=0
/(@) + ——5—u(x) = 0,
ceeace atrage ca:
du 1—-2x
— = ————duz,
U x

si dupa integrare avem:
1
In|u(z)| =2In|x| + —,
x

si deci:

. _1 . . o
si v(z) = e~ = 4+ C, iar solutia generala este:

y(z) = 2° + 22e3C.
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Punand conditia data va rezulta: 1 = 1 + eC, adica C = 0 si deci solutia
cautatd este: y(z) = z2.

2) Problema oscilatorului electric:. Sa presupunem legate in serie o sursa de
curent a carei tensiune variaza dupa legea E(t) = Vsinwt,t € R, o rezistenta
R si un condensator de capacitate C. Se presupune ca la momentul ¢ = 0,
cand circuitul este inchis, intensitatea curentului este nuulda. Se cere sa se
determine intensitatea curentului I(¢) in circuit la momentul ¢. Rezistenta R
si capacitatea C' le consideram constante in timp.

Solutie. Daca notam cu ¢(t) sarcina electrica a condensatorului la momentul
t, atunci avem I(t) = ¢/(¢), iar evolutia curentuluiin circuit urmeaza legea a

doua a lui Kirchhoff: L
RI(t) + Eq(t) = E(t).

Prin derivarea egalitatii de mai sus obtinem:
1
RI'(t) + EI(t) = E'(t) = Vwcoswt
Cu metoda de mai sus luand I(t) = u(t)v(t) vom avea:

IR U
u+RCu)v+uv =3 cos wt

: ot . . .
Rezolvand v’ + %u = 0 obtinem u = e~ & iar din relatia demai sus v’ =

V—é"e% coswt iar v(t) = % fot eRC coswsdsPrin urmare solutia problemei date
este:
Vw t s
I(t) = fe*ﬁ eRC coswsds,t € R
0

Metoda variatiei constantelor.

Metoda de integrare descrisa mai sus, (cu y = uv), se incadreaza intr-un pro-
cedeu mai general cunoscut sub denumirea de metoda variatiilor constantelor
arbitrare. Ea se intdlneste la integrarea ecuatiilor diferentiale liniare de un
ordin oarecare. latd in ce consta aceastd metoda: Se integreaza mai intai
ecuatia omogena:

y'(z) = P(z)y(z), = €1,

care este cu variabile separabile:

din care rezulta:

In |y :/ P(t)dt + InB.

0
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Socotim ca am integrat de la (xg, yo) la (z, y) pe paralele la axele de coordonate
st yo,y € (0, +00), sau yg,y € (—00,0). Pentru y = 0 se verifica direct solutia.

Deci solutia este:

y(x) = Belo "0,

cuBeR,x el

Observatie: Multimea solutiilor ecuatiei diferentiale liniare gi omogene formeaza
un spatiu vectorial de dimensiune unu (suma a doua solutii iInmultirea cu un
factor sunt solutii si orice solusie se obsine dintr-una fixata prin inmultirea cu

o constanta, deci dimensiunea spatiului este 1, caci baza este formata dintr-un
singur element, in acest caz, ef;O Pt)dt

Pentru a obtine solutia ecuatiei neliniare vom aplica metoda variatiei constan-
tei, care consta in presupunerea ca solutia ecuatiei neomogene este de forma:

y(x) = Bla)el O,
cu B(z) functie de z definita pe I cu valori reale, necunoscuta. Se va cauta
s& se determine B(x) de clasa C(V(I). Inlocuind in ecuatia neomogens, vom
obtine:
B (z)el70 PO o B(z)P(x)elw0 PO _ B(z)P(x)el0 PO = Q(x),
si deci:
B(z) = Q(z)e f PO,

Integrand de la xg la x vom obtine C(z) si deci o solutie particulara poate fi:
yp(z) = ef;;) P(t)dt /5” Qe f;o P(0)dd 5,
o

Vom demonstra urmatoarea teorema:

Teorema 2: Toate solutiile ecuatiei neomogene sunt date de solutia ecuatiei
omogene, la care se adauga solutia particulara y,(x). | intr—adevér, daca y e
solutie a ecuatiei date neomogene, atunci y — y,, satisface ecuatia omogena, si
deci y — yp = yo. Deci, solutia generala a ecuatiei neomogene este data de:

y(z) = ol P(t)dt[c +/ Qlt)e™ s P(G)d@dt]
)

Daca se cere rezolvarea problemei lui Cauchy: Determinarea solutiei care pen-
tru x = x¢ sa corespunda la y = yo, In acest caz avem ca C = yg si solutia in
acest caz este:

y() = eleo POy 4 / Qt)e J PO g
o

sau

y(x) = yoelno MO 4 / Q(t)el PO gy
Zo
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11.2.4 Ecuatii diferentiale liniare de ordin II.

Se numesc ecuatii liniare diferentiale de ordinul doi neomogene cu coeficienti
variabili, ecuatiile diferentiale de forma:

ao(2)y"(x) + a1 (x)y'(z) + agy = b(x),z €1, (11.29)

unde ag,a1,a92,b : I C R — R, cu I interval, sunt functii cunoscute. Daca
ap(z) = 1,z € I, ecuatia se numeste normala. Daca b(x) = 0,z € I, ecuatia se
numeste omogena. In cazul in care ag(z) # 0,z € I, ecuatia se aduce la forma

v SN oo N . _ai(x)
normald prin Impartirea sa cu ag(z). Vom nota In acest caz cu: p(z) = 20(2)

siq(z) = Z?)E;g’ si vom studia ecuatia normald omogena:

y"(x) + p(x)y () + q(x)y = 0,z € 1, (11.30)

unde p,q: 1 C R — R, cu I interval, sunt functii continuie, cunoscute.
Sa presupunem ca y; este o solutir a ecuatiei (11.30). Facand schimbarea
Yy = Y12, suntem condus la ecuatia

y12" 4+ (2yy + p(z)y1)2’ = 0.

Cum y; # 0 vom putea scrie:

/
2"+ (2ﬂ +p(z))2 = 0.

)1
Punand 2’ = u, obtinem:
d d
R b 21 + p(z)dz =0,
u Y1

si integrand se deduce

unde Cy este o constantd oarecare. Revenind la ecuatia 2’ = wu si apoi la
y = y12, deducem solutia generala a ecuatiei (11.30)

t
- / p(s)ds
T z0

y = Ciy1 + Catn / 5

dt,
zo yi(t)

Exemplu:

Ecuatia diferentiald zy” — (x + 3)y’ + y = 0 are solutiile y3 = x + 3 gl yo =
e®(2% — 4x + 6) si formeaza un sistem fundamental de soluti pe orice interval
care nu contine originea.
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Ecuatii diferentiale liniare de ordin II cu coeficienti constanti.

In general, ecuatiile diferentiale liniare cu coeficienti variabili nu au solutii ex-
primabile ca o combinatie finita de functii elementare. Vom vedea ca ecuatiile
diferentiale liniare de ordin II cu coeficienti constanti au solutii exprimate prin
combinatii liniare de functii elementare.

I. Cazul ecuatiei omogene.

Fie a gi b doua numere reale. Sa consideram o ecuatie diferentiala omogena
de ordin doi:

Y +ay +by=0 (11.31)

Asociem ecuatiei de mai sus ecuatia algebrica
2 +ar+b=0 (11.32)

pe care o vom numi ecuatie caracteristica. In raport cu natura radacinilor
ecuatiei (11.32) vom cauta solutii de o anumita forma pentru ecuatia diferentiala
(11.31).

Urmatoarea teorema se demonstreaza prin verificare directa:
Teorema 3
Pentru a, b numerele reale, date in (11.31) si (11.32) si A = a®—4b, vom nota cu
1, o radacinile ecuatiei caracteristice (11.32). Distingem urmatoarele cazuri:
Cazul 1. Daca A > 0, atunci functiile de tipul

y(t) = Cre"t +Cre™! t € R

cuCy, Cy constante reale, sunt solutii ale ecuatiei diferentiale (11.31).
Cazul 2. Dacd A =0gi 7 =re =7 = —3, atunci functiile de tipul:

y(t) = (Cit + Co)e™,t € R

cuCy,Cy constante reale, sunt solutii ale ecuatiei diferentiale (11.31).
Cazul 3. Daca A <0sir =a+if,r0o =a—if,a,0 € R, atunci functiile
de tipul:

y(t) = e (Cy cos Bt + Casin Bt), t € R

cuCy, Cy constante reale, sunt solutii ale ecuatiei diferentiale (11.31).
Demonstratia teoremei se bazeaza pe faptul ca solutiile de forma y(t) = e
inlocuite in ecuatia (11.31) ne vor conduce la:

rt

et(r’ 4 ar4+b) =0

si cum e’ # 0 rezultii & neapirat 72 +ar +b = 0. In cazul r = o + i3 vom
avea et = elatiB)t = goteiBt — eot(cog Bt 4 isin ft) iar pentru r = o — if vom
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avea et = el@= i)t = gate=iBt — pot(cos Bt — isin ft). O combinatie liniard a

acestor solutii conduce la:
KC1e (cos Bt 4 isin ft) + Kqe™ (cos Bt — isin 5t)

sau
(K1 + K2)e™ cos Bt + (K — Ko)e™ sin 5t

Notand C; = K1 + Ky si C2 = (K1 — K2) obtinem justificarea cazului 3.
Exemple:
Sa se afle solutiile generale ale ecuatiilor diferentiale:

a)y” +2y' =3y =0; b)y" — 6y’ +y=0; )y’ — 6y + 13y =0

Daca luam in consideratie problema Cauchy pentru ecuatia diferentiala
(11.31) atunci in fiecare dintre cele trei cazuri de mai sus pot fi determinate
in mod unic constantele C7 si Cs.

Urmétoarea teoremd se demonstreaza prin verificare directa:

Teorema 4
Sa consideram valabile notatiile din teorema anterioara. Fie tg,yo,y1 € R si
sa consideram problema Cauchy pentru ecuatia (11.31)

Y +ay’ + by =0,y(to) = vo, vy (to) = 0 (11.33)

Atunci sunt adevarate urmatoarele afirmatii:
Cazul 1. Daca A > 0, atunci unica solutie a problemei (11.33) este:
1

y(t) = P— [(ray0 — y1)e T 710) 4 (yy — ryyg)e ]t € R

Cazul 2. Daca A = 0, atunci unica solutie a problemei (11.33) este:

y(t) = [(t —to)(y1 — ry0) + yole" 0t € R

Cazul 3. Daca A < 0, atunci unica solutie a problemei (11.33) este:
y(t) = e §[(ayo sin Bto+Byo cos Bto—yi sin Bto) cos St+(y1 cos Sto—yo cos Bto+
Byo sin ftg) sin ft], t € R
II. Cazul ecuatiei neomogene.

Fie, din nou, a si b doua numere reale. Sa consideram o ecuatie diferentiala
neomogena de ordin doi:

y'+ay +by = f(x) (11.34)

unde f: R — R continua.
Teorema 5 Solutia generala a ecuatiei (11.34) este data de formula:

Y(t) = Yo + Yp, (11.35)
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unde y, este solutia generala a ecuatiei omogene, iar y, este o solutie particu-
lara a ecuatiei (11.34).

Problema care se pune acum este de a gasi o solutie particulara a ecuatiei
(11.34).
Aflarea unei solutii particulare pentru ecuatia neomogena. O solutie
particulard y,(t) a ecuatiri neomogene (11.34) poate fi gasitd mai usor, prin
metoda coeficientilor nedeterminati, in urmatoarele situatii simple:
1) Dacd f(t) = e®*P,(t),t € R, unde P, este o functie polinomiald de gradul
n, si dacd a nu este radacina a ecuatiei caracteristice (11.32), atuci cautam o
solutie particulara de forma:

To(t) = e®Qu(t), t€R (11.36)

unde @, (t) este o functie polinomiala de gradul n, ai carui coeficienti urmeaza
a fi determinati.

Daca « este radacina a ecuatiei caracteristice (11.32), atunci vom cauta
solutii de forma:

To(t) = t"e™Qu(t), t€R (11.37)

unde r € {1, 2} este ordinul radacinii «.

2) Dacd f(t) = e™[P,(t) cos Bt + Qn(t)sinfBt],t € R, si dacd a £ i nu este
radacind a ecuatiei caracteristice (11.32), atuci cautam o solutie particulara
de forma:

To(t) = e [Ry(t) cos Bt + S, (t)sin Bt], t € R (11.38)

unde R,, S sunt polinoame de grad q=max(m, n) ai caror coeficienti urmeaza
a fi determinati.

Daca « % i sunt radacini ale ecuatiei caracteristice (11.32), atunci vom
cauta solutii de forma:

To(t) = te™ [Ry(t) cos Bt + S,(t)sin Bt], t € R (11.39)

2) Pentru cazuri mai generale se poate utiliza metoda variatiei constantelor.

11.2.5 Metoda lui Frobenius.

Metoda consta In a cauta, pentru o ecuatie liniara, solutia generala sau o
anumita solutie(in cazul cand este data si o problema Cauchy) sub forma unei
serii de puteri.

Daca aceasta este:

o
y(z) = chx”,x clcCR (11.40)

n=0
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atunci diferitele sale derivate vor fi:

[e.9] o0

Y (z) = chw;"il = Z(n + 1Depyra”
n=1 n=0
(0.9} oo
y"(z) = Z n(n — e,z 2 = Z(n +2)(n+ 1)cppox”
n=2 n=0

s.a.m.d.

Coeficientii ¢,,n € N se determina din conditia ca y,y’,vy", ...

ecuatia data.
Exemple:
1) Sa se afle solutia generala a ecuatjiei:

y —2zy =0

Conform celor mentionate avem:

(o] [o.¢]
Z(n + Depgrz™ — 2z Z cnz” =0
n=0 n=0
sau
[o¢] (o]
c1+ Z(n + Depyra™ —2 Z ™t =0
n=1 n=0
Dar
o0 oo
Z(n + Deppra™ = Z(n + 2)cp ozt
n=1 n=0

si atunci egalitatea precedenta devine:

oo
1+ Z[(n + 2)cpto — 2]z =0

n=0

de unde rezulta:
c1=0; (n+2)ept2—2¢, =0 n=0,1,2,...
ultima egalitate este:

(n+2)cpyo2 =2¢, n=0,1,2,..

sa verifice

(11.41)

si cum ea exprima relatia dintre coeficientii ¢, din doi in doi, aceasta impune

sa tratam distinct cazurile:
n=impar; n=par.
ayn=2m—1 m=1,2,..
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Conditiile (11.41) devin:
(2m + 1)comy1 = 2¢com—1 m=1,2,...
si pentru m = 1 obtinem:
3cg =2c¢; deci ec3=0
rezulta prin recurenta ca:
com+1 =0 deca m=20,1,2,..

byn=2m m=1,2,...
Conditiile (11.41) devin:

(2m + 2)02m+2 =2com, m=20,1,2, ...

sau
(m + 1)02m+2 =com m=20,1,2,...

Dand valorile consecutive lui m obtinem:

1'62200
2-c4=co
3'06204

m: Com = C2(m—1)
si Inmultind aceste egalitati in ambii membrii obtinem:

Co

mlcom, = ¢g  deci Com = 7 m=0,1,2,...

Tinadnd seama de rezultatele obtinute in cazurile a) si b) solutia cautata va fi:

[e%S) [e%9) om

_ 2m __ T
Yy = E ComT = Co g ml
m=0 m=0 )

deci este de forma: ,
y=Ce®; CeR

2) Sa se afle solutia generala a ecuatiei:

y' —ay' +2y=0
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Conform celor mentionate avem:

e} e e} e}
Z(n +2)(n+ 1)cppox” — Z(n + Depgiz™ — 2 Z et =0
n=0 n=0 n=0
adica
> 9]
2:1c—2c0+ Y _[(n+2)(n+ Denta — 2ca)a™ = > (n+ Deppra™ ' =0
n=1 n=0

iar aceasta egalitate se mai scrie sub forma:

(e 9]
2(c2 —co) + Z[(n +3)(n + 2)engsg — 26041 — (N + Deppq]z" ™ =0

n=0
adica -
2(ca —co) + > _(n+3)[(n+2)ents — cogr)a" ! =0
n=0

De aici rezulta:
ca—co=0; (n+2)cpy3—cnt1=0, n=0,1,2, ...
Vor tebui tratate, din nou, distinct cazurile:
n=par ; n=impar
Obtinem respectiv:
a) 2(m+ 1)cam+3 = Cam+1 m=20,1,2, ...

b) (2m + 1)cam+2 = Cam m=20,1,2, ...

Atunci:
1) cautand solutia y; pentru care:

co=y1(0)=0 ; c1=y(0)=1

din b) rezultd co;, =0 ; m =0,1,2,...; iar din a) procedand ca la cazul b)
de la exemplul precedent obtinem:

Com+1 = omm| m = O, ]_, 2,

si deci

o o0 2m-+1 2
y1(x) E C2m41% E ol L€
m=0

m=0
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2) cautand solutia yo pentru care:
co=y2(0)=1 ;5 c1=y3(0)=0

obtinem din a) cg;,41 =0 ; m =0,1,2,...; iar din b)

1
CQm:m m:1,2,...
si deci
o0 o0 p2m
— 2m _
ya(z) = Z Com®™" = 14 Z (2m — 1!
m=0 m=1

Solutia generala a ecuatiei date este o combinatie liniara a solutiilor particulare
Y1 §i yo deci:
y=Ciyr+Coy2, C1, C2ER

11.2.6 Metoda seriilor Taylor.
Pentru integrarea ecuatiilor diferentiale de forma:
y " = F(z,y,y sy ™)
cu conditiile:
y(0) = y0,9'(20) = y1, -,y (0) = Yo

solutiile se obtin sub forma dezvoltarii sale in serie Taylor:
© )
Yy (l‘o) n
y(z) = Z T(l’ — o)
n=0 '

Metoda o vom pune in evidenta prin urmatoarele exemple:
1) Sa se integreze ecuatia

y' +y=0

cu conditiile initiale:
y(0)=1 y'(0)=0

Solutia cerutd o vom obtine sub forma seriei McLaurin:

()
sy =3 O
n=0 )
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unde y(0) =1; ¢/(0) =0.
Din ecuatia data avem y” = —y si prin derivari succesive rezulta:

Y (@) = (@) neN
iar de aici:
y"(0) = —y(0) = —1;y"(0) = —y/(0) = 053"V (0) = —y"(0) = 1;4"(0) = —y""

si in general
y@M(0) = (1) ;4" (0) =0 ;neN

rezultate care se verifica usor prin inductie completa.
Solutia ceruta este:

2) Sa se integreze ecuatia
y' =y +y”°
cu conditiile initiale:
y(0) =4; y'(0)=2
Din ecuatia data si conditii avem: y”(0) = 4. Prin derivarea ecuatiei vom

avea:
y/// — y + xy/ + 2y/y// §i y///(o) — 20

Derivand inca odata obtinem:
yIV — 2yl +$y// + 2y//2 + 2y/y/// §i yIV(O) — 116

Solutia ceruta este:

10 29
y:4+2x+2x2+?x3+€x4—|—...

11.2.7 Metoda polinoamelor diferentiale.

Aceastd metoda se foloseste pentru determinarea solutiilor particulare ale
ecuatiilor diferentiale liniare neomogene cu coeficienti constanti.

Vom nota cu:
d d? d"”
D=— D*=—, ... D"=—
dz’ de?2’ " dzn

Ecuatia diferentiala:

aoy(n) + a1y("_1) + .ot an—1y +any = b(x),
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se mai poate scrie si sub forma:

F(D)y = b(x),

unde:
F(D)=agD" +aD" " + ... + an_1D + ay,

care este un operator diferential liniar de ordinul n. F(D)y fiind un polinom
diferential de ordinul n. Se poate arata ugor urmatoarele proprietati:

F(D)e* = e*F(«) (11.42)

F(D?)sin(fz) = sin(Bz)F(—5?) (11.43)

F(D?) cos(fz) = cos(Bz)F(—F?) (11.44)
F(D)e**y(z) = e F(D + «) (11.45)

1 ar _ .oz 1

F(D)e =e Flo) (11.46)

F (D7) sin(fz) = sin(ﬂx)F(_l/w), daca F(—£%) #0 (11.47)
F (DY) cos(fx) = cos(ﬂ:c)F(_lﬁ2), dacid F(—f3%)#0 (11.48)
ﬁ 0Ty () = MF(D1+ Y (11.49)

i in cazul ca F%t) se dezvolta in serie Taylor in jurul lui ¢ = 0 adica:

>(0>

FL E ™ vom considera:

0 L(n) 00
Z F(t) (0) D' =Tu(D)+ 3 SO0 pr.

Daca operatorul 4 ( Dy S¢ aplica unui polinom de grad m, P,,, atunci vom obtine
relatia opertionala:

1
—PF =Tn(D)P, 11.
57 Pl@) = T(D) Pu(a). (11.50)
si putem calcula imediat solutii particulare y,(z) = T5,(D)Pn(x), pentru

ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti, pe care le intalnim in prac-
tica.
Operatorul + 7 indicd o integrare obisnuits, - Dz, 0 dubld integrare etc.
Exemple: Folosind metoda polinoamelor diferentiale sa se afle solutii par-
ticulare pentru ecuatiile:
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1.y +y — 2y = 3e32.
R. Avand in vedere ca: P(D)y, = 3¢3*, cu P(D) = D? + D — 2, deducem:

_3e 3 4

TP T PE) T 10°

2.y + 3y + 4y = xe .
R. Avand in vedere ca: P(D)y, = ze~*, deducem:

L 1 s 1

yp(fc):m“ (D—12+3D—1)+4 DX+D+2"

Cum: m = % — % + ...; vom avea;

3. yV + o = xe®.
R. Procedand la fel gasim F(D)y, = z%¢*, deducem:

1 2 x T 1 2 x 1 £L‘2
] .

W = F5 " T FDT D DA P+ (D12

Facand impartirea 1 : F(D + 1), obtinem:

1 d 19 d?

Acum y,(x) se scrie:

o1 d 19 d?
yp(z) = €*(5 =2+ Z@)(lﬂ)

sau

? 19
yp(x) = ez(? — 4z + 7)
4.y — 4y + 4y = 3e2°.
R. Acum yp(z) se scrie:
1 1 1
:732x:32z '1:32I_'1:
W) = pr—apr i ©C D+2?2-4D+2)+4 “ D2
22
32 /(/ ldz)dr = 362’”7,
deci: 3
) = a2
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5 ¢ +3y +2y = xe .

— 1 -z _ o~ 1 _ oz 1 oz _1 a® _
R. yp(x) = D2+3D+2 f=e x(D71)2+3(D71)+2x =e¢ "'pypt=¢ "pay =
(1— D+ D?)2? = (1 — 4 L2 — e (22 — 20+ 2). i dec:

e—x
yp(x) = T(x2 — 2z +2).

6.y — 4y +dy =% =l 2w

_ 1 1% _ 2 1 —1 _ 20 1 (1 _ 1y _
R. yp(x) = D2 IDT 27 e = e Z(D+2)2 4(D+2)+4xx2 ez —22) =
e [(fE-% dw)daz =e?* [(In|z| + L)dz = e*(zIn|z| + In |z — 2). si deci:

yp(2) = ¥ (zln |z| + In|z| — 2).
7. " 3y”+3y—y—aze , \
734 Up(2) = progprsp—ge” = €' st = "D (x) = "D (G) = " D7 (%) =
57¢°. Avem deci:
1
) = e,

8. y' —5y + 6y =6x — 10x + 2.
R. Vom avea: y,(x) = Ty(D)(62? — 10z + 2). To(D) obtinandu-se din dez-
voltarea Taylor. Se obtine:

) 19

T2(D) = =+ —D + — D?
(D) 6+36 * 316
si deci
1 5 19
=(=+—D D?)(62% — 10z + 2
Yp(T) (6+36 t 516 )(62 T +2) =
0 2 5 19
2 — —x+ S+ — (120 — 10) + =12

6 6 36 216

Avem deci: y,(x) = z2.

9. v/ —y = 2sinx — 4cosx. R. In baza proprietatilor exprimate la inceputul
acestei sectiuni avem:

1 1 1
yp(z) = ﬁ@smx —4cosx) = (2sinau)_1 — (élcosav)_1 —
Solutia particularad a ecuatiei date este:
yp(x) = —sinx + 2cos .

10. ¥’ + 4y’ + 3y = 10sin z.
R. La fel ca in precedentul exercitiu vom avea:

yp(x) = mm sinx = 10@%172])—?% sinx = 1O(D2—4D+3)M+_16D2 sinx =
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4 cosx + 3sinx) Solutia particulard a ecuatiei date este.

sinz = %—g(d— —44 4 3)sinwy = $(—sinz —

yp(x) =sinz — 2cosx.

11. ¢ — Ty’ + 6y = sinx.
R. Procedand la fel, avem:

— 1 i — _ D?47D46 — (D2 1 e
yp(IE) = m SINxr — msmx = (D +7D+6)m SInxr =

(D? + 7D+6)sinx(m = %4(% —}—7% +6)sinz = & (—sinz +
7cosx + 6sinx).

Solutia particulara este:

5 7
yp(x) = ——sinx + - cos .

74 74
Observatie:
In loc sa luam termenul liber f(z) = sinz,vom lua f(z) = €. Solutia
Yy are partea 1mag1nara Solutla ecuatiei data. Astfel vom avea: yp(z) =
' 1 7 +isinz)(5+7i) . .
D= 7D+66m = Tit6 e 6“255159 = {ooms ZS;T)( U gi solutia

ecuatiei date va fi:

~ 5 7
yp(x) = Im(yp(z)) = 71 sinx + 74 CO8 %
12. " — y = ze® cosx. R. Vom lua in loc de termenul liber xze” cosz, f(z) =
et = geltDz  Qolutia § are partea reald solutia ecuatiei date. Astfel,

vom avea: Yp(r) = mr—rettt = it te r = et?

— 1 1
' D2-1 = ¢ DFirI-1 DI 2(+1)D12i—1%
Impértind pe 1 la F(D) = D? — 2(i + 1)D + 2i — 1, din dezvoltarea Taylor

obtinem :

2(1414 . : 2(1 .
Ty(D) = gty — oge D Dect: y(w) = €77 (g — G D) = €€ (2 —
(22(11_"174))2) — eweix(x(z_z;’l) + 23(}:41;)) — exeix(x(Q_l;‘l) + 2(75 )) EI—I(COSI' +
isinz)(1+ 2i) + %(cosw +isinz)(7 —1).
Vom avea, solutia particulara a ecuatiei date:
14 2 2
uplw) = Re(@(x)) = *[(~ 5 + 57) cosw + (- + =) sina]



Capitolul 12

Sisteme de ecuatii
diferentiale.

12.1 Sisteme liniare cu coeficienti constanti.

In acest paragraf von studia ecuatiile:
dY
— =FY 12.1
= F(Y), (12,1

unde
F:R" - R"

este de forma:
F(Y)=AY + B

unde
y (IE) b1 (.T)
Y = Y(z) = y2f$) , B=DB(z) = b2(:x) ,

air  a12...aip
A _ ag? CLQ.Q...C'LQTL ’
anl  An2...0npn
aij, 1=1,2,...,n; j=1,2,...,n, constante reale.
Explicit vom avea:
Yy = anyr + aeyz + ... + @Y + b1(v)
/
Yo = a21y1 + a22y2 + . .. + a2pyn + ba(x)
2 ) o (12.2)
Y = an1Y1 + an2y2 + . .. + @unYn + bn(2)

259
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Este vorba deci, de sisteme liniare cu coeficienti constanti.

Sistemul (12.1) sau (12.2) se numeste sistem liniar omogen dacd B = 0
sau by(z) = ba(z) = ...bp(z) = 0. In cazul cAnd existd cel putin un indice
Jj=1,2,...,n pentru care b; # 0 vom spune ca istemul este liniar neomogen.

Problema Cauchy atasata sistemului liniar cere determinarea solutiei unice
care verifica conditia:

Viw) = | . =% (12.3)

Yn (xO)

12.1.1 Determinarea solutiilor sinstemului liniar omogen.

Fie sistemul liniar gi omogen:

dy

— = AY, 124
=y, (12.49)

sau explicit:
y’1 = a11Y1 + a12y2 + ... + A1p¥Yn
Yy = a21y1 + axnys + ...+ a2,yn

(12.5)
y;z = Gn1Y1 + an2y2 + ... + AGnnYn
Vom cauta solutii de forma:

Y (z) = e,

unde C' este un vector coloana cu n componente constante, fie acestea ¢y, co, . . . ¢y,

iar A\ un parametru . Cum % = XM, inlocuind in (12.4), vom avea:

(A= \I,,)CeM =0, (12.6)
cu I,, matricea unitate de ordin n. Prin urmare vom avea sistemul:
(A= X,,)C =0
adica
(@11 —A)er + arecg + ...+ ainen, =0
asi1c1 + (a22 — /\)02 4+ ...+ aomc, =0

(12.7)

ap1¢1 + apaca + ...+ (app — N)cy, =0
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Sistemul admite solutia nula(c; = ¢ = ... = ¢, = 0), solutia banala, pentru
orice A. Cum aceasta nu este interesanta, vom cauta solutii diferite de cea
banald. Conditia de existenta a solutiilor nebanale este:

det(A — \I,) =0, (12.8)
care, prin dezvoltare conduce la polinomul de grad n:
PoN) = X"+ A"+ a,=0 (12.9)

numit polinomul caracteristic al sistemului. Pentru o radacina A; a polino-
mului caracteristic vom obtine o solutie C; din sistemul (12.7). Solutiile A; se
numesc valori proprii iar vectorii corespunzatori C; vectori proprii.

Prin urmare solutia Y; formata cu valoarea proprie A; si vectorului propriu
C; este

Y = Cje?,

care se mai numeste solutie fundamentala. Prin determinarea a n solutii
Y; j=1,2,...,n vom spune ci solutia generala a ecuatiei (12.4) sau (12.5)
este o combinatie lineara de solutii fundamentale Y;

Y(z) =C1Yi(x) + CoYa(x) + ... + CprYn(x), (12.10)
unde C1,Cs,...,C, sunt n constante reale.
Exemplu
yi=v1+y2
Yo = —2y1 + dyo

Valorile proprii asociate matricei:

1 1
-2 4
sunt Ay =2 8i Aa =3

Vectorii proprii corespunzatori sunt:

o=(t) wa-(2)

obtinem solutiile particulare ale sistemului dat:

1 . 1
oo (8) 0 ()

Solutia generala a sistemului considerat este:

1 1
Y, (z) = C162x < 1 ) +C263$ ( 9 >
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sau explicit:
y1 = C1e* + Coe®”
Yo = 01621 + 26263‘70
12.1.2 Determinarea solutiilor sinstemului liniar neomogen.

Metoda variatiei constantelor.

Fie, din nou, sistemul liniar neomogen:

ay
— =AY +B 12.11
o + (12.11)
si fie sistemul liniar omogen asociat:
dy
— =AY 12.12
- (12.12)

Teorema 1. Daci Y), este o solutie particulara a ecuatiei (12.11), atunci orice
solutie Y a ei este de forma Y = Y}, +Y,, unde Y, este solutie a ecuatiei (12.12)
[ Daca inlocuim in (12.11) pe Y = Y, +Yj, obtinem: Y’ = Y, +Y; = A(x)(Y,+
Y,) + B(z), cum Y, = A(z)Y, + B(z), rezulta Y, = A(x)Y,. Invers daca
Y] = A(2)Y,, atunci Y =Y, + Y, cu Y}, solutie particulara, solutie a ecuatiei
(12.11)].

Teorema 2. Daca {Ylo,YQO,...,Y,? este un sistem fundamental de solutii
pentru sistemul (12.12), deci solutia generald a acestui sistem este:

n
Yo=D CY},
j=1

exista functiile Ci(x),Ca(z),...,Ch(x) astfel incat:
n
Y, =) Ci(@)Yy(x)
j=1
este solutie particulara a sistemului neomogen (12.11)
[ Punand conditia ca Y}, sa verifice ecuatia (12.11), obtinem:
" " dY?(x) -
S C@P@) + D) L = AN GV @) + Bla)
j=1 j=1

j=1

deci:
n n dY?(x
S @@ + 30— ave) - Bl)
j=1

j=1




12.1. SISTEME LINIARE CU COEFICIENTI CONSTANTI. 263

de unde, daca folosim faptul cd Y,” sunt solutii ale sistemului omogen (12.12),
deci:

e |
. —AYY =0 (V)j=12,...,n
obtinem:
> Ci(@)Yf(x) = B(w),
j=1
cu
3/51
o_ | Y
="
Yin

In mod explicit avem sistemul liniar i neomogen:

Cryt + Coysy + ...+ Cryny = b1
C1ys + Coysy + ... + Crypa = b2

Crys, + Csys, + ...+ Chyn, = bn,

al carui determinant:

Y Y - Um

Yla Y32 -+ YUna

Yin Yon -+ Ymn
este # 0 deoarece {Y?,Yy,...,Y,?} este un sistem fundamental de solutii al
sistemului omogen.
Exemplu:

Sa consideram sistemul:

Yi=y1+y2+e”
yh=y1+y2+2e "

Sistemului omogen asociat:

ii corespunde matricea:
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ce are drept polinom caracteristic

Py(A) = A(A = 2)
Pentru A = 0 vom avea vectorii proprii de forma < _O; >, iar pentru A = 2

vom avea vectorii proprii de forma < Z ) obtinem sistemul fundamental de

solutii pentru sistemul omogen corespunzator

r-( ). (1)

deci solutia generala a sistemului omogen este:

Y, :C1Y10—|—C2Y20 =C ( _11 > + Co < ! )623c

Cautand solutie particulara de forma:

Yy = Ci(2)Y7 + Co(2)Yy

c;m( o > +cg(x)< . )aﬂ - ( S )

Ci(z) + Ch(x)e®® = e~
—Ci(x) + Ch(z)e*® = 2e72

Solutiile acestui din urma sistem sunt:

obtinem:

adica

1
Ci(x) = —Le® si Ch(x) = e,

2 2
deci
1 —T 1 -3z
Ci(z) = g6 Co(z) = —5¢
si atunci:

1 (1 1 (1Y _ [ 0
eyt () ()= ()

Solutia generala a sistemului dat este:

Y:YO+Y13+81<_11)+C262x< } >+ex< _(i )

Pe componente vom avea:

y1 = Ci+ Cae*
yo = —C1 + Coe®® — e @

cu C; Cy constante reale.
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12.1.3 Sisteme si ecuatii liniare.

Vom considera ecuatia diferentiald de ordin n scrisé sub forma normalé:
y" =F(z,y.9.y, ..y ) (12.13)

Propozitia 1:
Ecuatia y™ = F(z,y,9,9",...,y™ V) este echivalents cu sistemul de n
ecuatii de ordinul intai

(12.14)

/

Yn = F(x, 91,92, Yn)

unde y; = y in sensul urmator: daca y = y; este solutie a ecuatiei (12.13)
atunci

Y1 Y
/
Y2 Y
Y(z)=1] . =1 .
Un y(n—l)
este solutie a sistemului (12.14) si reciproc.

Observatie:
Aceasta echivalenta se pastreaza si in cazul problemei Cauchy:
Conditiile initiale:

y(x0) = o0, ¥ (z0) = Y10, - - - ,y(n_l)(ﬂﬁo) = Yn—10

sunt indeplinite daca gi numai daca:

un ($0) Yoo

y2(zo) Y10
Y (x0) = =

Yn (.75()) Yno

Vom studia in continuare cazul particular al ecuatiilor (12.13) de forma:

F(:I:v Y, y,a ylla tee 7y(n—1)) = _aly(n_l) - (12y(n_2) — ... any + f($) (1215)
unde ap,ag,...,a, € Riar f(z) o functie continua, deci a ecuatiilor de forma:
™ 4+ a1y Y 4 aoy™ D 4t an 1y + any = f(zx) (12.16)

Daca f(x) = 0 ecuatia se numeste omogena, daca f(x) # 0 ecuatia se numesgte
neomogena.
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vom folosi uneori operatorul diferential L definit prin:
dny dn—ly
— -1 _
Ly) =y™ +ary™V + . +ay= T ta g et ay (1217

si atunci ecuatia considerata poate fi pusa sub forma:

Propozitia 2:
Ecuatia Ly = 0 este echivalenta cu sistemul de n ecuatii de ordinul intai

Yy = —12
Yy = —y3
: (12.18)
yjz—l = —Yn
Y, = —a1y1 — a2y2 — A3Y3 ... — AnYn
Prin urmare matricea sistemului este:
0 -1 0 ... 00
0 0 —1 ... 0 0
A= : : : e :
0 0 0 ... 0-—-1
—Up — Ap—1 — AQp—92 ... — A2 — A1

Propozitia 3:
Fie ecuatia liniara si omogena

y™ +ay™ D+ ay=0

si fie sistemul echivalent:

dY
— =AY
dx

atunci polinomul caracteristic asociat matricei A coincide cu polinomul carac-
teristic al ecuatiei liniare Ly = 0
Intradevar dezvoltand det(A — AI,,) = 0 dupa ultima linie obtinem:

Py(\) =det(A —AL) = A"+ a A" L+ ... +a,.
Propozitia 3:
Un sistem liniar de n ecuatii de ordinul unu neomogen:

dy
=AY+ B, Ac Mn(R), Be M (R) (12.19)
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este echivalent cu o ecuatie liniara de ordinul n:

L(y) = f(z), fe€CR) (12.20)

Demonstratie: Sa notam cu D matricea asociata operatorului de derivare:

%2 0...0 n v
0 0...0 2 !
py=| . = 2]
00 0...4 Yn Yn

Egalitatea (12.19)devine atunci:
(D-—AY =B (V)Y
Rezolvand formal acest sistem obtinem relatiile:
det(D — A)y; = det C;,

unde C; este matricea ce se obtine inlocuind in matricea D — A coloana i cu
vectorul coloana B. Rezultatul va fi o ecuatie diferentiala liniara de ordinul n
in y;.

Exemple:

1) Fie sistemul:

{yiz Yo
Yo = —U1

_ 01\ AT !
a=(30) o= (F )

Sistemul este echivalent cu:

d  _
Cllm 4 |y =0 adicd ¢f +y1 =0
dx

Solutiile sistemului sunt:

y1 = Cicosx + Cosinx
yo = —Cysinx + Ca cosx

2) Pentru sistemul
Y= Y1+
vh= y1 +y2 + 16z

11 4 _1 -1
— . _ — dz
a=(1a ) poa=( B0
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Sistemul este echivalent cu:

d
£ -1 -1 0 —1 .
‘ _dgi i—l’yl_‘l&r i—l‘ adica y{ — 2y] = 16x
dx dx
sau cu:
d d
d_1 _1 d _
‘ _d”i 4 _q |2= f”l 1 16(3)0 adica y) — 2y, = 16 — 16x
dx

Observatie: Se poate ajunge la aceleasi rezultate daca vom folosi metoda
substitutiei care consta in eliminarea pe rand a necunoscutelor, ajungand in
cele din urma la o ecuatie diferentiala de ordin n.

Astfel din exemplul 2) din prima ecuatie avem

Y2=y —y dar yp =y —yy
Inlocuind y2 51 ¥4 in a doua ecuatie ne va da:
vl —yy = + 9 —y1 + 16z sau gy —2y) = 16z
La fel scotand din a doua ecuatie pe y; avem
y1=y5 —y2 — 16z ar yj =y —y, — 16
Inlocuind y1 si ¥} In prima ecuatie ne va da:
" / / ! /
Yy —Yp — 16 =y2 + Yy —y2 — 16z sau  yy — 2y5 = 16 — 162

Prin urmare rezultate identice.



