Serie (matematica)
In matematici, o serie este un gir infinit
intre elementele céruia s-a scris semnul
operagieﬂiC de adunare:

SZZ-‘FA-:-‘H b xo + x5
k=1

Elementele seriei pot fi numere reale,
numere complexe, vectori, functi avand ca
valori numere reale, complexe sau vectori, etc.
Este necesar ca pentru multimea din care se
iau elementele seriei sa fie definite operatia de
adunare si notiunea de convergenta.

Fara alte conditii, o astfel de serie se mai
numeste serie formald, deoarece (incd) nu se
executd adunarea termenilor. Pentru a defini
suma (valoarea) seriei, se definesc mai intai
sumele partiale ca fiind sumele unor numere
finite de elemente de la inceputul sirului:

N
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Se spune ca seria este convergenta daca

sirul sumelor partiale =11 ~'21 - - -este
convergent. Pentru o serie convergenta, se
defineste suma seriei ca fiind limita sirului
sumelor partiale:
S = lm Sy
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Exemple

Probabil cea mai simpla serie infinita
convergenta este:
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Se poate "vizualiza" convergenta ei

pe axa numerelor reale: ne putem imagina o
linie de lungime 2, pe care se marcheaza
succesiv segmente cu lungimile 1, %3, V4, etc.
Intotdeauna se va putea marca urmitorul
segment, deoarece dimensiunea liniei ramasa
nemarcata va fi intotdeauna aceeasi cu cea a
ultimului segment marcat: cand a fost marcat
segmentul %2, a mai rdmas o bucatd nemarcata
de lungime '%, deci putem sd marcam
urmatorul segment de %. Acest argument nu
demonstreaza ca suma este egald cu 2 (desi
este), ci demonstreaza ca este cel mult 2 — in
alte cuvinte, seria are o limita superioara.

Aceasta serie este o serie geometrica iar
matematicienii de obicei o scriu astfel:

d2m=2

n=I() unde termenii a, sunt numere

reale (sau complexe). Spunem ca seria
converge la S;, sau ca suma ei este S, daca
lim Z @y

limita ¥ =0 existd si este egaldcu S.
Daca nu existd un astfel de numar atunci se
spune ca seria este divergentad.

Cateva tipuri de serii infinite

O serie geometricd este o serie in care
fiecare termen succesiv este obtinut prin
inmultirea termenului anterior printr-o
constanta (numita ratie). De exgomplu:
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in general, seria geometrica n=0
converge dacd si numai dacd |z| < 1.
Seria armonica este seria:
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Serian=1"" converge dacd r > 1 si este
divergenta daca r < 1, acest lucru poate fi
aratat cu ajutorul criteriului integral.
O serie alternatd este o serie in care

termenii alterneaza semnele. Exemplu:
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O serie telescopicd n=1
converge daca sirul b, converge la o limita L
cand » tinde la infinit. Suma seriei este atunci
b] - L
Absolut convergenta
M Se spune ci o serie de numere reale sau
cgomplexe sau de vectori intr-un spatiu Banach

D> an

n=0  converge absolut sau ca este absolut
convergentd daca seria valorilor absolute ale
tgormenilor, sau respectiv seria normelor lor,

Z|aﬂ|

n=0  este convergenta.

O serie absolut convergenta este
intotdeauna convergentd. Mai mult, prin
permutarea termenilor unei serii absolut

convergente, rezultd intotdeauna o serie
convergenta a cdrei suma este egald cu suma
seriei originale.

O serie convergentd care nu este absolut
convergenta se numeste semiconvergentd.
Pentru o serie semiconvergentd de numere
reale, se poate, prin permutarea adecvata a
termenilor, sa se obtind o serie ce converge la
orice valoare se doreste; de asemenea, prin
permutarea termenilor unei serii
semiconvergente se poate obtine o serie
divergenta.

Criterii de convergenta

Criteriile de comparatie

In matematica, criteriile de comparatie
sunt criterii care stabilesc natura unei serii ai
carei termeni sunt numere reale sau complexe.
Acesea determina natura seriei comparand
termenii ei cu cei ai unei alte serii, careia i
este cunoscuta natura.

Primul criteriu al comparatiei

Prigloul criteriu de comparatie spune ca daca

D b
serian=1  este o serie absolut convergenta
si existd un numar real C independent de n
astfel incat

|a'ﬂ| {—: C"b“ |ogentru un » oricat de

>
mare, atunci serian=1  este absolut

convergenta. In acest caz se spune ca b
"domina" pe a. Dacé seria Y |b, | este

divergenta si | n | :—} | bﬂ |pentru un n
oricat de mare, atunci seria y @, nu converge
absolut.

Al doilea criteriu al comparatiei

Al doileeéocriteriu de comparatie spune ca

> bn
daca serian=1 este o serie absolut

convergenta si existd un numar real C
independent de # astel incat
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mare, atunci serian=1  converge absolut.

Daca seria Y |b, | este divergenta si

‘ Gnt| o bnt1
an | | by
pentru un » oricat de mare, atunci seria Y @, nu
converge absolut.
Acest lucru rezulta din : Criteriul
raportului (D'Alembert
Al treilea criteriu al comparatiei
Al treilea criteriu al comparatiei spune ca

= o0
> 3,

daci seriile 7 =1 sin=1  sunt serii cu

. n
[ = lim —
toti termenii pozitivi si nee b-n

Atunci:

Daca 0 </ < atunci cele doua serii sunt
de aceeasi natura.

Daca /= 0 si seria ) b, este convergenta
atunci seria ) a, este convergenta.

Dacé / = +oo i seria ) b, este divergenta
atunci seria >a, este divergentd.n

Criteriul radicalului (Cauchy)

in matematica, criterul radicalului
(Cauchy) se a&licé pentru determinarea naturii

ay, -
seriei infinte n=1
Este foarte folositor atunci cand se aplica
seriilor exponentiale. Acest criteriu a fost creat
de Cauchy, de aceea mai este numit si
criteriul Cauchy. Criteriul radicalului
foloseste numarul

C' = lim sup {/|ay|,

unde "lim sup"
inseamna limita superioara.

Criteriul radicalului spune ca:

Daca C < 1 atunci seria este absolut
convergenta.

Daca C > 1 atunci seria este divergenta.

Daca C =1 atunci natura seriei este
nederminata.

Criteriul raportului (D'Alembert)

n matematici, criteriul raportului
(D'Alembert) se apligéi pentru determinarea

fin
naturii seriei infinte nZ:D ai carei termeni
sunt numere reale cau complexe.

Testul a fost prima data publicat de Jean le
Rond d'Alembert, de aceea mai este numit si
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criteriul lui D'Alembert. Criteriul
raportului foloseste numarul

L= lim |22t
T—2C a’r‘.l
Criteriul raportului spune ca:
Daca L < 1 atunci seria este absolut
convergenta.
Daca L > 1 atunci seria este divergenta.
Daca L = 1 sau L este nedeterminat atunci
natura seriei este nederminata.
Criteriul Raabe-Duhamel
Daca L = 1 criteriul raportului nu poate
dermina natura seriei studiate. O extindere a
criteriului raportului este criteriul Raabe-
Duhamel care permite uneori determinarea
naturii seriei pentru cazul L = 1.
Criteriul Ra%ge—Duhamel spune ca daca
> an
pentru o serie n=0

lim |22t —

Tl ay si daca existd un numar
pozitiv ¢ astfel incat
— 1) =-1-c¢
at
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unci seria este absolut convergenta.
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