7. PROPAGAREA CAMPULUI ELECTROMAGNETIC

Sub acest titlu mai general, prezentul capitol va trata cateva teme legate de campurile
electromagnetice variabile in timp (7) si spatiu, descris de marimile de stare de forma E(7,¢) sau

E(P,t) si H(r,t) sau H(P,t) —unde 7 este raza vectoare a unui punct P (oricare) din domeniul

Q) de existentd a campului electromagnetic— teme ca: ecuatia undelor, unde electromagnetice,
radiatia oscilatoarelor, propagarea undelor plane in diferite medii, difractia undelor
electromagnetice, ghiduri de unde, cavititi rezonante, repartitia cdmpului electromagnetic in
conductoare masive, efectul pelicular, curentii turbionari, pierderile in fier, precum s§i cateva
aplicatii diverse.

7.1. Unde electromagnetice

La modul cel mai general, notiunea de unda poate fi definitd in felul urmator: prin unda se
intelege un fenomen (o manifestare naturald) variabil in timp care se propagd din aproape in
aproape intr-o regiune datd a spatiului. Acest fapt —prin modelare— se poate defini si astfel: in
domeniul Q se propagd o undd a marimii de stare u daca o perturbare a lui u, existentd in punctul
P in momentul ¢ se regaseste Tn momentul #+At in diverse puncte P’ din vecinatatea lui P.

In legitura directd cu aceastd definitie se introduc notiunile: front de unda si viteza
frontului.

Prin frontul undei se intelege suprafata ce separd, la un moment dat, regiunea perturbata
de cea neperturbatd; ea evolueaza atdt in timp cat si in spatiu, ceea ce implicd fenomenul de
propagare a undei in domeniul Q.

Viteza de propagare a frontului (ceea ce este tot una cu viteza de propagare a undei) se

defineste ca fiind limita dintre distanta PP' pe care o parcurge un punct P’ al frontului de unda
(fatd de punctul P din punctul de perturbatie) in intervalul de timp Af si acest interval de timp,
atunci cand At tinde catre zero, adica:
!
Wi imzzﬂ , (7.1)
A0 Af dr
care este totdeauna finitd. Aceasta corespunde faptului esential ca in conceptia actuala a Fizicii nu
existd decat efecte care se propaga prin ,actiuni din aproape in aproape” (cunoscuta teorie a
contiguitatii) si cu viteza finitd. De fapt, aceastd conceptie (avand totusi o origine mai veche: anul
1843, cand M. Faraday a introdus termenii de camp si de contiguitate) std la baza teoriei
macroscopice clasice a fenomenelor electromagnetice ale lui Maxwell. Teoria contiguitatii
considera cé purtdtorul actiunilor electrice si magnetice dintre corpurile electrizate si magnetizate
este cdmpul electromagnetic care le transmite prin contiguitate (adica din aproape in aproape in
spatiu si timp) cu o anumita viteza finita (dar foarte mare), astfel ca ele au nevoie de un anumit
timp spre a se propaga. Actiunile prin contiguitate depind numai de evolutia pe care starile fizice
au avut-o Intr-un timp oricdt de scurt (care tocmai a trecut!) la o distanta oricdt de mica din jurul
portiunii de corp asupra cdreia se exercitd, de aici rezultind imediat notiunea de unde
electromagnetice, in forma din definitia data la inceput.
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7.1.1 Clasificarea si reprezentarea undelor

Exista diferite criterii de clasificare a undelor. Astfel, dupa natura fizicd a marimii de stare
u consideratd, se disting undele: elastice, pentru care u este o deplasare sau o tensiune mecanica,
ori o presiune etc. (din aceastd categorie fac parte, de exemplu, undele seismice, undele
hidraulice, undele sonore s.a.), gravifice, magnetohidrodinamice, electromagnetice (la care

marimile de stare sunt, in principal, intensitatea campului electric £ si intensitatea campului

magnetic H ) etc.
Iata doua exemple de unde:

- undele superficiale care apar pe suprafata unui lac adanc cénd, aceastd suprafatd fiind
perfect plana, intr-un punct P al ei cade un obiect greu (o piatrd). Acest eveniment duce la
formarea pe suprafata apei a unor cercuri concentrice, care isi maresc din ce in ce raza si care au

4 L>4

I = {Pu(P,1) = const.}
Fig. 7.1

>t centrul in punctul P in care a cazut
obiectul greu. Dacd se reprezintd
suprafata apei In cateva momente
succesive din figura 7.1, realizate in
momentele ¢;, t,>t; si t3>1,, se vede
ca aceste ,,ondulatii” superficiale se
propaga sub forma cercurilor din
figura 7.1, pana cand ajung la malul
apei. In figura 7.2 este reprezentati
o ,sectiune” verticald prin apa

 Unde supeicale lacului, la momentul ¢, din care

s rezultd cd perturbatia produsd de

obiectul cdzut in punctul P se

swrfn  transmite in  punctul P’, prin

NV W

Locul in care obiectul

e modificarea nivelului A(P, ) al apei,

fatd de fundul lacului, datorita
miscdrilor moleculelor apei, sub
influenta socului dat de obiectul
cazut, al energiei primite prin acest
Fundul soc de molecule si al frecarii dintre

greu a atins apa la o g
timpul ¢ )

Obiectul greu ~~

h(P,t) h(P'1)
6>
Fig. 7.2
s
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Fig. 7.3

lacului
moleculele de apa etc.;
- undele electromagnetice
pot fi produse asa ca in figura 7.3,
de o sursa de energie electrica cu t.e.m. e alternativa (un
oscilator electric — v. cursul ,,Dispozitive si circuite
electronice”) care incarca si descarca alternativ, cu
sarcini electrice de nume contrar, doua sfere metalice
(v. fig. 7.3) situate la o distanta / foarte mica in raport
cu un punct P’(r') unde se analizeazd campul
electromagnetic produs de cele doua sfere prin marimile
lui de stare £ si H (v. § 7.1.6). In repartitia lor
instantanee, sarcinile electrice determind un camp
electric care variaza in timp: E = (P',¢) . Conform legii
circuitului magnetic (1.88), un camp electric care
variazd in timp produce un camp magnetic, care
D ¢-0E
ot

. . D L
—datorita faptului ca aa—z #0— va varia si el,
t
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intensitatea lui fiind H = (P',f). Deoarece si campul magnetic variaza in timp, va produce —

. .. . . 0B u-0H A
conform legii inductiei electromagnetice (1.82), prin termenul E: FYa— un nou camp
electric variabil 1n timp si aga mai departe. Rezultatul este aparitia unei succesiuni de fronturi ale
campului electromagnetic (perturbat / intretinut de sursa alternativa cu t.e.m. e), care variaza in
timp si spatiu, deci formarea unei unde electromagnetice.

Un alt criteriu de clasificare a undelor tine seama de felul de exprimare matematica a
marimii de stare u, in functie de care exista unde: scalare, vectoriale si tensionale, reale sau
complexe. Astfel, in cazul undelor elastice care se propagd in gaze, marimea de stare a gazelor:
presiunea p (care este un scalar) — constituie o unda scalara, iar viteza o unda vectoriala (deoarece
mirimea fizica viteza se evalueazi printr-un vector w). In exemplul din figurile 7.1 si 7.2 (al

undelor superficiale de pe luciul apei), marimea superficiala de stare fiind deplasarea 4 (P, t) a
nivelului suprafetei apei, deci un vector, undele au un caracter vectorial. in acest caz simplu, al
transmiterii undelor elastice vectoriale de-a lungul unui corp (in exemplul considerat, suprafata
apei), se disting doud varietdti de unde vectoriale, dupa cum deplasarea este paralela cu directia de
propagare sau perpendiculara pe ea. Primul caz, simplu de exemplificat prin ce se intdmpla cu un

. S " . L >4, T
lungul axei sale, constd in aparitia unei unde longitudinale, s

situatie in care perturbarea se transmite 1n lungul resortului,
vectorul reprezentativ din acest caz, fiind forta F (P,t) care este
paralel cu axa resortului (fig. 7.4).

In cazul perturbarii suprafetei apei (v. figurile 7.1 si 7.2),

-
—,

marimea care poate descrie acest fenomen este deplasarea h (P,1)

un vector perpendicular pe directia radiald PP'(v. fig. 7.1) de
propagare a undelor superficiale, ceea ce Inseamnd ca aici este
vorba de o unda transversala.

In ceea ce priveste undele tensoriale, un exemplu din
aceastd categorie este acela al undelor de presiune din fluide
vascoase. Fig. 7.4

Undele mai pot fi clasificate si dupa criterii geometrice, ca
—de exemplu— numarul de dimensiuni care intervin in propagarea undei considerate. Tot un
criteriu geometric de clasificare este
acela care tine seama de forma
suprafetelor pe care se afla la un
moment dat perturbatiile. Dupa felul
suprafetelor in ale caror puncte
marimea de stare are aceleasi valori in
momente succesive, exista undele:
plane (fig. 7.5a), cilindrice (fig. 7.5b),
sferice (fig. 7.5¢) etc.. In exemplul dat
in figura 7.1, al undelor superficiale de a
pe suprafata unui lac, din punctul de
vedere geometric aceste unde sunt
circulare, concentrice.

Dupa caz, se pot folosi numeroase tipuri geometrice de unda, dar cele mai importante sunt
totusi undele plane si sferice; cele plane pentru faptul ca pe o portiune suficient de mica din
spatiu, orice unda AX poate fi aproximata ca fiind plana (ceea ce simplifica studiul), iar undele
sferice prezintd interes deoarece —conform principiului lui Huygens (v.§7.1.8)— orice punct de pe
o suprafata de unda poate fi considerat ca o sursa a unei unde sferice.

b ¢

Fig. 7.5
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Undele se mai pot clasifica si dupa felul cum variaza in timp marimea de stare . Dupa cum
s-a mai aratat In general aceastd marime este o functie de punct, P sau 7 :>P(17), si de timp #:

u(P, t) sau u (17, t). In unele din exemplele date pani in prezent (cele ilustrate in figurile 7.1, 7.2 si

7.4), undele se datorau faptului ca perturbatia era de forma unei functii treapta (de soc), adica: la
un moment dat, in punctul 7 (sau P) apérea brusc o perturbatie, care se propaga mai departe in
punctele vecine, 7' (sau P’), fard a mai reveni (si zicem periodic). in astfel de cazuri, unda se
numeste unda de soc.

Dar exista si multe situatii (ca aceea din figura 7.3, unde sursa de perturbatii este o t.e.m. e
alternativd), In care fenomenul perturbator revine periodic in timp si —in acest fel- produce o
variatie periodica a marimii de stare, adica:

ul(F, t)=u(F, t+T) =T =0,

ceea ce inseamna a spune ca prin 7' trece o unda periodica in timp, de perioada 7. Revenindu-se
la exemplul mai simplu de intuit §i reprezentat, al undelor superficiale ce apar pe luciul unui lac
atunci cand intr-un punct fix P obiectul greu loveste periodic apa, la intervale de timp 7 (perioada
de repetitie), se va constata ca aspectul suprafetei lacului (vazuta de sus) este cel indicat in figura
7.6, adica niste grupuri de cercuri care se succed in timp cu perioada 7" si pe directia razei
cercurilor cu intervalul A. Acest interval A dupa care perturbatiile se reiau se numeste /ungime de
unda (v. § 7.1.3) si ea reprezinta in fapt distanta la care se propaga unda (frontul undei) in timpul
unei perioade 7. Daca propagarea undei se face cu viteza w, atunci: A=w T. Deci, unei perturbatii
periodice in timp i corespunde o unda periodica in timp si in spatiu. Acest caz este foarte utilizat
in tehnica comunicatiilor prin unde electromagnetice; el a fost numai prezentat ca exemplu in
figura 7.3, dar asupra lui se va reveni in toate paragrafele ce vor urma.

R

D

Un alt caz este acela in care in modelul marimii de stare u, variabilele 7 i ¢ apar separate,

in forma:
u(F.1)=p(F)le),

care reprezintd modelul tipic al coardei vibrante. Vibratiile coardei sunt produse mecanic, de o
doza D comandati periodic de un oscilator mecanic O, asa cum se arati in figura 7.7. In functie de
tensiunea mecanica prin care este ,,intinsd” coarda, apare un anumit numar de ,,maxime” (M) si de
,minime” (m) care nu se deplaseaza in timp in lungul coardei; acest tip de unda se numeste unda
stationard. In opozitie cu acestea, undele la care se constati o propagare a perturbatiilor se
numesc unde progresive.

Avandu-se in vedere definitia undelor, deoarece in cazul undelor stationare nu se observa o
deplasare a perturbatiilor, vibratiile care apar nu pot fi incluse In categoria undelor. Ele prezinta
totusi interes in teoria undelor deoarece analiza fenomenelor vibratorii aratd cd —in general—
undele stationare pot fi considerate ca o suprapunere de unde progresive (v.§7.1.3).
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Reprezentarea grafica a undelor

Reprezentarea graficd a proceselor ondulatorii trebuie sd redea intr-o forma cantitativa
modul cum este repartizati pe Q marimea de stare u(P,z) sau u(F,1) —cu P(F)e Q- astfel inct sa

rezulte esenta proprietatilor specifice undelor analizate. Folosindu-se performantele de grafica
interactiva, de reprezentare in 3D (simuland spatiul tridimensional) si facilitatile actuale ale
tehnicilor de calcul automat, reprezentarea diverselor tipuri de unde devine foarte simpla, putand
reda —prin animatie— si evolutia In timp.

In principiu (chir si atunci cand se utilizeazi reprezentarea prin animatie), redarea grafici a
propagarii undelor se face in doud moduri: 1° se reprezinta starea domeniului in care se propaga
unda (in nodurile unei retele de discretizare care se aplicad domeniului Q, in 3D sau —daca exista
simetrii— Tn 2D) la diverse intervale de timp A¢ suficient de mici pentru a se sesiza influenta
timpului in mod fluent (pana la redarea animata, fireasca); 2° se reprezinta in mod continuu
variatia in timp a marimii de stare u(P,#) < P acelasi, in anumite puncte P ale domeniului (2
considerat etc.

In cazul 1° de reprezentare, are importantd si alegerea sistemului de referinta (de
coordonate), care se adoptd in functie de natura matematici a marimilor de stare, de forma
geometrica (posibild) a undelor, de numarul de dimensiuni al domeniului O etc.

Influenta mediului asupra propagéarii undelor

Natura mediului si cazurile de neuniformitate determind in mod hotarator fenomenul de
propagare a undelor, atat in ceea ce priveste amplitudinea undei si viteza de propagare, dar si
aparitia unor efecte care sunt provocate direct de catre starea mediului.

Astfel discontinuitatile mediului, atinse de cétre o unda progresiva, produc aparitia unor noi
unde cu centrul in punctele de discontinuitate.

Daca perturbatiile din mediu sunt de dimensiuni mici in comparatie cu lungimea de unda
(v. § 7.1.3) are loc un fenomen de imprastiere a undelor (un astfel de fenomen intervine frecvent
in propagarea undelor electromagnetice de radiofrecventa la distante foarte mari).

Atunci cand mediul in care se propaga undele este format din mai multe zone, fiecare in
parte uniforme dar cu marimi de material diferite de la zona la zona (care sunt separate, deci, prin
suprafete de discontinuitate), se produc efecte de refractie a undelor (v. § 7.4.2), in cazul in care
undele ce traverseaza suprafetele de discontinuitate au lungimea de undd mult mai mica decat una
din dimensiunile suprafetei. Suprafetele de discontinuitate dintre doud medii uniforme produc si
fenomenul de reflexie (v. § 7.4.2 51 § 7.4.3).

Un alt fenomen, provocat de discontinuitatile din mediu, este difractia (v. § 7.1.8). El se
produce la trecerea undelor pe langa suprafetele in lungul cérora proprietatile de material ale
mediului variaza discontinuu pe portiuni de dimensiuni mari in comparatie cu lungimea de unda,
portiuni pe care se afld corpuri opace. Un exemplu clasic de mediu in care se produce difractia
este mediul omogen 1n care se afld plasat un ecran opac (din punctul de vedere al propagarii
undelor), semiinfinit sau perforat; in acest caz undele (ca exemplu, tipic cele luminoase) difracta
la trecerea prin orificiul din ecran sau la marginea sa.

Mediile la care viteza de faza (v.§7.4.5) este independentd de frecventd se numesc medii
nedispersive, iar cele la care aceastd viteza depinde de frecventd se numesc medii dispersive.
Exemple tipice de medii dispersive sunt (pentru undele electromagnetice) ionosfera si ghidurile de
unda (v.§7.1.9).

Mediile in care undelor ce se propaga li se micsoreaza amplitudinea in functie de distanta
strabatuta (v. § 7.2.1), adicad mediile care atenueaza undele ce se propagd prin ele, se numesc
medii disipative. In caz contrar (in care undele ce se propaga nu sunt atenuate), mediile se numesc
nedisipative. Acest efect, de atenuare a undelor propagate, are o cauza energetica. Prin propagare
unda transmite mediului in care se afla o anumita energie (preluatd de la sursa ce a produs, ca
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element perturbator, unda) care prin diverse fenomene —in functie de natura fizica a sistemului (de
exemplu prin frecare in cazul undelor elastice, prin efect Joule in cazul undelor electromagnetice
din mediile conductoare — v. § 7.3.1)— transforma energia, primita de la undele ce se propaga, in
caldura (fapt dovedit de cresterea temperaturii mediului).

Polarizarea undelor

In cazul undelor vectoriale care se propaga printr-un mediu oarecare se produce urmatorul
fenomen: vectorului de stare a undei #(7,¢) descrie, in timpul deplasarii frontului undei, o curba

planad. Acest fapt este denumit polarizarea undelor intr-un plan; dacd —in particular— vectorul de
stare # descrie o dreapta, se spune ca unda u este polarizata liniar (v.fig.7.8b).

In cazul particular al undelor armonice (adica al undelor in care vectorul # variazi
sinusoidal in timp), unda vectoriala este intotdeauna polarizata plan, varful vectorului # descriind
o elipsd, spunandu-se ca unda este polarizata eliptic. Aceasta este consideratd situatia generala
deoarece —dupa caz— elipsa poate degenera intr-o dreapta sau intr-un cerc.

in legatura cu acest fenomen, se enuntd urmatoarea teorema: ,,orice unda vectoriald este
polarizatd eliptic”. Demonstratia acestei teoreme este relativ simpla. Fie u,, u, §i u. componentele
vectorului de stare # al undei, componente ce variaza armonic in timp, astfel ca vectorul:

Tx_l:uxlT‘i‘Mg]_.‘i‘uz];
poate fi scris in forma:
(P1) i =a coswt+b sin ot
unde: @ = a.d + ayj +ak si b =bd +by + bk sunt vectori ale ciror componente sunt constante in
timp. Dupa cum se stie (v. Matematica) relatia (P1) reprezinta ecuatia vectoriald a unei elipse si
atunci ecuatia datd de produsul vectorial mixt:
(P2) ab-u=0,
reprezintd ecuatia planului elipsei, plan ce are normala @ xb (deoarece abit =a x bit =0).
Ecuatia (P1) aratda ca orice unda vectoriald poate fi consideratd ca provenind din

suprapunerea a doud unde vectoriale polarizate liniar: @ cosz si b sin ot , defazate in timp cu

T .m e Lo . N o
YREE deoarece functiile trigonometrice sinwt $i coswt sunt in cuadratura.

Cazurile tipice reprezentate de ecuatia (P2), ce reprezintd curba descrisa de varful
vectorului # 1in timp, sunt elipsa (cazul general), cercul si dreapta. Dar, In cazul polarizarii
eliptice si al celei circulare, sunt posibile doua situatii determinate de modul cum variaza in timp
vectorul # : cu succesiune in sensul acelor de ceas (care reprezintd polarizarea de dreapta) sau in
sensul trigonometric (aceasta fiind polarizarea de stdnga), situatii care se pot reprezenta grafic asa
cum se aratd in figura 7.8a.

L>h f

I 5> 5

7

=|
ll.[.
-

X,

Fig. 7.8 Fig. 7.9

O reprezentare care sd indice polarizarea circulard de variatie a vectorului L_l(P,t), atat In timp

(dupa un cerc) cat si in spatiu (redand procesul de propagare) este ardtata in figura 7.9.
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7.1.2. Ecuatia undelor electromagnetice

Pentru descrierea particularitatilor undelor electromagnetice se foloseste un model care sa
determine relatia existentd intre marimile de stare caracteristice campului electromagnetic, si
anume: intensitatea campului electric —vectorul E si intensitatea campului magnetic H
(specifice celor doua aspecte ale acestui camp), precum si modul de propagare a campului
electromagnetic prin unde, modelul indicand si dependenta de punct si de timp ale acestor vectori
de stare.

In acest scop se folosesc legile generale ale teoriei macroscopice a campului
electromagnetic sub forma lor locald (de punct) exprimata de ecuatiile de baza ale lui Maxwell:
(1.105M1)...(1.105M4) si ecuatiile de material (1.106M5)...(1.106M7), care se referd la
electrodinamica macroscopicd a mediilor continue, netede (in care functiile sunt continue si
derivabile) si imobile, adica in cazul unor medii in repaus (cu vitezaw =0 ), liniare, omogene si
izotrope, fara polarizatie electrici permanenti ( P, = 0), fira magnetizatie permanenta (AZ; = 0) si
fara cdmp imprimat (_i = 0). Desi un astfel de domeniu este un caz particular, cu multe restrictii,
a fost ales pentru cid reprezintd situatia cea mai raspanditd in practica propagarii undelor
electromagnetice radio, in aer sau in vid (in ,.eter”), atit de utilizate in telecomunicatii. Cazurile
de discontinuitate, neuniformitate, anizotropie etc., care genereaza efecte secundare, sunt tratate
aparte in conditiile date (reflexie, refractie, difractie, radiatii —atunci cand p#0 sau/si m #0,
efectul Doppler-Fizeau atunci cand existd viteze relative intre sursele de radiatii, observator,
mediu etc.— deci cand w # 0, atenuarea undelor In mediile disipative etc.).

Reamintindu-se ecuatiile de baza ale lui Maxwell (prezentate in § 1.4.1) si ecuatiile de
material (din § 1.4.2), adica:

rotH = J +—-, M1)
ot

rotf = -8, (M2)

ot

divD = gqv, (M3)

divB =0, (M4)

D =¢E, (M5)

B =uH , (M6)

J =vE , (M7)

ale caror simboluri sunt binecunoscute, se poate determina ecuatia undelor in felul urmator:

i) introducandu-se expresiile lui D, B si J , din relatiile (M5), (M6) si respectiv (M7), in
relatiile (M1)...(M4), in conditiile in care mediul este neincarcat electric (adica ¢, [C/m’]=0), se
obtin ecuatiile numai cu variabilele £ si H ale marimilor de stare ale undelor:

divE =0, (U1)

divH =0, (U2)

rotE =— a—H (U3)
o’

rotH = yE + s%—f; (U4)

ii) folosindu-se aceste noi expresii (Ul)...(U4), se pot determina ecuatiile (cu derivate

partiale) pe care le satisfac, in orice punct al mediului de propagare, marimile de stare E si H
ale undelor electromagnetice, prin aplicarea operatorului rotor relatiei (U3):
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= O0H 0
U5 rot rotE =rot| —u— |=—pu—rotH ,
(U5) ( W a:) ne

din care, inlocuindu-se rotH cu expresia lui (U4), rezulta:
0 OF
rot rotE =— E+e—
Mo (Y o J
adica:
OE  O’E

(Ue) rot rotE = —py — — g —— ;
ot ot

iii) stiindu-se ci rot rotE = grad divE —AE (v. § 9.1.2), conform relatiilor (9.39) si
avandu-se in vedere relatia (U1), se obtine din (U6):

- = E ’E
rot rotE = —-AE =—uya——uea—,
ot ot
si deci:
y—
(7.2) AE—usaE—wa—E_o =VPeQ,
or? ot

care arata ca in cazul domeniului €, cu mediul precizat anterior, intensitatea cAmpului electric £
satisface o ecuatie cu derivate partiale de ordinul doi, in timp si 1n spatiu;
iu) aplicandu-se si relatiei (U4) operatorul rotor se obtine:

rot rotH = rot yE +¢g 6_E = yrotf + ag rotE R
ot ot

in care se inlocuieste rotE cu expresia lui (U3), rezultind:
— oH  0°H
un rot rotH = —-yp——egu——,
ot ot
u) tindndu-se seama de egalitatea (9.39), a aplicdrii repetate a rotorului, care aratd ca
rot rotH = grad divH —AH , si avandu-se in vedere cd, in conformitate cu relatia (U2),

divH =0, atunci rot rotH =—AH , astfel ca expresia (U7) devine:

— oH  0°H
—AH = —yp—-— ,
T TR
de unde reiese expresia in H :
7 2
(7.3) Aﬁ—waﬂ—sua H_y cvpen
ot ot?

adica un model formal identic cu (7.2), care aratd ca in cazul domeniului Q, cu mediul precizat
initial, intensitatea cAmpului magnetic H satisface tot o ecuatie cu derivate partiale de ordinul
doi, in timp si in spatiu, casi E ;

ui) pentru simplificarea scrierii, cele doud ecuatii (7.2) si (7.3), se pot formula matricial,
devenind:

E | E o|E
(7.4) A —|—ep——| — |- yu— =0 <VPeQ,
H o’ | H H
care reprezintd ecuatia undelor electromagnetice.
Dupa cum se constata, ecuatia matriceald (7.4), este formata din ecuatii cu derivate partiale

de ordinul doi de tip hiperbolic, care descriu, prin marimile de stare E si H , repartitia cAmpului
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electromagnetic in timp si 1n spatiu (ocupat de un mediu liniar, uniform, imobil, fara polarizatie
electricd permanentd, fard magnetizatie permanentd si fard camp imprimat, Insd disipativ —
datorita prezentei parametrului de material y=1/p). De la Matematica se stie ca, asociindu-se cu

si H (P,t) care —In general— este o solutie ondulatorie. Solutiile obtinute pentru ecuatia (7.4) nu

sunt independente, deoarece intre vectorii £ si H existi intotdeauna relatii de legaturd (U3) si
(U4), astfel incat se obtin o unda electricd si una magnetica strans legate intre ele si care se
conditioneaza reciproc Intr-o unda unica (rezultantd): unda electromagnetica.

Ecuatia undei electromagnetice in medii izolante

In cazul particular al mediilor izolante, pentru care practic conductivitatea electrica este
v=0, ecuatia (7.4) ia forma specifica acestor medii si anume:

E 2 |E
A_—sua— _|=0 <vy=0,VPeQ. (7.5)
H ot | H

Deoarece conform relatiei (1.54), a lui Maxwell (v. § .1.4.5), eu=1/c¢* (unde ¢ este viteza de

propagare a undei In mediul izolant, caracterizat de parametrii € si p (v. § 7.4.1 si § 7.4.5), iar
operatorul:

reprezintd operatorul d’Alembert sau d’alembertianul, rezultd ca forma ecuatiei undelor
electromagnetice ce se propaga in medii izolante este:

E
O {ﬁ} =0. (7.5A)

Ecuatia undei electromagnetice in medii conductoare

In mediile conductoare, care au y>10" S/m si o permitivitate absoluta foarte mica, unde —
deci— y>>>¢, ecuatia (7.4), in care practic en — 0 1n raport cu yu, devine:

E ol E
A{ﬁ} - yug{ﬁ} =0, (7.6)

care este o ecuatie de ordinul doi parabolicd, ce descrie modul cum se propagd undele
electromagnetice in mediile conductoare electrice.

Ecuatiile undelor electromagnetice in medii cu sarcini electrice

In cazul 1n care in mediul in care se propaga undele electromagnetice existd puncte P unde
densitatea de volum a sarcinii electrice ¢,[C/m’] este diferiti de zero, sau existd corpuri
punctiforme In domeniul ocupat de mediu care se deplaseaza cu viteza w#0 avand g, #0

(adici g, w=J #0), precum si variatia in timp a densititii de volum a sarcinii electrice
dgv/dt #0 (deci divJ = —dqv/ dt #0= J #0), prin urmare in cazul in care mediul are domenii

() pentru care:

PeQ=4q,(P)20 7 J(P)0, (PE1)
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distributia ¢, si J pe Q fiind cunoscuta, ecuatiile (7.5) si (7.5A) nu pot duce la gisirea solutiei
E si H a campului electromagnetic (pentru ci ele au fost determinate in conditiile
q,=0= divE =0 — v relatia Ul si s-a considerat rot rotE = —AE = grad divE =0, deci tot
divE =0). De aceea, in cazurile indicate de expresia (PE1), calculul cAmpului electromagnetic se
poate realiza mai simplu prin introducerea potentialelor electrodinamice (v. § 7.1.4), ca
potentiale (V' si A ) ale undelor electromagnetice care permit si analiza fenomenelor de radiatie
electrica (v. § 7.1.6) si magneticd (v. § 7.1.7). Aceste marimi se pot introduce In virtutea
neunivocitatii potentialelor (v. § 7.1.4).

Dupa cum se stie, din legile circuitului magnetic (M1) si fluxului magnetic (M4) —indicatori
folositi in paragraful 7.1.2— rezulta ca vectorul inductiei magnetice reprezintd un camp solenoidal
(v.cap.5), astfel incat se poate scrie:

_D _
(PE2) B =rotd,
in care A este —prin definitie— potentialul electrodinamic vector (in capitolul 5, referitor la
campul magnetic cvasistationar, 4 a fost numit potential magnetic vector). Inlocuindu-se B din
legea inductiei electromagnetice (M2 in § 7.1.2) cu definitia anterioara (PE2) rezulta:

(PE3) roth—a—Berotfz—grotZ—)rot E+ai =0.
ot ot ot

N , - = 04 o .
Din ultima relatie (PE3) rezulta ca termenul £ +E este irotational (deoarece rotorul sau

este nul), astfel ca el poate fi exprimat printr-un gradient al unei marimi scalare (fie acesta V),
adica:

E + o =—gradV,
ot

de unde rezulta ca vectorul intensitatii cAmpului electric poate fi scris in forma:
=D o4
(PE4) E= o gradl,
in care V este —prin definitie— potentialul electrodinamic scalar.
Prin utilizarea potentialelor electrodinamice, 4 si V, calculul cAmpului electromagnetic se
simplifica prin faptul ca in locul determindrii marimilor de stare vectoriale E si H (care se face
prin 6 valori/componente scalare), trebuie determinate numai 4 valori/componente scalare: 3

pentru potentialul electrodinamic vector 4 si una pentru potentialul electrodinamic scalar V.
Folosindu-se aceste potentiale electrodinamice, ecuatiile undei electromagnetice devin:
- se introduc relatiile (PE2) si (PE3) in forma locald a legii circuitului magnetic (M1) din §
7.12—1in care H si D se inlocuiesc prin explicitarea lor din legile (M6) si (M5) din § 7.1.2,
rezultand:

(PES) rotﬁszr@—D—)lrotE:j-ka@—E—)lrot rotszJr(aé —a—A—gradV ;
ot u o ot\ ot

- deoarece rot rotd = grad div4 — AA4 , conform relatiei (9.39), expresia (PE5) devine:

—
(PE6) grad divd — A4 =puJ — sugrada—V - aua—f ,
ot Ot
adica:
,—
(PE7) AA —ep %;24 =—nJ + grad(diVA + su%—f} ;
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- dupa cum s-a aritat in capitolul 5, un camp vectorial 4 poate fi definit in mod univoc
numai dacd se precizeaza simultan atdt rotorul cat si divergenta sa (la care se mai adaugd —in
functie de problema— conditiile initiale si la limitd). Aici, prin definitia (PE2) s-a indicat valoarea
rotorului vectorului A, divergenta lui 4 putind fi determinati prin etalonare (de exemplu, in
capitolul 5 s-a considerat div 4 =0). In acest caz, cel mai potrivit —din punctul de vedere al

modelarii— este ca div 4 si se etaloneze prin conditia lui Lorentz, adica:
diVZ:_gMa_V:_La_V, (7.7)
ot ¢t ot
etalonare ce simplifica mult modelul (PE7);

- prin conditia de etalonare Lorentz (7.7) a potentialului electrodinamic vector A4,
ecuatia (PE7) devine:

-
M -ep Ty, (78)
ot
adica:
1 0% |- -
A-——d=—pJ, (7.8°)
{ c? 8t2}
sau:
0d=-pJ, (7.8”)

care reprezintd o noud forma a ecuatiei undelor electromagnetice in medii unde existd puncte in
care densitatea de curent este diferitd de zero;

- se introduce, in continuare, relatia (PE4) in legea fluxului electric —sub forma locala
(M3) din § 7.1.2— rezultand:

= _ (o
divD =q, > ¢e-divE =¢q, ag.dlv(_%—gradVquw

sau:
div| — gradV _o =9, div gradV —Qdin - ,
ot € ot €
adica:
S T 0 7 49
-VV—-—divd =— > -AV ——divd =—; (PER)
ot € ot €
-inlocuindu-se in ultima relatie (PES) div 4 prin conditia lui Lorentz (7.7) se va obtine:
o[ L) e
ot\ ¢ ot €
adica:
2 2
—AV+i28V=ﬁ,sau AV—%6V=—Q”; (7.9)
¢ ot € ¢ ot €

- ultima ecuatie (7.9) reprezintd o noud forma a ecuatiei undelor electromagnetice in medii
unde exista puncte in care densitatea de volum a sarcinii electrice este diferitd de zero. Deoarece
ecuatia (7.9) se mai poate scrie si sub forma:

2
A- Ly O (7.9°)
cz ot €
folosindu-se operatorul lui d’Alambert 0 mai rezulta si exprimarea:
av=-2 (7.97)
€

363



Prin urmare, potentialele electrodinamice V' si 4, din ecuatiile (7.9”) si (7.8”), reprezinti
solutiile unor ecuatii d’ Alambert:

yo_ 4
(7.10) e
A=—puJ

care au fost scrise sub forma unui sistem, deoarece in (7.10) —cele doua solutii ¥ si 4 nu sunt
independente pentru cd ele sunt legate prin conditia lui Lorentz (7.7), iar termenii din membrul
drept sunt legati intre ei prin legea conservarii sarcinii electrice (1.92)— pentru medii in repaus (cu
w =0), adica:
dg,
dt
Dacéd mediul considerat: liniar, uniform, imobil, fard polarizatie electricad permanenta, fara

=divJ .

(7.11)

magnetizatie permanenta si in care nu existi sarcini electrice si curenti electrici (¢,=0 si J =0),
mediul fiind izolant (y— 0), descriem propagarea cdmpului electromagnetic (in timp si spatiu)
prin una din marimile de stare ale multimii (7.12):

(7.12) r={E.Hy,4},
atunci forma generala a ecuatiilor electromagnetice este:
(7.13) of=0,

stiind ca marimile (E si H )ef, pe de o parte, si (V' si 4)<f, pe de alti parte, sunt perechi legate
prin relatiile (U3) si —respectiv— (7.11).

7.1.3. Unda electromagnetica plana

Prin definitie (v. fig. 7.3), unda plana este un caz particular al undelor electromagnetice
pentru care marimile de stare (E si H ) depind de o singurd coordonata spatiala si de timp. In
cazul exemplului ales in figura7.3, daca punctul P’ (din spatiul in care se propagad undele
electromagnetice) este extrem de indepartat de sursa de camp (un oscilator electric dipolar de
lungime /), adica distanta » de la punctul considerat la sursa este foarte mare (mai precis » >>> [ —
v. fig. 7.3) atunci unda electromagneticd devine practic unda plana, acesta fiind cazul cel mai
frecvent In comunicatiile radio cu unde electromagnetice modulate (v. cursul Teoria transmiterii
informatiei).

Atunci, o undad electromagneticd plana intr-un mediu dielectric cu y =0 (vid, aer etc.),
presupundnd axa y ca directie de propagare, a unui sistem de referintd cartezian O,,. la care este
raportat mediul, este determinata de marimile de stare:

E=E(y.1),
(7.14) H=H(y,1),
EH}=r1=f(.0,

unde —spre simplificarea scrierii— prin f se subintelege o componentd oarecare a vectorilor de
stare £ sau H .

In aceste conditii, in cazul undei plane, ecuatiile cAmpului electromagnetic (7.5) si (7.5A)
pot fi scrise sub forma:

(7.15) ol flotr —c*-0* floy* =0
care — pentru a fi rezolvata — se retranscrie sub alta forma si anume:
(UP.1) (@/0t—c-a/0y)-(0/6t+c-8/dy)f =0.
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Determinarea solutiei

Pentru rezolvarea acestei ecuatii cu derivate partiale (UP.1) se introduc noi variabile, adica:
t-y/c =€ si t+y/c =n (UP.2), astfel incat: = (n+&)/2 si y=c (n-§)/2. (UP.3). Atunci:
(0/6t—c-0/dy) (B/0t+c-0/dy)

0/0&= si 0/0n= 5 (UP.4)
astfel ca ecuatia (UP.1) pentru f capata forma:
0’ f/om-0E=0, (UP.5)
care —prin integrare dupa &— conduce la:
of lon=F(n), (UP.6)
unde F(n) este o functie arbitrara. Integrandu —se inca odata, dupa n, ecuatia (UP.6) se va gasi:
SEHELMW, (UP.7)

unde £; si f> sunt functii arbitrare. In acest fel, solutia ecuatiei (7.15) —rezultatd din solutia (UP.7)
in care s-au Inlocuit & si n prin expresiile lor (UP.2)— este:

S )= h(tyle)Hh(ttyle) (7.16)
in care functiile arbitrare f; si f, se determind prin conditiile initiale si la limitd (pe frontierd) ale
problemei concrete date.

Solutia (7.16) arata ca unda pland —solutie a ecuatiei (7.15)— rezultd din suprapunerea a
doua unde, una zisa directd f; (sau f;) si alta inversd f> (sau f; ), care se propaga cu viteze egale (c)
in sensuri opuse.

Intr-adevir, presupunandu-se —de exemplu— ci £;=0, solutia (7.16) devine f= f;(t-y/c), care
are urmatoarea semnificatie: in fiecare plan y=const. campul electromagnetic variaza in timp, iar
in fiecare moment ¢ dat cAmpul este diferit, pentru valorile lui y diferite. Insa este evident ca acest
camp are aceeasi valoare pentru coordonatele y si timpii ¢ care satisfac relatia z-y/c=const., adica:

y=const.+c¢t sau y—c-t=const. (UP.8)
Aceasta inseamna cad daca la un moment dat =0, intr-un anumit punct y al spatiului cdmpului va
avea o anumita valoare, dupa un anumit interval de timp 7 campul va avea aceeasi valoare la
distanta A=cT de-a lungul axei y de la locul initial. Aceastd distanta A reprezinta lungimea de unda
(v. § 7.4.5). Pentru a urmari o valoare constantd datd a undei directe f;(&)= fi(¢-)/c),un obsevator
ar trebui sd se deplaseze astfel Tncat segmentul & sau y sa fie constant, conform relatiei (UP.8),
adica cu viteza:

dy/dF% const.+%ct — dy/d=0+c — dy/di=c=1/ue . (7.17)

Viteza (7.17) fiind pozitiva rezultd ca fi(§) se propaga in sensul crescator al axei y, fiind —prin
urmare— unda directd f,.

Astfel, se poate afirma ca toate valorile campului electromagnetic se propaga in spatiu de-a
lungul axei y cu viteza luminii in vid ¢ (v.§ 7.4.5).

In mod similar se poate arita ca unda fy(M)= fo(t+y/c) este o unda care se propagi in sens
opus lui f; =f; ,adica in sensul descrescitor (negativ) al axei y, fiind astfel o undd inversd f; Intr-
adevar, f,(m)= const. —f5(t+y/c) = const.— (t+y/c)= const., cu viteza de deplasare dy/dr=d(const.-
ct)/dt=-c, deci cu viteza luminii ¢ cu semnul minus, adica in sens invers undei directe.

In paragraful precedent s-a aritat ci potentialele electrodinamice (V' si A) ale undei

electromagnetice pot fi alese astfel incat daca V=0 —div 4 =0, conform conditiei de etalonare a lui
Lorenz (7.7). Se va considera —in continuare— aceasta situatie, adica potentialul electrodinamic
scalar al undei electromagnetice plane este ales V=0, ceea ce implicd —pentru potentialul
electrodinamic vector 4— etalonarea div 4=0.

Conditia div A =0 da in acest caz:
04,/0y=0, (UP.9)
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deoarece in unda plana luata dupa directia y, toate marimile nu depind de x si z, rezultand relatia
(UP.9). Intr-adevar:

div A =0—(i 0/dx + j0/oy+ k 0/0z)(A.j + Ay; + A,k )= 0A, /ox +0A, 10y +0A. /6z=0
si cum dacd marimile nu depind de x si de z, Inseamna ca 04,/0x=0 si 04./0z=0, ceea ce inseamna
cd div 4=0 conduce si la 04,/0y=0.

Atunci, conform cu (7.15), in care f'devine 4,, va rezulta si relatia:
(UP.10) 0°4,/0r=0, adica 0A,/dt=const.
Insa derivata 8A4/0t determina campul electric £ —vezi relatia (PE4) din paragraful 7.1.2— si atunci
egalitatea (UP.10) aratd cd o componentd 4, diferitd de zero ar insemna —in cazul considerat—
prezenta unui camp electric longitudinal constant: E,=const. Deoarece un astfel de cadmp nu
apartine undei electromagnetice, se poate spune cd 4, =0. Asadar, potentialul electrodinamic
vector al unei unde plane poate fi ales totdeauna perpendicular pe axa y, adica pe directia de
propagare a acestei unde.

Daca se considera o unda plana care se propaga in sensul pozitiv al axei y (unda directd), —

atunci 1n aceasta unda— toate marimile f (in particular §i 4) sunt functii numai de #-y/c, conform
solutiei (7.16). Din formulele:

Ez—lé—A si H =rot4 ,
c ot
care provin din relatia (PE4) din paragraful 7.1.2 cu conditia V=0, se obtine:
(7.18) E:lZ', H:vxzzvx(z—y/c)-Z'zlﬁxZ',
C C

unde accentul inseamnd diferentierea dupa #-y/c, iar n este versorul de-a lungul directiei de

propagare a undei electromagnetice(7 =k ). Introducindu-se prima relatie (7.18) in ultima se
obtine:
(7.19) H=nxE,
care arati cd in cazul undei electromagnetice plane, campul electric £ si magnetic A sunt
orientate perpendicular pe directia de propagare a undei (a lui y). Din acest motiv undele
electromagnetice plane se numesc transversale. Din relatia (7.19) rezultd, mai departe, cd pentru
unda plana, campurile electric si magnetic sunt perpendiculare intre ele si egale In marime
absoluta (de exemplu, E, cu H, si E, cu H,). Acest lucru se mai poate arata si astfel:

1) in cazul (7.14) al undelor plane, rotorul si divergenta functiei f sunt:

i j k
rot f=|0/dx 0/dy 8/8z=idf. /oy + jof. |0z + kf, | x—idf, 10z~ jof. | ox—kof. /dy
(UP.11) PUEPE ‘
X v z

=iof. /oy —kef, /oy,
deoarece f depinde de o singurad coordonata spatiala y si deci:
f=f(0=10f./0z=0, of,/x=0, &, /z=0,0f. /x=0}

1ar:
divf =(i0/0x+ jo/dy + ko/oz) - (fi + f,j + f.k)=
=0f./ox+0f, /0y +0f./0z=0f, |y,
deoarece: f = f(,0)= 0f, /&x=0,0f, /v =0.
Atunci, dacid /~F sau f =H , relatiile (UP.11) si (UP.12) arat ca:
(7.20) rotE =idE_ / 0y — kOE | by,
(7.20" divE =0E, / oy,

(UP.12)

366



rotH =i0H _ /0y — koH _ / dy, (7.21)
divH =0H , / dy; (7.21)
ii) comparandu-se, pe componente, relatiile (U3/§ 7.1.2) cu (7.20) si (U4/§ 7.1.2) cu (7.21)
rezulta:
rotE =—uoH /0t = i0E. /0y — kOE, /| 0y = —pioH /ot — ;L]@Hy /Ot —pkOH _/ o,
ceea ce inseamna:
OFE./0y=-poH /ot, 0=poH /ot si OE /0y =poH . /ot, (UP.13)
precum si:
tH =yE+edE /ot - - . - _
{“’ ) VETER T S FoH , | y—koH , | y = 6i0E, | ot +§0E, | ot +ckoE, | ot,
’Y =
ceea ce ITnseamna:
OH,/0y=¢d0E, /ot, 0=¢-OE /ot si—0H /oy=¢-0OE_ /0t (UP.14)

iii) comparandu-se intre ele ecuatiile (U1/§ 7.1.2) cu (7.20") si (U2/§ 7.1.2) cu (7.21")

rezulta imediat:

divE =0 cu divE = OE, /0y —=0E, /dy=0 (UP.15)
si

divH =0 cu divH =0H /0y = 0H,/dy=0 . (UP.16)

Din aceste relatii rezultd ca undele electromagnetice plane, transversale pe axa y, au
caracteristicile:

J) componentele E, si [, nu depind nici de y si nici de ¢, asa cum aratd ecuatiile doi din
expresiile (UP.13) si (UP.14), precum si ecuatiile (UP.15) si (UP.16), ceea ce inseamna ca ele
reprezintd o distributie staticda uniformd, nelegatd cauzal de procesul de propagare. Aceasta mai
inseamnd ca se pot ldsa de-o parte componentele £, si /, , rimanand numai componentele £. cu
H, — legate prin prima ecuatie din relatiile (UP.14), rezultind ci vectorii E si H sunt
perpendiculari pe directia axei y, fapt aratat si de relatia (7.19);

jj) legatura dintre componente: E, cu H, (asa ca in figura 7.10) si E, cu H, aratd cd in
procesul de propagare al undelor electromagnetice plane apar doud unde transversale
independente, una directa si alta inversa, care pot fi analizate separat, fapt precizat si anterior pin

solutiile (7.16); 2
jij) derivandu-se prima ecuatie din (UP.13) '
in raport cu y si ultima ecuatie din (UP.14) in | E,
raport cu ¢, se poate elimina termenul 6°H./dtdy
astfel:
OE./oy*= —u6*H,/otdy si —0"H,/otdy= ed0°E./0F, / Dircctia de propagare

care rezulta:

L 2.6y = cPEJ0F sau FEJoy=ueFESOP,
n

/o ¥

Unda plana, transversala
obtinandu-se ecuatia: "
1 .
O°E./oy*=—0°E.Jor, (722E) x
c

care este de forma (7.15), ecuatie ce a fost Fig. 7.10

rezolvata —relatia (7.16)— avand, in cazul componentei £, solutia:
Ey,0)= E; (t-y/c)+ E;(t+y/c); (7.23E)
jv) pentru determinarea componentei H, se va proceda la fel, adica se va deriva prima
ecuatie din (UP.13) insé in raport cu ¢ si ultima ecuatie din (UP.14 ) 1n raport cu y:
O°E./oyot=—n&*H/or  si —0*H,/0y*= ed”E./dtdy ,
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dintre care, elimindndu-se 6°E./0tdy ,rezulti ecuatia:
(7.22H) 62Hx/6y2=l O*H.Jor,
c

care este de forma (7.15), ecuatie ce a fost rezolvata anterior —v. relatia (7.16)— avand, in cazul
componentei H, , solutia:
(7.23H) H(y,t)= Hy (t-y/c)*+ H; (t+y/c).

Interpretarea solutiei

Asa cum s-a mai ardtat in repetate randuri si cum o dovedesc aici relatiile (UP.13) si
(UP.14), campul magnetic nu este independent de campul electric, astfel incat undele H, si H; din
solutia (7.23H) pot fi exprimate prin E, si E; ale solutiei (7.23E).

Astfel, din prima ecuatie a relatiilor (UP.13) si tindndu-se seama de schimbarile de variabila
(UP.2) se va obtine:

(UP.17) aHx/@FlaEZ/ay:l(aEd .£+£.d_nJ=_l(ldEd +1£J
i p\ & dy dn dy ple d§ ¢ dn
de unde va rezulta, prin integrare, H,. Astfel:

= L [(dEJAE + dE/dn)der Hoo(y)= ———[[OE./00(08/60y + BE /ot (on/dty 1t +Hio(y)=
pe pe

(UP.18) = fij {aEd/at-[ﬁ (t-y/c)] ' +OE /ot 2 (t+y/e)]" YA+ Hy(y),
uc ot ot

in care variabilele & si m s-au Inlocuit prin expresiile lor in functie de ¢ (UP.2). Va rezulta mai
departe, prin introducerea lui —1 sub integrala (UP.18):
§ ——LI {aEd/ar[é [1 - zj T'+0E /ot [é (~t=-y/0)] " Y dr+H o(y)=
We ot\ ¢ ot

1 1
(7.24H) e [-EA-O+E(-n)]+Hyo(y) sau H= e [E«S)- E(n)],
din care lipseste constanta de integrare H,,(y), deoarece nu apartine undei electromagnetice pentru
ci din ultima egalitate a relatiilor (UP.14), adici -0H,/dy= edE./0f, rezultd ci H,,(y)=const.
fiindca la =0 , d H,,/dy=0.

Termenul 1/pc din expresia (7.24H) poate fi scris si sub forma:

(7.25) 1/pe=1/w(1/ Jep) = Jewn® = Je/u si pe=4ue,
care are dimensiunea:
[wel= [we] *=[[H]- [m]/[F]- [m]"]"*=[H/F] "=
= [[V] [s]TAT/[A] [s] VI *=[[VI/IAT] *=[VV[AI=Q],
adica de impedanta (v.cap.8).
De aceea, ultimul termen al expresiei (7.25) se defineste ca fiind impedanta de unda
(intrinseca) a mediului in care se propaga unda; ea se noteaza cu ( si este:

(7.26) C2 e = ik, 78,8, =R J6, -1, €, =C,C, s

in care: C, este impedanta de unda relativa a mediului,

g, = Var-107 /1/479-10° =4x-3/00 = 376,8Q
este impedanta de unda a vidului.
Atunci, solutiile generale ale ecuatiilor (7.22E) si (7.22H) se pot exprima si Tn urmatoarea

forma:
(7.27E) Ey,t)= Eq (t-y/c)+ E; (t+y/c),
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Hx(y,t)=é [ Ey (t-9/c)- E/(t+/0)], (7.27H)

in care intervin numai doua functii arbitrare, £, si E; (ce se pot determina din conditiile initiale si
la limitad ale problemei date). Solutiile legate (7.27E) si (7.27H) pot fi reprezentate grafic, pentru
un caz general oarecare, asa ca in figura 7.11 (7.11a reprezinta undele directe si 7.116 —undele

inverse).
Transferul de energie Y- di¥;
KE(v) -iH,

Undele electromagneti- FE,(r.0
ce plane transversale, reali- m
zeazd un transfer de energie

prin suprafata plana a undei,

care se poate determina prin #
densitatea de suprafata a ~ . ; an r

PUTERII electromagnetice a b
transferate (fluxul de putere),
adica prin calcularea vectorului

Poyting (v. § 1.5.3, unde a fost definit prin S =E x H).
Astfel, pentru unda directa rezulta:

S, =kE,xiH, =k xiE,H, = jE H, éEZ (7.28)

iar pentru unda inversa:

S =kE, x(~i)H,=ixkE,-H,=—JE, -H, = —]%Ef, (7.29)

ambele exprimate in [W/m?].
Din aceste expresii, (7.28) si (7.29), reiese ca transportul de energie electromagnetica se

face in lungul axei y (ce are versorul j), unda directd in sensul pozitiv al axei y (+ ;) iar cea

inversd in sensul negativ al lui (- j ), cea ce inseamnd ca propagarea undei electromagnetice plane

se face transversal pe o singura directie (de exemplu y , asa cum s-a considerat initial).
Tinandu-se cont de relatiile (7.27H) si (7.26) inseamna cd se mai poate scrie (de exemplu

pentru unda directa):
H,=(1/QE, =\Je/n-E, > Ju-H, =e-E,. (7.30)
Densitatea de volum a energiei electromagnetice (v. § 1.5.3) fiind:
- pentru energia electricd w, =(E -D)/2=(E -¢E)/2=¢-E*/2,
- pentru energie magnetici w, =(H -B)/2=(H -pH)/2=p-H" /2,
ambele exprimabile in [Ws/m’], inseamni ca ridicandu-se la pitrat ambii membri ai egalitatii
(7.30), rezulta:
w-H;=¢-E; sau (1/2uH;=(1/2)eE; > w,, =w, (7.31)
ceea ce exprimd egalitatea dinte densitatea de volum energiei electrice §i energiei magnetice a
undei directe.
Atunci, valoarea absoluta S, a vectorului Poyting, pentru unda directa, se poate exprima in
functie de densitatile de volum ale energiei electromagnetice determinate in mediul in care se
propaga unda astfel‘

S,=E,-H, C QHZ:—(\/%E2+ we - H)_—(J?J%Ez

(7.32)

+JHTJHTH)_— B+ = (eE2/24+pH? [2)=c(w, + W, ).
2 Jow 5 e J_

369



Relatia (7.32) conduce la urmatoarea interpretare fizicd: energia transportatd de unda
electromagneticd intr-un interval mic de timp A¢ , printr-o portiune de suprafatd cu aria A4
normala pe directia sa de propagare (deci pe directia vitezei de propagare ¢ ) este egala cu energia
electromagnetica totald din cilindrul cu ariile frontale A4 si lungimea A/=c-At (adicd egala cu
lungimea cu care s-a propagat suprafata A4 in intervalul de timp Af), asa cum se reprezintd
schematic in figura 7.12.

AA Mai rezulta si urmétoarele interpretari:
- unda electromagneticd pland transporta
cu ea 0 anumita putere, ceea ce inseamna ca prin

¢ propagarea ei, In timp si spatiu, unda

' 7 electromagnetica propagd energie electromagne-
ticd, cu densitatea de volum dati de relatiile
(7.31);
Al = cAt - unda electromagneticd plana exercita o
anumitd fortd asupra peretilor ce o reflectd
Fig. 7.12 (nepermitand ‘‘trecerea’’ ei mai departe).

In legatura cu aceasta ultima interpretare se propune urmatoarea problema, deveniti clasica.
Problema

Sa se determine forta care actioneazd asupra unui perete ce reflectd (cu un coeficient de
reflexie ») o unda electromagnetica plana, ce ‘‘cade’’ asupra peretelui.
Rezolvare. Forta f , in [N/m”], care actioneazi asupra unitatii de suprafatd a peretelui este

datd de impulsul energiei electromagnetice al unitdtii de volum, adicd S/c=w, ce se exercitd asupra
peretelui pe unitatea de suprafatd pe directia de incidenta ( cu versorul 7):

f=wn(N-n)+wn (N -1, in [N/m’]

unde N este versorul normalei la suprafata peretelui, w’ este densitatea de volum a energiei undei
reflectate de perete pe o directie datd de versorul 7 care se determind cu relatia w’ = r w (ce
rezulta chiar din diferenta coeficientului de reflexie r).

Introducandu-se unghiul de incidentd @ =7, N (care este egal si cu unghiul de reflexie
7', N ) se obtin:

- componenta normala a fortei (cunoscuta in Fizicd sub numele de ‘‘presiune luminoasa’’):

fyv= m cos@ = (wcos0 + rwcos0)cosO = w(l + r)cos’ 0

- componenta tangentiala a fortei:
f,=w(—-r)cosO-sinb.

7.1.4. Potentiale electrodinamice retardate

S-au definit, in paragaful 7.1.2, potentialele electrodinamice vector (A)si scalar (V)

necesar studiului undelor electromagnetice in medii 1n care exista puncte unde ¢,#0 sau J£0, g, si
J constituind aga-numitele surse de camp. In regim dinamic, valoarea potentialelor dint-un punct

P’ (de raza vectoare r ’ fatd de o origine de referinta O) si la un moment ¢ este determinata de

valoarea surselor de camp (g, si J ) dintr-un punct P al domeniului Q (fig.7.13), la un moment
-

anterior ¢t=t-R/c (unde R este valoarea absolutd razei vectoare R =PP' si ¢ este viteza de

propagare a undei electomagnetice), decalajul fiind egal cu timpul necesar undei electromagnetice

sa se propage din punctul P in punctul P’(v. fig. 7.13), ceea ce este in acord cu conceptia actiunii
din aproape in aproape. Datoritd acestei intarzieri a potentialelor electrodinamice fata de sursele
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campului electromagnetic, potentialul vector (A4) si cel scalar V' poarti denumirea de potentiale

(electrodinamice) retardate.

In continuare se va analiza acest proces al
retardarii potentialelor electrodinamice.

Mai intai se vor solutiona ecuatiile undelor
electromagnetice in medii cu sarcini de camp (g, si
J), adica ecuatiile (7.8") si (7.9") in conditiile
unui mediu omogen si infinit extins folosindu-se
notatiile din figura 7.13. Prin procedeele clasice
ale Teoriei ecuatiilor fizicii matematice, se
determind  solutia ecuatiei (7.8") —adica

DZ:—u-j—sub forma:

Z(F,t):% [J@Ft=R/c)/Rldv,  (733) Fig. 7.13

in care 7=OP si vq este volumul domeniului Q in care sunt distribuite sursele de camp
electromagnetic: J (densitatea de curent) si g, (densitatea de volum a sarcinii electrice), ambele
ca functii de 7 (de punct) si de timp 7 (v. fig. 7.13).

Solutia ecuatiei (7.9") —adica [1V= - ¢,/e— este de forma:

V(r,t) L lq,(F,t—=R/c)/R]dv . (7.34)
4ne o

In expresiile precedente, (7.33) si (7.34), mirimile g, si J sunt mdrimi retardate fapt care

—de obicei- se indica prin scrierea lor intre paranteze drepte; astfel:
J(Ft—Rle)=[J] si q,(F.t—R/c)=[q,].

Este de remarcat (v.cap.5 si cap.2) ca solutia (7.33) este similard expresiei determinata

pentru potentialul magnetic vector 4 definit pentru cAmpul magnetic cvasistationar (in capitolul 5

s-a ardtat cd 4(r,s) = 1 J’ [J(.t—R/c)/R]dv, iar solutia (7.34) este identica cu expresia
47[ Vo

determinata in capitolul 2 pentru calculul potentialului electrostatic (si anume, numai in cazul
. C L . _ 1 q; .
mediilor cu distributie de volum a sarcinii elastice: V(7,¢) =4—I Evdv ). De altfel, folosindu-se
TE Mo

aceste expresii ale lui A4 si V, solutia (7.34) se stabileste prin aplicarea teoremei superpozitiei
(mediul fiind liniar) in conditii de simetrie a distributiei de volum a sarcinii electrice, in mediu
omogen si izotrop. Solutia (7.33) se determind prin componentele lui 4 (4., 4, ,4.), tot prin
supozitie.

Potentialele retardate A(r,¢)si V(r,t), precum si marimile retardate —ca de exemplu [g,] si
[J ]~ intervin in studiul radiatiei undelor electromagnetice, produse de oscilatoare electrice si
magnetice (asa cum se va arata in paragrafele 7.1.6 si 7.1.7).

7.1.5. Potentialul vector a lui Hertz

In unele cazuri, cum este acela al mediilor in care existd polarizatie electrica temporara
variabild in timp P(¢) sau magnetizatie temporara variabild in timp M (¢), In care aceste marimi

pot produce unde electromagnetice, mediile numindu-se ereditare (deoarece prezinta fenomene de
memorie, 1n sensul cd starea prezentd a mediului depind de starile trecute), studiul radiatiei si
propagérii undelor electromagnetice se face mai simplu daca se utilizeaza metoda potentialului a
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lui Hertz, care constd in introducerea unui vector de tip potential, numit vectorul lui Hertz (sau
potentialului lui Hertz), ce se noteaza cu I1.

Potentialele electrodinamice, 4 si V', sunt —in buna masura— arbitrare; daca se utilizeaza
conditiile de etalonare ale lui Lorentz (7.7), din care rezulta:

Vz+spa%t=0 sau VZ+L2-86—I;=O,
c

atunci se justifica imediat definirea potentialului vector a lui Hertz,ﬁ, din care derivi A siV
prin relatiile:

- 1 - 1 on
(7.36°) A:usa— sau A:—-G—
ot oo
si
(7.36™) V=-V.II adicdi V=—divIl,
unde IT verifica ecuatia neomogena an undelor:
- P
(7.37) OM=-—,
€

in care P este vectorul polarizatiei temporare.
Intr-adevir, conform ecuatiei (7.8°") [1.4=—uJ si atunci, inlocuindu-se 4 prin definiti lui

I1(7.36°) rezulta:

oIl -
(HI) HEq o u
Dar, asa cum s-a aratat in subcapitolul 4.2, in cazul in care sursa de cAmp ¢, variazd in timp
rezulta :
.= oD . oD -
(H2) qv(l)jleD:‘]v(t):D:D(f)ja—;tO,dem E:JD,
t
adicd densitatea curentului de deplasare. Dar D= SOE + P si atunci:
- OE 0P - - - 0P
H3 Jp=gy—+—=Jpo+J, in care J , =—,
() "o o ? o

unde J p este densitatea curentului de polarizatie electricd. Daca in mediul considerat exista in
mod permanent polarizatie electrici temporard variabild in timp (mediul ereditar), atunci
componenta J p este predominantd si inlocuindu-se in relatiile (H1) pe J prin J=0P/ot
rezulta:
]usoa—nz—ua—Pa I =-Ple,
ot Ot

adica ecuatia neomogena a undelor (7.37).
Alegéndu-se o solutie oarecare a ecuatiei vectoriale si neomogene a undelor (7.37) se poate
construi de aici un camp electromagnetic posibil (datd fiind neunicitatea solutiilor ecuatiei lui

d’Alembert) adica se identifica aceea solutie a vectorului ﬁ, determindndu-se apoi H (sauE)
siE(sauB) . Campul astfel determinat este acceptabil daca verifica si conditia pe frontiera sau la
infinit.

Mai mult, se poate introduce si un asa-zis antipotential al lui Hertz, notat cu ﬁ’,

plecandu-se de la forma locala a fluxului electric VD=0 (valabild numai in medii fara densitate
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de volum a sarcini electrice , deci cu ¢,(P)=0 in VP e Q). Scriindu-se D=-Vx A, ceea ce
combinat cu forma locala a circuitului magnetic (Vxﬁ =J+0D/ ot)da (presupunindu-se ca

mediul este lipsit si de sursa de cadmp densitate de curent , adica J = 0):
Vx H =0D/ 0t sau V x H =0(-V x ')/ t, adica V x H =—V x 04/,
ceea ce conduce la:
Vx(H +04'/ot)=0.
Deoarece, conform legii inductiei electromagnetice, rotE =—0B /ot si conform definitiei
potentialului vector (E = rotZ) se scrie si B=VxA , rezulti: Vx E= —8(V X Z)/ ot, adica
V x (E + aﬂaz) =0. Cﬁmpulf +0A' /ot fiind irotational, poate fi exprimat ca un camp de

gradient §i —ca urmare— vectorul intensitatii campului electric £ poate fi scris in forma:

E=-VV'-04"/0t=V(V-T1')—pe 8°11'/ ot > (H4)
situatie In care, in conditia de etalonare Lorentz pentru antipotentiale lui Hertz (ﬁ) prin relatiile :
A'=pedll'/ ot siV'=-VIT, (H5)
de unde rezulta:
- — e - — — o — =
D=-peVxoIl'/ot si E=V-V-II'—ped* 4'/ or* =Al'-pe—-M'=-01T'. (7.38)
ot
De aici reiese cd I1' trebuie si verifice ecuatia neomogena a undelor:
Om=_19M (7.39)
ot

unde M este magnetizatia .
La relatia (7.39) se ajunge in felul urmator :

- deoarece in punctele lipsite de surse (?/ =0 gsi g, =0) dar si fard polarizatie electrica
(}_) =0), relatia (7.37 ) devine:
2

1 T1=0 darsi (1 IT'=0 :»Aﬁ—ug%—tﬁzo; (H6)
-atunci, din relatia (H6) combinata cu (HS5) reiese :
E=V(VIT')—AIT' =V x (V xIT'), (H7)

2

cici E =—gradV'-0A'/ 6t =grad divIl' - pe %H’;
t

-dar rotE =—0B/ ot si B= u(ﬁ+ﬁ) iar E = erotD ceea ce insemnd , din relatia (H7) ca

se poate scrie :
Sme-1 aﬁ/
I o °

adica relatia (7.39). Dimensional, se constatad ca atat relatia (7.37) cat si relatia (7.39) au aceleasi

dimensiuni si anume [U]L]" sau [V/m].

7.1.6. Radiatia oscilatorului electric elementar

Daca intr-un domeniu € (fig.7.14), considerat liniar, uniform (omogen si izotrop) si infinit
extins, intr-un punct o € ) existd un oscilator electric elementar sub forma unui dipol electric
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/ — -
q, =—q—¢q, =+q, ce are momentul electric p =g/ (v.fig.7.14) care variaza In timp, de exemplu

alternativ :;(t) = ;(t + kT), atunci se formeaza un oscilator electric elementar (cu [ foarte mic )—

de tipul celui din figura 7.3— care produce in 2 un cadmp electromagnetic radiant ce se propaga in
(2 sub forma unor unde sferice (v. § 7.1.1 si fig.7.5¢). Problema care se pune este, evident, aceea

a determindrii acestui cAmp electromagnetic radiat in QO de p, prin calcularea marimilor de

stare ale campului E(P) si E(P) intr-un punct P € Q situat la o distanta r fata de dipol, mult

mai mare decat lungimea / a acestuia (r>>1), ceea ce se face prin determinarea —mai Intai— a
potentialelor electrodinamice.

Din cauza simetriei si uniformitati, in toate
puntele P situate pe o suprafata sferica X e Q),
aflate deci la aceeasi distantd »(P) de O (adica de
p), conform schitei din figura 7.14, campul
electromagnetic va avea intensitatile campului
electric (pe de o parte)si a celui magnetic (pe de

alta parte), de aceeasi valoare absolutd
‘E(P)‘ = const. si ‘H(P)‘ = const. = VP e c Q.

Potentialele electrodinamice

Aplicandu-se relatia (7.34), prin care se
determind potentialul electrodinamic scalar retardat
¥, se va obtine pentru cazul din figura 7.14:

(ROED Vi, t)z 471:g j [q; ]dv - 4;58 (@ +@J’

in care vy este volumul inchis de suprafata sferica X € Q) (luate astfel incat sd cuprinda intreg

dipolul ;), iar [qv],[q,] si [qz] sunt sarcinile retardate, scrise conform conventiei de notatie

(7.35) introdusa in paragraful 7.1.4. Este precizat faptul ca sarcinile g, si ¢, ale dipolului electric
; fiind pe corpuri punctiforme din ), atunci [qv = [ql]si [qv]inz = [qz]. Dezvoltand in serie

, ultimul termen al relatiei (ROE1), atunci —cu o

Taylor in raport cu r si o variatie A, = ‘rz -5
aproximatie de ordinul 1 (adicad pastrind numai primii doi termeni al seriei)— se va obtine, din

forma generala f(x+ Ax) = f(x)+%f'(x)+AxT‘2f"(x)+...,:

I r r
[4,] ql(t_j "(t_j q(t_j
(ROE2) LT Cey Yy(r—r) =Yy
l"l }’i r r r
Si:
qz(t_rzj _q[t_r) 0 _q(t_rj
(ROE3) ) L e L o)yl ey
7, 7, r or r

cu justificarea ca [ fiind foarte mic (r1 N rz) -7
Din figura 7.14 rezultand:
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r=ltn > m-n=lsin-n=-lcoso="" (ROE4)
r
Z

(pentru ca 12 =1l cos0=1cos® ) si introducéndu-se relatia (ROE4) in (ROE3) si apoi rezultatul
r

in (ROE1) se va obtine :

1
V(l,P):E(I"l —1’2 3 - = 3 — ,

semnul * reprezentand derivata dupa directia razei, astfel ca:

[qli-r [all- r} 1 [qf]‘;igﬂ];

V= !
47te 1’3 r C 3 2

4ne| r rec
si, deoarece [gl/]=[p] — momentul electric retardat, rezulta in definitiv :

BERARE o

b
47e r3 C r2

unde semnificatia punctului este ceea a derivatei in raport cu timpul @ o—
=

((} =dg/dt si 1._)= d;/dz), care se explica astfel: T

—13 un _dipol electric de lungime datd, variatia in timp a momentului ; i
electric p = g/, Inseamna —de fapt— variatia sarcinilor electrice g, §i g, in timp ; Il

-variatia in timp a sarcinilor ¢, §i g, se produce printr-un transfer de i | A4
sarcini electrice de-a lungul dipolului, printru-un canal cilindric cu aria } Kis
transversala mica AA, intre cele doua extremitati punctiforme, / §i 2 , ale '
dipolului(fig.7.15); @

-in acest fel, de-a lungul canalului asociat dipolului electric, apare un
curent electric care (conform conventiei de semne din figura7.15) si legii Fig. 7.15
conservarii sarcinii electrice are intensitatea:

i=dg, /dt=qsii= [J-da= Jas. (ROES)

avand densitatea de curent J | |7

In ceea ce priveste determinarea potentialului electrodinamic vector Z, se pleaca de la
expresia (7.33) a potentialului retardat care, In cazul oscilatorului electric elementar din figura
7.14 si cu notatiile din figura 7.15, da:

P I T )
4u & R A
care, pentru punctul P din figura 7.14, pentru care R—r devme

A= { } [p] (7.41)

4n r 4nr
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Mairimile de stare ale undei electromagnetice radiate

Aceste marimi sunt intensitatea campului electric E si intensitatea campului magnetic H,
pe care le vom determina pentru puntele PeX < Q, indicate in figura 7.14, prin intermediul
potentialelor electrodinamice retardate (7.40) si (7.41), stabilite anterior .

Campul electric. Expresia intensitatii cAmpului electric pentru cazul din figura 7.14 se
—D —
obtine utilizand relatia (PE4)/§7.1.2, adica: E =—0A4/0t—gradV, prin calcularea termenilor ei in

conditiile date (oscilatorul electric elementar — v.fig.7.14):

j) primul termen (adica derivata potentialului electrodinamic vector retardat A in raport cu
timpul #) este derivata in raport cu timpul a relatiei (7.14):

(ROE?) odsor="2 [“ 7] J J%.]

2

- = 0 _ ) _ _ o
in care [ p} = 5 f) (derivata a doua in raport cu timpul # a momentului electric p );
t

ji) la doilea termen este grad ¥, adicd VIV aplicat relatiei (7.40):

(ROE8)VV =——v [;];+l-[;F -1 3r[p] —v([p})- { } +VL(FH,

4ne | r c r 47e

in care V([;];) se poate calcula prin derivata dupa r, deci i numai dupa o singurd axa x (v.
fig.7.14) adica:

“(517)-3 2 77 o) 7 BT L - {21 27)-
Tty

ilp|, +i
cr

In mod asemanator :

(ROE10) v@;} .;j = [;} ~ L J/
cr
jij) introducandu-se expresiile (ROE9) si (ROE10) in (ROES) se obtine grad V' :

(ROEI11) gradV = vy =L 3;[;];E]+3;[F};] F} ;(F};}

4ne 7'5 1"3 cr4 cr2 c2r3

jv) revenindu-se (ROE7) cu (ROEI11) se obtine expresia intensititii campului electric,
adica:
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i, .0

=——-——gradV=_—1-pa——gradV=_—1-T—gradV=

e 7

4me r’ ot e’

Se constatd ca daca dipolul este constant, adica ;(t)zconst.zgzd;/ dr=0 si

; = dz;/ dt? =0, atunci relatiile (7.40) si (7.42) reprezinti relatiile potentialului electrostatic i —
respectiv— intensitatea cAmpului electrostatic produs de un dipol electric — v.subcap.3.6, aplicatia
3.6.2, relatiile (3.64) si respectiv (3.66°).

Campul magnetic. Expresia intensitatii cimpului magnetic pentru cazul din figura 7.14 se

obtine utilizand relatia (PE2) —§ 7.1.2 de definitie a potentialului electrodinamic vector A , adica
— D

B=rot 4 , stiindu-se ca in cazul mediului considerat initial B= uﬁ si ca urmare:

H =L rotd. (ROE12)
v

Dar A are —in acest— caz expresia (7.41) si atunci (ROE12) devine —conform celor aratate
in § 9.1.2, relatia (9.31)—:

ST Y

Lo Ao LIL D o]l ok
i W 4n r  4n r 4n roo4n| 3 r

in care :

v{;}[_m{;}j_wg(;,,g)_;f@_;{;}(g-FJ:;, Ror1

astfel ca va rezulta, introducand pe (ROE14) in (ROE13):

mx; H
7oL , (7.43)

4r P cr

Impedanta de unda a mediului. Definita prin relatia (7.26), acest parametru, notat cu {,
poate fii calculat —asa cum aratd expresia (7.27H)— si prin raportul dintre valorile intensitatilor
campului electric §i campului magnetic .

Determinarea valorilor acestor intensitati prilejuieste constatarea ci marimile de stare, £ si
H , ale undelor electromagnetice radiate de oscilatorul electric elementar —determinat prin ;(t)—
au expresiile (7.42) si —respectiv— (7.43) formate din trei —respectiv— doi termeni aranjati dupa
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ordinul derivatei in raport cu timpul a momentului electric retardat, adica dupa {;} si { p} . Dintre

acestia, termenii ce contin derivata de ordinul doi variaza (scad) in spatiu (in raport cu distanta r
de la dipolul electric la punctul P € Q) mult mai lent. Din aceastd cauza la distante » mari (atat de
mari incat sd ajungd in zona undelor din Q), cdmpul electromagnetic este determinat in mod

semnificativ numai de termenii de ordinul doi (notati cu E_2 si Ez) adica de:

.l

7.42° =
( ) 4re Al
si
Mx;
— 1
7.43° H,=—- .
( ) 2 47[ cr 2

Aceste relatii arata (v.fig.7.14) ca liniile de cAmp electrice sunt meridianele me € £ (adica
cele pentru care unghiul ¢ = const.) si liniile de cAmp magnetic sunt paralele pa € ¥ (pentru care
unghiul 6 = const.).

Valorile absolute ale intensitatiilor cdimpului electromagnetic rezulta din expresiile (7.42”)
si(7.43”) fiind:

| P
7.42° E, =——=—=5in0
( ) g 4me czr
si:
| P
(7.43”) H, =—-==sin0.
4 cr
Cu aceste valori se pot determina, imediat, impedanta de unda a mediului:
1 |*|sin®
E, 4ne|”]
C:—2:—4n8 cr :L:—l = E
H, 1 /[*|sin® ec 81 g’
4n P cr NET

adica exact definitia (7.26).
Puterea radiata

La valori mari ale lui » (adicd in zona undelor), radiatia electromagneticd se face cu un
transfer superficial de putere, in [W/m*], dat de vectorul Poyting (definit, dupa cum se stie, prin

S=ExH), care se calculeazd —in aceastd zond— prin produsul dintre vectorii E» s H», dati
relatiile (7.42”) si (7.43”) fiind:

;@Hf
- = = 1

7.44%) Sy =E:xHi = : :
( l6m’e o

un vector cu valoare absoluta :
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1 i sin’ 0
S, :_.(M 2 —,

7.44°
In’e  r c ( )

care fiind perpendicular pe planul format de E- si H> (ambii acesti vectorii tangenti la sfera X

: . . Y - r . < s
din figura 7.14) este orientat deci pe directia razei r (S2 =S5, —). Aceasta inseamnd ca
r
transportul de energie electromagneticd se produce de la dipolul oscilator catre exterior, sub
unghiul ;,gz =1,5,=9.
De aceea, puterea instantanee totald, in [W], radiatd de dipolul oscilatorului elementar, p.,

se poate calcula ca fiind fluxul vectorului S prin suprafata sferica X~ (v. fig.7.14) ce inconjoara
dipolul, adica (v. fig. 7.14):

p,ijz@- jS dAd= j S,rdordd=——— [ )] f&d 40— [pz]; chﬂpfonsinz 6ds,

deoarece vectorii S2 si d4 au aceeasi dlrecpe ($1 anume aceea a razei sferei ).
Va rezulta in final :

[pT’ [pT’
= 2.67m= . 7.45
P; l16n’ec’ 16mec’ (7.45)

Rezistenta de radiatie

Considerandu-se dipolul —g—-—>¢ ca fiind o anteni ce radiazi continuu unde
electromagnetice cu densitate de suprafatd a puterii radiate §,, va trebui sd se considere ca

momentul electric ; =q -1 variaza sinusoidal in timp :
.2
p(e)= plt+kT) = g s1n7“z-l, (RA1)

unde s-a considerat ca sarcinile electrice ale “capetelor” punctiforme ale dipolului (/ si 2 din
figura 7.15) variaza sinusoidal intre valorile +¢,,. $I —¢,., prin transfer de sarcind electrica
de-a lungul dipolului, cu o perioadd de repetitie 7, ceea ce presupune existenta unui curent
alternativ sinusoidal i in lungul dipolului (v. fig.7.15) dat de :

dg d

T
= =— sin—¢=—
dt dt qmax T t qmax

ce are valoarea maxima 7, =2nq,, /T sivaloarea efectiva [ =/ _, / V2 (v. cap.8).

2
cos Tnt =1, cosot= V21 cos o, (RA2)

D
Unei perioade de repetitie 7 1i corespunde, prin definitie, o frecventa de oscilatie f'=1/T si
o pulsatie (v. cap.8):

o=2n/T =2nf. (RA3)
Deoarece, conform relatiei (ROEY), din primul subparagraf,
g=dg/di=isi deci p < (ql) ‘:1‘5 li, (RA4)
rezultd ca se poate scrie:
D= % =li=I, coswt= 1132 cos ot (RAS)

Si:
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“ dp d
p:_p: pzi(llmax
de d* de
Atunci expresia (7.45) a puterii instantanee, p,, radiatd de dipolul oscilant (o antena de

lungime /) este:

(RA6) cosot) =—of . sinot =—oll V2sinot .

1 1 212 12 -2 1P’ -2
(RA7) p, = = ® /717 2sin” @t =————sin”~ ot.
6mec’ [p] 6mec’ 3mec?

In relatiile (RA5), (RA6) si (RA7) s-a inlocuit [ ;.7] cu p si [;] cu };, adicd nu s-a mai
tinut seama de retardare, deoarece ea (retardarea) nu face altceva decét sa introduca modulele de
defazaj, in functie de r (raza a sferei X ), defazaj care insa nu influenteaza valoarea medie a
puterii disipate (care se obtine integrandu-se p, , astfel cad valoarea integralei nu este influentatd
de acest defazaj dat de retardare ).

Puterea medie radiatd, P,, se obtine —conform definitiei (v. cap.8)— prin integrare pe o

perioada de timp 7 a puterii instantanee radiatd p_, datd de expresia (RA7):
17 o'’ ®*1*1* 1 4’17
Pr:_j prdt:_j pr
r-o 3mec

3 J sin*otdot = o= 3
0 3mec” 2 6mec

si deoarece lungimea de unda A este determinatd de frecventa oscilatiilor dipolului, f, prin relatia

cunoscutd : A=cT =c/ f, atunci :

3ec’ 3ec\ A
Deoarece, in cazul unui curent electric cu valoarea efectiva /, un rezistor cu rezistenta R
disipa puterea (activd —v. cap.8): P = RI’, rezultd faptul ci un rezistor ce disipd puterea (activi)

2
zn(;j 212 PR
(7.46) oM _”(_j ‘

P, la un curent cu valoarea efectiva I are rezistenta : R =P/ [ ? . Cunoscandu-se aceasti expresie,
rezultd ca rezistenta de radiatiei a unui dipol oscilant , R ,se determind cu expresia :
2
(7.47) P /=" (ij :
3ec\ A

care s-a obtinut prin inlocuirea lui P, cu expresia sa (7.46).

Asa cum se aratd in manualul Preda, M s.a (1980), pentru oscilatorul dipolar elementar
situat in vid (pentru care viteza de propagare este ¢, = 3-10°m/s si e= g, =1/ 419-10° F/m)
rezulta ca rezistenta de radiatie este:
(7.47) R, = 790(1/ 1) Q.

Din aceasta ultima relatie (7.47”), precum si din relatia (7.46),

rezultd ca puterea radiatd P. si rezistenta de radiatie R, a antenei

h i 1(x) (asimilatd dipolului oscilant ) au valorii semnificative numai daca
- [ >>\, adica la frecvente inalte : f =c/A (cu A mic). Dar daca /

(lungimea antenei de emisie) este mare, atunci antena nu mai poate

L L L T — -

:' fii consideratd un dipol (pentru ca, prin definitie, p=q-/=1—0

/ si g —oc). In Preda, M s.a (1980) se di urmitorul exemplu: de-a

! lungul unei antene liniare cu indltime A4, alimentatd in curent

. sinusoidal de inaltd frecventa, valoare efectivd a curentului variaza
in lungul antenei, adica /(x), asa ca 1n figura 7.16.

Fig. 7.16 Antena din figura 7.16 poate fi descompusa intr-un sir de
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dipoli elementarii cu lungimea dx si valoarea instantanee a curentului i(x). Atunci, cAmpul
electromagnetic total, radiat de antena, se obtine prin suprapunerea campurilor elementare
produse de fiecare dipol elementar component. Figura 7.16 mai arata cé la antena reala trebuie sa
se tind seama si de imaginea ei fata de suprafata pdmantului (partea desenata cu linie Intrerupta in
figura 7.16), care trebuie adaugata si ea.

7.1.7. Radiatia oscilatorului magnetic elementar

Intr-un domeniu Q, liniar, uniform (onogen si izotrop), extins la infinit si lipsit de sarcini
electrice (avand deci ¢, =0, in C/m®, in orice punct P € Q), se presupune ci existi o bucla de

curent (v. § 1.1.2) sub forma unei spire conductoare filiforme I' (figura 7.17), circulara (cu raza a
relativ mica fata de distantele la zona undelor, unde se considera un punct P € QQ), al carui curent
i este variabil in timp, eventual periodic: i(¢) =i(¢ + k7). Dupa cum se stie (v. § 1.1.2) o bucla de

curent este caracterizatd de momentul sau magnetic, un vector definit prin m=i- 4, unde A4 este
aria suprafetei inchisa de spird in planul ei si orientata perpendicular pe planul spirei, cu sensul
asociat lui 7 dupa regula burghiului drept. Se considerd un sistem de referinta cartezian Oxyz, ca
originea axelor 1n centrul spirelor O (pentru simplificarea scrierii ), asa ca in figura 7.17.

In acest caz, 4=ma’ si momentul magnetic
are valoarea m =z ’i. Daca i=i(t), atunci m=m(1)
adica este variabil in timp, ceea ce face ca in ), in
jurul spirei 'cQ, sda se producd un camp
electromagnetic, ce se propagd In €, spira fiind
consideratd un oscilator magnetic elementar (adica
avand a<<r, unde r este distanta la punctul P€Q, in
care se determina campul electromagnetic produs de

oscilator ).
Pentru cd s-a considerat cazul in care in
VPeQ=¢q,(P)=0, peste tot in € potentialul

electrodinamic scalar este V=0, asa cum rezultd din S
relatia (7.34), iar potentialul magnetic al vectorului

A —definit prin relatia (7.33)— va avea expresia :

a-tp b, 4n§rus -k VLS ol

4w dor R R 4T R
kel g o ”[l]naw.id(pzi ] 1y,
4o R 4 Jo R na 4o R ma

care tine seama de faptul ca sistemul ce produce camp magnetic este o spird I', un element de
volum fiind dv=Sr - dl in care S este suprafata unei sectiuni prin spira, iar d/ un element de

spira orientat apartindnd lui I". Produsul scalar [J]-S =[i], deoarece spira fiind filiforma

sectiunea ei transversald este perpendlculara pe J. in integrala precedents, ¢ este versorul

tangentei la spira (F) si produsul vectorial a X este normal pe planul spirei avand sensul lui m
(v. fig.7.17).

Pentru a<<R, deoarece a + R =r, se poate considera =R si integrala anterioara conduce
la:

(m]xr  [m]xr

A=+ sy

47 »* cr
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SO s T Bt A W il iy R 4 .
stiuca : [l]= l[l”,[ ——J s [m]: m[r,t ——J sunt marimi retardate.
c c

Deoarece E—04 o gradV, conform relatiei (PE4) § 7.1.2, si in acest caz
gradV =0«<V =0, atunci :

oA u ;X[Z] ;x[;]

7.48 E=-"—=% +
(7.48) ot 47t( P cr’ )
si
B 3 B = ==, — - Lo Lt - - =
(7.49) H:lrotAlexAzi 31”([711]7")5 r [m]+3r([m]r)4 r [m]+r><(f>§m)
n n 47 r cr cr

Luéndu-se, in zona undelor punctului P (fig. 7.17), numai componentele semnificative ale

intensitatilor cdmpului, adica E> ZLL[zm] si H> :LM
4n cr 4 c’r

de suprafatd a puterii transportate in zona undelor (adica vectorul Poynting):

, rezulta expresia densitatii

1 r(rx[m])’
1 S
Puterea instantanee totala radiata printr-o suprafata sferici X (cu P € X din zona undelor,
pentru care r>>a) este:

(7.50) 32 ZEz Xﬁz =

Y |4 2
7.51 =¢S5, -d4= ml° .
(7.51) P, § . —m]

Daca prin spirda curentul este sinusoidal, cu valoarea instantanee i=+/2Isin ot, unde

1 . . - e . .
®= 27:? =2nf, atunci momentul magnetic al spirei este variabil in timp tot sinusoidal:

m=na’i=n aZ\/E I sin ot ,
puterea medie, P,, radiata fiind:

8npc(a .’
(7.52) p =214
3 (A
d’ : 17
deoarece p, =—— — (na*\2 Isin* wt)’, jar P, = — _[ p.dot, iar rezistenta de radiatie a
6mnc” dt 2
mediului (R,) este:
4
(7.52) A [ﬁj :
FEEER)
care in vid (ce are p = o =4n 107 H/m) capita expresia:
(7.52") R, = 3155,072(%)4 in Q.

7.1.8. Difractia undelor electromagnetice

Difractia reprezinta fenomenul de propagare a undelor (luminoase, acustice, de materie,
electromagnetice etc.) si In spatele unor obstacole (a ecranelor), in care exista orificii, fante,
»margini” etc.
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Difractia undelor electromagnetice, ca si difractia luminii (v. Fizica), care este ea insasi de
naturd electromagnetica, se datoreste starii oscilatorii a undelor ce se propaga in spatiu. Conform
principiului lui Huygens (v. Fizica), vibratiile care se propaga in exteriorul unei suprafete inchise
ce contine o sursd oscilatorie de camp sunt identice cu cele care se obtin suprimand sursa si
inlocuind-o cu izvoare convenabil repartizate pe suprafata.

Astfel, dacad o unda provine dintr-o sursa radianta pumctiforma A4 (fig. 7.18), avand o forma
sferica —fie ca HI (v. fig. 7.18)— si daca 1n calea ei se interpune un ecran HB si G/, in care exista
un orificiu BG, atunci zona de propagare a undelor va fi Intotdeauna delimitatd de razele (liniile)
ABC si AGE, iar undele care se propagd dincolo de ecran (in zona DCEF) sunt datorate unor
izvoare B, b,G,d,C,E etc. repartizate pe suprafetele sferei
BG,dd \DF etc., care produc undele de difractic KL 4 Sursa radianta
(numite de catre Huygens unde secundare).

Repartitia izvoarelor B,G,b,d,C,E etc. se bazeaza pe Ee,
urmatorul postulat al lui Fresnel: ,,un punct al suprafetii WH_p/p b b\G
poate fi considerat o sursa a carei amplitudine si a carei
faza sunt aceleasi cu cele ale unei vibratii produse in acel ¢ 4- & __4__ d_
punct de sursa interiard”. Acest postulat al lui Fresnel este K
riguros valabil numai daca se aplica intr-un mediu extins - _
la infinit dincolo de suprafata ce inchide sursa C E
punctiforma oscilatorie. Fig. 7.18

Din cauza acestei restrictii, au aparut multe alte
teori privind difractia undelor, fiecare avand ca punct de plecare un caz concret, cum ar fi difractia
produsa de diverse fante existente in ecranul ce se opune propagarii undelor.

punctiforma

Difractia produsa de o fanti dreptunghiulara

Se considera un ecran opac in care exista o fantd dreptunghiulara cu lungimea /, si grosimea
b.. Folosindu-se notatiile din figura 7.19 si presupunandu-se ca sursa oscilanta de unde este la o
distanta suficient de mare spre a se putea admite cd un mic element din suprafata ecranului atins
de unda este o portiune dintr-o unda plana (ceea ce , in teoria lui Fresnel, corespunde unor
dimensiuni ale fantei suficient de mici ca 1/r; — unde r, este distanta de la
ecran la sursa de unde— sa nu aibd variatii apreciabile in fantd si, de
asemenea, ca 277 /A —unde A este lungimea de undé— sa aiba variatii mici
in comparatie cu ceilalti termeni care dau faza undei) se poate scrie ca
elementul de arie al fantei este: df' = b.dz.

Unda totala care se obtine la o distanta r fata de elementul de fanta df
este:

zZ

AY|

1

Z
or
al
21 “_‘ df
uzabxj;cos(cot—kr+n/2)dz, D1 |z /"v
i zcosO

in care a este valoarea maxima a undei pe lunginea /.. Daca se considera
unda totala la o distantd » foarte mare in comparatie cu /., atunci se poate
admite ca r'lzro'l, unde ry este distanta de la centrul fantei la sursa { z,
oscilatoare generatoare de unde (v. fig. 7.19). In ceea ce priveste faza A
undelor (corespunzitoare directiilor » §i 7)) se poate admite cu o b,
aproximatie suficient de buna ca: )
_ Fig. 7.19
r—ro=zcos, (D2)

in care O este unghiul dintre axa z a fantei si directia lui 7.

Introducandu-se expresia (D2) in relatia (D1), integrandu-se si facindu-se transformarile
trigonometrice care se impun, se va obtine intensitatea undei u astfel:

NEN
AN

y
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u=(ab, /1,) [ cos(er - kr, + kzcosO +m/2)dz,

u=(ab, /r,kcosO)[sin(wt — kr, + kz, cos® + n/2) —sin(wt — kr, + kz, cosO + n/2)]=
=(b/cos 6)[sin(k'ly cos0)cos(wt —kr, + k' (z, —z,)cosO +m/2)].

in care b= ab, si k =k/2 sunt constante ale cazului analizat, din figura 7.19.

T

De aici rezulta ca prin difractie se va produce o noud unda a carei intensitate U variaza cu
unghiul 6 dupa modelul:
sin(k*/, cos0)
cos0
Expresia (7.53) reprezintd modelul asa numite difractii Frauenhoffer.

(7.53) U=b

Difractia undelor electromagnetice de radiofrecventa

La cursul Teoria transmisiei informatiei se va aratd ca majoritatea proceselor de transmitere
la distanta a datelor se face prin intermediul asa-ziselor unde radioelectrice (unde radio), care sunt
unde electromagnetice cu frecventd mare (radio frecventd, de la 50 kHz la 150 MHz sau si mai
mult), sinusoidale sau dreptunghiulare, care formeaza semnalul purtitor ce este modulat (prin
numeroase metode) cu semnalul util ce trebuie transmis. Aceste unde radio sunt emise de antene
in spatiul din jurul globului terestru (deci in atmosferd) de unde sunt captate de antenele celor ce
realizeaza receptia si care se gasesc raspandite pe suprafata terestra.

In aceste cazuri, difractia undelor radio asigurd propagarea acestora dincolo de orizontul
optic si in spatele obstacolelor. Considerandu-se Paméantul perfect sferic, problema difractiei
undelor radio a fost rezolvata teoretic, calculele aratand ca dincolo de orizont (deci in zona de
difractie) intensitatea cAmpului are o scadere exponentialad cu atat mai rapida cu cat frecventa este
a mai Tnalta sau lungimea de unda A = ¢/f este mai

Zona de difractie - mica (asa cum se arata in figura 7.20, unde a =

Urecuperal Uemis €StE atenuarea intensitatii cdmpului

electric la receptor, la emisie g fiind egal cu 1).

Dealurile, accidentele de teren, cladirile

etc. au influienta neglijabild in domeniul undelor

kilometrice si hectometrice (adica la frcvente de

sute si mii de kHz), dar reprezintd obstacole

pentru undele metrice si submetrice (adica peste

rikm] 100MHz). Cand obstacolul are o muchie destul

Faieimmatiind de ascutita (obstacolul de tip ,,muche de cutit” )

::r;‘;nrfile cu raza de curburd a obstacolului R<0,00310 =,

unde O este unghiul dintre directia emitator —

Fig. 7.20 obstacol si directia obstacol— receptor (fig. 7.21),

se poate aproxima cAmpul in spatele obstacolului ca rezultanta cAmpurilor provenite de la fiecare
punct al suprafetii de unda libera din planul obstacolului.

1
0,5
0,2
0,05
0,01
0,002
0,0005

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

7 d -
..,—-——‘_______ mR _____‘———_______‘ e _—
Emitétor l{}f\ Receptor / ; <.
el e E L / =
Obstacol "Lami de cutit" Emitator el e Receptor
Obstacol "bombat"”
Fig. 721 Fig. 7.22
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Cand obstacolul are o curba cu raza de curburd mai mare, de tip obstacol ,,bombat” (fig.
7.22), se produce o difractie succesiva in fiecare punct al obstacolului, invizibil de la extremitatile
traseului (portiunea d pe figura 7.22), iar la frecvente mai joase intervin si pierderile in sol. De
asemenea, in aceste cazuri mai intervin si undele reflectate de ionosfera.

In cazul undelor metrice (sute de MHz), dealurile si muntii introduc atenuiri de difractie de
ordinul zecilor de decibeli (v. cursul Masurari electronice), atenuari uneori mai mici decat ar
introduce difractia in jurul curburii Paméantului la aceeasi distanta.

La frcvente mai inalte decat 3000MHz, atenuarea de difractie, chiar in spatele cladirilor,
devine atat de mare incat receptia pe traseele de difractie nu mai este posibila.

7.1.9. Ghiduri de unda

Prin ghiduri de undad —in sensul tehnic— se intelege un mediu delimitat de peretii interiori
reflectanti ai unui tub solid in care are loc propagarea unor unde electromagnetice. Undele sunt
deci ghidate de catre peretii tubului, care sunt considerati — in studiu — cd sunt realizati dintr-un
material perfect conductor.

Teorema de existenta a lui Dario Graffi

In ghidurile de unda, cAmpul electromagnetic se determind prin rezolvarea unei probleme
interioara cu derivate partiale. Pentru rezolvarea unor astfel de probleme este esentiald teorema de
existentd a lui Dario Graffi care va fi prezentata pe scurt In continuare (dupd Nicolau, Edm.,
1972).

Teoremia. Un camp electromagnetic armonic (adica de forma sinusoidald) este univac
determinat intr-un domeniu Q (in care exista un mediu slab conducdtor), limitat in parte de un
conductor perfect (cazul ghidurilor de undd) iar in rest de suprafete plane, separate intre ele, cu
conexiune simpla, pe care se dau componentele normale ale campului.

Dacé una sau toate aceste suprafete plane sunt cu conexiune multipla, este necesar —pentru
determinarea univoca a campului electromagnetic— sa se dea circulatia campului magnetic pe linia
ce limiteaza, in interior, suprafetele in cauza. Este de mentionat ca suprafetele plane nu trebuie sa
fie neaparat perfect conductoare.

Demonstratie. Demonstratia teoremei de existenta, enuntata anterior, a fost facuta de catre
Dario Graffi in anul 1951.

Se noteaza cu £ si H exprimarea In planul complex a vectorilor intensitatii cdmpului

electric i magnetic ce determind campul electromagnetic in domeniul € si care variaza sinusoidal
in timp (v. § 9.13).
Pe suprafetele plane ce limiteaza pe €, notate generic cu X, (£ = Fr Q) se dau componentele

normale ale acestor vectori. Un alt camp electromagnetic posibil in Q ar fi: E + E , E + E daca

ar avea aceleasi componente normale pe Z. In acest caz, in Q tindndu-se seama de liniaritatea
ecuatiilor, se poate scrie (utilizindu-se formele locale ale legilor circuitului magnetic si inductiei
electromagnetice):

V x E = Z + 9L
t
VXE’:—%:WE’:—J‘@#E. (G2)
t
Se mai poate scrie (pentru conjugatele expresiilor complexe) si:

SVXEYZ“{E'-F‘].(D&‘E? (G1)

JE—

VxH =—-jocE +7E . (G3)
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,Prelucrandu-se” convenabil ecuatiile (G1), (G2), si (G3) —inmultindu-se cu E sicu H ,
scazdndu-se membru cu membru si integrindu-se— se poate obtine un analog al vectorului

Poyting. Dar fluxul produsului E XEV* este nul pe suprafata ¥ deoarece E este normal pe

conductorul perfect; va rezulta:

—_

(G4) [E xH yn-dd+jof(wH -H -¢E -E Ydv+y[E -E dv=0
T Q Q

unde n , este versorul normalei la suprafata X.
Se poate arata ca primul termen al expresiei (G4) este nul. Pentru aceasta se noteaza cu G o
suprafatd plana oarecare si cu C conturul ce o limiteaza (adici C = Fr G). Pe acest contur C

mediul este perfect conductor, deci componenta tangentiala a lui E este nula.
Daca se ia un sistem de coordonate triortogonal (Oxyz) astfel incat planul xy sa cuprinda

conturul C, atunci axa z este orientati dupd normala la ¥ (deci k=n). In aceste conditii,
componentele £, siH ., sunt nule prin ipoteza (adicd pe suprafata ¥ compomentele normale ale

campului sunt date, deci nu pot exista nE si n-H ), astfel ca:
OE ,Jox = 0 E /oy si OH ,/ox = OH /0y.
Considerandu-se suprafata G cu conexiune simpla, se poate scrie:
E=VosiH =Vo,
D D J—
unde @=¢(x, y)si y=wy(x,y). Notdndu-se cu m versorul normal la C si cuprins in planul xy, va

rezulta atunci versorul tangentei la C ca fiind ¢ = kxm (céci, asa cum sa mai precizat, versorii k

si n coincid). Cu aceste precizari rezultd ca primul termen al expresiei (G4) se mai pote scrie si in
forma:
J(E xH yndd=[(Ve)Ve')mdd=[(kx V)V dd = [[Vx (oh)IVy' - dd =
(GS) G G G G
= [ VW'V x (0k)]-dd = [ (v Vo)(ex m) - di = [y Vor-dl.
G C C

unde d/ este elementul de curbd C orientat (adica di=¢dl ).

Dar produsul E -t (adica componenta tangentiald la C) este nul si —ca urmare— expresia

(G5) este egala cu zero, adica primul termen al ecuatiei (G4) este nul (asa cum s-a afirmat initial).
Atunci ecuatia (G4) ramasne in doi termeni, unul real si altul imaginar, care —fiecare in
parte— trebuie sa fie egal cu zero, asa cum arata ecuatia (G4); rezulta:

v[E -E dv=0
Q
si cum y>0, inseamna ca E =0 atunci si E =0, pentru ci atat y>0 cat si p>0. In acest fel rezulta

ca nu este posibil (asa cum s-a admis initial) sa mai existe, aditional, si un camp £ ,H , in Q ceea
ce inseamna ca teorema de unicitate este demonstrata, pentru cazul sectiunilor GCQ cu conexiune
simpla.

In cazul in care G este cu conexiune multipla, de exemplu dubli, inseamni ci suprafata G
va fi limitata de doud contururi C; (in interior) si C,, (in exterior). Rationamentul aplicat in cazul
lui G simplu conex, va fi valabil si daca G este dublu conex (sau multiplu conex), daca se va putea
arata ca functiile ¢ si y sunt monodrome (adicd uniforme, in acceptiunea teoriei suprafetelor de
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acoperire §i 1n teoria functiilor analitice cu valori in spatii Banach complexe). Functia ¢ satisface

aceasta conditie, deoarece componenta tangentiala a lui E‘ fiind nuld pe C; (adica ti-E'=O),

circulatia ei pe acest contur este nuld. Dar si functia y este monotona, deoarece —conform legii
circuitului magnetic— jE& = (Zl +oD'/ at) este nula caci Zi |6=0si D'/t | =0 prin
< B G

ipoteza teoremei.

Concluziile teoremei lui Dario Graffi. Din aceastd teorema de unicitate rezulta ca intr-un
ghid de unde cu sectiune transversala simplu conexa existd numai unde transversal-electrice
(notate generic cu TE), caracterizate prin £.=0 si H.#0, sau unde transversal-magnetice (notate cu
TM) carcterizate prin H.=0 si E.#0. In cazul sectiunilor multiplu conexe, cum este —de exemplu—
un cablu coaxial (cu un conductor central izolat si inconjurat de o tresa cilindricd conductoare),
pot exista i unde TEM (adica transversal-electromagnetice), caracterizate prin: E.=0 si H.=0. In
toate cazurile, axa z coincide cu axa ghidului de unde.

Teorema lui Graffi mai aratd ca intr-un ghid de unda cu dielectric cu pierderi, campul este

determinat de componentele paralele cu versorul &£ al axei z, in doud plane normale pe axa
ghidului.

In principiu, se pot da E, si H, , cazul general (E #0 si H,#0) obtinindu-se din
suprapunerea cadmpurilor ce corespund modurilor TE i TM.

Propagarea undelor electromagnetice in ghiduri

Procesul de propagare al undelor electromagnetice in ghidurile de unda se face prin
integrarea ecuatiei undelor, scrisd sub forma (7.5A), considerindu-se legile de material ca fiind
liniare:

D=¢E, B=pH si J=yE= {s,u,y}:const.,
adica un mediu uniform si liniar, iar conditiile pe frontiera presupunindu-se ghidul alcatuit dintr-
un conductor perfect astfel ca aceste conditii pe suprafata interioard . a ghidului capata forma:
Exn=0 si Hn=0, (G6)

unde 7 este versorul normalei la T (conditii care inseamnd: £, =0 si H, =0, adica campul
electromagnetic are componentele tangentiald a intensitatii campului electric si normald a
intensitatii campului magnetic nule).

Daca dielectricul din interiorul ghidului de unde nu este perfect (adica are pierderi), se
lucreaza cu permitivitatea absolutda complexa. Considerindu-se, totusi, y=0 si noindu-se
componentele campului electromagnetic cu f, adica:

f = {Ex’gyﬂgz’ﬂx’iyﬂﬂz}’
ecuatia undelor (7.5.A) se scrie sub forma [ f =0, ceea ce inseamna ca fiecare componenta a

fiecarui vector al cAmpului electromagnetic satisface —in conditiile date— ecuatia undelor (7.5.A).
In continuare se vor cerceta numai undele TM, ce sunt caracterizate prin aceea ci
pretutindeni in ghid H,=0, celelate unde (7FE si TEM) studiindu-se in acelasi mod.
Pentru a se putea stabili o proprietate esentiala a ghidurilor de unde in mod 7M (caz in care
E#0) este necesar sd se porneasca de la ecuatia undelor referitoare la componenta £, adica de la:

2
JE.=05AE -9 g o (G7)
w” Ot
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unde w este viteza de propagare a undelor TM pe directia axei ghidului, adici a axei z. In
interiorul ghidului existd un cadmp ce variaza sinusoidal in timp, cu pulastia ®, care propagindu-se
in ghid are solutia (in raport cu un sistem de referintd cartezian Oxyz) de forma (v. si § 9.1.3):

(G8) E. =RelE. expj(er - )],

unde Re este operatorul ce exprima partea reald a reprezentdrii in planul complex, £, este fazorul
componentei dupd axa z a intensitatii cdmpului magnetic din ghidul de unde (v. § 9.1.3), j —
unitatea imaginara (j"=—1) si o este faza initiala (la =0) a argumentului functiei sinusoidale prin
care se poate exprima componenta E,, cu inteles de viteza de faza in lungul axei z (exprimabild) in
rad/m).

Raportindu-se interiorul ghidului de unde la un sistem de coordonate cilindrice (Nicolau,
Edm., 1972), ecuatia (G7) devine:

2

(G9) ME.+(T5-a))E. =0,
ce are conditiile pe frontiera:
(G9) E (x,y)=0.
Notindu-se cu #’=w*/w’-o%, ecutia (G9) devine:
(G10) ME +1E. 0.
Integrarea ecuatiei (G10) este echivalenta cu problema rezolvarii ecuatiei integrale:
(G10) E.(x,y)=h [G(x, & ME. (& n)dedn ,

in care G este functia lui Green corespunzatoare problemei (G9) si (G9’), & si n sunt coordonatele
cilindrice interioare, iar X — sectiunea transversala prin ghidul de unde.

In teoria ecuatiilor cu operatori (v. Ecuatiile fizicii matematice) se arati ca h’=k’—o’ admite
numai anumite valori proprii, rezultind —in general- ca o’=w*/w’—h’. Atunci, fie h’ valoarea

minima pe care o poate lua /°.

Pentru a exista un transport de energie in interiorul ghidului de unde este necesar ca o sa fie
real. Aceasta inseamna ca ghidul se comporta ca un filtru trece sus, neavind loc la o transmitere de
putere decat pentru @>wh,,. Concluzia este c¢a ghidurile de unda excitate in mod TM se comporta
ca un filtru trece sus, indiferent de forma sectiunii, pentru care frecventa:

(7.54) fo=wh,/(2T),

se numeste frecventa criticid a ghidului (la aceastd frecventd 0=0). In mod similar se arati ca si
ghidurile de unda excitate in modul 7F se comportd ca filtre trece sus, indiferent de forma
sectiunii.

Cunoscindu-se Ey, prin rezolvarea ecuatiei (G7), celelalte componente se calculeazd cu

ajutorul ecuatiilor lui Maxwell —scrise pentru un sistem cartezian (tinind seama de expresia
fazorilor)- rezultind:

(G11) OE_ /0y +juE, = jouH,
(G12) ~joE, ~0E, /ox=—jopH,,
(G13) OE,/ox~0E, /oy =0,
(G14) ~joH, = joeE, ,
(G15) joH, = jocE, ,

(G16) OH |ox—0H |3y =JE |

cu observatia cd unitatea imaginara j este, in planul complex, un operator de rotatie cu n/2 (care
face ca orice fazor pe care il inmulteste sa se roteasca cu n/2 in sens trigonometric). Eliminindu-se
H Intre relatiile (G12) si (G14) se obtine:

-y
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E.=jpoE._ lox, (7.55)

D D
p=al(c’+h’) =alq.
Eliminindu-se H _ intre relatiile (G11) si (G15) rezulta :
E =j(o/q)0 E /Oy (7.56)
Expresia componentei A, rezultd din relatiile (G15) in care se inlocuieste £ = cu termenul
drept al egalitatii (7.56), adica:

H. =22 sau H=i(>2)0E. lay, (7.57)
a q

iar din relatia (G14), in care se inlocuieste cu termenul drept al primei egalitati (7.55), rezulta
expresia lui H , si anume:

®E [ o€
H = _TEX sau H , = —][7J6Ez / Ox. (7.58)

Se constatd, deci, cd expresia lui £, —datd de relatiile (G8) si (G10), impreuni cu
formulele (7.55)...(7.58)— permit sa se determine toate componentele campului electromagnetic
din ghidul de unde, cu precizarea ca ele trebuie sa verifice conditiile la limita (G6). Insd, din
contextul studiului, nu rezultd nici o situatie in care (7.55)...(7.58) satisfac conditiile (G6), mai

ales se stie ca nu 1n orice sectiune pot exista unde 7E,,, sau TM,,, , pentru orice versori m €(x,y) si

n (normalei la suprafetele plane X ce limiteaza domeniul ghidului de unde).
In tratatul Nicolau, Edm., 1972, se arati o conditie suficientd care conduce la solutii £ si

H (ce pot exista in ghidurile de undi), in sectiuni generale in care sa fie posibild existenta unor

unde de tip TE,,, sau TM,,,. In acest scop se utilizeaza asa-numitele potentiale ale lui Borgnis (v.
Nicolau, Edm.,1972) cu ajutorul carora se ajunge la urmaitoarea conditie suficientd de
compatibilitate cu conditiile pe frontiera (G6):

Hintr-un ghid de unda la care sectiunea transversala (normald pe axa z a ghidului) este

limitatd prin curbele C; si Ci (la care versorii j si k sunt normali) o conditie suficientd pentru

existenta in ghid a modurilor de unda 7M este ca functia potentialelor lui Brognis sa fie separabila
si pe frontiera trebuind ca potentialele Brognis sa fie nule (pe curbele C; si Cy)”.
Solutiile (7.55)...(7.58) pentru undele TM, la un ghid de unda cu /4 dat, cu dimensiunea [L]",
viteza de faza o, cu dimensiunea [rad/L], este nuld pentru frecventa critica:
1 |n
f,=—.— <a=0. (7.59)
27\ ep
Aceleasi solutii araté ca pentru undele 7M ghidul de unda cu sectiune transversala circulara
(la o arie a sectiunii datd) conduce la o frecventa critica minima.

7.1.10. Cavitati rezonante

Prin cavitate rezonanta (numitd si endovibratoar, rezonator sau —inca— rumbatron) se
intelege orice incintd ce inchid un domeniu simplu sau multiplu convex, marginitd de un invelis
conductor, in care se pot intretine oscilatii electromagnetice sub forma de unde spatiale stationare.

Caracteristici generale

Mediul din interiorul endovibratorului (in general aerul) fiind un foarte bun izolant,
pierderile de energie ale undelor electromagnetice stationare se datoresc exclusiv conductivitatii
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finite a peretilor si sunt foarte mici. De aceea, cavitatea poate fi sediul unor oscilatii intretinute
suficient de intense numai pentru frecvente foarte apropiate de anumite frecvente de rezonanta,
practic egale cu frecventele proprii ale oscilatiilor libere (mecanice) ale incintei.

Intr-o cavitate dati pot exista mai multe ,.configuratii” ale cAmpului electric si magnetic
(mai multe ,,moduri” de oscilatii — unde: 100, 010, 001 etc.) fiecareia corespunzindu-i o anumita
frecventa proprie. Multimea frecventelor proprii alcatuieste un spectru discret, marginit inferior de
o frecventd limitd f; ( frecventa fundamentald), fara ca frecventele ce alcétuiesc acest spectru sa
fie neapdrat multiple intregi ale frecventei fundamentale. Pentru forme simple ale cavitatii,
frecventele proprii (sau/si lungimea de unda, A, corespunzitoare) se pot calcula cu mare precizie,
presupunind insa peretii perfect conductori si cautand solutiile armonice in timp ale ecuatiilor lui
Maxwell care satisfac conditiile la limita pe fata interioara a peretilor (adicd anularea componentei
tangentiale a intensitatii campului electric si a componentei normale a intensitatii campului
magnetic).

Notarea modurilor de oscilatii se face, de obicei, cu trei indici, fiecare dintre acestia
indicind numarul de semiunde stationare care existd in lungul curbei de coordonate
corespunzatoare. De exemplu, modul fundamental este 100, 010 sau 001.

Pentru intretinerea oscilatiilor cavitatii, aceasta se excitd din exterior prin circuite electrice
pulsatorii, linii sau ghiduri de unde, prin fluxuri de electroni etc.

Determinarea cimpurilor (electric si magnetic) din cavititile rezonante

Se presupune cd endovibratorul este delimitat de pereti conductori, iar spatiul interior este
,umplut” cu un material de permitivitate absoluta € si permeabilitate absoluta p constante (care nu
depind nici de punct si nici de timp). In plus, se mai considerd ci mediul este izotrop, cu
conductivitate electrica nulda (y = 0), lipsit de viscozitate electrica si de proprietiti ereditare (se
considerd ca polarizatia electricd si magnetizatia temporare sunt liniare in raport cu intensitatile
campului electric si —respectiv— magnetic). Oscilatiile (,,vibratiile”’) campului electromagnetic din
cavitate sunt considerate pur sinusoidale (armonice).

In aceste conditii, fiecare componenti a intensititii cAmpului electric si a intensitatii
campului magnetic (Intr-un sistem de coordonate trirectangulare), considerate ca elemente ale
unei multimi f, satisface ecuatia undelor (7.5A) si anume [Jf=0. Astfel, in coordonate
trirectangulare ( u;, u,, us), ecuatiile cAmpului electromagnetic iau forma cunoscuta din paragraful
1.4.3. — ecuatiile (1.105):

ol ) )+ o,

hhyhy | Ou, u, ' ot
(CR1) L i(thk)_i(th/) _%:Jp
hh,hs | Ou, uw, ot

3
Z%(MA,} =hh,ha,ijke {123},
=1 OU, h
in care h;, h,, h; sunt coeficientii lui Lamé (unitati locale de lungime ce definesc distanta
elementard dintre doud puncte din cdmp infinitezimal vecine), iar daca a=p = A4=D si daca
a=0= A=B. Primele doua ecuatii din (CR 1) reprezinta, fiecare, cate trei ecuatii ce se obtin prin
permutarea ciclica a indicilor i, j, k& (intre valorile 1, 2 si 3), ele fiind asa-numitele ecuatii de
evolutie (v. § 1.4.3), in timp ce a treia ecuatie din relatiile (CR 1) este o ecuatie de stare.

Se vor considera campurile electromagnetice care pot exista intr-o cavitate rezonantd
caracterizata prin aceea ca toti coeficientii lui Lamé ( /;, i=1,2,3) sunt inependenti de coordonata
u;, precum si componentele campului ( E;, H;, j=1,2,3) sunt independente de u;. Atunci, se va

i

390



cauta un astfel de camp in cavitatea rezonantd, considerata cilindricd, incat campul electric sa
aiba o singurd componenta si anume £ .

In aceste conditii, prima ecuatie de evolutie din (CR1) conduce la rezultatul H=0, celelalte

doud componente fiind:

:_J%.ﬁ'ﬁ'g(hlgl)’
1 1 131 0 3 CR2)
“To w i oy )

Relatiile (CR2) verificd prima ecuatie de evolutie din (CR1), in care —dacéd se introduc
expresiile lui H, si H;— da:
0’ 0’
———nE)-———nE)=0,
Ou,0u, Ou,0u,
deoarece /; si E, sunt suficient de regulati. A doua ecuatie de evolutie din (CR1) este si ea
verificatd prin aceea ca primul termen din membrul stang este nul (deoarece nici 4, nici & din
D=¢FE, si nici £, nu depind de coordonata u,), iar ceilalti doi termeni sunt nuli si ei (deoarece
E,=0 si E,=0). A treia ecuatiec de evolutie din (CR1), in care se inlocuiesc H,si H, cu
expresiile lor din (CR2), devine:
h h
: { i { - (hlzl)} ° { 3 i(hlzl)}}ﬂczgl 0, (CRY)

nh, |ou, | hh, ou, ou, | hyh, ou,

in care s-a utilizat notatia k* = w’ep. Daca —in particular— se considerd &, = 1 (ceea ce corespunde
unui sistem de coordonate cilindric — v.§ 1.4.3), atunci ecuatia care sd se exprime componenta £ |

se reduce la forma:
(A, +k*)E, =0, (7.60)
unde A, este laplaceanul bidimensional (pentru h; si hs).

Din relatia (7.60) rezultd ca in cavitatile rezonante cilindrice (asa cum s-a considerat prin
ipotezd) pot exista campuri electromagnetice ale cdror componente electrice se reduc la una
singurd —si anume la £, luatd de-a lungul axului cilindrului- si ale cdror componente magnetice
se reduc la doud: A, si H, ambele perpendiculare pe axul cilindrului i perpendiculare intre ele.

Campul electric din cavitatea rezonanta cilindrica, E =FE,, satisface ecuatia (7.60), cu

conditia pe frontiera (la limiti) E(P)=0 < VP eX. Campul magnetic, H =i H, + j H, (unde

versorii 7 si ; formeaza un plan perpendicular pe axa cilindrului rezonant), se deduce din E, prin

formulele (CR2) si conditia pe frontierd H(P)-n=0, adica H, (P)=0«&VPeZ, unde n este
versorul normalei la suprafata ¥ si H, este componenta normala a intensitatii cAmpului magnetic
in orice punct P al acestei suprafete X. Prin urmare, pentru a determina campul electric si
magnetic Intr-un caz (de cavitate rezonantd ) dat, se izoleaza ecuatia cu derivate partiale (7.60), in

care E, =E, (u,,u,), cu conditia pe frontiera E

. = 0si apoi —prin ecuatiile (CR2)- se deduc H,
si H ,ramanand sa se stabileasca daca, astfel dedus, cdmpul magnetic satisface conditiile la limita

pentru H . in lucrarea Nicolau, Edm. 1972 se demonstreazi ci solutiile date de ecuatiile (7.60) si

(CR2) verifica intotdeauna conditiile la limita E|Z =0si H, L= 0 daca sectiunea transversalad a

cavitatii rezonante este cilindricd sau dreptunghiulara.
In continuare, se va considera o cavitate cilindrica cu volumul dat, adica v = 4h (unde 4 este
aria unei baze si 4 inaltimea cilindrului luatd de-a lungul axei u,). Deoarece solutia ecuatiei (7.60)
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si apoi ale ecuatiilor (CR2) este independenta de valoarea lui 4, atunci acesta se poate lua oricat de
mic, rezultdind —in consecintd— o arie A oricdt de mare. Dar cresterea lui 4 extrage dupa sine

scaderea frecventei critice, insa studiul problrmri este simplificat de faptul ca £, satisface ecuatia

care descrie §i vibratia membranelor; spre exemplu, In cazul unei membrane circulare se poate
scrie:

. : r
(CR4) E = Z z (4! cosmo+ B! sinm@)J . (p), —),
n=1 m=0 I”O
in care m si n sunt intregi pozitivi, J,(x) este functia Bessel de specia Inti, de ordinul m si de
argument x=p’r/r,, in care r, este raza cercului de bazd al cavitatii rezonante cilindrice

circulare, iar p’ este nulul pozitiv de odinul » al functiei Bessel de specia intai si ordinul m.
Se poate demonstra cé in acest caz (CR4), ecuatia (7.60) este satisfacuta daca:

(CRS5) k= qfep 22
rO

ceea ce Inseamna ca dacd se ia o cavitate cilindrica circulara de volum dat, prin miscarea inaltimii
sale aria bazei creste oricat de mult si deci raza r, poate fi oricat de mare, obtinandu-se pulsatii
proprii m, oricdt de mici. Rezulta, astfel, ca la cavitatiledcilindrice de volum dat, se pot obtine
frecvente proprii de rezonanta f; oricat de mici prin simpla aplatisare (oricat de mult) a cilindrului.
In acest fel s-a ajuns la cavititile rezonante acordabile (v. fig. 7.26).

Proprietiti de ortogonalitate ale cAmpului electropmagnetice din cavitatile rezonante

Campul magnetic din cavitatile rezonante prezintd proprietatea cd intre intensitatile

campului electric £, 51 £, ,pe de o parte, si intensitdtile cAmpurilor magnetice H ,si H , (pe de
alta parte), care corespund unor pulsatii de rezonanta diferite w,, si respectiv w, , existd in orice
punct al volumului Q inchis de cavitate, o relatie de ortogonalitate care se poate exprima prin
urmatoarele modele cu produse scalare:

(CR6) J.E_,n-Endv:O:min,
Q
(CR7) H -Hdv=0=m=n
Q
si —in anumite situatii— exista ortogonalitate si intre cele doud campuri, exprimabila prin:
(CRY) J.Em -Endv =0=>m=#n,
Q

indicii m i n ardtand ce pulsatii au campurile cu aceiasi indici.

Pentru cavitatile la care forma lor este astfel incét sa aiba o pulsatie proprie de rezonanta
o, starea electricad si magneticd a mediului este descrisd de forma locala a legilor inductiei
electromagnetice si ale circuitului magnetic, scrie sub forma reprezentarii in planul complex:

(CR9) VxE, =—joull,,
(CR10) VxH_ =joyE
pentru situatia in care mediul este izotrop si nedisipativ. Dacd mediul este si omogen, se poate
separa campul electric de cel magnetic, rezultand:
(CR11) VxVxE, =k
(CR12) VxVxH, =k
in care s-a folosit notatia : k. = ® gp.

Considerandu-se ca peretii (invelisul interior al cavitatii vibratoare) reprezinta un conductor
perfect (la care, deci, y—o0), conditiile pe frontiera sunt:
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Exn=0 si H-n=0, (CR13)

unde 7 este versorul normalei la suprafata Z=Fr Q, ceea ce Inseamna cad X delimiteaza spatiul Q
al cavitatii rezonante.
Presupunéndu-se ca rezonatorul admite doua frecvente proprii de rezonanta, ®,, si ®,, atunci
din relatia (CR9) rezulta (admitandu-se y—o0):
[H, Hdv=—— [(VxE,)-(V*E,). (CR14)
vz (‘Om(’onl”l' Vo
unde v este volumul domeniului Q inchis de cavitatea rezonanta.
Cunoscadu-se identitatea (v.§ 9.1.2):
[(VXE,)-(VXE)dv= [E,(VxVxE,)dv+[[E, x(VXE,)]-ndd,
Va Vo z
care se bazeaza si pe amplicarea formulei lui Gauss-Ostrograski (9.20), relatia (CR14) devine:
P J— _ 1 — — — — —
[H, ‘ﬂ"“’”m{ [E,(VxVxE,)dv+[[E, x(VxE )]-ndd}.  (CRIS)
Vo m-n Vo 2
Ultimul termen al relatiei (CR15), contindnd un dublu produs vectorial, se poate scrie §i in
forma:

[[E, x(VXE,)-ndd=[(VE,)-(E, xn)d4 =0, (CR16)

deoarece —conform primei conditii la limita din (CR13)- produsul vectorial Em xn=0. Tinandu-

n
m?

se seama de relatia (CR11) si de semnificatia lui &
(CR16), devine:

expresia (CR15), in conditiile date de

[H, Hdv=—— [E,(vxVxE,)v=——— [E, -(E,)dv=

Vo (DYIIO)HI.L Vo O‘)mwn“ Va
R (CR17)

:_LMZ Em ‘EndV:_ (Dng J‘Em .Endv'
0)171(071M Vo O)YIII.L Vo
Urmandu-se acelasi procedeu se obtine:

[#, H,dv=-"2"[E,E,dv. (CR18)
Vo mn“’ Vo

Deoarece produsul scalar este comutativ §i @, #®, (prin ipotezd) din compararea relatiilor
(CR17) si (CR18) rezulta imediat:

[H, -H,dv=0si [E, Edv=0.
adica tocmai conditiile (CR6) si (CR7) de ortogonalitate intre ele a campului electric la pulsatii
diferite ( pe de o parte) si a celui magnetic (Em 1 E" la pulsatii proprii, de rezonanta, ®,, # ®, ),
pe de alta parte.
In ceea ce priveste conditia (CR8), de ortogonalitate intre cele doua campuri (Em L En la
pulsatii ®,, # ®, ), ea poate fi demonstrata in mod similar. Astfel:
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(&, -E,,dv=%j(vXEm>-(vXE,,)dv=

o O

m n

(CR19)

- jEm(vaXH )dv+jE (VxH )ndA.
0,01’

Va

Datorlta conditiei pe frontiera (CR13) —a doua relatie, al doilea termen— ce contine produsul
scalar H n (care este egal cu zero) se anuleaza, astfel cd, introducandu-se in (CR19) expresia
(CR12), va rezulta:

IEm-Endv——jE (VxVxH, )dv——jE (k>H,)dv=
. ®,0,EL:" 0,0, &L
(CR20)
o jEm H,dv="- E,-H,dv
®,,0,EL ®, M

Prin comutarea produsului scalar ﬁ E = E E rezulta din (CR20) ca (v. § 9.1.2):

(CR21) jE H dv——J.H E dv——j(H xH )-ndd .
Comparﬁndu—se intre ele ultimele doua relatii, (CR20) si (CR21), reiese ca daca:
(CR22) [(H, xH,)-nda=o0,
z
atunci:
(CR23) [E, - H,dv=0,

care aratd in ce conditii —si anume (CR22)— este valabila relatia (CR23), identica cu (CRS), de
ortogonalitate intre ele a campului electric si a celui magnetic la pulsatii proprii de rezonanta
diferite (0,, # ®,).

Cavititi rezonante tipice

In aplicatiile practice, cavititile rezonante se folosesc ca circuite oscilante la frecvente
foarte inalte (mii de gigaherti — unde decimetrice sau mai scurte, la frecvente mai joase
dimensiunile minime ale cavitatii —corespunzétoare frecventei fundamentale— fiind prea mari),
unde prezintd avantaje fatd de alte circuite (de exemplu circuite oscilante R,L,C, cu bobine si
condensatoare — v. § 8.8.2): constructie simpla, factor de calitate Q (v. § 8.7.2) mare, impedanta
echivalentd (v. subcap. 8.5) mare etc. In practici se utilizeaza de obicei oscilatiile in mod
fundamental ale cavitdtii rezonante, deoarece la oscilatii de ordin superior diferenta fatd de
frecventele proprii este micd si pot apdrea oscilatii parazite (modurile de ordin superior se
utilizeaza atunci cand corespund unor pierderi mai mici, adicd unui factor de calitate mai mare).
Eliminarea oscilatiilor nedorite se poate obtine prin masuri speciale de precautie ca, de exemplu:
prin introducerea unor elemente disipative, de amortizare, dispuse in interiorul cavitatii astfel
incat sa nu fie absorbita energia modului de oscilatie utilizat.

Factorul de calitate (v. § 8.8.2). La cavitatile rezonante, factorul de calitate Q se defineste,
la frecventa proprie datd, prin raportul (multiplicat cu 2m) dintre energia campului
electromagneetic al rezonatorului si energia disipatd in cursul unei perioade, fiind practic egala
(asa cum se va arata in paragraful 8.8.2) cu raportul dintre frecventa de rezonanta si largimea

benzii de frecvente data de scaderea amplitudinii la 1/ V2 din ceea maximi de la rezonantd, adica
la 3dB (v. supcap. 8.8). Factorul de calitate al cavitatilor rezonante este foarte mare in raport cu
cel al altor circuite, fiind de ordinul a 10* sau chiart 10° (la o cavitate cu invelis de plumb,
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cufundatd in heliu lichid) si este cu atat mai mare cu cat este mai mare raportul dintre volumul
cavitatii (vg) si aria incintei (Z = Fr Q).

Rezistenta echivalenta la rezonanta. Se noteaza cu R, si pentru o cavitate rezonanta data
,»privitd” intre doud puncte ale cavitatii (de alimentare) si o curba care le uneste (in general o linie
de camp electric), se calculeaza prin raportul dintre patratul tensiunii electrice in lungul acelei
curbe (intre puncte date) si puterea pierdutd in cavitate. Ea are valori foarte mari (de ordinul
zecilor de meghomi), fiind cu atat mai mare cu cat factorul de calitate este mai mare.

Formele cavitiitilor rezonante. In practica se folosesc numeroase tipuri de rezonatoare in
ceea ce priveste forma lor, dar care se pot grupa in doua: rezonatoare cu forma complexa (cu
suprafete inchise sub formade: sferd, cilindru, elipsiod, prisma, tor §.a.) si rezonatoare cu
addncituri (adica avand una sau mai multe turtiri spre interior ale suprafetii), asa cum se arata in
figura 7.23.

In aceasta figura, pertru
fiecare forma, se indica si limitele
de camp: electric — prin linii subtiri
continue si magnetic — prin linii
intrerupte, ambele corespunzitoare
modulului de oscilatie fundanental
(ele fiind ortogonale, cu Es=0 si
H,;s=0 (asa cum s-a ardtat 1In

subcapitolul precedent). Formale E
tipice sunt: sferice (fig. 7.23a, . [ EJ
indicat prin sectiune, deoarece sfera — *
este un corp de rotatie ), cilindrice 4

(fig. 7.23b, indicate tot prin sectiuni
in lungul cilindrului:in una se

Fig. 7.23

reprezintda cAmpul E —prin linii, in a doua cAmpul magnetic ﬁ—prin urmele sale/puncte ale

varfului vectoruli H ), elipsoidale (fig. 7.23c), prismatice (fig. 7.23d), toroidale-sferice (fig.
7.23e, care sunt rezonatoare cu doud adancituri), toroidal- patratica (fig. 7.23f, un rezonator cu
doua adancituri) si toroidal-dreptundhiulara (fig. 7.23g, un rezonator cu o singura adancitura).

Foarte raspandit in aplicatiile practice, mai ales la frecvente mai putin Tnalte, sunt cavititile
toroidale cu adancituri (figurile 7.23 e,f,g), la care campul electric este concentrat in special in
zona adanciturilor, iar cea mai mare parte a campului magnetic este repartizatd in restul
rezonatorului (inconjurdnd adanciturile). Datoritd concentrarii energiei electrice i —separat— a
celei magnetic 1n portiuni diferite ale cavitatii, rezonatorul toroidal se apropie cel mai mult de
circuitele oscilante cu parametri concentrati (R,L,C) dar avand un factor de calitate, O, mult mai
mare (peste 5000), care este totusi mai mic decat al altor forme de cavitati rezonante.

In tabelul 7.1 sunt indicate caracteristicoile catorva forme de cavititi rezonante, in care p
este rezistivitatea stratului interior al invelisului ( de multe ori din argint), ®=2xf este pulsatia

(respectiv frecventa) oscilatiilor la rezonanta si & =/2p/® .
Tabelul 7.1

Caracteristicile unor cavitati rezonante uzuale

Forma cavitatii Lungime de unda Factorul de calitate Q | Rezistenta echivalenta Ry[Q]
Fundamentala Ay=c/f;

Sfera cu raza a[cm]

(fig. 7.23a) 0,0228 a 1,024 a/$ 81,6 a/d
Cilindru circular cu: - 1 no1

- raza ro[cm] 0.0261 r 1,414 2. p 1023- .
- indltimea 4 [cm] ’ 0 1420 1475

(fig. 7.23 b) h h
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Forma cavitatii Lungime de unda Factorul de calitate Q | Rezistenta echivalenta R[]
Fundamentala Ay=c/f,

Piismé patrata cu: s 1 or 052. )
- latura a [em] 0,0283 a i ’ a
- inaltimea h [cm] 1+— 1+2
(fig. 7.23 d) h h

Cuplajul electric cu exteriorul (adica introducerea intr-un montaj a rezonatorului) se
realizeazd in diverse moduri:

- prin trecerea unui fascicul de electroni prin interiorul cavitatii (fig. 7.24, in care s-a utilizat
notatia: / — grile, 2 — fascicul de electroni), care este folosit In special la cuplajul cavitatiilor
toroidale cu adancituri deoarece in acest mod de cuplaj
trebuie ca timpul de trecere al electronilor prin rezonator sa

fie scurt in comparatie cu perioada oscilatiilor (un astfel de
‘ cuplaj este folosit in vechile tuburi electronice numite
([l cliston — v. cursul Microunde);

- cuplajul magnetic (inductiv) care poate fi realizat

B prin introduceerea in cutia rezonanta a unei bucle orientata
astfel incét sd fie pasrcursa de liniile de camp magnetic
Fig. 7.24 (fig. 7.25q);

-cuplajul capacitiv care poate fi realizat cu ajutorul
unei sonde (un electrod) indus in cavitate astfel inct componenta electrica a campului propriu al
sondei sa fie pe directia liniilor de cAmp din cavitate (fig. 7.25b).

Ultimele doua moduri de cuplaj trebuie folosite intotdeauna simultan (impreund), cuplajul

=

=
T
S

=

/
S

e

=
-

e

e

Cuplaj inductiv

a .- ] / I J
gy - / / / 7
'2 & / / / .-’f

Fig. 7.25

Fig. 7.26

putand fi variat prin rotirea buclei sau modificarea patrunderii sondei.

La frecvente mai mari se utilizeaza cuplajul cu un ghid de unde (prin difractie — v. § 7.18),
care se realizeaza cu ajutorul unei fante / prin care ghidul 2 comunica cu interiorul rezonantului 3
(fig. 7.25c¢).

In practica sunt frecvent utilizate cavitdtile rezonante acordabile, care sunt in special de
forma cilindrica (fig. 7.26).

Cavitatile rezonante acordabile sunt acele rezonatoare a caror frecventa fundamentala poate
fi variata de catre un operator. In acest scop se modifici dimensiunile geometrice ale cavititii sau
se introduce un disc metalic mobil in incinta rezonatorului. Pentru variatii mici ale frecventei este
necesard o modificare micd a dimensiunilor rezonatorului, ceea ce se poate obtine usor prin
fi deplasata fin cu ajutorul unui surub. Pentru a se obtine variatii mai mari ale dimensiunii cavitatii
se folosesc pistoane sau piese care, prin insurubare mai profunda, micsoreazd volumul
rezonatorului, asa cum se aratd in figura 7.26 unde este redatd schematic o sectiune printr-un
rezonator cilindric cu acord prin piston de contact (in aceastd figura: / este incinta rezonatorului
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cilindric, 2 — un piston de tip plonjor, 3 — surub micrometric, uneori etalonat, si 4 — niste resoarte
de contact).

7.2. Campul electromagnetic in conductori masivi

In cadrul acestui subcapitol se va analiza modul in care se repartizeazi un camp
electromagnetic produs de surse de camp variabile in timp (de exemplu o bobina aflatd in regim
electrocinetic nestationar, determinat de un curent electric cu valoarea instantanee a intensitatii
exprimabila printr-o functie sinusoidald) intr-un mediu conductor masiv (tridimensional)
caracterizat de parametrii de material: € mic, y relativ mare si u#0, astfel incat y>>¢, ceea ce
inseamna ca e-u<<y-u si ca ecuatia (7.4), care descrie repartitia cimpului electromagnetic in timp
si spatiu intr-un domeniu oarecare, ia forma (7.6) specificd mediilor conductoare, adica:

E 0| E
5w F] .

care va fi deci aplicata 1n cazurile tratate in cest sub capitol.

Considerandu-se un sistem fizic de forma celui luat ca exemplu n figura 7.27, adica format
din corpuri conductoare masive imobile unul fata de altul si din camp electromagnetic variabil in
timp, acesta va fi caracterizat de:

- viteze (relative la acelasi sistem de referintd) nule (w=0);

-intensitatea  cAmpului  electric  variabila in timp §i  spatiu, de forma
E(P,t)=E(rt)=Exy,zt) si

-intensitatea cdmpului magnetic variabild 1n timp si spatiu, de forma
H(P,t)=H(rt)=H(x)z1).

In plus, se considerd conductorii ca fiind liniari, izotropi si omogeni din punctele de vedere
fizic si chimic (ceea ce implica faptul ca in orice punct P nu exista camp imprimat, deci £=0), iar
dielectricii existenti Tn sistem sunt si ei liniari, uniformi, fara polarizatie electricd permanenta
(P,=0, in orice punct) si neincdrcati cu sarcind electrica (adicd in orice punct din sistemul fizic
considerat, densitatea de volum a sarcinii electrice este nula, ¢,=0 in C/m’).

Se mai considera, Inca un camp electromagnetic in regim armonic permanent, adica avand
o variatie In timp a campului electric §i magnetic
sinusoidala (caz care prezintd cel mai mare interes in z
aplicatiile practice).

Astfel, considerandu-se exemplul din figura 7.27,
dacd se admite curentul electric din bobind ca fiind
alternativ-sinusoidal (v. subcap. 8.5), intensitatea va fi Bobini
exprimata prin valoarea instantanee data de: =X

i=1_ sin((2n/T)t+a)=~2Isin(wt +y),
unde /,, este valoare maximd pe care o poate avea
intensitatea curentului electric, / — valoarea lui efectiva )
(eficace v. subcap. 8.5), T — perioada de repetitie, 0=2m/T — 2RO} / Y
pulsatia si y — faza initiala (la =0).

Conform celor aratate in paragraful 9.1.3, orice i
functie armonica (sinusoidald) de variabila reala ¢, dintr-un
sistem liniar (care admite principiul superpozitiei), poate fi
reprezentatd 1n planul complex (0/j) prin functia:

I(ot)=1_, -exp j(oot + \|1)= Jar- exp j(cot + \|1) =2l eV = I(jot)-e" =12i(t),
existand corespondenta biunivoca:

Aer,

Fig. 7.27
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(CEC 2) V2Isin(of +0) > I =21 eV .

In aceasti situatie, in interiorul bobinei din figura 7.27 imediat pe suprafata corpului masiv
conducitor (in aer /vid) se va produce un cimp magnetic avind vectorul intensitatii H,(z),
variabil in timp si orientat dupa directia axei x: H,(t)=iH,(t), determinat prin legea circuitului
magnetic aplicata unui contur poligonal I' (ales aga cum se arata in figura 7.27), adica de:

o H,-di=i|, +d¥|, /dt=Ni=d¥|, /dt=0,
unde N este numarul de spire al bobinei.

In conditiile din figura 7.27, in care § LH, -dl =§ LiH, -dl = H, -1 unde I este lungimea
bobinei, rezulta:

N . .

Ho(t):Ni/lzT-x/EIsm(mtJra):\/EHo -sin(wr + )
ceea ce Inseamna cd intensitatea campului magnetic imediat pe suprafata conductorului variaza in
timp sinusoidal (campul magnetic este armonic), avand asa -numita valoare efectiva: Hy=NI/I , iar
vectorul de camp H, 0 = ix/EHO sin((ot + a), care fiind si o functie armonica sinusoidald de timp se
va putea reprezenta in planul complex prin:
(CEC 3) H, =iN2H e -e".
Trebuie retinutd semnificatia notatiei prin care simbolul marimii este incadrat deasupra si
dedesubt, de doud bare (lininte): bara trasata deasupra simbolului indica faptul cd marimea
reprezentatd de simbol este un vector, iar cea plasata dedesubt indica faptul ca marimea este
reprezentatd in planul complex (se reaminteste ca acest mod de reprezentare a mai fost folosit
anterior, in paragrafele 7.1.9 si 7.1.10).

Revenindu-se la figura 7.27, campul magnetic sinusoidal in timp produce —conform legii
inductiei electro-magnetice— un camp electric avand intensitatea un vector care variaza si el in

timp, tot sinusoidal, deoarece la (v_v =0):

rotE =—dB/dt si B=p-H ,
aratd ca dacd intensitatea campului magnetic este de forma (CEC 3), vector reprezentat in planul
complex, atunci se poate scrie:

(CEC4) B=u-H,
deoarece p este un parametru real invariabil in timp, si:

=z

rotE:_“ aE/at =—u .%.ﬁﬁejw .ej\V Z_Hjm.ﬁejwt i ej‘V :_“jw‘E,
rezultand prin urmare:
(CEC 5) rotE = —jopH sau rotE =—joB

De aici si din faptul cd D =¢-E (legea polarizatiei electrice temporare), in care € este un
parametru real invariabil in timp (prin ipoteza admisa initial), rezultd ca si inductia electrica este
—in acest caz— un vector variabil in timp sub forma sinusoidald (armonicd), putand fi reprezentat
in planul complex si putdndu-se scrie:

(CEC 6) D=¢-E .
Deoarece, prin definitie, intensitatea curentului electric este fluxul vectorului densitate de curent,
J , adicd i = LJ -dA4 , atunci dacd 7 este de forma armonica reprezentabild in planul complex prin

(CEC 2); i =] 1inseamna ca se poate scrie:

(CEC 7) i:jj&:g:jzz.&
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Folosindu-se, pentru vectorul densitétii de curent variabil armonic in timp, reprezentarea in
complex, Z , rezulta ca:
- forma locala legii conductiei electrice (.7 =y -E) se poate scrie in acest caz:
(CEC8) J=y1E
- forma locala legii circuitului magnetic (rotH = Z+ oD/t ) devine:
rotE=Z+a§/at=Z+%@eW’ e =J+j oD V2-eM . ek
adica:
rotH =J + joD , (CEC 9)
unde joD = Z , reprezintd densitatea curentului de deplasare Z ,- Problemele de camp
electromagnetic 1n regim armonic permanent, in conductoare masive (pentru care
exg,=1/4n-9-10°F/m si y>10’ S/m, astfel ci:
(0D)/ j=weE/YE)=we, /y =1/41-9-10"-10°0 =10" 0 /36),
se pot studia neglijandu-se densitatea curentului de deplasare oD, daca frecventa de variatie a
campului este /< w/2m < 10" Hz <10° GHz, conditie indepliniti cu o foarte buni aproximatie in
toate aplicatiile practice (mai putin cele realizate iIn domeniul microundelor, unde frecventele pot

depisi —uneori— valoarea de 10" Hz). Atunci practic, legea (CEC 9) se poate scrie -in cazurile
precizate la Inceput- sub forma:
rot =J . (CEC 9)
Aplicandu-se acestei ultime relatii rotorul in ambii membri, si tindndu-se seama de (CEC 5)
rezulta:
rot rotH = roti —rot rotH =rotyE (CEC10)
care prin dezvoltare (conform relatiilor din § 9.1.2) si prin utilizarea expresei (CEC 4) conduce la:
grad divH —AH =—joyH , care, deoarece divB =0 sidecisi divH =0 devine:
AH =-jooyH =0 (7.61)
sau, folosindu-se notatia:
, =

H=0 (7.61°)

o’ =joy avem AH —o
adica o ecuatie de tip Helmholtz.
In acelasi mod se arati, pentru intensitatea cAmpului electric £ ( in regim armonic

permanent), ca:
AE =—joy-E =0 (7.62)
D
sau (dacd o’ = joyp):
AE —c”-E =0. (7.62")
Cunoscandu-se aceste ecuatii de tip Helmholtz, ecuatia initiald (CEC 1) —care descrie

repartitia campului electro-magnetic in medii conductoare liniare si uniforme— devine in cazul
presupus in acest subcapitol (conductori masivi liniari $i omogeni situati in camp electro-magnetic

in regim armonic permanent):
E E
A=|-jo = |= 0, 7.63
[ﬂ} e {E} o

D
sau (daca o = jouu ):
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(7.63") A{i} —gz{i} =0,
H H

care —pe suprafetele de discontinuitate le mediului— respectd teoremele de conservare ale
componentelor cdmpului electromagnetic, adica:

(7.64) E =E_si H =H,_,
pentru componentele tangentiale, si:
(7.64") D, =D, si B, =B,,

pentru cele normale.
7.2.1. Propagarea cimpului electromagnetic in conductori

Plecandu-se de la exemplul particular din figura 7.27 se poate trece la analiza generald a
modului cum ‘‘patrunde’” un camp electromagnetic existent ‘‘in afara’’(intr-un mediu nedisipativ
izolat — de exemplu vid sau aer) prin suprafata de discontinuitate ce-1 separd de un mediu
conductor (disipativ), in conductorul masiv si cum se propaga, spatial si temporar, in interiorul
conductorului. In acest scop, corpul masiv conductor din figura 7.27 se poate considera ci se
,»dilatd” umpland tot semispatiul drept, dincolo de planul (x0z), in lungul axei y (spre infinit), fiind

limitat la stdnga de o suprafatd plana (x0z),
2k, extinsd teoretic la infinit, dincolo de care existd
. mw;g;g&ip 974 un mediu dielectric ideal in care a fost stabilit un
/ ' 7 e camp magnetic uniform, orientat tangential la
planul de separatie dielectric-conductor (planul
x0z), orientat In lungul axei x i avand o variatie
; armonica in timp, adica
H,@) = oYzl ,sin(f+vy), asa cum s-a
considerat initial in exemplul din figura 7.27.
Aceastd generalizare a cazului din figura
7.27 se poate reprezenta asa ca in figura 7.28.
Sistemul din figura 7.28 are o simetrie
(fata de planul de separatie dielectric-conductor,
Fig. 7.28 Y= x0z) astfel cd intensitatea cAmpului magnetic

H variaza numai in lungul axei y fiind:
- o sinusoida: Ho(t)Z\/EHO sin(wt +vy), cu H, (y<0)=const. (prin ipoteza cazului
analizat) In semispatiul dielectric;
- 0 sinusoidd, a carei valoare instantanee pe directia axei x depinde de y si
H (y,t)=iH (y)-sin(wt +B), in semispatiul conductor, unde are urmitoarea reprezentare

complexa:
(PPC 1) H=iH ()

astfel Incat ecuatia (7.61°), al cdrui laplacean se reduce aici (unde variaza doar dupa y) numai la
aplicarea lui dupa directia y (adicd: A=0°/0)°, deoarece 0> H /ox> =0 si 0°H /6z> =0), are in
cazul din figura 7.28 forma:

(PPC 2) (d°H_/d’y*)-T*H_=0.
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Pitrunderea caimpului magnetic

Expresia (PPC 2) reprezinta o ecuatie diferentiald de ordinul doi si gradul unu, liniara,
. . . . . A A . . e .2 2 o oae . .
omogena si cu coeficienti constanti astfel incat ecuatia ei caracteristica " —c~ =0 are radacinile:
r,=1o.
Atunci solutia ecuatiei (PCC 2) este:
H (y)=4,¢”+4,-¢% (PCC3)
unde A4, si 4, sunt constante de integrare, ce se determind din conditiile la limita.

Sub forma (PCC 3), solutia aratd cd propagarea campului magnetic se face in mediul
conductor masiv prin doud unde: una directd (primul termen) si alta inversa. Dar, pentru a avea
camp magnetic marginit la infinit trebuie ca unda inversa sa fie nula si deci constanta de integrare

A, =0. Din conditia de frontierd (pe suprafata de separatie = x0z), unde cAmpul magnetic are
valoarea H, data, rezulta:
H (0)=H, sideci 4, e = H, ,adica 4, =H,,
astfel incat solutia ecuatiei (PCC 2) este, in definitiv:
H . (y)=H,¢* (7.65)

Piatrunderea campului electric

Pentru determinarea componentei electrice (a intensitatii campului electric E din
semispatiul conductor) se utilizeaza, in reprezentare complexa, relatiile (CEC 8) si (CEC 9') —de
la inceputul acestui subcapitol— rezultand:

E-= 1 rotH (PCC 4)
Y
in care inlocuindu-se H prin solutia sa (7.65) si stiindu-se ci deoarece H are numai componenta
H, ce variazi dupia y , rotH=VxH devine (in cazul analizat)
rotH (y)=kO0H  /dy =kdH  /dy, se obtine pentru (PCC 4):
E--k—dH, /dy adicd E=KE_ (),
Y

ceea ce inseamna:

E.(y)=

< |la

H,-e™ =0 H (), (7.66)

in care:

§=%=\/jwm/v=Jj(wu)/v,

unde (se reaminteste) j este unitatea imaginara j* = —1.

Solutiile (7.65) si (7.66) arata ca patrunderea cAmpului magnetic variabil In timp, in regim
armonic permanent, intr-un mediu conductor masiv duce la crearea, in conductor, a unui camp
electromagnetic cu variatie In timp de asemenea armonica, descris de doud componente, in camp
electric £, i cdmp magnetic H,, ortonormale intre ele.

Pentru detalierea modelelor acestor solutii, termenul complex o —denumit constantd de

propagare— se poate scrie precum urmeaza:

o =Jjoyn =ye ™ 2oyn = o y-p-e™ = (Joyu /V2) -1+ H=a-(1+])), (PCC5)

in care termenul o, definit —asa cum rezulta din expresia (PCC 5)— prin:
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a=+(om)/2, (7.67)

poartd denumirea de factor de amortizare (la pulsatia ® a cdmpului armonic dintr-un mediu
conductor caracterizat de constantele de material: conductivitate y si permeabilitate absoluta ).
Forma finala a expresiei (PCC 5) se explica prin aceea ca
unitatea imaginard j, definitd prin j’= —1, reprezentand si un
operator de rotatie in planul complex (/0f) cu m/2 in sens

i

l trigonometric, permite scrierea j =1-¢™? iar \/_ =(j)"* duce la
= .
F . . .. . A
% ) o rotire cu m/4 si atunci j =1-¢™* care, in planul complex
e — 1=+ reprezintd un fazor unitar ce are componentele:

% R.(1-¢™%) = 1-cos(n/4) =

b

-

|H.

In (1™ = j-1-cos(n/4) =

V2

Fig. 7.29 astfel ca fazorul (1-¢™*) = (1+]) / /2 (fig.7.29).

Dar, asa cum s-a considerat initial
H,(0,1) =2H, sin(ot +v),
ceea ce Tnseamna
Qo :Ho ,ej‘w‘t _ej'w
si deci initial (la y=0 si =0)
H,=H, e

atunci:

(7.68) H (y,0)2H cuH =Hye" e =Hye" e,

care 1n planul timpului da valoarea instantanee a intensitatii campului magnetic care se propagad
in conductorul masiv dupa axa y prin expresia:

(7.69) H, (y,t) =x/§HOe’“’y -sin(wr — oy + ).

Solutia (7.69) arata ca, intr-un mediu conductor disipativ (cu y # ), campul magnetic se
propagd sub forma unei unde directe, atenuatd (cu atenuarea o =./(@yn)/2 ), cu viteza de
propagare:

(7.70) c=w/a=420/yu ,

expresie ce rezultd din conditia: H _(y,t) = const. < sin(of —ay + y) =1 < (of —ay +y) =0, care
implicad deplasarea 1n lungul axei y a unui observator cu viteza dy/dt = d(wt/ o+ y/a)/dt = o/a,
careia 1i corespunde o lungime de unda:

(7.71) h=c/ =0/ fa=2n/a adicd *=2m-+2/Joyu .

Solutia (7.66) arata ca valoarea instantanee a intensitatii cAmpului electric ce se produce in
mediul conductor masiv (extins teoretic la infinit) este:

E.(y,t)=CH (y,) = (V2 - H,e ™ sin(of —ay+y+7)
sau, deoarece CH, =E(y=0,t=0)=E,, in care:

C:Ez /ﬂng/’}/: ((,l)l,,l,)/’yejn/4
(prin urmare cu y = n/4):

(7.72) E_ (y,t)= x/EEOe‘“’" sin(wt —oy+y+m/4),
in care valoarea efectivd a campului electric este:

1
E,=CH,=\(op)/y —=H,.

V2
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Prin urmare si cdmpul electric produs si propagat in
masivul conductor disipant este o unda directa (cu variatie
in timp sinusoidald), atenuatd si normald pe unda
campului magnetic. Reprezentarea in sistemul (0Oxyz) a
valorilor instantanee ale campului magnetic (7.69) si a
celui electric (7.72) la o scara oarecare ar arata asa ca in
figura 7.30.

Transferul de energie

In ceea ce priveste energia electromagnetici
patrunsa in conductor si propagatd apoi in interiorul lui, Fig. 7.30
ea se poate determina prin densitatea de suprafatd a

puterii, in W/m’, care —dupa cum se stie— este dati de vectorul Poyting S (definit prin
S = E xH ). In acest fel, energia electromagnetica transmisd mediului conductor din afara sa (din

semispatiul din stanga suprafetei X — vezi figura 7.28) reprezinta fluxul vectorului S, care —deci—
trebuie determinat in conditiile prezentate initial, ale unui cdmp electromagnetic in regim armonic
permanent.

Deoarece, 1n acest caz, campul electromagnetic a fost determinat prin reprezentarile in

complex, adica prin £ si H , trebuie —mai Intdi— sa se reprezinte vectorul Poyting in complex (cu
notatia ') care —tinandu-se seama de definitia sa— este:

=ExH =kE_xiH =(kxi)E _H, =jS, (PCC 6)

el

unde H este conjugatul reprezentdrii in complex a vectorului intensitatii, variind sinusoidal in
timp, a cdmpului magnetic. Dupd cum se constata el are numai componenta S ,, pe directia axei y

,avand expresia:
-0 * -0y .\ a —20y
S, =B M, =CH, e e () HE e (7.73)

Aceastad expresie aratd cd materialul conductor fiind un mediu disipativ (cu densitatea de

volum a puterii disipate p = p-J e /y in W/m?), vectorul Poyting (adici densitatea de
suprafatd a puterii care se transmite prin mediul conductor), scade exponential cu deplasarea pe
directia y, depinzdnd de atenuarea a a materialului conductor (la frecventa datd de propagare),
modelul (7.73) aratand ca la y—o , §,—0. Practic, intr-un punct situat la distanta y =A/2=a/n

de suprafata de patrundere T a undei in conductor, rezulti: S(y=\/2)/(S(y=0)=¢>"=0,0185, fapt
care aratd ca energia electromagnetica transmisa de caAmpul magnetic exterior conductorului este
imediat absorbitd dupa trecerea suprafetei X ce delimiteaza conductorul (la y = A/2, densitatea de
suprafata a puterii electromagnetice patrunse in conductor scade exponential, cu subtangenta 2a,
la mai putin de 2% din densitatea puterii electromagnetice care patrunde in conductor).

Campul electrocinetic

Campul electric cu variatie sinusoidala in timp, £ _, patruns in mediul conductor, produce
in acesta un camp electrocinetic n regim armonic permanent, caracterizat de o densitate de curent
(potrivit formei locale a legii conductantei electrice J = y-E ), care in cazul analizat (v. fig. 7.28
si fig.7.30) are expresia in complex: Z= v-E_= kyE .(y) rezultand, conform solutiei (7.66), o
densitate de curent e directia axei z data de relatia:
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(7.74) J.(N=YE.(y)=y-(c/y)-H, ¢ =cH, -,
a carei valoare eficace este:

(7.74") J.=cH,-e " =o2-He"" ,

ce variaza exponential dupa y, cu atenuarea a, asa cum arata in figura 7.31.

Adancimea de patrundere. In aceasta situatie, redata in figura 7.31, se pune problema
determindrii intensititii curentului de conductie printr-o suprafata X; apartinind planului
x0y in ale carei puncte vectorul densit atii de curent are expresia data de relatia (7.74).

Pentru aceasta se considera ca suprafetele 2; e(x0y) are latimea / apartinad axei Ox si dupa

axa y se Intinde teoretic la infinit. Atunci, un element de d4 apartindnd suprafetei oarecare X,
d4 € X, are expresia dd = kldy , care —introdusi in expresia ce defineste intensitatea curentului

de conductie ca flux al vectorului densitate de curent adica i = .[J -d4 — conduce la urmatoarea
z
expresie a valorii complexe a curentului din conductorul masiv:

!:L Z ()’)'a=L oH e '@ZQHoJ‘:efcl)lldy=g-Holee’“‘ydy:

(¢} —o
LTy
-0

C==HJ(0-D=H,[,

deoarece pentru y—o, ¢ 77 =1/¢°* =0 deci:
(PCC7) [‘ s, =H <%, < (x0y), cu [ <0x oarecare.

Folosindu-se aceastd expresie a curentului se poate calcula adincimea de patrundere a

campului electromagnetic, definitd ca acea grosime p (masurata pe directia axei (), ca distanta de

) la suprafata £ de separatie celor doua semispatii

; (v.fig.7.28), pe care dacd intensitatea curentului

i / electric total (PCC 7) ar fi repartizatd uniform (fie
k. (nf) = ka2H ™

) aceasta valoare efectiva /) s-ar produce aceeasi putere
HH electrica disipatd (putere activa — vezi. subcapitolul
M, 85

In cest scop, se considera cd suprafata

=

“ocupata” de curentul uniform / din Z; are o lungime /

p pe directia axei Ox (vezi figura 7.31) si o grosime p

{ (adica adancimea de patrundere, pe directia axei 0y),

4 - iar deasupra ei, cu o indltime oarecare z, se
dA =ixdy =k ldy @ —os .. . . .

decupeaza” un calup paralelipipedic din mediul

Fig. 731 conductor in care se va determina disipatia de

energie. Conform celor ce vor fi ardtate in
subcapitolul 8.5, puterea activa disipata 1n aceasta portiune de conductor va fi:
- datorita curentului presupus uniform repartizat /:

(PCC 8) P=RI*=(pz/ pl)(H, 1)’ = LHjlz =(z/py)-H; -1,

P
unde p este rezistivitatea conductorului (p =1/y).

- datorita puterii primite de conductor prin suprafata z/ € X, conform formulei (7.33):

(PCC 9) P=ReS ,zl=2H2e™ z21=2H’zl
: Y Y

Egalandu-se ceste doua expresii ale lui P (pe baza principiului conservarii energiei si a legii
transformarii de energiei in conductori, potrivit careia energia primitd de conductor prin campul
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electromagnetic se disipa integral si ireversibil in caldurd degajatd in mediul exterior) se obtine
expresia ce determina adancimea de patrundere a campului electromagnetic in conductori, p:

ZHa=2H2 - p=1/a (PCC 10)
pY Y
si deoarece —prin definitia (7.67)— o = /oyn/2 =:
P =4/2/ opy (7.75)
si deoarece @ = 2mf, se mai poate scrie:
p=1/afuy , (7.76)

care aratd cd adancimea de patrundere este o caracteristicd a materialului (prin parametrii y si p), a
carei valoare este invers proportionala cu radacina patrata a frecventei f.

Deoarece pL = 1 - p; =4-1-10”-p, [H/m] si determinandu-se valoarea adancimii de patrundere
p In metri, din expresia (7.76) mi rezulta si urmatoarea formula (utilizata adesea in practicd):

p=5033/,f-n.y=5033-\p/ f, (7.77)
in care f'se introduce in [Hz], conductivitatea y in [S/m] sau rezistivitatea p in [€Q'm].
In tabelul 7.2 se dau cateva valori ale adancimii de patrundere in diverse materiale si la
cateva frecvente.

Tabelul 7.2
Addncimi de patrundere
Rezistivita
tea p Patrunderea p [mm]
Materialul [LQcm] H [A/cm] T
-8
sau px10 =50Hz | f~10kHz | £~100kHz | /=1 MHz
in [(Qm]
40 500 0,14 0,044 0,014
Ote;gg}%gsub 40 400 40 - 0,50 0,16 0,050
4000 5 1.4 0,44 0,14
Otel cald
(peste 780°C) 120 - 1 - 5,5 1,74 0,55
Cupru 1,7 - 1 9,5 0,6 0,21 0,056
Alama 7 - 1 - 1,3 0,42 0,03
Grafit 800 - 1 - 14,23 4,5 1,4
Fier 9,8 - 200 1,59 0,18 0,035 0,011
Api 2000 . 1 - 22,5 7 22

7.2.2. Efectul pelicular

Fenomenul prin care densitatea de curent in regim armonic (sinusoidal) nu este uniforma, in
punctele unei sectiuni transversale printr-un conductor, poarta numele generic de efect pelicular.
In ultima instanta, efectul pelicular se poate caracteriza prin marimea de patrundere p, ce se va
calcula — pentru un material dat si la o frecventa anume—, cu una din expresiile (7.76), (7.77).

Astfel, pentru un conductor cilindric drept avand aria sectiunii transversale 4 , dacd
adancimea de patrundere p:

- satisface relatia p<< JA4 , efectul pelicular se spune ca este un efect pelicular net;

- indeplineste conditia p>>\/z , efectul pelicular se caracterizeaza ca fiind un efect
pelicular slab;
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- corespunde conditiei pz\/z , efectul pelicular se zice ca este un efect pelicular mediu.

in cazul efectului pelicular net dintr-un conductor cilindric drept si uniform (ceea ce
inseamna ca sectiunea transversald prin conductor are un contur circular cu raza r aceeasi in orice
sectiune), adancimea de patrundere se poate calcula direct cu expresia generald (7.76), iar

rezistenta conductorului (care in curent continuu este R, =pl, / A=pl/nr’) in curent alternativ

(sinusoidal) are expresia:
(7.78) R, =PIP =2 W2 2mri(H 2y =8l 2 L 1L
Y 2nyr 2mpyr

in care /. este lungimea conductorului cilindric, » — raza sectiuni sale transversale (care fiind
circulara are aria A =) si p =1/0 este adancimea de patrundere (cu 7>>p). Formula (7.78) s-a
obtinut inlocuindu-se puterea activd disipatd P cu expresia sa (PCC 9)/§ 7.2.1 (in care, in
conditiile de aici, z = I, iar / =2m/° —adicd circumferinta conturului circular al sectiunii
transversale a conductorului) si valoarea efectivd a curentului electric / cu expresia ei (PCC 7)/
§7.2.1(1n care, evident, [ =27r).

Rezultd ca in curent alternativ rezistenta conductorului creste, in cazul particular analizat
(conductor cilindric) ea fiind mai mare decat rezistenta in curent continuu cu un factor dat de:

(7.79) ke =R, /R, =1/2n)-(1/ py)-(L, /7)), /y)-(/7r?)=r/2p ,

sau daca se inlocuieste adancimea de patrundere p cu expresia sa (7.75), mai rezulta:
r

(7.79 kg, = qunfyu .

Astfel, in cazul unui conductor din cupru, la 50 Hz (vezi tabela 7.2), rezulta:
Keson, = (7/19)-10° = /[mm]/19, cu conditia ca r>200 mm.

In manualul Preda, M., Cristea, P., Spinei, F., 1980 (vol.I) se demonstreazi —tot pentru
conductorul cilindric drept— ca in cazul efectului pelicular slab (cand r<<p) factorul R, /R,
este: kg=1+r"/48p*, iar in cazul efectului pelicular mediu (cand r=p): kg,~1+r*/48p", adici
aproximativ acelasi cu cel al efectului slab.

In aceste cazuri ke,son,=1+ /390963 si dacd =2 mm, kc,so1,=1,000.04 , deci efectul este
nesemnificativ la o frecventd de S0Hz. La 1MHz si =2 mm : k¢, ;mn>6500.

7.2.3. Curentii turbionari

Curentii turbionari, numiti si curenti Foucault, sunt curentii electrici de conductie care se
produc prin fenomenul inductiei electromagnetice, in masa unui conductor (in principiul masiv)
atunci cand el se afla intr-un cdmp magnetic variabil in timp (de exemplu sinusoidal — armonic).

Curentii turbionari (ca fenomen electromagnetic combinat cu efectele sale termice si
mecanice) au numeroase aplicatii practice, mai ales in tehnica, cum ar fi:

- Incalzirea prin inductie (in joasd si inaltd frecventd), care este o tehnicd des utilizatd in
tehnologia fabricatiei din numeroase domenii industriale. Astfel In metalurgie si in constructia
utilajelor tehnologice, asa-numita incélzire prin inductie este Intilnitd la cuptorul de inaltd
frecventa pentru topirea metalelor, la incalzirea pieselor in vederea realizérii unor tratamente
termice, la incilzirea uniforma (in toatd masa) a materialului metalic in vederea operatiilor de
forjare, trefilare, matritare la cald etc.;

- incalzirea superficiald a pieselor (organe de masini) —prin combinarea curentilor turbionari
cu efectul pelicular— 1n vederea calirii superficiale (pe adancimi foarte mici si bine controlabile) in
campuri magnetice de inalta frecventa. Este vorba de procedura denumita “cif”, o sigla a numelui
complet: “calirea prin curenti de inalta frecventa”;

- frAnarea 1n regim dinamic, prin frane electromagnetice de inductie (un disc conductor,
plasat pe arborele mecanismului ce trebuie franat, este introdus in intrefierul unui electromagnet
excitat in curent alternativ; prin rotirea sa, in disc se introduc curenti turbionari care —aflati si in
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campul magnetic al bobinei— fac ca asupra discului —si deci a intregului mecanism— sa se exercite
un cuplu mecanic rezistent, de forte de tip Laplace (v. § 5.6.4), ce creste odata cu viteza de rotatie
a discului, franandu-1 sau reglandu-i viteza). Un exemplu, mai la indemana il constituie discurile
de amortizare magneticd al unor aparate analogice mai vechi de masurat (printre care si contorul
de inductie pentru masurarea energiei electrice).

Curentii turbionari apar, in mod nedorit (deoarece produc asa-numitele pierderi in fier prin
curenti Foucault — v.§ 7.3.1), In miezul feromagnetic al maginilor electrice (un exemplu tipic il
constituie pierderile in miezul transformatoarelor electrice - aparate de adaptare foarte raspandite).

Toate aceste exemple arata importanta analizarii si determindrii curentilor turbionari in atat
de diversele cazuri practice (fiecare cu particularitdti importante). Aceasta cu atit mai mult cu cat
curentii turbionari mai au si efectul de a produce un camp magnetic propriu care modifica
distributia cAmpului magnetic global din conductor. In principiu, procedeele de determinare a
curentilor turbionari —in cazuri concrete date— constau in rezolvarea unor probleme cu conditii la
limitd 1n care intervin ecuatii cu derivate partiale de tip Helmholtz, asa cum sunt ecuatiile
(7.61)/(7.61") 51 (7.62)/(7.62") — v.§ 7.3.1.

In paragraful 7.3.1, ce va urma, se va prezenta o procedura de calcul a pierderilor de putere
activa prin curentii turbionari din tolele feromagnetice.

7.3. Pierderi in fier

Sub aceastd denumire, in prezentul subcapitol se va analiza un fenomen important pentru
proiectarea si exploatarea circuitelor magnetice (formate din materiale feromagnetice) al
aparatelor si masinilor electrice, care functioneaza in cadmpuri magnetice variabile alternativ in
timp. Este vorba de pierderile de energie electricd activi (v. subcap. 8.5) in circuitele
feromagnetice, numite —la modul generic— “pierderi in fier” si care se datoresc unor fenomene
complet diferite:

- pierderile prin curenti Foucault (turbionari),

- pierderile prin histerezis.

Incadrandu-se in subiectul capitolului de fati, era firesc ca pierderile prin curenti turbionari
sd fie tratate aici, dar cu acest prilej —desi au o cauzd complet in afara tematicii acestui capitol—
s-a considerat util sa se analizeze sumar si pierderile prin histerezis, deoarece ele apar simultan cu
pierderile prin curenti Foucault si au acelasi sediu.

7.3.1. Pierderile prin curenti Foucault

Circuitele magnetice (confectionate din material feromagnetic ce are o anumitad
conductivitate electricd, nu prea mica, de ordinul a 10,20 MS/m, sau o rezistivitate de ordinul
0,098 pQm) al masinilor si aparatelor electrice care functioneaza cu fluxuri magnetice variabile
alternativ in timp, cu o perioadd de repetitie 7 (sau frecventa
f=1/T) sunt sediul unor curenti turbionari (Foucault), asa ca in
figura 7.32. Aici s-a reprezentat un miez feromagnetic
circular, sectionat in lungul sau, in interiorul caruia exista un
camp magnetic In regim armonic permanent produs, de
exemplu, de bobine de excitatie ce Inconjoarda miezul
magnetic (care nu au mai fost desenate in figura 7.32) aflata
in regim electrocinetic caracterizat de un curent de excitatie

sinusoidal de forma i, = V21 sin ot
Campul magnetic din interiorul miezului este caracterizat
de mirimile de stare magnetici H,B,¢ (fluxul magnetic),

variabile alternativ in timp:
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H(t)=H(@t+T), BO)=B(t+T), o(t)=¢(t+T),
perioada de repetitie fiind determinatd de pulsatia curentului de excitatie i (7 =2n/w®), iar in

conditiile in care permeabilitatea miezului magnetic p este mult mai mare decat aceea a mediului
dielectric inconjurator —aer sau ulei de transformator (u, >10?)— campul magnetic este
“concentrat” 1n interiorul miezului pe directia axei lui (sd o consideram axa x — vezi fig.7.32) si

normal pe sectiunile transversale prin miez, 4; deci H |1 B11 A 1l1i. De aceea, cAmpul magnetic
din miez este un vector dat de:
H=iH_  s1 B=iB,
In aceste conditii, prin fenomenul inductiei electromagnetice, In miezul magnetic se induce
un camp electrocinetic caracterizat de marimile lui de stare, isi J —care reprezintd tocmai

curentii turbionari §i —respectiv— densitatea de curent turbionar. Conform relatiilor cunoscute
(7.66) si (7.74") pentru cazul din figura 7.32 rezulta:

. 1 - = =1 - -
J=vEs1 E=—rotH = E =—-k—dH_ /dy sau E =kE_(y)
Y Y

J =vkE. (y) sau J =kJ (),
adici o densitate de curent normald pe vectorul intensititii cAmpului magnetic (J L H) si daci
H =iH _ atunci jzlzax/ng(yz—r)e’“'}’.

De aici rezulta:

- curentii turbionari (Foucault) sunt curenti electrici circulari situati in plane perpendiculare
pe axa lungimii circuitului magnetic, care variaza alternativ (sinusoidal) in timp, ca si campul
magnetic H (¢+7) care i-a produs;

- densitatea de suprafatd a curentilor turbionari este un vector perpendicular pe campul

magnetic H (situat deci pe directia axei Oz —v. fig.7.32), cu variatie armonica in timp;

- datoritd regimului armonic permanent al campului magnetic §i —ca urmare— a curentilor
turbionari, se produce un efect pelicular (v. § 7.2.1 si § 7.2.2), astfel ca densitatea de suprafata a
curentilor turbionari, care au —in complex— expresia (7.74'), in cazul din figura 7.32 ia forma:
J.(y)=0-H (y=-r)-e "’ cuvaloarea eficace J, = a-\/EHX (y=-r)-¢°", cuoadincime de
patrundere (definitd ca in § 7.2.1) p=1/a, astfel incat curentii turbionari sunt si niste curenti
superficiali, aflati la periferia circuitului magnetic, printr-un “inel” situat la marginea conturului
sectiunilor perpendiculare ale circuitului magnetic, cu o “latime” p;

- datorita efectului Joule, in fiecare punct din masa circuitului magnetic (cu rezistivitatea
finita p#0), in care J ;#0, in principiu pe portiunea adancimii de patrundere: 2(r-p) — v. fig. 7.32,
se disipa energie termicd cu densitatea de volum a puterii disipate py =p-J .2 , in [W/m’], care
fiind datoratd curentilor Foucault se noteazd cu indicele F si se numeste “pierderi” prin curenti
Foucault deoarece pentru aplicatia pe care o are circuitul magnetic, aceasta transformare de putere
in masa circuitului magnetic nu este un efect util, micsorand randamentul global al aparatului si
determinand o crestere de temperaturd, de cele mai multe ori inadmisibild pentru materialele din
sistemul aplicatiei realizate.

De aceea s-au cautat diverse procedee de limitare a curentilor Foucault, prin micsorarea
rezistivitatii materialului magnetic, dar —mai eficient, pentru ca depinde de patratul marimii— prin
micsorarea valorii efective a curentului Foucault, ca efect pelicular, prin micsorarea traseului / a
inelului pelicular efectiv /5, pe baza relatiei (PCC7)/ § 7.2.1, conform careia Ir =H,(y=r)l. Astfel,
daca circuitul magnetic se realizeaza din “foi” (numite in practica tole) de grosime & cat mai mica
posibil (fractiuni dintr-un milimetru), izolate electric intre ele (prin foite de hartie, prin lacuire sau

.

—mai bine— prin oxidarea superficiald a tolei) si “impachetate” in forma pe care trebuie sa o aiba
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miezul, atunci —datorita efectului pelicular— valoarea curentului Foucault efectiv ar fi principial
I=H,(y=r) 0.

De aceea, in continuare se va ardta cum se determina pierderile prin curenti Foucault in
tolele feromagnetice.

Pentru aceasta se considera o tola feromagnetica de forma unei lamele, asa ca in figura 7.33,
avand o grosime o foarte mica in raport cu celelalte doud dimensiuni (/ si a , care pentru exemplul
din figura 7.32 este a=2r(z), avand in vedere forma circulara a conturului miezului): 6<</ N 6<<a.

In principiu, grosimea tolei § se ia cat mai mica posibil in raort cu adancimea de patrundere
p- Astfel, pentru un miez magnetic confectionat din tole de fier cu siliciu (in proportie mica, de
0,4...4,4 % Si), care au =200 si p=1,59 mm —la frecventa sistemului electroenergetic de 50 Hz
(vezi tabelul 7.2)-, se folosesc patru tipuri de tole pentru transformatoare cu grosimile:
6={0,35;0,5;0,75;1;1,5} mm. In acest fel conditia unui efect pelicular slab (si anume 6<<p) este
destul de bine indeplinita Incat sd se poatad
neglija influenta campului magnetic produs de
curentii turbionari §i sd se poatd lua 1in
considerare numai cAmpul magnetic cu variatie
armonica in timp produs in told de bobinele de
excitatie ale circuitului magnetic.

Pentru solutionarea problemei puse,
trebuie determinatd —mai intdi— intensitatea
campului magnetic In regim armonic permanent,
adica vectorul reprezentat in complex H , ceea

=y

.

/= Told
feromagneticd

ce se poate face numai prin rezolvarea ecuatiei
de tip Helmholtz (7.61)/(7.61"), completatd cu Fig. 7.33
conditiile la limitd impuse de cazul tolei din

figura 7.33 si stiindu-se cd H este orientat dupa axa Ox (v. fig. 7.33), fiind —prin urmare— o
functie numai de z si de #. In acest caz, ecuatia Helmholtz (7.61) devine:

d’H_ /dz’ — joyuH =0
sau —deoarece se utilizeaza notatia joyt = o— se mai poate scrie:

d’°H_ /dz* -6”-H, =0, (PF 1)
iar in conditiile pe frontiera ale tolei din figura 7.33 sunt:
H (z=-0/2)=H (z=+0/2)=H,. (PF 2)

Atunci, solutia ecuatiei (PF 1) fiind:
H =4,-¢"+4,-¢"
ale carei constante de integrare rezulta din conditiile la limita (PF 2) si anume:
z2=-8/2=H (-8/2)=A4,-¢ " +4,-¢"°"* =H,
z=+3/2=>H (+6/2)=4,-¢"""* +4,-¢°°? =H,
si avand in vedere ci functia hiperbolici chc-5/2=1/2(e’"* +e %"
A4, =4,=H,/2chg-5/2
deoarece, din motive de simetrie, 4, = 4, = 4 si atunci conditiile la limita (PF 2') dau:
é(e-c-a/z _I_ec-S/Z) =H, . A=H, /(e-c-e‘»/z +e°'6/2) =H,/2chc-5/2
Atunci solutia problemei (PF 1) cu (PF 2) -relativd la tola din figura 7.33— este:
H_ =[H,/(2-chc-5/2)](e™®" +e°") adica:
- 2

—_X

(PF 2")

) rezulta:

2-choz

choz
H (2)=H,—=—
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Mai departe, neglijaindu-se efectul magnetic al curentilor turbionari (din motivele artate
anterior, adicd 6<</ si 6<<a) se poate considera ca tola se afla intr-un cAmp magnetic uniform (v.
fig. 7.33) cu inductia exprimata in complex:

(PF 4) B=i-B

si din aceleasi considerente (told foarte subtire) se poate considera cd intensitatea campului
electric din told ("responsabila" cu producerea curentilor turbionari) este, in exprimare complexa:

(PF 5) E=J-E, ()
si deci:
(PF 6) J=y-E=yiE ()= JE ()= ]J,() ,
Atunci, aplicandu-se relatia (CEC 5)/subcap.7.2, adica:
rotE =—joB

sau (pentru cazul tolei din figura 7.33): OE (z)/0z =— joB se obtine prin integrare:
(PE 7) E (2)=-joB, z+C
a cdrei constantd de integrare C rezultd din conditia — £ (z) = E (-z), adicda C=0.

Ca urmare, densitatea curentului Foucault este, conform uneia din relatiile (PF 6) si solutiei
(PF7)cu C=0:

(PF 8) S, ()=1-E,(2)=—YjoB, z.

Acum se poate calcula densitatea de volum a puterii pierdute prin efect Joule (p- J %) in tola,
in punctele de-a lungul axei z (notandu-se, ca in figura 7.33, B =B:
(PF 9) p(2)=p-J.(2) =0 yB* 2%, in [N/m’]

Daca se tine seama de solutia (PF 3), in care H se inlocuieste in ambii membri cu E,
deoarece intr-un material omogen, ca cel al tolei, in orice punct B = pH , rezulta:

p(z)=w0’yB - z* = 0*yB|(chc - 82)/(cha - §/2)[ - 2% =
= ®’yB; (ch2mz + cos 2nz) /(chmd + cosnd) - z*,

in care |(chg62) /(chg6/2)| este modulul expresiei complexe (chodz)/(chod /2), la calcularea

careia s-a tinut seama de identitatea ch jx=cos x, iar m si n sunt niste constante specifice cazului
tolei din figura 7.33.
Atunci, pentru volumul intregii tole rezulta pierderea de putere activa (in W/tola):

5/2 ©’yB hl o2 o’yB hl
P= z)dv= 2)ladz =———— ch2mz + cos2nz) = —————-
-‘;;la P2 L/zp( ) chmd + cosnd -[5/2( ) chmd + cos nd
[shmd(8* / 4m +1/2m’) — (8/2m*)chmd + (8 / 2n* ) cos nd + sin nd(8> / 4n — 1/ 2n*)].
Se poate proceda si in alt mod, calculandu-se integrala de volum extinsa la intreg volumul

tolei, aplicata directa a expresiei (PF 9), fara a-1 mai inlocui pe B; va rezulta puterea totala disipata
in tola intreaga:

(7.80)

(7.81) P=[ p()dv= J.://zzmzszzzladz —0*yB*-a Ji//zzzzdz —0*yBad’ /12 |

tola

Daca in aceastd ultima expresie (7.81) a Iui P (in W/told) se fac inlocuirile: o=2xnf,

B=Bax / ﬁ (B fiind valoarea efectiva a inductiei magnetice, uniforma in told) si vy, ;=lad/2 va
rezulta formula practica:
(7.81" P=n’y-8°f’B. v

max tola

/6, in [W]
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sau pierderile in fier, din tolele feromagnetice, prin curentii Foucault, sub forma densitatii de
volum a puterii disipate prin efect Joule de curentii turbionari sunt:
py =n’yd’ f*B2, /6 in[W/m’]. (7.82)

Dupa cum se poate vedea din relatia (7.82), densitatea de volum a pierderilor prin curenti
Foucoult (pg) sunt proportionale cu grosimea tolei la patrat, cu patratul frecventei si cu
amplitudinea inductiei la patrat, exprimate in tesla (B,,,), in herti (f) si Tn metri (3). Rezulta cd la
grosimile uzuale ale tolelor (6=0,35...1,5 mm), se introduce in expresia (7.82) a pierderilor o
valoare 8” =(0,1225...2,25)-10° m?, ceea ce duce la o micsorare substantiala a lui pr.

Comparandu-se cele doua expresii ale puterii active disipate intr-o tola de curentii Foucault,
(7.80) —o relatie consideratd "generala", cu (7.81)- valabila in cazul cand adancimea de
patrundere p este mult mai mare decat grosimea tolei 9, se constatd cé daca in expresia (7.80) se ia
p>>0 ea da o valoare care tinde cétre valoarea ce se obtine cu formula (7.81).

7.3.2. Pierderile prin histerezis

In miezul feromagnetic al circuitelor magnetice din aparatele si masinile electrice, in care
campul magnetic se afla in regim armonic permanent (cu frecventa /), se mai produc si pierderi
de putere activa datorate fenomenului de histerezis al relatiei B=f(H) —vezi cap.6— specific
materialelor feromagnetice.

Dupa cum se stie (v. subcap. 6.2), daca in mediul (materialul) unui sistem electromagnetic,
a carei inductie magnetica are —la un moment dat— valoarea B, se produce o crestere elementara a
intensitatii cAmpului magnetic (cu dH), atunci energia cAmpului magnetic rezidentd in material, va
avea o variatie elementara, in fiecare punct (deci ca densitate de volum a energiei) dw,, data de:

dw,,=B-dH , in [Ws/m’] (PH 1)
care dimensional se verificd prin: [B]-[H] = [@V[L[IV/[L] = (U [} [1]V[L] = [WV/ILY si in care
B este o functie de H: B=B(H).

In regim armonic permanent, cAmpul magnetic din miezul feroelectric este supus unei
magnetizari repetate, cu frecventa f, intensitatea cAmpului magnetic variind intre doud valori
extreme —H,,, $i + H,.. , conform ciclului de histerezis al materialului (v. subcapitolul 6.2). in
acest fel, pentru un singur ciclu, densitatea de volum a energiei magnetice "puse in joc" este:

- la cresterea lui H, de la —H,,,,, la + H,,,, sursele de camp (de exemplu, bobinele de excitatie
ale circuitului magnetic alimentate de la surse electrice cu t.e.m. alternativa), deci pe portiunea
ascendenta a ciclului de histerezis (fig.7.34 a), cedeaza circuitului magnetic energia cu densitatea
de volum:

W, = [ B(H)AH = _°H BH)AH + [ BH)AH = k,k, (S, +S.).  (PH2)

+
0

xxxxxxxxx




care se obtin prin integrarea expresiei (PH 1) si in care: S, si S, sunt suprafetele determinate de
curba ascendentd a ciclului de histerezis cu axa abscisei, H, intre limitele de integrare, —H,,,, la 0
pentru S, ,si0la H,, pentru S, (aceasta conform semnificatiei geometrice a integralei), iar kg
si ky sunt coeficienti de scard ai graficului ciclului de histerezis. Astfel, daca kp se exprima in
T/cm, ky In A/mem, iar S si S, In cm’, integrala (PH 2) si deci w,,, rezultd in [T-A/m], adicd in
[Ws/m®]. Aceastd energie este inmagazinati in materialul magnetic;

- imediat dupd aceasta, urmeaza scaderea lui H de la +H,, la —H,.,, dupd curba
descendentd a ciclului de histerezis (fig.7.34 b), cand —in intervalul unei jumatati de perioada
(T/2)— materialul feromagnetic cedeaza energia magnetica avand densitatea de volum:

(PH 3) W = L’:‘"“‘B(H)dH - IOH  B(H)AH + jO’H""‘ B(H)AH = k,k, (S: +57),

asa cum se specifica in figura 7.34 b.
Din cauza fenomenului de histerezis, caracteristic materialelor feromagnetice, cele doud
portiuni ale ciclului de histerezis (ascendent si descendent) nu coincid si de aceea w,, #w

fiind mai mare. Diferenta dintre ele, adica:

(PH 4) WinaWmd = kBkHSh =Wy, in V\]S/I’Il3

este energia cedata de miezul feromagnetic care nu se mai restituie sursei de energie electrica ce
alimenteaza bobinele de excitatie ale circuitului magnetic, ci se transforma in caldurd, constituind
astfel pierderile de energie in fier prin fenomenul de histerezis wj, care —la scara de reprezentare
grafica (k = kpky)— sunt proportionale cu suprafata delimitat pe grafic (S;) de ciclul de histerezis
(fig.7.34 ¢):

(783) Wy = k‘Sh,

in care dimensiunile pot fi: k in [T(A/m)/cm?], S; in [em*] si w, in [Ws/m” si ciclu de histerezis].

Integralele (PH 2) si (PH 3) nu pot fi calculate deoarece, In cazul materialelor
feromagnetice legea de material B=B(H) nu poate fi exprimata printr-o functie analitica suficient
de precisa. De aceea densitatea de volum a energiei pierdutd prin efectul de histerezis se
determind prin planimetrarea suprafetei inchisa de ciclul de histerezis al materialului feromagnetic
analizat. In acest scop existd chiar aparate de masurat specializate (asa cum este aparatul numit
ferotester, care este dotat cu un osciloscop cu cadranul calibrat in unititi de suprafata —in mm’—
printr-o retea reticulard dreptunghiulara foarte find) sau se utilizeaza sisteme de calcul care preiau
—printr-o placd de achizitie a datelor— marimile B si H aferente unei epruvete realizatd din
materialul studiat (introdu-sd intr-o bobind de excitatie) si care determind prin calcul numeric
incremental ( cu AH foarte mic) integralele (PH 2) si (PH 3).

Daca se cunoaste wj, definit prin (7.83) sau masurat, atunci pierderile in fier prin histerezis,
exprimate ca densitatea de volum (sau masicd) a puterii pierdute, p, in W/m’ (sau W/kg) se
determina din expresia:

(784) ph:dwh/dt:Wh/T:fWh:kﬁh,
care sunt deci proportionale cu frecventa f a regimului electromagnetic armonic permanent,
deoarece —evident— intr-o unitate de timp (secundd) se produc fcicluri de histerezis.

In practicd, pentru unitatea de greutate, pierderile pj, se calculeaza cu formula empirica:

(7.85) by = kh.fBZax
unde k;, este un coeficient de proportionalitate (care depinde de materialul magnetic), iar a are
valori cuprinse Intre 1,6 si 2 (in functie de amplitudinea B,,,, a inductiei magnetice).

Expresia (7.84) a pierderilor prin histerezis justifica faptul ca aparatele si masinile electrice
de curent alternativ folosesc materiale feromagnetice de tip "moale" (vezi subcapitolul 6.2), cu
ciclu de histerezis ingust (cu B,<0,6 T si H. <40 A/m).

Din aceste doud paragrafe (7.3.1 si 7.3.2), rezultd cd in circuitele feromagnetice care
functioneaza in regim armonic permanent ( cu o frecventd f >0), se produc pierderile de putere
pre("in fier"), care exprimate in W/m?® (sau W/kg) sunt date de suma:
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Pre=Pr t pi (7.86)
a pierderilor prin curenti Foucault si prin histerezis. Aceste pierderi, la o frecventa de lucru data
(de pilda, = 50 Hz) si pentru o anumita valoare a inductiei maxime (B,,,), depind de natura
materialului feromagnetic si de grosimea tolelor utilizate la confectionarea circuitelor magnetice.
Ca exemplu, in tabelul 7.3 sunt indicate pierderile in fier ale unor tole utilizate in constructia
transformatoarelor electrice industriale, la frecventa f= 50Hz si la inductia maxima data in tabel.

Tabelul 7.3
Pierderile in tolele de transformator, la 50 Hz
Calitatea tolei Grosimea 6 [mm] glritlc[f;? Ple;:fl[q\if /ll(ljg]ﬁ e
0,5 1,98 3,6
. 0,75 1,98 -
- 0/ _ 0, k) 5
E-I (tole cu 0,4%-0,8% Si) 1 1.8 3
1,5 1,98 -
E-II (tole cu 0,6%-1,2% Si) 0,5 1,95 3
E-III (tole cu 1,8%-2,3% Si) 0,5 1,93 2,4
. 0,35 1,85 1,3
- o/ _ 0, ) ’ 5
E-1IV (tole cu 3,6%-4,4% Si) 0.5 1.85 1.7

Tolele sunt utilizate pentru executarea circuitelor magnetice folosite la joasé frecventa (pana
la cel mult 15kHz); la frecvente mai ridicate, circuitele magnetice se confectioneaza din pulberi
magnetice incluse intr-o masa-liant izolantd (cazul miezurilor denumite ferocarturi) sau din
pulberi magnetice sinterizate (ferite).

7.4. Aplicatii

Sub acest titlu, in cadrul prezentului subcapitol se vor analiza cateva cazuri particulare
referitoare la propagarea undelor electromagnetice.

7.4.1. Propagarea undelor electromagnetice in diferite medii

In cazul propagirii undelor electromagnetice plane (v. § 7.1.3), asa cum rezultd si din
figurile 7.10; 7.11 si 7.12, marimile de stare electromagnetica, £ si H , depind numai de o singura

coordonata spatiald (care, in figurile citate, este y) si de timp: £(y,?) si H ,0).
Aplicatia 7.1. Sa se determine viteza de propagare a fazei, in cazul unei unde
electromagnetice plane in regim armonic, cu pulsatia ©.

Din expresiile campurilor E (y,f) si E(y,t) —v. § 7.1.3— se poate deduce viteza de
propagare a fazei, care in cazul unei variatii armonice are expresia (o — fy), conform relatiei:

ot—PBy=const. ... y = l(ot - éconst. = ve=dy/dt = 0/B,

unde v, este viteza de propagare a fazei, o — pulsatia cAmpului electromagnetic si f un termen ce
masoara defazajul datorat propagarii. In lucrarea Nicolau, Edm.,1972,se arata ca 3 are expresia:

BZ(D\/% 1+(lj +1
€M

Atunci, stiindu-se ca 1/,/e,u, = ¢ (viteza de propagare in vid a luminii), viteza de
propagare vy= o/ capatd expresia:
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€ 1 K
(7.87) v, =c(# AJ incare 4>=1+d" si a’ = 1+ (y/ew).

Se observa cd in vid, pentru care €, = 1, p, = 1 siy = 0), defazajul By = w4/ 1, si viteza de
propagare a fazei vy = c (adicd este egald cu viteza luminii).

Aplicatia 7.2. Sa se determine lungimea de undd intr-un mediu dat prin parametrii de
material €, |1 1.

Lungimea de unda A intr-un mediu dat se defineste ca fiind parcursul dupa care faza se
schimba cu 27, ceea ce duce la expresia A = 1, rezultand:

(7.88) A=1/p.

Deoarece B intr-un material difera de B, (in vid), rezulta ca si A Tn material va avea o valoare
diferita de Ay din vid.

Aplicatia 7.3. Sd se determine addancimea de patrundere a undelor electromagnetice plane
in medii slab conductoare.

In paragraful 7.2.1 s-a determinat expresia adancimii de patrundere (notati cu p) in medii
conductoare masive, caracterizate de €, = 1 si un y relativ mare (deci in medii puternic disipative).
In cadrul acestei aplicatii, se va determina addncimea de patrundere in mediile ambientale de la
suprafata solului (aer, sol uscat, apa de mare etc.) a undelor radio. in acest caz, in care &>>1 si y
este relativ mica, efectul de disipatie a energiei electromagnetice este mai mic, adancimea de
patrundere este mult mai mare decat la conductorii masivi (metri, zeci si sute de metri, fatd de p
cu valori de ordinul milimetrilor sau fractiunilor de mm). De aceea, 1n acest caz, adancimea de
patrundere se noteaza cu d si se exprima in [m].

Dupa cum se stie, disipatia face ca energia undei sa scada pe parcursul propagarii, la fel ca
si intensitatii cAmpului (£ si H) care sunt atenuate cu un factor o (definit in § 7.2.1).
Legat de acest fenomen, pentru propagarea undelor electromagnetice plane in mediile ambientale
uzuale se defineste adancimea de pétrundere d (sau pe scurt pdatrunderea d) ca fiind parcursul pe
directia propagarii undei plane dupa care intensitatea campulul electric scade Intr-o proportie data.
In cazul propagrii undelor radio aceasta proportie se ia de 10° (un milion de ori).

In acest caz se poate scrie:

E(y,)=Eye™™ si E(y, +d)=E,e """

si atunci:
E(y,+d
(7.89) E0td) 106 L gdige=6=d=1381/a.
E(y,)
In cazul general, atenuarea unui mediu a, are —conform Nicolau, Edm., 1972— expresia:

azmwfg—u [ R |
2 1)

Spre exemplificare, in tabelul 7.4 sunt indicate cateva date privind propagarea undelor
electromagnetice radio (cu diferite lungimi de undd) iIn doud medii caracteristice pentru
radiotehnica (dupa Nicolau, Edm.,1972).

Tabelul 7.4

Propagare undelor radio

Mediul E, r ) o d V/[m/s]
[s/m] [m] [1/m] [m]

Sol uscat | 4 10° 20.000 7,66-107 1.800 1,22-107
2.000 2,42:107 570 3,86:10°
200 6,54-107 210 1,04-10°
20 9,40-107 147 1,34-10°
2 9,41-107 147 1,5-10°
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Mediul E, r A o d V[m/s]
[s/m] [m] [1/m] [m]
Apa de 80 4 20.000 0,486 28.4 1,93-105
mare
2.000 1,54 8,96 6,13-105
200 4.86 2.84 1,93-106
20 15.4 0,896 6,13-106
2 45 0,307 1,75-107

Se constatd, din tabelul 7.4, ca in solul uscat si in apa de mare undele electromagnetice nu
patrund prea mult in mediu (sau foarte putin) atunci cand frecventa creste (lungumea de unda A
scade — se reaminteste ca exista relatiile: A =c/f = 2nc/® sau f = c¢/A s1 ® = 2nc/A). Undele
electromagnetice lungi patrund relativ mult in soluri (1.800 m), dar foarte putin (30 cm) in apa
marii. De aceea, undele lungi se pot utiliza (se utilizeaza chiar) la prospectiunile geofizice si nu se
poate realiza un radar electromagnetic submarin.

7.4.2. Reflexia si refractia undelor electromagnetice

Modelarea fenomenelor de reflexie si refractie a undelor electromagnetice se poate realiza
simplu in cazul undelor plane, ele fiind similare cu modelele utilizate pentru descrierea reflexiei si
refractiei luminii (care este de naturd electromagnetica).

Un prim model este acela al lui Snellius.

Aplicatia 7.4. Deducerea ecuatiilor lui Snellius

Se considera o unda electromagneticd plana, in regim armonic, care se propaga prin doud
medii diferite, / si 2, separate printr-o suprafatd plana teoretic infinita (fig. 7.35).

In figura 7.35 s-a reprezentat o sectiune (perpendiculara pe plan) prin mediile diferite 7 si 2,
in desen planul (teoretic infinit) fiind reprezentat de dreapta PP, ce reprezinti planul in sectiune.

O unda electromagnetica care s-a format in
mediul (/ si se indreaptd catre mediul 2, numita
unda incidenta si avand directia de propagare datd  ypga incidenta

Mediul I (g,,1,,7,)

- . 5 4] .
de versorul 7o (ce face cu vesrsorul #, normalei la A o Unda reflectati
planul de separatie, unghiul 0,— numit unghi de %

s ’TU
incidenta), ajungand la planul PP se poate
reintoarce inapoi In mediul /, aceastd undd °

numindu-se unda reflectatd, dupa o directie avand  pjapul de
- separatie

versorulni, ca face cu nunghiul 0, numit unghi

de reflexie ; acest fenomen poartd numele de
reflexia undei. Daca unda incidentd se propaga si
in mediul 2, penetrand planul de separatie, atunci
(mediul 2 fiind diferit de mediul 7, prin Medil2 (£,,1,01,)
proprietatile de material) unda incidentd fsi
schimba directia dupa care se propaga in mediul 2,

Unda refractatd

Fig. 7.35

fiind dupa un versorn», care face cu n unghiul 0,numit unghi de refractie, acest fenomen —de
schimbare a directiei de propagare a undei dintr-un mediu in altul- numindu-se refractia undei.
Daca se ia originea 0 n planul PP, atunci ecuatia acestui plan de separatie este: n-r» =0,

unde 7 este orice razd vectoare cuprinsa in acest plan si pornind din originea 0 (v. fig. 7.35). In
acest caz, vectorul campului electric incident de intensitate £;, exprimat in complex este:
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(74*1) E’, ZRC{EOCj(mt+k‘ n-l’)} ,

D
unde k; este constanta de propagare in mediul 1, definitd prin &’ =w’e,p, .

Se numeste plan de incidenta, planul determinat de versorii Zsi o (v. fig. 7.35). Daca se
noteaza cu £, cAmpul care trece in mediul 2 si cu £, cAmpul care se reflectd inapoi in mediul 7 (v.
fig. 7.35), expresiile lor sunt (daca admitem ca undele refractata si reflectata sunt tot unde plane):

(7.4-2) E, =RelE, e |,
(7.4-3) E, = Re{Ele“"’”k‘;Z';) },
)%

Legat de modelele (7.4-1), (7.4-2) si (7.4-3), se pun —in continuare— urmatoerele doua
probleme:

D
in care k, =(w’e,p,)’? este constanta de propagare in mediul 2.

- ce raporturi geometrice existd intre versorii n,no,n1 $i 127,
- ce raporturi exista Intre vectorii exprimati in complex £ ,,;=0,1,2 2.

La prima problema, solutia se determind cu formulele lui Snellius (care au fost stabilite
pentru Opticd), ce vor fi determinate in continuare — relatiile (7.90) si (7.91). Raspunsul la
problema a doua il da ecuatiile lui Fresnel, care vor fi determinate in paragraful urmator (§ 7.4.3),
in cadrul aplicatiei 7.5.

Se observa ca vectorii complecsi E ; sunt independenti de raza vectoare rdin planul PP

De aceea, pentru ca sd fie valabile teoremele de conservare ale componentelor tangentiale ale
campului electromagnetic la planul PP, este necesar ca argumentele exponentiale sa coincida in

planul n-r=0,ceeace se exprima prin:
(7.90) kono-r=km-r=kyns-r, .
aceste relatii fiind valabile pentru orice rc (PP).
Introducandu-se expresia produselor scalare in (7.90) se va obtine:
(7.44) kn,r cos(no,r) = knr cos(ni,r) = k,n,r cos(nz,r) .

Deoarece vectorul razei de pozitie 7 este situat in planul PP (v. fig. 7.35), fiind unul
oarecare, rezulta ca unghiurile din expresia precedenta sunt:

(no,r)=m/2-0,, (n,r)=n/2-0, si (n2,r)=n/2-0,,
astfel ca egalitatile (7.4 — 4) devin:

(7.4-5) knrcos(n/2-0,)=kmnrcos(n/2—-0,)=k,n,rcos(n/2-0,)
sau, deoarece cos(n/2-6,)=sinb; (j =0,1,2) si simplificandu-se cu r egalitatile (7.4-5) iau forma:
(74—6) klnosineo = kll’llSil’lel = kzl’leil’lez.

Dar ny = ny = n, = 1, deoarece sunt modulele (unitare) ale versorilor no ,n: $i n2si atunci
egalitatile (7.4-6) devin:
(791) k1Sil’190 = klsinel = szil’lez,
o altd forma a relatiilor lui Snellius, care aratd ca in procesele de reflexie si de refractie
electromagnetice plane versorii no, ni, n,$i n sunt coplanari, ceea ce inseamna ca directiile de
propagare ale undelor de incidenta, reflectata si refractata sunt in acelasi plan cu normala la
suprafata de discontinuitate dintre doua medii diferite.

Considerandu-se prima egalitate (7.91) rezulta:
(7.92) kisinBp= kisin; —  sin 0, = sinf, sau 0,=0,,
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adica 1n procesul de reflexie a undelor electromagnetice plane, unghiul de reflexie este egal
intotdeauna cu unghiul de incidentd (sau versorii undelor incidenta si reflectata sunt ortogonali:
no Ln )

Daca se ia ultima egalitate (7.91), in care constantele de propagare se inlocuiesc cu:

k, =w.en, sik,=m¢e,u, varezulta:

M4/€, 11, sin 60, = m4/e,p, sind,,

sin 0, _|Em (7.93)
sinf, 1,

adica o relatie intre unghiurile de reflexie si refractie.

Mai ineresanta este egalitatea dintre primul membru si ultimul membru (7.91), adica k;sin6,
= kysinf, din care rezultd raportul sinf,/sinf,, ce se noteaza cu ni, §i se numeste indicele de
refractie relativ, corespunzator celor doua medi, si anume:

; :sinﬁzzﬂz e, _Vy (7.94)
? sin@, K, g, v,

in care v; i v, sunt vitezele de propagare a undelor in cele doud medii (considerate cu y = 0).
Daca, asa cum se intampla in practica radiotehnicii, cele doua medii au acelasi p, atunci indicele

de unde se va obtine:

P!
: g
de refractie este n,, = (—J .

€,

7.4.3. Formulele lui Fresnel

Aceste formule se refera tot la procesele de reflexie si refractie ale undelor electromagnetice
plane (initial la undele luminoase) pentru care se stabilesc modele pe baza —mai generala— a
teoriei sistemelor.

Astfel, in planul de discontinuitate (ce separa doua medii diferite), unda incidentd —, care
vine”— constituie marimea de intrare, iar unda reflectata si unda refractatd sunt marimile de iesire.
Sistemul fizic fiind liniar, marimile de iesire sunt proportionale —ca intensitate— cu cea de intrare.
Formulele lui Fresnel sunt modele ce redau functiile de transfer ale sistemului fizic in care se
produc fenomenele de reflexie si refractie, prin determinarea raporturilor dintre intensitatea

campului electromagnetic, exprimate ca vectori in complex (£ si H ), de la iesiri si intrare, sub

forma asa — numitilor coeficienti ai lui Fresnel.

Aplicatia 7.5. Sa se determine coeficientii lui Fresnel, pe baza notiunilor cunoscute din
paragraful 7.4.2.

Metodologia determindrii coeficientilor lui Frenel consta in:

- aplicarea teoremei conservirii componentelor tangentiale ale campului electromagnetic
(E, st H,), exprimati in acest caz prin egalitatile (7.90), la trecerea prin planul de
discontinuitate ce separa cele doua medii;

- exprimarea intensitatii cdmpului magnetic 4 , in functie de cea electrici E, datorita
faptului cd toate undele in discutie (incidenta, reflectata si refractatd) sunt unde electromagnetice
plane;

- in aceastd situatie, rezultd numai doud relatii in care apar trei necunoscute: £,

(intensitatea cAmpului electric al undei incidente, considerata ca referint), El (campul reflectat)
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si Ez (campul refractat), ceea ce inseamna ca trebuie determinate functiile de transfer numai prin
raporturile: £, /E si E,/E,.
Ca si 1n cazul aphcatlel precedente, 7.4 (v. fig. 7.35), si aici se va numi plan de incidentd

planul format de versorii n( al normalei la planul de separare PP ) si no( al directiei de
propagare al undei incidente), asa ca 1n figura 7.36.

In continuare se vor considera doud cazuri
_-pndeincident  distincte rezultate din importanta lor practica (din
' domeniul radiotelecomunicatiilor):

P

0 . -
1" cazul in care vectorul complex £, este

paralel cu planul de separare PP’ fiind deci
perpendicular pe planul de incidentd (asa cum se
aratd in figura 7.36);

_ ) 2° cazul in care E , este cuprins in planul de
Mediul 1 (g,,p,.7,) /" Mediul 2 (g, p,.7;) -

incidenta (v. fig. 7.37).
/ Primul caz corespunde, in radiotehnica,

polarizatiei electrice orizontale, £ fiind orizontal

P’ ’ .
Fig. 7.36 atunci cénd planul PP este suprafata solului

terestru (considerat plan). In cel de al doilea caz
se are In vedere ceea ce in radiotehnica se numeste polarizatia verticala.
1° In cazul asa-numitei polarizatii orizontale, vectorii E si H se prezinta (pentru toate

undele: incidenta, reflectatd sau refractatd) asa ca in figura 7.36. Sensurile lor sunt in asa fel alese
—D -

incat densitatea de suprafata a puterii, S (Vectorul Poytlng S=FEx H, in W/m?), sa fie pe directia

de proagare a celor trei unde, adica a versorilor no , M si na. Atunci rezulta:

(7.5-1) E,*E,=E,
si, tindndu-se seama si de expresia (7.91), se mai poate scrie:
(7.5-2) E,cos0, —FE cosb., =(uk,/n,k)E, cosh,.

Avéndu-se in vedere relatiile lui Snellius — aceleasi egalitati (7.91) — expresia precedentd
(7.5-2) devine:
cosB; = cosOy , k, cosh, = (kz2 k2 sinzeo)l/z,
de unde rezulta urmatorii coeficienti ai lui Fresnel in cazul polarizatiei orizontale:
(7.95°) E,/E,=(a,~b)a,+b,) si E,/E,=2a,/a,+b,),
unde termenii a, $i b, au expresiile:

a, =p,k cosO, si b, =p,+k; —ksin’0,.

2° In cazul in care E este cuprins in planul de incidentd, asa cum se aratd in figura 7.37,
adica in cazul polarizatiei verticale, conditia de conservare a componentelor tangentiale se aplica
pentru campul H , rezultand:

(7.5-3) H,+H =H,,
adica (v. fig. 7.37):
(7.5-4) H cosb,=H, cosO, =(u,k /nk,)H, cosb,.

Din identitatea formala a relatiilor (7.5-4) si (7.5-2), ficandu-se inlocuirile: H, <> E, (i =
0,1,2), u, & u, si k, & k,, rezultd ca in cazul polarizatiei verticale coeficientii lui Fresnel sunt

dati de relatia (7.95°) sub forma rezultata dupa inlocuirile precizate si anume:
(7.95% H,/H,=(a,—b)(a,+b) si H,/H,=2a,(a,+b,),
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in care termenii a, §i b, au expresiile:

a, =pk,cos0, sib, =p,lk; —ksin’ 0, .

In radiocomunicatii prezintd importanta

Plan de separare

raportul E£,/E, (notat cu R) pentru undele P
(radiatiile) care vin aproape paralel cu planul de g A,
separare PP, deci la care 0, > 90° . In acest caz, 5')\ E\TE}_

asa cum rezultd din (7.95°), R—> -1 ceea ce

inseamna |R|:1 si 6, =180°, deoarece R — —1 -

. 1 0 ~
inseamna in complex R=-jR =|R|e1180 . Aceasta

Mediul 1 (5,,p,.7,) /" Mediul 2 (,,11,.75) Plan de incidentd

concluzie este valabila pentru ambele tipuri de
polarizari; astfel, pentru 0, =0°,R —1(deci cu
|R| =1si 0, =0), adicd atunci cand undele radio G
,cad” perpendicular pe suprafata solului, reflexia Fig. 7.37
se face fara atenuare si fara schimbarea fazei.

Problema raportului dintre valorile complexe ale intensitatii cAmpurilor electrice (notate la
modul general cu / — pentru unda incidentd, R — pentru unda r eflectatd si 7 — pentru unda

refractatd/ care a ¢ recut prin planul de separare), poate fi tratatd —pentru undele plane— global

dacd se introduce indicele || pentru coponenta cdmpului paraleld cu planul de incidentd si cu

indicele L pentru componenta perpendiculard pe acest plan. Teorema continuitétii componentelor

tangentiale ale campurilor £ g si £ g conform egalitatilor (7.90), permite sa se scrie cu notatiile
generalizate:

{(lH =R, )cosO, =T, cosf,
I +R. =1,
e2(L 1-R ))cos0y = €7 cos0,T | (7.5-5)
Sg(iu +R )= ngH .
Se remarca faptul ca sistemul (7.5-5), de patru ecuatii cu patru necunoscute, se poate separa
in doua sisteme, in care apar fie numai componentele || , fie numai componentele L, ceea ce arata

cd aceste douad categorii de componente sunt independente, fapt specific undelor electromagnetice
plane (v. § 7.1.3).

Din sistemul (7.5-5) se obtin formulele clasice ale lui Fresnel si anume:

2¢2 cos 0
ZH _ _ 82 C0S20 ZH , (796 tp)
g, cos0, +¢; cos0,
2¢2 cos0
T=— 2% . (7.96 tn)

T2 2 =
g, cos0, +¢, cosO,

2 2
g, cosB, —¢g; cosh,

T2 2 =
g, cos0, +¢; cos0,

>cos0, —¢; cos0
R, - zaZ cosf, 812 cosf, I, (7.96 m)
g, cos0, +¢; cos0,
Utilizandu-se relatiile (7.96) se pot calcula raporturile R// si /[, denumite coeficientii
lui Fresnel.

Aplicatia 7.6. Unghiul lui Brewster

419



Se poate pune intrebarea: ,,care sunt conditiile ce fac ca unii dintre coeficientii lui Fresnel
(7.96) sa fie nuli?”
Astfel, din formulele (7.96), rezulta:

T/I =0 =0, =90"- caz neinteresant in practic,
R/I=0 = (g cosO, =¢;cos0,) (e cosO, =¢; cosh,).
Pe de alta parte teorema refractiei (7.94), in care se considera ca cele doua medii au aceeasi
permeabilitate absolutd (p, =p, =p) —caz uzual in practica radiocomunicatiilor—, conduce la:

A€ sinB, =,/e, sinB,, ceea ce permite sd se stabileascd o ecuatie In functie de unghiul de
incidenta 0.

Pentru componentele normale (L) o astfel de ecuatie conduce la conditia imposibild €, = &,
(adica sa nu existe medii diferite).

Pentru componentele paralele (|| )se obtine o ecautie in 0 ,din care se determina:

(7.97) sin’ 9, ————— =0,
0

in care 0,poartd denumirea de unghiul lui Brewster.

Semnificatia acestui unghi este urmatoarea: anularea coeficientului R aratd ca radiatiile
(undele plane) care vin sub un unghi de incidentd O, ce respectd ecuatia (7.97), sunt supuse
numai procesului de refractie, intensitatea undei reflectate fiind nula.

7.4.4. Vitezele asociate undelor electromagnetice plane

In legatura cu propagarea undelor electromagnetice plane se pot definii mai multe ,,feluri”
de viteze, in functie de tipul semnalului si proprietitile mediului. Cele mai importante —din
punctul de vedere al aplicatiilor din radiotehnica— sunt:

- viteza de fazd, o notiune fundamentald, care se utilizeaza numai pentru undele pur
sinusoidale, caracterizate numai de o singurd valoare a pulsatiei ® (asa-zisele wunde
monocromatice);

- viteza de grup, utilizatd in cazul undelor modulate sau —in general— al semnalelor cu un
spectru al frecventelor ce nu poate fi redus la o singurd componentd ® (practic, aceastd viteza
poate fi considerata ca fiind viteza cu care s-ar propaga intr-un mediu numai Infasurarea de joasa
frecventd, din cazul unei unde purtatoare armonice, modulata in amplitudine);

- viteza de transport a energiei electromagnetice;

- viteza de semnal, in legatura cu propagarea unui impuls (o perturbare brusca care apare
intr-un mediu dispersiv).

Aplicatia 7.7. Viteza de faza

Dupa cum se stie (v. § 7.1.3), o unda plana este de forma:

f(rat):f(y_"'t)a

considerandu-se ca propagarea undei se face dupa directia exei y. Prin definitie, faza acestui
semnal este o=y —vt si daca se da lui ¢ o anumita valoare constanta, de exemplu ¢ = @, rezulta ca
toate perechile de valori (y,7) care satisfac relatia:

(7.7-1) dy—vdt=0

corespund unei faze de valoare constantd, deoarece, dacd ¢ = ¢, = const., rezultd cd perechea
diferentiald (dy,df)—de = doy, = 0, pentru cd do, = 0. Aceasta Tnseamnd cd, daca perechea de
valori (yo, %) corespunde unui camp fy = flyg — vt), valoarea f; se va regasi si in punctul:
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y =1y, +dy insd la momentul ¢ = # +d¢, unde —asa cum reiese din conditia (7.7-1)— d¢t = dy/v, v
fiind interpretata atunci ca o vifeza de propagare a fazei.

In cazul mediilor izolante perfecte si nedispersive (v. aplicatia 7.11) viteza de fazi are
expresia cunoscuta: v = 1/ \/a .

Aplicatia 7.8. Viteza de grup

Aceastd notiune apare numai in cazul grupurilor de unda, adica a undelor in care sunt
implicate mai multe semnale cu frecvente diferite.

Cazul cel mai simplu este acela 1n care intr-un madiu dispersiv (v. aplicatia 7.11) se propaga
simultan doud semnale, s, §i 55, cu pulsatiile ®; = @y +A® $i ®; = ©) — Aw, care in regim armonic
sunt de forma:

s1=Bsin(w, t—k; y) si s =Bsin(m, t —ky ),
in care k; = k; (o) si k» = k; (®). Dacd mediul nu este foarte dispersiv, constantele de propagare se
pot scrie sub forma:
k1 = ko H(dk/dw)Ao si &k, = k) — (dk/dow)Ao,
unde ko = k(®,). Atunci semnalul total, s = s, +s; , va avea expresia:

s =81 +sp =2B sin(wy t + ko y) cos[Aw(z - (;ﬂy)] =
)

= A(y,t)sin (0o t — ko ), (7.8-1)
care poate fi interpretat ca o unda purtitoare (cu pulsatia wy) modulatd in amplitudine, asa cum se
arata in figura 7.38.

Amplitudinea semnalului s = 51 +s, este: -V
D g
A(y,t)=2B cos[Aw(t — y/vy)], (7.8-2)
unde v, este viteza de grup, datd de urmatoarea
relatie:
b
¢ dk/de

Datorita factorului Aw, amplitudinea are o Fig. 7.38
variatie lentd in raport cu timpul ¢, asa cum rezulta
din expresia ei (7.8-1), precum si cu directia de propagare y. Din relatia (7.8-1) se observa ca
semnalul total s corespunde unei unde modulate care ocupa intreg spatiul.

Pentru mediile nedispersive (v. aplicatia 7.11), v, = v — adica viteza de grup este egala cu
viteza de faza.

Formula (7.98), a vitezei de grup, s-a dedus pentru cazul particular al unui semnal avand
spectrul format numai din doud frecvente. Cazul general, al unui semnal cu un spectru larg de
frecvente, poate fi analizat considerandu-se un semnal impuls, de tip Dirac (v. cursul Semnale,
circuite si sisteme), de forma:

v (7.98)

ﬂ%g=jA@kM”mm, (7.8-3)

in care A(k) are valori neglijabile in afara intervalului [ky — Ak, ko +Ak] s1 © = o(k).
Pentru mediile care nu sunt puternic dispersive rezulta:
o(k) = o(ky) + (do/dk)y (k—ky ),
astfel cd pentru argumentul exponentialei (7.8-3) se poate scrie :
ot —ky =w(k,)t + (dook,)(k — k)t —ky .

De aici, notandu-se (k) = ® , rezulta:
ko +sk

s(y,t) = e jA(k)ej“""%)(d“’“’““‘”dk
, .

ko —sk
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Aceasta integrala va avea o valoare maxima atunci cand toate componentele vor fi in faza,
ceea ce se produce cand se respectd conditia:
(dw/dk)ot — y = const. (7.8-4)
Prin diferentiere aplicata conditiei (7.8-4) rezultd cd maximul amplitudinii semnalului (7.8-
3) se propaga cu viteza de grup:
ve = dy/dr = do/dk | . (7.99)
Relatia (7.99) este valabila numai pentru mediul de propagare ce nu este prea puternic
dispersiv, astfel incat in dezvolterea Iui w(k) in serie Taylor sa se poatd neglija, fara erori mari,
termenii de rang superior. Se reaminteste ca termenul k reprezintd constanta de propagare a

D
mediului la 0 anumita pulsatie , fiind definitd (dupa cum se stie) prin k> =o’eu sau k = ,/ep ,

ultima forma aratand ca in mediile fara pierderi: £ = /v , unde v=1/,/eu reprezinta viteza de
faza (v. aplicatia 7.7).

Dupa cum se va argumenta 1n aplicatiile 7.9 si 7.11, viteza de grup este identica cu viteza de
transport a energiei electromagnetice dacd mediul nu este dispersiv.

Aplicatia 7.9. Viteza de transport a energiei electromagnetice

Aceasta viteza, notatd cu v,, este asociatd undelor electromagnetice plane in legatura cu

viteza cu care se propagd vectorul Poynting S (ce reprezintd densitatea de suprafatd a energiei

electromagnetice pe care o transmit undele plane in procesul lor de propagare printr-un mediu).
Dupa cum se stie (v. § 7.1.3 si fig. 7.11), propagarea undelor plane, prin componentele lor

directa i inversa, sunt caracterizate energetic prin vectorul Poynting direct

Sq :EEd x;Hd = jE,H, si vectorul Poynting invers S: =kE, x(—;)Hl. =—jEH,. In mediile
puternic dispersive (v. aplicatia 7.11) se constatd cd viteza de transport a energiei

electromagnetice (referitoare la propagarea vectorilor §), v,, difera de vitezele de faza v si de

grup v,. Explicatia fizica a diferentelor intre aceste viteze constd in interactiunea dintre camp si

mediu, mai concret In faptul ca starea instantanee a mediului (descrisa prin densitatea de volum a
S . . = = . l— —

energiei din campul electromagnetic: w, :EE D st ow, =5H -B, pe care unda

electromagnetica ce se propaga trebuie sa o cedeze mediului) are o anumita variatie in timp, care

apare si in domeniul vitezelor asociate undei (v, v, $1 v,), viteze care implicd timpul.

Pentru inceput se vor considera duod medi diferite (cu marimile de material €, #¢, si
W, #H,), izotrope, nedisipative (v, =y, =0) si nedispersive, separata de planul y = 0 (adica
planul xOy) — figura 7.39.

- O unda care vine dupa directia y la suprafata de
N _ separatie produce o unda reflectatd (care se reintoarce in
E primul mediu, /) si o unda refractata (care patrunde in cel

de-al doilea mediu, 2). Pentru simplificarea scrierii, se va

>3 nota cu ’ unda refractata si cu ” unda reflectata, vitezele

de propagare fiind v in mediul / si v’ in mediul 2 (din
dreapta planului xOy). La unda reflectata, faza variaza
invers proportional cu y (dat fiind sensul de propagare,
inapoi In stanga planului xOz). De asemenea, deoarece

EI‘

2t

vl
J( s )
el ;x

—

=W

Mediul 1 Mediul 2
8] ] l—l| & 2 H‘a

: sistemul £ 7, H ”,S” (v. fig. 7.39) formeaza totdeauna
un triedru drept (pentru ca energia se propaga aici Inspre
y descrescator), rezultd cd este necesar sd se ia

vectorul E” (reflectat) s-a luat pozitiv si deoarece

Fig. 7.39

amplitudinea lui H” negativa (v. fig. 7.11).
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Pe suprafata de separare a celor doud medii, In virtutea teoremei de conservare a
componentelor tangentiale la aceastd suprafatd a intensitatii campurilor electric si magnetic,
campul electric si magnetic tangent la planul xOz in stdnga lui, trebuie sa fie egal cu campul
electric —respectiv— magnetic din dreapta acestui plan. Aceasta inseamna ca se poate scrie (v. fig.
7.39):

_ _/I _I _ _/I _/
E+FE =F si H-H =H .
Tinandu-se seama de legatura dintre cAmpurile £ si H , relatia relativa la campul magnetic
(ultima egalitate scrisa anterior) devine:

VE s (E_E"):\/‘gz Iu, E,

eVE—-E") =g VE", (7.9-0)
relatie valabila chiar In cazul mediilor dispersive, la care € este o functie de ® (v. aplicatia 7.11).
Daca mediul este nedispersiv, deci dacd permitivitatea absolutd nu depinde de frecventa,
aceasta ultima relatie arata cd nici vitezele de faza nu depind de frecventa si se mai poate scrie:

n !

S-S =5, (7.9-1)
asa cum reiese si din figura 7.39. Integrand aceasta ultima egalitate in raport cu timpul, se obtine
ecuatia de bilant energetic (de conservare a energiei) pentru undele electromagnetice implicate n
procesul de propagare a lor in cele doua medii. Se mai poate interpreta acest rezultat (7.9-1) si in
felul urmator: in unitatea de timp, pe unitatea de suprafatd normala pe directia de propagare trece

o energie electromagnetica W care satisface relatia:

eE’v, =Wv,, (7.9-2)
in care E este amplitudinea undei, iar v, este viteza de transport a energiei electromagnetice, care
aici apare a fi egala cu viteza de faza.

Se retine, deci, un fapt important: in mediile nedispersive izotrope si nedisipative, viteza de
transport a energiei este egald cu viteza de faza.

Pentru a se studia fenomenul acesta intr-un mediu
puternic dispersiv trebuie sa se calculeze densitatea medie
de energie intr-un astfel de madiu. In acest scop, fie un
condensator plan suficient de mare, din care se va
»~decupa” un element paralelipipedic cu baza de arie
unitara (fig. 7.40) s

Se considerd o arie delimitatd de baza, fetele 2 P J[ =t ——

de unde rezulta:

Ane
unitard

laterale si suprafata hasurata (v. fig. 7.40); rezulta ca pe 7

unitatea de arie a armaturilor condensatorului se afla o s l l l
densitate de sarcind egald cu inductia electrica D, ceea ce | -~

se explica prin legea fluxului electric (v. § 1.3.1). In

interiorul condensatorului intensitatea campului electric Fig. 7.40

fiind E, o variatie a sarcinii electrice de pe placi se poate
face numai prin exercitarea unui lucru mecanic, care —la trecerea capacitatii electrice de la starea 0
la starea 1— este:

1
L=[E-dD=W, W, (7.9-3)
0

presupunandu-se cd evolutia enrgetica a condensatorului se face adiabatic. Astfel, de exemplu,
daca se considera o variatie armonica in timp a marimilor de stare £ si D, adica:

E =E (sin ot si D =¢E = g() E o sin ot,
in care € = g(®) deoarece mediul este dispersiv, atunci ludnd integrala intre momentele:
t, = 2nm/wy 1 t, = 2nm/®y + /2 (unde 7 este un intreg) se obtine:
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(7.9-4) Wy — Wy = e(w) E¢*/2

Aceastd valoare nu reprezinta insd valoarea totald a energiei condensatorului, deoarece in
momentele in care campul din dielectric este nul, energia condensatorului este diferitd de energia
pe care ar fi avut-o dielectricul dupd ce mult timp n-ar fi fost supus nici unui cdmp electric.
Explicatia fizica a acestui fapt constd in aceea ca dielectricii sunt formati din particule care —sub
actiunea campului electric— intrd in oscilatie; Tn momentul in care campul este nul, energia
campului este nuld, insa energia totala a dielectricului nu este zero, fiind formatd din energia
cinetica a particulor aflate in stare de oscilatie mecanica.

De aceea, energia medie a dielectricului pe unitatea de volum (notata cu w ) este, conform
relatiei (7.9-4):

(7.9-5) W =W, +lg(m)Ez.

In cazul in care campul electric nu este perfect sinusoidal, ci format —spre exemplu— din
suprapunerea a douad campuri sinusoidale cu pulsatii apropiate, ® = ® + Aw si ® = o — Aw,
atunci expresia intensitatii campului electric este:

1 . .
(7.9-6) E= EEO (cosw't —cosm"t) = —E sin Aot sin ot
si a inductiei electrice:
1
D= EEO (e'cos't —€"cosm"?),

in care &’ = g(®’) si €” = &(®”). De aici rezulta:
dD/dt=-E (¢'o'sinw't —&"o"sinw"t)/2 =
(7.9-7)

. Ot .
=—F,(emsin Aot cos ot — Acoa— cos Awtsin ot),
0]

rezultat care se obtine prin dezvoltarea in serie Taylor a lui € si prin pastrare din serie numai
primului termen. In plus, la dezvoltarea in serie a produsului £’®’, s-au neglijat infinitii mici de
ordinul doi (deoarece Aw << ®) scriindu-se numai:
(7.9-8) € =sm-— Acoa—(c'm.
0w

Formulele (7.9-7) si (7.9-8) sunt valabile numai daca ¢ variaza lent cu , in caz contrar fiind
necesar s se ia mai multi termeni ai dezvoltarii in serie Taylor.

Utilizandu-se expresiile (7.9-5) ... (7.9-8), integrala (7.9-3) a lui E-dD efectuatd intre
limitele #, = 0 (atunci cand campul este nul ) si #; = 2n/Aw (atunci cdnd campul are valoarea
maxima), devine:

27 Aw 27/ Aw

O
(7.9-9) W= IE dD =¢E jsm Aot cos otdt + EzAcoa— Jsm ot cos Aot sin Aotdt.
©
! 0
Pentru ca cele doua pulsatii, ®’ si ®”, diferd putin intre ele prin ipoteza (adica €’ — £” = 2A®
<< ®), termenii sinAw? §i cosAwt variaza lent in timp, spre deosebire de sinw? §i cosw? care
variaza rapid, astfel Incat prima integrald a expresiei (7.9-9) poate fi consideratd nula. Cea de-a

doua integrala din (7.9-9), in care se inlocuieste sin’of prin valoarea sa medie %4, devine:

(7.9-10) W= %Eoz (e'-w0e/0m) .

0

Comparand expresia lui # din (7.9-10) cu W din (7.9-5) rezulta ca energia dielectricului nu
este nuld iTn momentele in care campul electric din condensator este nul, ci are valoarea:

(7.9-11) W, =L B0
4 Ty

424



Se poate demonstra ca acelasi rezultat se obtine pentru orice functie, suficient de lenta, de
variatie a lui € cu ®, deci in medii dispersive.

Dacé se scrie densitatea de volum a energiei electrice din mediul 1n care existd camp
electromagnetic, sub aceeasi forma, atat pentru mediile nedispersive cit si pentru cele dispersive
rezulta:

W:%S'EO2 = ¢&'=¢+ 0(de/dw)/ 2, (7.9-12)

cu ajutorul careia se opoate determina viteza de transport energiei electromagnetice, folosind
relatia (7.9-2):

Wy, = %s'veE(f , (7.9-13)
in care v, este viteza de transport a energiei electromagnetice.

Pentru a se determina expresia acestei viteze, se vor considera si undele reflectate si
refractate prin suprafata de separatie dintre doud medii diferite, pentru care s-a obtinut
—independent de fenomenul de dispersie— relatia:

€] V(E2 - E”Z) =& V’ E’z,
conform egalitatii (7.9-0).
Teorema conservarii energiei conduce la:
e’ VB —E) =g v, E”.
Ecuatie de bilant a energiei valabild pentru oricare ar fi mediul 1 (al undelor incidente si reflectate
—v. fig. 7.39), deci inclusiv in cazul unuio mediu nedispersiv. In acest caz s-a aritatci v, = v,

iar g’ = g1, de unde rezulta si egalitatea (daca nu mai scriem indicii):
€
EV=EV, .. VY, ==V (7.9-14)
€

Din relatia (7.9-14), in care € se inlocuieste cu expresia lui din (7.9-12), se obtine un model
pentru viteza v, de transport a energiei electromagnetice in procesul de propagare a undelor:

' 5]
1_&_ 1, o o) 1,  dlge™ | (7.100)
v, & Vv 2¢ dw| v om
iar, pentru vieza de grup —avand in vedere expresia (7.98)— rezultd modelul:
G -
1Ty I, e av] 1, dlgv] (7.101)
v o v v 0o | v oo |

4
Deoarece viteza de fazd v =1/,/eu , rezulta ca viteza de transport a energiei este egald cu

viteza de grup in cazul mediilor slab dispersive (pentru cad in acest caz &'—>¢€si ov/0w — 0).
Daca dispersia este puternica, atunci € = &(®) §i —ca urmare— v =v(®), ceea ce face ca in aceste

medii vitezele v, v, siv, sa difere intre ele.

Aplicatia 7.10. Viteza de semnal

Viteza de semnal este legatd de propagarea unui inpuls Intr-un mediu dispersiv $i masoara
—intr-un anume fel— viteza de propagare a frontului impulsului. S-a folosit aprecierea de ,,intr-un
anume fel”, deoarece notiunea de front al unui impuls nu este precis determinata (mai ales dacé se
are in vedere functia impuls Dirac), ceea ce face ca si viteza de semnal —definitd asa ca mai
inainte— sd aibd o anumitd imprecizie. Chiar asa definitd, notiunea de vitezd de semnal scoate in
evidentd o serie de fenomene importante in legdturd cu propagarea undelor in medii dispersiv,
necesare a fi cunoscute In radiocomunicatii, unde semnalele au un spectru larg de frecvente.

Din studiile facute, rezultd ca in cazul unei perturbatii care produce o unda impuls ce se
propagéd pe directia y, deoarece pentru ¢<y/c nu apar perturbatii In mediu, reiese ca viteza de
propagare a semnalului treaptd in mediu este intotdeauna c. Aceasta se datoreaza frecventelor
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inalte, care se propagd prin mediu fara a-1 perturba (se spune ca mediul este transparent pentru
frecventele 1nalte).

Daca semnalul impuls se reprezintd prin transformarea Fourier (v. cursul Semnale, circuite
si sisteme) se constatd ca amplitudinea maxima corespunde frecventei de excitatie. Eliminandu-se
aceastd componentd, semnalul (notat cu f; pentru ca se propagd pe directia y) este de forma
Fourier:

L0 =A@k do, cu ¢=g(w),

unde se considera cd A(w) = 0 pentru un domeniu centrat pe frecventa m, a semnalului initial.
Daca ¢ are o variatie rapida cu o, valoarea integralei f; este neglijabild. Daca insa existd o
pulsatie m,; astfel ca in jurul ei faza sa fie stationara, adica (0¢p/0w) = 0, atunci In jurul acestei
=0,

pulsatii componentele (de amplitudine mica) se vor aduna, producand asa numitii (in
radiotehnicd) precursori. Astfel, intr-un punct din mediu ,,sosesc”, ai intdi precursorii i apoi

frontul semnalului. Viteza precursorilor, si anume o,c/4/o; + ®;, este mai mica decat viteza de

fazi ¢ dintr-un mediu nedisipativ. in timp, intr-un
punct dat, dar la o alta scara a timpului, semnalulu
—— ‘ 7 Variaza:l asa cum se arata in figura 7.41.

In mediile slab dispersive, viteza de semnal
este egald cu viteza de grup. Pentru mediile
puternic dispersive, situatia se schimba total, asa
cum se aratd in figura 7.42.

Dupa cum aratd graficele din aceasta figura,
care reprezinta variatia cu pulsatia a celor patru
viteze (de grup v, de transport a energiei
electromagnetice v,, de fazd v, si de semnal vy),
pentru un mediu la care g variaza in functie de
pulsatie,e, = ¢, (®w) dupa modelul rezonatorului

c lorentzian (v. Radiotehnica), diferenta intre
1 vitezele asociate undelor electromagnetice plane
este pronuntata in zona pulsatiei .
Aplicatia 7.11. Dispersia undelor

Frontul

| o

0 N4 e Caracteristic pentru undele plane studiate
o, pana in prezent si care se propaga in dielectricii
Fig. 7.42 perfecti este faptul ca toate undele se propaga cu

aceeasi vitezd, indiferent de directia lor de
propagare §i de forma undei. In dielectricii perfecti, producindu-se un impuls de unda (o
perturbatie), se produce un fenomen ondulatoriu — adica unde, care daca sunt reprezentate printr-o

marime de stare notatd —generic (asa cain § 7.1.1)— cu simbolul u pot fi descrise de modelul:
2

0
7.11-1 Au—epn-—u=0,
( ) =3

ce reprezintd bine-cunoscuta ecuatie a undelor si a carei solutie aratid cd unda se propaga in
mediul descris de marimile de stare € si p (constante in timp si spatiu) si izotrop cu aceeasi forma

si aceeasi viteza (v =1/4/eun ), care nu sunt afectate de propagare.
Existd situatii, datorate fie mediului, fie formei de unda (fie ambelor), in care ecuatia

=

undelor —,clasifica” (7.11-1)- nu mai este valabild. In aceste situatii modelul cel mai potrivit

pentru descrierea propagdrii undelor este:
2

(7.11-2) Au—l-;j?u+cu=0,
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in care operatorul lui Laplace (A) este considerat intr-un spatiu #» — dimensional (raportat la un
sistem de axe x,,x,,...,x,), C este o constantd, iar scara timpului a fost astfel aleasa incat viteza

de propagare a undelor electromagnetice in mediul considerat (adica v=1/,/en ) s fie unitara,
ceea ce implica conditia de scara:

D
t'=vt. (7.11-3)
La scrierea ecuatiei generale (7.11-2) nu s-a mai pus (pentru a se evita complicatiile de
scriere) accentul * la ¢ .
Integrarea ecuatiei (7.11-2), poate avea o solutie de tipul:

u=fA-b) cu A=Y ax, (7.11-4)

i=1
care existad numai daca este satisfacuta ecuatia:
7 (B)(d®—b*)+AB) c=0. (7.11-5)

Un prim caz al sistemului fizic (undd — mediu) este urmatorul: pentru undele care se
propagi cu viteza v = 1, adici pentru acele unde la care este indepliniti conditia a® = b7
amplitudinea undei este nula. Deci nu existd unde progresive (adica unde determinate de o
perturbatie initiald), care sd se propage cu viteza 1, indiferent de forma undei. Aceasta este
deosebirea esentiald fatd de sistemele fizice pentru care propagarea undelor este descrisa de
ecuatia (7.11-1), adicd o propagare in care toate undele au aceeasi viteza indiferent de forma
infasuritoarei undei. in cazul ecuatiei generale (7.11-2), directia si viteza de propagare pot fi date
arbitrar daca f{B) satisface ecuatia (7.11-5).

Faptul ca viteza de propagare a undei este variabild se datoreazd unui fenomen care a fost
denumit dispersia undelor, descris de modelele (7.11-2)... (7.11-5) care sunt liniare §i aratd ca
suma unor solutii (integrale) ale ecuatiei (7.11-2) este de asemenea o solutie a ecuatiei (7.11-2).
Aceasta inseamna ca daca se considerd o perturbatie initiala de o anumita forma, ea poate fi —la un
anumit moment ¢ dat de definitia (7.11-3)— o rezultanta a suprapunerii unor unde plane care se
propaga in directii diferite sau in aceasi directie cu viteze diferite. Atunci, deoarece undele se
propaga cu viteze diferite, dupa un timp oarecare ele vor da o rezultanta diferira de cea initiala.

Fie, spre exemplificare, doud unde care se propaga ambele 1n directia x; , avand fazele B’ si
B

B=ax-bt si B=a’x,—-b"t

Deoarece forma undei satisface ecuatia (7.11-4), atunci undele se vor propaga de-a lungul

axel x; cu viteze diferite:

v=>bla si V'=b’la.
Cele doua unde propagéandu-se cu viteze diferite si fiecare avand o aceeasi formad, rezultanta
va varia in timp.
Pentru a se intelege mai bine sensul fizic al fenomenului de dispersie, se va integra ecuatia
(7.11-5) pentru a se obtine explicit forma undei; va rezulta direct:

_ d(ax-bt) -d(ax-bt) _
1 . .
f=C @M1 Cye (7.11-6)

Deoarece unda trebuie sa ramana finita in orice moment si in orice punct din spatiu n —
dimensional, argumentele exponentialelor trebuie sa fie pur imaginare, ceea ce Inseamnd —in
primul rand— ca singurele solutii marginite ale ecuatiei (7.11-2) sunt cele periodice (atat in timp
cat i in spatiu) dacd integralele sunt de tipul (7.11-4), adica de tipul undelor progresive. Cu
aceasta explicatie se va intelege de ce forma undei este:

jwi(k,x,—vt)
f=Ce "~ , (7.11-7)
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unde k; este numarul de unda corespunzand directiei x; si:
b=v ,a;i = ki

Integrala (7.11-7) verifica ecuatia (7.11-5) indiferent de valoarea pulsatiei. Ecuatia (7.11-5)
ffind liniard, o combinatie liniard de integrale (7.11-7) de diverse pulsatii, este de asemenea o
solutie a ecuatiei undelor cu dispersie (7.11-2). La un moment dat ¢,, aceasta solutie —care rezulta
din Insmarea unor solutii particulare— are o anumita formd. Datoritd fenomenului de dispersie,
undele progresive, corespund diferitelor pulsatii, se propaga cu viteze diferite Atunci, un impuls
(care rezultd din Tnsumarea mai multor componente armonice) se va deforma 1n cazul propagarii
cu dispersie, fiecare componenta propagandu-se cu alta viteza.

Aceasta dispersare a ,,pachetului” de unde a determinat denumirea de mediu dispersiv.
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