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Abstract. This article is devoted to the study of two fundamental and reciprocal questions: 
when do three given points lie on a single line, and when do three given lines pass through a 
single point? The techniques we describe in this article will be augmented by more 
sophisticated approaches, such as the Papus’s theorems, the Desargues’s theorems, the 
Pascal’s theorem, the Brianchon’s theorem and the Newton’s theorem. 

The formalism of projective geometry makes a discussion of  such properties possible, 
and exposes some remarkable facts, such as the duality of points and lines.While technique 
“cross-ratio” of four points, and in the light of duality the cross-ratio of four lines can be 
useful on contest problems, much of the material here is considered “too advanced” for 
primary and secondary school education.This is a pity, as some of the most beautiful classical 
geometry appears only in the projective geometry. 
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Scopul principal al rezultatelor de mai jos este familiarizarea cititorilor cu noi metode 
(puţin cunoscute chiar de profesorii de matematică) de rezolvare a problemelor de 
concurenţă şi coliniaritate şi anume cu tehnicile oferite de  proprietăţile fasciculelor 
anarmonice. 
Considerăm fig.1 unde ),,,( dcbaS sau ),,,( DCBAS reprezintă un fascicul convergent, cu 
punctul S  propriu de raze dcba ,,, sau SA , SDSCSB ,,  şi fig.2 în care ),,,( dcbaS  este un 
fascicul paralel de raze dcba ,,, sau SA , SDSCSB ,, cu punctul S  impropriu.                 
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fasciculul ataşat )(ABCDS se numeşte fascicul armonic. 
 
Biraportul ataşat unui fascicul convergent. 
Fie fasciculul )(abcdS  tăiat de secanta  (vezi fig.1) în punctele 
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Teoreme de invarianţă 
Teorema 1.Fiind date pe dreapta   , punctele fixe DCBA ,,,  .Pentru orice S , notăm 

SDdSCcSBbSAa  ,,,  .Biraportul ataşat fasciculului )(abcdS  este invariant. 
Demonstraţie.Fie SS, , ca în fig.3.                                                                                             
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Din )()( ABCDabcdS   şi )()( ABCDdcbaS   rezultă )()( dcbaSabcdS  .(q.e.d). 
Teorema 2.Fiind dat fasciculul fix de vârf S şi raze dcba ,,, .Pentru orice secantă   care 
intersectează razele fasciculului în ,,,   cCbBaA şi  dD , biraportul  
ataşat diviziunii )(ABCD este invariant. 
Demonstraţie.Fie   şi    două secante oarecare (fig.4), care intersectează razele fasciculului 
în punctele DCBA ,,,  şi DCBA  ,,, . 
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Avem )()( abcdSABCD   şi )()( abcdSDCBA  .Rezultă )()( DCBAABCD  .(q.e.d.). 
Fasciculul tăiat de o secantă paralelă cu una din raze. 
Fie fasciculul )(abcdS şi a  (fig.5).                                                                                                                                                
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Avem următoarea regulă mnemotehnică pentru scrierea valorii biraportului 
DBCB
1:1 . 

Deoarece a  scriem iAa   (punctul impropriu pe direcţia paralelelor a ), 

DB
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CAabcdS ii :)(   şi luom 1: ii DACA  (trecerea la limită A iA ). 

 

DBCB
abcdS 1:1)(  . 

Consecinţă.Fie DCB ,,  puncte fixe pe dreapta   , aSa , , dSDcSCbSB  ,, . 
Atunci )(, abcdSaS   este invariant. 

Demonstraţie.Fie aAi   .
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1:1:)()(  =constant. 

Teorema 3.Fie DCBA ,,,  puncte fixe pe );( ROC şi );( ROCM  (fig.6).Dacă 
dMDcMCbMBaMA  ,,,  atunci , );( ROCM   )(abcdM este invariant. 



Demonstraţie. 
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Observaţie. Din figura 6 rezultă )()( DCBAMABCDM  . 
Teorema 4. Fie ,,, CBA  şi D  puncte fixe pe );( ROC iar , ,,, cba  şi d  tangentele în cele 
patru puncte la cercul );( ROC .Atunci oricarea ar fi tangenta t  la cercul );( ROC în punctul 

);( ROCT  , punctele tcCtbBtaA  111 ,,  şi tdD 1  formează o diviziune 
anarmonică )( 1111 DCBA invariantă. 
Demonstraţie.Considerăm fig.7 

Fig.7 
 
Avem )()( 11111111 DCBAODCBA  .Formăm apoi fasciculul cu vârful în T  şi raze 1OATA  , 

1OBTB  , 1OCTC   şi 1ODTD   .Deci )()( 1111 DCBAOABCDT  . 
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 =constant. 

Teorema 5.Pe cercul );( ROC considerăm punctele distincte DCBA ,,,  şi tangentele dcba ,,,  
în aceste puncte la cerc (fig.8).Avem egalităţile: 

)()()()( ABCdDABcDCAbCDBaBCDA  . 

Demonstraţie. 
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Fig. 8 
 
Observaţie. Teorema 5 reprezintă cazul limită a teoremei 3 în care punctul M  de pe );( ROC  
coincide cu unl din punctele CBA ,,  sau D . 
Teorema 6.Pe cercul );( ROC  se consideră punctele distincte DCBA ,,,  şi tangentele la cerc 
în aceste puncte: dcba ,,, (fig.9). 
Dacă notăm dbIadHdcGcbFbaE  ,,,,  şi ,caJ   atunci avem 
egalităţile: )()()()( HIGDJFCGEBFIAEJH  . 
Demonstraţie.Considerăm fasciculul cu vârful în O  şi raze OJOEOA ,,  şi OH              

Fig.9 
 
 
OAEJH , apoi fasciculul cu vârful în A  şi razele perpendiculare pe razele fasciculului 
anterior : OJACOEABOAa  ,,  respectiv OHAD  , )(aBCDA şi avem : 

)()()( aBCDAAEJHOAEJH  . 
Analog se obţin şi relaţiile: 

)()()( AbCDBEBFIOEBFI  ; 
)()()( ABcDCJFCGOJFCG  ; 
)()()( ABCdDHIGDOHIGD  . 

Acum aplicăm relaţii între sinusuri, ca în teorema 5, pe care aici le detaliem astfel: 
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Ţinând seama de aceste valori putem scrie: 
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(q.e.d.). 
Observaţie. Teorema 6 reprezintă cazul limită al teoremei 4 în care tangenta t  la cercul 

);( ROC  coincide cu una din tangentele dcba ,,, . 
Teoreme de concurenţă şi coliniaritate. 
Teorema 7. Dacă două diviziuni anarmonice egale )()( DCBAABCD   au un punct comun 
A , atunci dreptele CCBB ,  şi DD   sunt concurente. 
Demonstraţie.Avem fig.10. 

 
Fie CCBBO   şi   ODD .Din teorema 2 rezultă )()( DCBAABCD   iar, din 
ipoteză avem  )()( DCBAABCD  .Deci )()( DCBADCBA  , apoi din teorema I.5 se 
obţine DD   .(q.e.d.). 
Teorema 8.Dacă două fascicule anarmonice egale )()( dcbaSabcdS   au o rază comună 

aSS  , atunci punctele de intersecţie ale celor trei perechi de raze corespondente: 
ddDccCbbB  ,,  sunt coliniare. 
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Demonstraţie.  
Fie dBCDaBCA  ,  şi dDCD  (fig.11). 
Din ipoteză rezultă (1) )()( dcbaSabcdS  .Intersectând fasciculul )(abcdS  cu secanta BC  
rezultă (2) )()( ABCDabcdS  .Intersectând fasciculul )( dcbaS  cu secanta BC rezultă (3) 

)()( DABCdcbaS  .Din cele trei relaţii avem )()( DABCABCD  , apoi din teorema I.5. 
se obţine DD   .(q.e.d.). 

Propun în încheiere câteva teoreme clasice ce pot fi atacate cu tehnicile fasciculelor 
anarmonice(teoremele 7 şi 8). 
Aplicaţii.Teoreme clasice(se demonstrează cel mai simplu cu teoremele 7 şi 8) 
Teorema 9. Prima teoremă a lui Papus. 
În ABC  fie CBA  ,,  trei puncte coliniare situate pe laturile ABCABC ,,  şi 

MCCBB  , 1ABCAM  .În aceste condiţii A  şi 1A  sunt conjugate armonic în raport 
cu B  şi C , adică 1)( 1 AABC . 
Teorema 10. A doua teoremă a lui Papus. 
Pe două drepte   şi    luom trei şiruri de puncte arbitrare CBA ,,  respectiv 

  CBA ,, .Intersecţiile ACACVCBCBU  ,  şi BABAW   sunt trei puncte 
coliniare . 
Teorema .11. Teorema plană a lui Desargues, directă şi reciprocă. 
Dacă două triunghiuri au vârfurile aşezate pe trei drepte concurente atunci laturile lor 
corespunzătoare se taie în trei puncte coliniare şi reciproc dacă intersecţia perechilor de laturi 
a două triunghiuri sunt coliniare atunci vârfurile corespunzătoare sunt aşezate pe trei drepte 
concurente. 
Având în vedere că teorema rămâne valabilă şi în cazul în care punctul de concurenţă al celor 
trei drepte este impropriu iar unul sau toate cele trei puncte de intersecţie pot fi improprii 
enunţul poate fi reformulate astfel: 
Fie trei drepte cba ,,  pe care luom : aAA , ; bBB , ; cCC , .Dreptele cba ,,  sunt 
concurente în O (propriu sau impropriu) dacă şi numai dacă intersecţiile CBBCA 0 , 

ACCAB 0  şi BAABC 0  sunt situate pe o dreaptă (proprie sau improprie).Spunem 
că ABC  şi CBA   sunt omologice , O  este centrul omologiei şi 00CB  este axa 
omologiei. 
Teorema 12. Teorema  lui Desargues directă  – cazul spaţial. 
Fie Oabc fasciculul de vârf O - propriu sau iO  - impropriu şi cCCbBBaAA  ,;,;, .În 
aceste condiţii, punctele proprii sau improprii 
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BAABCACCABCBBCA  000 ,,  sunt coliniare pe dreapta d  (proprie ) sau 

id  (improprie). 
Teorema 13. Teorema  lui Desargues reciprocă  – cazul spaţial. 
Fie BAABCACCABCBBCA  000 ,,   coliniare pe dreapta d  (proprie ) sau 

id  (improprie).Atunci OCCBBAA  . 
Observaţie. Şi în cazul plan (teorema II.11.), omologia de centru O  - propriu şi axă 
improprie este o omotetie, iar omologia de centru impropriu şi axă improprie este o translaţie. 
Teorema 14.Teorema lui Pascal pentru hexagon. 
Într-un hexagon înscris într-un cerc, laturile opuse se taie în puncte coliniare. 
Teorema 15.Teorema lui Pascal pentru patrulatere înscrise. 
Într-un patrulater inscriptibil, inersecţiile laturilor opuse şi cele ale tangentelor la cercul 
circumscris duse prin perechile de vârfuri opuse sunt 4 puncte coliniare. 
Teorema 16.Teorema lui Brianchon. 
Într-un hexagon circumscris unui cerc diagonalele sunt concurente. 
Teorema 17.Teorema lui Newton. 
Într-un patrulater circumscriptibil, cele două diagonale împreună cu cele două drepte 
determinate de punctele de contact ale perechilor de laturi opuse cu cercul înscris, sunt patru 
drepte concurente. 
Teorema 18.Într-un trapez isoscel, intersecţia laturilor neparalele şi intersecţiile tangentelor 
duse prin vârfurile opuse la cercul circumscris trapezului, sunt puncte coliniare pe o dreaptă 
paralelă cu bazele. 
Teorema 19.Raportul anarmonic al unui fascicul este egal cu raportul anarmonic al 
coeficienţilor unghiulari ai razelor fasciculului. 
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