DEMONSTRAREA CONCURENTEI SI
COLINIARITATII
UTILIZAND METODA FASCICULELOR
CONVERGENTE

NEcuLAl Stanciu?

Abstract. This article is devoted to the study of two fundamental and reciprocal questions:
when do three given points lie on a single line, and when do three given lines pass through a
single point? The techniques we describe in this article will be augmented by more
sophisticated approaches, such as the Papus’s theorems, the Desargues’s theorems, the
Pascal’s theorem, the Brianchon’s theorem and the Newton’s theorem.

The formalism of projective geometry makes a discussion of such properties possible,
and exposes some remarkable facts, such as the duality of points and lines.While technique
“cross-ratio” of four points, and in the light of duality the cross-ratio of four lines can be
useful on contest problems, much of the material here is considered “too advanced” for
primary and secondary school education.This is a pity, as some of the most beautiful classical
geometry appears only in the projective geometry.
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Scopul principal al rezultatelor de mai jos este familiarizarea cititorilor cu noi metode
(putin cunoscute chiar de profesorii de matematicd) de rezolvare a problemelor de
concurenta §i coliniaritate si anume cu tehnicile oferite de proprietdtile fasciculelor
anarmonice.
Consideram fig.1 unde S(a,b,c,d)sau S(A, B,C, D)reprezinta un fascicul convergent, cu
punctul S propriu de raze a,b,c,d sau SA,SB,SC, SD si fig.2 in care S(a,b,c,d) este un
fascicul paralel de raze a,b,c,d sau SA, SB,SC, SDcu punctul S impropriu.
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def
Daca diviziunea (ABCD) = % % este diviziune armonicd ((ABCD) = —1) atunci

fasciculul atagsat S(ABCD) se numeste fascicul armonic.

Biraportul atasat unui fascicul convergent.
Fie fasciculul S(abcd) taiat de secanta o (vezi fig.1) in punctele

not
A=0naB=6nb,C=6nc,D=5nd .Daca S(XYZ) = ariatriunghiului de varfuri X,Y

A hot A
si Z, XY =XSY, h=d(S,9), atunci %_ CA-h _ 2-S(CSA) S(CSA)_
CB CB-h 2. S(CSB) S(CSB)

CA.DA _ S(CSA) . S(DSA) SC-SA-sin(ca)_SD-SA-sin(dAa)_

(ABCD) = =2 : -
CB DB S(CSB) S(DSB) g¢.gp.sin(ch) SD-SB-sin(db)

_sin(ca) . sin(da)

sin(ch) sin(db)

not sm(ca) sm(da)

sm(cb) sm(db)
Teoreme de invariantd
Teorema 1.Fiind date pe dreapta 6 , punctele fixe A,B,C,D .Pentru orice S ¢ , notam
a=SAb=SB,c=SC,d = SD .Biraportul atasat fasciculului S(abcd) este invariant.
Demonstratie.Fie 5,5 ¢ 5, cainfig.3.

Daca S(abcd) = , atunci rezultd (ABCD) = S(abcd) .

S/

Fig.3

A B C/D
a C d

Din S(abcd) = (ABCD) si S'(a’b’c’d’) = (ABCD) rezulta S(abcd) = S'(a’b’'c’d’).(g.e.d).
Teorema 2.Fiind dat fasciculul fix de varf S siraze a,b,c,d .Pentru orice secanta & care
intersecteaza razele fascicululuiin A=and,B=bnd5,C=cnd,si D=d N, biraportul
atasat diviziunii (ABCD) este invariant.

Demonstratie.Fie 6 si ' doua secante oarecare (fig.4), care intersecteaza razele fasciculului
n punctele A,B,C,D si A',B',C",D".




Fig.4

Avem (ABCD) = S(abcd) si (A'B'C'D’) = S(abcd) .Rezulta (ABCD) = (A'B'C'D’) .(g.e.d.).
Fasciculul taiat de o secantd paraleld cu una din raze.
Fie fasciculul S(abcd)si ] a (fig.5).

Fig.5

(1)S(abed) = (ABCDY) = SA . PR oyacas ~acBe = A A
CB DB CB  CB

(3)AD'A'S ~ AD'BD = % = SDAB Din (1),(2) si (3) rezulta :

s@abed) =2 -SA 1. 1 apepy).

CB DB CB DB

1.1
Avem urmatoarea reguld mnemotehnica pentru scrierea valorii biraportului B ﬁ

Deoarece S|a scriem & na = A (punctul impropriu pe directia paralelelor &]a),

CA, DA
S(abcd) =—: D_g siluom CA, : DA =1 (trecerea la limita A" — A)).

CB
1 1
S(ade) = a ﬁ

Consecinti.Fie B,C,D puncte fixe pe dreapta 6 , a6,Sea,SB=b,SC=¢,SD=d.
Atunci VS € a,S(abcd) este invariant.
CA DA 1

1
= — ! ——=constant.
CB DB CB DB

Teorema 3.Fie A, B,C,D puncte fixe pe C(O;R)si M € C(O;R) (fig.6).Daca
MA=a,MB =b,MC =c¢,MD =d atunci, VM € C(O;R) M (abcd) este invariant.

Demonstratie.Fie A, =5 na.S(abcd) =(ABCD)=



sin(ca) _sin(da)

sin(cb) sin(db)

Demonstratie. M (abcd) = =constant, deoarece A, B,C,D sunt puncte fixe si

cAa = %:ct.,cAb = C—B:ct., dAa = @:ct., dAb = D—CB:ct.
2R 2R 2R

Fig6

Observatie. Din figura 6 rezulta M (ABCD) = M(A'B'C'D’).

Teorema 4. Fie A,B,C, si D puncte fixe pe C(O;R)iar,a,b,c, si d tangentele in cele
patru puncte la cercul C(O;R) .Atunci oricarea ar fi tangenta t la cercul C(O;R) in punctul
T € C(O;R), punctele A =ant,B, =bnt,C, =cnt si D, =d Nt formeaza o diviziune
anarmonica (A B,C,D,) invarianta.

Demonstratie.Consideram fig.7

Fig.7

Avem (A B,C,D,) =0(AB,C,D,) .Formam apoi fasciculul cu varful in T siraze TA L OA,,
TB LOB,, TC LOC, si TD L OD, .Deci T(ABCD) =0O(A,B,C,D,) .

[a) [a)

_CBA __CB. . DA . BCD

Obtinem B.C.D,) =T (ABCD) = (sin——: sin—) : (sin — : sin———) =constant.
t (AB,C,D,)=T( )=( R 2R)( R 2R)
Teorema 5.Pe cercul C(O;R) consideram punctele distincte A,B,C,D si tangentele a,b,c,d

in aceste puncte la cerc (fig.8).Avem egalitatile:
A(aBCD) = B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd).

Demonstratie. A(aBCD) = (sin CAa :sin CAB) 2 (sin DAa : sin D,AAB) =

_CDA__. BC, . DA . BCD
=(sin——:sin—) : (sin——:sin——) = r =constant=
2R 2R 2R 2R

= B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) (din egalitati de sinusuri).



Fig. 8

Observatie. Teorema 5 reprezinta cazul limita a teoremei 3 Tn care punctul M de pe C(O;R)
coincide cu unl din punctele A,B,C sau D.

Teorema 6.Pe cercul C(O;R) se considera punctele distincte A, B,C,D si tangentele la cerc
n aceste puncte: a,b,c,d (fig.9).

Dacanotam E=anb,F=bnc,G=cnd,H=dna,l =bnd si J =anc, atunci avem

egalitatile: (AEJH) = (EBFI) = (JFCG) = (HIGD).

Demonstratie.Consideram fasciculul cu varful in O si raze OA,OE,OJ si OH

d Fig.9

OAEJH , apoi fasciculul cu varful in A si razele perpendiculare pe razele fasciculului
anterior :a 1L OA,AB L OE, AC L OJ respectiv AD L OH , A(aBCD) siavem :
(AEJH) = O(AEJH) = A(aBCD) .
Analog se obtin si relatiile:
(EBFI) =O(EBFI) = B(AbCD);
(JFCG) =0O(JFCG) =C(ABcD);
(HIGD) = O(HIGD) = D(ABCd).
Acum aplicam relatii intre sinusuri, ca in teorema 5, pe care aici le detaliem astfel:
C,AAa = CI%A = céA = CDA si CISA = ABC =7 —%, rezulta:

2R 2R 2R

[a)

sin(CAa) = sin(CBA) = sin(cCA) = sin(CDA) = sin(%) si analoagele

sin(CAB) = sin(CBb) = sin(cCB) = sin(CDB) = sin(g—g’)



[a)

sin(DAa) = sin(DBA) = sin(DCA) = sin(dDA) = sin(%)

sin(DAB) = sin(DBb) = sin(DCB) = sin(dDB) = sin(%) |

Tinand seama de aceste valori putem scrie:

A(aBCD) = B(ADCD) = C(ABCD) = D(ABCA) = (sin S22 :sin EB) - (sin DA . 5in PAB,
2R MR MR MR

(g.e.d.).
Observatie. Teorema 6 reprezinta cazul limita al teoremei 4 n care tangenta t la cercul

C(O;R) coincide cu una din tangentele a,b,c,d .

Teoreme de concurentd si coliniaritate.
Teorema 7. Daca doua diviziuni anarmonice egale (ABCD) = (AB'C'D’) au un punct comun

A, atunci dreptele BB’,CC’ si DD’ sunt concurente.
Demonstratie.Avem fig.10.

Fig.10

\\D” D’ 5
\

— \ \
Fie O=BB'nCC’ si D"=0D n6'.Din teorema 2 rezulta (ABCD) = (AB'C'D") iar, din
ipoteza avem (ABCD) = (AB'C'D’).Deci (AB'C'D") = (AB'C'D’), apoi din teorema 1.5 se
obtine D" =D’ .(g.e.d.).

Teorema 8.Daca doua fascicule anarmonice egale S(abcd) = S’(ab’c’d’) au o raza comuna

SS’ = a, atunci punctele de intersectie ale celor trei perechi de raze corespondente:
B=bnb',C=cnc’,D=dnd’ sunt coliniare.

\



D . S’
emonstratie.
Fie A=BCna,D=BCnd si D'=DCnd’(fig.11).
Din ipoteza rezulta (1) S(abcd) = S’(ab’c'd”) .Intersectand fasciculul S(abcd) cu secanta BC
rezulta (2) S(abcd) = (ABCD) .Intersectand fasciculul S'(ab’c’'d’) cu secanta BC rezulta (3)
S'(ab’c’d") = (ABCD’) .Din cele trei relatii avem (ABCD) = (ABCD’), apoi din teorema 1.5.
se obtine D=D" .(g.e.d.).

Propun in incheiere céteva teoreme clasice ce pot fi atacate cu tehnicile fasciculelor
anarmonice(teoremele 7 5i 8).
Aplicatii. Teoreme clasice(se demonstreazi cel mai simplu cu teoremele 7 i 8)
Teorema 9. Prima teorema a lui Papus.
In AABC fie A',B’,C’ trei puncte coliniare situate pe laturile BC,CA, AB si
BB'ACC’'=M, AM NnBC = A .In aceste conditii A" si A, sunt conjugate armonic in raport
cu B si C, adica (BCA'A) =-1.
Teorema 10. A doua teorema a lui Papus.
Pe doud drepte 6 si ' luom trei siruri de puncte arbitrare A,B,C € § respectiv
A',B’,C" € ¢" .Intersectiile U =BC'nB'C,V =CA'nC'A si W = AB'n A'B sunt trei puncte
coliniare .
Teorema .11. Teorema plana a lui Desargues, directa si reciproca.
Daca doua triunghiuri au varfurile asezate pe trei drepte concurente atunci laturile lor
corespunzatoare se taie in trei puncte coliniare i reciproc daca intersectia perechilor de laturi
a doua triunghiuri sunt coliniare atunci varfurile corespunzatoare sunt agezate pe trei drepte
concurente.
Avand in vedere ca teorema ramane valabild si in cazul in care punctul de concurenta al celor
trei drepte este impropriu iar unul sau toate cele trei puncte de intersectie pot fi improprii
enuntul poate fi reformulate astfel:
Fie trei drepte a,b,c pe care luom:A,A'ea; B,B'eb; C,C'ec.Dreptele a,b,c sunt
concurente in O (propriu sau impropriu) daca si numai daca intersectiile A, =BC nB'C’,
B, =CANC'A’ 51 C;, = ABn A’'B’ sunt situate pe o dreapta (proprie sau improprie).Spunem
cd AABC si AA'B'C’ sunt omologice , O este centrul omologiei si 6 = B,C, este axa
omologiei.
Teorema 12. Teorema lui Desargues directd — cazul spatial.
Fie Oabc fasciculul de varf O - propriu sau O; - impropriu si A,A’€ a;B,B'eb;C,C'ec In
aceste conditii, punctele proprii sau improprii



A, =BCNB'C',B,=CANC'A",C, = ABn A'B' sunt coliniare pe dreapta d (proprie ) sau
d; (improprie).

Teorema 13. Teorema lui Desargues reciprocd — cazul spatial.

Fie Ay =BCnB'C',B,=CANC'A',C, =ABN A'B’' coliniare pe dreapta d (proprie ) sau
d; (improprie).Atunci AA'nBB'nCC'=0.

Observatie. Si in cazul plan (teorema 11.11.), omologia de centru O - propriu si axa
improprie este 0 omotetie, iar omologia de centru impropriu si axa improprie este o translatie.
Teorema 14.Teorema lui Pascal pentru hexagon.

Tntr-un hexagon inscris intr-un cerc, laturile opuse se taie in puncte coliniare.

Teorema 15.Teorema lui Pascal pentru patrulatere nscrise.

Intr-un patrulater inscriptibil, inersectiile laturilor opuse si cele ale tangentelor la cercul
circumscris duse prin perechile de varfuri opuse sunt 4 puncte coliniare.

Teorema 16.Teorema lui Brianchon.

Tntr-un hexagon circumscris unui cerc diagonalele sunt concurente.

Teorema 17.Teorema lui Newton.

Tntr-un patrulater circumscriptibil, cele doua diagonale impreuni cu cele doui drepte
determinate de punctele de contact ale perechilor de laturi opuse cu cercul Tnscris, sunt patru
drepte concurente.

Teorema 18.1ntr-un trapez isoscel, intersectia laturilor neparalele si intersectiile tangentelor
duse prin varfurile opuse la cercul circumscris trapezului, sunt puncte coliniare pe o dreapta
paralela cu bazele.

Teorema 19.Raportul anarmonic al unui fascicul este egal cu raportul anarmonic al
coeficientilor unghiulari ai razelor fasciculului.
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