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81 Vorbereitungen

Was ist Analysis?

Der Begriff Analysis (griech.) bedeutet urspringlich die Zerlegung und Auflosung ei-
nes Begriffs in seine wesentlichen Merkmale, im Gegensatz zur Synthesis, die vom
Gegebenen und Bekannten ausgeht und daraus das Unbekannte und Gesuchte zu-
sammensetzt.

In der Mathematik baut die Analysis auf den Grundbegriffen Zahl, Funktion und
Grenzwert auf. Sie nimmt das Gesuchte als gegeben an, zergliedert es und untersucht
die Bedingungen, unter denen es bestehen kann, bis alle Beziehungen zum Bekann-
ten ermittelt sind. Die Analysis umfasst insbesondere die Infinitesimalrechnung, die
Differential- und Integralrechnung sowie die Funktionentheorie.

Der wesentliche Gegenstand des nachsten Abschnittes sind Begriffsbildungen aus der
Mengenlehre.

1.1 Mengen

1.1.1 Definition (Cantor)

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten, wohlunter-
schiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.
Die zu einer Menge zusammengefassten Objekte bilden die Elemente dieser Menge.

Mengen und Elemente

Elemente und Mengen werden wir mit Buchstaben kennzeichnen. Ist x ein Ele-
ment der Menge M, so schreiben wir x € M. Dagegen bedeutet x ¢ M, dass x kein
Element von M ist. Besteht die Menge M aus den Elementen a, b und ¢, so schrei-
ben wir M = {a,b, c}. Eine Menge kann auch kein Element enthalten. Dies ist die
leere Menge und sie wird mit @ oder auch mit {} gekennzeichnet.

1.1.2 Beispiel
Beispiele fiir Mengen sind:

a) {1,2,3,4}, die Menge aus den Elementen 1, 2, 3 und 4.
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b) {Hund, Katze, Maus}.
c) {{1},{1,2}}, die Menge, deren Elemente die Mengen {1} und {1, 2} sind.

d) {@}, die Menge, deren einziges Element die leere Menge ist.

Zahlenmengen

Fur die grundlegenden Mengen der Zahlen verwenden wir die folgende Schreib-
weise:

IN ={1,2,3,4,...} (Menge der natiirlichen Zahlen),
Ny, =1{0,1,2,3,4,...} (natiirliche Zahlen einschliefdlich der Null),
Z={.,-4-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...} (Menge der ganzen Zahlen),
Q (rationale Zahlen),
R (reelle Zahlen),
C (komplexe Zahlen).

Mengendefinition mittels sie charakterisierender Eigenschaften

Fur die Definition einer Menge kann man auch Objekte mit einer gemeinsamen
Eigenschaft zusammenfassen, etwa

M ={x: E(x)}.

Diese Form wird uns noch oft begegnen und sie ist wie folgt zu lesen: M ist die
Menge aller x, fur die die Eigenschaft E(x) gilt.

1.1.3 Beispiel

a) Die Menge M = {3,4,5, 6} kann, anstatt durch Auflistung ihrer Elemente, auch wie
folgt definiert werden:

M = {x: x ist eine natlirliche Zahl, die groSer als 2 und kleiner als 7 ist}.
b) {xeN:x<7}={1,2,3,4,5,6}.
c) (n®:nelN}=1{1,8,27,64,...}.

1.1.4 Definition (Mengenoperationen)
A und B seien Mengen.

a) Die Vereinigung von A und B ist die Menge

AUB:={x:x€ Aoder x € B}.
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b) Der Durchschnitt von A und B ist die Menge
ANB:={x:x€Aund x € B}.

A und B heiflen disjunkt, wenn AN B = @.
c) Die Differenz von A und B ist die Menge

A\B:={x:xe€Aund x ¢ B}.

1.1.5 Beispiel
Es seien A ={2,5,8}, B=1{5,8,9}.

AUB=1{2,58,9l, ANB={58), A\B={2).

1.1.6 Satz (Rechenregeln fiir Mengenoperationen)
A, B, C seien Mengen. Dann gelten fiir die Mengenoperationen die folgenden Rechenregeln:

i) Assoziativitat:

(AUB)UC=AU(BUC),
(ANB)NC=AN(BNC).

ii) Kommutativitdat:

AUB=BUA,
ANB=BNA.

iii) Idempotenz:

iv) Distributivitat:

Beweis:
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Quantoren
Fiur den Ausdruck ,Es existiert ein“ ist das Symbol 3 gebrauchlich. Somit lasst
sich also fur

es existiert ein x in A

auch
dxeA

schreiben. Die Symbole 3! und V bedeuten ,es existiert genau ein“ und ,fur alle“.

1.1.7 Definition
A und B seien Mengen. A heif3t Teilmenge von B, wenn jedes Element von A auch ein
Element von B ist. Wir schreiben dann A C B.

Teilmenge
Es gilt also die Aussage

ACB&eVx:(xe A= xeB).

Dies wiederum liest man so: A ist Teilmenge von B genau dann (ist dquivalent zu),
wenn fur jedes x gilt: Aus x € A folgt x € B.

1.1.8 Beispiel
a) {2,5}c{2,3,5}.

b) {1,3,5,7,...} CIN.
c¢) IN c IN,.
1.1.9 Satz
Fiir Mengen A, B, C gilt:

i) ACA.

ii) (ACBund BCA) & A=B.
iii) (ACBund BCcC)=>AcCC.
v) @ CA.

Beweis: Offensichtlich. 0

1.1.10 Definition
M, Aq,..., A, mit n € N seien Mengen.

a) Die Potenzmenge von M ist die Menge

PM):={A: Ac M}.



1.2 Relationen

b) Das kartesische Produkt Ay x---x A, der Mengen Ay,..., A, ist die Menge der geord-
neten n-Tupel

Ay x---xA, :={(ay,...,a,):a; € A; furi=1,...,n}.
Sind A; =---=A,, = A, so schreiben wir auch A" fur A x--- x A.

1.1.11 Beispiel
a) Essei M ={1,2}. Dann gilt

b) Essei A; ={1,2}, A, ={1,2,3} Dann ist

A xAy,={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}.

¢) R"=Rx---xR.

————
n-mal

1.2 Relationen

1.2.1 Definition
Es seien A, B Mengen. Eine Teilmenge R C A x B heif3t (zweistellige) Relation zwischen
den Mengen A und B. Gilt A = B, so sagen wir, R ist eine Relation auf A.

Infixschreibweise
Statt (a,b) € R benutzt man meistens die Infixschreibweise, d.h. man schreibt aR b,
wobei R in der Regel ein spezielles Symbol ist, z.B. =,<, <, ~, =, C.

1.2.2 Beispiel
Die folgenden Mengen stellen jeweils die Kleiner- und die Gleichheitsrelation auf den
natiirlichen Zahlen dar:

1. < ={(1,2),(1,3),(2,3),(1,4),(2,4),(3,4),(1,5),...} c N x N.
2. = ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),...) c N x N.

1.2.3 Definition
Sei R eine Relation auf einer Menge A. R heifdt

reflexiv o VaeA: (a,a) €

symmetrisch =Va, beA: (a,b) e R = (b,a) €R,

transitiv o Va bceA: (ab)eRund (b,c)eR=>(a,c)€ER,
total oVa, beA: (a,b)eRoder (b,a) e R,

irreflexiv o VaeA: (a,a) ¢

antisymmetrisch : < Va,be A: (a,b) € R und (b,a)e R=>a=".



§1 Vorbereitungen

Man beachte, dass totale Relationen immer reflexiv sein mussen.

1.2.4 Beispiel

Sei M die Menge aller Menschen.

a)

R={(a,b) CM xM :aund b sprechen eine gleiche Sprache}.

Die Relation ist reflexiv (jeder kann sich mit sich selbst unterhalten), symmetrisch,
aber nicht transitiv (z.B. kann es sein, dass von drei Personen eine nur Deutsch,
eine nur Englisch und die andere Deutsch und Englisch spricht), nicht total (es
gibt Menschen, die keine gemeinsame Sprache sprechen). R ist nicht irreflexiv
und nicht antisymmetrisch.

R={(a,b) c M xM : a, b haben dieselbe Mutter}.

Die Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, aber nicht total.

Eine nicht leere Relation kann nicht gleichzeitig reflexiv und irreflexiv sein. Jedoch
gibt es Relationen, die weder reflexiv noch irreflexiv sind, z.B. die Relation

R={(1,2),(2,2)} c{1,2} x{1,2}.

Somit kann man nicht folgern: ,Die Relation ist nicht reflexiv, also ist sie irreflexiv“.
Auch gibt es Relationen, die weder symmetrisch noch antisymmetrisch sind.

1.2.5 Definition

Bine Relation R auf M heiflt Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv, symmetrisch und
transitiv ist. Fur a € M nennt man

[a]:={beM :(ab)eR}

die Aquivalenzklasse von a bzgl. R. Eine Relation heifst Halbordnung, wenn sie reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv ist. Eine irreflexive, transitive Relation heifit strenge
Halbordnung und eine Halbordnung, die zusatzlich eine totale Relation ist, heif3t To-
talordnung oder auch lineare Ordnung.

Man beachte, dass bei einer Aquivalenzrelation fiir (a,b) € R wegen der Symmetrie
[a] = [b] gilt und dass aufgrund der Reflexivitat stets a € [a] ist.

1.2.6 Beispiel

a) Essei p € N. Auf Z betrachten wir die Relation

R:={(m,n) € Z*: m—nist durch p teilbar}.

Fur (m, n) € R schreiben wir m =, n und nennen m kongruent n modulo p. Die Rela-
tion =, definiert eine Aquivalenzrelation auf Z. Die Aquivalenzklassen nennt man
die Restklassen modulo p. Fur p = 2 zerféllt Z z.B. in die Restklassen der geraden
(durch 2 teilbaren) und der ungeraden Zahlen.

10
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b) Die Relation < ist eine Totalordung auf Z und die Relation < eine strenge Halb-
ordnung.

1.2.7 Definition
Die inverse Relation einer Relation R C A x B ist die Relation

R':={(b,a)e BxA:(a,b)e R} CBxA.

1.2.8 Beispiel
Die Grofler-Relation > auf Z ist die inverse Relation zur Kleiner-Relation <.

1.3 Abbildungen

1.3.1 Definition
A, B seien Mengen.

a) Eine partielle Abbildung f ist eine Relation f C A x B mit der Eigenschaft:
f ist eindeutig, d.h. sind (a,b), (a,b’) € f, so folgt b = b’.
Der Definitionsbereich von f ist die Menge
Df:={aecA:dbeB:(ab)ef}jCA
und der Wertebereich von f ist die Menge
Wr:={beB:dacA:(ab)e f}CB.
b) Eine partielle Abbildung f C A x B heiflt Abbildung, wenn Dy = A, d.h. wenn gilt:

f ist total definiert, d.h. zu jedem a € A existiert ein b € B mit (a,b) € f.

c) Ist f C A x B eine Abbildung und B C R oder B C C, so nennen wir f eine reelle
bzw. komplexe Funktion.!)

d) Eine Abbildung f : A x A — A nennen wir eine (bindre) innere Verkniipfung auf A.

Abbildungen
Ist f C A x B eine Abbildung, so gibt es also zu jedem a € A genau ein b € B mit
(a,b) € f. Wir schreiben dann f : A — B und sagen, f bildet die Menge A in die

Menge B ab. Ist (a,b) € f, so schreiben wir b = f(a) und sagen f nimmt an der Stelle
a den Wert b = f(a) an.

UIn der Literatur wird hiufig nicht zwischen Abbildungen und Funktionen unterschieden, unabhin-
gig davon, ob in R oder C abgebildet wird.

11
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A B
c)

Abbildung 1.1: a) Partielle Abbildung. b) Abbildung. c) Keine partielle Abbildung.

Binare Verkniipfungen

Fur bindre Verknupfungen verwenden wir meistens die Infixnotation, wobei wir
f durch ein Symbol, z.B. +, -, X, ®, ersetzen. Also schreiben wir z.B. statt +(a, b)
eher a+b.

Durschnitte und Vereinigungen iiber beliebigen Indexmengen

Wir konnen nun auch Durchschnitte und Vereinigungen tiber beliebigen Index-
mengen definieren. Sei hierzu I eine beliebige Menge. Jedem i € I ordnen wir eine
Menge M; zu. Dann seien

UMi := {x: x € M; fur mindestens ein i € [},

iel

ﬂMi ={x:xeM,; fur allei e I}.

iel

12



1.3 Abbildungen

Summen- und Produktzeichen
Fur ag,...,a,, € Ny (oder Z, Q, R, C) setzen wir

n n

E ap:=apg+ay+---+a,, | |ak::a0'a1 """ a,.

Fakultat
Fir n € N definieren wir die Fakultit von n (sprich: n-Fakultat) durch

Binomialkoeffizient
Fir n,k € N sei der Binomialkoeffizient () (sprich: n iiber k) gegeben durch

(TZ):: Wlk)' ,OSkSn
k 0 , sonst.

1.3.2 Bemerkung

Jede Abbildung ist partielle Abbildung. Die Umkehrung gilt jedoch nicht. Allerdings
wird jede partielle Abbildung durch Einschrankung auf ihren Definitionsbereich zu
einer Abbildung. Dabei ist die Einschrankung einer partiellen Abbildung f C A x B
auf eine Teilmenge A’ C A definiert durch die Relation

firi={(a,b)e f:ac A’y C A" xB.
Ist also f C A x B eine partielle Abbildung, so ist fip, : Df — B eine Abbildung.

1.3.3 Definition
f : A — B sei eine Abbildung.

a) f heif3t injektiv, wenn aus f(a) = f(a’) auch a = a’ folgt.

f heif3t bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

)
b) f heifdt surjektiv, wenn es zu jedem b € B mindestens ein a € A mit f(a) = b gibt.
c)

)

d) Es seien f : A —» Bund g: B — C zwei Abbildungen. Unter der Verkettung der
Abbildungen g und f verstehen wir die Abbildung

gof:A—C mit (gof)(a):=g(f(a).

13
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A B
c)

Abbildung 1.2: a) Injektiv aber nicht surjektiv. b) Surjektiv aber nicht injektiv. c)
Bijektiv.

1.3.4 Beispiel

a) Die Abbildung f : Z — Z, f(k) := k® ist injektiv, aber nicht surjektiv. Dieselbe
Abbildung, aufgefasst als Abbildung f : R — R, ist injektiv und surjektiv, also
bijektiv.

b) Die Abbildung f : R = R, f(x):= x3 —x, ist surjektiv, aber nicht injektiv.

Umkehrabbildung und Urbild
Bei einer bijektiven Abbildung f ist die inverse Relation f~! auch eine bijektive
Abbildung. Diese nennt man Umkehrabbildung oder auch inverse Abbildung. Ist
allgemeiner f : A — B eine Abbildung, so bezeichnet fiir eine beliebige Teilmenge
B’CcB

fYB):={acA: f(a)e B)

die Urbildmenge von B” unter der Abbildung f.

14
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1.3.1 Permutationen

1.3.5 Definition
a) Sei M eine Menge und n € IN. Eine Abbildung a: {1,...,n} — M heift ein n-Tupel
in M.

b) Eine Permutation von n Elementen ist eine bijektive Abbildung

Permutationen

Ein n-Tupel a: {1,...,n} - M kann man in der Form a = (ay,...,4,) mit a; := a(i),
i =1,...,n, schreiben. Die Menge aller Permutationen von #n Elementen wird mit
S, bezeichnet. Eine Permutation ist ein n-Tupel in der Menge {1,...,n} und ist
daher eindeutig durch ihre Bilder festgelegt. Wir schreiben deswegen auch hier

p=(p(1),...,p(n)).

1.3.6 Beispiel
Die Permutation (3,1, 2) ist die Abbildung p: {1,2,3} — {1,2,3} mit p(1) =3, p(2) =1,
p(3)=2.

1.3.2 Abzahlungen
1.3.7 Definition
Sei M eine Menge.

a) M heif3t endlich, wenn entweder M = @ oder wenn es ein n € IN und eine bijektive
Abbildung f : {1,...,n} — M gibt. Wir schreiben

B(M) =n,

wenn M endlich ist und M genau n Elemente enthilt (fiir M = @ ist also #§(M) = 0).

b) M heift abzdhlbar,, wenn es eine surjektive Abbildung f : N — M gibt. Mengen,
die nicht abzahlbar sind, heif3en iiberabzdahlbar.

c) Eine Menge M heif3t abzdhlbar unendlich, wenn sie abzahlbar aber nicht endlich
ist.

1.3.8 Beispiel

a) Die Menge aller Menschen ist endlich.

b) Jede Teilmenge einer abzahlbaren Menge M ist abzahlbar. Insbesondere sind end-
liche Mengen abzahlbar.

15
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c) Z ist abzdhlbar unendlich. Eine surjektive Abbildung f : Ny — Z ist z.B.

k/2 k ist gerade
Fik):= ;
o —(k+1)/2 kist ungerade.

1.3.9 Satz (Abzahlbarkeitssatz)
Gegeben sei eine abzahlbare Menge A und fiir jedes i € A sei M; eine abzahlbare Menge.
Dann ist auch die Menge

M := UMZ-

€A
abzahlbar.

Beweis:

16



1.4 Beweisverfahren

1.3.10 Beispiel
Es sei A:=7Z\{0}. Fiir jedes g € I setzen wir

Mg :={p/q:p €Ny}.

Es ist klar, dass A und Mq jeweils abzahlbar sind. Somit sind nach Satz 1.3.9 auch die
rationalen Zahlen
Q= JMm,

qeA

abzahlbar.

1.4 Beweisverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir einige Beweisverfahren vorstellen. Dabei versteht
man unter einem Beweis die gultige Herleitung der Richtigkeit oder auch Unrich-
tigkeit einer Aussage A aus einer Menge von Axiomen, d.h. als wahr angenommene
und in sich widerspruchsfreie Aussagen, oder aus anderen Aussagen, die bereits aus
diesen Axiomen hergeleitet wurden.

Ein Beweis kann entweder direkt oder indirekt, konstruktiv oder nicht-konstruktiv
gefihrt werden. Oft ist es zweckmiflig umfangreiche Beweise in mehrere Teilbeweise
aufzuteilen, von denen dann einige direkt oder indirekt bzw. konstruktiv oder nicht-
konstruktiv sein konnen.

1.4.1 Direkte Beweise

Zunachst widmen wir uns den direkten Beweisen. Dabei wird der Beweis einer Aus-
sage direkt aus bekannten Aussagen oder Axiomen durch logische Schlussfolgerun-
gen erbracht. Die direkte Beweismethode lasst sich am besten durch Beispiele veran-
schaulichen.

1.4.1 Beispiel
Es seien k, n € N mit 1 <k < n. Dann ist

) [W)=( )15 )

Beweis: Fur k = n ist dies wegen 1 = 1 + 0 offensichtlich erfiillt. In den verbleibenden

17
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Fallenist 1 <k <n-1 und dann
n—1 n-1}y (n—1)! (n—1)!
(k—1)+( k ) T k==K K(n—1-k)
k(n=1)!+ (n—k)(n—1)!
Kl(n—k)!

n! _[n
k'(n—k)! (k)

Ein weiteres Beispiel ist:

1.4.2 Beispiel
Es seien m, n € N mit m?2 = n3. Dann existiert eine natiirliche Zahl a mit m = a3, n = a2.

Beweis: Jede Primzahl p mit p|m (p ist Teiler von m) erfiillt auch p|n. Seien
m=py--pl, n=p]-p}
die Primfaktorzerlegungen von m und n. Aus m? = n> folgt
2i;=3j;, Vs=1,...,k.
Da 2 und 3 teilerfremd sind, kann dies nur erfullt sein, wenn
is=3lg, js=2, Vs=1,...,k

mit nattrlichen Zahlen [y,..., I;. Folglich ist

1 1 1 1
m=(p---pf)° und n=(p'---p5>

Die Behauptung folgt mit a := pll1 ---p;(". O

1.4.2 Indirekte Beweise

Bei einem indirekten Beweis zeigt man, dass ein Widerspruch entstiinde, wenn die zu
beweisende Aussage falsch ware. Daher nennt man diese Beweismethode auch oft
Widerspruchsbeweis.

1.4.3 Beispiel
Es existiert keine rationale Zahl r € Q mit r? = 2.

18
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Beweis: Wir nehmen an, es gabe doch eine solche Zahl r. Sei r = g mitp,geZ,q+0.
Durch eventuelles Kiirzen konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass p und g
teilerfremd sind, d.h. ggT(p,q) = 1%). Dann folgt aus

(o]

p? =247,
Somit muss p? = p-p durch 2 teilbar sein, d.h. p muss durch 2 teilbar sein. Dann ist p?
aber sogar durch 4 teilbar, so dass auch 2¢? durch 4 und somit g2 durch 2 teilbar wire.

Demnach ist g selbst durch 2 teilbar und ggT(p,q) = 1. Dies ist ein Widerspruch.

auch

O

1.4.4 Beispiel
Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis: Wir nehmen das Gegenteil an, d.h. wir nehmen an, es gabe nur endlich viele
Primzahlen py,...,p,. Dann ist die natuirliche Zahl m := p;---p, + 1 durch keine der
Primzahlen py,...,p, teilbar, also entweder selbst eine Primzahl, oder es gibt eine
weitere Primzahl g mit g|m. Beides ist ein Widerspruch zur Annahme, dass py,...,p,
die einzigen Primzahlen sind. O

1.4.3 Konstruktive und nicht konstruktive Beweise

Oft wird in einer Aussage die Existenz oder Nichtexistenz eines mathematischen Ob-
jektes behauptet. Man kann dann versuchen, den Beweis konstruktiv zu fithren, d.h.
das gesuchte Objekt direkt anzugeben. In vielen Fallen wird dies aber nicht moglich
sein, obwohl man die Existenz nachweisen kann.

1.4.5 Beispiel (Konstruktiver Beweis)
Die Funktion f(x) = x> — x? + x — 1 besitzt eine reelle Nullstelle.

Beweis: Wir berechnen f(1) =13 -12+1-1 =0, also liegt bei x = 1 eine Nullstelle.
tl

1.4.6 Beispiel (Nicht konstruktiver Beweis)
Die Funktion f(x) = x> — x? + x — 1 besitzt eine reelle Nullstelle.

Beweis: Die Funktion ist stetig und es gilt f(0) < 0 und f(2) > 0. Der Graph von f
muss also irgendwann die x-Achse schneiden (und zwar auf dem Intervall [0, 2]), d.h.

2Mit ggT(p, q) ist hier der grifite gemeinsame Teiler von p und g gemeint.
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IIIIIIIIII’]— 1 rr 1 11 1711
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Abbildung 1.3: Der Graph der Funktion f(x) = x> —x? + x — 1.

die Behauptung folgt aus dem Zwischenwertsatz (siehe Satz 3.1.12, vergl. auch mit
Abbildung 1.3). O

1.4.4 Vollstandige Induktion

Das Beweisverfahren der vollstindigen Induktion beruht auf dem Induktionsaxiom der
natiirlichen Zahlen. Dieses besagt:

Induktionsaxiom: Ist M eine Teilmenge von IN (bzw. IN() mit den Eigenschaften, dass 1
(bzw. 0) in M liegt und dass mit jedem Element m € M auch sein Nachfolger m+1 € M,
soist M =IN (bzw. M = INj).

Die Beweisidee bei der vollstaindigen Induktion ist nun folgende: Ist eine Folge von
Aussagen A(n), n € N gegeben mit den Eigenschaften:

Induktionsanfang (IA): A(k) sei richtig fur ein k € IN.

Induktionsschritt (IS): Fur alle n > k gilt die Aussage: Unter der Annahme, dass A(n)
richtig ist, ist auch A(n + 1) richtig.

Dann folgt der Induktionsschluss: Die Aussage A(n) ist fur alle k > n erfillt.

1.4.7 Beispiel
Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge M ist (). Ins-
besondere ist (}) ganzzahlig.

Beweis:

(IA): Fur n = 0ist die Aussage offenbar erfillt, da die einzige 0-elementige Teilmenge
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1.5 Die reellen Zahlen

einer 0-elementigen (d.h. leeren) Menge die leere Menge ist und wir (8) =1
haben. Auflerdem ist (2) =0, wenn k > 0.

(IS): Sei n > 0 und die Aussage schon fir n bewiesen. Ferner sei M eine (n + 1)-
elementige Menge und x € M ein beliebiges Element. Fur 0 < k <n+ 1 betrach-
ten wir die k-elementigen Teilmengen von M. Da die leere Menge die einzige
0-elementige Teilmenge von M ist, ist die Aussage fur k = 0 sicherlich erfullt,
denn (”61) = 1. Wir konnen also 1 < k <n+1 annehmen. Fur eine k-elementige

Teilmengen P von M gilt entweder
PcM\{x}
oder
P=DPuU{x} mit PcM)\{x].

D ist dann aber eine (k- 1)-elementige Teilmenge der n-elementigen Menge M \
{x}. Da nach Voraussetzung (Z)~k—elementige Teilmenge P € M \ {x} und (,",)
(k —1)-elementige Teilmengen P C M \ {x} existieren, erhalten wir insgesamt

[l )=

k-elementige Teilmengen von M.

1.5 Die reellen Zahlen

In diesem Kapitel wollen wir lernen, was man unter den reellen Zahlen versteht. Ver-
einfacht ausgedruckt, sind die reellen Zahlen eine Menge M mit zwei inneren Ver-
kntipfungen + (genannt Addition) und - (genannt Multiplikation) sowie einer Relation
< (genannt Ordnungsrelation), fur die gewisse Axiome gelten.

Nun kann man in der Mathematik viele Objekte definieren, die Frage ist aber stets,
ob Objekte mit den geforderten Eigenschaften uberhaupt existieren (Existenz) und
talls ja, ob sie durch die geforderten Eigenschaften eindeutig festgelegt sind (Eindeu-
tigkeit), oder ob es eventuell mehrere Objekte mit denselben Eigenschaften gibt.

Wir werden in den nachsten Abschnitten die fur die rellen Zahlen geforderten Eigen-
schaften Schritt fir Schritt vorstellen.

1.5.1 Korper

Die reellen Zahlen R bilden mit der Addition und der Multiplikation zunachst ein-
mal einen sogenannten Korper. Dieser ist wie folgt definiert.
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§1 Vorbereitungen

1.5.1 Definition

Ein Tripel (K, +,), bestehend aus einer Menge K und zwei inneren Verknupfungen
+ , genannt Addition und -, genannt Multiplikation, heifit Korper, wenn folgende
Korperaxiome erfuillt sind.

(K1) Assoziativgesetz der Addition
x+(@W+z)=(x+y)+z, VxyzekK.

(K2) Existenz der Null

Es gibt ein Element in K, genannt Null und mit 0 bezeichnet, so dass

x+0=x, Vxelk.

(K3) Existenz des additiven Inversen

Zu jedem x € K existiert ein y € K mit
x+y=0.
Die Zahl®) y heif3t das additive Inverse zu x.
(K4) Kommutativgesetz der Addition
x+y=v+x, VYx,pekK.

(K5) Assoziativgesetz der Multiplikation

x-(y-z2)=(x-v)-z, Yx,9,zekK.

(K6) Existenz der Eins

Es gibt ein Element in K* := K\ {0}, genannt Eins und mit 1 bezeichnet, so dass

x-1=x, VxekK.

(K7) Existenz des multiplikativen Inversen

Zu jedem x € K* existiert ein y € K mit
x-y=1.

Die Zahl y heif3t das multiplikative Inverse zu x.

3)Elemente in einem Korper nennen wir Zahlen.
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1.5 Die reellen Zahlen

(K8) Kommutativgesetz der Multiplikation

x-y=v-x, Yx,pekK.

(K9) Distributivgesetz

x-(y+z)=x-v+x-z, Vxy zekK.

In vielen Fallen ist es unproblematisch, den Multiplikationspunkt - garnicht erst
hinzuschreiben, d.h. man schreibt xy anstatt x-y. Ganz verzichten kann man aber
nicht auf den Punkt, denn z.B. ist ja 1 -2 nicht dasselbe wie 12.

Das additive Inverse von x wird mit —x bezeichnet und statt z + (—x) schreibt man
einfach z — x. Ferner sei fur n € N

nx:=0+x+--+x.
e e

n-mal

Das multiplikative Inverse von x wird mit x~! bezeichnet. Entsprechend sind z/x
oder Z die Kurzschreibweisen fiir z - (x71). AuBerdem setzt man fiir n € N,

x"=1-x---x.
—_——

n-mal

1.5.2 Satz (Folgerungen aus den Korperaxiomen)
a) Die 0 ist eindeutig bestimmt.

b) Das additive Inverse zu x € K ist eindeutig bestimmt.

c) -0=0.

d) —(-x)=x.

e) Die 1 ist eindeutig bestimmt.

f) Das multiplikative Inverse zu x € K* ist eindeutig bestimmt.
g) 171 =1,

h) (x~ 17! = x fiir alle x € K*.

i) 0-x=x-0=0.

j) In einem Korper gilt die Nullteilerfreiheit, d.h.

(1.5.1) xy=0 & x=0odery=0.

Beweis:
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§1 Vorbereitungen

Es gibt sehr viele Korper, d.h. die Korperaxiome legen die reellen Zahlen noch nicht
eindeutig fest. Beispiele fiir weitere Korper sind die rationalen Zahlen Q und die
komplexen Zahlen C. Ein eher exotisches Exemplar ist der im folgenden Beispiel
angegebene 2-elementige Korper IF, .

1.5.3 Beispiel (IF,)

Jeder Korper enthilt mindestens die zwei verschiedenen Elemente 0 und 1. Umge-
kehrt ist es moglich, eine Menge K := {x, y} bestehend aus nur zwei Elementen x und
y zu einem Korper zu machen. Wir definieren die beiden Verkniipfungen Addition
und Multiplikation nach folgendem Schema.

+ x|y x|y
x| x|y x| x| x
y 1y | X y| | x1y

Wie man leicht nachpriift, sind die Axiome (K1)-(K9) erfullt, d.h. die Menge K wird
mit diesen Verknupfungen zu einem Korper, wobei die 0 durch x und die 1 durch
v gegeben ist. Dieser Korper wird auch mit IF, bezeichnet. Offenbar gilt in IF, die
Gleichung 1+ 1 = 0. [F, ist der sogenannte Restklassenkorper modulo 2. Elemente
in [F, verhalten sich wie die Restklassen modulo 2 unter der ublichen Addition und
Multiplikation, d.h. ersetzt man x durch den Begriff ,gerade” und y durch den Begriff
,ungerade”, so wird z.B. die Aussage y-y =y zu

,ungerade - ungerade = ungerade®
und die Aussage vy +vy = x zu
,ungerade + ungerade = gerade”.

Man kann den Begriff des Korpers auch auf den Begriff der Gruppe zuruickfithren.

1.5.4 Definition (Gruppe)
Es sei G eine Menge und * sei eine innerer Verkniipfung (Multiplikation) auf G. Dann
heif3it (G, *) eine Gruppe, wenn die folgenden Axiome erfullt sind.

(G1) Assoziativgesetz

(axb)*c=ax(bx*c), Va b, ceqG.

(G2) Existenz des neutralen Elements
Es gibt ein Element e € G, so dass

axe=a, VYaegG.
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1.5 Die reellen Zahlen

(G3) Existenz des Inversen
Zu jedem a € G existiert ein Element b € G, so dass axb =e.

Eine Gruppe heifit abelsch, wenn zusatzlich das folgende Axiom der Kommutativitat
erfullt ist.

(G4) Kommutativgesetz

a*b:bx—a, Va,bEG.
Ein Korper ist somit eine Menge K mit zwei inneren Verkniipfungen + (Addition)
und - (Multiplikation), so dass gilt:
* (K, +) ist eine abelsche Gruppe.
* (KK%,-) ist eine abelsche Gruppe. Hierbei ist K*:= K\ {0}, 0 :=e,.

* Es gelten die Distributivgesetze

a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a, Va b cekK.
1.5.5 Beispiel

a) Die ganzen Zahlen Z bilden mit der Addition + eine abelsche Gruppe mit neutra-
lem Element e = 0.

b) Sei 2P(M) die Potenzmenge einer beliebigen Menge. Fiir A, B € 2?(M) definieren
wir die symmetrische Differenz (siehe Abbildung 1.4)

Abbildung 1.4: Symmetrische Differenz zweier Mengen.

AAB:=(A\B)U(B\A).

Dann ist (99(M), A) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element e = @. A ist je-
weils zu sich selbst invers, d.h.

AANA=07.
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§1 Vorbereitungen

c) M sei eine beliebige nichtleere Menge und (M) sei die Menge aller Bijektionen
von M auf sich selbst. Dann bildet Z8(M) mit der Komposition o eine Gruppe. Die-
se ist jedoch im Allgemeinen nicht abelsch. Das neutrale Element ist die Identitat

d:M—-M, Id(x):=x.

Insbesondere bildet die Menge der Permutationen

mit der Verkettung eine Gruppe, welche man daher auch die Permutationsgruppe
von n Elementen nennt.

1.5.2 Angeordnete Kérper und die Betragsfunktion

1.5.6 Definition (Angeordneter Korper)
Ein Korper K heifit angeordnet, wenn es auf ihm eine Relation gibt, welche mit <
bezeichnet wird, fiir die die folgenden Anordnungsaxiome gelten.

(A1) Trichotomie

Fur jedes x € K gilt genau eine der Beziehungen

x=0, 0O0<x, 0<-x.

(A2) Monotonie der Addition

Sind x, y € Kmit 0 <x und 0 <y, soist auch 0 <x+7.
(A3) Monotonie der Multiplikation

Sind x, y € Kmit 0 <xund 0 <y, soistauch 0 <x-yp.

Ein Element x € K heifit positiv, wenn 0 < x. Ist 0 < —x, so heif3t x negativ.

Wir schreiben x > 0, wenn 0 < x, d.h. wir bezeichnen die zu < inverse Relation mit
>. Falls 0 < y —x, so schreiben wir auch x < y oder y > x. Ferner bedeutet 0 < x,
dass x = 0 oder 0 < x bzw. x > 0, dass x = 0 oder x > 0.

1.5.7 Beispiel
a) Q und R gehoren mit der ublichen Kleiner-Relation zur Klasse der angeordneten
Korper.

b) Der Korper [F, lasst sich nicht anordnen, denn hier gilt 1 = —1, womit schon die
Trichotomie verletzt ist.

1.5.8 Satz (Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen)
In einem angeordneten Korper gelten die folgenden Regeln.
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1.5 Die reellen Zahlen

a) Aus x>y und y >z folgt x >z (Transitivitat der Kleiner-Relation).
b) x<y o -y <—x.
c) x20 < x2>0, insbesondere ist 1 > 0.
d x>0 1/x>0.
e) xy>0 & (x>0,y>0)oder (x<0,y<0).
xy<0 & (x>0,y<0)oder (x<0,y>0).
f) Aus x <y und z <0 folgt zx > zy.
g) Aus x? <y%, x>0 undy >0 folgt x<y.

Beweis:

27



§1 Vorbereitungen

1.5.9 Definition
(K, +,-,<) sei ein angeordneter Korper. Wir definieren die Betragsfunktion

X , x>0
|- K—->K, |x:=
-x ,x<0.
1.5.10 Satz (Eigenschaften des Betrags)
Fiir den Betrag gilt:
a) |x]>0,YxelK und |x|=0x=0.
b) |-x|=1x|,Yx el
c) lxyl=Ix|-y|,¥x, y € K,
d) Dreiecksungleichung
(1.5.2) Ix+y[ <|x|+[y], Vx vyekK.

Beweis:
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1.5 Die reellen Zahlen

1.5.3 Das Vollstandigkeitsaxiom, Supremum und Infimum

Da neben R auch Q ein angeordneter Korper ist, mussen wir zur Charakterisierung
der reellen Zahlen die Klasse der angeordneten Korper durch Hinzufiigen von min-
destens einem Axiom weiter einschranken. In der Tat benotigen wir genau ein zusatz-
liches Axiom, um die reellen Zahlen eindeutig festzulegen; dies ist das sogenannte
Vollstandigkeitsaxiom (V). Das Vollstandigkeitsaxiom ist fiir das Verstindnis von
Grenzprozessen wie Stetigkeit und Differenzierbarkeit essentiell.

1.5.11 Definition
a) Eine nichtleere Teilmenge A C K eines angeordneten Korpers K heif$t nach oben
beschriankt, wenn es eine Zahl M € K gibt, so dass gilt:

x<M, VxeA.

Jede solche Zahl heift eine obere Schranke von A.

b) Eine nichtleere Teilmenge A von K heifSt nach unten beschrankt, wenn es ein m € IK
gibt, so dass
m<x, VYxeA

erfillt ist und jedes solche m heif$t eine untere Schranke von A.

c) Eine nichtleere Teilmenge A von K heif3t beschrankt, wenn sie sowohl nach oben
als auch nach unten beschrankt ist.

1.5.12 Beispiel
Sei K = Q und
A:={xeQ:x*<2}.
Dann ist A beschrankt, denn z.B. ist M = 2 eine obere und m = —2 eine untere Schran-
ke, da
x?<2< 4, V¥YxeA

und somit
x| <2, VxeA.

1.5.13 Definition

Eine obere Schranke M € K einer nichtleeren Teilmenge A C K heif3t kleinste obere
Schranke von A, wenn es keine kleinere obere Schranke von A in K gibt. Entsprechend
ist die grofite untere Schranke von A erklart.

1.5.14 Beispiel
Die Menge A aus Beispiel 1.5.12 besitzt in Q keine kleinste obere Schranke.

Beweis: Um dies zu zeigen, weisen wir die folgenden beiden Aussagen nach.
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§1 Vorbereitungen

a) Zu jedem

Me@:={yeQ:y>0undy>>2}

existiert ein M € @ mit M < M.

b) M € Q ist genau dann obere Schranke von A wenn M € @.

Aus diesen Aussagen folgt dann, dass es in der Menge der oberen Schranken von A
keine kleinste geben kann.

Zu a)

Zub)

30

Sei M € @. Wir definieren

Dann gilt M € Q, M > 0 und

. 1 4 1 2\?
1\42—2:—(1\/12 4 —)—2:—(1\4——) >0,
2\ TRy i\M-g7) >0
2\2 _ (M2-2) I
denn (M_M) =7 >0. Alsoist M € @. AuBerdem folgt

M—M:%(M—%):ﬁ(M2—2)>O.

,=“Sei M e@,d.h. M € Q erfullt M2 > 2 und M > 0. Dann gilt fir alle x e A
x?=|x><2<M?
und aus Satz 1.5.8, Teil g) folgt
x<|x|<M, VxeA.

Folglich ist M eine obere Schranke von A.
»=": Sei nun umgekehrt M € Q eine obere Schranke von A. Wegen 1 € A gilt
zunichst 1 < M, also insbesondere M > 0. Es existiert kein M € Q mit M? =2
(Ubung!), somit gilt entweder M? > 2, oder M? < 2. Wir zeigen, dass der letzte
Fall unmoglich ist, dann folgt die Behauptung.
Sei also M € Q obere Schranke von A mit M > 0 und M? < 2. Wir setzen
4M
Xi=—.
M?+2
Dann ist x € Q und

x2-2

16M2 - 2(M2 + 2)? M2-2\°
= = — _— < O’
(M?+2)? M?+2
also x € A. Es ist aber auch
M(2-M?)
M?+2
so dass M keine obere Schranke von A sein kann. Dies ist der gesuchte Wider-

x—M=

’

spruch.
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O

1.5.15 Bemerkung
a) Der wesentliche Punkt in Beispiel 1.5.14 ist, dass es in Q keine Quadratwurzel
von 2 gibt. Genauer gilt: Fir r € Q, r > 0, besitzt die Menge

A ={xeQ:x*<r}

genau dann in Q eine kleinste obere Schranke, wenn es eine rationale Zahl g
mit q> = r gibt. In diesem Fall ist |q| die gesuchte kleinste obere Schranke.

b) Analog kann man zeigen, dass die Menge A aus Beispiel 1.5.12 keine grofite
untere Schranke in Q besitzt, indem man die folgenden Aussagen beweist.
a)’ Zujedem
me? :={yeQ:y<0undy’>2}
existiert ein 11 € % mit 11 > m.
b)” m € Q ist genau dann untere Schranke von A wenn m e %.

Wir tiberlassen dem Leser die Details des Beweises zur Ubung.

1.5.16 Definition
Ein angeordneter Korper K heiflt ordnungsvollstandig, wenn in ihm das folgende Axi-
om erfullt ist:

(V) Vollstindigkeitsaxiom

Jede nichtleere, nach oben beschrankte Teilmenge A von KK besitzt eine kleinste
obere Schranke. Diese wird das Supremum von A genannt und mit sup A be-
zeichnet.

Ein zum Vollstindigkeitsaxiom (V) offensichtlich dquivalentes Axiom ist

(V’) Jede nichtleere, nach unten beschrankte Teilmenge A von K besitzt eine grofite
untere Schranke welche Infimum von A genannt und mit inf A bezeichnet wird.

Nach Beispiel 1.5.14 bilden die rationalen Zahlen Q also noch keinen vollstindigen
Korper.

1.5.17 Bemerkung

a) Wie schon in Satz 1.5.22 behauptet, kann man zeigen, dass es bis auf Isomorphie
genau einen angeordneten und vollstandigen Korper gibt. Der Existenzbeweis ist
konstruktiv. Man geht von den natirlichen Zahlen IN aus und erweitert schritt-
weise zu Z, QQ und schlie$lich durch , Vervollstaindigung” zu R. Die Eindeutigkeit
ist schwieriger und soll an dieser Stelle nicht bewiesen werden.

b) Die Menge R \ Q heif3t die Menge der irrationalen Zahlen.
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§1 Vorbereitungen

A C R sei eine nichtleere Menge. Wir schreiben
supA < oo,
falls A nach oben beschriankt ist, wenn also
M :=supAelR.

Umgekehrt bedeutet
supA = oo,

dass A nicht nach oben beschrankt ist. Entsprechend schreiben wir fiir nach unten
beschrankte Mengen
infA > -0

und fur nach unten unbeschrankte Mengen

infA = —c0.

1.5.18 Satz
A C IR sei eine nichtleere Menge.

a) Ist sup A < oo, so existiert zu jedem € > 0 ein x € A mit

x>supA—e.

b) Ist sup A = oo, so existiert zu jedemn M € R ein x € A mit

x>M.

Beweis:
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1.5.19 Satz (Satz des Archimedes)
Zu jedem x € R existiert eine natiirliche Zahl n € IN mit x < n.

Beweis:
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1.5.20 Definition
A C IR sei nichtleer.

a) M heifit Maximum von A, geschrieben M = maxA, wenn M = supA < co und
M e A.

b) m heist Minimum von A, geschrieben m = min A, wenn m = infA > —co und

me A.

1.5.21 Beispiel
Wir betrachten die Menge
A={xeR:0<x<1}.

Die Menge ist offensichtlich beschrankt und es gilt
infA=0, supA=1.

Da 1 € A, gilt maxA = 1. Weil jedoch das Infimum nicht angenommen wird, existiert
kein Minimum.

Ohne Beweis erwahnen wir

1.5.22 Satz (Existenz und Eindeutigkeit der reellen Zahlen)

a) Es existiert eine nichtleere Menge M mit zwei inneren Verkniipfungen +, - und einer
Relation <, so dass die Korperaxiome (K1)-(K9), die Anordnungsaxiome (A1)-(A3)
und das Vollstandigkeitsaxiom (V) erfiillt sind.

b) Die unter a) genannte Menge ist bis auf Isomorphismen, die mit samtlichen Axiomen
vertraglich sind, eindeutig bestimmt.

1.5.23 Definition
Die in Satz 1.5.22 genannte und bis auf Isomorphismen eindeutig festgelegte Menge
heiflt Korper der reellen Zahlen und wird mit R bezeichnet.
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82 Folgen, Grenzwerte, Reihen

Einer der zentralsten Begriffe in der Analysis ist der des Grenzwertes. Grenzwert-
prozesse spielen eine wichtige Rolle bei vielen mathematischen Uberlegungen und
bilden zusammen mit den Zahlkorpern R und C das Fundament der Analysis. Die
Differential- und Integralrechnung wird erst durch die Definition von Grenzwerten
ermoglicht.

2.1 Folgen

2.1.1 Definition (Folge)
Es sei M eine beliebige Menge. Unter einer Folge in M verstehen wir eine Abbildung

a:IN — M.

In diesem Fall setzen wir fiir n € IN: a,, := a(n) und schreiben, statt a : N — M einfach
(ay)eny CM. Ist M =R bzw. M = C, so sagen wir (a,), . ist eine reelle bzw. komplexe
Folge. Ist k € N fest, so nennen wir allgemeiner auch jede Abbildung

a:{nelNyg:n>k} > M
eine Folge und wir schreiben (a,,),>x C M.

2.1.2 Beispiel
a) Es sei ¢ € R fest. Die Folge (a,),cn mit a,, := c fur alle n € IN nennt man konstante
Folge.

b) Die Polge (a,),c mit a, := 1 heilt harmonische Folge

c) Die rekursiv definierte Folge (a,),,cp mit
a,:=0, a,=1, a,:=a, 1+a,, furn>3

heif$st Fibonacci-Folge.

d) Fiir A,q € R sei (a,),n durch a, := Ag""! definiert. Man nennt diese Folge die
geometrische Folge zum Anfangswert A und zum Quotienten g.
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§2 Folgen, Grenzwerte, Reihen

Es ist oft notig, das Verhalten der Folgenglieder a,, einer Folge zu beschreiben, wenn
n immer grofier wird. Betrachten wir z.B. die harmonische Folge

;E;g;z;g;g;---;
so beobachten wir, dass die Folgenglieder fiir wachsendes n immer kleiner werden
und sich offenbar der Zahl 0 beliebig nahern. Dieses Verhalten nennt man Grenzwert-
bildung einer Folge. Nicht jede Folge muss solch ein Verhalten besitzen. Wir wollen
dies im nachsten Abschnitt mathematische prazisieren.

2.1.1 Grenzwerte

2.1.3 Definition (Folgenkonvergenz)
a) (a,),en sei eine Folge reeller Zahlen. Die Folge heifst konvergent gegen a € R, ge-
schrieben lim,,_,. 4, = a, wenn gilt:

e-Konvergenzkriterium. Zu jedem € > 0 existiert ein ng € IN (welches von € abhan-
gen darf), so dass |a,, — a| < € fiir alle n > ny,.

Gilt lim,_, . a, = a, so nennen wir a den Grenzwert oder auch den Limes der Folge.
b) Eine reelle Folge (a,), ., die gegen kein a € R konvergiert, heif3t divergent.

c) Falls es zu jedem M € R ein ny € IN gibt (welches von M abhangen darf), so dass
a, > M fiir alle n > n,, dann sagen wir, die Folge konvergiert uneigentlich!) gegen oo
und schreiben

lim a,, = co.
n—-o00

Analog schreiben wir

lim a, = —c0
n—o00

und sagen (a,,),cn konvergiert uneigentlich gegen —oo, wenn es zu jedem m € R eine
natirliche Zahl ny € IN gibt (welche von m abhangen darf), so dass a, < m fur alle
n2> ny.

2.1.4 Beispiel
a) Die konstante Folge a,, = c, fiir alle n € IN, konvergiert gegen c, da

la,—c|=0<e, V¥nelN,Ve>0.

b) Die harmonische Folge a, = % konvergiert gegen 0, denn zu € > 0 existiert ein
ny € IN mit ng > % und somit ist fur alle n > ny auch

1
|an—0|:;<e.

DStatt uneigentlich konvergent sagt man auch oft bestimmt divergent.
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c) Die Folge a,, := n konvergiert uneigentlich gegen co.

d) Die alternierende Folge a, := (—1)" divergiert.

Eine berechtigte Frage ist natiirlich, ob eine Folge eventuell sogar mehrere verschie-
dene Grenzwerte besitzen kann. Wie der nachste Satz zeigt, sind Grenzwerte, falls sie
existieren, eindeutig durch die Folge festgelegt.

2.1.5 Satz (Eindeutigkeit des Grenzwerts)
(a,),en Sei eine konvergente Folge. Dann ist der Grenzwert der Folge eindeutig bestimmt.

Beweis:

37



§2 Folgen, Grenzwerte, Reihen

2.1.6 Definition (Nullfolgen)
Unter einer Nullfolge verstehen wir eine Folge (a,,),,cp mit lim,,_,, a, = 0.

2.1.7 Lemma
Eine Folge (a,), N konvergiert genau dann gegen a € R, wenn die Folge (b)), mit by, 1=
a, —a eine Nullfolge ist.

Beweis: Trivial, da |b,, — 0| = |a,, — 4. O

2.1.8 Definition (Beschrinkte Folgen)
Eine Folge (a,),cn heifst beschrinkt, bzw. nach oben (unten) beschrinkt, wenn dies je-
weils fur die Menge A := {a,, : n € N} zutrifft.

2.1.9 Satz (Beschrianktheit konvergenter Folgen)
Jede konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis:

38



2.1 Folgen

2.1.10 Beispiel
Es sei x € R. Das Konvergenzverhalten der Folge a,, := x” hangt von x ab.

i) Fur |x| < 1 konvergiert die Folge gegen 0. Denn fiir |x| < 1 gilt nach der Bernoul-
lischen Ungleichung

1 1 " Bernoulli 1
(e ) ()
[x[* |x] |x]

Wahlen wir also ny € IN so grof3, dass 1 + 1 (IIYI - 1) > %, so gilt fur alle n > n, die

1 1 1
— 1+n( 1)21+n0(——1)>—,
| |x] |x] €

Ungleichung

d.h.
lay =0l =1x"| = |x|" <e.
ii) Fur |x| > 1 divergiert die Folge, da sie unbeschrankt ist. Ist x > 1, so konvergiert
sie uneigentlich gegen co.
iii) Ist x = 1, so ist die Folge konstant und folglich gegen 1 konvergent. Fur x = -1

divergiert sie.

2.1.11 Satz (Grenzwertsitze)
(@) pen» (by),en Seien konvergente Folgen mit

lima,=a, limb,="0.

n—o0 n—o00

Dann gilt:

a) Die Folge (a, + b,), o ist konvergent mit

lim(an+bn):(lim an)+(lim bn):a+b.

n—o00 n—-oo n—-oo

b) Die Folge (a, - b,),cN st konvergent mit

lim (a, - b,) = (hm an) (lim bn):wb.

n—o0 —00 n—00

c) Ist zudem b # 0, so existiert ein ng € IN mit b, = 0 fiir alle n > ny und fiir die Folge
(“n/bn)nzno gilt

Ay hmn—)oo Ay
lim — = ———.
n—00 b lim,_, b,

Beweis:
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2.1.12 Korollar
Fiir A € R und konvergente Folgen (a,),cn und (by),en gilt

lim (Aa,)=Alim a,, lim(a,-b,)= hm a, — hrn b,.

n—-oo n—-oo —00 n—

2.1.13 Beispiel
Es seien

i=0

k I
p(n):= Zaini, q(n):= Zb]-nj
j=0

zwei Polynome mit reellen Koeffizienten ay,...,a, by,...,b; und es seien a; > 0, b; > 0.

Dann gilt:
0 , falls I > k
im PP e ok
n—oo Tl) bl

oo |, falls I <k.

Beweis: Dies folgt mit den Grenzwertsatzen unmittelbar aus Beispiel 2.1.4, denn

p(n) e lZz 0din'”

q(n) Z]()]n]l

2.1.14 Satz (Monotonie der Konvergenz)
(a4) e » (by) e seien konvergente Folgen mit a,, < by, fiir alle n > ny mit einem ny € IN.
Dann gilt auch

lim a, < lim b,,.

n—o0 n—-oo

Beweis:
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2.1.2 Intervallschachtelungen

2.1.15 Definition (Intervalle)
Flr reelle Zahlen a < b definieren wir die Intervalle

[a,b] :={ )
(a,b]:={xeR:a<x<b}
[a,b):={xeR:a<x<b},
(a,b) :={ }

xelR:a<x<b

xeR:a<x<bl.

Das Intervall [a,b] heifSt abgeschlossen, das Intervall (a,b) offen, und die Intervalle
[a,b),(a,b] heilen halboffen. Ist I eins der Intervalle von oben, so setzen wir |I|:=b—a
und nennen dies die Linge von I.

2.1.16 Definition (Intervallschachtelung)
Unter einer Intervallschachtelung verstehen wir eine Folge (I,), . Von abgeschlosse-
nen Intervallen mit

I,gCcl,, YnelN und lim]|[|=0
n—o00

Der folgende Satz erklart, warum (V) das Vollstandigkeitsaxiom heifit. Die geometri-
sche Interpretation ist, dass die reelle Zahlengerade keine , Locher besitzt, also voll-
standig ist. Ersetzt man im nachstehenden Satz R durch Q, so ist die Aussage nicht
mehr richtig, Q ist nicht vollstandig.

2.1.17 Satz
Sei (I,),,en eine Intervallschachtelung. Dann existiert genau ein x € R mit x € I, fiir alle
n € IN.

Beweis:
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2.1.18 Bemerkung
Definiert man fur eine Intervallschachtelung (I,,),,cp; = ([41, b)) nen mit a,, b, € Q die

rationalen Intervalle
L,:=1,nQ,

so existiert nicht unbedingt ein X € Q mit X € I,,,V n € N. Der Grund hierfiir ist, dass
die Mengen {a, : n € IN}, {b,, : n € N} nicht notwendig ein Supremum bzw. Infimum
in Q besitzen mussen. Die Vollstandigkeit ist der wesentliche Unterschied zwischen
R und Q.

2.1.19 Satz
Jede reelle Zahl lafSt sich beliebig genau durch rationale Zahlen approximieren, d.h. zu
jedem x € R und jedem € > 0 existiert ein r € Q mit |r — x| <e.

Beweis:
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2.1.3 Teilfolgen und Haufungspunkte

2.1.20 Definition (Teilfolgen)
(a,),en sei eine beliebige Folge und ¢ : IN — IN eine streng monotone Abbildung, d.h.
es gelte

¢(m)>¢(n), VYm,nelN mit m>n.

Dann nennen wir die Folge (a¢x))ren eine Teilfolge von (a,),c- In den meisten Fallen
setzen wir ny := ¢(k) und schreiben (a,, )ren statt (a¢x))ken-

2.1.21 Beispiel
Die Folge a,, := n besitzt insbesondere die Folgen a,, = ay; = 2kund a,, = ay_; = 2k-1
als Teilfolgen.

2.1.22 Definition (Hiufungspunkt)
Eine reelle Zahl x heifst Haufungspunkt (manchmal Haufungswert genannt) einer re-
ellen Folge (a,),cn, wenn es eine Teilfolge von (a, ), gibt, die gegen x konvergiert.

2.1.23 Beispiel
a) Eine konvergente Folge (a,), . besitzt genau einen Haufungspunkt, namlich den
Grenzwert der Folge.

b) Die Folge a,, = (—1)" ist nicht konvergent, besitzt aber die beiden Haufungspunkte
1 und —-1.

c) Die Folge
% , n ungerade
ay = .
" (-1)2n , ngerade

ist unbeschrankt und besitzt den Haufungspunkt x = 0.

Wir haben bereits in Satz 2.1.9 gesehen, dass die Beschranktheit einer Folge ein not-
wendiges Kriterium fur deren Konvergenz ist. Jedoch ist dies nicht hinreichend, wie
etwa das Beispiel 2.1.23, b) zeigt. Allerdings besitzen, wie wir jetzt sehen werden,
beschrankte Folgen immer konvergente Teilfolgen.

2.1.24 Satz (Bolzano-Weierstraf})
Jede beschrankte Folge (a,),cp reeller Zahlen besitzt mindestens einen Haufungspunkt.

Beweis:
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2.1.4 Konvergenzkriterien fir Folgen

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir bereits ein notwendiges Kriterium
fur die Konvergenz einer Folge (a,),cp, ndmlich ihre Beschranktheit, kennengelernt.
Wir wollen nun der Frage nachgehen, ob es weitere notwendige und auch hinreichen-
de Kriterien fir die Konvergenz einer reellen Folge gibt.

2.1.25 Definition (Monotone Folgen)
Eine reelle Folge (a,),.n heifst monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend) ,
falls a, < a,,, bzw. falls (a, < a,,,) fur alle n € IN. Sie heifst monoton fallend (bzw.

streng monoton fallend), falls a,, > a, . fur alle n € IN.

2.1.26 Satz (Monotone Konvergenz)
Eine monoton wachsende (bzw. fallende) Folge reeller Zahlen ist genau dann konvergent,
wenn sie nach oben (bzw. unten) beschrankt ist.

Beweis:
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2.1.27 Korollar
Fiir monoton wachsende Folgen (a,), o ilt stets:

lim a, = supf{a, : n € N} € RU {oo}.

n—o0

Dabei konvergiert (a,), N gegen das Supremum, falls sup{a, : n € IN} < oo und (a,),cn
konvergiert uneigentlich gegen oo, wenn supfa, : n € N} = oco.

2.1.28 Beispiel (Wurzel)
Als Anwendung beweisen wir: Zu jeder positiven reellen Zahl a > 0 und jedem k € N
existiert genau eine positive reelle Zahl s mit s* = a. Diese nennen wir die positive
k-te Wurzel von a und schreiben

s=+/a.

Beweis: Wir definieren zunachst rekursiv die Folge

a— aﬁ
aj:=a+1, a,.q:=a, 1+—k .
kas,
Per Induktion zeigen wir nun

(i) a,>0, (i) a,<a,;, (i) a*>a.

Offensichtlich ist dies fiir n = 1 erfuillt. Gelten (i), (ii) und (iii) nun fur ein n, so folgt
Apt1 —4n = Ap—3

wegen (iii) fiir n. also gilt (i) auch fiir 7+ 1. Aus a,, > 0 und kaX +a—ak > 0 folgt

k k
kay +a—aj,

>0,
kak

Ap+1 = ay

also (i) fir n+ 1. Schlie3lich folgt aus der Bernoulli-Ungleichung

a—ak\" a—ak

at L =adfl1e —2| 2k (1+k—2)=a,
kak kak
n n

also (iii) fir n + 1. Unsere Folge (a,),cp ist demnach monoton fallend und durch 0
nach unten beschrankt. Nach Satz 2.1.26 konvergiert sie gegen ein s > 0, namlich

gegen ihr Infimum. Da
k

ka*'a,., =ka* +a-ak,

n

folgt jetzt aus den Grenzwertsatzen wegen lim,,_,, 4, = s die Gleichung

ksk :k5k+a—sk,
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also s = a. Aus s > 0 und a > 0 folgt nun sogar s > 0. Es bleibt zu zeigen, dass s > 0 die
eindeutige Losung von sk = a ist. Wire t > 0 eine weitere Losung von tX = g, so wire

sk =tk also nach der geometrischen Summenformel

k-1

0=sk—tk=(s—1) Zsjtk_l_j

=0

und da der rechte Faktor wegen s > 0, t > 0 auch positiv ist, kann dies nur fur den Fall
s—t =0 gelten. O

2.1.29 Korollar (Limes superior und Limes inferior)
(a,),en Sei eine beschrinkte Folge. Dann konvergieren die Folgen

sk :=supfa,:n>k}, i:=inf{a,:n>k}.

Wir nennen
limsupa, := lim s;
n—oo k—oo
den Limes superior und
liminfa, := lim i

n—oo k—o0

den Limes inferior der Folge (a,), -

Beweis: Die Folge (s,), o ist monoton fallend und beschrankt und die Folge (iy),cn
monoton wachsend und beschrankt. Die Behauptung ergibt sich somit aus Satz 2.1.26.
O

2.1.30 Beispiel
Fur die Folge a,, := (-1)" (1 - %) gilt

limsupa, =1, liminfa, =-1.
n—o0 n—oo

2.1.31 Satz
Eine Folge (a,),cn ist genau dann konvergent, wenn sie beschrankt ist und

limsupa, =liminfa,.
n—00 =00

In diesem Fall gilt:
lim a, =limsupa, =liminfa,.
n—oo

=00 n—00

Beweis:
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2.1.32 Definition (Cauchy-Folge)
Eine Folge reeller Zahlen (a,), . heifst Cauchy-Folge, wenn es zu jedem € > 0 ein ncIN
gibt, so dass

la, —a,|l<e, ¥Ym,n>ny.

2.1.33 Lemma
Jede Cauchy-Folge ist beschrankt.

Beweis:
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Eine Cauchy-Folge erfiillt somit das fiir die Konvergenz notwendige Kriterium der
Beschranktheit. Wir werden jetzt sehen, dass Cauchy-Folgen auch konvergieren.

2.1.34 Satz (Cauchys Konvergenzkriterium)
Eine reelle Folge (a,,), o st genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis:
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2.2 Reihen

In diesem Abschnitt werden wir eine besonders wichtige Klasse von Folgen vorstel-
len, namlich die sogenannten Reihen. Sie spielten bei der Entwicklung der modernen
Analysis eine zentrale Rolle und mit ihrer Hilfe lassen sich viele Funktionen auf eine
fir rechnerische Zwecke sehr geeignete Weise darstellen.

2.2.1 Definition (Reihen)
Die Folge (Sn)ne]NO der Partialsummen

n

Sn = Zak

k=0
einer reellen Folge (ak)keNO heifst Reihe und wird mit

o

Sa

k=0
bezeichnet. Wir sagen die Reihe konvergiert, wenn die Folge der Partialsummen kon-

vergiert. In diesem Fall wird ihr Grenzwert ebenfalls mit )} ; a; bezeichnet.

2.2.2 Beispiel
a) Die harmonische Reihe

il—1+ + = +1+
k 2 3 4

b) Fur x € R definieren wir die geometrische Reihe

(ee]
Zxk =l+x+x2+x%+xt+.
k=0

2.2.3 Satz

Es seien

[¢]

(o)
) a ) b
k=0 k=

=0
konvergente Reihen und A € R. Dann ist auch die Reihe

ak + /\bk

Mg

k=0

konvergent.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den Grenzwertsatzen (Satz 2.1.11), angewandt auf
die Folgen der Partialsummen. O
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2.2.1 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Wir wollen im Folgenden einige notwendige und in manchen Fallen auch hinrei-
chende Kriterien fiir die Konvergenz einer Reihe vorstellen. Als erstes haben wir das
allgemeine Konvergenzkriterium von Cauchy, welches sich aus dem entsprechenden
Konvergenzkriterium fir Folgen (Satz 2.1.34) ableiten lasst.

2.2.4 Satz (Konvergenzkriterium von Cauchy)
Eine Reihe )_;° o ay konvergiert genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein ny € N gibt, mit:

n

> a

k=m

<€, Vm,n mit n>m>ng.

Beweis:
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Fur die meisten Anwendungen ist das letzte Kriterium allerdings unpraktisch. Wir
suchen daher nach weiteren Kriterien. Ein einfaches notwendiges aber nicht hinrei-
chendes Kriterium ist das Trivialkriterium.

2.2.5 Satz (Trivialkriterium)
Ist ) 12, ax konvergent, so gilt lim,_, a, = 0.

Beweis:
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2.2.6 Beispiel
a) Die geometrische Reihe Y >, x* konvergiert genau dann, wenn |x| < 1 und in die-
sem Fall ist ihr Grenzwert durch

= 1
ZXk: 1-x

k=0
gegeben.
Beweis: Es gilt zunéchst fiir die Partialsumme S, = Y {_, x* die Gleichung
n+l n
(x-1)S, = Zxk — Zxk =x"1_1,
k=1 k=0
so dass
n+1 ,x=1
S, =
n+1_1
VT x=zl

Da genau dann lim,,_,,, x" = 0, wenn |x| < 1, kann die Reihe nach Satz 2.2.5 hochs-
tens fur |x| < 1 konvergieren und hier tut sie es auch, da
xn+l -1 1

lim S, = lim = .
n—co n—oo x—1 1—x

O

b) Das Trivialkriterium ist nur notwendig, aber nicht hinreichend. Als Beispiel zei-

gen wir, dass die harmonische Reihe Z,‘;"ZI% divergiert, obwohl die Folge a, = +

n
offensichtlich das Trivialkriterium erfullt. Hierzu betrachten wir

2n+11 1 n 2i+1 1 1 1
=) =142 | >1+= N—
Son+1 Zk 1+2+Z Z X _1+2+n(2 21+1)
k=1 i=1 \k=2i+1
|
2 Summanden

Alsoist Syn1 > 1+ % und die Reihe divergiert.

2.2.7 Satz (Leibnizsches Konvergenzkriterium)
Ist (an)neNo eine monoton fallende Folge reeller Zahlen mit a,, > 0 und lim,_,a, = 0,

Z(—l)kak.

k=0

dann konvergiert die Reihe

Beweis:
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2.2 Reihen

Nach dem Leibnizschen Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen konvergiert

die Reihe

o (1)
)

k=1

2.2.9 Definition (Absolute Konvergenz)
Wir sagen eine Reihe ) 2, ay konvergiert absolut, falls die Reihe

D laxl
k=0
konvergiert.
2.2.10 Beispiel

Die Reihe } ;2 % konvergiert, aber sie konvergiert nicht absolut, da die harmoni-

sche Reihe divergiert.

2.2.11 Satz
Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent.

Beweis:
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2.2.12 Bemerkung
Man beachte, dass die Grenzwerte von } ;2 a, und ) /2 |a;|, falls sie existieren, im
Allgemeinen voneinander verschieden sind.

2.2.13 Satz
Eine Reihe ) 7, ay ist genau dann absolut konvergent, wenn die Folge der Partialsummen
Su =Y k_olax| beschrinkt ist.

Beweis:
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2.2.14 Satz (Majorantenkriterium)
Fiir zwei reelle Folgen (ak)keNo, (Ck)ne]NO gelte |ay| < ci fiir alle k € N . Ist ) 72, c konver-
gent, so ist ) i, ay absolut konvergent. Man nennt ) 2 , ¢ eine Majoranteon ) ., ay.

Beweis:
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2.2.15 Satz (Quotientenkriterium)
Es sei ) 2, ax eine Reihe mit ay > 0 fiir alle k > kg € INg. Existiert ein 6 mit 0 <0 <1 und

Ak+1
3

< 0 fiir alle k > k, so konvergiert die Reihe absolut.

Beweis:
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2.2.16 Beispiel

a) Die Reihe } ;2 % divergiert und es gilt “{’;—Zl <1 fir alle k > 1. Dies ist kein Wider-
spruch zu Satz 2.2.15, da wir kein 6 mit 0 < 6 < 1 finden konnen, so dass “2—;1 <06

fur alle k > 1 gleichzeitig erfullt ist.

. . 3 . . 3 .
b) Die Reihe } 2, ];—k konvergiert, denn mit a; = ];—k erhalten wir

3 3 2
Bet1 :l(k+1) 5%(1+l) :(g) =06<1, Vk>3.

Ak

3\ k 3

2.2.17 Satz (Wurzelkriterium)

Es sei ) 1> ,ax eine Reihe mit ai > 0 fiir alle k > ko € IN. Es existiere ein 0 mit 0 < 6 <1
und {fay < O fiir alle k > ky. Dann konvergiert die Reihe absolut. Gilt hingegen <{fa; > 1
fiir unendlich viele k, so divergiert die Reihe.

Beweis:
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2.2.18 Definition (Umordung einer Reihe)
Es sei ) 2 ,a; eine Reihe. Eine Reihe } ;2 by heifit Umordnung der Reihe ) ;2 ay,
wenn es eine Bijektion 7 : INy — N gibt mit

bk:ar(k), VkENO.

2.2.19 Satz (Umordnungssatz)
Es sei ) ;2 ay eine absolut konvergente Reihe mit a := ) ;2 ay. Dann konvergiert auch
jede Umordnung von ) ;2 a gegen a.

Beweis:

58



2.2 Reihen

2.2.20 Satz (Cauchy-Produkt von Reihen)
Es seien ) 2 ay und ) ;2 by zwei absolut konvergente Reihen. Dann ist auch die Reihe

Y heo Ck mit

Ck = anbk—n

k
n=0

Beweis:
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2.2.2 Doppelreihen

Zu den wichtigesten Reihen zahlen die Potenzreihen. Um diesen Begriff erkldren zu
konnen, wollen wir zunachst die Begriffe Doppelfolge und Doppelreihe einfithren.

2.2.21 Definition (Doppelfolgen und -reihen)

a)

60

Unter einer reellen Doppelfolge (ajx); ken, verstehen wir eine Abbildung
a:INgxNo—R, aj:=a(j,k).
Eine Doppelfolge heif3t konvergent gegen c € R, geschrieben

lim a;, =c
jhimco KT

wenn es zu jedem € > 0 ein ny € IN gibt, so dass

lajx—cl<e, VYjk=ny.

Eine Doppelreihe

ist die Doppelfolge (S,,,) der Partialsummen

m,ne]NO

o

einer Doppelfolge (4/x); ke, - Existiert der Limes

S= lim S,,,
m,n— oo

so sagt man, die Doppelreihe konvergiert fiir m,n — oo gegen den Wert S und

schreibt
S = Z a]'k.
i,k=0

Ist die Doppelreihe ka:o |ajr| konvergent, so heiflt die Doppelreihe absolut kon-
vergent.

Wir nennen die Reihen

zj::Za]-k (j=0,1,...) und sk::Za]-k (k=0,1,...)
k=0 j=0

Zeilen- und Spaltenreihen der Doppelreihe (ajk);ken,- Entsprechend heilen ihre
Werte, falls sie uberhaupt existieren, Zeilen- und Spaltensummen.
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2.2.22 Bemerkung

Die absolute Konvergenz einer Doppelreihe impliziert auch die Konvergenz dersel-
ben. Dies beweist man ahnlich, wie schon fruher die analoge Aussage fur Reihen
gezeigt wurde.

2.2.23 Satz (Doppelreihensatz von Cauchy)
Es sei (ajk);ken, eine Doppelreihe. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) Jede Zeilenreihe z; = ) 12 ajx konvergiert absolut und die Reihe Z]ﬁo (Z,‘(”:O |a]-k|) kon-
vergiert ebenfalls.

b) Jede Spaltenreihe s = Z]?io aji konvergiert absolut und die Reihe } [, (Z;io |a]-k|) kon-
vergiert ebenfalls.

Ist eine dieser beiden dquivalenten Aussagen erfiillt, so ist auch die Doppelreihe absolut
konvergent und es gilt:

F oSl 55

k=0 j=0 \k=0 =0\ j=0

Beweis:
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§2 Folgen, Grenzwerte, Reihen

2.2.3 Potenzreihen

2.2.24 Definition (Potenzreihen)
Es sei (a,),en, eine Folge und xq € R. Die Potenzreihe in x € R mit Mittelpunkt xo und
Koeffizienten (a,),en, ist die Reihe

f)i= ) alx—xp).

k=0

2.2.25 Satz (Cauchy-Hadamard)
Sei f(x)=) 120 ar(x—xo)* eine Potenzreihe. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes r mit
0 <r < oo, so dass gilt:

a) Die Reihe konvergiert absolut fiir alle x € R mit |x — xo| <.
b) Die Reihe divergiert fiir alle x € IR mit [x — xq| > r.

Wir nennen r den Konvergenzradius der Potenzreihe f. Der Konvergenzradius r ist gege-

ben durch )

= 4
limsupy_, ., vlax|

wobei r:= 0, wenn limsup,_, . v/|ax| = 0o und r := oo, wenn limsup,_, /|ax| = 0.

r

Beweis:

62



2.2 Reihen

2.2.26 Bemerkung

Fir |x — xg| = r kann man ohne ndhere Untersuchung keine Aussage uber das Kon-
vergenzverhalten machen, d.h. es gibt Falle, wo eine Reihe in einem Punkt x mit
|x — x¢| = r absolut konvergiert und Falle in denen Reihen mit diesem Konvergenzra-
dius in einem solchen Punkt divergieren.

2.2.27 Definition (Konvergenzintervall)
Es sei

flx)=) aplx-xo)*
k=0
eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Das Konvergenzintervall?) I von f ist
gegeben durch
I=(xg—1,x0+7).

2.2.28 Satz (Transformationssatz fiir Potenzreihen)

f(x) =) pa(x— x0)¥ sei eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0 und x, € I sei ein
beliebiger Punkt im Konvergenzintervall I. Dann gilt (mindestens) fiir alle x mit |x — x| <
r—|xy — x| die Gleichung

) arx—x0)f =) blx—x))}
k=0 k=0
mit -
n e
b =Z(k)an(x1—xo> '
n=k
Beweis:

DPir r= oo seil = R.

3)Fiir r = oo ersetze man r — |x; — x| ebenfalls durch co
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83 Stetigkeit

3.1 Allgemeine Satze iiber stetige Funktionen

Grenzwerte bei Funktionen
Es seien D C R und f : D — R eine Funktion. Wir setzen

D := {aclR:3 Folge (%1)peny € D mit lim x, =a.},
n—oo
D, := {aeR:3Folge (%1)peny € D mit lim x, = a und x,, > a fir alle n.},
n—-oo
D_ := {aeR:3Folge (%1)eny € D mit lim x, = a und x,, < a fir alle n.}.

n—-oo

Fiir a € D, ¢ € R schreiben wir
lim f(x) =c,

X—a
wenn gilt:
lim f(x,)=c, V(x,),eny €D mit lim x, =a.

n—-oo n—-oo

Konvergenz ,,von oben” und ,,von unten”
Fir a € D, schreiben wir

}CI{r}lf(x) =,

falls
lim f(x,)=c, V(x,),en €D mitx,>aund lim x, =4,

n—-oo n—-oo

und schliellich bedeutet fiir a € D_ die Schreibweise

li =c,
Xlg;f(X) c

dass

lim f(x,)=c, V(x,),en €D mitx, <aund lim x, =a.

n—-oo n—-o0

65



§3 Stetigkeit

3.1.1 Beispiel
Fur die Funktion f : R\ {0} — R mit

li =1, L =-1,
lim f(x) =1, lim f(x

aber lim,_, f (x) existiert nicht.

3.1.2 Definition (Stetigkeit)
Es seien f : D — R eine Funktion und x, € D. Die Funktion f heifst stetig im Punkt

Xp, wenn
lim f(x) = f(xo).

X—X(

heifdt stetig in D, wenn sie in jedem Punkt x, € D stetig ist.
8 ) 0 8

Raum der stetigen Funktionen iiber D
Wir schreiben
CY%D):={f : D - R: f ist stetig in D).

3.1.3 Beispiel
a) Die konstanten Funktionen f(x) = ¢, c € R und die Identitat f(x) = x sind stetig in
R.

b) Der Absolutbetrag
|-|:R—>R, x> |x|

ist stetig in IR.

Beweis:

i) Seia <0und (x,),cn € R mit lim,_,, x, = a. Dann ist
lim |x,| = lim (-x,,) = - lim x,, = —a = |4],
n—00 n—o00 n—00

denn wegen a < 0 und lim,,_,, x,, = 4, gilt ab einem ny € IN stets x,, <0, also
|x,,| = —x,,. Somit ist der Absolutbetrag in jedem Punkt a < 0 stetig.

ii) Ist a> 0 und gilt lim,,_,, x,, = a so ist x,, > 0 ab einem 1y € IN und folglich

lim |x,| = lim x,, = a = |a|.
n—oo n—-00
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3.1 Allgemeine Satze tiber stetige Funktionen

iii) Schlielich folgt aus lim,_,., x,, = 0 auch lim,,_, ., |x,| = 0 = |0|, d.h. die Stetig-
keit des Absolutbetrags im Nullpunkt.

O

c) Die charakteristische Funktion einer Menge D C IR, d.h. die Funktion

1, R—R, 1px) 1 ,xeD
. - , X):=
b P 0 ,xeD

ist im Allgemeinen nicht stetig, z.B. ist dies fur D = Q nirgends der Fall.

3.1.4 Satz
Sind f,g: D — R in xy € D stetig und ist A € R, so sind auch die Funktionen

f+g A, fg:D—>R

in xq stetig. Gilt zusdtzlich g(xy) # 0, so ist auch die Funktion

g:D*—ﬂR, mit  D*:={xeD:g(x)=0}

in xq stetig.
Beweis: Dies folgt sofort aus den Grenzwertsatzen fir Folgen. O

3.1.5 Beispiel
Es seien p(x) = a,x" +---+a;x+ag und gq(x) := b, x™ +---+ by x+ by Polynome. Dann ist

die rationale Funktion

P.poR

q
in ihrem Definitionsbereich D := {x € R : g(x) = 0} stetig.

3.1.6 Satz (Verkettung stetiger Funktionen)
E seien f : D — R und g: E — R zwei Funktionen mit f(D) C E. Ist f in x € D und g in
v := f(x) € E stetig, so ist die Verkettung (Komposition)

gof:D—>1R

in x stetig.

Beweis:
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§3 Stetigkeit

3.1.7 Beispiel
Ist f: D — R stetig in x5 € D, so ist auch |f|: D — R, |f|(x) := |f (x)| in x( stetig.

3.1.8 Definition (Beschrinkte Funktionen)
Eine Funktion f : D — R heift beschrankt, wenn es ein M € R mit

If(x)] <M VxeD

gibt, d.h. wenn die Menge f (D) beschrankt ist.

3.1.9 Satz
Es sei f : [a,b] — IR stetig. Dann ist die Funktion f auf [a,b] beschrankt und nimmt dort
ihr Supremum und ihr Infimum an, d.h. es existieren p, q € [a, b] mit

fip)<f(x)<f(q), Vxelab].

Beweis:
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3.1 Allgemeine Satze tiber stetige Funktionen

3.1.10 Satz (Epsilon-Delta-Kriterium)
Eine Funktion f : D — R ist genau dann in xy € D stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein 0 > 0

gibt, so dass:
If(x)—f(xg)l<e, YxeD mit |x—xg|<0.

Dabei darf 6 sowohl von € als auch von f und x, abhdngen.

Beweis:
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§3 Stetigkeit

3.1.11 Korollar

Essei f : D — IR stetig in xq € D mit f(xg) # 0. Dann existiert ein 6 > 0, so dass f(x) # 0
fiir alle x € (xg — 9, x9+0) N D.

Beweis:
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3.1 Allgemeine Satze tiber stetige Funktionen

3.1.12 Satz (Zwischenwertsatz)
f :{a,b] = Rsei stetig mit f(a) <0 und f(b) > 0. Dann existiert ein & € (a,b) mit f(E) = 0.

Beweis:
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§3 Stetigkeit

3.1.13 Korollar
Sei f :[a,b] —> R stetig mit f(a) < f(b). Dann existiert zu jedem c € [f(a), f(b)] ein
Eelablmit f(&)=c.

Beweis:
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3.1 Allgemeine Satze tiber stetige Funktionen

3.1.14 Beispiel
Jedes Polynom ungeraden Grades f : R — R

1

f(x):=x"+a1x""" +--+a,_1x+a,

besitzt mindestens eine reelle Nullstelle &, denn da

lim f(x)=-c0 und lim f(x) =00,
X—>—00 X—00

existieren a, b mit a < b und f(a) < 0 < f(b). Da Polynome stetig sind, muss es zwi-
schen a und b nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle geben.

3.1.15 Definition (Monotone Funktionen)
Essei D cRund f : D — R gegeben. f heildst monoton wachsend (bzw. monoton fallend,
streng monoton wachsend, streng monoton fallend), wenn fur alle xq, x, € D mit x; <x,

stets f(x1) < f(xp) gilt (bzw. f(x1) 2 f(x2), f(x1) < f(x2), f(x1) > f(x2))-

3.1.16 Satz (Existenz der stetigen Inversen)

Es sei f :[a,b] — R eine stetige, streng monoton wachsende (bzw. fallende) Funktion und
A := f(a), B:= f(b). Dann bildet f das Intervall [a,b] bijektiv auf das Intervall [A, B] (bzw.
auf B, A]) ab, und die Umkehrfunktion

f1:[AB >R, (bzw. f':[BA]>R)

ist ebenfalls stetig und streng monoton wachsend (bzw. fallend).

Beweis:

73



§3 Stetigkeit

3.1.17 Satz (Stetigkeitssatz fiir Potenzreihen)
Essei f(x) =) 12 ar(x—xg)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Dann ist f auf
dem gesamten Konvergenzintervall I stetig.

Beweis:

74



3.2 Exponentialfunktion, Logarithmus und allgemeine Potenz

3.2 Exponentialfunktion, Logarithmus und allgemeine
Potenz

In diesem Abschnitt stellen wir einige spezielle Funktionen in Form von Potenzreihen
vor. Diese Darstellung ist fir viele analytische Anwendungen besonders praktisch.

3.2.1 Definition (Exponentialreihe)
Unter der Exponentialreihe verstehen wir die Reihe

k

= x
exp(x) := ZF
k=0 "

Hierbei ist x eine reelle Zahl.

3.2.2 Satz
Die Exponentialreihe konvergiert fiir jedes x € R absolut. Ferner gilt die Restgliedabschdt-
zZung

nook
X
exp(x) = E I +7p41(X)
k=0

|X|n+1
(n+1)!

n
|rne1 (%) <2 fiir x| <1+ >

Beweis:
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§3 Stetigkeit

Satz 3.2.2 rechtfertigt die folgende Definition:

3.2.3 Definition (Exponentialfunktion)
Die Funktion
exp:R—>R, xm— exp(x)

heil3t Exponentialfunktion.

3.2.4 Satz (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion)
Die Exponentialfunktion erfiillt die Funktionalgleichung

exp(x +v) =exp(x)-exp(y), VYx,pelkR.

Beweis:

76



3.2 Exponentialfunktion, Logarithmus und allgemeine Potenz

3.2.5 Definition (Eulersche Zahl)

Die Zahl
=1
e:=exp(l Z 0
k:

heif3t Eulersche Zahl.

3.2.6 Korollar
Fiir die Exponentialfunktion gilt:

a) exp(—x) = exp fur alle x € R.

b) exp(x >OfuralleerR dh.exp:R—>Ryp:={xeR:x>0}.
c) exp(k) = e fiir alle k € Z.

d) Die Exponentialfunktion ist stetig.

e) exp: R — Ry ist streng monoton wachsend.

Beweis:
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§3 Stetigkeit

3.2.7 Satz (Logarithmus)
Die Exponentialfunktion exp : R — Ry bildet R bijektiv auf Ry ab. Die Umkehrfunktion
In:=exp! : R,y — R ist streng monoton wachsend, stetig und erfiillt die Funktionalglei-
chung

In(xy) =In(x)+1In(y), Vx,pelRyg.

Wir nennen In : Ry — R den natiirlichen Logarithmus.

Beweis:
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3.2 Exponentialfunktion, Logarithmus und allgemeine Potenz

3.2.8 Definition (Exponentialfunktion zur Basis r)
Es sei r > 0. Dann heif$t die Funktion

exp, : IR = R.y, exp,(x):=exp(x-In(r))

die Exponentialfunktion zur Basis r.

3.2.9 Satz
Die Funktion exp, : R — Ry ist stetig und es gilt:
a)
exp,(x+y) = exp,(x)-exp,(y), Yx y€ER.
b)
expr(g) =A/rp, VpeZ,qeN.
Beweis:
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§3 Stetigkeit

Wir mochten gerne fiir r > 0 und alle x € R die Potenz r* erkldren und zwar so, dass
die Funktion x — r* tiberall stetig ist. Da

Q:{Z:peZ,qe]N},
konnen wir fur x = % € Q zunachst einfach

<= Afrp

setzen. Damit ist die Funktion r* aber erst auf Q erklart. Da einerseits der auf diese
Weise festgelegte Wert r* nach Satz 3.2.9 mit dem Wert exp,(x) Ubereinstimmt und
andererseits die Funktion exp,(x) auf ganz IR erklart und dort stetig ist, ist die einzig
mogliche stetige Fortsetzung der Funktion r* von Q auf R durch die Funktion exp,(x)
gegeben, d.h. die folgende Definition macht Sinn:

3.2.10 Definition (Allgemeine Potenzen und Wurzeln)
a) Fir r > 0 sei r) : R — Ry die Funktion

r* = exp,(x).

Wir nennen r* die x-te Potenz von r.

b) Firne N, n> 2 sei /- : Ryy — R5( die Funktion

Ux = exp,(1/n) ,falls x>0
0 ,falls x =0.
Wir nennen {/x die n-te Wurzel von x.
3.2.11 Bemerkung

a) Die n-te Wurzel ist wegen

li 1/n) = i 1/n-1 = i =0
xl{%epr( /n) xl{r(l)eXp( /n-1n(x)) y;@weXp(y)

auf dem gesamten Definitionsbereich stetig.

b) Die Stetigkeit von exp impliziert

lim {/r = lim exp(%-ln(r)):exp(O) =1, Vr>0.

n—-o0 n—-o0

c) Fur alle x e R gilt
e* = exp,(x) = exp(x-1In(e)) = exp(x),

denn In(e) = In(exp(1)) = 1.
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3.3 Trigonometrische Funktionen

d) Sind r,s>0und x, y € R, so gilt r* = exp(x - In(r)), also In(r*) = xIn(r) und damit
(r)Y = exp(y - In(r*)) = In(yx - In(r)) = r7.

Auflerdem ist

rs* = exp(x-In(r))-exp(x-In(r))
= exp(x(ln(r) + ln(s)))
= exp(x-In(rs)) = (rs)*
und L\ I
(?) = exp (x : ln(?)) =exp(—x-In(r)) =r~".

3.3 Trigonometrische Funktionen

Da die Exponentialreihe

©  k

X
exp(x) = E I
k=0 "

fur jedes x € R absolut konvergiert, konvergieren auch die Reihen

o0 2k 0 2k+1

L 1k X . L 1k X

cos(x) := E (-1) 2K)] und sin(x):= ) (-1) kT 1]
k=0 k=0
auf ganz R absolut, denn z.B. ist

0 2k S 2k 0 k

I (o o T

- ( 1) (2k)' - — (2k)‘ S — k' - eXp(|x|)

3.3.1 Definition (Sinus und Cosinus)
Die beiden Funktionen sin: R — R und cos : R — R mit

© 2k+1 o0 2k
. 1 i = — k * = _ k X
(3.3.1) sinx ;( 1) 2k 1) und cosx Zd( 1) 20!

heiflen Sinus und Cosinus.
3.3.2 Satz (Funktionalgleichungen fiir Sinus und Cosinus)
Fiir x,y € R gilt:

a) cos(—x) = cosx, sin(—x) = —sinx.
b) sin(x +y) =sinxcosy + cos xsiny.
c) cos(x+7y)=cosxcosy —sinxsiny.

d) cos?x+sin’x=1.

Beweis:
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§3 Stetigkeit

3.3.3 Satz (Restgliedabschitzung fiir Sinus und Cosinus)
Es gilt

n L x2k+1
Sinx = é(—l) 2k+ 1) +72p13(X),
n 2k
X
Cosx = Z(_l)k(zk)l +7’2ﬂ+2(x)l
=0 :
mit
|x|2n+3
[2n4+3(x)| m fiir x| <2n+4,
|x|2n+2
[72042(%)| (2n—+2), fiir |x|<2n+3.
Beweis:
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3.3 Trigonometrische Funktionen

3.3.4 Satz (Kreiszahl 7t)
Es existiert genau ein x( € [0,2] mit cos(xy) = 0. Die Zahl 1t := 2x heif$t Kreiszahl(Pi).

Beweis:
i) Aus der Restgliedabschatzung des Cosinus folgt, dass cosx = 1 — x—zz + r4(x) mit

[r4(x)] < ’2‘—1 fur |x| < 5. Fur x = 2 ergibt sich

16 1
3.3.2 <1 -2+—=—=<0.
( ) cos(2) < +24 3

ii) Fur x = 0 ist

sinx = x(l +

r3(x)
X

und die Restgliedabschatzung fiir den Sinus impliziert

r3(x)|  x* 2
<—<—_-, VY 2
x |S§ =3 Vxe02],
und folglich
) 2 X
(3.3.3) 51nx2x(1—§):§>0, Vxe(0,2].

iii) Es seien 0 < x <y < 2. Dann folgt aus den Additionstheoremen fiir Sinus und
Cosinus und aus (3.3.3), dass

X+y V=X

i <0.
Sin >

(3.3.4) COSy —Cosx = —2sin

iv) Satz 3.1.17 impliziert, dass die Funktionen sin und cos in ganz R stetig sind.
Da cos(0) =1 > 0 und cos(2) < 0, schlieSen wir mit dem Zwischenwertsatz, dass
es mindestens eine Nullstelle x; im Intervall [0, 2] geben muss. Da der Cosinus
aber wegen (3.3.4) auf dem Intervall [0, 2] streng monoton fallend ist, kann es
dort keine weitere Nullstelle geben und x ist eindeutig.

O

3.3.5 Korollar (Periodizitit von Sinus und Cosinus)
a) Es gilt die folgende Wertetabelle:

3

X 0 % e 7” 27
sin x 0 1 -1 0
COS X 1 0] -1 0 1
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§3 Stetigkeit

Zudem gilt jeweils fiir alle x € R:
b) cos(x+2m)=cosx, sin(x+27m)=sinx.
c) cos(x+ 1) =—cosx, sin(x+7m)=—sinx.

d) cosx = sin(%—x), sinx :cos(%—x).

Beweis:
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3.3 Trigonometrische Funktionen

3.3.6 Korollar (Nullstellen von Sinus und Cosinus)
Die Nullstellenmengen von Sinus und Cosinus sind gegeben durch:

{M:kez},

{xeR:cosx =0} 5

{xeR:sinx=0} = {kn:keZ}.

Beweis:
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§3 Stetigkeit

Hieraus erhalt man wiederum ohne Miuhe:

3.3.7 Korollar
a) Die Funktion cos ist auf dem Intervall [0, 1t] streng monoton fallend und bildet dieses
Intervall bijektiv auf [-1,1] ab.
T Tt

b) Die Funktion sin ist auf dem Intervall [—7,7] streng monoton wachsend und bildet
dieses Intervall bijektiv auf [-1,1] ab.

3.3.8 Definition (Tangens)

Die Funktion
sinx

tan'( i n)—ﬂR tanx :=
"\ 272 ’ " cosx
heifst Tangens.

3.3.9 Korollar
Die Funktion tan ist auf dem Intervall (—%, %) streng monoton wachsend und es gilt

lim tanx = —oo, lim tanx = co.
-3 =

Insbesondere bildet der Tangens das Intervall (—%, %) bijektiv auf R ab.

Beweis:
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3.4 Weitere Stetigkeitsbegriffe

3.3.10 Definition

Nach Korollar 3.3.7, Korollar 3.3.9 und Satz 3.1.16 existieren die Umkehrfunktio-
nen von cos, sin und tan auf geeigneten Intervallen. Diese bezeichnen wir mit Arcus-
Cosinus, Arcus-Sinus, und Arcus-Tangens, und schreiben

T T
arccos:[-1,1] > R, arcsin:[-1,1] >R, arctan:IR—>(—E,E).

3.4 Weitere Stetigkeitsbegriffe

3.4.1 GleichmaBige Stetigkeit

3.4.1 Definition (Gleichmifige Stetigkeit)
Eine Funktion f : D — R heif$t gleichmadfSig stetig in D, wenn es zu jedem € > 0 ein
0> 0 gibt, so dass fir alle x, y € D mit |x — y| < 0 folgt, dass |f(x) — f(y)| < €.

3.4.2 Beispiel

Die Funktion f : (0,1] - R, f(x) := xl—z ist stetig, aber nicht gleichmafig stetig in
D :=(0,1]. Die Stetigkeit von f ist klar. Um zu sehen, dass f in D nicht gleichmafig
stetig ist, wahlen wir € := 1. Fiir n € IN berechnen wir

1 1 1 1 1
e )
Da es zu jedem 6 > 0 ein ny € IN mit 2170 < 6 gibt, gilt also mit x := nio,y = 2%0:

n 2n
x-p|<o, |f(x)—f(y)>1=€.

Somit kann f in D nicht gleichmafig stetig sein.

= 312,

3.4.3 Lemma (gleichmifig stetig = stetig)

Ist f : D — IR gleichmdfig stetig in D, so ist f auch stetig in D.

Beweis: Sei f : D — R in D gleichmafSig stetig und xy € D, € > 0 beliebig. Dann existiert
ein 0 > 0, so dass fiir alle x, v € D mit |x —y| < 0 auch |f (x) — f ()| < € gilt. Insbesondere
ist fiir alle x € D mit |x — xo| < 0 auch |f (x) — f(xq)| < €. Dies beweist, dass f in x, stetig
ist. Da xq € D beliebig war, folgt, dass f in ganz D stetig ist. O

Gleichmaflige Stetigkeit ist also eine starkere Eigenschaft als Stetigkeit. Der nachste
Satz zeigt, dass auf abgeschlossenen beschrankten Intervallen die Umkehrung auch
erfullt ist.

3.4.4 Satz

Gegeben sei eine auf einem abgeschlossenen beschrankten Intervall stetige Funktion f :
[a,b] = R. Dann ist f in [a,b] sogar gleichmafSig stetig.

Beweis:
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§3 Stetigkeit

3.4.2 Lipschitz- und a-Holder-Stetigkeit

3.4.5 Definition (a-Holder-stetig, Lipschitz-stetig)
Essei f : D — IR gegeben und 0 < a <1 eine Konstante. f heif$t a-Holder-stetig in D,
wenn eine Konstante M > 0 existiert, so dass

If(x)- f)| <Mlx-y|*, Vx,yeD.
Ist speziell @ =1, so nennen wir f Lipschitz-stetig.

3.4.6 Beispiel
Sei f :[0,00) > R, f(x) = vx. Dann ist

IVx = ol < lx -yl

Denn ist etwa x >y > 0, so ist

=yl =x-p = (V- V) (Vx+v7) > (Vx - v7)* = WVx - VoI

=

Somit ist die Wurzel a-Holder-stetig mit o =

3.4.7 Bemerkung
Warum man bei der Definition a-Holder-stetiger Funktionen die Einschrankung a <
1 vornimmt, werden wir im nachsten Kapitel erlautern.
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84 Differenzierbarkeit

4.1 Differenzierbare Funktionen

4.1.1 Definition
Essei D C Rund f : D — R sei eine Funktion. Zu x; € D gebe es mindestens eine
Folge (&,)),,eny € D mit &, # xg, Vn € N und lim,,_,, &, = xo. Dann schreiben wir

f,(x()): lim f(é)_f(xO);
&—>xq — XO
£eD\({xq}
falls der Limes existiert und nennen f’(x) die Ableitung oder den Differentialquotien-
ten von f an der Stelle x;. Wir sagen dann auch, dass die Funktion f an der Stelle x,

differenzierbar ist.

Ableitung
Wir schreiben auch oft %(xo) oder %M anstatt f’(xp). Bei vielen naturwissen-
schaftlichen Prozessen werden Funktion f als Funktionen von der Zeit t (t fir

,time*) aufgefasst und man schreibt dann auch f(t) = %.

4.1.2 Bemerkung
Ist f : D — R an der Stelle x; € D differenzierbar und substituiert man & = xy + h, so
ergibt sich

im L&) = flo) o flxo )~ flxo)

£ o7 — X o h
£eD\{xg} xg +heD\{xg}

Wir wollen zunachst einige Beispiele untersuchen.

4.1.3 Beispiel
a) Fur die konstanten Funktionen f : R —» R, f(x) =¢, c e R gilt

f(&)~f(xo) c—c

fllxg)= lim 22220 = gim =0
& x — X0 &E—xg (S—XO
£eR\{xg) &eR\ (xg)
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§4 Differenzierbarkeit

b) Fir die Funktion f : R - R, f(x) = x gilt

& —xg

) . - .
Xg)= lim ———————=lim =1
f(x0) im T m
EeR\{x} £eR\{xp}
c) Fur die Funktion f : R > R, f(x) =x", n € N gilt
, —flx . &'=xp
f(xg) = lim M: lim -0
£oxg & —xp - & —Xg
EeR\{xp} EeR\ {xq}
n—1 _ -
= lim | g =g
E—xg n
geR\(xo) \ j=0

d) Entsprechend gilt fiir die Funktion f : R* - IR, f(x) = xin, n € N an der Stelle xy = 0

. - f(x . ETM—xy"
fxg) = lim M: lim - "0
&—xg —XO &—>xQ (E—XO
&eR*\ {xo} &eR*\ {xo}
11
&g

- lim e (1 1)
’S_’XO —_ 2 L
£eR\ [xo) (EXO(E XO)

1 & n

. —j_j—n+l

lim |-— > £ ]xé T =- .
Eoxg éxo — xn+1

£ER"\ {xo) 0

4.1.4 Satz (Lineare Approximierbarkeit differenzierbarer Funktionen)
Essei f : D — R eine Funktion. f ist genau dann in xo € D differenzierbar, wenn es eine
Konstante ¢ € R gibt, so dass die Funktion

¢:D—R, ¢(x):=f(x)=f(x0) = clx = xo)
die Gleichung

lim P(x)

X—Xg X — XO

=0

erfiillt. In diesem Fall ist ¢ = f’(x).

Beweis:
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4.1 Differenzierbare Funktionen

4.1.5 Korollar (Stetigkeit differenzierbarer Funktionen)
Ist f : D — IR im Punkt xq € D differenzierbar, so ist f dort auch stetig.

Beweis:
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§4 Differenzierbarkeit

4.1.6 Satz (Ableitungsregeln)
Es seien f, g: D — IR zwei Funktionen, die beide in x, € D differenzierbar seien. Dann
sind auch die Funktionen f + g und f g in x( differenzierbar und es gilt

(4.1.1) (f +8)(x0) = f'(x0)+g& (x0),
(4.1.2) (fg)(x0) = fl(x0)g(x0)+ f(x0)g (x0).

Ist zusatzlich g(xg) # 0, so ist auch die Funktion f/g in x, differenzierbar und es ist

(f ) (xy) = [/ 0)8(x0) ~ f (x0)g (o)

g g2(x0)

4.1.3
(4.1.3) p

Beweis:
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4.1 Differenzierbare Funktionen

Wir wollen als nachstes untersuchen, ob wir eine Potenzreihe
o0
k
fx)=) alx—x)
k=0

auf ihrem Konvergenzintervall I einfach gliedweise differenzieren durfen, d.h. ob f’
auf I existiert und ob dort

f)= ) kaxlx=xo)!
k=0

gilt. Dies ist keineswegs offensichtlich, da wir an dieser Stelle Grenzwertprozesse
miteinander vertauschen, d.h. wir untersuchen, ob

n
ar (& —x0)* — ag(x — x)F
E—oxn—o0 5 —Xp

n _ k _ _ k
~ lim (lim ax(& = xo)" —ar(x —xp)
E—x 6 —Xp

4.1.7 Satz (Gliedweise Differentiation von Potenzreihen)

Es sei f(x) =) yoqar(x— xo)* eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius r. Dann
ist f auf dem gesamten Konvergentzintervall I differenzierbar und fiir die Ableitung gilt
fiir alle x € 1

fix) =) kaglx—x0)".
k=0

Beweis:
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§4 Differenzierbarkeit

4.1.8 Beispiel
Wir konnen jetzt einfach die Ableitungen der Exponentialfunktion und von Sinus
und Cosinus berechnen.

a)
o ooxk’_oo xk’_oo Al Sk
b)
0 y2kH1 @ 2k
(sinx) = Z((— ) (2k+1)!) :Z(_l)k(z ; = COoSX
k=0 k=0
c)
, o0 kxzk ’_ © L x2k-1
(cosx)” = é((_l) (2k)!) ‘;(_1) (2k—1)!
~ sy . x2k+1 ~
= ;( 1) 2k 1)1 —sinx

4.1.9 Korollar
Besitzt eine Potenzreihe f(x) =) 2, ar(x —xo)* den Konvergenzradius r € R* U {oo}, so ist
sie auf ihrem gesamten Konvergenzintervall differenzierbar, die Ableitung ist

= Zkak(x—xo Z (k+1)ag 1 (x— xo)k
k=0 k=0

und die Potenzreihe f’ besitzt denselben Konvergenzradius wie f.

Beweis:
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4.1 Differenzierbare Funktionen
4.1.10 Satz (Kettenregel)

Seien f : D — R und g: E — R Funktionen mit f(D) CE. f sei in xy € D und g in f(xq)
differenzierbar. Dann ist auch die Funktion (go f): D — IR in x differenzierbar mit

(80 f)'(x0) = 8"(f(x0)) - f(x0)-

Beweis:
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§4 Differenzierbarkeit

4.1.11 Satz (Ableitung der Umkehrfunktion)
f : D — E sei invertierbar mit Inverser f~' : E — D. Ist f in x, differenzierbar mit
f'(x0) =0 und ist =1 in f(x,) stetig, so ist f~1 in f(xq) differenzierbar und es gilt

-1V _
(f7) (Flxo)) = o

Beweis:
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4.1 Differenzierbare Funktionen

4.1.12 Bemerkung
Ist f wie in Satz 4.1.11, so kann man fiir jedes v, € E mit f'(f~!(y,)) # 0 auch

1

1Y - -
(4.1.4) (F7) o) = f/(f~1(®0))

schreiben.

4.1.13 Beispiel
a) Die Funktion f = exp : R — (0, 0) besitzt die Inverse f~! =1In: (0,00) — R und da
(exp)’(x) = exp(x) = 0 fiir alle x € R, gilt fir alle y € (0, 00) nach (4.1.4)

1 1 1

“exp/(In(y)  exp(lny) p°

In’(y)

b) Auf dem Intervall D = (0, ) gilt cos’x = —sinx # 0 und somit

) 1 -1
arccos (cosx) = —— = ——.
cos’x sinx

2

Da 1 =sin? x + cos® x und sinx > 0 fiir x € (0, 77), folgt

sinx = V1 —cos?x, Yxe(0,m).
Daher gilt fur alle y € (-1, 1) die Gleichung

, -1
arccos’(y) = .
1-y?2
c) Aus arcsiny = 7 —arccosy folgt
. 1
arcsin’(y) = .
1-y?

d) Fur den Tangens erhalt man nach der Quotientenregel fiir alle x € (—%,%) die
Ableitung

tan’x = > 0.

cos?x
Daraus ergibt sich fiir den Arcus-Tangens die Ableitung

1 2

arctan’(tanx) = = cos” X.

tan’ x

wahlen wir zu y € R das eindeutig bestimmte x € (—%,%) mit tanx = p, so gilt
wegen

2 2 sin®x sin® x + cos? x 1
v+l=tanx+1l=——+1= 5 = —
COS% X COs% X COs8% X
die Gleichung
arctan’y = VyeR.
PR Y
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§4 Differenzierbarkeit

4.1.14 Definition (Hohere Ableitungen)
f : D — R seiin D differenzierbar. Wenn die Ableitung f’: D — R in x( € D differen-
zierbar ist, so heifst

dzf

dx?

(x0) = f(x0) := fP(xq) == (f) (xp)

die zweite Ableitung von f an der Stelle xj. Induktiv kann man dann fur jedes k € IN
definieren: f : D — IR heif$t in xy k-mal differenzierbar, falls ein € > 0 existiert, so
dass f : DN (xg—¢€,x9+€) > Rin DN (xg—€,x9+€) (k—1)-mal differenzierbar ist und
die (k —1)-te Ableitung von f in x differenzierbar ist. Wir schreiben

k ’
I 0) = 9 = (4 (x0).

f heiit in D k-mal differenzierbar, wenn f in jedem x € D k-mal differenzierbar ist.
Ein k-mal differenzierbares f : D — IR heif3t k-mal stetig differenzierbar, wenn die k-te
Ableitung f¥) : D — R zusitzlich stetig ist. Fiir k € N setzen wir

Ck(D) :={f:D —1R: fistin D k-mal stetig differenzierbar}.

= () ¢kD)

kGNO

Auflerdem setzen wir

Eine Funktion f € C*(D) nennen wir glatt.

4.1.15 Bemerkung
Offensichtlich ist
C%D)={f:D > R: f istin D stetig}.

4.1.16 Beispiel
a) Die Funktion

fiR>R, f(x):=

ist iberall differenzierbar mit Ableitung

ff:R->R, f(x):= ZXSin(%)—cos(%) ,x%0
0 ,x=0.

Diese Funktion ist im Punkt x = 0 unstetig. Daher ist f zwar in R differenzierbar,
aber nicht in C!(RR).
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4.2 Lokale Extremwerte

b) Die Funktion

f:R->R, f(x):=

ist iiberall differenzierbar mit Ableitung f’(x) = 2|x|. Somit ist f in C!(RR), aber
nicht in C?(R).

c) Ist
frlo-rxo+n >R, fl)=) alx-xo)
k=0

eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0, so ist nach Korollar 4.1.9 f € C*((xo—
r,Xog+71)).

4.2 Lokale Extremwerte

4.2.1 Definition (Extremwerte)
f : D — R sei eine Funktion und x( € D.

a) f besitzt an der Stelle x ein lokales Maximum, wenn es ein € > 0 gibt, so dass

f(xg)>f(x), VxeDnN{x:|x—xo <e}.

b) f besitzt an der Stelle x( ein striktes lokales Maximum, wenn es ein € > 0 gibt, so
dass

f(xg)>f(x), VxeD\{xg}N{x:|x—xp| <€}

c) f besitzt an der Stelle xy € D ein isoliertes lokales Maximum, wenn f in x, ein lo-
kales Maximum besitzt und es in einer Umgebung von x, keine weiteren Maxima
von f gibt.

d) f besitzt an der Stelle x ein globales Maximum, wenn f an der Stelle x, ein lokales
Maximum annimmt und zusatzlich f(xy) > f(x) fur alle x € D gilt.

Entsprechend sagen wir, f besitzt an der Stelle x( ein (lokales, striktes, isoliertes, glo-

bales) Minimum, wenn —f dort ein (lokales, striktes, isoliertes, globales) Maximum

besitzt. Der Begriff Extremum ist der gemeinsame Oberbegriff fiir Maximum und Mi-
nimum. Lokale Extrema werden auch haufig relative Extrema genannt.

4.2.2 Beispiel
Die Funktion cos x hat an den Stellen x; = 2k, k € Z, isolierte lokale Maxima und an
den Stellen (2k + 1)7, k € Z, isolierte lokale Minima.
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§4 Differenzierbarkeit

4.2.3 Satz
Gegeben sei eine Funktion f : [a,b] — R, die in einem Punkt x, € (a,b) ein lokales Extre-
mum besitzt. Ist f an der Stelle x differenzierbar, so gilt f’(xq) = 0.

Beweis: f habe z.B. an der Stelle x( € (4, b) ein lokales Maximum. Fur gentigend kleines
€ > 0ist (xo—€,x9+€) C(ab)und f(xg) > f(x) fur alle x € (xg —€,x9 + €). Fur x €
(x0, %0 + €) gilt

f(x) - fxo) _

<0
X —Xp
und entsprechend fur alle x € (xy — €, xp)
- flxo)
X —Xp

Da f in x, differenzierbar ist, folgt durch Grenzwertbildung

, . f(x)=f(xp) fx)=f(xo) _
= 1 m-— m-— =
f (xO) xl/'xo X — Xy - XN\Xo X —Xp f (XO)
und daher uberall Gleichheit. Im Fall eines lokalen inneren Minimums kann man

analog vorgehen. O

4.2.4 Definition
f : D — R sei in D differenzierbar. Die Stellen x € D, fir die f’(x) = 0 gilt, heiflen
kritische Punkte von f.

4.2.5 Bemerkung

a) Nach Satz 4.2.3 ist bei einer differenzierbaren Funktion f : [4,b] — R eine innere
lokale Extremstelle von f auch ein kritischer Punkt x € (a,b) von f. Dies ist aber
nur ein notwendiges und kein hinreichendes Kriterium fir die Existenz innerer
Extremstellen, da z.B. die Funktion f : [-1,1] - R, f(x) = x3, an der Stelle x = 0
einen kritischen Punkt besitzt, dort aber weder ein lokales Minimum noch ein
lokales Maximum vorliegt.

b) Satz 4.2.3 sagt nur etwas uber die inneren Extremstellen aus. Die Funktion f :
[-1,1] = R, f(x) = x?, besitzt an der Stelle x = 0 ein isoliertes inneres Minimum
und dort liegt auch ein kritischer Punkt, aber sie besitzt am Rand des Intervalls
[-1,1], d.h. in den Punkten a = -1 und b = 1, jeweils isolierte lokale Maxima,
obwohl dort keine kritischen Punkte von f liegen.

4.2.6 Satz (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Esseia<b. f :[ab] — R sei in [a,b] stetig und in (a, b) differenzierbar. Dann existiert
mindestens ein & € (a,b), so dass
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Beweis: Wir definieren die Hilfsfunktion

b)—
) o= £ () - PO T g
h:[a,b] - Ristin [a,b] stetig mit h(a) = h(b) und auBSerdem ist & in (a, b) differenzier-

bar mit Ableitung
W(x)=f'(x)- T b_a

Der Satz ist somit trivial, falls & konstant ist. Ist h nicht konstant, so wird das Supre-
mum
M := sup h(x)
x€[a,b]
in einem inneren Punkt & € (a,b) angenommen (dass das Supremum tiberhaupt, d.h.
in einem Punkt x € [4,b], angenommen wird, liegt an der Stetigkeit von h, siehe auch
Satz 3.1.9.). Nach Satz 4.2.3 gilt h’(£) = 0. Daher ist fur dieses &

f(b)~fla)

a

fl(&)=

4.2.7 Korollar (Satz von Rolle)
Esseia<b. f:[ab] > R seiin [a,b] stetig und in (a,b) differenzierbar. Ferner gelte
f(a) = f(b). Dann existiert mindestens ein & € (a,b), so dass

f'(&)=0.
Beweis: Dies ist ein direktes Korollar aus dem Mittelwertsatz. O

4.2.8 Bemerkung

Tatsachlich sind der Mittelwertsatz und der Satz von Rolle sogar dquivalent. Ist nam-
lich eine Funktion f € C!((a, b)) N C%([a, b]) wie im Mittelwertsatz gegeben, so erfiillt
die Funktion ¢ : [4,b] — R mit

f(b)-f(a)

glx)=flo) == ——¢

die Voraussetzungen im Satz von Rolle und weil dann

f(b)-f(a)

0=g/8)= /(&) - 5=

’

folgt hieraus die Behauptung im Mittelwertsatz.
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4.2.9 Korollar
Sei f :[a,b] > R wie im Mittelwertsatz. Gilt fiir zwei Konstanten m,M und fiir alle
x € (a,b) die Ungleichung m < f’(x) < M, so ist

m(y—-x)< f(y)-f(x) <M(y-x), Vx,ymita<x<y<b.

Beweis: Fur x = p ist die Behauptung trivial. Sei also a < x <y < b. Aus dem Mittel-
wertsatz folgt

ey SO - f(®)
Fe) =25
mit einem & € (x,y). Dam < f/(§) <M und y —x > 0, folgt die Behauptung. O

4.2.10 Satz
f :[a,b] = R sei stetig und in (a, b) differenzierbar. Gilt fiir alle x € (a, b):

fix)=0  (bzw. f'(x)>0, f'(x) <(0), f'(x) <0),

so ist f monoton wachsend (bzw. streng monoton wachsend, monoton fallend, streng mo-
noton fallend).

Beweis: Sei f’(x) > 0 fiir alle x € (a,b). Angenommen, f ware nicht monoton wachsend.
Dann gébe es x1, x; € [a,b] mit x; < x;, aber f(x) > f(x;). Nach dem Mittelwertsatz
existiert dann aber ein & € (a,b) mit

f(x2)— f(x1)

X2—X1

0<f'(&) = <0.

Dies ist ein Widerspruch. Die anderen Falle beweist man analog. O
4.2.11 Satz

f :(a,b) > R sei in (a,b) differenzierbar und in x, € (a,b) zweimal differenzierbar mit

f'(x9) = 0 und f”(xg) < 0 (bzw. f”(xg) > 0). Dann besitzt f in xq ein isoliertes lokales
Maximum (bzw. Minimum).

Beweis:
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4.2.12 Satz
f :(a,b) = R sei zweimal differenzierbar. Dann sind aquivalent:

(i) f”(x)=>0,Yxe(ab).
(i) f(sx1+(1—=s)xp) <sf(x1)+(1—s)f(x2), Vse[0,1]Vxqy,x;,€(ab).

Beweis:
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4.2.13 Definition (Konvexe Funktion)
Sei D C R ein Intervall. f : D — R heif3t konvex, wenn

f(sxp+(L=s)xp) <sf(x1)+(1=s)f(xp), Vse[0,1],Vxy,x,€D.
Eine Funktion f heif$t konkav, wenn —f konvex ist, oder dquivalent hierzu, wenn

f(sxp+(L=s)xp)=sf(x1)+(1=s)f(xp), Vse[0,1],Vxy,x,€D.

Satz 4.2.12 sagt demnach, dass eine zweimal differenzierbare Funktion f : (4,b) - R
genau dann konvex ist, wenn f”(x) > 0 fiir alle x € (a,b).

4.2.14 Korollar (Youngsche Ungleichung)
Fiir x, y > 0 und s € [0, 1] gilt die Youngsche Ungleichung

!~ <sx+(1-s)y.

Beweis:
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4.3 Taylor-Reihen

4.3 Taylor-Reihen

4.3.1 Satz (Taylorsche Formel)
f :{a,b] > R sei in [a, b] n-mal stetig differenzierbar und in (a,b) (n+ 1)-mal differenzier-
bar. Dann existiert zu jedem xg, x € [a,b] ein s € (0,1), so dass

— fPxo) U D(sx + (1 =)o) e
f(x)=; a o) s )

Beweis:
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4.3.2 Definition
a) Den Term
FU D (sx + (1 = 5)xp)
(n+1)!
in Satz 4.3.1 nennt man die Lagrangesche Form des Restglieds und das Polynom

nr(k)
pulr =Y L0y
k=0 '

n+1

(x —xp)

k

heif3t das n-te Taylor-Polynom von f.
b) f:[a,b] — R seiin [a,b] unendlich oft differenzierbar und x, € [a,b]. Dann heif3t

. £(k)
1=y L)k

k=0
die Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt x.

4.3.3 Bemerkung
a) Fur den Konvergenzradius r einer Taylor-Reihe kann r = 0 gelten.

b) Falls T¢(x) konvergiert, so gilt nicht notwendig Ty (x) = f (x).
4.3.4 Beispiel

Sei
1
e 2 ,x=#0
f:R->R, f(x):=
0 ,x=0
Wir behaupten:
i) feC™(R)

ii) Es existieren Polynome p, mit
1\ -1
f(”)(x) _ Pn(;)e 2 o x#0
0 ,x=0.
Beweis: Wir beweisen dies per Induktion. Der Induktionsanfang n = 0 ist klar. Sei also

_1
f(n)(x) — pn(%)e x2 ,Xi O
0 ,x=0.

Dann ist fur x # 0

F(y) = p;(l).(_%)e‘é +pn(l)e—xlz,(_£)

X X

) )
Puly )2 T Pr\y) %3 '
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Man wahle also
1y 1) 1
Pn+1(x)-——(Pn(;);JfZPn(;)F),
[l

Es bleibt zu zeigen, dass f(”) im Punkt x = 0 differenzierbar ist, mit Ableitung f(”+1)(0) =
0. Dies folgt jedoch aus

1 _Lz 0
f(n+1)(0) — hmpn<§)+
x—0

x=0

lim (an(R)e_Rz) =0.

R—+c0

Daher ist f glatt, aber die Taylor-Reihe von f im Entwicklungspunkt 0 verschwindet
identisch, so dass 0 = T¢(x) = f (x) fur x = 0.

4.3.5 Satz
Es sei

fx)= ) alx—x)"
k=0
eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Dann gilt auf (xo —1,xq + ) die Gleichung

Beweis:
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85 Das Riemann-Integral

In diesem Kapitel wollen wir den durch Bernhard Riemann entwickelten Integral-
begriff einfithren. Hierzu definieren wir zunichst das Integral fiir die Klasse der
Treppenfunktionen. Danach werden wir fiir beliebige beschrankte Funktionen durch
Bilden eines Supremums bzw. Infimums jeweils ein Ober- und Unterintegral festle-
gen. Wenn diese Integrale Ubereinstimmen, so nennen wir die Funktion Riemann-
integrierbar. Das Riemann-Integral ist fir viele Anwendungen ausreichend. Jedoch
werden wir spater einen wesentlich starkeren Integralbegriff einfihren, das soge-
nannte Lebesgue-Integral. Dieser Integralbegriff ist insofern starker, als er die In-
tegration einer weitaus grofieren Klasse von Funktionen erlaubt.

5.1 Treppenfunktionen

5.1.1 Definition (Treppenfunktion)
Es sei [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall. Eine Funktion 7 : [a,b] — IR heif3t Trep-
penfunktion, wenn es eine Unterteilung

a=x9g<x;<---<x,=b

gibt, so dass 7y, v, fiir jedes i = 1,...,n jeweils konstant ist. Mit T[a, b] bezeichnen
wir die Menge aller Treppenfunktionen auf dem Intervall [a, b].

5.1.2 Bemerkung

T[a, b] bildet mit der punktweisen Addition und der punktweisen Multiplikation mit
Skalaren einen reellen Vektorraum, welcher wiederum einen Untervektorraum des
Vektorraums & [a, b] aller reellen Funktionen auf [a, b] bildet.

5.1.3 Lemma
T € T[a,b] sei eine Treppenfunktion und

a=x9g<---<x,=b, a=yy<---<y,=0b

seien zwei Unterteilungen des Intervalls [a,b], so dass fiir i = 1,...,n und j = 1,...,m
jeweils

Ty ax) = Cir - Ty = 9
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§5 Das Riemann-Integral

mit geeigneten Konstanten ci,d]- eR,i=1,...,n,j=1,...,m. Dann ist

ici(xi —Xi_1) = idj(yj ~Yj-1)-
o1

i=1

Beweis:

110



5.1 Treppenfunktionen

Das vorstehende Lemma rechtfertigt die nachste Definition.

5.1.4 Definition (Integral fiir eine Treppenfunktion)
T € T|[a,b] sei eine Treppenfunktion und a = xy < --- < x,, = b eine Unterteilung von
[a,b], so dass T(x;_,,x;) = i mit Konstanten ¢; € R, i =1,...,n. Dann sei

b n

JT(x)dx = Zci(xi —x; ).

i i=1

b

Wir nennen JT(X)dX das Integral von 7 auf dem Intervall [a, b].

5.1.5 Satz
Fiir t,0 € T[a,b] und A € R gilt:
a)

b b b

j(’( +0)(x)dx = JT(X)dX + Ja(x)dx.
b)

b b
f(AT)(x)dx = AJT(x)dx.

c¢) Falls t <0, d.h. t©(x) < o(x) fiir alle x € [a,b], so ist auch

f’[(x)dx < lea(x)dx.

Beweis:
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§5 Das Riemann-Integral

Wir wollen nattrlich fiir eine groflere Klasse von Funktionen ein Integral erklaren.
Hierzu fuhren wir zunachst Ober- und Unterintegrale ein.

5.1.6 Definition (Ober- und Unterintegral)
f :[a,b] = R sei eine beliebige beschrankte Funktion. Dann setzen wir

b, b

ff(x)dx :=inf jr(x)dx :t€T[abl,t>f

a a

und
b

Jf dx :=sup JT(x)dx:TET[a,b],Téf
a
Wir nennen ff )dx das Oberintegral und ff )dx das Unterintegral von f auf dem
Intervall [a, b]

5.1.7 Bemerkung
a) Da f als beschrankt vorausgesetzt wird, sind die Ober- und Unterintegrale wohl-
definiert und endlich.

b) Trivialerweise gilt stets

¢) Nach Definition ist auch

5.1.8 Beispiel
a) Fur eine Treppenfunktion 7 € T|a, b] ist

b) Es sei

112



5.1 Treppenfunktionen

Dann sind

f}hwx:b—m ‘ffqu:Q

5.1.9 Lemma
f,g:[a,b] > R seien beschrankt und A > 0. Dann gelten

a)
b>{-

ngJrg)(x)dx < ff(X)dx + f;’(X)dx,

a

b)
bi—

\f&ﬁWWX=AJfWMx

a

Beweis:
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§5 Das Riemann-Integral

5.1.10 Definition
Eine Funktion f : [a,b] — R heif3t Riemann-integrierbar, wenn sie beschrankt ist und

f}(x)dx = .ff(x)dx.

In diesem Fall heif3t der gemeinsame Wert

ff(x)dx = f}(x)dx = ff(X)

das Riemann-Integral von f auf dem Intervall [, b]. Den Raum aller auf [4, b] Riemann-
integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit %#|a, b].

b, b
Direkt aus Lemma 5.1.9 und If(x)dx = —f (—f)(x)dx folgt

G

5.1.11 Satz
HK|a,b] ist ein reeller Vektorraum und das Riemann-Integral ist ein monotones lineares
Funktional auf K[a,b), d.h. fiir f,g € K[a, bl und A € R gilt
b b b b b
J(f +g)(x)dx = jf(x)dx+ jg(x)dx, j(/\f)(x)dx = )\ff(x)dx.

a a a

b b
Jf(x)dx < fg(x)dx.
5.1.12 Satz

Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau Riemann-integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 zwei
Treppenfunktionen t, 0 € T[a,b] mit T < f < o gibt, so dass

a

Ist ferner f < g, so gilt

b b
J o(x)dx— f T(x)dx <e€.
a a
Beweis: Dies folgt direkt aus der Definition des Integrals. O

Als nachstes suchen wir nach hinreichenden Kriterien fur die Integrierbarkeit einer
Funktion f : [a,b] — R.

5.1.13 Satz

Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis:
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5.1 Treppenfunktionen

Damit haben wir bereits eine grofSe Menge integrierbarer Funktionen gefunden. Je-
doch ist nicht jede Riemann-integrierbare Funktion stetig, wie das Beispiel der Trep-
penfunktionen zeigt. Wie der nachste Satz zeigt, sind auch monotone Funktionen
Riemann-integrierbar.

5.1.14 Satz
Jede monotone Funktion f :[a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis:
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5.1.15 Definition
Fir eine beliebige Funktion f : D — R setzen wir

fex) = max{0, f(x)},  f-(x):= max{0,—f (x)}.

Offensichtlich gilt
f=C0er = Ifl=f+f.

5.1.16 Satz
f,g:[a,b] > R seien Riemann-integrierbar und p € [1,00). Dann sind auch die Funktio-
nen f, f_, |fIP und f g auf [a,b] Riemann-integrierbar.

Beweis:
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5.1 Treppenfunktionen

5.1.17 Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
f :{a,b] = R sei stetig und g > 0 Riemann-integrierbar. Dann existiert ein & € [a, b] mit

b

b
ff(x)g(x)dx _ f(E)Jg(x)dx.

a

Beweis:
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5.1.18 Korollar
Ist f :[a,b] — R stetig, dann existiert ein & € [a,b] mit

b
“[fwmx:(b—Mfﬁw

Beweis: Man wahle in Satz 5.1.17 g = 1. O

5.2 Unbestimmte Integrale

Wir wollen jetzt das Integral einer Riemann-integrierbaren Funktion als Funktion
ihrer Intervallgrenzen studieren. Eine einfache Vorbemerkung hierzu ist:

5.2.1 Bemerkung

Eine beschrankte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann auf [4, b] Riemann-integrierbar,
wenn fiir jedes x € (a,b) die Funktionen fj, ] und fii. 4] auf [a, x] bzw. auf [x, b] Riemann-
integrierbar sind und in diesem Fall gilt:

_ff(é)dé = fo(é)dé +ff(€)d€-

5.2.2 Definition (Unbestimmtes Integral)
f :[a,b] = R sei Riemann-integrierbar und ¢ € [a,b]. Dann heifit die Funktion

F:la,b] >R, F(x):= Jf(é)dé

das unbestimmte Integral von f zum Aufpunkt c. Hierbei setzen wir fir x <c

ff(é)dé rZ—ff(E)dE

und
c

[ rene=o.

c

5.2.3 Satz
fla,b] — R sei stetig und c € [a,b]. Dann ist das unbestimmte Integral F von f zum
Aufpunkt c stetig differenzierbar und es gilt

F=f.

Beweis:
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5.2 Unbestimmte Integrale

5.2.4 Definition (Stammfunktion)
Eine Funktion F : [4,b] — R hei$t Stammfunktion einer Funktion f : [4,b] —» R, wenn
sie differenzierbar ist und F’ = f gilt.

5.2.5 Bemerkung

a) Ist F eine Stammfunktion von f, so auch F +c fiir jede Konstante ¢ € R. Umgekehrt
gilt: Sind F;, F, zwei Stammfunktionen von f, so ist F; — F, = c fur eine Konstante
c€R, denn aus F| = F} = f, folgt (F; - F,)" = 0.

b) Nach Satz 5.2.3 besitzt jede stetige Funktion f : [4,b] — R eine Stammfunktion F,
namlich ihr unbestimmtes Integral (zu einem beliebigen Aufpunkt). Wegen Teil a)
der Bemerkung, ist diese Stammfunktion bis auf Addition einer Konstanten sogar
eindeutig durch ihr unbestimmtes Integral F gegeben.

5.2.6 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
F:[a,b] — R sei stetig differenzierbar. Dann ist

b
JP'(x)dx =F(b)-F(a).

Beweis:
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§5 Das Riemann-Integral

Man setzt

und schreibt auch oft

wenn F' = f.
5.2.7 Beispiel
a) Esseise R und
f:D->R, f(x):=x°
mit
(0,00) ,s¢Z
D:={R ,s €Ny

R* ,seZ,s<-1.

Wegen (x**1)’ = (s + 1)x® fiir s # =1 und (Inx)’ = % fur x > 0, gilt dann

: s%(b”l—a”l) ,s#—1,[a,b] C D oder [b,a] C D
stdx =
J In|b| —In|a| ,s=-1,[a,b] Cc D oder [b,a] C D.
b)
jcos(x)dx =sin(x), Jsin(x)dx = —cos(x).
c)
Jexdx =e".
d)

b

, fura, be(-1,1).

a

b

1 )

dx = arcsinx
1—x2

a

J‘ :
dx = arctanx.
1+ x?

5.2.8 Satz (Substitutionsregel)
f :lc,d] — R sei stetig, ¢ : [a,b] — [c,d] stetig differenzierbar. Dann gilt

b

b(b)
ff(¢(x)>¢’(x)dx= ff(t)dt.
$(a)

a
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5.2 Unbestimmte Integrale

Beweis:
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§5 Das Riemann-Integral

Verwendent man die symbolische Schreibweise

dp(x) = %dx = ¢’(x)dx,

so liest sich die Substitutionsregel wie folgt:

b (b)

¢
ff(«p(x))dcp(x) _ { foyar.
a ¢(a)

5.2.9 Beispiel
Wir berechnen den Flacheninhalt A des Halbkreises
H:={(x9)eR?>:x>+p> <1, >0}

Dies ist der Flacheninhalt unterhalb des Graphen von f(x) = V1 —x2, d.h.
1
A= f V1 —x2dx.
-1

Mit der Substitution
x(t) :=sin(t)

erhalten wir fur t € (-7t/2,7/2)
dx(t)x'(t)dt = cos(t)dt

und damit fir kleines € > 0
arcsin(1—¢€)

1-€
J V1 —x2dx J V1 —sin?tcostdt

—1+e arcsin(—1+e€)

arcsin(1—e¢)
= cos’ tdt.

arcsin(—1+¢)

Aus Stetigkeitsgriinden erhalten wir fiir e — 0 die Gleichung

1 arcsin(1) /2
J-Vl—xzdx: J cos’tdt = J- cos’tdt.
-1 arcsin(-1) —7/2
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5.2 Unbestimmte Integrale

Aus Symmetriegrunden gilt jedoch

/2 7/2 7/2 /2

f cos’tdt = f sin®tdt = J(l—coszt)dt:n— f cos’tdt,

-11/2 —71/2 —711/2 —71/2

also

72

J cos’tdt = 1/2.
—711/2

Der Flacheninhalt K eines Kreises mit Radius 1 ist somit

K=2A=m.
5.2.10 Satz (Partielle Integration)
Fiir f,g € C!([a, b)) gilt:
b b b
[ 7rgtaz=- [ riogo+ (ren

Beweis:
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§5 Das Riemann-Integral

5.2.11 Beispiel
Fur a,b > 0 ist
b b b

flnxdx = (xlnx)| — f(lnx)’xdx = (xInx)

a a g

b b
—fdx: (xInx —x)

5.3 Uneigentliche Integrale

Wir fragen nun, ob wir auch das Riemann-Integral fir Funktionen f : D — R erkla-

ren konnen, wenn der Definitionsbereich D kein abgeschlossenes Intervall [a, b] ist

oder wenn die Funktion nicht mehr beschrankt ist.

5.3.1 Definition (Uneigentliche Integrale)

a) f :[a,00) = R sei eine Funktion, die auf jedem Intervall [a,b] C [4,00) Riemann-
integrierbar sei. Falls der Grenzwert

b
i f

existiert, heiflt das Integral ff(x)dx konvergent und wir setzen
a

=1
o= pn f i
a

b
Ahnlich erkliren wir f f(x)dx fur eine Funktion f : (-co,b] — R, die auf jedem

—0

Intervall [4,b] C (-0, b] Riemann-integrierbar ist, wenn der Grenzwert der Inte-
grale fiir 4 — —oo existiert.

b) Nun sei f : (a,b] > R eine Funktion, die auf jedem Intervall [a + €,b] C (a,b]
Riemann-integrierbar sei. Falls dann

z;r%ff

existiert, so sagen wir das Integral jf )dx ist konvergent und setzen
a

b

ot f e

a
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5.3 Uneigentliche Integrale

b
Ahnlich erkliren wir das Integral ff(x)dx fur eine Funktion f : [a,b) — R, die auf
a
jedem Intervall [a,b—€] C [a,b) Riemann-integrierbar ist, wenn der Grenzwert der
Integrale fiir € — 0 existiert.

c) Schliefllich betrachten wir noch den Fall einer Funktion f : (4,b) = R mit —co <
a < b < oo, welche auf jedem abgeschlossenen Intervall [a’,b’] C (a,b) Riemann-
integrierbar sei. Falls dann fur ein c € (a,b) die Integrale

b

Jgf(x)dx und J-f(x)dx

c

beide existieren, so setzen wir

lef(x)dx = ff(x)dx + ff(x)dx.

Dies ist wohldefiniert, d.h. die Definition hangt nicht von der Wahl der Konstanten
¢ ab.

Die oben definierten Ausdriicke nennt man uneigentliche Integrale.

5.3.2 Beispiel
a) Das Integral

konvergiert genau dann, wenn s > 1.

Beweis: Zunachst ist wegen

=Inb

das uneigentliche Integral nicht konvergent, wenn s = 1. Sei jetzt s = 1 und b > 1.

Dann ist
b b
dx B xl-s
x5 1-s
1 1

und dies konvergiert fiir b — oo genau dann, wenn s > 1. In diesem Fall gilt
dx 1
x5 s—1°

1
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§5 Das Riemann-Integral

b) Das Integral

konvergiert genau dann, wenn s < 1.
Beweis: Sei 1 > € > 0. Zunachst ist wegen

1 1
dx
— =Ilnx
X

=—Ilne

€

das uneigentliche Integral nicht konvergent, wenn s = 1. Sei jetzt s # 1. Dann ist

1 1
dx B x1-s

xS 1-s
€ €

und dies konvergiert fiir e — 0 genau dann, wenn s < 1. In diesem Fall gilt
dx 1
x5 1-s

c) Die vorstehenden Uberlegungen zeigen, dass das Integral
dx

xS
0

fur jedes s € R divergiert.

5.3.3 Satz (Integral-Vergleichskriterium fiir Reihen)
f :[1,00) — [0, 00) sei monoton fallend. Dann konvergiert die Reihe

Y fk)
k=1

genau dann, wenn das uneigentliche Integral

Jf(x)dx

konvergiert.

Beweis:
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5.3 Uneigentliche Integrale

5.3.4 Bemerkung o
Man beachte, dass die Terme f f(x)dx und } 2, f (k) nicht notwendig identisch sind.
1

5.3.5 Beispiel
Sei s € R. Dann ist die Reihe } ;7 % genau dann konvergent, wenn s > 1.

Beweis: Fur s < 0 ist die Reihe sicherlich divergent. Fur s > 0 folgt die Behauptung aus
Satz 5.3.3 und Beispiel 5.3.2 mit f(x) =x7°. O
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86 Funktionenfolgen

In diesem Kapitel wollen wir verschiedene Konvergenzbegriffe fiir Funktionenfolgen
einfihren und hinsichtlich ihrer Konvergenzeigenschaften untersuchen.

6.1 GleichmaBige Konvergenz

6.1.1 Definition
Gegeben seien eine Funktionenfolge (f,),cn : D — R und eine Funktion f : D — RR.

a) Wir sagen (f,),cn konvergiert auf D punktweise gegen f, geschrieben f, — f, wenn
es zu jedem x € D und jedem € > 0 ein N € IN gibt, so dass

Ifu(x)— f(x)]<e, ¥Yn>N.

b) Wir sagen (f,),cn konvergiert auf D gleichmdf$ig gegen f, geschrieben f, = f, wenn
es zu jedem € > 0 ein N € IN gibt, so dass

Ifu(x)— f(x)|<e, ¥Yn>NundV¥xeD.

6.1.2 Definition (Supremumsnorm)
f : D — R sei eine Funktion. Wir setzen

If1lp := sup{|f (x| : x € D}

und nennen ||f||p € R U {co} die Supremumsnorm von f auf D.

6.1.3 Bemerkung
a) Eine Folge (f,),cn : D — R konvergiert genau dann gleichmafliig gegen f : D — R,
wenn

lim |1f, = flp = 0.

b) Gleichmaflige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz, die Umkehrung gilt
jedoch nicht (siehe Beispiel 6.1.4 a)).
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§6 Funktionenfolgen

6.1.4 Beispiel
a) Wir betrachten die Funktionen f,, : R — R mit

nx ,OSXS%
fu(x):=32—-nx ,%<x§%
0 , sonst.

Es gilt 0 < f,(x) < 1 fur alle x € R und alle n € IN, d.h. die Funktionenfolge
ist gleichmafig beschrankt. Auflerdem ist jedes f, gleichmaflig stetig. Die Folge
(fu),en konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion, aber die Konvergenz ist

nicht gleichmafig, da
1

fn(—)—O‘ =1, VnelN.
n

Der punktweise Limes stetiger Funktionen braucht nicht wieder stetig zu sein,
z.B. konvergiert die Funktionenfolge

fu:[0,1] > R, f,(x)=x"
auf [0, 1] punktweise gegen die Funktion
0 ,0<x<1
X)=
f&) {1 ,x=1,

aber diese Funktion ist an der Stelle x = 1 unstetig.
Die Funktionenfolge
1
firR->R, f,(x)= Esin(nx)
konvergiert gleichmafliig gegen f = 0. Jedes f, ist (beliebig oft) differenzierbar,

aber die Ableitungen f,/(x) = cos(nx) konvergieren nicht einmal punktweise gegen
die Ableitung der Grenzfunktion f, d.h. gegen 0.

6.1.5 Satz (Konvergenzkriterium von Weierstraf3)
Gegeben sei eine Folge (fy) e, : D — R mit

(o)
D llfidlp < oo
k=0

Dann konvergiert die Reihe ) 2 fy auf D absolut und gleichmafig gegen eine Grenzfunk-
tion f: D - R.

Beweis:
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6.2 Sadtze uber gleichmaflig konvergente Funktionenfolgen

6.1.6 Beispiel
Eine Potenzreihe

(o]

fx)=) alx—x)"

k=0
konvergiere in einem Punkt a # xy. Dann konvergiert f absolut und gleichmafig auf
jedem Intervall [a — p,a +p] mit 0 <p <la—xg.

Beweis: Wir wahlen f,(x) := a,(x—x()", also f =) 2, fx- Da nach Voraussetzung f(a)
Y ieo fr(a) konvergiert, ex1st1ert ein M > 0, so dass |f,(a)| = |a,(a—x)"| < M fur alle
n € Ny. Fur alle x € [a—p,a+ p] gilt dann

x—xp|"

<MoO",

_axx =l|a,\a—Xx .
|fn | | O)l |n( 0)| a—xo

_ |a_pr| € (0,1).

Es gilt also
||fn||[a—p,a+p] <Mo".

Da dann
(¢] 00 M
k _
Y Ufillacparpr <MY 0% ==
k=0 k=0
folgt die Behauptung aus dem Konvergenzkriterium von Weierstraf3. 0

6.2 Satze iiber gleichmafBig konvergente
Funktionenfolgen

Nach Beispiel 6.1.4 b) ist der punktweise Limes stetiger Funktionen nicht notwendig
stetig, es gilt jedoch der folgende Satz:

6.2.1 Satz
(fu)yenw © D — R sei eine Folge stetiger Funktionen, die auf D gleichmafig gegen eine
Funktion f : D — R konvergiert. Dann ist auch f stetig.

Beweis:
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Fir den folgenden Satz bendtigen wir das nachstehende Lemma.

6.2.2 Lemma (Dreiecksungleichung fiir Integrale)
f :[a,b] = R sei Riemann-integrierbar. Dann gilt

b b

ff(x)dx < flf(x)ldx.

a a

Beweis:

132
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6.2.3 Satz
(fu)yen : [a,b] = R sei eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen, die auf [a, b] gleich-
mapig gegen eine Funktion f : [a,b] — R konvergiere. Dann ist f Riemann-integrierbar

und es gilt:
b

jf (x)dx = lim f fulx)dx.

n—o0
a

Beweis:
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6.2.4 Korollar
(f)nen, : [@ b] = R sei eine Folge Riemann-integrierbarer Funktionen fiir die

> Mfullap) < oo
n=0

Dann ist auch die Funktion

auf [a,b] Riemann-integrierbar und es gilt:

f{:zofn<x>]dx - :Zo[ffn<x>dx] .

Beweis:
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6.2 Sadtze uber gleichmaflig konvergente Funktionenfolgen

6.2.5 Beispiel
a) Eine Potenzreihe

o0

fx)=) et

k=0
konvergiere in einem Punkt x; # 0. Dann gilt auf jedem Intervall [a, b] C (—|xg|, |xo])

ff dx_{ kaH)

denn nach Beispiel 6.1.6 konvergiert die Potenzreihe auf diesen Intervallen ab-
solut und gleichmafig. Da jedes f,(x) := a,x" Riemann-integrierbar ist, folgt die
Behauptung somit aus Korollar 6.2.4.

b

4

a

b) Satz 6.2.3 gilt nicht mehr bei punktweiser Konvergenz. So konvergiert z.B. die fir
n > 2 definierte Funktionenfolge

fu(x) = max{n —n®

punktweise gegen f = 0, aber es gilt

1

6.2.6 Satz

(fu)yen : [a, b] = R sei eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen, die punktweise gegen
eine Funktion f : [a,b] — R konvergiere. Wenn dann die Ableitungen f, gleichmafSig gegen
eine weitere Grenzfunktion g : [a,b] — R konvergieren, so ist f differenzierbar und es gilt
f' =g, d.h. dann ist

f=(tim fo) = lim i =

Beweis:
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§7 Fourierreihen

Fur viele technische Anwendungen, insbesondere in den Ingenieurswissenschaften,
ist es oft notig, periodische Funktionen - auch unstetige - in geeigneter Form durch
trigonometrische Funktionen zu approximieren. Diese Aufgabe erfiillt die Theorie
der Fourier-Analysis.

7.1 Trigonometrische Polynome

7.1.1 Definition
Eine Funktion f : R — R heif3t periodisch mit Periode L > 0, falls

f(x+L)=f(x), VxekR.

7.1.2 Beispiel
Die Funktionen cos(kx),sin(kx) mit k € Z besitzen die Periode 27t.

7.1.3 Bemerkung
a) Ist f : IR — IR eine periodische Funktion mit Periode L, so ist die Funktion

x Lx
F=f(5x)
periodisch mit Periode 27.
b) Ist f :[0,27] — R eine Funktion mit f(0) = f(2mn), so erhdlt man durch

f:R—>R, f(kx):=f(x), Yxe[0,2n),VkeZ
eine periodische Funktion mit Periode 27t.

7.1.4 Definition (Trigonometrisches Polynom)
Eine Funktion f : R — R heif3t trigonometrisches Polynom der Ordnung n, falls sie

sich in der Form
n

f(x)=co+ Z(2ck cos(kx) + 2s; sin(kx))

k=1
mit reellen Konstanten ¢y, s, schreiben lafst.
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7.1.5 Bemerkung
Die Koeffizienten ¢, ¢k, sy (k € IN) eines trigonometrischen Polynoms f sind eindeutig
bestimmt. Es ist namlich

27
1
PP Jf(x)cos(kx)dx =cx, kelNy,
0

27
% Jf(x) sin(kx)dx =s;, kelN,
0

denn
21
Jcos(kx) sin(Ix)dx=0, Vk,1€Ny,
0
27 21
fcos(kx)cos(lx)dx = jsin(kx) sin(Ix)dx=0, Vk=IlklelNy,
0 0
und

27 27
Jcosz(kx)dx = Jsinz(kx)dx =n, VYkelN.
0 0

Fur den Rest des Kapitels bezeichne 7° den Vektorraum der 2m-periodischen
Funktionen f : R — R, welche auf dem Intervall [0, 27| Riemann-integrierbar
sind.

7.1.6 Definition
Fur f,g € 7 definieren wir

21
(f9)i= 5 | Fogtrid.
0

Wie man leicht nachprift gilt fur alle f,g,h € 7 und alle A € R
<f+h:g>=<f:g>+<h:g>: </\f1g>:/\<f’g>;

(fr8=<&f) (ff)=0.

Jedoch folgt aus (f, f) = 0 nicht, dass f = 0. Durch (,,-) : 7" x 7" — R ist demnach ein
positiv semi-definiertes Skalarprodukt gegeben. Wir setzen

1fll2:= VCfH )
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7.2 Fourier-Koeffizienten und -Reihen

7.2.1 Definition (Fourier-Koeffizienten)
Fur f € 7" heiflen die Zahlen

27
C = % jf(x)cos(kx)dx =(f,cos(k:)), keZ
0

die geraden und

27
1
Sk 1= o Jf(x)sin(kx)dx =(f,sin(k:)), keZ
0
die ungeraden Fourier-Koeffizienten von f. Die Fourier-Reihe von f ist dann die Reihe

FF1(x):=co+ i(ch cos(kx) + 25 sin(kx)).

k=1

7.2.2 Bemerkung
Man bemerke, dass stets sy = 0 gilt. Auflerdem ist

C_,k=Ck, S_p=—5k, VkeZ.

Da cos(—kx) = cos(kx) und sin(—kx) = —sin(kx), kann man daher die Fourierreihe auch
in der Form

Z (ck cos(kx) + sk sm(kx))

k

schreiben.

7.2.3 Beispiel
Wir betrachten die 2m-periodische Funktion f : R — IR mit

f(x):{l ,0<x<m

-1 ,mt<x<2m.

Fur k =0 ist
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und fur k # 0 erhalten wir

27
- kx)d
cx = EJ f(x)cos(kx)dx
0
TC
_ 1 (k)d—i (kx)d
= 2T(Jcos x)dx 7 cos(kx)dx
0
21
= L inka)| - = sin(kx)
= 2T(ksm X 2nks X )
=0
und
=
1 .
S = Eu f(x)sin(kx)dx
0
TC
_ 1 Psin(kx)dx—L sin(kx)dx
N 21 21
0
27 s
- L (kx) —Lcos(kx)
T ok o® 2mk

TC

1 0  fur gerades k
= —(1- =
= (1 =cos(km)) {

2 .
% furungerades k.

Die Fourier-Reihe von f lautet folglich

co+ Z(ch cos(kx) + 2sy sm(kx))
k=1

= 2 Zsk sin(kx)

4 & sin((2n+1)x

n 2n+1

F1flx)

Die fuir uns wichtige Frage ist, ob und in welchem Sinne die Fourier-Reihe & [f ] einer
Funktion f gegen f konvergiert. Offensichtlich ist ein trigonometrisches Polynom
seine eigene Fourier-Reihe.
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7.2.4 Definition
Sei f € 7' mit Fourier-Koeffizienten cy, sy, k € Z. Das n-te Fourier-Polynom von f ist
das trigonometrische Polynom

n

Flfl(x) == co+ Z(2ck cos(kx) + 2s sin(kx))

k=1
n
= Z(ckcos(kx)+sksin(kx)).
k=-n
7.2.5 Lemma
Fiir f € 7 mit Fourier-Koeffizienten c, sy gilt
If ~ZlAE = W15 - IZlA I
= IfI5- ) (e +s).
k=-n

Beweis:
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7.2.6 Definition
Wir sagen eine Folge (f,),cn C 7 konvergiert im quadratischen Mittel gegen f € 7/,
wenn

lim |1, - fll, = 0.

7.2.7 Satz (Besselsche Ungleichung)
Fiir f € 7" mit Fourier-Koeffizienten c, sy, k € Z gilt die Ungleichung

27
(o) o 1
2.2 2 2,2 2
Z(Ck+sk)zco+2z(ck+sk)gEff (x)dx.
0

k=—0c0 k=1

Gleichheit gilt genau dann, wenn die Fourier-Reihe von f im quadratischen Mittel gegen
f konvergiert.

Beweis:
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Falls in der Besselschen Ungleichung die Gleichheit erfullt ist, so spricht man auch
oft von der Gultigkeit der Vollstandigkeitsrelation.

7.2.8 Satz
f €7 seiauf dem Intervall [a,b] C [0, 27| stetig differenzierbar. Fiir k € R seien

b b
S(k):=— Jf(x)sin(kx)dx, C(k):=— ff(x)cos(kx)dx.

Dann gilt
lim C(k)=0= lim S(k).

|k|— o0 |k]— o0

Insbesondere gilt fiir die Fourier-Koeffizienten einer stetig differenzierbaren Funktion f €
7

lim Sk = lim Ci = 0.
|k]—c0 |k|—c0

Beweis:
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7.2.9 Beispiel (Sdgezahn-Funktion)
Sei 0 € 7' die Funktion mit

o(x)=

0 fur x =0und x = 2%
% fir x € (0, 27).

Wegen ihrer Gestalt nennt man diese Funktion auch haufig Sagezahn-Funktion.
i) Wir wollen die Fourier-Reihe von ¢ berechnen. Zunachst ist

27
1

Ck = %J‘a(x)cos(kx)dx =0,

0

denn es ist
o(m—x)cos(k(t—x)) =—-o(t+x)cos(k(+x)), Vxel[0,nr],VkeZ.

Fir s; mit k # 0 erhalten wir

21
1
Sy = Ej(n—x)sin(kx)dx
0
21
= —ijsin(kx)dx
Y
0
1 1 271
X .
= E(% cos(kx) — ﬁsm(kx)) O
_ L
-2k’

d.h. die Fourier-Reihe des Sagezahns ist

Flo](x) = i sin(kx) .

k
k=1

ii) Es gilt sogar
o(x)=F[o](x),
d.h. die Fourier-Reihe von ¢ konvergiert auf ganz R punktweise gegen o. In den
Punkten x = Irt, | € Z, ist dies trivial, da sin(klm) = 0, fur alle k,I € Z. Fur x €
(0,2m) folgt aus den Additionstheoremen fiir die trigonometrischen Funktionen,
dass
L sin (% + nx) 1

(7.2.1) ;cos(kx) = W_E
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Damit gilt fiir alle x € (0, 27)

P
ism(kx) _ - cos(kt)dt
k=1 k =ln
ch\ n
_ Zcos(kf)]dt
‘7{( k=1
_ ([ 1),
J 2sin(%) 2
I e ) I VR
J 25in(%) 2

Nach Satz 7.2.8 konvergiert das Integral auf der rechten Seite fiir n — oo gegen
0, d.h.

= sin(kx) m—x

Z - 5 - o(x).

k=1
Da o nicht stetig ist, aber samtliche Partialsumme ZZZI Sin]((kx) stetig sind, kann
die Konvergenz der Fourier-Reihe gegen o nach Satz 6.2.1 nicht gleichmafig
sein, jedenfalls nicht uberall. Wir zeigen jetzt, dass die Konvergenz aber auf je-

dem Intervall [€,27t — €], € € (0,2m) gleichmafig ist. Hierzu definieren wir fiir

x € (0,2m) die Funktionen
n

Fulx) = Zsin(kx).

k=1

Es ist

=
=
I
M:

sin(kx)

=~
1

1

™=

(sin((k —1)x)cosx + cos((k—1)x)sin x)

I =

=1
-1

= (sin(kx)cosx + cos(kx)sinx)
=0

=

sin(§+(n—1)x) 1]

= cosx- f,_1(x)+sinx -
! [ 231n(§) 2
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wobei wir im letzten Schritt Gleichung (7.2.1) benutzt haben. Also ist

sin(%+(n— 1)x) 1]

(1cosx)fn(x):cosxsin(nx)+sinx[ - -—1.
2511‘1(%) 2

Es folgt fur alle x € (0,27) die Abschatzung
3 1
+

(1= cosx)fy(l < 5+ > — (

[STE

Insbesondere ist
”fn”[e,ZTc—e] <M, VnelN

mit einer Konstanten M > 0, die nur von € aber nicht von n abhangt. Fiur m >n >
0 und x € [¢, 271t — €] folgt damit

i Sin,((kx) ka — fr-1(

k=m
- Zf" (k k-lm) inixl)_fm;(x)
M(l_l 1 1)S2M

’

+ + — ——
m n+l1 n+l1 m m

also auch
2M

m

Zsm}({kx) < , Vxele2n—e€].

k=m

Dies beweist die gleichmafiige Konvergenz der Fourier-Reihe

o . (k
ZSll’lk X

k=1

gegen o auf dem Intervall [e, 27t —€].

7.2.10 Satz
Sei f € 7. Dann konvergiert die Fourier-Reihe & [ f | von f im quadratischen Mittel gegen
f und es gilt die Vollstandigkeitsrelation

c0+2ch+sk ff

Beweis:
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