CAPITOLUL III

I11.1. CURBE iN SPATIU

II1.1.1. Breviar teoretic

Fie R’ spatiul euclidian tridimensional.
O curba in spatiu este reprezentatd prin ecuatia vectoriala
F=F(), F@)=x@)i +y()]+z0Ok, tel R, (3.1.1)
de ecuatiile parametrice
x=x(), y=y(), z=2z(t), tel CR, (3.1.2)
de ecuatiile implicite
F(x,y,2)=0, G(x,y,2)=0, (x,y,z)c D R’, (3.1.3)
sau de ecuatiile explicite
z=f(x,y), z=g(x,y), (x,y)c D c R?, (3.1.4)
unde functiile x, y, z, F, G, f, g admit cel putin derivate partiale de ordinal doi.
Tangenta la curba (3.1.2) in punctual regulat M (x,,,,z,)al curbei are
ecuatiile:
X=X _ Y=Y _Z—Z
X)) Y Z'(@)

unde 7, este astfel cd x, = x(¢,), y, = y(¢,) si z, = z(¢,) .

(3.1.5)

Ecuatia planului normal la curba in punctul regulat M, este:
X (1)(x = x,) + 1 1)y = o) + 2/t )z~ 2,) = 0. (3.1.6)
Pentru o curbd datd de ecuatiile (3.1.3), tangenta si planul normal la curbd in M
au ecuatiile:

X=X% _ V=V __Z7%
D(F,G) D(F,G) D(F,G)~’

D(yy,zy)  D(zy,xy)  D(x4,¥,)

(3.1.7)

respectiv,



DEGD () PED () s PEGD (o220, Gag)

D(y,,z,) D(z,,x,) D(xy,y,)
D(F,G) D(F,G) si D(F,G)
D()’o’Zo)’ D(z,,x,) D(xy, )

unde sunt determinantii functionali ai functiilor F' si

G.

Versorii triedrului Frenet sunt:

=1

- versorul tangentei: 7 = ”7:—' , (3.1.9)
7
. . X };’Il
- versorul binormalei: (3.1.10)
- versorul normalei principale: 7 = fx7 . (3.1.11)

Axele triedrului Frenet in punctul regulat M, sunt:

- tangentala curbain M,

- binormala la curbd in M, (dreapta care trece prin M, si de versor director B ),

- normala principald la curba in M, (dreapta care trece prin M, si de versor

director y ).

Planele triedrului Frenet se numesc, respectiv: planul normal, IT (trece prin M si
este paralel cu directiile ,E’ si 7 ), planul osculator, IT, (trece prin M, si este paralel cu
directiile 7 si y ) si planul rectificant IT, (trece prin M| si este paralel cu directiile 7
si ).

Curbura unei curbe intr-un punct regulat M este viteza de variatie a unghiului pe care-

| face tangenta la curba cu o dreapta fixa si are expresia:

k=L 1 (3.1.12)

— |3
[

Torsiunea unei curbe Intr-un punct regulat M este viteza de variatie a unghiului pe

care-1 face binormala cu o dreaptd fixa si este data de:

(}7',1_;",}7'”)

=n

<7

(3.1.13)
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Inversele ra s T ale curburii si torsiunii se numesc raza de curburd si raza de

torsiune a curbei intr-un punct considerat.

Formulele lui Frenet sunt:

di . dy 15 dB 1.
—=Ky, —=-Krt+—p, —=—— 3.1.14
ds 4 ds Tﬂ ds Ty ( )
Elementul de arc are expresia:
ds = x> (1) + " (t) + 2> (1)dt (3.1.15)

111.1.2. Probleme rezolvate

P1. Se considerd curba x =2¢, y =t>,z=1Int,¢t > 0. Si se arate ci aceastd curbi trece

prin punctele P(2,1,0) si O(4,4,[n 2) si sd se gaseascd lungimea arcului intre aceste

puncte.

Solutie. Se observd cd pentru /=1 se obtine punctual P, iar pentru =2 se obtine

1 . .
punctual Q. Deoarece x'(t) =2, y'(t) =2t,z'(t) = —, rezulta pentru lungimea arcului intre
t

2 2 2
10.2) = [ Ja+a + Lar = [y
t? t
1 1

. 2 2 2
Deci, /(1,2) =¢ ‘1 +lnz‘|1 =3+1In2.

PsiQ:

P2. Sa se scrie ecuatiile tangentei si ecuatia planului normal la curbele:
. .t
a) x:t—s1nt,y:1—cost,z:4s1n§ int=0;
b) z=x"+y*,x=yin M,(112);

©) X>+z2—4=0,x>+y>-4=0,in M,(~3,1]).



Solutie. a) Pentru ¢ = 0 se obtine punctual (0,0,0). Se utilizeaza ecuatiile (3.1.5) si

(3.1.6) in care derivatele x'(¢) =1-cost,y'(¢) =sint si z'(¢) = 2cos% sunt calculate in

punctul # =0. Rezulta: T:

I1,:z=0;

y_z
0o 2’

O | =

b) Punind x=t, se obtine reprezentarea parametricdi a curbei x=t¢,y=1t,z=2¢t".

Punctul (1,1,2) corespunde lui # =1. Prin derivare, ecuatiile (3.1.5) si (3.1.6) devin:

T:x—l:y—l:z—2
1 1 4

LI, 1 (x=D)+1-(y=1)+4-(z=2) =0,

adica, Il, :x+y+4z-10=0;

¢) Fie F(x,y,z)=x>+z>-4 si G(x,y,z)=x"+y> —4. Pentru ecuatiile (3.1.7) se

calculeazd determinantii functionali:

oF oF oF oF
D(F,G) |oy oz| |0 2z . D(F.G) |5z ox| P2 2x—4x2'
D(yz) [0G 9G] 2y o 7 DEx |06 G| T|o 2
oy 0Oz 0z Ox
oF  oF
2 0
D(F,G) _|ox  ay|_|#¥ 4y,
D(xy) |0G 0G| hx 2y

ox Oy
In punctul (ﬁ ,1,1) ecuatiile tangentei si planului normal sunt:

px=V3 -l z-l
L -4 43 4f3

adica x—x/gy—\/gz+\/§=0.

I, :—4(x—~3)+43(y =) +4/3(z-1) =0,

P3. Pentru curba x=acost,y=asint,z=ht,t € R, si se determine triedrul
Frenet.
Solutie. Prin derivare se obtine 7'(t)=(—asint)i +acosy + hk . Ecuatiile

tangentei sunt:

p.X—acost y—asint _z—ht

3

—asint acost h



F'(t) _ 1
7O Va? +

Planul normal (I1, L 7) are ecuatia:

versorul 7 este datde 7 = (—asinti +acostj + hl;) .

IT, :—asint(x—acost)+acost(y—asint)+h(z—ht) =0.

Pentru versorul ,5’ se calculeaza 7"(t) = (—acost)i + (—asint) ] . Deci,

i ik
F'xF"=|—asint acost h|=ahsinti —ahcostj +a’k.
—acost —asint 0

In concluzie,

X 1
[ 71 a? + 2

Ecuatiile binormalei (de directie ,B) sunt:

(hsintf—hcost]’+l€).

B.x—acost _y—asint _z—ht

hsint —hcost a
Planul osculator (I1, L ,B ) are ecuatia:
IT, : hsint(x —acost)—hcost(y —acost)+a(z—ht)=0.

Pentru versorul normalei principale y = B X T se obtine:

i Ji k
7= hsint —hcost a — costi sint]‘
\/hz+a2 «/hz+a2 \/hz+a2
—asint acost h

\/h2 +a’ \/h2 +a’ \/h2 +a’
Ecuatiile normalei principale (de directie y ) sunt:

X—acost y-—asint z—ht
N, : = =

cost —sint 0

Planul rectificant (IT, L y ) este de ecuatie:

IT, :cost(x—acost)—sint(y—asint) =0.

P4. Pentru curba x° = 2az, y*> = 2bz,a,b > 0, si se determine triedrul Frenet.



Solutiee O  reprezentare  parametricd a  curbei

este

data

de

x=+2at,y =~/2bt,z=1>,t e R. Se obtine x'=+2a,y’ =~2b,z=2¢, x"=y"=0,

z"=0.

Ecuatiile tangentei la curba sunt:

X" 2at _ y-+2bt z-t’

V2a V2b 2t

- 1 - - -
versorul 7 este datde 7 = (V2ai +~/2bj + 2tk).

\2a + 2b + 4t?

Ecuatia planului normal este:
I, :v2a(x —2at) +/2b(y = /2b1) + 2t(z - t*) = 0.

Versorul binormalei are expresia:

. 1
p= J2a+2b

Ecuatiile binormalei sunt:

x—~2at _y—+2bt _ z—t*
V2a —2b 0
Pentru planul osculator se gaseste:

I, :v2a(x —2at) = \2b(y = /2b1) = 0.

Se obtine versorul normalei principale:
_ 1
V= >
J(a+b)2t* +a+b)

(V2ai =2b7).

B:

(217 —~2aij +(a+b)k).

Deci ecuatia normalei principale sunt:

x—~2at _y—2bt z-t’

B: = .
—\/%t —A2at a+b

In final, planul rectificant are ecuatia:

I, : —/2bt(x —2at) = \2at(y = \2bt) + (a + b)(z — 1) = 0.

PS. Sa se calculeze curbura i torsiunea intr-un punct

al

curbei



Solutie. Ecuatia vectoriald a curbei este 7(f)=e'i +e”'j + 12k .
Se calculeaza:
F(t)=e'T—e'j+~2k
Fl(y=e'i +e'j
F(ty=e'i—e'j
ik
F'xF"=le’ —e" 2|=e"T +e'\2] + 2k . Deci, pentru curburi se obtine:

el e 0

L I

||l_;,||3 eZt +e—2t +2 - (et -{-e_t )2 .

Pentru torsiunea T se calculeaza:

e —e' 2

(77" F")=le' —e" 0]|=-242.

e —e’ 0

Deci, T :—¥=—\/§.

P6. Sa se determine versorii triedrului Frenet, curbura si torsiunea pentru curba
- 4 ) 3
r(s)= (E coss,l —sin s,—gcos sj .

Solutie. Se observa ca v :||}7'|| =1 si deci parametrul pe curba datd este chiar

abscisa curbilinie. Astfel, formulele care dau elementele Frenet sunt:

7(s)=7(s), K =||7'(s)

P = F6) B0 = E5) 76, B =17

~ - 4 : .
Se gaseste 7'(s)=F"(s)= (—gcos s,sin s,%cos sj si  K=1. De asemenea,

- 4 . =~ .
y(s)= (— gcos s,sin s,%cos sj, P(s) = (— %,0,—%} . Deoarece campul binormal este

paralel rezultd 7=0. Din K =1>0 si T =0,(V)s, rezulta ca 7(s) este un cerc.



111.1.3. Probleme propuse

P1. Sa se scrie ecuatiile tangentei si ecuatia planului normal in punctul M, la
curba I", pentru:

a) x=e'cos3t,y=e'sin3t,z=e"",M,(1,0,]) ;
2 . ) V4
b) x =acos t,y=asmtcosz‘,z=asmt,M0(t0 =Zj;

) X’ +y +z+6=0,x—y" +2" +6=0,M(-1,-2,-1);

-1 -1
Indica,tie.a)T:x1 =2=Z 2;HN:x+3y—22+1:0;

W <

2x—a 2y-a _ Zz—a\/z_
-2 0 V2o
x-1 y-1 z-1
1 2 -3

b) T: I, :—2x+22=0;

c)T: ; Iy ix+2y-32z=0;

P2. Sa se scrie ecuatiile fetelor triedrului Frenet al curbei

t t . A T
X=—F7=,y=—= z=1n|smt| in punctual t=3.

2 V2
72- —

5

Indicatie. 11, : x+y— 0;IT, :x—y=0;I1,:z=0.

P3. Sa se scrie ecuatiile axelor triedrului Frenet intr+un punct oarecare al curbei

| 1 . .
x=Esm t,y=5(t+smtcost),z=s1nt.

Indicatie.
X-x Y- Z - X-x Y- Z - X-x Y- Z -
T:——= - Z;B: — = Y - Z;NP: ='y= =
sint cost 1 sint cost -1 cost sint 0
P4. Sa se scrie ecuatia planului osculator al curbei x =e',y =e ™',z =2 intr+un
punct al ei.

Indicatie. T1,, - xe”' — ye' —z/2 +21=0.



P5. Si se scrie ecuatia planului osculator al curbei y*> =x,x* =z in punctual
M(1,1,1).
Indicatie. Curba poate fi exprimatd prin ecuatiile parametrice x =¢>,y =t,z =¢".

Planul osculator are ecuatia I1, : 6x-8y—-z+3=0.

P6. Sd se determine ecuatiile normalei principale si binormalei la curba

2 3 4
x:t—,y:i,z:t— in punctul M l,%,l )
2 3 2 232
1 1 1 1
X—— -= z——= X—— y—— z-—
Indicatie. t =1; N, : 2 _ 3 _ 2;B: 2 _ 3 _ 2
2 1 -2 2 -2 1

P7. Si se scrie ecuatiile normalei principale si binormalei la curba x = y*,z = x°

in punctual M(1,1,1).
Indicatie. O reprezentare parametrici a curbei este x=t",y=t,z=t";

N _x—l_y—l_z—l'B_x—l_y—l_z—l
Pr_31 —26 22 '

3

6 -8 -1

- - 1 ,- 1 ;-
P8. Se di curba 7 =ti +5t2j +gt3k . Se cere:

a) elementul de arc;
b) versorii triedrului Frenet in punctul =1;

¢) ecuatia planului osculator in acelasi punct.
1 -
Indicatie. a) ds = 5(2 +t° )dt ; f(%’%’_j , Ig(_

IT, :x—2y+22—§20.

- e
P9. Se di curba 7 =cos’ ti + +gsm3 tk . Se cere:

a) elementul de arc;



b) versorii triedrului Frenet intr-un punct oarecare al curbei;

¢) curbura.

Indicatie. ds =3sintcostdt; f(— cost,0,sin t), B(O,I,O) , 77(sin t,0,cos t) ; ©)

1
" 3sintcost
5 : i : t? 217 A
P10. Sa se scrie ecuatia binormalei la curba x =?, y =T,z =? in punctul
ufL21)
232
1 2 1
X—— yY—— z——=
Indicatie. B : 2 _ 3 _ 2,
-2 1

P11. Sa se calculeze curbura si torsiunea curbei x =cost,y =sint,z =cos2tin
punctual M(0,1,-1).
Indicatie. K=17, T=0.

2\/5 3/27%

. I -
P12. Se considera curba 7 = Etzi +Tt J +tk . Se cere:

a) versorii tangentei si binormalei principale precum si curbura in punctual =2;
b) ecuatiile tangentei si planului rectificant in acelasi punct.

8

2 Y73 4
Indicatie. a) 7 E,E’l 7 g,_l,_% : K:L; b) r.x 2: 3_¢% 2;
333 33 3 18 2 2 1

IT, :2x—y—2z+§:0.

P13. Fie curba 7 = tf+(1—t2)]+§t3l€.

a) sa se calculeze versorii triedrului Frenet in =1;

b) sa se scrie ecuatiile normalei principale si ale planului osculator;



¢) sa se calculeze torsiunea in acelasi punct.

1 22 -2 2 1 212
Indicatie. a T ———=,—, —— =, VW—-=,==|; b
’ ) ( 373 3) [{ j 7( 373 3) )

Z—g 8
N, ;_:_=T3; IT, :2x+2y+z—§=0;c) T=

NR )

< < . .t
P14. Sa se afle raza de curbura pentru curba x =¢—sin¢,y =1—cost,z = 4sm§.

4
1 +sin? r
\ 2

P15. Se da curba x =cost,y =sint,z = —1n|cos t| . Se cere:

1
Indicatie. R =— =

a) curbura intr-un punct oarecare al curbei;
b) versorii normalei principale si binormalei;

¢) ecuatiile binormalei si planului rectificant in =0.

1
f=——
Vl+cos ¢t

( cos t(l +sin’ t)z7 +

Indicatie. a) K =cost\1+cos’t; b)

.3 ~ L 1 > = - x-1 y z
3 - 2 ? >
+sin” 4 +cos” thk ), y = —(—cos2tl —sin 2 +costk), c) B: ==
V1+cos’ ¢t 10
P16. Si se calculeze lungimea curbei inchise x = cos’ ¢,y =sin’#,z = cos’ .
5 5 2 27
Indicafie. ds =|sin2dds; 5 = [[sin 2¢|dt =10 [ sin 26t = 10.
0 0
P17. S& se  demonstreze ca  planele  normale la. curba
x =sin’t,y =sintcost,z = cost trec prin originea sistemului de coordinate.
Indicatie. IT, : (x —sin’ t)sin 2t +(y —sintcost)cos 2t —(z — cost)sint = 0.

Ecuatia nu contine termen liber rezultd ca planele normale trec prin originea sistemului.



P18. Sa se arate ca curbura curbei x =t¢cost,y =tsint,z=at in origine este

K= 12.
1+a

P19. Si se arate ci curba x =asin’¢,y =asin2t,z=acos’t este plani. Si se

stabileasca planul ei.

1 . :
Indicatie. 7 0, deci curba este plana. Planul curbei este I1, :x+z=a.

. Lo 1= - =
P20. Sa se determine punctele de pe curba 7 :;i +1In¢ +tk unde normala

principala este paralela cu planul 5x+2y—-5z-4=0.

Indicatie. Se pune conditia de perpendicularitate intre vectorul director al

normalei principale si vectorul normal la plan (5,2,-5). Se obtin patru puncte

t, =11, =2.

< . 1
corespunzatoare valorilor ¢, = —1,7, = >

. R R B
P21. Si se determine tangentele la curba 7 = 5141' + §t3 j +t°k care sunt paralele

cuplanul 3x-2y-2z-1=0.
Indicatie. Din conditia de paralelism intre vectorul director al tangentei si

vectorul normal la plan (3,-2,-2) rezultd ¢, = -1,¢, = %

. R - .
P22. Sa se determine punctele curbei ¥ =—i +4 + (21‘2 - ly( ale caror binormale
t

sunt perpendiculare pe dreapta de ecuatii x+ y =0,z =4x.

Indicatie. t, = -1,t, =2.



P23. Fiind dati curba 7 =rcos(aln?)i +tsin(alnt)j +bik,t>0, si se

. N N )
demonstreze cd raportul intre K si T in orice punct al curbei este constant.

Indicatie. K = ayl+a’ l— ab 5 _
T (+a>+62)" T (l+a®+57 ) 1 b
T

I11.2. CONICE

111.2.1. Breviar theoretic

Nucleul unei forme patratice afine /* pe un plan £, se numeste conica sau curba
de ordinul doi, adica
I'=Kerf =f'(0)={PecE,/f(P)=0} (3.2.1)
Dacé forma patraticd afina este datd prin
f(x,y)=a,x> +2a,xy+a,y’ + 2(a10x + azoy)+ Ay (3.2.2)
atunci relatia @, x” +2a,xy +ay,y* +2(a,,x + a,y)+a, =0 se numeste ecuatia

generala a conicei I.

Se poate demonstra cd I" este echivalenta cu una din urmatoarele multimi:

) x*+y>=r° (cerc) (3.2.3)
x2 y2

2) 5 +=5-1=0 (elipsd) (3.24)
a” b
x2 y2

3) = —=5—1=0 (hiperbold) (3.2.5)
a” b

4) y* =2px (parabola) (3.2.6)
X2 y2

5) - el =0 (pereche de drepte concurente) (3.2.7)
a

6) x’—a’ =0 (pereche de drepte paralele) (3.2.8)

7) x> =0, (pereche de drepte confundate) (3.2.9)



8) x_z + ;;—2 =0 (multime cu un singur element {0}) (3.2.10)
a
2 2
X Y 2, 2 . -
9) —2+b—2+1=0 sau x~ +a =0 ( multimea vida) (3.2.11)
a

Trecerea de la reperul cartezian {O,f,]} la un reper cartezian orientat pozitiv
(numit reper canonic) fatd de care ecuatia lui I sa aibd forma cea mai simpla posibila
(numita ecuatia redusa sau canonicd) se realizeaza cu ajutorul unei roto-translatii. Fatd de
aceste roto-translatii ecuatia f(x,y) =0 are urmatorii invarianti:

a;; a4, 4y

A=la,, a, ayl, 6= ,I=a,+a, (3.2.12)

Ay Gy Ay
Pentru reducerea unei conice la forma canonica se procedeaza astfel:
1) se efectueaza mai intai o translatie dacd a,, =0;

2) se efectueaza mai intai o rotatie folosind metoda valorilor proprii sau formulele rotatiei

si apoi o translatie (daca este cazul).
a) Metoda valorilor proprii. Se considerd forma patraticd a,,x” +2a,,xy +a,, .

Se determina valorile proprii A,,4, (reale, distincte) si versorii proprii ¢,, e, (ortogonali)

ai,

a
. . . . . 12 - . - . - - =
al matricei simetrice A4 :( j atagatd formei patratice. Se noteazi R =|é,,é¢,],
a
22

ai,

detR =+1(in cazul In care detR =-1, se renumeroteaza valorile proprii). Rotatia:

!
X X L. . . 9
( j= R( ,j reduce forma patraticd la expresia A,x'> +A,y">. Versorii ¢,, ¢, fixeazd
y y

noul reper x'Oy’.
b) Formulele rotatiei. Daca a,, # 0, atunci prin rotatia plana:

x=x"cos@—y'sinf

R ;{ (3.2.13)

y=x"sinf+ y'cosd
de unghi @ dat de ecuatia (a” —a,, )sin 20 = 2a,, cos260 (3.2.14) ecuatia conicei devine:

ror2 ' 12 ' ' ' ' '
a,x~ +ayy +2(a10x +ay,y )+a00:0.



! !
ayy

G2

Se formeaza pétrate si se efectueaza translatia 7 : x" = x"+—"-,)" = '+ —% si se obtine

1 a,

ecuatia canonica.

Daca o conica are centru de simetrie, atunci coordonatele sale sunt solutia

T o
. Jox ayx+a,y+a,=0
sistemului: , sau ,
g:O A,X+ayY+a,, =0
oy

. . A =0, conice degenerate(5-38)
Natura unei conice: . .
A #0, conicene degenerate(1-4 si9)

0 >0, geneliptic,
Genul unei conice: {0 =0, gen parabolic,
0 <0, gen hiperbolic.

Ecuatia tangentei la I' Intr-un punct P()(xQ yo) este:
T:(x=x,)f,, +(y=)f, =0
Normalala I' in B (xo, yo) are ecuatia:
N:(x=x,)f, + (=21, =0.
Ecuatia care determina directiile asimptotice este
a,l’> +2a,lm+a,,m*> =0,
iar ecuatia unei asimptote este If +mf =0.
Polara lui P, (xo, yo) in raport cu I' are ecuatia
ay XX, + alZ(xyO + xoy)"' Anyy, + alO(x + xo)+ azo(y + yo)"‘ dgy = 0.
Ecuatia diametrului conjugat cu directia (/,m) este: If, + mf, =0

Directiile axelor unei conice sunt date de:

(a” —a22)1m+a12(m2 —12)= 0.
111.2.2. Probleme rezolvate

P1. Se di conica I':3x* —4xy—2x+4y-3=0.

(3.2.15)

(3.2.16)

(3.2.17)

(3.2.18)
(3.2.19)

(3.2.20)
(3.2.21)

(3.2.22)



a) sa se determine natura si genul conicei

b) sa se reduca ecuatia la forma canonica.

3 -2 -1
3 -2
Solutie. a) A=|-2 0 2|=-4<0, 52‘ 5 O‘=—4<O.Astfell“esteo
-1 2 -3

conicd de tip hyperbolic; b) Matricea formei pitratice a acestei matrice este 3x” —4xy

- - : . 3-4 -2
este ( s 0 j Ecuatia caracteristicd a acestei matrice este =0 sau
A* =34 —4=0. Radicinile ecuatiei caracteristice sunt valorile proprii A, =—1 si A, = 4.
Coordonatele (ul,v]) ale vectorului propriu corespunzator valorii proprii A4, =-1,

constituie solutia sistemului 4u, —2v, =0,—2u, +v, =0 adicd (¢,2¢), € R\{0}. Prin

normalizare se obtine versorul propriu e, :( j . Analog, pentru A, =4 se gaseste

12
NN

=—1 (rotatie si simetrie), pentur a avea

oSl —
_ G

e, :( 2 _lj. Deoarece detR =

V545

NERNG

numai rotatie se renumeroteaza A/ =A4,, 4, = 4,, de unde rezultd e/ =¢,, ¢, =¢,.

2 1 Loy
- — X = —(2x +y )
X X
Rotatia = V55 sau Vs conduce la
’ Yy _L i y’ yzL(_xr+2yr)
V5 45 NG
12 12 8 [ 6 ’ = ~ A ' . ' . .
4x"" —y"" ——=x"+—=y"-3=0. Se completeaza patratele iIn x" si y' si se obtine

57 5



. . . 1
Se efectueaza o translatie a sistemului x'Oy’ in punctul C, (—,i] data de
AR
! ]- [ 3 . . .o . . X2 Y2
x'=X-—, y'=Y +—. Se obtine ecuatia canonica a hiperbolei ——-—-1 =0

V5 V5

2

care are varfurile pe axa C,x.

P2. Si se stabileascd natura si genul conicei I':9x” —6xy+ y> +20x =0. Si se

reducd la forma canonica folosind metoda roto-translatiei.

Solutie. Se calculeaza invariantii:

9 -3 10
9 —
A=-3 1 0|=-100, ¢ =‘ ‘= 0. Astfel T" este o conicd nedegeneratd de
10 0 O

gen parabolic. Intrucat a, # 0, se efectueaza o rotatie al carei unghi € este solutia

ecuatiei (a11 —a,, )sin 20—-2a,c0s20 =0. Pentru conica datd, ecuatia devine
. 1 .
3tg’0—-8tgd—-3=0, cu solutiile g, =3,1g0, = 3 Pentru g6 =3 se obtine

1 . . .
cosf = ——; formulele care dau rotatia sistemului xOy sunt

3 .
~J10 10

sind =

1 1 . . . .
x=——=(x'-3y"), y=—=(3x"+)’). Fatd de sistemul rotit x'Oy’, ecuatia conicei
10 N
: r2 2 ' 6 ’ = 54 : :
devine )" +—x'——=»"'=0. Se completeaza patratele s1 se obtine

Jio V1o

2
3 2 . 3 .
(y'——j ) x". Se efectueaza translatia x'= X,y =Y +—— si se gaseste

Jio) 10 Jio J10

. . . 2 1 .
ecuatia canonici a parabolei Y’ =-—"—X +%. Pentru g6, = =3 se obtine

J10

. 1 . . . .
sind=—— si cos@ =— cuatia conicei devine x'* —

3 E L)c'%riy’—o prin
J10 Vo NTORENIT]

rotatia x = (x' -3 y'). Se completeaza patratele si se efectucaza

S‘H
[e)

1 1 !
E(—ﬁ -y'), y=



. 3 . - . . 2 9
translatia x'=X+-——=—,)' =Y si se giseste ecuatia canonici X’=—Y+-— a

J10 J10© 10

parabolei raportata la sistemul canonic obtinut prin roto-translatie.

P3. Se dau punctul A(1,-1), dreapta D:3x+3y—-5=0 si conica

[:x® +2xy+2x+4y—-2=0. Se cer:

a) polara punctului 4 in raport cu conica I';
b) Tangentele in 4 la conica;
c¢) Centrul conicei;
d) Axele conicei;
e) Asimptotele conicei,
f) Polul dreptei D in raport cu I';
g) Tangentele la conica paralele cu dreapta D;
h) Diametrul conjugat directiei lui D.
Solutie a) Ecuatia polarei punctului 4 in raport cu conica se obtine prin dedublare

(3.2.20). Se gaseste astfel
l-x+2-%(1~y—1~x)+2~%(x+1)+4‘%(y—l)—2=O,adicﬁ x+3y-3=0.

b) Intersectia dintre polara si conica este data de

x+3y-3=0
X+ 2xy+x+4y-2=0

X, =—4+4/10
X, =—4-410 .

:>x2+8x+6:0:>{

Punctele de tangentd obtinute sunt B[— 4+4/10 ’ 7- 3\/5 J ’ C(— 4_ \/ﬁ, 7+ 3\/5 ) .

Tangentele vor avea, astfel, ecuatiile:

4B x-1  y+l AC x—-1 y+l
VI0-5 10-4107  —J10-5 104410
3 3
L . : x+y+1=0
c) Coordonatele centrului conicei sunt solutiile sistemului (3.2.15), heo Se
xX+2=

. o [ .
obtine C(-2,1). d) Dacd (/,m) este o directie oarecare, k =— este panta unei drepte
m



paralele cu directia consideratd. Ecuatia (3.2.22) se scrie (a,, —a,, )k+a12(k2 —1)= 0,

adica, a, k* + (a11 —a,, )/’c—a12 =0. In acest caz avem k’+k-1=0 cu solutia

—1+V§ . -1—v§
T2 ¢

1k, = 5

(1+\/§)\'+2y+2\/g:0
(=5 )c+2y-245 =0

(3.2.18) si (3.2.19), I* +2lm=0. Din [=0 si [+2m=0 se gisesc directiile (0,m) si

k,

. Deoarece axele trec prin C, rezultd ca ecuatiile celor

doud axe sunt { . €) Asimptotele conicei sunt date de ecuatiile

(-2,1) sideci O-(x+y+1)+m(x+2)=0, respectiv, —2(x+y+1)+1:-(x+2)=0. Deci
asimptotele lui I" sunt x+2=0 s1i x+2y=0.f) Fie M, (xo’ yo) polul dreptei D. Prin
urmare, polara lui M in raport cu I"este D, adica

x(xo + ¥, +1)+y(x0 +2)+x0 +2y,-2=0.
Din conditia ca aceasta dreapta sd fie D se obtine sistemul

x0+y0+l:x0+2:x0+2y0—2
3 3 -5

. Rezulta M 0(—%,1]. g) Orice dreaptd paraleld cu

dreapta D are ecuatia x+ y+ A =0. Se intersecteaza cu conica si se pune conditia ca

: : : : . Jxty+A=0 :
ecuatia gasitd sd aiba radacina dubld. Se obtine 5 . Din
X +2xy+2x+4y-2=0

(A+1) —(42+2)=0 rezulta 22 —24-1=0 cu A =1+~/2, A, =1-+/2. Tangentele
9 . . m .
cautate au ecuatiille x+y+1+ J2=0. h) Panta dreptei D este — =—1. Diametrul

conjugat directiei lui D are ecuatia (3.2.21), adicd, 2x+2y+2-(2x+4)=0, sau,

y—=1=0.

P4. Si se discute natura conicei Ax> —2xy+Ay* —2x+2y+3=0,1€R.

Solutie. Relativ la reducerea la forma canonica se mai pot formula teoreme ce se

rezuma in urmatorul tabel:



Sigo Ecuatia normala Denumirea conicei
A#0 0>0 x* P Elipsa
. —2+—2—1:0,IA<0
conice b
nedegenerate 32 yz I' =, elipsa vida
—5+—5+1=0; IA>0 L
b (imaginard)
5<0 | x2 2 o hiperbold
"2 b_z T
o0=0 y2 =2px parabola
A=0 6>0 | x* ? 0 I' = {(0,0)} ,conica nula
-+ =
conice a b?
degenerate 0<0 x2 y2 Pereche de drepte concurente
S A—
a’ b
0=0 x2—at=0 Pereche de drepte paralele
X2+a?=0 I' =9, perechea vidi de
drepte paralele
o0=0 x2=0 Dreapta dubla

S=2 -1, A=BA+1)(A-1), I =2A4. Studiind semnul acestor invarianti,

A — 0

-1/3 0

A -

S HH

1

0

0 +++++++0

olIA

----------- 0

rezulta:

-Ae(=0,-1), A>0,0>0,1<0, IA<O0, elipse reale

-A=-1, A>0, 6 =0, parabola

- ﬂe(—l,—%), A>0, 0 <0, hiperbola

- A= —% , A=0, 6 <0, pereche de drepte concurente




- /Le(—%,Oj, A <0, 0 <0, hiperbola

-1=0, A<0, 6 <0, hiperbold (/A = 0, hiperbola echilaterd)
- 1€(0,1), A<0, § <0, hiperbole

-A=1, A=0, 6 =0, pereche de drepte paralele

-Ae(l,0), A>0,0>0,1>0, IA>0, elipsd imaginara

P5. Si se determine « astfel incat ecuatia 2x* —xy—y’ +ax—5y+14=0 si

reprezinte doua drepte.

2

2 —1/2 al2
Solufie. Din A=|-1/2 -1 —5/2=“T+57“—44=0 se  obtin
al2 -5/2 14

2 -1/2

1/2 L 1E —9/4 <0 conica este de tip hiperbola.

a, =11,a, =-16 . Deoarece J =

Pentru a =11 se obtin dreptele x—y+2=0, 2x+y+7=0.

I11.2.3. Probleme propuse

P1. Sa se studieze natura si genul conicelor si sa se reduca la forma canonica:
a) 6x> —4xy+9y° —4x-32y-6=0;
b) 2x* —6xy+10y*> —8x+12y+2=0;
c) x> —4xy+y° +3x-3y+2=0;
d) 7x* —8xy+y’ —6x+6y+1=0;
e) 9x* —24xy +16y> —20x—-10y+5=0;
) x* +24xy+16y° —40x+30y =0;

2 2
Solutie. a) conica nedegeneratd (A < 0)de tip eliptic (6 >0), % + YT -1=0;

2 2
b) conica nedegeneratd (A <0)de tip eliptic (0 >0), X?+ Y? —1=0; ¢) conica



X v

nedegenerata (A < 0 )de tip hiperbolic (6 <0), T T —1=0; d) conica nedegenerata
2 6
X* r?
(A<0), de tip hiperbolic (0 < 0)’T_ R +1=0; e) conica nedegeneratd de tip
9
22

parabolic (6 =0), Y* = 2—5X ;f) conica nedegenerati de tip parabolic (6 =0),Y> =2X .

P2. Ce conici reprezinti ecuatia 4x° +2xy+y> —2x+y+3=07?

Indicatie. A=6+0,06=3>0,/=5,IA=30>0, elipsd imaginara.

P3. S& se determine coeficienti A st u din  ecuatia
2x> + Axy +2y* —Tx+ uy+3 =0, astfel incat aceastd ecuatie sd reprezinte doud drepte

paralele.

Indicatie. Se impun conditile A=0,0=0. Se obtine A=4,u=-7 sau

A=-4u="17.

P4. Si se discute natura conicei ax” +4xy+(a—3)y* +10x+3=0, € R.

Indicatie. o € (—»,—-1), elipse reale; a =—1, parabold; o € (— 1,%), hiperbole;
3 ) . ) . 37 ) 7
o= E , hiperbola echilaterd; « e 5,5 , hiperbole; «a = E’ perche de drepte

concurente; « € (gﬂj, hiperbole; « =4, parabola; « € (4,9), elipse reale; o =9,

perche de drepte secante imaginare; o € (9,00), elipse imaginare.

P5. Si se studieze conica x* —6xy+9y> +4x—12y+4=0.

Indicatie. Doua drepte confundate, (x -3y + 2)2 =0.



P6. Pentru ce wvalori ale Iut A st u conicele din familia
Ax® +12xy+9y* +4x+ 1y —13 =0 sunt a) conice cu centru, b) conice nedegenerate fird

centru.

Indicatie.a) A#4; A=4s1 u+#6.

P7. Si se giseasci centrul si asimptotele conicei 4xy—3y” —4x+2y—7=0.
Indicatie. C(1,1); Din 4lm—3m” =0 se gisesc directiile (0,/) si (%,lj, deci,

y=1s14x-3y-1=0.

P8. In punctele de intersectie ale conicei x> —2xy+y° +2x—6y =0 cu dreapta

3x —y+6 =0 se duc tangentele la aceasta conicd. Sa se giseasca punctul de intersectie al

acestor tangente.

Indicatie. Punctele de intersectie ale conicei cu dreapta sunt (0,6) si (-2,0).

Tangentele in aceste puncte au ecuatiile —5x+3y =18, respectiv, —2x—-2y=4. Se

obtine punctul (-3,1) de intersectie al celor doud tangente.

P9. Se dau conicele [ :6x> =5xy+y° —22x+9y-4=0,
[,:3x" =2xy—y° —10x -2y +12 =0 si se cere:

a) Sa se arate ca au acelasi centru

b) Sa se determine diametrii lui I'; care sunt conjugati directiilor asimptotice ale lui T, .
¢) Sa se determine ecuatiile axelor conicei I .
Indicatie. a) C(1,-2); b) 31° —=2lm —m* = 0= (1,1),(1,-3) . Diametrii conjugati au

ecuatiile 7x -3y —-13=0,27x-11y —49 =0, corespunzator directiilor (/,m) ale directiilor
asimptotice ale lui I,. c) Pantele axelor k= ? sunt radacinile ecuatiei

—k*>+2k+1=0. Se obtine k,=1% V2. Ecuatiile axelor sunt y+2 = (1+ ﬁ)(x—l) .



P10. Sa se scrie ecuatia conicei care trece prin punctul A(0,-1), are centrul in

B(1,1) si admite dreapta x+2y+1=0 drept directoare.

Indicatie. (5x—1)" +(5y+3)’ =5(x+2y+1)’ sau (4x+1)’ +(4y +6)° =5(x+2y +1).

P11. Sa se scrie ecuatia parabolei care trece prin punctele 4(0,0), B(0,1) si care

admite dreapta x+ y +1=0 drept axa.

Indicatie. (x+y) +5x—y=0.

P12. Sa se scrie ecuatia elipsei cu semiaxele 2 si 1 si care admite dreptele

x+y—-1=0, x—y+1=0 drept diametrii conjugati.

Indicatie. (x—y+1)° +4(x+y—1)’ =8.

P13. Se di conica 3x° —6xy+5y> —4x—6y+20=0. Si se scrie diametrii

conjugati care fac intre ei un unghi de 45°.

Indicatie 2y —5=0 1 3x-3y—-2=0; 6x—-12y+11=0s51 3x—y-7=0.



