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INTRODUCERE

Proiectul pentru invatamantul rural (P.I.R.) nu este un program de
invatamant superior (este un program de reconversie profesionala), deci
nu poate substitui o pregatire universitara sistematica in domeniul
respectiv (aici fizica). Pe de alta parte, este necesar ca in urma absolvirii
programului prevazut de P.l.R., absolventii sa aiba o pregatire minimala de
tip superior pentru a putea sa aiba o viziune de ansamblu si dintr-o
perspectiva mai elevata asupra materiei predate, precum si pentru a putea
sa faca fatd unor situatii speciale (de exemplu, chestionarii din partea
elevilor). Pentru a putea parcurge cu succes aceste parti de nivel superior
din materie, este absolut necesar ca respectivul cursant sa aiba un
minimum de cunogtinie de matematica superioara. Din aceasta cauza s-a
ajuns la concluzia ca o pregatire minimala in cateva domenii de
matematica de nivel superior este absolut necesara.

Mentionam ca absolvirea programului din cadrul P.ILR. confera
absolventilor anumite drepturi, similare cu cele ale unor absolventi de
invatamant superior

Toate cele de mai sus demonstreaza necesitatea parcurgerii prezentului
modul, Tn scopul justificarii diplomei de absolvire a programului de
reconversie din cadrul P.I.R

Modulul este structurat pe doua unitati de invatare (capitole).

Prima unitate de invatare este intitulata Elemente de algebra liniara si
teoria polinoamelor. De fapt, in acest capitol se prezinta notiunile si
rezultatele fundamentale ale algebrei liniare insotite de cateva chestiuni de
baza legate de teoria polinoamelor. S-a insistat mai mult pe rezultatele
privind aducerea la forma canonica Jordan a matricelor si pe teoria
formelor patratice, aceste chestiuni fiind mai delicate.

Unitate de invatare 2 este intitulata Elemente de analiza matematica.
Aceasta unitate de invatare este mult mai voluminoasa decat celelalte din
doua motive: primul motiv este acela ca se incepe cu o substantiala
recapitulare a analizei matematice din liceu (pe care o consideram absolut
necesara), al doilea motiv este multitudinea subiectelor trecute in revista
(spatii abstracte — metrice si normate, limita si continuitate, derivabilitate,
derivate partiale, analiticitate, integrale (improprii, curbilinii si multiple),
ecuatii diferentiale).

Exista doua lucrari de verificare, cate una la sfarsitul fiecarei unitati de
invatare. La fiecare lucrare de verificare se dau indicatii de intocmire si
transmitre catre tutore. Se cere cursantilor sa trateze problemele in
ordinea care apar. Observatii de fond asupra modului de rezolvare si de
redactare vor aparea dupa intalnirile cu tutorii. Rezolvarile vor fi transmise
catre tutori prin posta sau, daca este cazul, prin e-mail.

Evaluarea continua se face prin rezolvarea testelor de autoevaluare si
discutiile la intalnirile cu tutorii.

Evaluarea finala se face pe baza celor doua lucrari de verificare si a
examenului de la finele cursului. Evaluarea continua si evaluarea finala au
ponderi egale in stabilirea notei: cate 50%.
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Unitatea de invatare 1
ELEMENTE DE ALGEBRA LINIARA S| TEORIA POLINOAMELOR
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Obiectivele Unitatii de invatare 1

Dupa ce veti parcurge aceasta unitate de invatare, veti avea cunostinte
suficiente pentru a fi capabili sa faceti urmatoarele operatii matematice:

» |dentificarea liniaritatii obiectelor sau aplicatiilor care intervin in
problema.

» (Gasirea elementelor care caracterizeaza liniaritatea problemei.

» Aplicarea formulelor de calcul aferente structurii liniare sau
aplicatiei liniare studiate.

= Exprimarea in termenii teoriei spatiilor vectoriale sau / si in
termenii teoriei aplicatiilor liniare a caracteristicilor matematice ale
obiectelor in studiu.

» Analogia cu alte obiecte si studierea lor in cadrul teoriei algebrei
liniare cu aceleasi metode ca la studiul obiectului intalnit n
problema.

= Considerarea unor obiecte sau situatii din cotidian, care au
structura liniara (identificarea acestei structuri la obiecte concrete).

e Folosirea teoriei polinoamelor si a ecuatiilor algebrice pentru
rezolvarea unor probleme aparute in cotidian sau in domenii
apartinand altei specialitati decat matematica.
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1.1. Spatii vectoriale. Operatii lineare.

Vom introduce si notiunea de operatie externa. Sa consideram o multime
nevida X si o alta multime nevida A (numita multime de operatori peste

X). Numim operatie externa pe X (cu operatori din A) orice functie
D
¢: A x X — X. De obicei, daca a € A si x e X, vom scrie ¢ (a, x) = ax.

Incidental, vom folosi si alte notatii.

1. Sa consideram un grup abelian (X, /) (elementul neutru este Ox si
inversul unui element x € X se noteaza —x). Fie si (A, @, E) un inel
comutativ. Vom admite ca avem si o operatie externa pe X cu operatori
din A, notata ca mai sus, care are urmatoarele proprietati:

(@B )x=(a x)/ (B X)
o (x/y)=(ax)/(ay)
(0 EB)x=a (Bx)
pentru orice x, y € X si orice a, B € A.
In aceste conditii spunem ca X este modul peste A (sau A-modul).

In aceleasi conditii, daci A este chiar corp si avem, in plus, pentru orice
xe X

1x=x,
spunem ca X este un spatiu vectorial peste A (sau A-spatiu vectorial).
Alte denumiri: spatiu liniar peste A (sau A-spatiu liniar).
Noi ne vom ocupa mai mult de spatii vectoriale.
Exemple de module

E Orice grup abelian devine automat z-modul. Mai precis: fie (X,/) un

grup abelian. Atunci putem gandi pe z ca mul{ime de operatori peste X,
operatia externa fiind definita astfel:

D
Ox = Ox pentru orice x e X

(aici 0 € zeste notat obignuit):

D
nx =x/x/x../x

(ntermeniinsuma)dacane N,n> 1sixe X

D
mx =—(Im|x) daca xe Xsime z, m<0.

Se verifica imediat ca X este z-modul pentru operatia externa definita mai
sus.

Orice inel comutativ (A,/,?) devine A-modul, operatia externa fiind
D

definita prin ax = a ? x pentru orice ac A si xe A.

Similar, daca (A,/,?) este corp comutativ, el devine K-spatiu vectorial.

Reluam din alt punct de vedere un exemplu anterior.
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S& notam prin K pe Rsau C. Fie si T o mulime nevida, precum si un K-
spatiu vectorial X. Vom nota:

Fx(T)={f: T- X}.
Atunci, daca notam ca de obicei:
Fr(T)={f: T> K},
vom observa ca:

a) Fk (T) este inel comutativ cu unitate pentru operatiile obisnuite de

adunare si inmultire a functiilor. Avem deci inelul (F «(T), /, ?).
b) Fx(T) devine Fx (T )-modul. Operatiile se definesc astfel:

(Fx (T), @) este grup abelian fatd de adunarea functiilor
D
fd g = h,unde h: T— X, h(t) = f(t) L g(t) (am notat ,adunarea” din X prin
1).
Daca u eFk (T ), atunci operatia externa cu operatori din Fx (T ) (aici

D
operatorul este u) se defineste pentru orice f € Fx (T) prin uf = g unde g(t)
D

= u(t) f(t) pentru orice t € T.

c) Fx (T ) devine K-spatiu vectorial. Anume, operatia externd se
D
defineste acum pentru orice o € K si orice f € Fx(T) prin a f = h, unde:

h:T— X, h () = a f(b).

2. Vom considera un spatiu vectorial X peste corpul K (operatiile in K se
noteazd normal: (K,+, -)). In X adunarea (care d& structura de grup
abelian) se noteaza cu /, iar elementul neutru este Ox € X. In K elementul
neutru la adunarea + este 0, iar elementul neutru la inmultirea - este 1.

Avem niste reguli de calcul:

(i) Pentru orice o € K, x € X: (a0 x=0x) < (o0 =0 sau x=0xy);

D D
(i) Pentru orice o € K, x € X: (-a )x=a (— X) = — (a0 X) = —a X.

in expresia (— o) x minusul este in K, in expresia o (— x) minusul este in
X, iar In expresia — (ax) minusul este in X. Valoarea comuna se
desemneaza deci prin — a X.

(iii) In consecinta, pentru orice o, € Ksixy e Xavem:
(a—B)x=ax—Px
(de fapt avem egalitatea (o +(—=p )) x = (o X) / (— B X))
a(x—-y)=ax—ay

(de fapt avem egalitatea a (x / (=y)) = (o X) / (= a y)).
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Observatie.

A

%

Observatii.

=3

%

Elementele din X se numesc vectori, elementele din K se numesc
scalari, operatia / se numeste adunare, iar ¢ inmultire cu scalari.

Sa consideram n continuare un numar finit de vectori x4,xo,..., X, € X. Un
element x € X se numeste combinatie liniara de x;,x,... ,x, daca exista
a1, 02,... ,0L n € K astfel incat x=a 1X1/ OLzXQ/ ./ a nXn-

Vom scrie de obicei aceasta sub forma:

x:ia,-x, .
i=1

Sistemul de vectori (x1,X2,... ,Xn) s& numeste liniar independent daca are
urmatoarea proprietate:

V o1 2... & p € K, (Zai.xizoxj© (o 1=at 2= ... = oL, = 0).
i=1

Se mai spune si ca vectorii x1,X2,... ,X, sunt liniari independenti. in caz
contrar, spunem ca sistemul (x1,x2,... ,Xn) este liniar dependent. Aceasta
revine la faptul ca exista i € {1,2,... ,n} astfel incat:

n
X, =Y o, X,
u=1

(unul din vectori poate fi exprimat ca o combinatie liniara formata cu ceilalti
vectori). Se mai spune si ca vectorii xq,Xz,... ,X, sunt liniari dependenti.

In definitia de mai sus nu am impus faptul ca x1,X2,... ,X, sunt elemente
distincte. Se poate constata ca, daca existd i #j asa ca x=x; atunci

n
automat sistemul (x1,x2,... ,X,) este liniar dependent: x; = Zocu - X, , unde

u=1
u#i

a,=1 daca u=j si a,=0 daca u=j si u=i.
Din acest motiv, de acum inainte, cand ne vom referi la independenta sau

dependenta liniara a unui sistem (x1,x2,... ,X,), vom subinte-lege ca xi,xa,...
,Xn sunt vectori distincti.

in acest sens, dacd B — X este o multime nevida, vom spune ca B este
libera sau liniar independenta daca pentru orice parte finita nevida a sa
F < B avem ca F privita ca sistemul (x1,xX2,... ,Xn) format cu elementele lui F
este sistem liniar independent (atentie, avem F={ x4, X2, ... , X }, deci
I# ] = X# Xj).

1°. Daca Oxe B rezulta automat ca multimea B nu este liniar
independenta.

2°. Daca B este libera si @ # G — B atunci G este libera.

Similar, daca x1,X2,... ,X, sunt in X (iarasi, presupuse distincte) vom spune
ca (x1, X2, ..., Xn) este un sistem de generatori pentru X daca orice
element x € X poate fi exprimat ca o combinatie liniara de xi, X2, ..., Xn
(adica pentru orice x € X exista aq,a 2,..., a0 , € Kasaca

n

X = Zcx, -X; ). Cu alte cuvinte, X coincide cu multimea tuturor combinatjilor
i=1

lineare de (x1, X2, ... , Xn).
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Observatie.

=

[

Daca G < X este o multime nevida, vom spune ca G este o multime de
generatori pentru X daca pentru orice x € X exista x1,x,...,x, € G astfel
incat x este combinatie liniara de x1,x2,... ,Xn.

Asadar, daca G = {x1,X2,... ,Xn}, @ spune ca G este multime de generatori
pentru X revine la a spune ca (x1,X2,... ,Xn) este sistem de generatori
pentru X.

Daca G este multime de generatori si H o G, atunci H este multime de
generatori.

Putem interpreta definitia multimii de generatori si in alt mod.

Vom spune ca o submultime nevida Y — X este subspatiu vectorial al
lui X daca are urmatoarele proprietat;:

(i) Y este subgrup al lui (X,/);
(i) Pentruorice a e Ksiy e Yavema y € Y.

Rezulta atunci ca Y devine, de asemenea, spatiu vectorial peste K
(operatia interna pe Y fiind operatia indusa de / pe Y si operatia externa
fiind data de 6 :KxY— Y, 0 (a, y)=a Y).

Evident, cel mai mic subspatiu vectorial al lui X este subspatiul nul Y={0},
cel mai mare subspatiu vectorial este subspatiul total Y=X. Un subspatiu
vectorial Y al lui X pentru care Y#{0x } si Y=X se numeste subspatiu
propriu.

Intersectia unei familii oarecare de subspatii vectoriale ale lui X este, de
asemenea, subspatiu vectorial al lui X.

Fie acum o multime nevida A — X. Exista cel putin un subspatiu vectorial
al lui X care include pe A, anume Y=X. Atunci, putem considera intersectia
tuturor subspatiilor vectoriale Y ale lui X care au proprietatea ca Y o A. Se
obtine un subspatiu vectorial care include de asemenea pe A. Vom nota
acest subspatiu prin Sp(A).

Asadar, Sp(A) este cel mai mic (in raport cu relatia de incluziune)
subspatiu vectorial Y al lui X pentru care Y o A.

Din punct de vedere efectiv se constata ca Sp(A)= multimea tuturor
combinatiilor lineare cu elemente din A. Cu alte cuvinte:

x e Sp(A)e | xi,x2, ., Xn € Asi | 1,02, a0 € K
astfel incat x = Zoc, -X; (bineinteles, n se schimba odata cu x etc.).
i=1

Cele de mai sus arata ca avem urmatoarea echivalenta pentru o multime
nevida G c X:

G este multime de generatori pentru X< Sp(G)=X.

Se numeste baza a spatiului vectorial X o submultime nevida B — X care
are urmatoarele proprietati:

(i) B este liniar independent3;
(ii) B este multime de generatori pentru X.
O caracterizare alternativa a notiunii de baza este data de urmatoarea




Teorema.

Elemente de algebra liniara si teoria polinoamelor
Fie B — X o multime nevida. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) B este baza;

2) Pentru orice xe X exista o familie unica (x1,x2,... ,x,) de elemente x; € B

n
si o familie unica (a1, a,... ,a ) de elemente a; € Kasaca x =) a,- X,
i=1
Cu alte cuvinte, orice element x din X se scrie in mod unic ca o combinatie
liniara de elementele bazei.

Existenta si ,unicitatea” unei baze intr-un spatiu vectorial sunt date de
urmatoarea teorema fundamentala:

Teorema bazei. Fie X un spatiu vectorial nenul peste un corp comutativ K. Atunci:

|. Exista cel putin o baza B — X a lui X.

Il. Orice doua baze sunt cardinal echivalente (i.e. daca B, si B, sunt
baze ale lui X atunci exista o functie bijectiva h : Bi— B).

Vedem deci ca doua baze trebuie sa aiba acelasi ,numar de elemente”.

Un spatiu vectorial X se numeste finit dimensional daca are o baza finita.
Atunci, rezulta din teorema bazei ca orice alta baza este tot finita si are
acelasi numar de elemente. Acest numar comun de elemente dintr-o baza
se numeste dimensiunea spatiului si se noteaza prin dimk (X ). Prin
conventie dimy ({0x})=0.

Un spatiu care nu este finit dimensional se numeste infinit dimensional.

Teorema de completare a bazei. Fie X un spatiu vectorial.

Teorema.

1. Daca A c X este o multime libera, atunci exista o baza B a lui X asa ca
Bo A.

2. Daca YcX este un subspatiu vectorial al lui X avand o baza A, exista o
baza B a lui X asa ca B o A.

In virtutea acestei teoreme rezultd urmatoarele:

1°. Daca Yc X este un subspatiu finit dimensional gi ZcY este un
subspatiu al lui X, rezulta ca si Z este finit dimensional si avem:

dimx(Z)< dimk (Y).

2°. Daca Yc X este un subspatiu vectorial infinit dimensional si Z oY
este un subspatiu al lui X, rezulta ca si Z este infinit dimensional.

In mod dual avem urméatoarea:

Daca X este un spatiu vectorial si G — X este o multime de generatori,
rezulta ca exista o baza B a spatiului X asa ca B c G.

Sa consideram un spatiu vectorial finit dimensional X cu dimk(X) =n si fie
B ={e1, ey, ..., ey} 0 baza a spatiului X.

n
Dupé& cum stim, orice element x e X se scrie unic sub forma x=> o, - X; .
i=1

D
Elementul K> a,—m,(x) determinat de x se numeste coordonata de
ordin i a lui x in baza B={e1,ey,... ,en}.
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Trecerea de la baza B la o alta baza se poate face in cate un pas,
inlocuind cate un element din baza B cu alt element, dupa regula data de:

Lema substitutiei. Fie X un spatiu vectorial finit dimensional peste corpul comutativ K gi
B={e1,ey,... ,en} 0 bazéa a lui X.

Fie a,02,... ,0n € K, X:Zapep siie {1,2,...,n}.
p=1

Notam B*={e1,ey,...,€i-1, X, €i+1,... ,&n} = (B \ {e}) U {x}.
|. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) B* este si ea baza pentru X.
2)a;!0
Il. Admitand ca B* de mai sus este baza pentru spatiul X, sa consideram

un vector oarecare v € X. El se scrie in mod unic in cele doua baze B si B*
dupa cum urmeaza:.

v=>%xe, (in B)
p=1

v=> ke, (in B*).
p=1

In mod precis, am notat B*={e;* ex*... ,e,"}, unde ex*=ey dacd k=i si ej*=x
de mai sus. Atunci avem relatiile:

W y =xj—ajﬁ, daca j=i

a; a;

Al
(am scris —=X,a.;").
oL

1

Tot in acelasi cadru finit dimensional (adica X= spatiu vectorial peste K cu
baza B={ e1,e2,... .6, }), vom considera un sistem finit de vectori (nu
neapdrat distincti), anume V=(v' \2,... \V’)cu V' e X.

Fiecare V' se scrie in mod unic in functie de elementele bazei B dupa cum
urmeaza:

n
vi=>ale;
i=1

n
vi=>a’e;
i=1

i=1

Putem forma matricea M(V)=M(v' V2,... V) data astfel:

af o ... af
ay oF ... of
MV V... WP)= : :
a, o .. o
‘\71 ‘\72 byt
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Este o matrice cu n linii si p coloane, avand pe coloana j coordonatele lui
v/ in baza B, fapt marcat jos prin v/. —

Teorema de recunoastere.

Observatii.

=3

%

|. Sistemul V=( V' ,V?,... V°) este liniar independent daca si numai daca
rang (M(V))=p (deci p < n).

. Sistemul V=( V' ,V?,... V°) este sistem de generatori dacd si numai daca
rang (M(V)) = n (deci p > n).

Il. Sistemul V=(v'V?,... V°) este bazad dacad si numai dacd p=n si rang
(M(V))=n (adica det (M(V)) = 0).

1°. Rangul unei matrice oarecare si determinantul unei matrice patrate

(notate ca aici cu rang (M(V)) si det (M(V)) se definesc ca la matricele cu
elemente numerice.

2°. In conditile de mai sus, avem, de fapt, egalitatea rang (M(V))=dimg

(Sp({v' V2,... V" })).

Raspunsurile
la test se vor
da in spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 1
1. a) Sunt linear independenti vectorii (1,3) si (3,2) in spatiul R??

b) Pentru ce valori ale lui a € R sunt vectorii (1,3) si (3,a) liniar
dependenti?

2. a) Sa se arate ca vectorii (1,3),(3,2) si (1,0) sunt liniar dependent;.

b) Incercati s& generalizati rezultatul de mai sus (cat de ,multi” vectori
liniar independenti putem avea?)
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3. a) Este {(1, 3), (3, 2)} multime de generatori pentru R*?

b) Pentru ce valori ale lui a € R mulfimea {(1,3), (3,a)} nu este multime
de generatori?

c) Comparati rezultatele de la 1. b) si 3. b). Puteti trage o conclu-zie?

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 88 a acestei unitati de
invatare.
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Exemple.

Exemplul fundamental: K".

Consideram un corp comutativ K si un numar natural n> 1. Ca de obicei,
notam:

K'={(ct 1,0t 2,... ;o )| a1,02,....0p € K}
(in cazul n=1, K"=K).
Atunci K" devine in mod canonic spatiu vectorial peste K, dupa cum
urmeaza:

Structura de grup abelian. Avem operatia internda / pe K" data astfel:
daca x=( x1,X2,... ,Xn) Si y=(¥1,Y2,....yn) € K", punem

X'y =(x1+y1, Xoty2, ..., XptYn).
Elementul neutru este 0x"=(0,... ,0) si inversul lui x=(x1,x2, ...,X,) este —
X=(—X1,—X2,... ,—Xp).
inmul;irea cu scalari. Daca a € K si x=( X1,X2,... ,Xn) € K", avem ox=(a. X1,
OLX2, ..., OL Xp).

In spatiul vectorial K" avem baza canonica {es,e,... ,e,} unde:
e1=(1,0,0,... ,0,0)
e>=(0,1,0,...,0,0)
e;=(0,0,1,0,... ,0,0)

,=(0,0,0,... 0,1).\ea}
Asadar K" are dimensiunea n, adica dimg(K")=n.
Daca x=(x1, X2, ... , Xa) € K", avem x =Y x,e; Deci coordonata de ordin i

i=1
a lui x In baza canonica este x;.

De fapt, orice spatiu vectorial n-dimensional peste K este izomorf cu K.

Vom lucra in ¢. Cum C este corp (cu operatiile obisnuite) rezulta ca c
este C-spatiu vectorial in mod canonic (de dimensiune dimc (C)=1).

Pe de altd parte, ¢ se identifici cu ®?, prin identificarea :

cuz=x+iy=(x,y)eR.
Atunci ¢ devine si R-spatiu vectorial de dimensiunea dimg(C )=2. in Rr-
spatiul vectorial C, operatia interna este adunarea obignuita, iar inmulfirea
cu scalari din R este data astfel: dacaa e Rgiz=x+1y,
o z=o xtioy.

D D

In spatiul R® vectorii (1, A, 1) = x si (A, =1, ) = y sunt liniar
independenti, pentru orice numar A € R
Intr-adevar, avem matricea:

1T A
M(x,y)=| % -1
1T A

10
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Avem

1 =-1-1? <0, dacad rang (M (x, y)) =2 adica (cu teorema de

recunoastere) x si y sunt liniar independenti.
Tn spatiul ¢ se considera vectorii x=(1, 1,1) si y=(A,-1,A), unde L € C
este fixat.
a) Daca A= i, avem:
1 i
M(x,y)=|i -1
1 i
si rang (M(x,y))=1 (de fapt, in acest caz y=i x) deci x si y sunt liniar
dependenti.
Daca A= —i, avem:
1 -
M(x.y)=| - -1
1 -
si rang (M(x,y))=1 (de fapt, in acest caz y= — ix) deci x si y sunt liniar
dependent;.

b) Dacd L =i si A#— i, vom arata ca x si y sunt liniar independent;. intr-
adevar, avem:

1 A
M(x,y)=| 1 -1
1 A

Exista trei minori de ordinul doi. De exemplu, minorul

A
‘:_Hz
1

este nenul daca A=+i. Deci rang(M(x, y)) = 2, adica x si y sunt
independentj.

Se considera in B (sau ¢ 2) vectorii x=(1,1), y=(,-A) si z=(1+A,1— 1)
(unde A € R(sau A e C) este fixat).

Atunci {x, y, z} este multime de generatori daca si numai daca A = 0.

Intr-adevar, daca A = 0 avem:

1 X 1+
M(x,y,z)=
wraly 5 1)
1A .
Si 1 =-2A#0, deci rang (M(x,y,z))=2. Cu teorema de recunoas-tere

avem: {x,y,z} este mulfime de generatori.

M(X,y,z):[1 0 1}

Daca A=0 avem:

10 1

11
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si rang (M(x,y,z))=1. Atunci, din nou teorema de recunoastere ne arata ca
multimea {x, y, z} nu este multime de generatori. De exemplu, in acest caz
nu putem scrie vectorul (1, 2) ca o combinatie liniara de x, y, z : daca ar
exista u, v, win R sau C asa ca (1,2)=u(1,1)+v(0,0)+w(1,1), ar rezulta (1,
2)=(u+w,u+w), deci u+rw=1 si u+w=2, imposibil.

Faptul ca in cazul A = 0 multimea {x, y, z} este multime de generatori poate
fi verificat si direct dupa cum urmeaza.

Considerdm un element arbitrar (a, b) din R (sau ¢ ?). Avem de aratat ca
exista numere u, v, wasacau x/vy/wz=(a, b), adica:

u(1,1)/ v (A, =A) / w(1+A,1-1) = (a, b),
ceea ce revine la faptul ca:
u+av+(1+A)w=a
u-av+(1-1)w=h,
, a+b a-b
deciu=——-w,Vv=—-—--w
2 2\

Se observa ca scrierea lui (a, b) ca o combinatie liniara de x, y, z nu este
unica (coeficientji u, v depind de parametrul w).

Aceasta se explica prin faptul ca x, y, z nu sunt liniar independenti.
Se considera vectorii x = (1, 0, 0), y = (1, 1, 0), z=(1,1,1). Atunci acesti
vectori formeaza baza in R.
Intr-adevar, avem:
1 11
M(x,y,z)={0 1 1].
0 0 1

Cum det (M(x,y,z))=1 rezultd ca {x, y,z} este baza in r°.

S& considerdam un vector arbitrar x=(a,b,c) € R’. Ne propunem sa
scriem acest vector ca o combinatie liniara de vectorii bazei precedente:

u=(1,0,0),  v=(1,1,0), w=(1,1,1).

Prima metoda. Cautam scalari o, B, y € R asa ca x=a u / v/ y w. Deci:
(a,b,c)=a (1,0,0)/B (1,1,0)/y (1,1,1)

adica:
o+B+y=a o=a-b
B+y=>b B=b-cC.
y=¢C y==¢C
A doua metoda. Vom folosi lema substitutiei. Plecam cu baza canonica
B=( e1,e2, €3):
e1=(1, 0, 0),
e>=(0,1, 0),
e;=(0, 0, 1).

12
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In primul pas trecem la noua baza B *=(f;, f», f3) unde:

f1 =e1= (1 ,0,0),
f=(1,1,0),
f3 = 63=(0, 0, 1)

Faptul ca B* este baza rezulta din prima parte a lemei substitutiei: am
modificat elementul numarul /=2 al bazei B pentru a ajunge la B*. Noul
vector este f,=1e4/ 1€z, cu coeficientul lui e2 nenul, egal cu 1. De fapt: £
=oqe1/ o€ /(1363 Cu OL1=1, a2= 1, OL3=0.

Scriind x=ae/ bey/ ces=a *fi/ b *f>/ ¢ *f3, avem atunci:

[
1

a =a-1-b=a-b
¢ =c-0-b=c
Asadar x=(a — b)f; + bf, + cfs.

Acum trecem de la baza B*={(1, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 0, 1)} la baza
B**={(1, 0, 0), (1, 1, 0), ( 1, 1, 1)} modificand deci ultimul vector. Noul
vector numarul i = 3 este (1,1,1).

Avem (1,1,1)=1(0,0,1) / 1(1,1,0) = 0(1,0,0) / 1(1,1,0) / 1(0,0,1).
Atunci vom scrie x=a**(1,0,0) / b**(1,1,0) / ¢**(1,1,1) unde

a =(a-b)-0-c=a->b
b =b-1-c=b-c

Asadar, x=(a - b) (1,0,0) / (b - ¢) (1,1,0) / ¢ (1,1,1) reconfirmand primul
rezultat.

Consideram un interval nedegenerat / — R. Notam

C (1) = {f: |- R| f este continua.

Atunci C () este rR-spatiu vectorial, operatiile fiind cele obignuite:

D

Operatia interna / este data prin f / g— h, unde h(t)=f(t)+ g(t). Aici f, g, h
sunt in C (I).

D

Operatia externa este data prin o f — g unde g(f) = o f(t). Aici aeR si f, g
sunt in C (/).

a) Fie un numar natural fixat n. Putem defini subspatiul (n+1)-dimen-sional
P al lui C (1), anume:

P.(l) ={f :I—> R| f este functie polinomiala de grad cel mult n}

13
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Pentru orice p natural introducem functia up:/— R, up(t)=t°, deci u, € C(l).

Atunci B, = {uo,u1,Us,... ,up} formeaza baza pentru P,(l). Intr-adevar, B,

este sistem de generatori: daca f € Py(l) este data prin f(t) = Zakt" , vom
k=0

n
avea f =) au,.
k=0

B este liniar independenta: fie f = Zakuk =0p). Deci Zakuk este functia
k=0 k=0

identic nula, adica avem pentru orice t € I relatia:

> au(t)=> at" =0.
k=0 k=0
Acest lucru nu este posibil decat daca ap=a¢=... =a,=0 etc.

Putem introduce subspatiul vectorial P (I)c C (), anume:

P ()= OPn(l). Deci P (/)={f :I— R| feste functie polinomiala}.

n=0
Atunci P (/) este un spatiu infinit dimensional.
Intr-adevar, s& presupunem prin absurd c& dimg(P(/))=n< . Atunci fie

m e N, m > n. Rezultd ca dimx(Pn(l)) = m + 1 >n. Pe de altd parte Pp(l)

< P (1), deci dimx(Pm(l)) < dim:(P), deci m + 1 = n fals.

Cum P(N< C (1) rezulta ca si C (/) este (cu atat mai mult) spatiu vectorial
infinit dimensional.

14
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Raspunsurile
la test se vor
da n spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 2

1. a) S& se arate ca {(a,a+1), (a+1,a+2)} este baza pentru R? pentru orice
ae R

b) Care sunt coordonatele vectorului (1,1) in baza de mai sus (pentru
a € Roarecare)?

2. a) Poate fi {(1,2,3),(1,0,0)} baza pentru R>?

b) Puteti completa multimea {(1,2,3),(1,0,0)} pentru ca sa obtineti o
baz& a lui R°?

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 88 a acestei unitati de
invatare.
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1.2. Aplicatii liniare
Acum ne ocupam de aplicatii liniare (morfisme liniare sau morfisme de
spatii vectoriale).

Considerdm doua spatii vectoriale X, Y peste acelasi corp comutativ K. in
X adunarea se noteaza cu / iar in Y adunarea se noteaza cu @ .
Inmultirea cu scalari se va nota la fel si in X si in Y: (o ,x)— a x (pentru
aeK xeX)si(a,y)>a y(pentrua e K,y €Y).

O aplicatie T:X—Y se numeste aplicatie liniara daca a are urmatoa-rea
proprietate:

-- pentru orice x', x" in X avem T(x'/ x")=T(x") ® T(x").
-- pentru orice aa € Ksi x e Xavem T(a x)=a T(x).
Rezulta imediat ca pentru orice a,0z,..., o p,eK i Orice x1,X,...,Xpe X avem
T(Zp:a,x,.j = Zp:a,T(x,). in particular T(x-x")=T(x')-T(x").

i=1 i=1
De asemenea, se vede ca T(0x)=0y.
Nucleul lui T este subspatiul vectorial al lui X definit prin:

ker (T={x € X| T(x)=0y}

(cu alte cuvinte ker (D=T1({Oy}). Se vede ca T este injectie daca si
numai daca ker (T7)={0x}.

Relativ la aceasta notiune vom mai face si o alta observatie foarte utila si
anume:

Consideram ca mai inainte o aplicatie liniara T:X— Y si un element b € Y.
Ne propunem sa ne ocupam de ecuatia T(x)=b (necunoscuta este x).

Avem doua posibilitati.
» Prima posibilitate: ecuatia nu are solutie (revine la faptul ca bg T(X)).

= A doua posibilitate: ecuatia are solutie (revine la faptul ca be T(X)).
Atunci, fie xo € X 0 solutie oarecare. Se constata imediat ca multimea
tuturor solutiilor ecuatiei este:

D

S = xo/ ker(T) ={xo/ ulu e ker (T)}.

Spunem ca o solutie oarecare a ecuatiei este de forma x = xp /u= o0
solutie particulara (adica xp) plus o solutie a ecuatiei omogene atasate
T(x)=0y (adica u).

Imaginea lui T este subspatiul vectorial T(X) c Y.

O aplicatie liniara T:X— Y se numeste izomorfism liniar daca este
bijectivd. In acest caz rezultd imediat ca si 7' este izomorfism liniar
(numit izomorfismul invers al lui T). Evident ca nu intotdeauna doua spatii
vectoriale peste acelasi corp K pot fi izomorfe (adica exista un izomorfism
liniar intre ele). Vom reveni imediat.

Daca X, Y, Z sunt spatii vectoriale peste K si T:X— Y, S:Y— Z sunt liniare,
rezulta ca si SeT:X— Z este liniara.

16
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Daca T si S sunt izomorfisme liniare, rezulta ca si S o7 este izomorfism
liniar.

Fie acum X, Y doua spatii vectoriale peste corpul comutativ K si AcX
baza, BcY baza. A da o aplicatie liniara bijectiva T:X— Y revine la a da o
functie U : A — B bijectivd. Anume, T[x=2x,b,j=2x,U(b,), pentru

i=1 i=1

orice b1, ba,... ,bpe A. In particular, rezulta ca doua spatiii liniare finit
dimensionale sunt izomorfe daca si numai daca au aceeasi dimensiune.

De exemplu, daca X are dimensiunea n, rezultd ca X este izomorf cu K".
Anume, daca B={b4,ba,... ,b,} este o baza a lui X si {e1,e2,... ,e,} este baza
canonicd a lui K", un izomorfism posibil T : X — K" este dat prin

T(x = Zn:x,b,j = Zn:x,e, = (X3 Xg5.. 0, X))
i=1 i=1

Avem un rezultat general privind aplicatiile liniare intre spatii vectoriale finit
dimensionale. Anume, daca X si Y sunt spatii vectoriale finit dimensionale
peste acelasi corp comutativ K vom avea pentru orice aplicatie liniara
T : X — Y formula dimensiunii:

Dimgk (X) = dim g (ker(T))+dimg (T(X)).

Recomandam cititorului ca, studiind cele ce preced, sa demonstreze
urmatorul rezultat de rigiditate care are doua parti strans legate:

|. Fie X un spatiu vectorial de dimensiune finita dimk (X)=n peste corpul
comutativ K. Fie si x1,x2,... ,X, elemente Tn X. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) { X1,%2,... ,Xn } este libera;
2) { x1,X2,... ,Xn } este multime de generatori pentru X;
3) { x1,X2,... ,Xn } este baza pentru X.

II. Fie X un spatiu vectorial finit dimensional peste K si Y un alt spatiu
vectorial finit dimensional peste K, astfel incat dimk(X) = dimg (Y). Fie si
T:X— Y o aplicatie liniara. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) T este injectie;
2) T este surjectie;
3) T este izomorfism liniar.

17



Elemente de algebra liniara si teoria polinoamelor

Test de autoevaluare 3
1. a) Se considerd un numar real a. Definim aplicatia T:R*— R prin
T(x,y)=x+y+ax’. Poate fi T liniar&? In ce conditji?

b) Fie n e N. In ce conditii este liniara aplicatia T : R — R, definita
prin T(x)=x"?

, : 2. a) Consideram pe Cca R-spatiu liniar. Aratati ca aplicatia
Raspunsurile

latestsevor || T : C — ¢C, definita prin T(z)=2z (conjugatul complex) este liniara

da n spatiul in3 D[ 5

iber din (adica Rr-lineara).

chenar, in b) Aratati ca aplicatia de mai sus nu este C-liniara (acum
continuarea consideram pe C ca C-spatiu liniar).

enunturilor.

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 89 a acestei unitafj
de invatare.
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Incheiem aceasta expunere a teoriei privind aplicatjile liniare cu prezenta-
rea legaturii intre aplicatii liniare intre spatii finit dimensionale si
matrice.

Daca X si Y sunt spatii vectoriale peste acelasi corp comutativ K vom nota
L(X,Y) = {T:X— Y| T este liniara}. Evident c& si L(X,Y) devine K-spatiu

vectorial cu operatjile obignuite (L(X,Y) este un subspatiu al lui Fy(X)),
vezi inceputul paragrafului).

De asemenea, daca m,n sunt numere naturale nenule, putem construi
spatiul M, m(K) al tuturor matricelor (a,.j)K,S,, cu elemente aijje K si

1<j<m
avand n linii si m coloane. $i acesta este un spatiu vectorial peste K (de
dimensiune mn) cu operatia interna de adunare obisnuita a matricelor gi
inmuliirea cu scalari din K data prin (o ,(@p)j)— (o aj); (inmultirea
obisnuita cu scalari a matricelor). Remarcam notatia (a;); pentru o matrice.

Consideram acum doua spatii vectoriale finit dimensionale: X cu
dimk (X) = m si o baza U={u,uy,... ,um} si Y cu dimg (Y)=n si o baza
V={v1,va,... ,Vn}. Vom stabili un izomorfism liniar:

Q :L(X, V)~ Mpm(K).

Fie Te L(X,Y). In virtutea liniaritatii, a da pe T inseamna a da modul cum
actioneaza T pe vectorii bazei U, deci a preciza:

T(u1), T(uz),... T(um) €Y

m
(deoarece pentru X = » XU, e X oarecare vom avea:
j=1

T(x)=2xT(u)
j=1
Fiecare element T(u)) este in Y, deci vom scrie T(u;) in baza V-
Tw)=Yav,, j=12..m
i=1

cuaje K

In acest mod am pus in evidenta matricea:

MT.UV)= (8 )cr € Mam(K)

1<j<m

care are pe coloane coordonatele vectorilor T(u;) in baza V-

a11 a12 te a1m
aZ1 a22 te aZm
-/ an1 -/ an2 et A anm

T(u) T(w,) ... T(u,)

Cu ajutorul matricei M(T,U,V) putem descrie in intregime actiunea
aplicatiei T.
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Observatie.

g

Atentie!

R

Anume, fie x = ijuj e X arbitrar. Vom avea T(x)=y €Y, deci y va fi de
j=1

n
forma y = Zyiv, . Exprimarea elementelor y; in functie de elementele
i=1

x; da deci felul cum actionaza T.

Se constatd ca deducerea elementelor y; din x; se face prin inmultire
formala de matrice:

1 8 - i, | X4 Yi
a,, y ... An || X2 _ Y (m)
an1 an2 anm Xm yn

Din acest motiv matricea M(T;U,V) se numeste matricea operatiei T in
perechea de baze (U,V). Daca X=Y si U=V, vom nota M(T;U)
D

—M(T;U,U) si vom numi pe M(T;U) matricea aplicatiei T in baza U.
Avem rang (M(T;U,V))=dimk (T(X)).

Aplicatia Q: L(X,Y)— M, n(K) este izomorfism liniar. Faptul cd Q este
bijectie (deci inversabild) rezultd din faptul ca, reciproc, pentru orice
matrice M=(a;)j e M, m(K) putem defini aplicatia liniara Te L(X,Y)
data prin:

T(x = iijjj = iyiv, ,
j=1 i=1

unde y; se deduc din xy ca in (m) de mai sus. Avem atunci =07 (M).
Avand in vedere cele doua baze fixate U si V, vom folosi urmatoarea
notatie: daca M € M, n(K) este data, aplicatia T obtinutd ca mai sus din M
se noteaza prin T=T(M;U,V) si numim pe T(M;U,V) aplicatia liniara
generata de matricea M in perechea de baze (U, V).

Notatii similare: T(M;U) cand U=V etc.

in toate consideratiile facute privind legatura intre matrice si operatii
liniare, bazele se considera ordonate (ordinea in care se scriu
elementele bazei este esentiala).

lzomorfismul QQ de mai sus are proprietati suplimentare:

A) La compunerea de aplicatii liniare corespunde inmultire de
matrice (si reciproc). Mai precis: daca X, Y, Z sunt spatii vectoriale finit
dimensionale cu bazele Uc X, Vc Y, WcZsi SeL(X)Y), Te LY, 2,
vom avea:

M (T - S;UW) =M (T;V,W)- M(S;U,V),
care se mai poate scrie si astfel (scrierea este incompleta! reflectati...):
Q(T-S)=Q(T)- Q(S)
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B) Acum, admitand, in plus, ca spatiile vectoriale X, Y sunt izomorfe si
ludnd o baza Uc X si 0 baza V c Y vom considera un izomorfism liniar

Te L(X,Y). Pentru el exista izomorfismul invers T~ 'L(Y, X). Atunci:
M(T™"V, U) = (M (T;U, V)™
(la inverse de aplicatii corespund inverse de matrice).

Remarcam deci ca izomorfismele liniare sunt caracterizate de matrice de

reprezentare inversabile.

Raspunsurile
la test se vor
da n spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 4
1. a) Pentru orice numar real t consideram matricea:

cost sint
Alt)=|
—sint cost
Demonstrati ca A(t) -A(s)=A(t+s) pentru orice t gi s din R.

b) Sa se arate ca A(f) este inversabila pentru orice t e R. Sa se
arate ca:

(A1) 7'=A (-1).

2. a) Sa se determine aplicatia liniara T; generata de matricea A(t)
de la punctul 1., pentru orice t € R.

b) Este T;inversabila?
c) Ati mai intalnit aplicatia T;?

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 90 a acestei unita;
de invatare.
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Remarca importantd. Cititorul trebuie sa observe importanta decisiva pentru calcul a

q

Exemple.

faptului ca s-a fixat cate o pereche de baze in teoria reprezentarii
aplicatiilor liniare ca matrice.

-- De obicei se lucreaza in spatii K" cu bazele canonice.

Prin trecerea la alte perechi de baze, matricea de reprezentare se
schimba, putand deveni foarte simpla. Formele simplificate (canonice) ale
matricelor de reprezentare formeaza obiectul unui capitol al algebrei
liniare.

Spatiul dual. Consideram un spatiu vectorial X peste un corp
comutativ K. Vom nota:

X*={T:X— K| T este liniara} = L(X,K)

Atunci spatiul vectorial peste K astfel obtinut X * se numeste dualul
(algebric) al lui X.

Operatiile din X * au mai fost definite.
a) Operatia interna (adunarea): pentru x*, y* in X * avem:
xX*by*=z"*
unde z*e X*, z*(x)=x*(x)+y*(x).

b) Inmultirea cu scalari: dacd a € K si x* € X*, avem a x*e X * dat
prin (o X *)(x)=a x*(x).

n continuare vom considera ca X este finit dimensional si fie
€1,62,... ,en € Xobazaalui X.

Aceasta baza genereaza baza duala a lui X *, anume e{*,ex",... ,e,*
obtinuta dupa cum urmeaza:

n
Fie 1<i<n. Pentru orice x = prep e X, avem e;*(x)=xi.
p=1
Verificam faptul ca es*,e,*,... ,e,* este baza pentru X*.
Elementele e{*,e,*,... ,e,* sunt liniar independente. intr-adevar, conside-

n
rand o combinatie liniara nula » o.e

i
i=1

vom avea pentru orice xeX egalita-

tea > o6 (x)=0. Luand x=e;, vom avea Y a6 (g)=a,=0 si t este
it i
arbitrar, t =1, 2,... ,n.

Elementele eq*,e2",... ,e,* sunt un sistem de generatori pentru X*.
Intr-adevar, fie x*e X*. Fie pentru orice i=1, 2, ... ,n: x*(ej)=a; € K. Atunci

n n
X =) o .Intr-adevar, daca x=)_xe, , vom avea:
i=1 t=1

n n
X (X)=.xx ()= 0.X,.
t=1 t=1
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Pe de alta parte

( oe; ](x)= Yo (x)=Y ae (ixfefj =
i=1 i=1 i=1 t=1
-3 Q, (ixte:(et)j:ia,x, etc.
t=1 i=1

i=1

S

D

Asadar, spatiile X si X** sunt izomorfe. Izomorfismul este urmatorul:

h:X— X*, h(x:ix,e,j:ix,ef :
i=1 i=1

Consideram aplicatia liniara T : R°— &?, data prin:
T(x,y,z)=(x+y+z,x+y+2z).
Calculam ker(T)={(x,y,z) € R®| T(x,y,z)=0z2}, adica:
ker(T)={(x,y,z) € R’| x+y+z=0}.
3

Se constata ca ker(7T) este un subspatiu al lui R
geometrica este aceea a unui plan care trece prin origine).

Avem dimg(ker(T))=2.

Apoi Im(T)=T(R*)={(u,v) € R*| u=v} dupa cum se poate verifica usor. Este
un subspatiu 1-dimensional al lui R?, a cérui reprezentare geometrica este
prima bisectoare in plan.

(reprezentarea

Se verifica si formula dimensiunii:
3 = dimg(X = R%) = dimx (ker(T)) + dimz(Im(T))=2+1.

Tn spatiul R® consideram baza U={u1,u»,us} unde us=(1,0,0), u>=(1,1,0),
us=(1,1,1) (verificarea ca U este baza a mai fost facuta). In spatiul R? avem
baza V={v4,v2} unde v1=(1,0), v»(1,1).

Vom considera matricea:
1 2
M = 3 ,
o1 -1

care da aplicatia liniara T(M;U,V). Anume avem inmultirea formala:

1 2 3 X X+2y+3x
o1 )
z
Atunci actiunea lui T este urmatoarea:
T(xuy/ yuz/ zuz) = (x + 2y + 3z) v{ © (y-z) va.

Avem deci:

T(xu4/ yuo/ zuz)=(x+2y+3z)(1,0)d(y —z)(1,1)=(x+3y+2z, y — z).
Cum insa:

xuq/ yuz/ zuz=x(1,0,0) / y(1,1,0) / z(1,1,1) = (x+y+z,y+z,2),
vom recalcula pe T.
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Sa ludm acum un element arbitrar (a,b,c) eR’. Vom calcula T((a,b,c)).
Pentru aceasta, vom exprima pe (a,b,c) sub forma:

(a,b,c) = (x+y+z, y+z, z),

deci:
X+y+z=a=>x=a-b
y+z=b=y=b-c
Z=C=>zZ=cC

Atunci:

T(a,b,c)=(x+3y+2z,y—2z)=((@a-b)+3(b—c) +2¢, (b—c)-c)=
=(a+2b - ¢, b— 2c).
Daca vom considera in R® baza canonici:
M={e1=(1,0,0), e,=(0,1,0), e3=(0,0,1)}

si in R? baza canonica: N={f;= (1,0), f> = (0,1)} putem obtine matricea lui T
in aceasta pereche de baze:

T(e1)=7(1,0,0)=(1,0);
T(e2)=T(0,1,0)=(2,1);
T(e3)=7(0,0,1)=(-1,-2);

12 -1
M(T;M,N)=(0 1 —2)

Acum vom lucra in sens invers (ca verificare). Anume, consideram
aplicatia T : R*— &?, daté prin T(a,b,c) = (a+2b —c,b—2c).

Vom considera in R’ baza U = {uy,us,us} unde u1=(1,0,0), u;=(1,1,0) si
us=(1,1,1). Tn R* vom considera baza V={v1,v»} unde v1=(1,0), vo=(1,1).

Ne propunem sa gasim matricea M (T; U, V).
Fie un element arbitrar xu1/ yu»/ zus din R>. Vom calcula:
T(xuq/ yuz/ zuz)=o V4@ B va.
Pentru aceasta vom folosi metoda de aflare a matricei in bazele U, V.
T(uq) = T(1,0,0) = (1,0).
Exprimam (1,0) in baza V, deci
(1,0)=avi®Bve=a (1,0) @B (1,1) = (. +B, B ).
Rezulta ca o + =1 si f =0, deci o =1.
T(u2)=T(1,1,0)=(3,1)=a v1 ® B vo=a. (1,0) ® B (1,1)=(ax +B , B).

Rezulta ca o +p =3 si B =1, deci a = 2.

T(u3)=T(1,1,1)=(2,-1)=a v1 ® B v2=a (1,0) ® B(1,1) = (o +B , B).

Rezulta ca o + =2, B =-1, decia = 3.
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Explicatii:

Avem deci:

12 4
M(T;U,V)z(o 1 _J

regasind matricea de la 3°, ca o verificare. Deci, la fel
T(xu1/ yua/ zuz) = (x + 2y + 3z) vi @ (y — Z)vo.

Consideram un numar natural n > 1, un interval nedegenerat / c R si
spatiul vectorial peste R (deja construit):

P.(1)={f.1— R| f este o functie polinomiala de grad = n}.

Avem deci dimg(Pu(l)) = n+1.

Consideram in acest spatiu baza B = {uo,u1,Us,... ,us}, unde uk(t)=t pentru
k=0,1,... ,n.

Definim aplicatia T: Py(l1)— Pn(l) data prin T(f)=f'. Ne propunem sa calcu-
lam matricea acestei aplicatii in baza B, deci matricea M(T;B) € M (R).

Avem T(up)=0 si T(ux)=Kkux.1 pentru 1< k < n. Atunci, cu regula de formare
a matricei avem:

M(T:B)
0000 ..n
0000 ..0

pe prima coloana am scris coordonatele lui
T(uy) =0, ,=0u, ®0u; ®...®0u, ;.

Pe a doua coloana am scris coordonatele lui
T(u1) =1uo/ Qu4/ ... / Oup.
Pe a treia coloana am scris coordonatele lui
T(u2)=0uqo/ 2u4/ Ouy/ ... / Ou, etc.
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Test de autoevaluare 5
1. a) Se considera aplicatia T:R°— R?, definita prin:
Txy)=(x—y, x +y).

Sa se arate ca T este liniara si sa se calculeze matricea Iui T in
perechea de baze (U,U) unde U = {(1, 0), (0, 1)} = baza canonica.

b) Sa se scrie matricea lui T in perechea de baze (V, V) unde
V={(1, 0), (1, 1)} (verificati ca V este baza!).

Raspunsurile
la test se vor

da Tn spatiul

liber din

chenar, in

continuarea 2. a) Descrieti actiunea unei aplicatii liniare T:R"— R" care are in
enunturilor. perechea de baze (U,U) (unde U este baza canonica) matricea de

reprezentare diagonala (adica a;= 0 daca i#})).

b) Invers, daca V={ui,us,... ,u,} este o bazad a lui R", calculati
matricea de reprezentare a unei aplicatii liniare T:R" — R" care are
proprietatea ca exista ty, to,... , t, in R cu proprietatea ca

T(U,‘) = t,'U,', i=1 ,2,... ,N.

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 90 a acestei unitati
de invatare.
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1.3. Sisteme liniare

Observatie.

g

Un sistem liniar este un sistem de forma

a, X, +a,X, +...+a,, X, = b

1m™m

a8y X, + 85X, +...+8,, X, =b, 1)

a.,x,+a,x,+..+a, x =b,

unde a; si b; sunt elemente date in K=R sau C $i X1,X2,... ,Xm sunt
necunoscutele (x; e K). Spunem ca avem un sistem de n ecuatii cu m
necunoscute.

O solutie a lui (1) este un element (x1,x2,..., Xm) € K™ care verifica (1).

Teoria poate fi expusa exact la fel pentru un corp comutativ oarecare K in
locde Rsau C.

Putem privi pe (1) in alt mod. Consideram aplicatia liniara T:K™ — K" data
de matricea A = (a,.j )K,S,, (numita matricea sistemului (1)).

1<j<m

Anume, se iau bazele canonice U = {e,e5,... .em} In K" si V = {fy, f>, ... ,f}
in spatiul K". Deci e; = (1,0,0,...,0), e2 = (0,1,0,... ,0) ... In K" si
fi=(1,0,0,0,...,0) .=(0,1,0,...,0),... InK".

Consideram T=T(A;U,V) e L(K",K"). Atunci rezultd imediat ca pentru

orice x=(x1,X2,... ,Xm) € K™ si orice y = (y1,Y2,... ,¥n) € K" egalitatea T(x) = y
echivaleaza cu egalitatea A 'x = 'y, unde:

X, Y
ty = X, si'y= y:2
Xm -yn

(scriem vectorii pe coloana).

In concluzie, a spune ca x=(x1,X2,... ,xm) € K™ este solutie pentru sistemul
(1) (unde notam b=(b1,by,... ,by)) inseamna a spune una din urmatoarele
afirmatii echivalente:

T(x)=b

Alx="p

Matricea extinsa a sistemului (1) este:
a11 a12 a1m b1
A= 8y 8y - By, by
a, a, .. a, b
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Teorema Kronecker-Capelli. Urmé&toarele afirmatii sunt echivalente:

1) Sistemul (1) este compatibil i.e. are cel putin o solutie

2)rang (A) =rang (A).
Aceasta teorema fundamentala va fi mai putin folosita in practica rezolvarii
efective a sistemului (1) de care ne vom ocupa in cele ce urmeaza.

Pentru inceput, reamintim ca daca m = n (matricea A este patrata, deci
numarul ecuatiilor este egal cu numarul necunoscutelor i rang (A)=n,
adica det (A) #0) sistemul (1) are solutie unica data de formulele lui
Cramer:

X; :Xj F=1,2,....,m
unde A = det (A) si A;= det (A)). Aici A; este matricea obtinuta din matricea
A prin inlocuirea coloanei j cu coloana termenilor liberi b.

Rezolvarea practica presupune notiunile de minor principal si minor
caracteristic.

Daca rang (A) = r> 1 (excludem cazul cand matricea A este identic nula),
numim minor principal (al matricei A) un minor P de ordinul r al lui A
pentru care det (P) = 0. Liniile corespunzatoare acestui minor principal dau
ecuatiile principale ale sistemului (1) (deci avem r ecuatii principale) iar
necunoscutele x; din sistem indexate cu indici de coloana dintr-un minor
principal se numesc necunoscute principale (avem deci r necunoscute
principale), celelalte necunos-cute (daca mai raman, in cazul m-r>0) se
numesc necunoscute secundare.

Un minor de ordinul r+1 al matricei extinse A obtinut prin bordarea cu o
linie din cele n — r linii ramase a minorului principal si prin bordarea pe
verticala a aceluiasi minor cu elementele corespunzatoare din coloana
termenilor liberi se numeste determinant caracteristic al sistemului (1).

Evident, notiunea are sens numai daca n — r > 0 (numarul ecuatiilor >
rangul matricei A). Avem deci n-r determinanti caracteristici.

Teorema lui Rouché. Se presupune ca n—r > 0. Urmatoarele afirmatii sunt echiva-lente:

1) Sistemul (1) este compatibil.
2) Tofti cei n — r determinanti caracteristici sunt nuli.

Sa urmarim cum se face discutarea si rezolvarea (in caz de
compatibilitate) a sistemului A. Notam prin r rangul matricei A.

Primul caz: r=n
In acest caz sistemul este compatibil,

-- Daca m = r = n, sistemul este cramerian. Avem solutie unica, data de
formulele lui Cramer.

-- Daca m > r, avem r necunoscute principale si m — r necunoscute
secundare.
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Observatie.

B

[

Ducem in membrul al doilea necunoscutele secundare, scriind deci
(renumerotam necunoscutele pentru ca x4, X2, ... ,X, sa fie necunos-cutele
principale):

p
aX;tapX, +...+a, X, = b1 - a1,r+1xr+1 - a1,r+2Xr+2 —.emapn X,
Ay Xy T 8yX, +...+ 8, X, = bz - a2,r+1Xr+1 - a2,r+2Xr+2 T8y X (2)
ar1X1 + ar2x2 t...+ aerr = br - ar,r+1Xr+1 - ar,r+2Xr+2 T armxm

\

Rezolvam sistemul cramerian (2) in raport cu xq,Xo,... ,X. Solutiile depind
de m — r parametri (necunoscutele secundare X1, Xn2, ... , Xm). Spunem
ca sistemul (1) este (m — r)-nedeterminat (nu are solutie unica).

Al doilea caz: r<n.
In acest caz folosim teorema Iui Rouché.
Intai studiem compatibilitatea lui (1) cu teorema lui Rouché.

Daca sistemul este compatibil avem doua situatii (in ambele cazuri
renumerotam necunoscutele si ecuatiile astfel incat ecuatiile principale sa
fie 1, 2, ..., r si necunoscutele principale sa fie xq,xz,... , X.

Retinem numai necunoscutele si ecuatiile principale ca mai sus, formam
sistemul (2) si il rezolvam ca la primul caz. Din nou sistemul este
compatibil (m-r)-nedeterminat.

SCHEMA

n =numarul de ecuatii

m =numarul de necunoscute
r =rangul matricei sistemului
l.r=n COMPATIBIL
1) m=r=n CRAMER
2) m>r compatibil (m — r)-nedeterminat
Il.r<n ROUCHE
INCOMPATIBIL — STOP
COMPATIBIL
1) m=r CRAMER pe ecuatiile principale, solutie unica
2) m>r compatibil (m — r)-nedeterminat pe ecuatiile principale

Se vede ca avem solutie unica daca si numai daca m (numarul de
necunoscute) = r (rangul matricei sistemului).
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Raspunsurile
la test se vor
da n spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 6
. tx+y=1
1. Se considera sistemul (t este parametru) :
—X+ty =1

a) Este cramerian sistemul (adica admite solutie unica) privit ca
sistem in R?

b) Este cramerian sistemul, privit ca sistem in C?

. , X+y+z=3
2. a) Sa se rezolve sistemul
x-y=0
b) Sa se discute si sa se rezolve sistemul (t este un parametru):
X+y=2
tx+y=2.
X+ty=2

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 91 a acestei unitati
de invatare.
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Exemple.

Sistemul (1) se numeste omogen daca avem b= by =... = b,= 0.
Din cele ce preced rezulta ca un sistem omogen este intotdeauna

compatibil (are cel putin solutia banala x1= x; =... = x, = 0). Practic, a
rezolva sistemul omogen inseamna a determina ker (T(A;U,V)).

De asemenea mai rezulta urmatoarele:

1°. Sistemul omogen are si solutii nebanale daca si numai daca
r = rangul matricei sistemului < m = numarul necunoscutelor.

2°. Presupunéand ca (1) este compatibil, o solutie oarecare x a
sistemului are forma:
X=Xo/ U

unde xp este o solutie particulara a sistemului si u este o solufie a
sistemului omogen asociat lui (1) (adica a sistemului obtinut din (1) prin
inlocuirea tuturor b; cu 0, sau, echivalent, u € ker(T(A;U,V))

Sa se discute si sa se rezolve sistemul:
ax+y+z=3
xX+ay+z=3
X+y+az=3

in functie de parametrul (real sau complex) a.

In primul rand, deoarece numarul de ecuatii este egal cu numérul de
necunoscute, vom calcula determinantul A al matricei sistemului:

a 1 1
A=det|1 a 1|=(a-1%(a+2).
1 1 a

. Intai considerdm situatia cand a = 1 si a = — 2. Rezultd A = 0 si sistemul
este cramerian.

3 1 1 a 1 1
A=A, =3 a 1=31 a 1=3(a-1y
3 1 a 11 a

. A, 3
deci x = = )
A a+2

Similar y=z=
a+2

. - 3 3 3
Avem solutia unica (x,y,z)= , , .
a+2 a+2 a+2

Il. Acum, fie a =1. Sistemul devine:
X+y+z=3
X+y+z=3.
X+y+z=3

Rangul matricei A este r=1.
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Observatie.

RA

[

Ecuatia principald cu necunoscuta principala x:
X+y+z=3< x=3-y-z

Sistemul este compatibil dublu nedeterminat (2-nedeterminat) avand o
infinitate de solutii care depinde de 2 parametri A, u reali sau complecsi.
Multimea solutjilor este:

S={B-A-—pw A Wi p eK}
unde K=R sau C.
l1I. Tn fine, fie sia =—2.
Matricea sistemului devine:

-2 1 11
1T -1 1 1
A= :
1 1 —2

si rang (A) = r= 2 (am incadrat un minor principal).

Aplicam teorema lui Rouché. Avem un singur determinant caracte-ristic,
anume

-2 1 3
C={1 -2 3=27=+0.
1 1 3

In acest caz sistemul este incompatibil.
In cazul a = =2, sistemul devine
-2X+y+z=3
X-2y+z=3 .
X+y-2z=3
Prin adunare rezulta 0 = 9 si se vede direct incompatibilitate.
Sa se discute si sa se rezolve sistemul
X+y=2
ax+y=2
3x+2ay =5
in functie de parametrul (real sau complex) a.

Deoarece rangul matricei sistemului este cel mult 2, vom aplica teorema
lui Rouché.

1
Minorul dat de primele doua ecuatiji este

1
‘:1—a.
1

Prima varianta: a = 1.
Rangul este 2. Ecuatiile principale sunt primele doua.
Avem un singur determinant caracteristic:
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1 1 2
C=la 1 2/=4a*-9a+5
3 2a 5

Avem C = 0 < a=1 (exclus) sau a =g. Deci in acest caz sistemul este
" . . y 5
compatibil daca si numai daca a = 1

In acest caz avem solutia unica x=0, y=2.

A doua varianta: a=1

Rangul este tot 2. Ecuatiile principale sunt ultimele doua.
Unicul determinant caracteristic este

1
C

1 2
=1 1 2/=0,
3 2 5
deci sistemul este compatibil.
In acest caz avem solutia unicad x =1, y = 1.
E Vom face o aplicatie la teoria ecuatiilor integrale.
O ecuatie integrala cu nucleu degenerat este o ecuatie de forma:
br n
o(x)=] (Zu,-(xw,-(y)cp(y)j dy +£(x).
a \ i=1

Aici functiile continue u;: [a, b] — R, v;: [a, b]— R si f: [a, b]— R sunt
cunoscute, iar necunoscuta este functia ¢ (tot continua), [0)
:[a,b]— R.

Rezolvarea unei astfel de ecuatii se reduce la rezolvarea unui sistem liniar
de ecuatiji algebrice.

Vom exemplifica modul cum se rezolva aceste ecuatii pe un exemplu
simplu.

Ne propunem sa rezolvam ecuatia integrala
1
o(x) = [ (xy+ Xy )oly)dy + x (e)
0

Aici n = 2; u1: [0,1]— R, u1(x) = x; Uz: [0,1]— R, Ua(X) = X*;
vi=v2[0,1]> R, va(y) =y si f:[0,1]> R, f(X)=Xx.

Reluand relatia (e) observdm cd rezultd ¢ (x)= ax+a x*+x, unde

1
o(x)= jycp(y)dy (deci si . € R este necunoscut).
0

Rezulta ca trebuie sa cautam pe ¢ de forma:
o (x)=ax+ bx?,
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1.4. Algebre.

Exemple.

cu a, b necunoscute. Ecuatia (e) devine:

ax +bx’ = j(xy+x2y)(ay+by2)dy+x,

0
deci pentru orice x € [0,1] vom avea:
ax+bx =281 )x+[ 2100
3 4 3 4

Rezulta ca trebuie sa avem:

a b . a b
a=—+—+1 si b=—+—.
3 4 3 4
Rezulta sistemul:
—a—%b:
1 3 deci a-b=1,
—a—-——b=0
4
cu solutiile a:g, bzﬂ.
5 5

Solutia ¢ a ecuatiei integrale (e) este deci

9 4 ,
10,11— R, o(X)=—=Xx+—x".
¢ :[0,1] o(x) 5Xt%

Polinoame

Vom considera un corp comutativ K. Se numeste algebra peste K un inel
(X,/ ,? ) care este spatiu vectorial peste K si are in plus proprietatea:
pentru orice a. € K gi orice x,y in X avem:.

a(x?y)=(ax)?y=x?(a y).

In K unitatea este 1 si operatiile sunt notate obisnuit: o+ B si o . Daca
inelul (X, /,? ) este comutativ spunem ca algebra este comutativa, iar daca
inelul (X, /,? ) este unitar spunem ca algebra este unitara. Rezulta si (o )
(x?y)=(ax)?(By) pentru orice o, PekK x,yeX

Orice corp comutativ K devine automat algebra comutativa cu unitate
peste K.

Din nou, fie K un corp comutativ. Fie si T o multime nevida . Am notat
FuT) = {f : T—> K}. Atunci Fx(T) devine algebra comutativa cu unitate

peste K. Structura de inel (Fx(T), /, ?) este cea canonica: f/ g=h unde

h(t)=f(t)+g(t); f? g = u unde u(t) = f(f) g(t). inmultirea cu scalari este cea
obisnuita: a f= g unde g(f) = a f(f). Unitatea este functia 1: 7— K, 1(f)=1.

Luand T=/ c R interval c R si K=R, putem forma ca mai sus Fz
([a,b]). O subalgebra a lui F= ([a,b]) este:
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Exemple.

C([a, b])={f [a, b]— R| f este continu& }

Notiunea de subalgebra este definita natural: este si subinel si sub-spatiu
vectorial.
Din nou, fie K un corp comutativ. Atunci M ,(K) = multimea matricelor

patrate de ordin n cu elemente din K este algebra (necomutativa) peste K.
Operatiile de inel sunt adunarea si inmultirea obisnuite de matrice, iar
inmultirea este cea obisnuita (cu scalari). Matricea unitate E, este element
unitate.

Strans legat de exemplul precedent este exemplul care este prezentat

acum. Fie K un corp comutativ si X un K-spatiu vectorial. Notam, ca de
D

obicei, L(X,.X)={T:X— X| T este liniard} — L(X). Atunci L(X) devine algebra

peste K cu operatile urmatoare: operatile de inel sunt / (adunarea
obisnuita a funciiilor), ca ,adunare”, compunerea functiilor, ca ,inmultire”.
Inmultirea cu scalari este cea obisnuitd. Aceastd algebra este
necomutativa, dar are unitate pe 1x.

Acum sa consideram doua algebre X si Y peste acelasi corp comutativ K.
O aplicatie h : X— Y se numeste morfism de algebre daca este morfism
de inele n gi aplicatie liniara. Daca este si morfism de inele cu unitate (in
cazul in care algebrele sunt cu unitate) i vom spune morfism unitar de
algebre. In cazul special cand Y=K numim un morfism de algebre
caracter. Un morfism bijectiv de algebre se numeste izomorfism de
algebre. Inversul lui este de asemenea izomorfism.

Consideram o multime nevida T, un element fixat t o €T si un corp
comutativ K. Fie Fx(T) algebra definitd mai sus la 2° si consideram
aplicatia de evaluare in to, anume h : Fi(T)— K, h (f) = f (t o). Atunci h
este caracter.

Consideram un spatiu vectorial n-dimensional peste corpul comutativ
K si fie U o baza a lui X. Atunci aplicatia Q : L (X)— M,(K) data prin Q (T)
= M(T;U), este izomorfism de algebre.

In rest vom considera un corp comutativ K si ne vom ocupa de algebra
K[X] a polinoamelor intr-o nedeterminata peste K.

Se stie ca un astfel de polinom este de fapt un sir (a,) n-0 de elemente din
K cu proprietatea ca { n e N| a,= 0} este o multime finita.

Sa consideram un polinom P = (ap)s> o = (a0, a1, az, ... ,an, ...). Daca toti a,
= 0 vom scrie P = 0. Daca exista n e N asa ca a,= 0 vom considera:

deg (P)= max{n e N| a,#0}
(acest numér se numeste gradul lui P). in acest caz vom scrie:
P=ap+ai X+a X+ .. +a,X"
unde n= deg (P).

Prin conventie deg (0)= -« .
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Atunci K[X] devine algebrd comutativd cu unitate, operatiile find date
astfel:

D
¢ Daca P = (an)n0, Q = (bn)n=0, atunci P/ Q = S=(Un)ns0, Unde Un
=an+ b, pentru orice n.
D
¢ Daca P = (an) n0, Q = (bn) 20, atunci P 2 Q —=T=(Vp)n=0 Unde
Vo=agbptaibpq + abpo + ... +ap bo.
D
¢ Daca P=(an) o Sia € K, atunci a P — U=(Wp)n=0 unde wp=a a
(operatia externa).
Inelul (K[X],/ ,? ) este integru.

Mentionam ca operatiile de mai sus au fost definite in mod abstract.
Operatiile / si ? sunt efectiv operatii interne. De exemplu, daca P si Q
sunt nenule, calculand P ? Q=(v,) n0 avem v,=0 pentru orice n > deg (P) +
deg (Q). Cititorul a observat ca in corpul K suma elementelor a si b se
noteaza prin a + b, iar produsul lor prin ab.

Mai mentionam ca operatiile definite abstract ca mai sus revin la cele

cunoscute prin calcul clasic. De exemplu, dacad P=ag+a:X+...+anX" si Q =
D
bo+biX+... +b,Xp, vom scrie P ? Q — T=vg+VviX+... Ve X Inmultirea

fiind cea obisnuita:
(@o+ai X+... +apX")(bo+b1X+... +bpX,)=
= agbo + (aob1 + a1b0)X +...+ (ambn))("+”.

K

Fiecare polinom P:ZanX” (sau P=0) pune in evidenta functia
n=0

polinomiala atasata lui P, anume funcitia:

foK— K, f,(a) = ap+ aia + aa’+ ... + a,a’.

Aplicatia H:K[X]— Fi(K) datd prin H(P)=fr este morfism de algebre.

Subliniem faptul ca H nu este intotdeauna injectiva. De exemplu, daca
vom lua K = 7, observam ca avem fo = f, = 0 (functia identic nula) pentru P
= X + X?. Cititorul va reflecta asupra acestei chestiuni, observand ca
avem:

ker (H)={Pe K[X]| f» (x)=0 pentru orice x € K}.

Asadar, identificarea obignuita a unui polinom P cu functia polinomiala fp
atasata lui, nu este intotdeauna justificata.

In cazul cand K = Q sau R sau C aplicatia H este injectivd si se
obisnuieste sa se identifice P cu fp.

Aceasta revine la faptul ca ker (H) = {0} (unicul element al lui ker H este
polinomul 0 = (0,0,0,... ,0,... ) numit polinomul identic nul).

In general H nu este nici surjectivd. De remarcat ca atunci cand K este un
corp finit, H este surjectie (orice functie f: K— K este polinomiala).

O problema fundamentala in teoria polinoamelor este problema
radacinilor unui polinom.
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Exemplu.

Reamintim ca daca Pe K[X], un element a € K se numeste radacina a lui
P daca fp(a) = 0 (uneori se scrie mai simplu P(a)=0). De acum inainte vom
scrie si noi pentru orice a € K mai simplu P(a) in loc de fp (a).

Pentru un polinom P € K[X] si un element a € K, calculul valorii P(a)

se poate face direct prin inlocuire sau folosind teorema lui Bézout: P(a) =
R(a), unde Re K[X] este polinomul rest al impartirii lui P la polinomul X-a
(de fapt R este o constanta!). Mentionam ca in K[X] calculele de impartire
cu rest, aflarea celui mai mare divizor comun (algoritmul lui Euclid) si
schema lui Horner se fac dupa reguli similare celor din R [X] sau C[X].

Sa efectuam in z[X] impartirea lui P=X*+3X?+11la Q=4X?*+X+3.
Vom folosi tabla de inmultre a lui z: (1)"'=1, 2)"'=3, (3)'=2,
(4)" =4 . Asezam calculele astfel:

X4 +0X3 +3X2+0X +1| 4X% + X +1

AX* +1X3 +1X?

[ AXP+4X%+0X
AX°% +1X°% +1X
/ [ 1X +1

Asadar, catul este 4X?+4X si restul este X+1 adica identitatea
impartirii cu rest este:

X4+3X2+1:(4X2+X+1)(4X2+4X)+X+1.

Rezulta ca un element a € K este radacina pentru Pe K[X] daca si numai
dacad (X-a)| P (X-a este divizor al lui P, adici existd Q e K[X] asa ca
P = (X-a)Q).

Un polinom P € K [X] se numeste reductibil daca exista doua polinoame
U,V e K[X] de grad strict mai mic decat P (atentie! deci in orice caz P 0)
astfel incat P=UV. In caz contrar, P se numeste ireductibil.

Un polinom Pe K [X] ireductibil nu are radacini. Invers este fals.

Totusi, daca deg (P) = 2 sau 3 si P nu are radacini, rezulta ca P este
ireductibil. Evident, polinoamele de grad 1 sunt ireductibile si au radacini.

Sa consideram un polinom nenul P € K [X] si a € K. Vom spune ca a este
radacina simpla pentru P daca a este radacina pentru P si (X—a)2 nu este
divizor al lui P. Daca a € K este radacina pentru P, vom spune ca a este
radacina multipla pentru P dacé (X-a)’| P. Pentru o radacina a € K a lui
P se defineste ordinul de multi-plicitate al lui P ca fiind unicul numar
natural n > 1 care are urmatoarele proprietati: (X — a)"| P si (X=a)™" nu il
divide pe P.

Fie P = ag+ aiX +aX?+... +a, X" e K[ X]. Derivata formala a lui P este prin
definitie:
P=P " =a,+2a,X+3a; X* + ... +na, X" ".
Derivata secunda formala este prin definitie:
P"'=P@ = (P') = 2a,+ BasX + ... + n(n —1) a,X" 2.
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Putem defini in general P’ € K[X] (se vede ca P"'=0 daca t> n+1).

Se poate arata atunci ca daca P € K[X] este nenul si a € K urmatoa-rele
afirmatii sunt echivalente:

1) a este radacina pentru P cu ordinul de multiplicitate t > 1;
2) P(a) = P"(a) = PP(a) = ... = PV (a) = 0 5i P (a) 2 0.

Un corp comutativ K se numeste algebric inchis daca pentru orice Pe
K[X], P nenul, exista a € P astfel incat a este radacina pentru P. Daca
P e K[X], P #0, in general P are un numar de radacini mai mic sau cel
mult egal cu gradul lui P. Daca K este algebric inchis rezulta ca P are
exact n radacini (nu neaparat distincte! fiecare radacina se numara cu
ordinul ei de multiplicitate). Daca deg (P)= n rezulta in acest caz
descompunerea:

P=a,(X-a)"(X-a,)"..(X—-a)"
unde a; sunt radacinile distincte, fiecare cu ordinul de multiplicitate
n; Si avem nq+tny+... +ns= n.

Daca P si Q sunt in K[X], rezultda ca P si Q au radacini comune daca si
numai daca cel mai mare divizor comun al lor, notat (P,Q) (se poate
calcula cu algoritmul lui Euclid) nu este 1, adica polinoamele nu sunt prime
intre ele.

In particular, a spune ca P are si radacini multiple inseamna a spune ca P
si P'au radacini comune, deci (P,P") = 1.

Incheiem cu celebra teorema Hamilton-Cayley. Fie ne N , n>1 si
Ae M,(c ). Se considera polinomul caracteristic al lui A, adica
polinomul P = ag+ a1 X + ap X%+ ... +a,X"

obtinut astfel: pentru orice A € ¢ avem P(L)=det (A E,— A).

Atunci P (A)=0, adica avem:

aoE, + atA + aA%+... +a,A"=0.
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1.5. Teorie Jordan

1.5.1. Inele euclidiene
Sa amintim mai intai doua teoreme importante din algebra.

Teorema impartirii cu rest pentru numere intregi. Fie a si b doua numere intregi cu
b = 0. Atunci exista numerele intregi, unic determinate, q si r astfel incat:
a=bq+r cu 0<r<|b]| (1)

Nmerele q si r se numesc catul si respectiv restul impartirii lui a la b.
Teorema impartirii cu rest pentru polinoame. Fie K un corp comutativ, iar f si g cu

g # 0 polinoame din K[X]. Atunci exista polinoamele q si r din K[X], unic

determinate, astfel incéat:
f=gg+r cu gradr<gradg (2)

Polinoamele q si r se numesc catul si respectiv restul impartirii lui f prin g.

Se observa ca cele doua relatji (1) si (2) sunt asemanatoare. Este suficient
sa schimbam cuvantul ,numar intreg” cu cel de ,polinom” si din
(1) obtinem (2) cu schimbarea conditiei 0<r<|b| cu conditia
gradr<grad g .

Mai mult, demonstratiile celor doua teoreme, bazate pe proprietatea de
buna ordonare a multimii numerelor naturale, sunt la fel.

Aceste teoreme stau la baza aritmeticii numerelor intregi si a aritmeticii
polinoamelor intr-o nedeterminata cu coeficienti intr-un corp comutativ. Pe
baza lor se construieste algoritmul lui Euclid de determinare a celui mai
mare divizor comun pentru numere intregi si pentru polinoame.

De asemenea, se obtine teorema de descompunere in factori primi pentru
numere intregi si pentru polinoame etc.

Exista si alte mulfimi de numere sau multimi ale caror elemente sunt de o
natura oarecare pentru care se pot da teorema de impartire cu rest si
care le confera anumite proprietati aritmetice. Aritmetica numerelor intregi,
aritmetica polinoamelor, cat si alte aritmetici se pot trata in mod unitar prin
introducerea notiunii de inel euclidian.

Definitie. Se numeste inel euclidian un domeniu de integritate R pentru care exista
o functie ¢:R\{0} > N avand proprietatea ca, oricare ar fi a,be R cu
b =0, exista q,r € R, astfel incat:
a=bg+r, unde r=0 sau o(r)<o(b)

Exemple. Din teorema impartirii cu rest pentru Z, rezulta ca inelul Z este inel
euclidian in raport cu functia ¢:Z\{0} > N, ¢(a)= a|.

Din teorema Tmpartirii cu rest pentru K[X], rezulta ca inelul K[X], K
corp comutativ, este inel euclidian in raport cu functia ¢: K[X]\{0} > N,
o(f)=gradf .
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Observatie.
=3

g

In continuare, cand vom spune c& R este inel euclidian, vom intelege ca R
este unul din inelele mentionate mai sus: fie inelul Z al numerelor intregi,
fie inelul K[X] al polinoamelor intr-o nedeterminata cu coeficienti intr-un

corp comutativ K.

Daca R este unul din inelele de mai sus, pentru orice a,be R, exista cel

mai mare divizor comun al lor, notat c.m.m.d.c.{a,b}, sau pe scurt, (a,b). in
plus, daca a,beR si d=(ab), atunci exista u,veR, astfel incat

d=ua+vb.

Fie R un inel euclidian. Daca a,b € R spunem ca a divide b si scriem a|b
daca exista ceR astfel incat b=ac. Spunem ca elementele a,beR
sunt asociate in divizibilitate daca a|b si b|a si scriem a~, b. Este
imediat ca a ~, b daca si numai daca exista un element inversabil u din R
astfel incat b =ua. Rezulta usor ca relatia de asociere in divizibilitate este
o relatie de echivalenta pe R.

Observam ca daca R=7Z, atunci a~, b daca si numai daca a=+b, iar
daca R =KI[X], atunci f ~, g daca si numai daca existd o € K\ {0}, astfel
incat g=af.

Un polinom nenul din K[X] se numeste monic sau unitar daca are
coeficientul termenului de grad maxim egal cu 1.

Este evident ca orice polinom nenul din K[X] este asociat in divizibilitate
cu un unic polinom monic din K[ X].

1.5.2. Matrice aritmetic echivalente

Fie R un inel comutativ si M_(R) inelul matricelor patratice de ordin n cu
elemente din inelul R. Notam cu:

GL,(R)={T e M (R)|T inversabila} .

Avem ca T este matrice inversabila daca si numai daca detT € U(R),
unde U(R) este multimea elementelor inversabile din inelul R.

Consideram matricea patratica de forma:

J

) T,(a)= SR , i#j,acR,

1

care are pe diagonala principala 1, la intersectia liniei / cu coloana j, un
element ae R siin rest zero.
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i J
1 :
1 i
0o ... 1 J
o1 :
n R = L i<,

1

1 . 0 . J

1

in care pe locurile (t,t) cu t #i,j si pe locurile (/,f), (j,i) se gaseste 1, iar

in rest zero. i

) D, (u) I ueUR),

I
- <

1

In care pe locurile (t,f) cu t =i se gaseste 1 si pe locul (i,i) se gaseste un
element u € U(R), iar in rest zero.

Matricela T, (a), P, si D,(u) sunt inversabile:
-1 -1 -1 -1
T,'(a)=T,(-a), A" =R, D/'(u)=D,(u™).
Vom nota M(m,n,R) multimea matricelor de tip (m,n) cu elemente din R.
in particular, vom nota M(m,m,R)=M_(R).

Fie Ae M(m,n,R).

Daca T,(a), B si D,(u) sunt matrice din M,_(R), atunci:

) T;(a)A se obtine din A adunéand la linia i linia j, Tnmultita cu a;

Il) F;A se obtine din A permutand linia / cu linia j;

l11) D.(u)A se obtine din A inmultind linia i cu u.

Daca T,(a), B, si D,(u) sunt matrice din M, (R), atunci:

I”) AT,(a) se obtine din A adunand la coloana j coloana /, inmultita cu a;

II") AF; se obtine din A permutand coloanele i si j;

111") AD,(u) se obtine din A inmultind coloana i cu u.
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Definitie.

Definitie.

Definitie.

Teorema 1.

Matricele T;(a), F;, D,(u) se numesc matrice elementare respectiv de tip
[, II'si lll. Multiplicarile matricei A cu asemenea matrice la stanga, respectiv
la dreapta, se numesc transformari elementare asupra liniilor, respectiv
coloanelor, matricei A, respectiv de tip I, Il si lll.

Fie ABeM(mn,R). Spunem ca matricele A si B sunt matrice
echivalente si scriem A ~ B, daca exista U € GL,(R) si V € GL,(R), astfel
incat B=UAV .

Rezulta imediat ca relatia binara ~ este o relatie de echivalenta pe
multimea M(m,n,R).

Fie R un inel comutativ. Spunem ca o matrice D € M(m,n,R) are forma
diagonal-canonica daca:

d‘l

0
cu d, #0 oricare 1<i<r, r<min{m,n} si d,|d,|...|d..
Matricea D se mai noteaza D =diag(d,,d,....,d,,0,...,0).

Vom arata ca daca R este un inel euclidian, orice matrice este aritmetic
echivalentd cu o matrice diagonal-canonica. Acest lucru permite aflarea
imediata a rangului matricei si, daca este cazul, aflarea inversei unei
matrice.

Observam ca: GL (Z)={U eM, (Z)|det(U)==1}
si GL,(K[X])={U e M, (K[X])| det(U) e K\{0}},

unde K este corp comutativ.
Fie R un inel euclidian si Ae M(m,n,R), A=0. Atunci exista o matrice

diagonal-canonica D, unic determinata, mai putin o asociere in
divizibilitate a elementelor de pe diagonala, astfel incat A~D.

Demonstratie. Vom arata ca efectuand asupra lui A un numar finit de
transformari elementare se ajunge la o matrice D diagonal-canonica,

D=U,...UAV,...V,
unde U, (1<i<s) si V,(1<j<t) sunt matrice elementare de ordin m,
respectiv n. Cum U, (1<i<s) si V,(1<j<t) sunt inversabile, rezultd ca
U=U,...U, si V=V,...V, sunt matrice inversabile, deci A~D.
Fie ¢:R\{0} > N functia care intervine in definitia inelelor euclidiene.
Presupunem c& A=(a;) e M(m,n,R), A0 sifie
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o(A)=min{op(a;)|a; = 0}.

Presupunem teorema adevarata pentru matricele de tip (m-1n-1) si
pentru matricele B de tip (m,n) astfel incat ¢(B) < ¢(A).

Presupunem ca exista un element a;, care divide toate elementele
matricei A. Matricea F,,AP,; este echivalenta cu A si are pe locul (1,1)
elementul a,. Putem deci presupune ca a; #0 si a,|a,, oricare ar fi
1<s<msi1<t<n.

Fie g,,,9,; e R astfelincat a, =a,q, (2<i<m), a;=a,q,; (2<j<n).
Inmultind succesiv la stanga matricea A cu matricele T.,(-g,,) de ordin m

si la dreapta cu matricele T,,(—q,;) de ordin n, unde 1<i<m si 1<j<n,
obtinem ca:

a, 0 .. O

A O a%z a%n :(aﬁ O].
: : : 0 A
0 am2 a'mn

Este clar ca a,, |a,'.j, oricare 2<i<m si 2<j<n. Cum A, este de tipul
(m-1n-1), conform presupunerii facute, exista U'eGL, ,(R) si
V'eGL, ,(R) astfel incat:

U'AV' = d =D'

sa fie matrice diagonal-canonica.

10 10
Fie U= , V= . Avem ca exista UeGL_ (R), V eGL,(R)
0o U o Vv

Si

UAV = d

0

Mai mult a,, | d, siluénd d, = a,, se obtine rezultatul cerut.
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Propozitia 1.

Sa consideram acum ca exista a, #0 care sa divida toate elementele
matricei A. Exista a, astfel incat ¢(A)=o(a,). Atnci P AP, are pe locul
(1,1) elementul a,. Putem presupune decica a,, #0 si ¢(A)=0o(a,,).

Daca exista j > 2 astfel incét a,, da,;, avem

1

a,; =a,q,; +r;,unde r;, 0 si o(r;) <o(a,).

/'3
Inmultind prima coloana cu —q,; si adunand-o la coloana j se obtine o
matrice A ~ A care are pe locul (1,j) elementul r,;.

Cum o(A) <o(r,;) < o(a;,)=0(A), conform presupunerii facute, exista o
matrice diagonal canonica D astfel incat A, ~D sideci A~D.

Analog se procedeaza daca exista i > 2 astfel incét a,, da,,.

in caz contrar, a,, la,, (2<j<n)sia,la, (2<i<m) siprocedand cain

5
A~ =A,.
0 A

Deoarece a,, nu divide toate elementele matricei A rezulta ca a,, nu
divide toate elementele matricei A,.

primul caz, obtinem:

Daca a,, nu divide un element de pe linia i a matricei A,, adunand linia ila
prima linie se obtine o situatie intalnita inainte.

Sa demonstram unicitatea. Aceasta rezultd din urmatoarele rezultate.
Daca AeM(m,n,R), pentru orice 1<k <min{m,n} vom nota cu A, (A) cel
mai mare divizor comun al tuturor minorilor de ordin k ai matricei A.

Fie A,B e M(m,n,R), unde R este inel euclidian. Daca A si B sunt aritmetic
echivalente, atunci A, (A) ~, A,(B) pentru orice 1< k <min{m,n}.

Demonstratie. Pentru 1< j <n, notdm cu ¢} coloana j a matricei A. Din
V =(v;) e M(n,p,R), atunci pentru orice 1< j<p:

i A1 2 n
Chy = CaVqCaVy +...+CyV, .

Din proprietatile determinantilor rezultd ca orice minor de ordin k al
matricei AV este o combinatie liniara cu coeficienti din R de minori de
ordin k ai matricei A. Prin urmare, A, (A) divide orice minor de ordin k al

matriicei AV si deci A,(A)| A (AV). Analog, daca U e M{q,m,R}, atunci
A(A) | A (UA).

Acum, daca A~ B, rezultd ca exista UeGL, (R) si VeGL,(R) astfel
incat B=UAV . Din cele prezentate obtinem ca:

A (A)| A (UA)| A (UAV) = A (B) si A, (B)| A (U'B)| AU BV )= A, (A)
sideci A (A)~, A(B).

44



Elemente de algebra liniara si teoria polinoamelor

Propozitia 2.

Exemple.

Fie R inel euclidian si A< M(n,p,R) si

d1
d2
0
D= d,
0
0
0

o forma diagonal-canonica a matricei A. Atunci d,~, A,(A) si
d, -, 2(A) 2<k<r.

A (A)
Demonstratie. Avem A~D si cum A,(D)=dd,...d,, 1<k<r, rezultd
afirmatiile din enunt.

Din aceastd propozitie rezultd in mod clar cd d,, 1<k<r, sunt
determinate mai putin o asociere in divizibilitate.

3 2 0
|£| Fie matricea A=|9 9 12|eM,(Z). Sa determinam forma diagonal-
9 10 12

canonica a matricei A.

Solutie. Avem @(A) =2 si permutand prima coloana cu a doua vom obtine
ca:

2 3 0
A~ 9 9 12|
10 9 12

Cum pe prima linie se gaseste 3 care nu divide cu 2 si cum 3 impartit la 2
da catul 1 si restul 1, se aduna la coloana a doua prima coloana inmultita
cu —1 si apoi se permuta primele doua coloane. Obtinem:

2 1 0 1 2 0
A-19 0 12|~10 9 12].
10 -1 12 -1 10 12

Adunam la linia a treia prima linie si apoi adunam la coloana a doua prima
coloana inmuliita cu —2. Se obtine:

1.0 O
A-0 9 12|.
0 12 12

Adunam la coloana a treia coloana a doua inmuliita cu -1, apoi se
permuta coloana a doua cu a treia si obtinem:
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1.0 O
A-10 3 9
0 0 12

Adunam la coloana a treia coloana a doua inmultita cu —3 si obtinem:

10 O
A~-10 3 0 |=D.
0 0 12

Deci D =diag(1,3,12) este forma diagonal-canonica a matricei A.

6 2 -12 8
2) Fie matricea A=| -6 0 12 -6 |eM,(3,4,Z). Sa determinam forma
12 2 -24 14

diagonal canonica a matricei A.

Solutia 1. Avem ¢(A) =2 si permutand prima coloana cu a doua, obtinem:

2 6 12 8
A-0 -6 12 -6|.
2 12 -24 14

Adunam la linia a treia prima linie inmuliitd cu —1 si apoi adunam la
coloana a doua, a treia si a patra prima coloana inmuliita, respectiv, cu
-3, cu 6 sicu —4. Obtinem:

2 0 0 O
A-10 6 12 6.
2 6 12 6

Adunam la linia a treia linia a doua si obtinem:

2 0 0 O
A-|0 -6 12 6.
2 0 0 O

Adunam la linia a treia linia a doua si apoi adunam la coloana a treia si a
patra coloana a doua inmultita, respectiv cu 2 si cu —1. Obtinem:

2 0 00
A~|0 -6 0 0|=diag(2,-6,0).
0 0 00O

Solutia 2. Determinam forma diagonal canonica a matricei A folosind
propozitia precedenta.

A,(A) ~ 2 (c.m.m.d.c. al minorilor de ordinul 1);
A,(A)~6 (c.m.m.d.c. al minorilor de ordinul 2);

A,(A)~0 (c.m.m.d.c. al minorilor de ordinul 3).
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Observatie.

=3

%

Deci d,~2, d, ~6 si se obtine:

2 000
A-10 6 0 O].
0 00O

Determinarea formei diagonal-canonice D e M(m,n,R) a unei matrice
AeM(m,n,R) prin efectuarea de transformari elementare (adica, prin
inmuliirea la stanga si la dreapta matricei A cu matrice elementare)
permite, daca se cere, aflarea matricelor inversabile UeGL_ (R) si

V eGL,(R), astfel incat D =AUV .
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Réaspunsurile
la test se vor
da in spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 7

-8 2 10
1. Fie matricea A=|-8 2 -10|eM,(Z). Sa se determine forma
-8 4 10

diagonal-canonica a matricei A.

4 12 6
-4 8 10

forma diagonal-canonica D a matricei A si matricele inversabile U si
V astfel incat D= AUV

2. Fie matricea A :( Je M(2,3,7Z). Sa se determine

X-2 -6 15
3. Fie matricea A= -1 X-1 5 |eM,(C[X]). Sa se
-1 -2 X+6
determine forma diagonal canonica a matricei A.

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 92 a acestei unitai
de invatare.

1.5.3. Matrice asemenea
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Propozitia 3.

Observatie.

g

Exemple.

Fie R un inel necomutativ, X nedeterminata astfel incat aX = Xa, oricare
ar fi ae R. Ca si in cazul comutativ se construieste inelul polinoamelor
R[X]. Luand in particular R =M, (K), K corp comutativ, putem vorbi de

inelul polinoamelor M_(K)[X] (polinoame in nedeterminata X, avand
coeficientii matrice din inelul M_(K)).

Fie F(X)=A, X" +...+ AX+A €M (K)X] si AeM,(K). Atunci:
1) exista maricele B, ,,...,B,,B,,M € M_(K), unice, astfel incat:

F(X)=(B, X" +...+BX+B))I.X-A)+M (*)
siinplus, M=A A" +...+ AA+A,;

2) exista matricele C,, ,,...,C,,C,,M'e M _(K), unice, astfel incat:
F(X)=(X-A)C, X" +..+CX+C,)+M' (%)
siinplus, M'=A"A_+...+AA +A,.

Demonstratie. 1) In relatia (*) scriem membrul drept sub forma canonica si
apoi identificam coeficientii corespunzatori din cei doi membri. Ob{inem
A =B A .,=B ,-B A A ,=B .-B ,A, .. A=B,-BA,

m — —m-1?
A =R-B,A,deunde B, ,=A,, B,,=A,A-A_,,
B,,=AA+A A+A ., ...B =A A"+ +AA+A,
M=AA"+. . +AA+A.
2) Se demonstreaza analog.
Se vede usor ca aplicatia:

01 M, (X)IK] = M,(KIXD), > (a7); X" —=(>_(a;X"),

este izomorfism de inele.
Fie A=(a;)eM,(K). Atunci polinomul /, X —A e M, (K)[X] poate fi scris
ca o matrice:

X-a, -a, .. -a,
-a X-a, .. -a
IX-A=| % # > |e M, (K[X])
-a_, -a, .. X-a,

si se numeste matricea caracteristica a lui A.
Polinomul P,(X)=det(/ X - A)= X" —tr(A)X" " +...+(-1)"det A e K[ X] se
numeste polinomul caracteristic al matricei A, unde tr(A):Za,,. este

i=1
urma matricei A.

4 1 -2
Fie matricea A=|2 1 -2|eM,(R).
1 -1 1
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Matricea caracteristica a lui A este:
X-4 1 2
LX-A=| -2 X-1 2 |eM,(R[X]).
—1 1 X -1
Polinomul caracteristic al matricei A este:
X-4 1 2
p,=| 2 X-1 2 [=(X-1)(X-2)(X-3).
-1 1 X -1

Teorema 2. (Hamilton-Cayley). Daca A<M, (K) si p,(X) este polinomul sdu
caracteristic, atunci p,(A)=0.

Demonstratie. Daca B=/ X—-A este matricea caracteristicad, matricea
reciproca a lui B este B*=(b,)eM,(K[X]), unde b, =(-1)"'detB;, B,
fiind matricea care se obtine din B, eliminand linia i/ si coloana j. Avem ca
B*B=BB*=(detB)l, in M, (K[X]), de unde obtinem egalitatea

¢ '((detB)l)=¢'(B*)9'(B), unde ¢ este izomorfimul din observatia de
mai Tnainte. Cum B=/ X—-A, rezultd cd ¢ (| X -A) este un polinom
monic de grad n—1, Q(X)e M, (K)[X] si atunci egalitatea precedenta se
scrie sub forma:

I X"—a | X""+.. . +al X+a,l =Q(X)I X-A)+0

unde p,(X)=X"+a,_X""+...+aX+a,.

Conform propozitiei precedente pct. 1), rezultd p,(A)=1p,(A)=0.

Definitie. Fie K un corp comutativ si A,B M (K). Spunem ca matricea A este
asemenea cu matricea B, si scriem A~ B, daca exista P € GL,(K) astfel
incat B=P'AP.

Teorema 3 (teorema fundamentala a asemanarii).
Fie A,BeM, (K), Kfiind corp comutativ . Sunt echivalente afirmatiile:

1) A=B,
2) | X-A~1 X—-B (ca matrice cu coeficienti in inelul K[X]).
Demonstratie. 1) = 2) Deoarece A~ B, exista P € GL, (K) astfel incat

P7'AP =B. Atunci P'(I X -A)P =1 X -B sicum PP eGL (K[X])
rezultaca | X -A~[ X-B.

2)=>1) Cum [ X-A~IX-B, exista UV eGL,(K[X]) astfel incat
Ul X-AV =] X-B (%)

Cum U si V sunt polinoame in nedeterminata X cu coeficienti matrice din
M (K), aplicand propozitia 3, avem:

U=(X-A)Q+M, V=0 X-B)+M,
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Observatie.

[0

Exemplu.

cu Q,Q, e M (K[X]) si M,M,eM (K). inlocuind U si V in (*) obtinem:
M X-AM, =1 X-B-U(l. X -A)Q,(I X -B)—(I. X -B)Q,(I X —A)V +
+, X -B)Q,(I,X-A)Q,(I,.X-B), deunde:

M,(1,X AWM, =1,X ~B~(1,X ~ A)V"'Q, + QU™ ~Q,(I,X - A)Q,)(/,X - B).

Daca polinomul V'Q, + QU™ -Q,(/. X — A)Q, ar fi nenul, atunci membrul

stang al egalitatii precedente este un polinom de gradul intai, iar membrul
drept este un polinom de grad mai mare sau egal cu doi, contradictie.

Rezultd V'Q,+QU"'-Q,(I. X - A)Q, =0, de unde:

M,(I. X-AWM, =1 X-B
si, identificand coeficienti, rezultd MM, =1, M,AM, =B. Deci M, =M," si
M,'AM, =B, adicd A~B.

Din demonstratia teoremei precedente se obtine totodata un mod de a
calcula matricea inversabilad M, astfel incat P =M,'AM, .

-2 1 -10 4
Matricele A= si B= sunt asemenea deoarece matri-
0 3 26 11

cele caracteristice 1,X - A si [,X —B sunt aritmetic echivalente.

intr-adevar, aducand la forma diagonal-canonicad matricele ,X—-A si
I,X~-B, avem:

1 0

0 X*-X-6

Deci LX-A~1,X-B,deunde A=B.

QX—A~( ]~5X—B.

1.5.4. Matricea canonica Jordan

Fie K un corp comutativ, ne N* si A € K. Matricea patratica:

% 1
A 0

J (M) = S leM(K)
0 o
A

se numeste celula Jordan de ordin n asociata lui L e K.
Daca A,A,,...,A, €K si n,n,,..,n,eN* astfel incat n,+n,+...+n,=n,
matricea patratica

an (7\’1)
I, (h2) 0

0

(R =

LRI

J, ()

S
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Propozitia 4.

Propozitia 5.

se numeste matrice canonica Jordan de ordin n.
Cand nu este pericol de confuzie o vom nota simplu J.

Fie K un corp comutativ, ne N* si A € K. Atunci:
1

X —d, (1) - 0

(X=1)
Demonstratie. Deoarece det(/ X —J (1)) =(X —1)" rezulta

A, (I X~Jd (A)=(X-1)". In matricea | X —J_ (1) minorul (de ordin n—1)
obtinut eliminand ultima linie si prima coloana este egal cu (-1)"" si deci
An71(ln)(_“ln(7\‘)) = 1 -

Cum, in plus, A (|, X-J (M)A, X=J, (X)), 1<k<n-2, avem ca
d=d,=...=d_,=1, iar d =(X-L)" si deci rezultd cerinfa din
propozitie.

Daca ¢, ¢,,...,¢, € K[X] astfel incat (¢;,¢,)=1 pentru orice 1<i= j<t,

atunci:

1
04

D,

O
PPy - - -

Demonstratie. Vom demonstra afirmatia prin inductie dupa t.

Pentru t=1 afirmatia este evidenta, iar pentru t=2, cum (¢, 0,)=1,
exista u,veK[X] astfel incat ue,+ve,=1. Consideram matricele

1 1 u -
U2=( J si V2=( (P?j.
Vo, U, [ X

Avem ca detU, =detV, =ue, +vo, =1 sideci U,,V, € GL,(K[X]).
Mai mult,
ue, +v 0 1 1
UZAVZ:( MERAL ]:[ J:Dz.
0 P00, (vo, +Ue,) ) \0 0,0,

Deci A, ~D,. Presupunem adevarata afirmatia pentru -1 si sa
demonstram pentru t. Existd deci U, ,V,,eGL, (K[X]) astfel incéat
U A V. ,=D,,. Definim

U, 0 V., 0
U":( 0 1] ¢ \4':(61 1]'
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Deoarece det(U,')=detU, , si det(V,')=detV, , . Atunci U,'V,'eGL,([X]).
Mai mult, avem ca:

U 'ATV': Ut—‘l 0 At71 O \/t—'l 0 — Ut71Atf1\/t—1 O _
fon 0 1)lL0 o )lO 1 0 0,

5 oy (k2 O 0
:( 1 (PJ: 0 ¢9,..9,, O
‘ 0 0 @,

Notam:

0
A2':{WP20 Pe (Pjgi cum (Q;9,...¢,,,¢,)=1, conform pasului t=2
t

1 0

existd U,"V,'e GL,(K[X]) astfel incat U,"A'V,'= (0 ] . Fie
PPy ... O,

" IFZ O : " It—2 0
acum U," = 0 U siV,"= 0o vl
2 2

Avem acum ca U, "V, " € GL,(K[X]) si in plus,

l 0 I, 0
Ut"Ut'At'\/t'\/t": 1 ] ] == :Dt.
0 U,’A'V, 0 ¢9,...9
Prin urmare exista U, =U,"U,"' € GL,(K[X]) si V, =V,'V," € GL,(K[X]) astfel
incat UAV, =D,, adica A ~D,.
Fie acum:
Jn1(7\’1)

an (7\‘2)

J= e M, (K)

0
p, (X5)

o0 matrice canonica Jordan. Fie A,,A,,...,A, cu t<s elementele distincte
(eventual renumerotate) dintre A,,A,,...,A; $i g, numarul celulelor Jordan
asociate lui A, 1<i<t, de ordine, respectiv k, >k, >...2 k,, .

t t gi
Avem > g, =s si Z[ k,.j]:n, unde n=n,+n,+...+n_ este ordinul
i1 i=1\_j=1

matricei Jordan J.

Aranjam polinoamele care corespund (conform propozitiei 4) celulelor
Jordan in tabloul:
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Teorema 4.

Observatie.

[ (X =0, Y1 (X =k, )52, (X =)

(X =)o (X =R )2 (X =)o .

(X =0 (X =2,), (X =2,)%

Fie m:max{qqu,.f.,qt} sid ,d_,,...d, respectiv produsul polinoamelor

din coloana intdi, a doua, ..., a r—a a tabloului (*). Este clar ca
d, d,,....d,, sunt polinoame monice cu grad d =1, 1<i<m i
dld,|...|d,.

Cu notatiile precedente avem:

1
0
1
I X-J~ ,
d1
0 d
unde numarul de 1 este n—r .
Demonstratie.
ImX - Jn1 (Ay) 0
/ X—J 7\, Prop. 4
I.X~J~ X 7, 12) . :
0 [ X—J, (%)
! 1
| 1 0
. 0
e 1
;"1 """"""""" d,
E 0 dz
| 1
I n dm
(X =hg)"

in continuare, unele rezultate sunt date in cazul in care corpul K este
corpul C al numerelor complexe sau un subcorp al acestuia. Amintim ca,
corpul C este algebric inchis, adica orice polinom de grad >1 are toate
radacinile in C. Rezulta ca orice polinom f e C[X] de grad >1 poate fi

scris Tn mod unic sub forma:

f=a(X =) (X =2y)2 (X =2, ),
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Teorema 5.

unde o,A,A,,..,h,€C, A, =X, pentru orice 1<i=j<p si [, eN",
oricare 1<i<p.

Daca polinomul f este monic, atunci o =1.

Teorema fundamentala a teoriei lui Jordan este urmatoarea.

Fie AeM,(C). Atunci exista o matrice canonica Jordan J,, unic

determinata mai putin ordinea celulelor de pe diagonala, astfel incat
A=d,.

Demonstratie. Cum  det(/| X -A)=P,(X)=0, rezultd ca exista
polinoamele monice d,,d,,...,d,, € C[X] unic determinate astfel incéat

1

I X—-A-~

unde gradd, 21, 1<i<r si d,|d,|...|d,,.
Polinoamele monice d,,d,,...,d se numesc factorii invarianti ai matricei
A.

Polinomul d,, are toate radacinile in C si fie A,,A,,...,A, € C radacinile
distincte ale lui d,, avand respectiv multiplicitatile k,,,k,,,...,k,,. Atunci
d_=(X-%)"(X-L)e(X=L) sicum d__|d_,avem:

d, .= (X—?w)k”(X—?Lz)’Q2 ---(X_}Lt)ktz ’

unde k,, 2 k,,, Ky 2K, ..., k, 2k, . Continuam procedeul, descompunéand
succesiv factorii invarianti, care se incheie cu descompunerea lui d, si
formam tabloul ().

Polinoamele (X -, ), k; >0, din tabelul (*) se numesc divizorii
elementari ai matricei A.

Fie J, matricea canonica Jordan care are pe diagonala principala, intr-o
ordine oarecare, celulele Jordan Jk/_j(k,.), 1<i<t, 1<j<q, asociate

divizorilor elementari ai matricei A. Conform teoremei 1 avem ca:
1

I X—-A-~
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Observatie.

Definitie.

Corolar.

Exemple.

Deci | X-A~1 X-J, si conform teoremei fundamentale a asemanarii
avem A= J,.

Este clar ca rezultatul din teorema precedenta ramane adevarat pentru
AeM (K), K fiind un corp comutativ, daca si numai daca polinomul
caracteristic p, se descompune in produs de factori de gradul intai in
K[X], adica p, are toate radadcinile in K.

O matrice A< M, (C) se numeste diagonalizabila daca A ~ diag(A,,A,,...,A,)
cu A, € C, 1</ <n, nu neaparat distincte.

Fie K un subcorp al lui C si AeM (K). Atunci matricea A este
diagonalizabila daca si numai daca d,, este un produs de factori de gradul
intai din K[X], monici si distincti.

Algoritmul de calcul al formei canonice Jordan a unei matrice din M (C).

1. Se scrie matricea caracteristica.

2. Se aduce matricea caracteristica la forma diagonal-canonica (prin
transformari elementare).

3. Se descompun factorii invarianti in factori ireductibili (de gradul intai) si
se calculeaza divizorii elementari.

4. Fiecarui divizor elemetar i se asociaza celula Jordan corespunzatoare.

1 -3 4
E Fie matriceca A=(4 -7 8|eM,(C). Sa se gaseasca matricea
6 -7 7

canonica Jordan J, astfel incat A~ J,.

Solutia 1. Aducem la forma diagonal-canonica matricea caracteristica a lui
A,

X-1 3 —4
LX-A=| 4 X+7 -8 |eM,(C[X]),
—6 7 X-7
avand coeficientii in inelul euclidian C[X].

Adunam coloana a doua la coloana a treia si apoi permutam prima
coloana cu a treia . Obtinem:

-1 3 X-1
LX-A~ X-1 X+7 -4
X 7 —6

Adunam la coloana a doua si a treia prima coloana inmultita cu 3,
respectiv cu X —1 si apoi adunam la linia a doua si a treia prima linie
inmultita cu X —1, respectiv cu X si obtinem:
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-1 0 0
I X-A~| 0 4X+4 X*-2X-3]|.
0 3X+7 X*-X-6
Adunam la linia a doua linia a treia Tnmultita cu —1, apoi adunam la linia a

treia linia a doua Tnmultita cu —3 si permutand linia a doua cu linia a treia
se obtine:

-1 0 0
I X-A~| 0 16 X*+2X-15].
0 X-3 -X+3

Adunam coloana a doua la coloana a treia, apoi impartim linia a doua la
16 si se obtine:

-1 0 0
2
LX-A~| 0 1 (X7 :
16
0 X-3 0
Adunam la linia a treia linia a doua inmultitd cu 3— X si apoi adunam la
2
coloana a treia coloana a doua inmultita cu _(X1+61) si se obtine:
-1 0 0
LX-A~| 0 1 0
2
0 0 KN 5 x
16
In fine, inmultim prima linie cu —1 si linia a treia cu —16. Se obtine:
10 0
LX-A~|0 1 0

0 O(X+ﬂ%X—&.

Avem un singur factor invariant d, =(X+1)°(X-3). Celulele Jordan
asociate divizorilor elementari sunt J,(3) si J,(-1) si deci:

30 0

J@3) 0
A~ 0 J(1)=o -1 1
2 0 0 -1

Solutia 2. Formam matricea caracteristica:
X-1 3 -4
LX-A=| 4 X+7 -8 |eM,(C[X]).
—6 7 X -7
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Determinam forma diagonal-canonicd a matricei [,L.X-A folosind
propozitia 2 din sectiunea 2.

A,(lLX —A)=1 (c.m.m.d.c. al minorilor de ordinul 1).
A,(l,X-A)=1 (c.m.m.d.c. al minorilor de ordinul 2).
A (I,X = A)=det (I,X —A)=(X+1*(X-3).

Prin urmare, elementele formei diagonal-canonice ale matricei ,L.X-A
sunt d, =1, d, =1, d, =(X +1)*(X -3) si

10 0
D=0 1 0
0 0 (X+12(X-3)
10 0
Deci: LX-A~0 1 0

0 0 (X+12(X-3)

Se continua ca la solutia 1.

1 -3 0 3
-2 -6 0 13

Fie matricea A= 3 1 e M,(C). Sa se gaseasca matricea
-1 -4 0 8

canonica Jordan J, astfel incat A~ J,.
Solutia 1. Aducem la forma diagonal-canonica matricea caracteristica a lui
A,
X-1 3 0 -3
2 X+6 O -13
3 X-1 -3
1 4 0 X-8

X -A= e M,(CIX]),

avand coeficienti in inelul euclidian C[X].

Permutand intre ele linii ale matricei /,X - A avem:

1 4 0 X-8

X-1 3 0 3
I,X—A-~
2 X+6 0 -13

0 3 X-1 -3
Adunam la coloana a doua si a patra prima coloana inmuliita cu —4,

respectiv cu 8— X si apoi adunam la linia a doua si a treia prima linie
inmultita cu 1- X si cu —2 si obtinem:
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1 0 0 0
0 4X-7 0  X2-9X+11
X - A~ N
0 -X+2 0 2X -3
0 -3 X+ 3

Adunam coloana a doua la coloana a patra, apoi permutam linia a doua cu
linia a patra si obtinem:

10 0 0
0 3 —X+1 0
XA~ i
0 -X+2 0 X 1

0 4X-7 0 X?-5X+4

- o 1 . . : : :
Inmultim linia a doua 3 si apoi inmultim coloana a treia cu 3 obtinem:

1 0 0 0
0 1  X-1 0
1,X A~
0 -X+2 0 X -1

0 4X-7 0 X°-5X+4

Adunam la coloana a treia coloana a doua inmuliita cu 1-X si apoi
permutam coloana a treia cu coloana a patra. Se obf{ine:

10 0 0

0 1 0 0
X - A~

00 X -1 (X —1)(X =2)

0 0 (X-1)(X-4) (1-X)4X-T7)
Adunam la coloana a treia coloana a doua inmultita cu 2— X si apoi
adunam la linia a patra linia a treia inmultita cu 4 — X si obtinem:
10 O 0
01 O 0
0 0 X-1 0
00 0 —(x-1

fnmultind cu -1 ultima coloana avem:

I,X—-A-~

10 0 0
01 0 0
XA~
00 X-1 0
00 0 (X-1

Factorii invarianti sunt d, = X -1 si d, =(X-1)°, acestia fiind si divizorii
elementari. Deci:
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1

0

1
0
0

0

1
1
0

0

0
nt
1
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Raspunsurile
la test se vor
da in spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 8

y y . 4 2 , 1 2
1. Sa se arate ca matricele A= 3 si B= 3 4 sunt

1
asemenea.
3 1 0
2. Fie matricea A=|-4 -1 0 |eM,(C). Sa se determine
4 -8 -2

factorii invarianti, divizorii elemetari si forma canonica Jordan.

4 010
2 230

3. Fie matricea A= 1020 e M,(C). Sa se determine factorii
4 0 1 2

invarianti, divizorii elemetari si forma canonica Jordan.

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 93 a acestei unitatj
de invatare.
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1.5.3. Polinomul minimal al unei matrice

Teorema 6.

Fie K un corp comutativsi AeM, (K). Exista polinoame f e K[X], f#0,
astfel incat f(A)=0 (de exemplu, polinomul caracteristic p, al matricei
A). Fie m, e K[X] polinomul monic de grad minim din K[X] astfel incat
m,(A)=0. Evident m, este unic determinat de conditiile:

1) m, e K[X], m, este monic;

2) m,(A)=0;

3) Daca f e K[X] si f(A)=0, atunci m,|f.

Polinomul m, se numeste polinomul minimal al matricei A.

Fie K un subcorp lui C, AeM (K) si d,,d,,....d eK[X] factorii
invarianti ai matricei A, Atunci:
1) p,=dd,..d ,m,=d_;

2) (teorema lui Frobenius) m, si p, au aceiasi factori ireductibili din
K[X].
Demonstratie. 1) Cum p, =det(/. X — A), din teorema 1 rezulta ca
p,=dd,...d, . Saardatamca m, =d, .

Fie mai intai, A= J,,(?u yeM (K Avem A=Al +N unde:

n

0
e M,(K).
f_kH
0 0
0O ... 0
1
Cum N¥ = . 0 e M (K), rezultd cd N* =0, oricare ar fi
0 :
0

1<k<n-1 si N"=0. Deoarece p,=(X-L)" si m,|p,, rezultd ca
m,=(X-1),1</<n.Cum 0=m,(A)=(A-A )Y =N, N"=0, N"" =0,
rezultd [ =n sideci m, =p, =(X—L)" (singurul factor invariant).

Sa presupunem acum ca p, se descompune in produs de factori de
gradul intai in K[X]. Exista P € GL,(K) astfel incét:

Jo, (M) 0

PAP=J, = ,unde A, A, 4, €K.
0 J. (L)
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Exemple.

Este clar ca pentru f € K[ X] avem

f(A)=0< pf(AP =0 < F(P'AP)=0 < f(J,) =0,

adica

F(Jn, (M) 0

0 | f(J, (1))

1<i<n<d |, deunde m, =d,  (conform relatiilor (x)).

=0 f(J,(A)=0,1<i<s < (X-1,)" |f,

In sfarsit, s& presupunem ca p, nu se descompune in produs de factori
de gradul intéi. Deoarece K c C, atunci | X-AeM (K[X]) =M, (C[X]) si
in plus GL (K[X]) < GL,(C[X]). Deci forma diagonal-canonica a matricei
I X-A in M (K[X]) este aceeasi cu forma diagonal-canonica in
M (C[X]). Cum p,=dd,...d, se descompune in produs de factori de
gradul intai in C[X] rezulta ca polinomul monic de grad minim din C[X]
care admite pe A ca radacina este d,, si, totodatd, d,, este polinomul din
KI[X] cu aceleasi proprietati. Deci m, =d, .

2)Cum d,|d,|...|d , din 1) rezulta evident afirmatia.

Sa se gaseasca p, si m, daca

1 -3 4
A=|4 -7 8|eM,(R).
6 -7 7
Solutie. Dupa cum am vazut la sectiunea precedenta, avem ca:
10 0
IL-A~]0 1 0

0 0 (X+12(X-3)

sideci p,=m, =(X+17(X-3).

Sa se gaseasca p, si m, daca:
1 -3
-2 -6
0 -3
-1 4

A=

o ~ O O

e M,(C).

8

Solutie. Din sectiunea precedenta, avem ca:

1

0
0 1
I,X A~
00
00

0 0
0 0
X-1 0
0 (X-3)
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Atunci p, =(X-1)" si m, =(X-1)°.

1.5.6. Aplicatii la studiul transformarilor liniare. Subspatii invariante

Teorema 7.

Propozitia 6.

Fie K un corp comutativ si V, un K -spatiu vectorial de dimensiune finita,
n=dim,V. Un morfism de spatii vectoriale (sau aplicatie liniara)
u:V -V se numeste inca endomorfism al lui V sau inca transformare
liniara a lui V. Vom nota cu End, (V) multimea tuturor transformarilor

liniare ale lui V' sau inca multimea tuturor endomorfismelor spatiului V.
Fie B={e.e,,....,} o K-baza a lui V si A=(a;)=M,(u) matricea
asociata lui u in baza B. Matriceca A este definita de relatiile

n
u(e;)=> a6, 1<i<n.Vom defini polinomul caracteristic p, si polinomul
i=1

minimal m, al endomorfismului u prin p, =p, si m, =m,. Aceste definitii
sunt corecte in sensul c& ele nu depind de alegerea bazei 5. Intr-adevar,
fie B'={e,'\e,",....e,"} 0 altda K—baza a lui V si peGL, (K) matricea de
trecere de la baza B la baza B'. Daca A'=(a;')=M;(u), atunci
A'=P"AP, adicd A~ A' gideci | X-A~1 X—A". Prinurmare p, =p,
si m, =m,. si deci definitiile date pentru p, si m, sunt corecte.

Fie V' un spatiu vectorial de dimensiune finita n peste C si u<End, (V).
Atunci exista o baza B' a lui V' astfel incat M,.(u), notata J, sa fie o
matrice canonica Jordan. Mai mult, J, este unic determinatd mai putin
ordinea celulelor Jordan de pe diagonala matricei J, .

Demonstratie. Fie B={e,e,,....e,} o C—-baza a Ilui V si A=M,(u).
Exista P=(p;)=GL,(C) astfel incat P'AP =J, este matrice canonica

Jordan. Fie B'={e,"e,",....e,", unde e,'=> p,e,, 1<i<n.Deoarece P
i=1

este matrice inversabila, rezulta ca B' este o C—baza a lui V si, in plus,
M,.(u)=P'AP =J, = J, . Unicitatea este evidenta.

Definim acum suma directa de subspatii, notiune pe care o vom folosi in
continuare.

Fie K un corp comutativ, V un K-spatiu vectorial si L,L,,...,L, subspatii
vectoriale ale Iui V. Fie L = iL,. ={xeV|x= Zn:x,, x; el, 1<i<n} suma
subspatiilor L;, 1<i<n. - -

Fie V un un K-spatiu vectorial si L,L,,...,L  subspatii vectoriale ale lui V

siL= ZL,. . Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
i=1
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n

1) oricare ar fi xeL se scrie in mod unic sub forma X=ZX,., x; L,
i=1

1<i<n;

2)Dacad ) x,=0, x,eL, 1<i<n, atunci x,=0, 1<i<n;
i=1

3) pentru orice 1< j<n avem L, ZL,jzo.

i#]

n

Demonstratie. 1)=2). Fie x =0, x elL, 1<i<n. Avem

i i i
i=1

> x,=0=> 0 si din unicitatea scrierii lui 0 eV rezultd x;, =0, 1<i<n.
i=1 i=1

2)=3). Fie XELjﬂ[ZLI}. Atunci x,el, si xe) L, deci avem

i#f i#f

x e x; adicd X, +...+ X, +(-X)+X,

it tX,=0.Cum —x el si x; el

i#f

pentru i = j, din 2) rezultd ca x =0 sideci L, ﬂ(ZL,j =0.

i#jf

3)=1). Fie xeL astfel incat x=> x,=> x,", x,x;'eL;, 1<i<n.
izt i=1j

Pentru orice j avem x, —X,"'= Y (x,'-x;)€>_L; si deci:

i#j i#j

xj—xj'eL,ﬂ[ZL,J:O,

i#f

Prin urmare X; =X, ', oricare 1<i<n.

Daca L=ZL,. satisface una din conditiile echivalente ale propozitiei
i=1
precedente, spunem ca L este suma directa a subspatiilor L, 1</ <n si

n
scriem L =@L,.
i=1
Spunem ca spatiul vectorial V este suma directa a subspatiilor L,

n
1<i<n,daca V =GL,.
i=1

in particular, dacd n=2 avem V =L, ®L, daca si numai daca V =L, +L,
si L,NL,=0.
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Observatie.

g

Definitie.

Propozitia 7.

Propozitia 8.

Fie V un K —spatiu vectorial de dimensiune finita si L,,L,,...,L, subspatii
ale lui V. Atunci:
dim, [@L,j = ZdimK(L,) :
i=1 i=1

Aceasta relatie rezultad din faptul ca daca B, este o baza a lui L;, pentru

n n
orice 1<j <n, atunci UB, este o baza pentru L, .
i=1 i=1

Fie V un K-spatiu vectorial, L un subspatiu vectorial al lui V si
ueEnd, (V).

1) L se numeste invariant in raport cu v daca u(L)c L.

2) V #0 se numeste indecompozabil in raport cu u daca din V=L ®L,
cu L, si L, subspatii invariante in raport cu u, rezultéd L, =0 sau L, =0.

In caz contrar V se numeste decompozabil in raport cu u.

3) subspatiul invariant L =0 este indecompozabil in raport cu u daca este

indecompozabil ca spatiu vectorial in raport cu restrictia u'=u|, .

Fie V un K-spatiu vectorial si ueEnd, (V). Atunci V poate fi
reprezentat ca o suma directa de subspatii indecompozabile in raport cu

- V=LoL®..oL,.

Demonstratie. Rationam prin inductie dupd n=dim, V.

Daca n =1, atunci V este indecompozabil.

Daca n>1si V este indecompozabil in raport cu u, atunci este clar.

Daca n>1, iar V este decompozabil in raport cu u, atunci V=L ®L,,
unde L, si L, sunt subspatii nenule invariante in raport cu u. Cum
dim, L, <n, i €{12}, se aplica ipoteza de inductie pentru L, si L,.

Fie V un K-spatiu vectorial si ueEnd, (V) astfel incat
V=L®L ®..®L,, unde L,L,,...,L, sunt subspatii ale lui V', invariante
in raport cu u, Daca u'=u|L,_ si B este o K—bazd alui L, 1<i<n,

atunci B=DB, este o K—-baza alui V si
it
M ()
My(u)= Malts) O
0 My (0,)

Demonstratie. Faptul ca B este o K—baza a lui V' rezulta din scrierea lui
V' ca suma directa de L,L,,...,L,. Deoarece subspatiile L;,, 1<i<s, sunt
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Propozitia 9.

invariante in raport cu u, rezultd imediat ca matricea M,(u) are forma de
mai sus.

Daca xeV, cum dim,V =n, rezultd ca vectorii x,u(x),...,.u"(x) sunt
liniar dependenti. Deci existd o,,a,,...,a, € K, nu toti nuli, astfel Tncat

ia,u"(x):o, adicd g(u)(x)=0, unde O;tg(X):ioc,X"eK[X]. Fie

i=0 i=0
m, (X) e K[X] polinomul monic de grad minim, astfel incat m, (u)(x)=0.
Polinomul m, se numeste polinomul minimal al vectorului x eV si, este
clar ca are urmatoarele proprietati:

(i) Daca g € K[X] astfel incat g(u)(x)=0, atunci m_|g.

(i) Dacd d=grad(m,), atunci vectorii x,u(x),...u’"(x) sunt liniar
independentj.

(ili) m |m, oricare arfi xeV.

Fie V un K-spatiu vectorial si ueEnd, (V). Atunci V este
indecompozabil in raport cu u si p, se descompune in factori de gradul
intdi in K[X] (cand K=C este adevarat) daca si numai daca exista
A eK astfel incat J, =J,(1).

Demonstratie. ,<" Fie B={e,e,,....e,} o K—baza a lui V astfel incat
Mg(u)=J,()). Daca e=e,, atunci u(e)=u(e,)=e, ,+Are, =¢, ,+Ae, de
unde rezulta e, ,=(u—-2A1,)(e). Analog, din u(e, ,)=e, , +Ae, ,, obtinem
e _,=U-M,)%(,)=w-21,)(e). in general, avem e, =(u-11,)""(e),
1<k<n-1. Am vazut ca p,=(X-1)" si cum m,|p,, rezultd ca
m,=(X-1),cu1</<n.Cum (u-21,)"(e)=e,#0, rezultd ca | >n-1
sideci /=n.Atunci m,=(X-1)"=p,=m,.

Daca, prin absurd, V este decompozabil in raport cu u, atunci exista L,
si L,, subspatii nenule ale lui V, invariante in raport cu u astfel incéat
V=L®&L, . Fien=dm,V. <n,ie{12} sie=x+x, cu x,eL, si

X, eL,.Cum m, |m,, i€{12}, rezultd ca m =(X-1)", unde

d, =gradm, , i €{1,2}. Deoarece vectorii x;,u(x,),...u""'(x;) sunt liniar
independenti, rezultd d, <n. <n, i €{1,2}. Daca d =max{d,,d,}, atunci
(u-21,)(x)=0, i e{1,2} sideci (u-11,)(€)=0.Cum m_ =(X-1)",
rezulta d > n, contradictie.

Evident p, =(X —L)" se descompune in factori de gradul intai in K[X].

,=" Fie s numarul celulelor Jordan ale lui J,. Sa aratdm ca s=1. Daca
s>1, fie B={e,e,,....e,} o K—baza a lui V astfel incat:
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Teorema 8.

Jo (A1)

M, ()=, = I, (h2)

J. (&)

unde n=n,+n,+...+n;. Daca notam B, ={e,e,,....e, },

B, ={€, .1 1€p.n}s - Bo={e ..€,}, fie L, =(B,) subspatiul
generat de B, pentru orice 1<i<s.Avem L, =Ke,®...®Ke,,
L,=Ke,  ®..®Ke,,, ..., L,=Ke,, , .,©..©Ke, Atuncil, este
subspatiu al lui V, invariant in raport cu u pentru orice 1</ <s si
V=L®..®L,. Deci V este decompozabil in raport cu u, contradictie.

M+..ng_q+17°°

Din cele de mai sus rezulta

Orice reprezentare a lui V ca suma directa de subspatii invariante
indecompozabile in raport cu u are s sumanzi si dimensiunile acestora

coincid cu ordinele celulelor Jordan ale matricei J,,.

1.5.7. Vectori si valori proprii. Diagonalizarea matricelor patratice

Definitie.

Teorema 9.

Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n peste corpul comutativ K, L un
subspatiu al lui V' si u<End, (V). Observam ca daca L este un subspatiu

invariant in raport cu u, de dimensiune 1 si e e L este un generator al lui
L, atunci e=#0 si u(e)=re cu LeK. Reciproc, daca u(e)=2Xe cu
Oz2eecV si LeK, iar L=Ke, atunci L est invariant in raport cu u si
dim,V =1.

Un scalar A € K se numeste valoare proprie sau valoare caracteristica
a lui u daca exista eeV, e #0, astfel incat u(e)=Ae. Vectorul e se

numeste vectorul propriu al lui u asociat valorii proprii A.
Fie K un corp comutativ, V un K-spatiu vectorial, n=dim,V si
ueEnd, (V). Pentru un scalar AeK, urmatoarele afirmatii sunt

echivalente:
1) A este valoarea proprie a lui u;

2) p,()=0.

Cu alte cuvinte, valorile proprii ale lui u sunt exact radacinile din K ale lui
p, - In particular, daca K = C, valorile proprii coincid cu radacinile lui p, .

Demonstratie. Fie B={ee,,....e,} o K—bazaalui V, A=(a;)=M,(u)
sixeV, x=o,6,+0,8,+...+0,e, cu o, €K, 1<i<n.Atunci:

u(x)=ix < iocju(ej) = lia,e, = iocj (i%ei )] = ika,e, =
j=1 i=1 j=1 i=1

i=1

n n n n
& Z[Za,jaj]e, =Y houe & D oo, =hay, 1<i<ne
=1\ j=1 i=1 j=1

68



Elemente de algebra liniara si teoria polinoamelor

Observatie.

(%

Propozitia 10.

Corolar.

o, 0
&M, -A) 2= ? (*)
o 0

n

Prin urmare, pentru un scalar LeK exista xeV, x=0, astfel incat
u(x)=2Ax daca si numai daca sistemul omogen (*) are solutii nenule daca

si numai daca det(A/, —A)=0, adica p,(1)=0.

n
Daca B={e,e,,....6,} este 0 K-bazd a lui V si x=) a,e eV, x=0,
i=1
atunci x este vector propriu al lui u asociat valorii proprii A daca si numai
daca a,,a,,...,0, € K constituie o solutie nenuld a sistemului omogen ().

Prin urmare, determinarea vectorilor proprii revine la determinarea
solutiilor nenule ale sistemului omogen (*).

Fie V un K —spatiu vectorial, u e End, (V) si A,A,,...,A,, € K valori proprii
distincte ale lui u, iar x,,x,,...,Xx,, vectori proprii asociati, respectiv acestor
valori proprii. Atunci x,,X,,...,x,, sunt vectori liniar independenti.

Demonstratie. Rationam prin inductie dupa m. Pentru m=1, cum x, #0,
rezultd ca x, este liniar independent. Presupunem afirmatia adevarata
pentru m, adica vectorii x,,X,,...,x,, sunt liniar independenti. Fie:
oX,+...+a,x =0. (1)
Avem u(ia,x,j =0, adica ioc,u(x,) =0, de unde:
i=1 i=1
oLAX +.o+o, A X o hox =0 (2)
Presupunand ca A, # 0, inmultim relatia (1) cu —&,, si obtinem:
—O A, Xy == 0 A X =, Ao X =0, (3)
Adunand relatiile (2) si (3), obtinem:
oy (A=A, )X +...+0o,, (A=A, )X, ,=0.
Din ipoteza de inductie rezulta:
o,(A=1A,)=0, ..., 0, ,(-%,,)=0, a,r,=0.
Cum A, #0 si A, ¢kj, oricare ar fi 1</ # j <m, rezulta ca:
o=...=a, =, =0.

Deci x,,X,,...,X,, sunt vectori liniar independenti.

Fie V un C-spatiu vectorial, dim.V =n, u €End.(V) avand valorile
proprii distincte. Atunci vectorii proprii asociati formeaza o baza a lui V.
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Propozitia 11.

Teorema 10.

Fie V un K —spatiu vectorial, dim,V =n, ueEnd, (V) si A €K o valoare
proprie a lui u. Atunci A este radacina a polinomului caracteristic p, si fie
k, multiciplicitatea radacinii L. Numarul k, se numeste multiplicitatea
algebrica a valorii proprii A.

Notam L, ={x eV |u(x)=2Ax}. Se vede usor ca L, este subspatiu al lui V,
invariant in raport cu u. Numarul dim,L, se numeste multiplicitatea
geometrica a lui A.

Fie ueEnd,(V), dim,V =n. Pentru orice valoare proprie A a lui u avem
dim,L, <k, .

Demonstratie. Fie B, ={e,.e,,....e,} obazaalui L,, r=r, =dim,L, .
Completam baza B, laobazaalui V, B={e,,....e, f ,,...,f}.Cum
e,....e, €L, ,avemca u(e,)=re,=1e;+0-6,+...+0-¢, +0-f ,+...+0-f,

r+1

ue,)=re,=0-e,+1-e,+0-¢;+...+0-e, +0-f ,+...+0-f , ...,
ute,)=re, =0-¢,+...+0-e,,+re, +0-f ,+...+0- ,

_ r+1 r+1 r+1
y=oe+...+a e +o L f  +.. oL,

r+1°r+1

u(f,

+1

u(f,)=oaje +...+a’e, +a, f  +...+af sideci matricea asociata lui u in
baza B este:

A0 ... 0 o .. of
00 ... v a" ... | (In A
MB(U)z :+1 nr = .
00 ... 0 o,y ... a4 0 B
00 ..0 o ... o
Atunci XI. — M, (u) HX=h) A i
NcCl - = |
Hnet A =M o 1 x-B)F

p,(X)=det(XI, — M, (u)) = (X — 1) ps(X). Dar p,(X)=(X-1)*q(X) cu
q(L) =0 sideci r <k, , adica dim,L, <k, .

Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune finitd si ue<End, (V).

Transformarea liniara u se numeste diagonalizabila daca exista o baza
B a spatiului V astfel incat matricea M,(u) sa fie diagonalizabila.

Observam ca daca M,(u) este diagonalizabila, adica
M(u) = diag(ry,2,,...,2,), atunci B, ,,(X)=p,(X) sideci A,L,,....A,

sunt chiar valorile proprii ale lui M(u).

Fie V un C- spatiu vectorial, dim.V =n si ucEnd.(V). Fie
Ay, A, € C radacinile distincte ale lui p, si k,,k,,....k, e N*

multiciplicitatile acestor radacini. Sa se arate ca urmatoarele afirmatji sunt
echivalente:
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Observatie.

1) Transformarea liniara u este diagonalizabila.

2) Exista o baza B alui V formata numai cu vectori proprii ai transformarii
liniare u.

V=L ®..0L .
4) Pentru orice 1<i<m, dim.L, =k;.

Demonstratie. 1) = 2). Din ipoteza exista o baza B ={e,e,,...,e,} alui V
astfel incat M,(u) =diag(A,,1,,...,A,) cu A, e C, 1<i<n nu neaparat
distincte. Atunci f(e;) =M\e,,....,f(e,)=\,e, si deci baza B este formata
numai cu vectori proprii ai lui u.

2)= 3) Din propozitia 10 rezultd ca suma subspatiilor L, , 1<i<m, este
directa siavem L, ©...®L, <V . Reciproc, fie xeV si B={e,e,,....6,}
o baza a spatiului V formata cu vectori proprii ai lui u. Atunci x = Zocjej

j=1
cu a;eK, 1<j<n si grupand termenii o, care apartin aceluiasi

subspatiu L, ,rezultaca xelL, ©...®L, .
3)=4) Sa presupunem ca exista /, 1</<m, astfel incat dim.L, <k,.

Cum dim. L, <k; pentru orice 1<i<m, rezulta ca
n=dim.V =dim.L, +...+dim L, +...+dim.L, <k +..k +...+Kk,=n,

de unde n < n, contradictie.
4)=1) Avem L, +...+L, =L, ®...®L, <V.Cum

dim.(L, ®...®L, )=dim.L,_+..+dim L, =k +...+k,=n

sideci L, ®...®L, =V.Alegand cate o baza B, in fiecare L, pentru
orice 1< j <m sireunind aceste baze se obtine o baza pentru V ,
B=BuUB,u...uB, .Dacad B ={e,...., }, B, ={e],....e. }, ...,

B, ={e].....ef }, atunci B ={e],....e; .€/,....6f ,....e",....e; } . Avem:
u(ej)=re +0-e;+...+0-¢, +...+0-¢7,

u(e;)=0-e +1e+...+0-¢ +...+0-ef , ...
ule,)=0-e/+0-e;+...+ 1 +...+0-€ , ...

uley )=0-€;+0-e;+...+0-¢; +...+%,€;, de unde rezults ca

M (u)=diag(r,,... ANy, shyyc A p,. . A ) UNDe A, se repetd de k, ori,
A, serepeta de k, ori, ..., A, serepeta de k,, ori. Deci u este
diagonalizabila.

Teorema precedenta da algoritmul de diagonalizare a matricelor patratice.
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Exemple.

Fie V e R® = M(3,1R) si u e End,(R®) astfel incat:

5 6 -6
Myu)=|-1 4 2 |eM,(R),
3 6 -4

unde B ={e,e,,e,} este baza canonica a lui R®, iar e, =(1,0,0),
e, =(0,1,0) si e, =(0,0,1). (Daca A este o matrice, atunci A’ este
transpusa sa.)
Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii ai transformarii u.
Este transformarea liniara u diagonalizabila?
Solutie. Avem:

X-5 6 6
p, =det(LX-M,(u))=| 1 X-4 -2 |=(X-2*X-1).

-3 6 X+4

Ré&dacinile din R ale lui p, sunt A, =1 si A, =2, aceste fiind valorile
proprii.

Pentru A, =1 sistemul omogen (*) este:

4 6 6\ a,) (0
S) |1 =3 2| a,|=|0
3 6 5)(a,) (0

iar pentru A, =2 sistemul omogen (*) este

3 6 6)a,) (0
S,) |1 -2 2o, |=|0].
3 6 6)a,) (0

Sistemele (S,) si (S,) se scriu, respectiv:

(40, +6a, + 60, =0,
(S") { o4—3a,-2a,=0, ,
\ -3a, +6a, +50, =0;
[ _3a,+60, +6a, =0,
(S,") { o4—2a,—-20, =0,
| 30, +6a, +6a, =0.

Vectorii proprii pentru u asociati valorilor proprii A, =1 si respectiv 1, =2
sunt tocmai solutiile nenule ale sistemelor omogene (S,') si respectiv
(S;).
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3x
Pentru A =1, vectorii proprii pentru u sunt vectorii nenuli de forma | —x

3x
cu x real. Pentru A =2 vectorii proprii ai lui u sunt vectorii nenuli de

2y +2z
forma y cu y, z reale. Deci L, = {(3x,—x,3x)' | x e R} si
z

L, ={(2y +2zy,z) | y,ze R}, iar dim, L, =1 si dim, L, =2. Cum multipli-
citatile algebrice si geometrice ale lui 1 si respectiv 2 sunt egale, rezulta ca
u este diagonalizabila,

1
M,(u)=|0
0

o N O
N O O

2) Fie VeR* =M(4,,R) si ucEnd,(R*) astfel incat:

3-100
0 300
MW=, o 5 1|M(R),
0103

unde B ={e,e,,e,,e,} este baza canonica a lui R*,iar e, =(1,0,0,0),
e, =(0,1,0,0)", e, =(0,0,1,0), e, =(0,0,0,1)".
Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii ai transformarii u.
Este transformarea liniara u diagonalizabila ?
Solutie. Avem:
X-3 1 0 0
X-3 0
—1 0 X-4 A
0 —1 0 X-3

p, = det(l, X - M,(u)) = = (X -3)".

Polinomul caracteristic p, are radacina A =3, aceasta fiind valoarea
proprie.

Pentru A =3 sistemul omogen (*) devine:

0 10 0)o) (O
0 00 Oa, |O

(S) 2= |,
10 0 -1llo,| |0
0 -10 0)la,) \O

adica a, =0, —a,-a, =0, —a, =0 sau a,+a, =0, a, =0. Rezulta
o,=-X,0,=0,0,=y, a, =X cu x, y reale.
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Vectorii proprii pentru u care corespund valorii proprii A =3 sunt vectorii
nenuli de forma (-x,0,y,x)" cu x, y reale.

Deci L, ={(-x,0,y,x)" | x,y e R}, iar dim, L, =2. Cum multiplicitatea geo-

metrica a lui 3 este 2, iar multiplicitatea sa algebrica este 4, iar 4 =2,
rezulta ca u nu este diagonalizabila,

Test de autoevaluare 9

4 1 2
1. Fie V eR® si u e End,(R®) astfel incat My(u)=|2 1 -2|,
1 -1 1

unde B ={e,e,,e,} este baza canonica a lui R®, iar e, =(1,0,0),
e, =(0,1,0) si e, =(0,0,1) .

Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii ai transformarii u.

Este transformarea liniara u diagonalizabila ?

Raspunsurile
la test se vor
da n spatiul

liber din 4
chenar, in

continuarea 2. Fie V eR* si ueEnd,(R*) astfel incat M,(u) =
enunturilor.

-1

o O N O
= N W -
N O O O

4

unde B={e,e,e,,e,} este baza canonici a lui R*, iar e, =(1,0,0,0),
e, =(0,1,0,0)", e, =(0,0,1,0) si e, =(0,0,0,1)".
Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii ai transformarii u.

Este transformarea liniara u diagonalizabila ?

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 93 a acestei unitati de
invatare.
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1.6. Forme biliniare si forme patratice

1.6.1. Forme biliniare

Defintie.

Exemple.

Propozitia 1.

Vom considera numai spatii vectoriale reale, de dimensiune finita.

Fie V' un spatiu vectorial real. Se numeste forma biliniara pe V o aplicatie
b:VxV — R care are proprietatile:

1) b(x+x",y)=b(x.y)+b(x"y), b(x,y +y')=b(x,y)+b(x.y');
2) b(Ax,y)=rb(x,y), b(x,Ly)=24b(x,y),
oricare ar fi A e R sioricare ar fi x,x",y,y'eV.

Deci b este R —liniara in fiecare argument.

Forma biliniara b se numeste simetrica daca b(x,y)= b(y, x), oricare ar fi
x,yeV.

Fie R —spatiul vectorial, V =R?. Aplicatia b:VxV >R,

b((x;,¥4),(X,,¥,)) = X,¥, + X,y, este o forma biliniara simetrica, iar aplicatia
b':VxV >R, b'((x,y,).(X,,¥,)) =Xy, — X,y, este o forma biliniard care
nu este simetrica.

a a
Fie A:( " 12je/\/12(112<) o matrice, V =R? si b:VxV >R definita

21 a22
prin. b((X;, ¥1),(X5,¥,)) = 81 X,X, + 8, XY, + 81, X, + 8xY.Y, . Se verifica usor
ca b este o forma biliniara. Daca A este o matrice simetrica, atunci forma
b este, de asemenea, simetrica.
Fie o, € R sifunctiile f,g e R - R definite prin f(x)=ax si g(x)=px,
xeR. Aplicatia b:RxR >R, b(x,y)=f(x)g(y) este o forma biliniara
simetrica.
Matricea unei forme biliniare

Fie V un R —spatiu vectorial, dmV =n, B={e,e,,...e,} obazaalui V si

b:RxR—R o forma biliniara. Daca x = er

i~
i=1

ai lui V, atunci b(x,y) = (Z ,,Zyjejj: > x.yb(e;e;).
=

i.j=1

y= Zy/e sunt vectori

Daca notam cu a; = b(e;,e;), atunci b(x,y) = 213
ij

jII

Matricea A=(a;)eM,(R) se numeste matricea formei biliniare b in baza
B.

O forma biliniara b:RxR —>R este simetrica daca si numai daca
matricea formei biliniare intr-o baza oarecare este simetrica.

Demonstratie. Fie B ={e,e,,...e,} 0 baza a spatiului V. Daca b este
simetrica, atunci b(ej,e,):b(e,,ej), adica a; =a; pentru orice 1<i, j<n
si deci matricea A =(a;) este simetrica.
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Teorema 1.

Corolar.

Definitie.

Invers, sa presupunem ca matricea A=(a;) a formei biliniare b in baza
B este simetrica. Deci b(e;e)=a; =a;, =b(e,e;) pentru orice 1</,

j<n.Dacad x,yeV, x= le e, y=).ye, atunci:
j=1

i=1

:b(zxiei’zyje/j 2xy] €-8;)
i=1 j=

ij=1
_nyxlb(e/’e [Zy/ J’Z j b(y,x)
ij=1
si deci b este simetrica.

Fie V un R-spatiu vectorial real, dmV =n, b:RxR >R o forma
biliniara, B ={e,e,,....e,}, B'={e',e,',...,e,"} doua baze ale lui V si
P =(p;)eM,(R) matricea de trecere de la B la B'. Daca A si A' sunt

matricele lui b in bazele B , respectiv B', atunci A'=P'AP .
Demonstratie. Avem ej':Zp,je,., 1<j<n. Daca A=(g;), A'=(a’),

atunci a; = b(e; e;), a';, =b(e';,e';) sideci: a,'=b(e'.e;")=

= b(zpkiek’zplje/j = Z pkipljb(ek’el) = Zplj (Zalkpkij = ZP;, (Zalkpkij'
k=1 1=1 k=1 1=1 k=1 1=1 k=1
Prin urmare, a', Zpl, (Za,kpk,j oricare 1<i, j<n. Deci A'=P'AP,

unde P'=(p;) este transpusa matricei P.

Cu notatjile din teorema precedenta, A si A' fiind matricele asociate
formei biliniare b in bazele B si respectiv B', avem:
rangA =rangA".

Acest corolar ne permite sa dam:

Se numeste rangul formei biliniare b, rangul matricei A asociata lui b
intr-o baza oarecare B alui V.

76



Elemente de algebra liniara si teoria polinoamelor

1.6.2. Forme patratice. Forma canonica a unei forme patratice

Definitie.

Observatie.

=3

%

Exemplu.

Fie V un spatiu vectorial real. O aplicatie g:V — R se numeste forma

patratica, daca exista o forma biliniara simetrica b:VxV — R, astfel
incat g(x)=b(x,x) oricare ar fi x eV . Se spune ca q este forma patratica
asociata lui b.

Daca dim,V =n si B={e,e,,....,e,} este o baza a lui V, atunci orice
n

xeV se scrie in mod unic X:Zx,e,, unde x;, eR, 1<i<n, atunci
i=1

q(x): Zaijxixj , unde a/j :ajl. :b(e,.,ej).

i,j=1
Daca b:VxV —> R este o forma biliniara simetrica, iar g:V - R forma
patratica asociata, q(x)=b(x,y), atunci:

q(x+y)=b(x+y,x+y)=b(x,x)+2b(x,y)+b(y,y)=q(x)+q(y)+2b(x,y),
de unde b(x,) =2 (q0x+¥)-q(x)-q()).

Deci forma biliniara b este unic determinata de forma patratica.

Sa se determine forma biliniara a carei forma patratica asociata este
q:R° 5 R, q(x)=x7—2x2 +2x5 —2X,X, + 2X,X,,

unde x = x,e, + X,€, + X,€,, {€,,6,,6,} fiind baza canonica a lui R®, iar
e, =(10,0), e, =(0,1,0), e, =(0,0,1).

Solutie. Dacd X,y eR®, X=X@ +X,8,+X,8, Si Y=Yy +V,6,+Y.€;,
1 1
avem: b(x,y)= E(Q(X+Y)—Q(X)—CI(Y)) =5+ Y =206 +y,) +
+2(Xy + Vs ¥ =20, + Y ) (X, + Yo )+ 2(X, + Y, )X + Vs ) = X +2X5 —2X2 +

+2X,X, = 2X,X, — Y +2yZ —2y2 +2y.y, —2y,Y,). Efectudnd calculele din
membrul drept se obtine:

b(X,¥) = XY, =2X,.Y 5 + 2X;Y5 = XYy = XYy + Xp Y5 + X3V .
Problema formelor patratice este urmatoarea:
Fiind data o forma patratica q, sa se determine o baza astfel incat q sa

aiba o reprezentare cat mai simpla, cu cat mai multi coeficienti a; nuli.

Daca matricea unei forme patratice reale intr-o baza B are forma
diagonala, atunci forma patratica se scrie:

q(X) =1 X2 +1,X5 +...+A, X2, unde A, eR, 1<i<n.

n“n’
O astfel de baza se numeste baza canonica pentru q, iar expresia de
mai inainte se numeste forma canonica a formei patratice q .

Exisa mai multe metode de reducere a formelor patratice la forma
canonica.

1) Metoda lui Jacobi
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Teorema 2 (Jacobi). Fie V' un spatiu vectorial real, dim_,V =n si B={e,e,,...,e,} o baza
oarecare a sa. Fie g(x)=b(x,x) o forma patratica pe V a carei matrice in
baza B este A=(a;)eM,(R). Daca determinantii:

a1 1 a1 2 a1 3

, Ay=lay a8y, ay|, ..., A, =detA
a31 a32 a33

a1 @
Ar=layl, A=

21 a22

sunt nenuli, atunci exista o baza B'={e,',e,',...,e,"t a lui V astfel incéat

q(x)=AYZ +hyz +...+A,y?, unde kk:AA’”, Ay=1, 1<k<n, iar y,,
k
1< k <n sunt coordonatele vectorului x in baza B'.

Demonstratie. Construim baza B' astfel incat:
€,'=0,6, 6" ' =0,8,+0,8,,..., € '=0,6+0,6+...+0,€,
cu conditile b(e;,e,')=0 pentru 1<i<k-1, 2<k<n si b(e,e')=1,
1<k <n.Pentru k=1 se obtine 1=>b(e,,e,')=0a,,b(e,.e,) = a,,a,,, de unde
1 A < < I ' 5
a,, =— =—>. Presupunem ca am gasit vectorii ¢,',e,',...,e, ,'. Punand
a11 A1
conditiile b(e,,e,')=0, b(e,e,')=0,..., ble, e, ')=0 si b(e.e. ')=1 se
obtine sistemul de ecuatii liniare:
8,40y + 850y +...+ 8,40, =0,
8,0y + 8,0, +...+ 8,0, =0,

a, 0, +8, 0, +...+8,0,, =1
cu necunoscutele o, 0, .., 0, -

Conform regulii lui Cramer, obtinem:

a, @8 .. &, 0
a a ... a 0
1 12 22 k2 Ak_1
Oka E— =
Ak Ak
a1,k—1 aZ,k—1 e ak—1,k—1 0
a, Ay ... 8 1
. y L Ay A, A 1
Atunci, dacd U =(o;)eM,(R), rezultd ca detU=—"—..—"1=—=0.
A1 AZ An An

Deci B'={e,",e,",...,e,"} este o bazad a lui V. Pentru orice k, 2<k<n si
1<i<k-1, avem ak,.':b(e,',ek'):b(z%et,ek']:z%.b(e,,ek')zo
t=1 t=1

pentru orice 1<j=k<n, matricea asociata Ilui b in baza B' fiind
simetrica. Atunci matricea A':(a,.j ')eMn(R) este diagonala si, in plus,
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Exemplu.

: \ A
avem relatia: &, '=b(e,’.6,’ (Zatk j: o b(€y, 8 ") = oy = AIH ,
K

- A A A . & ,
adica q(x)==y?+—Ly7+...+=Ly? pentruorice x=) y,e'eV.
A'I AZ An k=1

Folosind metoda Jacobi sa se aduca la forma canonica forma patratica
q:R°* >R, q(x)=x2+2x2 +3X2 —2X,X, — 2X,X, .

Solutie. Matricea lui g in baza canonica R® este:

1 -1 0 a, a, ag;
A=-1 2 1|=|a, a, a,
0 13 a 32 933
1 _1 1 -1 0
Deoarece A, =1, Azz‘ 1 2‘:1 si A,=-1 2 -1=2 sunt nenuli,
- 0 -1 3

putem aplica metoda lui Jacobi.

Rezultd cd forma canonica a lui g(x) in baza B'={e,',e,'e,'} este

q(x)=y> +y? +%y32.. S& determinam baza B'={e,',e,',e,"}, unde:

" " '
€ =046, €, =00+ 0,6, €5 =036 + 036, + 03365

Daca q este forma patratica asociata formei biliniare b, determinam
coeficientii o,;, a,, O,y, O43, Oy, O,y 1N Modul urmator:

Din conditia b(e,,e,")=1 deducem ca o, =1 si deci e,"=¢, =(1,0,0).

. . , \ . . Oy — 0y, =0
Din conditiile b(e,,e,")=0 si b(e,,e,')=1 rezulta sstemul{ ,
—0ly, + 20, =1
deunde a,, =a, =1si e,'=¢e,+e,=(110). Pentru a determina e,"' avem
conditiile b(e,,e;")=b(e,,e;")=0 si b(e;,e,')=1. Rezulta sistemul:
Oy —0Oly; =0 1
2

e'—le+le +1e 111
S 07 272 273 (27272

—0l,3 +20.,, —05, =0, de unde a,; = a,; =0, =— sideci:

—0l,; + 301, =1

Deci baza B' in care forma patratica g are forma canonica este
111

B'={e',e,',e;'t,unde e,'=(10,0), e,'=(1,10) si e,"' = (2 57

J Avem

1 1 ) ]
q(x) =y +y} +§y§ L X = Y8, Y8, '+ Y48,

Il) Metoda lui Gauss.

79



Elemente de algebra liniara si teoria polinoamelor

Metoda lui Gauss de reducere a unei forma patratice la forma canonica
consta in gruparea convenabila a termenilor si restrangerea de patrate.

Fie V' un spatiu vectorial real, dim,V =n gi q o forma patratica avand in

n
raport cu baza B ={e,,e,,...,e,} expresia q(x)= Za,jx,xj :
i,j=1

Atunci exista o baza B'={e,',e,',...,e,"t alui V si A, A,,...,A, eR astfel

incat pentru orice x eV, q(x)=AYy? +L,)7 +...+A,y>, unde:
X=ye'+y.e'+..+ye,’.

Daca q(x)=0, aceasta este forma canonica.

Daca q(x) este nenula, distingem doua cazuri:

1. exista cel putin unindice i, 1<i<n, astfel incat a, = 0;

2. oricare arfii, 1<i<n, a, =0, dar exista indici 1</ # j <n, astfel incat
a; #0. Putem presupune, fara a restrange generalitatea, ca a,, #0.
Facand schimbarea de coordonate, x,=y,—-y,, X,=Y,+Y, Si X, =Y,
pentru orice 3<ij<n, atunci termenul 2a,x,x, al lui q(x) are forma

2 2 o . 2 .
2a,,Xx,X, =2a,,y; —2a,,y,. Cum a,, =a,, =0, termenii care contin pe y; si
y§ au coeficientii nenuli si astfel am redus suituatia la cazul 1. Fie, prin
urmare, o forma patratica q astfel incat exista i, 1<i<n, cu a, #0 si
dupa cum am vazut putem presupune ca a,, #0.

Mai intéi, daca a,, =0, scriem:
-1 2
q(x)=a;(a,X, +a,X, +...+a,,x,) +q'(x),
unde g'(x) este o forma patratica care nu contine pe x,. Notam:

n
Yi=auX,+a,X, +...+a,,X, siscriem q'(x)= Za,j'x,xj . La fel ca mai
ij=2

sus, daca a,,'# 0, scriem:
] -1 ] [} ' 2 n
q'(x)=a',(a, ' X, +a,"X; +...+a,,' X, ) +q"(x),

unde g"(x) nu contine pe X, (si nici pe x,). Notam

Y, =8, X, +a, ' X;+...+8,,"'Xx, i se continua procedeul cu q"(x)
s.a.m.d. Dupa un numar finit de pasi, gasim o expresie a lui ¢ de forma:
q(X)=Ay? + Ay +..+ A, y2 cu A,k €R.

Matricea transformarii coordonatelor este triunghiulara si aceasta da o
transformare de baze.
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Observatie. Fie B={e,e,,...,e,} si B'={¢e,',e,',...,e,"} doua baze ale spatiului

% a11 a12 a1n

% . . _ 8y 8p ... @y .
vectorial V si A= matricea de trecere de la baza B
an1 anZ ann

la B'.
e’ e,
e, e

Avem | 2 |= A" ?
e, e,

Daca vectorul xeV se scrie in cele doua baze B si respectiv B',
X=o0,6+a,6,+...+0,e, i X'=a,'e,'+a,'e,'+...+0,'e,", atunci :

Oy Oy
]
o o
2 | &
: =A 7
)
an an

numita formula transformarii coordonatelor.
In concluzie, daca

a, a, e, e,
o, .| €2 1| €2
=C| 7|, atunci| 2 |=(C")|

' e

n n n n

Q
Q
D

Exemple. E Folosind metoda lui Gauss sa se aduca la forma canonica forma
patraticd q:R*® > R, data in baza canonica a lui R?,

q(x) =2x7 —2X2 +3x% —2X,X, + 4X, X, — 3X,X; .

Solutie. Baza canonica a lui R® este B ={e,,e,,e,}, unde e, =(1,0,0),
e, =(0,10) si e, =(0,0,1).

Observam ca a,, =2 # 0. Avem succesiv:
1 2 5 2 2
q(x) =§(2x1 — X, +2X;) +§x2 + X5 — X, X5 =

1 2(5 1 Y\ 11
:§(2X1_X2+2X3)2_g(ax1+ixaj +EX§

. 1 2 11
Atunci g(x) ZEyf —gyzz +Ey§, unde:
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Vi =2X,— X, +2X,,

5 1
y2: Exz +§X3,
Y3 = X3,

iar x=y.e'+y,e,'+y.e,
determinam baza B'.

, unde B'={e,',e,'e;"t este noua baza. Sa

y 2 -1 2 X 2 -1 2
1 5 1 ' ) 5 1] .
Avem |y, |=|0 = =]l x,|.Daca C=l0 — —|,dinobservatia
2 2 2 2
YsJ lo 0 1)\ 00 1
111
e, X, 2 g 110
precedenta rezulta | e, :(C’1)t X, |.Dar C"'=|0 : & si
&' X, 00 1
1 0 O
2
1 1
(C*1)t= 5 5 0 ,deundee1'=(%,0,0],ez'=(%,§,0j§|
BRI B
10 5

Folosind metoda lui Gauss sa se aduca la forma canonica forma
patraticd g :R® —» R, data in baza canonica a Iui R®,

q(Xx)=2x,X, —6X,X; +2X,X, .

Solutie. Deoarece a, =0 pentru orice 1<i<3 si a,#0, facem
schimbarea de coordonate x,=y,-y,, X,=Y,+Y,, X;=Y,;. Obtinem
q(x)=2y? -2yZ—4y.y,-8y,y,, unde x=y.e '+y,e,'+y,e,' este scris in
noua baza B'={e,',e,"',e,'}.

Cum coeficientul lui y? este 2= 0, obtinem, succesiv,

1 1 1
q(x) = 5(2y1 —2y, ) —yi-8Yy,Y, = 5(2)/1 -2y, ) —E(Zy2 +4y,Y +6yz.

Punem:
z,=2y, -2y,
Z, = 2y2 +4y3= (*)
Zy = Y3
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H H 1 1 1] [1] 1] .
i obtinem g(x)=—2z>——2z?>+62z>,unde x=ze,"+ze,"+z.e," este scris
2 1 2 2 3 11 272 3Y¥3

in baza B" ={e,",e,",e,"}. Sa determinam baza B".

Avem vy, =%, ) :% si ¥, =X, gi, Inlocuind in (*) deducem:
Z,= X, +X,—2X,,
Z,=—X,+ X, +4X,,
z, = X,
z, 1 1 =2\ x 1 1 -2
Avem |z, |=|-1 1 4| x,|.Daca C=|-1 1 4 |, din observatia
z, 0 0 1)x, 0 0 1
115
e, e, ? 12
precedenta rezulta | e," =(C‘1)t e, |.Dar C'= > 5 -1 si
&' ® 0 0 1
T 1
2 2
. 1 1 11 11
C1 f: 1 0 d d e"= —,—,O e "_ ——,—,O
(€7) =| -5 3 O] deundee’=(7.5.0] &"=|-5.5.0]sl
3 -1 1
e,"=(3,-11).

1.6. 3. Forma normala a unei forme patratice

Fie V' un spatiu vectorial real, dm,V =n si q:V — R o forma patratica.
Am vazut ca exista o baza a lui V, astfel incat:

q(X) =AYy + 0 y2 +.+ N, Y2,

unde Vy,,¥,,...,y, sunt coordonatele lui x Tin baza considerata, iar
Aph,,..., A, € R. Aceasta expresie este forma canonica a lui g, iar baza in
care q are o forma canonica este baza canonica.

Printr-o renumerotare putem presupune ca A,A,,...,A, sunt coeficienti

pozitivi, A,,,,...,A, sunt coeficienti negativi si A A, sunt nuli.

r+17°

Facand schimbarea de coordonate: z,:@y,, 1<i<l, z,=-)\y;,
I+1<j<r, z =y,, r+1<k<n, se obtine:

qxX)=2Z2+..+2" -2, —...— 2

ro-
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O forma canonica ai carei coeficienti sunt 0, — 1, +1, se numeste forma
normala.

Matricea acestei forme este C=diag(l,...,1,-1,...,-10,...0), unde 1 se
repeta de / ori, —1de r—/ orisi0de n—r ori.

Observatie.  Numarul r este un invariant deoarece reprezinta rangul matricei asociate

2] formei patratice, fiind numit rangul formei patratice.
¥ Forma canonica la care se reduce o forma patratica data nu este in
I‘g general unic determinata.

De exemplu, fie forma patratica:
q(Xx)=2x,X, —6X,X; +2X,X, .

In exemplul 2) de mai inainte am aratat ca :

1, 1
q()<)=§y12 +§y§ +6y2,

unde y,=X,+X,—2X;, Y, ==X, + X, +4X;, Y, =X,.

De asemenea, q(x)=2z’+6z>-8y> unde z1=%x1+%x2—x3, Z,=X,,
1 1
ZS:ZX1_ZX2_X3.

Un rezultat fundamental al teoriei formelor patratice arata ca indiferent de
metoda de reducere la forma canonica, numarul coeficientilor pozitivi,
negativi sau nenuli este acelasi.

Teorema 3 (legea de inertie a formelor patratice a lui Sylvester). Fie V un spatiu
vectorial real, dim, V =n. Pentru orice forma patratica q:V — R, numarul

coeficientilor pozitivi, negativi sau nuli ai formei canonice nu depinde de
alegera bazei in care q este adusa la forma canonica.

Demonstratie. Fie doua reprezentari in bazele B si B, ale formei patratice
q sub forma normala (obtinute prin procedeele descrise mai inainte),

2 2 2 2
AX)=y; +. ViY== Y;
2 2 2 2
=Zi+..+2 -7 ,—...— Z.

Vom demonstra ca / = k. Sa presupunem prin absurd ca | # k sifie | > k.
Daca P =(p;) e M,(R) este matricea de trecere de la baza B la B, atunci

n
Y, =Zp,jzj, 1<i<n. Vom arata ca exista vectori x €V astfel incat sa
j=1
satisfaca relatiile: z,,=...=2, =2, ,=...=2,=0 si y,=...=y, =0, care
sunt in numar de n—/+k < n. Se obtine astfel sistemul liniar omogen:
P14Zy + PipZy + ...+ PyZ, =0,

PiiZy + PypZy + ...+ Pz, =0,

in care numarul de necunoscute este mai mare decat numarul de ecuatii.
Prin urmare, sistemul are si solutii nenule. Rezulta ca pentru vectorii x e V
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care satisfac relatiile de mai sus, avem: q(x)=-y?  —...—y>=2Z+...+ 27,

contradictie. Deci | = k si, in plus, r —I =r —k, adica numarul coeficientilor
pozitivi si respectiv negativi din cele doua forme normale ale lui q(x) este
acelasi.

1.6. 4. Forme patratice pozitiv definite
Forma patratica reala q:V — R se numeste pozitiv definita daca:
1) g(x)>0, oricare ar fi xeV;
2) q(x)=0, daca si numai daca x=0.
Fie V un spatiu vectorial real, dm,V =n si q:V — R o forma patratica
de rang r. Fie forma normala:
AX)=y3 ot Y~ Viea oy, (%)
Avem urmatorul rezultat:
Propozitia 2. Cu notatiile precedente, forma patratica q este pozitiv definita daca si
numaidaca r=k=n (r, k si n sunt numerele din forma normala (*)).

Demonstratie. Daca r =k =n, intr-o baza canonica a lui V, avem ca
q(x)=y>+...+y?, oricare ar fi xeV . Deci q(x)>0 si q(x)=0 daca si
numai daca x =0, adica q este pozitiv definita.

Reciproc, fie q este pozitiv definita si B = {e,,e,,...,e,} 0 baza canonica a
lui V. Pentru orice 1</<n avem e, #0 si deci:

q(ei):b(ei’ei):aii =1, >0.
Rezulta, evident, k=n=r.

Teorema 4 (criteriul lui Sylvester.) O forma patratica q este pozitiv definitd daca si

numai daca toti minorii principali ai matricei asociate lui g intr-o baza
oarecare sunt pozitivi.
Demonstratie. Fie B ={e,e,,...,e,} 0 baza oarecare a spatiului vectorial
real V cu dim,V=n si A=(g;)e M, (R) matricea asociata in aceasta
baza formei patratice pozitiv definite q. Pentru 1<k<n fie V, <V
subspatiul vectorial generat de {e,e,,...,e,}. Avem ca restrictia formei
patratice q la V, este o forma patratica q, pozitiv definita a carei matrice
asociata in baza B, ={e,e,,...,e,} alui V, este:

a11 a12 a1k
a a a
21 8p e 8y
A = e M, (R).
ak1 ak2 akk

Aducand pe q, la forma canonica (intr-o baza B, ' alui V, ) avem:

G (X) = A X2+ 0,00 + .+ A X2,
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Exemple.

Observatie.

unde x=2x,e, eV, si A, >0, 1<i<k. Atunci matricea asociata lui g,
i=1

in noua baza B, ' este matricea diagonala D, =diag(A,,A,,...,A,). Daca
P, este matricea de trecere de la baza B, la baza B, ', atunci
D, =P!AP, sideci detD, =det(P/AP,)=(detP})(detA, )(detP,)=

= (detA, )(detP, ) = A (detP, ) >0, deunde A, >0, 1<k<n.

Reciproc, fie A, >0, oricare ar fi 1<k <n. Din teorema 2 rezulta ca

A A A N
q(x)=—2x7+—x5 +...+—2Lx%, unde x =) xe,.
A, A, A, i

Prin urmare q(x) >0 oricare arfi x eV sideci q este pozitiv definita.

Forma patraticd q(x)=5x7 + X +5x% +4x,x, —8X,X; —4X,X, este
pozitiv definita, deoarece minorii ei principali:

5 o 5 2 4
5, ‘2 1‘=’I, 2 1 -2/=1
-4 -2 5

sunt pozitivi.

Forma patraticd q(x)=3x>+ X5 +5x; +4x,x, —8X,X; —4X,X, nu este
pozitiv definita, deoarece minorul ei principal de ordinul al doilea, este
negativ:

3 2
2 1

‘:_1.

Analog, pot fi introduse forme patratice negativ definite.
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Test de autoevaluare 10

1. Fie forma patratica q:R® >R,

q(X) = X2 +3X5 +2X5 —2X,X, —4X, X5 — 2X,X,
data in baza canonica a lui R®.

i) Sa se determine forma biliniara b a carei forma patratica asociata
este q.

ii) Este forma patratica q pozitiv definita ?

iii) Sa se aduca la forma canonica forma patratica g folosind
metoda Jacobi.

Raspunsurile
la test se vor
da in spatiul . . o o . L
liber din 2. Folosind metoda lui Gauss s& se aduca la forma canonica

chenar, in formele patratice urmatoare, date in baza canonicd a lui R*:
continuarea

enunturilor. i) g(x)=2x7 +3x% +4x% —2X,X, + 4X,X; — 3X, X, ;

i) g(x)= XX, + X, X5 + X, X .

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 94 a acestei unitati
de invatare.
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1.7. Comentarii si raspunsuri la testele de autoevaluare

Test 1

1 3
1. a) Da. Folosim teorema de recunoastere: matricea (3 ZJ are

determinantul egal cu —7 # 0, deci rangul matricei este egal cu numarul
coloanelor.

1 3
b) Tot cu teorema de recunoastere: matricea (3 j trebuie sa aiba
a

rangul < 2 = numarul vectorilor = numarul coloanelor, adica trebuie sa aiba
determinantul a — 9 egal cu 0.

Vectorii sunt liniar dependenti daca si numai daca a=9.

1 3 1
2. a) Folosim din nou teorema de recunoastere: matricea (3 5 Oj nu

poate avea rangul 3 = numarul vectorilor (rangul este < 2).
Se poate incerca si direct: se arata ca, de exemplu, (1,3) este combinatie
liniara de (3,2) si (1,0). Intr-adevar, egalitatea

, ) 3a+b , 3
(1,3) = a (3, 2) + b (1,0) revine la sistemul 0a—3 cu solutia a:E,

p=-L.
2

b) Daca avem un spatiu vectorial X de dimensiune m si n vectori din X, n
> m, atunci vectorii respectivi sunt liniar dependenti.

1 3
3. a) Da. Cu teorema de recunoastere, rezulta ca matricea (3 2}

are rangul 2=numarul liniilor.

1 3
b) Matricea [3 aj cu determinantul a — 9 trebuie sa aiba rangul < 2 =

dimensiunea spatiilor = numarul liniilor, adica trebuie sa avem:
a-9=0<a=09.

c) Am gasit echivalentele: {(1, 3), (3, a)} este libera < {(1,3),(3,a)} este
multime de generatori < a # 9.

Test 2

a a+1
1. a) Cu teorema de recunoastere: matricea are
a+1 a+2
determinantul egal cu —1# 0, pentru orice a € R.
b) Coordonatele cerute sunt numerele reale (unic determinate!) x siy
cu proprietatea ca (1,1) = x(a,at1) + y(a+1, a+2). Ele sunt solutiile

. lax+(@+1)y =1 .
sistemului cu solutiile x=-1, y=1.
(@a+N)x+(@a+2)y =1

2. a) Nu. Dimensiunea lui R® este 3.
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b) Intai trebuie} sa verificam ca vectorii (1,2,3) si (1,0,0) sunt liniar
11

independent;. intr-adevar, matricea | 2 0| are rangul 2, deoarece:
3 0

‘11

=-2=#0.
2 0

O baza posibila, obtinuta prin completare este
{(1, 2, 3), (1, 0, 0), (O, 1, 0)}.
1

10
in adevar, determinantul matricei |2 0 1| este egal cu 3 = 0.
300

Test 3

1. a) Dacd a = 0, aplicatia T : R’— R?, data prin T(x, y) = x + y este liniara
(calcul!).

Invers, se presupune ca T : R> — R?, datd prin T(x, y) = x + y + ax’ este
liniara. Rezulta ca T este omogena, deci T(2(x, y)) = 2T(x, y) pentru orice
(x,y) € R% Pentru (x,y)=(1,0), ar trebui s& avem:

T(2,0)=2T(1,0),

adica:
2+0+4a=21+0+a)e2+4a=2+2a<=2a=0<a=0.
Prin urmare: T este liniara < a=0.
b) Daca n =1, T(x)=x si T este, evident, liniara.
Invers, daca T este liniara, trebuie sa avem T(2x) = 2T(x) pentru
orice x € R, deci T(2) = 2T(1), adica:
2"=2< n=1.
Asadar, T este liniara < n=1.
2. a) T(z=x+iy) = x—iy.
I((x+iy) +(a+ib)) =T((x +a) +i(y + b)) = (x+a) —i(y + b) =
=x-iy+ta—-ib=T(x+iy)+T(atib)
Pentrute R:T({(x+iy)=T(tx+ity)=tx—ity=tT(x+iy).
b) Daca T ar fi C-liniara, am avea:
T(i z)=i T(2),

pentru orice z € C.
Luand insa z =i, avem:
Tii)=TE=T1)==1, iTi)=i(=i)=-=i=1.
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Test 4
1. 2) cost sint [ coss sins B
| _sint cost)\ —sins coss)

( costcoss—sintsins  costsins+sintcoss j

—sintcoss —costsins —sintsins +costcoss
[ cos(s+t) sin(s+t)
| —sin(s+t) cos(s+t)
b) Avem det (A(t)) = cos®t + sin %t = 1, deci A(t) este inversabila.

Matricea complementilor algebrici este:
cost sint
—sint cost )’
deci matricea adjuncta este:

cost -—sint
sint cost

j:Aen

si matricea adjuncta coincide cu matricea inversa, deoarece determi-
nantul este egal cu 1.

2. a) T(x,y)=(u,v) dupa regula de inmulijre:

cost sint \( x u
[—sint cost](y} B (v}
deci T(x,y)=(xcost+ysint,—xsint+ycost).
b) Da, deoarece matricea generatoare A(f) este inversabila.
c) Da. La studiul grupurilor, am vazut ca A; este rotatia de unghi — t.

Test 5
1.a) 7(1,0)= (1, 1) si 7(0,1) =(-1,1), deci matricea cautata este:

1 -1
1 1)
b) V este baza (teorema de recunoastere) deoarece:

det T =1+0.
0 1

Un vector (a,b) se scrie in baza V astfel:
(@,b)=x(1,0)+y (1, 1) = (x+y, ),

deci:
x+y=a<:> x=a—b,
y=b y=b
adica (a,b)=(a-b)(1,0)+b(1,1).
Atunci:
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T(1,0)=(1,1)=0(1, 0) + 1(1,1),
T(1,1)=(0, 2) =-2(1, 0) + 2(1,1).
Matricea cautata este:
0 -2
o2

2. a) Matricea are deci forma

t 0 0 0
1t 0 0
0 0 t 0
0 0 0 ..t

unde i e R, i=1,2,... ,n.
Atunci T(e)=t; e;, i=1,2,... ,n si deci

T(X1’X2’"- ’Xn): T(ixi 'e/j = iXiT(ei):

=) xte, =(xt, X,t,,... ,X,t,).
i=1
b) Este exact matricea de la 1. b).
Test 6

1. Matricea sistemului:
t 1
-1t

a)In R, t2+ 1> 0, deci sistemul este cramerian.

are determinantul £2+1.

b) in ¢, ecuatja:
t2+1=0
are solutjile i gi-i.
Dacat=i sit=—i, sistemul este cramerian.
Daca t =i, sistemul devine:
{ ?Xiyij @{::I';/: —~0=1-i, fals.

Sistemul este incompatibil.

Daca t=—i, sistemul devine:
i =1 _j -1
{ X+ @{ XY= 0212 fals.
—X—-ly=1|-ix+y=i

Sistemul este incompatibil.
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2. a) Necunoscutele principale sunt x si y:
X+y=2-z 2x=2-z X=

= =
x-y=0 2y=2-z

2-z
2
2-z
Y=o

Multimea solutiilor este:

unde K=Rsau C.
b) Matricea sistemului este:

t 1
t 1].
1t

Minorul format cu primele doua linii este:

11
=1-t
o

Daca t # 1 acest minor este principal si rangul matricei este r = 2.
Aplicam teorema lui Rouché. Avem un singur determinant caracteristic:
11 2
t 1 2|=2(t-17?,
11t 2
care se anuleaza numai pentru f = 1.
Sistemul are solutie daca si numai daca t = 1. In acest caz sistemul devine
X+y=2
X+y=2<x+y=2.
X+y=2
Multimea solutiilor este:
S={a 2-a)l aeK}
unde K=Rsau C.

Test 7
2 00
1. D=0 8 0
0 0O
-1 -3 -21
2 Dz(2 0 OJ,U:(1 0j,Vz O -1 -8
0 40 -7 1 1 0 2
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3. Determinam forma diagonal-canonica a lui A folosind propozitia 2 din
sectiunea 2.

Avem A (A)~1, A(A)~X+1, A,(A)~(X+1). Deci d, ~1, d, ~ X +1,

d, ~ (X +1)* si forma diagonal canonica a matricei A este:

10 0
D=[0 X+1 0
0 0 (X+1)

Test 8
1 0 A
1. Avem LX-A~ 5 ~1,X—-B sideci A=B.
0 X°-5X+2
10 0
2. Avem [ X-A~|0 1 0 . Existd un singur factor

0 0 (X=1%X+2)
invariant d, = (X —1*(X +2), divizorii elementari sunt: X +2 si (X -1y,
iar forma canonica Jordan este

-2 00
J,=/0 11
0 01
10 O 0
01 O 0
3. Avem [,X-A~ 00 X_2 0 . Factorii invarianti sunt:
00 0 (X-2)(X-3)

X -2, (X -2)(X -3); divizorii elementari sunt: X -2, X -2 si (X -3),
iar forma canonica Jordan este:

o o N O
o w O o
W -~ O O

Test 9

1. p, =(X-1)(X-2)(X-3). Valorile proprii sunt A, =1, A, =2 si A, =3.

Vectorii proprii pentru A =1 sunt de forma (a,a,a)', pentru A =2 sunt de

forma (a,0,0)', iar pentru A =3 sunt de forma (o, 0,0) cu a real nenul.

Avem ca u este diagonalizabila deoarece valorile proprii sunt distincte.
100

Atunci My(u)=|0 2 0.

0 0 3
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2. p,=(X-2Y(X-3). Valorile proprii sunt A, =2 si A,=3. Vectorii
proprii pentru A =2 sunt de forma (0,0,0,8)" cu a si B reali, cel putin unul
nenul, iar pentru A =3 sunt de forma (o, —a,—a,3a)" cu o real nenul. Deci
L, ={(o,—a,—0,30) |a € R} si dim, L, =1. Deci multplicitatea geometrica

a lui 3 este 1, iar multiplicitatea sa algebrica este 2. Cum acestea sunt
diferite, rezultad ca u nu este diagonalizabila.

Test 10
1.0) b(X,Y)= XY, + 33X,V +2X3Y5 = X, Yo = Xo¥ 1 +2X, Y5 +2X5Y 5 — Xo )3 — X5 Y, -
i) A,=1>0, A, =2>0, A, =-5<0. Deci g nu este pozitiv definita.

i) q(x)=yf+1y§—%y§ unde y,, ¥,, ¥, sunt coordonatele lui x in baza

2
' [] [] [} [] 1 1 1 2
B'={e/.6,".6,}. Avem &,'=(10,0), ¢, :(5,5’0], & :(1’5’—3)
. 1, 2, 19 5 1
2. 1) GX) =g yi 53 +ogYs unde ¥ =2X =X +2%, Vo =3 %~ 5%,

Y,=X,, iar x=y.e'+y,e,'+y.e,' este scris in baza B'={e,'.e,'.e;'}.

Avem e’l': 1!0’0 !62': 1’250 163': _3;1,1 .
2 5'5 10'5
i) Cum a,=a,=8,=0, punem X,=y,~y,, X, =Y+, X =Vs §i

obtinem :

qX)=yi Ve + 2V s =V, + Y, ¥ = Y5 - Y5 =
1 1 § 1 1V .,
= §X1+§X2 +X3 - —§X1+§X2 —X3.

- 11 1
DeCI q(X):z12_222_232 Unde 21 :EX1+§X2+X3’ 22 :—EX1+§X2, 23 :X3’

iar x=ze,"+z,e,"+z,e," este scris In baza B"={e,",e,",e,"}. Avem
e,"=(110), e,"=(-110), &;" =(-1-11).
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1.8. Lucrare de verificare pentru studenti

Indicatii de redactare. Problemele se vor rezolva in ordinea din textul enuntului.

Rezolvarile se vor expedia pe adresa tutorelui.

1 punct din oficiu

1,5p

1,5p

1. Fie X un spatiu vectorial de dimensiune n, n > 1. Fie u4, Uy, ... , Uy
vectori in X.

Sa se arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) Sistemul (uq, Uy, ..., up) este liniar independent.

b) Sistemul (u4, uy, ..., up) este sistem de generatori pentru X.
c) Multimea { uy, uy, ..., u, } este baza pentru X.

2. Se considera spatiul vectorial:

{f: [O,g] — R|f este continua}
Sa se arate ca vectorii f, g din X sunt liniar independenti, unde:

f:[O,%]—)R , f(x) =cos x;

g: [O,g] —> R, g(x)=\sin x.

3. a) Sa se arate ca U={(1,1),(2,1)} si V={(2,0)(0,2)} sunt baze in R%.
b) Se considera matricea
1
M = 3 :
2 2

Fie T=T(M; U, V) aplicatia liniara generata de matricea M in perechea de
baze (U, V). Sa se calculeze T(x, y) pentru orice (x,y) € R

4. S& se calculeze ker (T)= nucleul lui T, unde T : R®*— R este aplicatia
liniara definita prin
(X, ¥, 2) = (x=y, x + y +2).

5. Sa se discute si sa se rezolve sistemul

ax+y+z=0

x+ay+z=0

X+y+z=0,
unde a € C este un parametru.
6. Pentru ce valori ale parametrului a € C, polinomul

P=X"X-X+a

are radacini multiple?
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Obiectivele Unitatii de invatare 2

Dupa ce veti parcurge aceasta unitate de invatare, veti avea
suficiente cunostinte pentru a putea face urmatoarele operatii
matematice si a rezolva urmatoarele probleme:

= |dentificarea numerelor care apar sau se cer in respectiva
problema de analiza.

= [ncadrarea problemei in unul sau mai multe capitole de
analiza.

» |dentificarea de proprietati posibile ale elementelor cerute.
Determinarea datelor primordiale si a modului cum trebuie
initiata procedura pe baza lor

» Precizarea nivelului acceptabil de aproximare pentru solutii.
= Verificarea riguroasa a indeplinirii ipotezelor de lucru.

= Aplicarea formulelor de calcul ale analizei pentru rezolvarea
problemei.

» Exprimarea riguroasa a rezultatelor obtinute.

= Transpunerea problemei intr-un cadru mai general (de
exemplu, trecerea de la R la spatii normate), adaptand
metoda la cadrul mai general.

» Modelarea cu ajutorul Analizei Matematice a unor probleme
practice (de exemplu, calculul cu formule integrale, de
lungimi, arii si volume concrete).
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2.1. Recapitularea elementelor de Analiza Matematica din liceu

2.1.1. SQiruri si serii

Multimea numerelor reale se va nota, ca deobicei, cu R, iar dreapta reala
incheiata se va nota cu R (reamintimcd R=R u{—oo,oo} .

Vom lucra cu siruri i serii de numere reale.

A. Siruri de numere reale

Observatie.

g

In general, un sir este o secventa de numere (reale) de forma
Xyy Xgy Xgyer Xy e

Mai general, vom putea considera un numar natural n,si vom putea
considera un gir numerotat, incepand cu nj:

Xy s Xy 15X X

ng+1? “*ng+22 **Nnttt
Aceasta generalizare este necesara, deoarece apar situatii cand nu putem
scrie x, pentru orice n. De exemplu, daca :
X = 1
" n-4’
Vom considera ng = 5 gi vom scrie sirul x, X,,...x, ..., adica:
1 1
A

Vom nota, pe scurt, situatia de la (1) astfel: (x,) . Dacad no este

>ny

1
1!

subinteles, un sir se noteaza simplu: (x,) .
O definitie riguroasa a notiunii de sir poate fi data dupa cum urmeaza.
Se considera un numar natural ng si se noteaza:

N(ny)={ng,ny +1n, +2,..n,...} .
Atunci, un sir este o functie f =N(n,) —» R. Anume, identificdm
f=(x, )nz,70 ,unde x, =f(n).

Deobicei se ia ng =0 sau ng = 1.

Urmeaza prima definitie fundamentala a Analizei Matematice: definitia
limitei unui sir. Pentru a da aceasta definitie, vom defini intai notiunea de

vecinatate a unui element ae R.

» Daca a <R, numim vecinatate a punctului a orice multime de forma
V=(a-ca+e),
unde £ >0, este un numar.
Asadar, in acest caz, avem echivalenta:
xeV e |x-a<e.

» Daca a =, numim vecinatate a punctului o, orice multime de forma:
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Exemple

V= (o] = (hoe) O]
unde A >0 este un numar. Asadar, in acest caz, avem echivalenta

xeVoex>h.

»Daca a=-wo, numim vecinatate a punctului —«, orice mul{ime de
forma:

V =[ron,h) = (-o0-2) U{ <o},
unde % >0 este un numar. Asadar, in acest caz, avem echivalenta:
xeV o x<-\.
Definitie. Fie (x,) un sir de numere (reale) si acR. Spunem ca (x,)
tinde catre a (in scris x, ——a), daca:

pentru orice vecinatate V a punctului a existd un numar natural n(V) cu
proprietatea ca pentru orice N>n>n(V) avem x, eV .

In aceste caz, spunem ca a este limita sirului (xn )n si scriem :
a=Ilimx_ .
n n
Alte denumiri. Spunem ca un sir (x,) are limitd daca existd acR,
astfel incat a =limx_ . (Atentie! Daca exista, limita unui gir este unica!).
n

Un sir se numeste convergent daca are limita finita.

Un gir care nu este convergent, se numeste sir divergent.
Sirul (x,) ., datprin x, _ 1 este convergent si limx, =0.
nz n n
Sirul (x,) ,datprin x, =n este divergent. Anume: limx, = .

Sirul (x,) ,,datprin x, = 1+(-1)", adica sirul:

0,202..0,2,..
este divergent, deoarece nu are limita.
Sa revedem definitia unificatoare a limitei, in cazul cand limita este finita.
Asadar, x,——>a<cR(sirul este convergent) Avem echivalenta:
X, ——a <> (pentru orice ¢>0, existd n(¢)eN cu proprietatea ca,

pentru orice N >n>n(e) avem

Xn—a|<8). (*)

Am scris n(g) pentru a marca faptul cd n(e) depinde de €. Relatia (*) ne

spune ca, daca € > 0 este suficient de mic, valoarea x, aproximeaza
foarte bine limita a.
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Exemplu.

Observatie. Sa presupunem cé sirul (x,) este convergent si x, ——a.
Atunci, pentru orice ¢ >0, putem gasi n(e), ca mai sus. Acest n(e) nu

este unic! Care este variabilitatea lui n(a) ?

Primul tip de variabilitate: pentru un ¢ dat, gasim n(e); atunci acest
n(e) este ,bun” pentru orice ¢' > ¢, adica avem pentru orice N>n>n(e),
cu atat mai mult (v.(*)) |x, —a|<e'.

Referitor la acest tip de variabilitate, comentam ca este indicat sa gasim
n(e) pentru un ¢ cat mai mic. in acest fel, valoarea x, aproximeaza
(pentru n > n(e)) foarte bine limita a.

. s 1 y
De exemplu, daca luam ¢ de forma s:ﬁ,neN*, spunem ca x,

aproximeaza pe a cu n zecimale exacte.

Al doilea tip de variabilitate: pentru acelasi €, daca am gasit un n(s),
atunci orice numar natural n'(¢)>n(e) este ,bun”, in sensul c&, pentru

orice N>n=>n'(e) avem (v.(*)):
|Xn —a| <Eg.

Concluzionam cele de mai sus cu o consecinta calculatorie (calculul
precis al lui n(g)), dupa cum urmeaza.

Fie (Xn),, un sir convergent catre a. Fie si € > 0 un numar dat. Atunci,
multimea

A(a)z{m eN‘xn —a|<e pentru orice n Zm}

este nevida. Fie n(€) cel mai mic element al multimii A(g) (orice multime
nevida de numere naturale are un prim element!).

Asadar, acest n(g) este cel mai mic numar m (dependent de ¢), incepand
de la care aproximarea este mai mica decét ¢ (adica, avem pentru orice

n>m inegalitatea |x, —a| <¢).
Am putea sa il numim pe n(s) pragul precis de aproximare cu & pentru
imx =a.
n n

De obicei, nu se gaseste pragul precis, ci se gaseste o valoare mai mare.
Exemplul care urmeaza este edificator pentru intreaga discutie anterioara.
Sa aratam, folosind definitia, ca

_2n* +1

lim——-—=2.
nn +n+1
Vom rezolva problema prin doua metode.
Prima metoda (Metoda ,precisa”)
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Avem de aratat ca, pentru orice € > 0, exista n(a) e N, cu proprietatea ca

pentru orice N >n>n(e) avem:

2
%_2 <eg (1)
n-+n+1
adica :
| —2n-1]  2n+1 <geoen’+(c—2)n+e-1>0 (2)

I +n+1 n?+n+1
Evident, este suficient sa aratam ca (1) are loc pentru € < 1.
Fie, deci, 0 <e¢ <1 . Notam:

P(x) = ex* +(e—-2)x+&—1
si (2) se rescrie sub forma
P(n)>0 (2)
Trinomul P(x) are discriminantul
A=-3e°+4>0,
deci radacinile sale reale sunt:
.= # <0<x,= #

(cititorul poate verifica singur ¢ 2 —¢ <~/A, adica (2- s)2 <A).
Teoria referitoare la semnul trinomului ne spune ca (2’) este echivalenta
Cu n < xqy sau n > xz , ceea ce echivaleaza cu n > x, , deoarece am vazut

ca x4 < 0. Ajungem la urmatoarea concluzie:
trebuie sa avem

n(s) > X, (3)
Intr-adevar, daca nu ar avea loc (3), am avea doua posibilitati:

a) n(e)=x,. In acest caz, luand n(e)=n=x,, ar rezulta P(n) = 0, ceea
ce ar contrazice (2').

b) n(e)<x,. Deoarece x4 < 0, rezultd cd x,<n(e)<x,. Luand
n=n(g), va rezulta P(n) < 0, ceea ce contrazice (2').
Concluzia (3) ne conduce la urmatorul rezultat final i precis:
Cel mai mic numar n(g) posibil este:

[ aas),
2¢
Aici, [x2] este partea intreaga a lui xa.

n(e)=[x,]+1= (4)

Reamintim ca, pentru un numar real x, partea sa intreaga [x] este cel mai
mare numar intreg mai mic sau egal decat x, adica avem simultan

[X]eZ,
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[x] < x<[x]+1.

Concluzia de la (4) rezulta observand ca, daca am lua un numar natural m
< [x2] +1, ar rezulta m < [x;] si, folosind (3), se vede ca nu putem avea m =
n(e).

Asadar, n(g) de la (4) este pragul precis de aproximare cu €  pentru (1).
A doua metoda (Metoda maijorarilor)

Aceasta metoda este mai putin precisa. Deobicei, ea furnizeaza valori n(g)
care sunt mai mari decat cea mai mica valoare posibila. in schimb,
aceasta metoda este mai rapida si nu necesita rationamente atat de
delicate ca prima metoda. Din acest motiv, aceasta metoda este
considerata mai avantajoasa si se foloseste curent.

Céautam deci m(c) e N cu proprietatea c& pentru orice N> n>m(e) avem
(v. (2)) .
2n+1
n*+n+1

()

Avem insa, succesiv, urmatoarele majorari:

2n+1 - 2n+2 <2n+2_g
n+n+1 n*+n+1 n>+n n

Asadar, pentru a avea (5), este suficient sa avem %< e n> %. Putem
€

lua, deci:

m(e) =H+1 6)
Vom compara rezultatele date de cele doua metode, adica (4) si (6),
pentru valoarea ¢ :%:0,01. Vom obtine (calcule aproximative cu un
PC):
X2 = 199,49624.
Prin urmare, valoarea data de (4) este:

n(ij —200.
100

Pe de alta parte, in acest caz avem 3:200, deci valoarea data de (6)
€

este

ml = 201.
100

Putem verifica direct ca valoarea n(%)=200 este cea mai mica

posibila. intr-adevar, calculand expresia:

2n° +1
)= e
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Atentie!
Recapitulati
singuri!

obtinem:
80.001

> pentru n = 200, valoarea E(200)=50 L

=1,9900251, deci, in acest

caz:
|E (200) -2 =0,0099749 < 0,01

(valoarea n = 200 este acceptabila).

79.203

» pentru n = 199, valoarea E(199)= 39801

=1,9899751, deci, In acest

caz:
|E(199) -2|=0,0100249 > 0,01

(valoarea n = 199 este inacceptabila).
Discutii similare se pot face si in cazurile x, ——>o sau x, —— -

Teoria limitei pentru siruri este fundamentala pentru intreaga Analiza
Matematicd. Incheiem aici prezentarea fundamentelor acestei teorii,
recomandand cititorilor sa recapituleze capitolul ,Siruri” din manualele de
liceu, partea de Analiza Matematica. Se vor avea in vedere urmatoarele
elemente:

= limitele fundamentale de siruri,

= teorema sirurilor monotone,

= trecerea la limita in inegalitati,

= operatiji algebrice cu siruri, etc.
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Test de autoevaluare 1

1. Numim permutare a unei multimi nevide A orice aplicatie bijectiva
p:A->A.

Aratati c& un element a, € R este limita sirului (X,),., dacé si numai
daca pentru orice permutare p: N —> N sirul

(xp(n) )nzo tinde catre ao.

Réaspunsurile
la test se vor
da in spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

2. Fie teR. In ce conditi are limita sirul (x,) dat prin
x,=(-1)"t"?

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 221 a acestei unitati
de invatare.

104



Elemente de Analiza Matematica

B. Serii de numere reale

Vom discuta aici foarte putin despre serii, 0 expunere mai amanuntita fiind
facuta in subparagraful 3.5.5. (Functii analitice).

Consideram un sir (x,,)

nx

_. Construim sirul (S,)  dat astfel

Sn :ixi

i=ng

si spunem ca S, = suma partiala de ordin n a seriei

2%, (1)

Se spune ca seria (1) este convergentd, dacd sirul (S, )n este
convergent. In acest caz, fie S=IlimS,. Numéarul S se numeste suma
n

seriei (1).

De multe ori scriem (confundam seria cu suma) S = Z X .
n=n,

O serie care nu este convergenta, se numeste divergenta.

Exemplele fundamentale de serii la care ne vom referi in continuare sunt:
seria geometrica i seria armonica generalizata.

Seria geometrica de ratie a (unde a € R este dat) este seria
n=0
adicd: 1+a+a’+..+a" +....

Ea este convergentd, daca si numai daca |a| <1. in acest caz suma ei este

s-—_.
1-a
Seria armonica generalizata (de exponent t) este seria
< 1
— (2)
n=1 N

In cazul t = 1, seria se numeste serie armonica. Se arati c seria (2) este
convergenta daca si numai daca t > 1.

Incheiem cu cateva precizari privind fractiile zecimale infinite din punctul
de vedere al teoriei seriilor.

Cand scriem egalitatea %: 0,333... avem in vedere ,aproximarile din ce

. . i A
in ce mai bune” ale lui g:

i=0,3; iJri=0,33; i+i+ 3
10 10 100 10 100 1000

=0,333 ...
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Exemplu

Exemplu

De fapt, scriind

3 3 3
—t—— ..t

S = ~0,333..3
10 100 107

(cu n zecimale) avem 1 imS, =>" 3 .
3 ~10"

Mai general, orice numar real ae(0,1] poate fi reprezentat ca suma a
unei serii zecimale:
an

a=
n=1 10n

)

unde a, €{0,1,2,...9}. Scriem (3) si sub forma
a=0,aa,a,..4,...
(fractie zecimala infinita).
Daca a, a,,...a, (p=1) sunt numere naturale, vom folosi notatja :
aa, a,=a,-10""+a,-10°*+...+a,,-10+a,.
Numarul a este rational daca si numai daca poate fi reprezentat ca suma

unei serii zecimale periodice. O astfel de serie zecimala poate fi:
a) Periodica simpla (perioada incepe de la primul termen) de forma:

S SISO VI . S
10 10 7 10 10" 10 7 10%* 7

aa,..a, aa,..a
10“-1  999...9

In acest caz, suma este: a=

(avem la numitor k cifre 9).

0,232323... = 0,(23) = 2o
99

b) Periodica mixta (exista o parte neperiodica la inceput) de forma:

b, b, b P a a, a,

—L+—2 4+ .+ 1
10 10 107 107" 10° 107"

a, a, a,
+ 1 0p+k+1 + 1 0p+k+2 Tt 10p+2k
L 1

+...

in acest caz, suma este
_bb,..baa,..a -bb,.b, bpb,.baa,.a —bb,.b,
10°(10* 1) 999...9000..0
(avem la numitor k cifre 9 si p cifre 0).

01213-012 1213-12 1201
99000 99000 99000

0,01221313...= 0,012(13) =
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Subliniem ca teoria se meniine si pentru alte baze de numeratie
beN, b>2 (in locul lui 10). In acest caz, numerele se reprezinta ca sume

ale unor serii b — adica de forma:

 Yn unde u € (01..b-1.
b’ n

n=1

Baza b = 2 (deci u, pot fi 0 si 1) este utilizatda pentru calculatoarele

electronice.

Raspunsurile
la test se vor
da n spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 2

PR < y :
1. Aratati ca seria Zz—n este convergenta. Care este suma ei ?

n=1

2. Aratati ca numarul reprezentat de fractia zecimala infinita
0,110100100010000...1000...0...
5 n

[N
12 3 4

(se numara cifrele din fiecare grup) este irational.

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 221 a acestei unitati
de invatare.

2.1.2. Limita si continuitate

A. Limite de functii

Notiunea de limita este notiunea de baza a Analizei Matematice. Intuitiv,
,a trece la limita” inseamna a te apropia oricat de mult de un punct, fara a
spera sa atingi acel punct. Din acest motiv, limita se studiaza in puncte de

acumulare.
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Definitie. Fie AcR si a eR. Spunem ca ap este punct de acumulare
pentru A daca are urmatoarea proprietate: pentru orice vecinatate V a
punctului ap, exista puncte xe AnV,x #a,.

Se arata ca ag este punct de acumulare pentru A, daca si numai daca,
existd un sir (x,) de elemente din A\{a,} , cu proprietatea c&

X, ——>a,.
In cele ce urmeaza vom lucra in urméatorul

Cadru de lucru. Se considera o multime Ac R si un punct a, eR care

este punct de acumulare pentru A. Se mai considera si o functie
f-A->R.

Definitie. Se spune ca functia f are limita in punctul a, daca exista un
element L € R cu proprietatea urmatoare: pentru orice vecinatate V a lui L,
existd o vecinatate U a Iui ao, astfel incat f(x)eV pentru orice

xeAnU, x=#a,.

Se poate arata ca, daca existd L, ca mai sus, atunci L este unic
determinat. Atunci, in conditiile de mai sus, dam urmatoarea

Denumire. Numim pe L limita functiei f in punctul ao si scriem
L=Ilim f(x) :

Mai scriem si
f (X)Taom
(spunem ca f(x) tinde catre L, cand x tinde catre ay).
Daca LeR si a, R, obtinem
Definitia ¢ — 6 a limitei. Avem echivalenta:

L=1mf(x)< Ve>0, 38>0,Vx e A X =ay, [x—a,| <5

avem‘f(x)—L‘ <eg.
Totul se poate reduce la limite de siruri, dupa cum arata urmatoarea
Teorema (Definitia cu siruri a limitei)

|. Fie L € R. Urmétoarele afirmatii sunt echivalente:
1) Avem egalitatea L = lim f(x).

X—a,

2) Pentru orice sir (x,) de elemente din A\{a,} , cu proprietatea ca
X, ——>a,, avem limf(x,)=L.
Il. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) Functia fare limita in punctul a .

2) Pentru orice sir (x,) de elemente din A\{a,} , cu proprietatea ca

X, ——> @, existd limf(x, ).
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Exemplu.

Consecinta. Urmétoarele afirmatii sunt echivalente:

1) Functia f nu are limita in punctul ao .

2) Existd un sir (x,) de elemente din A\{a,}, cu proprietatea ca
X, —— 8, si astfel incat sirul (f(x,)) nu are limita.

De exemplu, functia f:R — R definita prin f(x)=sinx nu are limita in

o Cx nn ,
punctul o (nu are limita la «), deoarece, daca luam x, =7—n—)oo, sirul

f(x,) nu are limita (avem f(xzp):o si f(x =1 etc.).

4p+1)

Remarca importanta. Dupa cum se vede, in studiul limitei unei functii intr-
un punct, nu intereseaza comportamentul lui f in acel punct (functia
poate sa nu fie definita in acel punct!).

Mai tarziu, la continuitate, va trebui ca valorile lui f in ag si in punctele
apropiate lui ap sa fie si ele apropiate. In acest sens, sa consideram
urmatorul

1) Se considera un numar real t. Definim functia f,: R — R prin
2 _—
X~ dacix#1
ft(X = x-1 .

t, dacax =1

Atunci lemft(x) =2 (valoarea limitei este aceeasi pentru orice t e R). intr-
adevar: dacad x =1, avem f(x)=x+1, deci limf,(x,)= =lim(x, +1)=2
pentru orice sir x, ——1, x, #1. n n

2

2) Se considera functia F =R\{1} - R, definitd prin F(x)= X T Atunci
X_

Iiqu(x):Iim(x+1):2. Practic, studiul limitelor in 1 pentru F gi toate f;

X1

este acelasi!

Daca muliimea A este interval si ap € R, putem vorbi despre limitele
laterale ale lui f in punctul ap. Anume, daca ap nu este extremitate stanga
(respectiv dreapta) a Iui A, putem defini limita laterala la stanga
(respectiv la dreapta) a lui fin a; dupa cum urmeaza:

Limita la stanga. Se considera restrictia lui f la mulfimea (—oo,ao)mA, pe
care o notam cu g. Daca exista lim g(x), vom nota:

X—ay

lim g(x)i im f(x)if(a0 —0)2 limita la stAnga a lui f in a .

I
x—a x/ay
Limita la drepta. Se considera restrictia lui f la multimea (ao,oo)mA, pe

care o notam cu h. Daca exista lim h(x) , vom nota:

X—ay

lim h(x)=lim f(x)if(aO +O)i limita la dreapta a lui f in ag .

|
X—ay x\iag

Il o
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Dacé exista lim f(x), atunci exista si limitele laterale (care au sens) ale lui

X—>ay

fin ao si sunt egale cu lim f(x) . Reciproca este, evident, falsa.

Teorema. Se presupune ca ag este interior lui A. Atunci:

[%

Exemplu.

Functia f are limité in ao , dacé si numai daca existd f(a,—-0) si f(a,+0)
si sunt egale. In acest caz, limita este egald cu valoarea comund:

Jij];of(x):f(ao+0)=f(a0—0).

Observatie. Daca a, este extremitate stdnga pentru A, atunci: a spune ca
f are limita in ap inseamna a spune ca exista limita la dreapta f (ap +0). In

acest caz, XIEDU f(x)=f(a, +0).
Se considera functia f: R — R, definita astfel:
ax+1 daca x<0
f(x)= b, dacd x=0
x+a daca x>0
unde a si b sunt numere reale.

Atunci, f are limita in 0 daca si numai daca a = 1 (si b poate lua orice
valoare reala!). Intr-adevar:

f(O—O):IXi%(ax+1):1
f(0+0)=IXiQ?)(x+a):a
f(0-0)=f(0+0) <> a=1

1, daca o .
X aca x= si limf(x)=1.

In acest caz avem f(x) :{ b dac x=0 !
, daca x= x>

Pentru calculul practic al limitelor de functii, se va {ine seama de
urmatoarele fapte:

» Se pot face operatii cu limite de funciii.

De exemplu, avem: )!ijgo(f(x)+g(x)) = lim f(x)+ lim g(x).

X—>ay X—a,

Aceasta inseamna ca avem f: A — R (ca in cadrul general) si g: A —> R.
De asemenea, se presupune ca exista:

imf(x)=LeR si limg(x)=GeR.

Se mai presupune ca L + G are sens in R . Atunci rezulta ca exista si
lim (f+g)(x)=L+G.

X—ag
Consideratji similare pentru alte operatii.

€ Functiile elementare sunt continue (vom reveni la continuitate asupra
acestei expresii), adica avem pentru astfel de functji

lim f(x)=1(a,),

X—ay
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daca ag este in domeniul de definitie al lui 7.

De exemplu, daca f:R —» R, f(x)=3x+1, avem:
Iximf(x)=lxim(3x+1)=13=f(4).

€ Se cunosc limitele standard
1
lim(1+x)x =e,

x—0

1 1
Iim[1+ljx = lim (1+1JX —e,
X— X X—>—0 X

X

.a - y

lim =Ina, daca a>0,

x—0 X

.__sinax a . . . . sinx

lim =—,daca a=0,b=0 (in particular lim——=1).
x->0  bx b x->0 X

¢ Se foloseste teorema de compunere a limitelor (limita funciilor
compuse sau schimbarea de variabila in calculul limitelor), adica
urmatoarea

Teorema. Fie Ac R, Bc R multimi nevide.
Fie a, « R punct de acumulare pentru A, astfel incat exista
limf(x)=b, eR.

Se presupune, in plus, ca exista o vecinatate U a lui ag cu proprietatea ca
f(x) = b, pentru orice x e (UnA)\{a,} .

Se mai presupune ca f(A)cB (atunci, rezultd ca by este punct de
acumulare pentru B!).
Fie, de asemenea, o functie g:B—>R, cu proprietatea ca exista

ylmog(y)zco eR.
Rezulta atunci ca exista:

lim g(f(x))=c,

(adica functia compusa F:A— R, F(x) :g(f(x)) are limitd egald cu co
inag).
Expunere schematica:
X —a,=f(x)> b,
y->b,=g(y)—>c,
y=f(x)

X = X, = g(f(x)) > c,.

111



Elemente de Analiza Matematica

Exemplu.

-
Avem limx*'=e. Intdi explicam enunful. De fapt, avem funciia

X1
1

F:(0,1)U (1) —> R, definita prin F(x)=x*". Trebuie sa vedem daca F
are limita in ap = 1 si sa calculam (daca exista) aceasta limita.
Vom arata cum se poate aplica teorema precedenta.

L L
Avem, de fapt x*' = (1 +(x—1))x—1 si atunci consideram funciiile:

f:(01)u(lo) >R, f(x)=x-1
(deci f((0,1) (1)) =(-10)uU(0,%).

g:(-10)u(le) >R, g(y)= (1+y)§
(deoarece trebuie sa avem 1 + y> 0 si y # 0).
Atunci, putem lua A =(0,1)U(1,x), B=(-10)u(0,») si putem forma
F=gof:A>R.

1 1
F(x)=(1+(x—1))" = x>,
In plus, daca ludm ag = 1 avem

Xlijgof(x):lxim(x—1):0:b0
si f(x)#0=b,daca x #a,.
1

Apoi, yliigog(y):lim(1+y)? =e=c,.

y—0

Prin urmare IimF(x) =e etc.

x—1

Schematic, avem:

L
Iirq x*' = nedeterminare de tip1”.
L A
X =(1+(x=1))
X>1=x-1-50;
x-1=y >0

1 1

(1+(x=1))" =(1+y)r —e

B. Continuitate

Vom lucra in urmatorul

Cadru de lucru. Se considera o multime Ac R, un punct ag € A si 0
functie £ A—- R
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Definitie. Se spune ca f este continua in ap daca are urmatoarea
proprietate: pentru orice vecinatate V' a lui flap) exista o vecinatate U a lui

ao cu proprietatea ca f(x) € V pentru orice xeUNA.

Teorema.(Definitia € - 3 a continuitatii)
Avem echivalenta: f este continua in ap < Ve>0, 36>0, VxeA,

|x—a| <& avem:
f(x)—f(a,) <e.

Totul se reduce la limite de siruri, dupa cum arata urmatoarea

Teorema. (Definitia cu siruri a continuitatii)
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente.

1. Functia feste continua in ao.

2. Pentru orice sir (xn )n de elemente din A cu proprietatea
X, ——a, avem f(x,)——f(a,).
Punctele izolate (adica punctele ap € A care nu sunt puncte de acumulare

pentru A) nu prezinta interes din punct de vedere al continuitatii, deoarece,
in astfel de puncte, functia feste automat continua.

Pentru punctele ap € A, care sunt si puncte de acumulare, avem
urmatoarea

Teorema (Legatura intre limita si continuitate).
Fie ap € A un punct care este si punct de acumulare pentru A.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1. Functia feste continua in ao.

2. Exista lim f(x) siavem lim f(x) = f(ao)

X—>a,

Daca A este interval, putem defini continuitatea laterala. Anume, daca
restrictia lui fla (—oo,ao] N A este continua, spunem ca feste continua la

stanga in ao, iar daca restrictia lui fla [ao,oo)mA este continua, spunem
ca feste continua la dreapta in ao.

Teorema. Daca ag este interior lui A, atunci f este continua in ap daca si numai daca
f este continua si la dreapta si la stdnga in ao.

Exemplu. Reluam un exemplu studiat la limite de funciii.

Fie a si b numere reale. Sa vedem in ce conditii functia f: R — R, definita
prin :
ax+1 daca x<O0
f(xy= b, dacd x=0
x+a, daca x>0
este continua in 0.

Pentru continuitate, trebuie sa avem Iirrgf(x) = f(O).
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In primul rand, am observat ca fare limita in x = 0 daca si numai daca a =

1. In acest caz Iirrgf(x) =1. Apoi f(0)=b.

~

Prin urmare: f este continua in 0 daca si numaidaca a=1sib=1.1n

acest caz, functia f: R — Reste definita prin f(x) =x + 1.

Teorema de compunere a functiilor continue

Fie AcR,f:A—> R siaec A, cuproprietatea ca feste continua in a.

Fie Bc R, astfel incat f(A) = B.

Consideram si o functie g : B — R care este continua in f (a). Atunci

functia gof:A — R este continua in a.

Raspunsurile
la test se vor
da n spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 3
1. Se considera functile f:R—> R, f(X)=x>+2 sl g:R—>R g

(x) =[x] (Aici, [x] = partea intreaga a lui x. Anume, [x] este acel unic
numar intreg m cu proprietatea m < x < m + 1). Care din cele doua
funciii este continua in 0 ?

1-cos x

2. Sa se calculeze lim >

x—0 X

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 222 a acestei unitati
de invatare.
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Teorema.

Aplicatie.

Teorema.

Continuitatea se poate studia si global. Anume, avem urmatoarea

Definitie. Fie AcR si f: A — R Se spune ca f este o functie
continua daca are proprietatea ca este continua in toate punctele lui A.

Proprietatea unei functii de a fi continua este globala (adica se refera la
intreaga funcitie, privita in toate punctele unde este definita).

Functiile continue au proprietati speciale. Vom mentiona, in incheierea
acestui paragraf, doua proprietati speciale ale functiilor continue.

Fie AcR un interval si f: A — R o functie continua. Atunci, f are
proprietatea lui Darboux (adica: pentru orice interval / — A, multimea f (/)
este interval).

Sa se arate ca ecuatia:
x*+x+1=0
are o singura radacina reala, plasata in intervalul (—1,0).

In adevar, daca scriem f: R — R, unde:
f(x)= x>+x+1,

atunci:

f=u+v
unde u(x)=x>v(x)=x+1 sifunctile v : R > R, v : R — R sunt strict
crescatoare. Rezulta ca f este strict crescatoare, deci injectiva. Atunci f
poate avea cel mult o radacina.
Avem f(-1)=-1si f(0)=1.
Cum f(=1) <0 < f(0), rezulta ca trebuie sa existe a € (-1,0) asa ca f(a)
= 0, deoarece f([-1,0]) este interval, etc.

Dacd -w<a<b<wsif:[a,b]>R este continua, atunci existd

x, €[a,b] si x, €[a,b] cu proprietatea ca
f([ab]) =[f(x).f ()]

(spunem ca feste marginita si isi atinge marginile).

2.1.3. Derivabilitate

Se considera un interval (nedegenerat) / c R, un punct a € [ si o functie
f:R->R.

Definitie. Se spune ca fare derivata in a daca exista:
f(x)—f(a)po -
Iimwzf’(a)e R .
X—a X — a
Elementul f'(a)e R se numeste derivata lui f in a. Daca fare derivata in

asi f’(a) € R, spunem ca feste derivabilain a.

Retinem: f este derivabila in a < f are derivata in a si derivata este
finita.
Definitie. Fie ¥+ Ac/. Spunem ca f este derivabila pe A daca f este

derivabild in orice punct a € A. in cazul particular cand f este derivabila
pe /, spunem ca feste derivabila.
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Observatie.

g

Exemple.

In mod riguros, definitia faptului ca f are derivata in a trebuie privita
astfel:

a) Se considera functia P :/ \{a} - R, definita prin:
f(x)-f(a
b~ =1 (a)
X—a
b) Se observa ca a este punct de acumulare pentru 7\ {a} .

c) Are sens sa studiem limita lui P in a. Daca exista
def
limP(x)=f'(a),
spunem ca f are derivata in a si f(a) este derivata lui f in a.

Similar, daca a nu este extremitate stdnga (respectiv dreapta) pentru / ,
putem considera (daca exista)

f(a) =tim ") =7 (3)

X<a

= derivata la stanga a lui f in g;

daca fJ/(a) € R, spunem ca f este derivabila la stdnga in a (respectiv

(@) = im )=F (@)

d X—a X—a

xX>a

spunem ca feste derivabila la dreapta in a).

= derivata la dreapta a lui fin a; daca fj(a) € R,

Daca a este interior lui /, se vede ca: fare derivata in a < f are derivata la
stdnga si la dreapta in a si avem fs’(a) = fy(a) (in acestcaz f’(a) =f(a) =
fy(a)).

Daca a este extremitatea stanga (respectiv dreapta) pentru a, faptul ca f
are derivata in a revine la faptul ca f are derivata la dreapta (respectiv la
stanga) in a (in acest caz, f'(a)=f;(a) (respectiv f'(a)=f/(a))).

S

Inainte de a da cateva exemple, retinem urmatorul rezultat important (care
nu admite reciproca).

Propozitie. Daca f este derivabila in a (respectiv f este derivabila la
stdnga sau la dreapta in a) rezulta ca f este continua in a (respectiv este
continua la stdnga sau la dreapta in a).

Fie f : R— R, definitd prin  f(x) = x*. Atunci feste derivabila si avem
f'(a) =2a pentru orice a € R. in adevar, dacd x = a, avem:

F(x)-f(a) x—a°
X—a - X—a

=X+a——?2a.
X—a

Fie n un numar natural nenul. Functia f : R — R definita prin
o , daca x=0
f(x)= 1 3 este continud in 0 si este derivabila in 0,
x"sin—, daca x=0
X

daca si numai daca n > 1 (de fapt, pentru n = 1, functia f nu are derivata
in 0).
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n

——F—0.

x—0

Continuitatea rezulta din faptul ca avem |f(x)|<

X

Pentru a studia derivabilitatea, formam raportul canonic pentru x # O:
f(x)-f(0
P(x)= M = x"" sinl.
x-0 X

Daca n = 1, avem P(x) :sin1 si se vede ca nu exista limP(x), deci f
X

x—0

nu are derivata in 0. In adevar,

—daca x, =2L, avem x, ——0 si P(x,)——0.
nm

—daca y, = ,avem y, ——0 si P(y,)——1.

n

2n7r+E
2

Daca n > 1, avem ‘P(x)‘ <|x™

—0,deci f(0)=0.

Functia sgn: R — R, definita prin
-1, daca x<0
sgn(x)= 0, dacd x=0
1, daca x>0

are derivata in 0, anume f'(0) = .
f(x)-f(0) 1
x—0 - |X| x—0

nu este derivabila in 0 (de altfel este discontinua in 0), desi are derivata
(infinita) in O.

Fie t € R. Functia f :[0,20) - R, definité prin

In adevar, daca x # 0, avem

>o0. Aceasta functie

o daca x=0

f(x)=
( xtsinl, dacad x>0
X

este derivabila in 0, daca si numai daca t > 1. In acest caz, derivabilitatea
in O revine la derivabilitatea la dreapta in 0.

1(0-1(0) i 1

Pentru x > 0, raportul canonic este P(x)= 5
X— X

—Daca t< 1, nu exista IingP(x) (deci f nu are derivata in 0).

Intr-adevar, vom aréata acest fapt separat pentru t < 1 si t = 1.
« Daca t<1, luam girurile x, ——0 si y, ——0, definite prin:
Xy = L = Y :;37:
2nn+§ 2nn+?

si obfinem:
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Atentie!
Recapitulati
singuri!

1-t
P(x,)= 2nm+l| — 5w,
" 2

n

3 1-t
P(yn)=—(2nn+7nJ ———>—0.

» Daca t = 1 obtinem P(x,)=1——15si P(y,)=-1———1 etc.
—Dacat>1, avem:
‘P(x)‘ <x'——-0,

deci limP(x)=0, adica (0) = 0.

x—0

X daca x <1
5)| Functia f: R — R, definitd prin f(x)= ’ este
t - prin. £( ){2x—1, daca x> 1

continua in 1, dar nu are derivata in 1 (unde are derivate laterale neegale).

Continuitatea in 1 este banala (se va testa continuitatea laterala). In ceea
ce priveste derivabilitatea in 1 vom observa ca

F(X)-f(1) _ x-1

P(x)= =1,daca x <1
x—1 x—1

P(x): f(x)—:(1) = 2X_12 =2, daca x > 1, deci, trecand la limita lateral
X — X —

cétre 1, vom obtine lei?P(x) =f,(1)=1=£2=1f(1) =|)EL?P(X).

Cititorul va recapitula singur formulele pentru calculul derivatelor functiilor
elementare.

De exemplu: (x”)' =nx"",neN
(sinx)'=cosx etc.
De asemenea se vor recapitula regulile de baza ale derivarii.

De exemplu: (f+g)'=f'+g’,

(fg)'=f'g+fg',

55
g g’
In continuare cate ceva despre derivabilitatea de ordin superior.

Consideram intai derivabilitatea de ordin 2.

Definitie. Pentru f:/ > R si a € | ca la inceput, vom spune ca f este de
doua ori derivabila in a daca:

1) Exista ¢ > 0 cu proprietatea ca f este derivabild pe (a—ga+¢)N/.

2) Functia derivata f’:(a—g,a+e)ml—>R, care actioneaza prin
x - f'(x) este derivabila n a.
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In acest caz:

() (a)=r"(a)=1? (a) =

= derivata a doua a lui f in a (sau derivata secunda a lui f in a sau,
inca, derivata de ordinul 2 a lui f in a).

In general, derivata de ordin n = 2 se defineste recurent, dupd cum
urmeaza.

Definitie. Se spune ca f este derivabila de n ori in a daca:
1) Exista € > 0 cu proprietatea ca f este derivabila de n-1 ori pe
(a—ea+e)nl.

2) Functia derivatda de ordin n - 1, adica functia
Fo . (a—ea+e)nl >R, care actioneazd prin x> £ (x), este
derivabila in a.

~ v D
In acest caz: (f(”‘1)) (a):f(”) (a) = derivata de ordin n a lui f in a.
Definitiile de mai sus se pot da si lateral (derivata a doua la stanga a lui f

ina..).

Exemplu. Daca f: R — R este definita prin f(x)= x>, atunci, pentru orice aeRr
avem:

f"(a)=r"(a)=6
f")(a)=0, daca n = 4.

Urmeaza cateva teoreme fundmentale ale calculului diferential (adica ale
teoriei derivatei).

Teorema lui Cauchy. Fie f, g :[a,b] > R functii continue, care sunt derivabile pe (a,b). Se
presupune cd g'(x) =0 pentru orice x €(a,b).
Atunci:

a) Avem g(a)=g(b).

b) Exista a < u < b cu proprietatea ca:
f(b)-f(a) f'(u)
g(b)-g(a) g'(u)

Luand g (x) = x in teorema lui Cauchy, obtinem

Teorema lui Lagrange (Formula cresterilor finite). Fie f: [a,b]— R o funciie continua si
derivabila pe (a, b). Atunci:
existd a < u < b cu proprietatea ca f(b)—f(a)=f'(u)(b-a).

In cazul particular cand f (a) = f (b), din teorema lui Lagrange obtinem
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Teorema lui Rolle. Fie f: [a, b]— R o functie continua si derivabila pe (a, b) astfel incat f
(a) = f(b). Atunci:
existd a < u < b astfel incat f'(u)=0.

j A § Nota. Din punct de vedere istoric, teorema lui Rolle a aparut prima si, cu
*%i\)(/ ajutorul ei, s-au dedus succesiv teoremele lui Lagrange si Cauchy.

Teorema lui Darboux. Orice derivata are proprietatea lui Darboux. Mai precis: fie /| c R
un interval si f:/ >R o functie pentru care exista F:/ — R derivabila,
astfel incat F'=f (spunem ca F este o primitiva a functiei f). Atunci: f are
proprietatea lui Darboux.

Pentru a enunta teorema urmatoare, vom reaminti urmatoarea

Definitie. Fie = AcR,acAsif:A— R. Spunem ca a este punct de

maxim local (respectiv minim local) pentru f, daca exista o vecinatate V
a punctului a, astfel incat f (x) < f (a) (respectiv f (x) = f (a)) pentru orice
xeVnNA.

Valoarea f (a) se numeste maxim local (respectiv minim local) pentru f.

Un punct de maxim sau de minim local se numeste punct de extremum
local, iar un maxim sau un minim local se numeste extremum local.

Acum putem enunta

Teorema lui Fermat. Fie / c R uninterval, a € I si f: | — R. Se presupune ca:
a) Punctul a este interior lui / (adica exista € > 0 cu proprietatea ca
(a—s,a+s)cl).

b) Functia f este derivabila in a.
c) Punctul a este punct de extremum local pentru f.
Atunci f'(a)=0.

Derivatele ne ajutd si la calculul de limite de functii. In acest sens, vom
enunta regulile lui L’ Hospital. Aceste doua reguli (teoreme) au un

Cadru comun. Fie /<R un interval si aeR un punct de acumulare
pentru /. Fie f,g:/\{a} - R doud functii derivabile. Se presupune ca:

a) Avem g'(x) =0 pentru orice x €/\{a}.

e PO, =
b) Exista lm——-—<=AecR.
x—>ag(x)

In continuare prezentam regulile Iui L’Hospital.

Regula | a lui L’Hospital (cazul %).

in plus, fatad de cadrul comun, se presupune ca:
exista leinaf(x) = leinag(x) =0.

Atunci:

(i) Avem g (x) # 0 pentru orice x e/\{a}.
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(i) Exist fim ) _ 4.
X—a g(x)

Regula a ll-a a lui L’Hospital (cazul i).
o0

In plus, fata de cadrul comun, se presupune ca:
exista lim|g(x)|=o.
X—a

Atunci:

(i) Exista o vecinatate V a lui a cu proprietatea ca g (x) # 0 pentru
orice x eV n(/\{a}).

(i) Exista tim ) _ 4.
=29 (x)

Nota. Tn multe carti, regula Il este cunoscutd sub denumirea de ,cazul

w ” ~ . ~
—", deoarece, in enunturi, se cere in plus ca
o0

lim f(x) = (ipoteza nenecesara!).

Urmeaza cateva consecinte importante ale teoremelor de mai sus.
In primul rind, avem
Consecinta teoremei cresterilor finite pentru calculul derivatei.

Fie IcR un interval, xo € I si f: | — R. Se presupune ca xp hu este
extremitate stanga (respectiv dreapta) pentru / si fie—o<a<x, astfel

incat (a,x,]c/ (respectiv x,<a<owo astfel incat [x,a)c/). Se
presupune ca:
a) Funcitia f este continua la stanga (respectiv la dreapta) in xo.
b) Functia f este derivabila pe (a, xo) (respectiv (xo, a)).
c) Exista limf'(x)= AeR (respectiv imf'(x)= AcR).

Xx<a X>a

Atunci, exista derivata la stdnga fs' (xo) = A (respectiv derivata la dreapta
£ (x,)=A).

Sa aplicam aceasta teorema in urmatorul

Fie a si b numere reale si fie f: R — R definita dupa cum urmeaza

>{ ax+b,daca x<2
f(x)=

x?, dacd x>2

Sa se determine a si b astfel incat f sa fie derivabila.

In primul rand, este evident c& f este derivabila in orice x = 2. (Explicatia
este data de faptul ca proprietatea de a fi derivabila este locala:
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a) Dacd x <2, avem f(x)=ax+b pe o vecindtate V =(x, —¢,x, +¢) a lui
Xo , CU € mic, luat astfel incat xo + € < 2.
b) Daca xo > 2, avem f (x) = X* pe o vecinatate V :(x0 —& X, +a) a lui xo

cu € mic, luat astfel incat xo — € > 2. In ambele situatii, derivabilitatea
restrictiei lui f la V in xp (care este echivalenta cu derivabilitatea Iui fin xo)
este evidenta).

Ramane sa studiem derivabilitatea Iui f in 2. Aceasta derivabilitate este
echivalenta cu f, (2)=f, (2) e R.

Prima etapa. Daca f este derivabila in xo (ceea ce se doreste) rezulta ca f
este continua n 2. Asadar, este necesar sa asiguram intai continuitatea lui
f In xo. Avem succesiv:

IXianzf(x):Za+b:f(2);

IXianzf(x):4.

Asadar: festecontinuain2 < 2a+b=4<b=4-2a (1)

A doua etapa. Avand continuitatea Tn 2 (deci si continuitatea) asigurata
de (1), putem sa folosim consecinta teoremei cresterilor finite.

La stadnga: in conditile teoremei, luam | = R, xo = 2, a = — o, deci
(-,2] =R si f'(x) =a pentru orice x € (-x,2).
Rezulta leinzzf (x)=a=f(2).
La dreapta: ludm / =R, Xo = 2, b = 0, deci f'(x)=2x pentruorice X € (2,
). Rezultd Ligﬁzf’(x) =4=f,(2).
x>2
Asadar, avem £ (2)=f/(2) < a=4
Cu (1) obtinem b =—-4.
In aceste conditii, functia (derivabild) f: R — R este data astfel:

f(X):{4x—4, dacd x<2

x2, daca x > 2

Consecinte privind monotonia
Fie f: | — R derivabila (unde I — R este un interval). Atunci

1) f este crescatoare (respectiv descrescatoare) < f’(x)zO
(respectiv f(x)<0) pentru orice x € /.

2) Daca f'(x)>0 (respectiv f'(x) <0) cu exceptia, cel mult, a unui

numar finit de puncte din I = f este strict crescatoare (respectiv strict
descrescatoare).
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Consecinte privind convexitatea

Fie f: | - R (unde | — R este un interval), derivabila de doua ori.

Atunci: f este convexa (respectiv concava) < f”(x) >0 (respectiv
f"(x)<0 ) pentru orice x € .

Reamintim ca f este convexa, daca are proprietatea ca:
F(1-t)x+ty)<(1-t)f (x)+tf(y),

pentru orice t € [0, 1] si orice x, y € I.
Spunem ca f este concava daca — f este convexa (adica:

F(1-t)x+ty) = (1-t)f (x)+tf(y),

pentru orice t € [0, 1) si orice x, y in /).

Din punct de vedere geometric, convexitatea (respectiv concavitatea)

inseamna ca graficul lui f se afla dedesubtul (respectiv deasupra) oricarei

coarde. A se vedea figura 2.1 si figura 2. 2.
ya yp

f(y)

f(x)

Fig. 2.1 Fig. 2.2.
Cele de mai sus se aplica la construirea graficului unei functii.

nainte de a prezenta un exemplu in acest sens, vom reaminti definitia
asimptotelor.

Fie Ic Run intervalsif: |/ — R

Definirea asimptotei verticale. Fie xo € /. Spunem ca dreapta de ecuatie
X = Xp este asimptota verticala pentru graficul lui f daca exista si este
infinita cel putin una din limitele laterale f (xo—0) sau f (xo + 0).

Definirea asimptotei oblice (in particular orizontale). Se presupune ca /
este nemarginit la dreapta (respectiv la stinga). Spunem ca dreapta de
ecuatie y = m x + n este asimptota oblica la « (respectiv la — «) pentru
graficul lui f daca
. f(x) o f(x) o
exista llg;T =meR (respectiv lemooT =meR) si apoi, cu m

calculat ca mai sus,

existd limf(x)-mx=neR (respectiv lim f(x)-mx=n eR).

X—>00 X—>—0

In particular, daca exista

limf(x)=neR (respectiv lim f(x)=neR)

X—0 X—>—0

(ceea ce implica m = 0, vezi mai sus !) spunem ca dreapta de ecuatie y =
n este asimptota orizontala la « (respectiv la — «) pentru graficul lui f.
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Exemplu.

Sa reprezentam grafic functia f: R\{O} — R, definita prin

1
f(x)=x+—.
(x) = x+-
Deoarece lim f(x)=oo Si Iin_1 f(x):—oo, nu avem asimptote orizontale.
Avem insa:
f(x
IimQ: Iim1+i2:1:m si limf(x)—x= Iim1:0:n,
X—>0 X X—>© X X—>0 X—)OOX

deci dreapta de ecuatie y = x este asimptota la « pentru graficul lui f.

Similar:
f(x
im ") im 1+ Cm i im f(x)=x = im L =0=n,
P D ¢ X—>—0 X X—>—00 X——0 X

deci dreapta de ecuatie y = x este asimptota si la — co pentru graficul lui f.

De asemenea:
limf(x)=- i limf(x)=o0,

x—0 x—0
x<0 x>0

deci dreapta de ecuatie x = 0 este asimptota verticala la graficul lui f.

, 1 x*-1 .
Avem f'(x)=1-— =>—— pentru x # 0, deci:
X X

f'(x)=0< x=-1sau x =1
f'(x)<0 pe (-1,0)u(0,1)
f'(x)>0 pe (-0,-1)U(10)
Rezulta ca x =-1 este punct de maxim local, iar x = 1 este punct de minim
local.
2
_31

Avem si f"(x)zx

deci f"(x)<0 pentru x<0 si f"(x)>0 pentru
x>0.

Tabel de variatie

X -0 -1 0 1 o0
f(x) |+ + 0 - | -0 + +
f(x) |- 2~ =2 N~ _|" ~ 2 09
Fel - - - "

O \\
N
\\
A
xv

Fig. 2.3.
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Teorema.

Incheiem prezentarea derivatei cu cateva chestiuni legate de formula lui
Taylor.

Consideram un interval I — R, un punct a € / si o functie f: | — R care este
derivabila de n ori in punctul a (n = 1, n natural).

Polinomul lui Taylor de ordinul n atasat functiei f in punctul a este
functia 7, : R — R definita prin

T (x):f(a)jtﬁ(x—ayr%(x—a)2 +...+%(x—a)n.
Definim functia R, :/ - R prin

R, (x)=f(x)-T,(x)
si obtinem formula (valabila pentru orice x € /)

f(x)=T,(x)+R,(x)
numita formula lui Taylor de ordin n atasata functiei f in punctul a.
Functia R, este numita restul formulei lui Taylor (de ordin n, atasata lui f
in a).

Remarcam ca formula lui Taylor este interesanta numai pentru x # a (daca
x =a,avem R, (a) =0, f(a) = T(a)).

Se constata ca, daca x este foarte apropiat de a, rezulta ca valoarea T,(x)
este foarte apropiata de f (x), deci T, (x) aproximeaza pe f (x). Schematic:

x~a=T, (x)~f(x).

In acest sens, avem urmatoarea teorema, care aratd cd R, (x) tinde céatre
0 ,mai repede” decat (x—a)" cand x tinde catre a:

R, (x)

Avem lim————=0
xaa(x_a)

Intarind ipotezele, obtinem un rezultat mai precis.

Teorema. (Restul formulei lui Taylor in forma lui Lagrange)

Aplicatie.

Folosim aceceleasi notatii ca mai sus. In plus, presupunem ca f este
derivabila de n + 1 ori. Atunci, pentru orice /> x # a, exista un punct u
situat strict intre a si x, cu proprietatea urmatoare:

f(n+1) (U)

X) = x—a)"".
R, (0=TWx-a)

Cu alte cuvinte, formula de mai sus ,continua” formula din polinomul lui
Taylor, adica formula lui Taylor se scrie astfel:

f'(a f"(a
f(x):f(a)+¥(x—a)+#(x—a)2 +...+
(n+1)
f (u)(x_a)n+1
(n+1)!
Daca f:1 - R este o functie polinomiala de grad < n, formula lui Taylor de

ordinul n este precisa, adicd R, (x)=0. Cu alte cuvinte f(x)=T, (x),

n

+————~(x-a)" +

adica ,dezvoltdm” pe f (x) dupa puterile lui x — a.
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Exemplu. Luam f(x)=x sia=2. Avem deci:
F(x)=x* =T, (x)=f(2)+ f'(z)(x_z)+¥(x_z)z v f'"s('z)(x_z)a _

=8+12(x-2)+6(x-2)" +(x-2).

Test de autoevaluare 4

1. Sa se calculeze, folosind regulile lui L’'Hospital
. X—sinx
lim———.
x—0 X

(se vor verifica conditiile de aplicare).

Raspunsurile
la test se vor
da Tn spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

2. Sa se calculeze derivata funcitiei
In(x2 + 1)

fiR>R, f(x)= 7
+

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 222 a acestei unitati
de invatare.

126



Elemente de Analiza Matematica

2.1.4. Integrabilitate

1. Definitiile fundamentale
Vom considera un interval [a, b] (unde — o < a < b < x).
O diviziune a lui [a, b] este un sistem de puncte
a=x,<Xx <x,<..<x =b
(deci n = 1). Vom nota o astfel de diviziune prin A; mai precis:
Ata=X, <X, <Xx,<..<x =b.

Norma diviziunii A este numarul || A ||, definit astfel:
n
I All=max(x; - x,.,).

Vom nota cu div[a,b] multimea diviziunilor lui [a, b].

Pentru o diviziune A ca mai sus, un sistem de puncte intermediare este
un sistem de puncte u,,u, ...u,, astfel incat u; e[x,_,,x;| pentru i
=1,2,..., n. Vom nota pe scurt un astfel de sistem de puncte intermediare
dupé cum urmeaza: (u,)..

Acum s consideram si o functie f:[a,b] > R.

Definitie. Cu notatiile care preced, se numeste suma Riemann (sau
suma riemanniana) atasata functiei f, diviziunii A si sistemului de puncte

intermediare (u;). numérul S(f,A,(u,) )djif(u,)(x, —X,_4).
i=1

i
Acum avem toate noftiunile si notatiile necesare pentru a prezenta definitia
integrabilitatii si a integralei in sensul lui Riemann.
Cu notatii dinainte, avem urmatoarea

Definitie. Se spune ca functia f este integrabila Riemann (pe scurt,
integrabila) daca:

existd un numar | cu proprietatea ca pentru orice € > 0 exista 6>0, cu
proprietatea ca pentru orice diviziune A cu ||A||[<d si orice sistem de

puncte intermediare (u;),, pentru A avem:
I-s(f.a (), <z
Formal, putem scrie:

D
f este integrabild =3/eR, Ve>0, 38>0, VAediv[ab], cu ||A[<3,
V(u,), sistem de puncte intermediare pentru A:

I-S(f.a ), <z

Acum, s& presupunemcd f este integrabild. in definitie se spune ca ,exista
| € R” cu anumite proprietati.
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Teorema.
Teorema.

Teorema.

De fapt, se poate arata ca /, daca exista (adica, daca f este integrabila),
este unic determinat. Cu alte cuvinte, numarul / este unic determinat de
functia integrabila f.

Definitie. Numarul unic determinat / din definitia integrabilitatii unei functii f
se numeste integrala Riemann a lui f (pe scurt, integrala lui f) si se
noteaza astfel:

def b

Izjf(x)dx.

b b
Uneori se mai scrie si If in loc de J.f(x)dx.

Comentariu. Exista si alte definitii ale notiunii de integrabilitate si (pe cale
de consecinta) ale integralei. De aceea vorbim de integrala Riemann,
integrabilitate Riemann etc.

De exemplu, integrabilitatea in sensul lui Lebesgue (si integrala
Lebesgue) sunt mai generale.

In prezentul curs vom vorbi numai despre integrabilitatea si integrala
Riemann (deci vom putea omite numele).

Cele mai importante exemple de funciii integrabile sunt date de
urmatoarele teoreme:

Orice functie continua f: [a, b] — R este integrabila.
Orice functie monotona f: [a, b] — R este integrabila.
Orice functie continua pe portiuni este integrabila.
(Referitor la ultima teorema, trebuie sa precizam termenii).
Vom numi functie continua pe portiuni o functie f : [a, b] —» R cu
urmatoarea proprietate: existd o diviziune A:a=x,<x, <..<X,=b cu
urmatoarele proprietéati:
a) Pentru orice i = 1,2,...n, functia este continud pe (x,_,,x;) (adica

f|(x este continud).

i)
b) Exista si sunt finite:
E@af(x):limf(x) Ixi%f(x)zlimf(x)

X—a x—b

si, dacd 1 < i < n, exista si sunt finite lg)if(x) Si l@if(x).

Evident, daca n=1, deci A:a <b, conditiile pentru 1</ <n nu se mai pun.

Pentru o functie f ca mai sus si 1 < i < n, se constata ca putem defini
functia continua £ :[x,_,x,] > R definitd astfel:

f(x), dacd x,_,<x<x,
f(x)= lim f(x), dacd x=x,_,

1513 f(x), daca x-=x,
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Exemplu.

R]

Pentru o astfel de functie f, integrala se calculeaza astfel:

Xj

ff(x)dx:i [ fax.

a =1 x4
Fie f: [-1, 1] — R, definita astfel:

daca -1<x<0
f(x) _ daca x=0
> daca O0<x<l
3 daca x=1

S X

x

Aicin=2. Anume, A :—1=x0<0=x1<1=xo
f,:[-10] > R, f,(x)=x.
f,:[01] > R, £, (x)= x>

1 0 1 0 1
jf(x)dx:'fr;(x)dx+_|.f2(x)dx:jxdx+jx2dxz_l+l:_l_
’ s ) LR 2°3 &

Exista si functii care nu sunt integrabile. De exemplu, functia lui Dirichlet,
definita astfel:

f:[O,1]—>R,f(x):{

nu este integrabila Riemann.

1, daca x este rational
0, daca x este irational

(Remarca. Aceasta functie este, insa, integrabila Lebesgue si integrala sa
Lebesgue este egala cu 0.)

2. Proprietati. Reguli de calcul

1) Orice functie integrabila (Riemann) este marginita.
2) Fie f: [a, b] — R, g:[a, b] — Rintegrabile. Atunci f+ g este integrabila
si avem

b b

(f(x)+g(x))dx = If(x)dx+£g(x)dx.

a

VO C— T

3) Fie f: [a, b] — Rintegrabila si o € R. Atunci a f este integrabila si avem

b

_[oaf(x)dx = oa;ff(x)dx .

4) Fie f: [a, b] = R, g:[a, b] — Rintegrabile. Atunci f g este integrabila.
5) (Aceste proprietati sunt consecinte imediate ale celor ce preced).
b

J.kdx =\(b-a) pentru orice LeR .

b

j(f(X)—g(X))dx=Jf(x)dx—fg(x)dx

a a

pentru f: [a, b] — R, g: [a, b] — Rintegrabile.
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6) Daca f: [a, b] — R este integrabila si [c,d]c[a,b], rezulta f[c,d] este

d d
integrabila. Vom nota If(x)dxijg(x)dx, unde g = f|[c’d].
7) Fie f: [a, b] — Rintegrabila si a < ¢ < b. Atunci (v. 6)):
If _[ dx+_[f X)dx .

8) Daca f: [a, b] — R, g:[a, b] — R sunt integrabile si f< g avem

b

_[f(x)dxg;fg(x)dx.

9) Daca f : [a, b] — R este integrabila, rezultéd ca si |f|:[a,b] >R este
integrabila si avem

b

jf(x)dx

a

sjﬂf(x)‘dx.

a

10) Fie f: [a, b] — R o functie pozitiva integrabila si [c,d]<[a,b]. Atunci
(v. 6)):

:If(x)dxsj:f(x)dx

11) Fie f:[a,b] >R si (x,) un sir de elemente din (ab). Fie si
f:[a,b] > R integrabila. Atunci:

a) Daca x, ——b avem jf dx_llm'[

a

b
b) Dacd x, ——>a avem jf( x)dx =lim

a

f(x)dx.

=>< !—.q

Trecem la cateva modalitati de calcul al integralei.

Teorema fundamentala a calculului integral este

Formula Leibniz — Newton

Fie f:[a,b] > R o funciie integrabila care admite primitiva (de exemplu, f
poate fi o functie continua).

Atunci, pentru orice primitiva F :[a,b] > R a lui f avem:

a
b D

[f(x)ax=F(x)| =F(b)-F(a).

a b
(Reamintim ca o primitiva a lui f este o functie derivabila F:[a,b]—R, cu
proprietatea ca F(x) = f (x) pentru orice x [a,b].)

Daca F este o primitiva a lui f, atunci F + C este si ea o primitiva a lui f,
pentru orice C € R.
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Pentru orice functie continud f:[a,b] > R, exista F :[a,b] > R, care este
primitiva a lui f (se spune ca f admite primitiva)).

Metodele uzuale de calcul pentru integrala sunt urmatoarele:

integrarea prin parti si schimbarea de variabila.

Evident, avem mereu Tn vedere formula Leibniz — Newton, deci trebuie sa
stim sa calculam primitive.

Teorema . (Integrarea prin parti pentru integrale)

Schematic:

Exemplu.

Comentariu.

Fie f:[a, ] > Rsi g: [a, b] — R doua functii derivabile cu derivate
integrabile (adica funciiile f' : [a, b] —» R, g': [a, b] — R sunt integrabile).
In aceste conditii avem:

b b

If(x)g'(x)dx =f(x)g(x) Z—jf'(x)g(x)dx.

a a

]
Sa calculam J‘xexdx.
0

f(x)=x g'(x)=¢"
J J
f'(x)=1 g(x):'[exdx:ex

1
;:e—(e1—e°):e—e+1=1.

1 1
J'xexdx:xex —J'exdx:1-e1—0-e°—eX
0 0

0
Integrala propusa este egala cu 1.

In calculul facut, am avut g'(x):ex si, prin urmare, g trebuie sa fie o
primitiva a functiei x+— e*. Am luat drept primitiva pe x— e* (cea mai
simpla varianta). Puteam sa luam drept primitiva si pe x+ C+e*, unde

C € R este o constanta. Rezultatul este acelasi, dar calculul este mult mai
complicat !

Intr-adevar, calculul facut astfel este:

1
jxede =7
0

131



Elemente de Analiza Matematica

f(x)=x g'(x)=¢"

J \2

f'(x)=1 g(x)=€"+C

ixexdx =x(e*+C) ;—j(ex +C Jdx = (xe* +Cx)

0

1,
O—(e +Cx)0

=1.€'+C-1-0.6°-C-0-(e'+C-1)+e"+C-0==e+C-e-C+1=1.
Trecem la schimbarea de variabila. Vom prezenta intadi formula
principala si apoi doua reformulari ale ei.

Teorema. (Formula schimbarii de variabila).
Fie |, Jintervale inRsiu:/ — J, f:J — R Se presupune ca f este
continua si u este derivabila cu derivata u’ integrabila (in particular, u’
poate fi continua). Atunci, pentru orice doua numere a < b din /, avem

Comentarii asupra enuntului:
1°. Schema cu funcitiile f si u care intervin este:
u f
3 \{}J\’ I->J—>R
Q\(/ 2°. Derivata u': | — R este integrabila (in particular, continua).
3°. Desi a < b, nu rezulta ca u (a) < u (b). Pentru a putea cuprtinde si
cazurile celelalte (adica situatia u(a)=u(b) sau situatia u(a) > u(b)), vom
face conventiile de calcul:

[o(tyto.

o

.?(P(t)dti—ji@(f)dt daca o« >

a B

N,

4°. Formula se aplica daca u'(x) apare ca factor.

Retinem formula schimbarii de variabila dupa urmatoarea schema:
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Schematic: _[f(u(x))u’(x)dx =7

u'(x)dx =dt

at u(a)

b
'[f[u(x)] u'(x)dx = J‘ f(t)at
a L : 1 L 1

_Primul exemplu. Fie n un numar natural nenul. Sa calculam

(sinx)” cos xdx .

O'—;I\J\?-l

Observam ca sin’' x = cos x . Dupa schema:

x=0, t=0
sinx=t=
x=£, t=1

2
U
cos xdx = dt
g N 1 tn+1 1 1
_[(sinx) cos xdx = |t"dt = =
O#JITI 0 n+10 n+1

Al doilea exemplu

!

4
5

Sa calculam J‘\/1—x2 .xdx  Observiam ci (1—x2) = -2X.
0

Pentru a pune in evidentd derivata lui 1 — x*, vom scrie integrala sub
forma:

L=

O | A
O e O | D

ﬂ-xdx = (—%}

1-x* (-2x)dx .
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Dupa schema:

x =0, t=1
1-x*=t= 4 16 9
X=_, t=1——=—
5 25 25
U
(—2x)dx = dt
4 9
1\% - 1\2 1| :
L= [_EM 1;x (—2X)dx = (_Ej!ﬁdtzaiﬁdt (conventia !)
dt —
25
]
1
110 g 12 2 il
= _|t2dt = ———| = —.Z.¢t2 =—t/t =
2.9[ 21 1 2 3 9 3 9
% 54‘ 9 25 25
25
=1(1_i§j_1.75—27_ﬁ
3 255) 3 75 75

Teorema. (Citirea inversa a formulei schimbarii de variabila)
Fie Jc R uninterval si f:J — R o functie continua. Fie si a < b puncte

inJ.

Se presupune ca exista un interval /| c R, o functie u:/ —» R derivabila cu
derivata continua si doua numere a si B in /asa ca u(a)=a, u(B)=>b.In
plus, admitem ca u(t)eJ pentru orice te[a,p], daca « < B (respectiv
t e[B,a]daca B < a).

Atunci, avem formula:

Tf(x)dx = if(u(t))u'(t)dt .

a

Comentarii asupra enuntului

1°. Denumirea de ,citire inversa” provine din faptul ca, practic, variabila x
devine functia u (vezi schema).

2°. Tn acest calcul, punctul central este posibilitatea rezolvarii ecuatiilor in
o, B:u(a)=a, u(p)cuo functie u care trebuie gasita. Retinem aceasta
formula dupa urmatoarea schema:
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Schematic:

Exemplu.

1
Sa calculam J\/1 — x2dx.
0
Deoarece, daca scriem x = sin t, vom avea
. 2
1- x? =1—(sint)

sint=0, sin0=0
x=sint= | T
sint =1, sm§:1

= (cost)2 : urmam schema astfel:

y
dx = costdt

= [/1- (smt )" costdt = J',/ (cost) ? costdt =

O t—
O'—ul\)\n

2 2 2

j|cost|costdt = j(cost)z dt = J‘”C—gsztdt:

0 0 0

12 12 17 1sin2tf o 1, n
= Jdt+ 2 [eos2tat =242 T, (sinn—sin0)=Z
2! 2! cos 272 2 |, 4+4(Slnn sin0)

,2Ultima” formula de schimbare de variabila pe care o prezentam este

denumita ,a doua formula a schimbarii de variabila” (uneori).

In aceastd formula, apare inversa generalizatid a unei functii. Functia
din formula este strict monotona, deci injectiva, si are inversa generalizata.

Teorema (A doua formula a schimbarii de variabila)

Fie / c R uninterval, a < b puncte in / si f:/ - R o functie continua.
Fie si X:[ab]>R o functie continud si strict monotona. Notam:
X ([a.b]) = J (deci J este un interval).

Fie h:J—>[a,b] inversa generalizata a lui X. Se presupune ca h este
derivabila cu derivata continua. Atunci avem formula:

b X(b)
l'f(x)dx = X.L)f(h(t))h’(t)dt .
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Schematic:

Vom retine formula dupa urmatoarea schema:

j:f(x)dx =7

Primul exemplu

ax .

1
Sa calcuilam J' -
. 1+e

Aici apare functia strict crescatoare X :[0,1 - R, X (x)=¢€*.

fi vom calcula inversa generalizatd dupd cum urmeaza:

X(0)=e"=1, X(1)=¢"=e.
e =t x=Int

Asadar h:[1e]—[0,1], h(t)=Int.

inplus h':[1e] >R, n'(t) :;, deci h' este continua.

Putem aplica schema:

R x=0, t=1
e =t=>
x=1 t=e

Int

e e
JIn(E+1) :Ine—ln1—(ln(e+1)—ln2):'

=1-In(e+1)+In2=In2—In(e+1)+1

Al doilea exemplu

o . T 1
Sa calculdam j;,dx.
5 2+sinx
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La astfel de integrale trigonometrice, se face schimbarea de variabila
X
tgZ =t 1
95 (1)

1-t2 2t
——, sinx = 5 -
1+t 1+t

Rezulta, dupa cum se gtie: cosx =

Din nefericire, substitutia (1) nu poate fi facuta pentru valori ale lui x de
forma x=(2n+1)m,neZ.

Pentru a calcula integrala propusa, vom folosi proprietatea de trecere la
limita 11) , deja mentionata (v. subparagraful 2). Mai precis:

;,dxﬂim ;_dx,
5 2+sinx n e 2+sinx

unde 0<x, <mlimx, =x.
n
Fie, prin urmare, un numar 0 < a < 7.

Vom calcula mai intai integrala

I(a)zlrsim(dx (2)

Acum putem considera funcfiia strict crescatoare:

X:[0a] >R, X(x):tgg.

O inversam generalizat: X (0)=0, X(a):tgg,
X X a n
tg— =t & —=arctgt €[0,=] = [0,=) = x = 2arctgt.
95 =t=7 g9te[0,71=0.5)= g

Deci h:[O,tgg]—>[O,a], h(t)=2arctgt si h'(t) prin urmare

IR

h': [O,tgg] — R este continua.

Aplicam schema:

X x=0, t=0
thZt:>
x=a, t=tg—=X(a)
U
2
x =2arctgt = dx = ——dt
1+t
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2 R 2
I(a)=[-——dx= | St =
¢ 2+sinx o o, 2 1+t
+
1+ 12
1
x(a) 1 x(a) 1 t+§ x(e)
= | ;——dt= dt = ——arct Y=
~£t2+t+1 I( 1j2 BY B R
t+—| +| — 2
2 2

2t +1

= iarctg—‘;(("’):i arctg— 2 = |,
J3 V3 V3 V36

Fie acum un sir (x,) asaca 0<x, <= si limx, =/. Rezulté c& integrala

propusa este (deoarece IimX(xn):oo Si iimarctQX:g), folosind (2):

j—L dx:|im/(xn):i(ﬁ_ﬁj:ﬂ_
0 2+sinx n J3\2 6) 33

Raspunsurile
la test se vor
da n spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 5

1 3
. X
1. Sa se calculeze |——dx.
X< +1

X, daca -1<x<0
2. Fie s:[-L1]> R, definita prin f(x)= )1, dacd  x=0

daca O0<x<1

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 223 a acestei unitati
de invatare.
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2.1.5. Calcule de lungimi, arii si volume cu formule integrale

Teorema. Fie

Exemplu.

A. Lungimi de arce

Practic, vom prezenta aici calculul lungimilor unor grafice de funciii.

Fie f:[ab]>R. Graficul functiei f este multimea (pland)
graf(f):{(x,f(x))‘XE[a,b]} cRxR (a se vedea fig. 2.4 unde portiunea
curba este graficul).

Figura 2.4.

f:[a,b] >R o functie derivabila cu derivata f':[a,b] >R integrabila.

Atunci, lungimea graficului lui f (pe care nu o definim riguros!) este
numarul /(f) dat prin formula

()

Sa calculam lungimea graficului functiei f:[0,1] - R, daté prin f(x)=x

Il
—
—
L
—
~
—~
~
~—
~—
N
Q
~

(deci, calculdam lungimea unui arc al parabolei de ecuatie y = x* ).

1
Avem f'(x)=2x, deci lungimea cautata este /(f) =J.\/1+4x2dx . Folosim
0

formula a doua a schimbarii de variabila si facem substitutia lui Euler
VI+4x? =2x+t ot =J1+4x* - 2x.

x=0=>t=1

x=1=t=+5-2

Prin ridicare la patrat in formula de substitutie:

Prin urmare:

) 5 ) —t? t? +1
1+4x° =4x° +4xt+t° = x = dx = ———dt
4t 4t
42 2
\/’I+4x2=2x+t=1 t +t=1+t
2t 2t

Integrala devine:

V5-2 2 2 1 t2+12 1 44 2
[t f e |
1 J5-2 J5-2
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"Q/\

Exemplu.

__6(1_(\/5_2)) 4In(/5 - 2)—% FW

Remarca. De multe ori, formula de mai sus nu este aplicabila, deoarece
nu se indeplinesc conditiile din ipoteza, relative la functia F.
Sa calculam lungimea cercului de raza 1. Acest cerc are ecuatia

X4y =1,

Semicercul superior al acestui cerc este dat astfel:

S:{(x,y)eRz‘szryz=1,y20}.

Rezultd ca S =graf(f), unde f:[-11] > R, f(x)=+1-x>.

Pentru a calcula lungimea semicercului, adica lungimea graficului lui f, nu
putem aplica formula deoarece f nu este derivabila in punctele — 1 si 1.

Procedam dupa cum urmeaza. Vom considera un numar 0 < ¢ < 1 si
functia f. :[-1+¢1-¢] > R, data prin

f(x)=F(x)=A1-x.

Atunci, functia f; este derivabila, cu derivata continua data de formula

Avem, deci
o
1+(S(x)) = —

Vom calcula atunci lungimea graficului lui f; (vezi figura. 2.5).

ya
f(x)

rd

0] Ic’i' X b X
Fig. 2.5
Acest grafic al lui f; este o parte a semicercului nostru si are lungimea:

dx = 2] dx = 2arcsin(1-¢).

1-¢
1
_L V1-x? o v1—x?
Se vede ca, luand pentru € valori din ce In ce mai mici, graficul lui f; tinde

sa acopere intreg semicercul. Este, deci natural, sa afirmam ca lungimea
semicercului este egala cu
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Teorema.

Exemplu.

Teorema.

lim/(f,) =lim2arcsin(1-¢) = 2arcsin :Z-g: .

e—>0 e—>0

Rezultatul este in concordanta cu ce stim: semicercul are lungimea m,
cercul are lungimea 2.

B. Arii
B1. Arii de figuri plane marginite de grafice de functii

Definitie. Fie f:[a,b] > R o functie pozitiva (adica f (x) 2 0 pentru  x €
[a, b]). Subgraficul lui f este multimea:

S(f)= {(x,y) € Rz‘x elab],0<y < f(x)}

(vezi figura. 2.6).

y y
g
ix) - graf(f)/ i
fx) ¢
= ‘
Fig. 2.6 Fig. 2.7.

Se vede ca S(f) este ,trapezul curbiliniu” marginit de dreptele verticale de
ecuatii x = a si x = b, de dreapta Ox si de graficul functiei f.

Fie f:[ab]>R o functie pozitiva si integrabild Riemann. Atunci,
subgraficul lui f are arie (nu am definit in mod riguros aria!) data de
formula:

b
ariaS(f)z_[f(x)dx.
Fie n 2 1 un numar natural si f:[0,1] - R data prin f (x) = X" . Atunci, aria
1
1

o=——. Mai general,
n+1

n+1

X
n+1

1
subgraficului lui f este ariaS(f):jx”dx=
0

putem calcula aria portiunii plane cuprinse ntre doua grafice de functii. in
mod precis:

Fie f: [a,b] —->R, g: [a,b] — R doua funciii integrabile cu proprietatea ca f

< g (adica f (x) < g(x) pentru orice x € [a, b]). Se considera mulimea (vezi
figura 2.7):

S(f,g)={(x,y)eR2 ‘a <x<bf(x)<y Sg(X)}.

Atunci S(f, g) are arie data de formula:

ariaS(f,g) = ;f(g(x) —f(x))ax.
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Exemplu.

Teorema.

Exemplu.

De multe ori se spune ca S(f, g) este multimea cuprinsa intre dreptele de
ecuatii x = a, x = b si graficele functiilor y = f(x) si y =g (x).

Sa consideram functile f:[01)>R, f(x)=x*> si g:[01)>R,
g(x) =+/x . Avem f< g. Sa calculam aria S(f, g).

ariaS(f,g) :j;(\/;—xz)dx = [%xg —gj 0

B2. Ariile suprafetelor de rotatie (obtinute prin rotirea graficelor unor
functii).

Se considera o functie pozitiva f:[a,b] >R al carui grafic se roteste in
jurul axei Ox (vezi figura 2.8).

In acest mod se genereaza o suprafatd SR(f) care se numeste suprafata
de rotatie (generata prin rotirea graficului lui fin jurul axei Ox).

g graflf)

il
T
~_ !

Fig. 2.8
Se presupune, in plus, ca functia f este derivabila cu derivata
f':[a,b] > R continua.

Atunci, suprafata SR(f) are arie (nu am definit in mod riguros aria!) data
de formula

ariaSR(f):ZnEf(x) 1+ (F'(x)) dx .

Fie h si m numere strict pozitive. Se considera functia f:[O,h]—>R,
definitd prin f(x)=mx . S& calculdm aria SR(f).

Avem f'(x)=m, deci:

h 2
ariaSR(f) = 27:J.mx\/1 +m?dx = 2nmv1+ m? X? b=nmN1+m’h®.
0

Interpretare geometrica. Graficul lui f este un segment de dreapta, care
prin rotatie genereaza un con circular drept cu varful in origine, Tnal{imea h
si raza bazei h m.

Cititorul va calcula aria laterala a acestui con si va verifica egalitatea ei cu
aria gasita mai sus.

C. Volumele corpurilor de rotatie (obtinute prin rotirea graficelor de
functii)

Se repeta constructia de la punctul precedent B2. Se obtine un corp
geometric V(f) marginit de suprafata de rotatie de la punctul B2, precum si
de ,capacele” date de portiunile plane corespunzatoare lui x = asi x = b
(vezi figura 2.8)
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Teorema.

Exemplu.

Teorema.

Exemplu.

Spunem ca V(f) este corp de rotatie (generat prin rotirea graficului lui fin
jurul axei Ox).

Fie, ca mai sus, functia pozitiva f:[a,b] >R. Atunci, daca f este

integrabila Riemann, multimea V(f) are volum (nu am definit volumul in
mod riguros!) dat de formula

b
volumV (f) = 71.|.(f(x))2 dx ..
Reluam ultimul exemplu studiat inainte. Atunci volum
f AT
V(f)= nj'mzxzdx = nmz—‘g =—m’h°.
5 3 3
Acesta este exact volumul conului circular drept de inalfime h si raza a

bazei m h.

D. Centrele de greutate ale placilor omogene plane marginite de
grafice de functii

Consideram o functie continua pozitiva f:[a,b] — R. Subgraficul sau (v.
B1) considerat ca placa omogena, are centrul de greutate G(f).
Considerente de aproximare ne conduc la urmatoarea

Fie f:[a,b] >R o functie continua, pozitivd si nenula. Atunci G(f) are
coordonatele date de urmatoarele formule

j-xf(x)dx ;.T(f(x))2 dx
Xa(r) = R Yo = 5
if(x)dx !f(x)dx

b
Observatie. Din ipoteze, rezulta ¢ jf(x)dx >0.
Sa calculam coordonatele lui G(f) pentru f:[0,1] > R, f(x) = x>.

j).f(x)dx = szdx =

0

1
3
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Raspunsurile
la test se vor
da n spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 6
1. Sa se calculeze aria multimii cuprinse intre dreptele de ecuatii
x = -1 si x = 1 si graficele functiilor y = x* si y = |x|3.

2. Sa se calculeze volumul de rotatie obtinut prin rotirea graficului
functiei f:[a,b] >R, f(x)=x" in jurul axei Ox. Aici 0<a<b si

neN*.

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 223 a acestei unitati
de invatare.
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2.1.6. Calcule aproximative

Analiza Matematica este o stiinta a aproximarilor. Notiunea fundamentala
a Analizei Matematice — limita — exprima perfect aceasta idee: ne putem
apropia oricat de mult de limita, fara speranta de a o atinge. Asadar, prin
insasi natura ei, Analiza Matematica genereaza aproximari, care fac parte
din teoria ei.

Cand se pune insa problema lucrului practic cu aceste aproximari (de
exemplu, cand se pune problema numarului de pasi necesari pentru ca
eroarea sa fie mai mica decat un numar dat — a se vedea inceputul
acestei unitati de invatare, anume 1.1.1.), atunci intram intr-un domeniu
special al Analizei Matematice, anume este vorba de Analiza Numerica.

In aceste paragraf vom exemplifica numai cateva posibilitati de a face
calcule aproximative controlate, in spiritul practic al Analizei Numerice.
Vom arata, de exemplu, cum putem aproxima valori numerice pe care nu
le putem calcula exact.

A. Reluam un exemplu din 1.1.1. Avem:
2
im—2" 1 _ o,
nn°+n+1
Am vazut ca, pentru 0 < € < 1 dat, putem calcula:

2-e++-3c*+4

nie)= +1

(e)=1 o ]

si avem, pentru orice numar natural n>n(e) inegalitatea |x, —2|<e,
2n° +1

unde x,=———.
n“+n+1

Daca notam err(n)=|x,-2|, adica err (n) masoara distanta intre
valoarea calculata (aproximativa) la pasul n a lui x, , vom avea:

err(n)<e,
pentru orice n>n(e).

De exemplu, dupa cum am vazut, pentru € = 0,01 avem n(0,01) = 200.

Calculele de mai sus respecta cerinta fundamentala a analizei numerice,
anume cerinta de a controla eroarea facuta atunci cand calculam valoarea
aproximativa in locul valorii exacte. Prin control intelegem posibilitatea de
a spune cu precizie pana unde trebuie dus calculul (de exemplu aici, cat
de mare trebuie sa fie rangul n al lui x,) pentru ca eroarea facuta sa fie
mai mica decat un prag prestabilit.

Notam ca eroarea definita ca mai sus se mai numeste si eroare absoluta.

B. Sa calculam cos 1 cu doua zecimale exacte. Evident, cos 1 nu poate fi
calculat ,exact”. Pentru a preciza lucrurile, reamintim ca in analiza
unghiurile se masoara in radiani, iar logaritmii sunt naturali, adica in baza
e.
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Prin urmare, cos 1 inseamna cosinusul unui unghi de 1 radian. Deoarece
cercul intreg (adica 360° = 360 grade sexagesimale) are 2x = 2 -3,14
radiani, rezulta ca 1 radian = 57° 30’. Asadar putem prevedea ca

cos1>%:cos§, unde g reprezintd 60°. In plus, valoarea cos 1 este
foarte apropiata de %

Pentru rezolvarea problemei vom folosi formula lui Taylor.

Ludm f:R — R, f(x) =cos x . Scriem formula lui Taylor de ordin n atasata
functiei f in punctul a = 0, pentru valoarea x # O:

: ] (n)
f(X)zf(0)+f g!o)x+f2(:))x2+...+fn—(!)x" +R,(x)=

Pentru x = 1 avem deci:

cos'(0) N cos"(0) cos!” (0)

f(1) = cos1=cos(0)+ T TR +R,(1).
) . f(n+1)(u) .
Restul in forma lui Lagrange este Rn(x): (n 1)' x", unde u este strict
+1)!
cuprins intre 0 si x.
cos" " (u)
Pentru x = 1 avem deci cos1=A, +W= A +R,(1),unde 0 <u<1
n+1)!
Si
' " (n)
A, =cos(0)+ cos'(0) £ 508 (0) T ) 0) =
1! 2! n!
(n)
1,1, s
2! 41 n!

Asadar avem cos1-A, =R, (1), deci:

cos!™ (u)
(n+1)!

lcos1-A,

R, (1)=

Vom lua ca valoare aproximativa pentru cos 1 pe A, .

Atentie! Deocamdata n este necunoscut. Va trebui sa stabilim ce valoare
a lui n face ca eroarea sa fie cea propusa, adica sa avem:
1

—|cos1—A | < — 1
err(n) = |cos n|<100 (1)

Rezultd ca trebuie sa avem

R (1)‘<ﬁ Deoarece cos"""" (u) poate fi

egal cu £cos u sau tsin u, vom avea:
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Teorema.

1
(n+1)!

‘cos("”) (u)‘ <1=

R, (1)<

Prin urmare, pentru a indeplini conditia (1), va fi suficient sa avem:
1

(n+1)!

<1 o (n+1)1>100.
100

Pentru n = 3 avem 4! = 24 < 100, iar pentru n=4 avem 5! =120 > 100.
Asadar, valoarea n = 4 este cea mai mica posibila, deci putem sa
1 1 1 1.1 13

aproximam cos 1= A, =1-—+—=1-—+—=—.
2! 4] 2 24 24

Asadar, cos1~ E ~0,541...
24

C. Metoda trapezelor pentru calculul aproximativ al integralelor.

Fie f:[a,b] > R o functie integrabila Riemann. Desi integrala lui f exista,

de multe ori nu o putem calcula exact. De exemplu, daca nu putem calcula
o primitiva a lui f, nu putem aplica formula Leibniz — Newton, etc.

Exista metode de calcul proximativ al integralei. Anume, dupa un algoritm,
se calculeaza o valoare numerica si aceasta va fi valoarea aproximativa
cautata. Metoda nu are valoare daca nu putem controla eroarea, deci
trebuie sa putem preciza necesarul de calcul pentru a avea o eroare mai
mica decat un prag dat dinainte.

Dintre metodele cunoscute de aproximare, vom prezenta numai una,
anume, metoda trapezelor.

b
Metoda trapezelor inlocuieste valoarea integralei If(x)dx cu valoarea
a

aproximativa:

b-a
Tn(f)=W(f(a)+f(b)+2(f(x1)+f(x2)+...+f(xn_1))).
Aici n 2 1 si avem diviziunea echidistanta:
A:a:x0<x1:E<x2:M<...<xn_1:W<xn:b.
n n n

Controlul erorii este dat de urmatoarea:

Se presupune ca f este de doua ori derivabila si f":[a,b]—>R este

integrabila Riemann.

Atunci, pentru orice ne N* avem
b

[f(x)ax-T, (f)‘ <

a

M(b-a)’
12n?

unde M = sup{‘f"(x)Hx S [a,b]} .

Ca aplicatie, vom prezenta un exemplu de integrala pe care o putem
calcula exact si vom vedea cum functioneaza metoda.
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:
Exemplu. Sa calculam cu doua zecimale exacte, folosind metoda trapezelor, Ixzdx .
0
1 3
Evident, [x%dx = 2= 1 _0333... .
5 3 3

Aici f:[0,1] >R, f(x)=x*,decia=0,b=1.Avemb—a=1si
f'(x)=2x, f"(x) =2, deci putem lua M = 2.
Cerinta problemei este ca

1

err (n) W'

1
= szdx—Tn(f) <
0

Va fi suficient ca:

2.7 1 1 1 50
5 < & —< & 3n°>50 < n*>—.
12n~ 100  6n° 100 3

Pentru n =4 avem n* =16 < % iar pentru n = 5 avem

n? —25>@
3

Putem lua n = 5. Valoarea aproximativa va fi:

Ts(f)=%[f(O)+f(1)+2(f(%)+f[%]+f(%j+f(gjn _
-] 1 4 9 16
_ﬁ(0+1+2(£+g+£+25n

= 2.0 1 12007 g5
10 25) 10\ 5) 50

Se vede ca, intr-adevar

0,34 -0,333..| = 0,00666.. <oo1_%

Jlf ax| =
0
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Réaspunsurile
la test se vor
da in spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 7
1. Sa se indice un numar natural ny cu proprietatea ca, pentru orice

3n+1 1
n = ng avem -3| <

n+1 100

1
2. Sa se calculeze cu o zecimala exacta jx3dx, folosind metoda
0

trapezelor.

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 224 a acestei unitati
de invatare.
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2.2. Spatii metrice. Spatii normate

Observatii.

RA

[

O expunere moderna a unor elemente de analiza trebuie facuta in cadru
general, abstract. Notiunea fundamentala a analizei, anume notiunea de
limita, isi gaseste locul natural de expunere in cadrul spatiilor topologice.
Noi nu vom lucra in acest cadru atat de general. Vom face expunerea
pentru spatii metrice si, mai particular, pentru spatii normate. Acest cadru
este suficient de general si, in acelasi timp, mult mai intuitiv decat cadrul
spatiilor topologice. Pe parcurs vom lucra foarte mult cu spatiile normate
speciale R", care constituie cadrul natural al analizei clasice. Vom
considera cunoscute elementele de analiza din liceu.

Vom nota prin R+ multimea [0, ).

Daca X este o multime nevida si d : X x X—Y este o functie oarecare
(unde Y este o altda multime nevida), vom nota d(x,y) in loc de d((x,y)),
pentru orice x, y in X.

Definitie. Fie X o multime nevida. O functie d : X xX— R: se
numeste metrica sau distanta pe X daca are
proprietatile:

()...x, yeX dxy)=0=x=y,

(i) ... x, ye X, d(x,y)=d(y,x);

(i) ... x, ¥, ze X, d(x,2)< d(x,y)+d(y,2);

Daca x,y sunt in X, numarul d(x,y) se numeste distanta intre x si y.

Un cuplu (X,d), unde X este o multime nevidéa gi d este o metrica pe X, se
numeste spatiu metric.

In cadrul de mai sus, pentru orice x € X si orice numar r > 0 introducem
mulfimile:

B(x,n={ye X|d(y,x)<r}
(se numeste bila deschisa de centru x si raza r).
Bix,A={ye X| d(y,x)< r}
(se numeste bila inchisa de centru x si raza r).
Evident x € B (x,r) < B [x,1].
Din nou in acelagi cadru dam urmatoarea:

Definitie. Fie (x,), un gir de elemente din X si x un element din X. Vom
spune ca (x,), tinde la x (converge la x) daca:

...€>0,3n(e)eN,...n>n(e), d(XnX) <e.

in aceste conditii x se numeste limita lui (x,), si scriem x =limx_
n

1°. Daca un sir x,, este convergent (adica exista x € X asa ca limx, = x
n
rezulta ca x este unic determinat.

2°. A spune x, ——> X (scrierea aceasta inseamna ca (x), tinde la x)

revine la a spune ca oricum am lua o bila B (x, €) exista un rang n(e )e N
asa ca x, € B (x, €)daca n> n(e).
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3°. In limbajul analizei din liceu, faptul ca x,—— x in spatiul metric (X,

d) revine la faptul ca d(x,x) —— 0 (adica distanta intre x, si x poate fi
facuta oricat de mica).

Exemple de spatii metrice
Pentru orice multime nevida X definim metrica d:X x X— R. data prin
0, x=y
d(x,y) ={1
, XZY

Atunci B(x,r) = B[x,r] = {x} pentru orice x € X si orice 0< r <1. Apoi B(x,1)
= {x} si B [x,1] = X pentru orice x € X. In fine, pentru orice X e Xsi
orice r>1 avem B(x,r) = B[x, r] = X.

Se poate arata ca in acest spatiu metric avem echivalenta

Xp —> XdAMNge N, ... N2> Ng, Xn= X.

Cel mai familiar exemplu de spatiu metric este (R,d) unde
d(x,y) = [x—y| pentruorice x,y € R
(aceasta este distanta canonica in R).
Pentru orice r> 0 si x € Ravem:
B(x,r)=(X—r,x+r) si Bx,]=[x-r, x+1].
Constatam ca x, ——> x \W\in (R,d)=x,—x \W\ijn
sensul obignuit (cunoscut din liceu).
In mod similar definim spatiul metric (c,d) unde:
d(x,y)=|x-y| pentru orice x,y € C.
Bilele sunt in acest caz discuri (v. fig. 2.9):

Im Im

v b f
N o
10) Re 0 a @ Re

Fig. 2.9 Fig. 2.10

B(x,r) = discul centrat in punctul din plan de afix x, de raza r, fara
circumferinta.

B[x,y]= discul centrat in punctul din plan de afix x, de raza r, impreuna cu
circumferinta.

Se vede ca daca u=a+i be Csi v=a +i § € C, avem

d(u,v)=\(@a—a) +(b—by .

Obtinem in fond distanta obisnuita in plan (v.fig. 2.10).
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Vom da si o constructie a unei metrici pe R (reamintim c3

R = Ru{—x,x}. In aceastd metrica avem urmatorul rezultat: convergenta

coincide cu convergenta obisnuita (cunoscuta din liceu), adica cu
urmatoarele fapte:

a)Xp—> X< ...e>0,3n(e) eN, ...nzn(e), [Xp-x| <& (in cazul x, e
R, X€ R);

b) Xp—F> 0 S A>0,3n(A) eN,...n>n (L), Xp,> A (aiCi X, € R);
C)Xp—-0 < ...A>0,3nA) eN,...n>n (L), X,<—A (aici X,€ R).

Constructia anuntatd se bazeaza pe faptul ca functia: ¢:R —[-11], data
prin:

-1, X =—0
o(x) = X , —0<X<o©
1+ x|
1 X =00

este o bijectie.
Atunci pe R se instituie metrica data prin:

d (xy) =le (X)— o (y)|.
Constructia de mai sus este un caz particular al ,transportului de metrica™".

5°. Vom considera spatiul s al tuturor sirurilor x = (x,)nc v de numere (reale
sau complexe). Pe s se considera metrica d data prin:

L R
dX, — .1t n Jn
( y) n=02n 1+|Xn_.yn|

(aici x = (Xp)n Si Yy = (Yn)€ S).
Vom reveni asupra seriilor mai tarziu.

Relativ la spatiile metrice, un concept fundamental este conceptul de
completitudine, la care ne vom referi pe scurt.

Intr-un spatiu metric (X,d), un sir (x,), este numit sir Cauchy dacéa are
proprietatea ca pentru orice € >0 exista n(e ) natural asa ca d
(Xm,Xn)<e pentru orice m, n> n (¢). Evident, orice sir convergent este
Cauchy. Reciproca nu este valabila in general. Spatiile metrice in care
reciproca este valabila se numesc spatii metrice complete. Asadar, un
spatiu metric (X,d) este complet daca si numai daca pentru orice sir
Cauchy (x,)n cu elemente din X exista un punct x € X cu proprietatea ca
Xp——> X.

Toate exemplele de spatii metrice pe care le-am prezentat sunt exemple
de spatii metrice complete. Exista si spatii metrice care nu sunt complete.
Vom da mai tarziu un astfel de exemplu.

In continuare vom trece la unul din cele mai importante exemple de spatii
metrice: spatiile normate.
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Teorema.

In cele ce urmeaza vom folosi urmatoarea notatie: daca || ||:X—R: (unde
X este o multime nevida) vom scrie pentru orice x €X valoarea lui || || in x
astfel: ||x|| (in loc de ||x]]).

De asemenea, vom nota prin K corpul numerelor reale sau complexe.

Definitie. Fie X un spatiu vectorial peste K. O aplicatie || ||:X—R: se
numeste norma pe X daca au loc urmatoarele proprietati:

(@) |Ix||=0=x=0x;
(b) llow x][=fec | {Ix]]

() [benl= [IXII+Ivl

Aici x, y sunt elemente in X si a este in K. Am notat prin 0x elementul nul
al spatiului vectorial X.

Un cuplu (X, || ||]) unde || || este o norma pe X se numeste spatiu normat.

Legatura intre teoria spatiilor normate si teoria spatiilor metrice este data
de urmatoarea:

Orice spatiu normat devine spatiu metric in mod canonic. Mai precis:

Fie (X,|| ||) un spatiu normat. Definim aplicatia d;; ;:X x X — R., data prin:
diji(x.y) = [Ix = yll.
Atunci d;; | este o metrica pe X, numita metrica asociata normei || ||.

Inseamna c& putem privi spatiile normate ca pe niste cazuri particulare de
spatii metrice. Toate problemele care apar in contextul spatiilor metrice
pot fi atacate in cadrul mai particular al spatiilor normate.

In cele ce urmeaza ne vom referi la un spatiu normat (X,|| ||) subinte-
legand structura sa de spatiu metric echipat cu distanta canonica generata
de norma || ||.

Definitie. Un spatiu normat care, privit ca spatiu metric,este complet, se
numeste spatiu Banach.

Existd si spatii normate care nu sunt spatii Banach. Tn acest fel se pun
deci in evidenta spatii metrice care nu sunt complete.

Exemplu de spatiu normat care nu este spatiu Banach.

Vom nota prin fco multimea tuturor sirurilor x=(x,), de elemente din K care
au urmatoarea proprietate: numai un numar finit de elemente x, sunt
nenule.

Deci, pentru fiecare x=(x,)p,e fco exista cate un numar natural n(x) cu
proprietatea ca x,=0 pentru orice n > n(x).

Evident fcy este un spatiu vectorial, subspatiu al spatiului vectorial s al
tuturor sirurilor scalare (pe s avem operatiile naturale).

Spatiul fcy devine spatiu normat cu norma data prin:

|l x [l=sup|x,|.
n

Se poate arata ca (fco,|| ||) nu este spatiu Banach.
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Exemple de spatii Banach
Cel mai important exemplu de spatiu normat este spatiul vectorial

K" (n> 1) echipat cu o norma oarecare. De notat cd toate normele
posibile pe K" sunt echivalente, in sensul ca genereaza aceeasi topologie
(nu intram in amanunte).

Normele clasice pe K" sunt normele || ||, 1< p< oo, pe care le definim in
cele ce urmeaza.

a) Fie un numar real p > 1. Pentru orice x=(X1,X2,... ,X») eK" definim

1
p »
Ixll,=| 21 P | .
i=1

In cazul K=R si p=2, || || se numeste norma euclidiana pe R".
Daca n =1 si K= Ccavem ||z||, = |z| pentru orice ze C. Daca p=2, n=2 si K
= R avem || x=(x,X,)|l,=+/X +x>. Regdsim lungimea obisnuitd a
vectorilor din plan (avem si || x =(x,, x,)|,=| z=x, +i X, |)
in acest caz).

b) Pe K" avem si norma || ||.. data prin || x ||,=max, | X, |.

Exemplele de mai sus accentueaza analogia dintre modul si norma,
norma constituind o generalizare a modulului si formali-zand definitia
notiunii intuititve de lungime a unui vector.

Se poate arata faptul urmator: convergenta in K", echipat cu norma || ||,,
1 <p+w, coincide cu convergenta pe componente. Mai precis: fie
(x'),y un sir in K" si fie x e K”. Tn mod explicit, pentru fiecare i avem
X'=(x1, X2, ..., X,') si, de asemenea, Xx=(x1, Xa, ... , Xn).

Fixam arbitrar 1 < p < o . Atunci x’ ——x in (K", || ||p) (cu alte cuvinte
|| X' —x||, ——0) daca si numai dac& x, ——>Xx,, pentru toti t =12,...,n.
Putem prezenta niste structuri similare cu cele de la 1° pe spatii de
siruri.

Reamintim ca am notat prin s spatiul tuturor sirurilor scalare

x=(Xn)n ew, UNde X, € K, echipat cu operatiile naturale de spatiu vectorial
peste K:dacax=(Xp)hes si y=(nhesavemx+y= =Xpt+ Vn)nen
iar daca a € K avem o x=(0Xn) n ex.

Putem organiza ca spatii Banach anumite subspatii ale lui s dupa
cum urmeaza:
2°. a) Spatiul m={x=(x,)ne s| (Xn)n este sir marginit}, cu norma:

I x1l,=sup|x, |.
n

Uneori se mai noteaza m=[" .

Spatiul m are urmatoarele subspatii clasice care se organizeaza ca spatii
Banach cu norma de pe m:
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Remarca.

-- spatiul c={x=(xn)re S| (X,)» este convergent} cu norma || |l.. de mai
sus.

-- spatiul co={x=(xn),,| Xn—0} cu norma || ||.. de mai sus.

2°. b) Consideram un numar 1 < p < c. Acest numar genereaza spatiul
vectorial IP = {x= (X)n € s| seria Zl X, |” este convergenta} cu norma:
n

;
[ x||p=[;| X, |j
Avem incluziunile:
IPcl” cc,cecl”=m
pentru orice 1< p'< p"< .
Vom prezenta si cateva spatii de functii. Fie T o multime nevida.
Consideram spatiul vectorial B(T) = {f:T — K| f este marginita}, echipat

cu operatiile naturale de adunare si inmultire cu scalari. Atunci spatiul B
(T) devine spatiu Banach cu norma convergentei uniforme data prin

I fll=sup {|f(O)] | teT)
(uneori se scrie ||f||=sup]|f(t)].

teT
In cazul special cand T = [a, b], unde — © < a < b < o, vom considera
urmatoarele subspatii ale lui B([a,b]):

a) C ([a, b]) ={f: [a, b]— K| f este continua}. (Se stie ca orice functie
continua f : [a, b] — K este marginitd). Atunci C ([a, b]) echipat cu norma
din B ([a,b]), data prin || f||= sup {| f(t) | | te [a,b]} este spatiu Banach.

b) Un subspatiu al lui C ([a,b]) este D ([a,b]) ={f :[a, b] — K| f este
derivabila cu derivata continua}. Pe acest spatiu se considera norma

[ 1Il.=sup [ f(t)|+sup | F'(t)].
te[a,b] te[a,b]
si atunci se poate arata ca D ([a,b]),||| |||) este spatiu Banach.

Spatiul normat (D ([a,b]),]| |)) unde || f ||= sup | f(t)| nu este Banach.
te[a,b]

Observatie generala privind constructia de subspatii metrice si normate.

g

In toate exemplele construite prin trecere de la spatii mai mari la spatii mai
mici am folosit urmatoarele scheme generale:

1°. Daca (X,d) este un spatiu metric si & # A c X, obtinem spatiul metric
(A, da) unde da(x, y) = d (x, y) pentru orice x, y € A.
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2°. Daca (X, || ||) este un spatiu normat si Yc X este un subspatiu
vectorial, obtinem spatiul normat (Y, ||| |[|) unde ||| x ||| = || x || pentru orice
xe Y.

Raspunsurile
la test se vor
da in spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 8

1. Fie X o multime nevida si d, 6 doua distante (metrici) pe X. Se
presupune ca exista doua numere strict pozitive a si b cu
proprietatea urmatoare: pentru orice x si y in X avem

ad((xy)<o(x,y)<bd(xy)
(se spune ca distantele d si 6 sunt echivalente.)

Fie si (xn )n un sir de elemente din X, precum si x un element din X.
Aratati ca avem urmatoarea echivalenta:
x, ——> x n spatiul metric (X, d)

&
x, ——> x n spatiul metric (X, 9)

2. Aratati ca fc, nu este spatiu normat (definitia lui fc, apare imediat
dupa definitia notiunii de spatiu normat).

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 224 a acestei unitati
de invatare.
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2.3. Limita si continuitate (reluare)

Cea mai importanta idee din analiza este ideea de limita. Am putea-o
rezuma astfel: ne putem apropia oricat de mult, fara ca sa fim siguri ca
atingem.

Punct de acumulare

Vom considera un spatiu metric (X,d), o multime nevida Ac X si un
element xe X.

Definitie. Se spune ca a este punct de acumulare pentru A daca are
urmatoarea proprietate:
pentru orice € > 0 exista x € A, x # a cu proprietatea ca d (x,a) <e.

Multimea A'={xe X| x este punct de acumulare pentru A} se mai
numeste si multimea derivata a lui A.
Putem rescrie definitia astfel:

AcA<...e>0, (B(a,eynA)\{a} =0
Teorema. (Caracterizarea cu siruri a punctelor de acumulare).

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1°. ae A

2°. Exista un sir (x,)» <A cu proprietatile: x, #a pentru orice n si
XnT)a.

De exemplu, in R cu metrica obisnuita, daca A este un interval
nedegenerat, punctele interioare si extremitatile sunt puncte de acumulare
pentru A. In R cu metrica obisnuitd punctul « (respectiv — o ) este punct

de acumulare pentru orice multime A — R care este nemarginita superior
(respectiv inferior). In C cu metrica data de | | (adica d(x,y) = |x = y|)
consideram un punct a si r> 0. Luand A=B(a, )\ {a}, avem ac A'.

Limita unei functii intr-un punct

Fie (X,d) si (Y,s) doua spatii metrice si = Ac X. Fieae A", ae Xsifief:
A =Y. Infine, fiesil e Y.

Definitie. Spunem ca f are limita in punctul a si limita este egala cu /
(in scris f(x)———/ sau limf(x)=/ daca: pentru orice ¢> 0 exista

d: > 0 cu proprietatea ca pentru orice x €A, x #a, cu d(x,a)< §. avem
p (f (x), f(a@)) < &. Uneori mai spunem ca f (x) tinde catre / cand x tinde
catre a.

In contextul de mai sus se spune ca f are limita in a daci existd / €Y asa
ca f(x)——=;—/. Elementul / se numeste limita lui fin a.

Teorema. (Heine). Definitia cu siruri a limitei.

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) limf(x)=1

2) Pentru orice sir (x,)» <A \ {a} cu proprietatea x, — a avem
f(X)Ta—)I
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Continuitate

Fie (X,d) si (Y, p) spatii metrice sia € Ac X. Fiesif: A Y.

Definitie. Se spune ca f este continua in a daca: pentru orice € >0 exista
d:> 0 cu proprietatea ca pentru orice x € A astfel incat d(x,a)<é. avem

p(f(x), f(a)) <e.

Daca f este continua 1in orice x € A se spune ca f este o functie
continua.

Teorema. (Definitia cu siruri a continuitatii).

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) feste continua in a.

2) Pentru orice (xp), < A cu proprietatea x, — a avem
f(x)—=—f(a).

Dupa cum se vede, intre notiunile de limita si continuitate este o mare
legatura. Avem urmatoarea

Teorema. (Legatura intre limita si continuitate)

Observatie.

Exemple

Se presupune ca a € A n A'. Atunci, urmatoarele afirmatii sunt echi-
valente:

1°. f este continua in a.
2°. Functia f are limita in a si limita este egala cu f (a).

In punctele ae A\A' (numite puncte izolate ale lui A) functia f este
automat continua.

Exemplele care urmeaza vor clarifica notiunile de limita si continuitate.

Functia f: R — R, f(x) = 1 pentru orice x din R are limita in orice punct
Xp € Rsi lim f(x)=1. Aceasta functie este continua.

X—X,

1, x=#0
Functia f:R —> R, data prin f(x)= {0 io are limita in punctul
X =

Xo=0 si anume Iirrgf(x) =1.

Functia f nu este continua Tn xo=0 deoarece f(0)=0 = Iirrg f(x).

Functia f (0,0 )—>R, data prin f(x):l, are limita in xo =0 si avem
X

limf(x)=oo .

x—0

Functia f : R\ {0} —» R, data prin f(x)zl, nu are limita in x=0
X
deoarece limitele laterale difera in O:

Iirrg f(x)=-0 si Iingf(x) =0,

x<0 x>0
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0, x=0

Functia f: R — R, data prin f(x)= 1 nu are limite laterale in
sin— x=0
X

Xo=0, deci nu are limita in xo=0.

De exemplu, luand X, :i, avem Xx, L0 si f(x,)——0. Luand apoi
nm

y, = ,avem y, 1 0 si f(y,)——>1. Decinu exista lim#(x).

2N+ — x>0
2

Functia f : ¢ —C data prin f (z) = Z°+i z, este continua (eventual,
verificare cu siruri).

Xy
, (x,¥)=(0,0
Functia f: R®> — R, datd prin  f(x)= {x*+y? (x.y)#(0.0) nu are

0, (xy)=(0,0)

limita n (0,0).

n

Intr-adevar, daca luam sirul (x,,y,) = (%,%)—A0,0) avem:

1 1
F(X,y,)=— -
(nyn) 2 n 2

Daca luam sirul (x',,y".) ZEO’lj—”)(O’O)’ avem:
n

f(x'sy's) = 0——(0,0).

8° | Functia f: (1,50 ) — R definitd prin f(x)= X2V are limita in punctul
fe°] 1
X+

o . Anume, vom arata ca limf(x)=e™>.

X—>00

Intr-adevar, pentru orice x > 1 avem:

=e.

2

2 . 2 . 2 [’ﬁj

Deoarece —— #0 si lim——=0, vom avea |lim|1-——
X +1 x>0 X +1 X0 x+1

Apoi Iimﬂ:—Z. Deci limf(x)=e.

x>0 ¥ +1 X—>0
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Raspunsurile
la test se vor
da Tn spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 9

1. Aratati ca nu exista limsinx.

X—>0

2. Aratati ca functia f: R> —» R definita prin:

Xy <
———, daca (x,y)=(0,0)
f(x)= x*+y?

0, daca (x,y)=(0,0)

este continua (adica este continua in toate punctele).

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 225 a acestei unitati
de invatare.
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2.4. Derivabilitate

2.4.1. Derivarea funcitiilor vectoriale de variabila reala

Observatii.

g

Fie K= Rsau K = C, ca de obicei si X un spatiu vectorial peste K, normat
cu norma || ||

Vom considera o multime nevida A c K, un punct fp € A n A' si o functie
f:A> X.

Definitie. Se spune ca functia f este derivabila in punctul fy daca exista in
X limita

I|m—(f(t) F(t,)=F(t,).

Sty f —

in aceste conditii elementul f(f;) se numeste derivata lui fin &, (uneori se

mai noteaza f'(t,) = Z—I(to ).

1°. Tn cazul special cand X = R se poate da o definitie mai generald, in
urmatorul sens.

Spunem ca f are derivata in t, daca exista

lm——(7(6)- Ft,))=1(t,)

in R (i.e. f'(t,)eR poate fi si o sau — «). Atunci, faptul ca f este
derivabila in fy revine la faptul ca f are derivata f(f) in fo si f'(fo) este finita.

2°. De obicei, in cazul K = R, se considera ca A este un interval. Daca t
este punct interior intervalului A avem derivata obisgnuita. Daca f, nu este
extremitate stadnga (respectiv dreapta) pentru A rezulta ca t, este si punct
de acumulare pentru A N (-0, o] (respectiv A N [fo, o )) si putem defini
derivata la stanga (respectiv dreapta) a lui fin ty (daca exista), anume:

f' (t,) = I|m f(t)-f(t,)
t<t00 t_ 0
respectiv
(6 =lim —F(t)-F(t)
oty f

3°. De cele mai multe ori, in cele ce urmeaza vom considera situatia cand
fo este interior mul{imii A (i.e. exista ¢ >0 asa ca B (ty, €) < A).

Definitie. Vom considera o multime A < K si vom presupune ca A este
deschisa (i.e. pentru orice t € A existd ;> 0 asa ca B (t, &) — A. In acest
caz se vede imediatca Ac A’

Se spune ca functia f: A — X este derivabila daca este derivabila in orice
punct te A.

Tn acest caz functia f: A —> X definita prinf(t)=f'(t) se numeste functia
derivata a lui f.
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Definitie. Fie A < K o multime deschisa si f: A — K derivabila. Fie si ) €
A.

Se spune c3 f este de doua ori derivabila in t, daca f este derivabild in
to. In acest caz (f)'(to) =f"(t,) se numeste derivata secunda (sau
derivata a doua) a lui fin f,.

Putem generaliza definitia de mai sus, definind derivatele de ordin
superior.

Anume, definitia se da prin recurenta.

Definitie. Fie A c Kdeschisa, foe A, f: A — X sin>2 un numar natural.
Se spune ca f este derivabila de n ori in £, daca:

a) f este functie derivabila de n —1 ori.

b) Functia derivata de ordin n —1 a lui f (notata f "~ ") este derivabila in to.

Tn acest caz, derivata lui f "~ " in ¢, (adica vectorul ("~ ") (to) se noteaza
astfel:

(7 ) (t)=F"t,)

in aceasta definitie f®) se defineste si ea inductiv, anume f* este functia
derivata a lui f* .

Vom da cateva exemple (in care A= interval real si K = R).

Functiile elementare sunt derivabile. De exemplu, orice functie
rationala f' =g: R\B — R este derivabila si functia sa derivata este f':R\
B—R, data prin:

_P'Q-PQ'

——

Aici P si Q sunt functii polinomiale cu coeficienti reali, iar

fl

B={xe R| Q(x)=0} (eventual B=\emptyset ).
Functia f: [-1,1 — R, f (x) = arcsin x, este derivabila pe (-1,1) si

1
Fl(X)=
(0= 7—

derivabila, dar are derivata sianume f(—-1)=f" (1) = .
Functia f: R — R, data prin

, dacd x € (-1,1). In punctele 1 si —1 functia f nu este

-1 x<0
f={0 x=0
1, x>0

este derivabila in toate punctele x = 0 si acolo f(x)=0.

In functie de considerente directe se obtine si faptul ca in 0 functia f este
discontinuad, deci nu este derivabila (v. mai departe), dar are derivata:
f(0)= .
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Teorema.

2.4.2. Formula

(Functia f se numeste si functia signum. Uneori notam f (X) = sgn (X)
pentru orice X € R).

0 x=0

Functia f: R — R, data prin f = 1 este derivabila in toate
xsin— x=#0
X

punctele x = 0. In punctul x=0, desi f este continud, totusi f nu are derivata
(nu are nici macar derivate laterale).

Functia f : R — R, f (x) = |x] este derivabila in toate punctele x =0 i
avem f(x) = 1 (dacd x > 0), f(x) = — 1 (daca x < 0). In 0 functia f nu are
derivata, dar are derivate laterale diferite, anume f,'(0)= -1 si f4(0) = 1.

Functia f : R — R, f{x)=|x|° este derivabild in toate punctele (avem
f(0)=0, exercitiu!).

, x<0
Functiaf:R— R, dataprin f= /[, x=0 este discontinua in 0 si nu
, x>0

are derivata in 0.

Funciiile elementare sunt indefinit derivabile adica sunt derivabile de n
ori Tn orice punct, pentru orice n.

il
Functia f : R — R, data prin f(x)=0 daca x=0 si f(x)=e ¥ dacd x =0
este indefinit derivabild. Avem £™)(0)=0 pentru orice n (exercitiu!)

Subliniem o proprietate importanta.
O functie derivabila intr-un punct este continua in acel punct.

lui Taylor

Definitie. Fie A — K o multime deschisa si X un spatiu normat peste K.
Fie sine N.

1°. O functie f:A — Xse numeste functie de clasd C" daca este
derivabila de n ori in toate punctele lui A si functia derivata de ordin n,
(anume f™: A — X) este continua.

2°. O functie f: A — X se numeste functie de clasa C” (functie indefinit
diferentiabild) daca este de clasad C" pentru orice n.

Subliniem, de asemenea, ca in cazul cand A — K = R este interval, functia
are derivata in tpe A, daca si numai daca exista si sunt egale derivatele
laterale: f's(fo)=f"4 (to) (deci =f'(tp)).

Fie | cR un interval, a</ si f:l - Ro functie derivabila de n ori in a,
n>1.

Definitie. Polinomul lui Taylor de ordin n atasat functiei fin punctul a

este polinomul:
T (x)= f(a)+M(X—a)+m(x—a)2 +...+M(x—a)” .
1! 2! n!

Se vede ca gradul lui T, este cel mult n.
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Teorema.

Pentru orice x € | notam:
Rn(x) = f(x) = Tp(x).

Am definit functia R, : | —R numita restul de ordin n al formulei lui
Taylor (mai corect, dar mai lung, R, se numeste restul formulei lui Taylor
de ordin n atasate functiei f in punctul a).

Avem deci egalitatea, valabila pentru orice x € I
f(x) = Tn(x) + Ra(X)

care se numeste formula lui Taylor de ordin n atasata lui f in punctul
a. Daca a = 0, formula mai poarta numele de formula lui Mac Laurin.

Functia polinomiala T, realizeaza o buna aproximare a lui f in vecinatatea
lui a, dupa cum ne arata urmatoarea
Avem:

. R"(x

lim ( )n =0

x—a (X_a)

Cu alte cuvinte, R,(x) tinde la zero mai repede decét (x-a)” cand x tinde la
a. Putem deci scrie formula de aproximare

fix) = To(x) cand x = a.

In conditii mai restrictive avem formule mai precise pentru restul R;:

Teorema (Formula lui Lagrange a restului formulei lui Taylor).

Exemplu.

Se presupune ca f este derivabila de n+1 pe intreg intervalul /. Atunci,
pentru orice xe | exista un punct  cuprins intre a si x astfel incat

_ f(n+1)(g) _ n+1
Rn(X)_ (n+1)' (X a) .

Vedem ca aceasta formulda a restului se retine usor deoarece ea

,continud” formula polinomului Taylor. Formula lui Taylor devine in acest
caz:
f (n) (n+1)
F(x) = Fla)+ @ x —ays .+ @ gy L TC) gy
! n! (n+1)!

De remarcat ca { se schimba odata cu x si cu n. Ca o consecinta a
formulei lui Lagrange a restului, vom observa ca atunci cand f este functie
polinomiala de grad cel mult n, formula lui Taylor de ordin n este ,exacta”,
cu alte cuvinte restul R, este functia identic nula. Avem, deci, in acest caz:

f=T,
deci avem posibilitatea de a dezvolta polinomul f dupa puterile lui  (x — a).

Luadm f(x)=x®+1 sia=—1 (aici f: R— R, bineinteles, deci /=R):

f(x)=x>+1= f(=1)=0
Fi(x)=3x2 = f'(-1)=3
F"(x)=6x = f"(~1) = -6
F"(x)=6 = f"(~1) = 6.
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Avem deci identitatea:
X +1=3(x+1)=3(x + 17 +(x +1)°.

Pe langa alte utilizari, formula lui Taylor poate servi si la calculul unor

limite.
Exemplu. Sa aratam ca pentru orice numar o > 0 avem:
. e"
X—00 X

(exponentiala tinde mai repede catre o decét orice putere).
Vom lua I =R, a =0, f(x)=€".
FieneN,n>1,asacan—-1<a<n.

Deoarece f este derivabila de n+2 ori putem scrie formula lui Mac Laurin
cu restul Lagrange de ordinul n+1:
X X X X eC n+2

+...+ + X
1 21 (n+1) (n+2)!

unde ¢ este intre 0 si x.
Pentru x>1 vom avea:

n+1

o X
(n+1)!
x* < x",

X n+1

) X 1 R . .
deci — > = X — o, ceea ce incheie demonstratia.

x*  (n+ X" (n+1)!

Consecinte. 1°. Pentru orice b >1 si orice a € Ravem:

(intr-adevéar, cazul o < 0 este banal. In cazul o > 0, reducem la
precedenta, luadnd in considerare schimbarea de variabila

X y
b*=e’ < y=xInb sau X=L=b—=e—-(lnb)‘* etc.)
Inb  x* y°
2°. Pentru orice b >0, b = 1 si orice a. € R, o >0, avem:
jim 129X _ g
X—00 X

(logaritmul tinde mai lent catre infinit decat orice putere).

o Inx
Cazul cand b # e se reduce la cazul b = e, deoarece log, X:ﬁ' Pentru
n

, Inx .. . . .
b = e scriem —— facand schimbarea de variabila Inx = y < x = e =
X
Inx 'y 1 ay

= x* =e"Y deci
x* e o e¥

. Dar a y—ow cand x—w gi folosim 1°.
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2.4.3 Appendix. Interpretarea geometrica si interpretarea cinematica a derivatei
functiilor vectoriale

Daca Ic reste un interval si n > 2 este un numar natural, vom numi drum
o functie continua y : | — R” (de obicei I = [a, b]).

In cele ce urmeaza vom considera c& y este chiar o functie derivabila.
Interpretarea geometrica a derivatei
Drumul y se numeste neted daca pentru orice t €  avem v'(f)= 0.

In legatura cu cele de mai sus facem o observatie esentiald. Functia y se
identifica cu componentele sale scalare. Anume, pentru fiecare t e |,
avem y(£)=(y1(t), y2(t),... ,ya(f)). Punem in acest mod in evidenta functiile
reale y;: | — R, i=1,2,... ,n numite componentele reale ale functiei y.
Atunci derivabilitatea lui y revine la derivabilitatea tuturor functiilor vy; si
avem y'(f) = (v1'(f), v2'(¢), ..., ya'(1)).

Considerand un drum neted y si un punct t € /, vectorul y'(t) trans-portat
cu punctul de aplicatie in y(f) este aliniat cu tangenta la imaginea lui y
(care este o curba in R”) in punctul y(f).

Interpretarea cinematica a derivatei

Consideram acum ca n = 2 sau n = 3. Avem un punct mobil in plan (cand
n = 2) sau in spatiu (cand n = 3). Intervalul / este un interval de timp.
Cand parametrul t (timpul) parcurge intervalul de timp /, punctul mobil se
migca pe o traiectorie a carei imagine este imaginea lui y. La fiecare
moment t € /, vectorul y'(f) transportat cu punctul de aplicatie in y(f)
este viteza instantanee la momentul t.

De asemenea, daca y este de doua ori derivabila in ¢, vectorul y"(t)
reprezinta acceleratia instantanee la momentul .
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Raspunsurile
la test se vor
da n spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 10
1. Sa se calculeze f’ pentru functia f :[0,21] - R definita prin

f(t)=((cost)",(sint)")
unde neN’

2. Sa se scrie formula lui Taylor de ordin n pentru functia

f:R\{~1} - R definita prin: f(x)= ——.
X+1

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 225 a acestei unitati
de invatare.
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2.5. Derivate partiale si analiticitate

2.5.1. Derivate partiale

Observatii.
=3

g

a) Definitii
Din nou K = Rsau C. Fie n > 2 un numar natural. Consideram A c K" si a =
(a1, az,... , an)e A. In plus, presupunem ca a este interior lui A, adica

exista ¢ >0 astfel incat
D,x...xD, ,xD, :HD,. eA
i=1

unde D;= {x € R |x-ai| < e} = (aj-¢, aj+ ¢ ), daca K=R si
Di={ze C | |zi—aj| <€} daca K= C.
Pentru orice i =1, 2, ..., n putem defini atunci multimea
A= {xe R| (a1, az,... ,@i- 1, X, @j+1,... , @n) € A}

siavem evident D; c A;, i=1,2, ... ,n.
(Evident, am ,fortat” putin notatiile. De exemplu, daca i = 1, avem:

A= {xe K| (x, az, as, ..., an) € A}
iar daca i = n, avem:

A={x e K| (a1, az,... , an1, X) € A}
Fie acum f: A — X, unde X este un spatiu normat peste K.
Putem defini pentru orice i = 1, 2, ... ,n functiile partiale f;) : Ai— X, date
prin:

fiy () =F | (a1, @,... ,@i- 1, X, @ix1,... , @n)

Definifie. Se spune ca f este partial derivabila in raport cu x; in
punctul a daca f(;) este derivabila in a;.

in acest caz notam ' :%(a) si numim pe %(a) derivata partiala a

lui fin raport cu x; in a.

1°. Dupa cum se vede, putem deriva in a; care este punct de acumulare
pentru A; o D,.

2°. Uneori se spune ca f are derivata partiala in raport cu x; in a.
Aceasta exprimare lasa loc si pentru cazul cand f(;y(a;)) = £ © n cazul K =
R, situatie pe care nu o vom lua in discutie.

3°. Se mai folosesc si notatiile:

M (ay=f'_(a)=Df (a)=dF. (a).
X, ’ ' '

Ca si in cazul functiilor de o variabila, putem considera cazul special cand
A este deschisa si f are derivata partiala in raport cu x; in toate punctele
lui A. In acest caz putem defini functia derivata partiala in raport cu x;

care este functia f.(x,-) A X,
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(0 =2-(@),

1

Vom nota (ambiguu, dar sugestiv) functia derivata partiala f(x_) prin S—f
' X

i

Sa presupunem ca exista functia derivata partiala aa—f:A —> X .Fie ace
X;

A. Daca S—f are derivata partiala in raport cu x; in @ vom nota aceasta
Xi
s .. Of
derivata partiala prin
OX;0X

0 [a—fj<a>— T _(a).

a_x/. 0X; o 10X

(a).

Adica:

In cazul special cand i = j vom nota derivata partialda de mai sus prin

o’f
ﬁ(a).
Procedeul poate fi continuat. Daca exista functia derivata partiala
o*f

OX;0X;

: A— K putem incerca daca exista derivata ei

o[ o o’f
v (@)=——"——(a)
X, | OX;0X, 0X, 0X ;0X;

2

In cazul cand k = j vom scrie (a). In cazul cand k = i suntem obligati

2

X; 0X;
. o°f : o°f I
sa scriem ————(a), deoarece scrierea —,——(a) are semnificatia
OX;0X ;0X; OX; OX;
2
(diferita) o] _of (a).
OX; | 0X;0X;
Am aratat deci cum putem obtine derivate partiale de ordin superior (de
2 3
ordin doi, cum sunt (a); de ordin trei, cum sunt a—f(a) etc.)
OX;0X; OX, 0X ;0X,

Se vede ca ordinea de derivare este esentiala, ceea ce poate fi
demonstrat si pe exemple.

Totusi, In anumite cazuri speciale, intalnite uzual in calcul, ordinea de
derivare este neesentiala (putem deriva in orice ordine si obtinem acelasi
rezultat).
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Teorema. (Criteriul de comutativitate al lui Schwarz).

Observatii.
=3

g

Se presupune ca A c R’ este deschisa si f: A — R este astfel incat exista

2
AR,

toate funcitiile derivata partiala mixta de ordinul al doilea:
OX;0X;
Do . . o°f . . , N
# J. Fie si a € A astfel incat toate functile ——, /= j sunt continue in a.
OX,0X;
2
Atunci toate derivatele partiale mixte

(a), i#J, sunt egale (ordinea
OX;0X;

de derivare nu conteaza), mai precis:
L o°’f o’f
pentru orice i # j avem (a)=
OX;0X; OX;0X;

(a).

1°. Teorema poate fi data in conditii mult mai largi.
2°. Teorema este valabila pentru derivate partiale de ordin superior lui 2.
3°. De remarcat ca teorema functioneaza pentru K=R si X =R.

nainte de a trece mai departe ne vom referi in mod explicit la calculul
derivatelor partiale.

in cazul general, fie a interior lui Ac K" si f:A— X. A calcula derivata

partiala g—f(a) inseamna a deriva functia f considerata ca functie de
X/'

variabila x;, celelalte variabile fiind fixate. Mai precis, din definitia

derivatei partiale, se vede ca avem:

of :
a7("’7) = )!f'g;i [ (f(/)(xi)_f(/)(a/))
adica:
of : 1
&(a)z xl,'Ta,. . (f(apay....a,4X,,8,.4,...,8,)—F(a,,8,,...,848,8,,1,....8,))

Deci, derivam functia de o variabila f(;) in punctul ao.
Adica, derivam functia:

t—>f(a,a,,....at.a.,....a,)
in punctul t = a;.

In cazul K = Rsin =2, in loc sa scriem f(x1, x2) vom scrie f (x, y), iar in
cazul K=Rsin = 3, in loc sa scriem f(x4, X2, X3) vom scrie f (x,y,z) Punctul
a = (aq,az) va fi, de regula, (a, b) (in cazul K = R si n=2) iar punctul a
= (a1,a2,a3) va fi, de regula, (a, b, ¢) (in cazul K=Rsi n = 3).
Cu aceste notatii:

of 1

= (a.b)=lim—(f(t.b)-(a.))
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Exemple.

of 1
5(&1 b)_Ilmﬁ( (at)—f(a,b))

(incazul K=R, n=2)si

—(a b,c) = IlmL(f(t b,c)-f(a,b,c))

toat—ag

of 1
a,b,c)=lim——(f(a,t,c)-f(a,b,c
5 (@bo)=lm—(f(at.e)-f(abe)

gf (ab,c)= nmti(f(a b,t)-f(a,b,c))

(in cazul K=R, n=3).

Fie f: B — R, £ (x, y) =X,
oM (23)=12
oX

Intr-adevar, avem functia x — x?y (y fixat) care, derivata intr-un punct
oarecare (a, b) da derivata 2ab. Luam a =2, b = 3.

of —(2,3)=4

oy

Intr-adevar, avem functia y—x?y (x fixat) care, derivatd intr-un punct
oarecare (a, b) d& derivata a. Luam a = 2.

Fie f: R2 > R, f (x, ¥) = sin x. Atunci, 2—f(a,b):cosa Si S—f(a,b):o
X Yy

pentru orice (a, b) € R%.

Referitor la al doilea rezultat: avem functia y — sin x (x fixat) care este
constanta, deci derivata ei in orice punct este O.

0, (xy)=(0,0)

Fie f: B2 — R f(xy)=9 x . Vom arata ca
& Y (xy)#(0,0)

X’ +y
of of - y , o
—(0,0)=—(0,0)=0. Aici calculam derivatele conform definitiei:
oX oy
f(x,0)—-f(0,0) _ f(x,0) :9_) 0,
x-0 X X
deci:
of A 0,0) = lim f(x,0)—-f(0,0) iy
0x x>0 x—-0
Similar:
Imf(O,y) f(0,0) 0~ af(o 0).
y—-0 y-0 oy
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In primele doua exemple schema de calcul a fost urmatoare: am calculat

of intr-un punct curent (x,y), adica am calculat functia derivata partiala

ox
of . . . :
P si apoi i-am calculat valoarea in punctul particular cerut.
X
Formal: a) a—f(x,y); b) a—f(x,y) :a—f(x,y) etc. A se vedea abuzul de
oX oX oX

x=a,y=b

notatie S—f(x,y) care confunda (x, y) cu variabile de derivare x.
X

. , < o L . .. of
in al treilea caz aceasta metoda nu este avantajoasa, expresia funciiei p™
X

nefiind simpla.

.1 o
l4°] Functia f: ®* — R, f(x,y)= Ry SN dacd x#0 |, are derivata
0, daca x=0

partiala in punctele (0,y) cu y = 0, in raport cu x. Deci

nu exista 2—f(0,b) daca b = 0.

X
Intr-adevar:
1 xb sin1 1
——(f(x,b)—f(0,b)) = X = psin—
x-0 X X
si nu exista Iimbsinl.
x—0 X
af f(X,O)_f(O,O):O

0

Avem —(0,0) =0 deoarece
oX X

Similar a—f(O,O) =0 si a—f(a,O) = asinl, daca a = 0.
oy oy a

2
Fie f: ®\A >R f(x,y,z)= —>—, unde
X+y+2z
A={(xy,z) e RBlx+y+z=0}.

Se vede ca R \ A este deschisa (exercitiu!).

Vom calcula 8—f(a, b,c) intr-un punct curent (a, b, c)e R®\ A, dupd schema

0z

dinainte:
of 2z(x+y+2)-1-2> 2xz+2yz+Z*
_(X!yiz): ( 4 ) 2 = Y >
0z (xX+y+2) (xX+y+2)

Fie f:R°\A >R, f(x,y):zx—y, unde:
X2 +y

A={(x, y) e BB ¥ +y=0}}
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Se vede ca R\ A este deschisa (exercitiu!)

2 2
Vom calcula ot (a,b) si or (a,b) unde (a, b)e R\A este arbitrar.
oxoy oy ox
of b(a® +b)—2a(ab) b*-a’b
—(ab)= 2 2 =2 2
ox (a“+b) (a“+b)
22
T@ab)=Z L0 -
Oy ox oy (x“+Yy) reay-b
_ @y =) +y) 20 +y)(y - X))
(< +y) oyt
_(2y—x2)(x2+y)—2(y2—x2y)| _3a’b-a*
(x*+y)! xayb (a®> +b)’
Similar:
a_f(x y)—X—3
oy T (X ry)
of (@ b)—i x° _3a’b-a*
oxoy oyl (x2+y) — (@®+b)®
. O o°f . o ,
Se vede ca (a,b) = (a,b), deoarece conditile din criteriul lui
oxoy oy ox

Schwarz se indeplinesc.

b) Exprimarea diferentelor pentru functii de mai multe variabile:
extinderea formulei cresterilor finite

Reamintim cateva notiuni preliminare. Consideram un spatiu vectorial X
peste K=R sau C.Fiex, y e X.

Segmentul de extremitati x si y este multimea:
X, I=(1=t)x+ty| te[0,1]} = X:
putem scrie si egalitatea:
[x,y]={ux+vy\ u>0,v> 0,u+v=1}.

O mulfime A c X se numeste convexa daca pentru orice x, y € A avem [x,
y] < A. De exemplu, discurile sau dreptunghiurile din plan sunt multimi
convexe.

Teorema (Formula cresterilor finite pentru functii de mai multe variabile). Fie n > 2,
ne Nsi AcR’, A deschisa. Se considera o functie f: A — R cu proprietatea

ca exista toate functiile derivata partiala aa—f:A —> R, i=1.2,.. ,n si sunt
X;

continue. Atunci, pentru orice doua puncte a = (a4,az,... ,an) € A si b = (b,

by, ..., by) € A astfel incat [a, b] — A exista un punct t € [a, b] astfel incat:
of
f(b)-f(a) = Zé—(t)-(b,- - X;).
i-1 OX

i

173



Elemente de analizd matematica
Observatie. 1°. Daca A este convexa, conditia [a, b] — A se indeplineste automat.

2°. Formula de mai sus serveste la exprimarea diferentei f(b) — f (a).
I\‘g, Din motive de continuitate a functiilor derivata partiala, daca b este foarte
apropiat de a, putem aproxima diferenta astfel:
> of
f(b)-f(a)~ Y —(a)b,-a,).
io OX

3.5.2. Extremele functiilor de mai multe variabile

a) Vom considera un numar natural n> 1 si vom nota din nou cu K pe R
sau C.

Pentru orice a = (a4,a2,... ,a,) € K" si orice r > 0, vom considera o bila B (a,
r) unde distanta pe K" este obtinuta cu ajutorul normei || ||.. -

FeAcK' ,acAsif:A—>R

Definitie. Se spune ca a este punct de maxim (respectiv minim) local
daca exista o bila B (a, r) cu proprietatea ca f(x) < f(a) (respectiv f (x) > f
(a)) pentru orice x € B (a, r) n A.

In ambele cazuri vom spune cé a este punct de extrem local pentru fiar
valoarea f(a) se numeste extrem local pentru f (maxim, repectiv minim
local).

In cele ce urmeaza vom considera K = r.

Teorema (Analogul teoremei lui Fermat pentru functii de mai multe variabile). Se
considera o multime A — R” si un punct interior ac A. Fiesif: A— RO

functie care are toate derivatele partiale aa—f(a), i=1,2,...,n.

Xi
Se presupune ca a este punct de extrem local pentru f. Atunci a este
punct critic (punct stationar) pentru f, adica

a—f(a)zo, i=12,...,n.
oX;

1

Constatam deci ca punctele de extrem local trebuiesc cautate printre
punctele critice (atentie, pot exista puncte critice care nu sunt puncte de
extrem local!). Conditia precedenta este deci necesara. Vom da conditii
suficiente de extrem local, in cazul n=2.

Teorema (Conditii suficiente de extremum). Fie A = R’ o multime deschisa si (a, b) € A.
Fie f : A— R o functie cu proprietatea ca exista si sunt continue functiile

L o : _0f  Of O o :

derivata partiala de ordinul doi: 5 = :A—> R. Mai

x2' oy?’ oxdy oyox

presupunem ca (a, b) este punct critic pentru f.

2 2 2 e
Notam A =27 (@ b) 2T (@ b)-[ 2 (ab)] .
ox oy oxoy
1) Daca A > 0, punctul (a, b) este punct de extrem local pentru f, anume:

- . 0
¢ de minim, daca F(a,b) >0;
X
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2

¢ de maxim, daca S—Z(a,b)<0.
X

2) Daca A < 0, punctul (a, b) nu este punct de extrem local pentru f.

Observatie. in cazul A =0 nu putem afirma nimic despre punctul  (a, b)
(critic pentru f).

Fief: R >R, f(xy)=X*+xy+y —x—y.
Vom calcula extremele locale pentru f, pe baza precedenta.

Intai cadutdm punctele critice. Rezolvam deci sistemul:

6—f(x,y)=2x+y—’l =0
oX
a—f(x,y)z x+2y-1=0,
oy
: (11
cu solutia unica (—,—j.
33
Acum testam conditiile pentru ca (%%) sa fie punct de extrem local.

0°f o°f o°f
~—(x,y)=2, —(x,y)=2,
X( y) ayz( y) ox3y

2 2 2 2
A= TSI (S caa-an0.
ox“\3 3)oy“\3 3 oxoy\ 3 3

2
Cum a—i(llJ =2>0, punctul (11j este punct de minim local pentru f.
ox“\3'3 33

(X’y):1’

deci:

Minimul local este f(11] = —1.
33 3

De fapt, —% este un minim global, adica avem:

2 2 1
X+ Xxy+y —x—yz—g

pentru orice (x,y)e R

b) Vom expune, in continuare, cateva chestiuni legate de extreme
conditionate si teoria multiplicatorilor lui Lagrange.
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A. Preliminarii algebrice.
1) Numim forma patratica de k variabile o functie P : rR¥ — R de forma

(scriem x = (X1, Xa, ..., X)e RY):
k
P(x)=> a;x’+2> a;xy, (1)
i=1 i<j

De exemplu, dacd avem k=3 si variabila din R® este (u, v, w) vom avea:
P(u,v,w) = a,u? +a,,v* + a,,W’ +28,,uv + a,,uW + 2a,,Vw .

De exemplu, daca P(u,v,w)=u’ +Vv? +W? + uv + uw +vw , atunci:

O forma patratica (1) se numeste pozitiv definita daca P(x)>0 pentru
orice x € R, x # 0 si negativ definita daca P(x) < 0 pentru orice x € R, x
# 0 (adica — P este pozitiv definita).

Conform teoremei lui Sylvester, putem decide daca forma (1) este pozitiv
definita astfel:

a) Formam matricea asociata formei (1), adica matricea:

a11 a12 a13 te a1k
a21 322 a22 te aZk
a31 a32 a33 te a3k
ak‘l ak2 ak3 te ak3

cu conventiaca a; =a, .

b) Calculam determinantiji din stAdnga sus, adica determinantii:

8y G, a;
A = A = ay, 12 A =
1= 841, 2 = , 3 =|2 8p Ayl
21 Y
831 83 Gy
11 12 1k
a
21 22 2k
A=
gy Gy Qyk

c) Teorema (Sylvester). Forma patratica (1) este pozitiv definita < A1> 0,
Ar>0,A3>0,..., Ay> 0.

2) Putem ,reduce” numarul variabilelor unei forme patratice astfel:
Fie numerele naturale 1< n< p. Notam m =p —n.
Consideram forma patratica:
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Za” : +22a,j X (2)

i<j

Admitem ca exista numerele reale (u,.j )K,Sn astfel incat:

n+1<j<p
p
X_Zu“j,X_Zu2”,...,xn:2unjxj. (*)
j=n+1 j=n+1 j=n+1

Facand substitutia de mai sus in (2), forma P devine forma patratica in m
variabile (scriem din nou X = (X1, X2, ..., Xp), ¥ = (Y1, Y2, .., ¥Ym)):

P(x)=Q(y)= ZA,,y, +22 AVY;
i<j
unde am notat:
Y1= Xn+1, Vo= Xp+2, ooy Ym™Xn+m = Xp.
Numim pe Q forma patratica obtinuta din (2) prin substitutia (*).

B. Teorema multiplicatorilor lui Lagrange. Se considera numerele naturale 1 < n<p si
fie m =p —n. Fie G c R’ o multime deschisa.

Fie H= (H4, Ha, ... , Hy) : G — R o0 aplicatie de clasd C“, unde 1 <u< o
(adica functiile Hy, H2, ... , H, au derivate partiale de orice ordin < u
continue).

Se presupune ca multimea A={xe G | H(x)=0} este nevida.

In plus, consideram cé in orice punct a € A, rangul matricei jacobiene:

OH, OH, OH,
—(a
@ 5@ ax()
oH, (a) oH, @ .. oH, (@)
0X, 0X, OX, ,
oH oH oH

“(a) —(a) ... ——(a)
oX, 0X, 0X,

este egal cu n (adica maxim).
In conditiile de mai sus, enuntam

Teorema multiplicatorilor lui Lagrange. Fie f: G — Ro functie de clasa C".
Se presupune ca a € A este punct de extrem local al lui f, condifionat
de relatia H(x)=0 (adica este punct local pentru restrictia f | A)-

Atunci, a este punct critic pentru f, conditionat de relatia H(x)=0, adica
H(a)=0 si exista n numere reale A1, Az, ... , A, (numite multiplicatorii lui
Lagrange) cu proprietatea:

()ZK ()0

)Zk

8x2
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adica dd(a) = 0, unde:

C. Am vazut ca orice punct a de extrem conditionat este punct critic
conditionat (adica satisface conditiile teoremei multiplicatorilor).

Cum recunoastem printre punctele critice conditionate pe cele care sunt
efectiv puncte de extrem conditionat?

Pastram notatiile de la B.

Teorema. (Conditii suficiente pentru ca un punct critic conditionat sa fie punct de
extrem conditionat). Fie f :G — R o functie de clasad C?. Fie a € G punct

critic pentru f, condifionat de relatia H (x) = 0. Fie M, X 2, ... , Ap
multiplicatorii lui Lagrange dati de a si:
O=f+> LH,
i=1
,Diferentiem pe legaturi”, adica scriem relatiile:
> X (a)ax, =0, (+#)
= OX;

pentrui=1,2,... ,n

Din conditia de rang rezulta (eventual renumerotand) ca sistemul (x*) este
cramerian in necunoscutele dxy, dx, ..., dx,, adica putem rezolva in raport
cu dx4, dxa, ..., dx, cu solutiile unice:

p
dx. = z u,dx; , (%)
Jj=n+1
pentrui=1,2,... ,n

Consideram forma patratica data de diferentiala a doua a lui @, adica
forma patratica in variabilele formale dx4, dxo, ... , dX,:

P(dx1,dx2,...,dxp)zzp:azq) (a)(dx 22 A (a)dxdx;.

2
j=1 i i<j OX;0X;

Forma patratica obtinuta din P prin substitutia (*+**) este:

P(dx,,dx,,...,dx,,dx, ,,...,dx, ) = Q(dx, ,,dX, ,,...,dX, ) =
p
= Y Ai(dx)?+2 > Aidxdx,.
j=n+1 n+1<i<j<p
Se presupune ca Q este definita.

Atunci:

-- daca Q este pozitiv definita, rezulta ca a este punct de minim local
conditionat de relatia H(x)=0;

-- daca Q este negativ definita, rezultd ca a este punct de maxim local
conditionat de relatia H (x) =0
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Exemplu.

Vom lucra pentru p=3, n=1.
Fie f: (0,0 ) — R, datd prin f (X, y, z) = yz + zx + xy.
Se cer punctele de extrem local ale lui f conditionate de relatja:
xyz=1

(adica aici avem H = H; : (0, « )*> — R, datd prin H(x,y,z)=xyz — 1).
Solutie. Aici A = {(x, y, z) e (0, ©)°| xyz=11.
Avem un singur multiplicator A (pe care il vom gasi!) si definim functia
®:(0,0 )* > R,

o (xy,z)=f(xy,z2)*+ AH(X, ¥, 2)=yz+zX+ Xy +A Xyz — A.

Din teorema multiplicatorilor, rezulta ca va trebui sa rezolvam sistemul de
4 ecuatii cu 4 necunoscute x, y, z, A :

(H(x,y,z)=0 adicd xyz—1=0
oD

a—(x,z,y) adica y+z+Ayz=0
X
{ ai)(x,z,y) adicd z+x+izx=0"
oy
a#‘)(x,z,y) adica x+y+ixy=0
\ 0z

Inmultind ecuatiile 2, 3 si 4 cu x, y, z respectiv obtinem sistemul
echivalent:

xyz—1=0
xy+zx+i=0
yz+xy+iA=0
zx+yz+Ai=0
si prin scaderi obtinem sistemul echivalent
xyz=0
x(y-2z)=0
y(z-x)=0
z(x-y)=0
Solutia unica este data de x = y =z = 1. Obtinem atunci si A = — 2.
Asadar:
a =(1,1,1) = punctul critic conditionat
A =— 2 = multiplicatorul lui Lagrange.

Functia @ : (0,0 ) >— Reste daté de ®(x,y,z) = yz + xz + xy-2xyz + 2.
aL()(x,y,z):y+z—2yz;
ox

a#()(x,y,z)=z+x—22x;
oy
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a#()(x,y,z)=x+y—2xy,
0z

deci:
o°D o°d o°®
2(x y,Z)— 2(xy,Z)— o > (X,y,2)y =0;
2 2
o (x,y,z)=1-2x, deci oo 1,1,1)=-1;
oyoz oyoz
I vz =1-2y. deci L (111) = 1:
azox Y v ozox ’
2 2
oo (x,y,z)=1-2z, deci oo (1,1,1)=-1.
oxoy oxoy
Asadar, obtinem forma patratica:
2 2
ZD ax + 22 a1y + Ay +
dy? 0z
2 2 2
a ® (1 1,1)dydz + 2 o (1,1,1)dzdx+2 oo (1,1,1)dxdy = (1)
0z0 oxoy

= —2(1,1,1)dydz —2dzdx —2dxdy
,Diferentiem pe legatura”:
xyz — 1=0
si obtinem:
yzdx + zxdy + xydz = 0,
ceea ce, in punctul (1,1,1) devine:
dx +dy + dz = 0.
Deducem dx =— dy —dz.
Cu aceasta substitutie, obtinem din forma patratica (1) forma redusa:
—2(dydz — dz(dy + dz) — dy(dy + dz)) = 2(dy)* + 2(dz)*+2dydz.

2 1
Matricea acestei forme patratice este (1 ZJ SiA1=2,A=4—-1=3, deci

forma este pozitiv definita.

In concluzie, punctul (1,1,1) este punct de minim local pentru f, conditionat
de relatia xyz = 1. Valoarea minima este f(1,1,1)=3.

De fapt, putem arata ca (1,1,1) este chiar punct de minim global
conditionat:

1 1 Xy 11
Xyz=1=yz+zx+xy=xy+—+—=3.—> Y >3alxy. —.— =3,
X y 3 Xy

Asadar, avem intotdeauna yz+zx+xy >3, daca xyz=1si x>0, y>0,
z>0.
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2.5.3. Derivabilitatea in complex. Relatiile Cauchy-Riemann

Fie Ac ¢ o multime nevida si f: A— C. Facem urmatoarele identificari:
a)A="A"={(x,y)e R?| x+i y e A}
Deci A = Csi'A' < R%. Facem deosebire intre r si C.
b) Pentru orice z=x+iy € A, avem f(z) € C, deci
f(z) = Re(f(z)) + i Im(f(z)).
In acest fel putem defini functiile:

Re (N:A—R Re(f)(z)oRe(f(2))

(partea reala a lui f)

Im(f): A—>R, Im(f)(z)ilm(f(z))
(partea imaginara a lui f).
Acum identificam:
Re (=P :'A' > R, unde P(x,y) =Re(f) (z=x +iy),
Im (f)=Q:'A"— R, unde Q(x,y) = Im (f) (z= x + iy).
In definitiv avem identificarea f= (P, Q) in sensul ca f= F unde
F :'A'—> R, F(x, y) = (P(x, y), Qx, y)).
Acum vom considera ca multimea A c C este deschisa.
Fiezop=a+ib e A, deci z; este punct interior lui A.

Consideram o functie f: A — Csi identificam ca mai sus f= (P, Q).

Teorema. Se presupune ca exista functiile derivata partiala

Observatii.

g

<, % 2, %:'A'—)R
si ele sunt continue in punctul (a, b).
Atunci, avem echivalenta: (f este derivabila in zp=a+i b)
<
@
00X
oP

o

(@b)=22(ab)

(Avem relatiile Cauchy-Riemann Y
oQ

(a,b) = a—(a,b)
X

1°. Se poate da o conditie necesara si suficientd de derivabilitate n
complex, in care intervin relatiile Cauchy-Riemann.

2°. Faptul ca f este derivabila in z, (sau, cum se mai spune, f este C-
derivabila in zp) revine la definitia clasica: exista limita:

lim f(z)_f(zo)_

X—>Xp Z — ZO
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Exemple.

[1°] Fie f: ¢ — ¢, f(z) = z°. Vom aréta ca f este derivabila in toate punctele
din plan.

fz=x+iy)=(x+iy)?> = (¢ = y*) +i 2 x y.
Asadar, aici avem P:R*—> R, Q:R*> R, P(x,y) =x*— y%, Q(x,y) = 2xy

Atunci, in orice punct (a,b) € R? avem:

oP oQ
~(a,b)="3(a,b)=2
ax(a ) ay(a )=2a
oP oQ

~ (a,b)=——2(a,b)=-2b
ay(a, ) aX(a, )

(evident, functiile derivata partiala sunt continue).
Fie s, t numere reale. Consideram functia f: C— C, data prin
f(z=x+i y)=(x*+sy?)+i txy.
Ne punem problema sa studiem derivabilitatea lui f.
Aici avem P, Q : R?—R date astfel:
P(x,y)=x*+sy?, Q(x,y)=1txy;

@(a,b) = 2a, @(a,b) = 2sb; @(a,b) =tb, @(a,b) =ta.
oX oy 00X oy

Evident, functiile derivata partiala sunt continue. Relatiile Cauchy-Riemann

revin la:
2a=ta
th=-2sb’

a) Cazul a = 0, b = 0. Sistemul devine:
t=2,t=-2s,
deci solutiaeste s=—1, t= 2.

Avem mai multe cazuri:

b) Cazul a =0, b= 0. Sistemul devine
0=0, t=-2s,

deci solutia este formata din mul{imea tuturor perechilor (s, t) pentru care
t=-2s.

c) Cazul a =0, b=0. Sistemul devine
t=2, 0=0,

deci solutia este formata din multimea tuturor perechilor (s, 2), unde s € R
este arbitrar.

d) Cazul a = 0, b = 0. Sistemul devine
0=0, 0=0,

deci solutia este formata din multimea tuturor perechilor (1, t) de numere
reale.
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Concluzie. (vom scrie z=x+iyeC):

a) f este derivabila in orice zp=a+ibe Ccu a#0, b =0 daca si numai
dacd s = -1, t =2. In acest caz f(z))=x?-y?+i2xy=2°.

b) f este derivabila in orice zy = ib cu b=0 daca si numai daca t=—2s. in
acest caz f(z)=x*+sy?-isxy. Aici s € R este arbitrar (avem o infinitate de
functii f).

c) f este derivabild in orice zo=ae R cu a=0 daca si numai daca t=2. in
acest caz f(z)=x?+sy’+2ixy. Aici se R este arbitrar (avem o infinitate de
functii f).

d) f este derivabila in zy=0 oricare ar fi s si t (avem o infinitate de funcitii f).

Evident, stiind ca functia f este derivabila in zp, se pune problema de a
calcula f'(zo).

Teorema. In conditiile de la teorema precedenta si stiind ca f este derivabil& in zo, avem

f'(z,=a+ib)= %(a,bh i%(a,b).

Sa folosim aceasta teorema in calculul derivatelor la exemplele 1° si 2° de
mai sus.
1°. Avem f'(zp)=2a+i2b=2(a+ib)=2z,
2°.a) Pentrua =0, b=0 avem
f'(zo)=2a+i2b=2z,,
b) Pentru a=0, b#0, avem
f'(zo)=2a+itb=—i2sb=-2isb=-2szy=tzy.
c) Pentru a= 0, b=0, avem
f'(zo)=2a+itb=2a=2z,
d) Pentru a=0, b=0, avem
f'(z0)=0.

Regulile obignuite de derivare se pastreaza si in cazul derivarii in
complex. Dam mai jos cateva formule in acest sens fara explicatii:

(uv)'(zo)=u'(zo)Vv(zo)*+u(zo)Vv'(zo)
(o0 u)'(zo)=a u'(zp) (unde a € C)

(u+v)'(zo)=u'(zo)+Vv'(20)
(uj (Zo) — U'(ZO )V(ZO)_U(ZO )V'(ZO)

v v(z,)?

(Fou)(z,) =F'(u(z,))-u'(2,)
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2.5.4. Funcitii analitice

Mai intai, o revedere a catorva nofiuni referitoare la serii de numere
(reale sau complexe).

Incepem prin a discuta despre seria Z a, (sau z a, ).

nxny n=ng
Vom considera un sir de numere din K = R sau C, anume sirul (an )M . Aici
="

noeN este fixat.

De obicei nop = 0 sau 1. Numarul a, se numeste termenul de rang n al
seriei ) a, .
nxny

Pentru fiecare n > ny consideram suma partiala de ordin n a seriei

n
Y a,, anume numarul:

n=ny

Snzzn:ap.

p=nqg
Vom spune ca seria are suma daca exista limS, =S. Anume, daca
n

K =c,avem S € C, iar dacd K = R, avem S e R. in acest caz numim pe S
suma seriei ) a, .

nxngy

Vom spune ca seria este convergenta daca are suma S si Se K (adica
sirul (Sp), este convergent, deci limita S € Rin cazul cand K = R). Cand
seria are suma, notdm de multe ori S= > a, .
nxngy
Observatie. Dupa cum se vede, nu definim notiunea de serie, ci
discutam despre seria Z a, ca despre o entitate acceptata intuitiv.
n=n,

Anume, ideea de serie este legata de dorinta de a extinde suma la un
numar infinit de termeni. In acest sens, ,suma” unui sir (an) este

nxn,

obtinuta in mod rezonabil ludnd sume S, ca mai sus cu un numar din ce in
ce mai mare de termeni si considerand limita acestui sir ca suma (cand
limita exista!)

Daca seria z a, este astfel incat nu exista limS, vom spune céa seria nu
n

n=ny

are suma sau este oscilanta. Daca seria Zan nu este convergenta

n=ngy

spunem ca este divergenta.
Asadar, daca seria este divergenta, avem urmatoarele variante:
-- sau are suma si suma este egala cu «© sau cu — « (in cazul K=R);

-- sau este oscilanta.
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Proprietati.

Daca seria Z a, este data, vom scrie uneori mai simplu Zan sau numai

nxn, n

Zan (deci ng este subinteles). Cateodata notam seria ca suma infinita:

8, +a,  t...ta, ...

Ny

1°. Daca Zan este convergenta, atunci lima, =0 (reciproca este falsa,
n

n

y y . e o1 . y
dupa cum arata seria armonica E—, care este divergenta, dar
1 n
n=1

1
a=——0).
n
2°. O serie Y a, pentru care seria modulelor ) |a,| este convergenta

nxn, nxng

se numeste serie absolut convergenta.
Se arata ca orice serie absolut convergenta este convergenta (reciproca

n+1

y y y . . . (1 .
este falsa, dupa cum arata seria armonica alternata zi adica

n=1

, 1 1 1 . < .
seria 1_§+__Z+'" care este semiconvergenta, adica este

3
convergenta si nu este absolut convergenta).

3°. Daca seria z a, este cu termeni pozitivi (adica a, > 0 pentru orice
nzno

n > np) atunci ea are suma. Anume, (S;), este crescator si suma S este

data astfel:

0<S=supS, <.

Convergenta seriei revine la marginirea sirului (S,),. De aceea, in acest
caz, pentru a desemna faptul ca seria este convergenta scriem si

Y a,<x.
n

4°. Pentru serii cu termeni pozitivi avem urmatoarele criterii de
convergenta:

a) Criteriul lui d'Alembert (criteriul radacinii). Fie seria Zan cu ap>0.

n

a . y
-1 <1, seria este convergenta.
a

n

Daca lim
n

.. 4a . . .
Daca lim— > 1, seria este divergenta.
n a
n

A n . a4 . . ,
(In cazul cand lim— =1 nu putem spune nimic; in unele cazuri seria
noa
n

N T I A T
converge n aceasta situatie (v. seria Z—Z) iar in alte cazuri seria diverge

n=1
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Exemplu de aplicare. Fie a > 0 si a € R. Studiem natura seriei Za—a

in aceasta situatie (v. seria Zl ).

n=1

n

n=1

o
a n - . . .
Avem ”—”:a(—J — a. Daca a<1 seria converge, daca a>1 seria
a, n+

o

=1 . . ex
diverge. Daca a=1 seria devine Z— seria armonica generalizata);
n

n=

converge daca si numai daca o >1.
b) Criteriul lui Cauchy (Criteriul radacinii.) Fie seria Zan cu ap>0.
Daca limf/a, <1 seria este convergenta.
n
Daca limy/a, > 1 seria este divergenta.
mya, g

(in cazul limz a, =1 nu putem spune nimic. A se vedea acelagi exemplu
n
ca la criteriul lui d'Alembert).

2

Exemplu de aplicare. Studiem natura seriei Z( 1) .
n+

n Y 1 1
Avem fla, = = ———<1.
n+1 1 e
+7
n

Deci seria este convergenta.
c) Primul criteriu al comparatiei

Fie Y a, si Y b, doua serii cu a,>0, b,>0. Se presupune c& an <
b, pentru orice n.

Daca an este convergenta rezulta ca Zan este convergenta.

Dacé ) a, este divergenta rezulta ca > b, este divergenta.

Exemplu de aplicare. Studiem natura seriei Zﬁ Observam ca putem compara cu
= n(n+
-1 y 1 1
seria Y. — . Anume ludm a, =————<—=b,.
n= N nin+1) n

Observatie.

Cum seria Zb,, este convergenta rezulta ca si seria noastra Zan este
n n

convergenta.

La aceasta serie putem chiar calcula si suma. Anume, deoarece avem
pentru orice n:
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L N I
nn+1) n n+1’
rezultd ca S, Z 1 =1- 1 —1. Deci S =1.

o= p(p+1) n+1
d) Al treilea criteriu al comparatiei. Fie serile > a, cua,>0si > b, cu
b, > 0. Se presupune ca 0<|im2—”<oo. Atunci, serile »'a, si > b, au

n

aceeasi natura (sunt ambele divergente sau ambele convergente).

Exemplu de aplicare. Sa studiem natura seriei Zarctg

Observatie.

g

pr n*+n+1
1 <
In primul rand observam c& seria Z— este convergenta, de-
~n°-+n+1
1 1 1
oarece ———— < — . Apoi, deoarece lim————=0, vom avea:
n>+n+1 n? nn®+n+1
arctgzi1
lim n+n+l_1q,
n 1
2
n°+n+1
R . o . . 1 :
Luand 1in criteriul al treilea al comparatiei a,=arctg——— si
n®+n+1
1 . . y y
b, =————, obtinem ca seria noastra Zan este convergenta
n“+n+1 ~

.. o o TU
Putem calcula suma acestor serii. Anume, se poate arata ca suma este ik

Vom incheia aceasta paranteza privind seriile numerice cu prezentarea a
doua serii extrem de importante, care se intalnesc mult in aplicatii (una din
ele, anume seria armonica generalizata, a fost deja intalnita).

Seria armonica generalizata

Fixam un numar o >0.

o1

Seria Z—a se numeste serie armonica generalizata (in cazul o =1 se
n=1 n

numeste seria armonica).

Se arata ca seria de mai sus este convergenta daca si numai daca o >1.
2

o o o .. T
Euler a aratat ca daca o. =2 suma seriei este E )

Seria geometrica

Fixam un numar p real sau complex.

n

Seria an (adica 1+p+p ?+... +p™+... ) se numeste seria geometrici de

ratie p.
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Aplicatie.

Teorema.

Se arata ca seria de mai sus este convergenta daca si numai daca este
absolut convergenta daca si numai daca |p|<1. In acest caz suma seriei

este % (ceea ce se vede usor, deoarece suma partiala S, este
-p

1_ n+1

1p )

-p
Luam un numar natural p > 2 (numit baza sistemului de numeratie}). Se
stie ca orice numar natural N >1 se scrie unic in forma
N=ap"+a _p""+..+ap+a, cuay,=0siacA={0,1,2,..,p-1}.

Similar, orice numar xe(0,1) se poate scrie ca suma unei serii p-
adice:
o0 an
X = _n
n=1 p

unde a €A pentru orice i. Covergenta seriei este garantata de

convergenta seriei Zp—_n1 cu suma 1. (Indicatie. Se va studia seria

n=1

geometrica de ratie 1/p).

Dupa aceasta paranteza privind seriile numerice vom discuta pe scurt
despre functiile analitice.

in esentd, o functie este analitica daca ,se dezvolta in serie”. |deea de
dezvoltare in serie este legata de incercarea de a extinde ,la infinit”
notiunea de polinom. Cu alte cuvinte, o functie analitica se exprima, cel
putin local, ca un ,polinom cu o infinitate de termeni”. Demersul este
motivat de faptul ca polinoamele sunt funciiile cele mai accesibile din
punctul de vedere al studiului.

In cele ce urmeaza K este (din nou) corpul numerelor reale sau complexe.
Fie D c Ko multime, a € D un punctinteriorluiDsi f:D > K.

Definitie. Se spune ca f este analitica in a daca existd un numar strict
pozitiv € >0 si un sir (an ),720 de elemente din K cu urmatoarele proprietat;:

(i) B(a,e)cD;
(i) Pentru orice x e B(a,¢) avem ff(x) = Zan(x—a)” .
n=0
Cu alte cuvinte, functia f se dezvolta in serie in jurul punctului a.

Definitie. Daca D c K este o multime deschisa si f: D — K este o functie,
vom spune ca F este analitica (sau olomorfa) daca este analitica in orice
punct din D.

Avem urmatorul rezultat important care leaga cele doua notiuni.

in conditile de la definitia analiticitatii lui f intr-un punct: Daca f este
analitica in a, atunci exista un numar r>0 avand proprietatile:
a)B(a,r)cD

b) f|B(aJ) este analitica.
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Teorema.

Teorema.

Teorema.

Cu alte cuvinte, multimea punctelor de analiticitate ale unei functii este
deschisa.

Definitie. Fie Dc K o muliime deschisa si f:D —> K. Vom spune ca f
este de clasa C” daca este de clasa C" pentru orice n.

Cu alte cuvinte, F are derivate de orice ordin in orice punct.

Fie Dc K o multime deschisa si f: D — K o functie analitica.
Atunci f este de clasa C” .

In mod natural, se pune intrebarea in ce méasuré reciproca acestei afirmatji
este valida.

Raspunsul la aceasta intrebare este nuantat, dupa cum K=R sau C.

Pentru a putea preciza raspunsul, vom da urmatoarea

Definitie. Fie Dc K o multime deschisa si a € D, interior. Fie si f:D - K

= f"(a)
!

n=0

de clasa C”. Seria de functii (x—a)" se numeste seria Taylor

atasata lui fin punctul a.

Termenul de serie de functii din aceasta definitie este neprecizat. In fapt,
avem pentru orice n functia u,:D— K, data prin
B f(n)(a)

u, ()= — 2 (x-a)

Am considerat seria Zun care este o serie de functii in sensul ca ea are
n=0

semnificatia ca putem considera in fiecare punct xe D seria numerica

> 4,(x)

In definitia precedenta, in loc s& scriem 2un am scris In mod abuziv dar

n=0
© (n)
sugestiv Zf ('a)
n!

n=0
a, deoarece a este interior lui A.

(x—a)". Derivatele succesive se pot calcula in punctul

in conditiile de la definitia analiticitatii unei functii intr-un punct: Dacé f este
analitica in a, atunci rezulta ca exista ¢>0 asa ca B (a,e) c D, f|B(as) este

f(n)(a)
n!

declasa C” si a, = pentru orice n natural.
Cu alte cuvinte, daca f este analitica in a, atunci exista ¢ > 0 asa ca f sa fie
suma seriei sale Taylor in punctul a pe B(a,e)  D.

In rezumat:

Fie DcK si aeD, a interior. Fie si f:D — K, analitica in a. Atunci exista

o £(n)
¢> 0 asa ca B(a,e)c D si zf—('a)(x—a)” pentru orice xe B(a,¢) si, In
no M

plus, f este analitica pe B(a,¢) (adica f|B(a£) este analitica).
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Am vazut ca functiile analitice sunt de clasa C”. Teorema care urmeaza
da conditii necesare si suficiente de analiticitate.

Teorema. Fie Dc K o multime deschisa si f: D — K o functie.

Teorema.

Teorema.

Observatie.

Exemplu.

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1°. Functia f este analitica.

2°. Functiia f este de clasa C* si pentru orice ac D exista un numar p
(a)>0 asa ca B(a,p (a))cD si pentru orice xe B(a,p (a)):
© (n)
f(x)= M(x—a)” :
n=0 n!

incheiem aceastd parte generala privind functiile analitice (valabila si in
real si in complex) cu cel mai important exemplu de functie analitica.

Fie (an) un sir de elemente din K cu urmatoarea proprietate: exista un

n=0

numar p > 0 astfel incat seria Zant” converge pentru orice te K cu
n=0

|t|<p. Fie a € K. Definim functia f:B(a,p) > K prin f(x):Zan(x—a)”.
n=0
Atunci f este analitica.

Incepand din acest moment vom trata separat cazurile real si complex.

In mod paradoxal, cazul real este mai complicat.

Cazul K=Rr

Vom considera o multime deschisa D c Rsiunnumar ae D.Fiesif: D
— Ro functie de clasa C”~
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) f este analitica in a;
2) Exista unnumarp>0asaca(a—p, x+p)cD si in plus, pentru
oricex € (@a—p, x+p), avem limR _(x)=0.

Aici R,: (a—p, x + p) — Reste restul formulei lui Taylor de ordin n atasate
lui f Tn a.

Cu alte cuvinte, analiticitatea lui f in a este echivalenta cu faptul ca putem
Lprelungi” formula lui Taylor la infinit.

In cazul real exista functii de clasd C” care nu sunt analitice.

Fie f: R — R, data prin

F(x) 0, daca x=0
X) = , )
e dacd x=0

Atunci f este de clasa C”. Se poate arata ca f”(0)=0 pentru orice ne N.

Totusi, f nu este analitica (deoarece nu este analitica in 0).
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Cazul K=C
In acest caz simpla derivabilitate antreneaza cu sine analiticitatea.
Avem urmatoarea teorema fundamentala:

Teorema fundamentala a olomorfiei. Fie D — c o mulfime deschisa si fe D — C.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) f este analitica (olomorfa);
2) f este derivabila.

Folosind identificarea functiilor complexe cu perechile de functii reale,
vom obftine si urmatoarea caracterizare.

Teorema. Fie D c ¢ o multime deschisa si f e D —» C. Consideram si identificarea
canonica f= F= (P, Q): 'D'— R°.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) f este analitica (olomorfa);
2) Exista si sunt continue functiile derivata partiala

9P P 0Q 0Q., . p
ox oy ox ox

si, in plus, ele satisfac relatiile Cauchy-Riemann peste tot:
P _oQ ;P _ 0Q
ox oy ay oX
Incheiem cu cateva exemple. Seriile respective sunt convergente absolut.
Exemple de functii analitice in real

Vom prezenta cateva dezvoltari in serie uzuale. Funcitiile astfel obtinute
sunt analitice, conform unui rezultat anterior.
1) Pentru orice xe Ravem:

X X X X
e =1T+—+—+..+—+...= ) —
1 2! n! = n!
2) Pentru orice xe Ravem:
X3 X5 X7 0 X2n+1
SinX=X-—"—+——"—+...=> (-1
3! &8 7 pard (2n+1)!
3) Pentru orice xe Ravem:
2 4 6 ) 2n
cosx=1-> X X, +o= Y (1) X
2! 4! 6! pary (2n)!
4) Fie a. € R. Pentru orice xe (-1, 1) avem:
(1+X)a:1+%x (o;- 1) 24 _Za(oc 1...(a— n+1)X,7,
deci:  (1-x)° g &y Mo e ale-a=2)
' 11 21 31
5) Pentru orice xe (-1, 1) avem:
X2 X3 X4 m Xn
In(1+ x x——+——— =,
( )= 2 3 ,,Z:;‘ n
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Schimband pe x in — x avem:

2 X3 m n
In(1-x)=-Xx——-—- =—) —
(1-x) 3 Z;,n

6) Fie a #b. Consideram functia f e R\ {b} —» R ,data prin f(x) =Lb. Vom

vedea ca este analitica.

1
x—b_a—b.1_X—a
b-a

Pentru orice x e Rcu |x — a| < |b — a] avem . Scriind

y :?, avem |y| < 1, deci deoarece

L:1+y+y2+...y”...,
1-y
inlocuim gi avem:
2 00 _ n
Fx) = 1 1 1+x—a+(x—aj L :z(’(—a)1,
x-b a-b b-a \b-a (b—a)™

_ 1
(b_a)n+1 )

ceea ce se verifica si observand ca " (a) = —(n!)-

Exemple de functii analitice in complex

Vom prezenta exemple de funciii analitice (olomorfe) care prelun-gesc in
complex functiile corespunzatoare din real.

1) Functia f : ¢ — ¢, definita prin f(z):iz—' prelungeste functia
n!

¢:R >R, ¢(x) = €. Vom numi pe f exponentiala complexa.
Notam f (z) = exp (z) pentru orice z € C.
2) Functia f: ¢ — ¢, definita prin:

) 2n+1

. Z
fx)= ;(_1) 2n+ 1)

prelungeste functia ¢:R >R, ¢(x) = sin x. Vom numi pe f sinusul
complex.

Notam f (z) = sinz pentru orice ze C.

3) Functia f: ¢ — ¢, definita prin:

2n

> z
f(x)=> (-1)" ,
(x) Z(;( ) 2n)
prelungeste functia ¢:R >R, ¢ (x)=cos x. Vom numi pe f cosinusul

complex.

Notam f (z) = (0)z pentru orice ze C.
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Observatie. Putem arata ca pentru orice z= x + i ye Cavem:

exp (z)=e*(cos y+i siny).

Asadar, facand identificarea exp=(P,Q) avem P,Q:R*='C'—> R, date

prin

P(x,y)=e*cosy, Q(x,y)=e*siny.
Cititorul va verifica relatiile Cauchy-Riemann.
Retinem si faptul ca pentru 6 € Ravem

exp(i ) = cos O +i sin 6.

Raspunsurile
la test se vor
da n spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 11
1. Sa se calculeze

2 2
T (ab), Zo@b), L12), L(00),
oxoy oy oy oy

unde f:R* - R definita prin

of
—(a,b),
ay( )

L daca 00
=1 ey’ aca (xy)=(0,0)

0, daca (x,y)=(0,0)
si (a,b)e RxR, (a,b)#(0,0).

2. Sa se dezvolte in serie in jurul punctului z=i functia f:C > C

V4

data prin: f(z) =
z+1

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 225 a acestei unitati

de invatare.
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2.6. Integrale improprii

Stim sa integram functii definite pe intervale de tipul [a,b] (intervale inchise
si marginite, numite si intervale compacte).

Acum vom considera un interval necompact / — R si 0 functie continua
fil>R.

Vom da un sens, in anumite cazuri, integralelor lui f pe /. Definitiile care
urmeaza pot fi date intr-un cadru mai general.

Pentru inceput observam ca / poate avea una din urmatoarele forme: (a,
b), (= =, b), (@, © ), (- o, © ), [a, b), (a, b], [a, ®), (—o, b] cu a, b numere
reale.

Mai pe scurt, | poate avea una din formele: (a, b), [a, b), (a, b] unde —

<a<b<ow,.

Definirea integralei improprii a lui f

A) Cazul I =[a, b)

Spunem ca f este integrabila improprie daca exista si este finita
A

IkirTgF(x), unde F:/ —> R este data prin unde F(L)= If(x)dx.

a

b-0
Daca b < o0, notam lim F(1) = [ fOxpax.

a

Daca b = o, notam lim F(1) = j f(x)dx .

B) Cazul I = (a, b]

Spunem ca f este integrabila improprie daca exista si este finita Ikim F(\)
b

unde F:/— R este data prin F()= [f(x)dx.
A

b
Daca — « < a, notam limF(L) = j f(x)dx.

r—a
a+0

b
Daca a = — o« , notam XIirp F(A)= .[f(x)dx .

C) Cazul I = (a, b)
Spunem ca f este integrabila improprie daca exista ce (a, b) astfel incat
fl s f|[cb) sunt integrabile impropriu.

(ac]
(Definitia si valorile definite mai jos nu depind de c).

Daca a=—- o sib=x, notam:

T f(x)dxi j f(x)dx + Tf(x)dx .

—00
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Exemple.

Dacaa=—- o gi b <, notam:

b-0 c

[ foadx= | f(x)dx+b:[0f(x)dx

Daca — o <asib =, notam:

T x)dx J. dx+If

a+0 a+0

Daca —« <asib <o, notam:

bfof dx J.f(xdx+J. (x)dx .

a+0 a+0

Valorile numerice definite mai sus se numesc integrale improprii ale lui f
(pe ).

[*] Luam /= [0,%0 ) si F(x) = — .- Atundi:
X"+

deoarece:

A

)= I x21+1

0

(j)( = EiF(:tg; 7& ____Xt;Z;___>

N a

[2°] Luam 1= R = (—0, 0 ) 5i F(x) = 21

X2 +1

Atunci:

-[Ox +1dx=7c,

deoarece putem lucra cu punctul intermediar ¢=0:

.f 21 dx == am vazutla 1°)
o X°+1 2

0 0
1 T 1 T
dx=— | F(\) = dx = -arctgh ———
J;x2+1 2 ( () j;x2+1 g Ao 2}

0

1 N
dx = dx + dx=m.
241 _Lx2+1 £x2+1 "

Atunci T "

1
3°|Luam /= (0,1) si f(x)=—.
)51 f(x)=—
Atunci:

b
—dx =2,
1%
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Alte denumiri.

Teorema.

deoarece:

! 1
=jidx=2&‘ —2_2Jn 2.
I x
Uneori, in loc sa spunem ca f este integrabila impropriu, spunem ca

integrala este convergenta sau ca integrala improprie exista.
De exemplu referindu-ne la ultimul exemplu, putem spune ca inte-grala

'[ dx este convergenta sau integrala improprie .[ —dx exista.

0+O 0+0 \/_

Definitie. In acelasi context general, vom spune c& f este absolut
integrabila impropriu (sau integrala este absolut convergenta sau
integrala improprie exista in mod absolut) daca |f| este integrabila
impropriu.

Daca f este absolut integrabila impropriu, atunci f este integrabila
impropriu.

(Reciproca este falsa, dupa cum arata exemplul functiei

Filo) >R, F(x)=30X).
X

Vom prezenta trei exemple deosebit de importanta de integrale improprii,
care intervin in diverse ramuri ale matematicii.

1°. Functia B a lui Euler
Pentru orice doua numere strict pozitive integrala

B(a,b) = 1j0 X (1) dx

0+0

este convergentd. Functia astfel definita B:(a,©)° >R se numeste
functia B a lui Euler (sau integrala euleriana de prima specie).

2°. Functia I a lui Euler
Pentru orice numar strict pozitiv integrala:
I'(a)= .[ x*e™dx,
0+0

este convergenta. Functia astfel definita I': (0,.0) > R se numeste functia
I" a lui Euler (sau integrala euleriana de a doua specie).

0

Se poate arata ca I' este de clasa C” (avem I''(a)= _[ x*'e~Inxdx ). De
0+0

asemenea, pentru orice a > 0 avem:
I'(at1)=aT (a),
de unde, pentru ne N rezulta:

I' (n+1) = n.
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Legatura intre functiile B si I" este data de celebra formula a lui Dirichlet:
pentru orice a, b > 0 avem:

B(a,b) = I'(a)l(b)
’ [(@a+b)

3°. Integrala lui Poisson

v v ° _x2? - .
Se arata ca J'exdx este convergenta. Valoarea acestei integrale

improprii este urmatoarea:
% 2
j e dx=+/r.

Aceasta integrala este fundamentala in teoria probabilitatilor. Cu ajutorul
ei se defineste legea de repartitie normala, care are drept functie de
densitate a probabilitatii functia f : R — R data prin:

1 _(X’“)z
)=——e 27

Graficul lui f este o curba cunoscuta sub numele de ,clopotul lui Gauss”.

Aici o, p sunt doi parametri reali, c >0. Anume p este media (valoarea

medie) iar o2 este dispersia unei variabile aleatoare distribuite normal N
2

(¢, 6%).

Cu alte cuvinte avem:
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Test de autoevaluare 12
1. Sa se calculeze:

1-0
1

[ ———dx.

0 1_ X
Raspunsurile
la test se vor
da in spatiul ®
liber din 2. a) Sa se arate ca integrala improprie _fe’xdx
chenar, in 0
continuarea | o0 convergents.
enunturilor. . . . .

b) Folosind rezultatul de la a) sa se arate ca integrala:

s 2
je‘x ax
0

este convergenta.

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 226 a acestei unitati
de invatare.

2.7. Integrale curbilinii
Vom prezenta intr-un cadru foarte restrictiv integralele curbilinii de prima si
a doua specie.
Fiene N, n>2.

Consideram un drum 7v:[a,b]—R", despre care presupunem ca este
derivabil cu derivata continua. Cu alte cuvinte, daca y =(y1,y2,... ,yn), atunci
fiecare componenta scalara y;:[a,b]—R este o functie derivabila si functia
derivata vy,":[a,b] > R este continua.

Fie si D — R" cu proprietatea ca y([a,b])=D.
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2.7.1. Integrala curbilinie de prima specie

Exemplu.

Vom considera si o functie F:D — R, care este presupusa continua.

Definitie. Integrala curbilinie de prima specie a lui F pe drumul y este prin
definitie numarul:

[F( X0, = [FGON (O,

Y

Cu alte cuvinte avem J'F(x1,x2,...,xn)d/ =
Y

= [FORO, 7)o (N 750+ v, (8 .

Daca n=2 scriem de obicei J'F(x,y)d/, iar daca n=3 scriem de obicei
Y

j F(x,y,z)dl.

Interpretarea fizica a integralei de mai sus poate fi urmatoarea (in cazul
n=3): un fir material a carui imagine este imaginea lui y are in fiecare punct
(x,y,z)=y(t) densitatea de masa F(x,y,z). Atunci masa lui totala este

j F(x,y,z)dl.

O alta interpretare poate fi urmatoarea: acelasi fir material de mai sus este
incarcat electric, avand in fiecare punct (x,y,z)=y(f) densi-tatea de sarcina
electrostatica F(x,y,z). Sarcina electrica totala a firului este atunci

_[F(x,y,z)dl .

Considerdm drumul y:[0,1]—R? dat prin y(t)=(t,t?). Vom calcula:

J'x,ydl.
Y

Aici n=2, D=rR? si F:R’>>R, F(x,y)=xy si v1:[0,1]—>R, yi(t)=t;
v2:[0,1]—>R, ya2(t)=t%.

Avem;  [xydl = [y (th,(tNy' (¢ v, (t) dt =

O —

t- 2 ((8)")? +((t?)") dt = jt3\/1 +4t% dt .

Folosim schimbarea de variabild t*=u si integrala devine (deoarece
(t?)'=2t):

]
Iu\/1+4udu.
0

Facem o noua schimbare de variabila si anume:
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vZ -1

Ji+du=v=1+4u=v’=u= 2

=

2 —
(deoarece [V 2 1} :%) integrala devine:

5 3

J5
(v v 5_§(§_§j_1(1 1}@;
16\ 5 31 16\ 5 3 16 24 120

Observatie. in cazul cand F = 1, se obtine ca:

b
[P X0 2,00 = [1d1 = [y, ()7 + 7', (8F + ...+ v, () dit =
¥ ¥ a
= lungimea drumului vy.

]
Exercitiu. Sa se calculeze lungimea lui v:/(y) = I\/1+4t2 dt.
0

2.7.2. Integrala curbilinie de a doua specie
Vom considera si o functie vectoriala continua:
P=(Ps,Ps, ..., P):D—R"
Cu alte cuvinte fiecare componenta scalara P;: D— R este continua.

Definitie. Integrala curbilinie de a doua specie a functiei P pe drumul y

este prin definitie numarul:
D

J.P1(x1,x2,...,xn)dx1 + P, (X Xy, X, )AX, +...+ P (X, Xy, X, )X, =

n
¥

= [P (OO SO+ Py o1 (O 0) ¢

ot Pn(Y1(t)sYZ(t)’!Yn(t))y'n(t)]dt

Daca n = 2 notam componentele scalare P1 si P, prin P si Q si scriem de
obicei

J.P(x,y)dx+Q(x,y)dy. Daca n =3 notam componentele scalare P, P2, Ps
Y
prin P, Q, R si scriem de obicei:

J-P(x,y, 2)dx +Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz.

Interpretarea fizica a integralei de mai sus (in cazul n=3) este
urmatoarea: o forta variabila cu punctul de aplicare mobil in D si
reprezentata ca vector in fiecare punct (x, y, z)e D de vectorul

(x,y,2) + (P(x,y,2), Q(x,y,2), R(x,y,2))=
=(x+P(x,y,z), y+Q(x,y,2), z+R(x,y,2))
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isi deplaseaza punctul de aplicare de-alungul drumului y. Atunci lucrul

mecanic efectuat este jP(x,y, z)dx +Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz.
Y

Exemplu. Consideram acelasi drum y ca la integrala curbilinie de prima specie,
anume y:[0,1]—>R?, y(t)=(t,t?).
VVom calcula
Ix,ydx+xdy.
’

Aici n=2, D=R?, P:R*5R, P(x,y)=xy si Q:R*>R, Q(X,y)=X.

]
[POx.y)dx+QUxy)dy = [ (ri(th, (e '+ vi(E () dt =
Y 0

1 1 4 3|

= [(t-£*1+t-2t)dt = [ (£* +2t)dt Lty 1,2 1

0 0 4 3, 4 3 12

Observatie.  Drumul y folosit in cele doua exemple de mai sus are ca imagine un arc de
parabold. Anume, imaginea sa este graficul functiei f: [0,1] —> R, f () = t 2.

Test de autoevaluare 13

1. Sa se calculeze:
j xdl
Y

unde y:[0,1 —» R? este dat prin y(t) = (t,t?).

Réaspunsurile
la test se vor
da in spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

2. Sa se calculeze:
'[xdx + xydy
Y

v:[0,2n] = R?*, y(t)=(cost,sint).

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 227 a acestei unitati
de invatare.
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2.8. Integrale multiple

Calculul integralelor poate fi extins si pentru functii de n variabile, n> 2.
VVom prezenta integralele multiple intr-un cadru restrictiv.

Vom considera o multime DcR”, o functie f:D—>Rsi vom calcula
integrala lui F, notata

”...J.f(x1,x2,...,x,,)dx1,dx2,...,dxn
D

(in stdnga sunt n semne de integrala).
Functia f este continua, iar multimea D va fi de anumite tipuri care vor fi
prezentate mai jos.

Daca n = 2 avem integrale duble si vom scrie”f(x,y)dx,dy , lardacan =
D

3 avem integrale triple si vom scrie J‘J‘J.f(x,y,z)dx,dy,dz. in general,
D

avem o integrala multipla de ordin n.

Nu vom da definitia precisa a integralei multiple, pentru a nu incarca prea
mult acest (mic) curs. Sa spunem numai ca integrala multipla se defineste
tot cu ajutorul sumelor Riemann, printr-un procedeu de aproximare, luand
diviziuni din ce In ce mai fine. Sumele Riemann sunt de forma

Zf(gp )u(P) unde P sunt multimile care formeaza diviziunea lui D, {p € P

sunt puncte intermediare si u(P) este masura Jordan n dimensionala a
multimii P < D (de exemplu, daca n = 2, u(P) este aria lui P). Calculul
masurii n dimensionale:

u(D):”...j1dx1,dx2,...,dxn .

2.8.1. Integrale multiple pe intervale n-dimensionale

Multimea D este in acest caz de forma D=]]l[a,b], cu a <b, pentru i
i=1
=1, 2,... ,n (spunem ca D este interval n-dimensional).

Vom reduce calculul integralei multiple a lui f la integrale obisnuite ale
unor functii de o variabila. Anume, avem formula de reducere a

integralei multiple la o integrala iterata:

”...jf(x1,x2,...,xn)dx1,dx2,...,dx,, = ]deffdxz...Tf(x1,x2,...,xn)dxn .
D a,

Semnificatia membrului secund este urmatoarea:

Fixam in mod arbitrar x, €[a,,b,], x, €[a,,b,], ..., x, ,€[a, ,b, ,]. Atunci
functia (de o variabila) f :[a,.,b, 1> R, f(t)=f(x,X,,....,x ) este
continua. Putem calcula:

b,

n

]

n n

1 Xn g

bn
fn(t)dt=ff(x1,x2,. x . t)dt,

pe care o scriem sub forma:
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bn
'[f(x1,x2,...,xn)dxn =F (X Xy, X, 4)-

n-1

Functia astfel definita F, :H[a,,b,] — R este si ea continua. Cu ajutorul
i=1

ei definim functia:

f . la, b, ]>R, f (t)=F, (X, X, 5, 1).

bnf1 bn71
Putem calcula: [ £, ,(t)dt = [ F, (X, X,,...,X, ,t)dt =

a a

n—1 n-1

bn71 bn
='|' If(x1,x2,...,xn_1,xn)dxn X, -
8,1\ an

Scriem ultimul numar sub forma:
den1J.f 17 2’ n1’ n)dx )

Continuam procedeul obtinand:

by by by .
I [I(J‘f(xwxzi X, X, )dx, }d }d _

= J. an 2 J. an 1If Xps Xgyeees Xy 1’Xn)dxn

a2 a1 a,

si tot asa mai departe pana ce obtinem in final:

b ( b, b, D
j[j[...(jf(x1,x2,...,xn1,xn )dxn]dxn1J...dx2de1 =

_Jldx'fdx If 1 Xge e X, 4, X, )X, =
_” J.f Xy Xoyeo o X, 4, X )AXAX, .. dX, .

Daca n=2 avem deci:
Hf x,y)dxdy = jdxjf(x y)dy = _[Uf(x y)dy]d

Daca n = 3 avem:

_mf(x y,z)dxdydz = Idx_[dyjf(x y,z)dz = j{j[?f x,y,z)dy}dx}dz

a a3

Observatie importanta: ordinea de integrare nu este esentiala. Obtinem acelasi rezultat
integrand in orice ordine.

De exemplu, daca n=2 avem doua variante:
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”f x,y)dxdy = Idxff(x y)dy = J.dyJ.f(x y)dx= J{jf X,y dx}dy

& a2 a & 1\ &

Daca n=3 avem sase variante:

JIJ 7y, 2)axaydz = fax[ dy [ rx.y,2)dz =

a a, a,

= J'dxfdzjzf(x y,z)dy = Jgdyjldxff(x V4

a a; a, a, a, a,

b, by b by b b by b, b
= jdyjdzjf(x,y,z)dx = Idzjdx_[f(x,y,z)dy = Idzj dyIf(x,y,z)dx

a, as a as a a, a, a, a

De exemplu, ultima integrala iterata inseamna

bf[bf[ljf (X,y,Z)dXde]dz.

a3\ @ \ &

1

Exemple. D=[01x[0,1]=[a1 sif:D>R, f(x,y)=—.
2x+y+1

Integrala ,interioara”:

1
j; dy =In(2x+y +1); =In(2x +2)-In(2x +1)
0 2X+y+1

si deci integrala cautata este
1 1 1 4 1 3
J.In(2x+2)dx—jln(2x+1)dx =—J.Intdt——jlntdt =
0 0 2 2 2 1

1 4 3 3 4
E[(tlnt—t)|2—(tlnt—t)” o

Pentru verificare se poate incerca si ordinea de integrare alternativa
1 1

_[dy_[ 1 dx.

o o2x+y+1

D =[0,1]x[-11]x[-10]si f:D >R, f(x,y,z)= xy*z".

f(x,y,z)dxdydz = [dx | dy | xy*z’dz
JJJrxy. 2)dxdy IIVIV

1

[ 2.3 20 3 2240 Xy2
Xy“z°’dz=x z’dz=xy"—| =——"—
_j1y y_j1 y 4_1 "
1 2 1
Xy X1 2 y X
X gy = Xy =2 Y 2 X
[ 4 Y 4[" Y=7473] 776
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Observatie.

A

2.8.2.

[

1

12°

1
0

1 2
j(_ﬁjdxz_l.x_
6 6 2

In aceasta integrala variabilele sunt ,separate” si se observa ca, de fapt,
avem:

1 7 [ 12( 1 1
.[yf(x,y,z)dxdydz = (! xdx}uﬁdy](iza’dz) = Eg(—zj Tt
Acest fenomen este general (si foarte util in calcule). Anume, daca
f.:[a,b]— R sunt functii continue si f.: D :ﬁ[a,,b,] — R este de forma
f(Xp X,,..., X, ) = F(X,)F,(X,)...F.(x,) va rezulta CI;:

Jf [F 030, Mix . 0, =

[ o e

a n

Integrale duble pe domenii simple
Intai definim domeniile simple in raport cu axa Oy.
Fie a<b si u,v:[a,b] > R, doua functii continue, u < v. Pentru orice xe |[a,
b] avem deci u(x)< v(x) si putem defini muliimea nevida
D, ={(x,y)eR* |u(x) <y <v(x)}.
Multimea
D= |J D, cR?

xela,b]

se numeste domeniu simplu in raport cu axa Oy generat de functiile u
si v. In figura 3.11 este figuratd o multime D, (care este un segment
vertical in planul R%) si se vede cum se obtine D (care este o multime
cuprinsa intre graficele lui u si v, hasurata).

y graf (v) }(/j
i N%\(S/
y Eoea—
c
0] a x b X o) X
Fig. 3.11 Fig. 3.12

in mod similar putem defini domeniile simple in raport cu axa Ox (vezi

figura 3.12). Avem c < d si u,v:[c,d]—R, u < v doua functii continue. Pentru

fiecare y e [c, d] definim D ={(x,y)e R*|u(y)< x<v(y)} si atunci

D= U D, este un domeniu simplu in raport cu axa Ox generat de
yeled]

functiile u si v (hasurat in figura 3.12).
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Exemple.

Intervalele 2-dimensionale sunt cazuri particulare de domenii simple in
raport cu ambele axe.

De exemplu, daca D=[a,b]x[c,d], rezulta ca D este domeniu simplu in
raport cu axa Oy generat de functiile u,v:[a,b] > R, u(x)=c, v(x)=d (adica
u si v sunt functii constante).

Formulele de calcul ale integralelor duble pe astfel de domenii se reduc tot
la integrale iterate.

Intai presupunem c& D este domeniu simplu in raport cu Oy generat de u
si v. Atunci

v(x)

”f(x,y)dxdy= j f(x,y)dy .

D u(x)
Membrul al doilea are urmatoarea semnificatie:

Pentru orice xe [a,b], functia f :[u(x),v(x)]> R, f(y)=f(x,y) este
continua. Putem calcula:

v(x) v(x)
[ f.)dy= [ f(xy)dy=F(x).
u(x) u(x)

Functia astfel definita F:[a,b] >R este continua si avem:
b
Hf(x,y)dxdy = jF(x)dx ,
D a
adica:
b (v(x) b v(x)
J[feeyrdxdy = [| [ fOoy)dy dx=[dx [ f(xy)dy.
D a

a \ u(x) u(x)

Similar, daca D este domeniu simplu in raport cu Ox generat de u si v vom
avea

Hf(x,y)dx dy = fdywjy)f(x,y)dx = T(V(J.y)f(x,y)dx} dy .

c u(y) c\u(y)

Daca D este domeniu simplu in raport cu ambele axe putem folosi oricare
din formule.

Fie u,vi[1,2]-R, u(x)=0, v(x)=x*. Ele genereazi domeniul simplu in
raport cu Oy notat prin D (vezi figura 2.13). Fie f:D —> R, f(x,y)=xy

y
4
Fig. 2.13 I %

12

Aria lui D = [[1dxdy = fdxxfdy . TXde :%
D 1 0 1

X
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Ijxydxdy = j.dx]-2 xydy .
D 1 0

21X

Avem: _([xydy:x'([ydy:xy?o =5
2.5 6|2
jjxydxdy:jx?dx=%% =%:§.
D 1 1

D={(x,y)e R?| x?+y?<1}= discul centrat in originea axelor de
coordonate de raza 1 este un domeniu simplu in raport cu ambele axe
(vezi figura 2.14):

- in raport cu Oy generatda de u,v:[-1,1]-R, u(x)=—-1-x°
v(x)=v1-x;
~in raport cu Ox generat de u,v:i[-1,1]>R, u(y)=-J1-y?,

v(y)=y1-y°

y
/
N
Fig. 2.14

Fie f:D—> R, f(x,y)=x*. Vom calcula:

”f(x,y)dxdy = j'1dy I x?dx.

1—y2
Avem j deX=2 j deX=E(1_y2)3/2’
_ 1*}/2 0 3

s

21 2 4] , 2. 42 . g
f(x,y)dxdy == | (1-y“)2dy =—|(1-y*)2dy = — | cos” tdt =—.
g( y)dxdy 3[( y?)2dy 3£( y?)2dy 3£ 7

2.8.3. Integrale multiple calculate cu formula schimbarii de variabila
Fie §, A = R" doua multimi deschise. Presupunem ca A o D.
Fie T=(T1,To,... ,Tn) : 8> A o functie de clasad C' (adica toate functiile

T, :8 —> R au toate derivatele partiale 2—7_’ :6 > R funciii continue).
X .
J

Mai presupunem ca exista d < o, d interval n-dimensional (in cazul n=2
putem presupune chiar mai general, ca d este domeniu simplu in raport cu
una din axe), astfel incat T(d)=D.
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In plus, admitem c& T este injectivd pe interiorul lui d={xe d|x este
interior lui d} si J(T)(a)=0 pentru orice a din interiorul lui d. Aici, J(T)(a)
este jacobianul lui T calculat in a, anume:

Z—E(a) Mgy ... T
X, 0X, oX,,
T, oy 9T,

(a)

oT,
J(T)@)=|ox, 0X, @ . E(a).

0 oT, oT.

Tn n n
K@ G Sr@

In aceste conditii, pentru orice functie continud f:D — R avem formula
schimbarii de variabila.

jH...éf(yTy2 ..... Yn Wy dy,...dyp, =
Hj...({’f(7'1(x1,x2 ..... X ) To(Xg X s Xp ) Tp (X, Xo s X ) - | J(T )X, X, o, X ) | dxg0X, . dXpy

Formula se poate da in conditii mult mai generale.
1°. In cazul n=2, cea mai folositd transformare T este transformarea in
coordonate polare in plan, anume T :R* - R?, T(p,0) = pcos®.
Aici §=A=R*si T,,T,:R* > R, anume:
T.(p,0)=pcosO, T,(p,0)=psind.

Rezulta

cosO —psind
J(T)p.0)=| . .
sin@ psin0

Luand d =[0,r]x[0,2r] (unde r > 0) obtinem:

T(d)=D ={(x,y) e R* | x* + y* < r} =discul centrat in origine de razar.
Luand d =[0,r]x [o,g] obtinem:

T(d)=D={(x,y)eR?*| x>0, y >0 si x* + y* <r}=partea din discul de mai
sus aflata in primul cadran.
Avem si alte variante pentru d.

In ambele situatii conditiile din teorema se indeplinesc. in figura 2.15 se
observa interpretarea coordonatelor polare (p ,0 ) ale unui punct M din
plan de coordonate carteziene (x,y), anume x=p cos 0 , y=p sin6 . Aici
p= distanta de la originea axelor la M si 6 este unghiul facut de Ox cu OM.

Wl 2
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Deoarece formulele care dau pe T au interpretare geometrica pentru p > 0,
deci |J(T)(p ,0 )|=|p |=p , formula schimbarii de variabila devine in acest
caz:

jjf(x,y)dxdy :”f(pcose,psine)pdpde.
D d

Exemple. [1°] Vom relua calculul integralei ﬂf(x,y)dxdy, unde

D

D={(x,y)eR*|x*+y* <ty si f:D>R, f(x,2)=x°.
Avem D=T(d), unde d = [0,1]x[0,2x] . Rezulta:

[[f(x.y)dxdy = [[f(pcos6,psin6)pdpdo = [[(pcos6) -pdpdo =
D d d

«(Jo Jooston)- ]

2n
-UHCOSZGdOJ:
0 0 2
. 2n
170 sin20
=—| —+
4\ 2 4

=1(n+0)=—
., 4

Fie D={(x,y)eR*|1<x’*+y®’<4,y>0}. Se vede cad D este o
semicoroana circulara cuprinsa intre cercurile centrate in origine de raze 1
si 2, vezi figura 2. 16.

y

ax

@) 1 2 X
Fig. 2. 16
Avem D=T(d), unde d =[12]x[0,r]. Vom calcula _Uf(x,y)dxdy, unde
D

f:D— Reste data prin f(x,y)=x+y.
Deci:
Hf(x,y)dxdy = ”(x+y)dxdy =

H p(cosO+sinB)pdpd6 = H(p cos0+p’sin@)dpdo =
D

= sz cos0 ddeJer2 sin6dpdo =
D d

() o)

= %(sin ol - cosG|g) =3
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Exemple.

|3°.| In cazul n=3 cea mai folositd tranformare T este transformarea in
coordonate plane in spatiu, anume T:R® 5> R?,

T(p,6,0)=(psinOcos¢,psinOsing,pcoso).
Prin urmare, aici 5 =A=R® si T,,T,,T, : R®* - R sunt date prin:

T.(p,0,9) =psinBcoso, T,(p,0,9)=psindsine, T,(p,0,9)=pcoso.
Rezulta prin calcul (exercitiu):
J(T)(p,6,9) = p°sing.
Luand d =[0,r]x[0,n]x[0,2x] obtinem:
T(d)=D={(x,y,z) e R* | x* + y* + z* < r®} = bila centrata in origine de raza
r>0.
Conditiile din teorema schimbarii de variabila se indeplinesc.
Avem si alte variante pentru d.
in figura 2.17. se observa interpretarea coordonatelor polare (p, 0, ¢) ale
unui punct M din spatiu de coordonate carteziene (x,y,z), anume x=p sin6
COoSs @, y=p sin0 sine, z=p cos 0 .

Aici p = distanta de la O la M, 6 este unghiul facut de semidreapta pozitiva
a axei Oz cu OM si ¢ este unghiul facut de semiaxa pozitiva Ox cu
proiectia OM'a lui OM pe planul xOy.

Fig. 2.17.

Avem p > 0 si sin@ > 0 in acest caz, deci cdnd avem interpretare
geometrica rezultd J(T)(p,6,9) = p®sin® >0 . Formula devine:

m.f(x,y,z)dxdydz =
D
= ”.[f(psinGCOS(p,pSinGSin(p,pCOSG)pZ sin6dpd6de.
d
Sa calculam J'_U(x2 +y? + z°dxdydz, unde:
D

D={(x,yz)eR? |x* +y*+Z* <1}.
Aiciavem deci f:D —» R, f(x,y,z)=x"+y* + z°.
Este clar ca D=T(d), unde d =[0,1]x[0,n] x[0,2x] deci

m(x2 +y? +7%)dxdydz =
D
= m'(p2 sin? cos® ¢ + p” sin® Bsin’ @ + p’ cos® 0)p°dpdode =
d

= ”.[pz -p? sin6dpdode =
d
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e

Sa calculam m‘ xdxdydz unde:
D

D={(x,y,z)eR®|x*+y*+2z°<4 six>0,y >0, z>0}

(= portiunea din bila centrata in origine de raza 2 care este in primul
octant). Aici f:D — R este data prin f(x,y,z)=x.

Avem D=T(d) unde d =[0,1]x [o,g]x[o,g]. Integrala cautata este deci:

4

_mpsinecoscp-pzsinedpded(p::ﬁ&dp]- Tsinzde : TCOS(pd(p = .
d 0 0 0

Remarca finala privitoare la integrale. Putem defini integrale si pentru functii cu valori
complexe, daca partile reala si imaginara sunt continue. Anume

;l 1 j fdx=j Re(f)dx+ij Im(f)dx .

Test de autoevaluare 14
1. Sa se calculeze:
J..[ xydxdy
D
unde D =[0,1]x[2,4].
Raspunsurile 2. Sa se calculeze:
la test se vor ” x?dxdy
da n spatiul D
liber din D= > > <
chenar. In unde {(x,y)eR|x>0,y >0, x+y <1}.
continuarea
enunturilor.
Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 227 a acestei unitati
de invatare.
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2. 9. Elemente de teoria ecuatiilor diferentiale

Problema gasirii anumitor functii care sa satisfaca unele conditii este
foarte importanta. De cele mai multe ori aceste conditii se refera la
derivata functiei necunoscute, sau chiar la derivatele de ordin superior ale
acestei functji, {indnd seama de interpretarile fizice sau geometrice ale
derivatei (derivata a doua este legata de acceleratie).

Ecuatile in care necunoscutele sunt functi se numesc ecuatii
functionale}.

latda un exemplu in acest sens. Cautam o curba pentru care panta
tangentei in fiecare punct al curbei este proportionala cu ordonata. Daca
curba cautata este graficul unei funciii derivabile f:/ —- R (unde /cR este
un interval), va trebui sa avem in fiecare punct x < | relatia

f'(x)=af(x),
unde a=0 este constanta de proportionalitate. Tn limbaj obisnuit, avem
deci ecuatia diferentiala y'=ay.
a) Teorema de existenta a lui Peano.

Consideram o multime deschisd D — R* (adicd D este formatd numai din
puncte interioare) si o functie F:D —> R.

O solutie a ecuatjei diferentiale
y'=F(xy) (1)
este o functie derivabila f:/ >R (unde /cR este un interval deschis)
avand proprietatile:
(i) Pentru orice xel avem (x,f(x))e D.
(i) Pentru orice xel avem f'(x) = F(x,f(x)).
Tn exemplul anterior putem lua D=R? si F:R*>R, F(x,y)=ay.

In general, nu putem afirma ca o ecuatje diferentiala de tipul (1) are solutie
sau are solutie unica.

De obicei rezolvarea ecuatiei (1) se face impunénd o cerinta supli-
mentara. Cea mai importanta si mai cunoscuta conditie suplimentara este
conditia Cauchy (sau conditia initiala). Anume, se dau doua puncte
Xo€R, YoeR, astfel incat (xo,y0)e D.

Conditia initiala Cauchy:

y(Xo0)=yo 2)
inseamna ca cerem ca solutia f:/ — R a ecuatiei (1) sa satisfaca in plus
conditia ca xpe I si

f(xo0)=Yyo (2)
Teorema lui Peano. in conditiile si cu notatiile de mai sus, se mai presupune si faptul ca F
este continua.
Atunci, pentru orice (Xo,¥0)e D, ecuatia diferentiala (1) admite solutie f care
satisface conditia Cauchy (2) (sau (2")).
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Observatie.

Nu este garantata si unicitatea solutiei, avand proprietatile de mai sus.
Totusi, de cele mai multe ori, satisfacerea conditiei Cauchy implica
unicitatea solutiei.

in continuare, vom folosi urmatoarea exprimare: dacd putem gasi o
solutie a ecuatiei diferentiale (1) care satisface conditia Cauchy (2) (sau
(2')) spunem ca am rezolvat problema Cauchy

_y':F(X,y), Y(X0)=YO-

Daca, pur si simplu, gasim o solutie a ecuatiei (1), spunem ca am rezolvat
ecuatia (1). Daca putem gasi toate solutiile ecuatiei (1), spunem ca am
gasit solutia generala a ecuatiei (1) (exprimarea este oarecum
imprecisa).

In continuare, vom prezenta cateva tipuri elementare de ecuatii
diferentiale, indicand algoritmii de rezolvare.

b) Ecuatii cu variabile separabile

In acest caz D=UxV, unde UcRr, Vc R sunt intervale deschise. Se
considera si doua functii continue a:U—R, b:V—R. Functia F:D—>R
este data prin F(x,y)=a(x)b(y).

Ecuatiile cu variabile separabile sunt deci de forma:
y'=a(x)b(y). (3)
In continuare vom lua xoe U, yoe V si vom rezolva problema Cauchy
y'=a(x)b(y), y(xo)=Yo.

Vom lucra in ipoteza b(yo) # 0. Din motive de continuitate exista € >0 asa
ca (yo—¢, Yote )c V sib(y)# 0 pentru ye (yo—¢, Yote).

(Eventual, restrangem pe V si presupunem b(y)= 0 pentru ye V).

Algoritm de rezolvare

Pasul 1. Scriem ecuatia (3) sub forma:

% =a(x)b(y) < % =a(x)dx

Pasul 2. Integram in egalitatea precedenta:

j% = I a(x)dx

si scriem B(y)=A(x)+C unde
= B:(yo—¢, y+e)—R este o primitiva a functiei y aﬁ definita pe

(Yo — &, yot+e);
= A:U—R este o primitiva a functiei x—a(x) definita pe U,
= C este o constanta reala.
Pasul 3. Alegem constanta C asa ca:
B(yo)=A(x0)*+C,
adica:
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Exemple.

C=B(y0)-A(xo)-
Pasul 4. Cu aceasta constanta C scriem egalitatea:
B(y)=A(x)+C,
adica:
B(y)=A(x)—A(x0)*B(yo).
Deoarece, pentru x=Xxy, ultima egalitate devine:
B(y)=B(yo),
rezulta ca ecuatia in y:
B(y)=A(x)+C
are solutie unica:
y=B"'(A(x)+C),
pentru xel, unde /cU este un interval deschis satisfacand conditiile:
xoel siA(x)+CeB((yo—¢, yote))

(respectiv xpe !l si A(x)+CeB(V), daca presupunem b(y)=0 pentru orice
yeV).

Aceasta, deoarece functia B este strict monotona pe (yo—e, yote)

(respectiv pe V), avand derivata nenula ﬁ

Solutia ciutata este f:/ >R, f(x)=B~"(A(x)+C).

Revenim la ecuatia initiala. Anume, fie a=0. Vom rezolva problema
Cauchy:

y'=ay, y(1)=1.
Deoarece yo=y>0, vom lua aici V =(0,0)>1 si b:(0,0) >R, b(y)=y
(deci b(y)#0 pentru orice ye V). Putemlua U=R si a:U > R, a(x)= a.

Urmam algoritmul:

y':ayQ%:ay@Q:adx:.[%:]‘adx:
dx y

y
=In|y|Fax+C=Iny=ax+C

(deoarece ye V=(0,x)).

Pentru x=x0=1 si y=yo=1 obtinem 0=a+C deci
C=-a=Iny=ax-a=a(x-1)=y =",

Solutia este f:R > R, f(x)=e*".

Observatie. Solutia generald este f: R - R ,f(x)=¢e™*°, unde C e R.

Sa rezolvam problema Cauchy:

o 2xy?
x> -1

y(2)=1.
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Aici avem y' =(—%)y2 si yo=1>0, xo=2>1.

Vom lua deci U=(1,x) si a:U >R, a(x):_%

si b(y)=y? (deci b(y) # 0 pentru orice y € V).

; V=(0,), b:V >R,

o 2xy* dy  2x o, dy  2x

ax =

A" et T y>  x*-1

:>J‘_d_}2/:‘|‘%dx:>%:ln|x2—1|+C:>In(x2—1)+C,

y
deoarece xe U=(1,).
Pentru xo=2 si yo=1 obtinem:
1=In3+C = C=1-In3, deci
1 1
In(x*-0)+C In(x2-1)+1-In3"

l:In(x2—1)+C:>y:
y

Trebuie s& avem In(x*-1)+C = A(x)e(0,0)=B(V) unde B:(0,:0)—R,

Deci este necesar ca In(x* —=1)+1-In3 >0, adica

In(x2—1)>ln3—1:In§:>x2—1>§:>x2 L3 s s [P
e e e e

caci x € U=(1,o).
Solutia este f: §+1oo —->R, f(x)= 1
Ve ’ In(x* -1)+1-In3 "

Observatie. Conditia b(y) # 0 pentru y €V este foarte importanta. Daca
exista yp € V cu b(yo) = 0 ajungem la situatii complicate. De exemplu, in
acest caz functia s:U—R data prin s(x) = yo este solutie a ecuatiei (3)
(numita solutia stationara).

C) Ecuatii afine (ecuatii liniare)
Fie U — Run interval deschis si a, b: U—R doua functji
continue. Vom lua D=U xR si F:D — R, F(x,y)=a(x)y+b(x).
Ecuatiile afine sunt deci de forma

y'=a(x)y + b(x)

Daca b = 0 se mai numesc si ecuatii liniare de ordinul intai. Unii autori
numesc ecuatiile afine ecuatii liniare de ordinul intai, denumind ecuatii
liniare omogene de ordinul intai pe celecu  b=0.

Fie xoe U, yoe R.
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Exemple.

Algoritm de rezolvare a problemei Cauchy:

y'=a(x)y+b(x), u(xo)=Yyo.
Pasul 1. Se rezolva ecuatia omogena asociata

y'=a(x)y
dupa procedeul de la ecuatiji cu variabile separabile:
v =a(x)y < Yy =a(x)dx = jd—y = Ia(x)dx =In|y|FAX)+K,
dx y y

cu Ke R.

Scriem K sub forma K= In C (deoarece orice numar real K se poate scrie
sub forma K= In C cu un anumit K > 0)

A(x)

In|y |= A(x)+InC =| y |=Ce") = y = Ce".

Daca b(x)=0, pentru x=x, i y=yo obtinem y, = Ce"*, deci C = y,e " .
Solutia este f:U—>R, f(x)=y,e e’ unde A:U->Reste o
primitiva a lui a.

Daca b nu este identic nula, trecem la

Pasul 2. (Variatia constantelor)

Folosim rezolvarea ecuatiei omogene asociate si cautam solutia sub
forma f:U >R, f(x)=ce*™  unde C:U—R este o functie necunos-cuté
(am ,considerat constanta C ca variabila”).

Punand conditia ca f sa verifice ecuatia obtinem:
f'(x) = a(x)f(x)+ b(x) = C(x)e"™a(x)+ C'(x)e ¥ =
= a(x)C(x)e"™ + b(x) < C'(x) = b(x)e "
Deci C(x)= .[b(x)e‘A(X)dx, adica C este o primitivd a functiei continue
X — b(x)e "™
Determinam H asa ca f(xo)=yo, adica (P(x,)+H)e

pe U. Scriem C(x)=P(x)+H cu HeR con-stanta.
A) =y ete.

Sa rezolvam problema Cauchy
y'=xy+x, y(1)=2.
Ecuatia omogena este:

2
y'=xy@ﬂ=xyc>g=xdxc>|n|y|:X—+InC:>y:CeX2’2.
dx y 2

Variem constanta C:

2 X
P =x=C'=—5
e></2

= Ce

X2
=),
:>C(x)=j—2dx=—e 2 +H;

b

X
eZ
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y(x)= (—e_Z +H}e2 =He? -1;

y()=2 < He'2 - 1=2 < H=3¢e"2.

x%-1

Solutia este f:R >R, f(x)=3e 2 —1 (deoarece aici a:R >R, a(x)=x
si b:R—>R, b(x)=x).

Fie me R. Sa rezolvam problema Cauchy
y'=xy+m,y(1)=2.
Aicidinnou U=R, a:R—> R, a(x)=xsi b:R—>R, b(x)=m.

-- Daca m = 0 avem o ecuatie liniara (omogena). Am vazut ca solutia este

2

de forma f:R >R, f(x)=Ce? , cu Ce R.

Pentru x=1 avem f(x)=Ce"? =2 deci C =2e¢"? si solutia este

x*-1

f:RoR, f(x)=2e 2 .

-- Daca m = 0 variem constanta C:

X2 X2 X2 X2

y'=Ce? +xCe? =xCe? +m=>C'(x)=me 2
deci C(x):mje‘xz’zdx. Scriem C=P+H, unde P:R — R este o primitiva

a functiei x —> e 2 pe Rsi He Rcare rezulta din f(1)=2.

c) Ecuatii diferentiale de ordin superior (sub forma explicita). Ecuatii
liniare de ordinul doi

Vom considera un numar natural n> 2 si o multime D= R™', D deschisa.
Fiesi F:D — R o functie.

O solutie a ecuatiei diferentiale de ordinul n
y" =Fxyy'. Ly ) (4)

este o functie de n ori derivabila f:/ — R (unde /cR este interval deschis)
avand proprietatea ca pentru orice xe [ avem

(x,F(x),F'(x),....,F"V(x)) e D si f(x)=F(x,f(x),f'(x),....F"V(x)).
Consideram si un punct (Xo,Y0,¥1,.-- ,¥n-1)€ D. A rezolva problema Cauchy
y" =Fxyy'.y )
V(%)= Yo, ¥' (%) = Vi Y " (X0) = Vg

inseamna a gasi o solutie f:/ —> R a ecuatiei (1) care satisface in plus
conditiile

()

f(Xy)= Yo, F'(X,) = Yyro o F" (X)) =y,

In cele ce urmeaza ne vom ocupa de un singur tip de ecuatjii de ordinul 2.
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Exemplu.

Ecuatii liniare si omogene de ordinul al doilea cu coeficienti
constanti

Vom considera doud numere reale a si b. In (4) ludm D=Rr> si F:R*>>R
data prin

F(x,y,y')=ay'+by

Asadar, luam in cazul n=2 si dorim sa rezolvam ecuatiile diferentiale de
ordinul 2 de forma

y"=ay'+by (6)

numite ecuatii diferentiale lineare si omogene cu coeficienti constanti
de ordinul al doilea.

Vom arata cum putem determina solutiile generale ale ecuatiilor de tip (6)
si cum putem rezolva problema Cauchy :

y"=ay'+by; y(X)=Y,, Y'(X)=Y, (7)
pentru Xo, yo, y1 arbitrare.
Totul se bazeaza pe ecuatia algebrica:
M =ah+b (8)
numita ecuatia caracteristica a ecuatiei (6).
Avem trei situatii distincte.
A) Cazul cénd (8) are doua radacini reale distincte A4 si A 2

In acest caz o functie f:R — R este solutie a ecuatiei (6) daca si numai
daca exista doua constante reale Cy si C, cu proprietatea ca

f(t)=Ce™" +C,e™ (9)
pentru orice te R.

Se arata ca problema Cauchy (7) are solutie unica pentru orice

Xo, Yo, ¥1 In R, adica exista in mod unic constantele C; si C, reale asa ca
f(x0)=Yo si f'(x0)=y1, unde f este dat de (9).

Sa consideram problema Cauchy

y"=3y-2y; y(0)=1, y'(0)=1.
Ecuatia caracteristica este

A*=3) -2

cu solutiile & 1=1, A ,=2.
O solutie oarecare este deci f:R - R, f(x)=C,e* +C,e**.
Avem f'(x)=Ce* +2C,e**.
Rezolvarea problemei Cauchy revine la gasirea constantelor Cs si Cy

pentru care:

f(0)=C,+C, =1
f'(0)=C,+2C, =1’
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Exemplu.

Exemplu.

deci C,=1,C, =0.
Solutia problemei Cauchy este functia f:R - R, f(x)=¢€".

B) Cazul cand (8) are radacina dubla A 1=\ =p

In acest caz o functie f:R — R este solutie a ecuatiei (6) daca si numai
daca exista doua constante reale C; si C, cu proprietatea ca pentru orice
te Ravem:

f(t)=Ce"™ +C,te".
Siin acest caz problema Cauchy (7) are solutie unica, in acelasi sens cu
cel de la A).
Sa rezolvam problema Cauchy:

y"=2y'-y;  y(1)=0, y'(=1.

Ecuatia caracteristicd A>=21 —1 are solutia dubl3 p =1. Deci, o solutie
oarecare este f:R >R, f(x)=Ce* +C,xe*.
Solutia problemei Cauchy rezulta din conditiile:

f(1)=Ce+C,e=0

{f'(1)=C1e+2C2e=1’

Deci C, :—% si C, :g.

Functia solutie este deci f:R >R, f(x)=¢e*"(x-1).
c) Cazul cand (8) are doua radacini nereale distincte a=if, a+if, cu
B=0.

In acest caz o functie f:R — Reste solutie a ecuatiei (6) dacd si numai
daca exista doua constante reale Cy si C, cu proprietatea ca

f(t)=C,e* cosBt +C,e* sint, pentru orice te R. Si in acest caz problema
Cauchy are solutie unica.
Sa rezolvam problema Cauchy

y'=2y-2ys y()=0,  y';)=1.
Ecuatia caracteristicd A?=2)\ — 2 are radécinile 1—i si 1 +i. Deci o solutie
oarecare este f:R - R, f(x)=C,e*cosx+C,e*sinx.

Solutia particulara (solutia problemei Cauchy) rezulta din conditiile

f(z)=C,e2=0=C, =0

N3

T

f(Z)=-Ce2=1=C, = 2

N3

Functia solutie este f: R > R, f(x) = —e(x_Ej COS X .
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Raspunsurile
la test se vor
da n spatiul
liber din
chenar, in
continuarea
enunturilor.

Test de autoevaluare 15
1. Sa se rezolve problema Caucy:

y'=2 y@)=2.
X

2. Sa se rezolve problema Caucy:
y"=4y'-3y, y(0)=1, y'(0)=3.

Raspunsurile la acest test se gasesc la pagina 227 a acestei unitati
de invatare.
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3.10. Comentarii si raspunsuri la testele de autoevaluare

Test 1

1. a) Sa presupunem ca pentru o orice permutare p sirul (x,,,), tinde
catre a,, luand in particular, permutarea p data prin p(n)=n pentru orice
n, rezulta ca sirul (x,,), tinde catre a,.

b) Presupunem ca x, are ca limita pe a, . Sa consideram o permutare
p:N—>N. Fie V o vecinatate a punctului a,. Putem gasi n(V) cu
proprietatea ca x, €V pentru orice n>n(V). Deoarece p este surjectie,
putem gasi N(V) cu proprietatea p(A)>{0,12...,n(V)}, unde
A={012....,.NV)}.

Atunci, pentru orice n>N(V)+1 avem p(n)>n(V) (deoarece p este
injectie), ceea ce implica x,, €V .Am aratatca x,, tinde catre g, .

2. Daca [t]>1, rezultd ca |x,|=t|" ——, deci sirul (x,), este
divergent, fiind nemarginit.

Daca t=1 avem x,=(-1)", deci sirul (x ) este divergent, alternand
valorile 1 si —1.

Daca t=-1 avem x, =(-1)"-(-1)" =1 pentru orice n, deci sirul (x,), este
convergent.

Daca t <1avem | x, |</ t|" ——0, deci sirul (x, ), este convergent catre 0.

Test 2

, - 1 . ,
1. Este o serie geometrica cu ratia 2 din care lipseste primul termen (egal

cu 1). Suma seriei geometrice:

(3 o l3)
T+—+| = | +...+] = | +...
2 \2 2

este:

% _2

1— =

2
Deci suma seriei noastre este 2— 1=1.
(Varianta:
[1jn+1 _1
Sn—1+iz+.+1—2 2 >1
2 2 2" 1_1 "
2
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2. Numarul studiat este suma seriei zecimale neperiodice (cu termeni din
ce in ce mai rarefiati)

i+ 1 + 1 + 1 + +;+
10 10> 10* 10’ 10@+1 ’

Test 3

1. Evident f este continua in x=0 (este functie elementara, deci
limf(x)=7f(a) pentru orice acR).

Pentru functia g, avem:
—Daca 0<x<1, g(x)=[x]=0 deci Iig(\)g(x):o :
—Daca -1<x<0, g(x)=[x]=-1 deci Ii%g(x) =-1.

Prin urmare, g este discontinua in 0.
2. Avem functia f: R\ {0} > R, definita prin

2 2 2
. X . X X
2 = 2 = 2
_1-cosx _ (SmZJ (szj 1 S'nz 1

f(x) 2 2 = =5 50

X X 2 21 x
;) L2
2
3

Avem functile f,g:R\{0} > R definite prin f(x)=x-sinx si g(x)=x".
Se cere sa calculam

Test 4

Evident, g(x) =0 pentru x =0, deci enuntul are sens.

Aici =R, a=0, Iingf(x):lingg(x)=0 si g'(x)=3x*>#0 pentru x#0.

in plus:
f'(x) 1-cosx
g'(x) 3x°
La testul de autoevaluare (3) am calculat
lim = 1-cos x _ 1
x>0 x? 2’

deci limita ceruta este 11 = 1
23 6

2. Aplicam formula de derivare:

deci:
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2X

In(x +1) m-(x2+1)—(|n(x2+1))-2x 2x(1-In(x* +1))
xX>+1 ) (x? +1Y (X2 1)
Test5
1 3 1.3 N 1 1
1. _[;( dx:_dex:jxdx—j —dx =
o X“+1 o X +1 5 o X2+
2| ! 1(x?+1)'
20 29 x°+1 2 2y x°+1
Facem schimbarea de variabila
X¥+1=t = x=0, t=1
U x=1 t=2
2xdx =dt
dt Int| =In2.

1
Integrala propusa este egala cu:

1 g1z,

2 2 2

2. Functia care trebuie integrata este continua pe portiuni. Cu teoria
prezentata, integrala cautata este:

0 ! 2x+1 3
J‘de-i-j 1 :X— —J‘ 1+1J.g:
’ O2x+1 2 2x+1 2 29t
- 1(|n3—| n1)= 413
2
cu schimbarea de variabila 2x+1=t.

Test 6
1. Avem f:[-11 >R, f(x)=x* si g:[-11] >R, g(x):‘x3‘. Atunci f<g
(revine la a spune ca |x|4 < |x|3 ).

Deoarece g(x)=-x°, dacd -1<x<0 si g(x)=x%, dacd 0<x<1, vom
avea:

0

ariaS(f,g) = [ (9(x)~f(x))dx = [ (g(x)~F(x))dx + [ (g(x)—F(x))dx =

; 1 1 1.1 1 1
:[1(_)(3_X4)dx+.[(x3_X4)dXZZ_E+Z_§:E'

2. volum V(f)= nf(x" )dx = nf(x)z” dx = ﬁ(bz”” —a").

a a
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Test 7
g Pt g 2 2
n+1 n+1 n+1

Trebuie sa avem
2 1 n+1
< &
n+1 100 2
Agadar, putem lua n, =200.

>100©n+1>200 < n>199.

1
2. jx?’dx=%=0,25.

0
Avem f"(x)=6x <6. Putem lua M =6. Trebuie sa avem:
iz<i<:>iz<ic>n2>5<:>n23.
12n* 10 2n° 10

Putem lua n=3. Obtinem:

T,(f)= %(f(0)+f(1)+2(f(%j +
= 1(1+2(i+£D :1(1+
6 27 27 6

1. Intai presupunem ca x,——x, 1in (X,d), deci d(x,,x)——0.
Atunci, pentru orice n avem:

Test 8

o(x,,x) < bd(x,,x)——0,
deci 8(x,,x)——0, adicd x, ——> x in (X,3).

Invers, dacd x, —— x in (X,8), vom folosi inegalitatea:
1
d(Xn’X)—n)_S(Xn,X)'
a

2. Sirurile vor fi numerotate incepand cu n=1. Sirul (x,) este Cauchy,
unde:

X, :[1,1,...,lo,o,...,o,...j,
12 n

deoarece, pentru ¢ >0 datsi m>n>n(e)= [1] +1 avem:
€

<E€

II Xm _Xn ||: H(O’O""10!11L’-'-’1’0:01---J
n n+1 m

Daca ar exista, prin absurd, limx, = x, unde x:(a1,a2,...,ap,0,0,...), am
n

avea pentru orice n>p:
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Ix -xii=l[1-at-a, a1 oo
1 2 p " p+1p+2 'n

deci
1 o
|| x, — X || —— = numair fix etc.
p+1

Test9
1. Avem functia f: R — R, definita prin f(x)=sinx si trebuie sa aratam ca
nu exista limf(x)=sinx.

Daca ar exista limite de mai sus si ar fi egala cu /, atunci am avea
Iinmsin x, =1 pentru orice gir x, ——> oo (definitia cu giruri a limitei).
Pentru xn=g+2nn avem, insa, IiLnsinxn=1 si pentru x, =nm avem
Iinmsin x,=0.
Test 10
1. Avem, pentru orice t €[0,2x]:

f'(t) = (—nsint(cost)"",n(sint)"" cost).
2. Vom scrie

X _ x+1-1_ 1

f(x)= = =1- =1—(x+1)".
(x) X+1 X +1 X +1 ( )

Atunci:
f'(x)=(x+1)72,
fU(x)=(-2)(x + 1),
f™(x)=2-3-(x+1)*,

FM(x) = (=1)""nl(x +1)"" .

Test 11
3

1. g—f(a,b)z a

y (@° +b?)?

2 3
.y .y (X2 +y2 )2
3x°y? ‘ 3a’b?
- 5|~ 5
(x? +y?)? x-a (@% +b?)?
e
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2 3 5 3
g—i a,b)=§ X—3 (a,b)=-3a’b(a’ +b?) 2 =_L5_
y y (X2+y2)5 (az+b2)5

3
Lz=— 3—13——5J5.
Y (#s22p 52
Z00)=im C0=T00) - jm 2 -o.
y-0 y—O yaOy

2. Pentru z = -1, avem:
z _z+1-1_ . 1
z+1  z+1 z+1

Avem (v. testul (10)):
f(z)=(=1""nl(z+1)"",
deci F(i) = (=1)""'n(i + 1", deci:

o0

f(z)= Z F’)(z iy _Z( WG +1) "Nz

pentru |z—i|<|-1-i|=[1+i|=v2 (v. si teoria).

Test 12
Pentru 0 <A <1, avem:

A
[———dx=-2i~x| =217 +2—=—2,
0 1_X 0

1-0

1

deci | ——=dx=2
! N1-x

2. a) Daca 1< A <, avem:

Iy
-X _ —x}‘_ -\
e'dx=-e"| =" +1———1
0 —>0

deci j e “dx=1.
0
b) Daca 1< A <o, avem:
A ) 1 ) A , A ) A
je‘x dx=je‘x dx+je‘x dx=A+je‘X dx<A+je‘de
0 0 1 1 1
deoarece x° > x pentru x >1.

A
Deoarece iimje‘xdx exista si este finita (vezi si a)), rezulta ca exista si

x
este finita iimje‘xzdx etc.
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Test 13

1 1 1
1. [xdi = [t 1+(2t)2dt=jt\/1+4t2dt:%j\/1+4t2-(1+4t2)'dt:
Y 0 0

5

1
=E(53/2 _1)’
1

12
—_ du__ 3/2
-[\/7 8 3

cu schimbarea de variabild 1+4t> =u.

2n 2n
2. jxdx+xydy = J.cost(—sint)dt+ Icostsintcostdt =
Y 0 0

cu schimbarea de varibila cost =u
Test 14

1 4

2n 2n 1 1
= jcost(cost)’dt— J.(cost)z -(cost)'dt :_[udu—juzdu =0,
0 0 1 1
2

1. ijxydxdy dex]{jydy} [’; ][Vg

2. Multimea D este domeniu simplu in raport cu Oy, generat de functiile
u:[01->R, u(x)=0 si v:[0,1]>R, v(x)=1-x (se determina y din
ecuatia x+y =1).

]—1-1(164)—3.

0 2

Integrala cautata este deci:

1( v(x) 1/1-x 1

_[L I xzdy]dx = _f('f x2ddex = jx2(1—x)dx =
0 o\ o 0

1 1
J.(x -X )dx_g—Z:—.

0

-
—_—

Test 15
1. Avem problema Cauchy:

y'=a0by) =5y, ¥2)=2,

unde a:(0,0) >R, a(x):i2 si b:R—>R, by)=y.
X

d _

LI
dx  x?

<:>—:d—)2(<:>ln|y|:—1+C.
y X X
Deoarece y(2)=2>0 avem: |y |=y >0, deci

Iny:—1+C (1)
X

Din(1): x=2=y =2, deci In2:—%+C:>C:In2+%.
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A,
Tot din (1) obtinem y=e * C, deci solutia este:

L In2+

f:(0,0) >R, f(x)=e * 2 26 X2,
2. Avem ecuatia caracteristica:

M =4r-3 <A\ -40+3=0,
cu solutile A, =1, &, =3.
Solutia generala este data de

y(x)=Ae* + Be**.
y'(x) = Ae* +3Be** si atunci:
y(0)=A+B=1, y'(0)=A+3B=3,

deci A=0, B=1. Solutie este f:R -> R, f(x)=€*.
2.11. Lucrare de verificare pentru studenti

Indicatii de redactare. Problemele se vor rezolva in ordinea din textul enuntului.
Rezolvarile se vor expedia pe adresa tutorelui.

1 punct din oficiu

1p 1. Sa se determine a € R astfel incat sirul (x,, )n definit prin:

o _(@*-3a+2)n° +n® +1

" an®+n+1
sa aiba proprietatea ca Iinm x =1.
1p 2. Sa se calculeze suma seriei:
1
=
1p 3. S4 se studieze continuitatea functiei f : R> - R, definita prin:
X+y

T daca (x,y)=(0,0)

0, daca (x,y)=(0,0)
1p 4. S& se arate ca functia f: R*> - R definita prin
x> +y°
f(x,y)=< x*+y?*’
0, daca (x,y)=(0,0)

daca (x,y)=(0,0)

are derivate partiale in toate punctele (a,b) € R* si sa se calculeze aceste
derivate partiale
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1p

1p

1p

1p

1p

5. Sa se calculeze:

Ixzdx + xydy ,
Y

unde v:[-11 — R? este definit prin y(t) = (t*,t%).

6. Sa se calculeze:

_” Xty dxdy

2
Dx+1

unde D =[0,1]x[0,2].

7. Sa se rezolve problema Cauchy:

y'=(x+10y*,  y(0)=1.

8. Fie p un numar prim. Pentru orice numar natural nenul n definim
u,(n)= exponentul lui p Tn descompunerea unica a lui n in factori primi (de

exemplu:

U3(6) = U3(2‘3) =1, U3(9) = U3(32) =2, U3(10) = U3(2 -9)=0).
Pentru orice numar rational nenul x :% definim:

v,(x)=u,(Im|)-u,(nl)
a) Aratati ca v,(x) depinde numai de x si nu depinde de reprezentarea lui

. m
x ca fractie de forma x=—.
n

b) Pentru orice doua numere rationale x si y definim:
v (x-y), daca x=y
Sp(xy)=1 " 3
0, daca x=y
si fie d,:QxQ— R definita prin dp(x,y)zp_v”(x_y). Aratati ca d, este o
distanta (numita distanta p—adica).

9. Fie a si b doud numere strict pozitive. Aratati ca functa M:R*> >R,
definita prin M(x,y)=a|x|+b|y|, este o norma pe R?.
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