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Prefata

Cartea aceasta este o versiune dezvoltatda a cursului tinut de autori la anul
I al Facultatii de Matematica a Universitatii din Bucuresti. Totusi, in fata unor
studenti ideali, aproape intreg materialul se poate acoperi in doua semestre cu cate
sase ore pe saptamana.

Textul respecta programa analiticd in vigoare la facultatea in care activam. Nu
mai putin, sperdm ca am scris o lucrare cu ganse de viata mai lunga decat programa
care ne-a ghidat. Pe de alta parte, continutul primelor doua capitole se pliaza bine
pe programa cursului de algebri liniara si geometrie de la facultatile tehnice.

Capitolul 1 expune notiunile necesare de algebra liniard. Nu este un mini
curs de algebri liniard, ne-am restrans la algebra liniara finit dimensionali, nu am
discutat forma canonicd Jordan a endomorfismelor etc. Asta deoarece, cu exceptii
neglijabile, tot materialul prezentat aici

este folosit in capitolele ulterioare.

Capitolul al 2-lea introduce geometria afind wvia algebra liniard (adicd nu sin-
tetic). O atentie deosebitd am dat reluarii unor rezultate clasice (teoremele lui
Thales, Ceva, Menelaus etc.) si, mai ales, teoriei hipercuadricelor in spatii afine gi
euclidiene. Am detaliat, cu exemple numerice complet lucrate, descrierea conicelor
si cuadricelor euclidiene.

Capitolul al 3-lea este dedicat geometriei proiective. Aici, metoda utilizata
este cea axiomatica sinteticad. Dupa ce construim corpul coordonatelor asociat unui
spatiu proiectiv sau plan

proiectiv desarguesian, trecem, in cazul unui corp comutativ, la dezvoltarea
geometriei analitice (in coordonate) proiective. Un spatiu amplu ocupd hipercua-
dricele proiective gi notiunile geometrice legate de acestea: polaritate, dualitate,
biraport. De asemenea, teoremele Pascal, Brianchon, Steiner. Odata recuperata
geometria afind pe complementara unui hiperplan al spatiului proiectiv, am indi-
cat cum se face trecerea de la proprietati afine la proprietati proiective si reciproc.
Capitolul se incheie, pour la bonne bouche, cu o — vail, prea — succinta introducere,
in teoria curbelor algebrice.

In capitolul al 4-lea am explicat, pe scurt gi informal, ideile accesibile la acest
nivel din Programul de la Erlangen. Speram

sa motivam astfel, post festum, maniera pentru care am optat in prezentarea
geometriei.

Cartea se incheie cu doud anexe cuprinzand fapte elementare de algebra: regula
lui Laplace gi faptul ca luarea determinantului comutd cu inmultirea matricelor
patrate.

Cele 298 de exercitii, cu grade diferite de dificultate, sunt raspandite in text
(cele care ilustreaza nemijlocit notiunile teoretice expuse sau la care facem referiri
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ulterioare) sau grupate la sfargit de capitol. Unele dintre ele au indicatii de re-
zolvare.

Din ratiuni didactice si cu gandul la alte cursuri pe care cel de geometrie trebuie
sa le ajute, am renuntat uneori la rigoarea gi coerenta expunerii. Aga se face cid am
tratat separat, cu detalii, chestiuni de geometrie afind (de exemplu, teoria hiper-
cuadricelor afine si euclidiene) desi ele s-ar fi putut deduce din notiunile proiective
corespunzatoare.

Gandita initial ca un curs, cu un sumar limitat, cartea aceasta a luat proportii
pe nesimtite, aproape fara stirea autorilor. Din motive de spatiu gi de supunere
la obiect (un curs de doud semestre, in definitiv), am renuntat la unele capitole
importante: convexitate in spatii afine reale (prezentatd doar succint, sub forma
de exercitii, la finalul capitolului al doilea), geometrie hiperbolica, etc. Exista, din
fericire, nu putine carti care o suplinesc pe a noastra.

Speram sa fi scris un text independent de context care se adreseaza studentilor
facultatilor de matematica, fizica, tehnice, dar gi profesorilor de matematici si, in
general, oricui e interesat de geometrie.

* * *

Primul autor a beneficiat de sprijinul material al programului Tempus in mai
si iunie 1997 cand a facut o parte din documentare la Departamentul de Matema-
tica al Universitatii din Dortmund. Mii de multumiri colegului Tudor Zamfirescu
(coordonatorul programului Tempus la Dortmund) pentru ospitalitate gi pentru
excelentele conditii de lucru de acolo.

Ambii autori au avut numai de castigat de pe urma numeroaselor discutii
matematice purtate cu colegii Lucian Badescu

si Barbu Berceanu; acesta din urma a avut chiar rabdarea sa citeasca atent
manuscrisul gi sa faca observatii care au contribuit efectiv la imbunétatirea textului.
Autorii le sunt recunoscitori amandurora.

Se cuvin, de asemenea, multumiri lui Radu Slobodeanu pentru realizarea, figu-
rilor.

Autorii multumesc fundatiei Theta pentru cd a acceptat publicarea cartii si,
mai ales, Cristinei gi lui Aurelian Gheondea pentru ajutorul dat la tehnoredactare.

Noiembrie, 2000.

* * *

In prezenta editie, a doua, am corectat cateva gregeli care se strecurasera in
prima (multumim celor care ni le-au semnalat pe unele dintre ele) gi am adiugat
un numar de exercitii.

Multumim fundatiei Theta pentru ci a acceptat distribuirea gratuita, on-line
a cartii.

August, 2003.
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CAPITOLUL 1

Elemente de algebra liniara

1. Spatii vectoriale. Definitii. Exemple

...spatiul este o regiune cu trei dimensiuni in cantitati
liniare (intelesul acestei afirmatii va fi suficient de clar fira
alte explicatii). Toate faptele intuitive izolate pe care le-am
mentionat sunt doar forme deghizate ale acestui adevar. Acum,
daca pe de o parte e foarte satisfacitor sa fii in stare sa dai
o baza comuna in teoria cunoasterii pentru multele feluri de
afirmatii despre spatiu, configuratii spatiale si relatii spatiale
care, luate laolalta, constituie geometria, pe de alta parte tre-
buie accentuat ca asta demonstreaza cu claritate cu cata putina
indreptéatire pretinde matematica sa expund natura intuitiva a
spatiului. Geometria nu contine nici urméa din ceea ce face din
spatiul intuitiv ceea ce este in virtutea propriilor calitati distinc-
tive... E lasat metafizicii sa faca acest lucru ,,comprehensibil “ sau
sa arate de ce si in ce sens e incomprehensibil. Noi, ca matem-
aticieni, avem motive sa fim méandri de minunata adancime la
care am ajuns in cunoagterea spatiului, dar, in acelagi timp, tre-
buie sa recunoagtem cu umilinta ca teoriile noastre conceptuale
ne permit sa intelegem doar un aspect al naturii spatiului, acela
care, in plus, e mai formal gi superficial.

H. Weyl, Spatiu- Timp-Materie
Fie K un corp comutativ cu element unitate notat 1 gi element nul notat O si
V' o multime nevida, fixata.

DEFINITIA 1.1. V este un spatiu vectorial peste corpul K daca exista operatia
internd + : V x V — V (numita adunare) si operatia externd - : K x V — V
(numitd fnmultire cu scalari) cu urmitoarele proprietéti:

1) (V,+) este grup abelian;

2) 1-x = x pentru orice x € V;

3) a-(b-x) = (ab) -z pentru orice z € V si a,b € K;

4) (a+b)-x=a-x+b-x pentru orice z € V gi a,b € K;

5 a-(x+y)=a-z+a-y pentru orice z,y € Vgia € K.

Elementul nul al grupului (V, +) va fi notat 0 (la fel ca elementul nul al corpului
K). Opusul lui z va fi notat —z. De obicei, inmultirea externa a lui V' va fi notata
prin simpla juxtapunere, ca si cea a lui K. Cititorul va evita confuziile examinand
cu atentie contextul. Vom numi vectori elementele lui V i le vom nota, in general,
cu minuscule de la sfargitul alfabetului latin. Minusculele de la inceputul alfabetului
latin si cele din alfabetul grec vor nota elementele lui K (numite scalari).

Atunci céndA vrem sa precizam corpul peste care e considerat un spatiu vecto-
rial scriem Vk. In cazul K = R (respectiv C) vom vorbi despre un spativ vectorial
real (respectiv complex).
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Urmitoarele afirmatii sunt consecinte directe ale axiomelor din definitie:
a) —z = (—1)x;
b) 0z = 0.

OBSERVATIA 1.1. A doua axiom3, 1z = z, e esentiala: ea asigura o inmultire
cu scalari nebanald. In absenta ei ar fi posibil axz = 0 pentru orice a € K (relatie
necontradictorie cu celelalte axiome): un caz complet neinteresant.

Dam in continuare o serie de exemple la care ne vom raporta mereu pe parcursul
lucrarii. Cititorul este invitat s testeze fiecare notiune nou introdusa pe unele
dintre acestea. La fiecare exemplu lasam verificarea axiomelor pe seama cititorului.

ExEMPLUL 1.1. Orice corp K e spatiu vectorial peste el insusi. inmult;irea de
inel a lui K functioneaza ca Inmultire externd. Mai general, dacd H C K este
un subcorp, atunci Ky are structura naturala de spatiu vectorial. In consecinta,
putem considera spatiile vectoriale Cc, Cr, Cp, Rr, Rgp etc.

EXEMPLUL 1.2. Daca Vi, V5 sunt doud spatii vectoriale peste acelasi corp K,
atunci produsul lor direct V7 x V5 poate fi inzestrat canonic cu o structura de spatiu
vectorial peste K definind

def
(v1,v2) + (w1, ws) = (v1 + w1, v2 + wo);

a(vy,vs) def (avy,avsy).
pentru orice (v1,vs), (w1, ws) € Vi X Va, a € K. In mod clar constructia se poate
extinde la produsul direct al unei familii num3arabile de spatii vectoriale peste acelagi
corp. In particular, obtinem astfel un exemplu fundamental, spatiul vectorial K™,
n € N. Sa observam ca in acest caz e dificil de imaginat o inmultire interna naturala
cu proprietati bune.

ExXeEMPLUL 1.3. Fie M(m,n; K) multimea matricelor cu m linii, n coloane
gi elemente din K. Cu adunarea (uzuald) a matricelor gi inmultirea cu scalari
a(a;j) = (aai;), M(m,n; K) devine spatiu vectorial peste K. Atunci cand m =n
vom scrie simplu M(m; K). Spatiul K™ din exemplul anterior poate fi obtinut si ca
un caz particular al celui de fatd: K"=M(1,n; K).

EXEMPLUL 1.4. Fie Vk un spatiu vectorial si £ o multime oarecare, amorfa
(in sensul ca eventuala ei structura algebrica, topologicé etc. nu intra incd in discuti-
e). Atunci VF := {f : E — V} dotata cu operatiile (f,g) € VExVF  f+ge VF
si(a,f) € K x VP af € VE definite prin:

def def

(f+9)@) S f(x)+9(z), (af)(@)= af(x), VzeE,ackK.
este un spatiu vectorial. Daci punem E = {1,2,...,m} x {1,2,...,n}, avind in
vedere exemplul anterior, regisim M(m,n; K) = K¥. De asemenea, multimea

sirurilor numerice infinite se identific cu KN. In particular, multimea K[X] a poli-
noamelor intr-o nedeterminata, cu coeficienti din K, este un spatiu vectorial peste
K. De asemenea, cu operatiile uzuale, inelul polinoamelor in n nedeterminate
K[Xi,...,X,] s inelul seriilor formale in n nedeterminate K[[X1,...,X,]], devin
spatii vectoriale.

EXEMPLUL 1.5. Fie acum A € M(m,n; K). Submultimea lui K™ S(A)={X €
K™ AX = 0} (multimea solutiilor unui sistem omogen) este un spatiu vecto-

rial peste K. Adunarea gi inmultirea cu scalari sunt cele din K™. Stabilitatea
lui S(A) fatd de ele e evidentd. Acesta este primul exemplu de spatiu vectorial care
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apare ca o parte stabild a unui alt spatiu vectorial. Este un fapt nebanal care va
conduce mai departe la notiunea de subspatiu vectorial.

ExXEMPLUL 1.6. Fie  spatiul geometric 3-dimensional. Presupunem fixat un
sistem de axiome (de incidenta, ordonare, separare, distantd etc.; de exemplu cel
construit in manualul de clasa a X-a), astfel incat sa putem vorbi despre paralelism,
mijloace de segmente etc. Pe produsul cartezian {2 x (2, ale carui elemente se numesc
bipuncte, se definegte relatia de echivalentd (A, B) ~ (A4', B') daca:

1) Atunci cind A # B, A' # B', A # B', B # A, mijlocul segmentului [AB']
coincide cu mijlocul segmentului [A'B].

2) Atunci cdind A = B (respectiv A’ = B’), are loc si A’ = B’ (respectiv
A=B).

Doua bipuncte echivalente se numesc echipolente. O clasa de echivalenta se
numegte vector liber (alunecator). Notatia clasicd pentru clasa bipunctului (A4, B)

—
este AB. E usor de viizut cd multimea V = Q x Q/ ~ a vectorilor liberi coincide
cu multimea vectorilor definiti de fizicieni prin directie, sens, modul gi punct de
aplicatie. Urmatoarele proprietati sunt imediate:

— —

—
a) AB=CD < AC= BD;

— —
b) Pentru orice 4, B, O € ( exista un unic punct X €  astfel incit AB= OX;;

— — — — — —
c) AB=A'B', BC=B'C' = AC= A'C".
Fie acum u,v € V. Pentru a defini u + v, fixam O € ), alegem A, B € () astfel
incat (0, A) € u, (A, B) € v gl punem

u—}—v:ﬁ—}-A ng?.

Proprietétile b), ¢) ne asigura ci definitia e corectd. Verificiri imediate arati ca

—
(V,+) e un grup comutativ (cu element nul 0 =AA). Inmultirea cu scalari reali se
definegte dupd cum urmeazi: 0 - u=0; dacd a > 0, alegem un reprezentant (O, A)

pentru u, determinam pe semidreapta [OA) unicul punct B astfel incat lungimea
—

segmentului [OB] sa fie de a ori lungimea segmentului [OA] §i punem a - u =0OB.

Daci a < 0, alegem B pe semidreapta opusd semidreptei [O A), astfel incét lungimea
—

segmentului [OB] s4 fie de |a| ori lungimea segmentului [OA] si punem a-u = OB.
Ca gi in cazul adunarii se constata ugor ca definitia inmultirii nu depinde decat de
a gi u. Cu aceste operatii V devine un spatiu vectorial real. Este cel mai simplu
exemplu de structura algebrica definita pe un spatiu geometric.

OBSERVATIA 1.2. Se poate defini o notiune de spatiu vectorial si peste un corp
F necomutativ. Dar atunci vom distinge intre un spatiu vectorial la stanga gi un
spatiu vectorial la dreapta. Modul cum sunt scrise axiomele in definitia noastra
corespunde primei situatii. In al doilea caz vom avea z1 = 1, (x + y)a = za + ya
etc. Daca notdm F* dualul corpului F' (adica acel corp in care produsul x al
elementelor a, b se definegte prin a * b = ba, juxtapunerea notand inmultirea din
F), vedem c& orice spatiu vectorial la stdnga peste F poate fi considerat spatiu
vectorial la dreapta peste F™* gi reciproc. Astfel ca e suficient sa se discute spatiile
vectoriale la stanga. Evident, daca F' e comutativ, cele doud notiuni coincid. Vom
intalni un exemplu de spatiu vectorial la stanga in capitolul de spatii proiective.

2. Combinatii liniare. Baze. Coordonate

2.1. Sisteme de generatori. Fie acum vq,...,v, vectori arbitrari in spa-
tiul vectorial V. Inmultind, respectiv, fiecare dintre ei cu un scalar oarecare a; si
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suméand (singurele operatii permise intr-un spatiu vectorial) se obtine un nou vector
de forma

V= a1v1 + agvy + - - -+ apUy,.

Un asemenea vector este o combinatie liniard a vectorilor v; cu scalarii a;.
O combinatie liniara egald cu 0 se numeste nuld.
O combinatie liniara cu toti coeficientii nuli se numeste triviald.

N.B. Nu vom folosi decat combinatii liniare finite.

EXEMPLUL 1.7. Orice vector v = (z1,...,2,) € R se poate scrie ca o combi-
natie liniard a vectorilor ¢; = (0,...,1,...,0), (1 apare pe pozitia 7). Intr-adevir,

UV =1x1€1 + Ta€y + -+ Tpep.

DEFINITIA 1.2. Dat un sistem (eventual infinit) S de vectori din V', mul{imea
tuturor combinatiilor liniare finite de vectori din S se numegte acoperirea (inchide-
rea) liniard a lui S gi se noteazd L(S) sau (S).

Formal:

k
LS)={zeV|z=) am, z:€S, a; € K, ke N},
i=1

OBSERVATIA 1.3. S C L(S5).

EXEMPLUL 1.8. 1) Fie z; = (1,0,0), zo = (1,1,1) € R®. Atunci L(S) =
{(a+b,b,b) ; a,b € R}. Sa observdm ci in acest caz L(S) e strict inclusa in R3.

2) Fie S ={1,X,X?,...,X",..} CK[X],S1 ={1,X-1,(X -1)%,...,(X -
1)",...}. Atunci L(S) = L(S1) = K[X] (verificati!). Daca, in schimb, S’ =
{1,X,X2 ..., X*} vom avea L(S') = {f € K[X] | grad(f) < k}.

DEFINITIA 1.3. Fie U C V o submultime a unui spatiu vectorial. O multime
S C V cu proprietatea ca L(S) = U se numegte sistem de generatori al lui U.
Daca U =V, S se numegte, simplu, sistem de generatori. Un spatiu vectorial care
admite un sistem finit de generatori se numeste finit generat.

Deoarece pentru orice spatiu vectorial, S = V este un sistem de generatori
(trivial, cel mai mare posibil), e clar ci existd intotdeauna sisteme de generatori
(infinite, in general). Unele spatii vectoriale admit gi sisteme de generatori finite; e
cazul lui R” cu S = {ey,...,en}. Altele nu: incercati sa generati orice polinom cu
numai un numér finit de polinoame!

OBSERVATIA 1.4. Fie S un sistem de generatori, z ¢ S. Atunci S U {z} e tot
un sistem de generatori.

Fie acum X C V si z € X cu proprietatea cd © € L(X — {z}), adici exista
T1,...,%, € X, toti diferiti de z, si scalarii ay,...,a; astfel incat z = ), a;z;.
Echivalent, putem scrie

lx —ayxy —--- —agzy, = 0.

Am scris 1z si nu simplu z pentru a marca in combinatia liniara anterioard mécar
un coeficient cu siguranta nenul. O submultime cu proprietatea aceasta se zice
liniar dependenta. Mai precis, avem urmatoarea:
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DEFINITIA 1.4. O submultime U cu proprietatea ca existd macar o combinatie
liniara nula a unor elemente ale ei, cu cel putin un coeficient nenul, se numegte
liniar dependenta.

O submultime U cu proprietatea cd orice combinatie liniard nula a unor ele-
mente ale ei e triviala se numeste liniar independenta.

Un vector x € V se zice liniar independent (respectiv liniar dependent) de
multimea S C V, dacd z ¢ L(S) (respectiv z € L(S5)).

ExeMPLUL 1.9. Sistemul {e; = (0,0,...,1,...,0)}, (1 pe pozitia i, 0 pe toate
celelalte pozitii), ¢ = 1,...,n, e liniar independent in R”. Intr-adevar, daca

aie; +---+ane, =0,

atunci, tindnd cont de expresia lui e;, deducem ci vectorul (aq,...,a,) e nul, adica
t0§i a; = 0.

Urmatoarele proprietati sunt imediate; lasam demonstratia lor in seama citi-
torului:

e Dacd z # 0, atunci {z} e liniar independent.
e Orice submultime nevidd a unui sistem liniar independent e liniar inde-
pendenta.

In plus, avem:

OBSERVATIA 1.5. Un sistem ordonat de vectori e liniar independent daca si
numai dacd fiecare vector e independent de predecesorii sii (a trebuit sa consideram
sistemul ordonat tocmai pentru ca notiunea de predecesor si aibi sens).

OBSERVATIA 1.6. Daca din sistemul de vectori S se indeparteaza vectorul x
care e liniar dependent de S — {z}, atunci L(S) = L(S — {z}).

Exemplul 1.9 sugereaza introducerea urmatoarei notiuni:

DEFINITIA 1.5. Se numegte bazd a unui spatiu vectorial o submultime liniar
independentd care e si sistem de generatori. O baza ordonata se numegte reper.

ExemMpPLUL 1.10. Baza {e; = (0,...,1,...,0)},i=1,...,n alui R" se va numi
canonicd.

Matricele E;; care au toate elementele nule, afara de cel de pe pozitia (ij) care
este 1, formeaza o baza in spatiul vectorial al matricelor dreptunghiulare de tip
fixat.

Polinoamele 1, X, X2 ..., X", ... formeaza o bazi in K[X]. De asemenea, o
altd bazi a acestui spatiu este {1,X — 1,(X — 1)%,...,(X — 1)",...} si {1,i},
{1 —1,1 +i} sunt doud baze ale lui Cg.

Am vazut cd un spatiu vectorial poate avea mai multe baze. In exemplele
prezentate, bazele aceluiagi spatiu au acelagi cardinal. Este, in fapt, adevarat
enuntul general:

TEOREMA 1.1. Orice spativ vectorial are (mai multe) baze. Orice doud baze
ale unui spatiu vectorial finit generat au acelasi cardinal.

Existenta bazelor pentru spatii vectoriale infinit generate se face folosind Lema
lui Zorn. Noi vom prezenta aici doar demonstratia cazului finit generat. Avem
nevoie de

ProPOZITIA 1.1. Orice sistem finit S de vectori cu mdcar un vector nenul are
un subsistem liniar independent cu aceeagi acoperire liniard ca §i S.
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Demonstratie. Fie S = {z1,...,2,} o submultime a lui V', cu macar un ele-
ment nenul. Nu avem decét sa parcurgem multimea si s elimindm pe rand fiecare
vector care e 0 sau dependent de predecesori. Existenta macar a unui element nenul
ne asigura cd ceva riméne, iar observatiile 1.5, 1.6, ci in final obtinem un subsis-
tem liniar independent. Daca va plac demonstratiile formale, considerati toate
submultimile independente ale lui S (exista gi sunt in numar finit). Alegeti una
cu cel mai mare cardinal gi aratati ca orice alt element din S e dependent de ea,
altfel addugandu-i-1, ati obtine o submultime liniar independenta cu cardinal strict
superior. O

Acum, dacd V e finit generat, nu avem decdt sa aplicdm rezultatul anterior
unui sistem de generatori oarecare §i obtinem o baza.

Propozitia de mai sus se mai poate exprima astfel: Din orice sistem de gene-
ratori se poate extrage o bazd.

Trecem acum la demonstrarea faptului ci orice doua baze au acelagi cardinal.
Sa ardtam intai:

PROPOZITIA 1.2. ( a schimbului; Steinitz!) Fie {1, ..., T} un sistem de gene-
ratori al lui' V' gi {y1,...,ym} liniar independenti. Atunci {y1,...,ym} genereazd,
de asemenea, V.

De aici rezulta:

COROLARUL 1.1. Orice sistem de generatori ol unui spativ finit generat are
cardinalul cel putin egal cu cel al oricarui sistem liniar independent.

Demonstratie. Fie m cardinalul unui sistem de generatori si fie {y1,...,¥m+1}
in V. Daca primii m dintre ei sunt dependenti, cu atat mai mult tot sistemul va fi
dependent. Daca primii m sunt independenti, atunci ei genereaza V', conform pro-
pozitiei 1.2. In consecinta, y,,+1 depinde de predecesori i sistemul este dependent.

d

Demonstratia faptului ca orice doua baze ale unui spatiu finit generat au acelasi
cardinal este acum aproape evidenti: considerand B; sistem de generatori si By sis-
tem independent avem #B; > #B2; inversdm rolurile pentru a obtine gi inegalitatea
inversa. Dam, in fine, acum:

Demonstratie. (a propozitiei 1.2) Ideea e ca, in pagi succesivi, sd inlocuim
fiecare x; cu un y; fara sa modificim acoperirea lor liniara.

Deoarece {z;} genereazi V putem scrie y1 = a121 + -+ + amTmy. Alci unii
coeficienti pot fi nuli, dar nu toti pentru ci 0 nu poate sta intr-un sistem inde-
pendent. Putem presupune a; # 0, altfel renumerotam. Atunci z; se exprima in
functie de y1,%2,..., Tm:

1 as am
1=~ — —T2— =~ —Tm:
a1 ai ai
Deci L({y1,%2,-.-,Zm}) = L{z1,%2,...,2m}) = V.

Repetam procedeul pentru ys: el se exprima ca y2 = biyr + baza + - -+ + by Ty
Dintre bs, ..., by, unul macar e nenul, altfel y» ar depinde de y;, contradictie cu
liniar independenta y-cilor. Presupunem by # 0. Rezulta ca x5 se exprima in functie
de y1,y2,%3, ..., Tm. Astfel, L({y1,92,...,Zm}) = LH{y1,22,...,2m}) = V.

Repetam rationamentul pentru ys si dupa un numar finit de pagi, ajungem la
L{y1,y2,---,Ym}) = L{z1,%2,...,2m}) = V. Observati ca, esential in demon-
stratie este ca cele doud sisteme de vectori sa aiba acelagi cardinal. a

1Steini‘cz, 1871-1928, matematician german.
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In lipsa altei precizari, spatiile vectoriale abstracte cu care vom lucra
sunt finit generate.

DEFINITIA 1.6. Cardinalul comun al bazelor unui spatiu vectorial se numegte
dimensiune. Notam dim V sau, cand trebuie precizat corpul, dimg V.

Vom vedea in capitolul consacrat aplicatiilor liniare ca toate spatiile vectoriale
de aceeasi dimensiune (finita) peste un corp K se identifica, necanonic, cu K.

ExErcITIUL 1.1. dimg K = 1, dimg K™ = n, dimg{f € K[X] | gradf < m} =
m+ 1, dimg M(m,n; K) = mn.

EXErcITIUL 1.2. Vectorii (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0) formeazi o bazi in R3,
EXERCITIUL 1.3. Construiti o bazi a lui R® care s& conting vectorul (1,1, 1).

ExXERCITIUL 1.4. S& se arate cd daci {f1,..., fn} € 0 bazd oarecare a lui R” peste R,
atunci {f1,1f1, f2,1if2,--., fn,ifn} formeazi o bazi a lui C* peste R. Deci dimg C* = 2n.

OBSERVATIA 1.7. Spatiul vectorial cu un singur element, 0, e o exceptie: nu

contine nici un sistem liniar independent. De aceea, prin conventie, vom pune
dim{0} = 0.

Tata si cateva consecinte simple ale propozitiei 1.2. Direct din corolarul 1.1
obtinem:

COROLARUL 1.2. Fie dimV =n. Atunci:
(i) Orice sistem de generatori are cel putin n vectori;
(ii) Orice sistem independent are cel mult n vectori.

Cu alte cuvinte: dimensiune = numar maxim de vectori liniar independenti =
numar minim de generatori.

COROLARUL 1.3. Intr-un spatiu n-dimensional, orice sistem independent cu n
vectori e sistem de generatori; gi orice sistem de generatori cu n vectori e liniar

independent. In ambele cazuri avem de-a face cu o baza.

Demonstratie. Fie S = {v1,...,v,} independent, v € V arbitrar. C4 S e sistem
de generatori rezulta direct din propozitia 1.2.

Fie acum G = {u1,...,u,} sistem de generatori. Din el se poate extrage o
submultime care e baza. Aceastd submultime nu poate fi proprie pentru ca toate
bazele au acelasi cardinal. Deci G e bazi, in particular liniar independent. O

Pandantul propozitiei 1.1 este:

COROLARUL 1.4. Orice sistem liniar independent se poate completa la o baza.

Demonstratie. Fie S = {v1,...,v}. Presupunem k < n =dimV, altfel S ar fi
deja o baza si nu ar fi nimic de demonstrat. Cum S nu e sistem de generatori, exista
Vg1 € L(S). Rezulta imediat c& {v1,..., vk, Vg4+1} € liniar independent. Daca nici
acest sistem nu genereaza V', repetam rationamentul gi gasim un vector vgyo astfel
incat {v1,...,Vk, Vkt1,Vk42 € liniar independent. Dupa un numar finit de aplicari
ale acestui rationament obtinem un sistem independent de n vectori care, conform
corolarului 1.3, e o baza. |

ExerciTivL 1.5. S3 se includd vectorii (1,0,1), (1,1,1) intr-o bazi a lui R®.
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Fie acum B = {e;,...,en} 0 bazd a lui V. Deoarece B e sistem de generatori,
orice vector z € V se descompune
(1.1) T =1x1€1 +Toeg + -+ TpHe,.

Dac4 ar exista si 0 a doua descompunere, = ) x}e;, atunci am avea y_(x;—z})e; =
0. Cum B e liniar independent, egalitatea anterioard atrage dupa sine anularea
tuturor coeficientilor, adicd x} = x; oricare ar fi ¢ = 1,...,n. Am demonstrat:

PROPOZITIA 1.3. Intr-o baza fizatd, fiecare vector al spatiului se descompune
unic dupa formule (1.1). Dacd baza e ordonatd (adicd este un reper), scalarii
(z1,...,%n) se numesc coordonatele lui x in reperul B .

Este adevaratd si proprietatea reciproca (pe care cititorul o va demonstra sin-
gur): Daca, intr-un sistem de generatori fizat, orice vector are descompunere unicd,
sistemul e liniar independent, adicd e o baza.

Astfel, componentele x1,...,z, ale unui vector oarecare (z1,...,z,) din R®
sunt coordonatele sale in reperul canonic.

Deoarece un spatiu vectorial are mai multe baze, e important s stim cum

depind coordonatele unui vector intr-un reper de coordonatele aceluiagi vector in

alt reper. Fie B,B' doud repere ale lui V, (z;), respectiv (z}) coordonatele unui

x € V arbitrar. Putem descompune fiecare element e; € B’ in functie de reperul B.
Avem
6; = Z aji€;.
J

Matricea A = (a;;) care apare se numeste a schimbari de reper sau de trecere de la
B la B'. Dacd A’ e matricea care face trecerea de la reperul B’ la reperul B, atunci

— E o § ! § : i
ei — ajiej — aji ak]ek
J J k

deci
!
E akjaji = 5,-j.
J

Rezulta ca o matrice de trecere e inversabila si ca trecerea de la un reper la altul gi
reciproc se face cu matrice inverse una alteia. Scriem acum:

— N ! p . — ol .
z= E i€ = E 2 E ajiej = E , E ajiT; | €5,
i i J J i

de unde obtinem, avind in vedere unicitatea coordonatelor:
_ !
(12) T = E Aj;T;-
i

In notatie matriceald, X ='(zy,...,,), putem scrie
B =AB = X = AX".

EXERCITIUL 1.6. S& se arate c3 daci A, respectiv A’ este matricea de trecere de la
reperul B la reperul B', respectiv de la B’ la B”, atunci AA’ face trecerea de la B la B”.

EXERCITIUL 1.7. Fie zo € K™ fixat, avdnd coordonatele (z1,...,T,) intr-un reper
fixat B. S3 se construiasci un reper B’ in care coordonatele lui z si fie (1,0,...,0).
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OBSERVATIA 1.8. Matricea de trecere de la reperul canonic la un alt reper
{e1,...,e,} al lui K™ se gasegte foarte ugor: coloana sa de indice ¢ este formatd
din coordonatele vectorului e; in reperul canonic. In consecintd, matricea de tre-
cere intre doud repere se poate gasi simplu folosind aceasta observatie gi exercitiul
precedent: calculele de facut sunt inversarea unei matrice gi inmultirea ei cu o alta.

2.2. Orientarea spatiilor vectoriale reale. Fie acum V un spatiu vectorial
real. Atunci, matricea de trecere intre doud repere este o matrice nedegenerata
cu elemente reale. Deoarece determinantul ei e un numar real nenul, are sens
urmatoarea:

DEFINITIA 1.7. Doua repere ale unui spatiu vectorial real sunt orientate la fel
(respectiv au orientare opusd) dacd matricea de trecere dintre ele are determinantul
pozitiv (respectiv negativ).

Folosind proprietatile determinantilor, cititorul va demonstra:

EXERCITIUL 1.8. Relatia ,a fi la fel orientate“ este una de echivalenti pe multimea
reperelor unui spatiu vectorial real.

Fata de aceasta relatie de echivalenta multimea reperelor unui spatiu vectorial
real V se imparte in doua clase de echivalentd. A da o orientare pe V (sau a orienta
V') inseamni a alege una dintre cele doua clase si a o decreta orientarea pozitiva.
Odata facuta o asemenea alegere, cealalta clasa de echivalenta se va numi orientarea
negativa. Insistdm asupra faptului ca alegerea uneia dintre clase ca pozitiva este
pur arbitrara.

EXEMPLUL 1.11. In spatiul vectorial R™, prin conventie, clasa reperului canonic
da orientarea pozitiva.

Vom reveni asupra acestei notiuni in contextul spatiilor vectoriale euclidiene.

2.3. Un criteriu de dependenta liniard a unui sistem finit de vectori.
S& presupunem acum cd avem dat un sistem de k vectori S = {1, ...,z } intr-un
spatiu vectorial n-dimensional V' in care am fixat o bazd B . Vrem sa-i stabilim
independenta sau dependenta liniara. Daca n < k sistemul e, sigur, dependent.
Vom considera, deci, k¥ < n. Dependenta liniara a sistemului nostru e echivalenta
cu existenta unor scalari, nu toti nuli, ay,...,a, astfel incat Y a;z; = 0. Descom-
pundnd fiecare x; in baza B ca z; = ) xjje;, relatia dinainte e echivalentd cu
>oiai(30; zije;) = 0. Sau, incd: 37.(3°; aizij)e; = 0. Cum e; compun o baza,
sunt liniar independenti, astfel ca egalitatea de mai sus implica anularea fiecarui
coeficient: )", a;x;; = 0 sau, desfasurat:

zi1a1 + 22102 + -+ xpap, = 0
1201 + T2202 + -+ xp2ar = 0
T1na1 + T2nG2 + -+ Tgpar, = 0
Acesta este un sistem omogen, deci compatibil. Pentru a giisi o solutie (a1, ..., ax)

netriviald, conform regulii lui Rouché, trebuie ca rangul p al matricei X = (x;;)
a sistemului s3 fie strict mai mic decit k (pentru a putea trece in membrul drept
necunoscutele secundare §i a obtine un sistem cu p < k necunoscute §i p ecuatii,
compatibil neomogen). Reciproc, daci matricea sistemului de mai sus nu are rang
maxim k, sistemul admite o solutie netriviala, aceasta furnizeazd o combinatie
liniara netriviald a vectorilor lui S care se dovedeste liniar dependent.
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Vedem deci ca pentru a studia liniar (in)dependenta lui S trebuie si studiem
rangul matricei componentelor vectorilor lui S intr-o baza B. Pe de alta parte,
independenta liniard a unui sistem de vectori e o notiune intrinseca, nu depinde
de reperul in care o testam. Deci, daca rangul matricei componentelor vectorilor
din sistem este maxim intr-un reper, la fel va fi in orice alt reper. Tinand seama
de regula de schimbare a matricei componentelor vectorilor, dacd X' = (z};) este
matricea asociati lui S intr-o altd bazi, B, atunci X = AX' cu A matrice de trecere
de la B la B’, deci nedegeneratd. Obtinem, in particular: rang(X) = rang(AX) de
indatd ce A este nedegeneratd. Rezumand, am demonstrat urmatorul criteriu:

ProrozITIA 1.4. Un sistem de k < dim V' wvectori din V e liniar independent
daca gi numai dacd rangul matricei componentelor vectorilor intr-o bazad fixata (si,
deci, in orice bazd) e maxim, adica este k.

3. Subspatii vectoriale. Definitii. Exemple

DEFINITIA 1.8. O submultime nevida U a unui spatiu vectorial V' se numeg-
te subspatiu vectorial (pe scurt, subspatiu) daca e inchisd (stabild) la adunarea
vectorilor si la Inmultirea cu scalari.

In particular, orice subspatiu e subgrup fatid de structura de grup comutativ a
spatiului ambiant. E imediat faptul ca un subspatiu este o submultime care devine,
la randul ei, un spatiu vectorial cu structura indusa. Trebuie doar sa verificati ca
0 din U coincide cu cel din V.

Prin abuz de limbaj, subspatiile 1-dimensionale se mai numesc drepte vectoriale,
cele 2-dimensionale plane vectoriale. Subspatiile (n — 1)-dimensionale (dim V' = n)
se numesc hiperplane. Acestea sunt elemente maximale in multimea subspatiilor
fata de relatia de incluziune.

ExeMPLUL 1.12. 1) {0} si V sunt subspatii triviale ale oricirui spatiu vectorial.
2) K™ poate fi vizut ca subspatiu al lui K™, n > m, identificAnd un element din
K™ cu unul din K™ cu ultimile n — m componente nule.
3) Polinoamele de grad cel mult n formeaza un subspatiu al lui K[X].
4) Multimea functiilor continue reale cu valori reale formeazi un subspatiu al lui R®
(vezi exemplul 1.4). Aceeagi multime e subspatiu al spatiului functiilor integrabile
Riemann?.
5) Daci H este un subcorp al lui K, atunci Hg nu este subspatiu al lui Kk,
deoarece corpurile scalarilor sunt diferite. In schimb, Hg este subcorp al lui K.
6) Multimea matricelor simetrice (respectiv antisimetrice) de tip (m,m) formeaza
subspatiu al lui M(m; K). De asemenea, multimea matricelor de urma nula (urma
unei matrice este scalarul tr(4) = 3" | a;;) ca si multimea matricelor diagonale.
7) Reludnd exemplul 1.5 constatdm ci structura de spatiu vectorial pe care am
descris-o pe multimea solutiilor unui sistem liniar omogen atagat unei matrice A €
M(m,n; K) e, de fapt, un subspatiu al lui K™. In consecinta, dreptele care trec
prin originea lui R? sunt subspatii. Vom vedea mai incolo c#, odati fixatd o bazi
intr-un spatiu vectorial, orice subspatiu este de tipul acesta.
8) Existd submultimi care nu sunt subspatii: submultimea vectorilor din R® cu 1
pe ultima componenta nu formeaza subspatiu.
9) GL(n,R) 2° {4 € M(n,R | det A # 0} e grup fatii de inmultirea matricelor, dar
nu e subspatiu vectorial al lui M(n,R).

2Bernhard Riemann, 1826-1866, matematician german cu contributii exceptionale in geome-
trie, analiza, teoria numerelor.
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EXERCITIUL 1.9. Daci U e subspatiu al lui V si V e subspatiu al lui W, atunci U e
subspatiu al lui W.

EXERCITIUL 1.10. O conditie necesard si suficients ca o submultime U a unui spatiu
vectorial Vk sa fie subspatiu vectorial este ca pentru orice z,y € U si orice o, 8 € K,
combinatia liniard ax + By sd apartina lui U.

Urmatorul rezultat este esential:

ProOPOZITIA 1.5. Dimensiunea spatiuvlui solutitlor unui sistem liniar omogen
de matrice A € M(m,n; K) este egald cu corangul matricei sistemului (n —rg(4)).
Demonstratie. Fie sistemul liniar omogen de matrice A = (a;;):
a1 +---+apt, = 0
11 + -+ Gy, = 0

Fie r = rg(A), p = n —r. Dupd o eventuald renumerotare a necunoscutelor gi
schimbarea ordinii ecuatiilor sistemului, putem admite ca minorul de la intersectia
primelor r linii §i 7 coloane e nenul. Obtinem sistemul de tip Cramer:

1171 + -+ 1Ty = —Q1rp1AL = — AlrgpAp
ap1%1 + Ay = _arr—i-l)\l - arr—i—p)\p
unde am notat Ai,..., A, necunoscutele secundare care parametrizeaza solutia ge-

nerald a sistemului. Rezolvand sistemul cu regula lui Cramer, solutia generala se

poate scrie
Ay A
X: (K,...,KT,)\l,...,)\p) 5
unde A e determinantul minorului principal, iar A; sunt determinantii obtinuti din

acesta prin inlocuirea coloanei ¢ cu cea a termenilor liberi. Dezvoltand determinantii
A; dupé coloana ¢ observam ci ei se pot scrie sub forma:

A = A+ -+ ApAgp.

Cum Aq, ..., Ap pot lua toate valorile reale, dam pe rind fiecarui parametru valoarea
1 anuladndu-i pe ceilalti. Vom obtine astfel solutiile:
Agy Agy
X1 = (—/—,...,—/—,1,0,...,0
1 ( A ) ) A s 4y Yy ) )
.......... AIA
X, = (=2 ”.0,0,...,1
V4 ( A ’ Y A s YUy Yy Y )
Se vede imediat ca vectorii X1, ..., X, sunt independenti in K™. Pe de alta parte,

e evident cd ei genereaza intreg spatiul solutiilor, deoarece X = A\ Xy +---+ A, X},
Rezulta ca aceste solutii formeaza o baza a spatiului solutiilor si demonstratia e
completa. a

Demonstram acum ca orice subspatiu, In orice spatiu vectorial, e de acest tip:

TEOREMA 1.2. O submultime U a unui spatiu vectorial V e subspatiu vectorial
dacd $i numai daca, in orice reper al lui V, coordonatele punctelor din U sunt
solutiile unui sistem liniar omogen.
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Demonstratie. Fie By = {u1,...,up} un reper al lui U. Il completdm la un
reper B' = {u1,...,Up, Upt1,...,up} allui V. Fie z € V cu coordonate (zi,...,z})
in reperul B': & =31 | zlu;. Atunci z € U dacd si numai dac
(1.3) Ty ==, =0.

Deci z € U dacd si numai daci coordonatele lui z in reperul particular B' satisfac
sistemul liniar omogen (1.3). Fie acum B un reper arbitrar al lui V' gi fie A = (a;;)
matricea de trecere de la B' la B. Coordonatele (x1,...,z,) ale unui punct fata
de reperul B sunt legate de coordonatele (1, ...,z ) prin relatia =} = Z?:1 a;j ;.
Conform celor de mai sus, deducem ca z € U daca si numai daca coordonatele sale
in reperul arbitrar B satisfac sistemul

n
(1.4) Zai]’.’)&'j:o, i=p+1,...,n,
i=1
ceea ce incheie demonstratia. |

Sa observam ca, deoarece dimU = p, sistemul (1.4) are rangul p. Atunci el
poate fi rezolvat in functie de n — p parametri ¢,1,...,%,. Solutia generald poate
fi pusa sub forma:

p
xX; Ebijtj, izl,...,p
j=1

(1.5) F=
ti, i=p+1,...,n.

Z;
Putem da acum:

DEFINITIA 1.9. Ecuatiile (1.4) se numesc ecuatiile subspatiului U in reperul B.
Ecuatiile (1.5) se numesc ecuatiile parametrice ale subspatiului U in reperul B.

In particular, daci H e un hiperplan in V, avem p = n — 1 si sistemul (1.4) se
reduce la o singura ecuatie. Deci:
COROLARUL 1.5. Un subspatiu este hiperplan daca si numai dacd, in orice reper

al spatiului ambiant, coordonatele oricarui punct al siu verifica o ecuatie liniard
omogend ai carei coeficienti nu sunt toti nuli.

Acum, reinterpretand sistemul (1.4), obtinem si:

COROLARUL 1.6. O submulfime a unui spatiu vectorial este subspativ de di-
mensiune p dacd gi numai dacd e intersectia a n — p hiperplane.

Dam acum o caracterizare simpla a subspatiilor:

PrOPOZITIA 1.6. O submultime U a unui spatiu vectorial V este subspatiu
vectorial dacd gi numai dacd este egald cu acoperirea sa liniard: U = L(U).

Demonstragie. Cum L(U) e, prin definitie, subspatiu, raméne si probam necesi-
tatea. Fie U subspatiu. Incluziunea U C L(U) e triviala. Reciproc, dacd z € L(U),
atunci, prin definitie, x = ) a;z; cu a; € K §i ¢; € U. Cum adunarea i inmultirea
cu scalari ne pastreaza in U, x € U. O

Avind in vedere ci pentru orice submultime M, L(L(M)) = L(M), propozitia
anterioara motiveaza urmatoarea constructie a subspatiilor:

DEFINITIA 1.10. Pentru o multime arbitrara M C V a unui spatiu vectorial,
L(M) se numegte subspatiul generat de M.
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3.1. Operatii cu subspatii. O verificare imediata arata ca o intersectie ar-
bitrard (nu neapadrat numairabild) de subspatii e incd subspatiu. Astfel ci putem
caracteriza subspatiul generat de o multime prin:

PRrROPOZITIA 1.7. L(M) este cel mai mic subspatiu (in sensul incluziunii) care

contine M :
L(M) = ﬂ U, Usubspatiu.
MCU

Demonstratie. Vom proba egalitatea prin dubla incluziune. Sa notam deo-
camdatd L' (M) intersectia din membrul drept al egalititii de demonstrat. Conform
celor de mai sus L'(M) e un subspatiu (cel mai mic) care contine M. Cum, evident,
si L(M) e un subspatiu care contine M, avem incluziunea L'(M) C L(M). Re-
ciproc, fie acum z € L(M) gi U un subspatiu arbitrar care contine M. Prin definitie
Z este o combinatie liniara finitd de elemente din M, deci din U. Tot prin definitie
U e inchis la combinatii liniare, ceea ce aratd cd = € U, adica L(M) C L'(M). O

Pe de altd parte, cum reuniunea subgrupurilor (chiar finitd) nu e un subgrup,
nici reuniunea de subspatii nu este un subspatiu. E ugor si va convingeti, de ex-
emplu, ca reuniunea a doua drepte prin originea planului nu mai e un subspatiu.
Totusi, constructia anterioara ne permite sa introducem:

DEFINITIA 1.11. Pentru doud subspatii U;, Uz, se numeste suma lor gi se no-
teazd Uy + Us subspatiul generat de reuniunea lor: L(U; U Uy). Participantii la
suma se numMesc SuManzi.

Bineinteles, cele de mai sus se generalizeazd pentru o familie arbitrara de sub-
spatii.

OBSERVATIA 1.9. Cu operatiile N gi + multimea subspatiilor unui spatiu vec-
torial devine o latice completa.

O caracterizare a lui U; + U, (justificare a denumirii gi notatiei) avem in:
PROPOZII‘IA 1.8. U1 +U; = {u1 +us; ur € U1,U2 S UQ}

Demonstragie. Ca membrul drept al egalitatii de demonstrat este inclus in cel
sting e evident. Fie acum u € Uy + Us. Atunci v = @121 + -+ + a,x, cu a; € K
si z; € Up U Us. Dupa o eventuald renumerotare, putem presupune ci zi,...,Zs €
Ui si ©s41,...,2, € Ua, convenind sa consideram numai In U; elementele din
intersectia U; N Uy. Rezulta scrierea doritd cu u; = a1x1 + -+ + @55 §i us =
As+1Ts41 + -+ QrZy. O

Si acest rezultat se extinde la o suma cu un numar finit de sumanzi.

Din demonstratie, ca si din examinarea exemplului R* = {(z,y,0)} +{(z,0,2)}
(observati ci (1,1,1) = (1,1,0) + (0,0,1) = (0,1,0) + (1,0,1) etc.) se vede
ca descompunerea de mai sus nu e, in general, unica. Ceea ce stricd unicitatea
e existenta unei intersectii netriviale a celor doi sumanzi (in exemplul propus,
{(z,y,0)} N {(,0,2)} = {(z,0,0)}, 1-dimensional). Pentru a separa cele doud
situatii diferite calitativ, introducem:

DEFINITIA 1.12. Suma U; + Us se numegte directd si se noteaza U; & Us daca
U, N U, = {0}. Sumanzii directi se numesc, fiecare, complement al celuilalt.

Putem acum da:

PROPOZITIA 1.9. O sumd e directqd daca si numai dacd descompunerea furni-
zata de propozitia 1.8 e unicd.
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Demonstratie. Necesitatea: fie u = u; +ug = v1 +v2. Atunci u; —v; = vy —us.
Cum u; —v; € U;, i = 1,2 51 Uy N Uz = {0}, rezultd uy = vy, uz = vs.
Suficienta: Prin absurd, fie 0 # u € Uy N Us. Atunci 0 are doud descompuneri
distincte: 0 = 0+ 0 = u + (—u), contradictie. De fapt, de indatd ce existd un
element nenul u in intersectie, orice element al sumei are doud descompuneri: © =
uy +uy = (ug +u) + (ug — ). O

EXERCITIUL 1.11. Decideti (motivand de fiecare datd) care dintre urméitoarele sume
e directa:

D) Mm; K)={A|'"A=A}+{A[|'A=-A};

2) M(m; K) ={A | tr(A) =0} +{A=aln |a € K};

3) R* ={(0,0,2,t)} + {(z,5,0,0)};

4) R = {(2,0,2,t)} +{(z,5,0,1)}.

Ne intereseaza acum sa determinam dimensiunea sumei a doud subspatii in
functie de dimensiunile subspatiilor respective. S& examinam intdi douad exemple.
Fie U; = {(z,y,0) ; =,y € R} si Us = {(¢,0,t) ; t € R}. Atunci U; + Uz =
{(az + bt,ay,bt)} = R®. Deci dim(U; + U2) = 3 = dimU; + dim Us. Fie acum
Us = {(u,0,v) ; u,v € R}. Avem U; + Us = R3, astfel ci dim(U; + U3) =
3 = dimU; + dim U3 — 1. Diferenta dintre cele doud exemple e ca, daca in primul
Uiy NUz = {0}, in al doilea Uy N Us = {(¢,0,0)}, un subspatiu 1-dimensional. De
fapt este adevarat urmatorul rezultat general:

TEOREMA 1.3. A dimensiunii sumei de subspatii vectoriale (H.G. Grassmann®)

dim(U1 + Uz) =dimU; + dim Uy — dim(U1 n U2).

Demonstratie. Ideea este simpla, dar foarte utild, vom mai intélni aceasta
schem3 de demonstratie. Fie p = dim U1NUz, ¢ = dim Uy, r = dim Us si {e1, ..., ep}
0 baza in U; N Us. Aceasta este, in particular, un sistem independent in U, deci
poate fi completatd la o bazé {e1,...,ep, fp+1,..., fq} alui U. La fel, ea poate fi
completatd la o bazd {e1,...,ep, hpt1,...,hy} alui Us. Vom ardta acum cd B =
{e1,-. - epy fpt1,- s fgs Ppt1, ..., by} este o bazd a lui Uy + Us.

Sa consideram o combinatie liniara egald cu zero a acestor vectori:

p q—p rT—p
(1.6) Z a;e; + Z bifp+i + Z brhp+r = 0.
i=1 j=1 k=1
Scriind egalitatea aceasta sub forma
P q—p r—p
D aiei+ > bifpri == bkhpi.
i=1 j=1 k=1

avem egalitatea unui vector din U; (in membrul stdng) cu unul din U, (membrul

drept). Rezultd cd améndoi sunt in intersectia U; N Us. in particular trebuie sa
existe scalarii ¢; astfel incéat

r—p p
- E bihptr = E ci€;
k=1 i=1

3Hermann Giinther Grassmann, 1809-1877, matematician german.
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sau inca
p T—Pp
E cie; + E bkhp+k =0.
=1 k=1

Cum {e;, hptr},i=1,...,p, h=1,...,r — p formeaza bazd in Us, toti coeficientii
combinatiei de mai sus sunt nuli. Deci toti by = 0. Atunci in (1.6) riménem cu o
combinatie liniara egald cu zero a vectorilor bazei lui U;. Rezultd ca gi coeficientii
acesteia sunt nuli astfel cd (1.6) e o combinatie triviald. Am demonstrat ci B e
liniar independenta.

Pentru a vedea cd B e sistem de generatori ne aducem aminte ca orice x €
Ui + Us se scrie ca © = x1 + 22, z; € U; (conform propozitiei 1.8). Atunci

P q—p V4 T—p
T=x1 +To = Z ae; + bifprsi | + (Z aie; + Zbkhp+k> =
i=1 i=1 i=1 b=1
P q—p T—p
= (ai+adi)ei+ Y bifpr;+ D brhpin
i=1 j=1 k=1

ceea ce demonstreazi afirmatia.
Mai raméne acum si numaram elementele lui B. a

COROLARUL 1.7. dim(U; @& Us) = dim U; + dim Us.

EXERCITIUL 1.12. Extindeti teorema dimensiunii lui Grassmann pentru un numir
arbitrar, finit, de sumanzi.

ExercITIUL 1.13. Fie u,v,w trei vectori liniari independenti intr-un spatiu vectorial
de dimensiune cel putin trei. Fie U1 = L(u — v,u + v), U2 = L(u + v, w). S& se giseascd
cate o baza in Uy + Us si in Uy N Us.

Urmatorul exemplu:
R = {(z,5,0)} ®{(0,0,8)} = {(2,9,0)} & {(t,1,1)}

arata ca doud subspatii distincte pot avea un acelagi complement. In general este
adevarata proprietatea:

EXERCITIUL 1.14. Doud subspatii admit un complement comun daci gi numai daci
au aceeagi dimensiune.

In fine, sa amintim ca

Prorozi1iA 1.10. Un produs direct de subspatii vectoriale este tot un subspativ
vectorial.

Demonstratia o reproduce pe cea a enuntului corespunzator pentru spatii vec-
toriale.

4. Aplicatii liniare

4.1. Definitii. Exemple. Prime proprietiti. In oricare teorie matema-
tica, odata definite obiectele gi subobiectele specifice (aici spatiile gi subspatiile
vectoriale), se definesc functiile compatibile cu obiectele date. Intre spatiile topo-
logice functiile considerate bune sunt cele continue, intre grupuri sunt morfismele de
grupuri si aga mai departe. Aici notiunea potrivita este cea de aplicatie semi-liniara
pe care o precizam in:
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DerFINITIA 1.13. Fie Vi (respectiv V2) un spatiu vectorial peste corpul co-
mutativ K; (respectiv K»). O functie f : V3 — Vs se numeste aplicatie semi-
liniard (sau operator semi-liniar sau morfism semi-liniar) daca exista un izomorfism
0 : K1 — K> cu urmatoarele proprietati :

flz+y)=f(z)+ f(y) (aditivitate)
flaz) = 6(a)f(xz) (semi-liniaritate)

O aplicatie semi-liniara pentru care K1 = Ky = K gi 8 = 1x se numegte liniard.
O aplicatie semi-liniard de la V in V' se numeste endomorfism (semi-liniar).

Am notat aici cu acelagi simbol ,+“, nefiind pericol de confuzie, operatiile de
grup in Vi gi V5, juxtapunerea semnificand inmultirea cu scalari in ambele spatii. La
fel, vom nota 0 vectorul nul din ambele spatii. Vom subintelege, de acum inainte,
ca spatiile intre care consideram aplicatii liniare au acelasi corp de scalari.

N.B. Daca nu precizidm in mod explicit cad ne referim la o aplicatie semi-
liniara, notiunile de morfism, endomorfism, izomorfism se vor aplica
aplicatiilor liniare.

Intre spatiile vectoriale peste un corp care nu poseda alte automorfisme in afara
celui identic, cum este cazul lui R, nu exista decat aplicatii liniare. Pe de alta parte,
pentru K = C si V = C, considerand 6(z) = Z, avem aplicatia semi-liniara

(21,...,Zn) — (El,...,En)

care nu e liniara. Deci aplicatiile liniare sunt un caz particular nebanal al celor
semi-liniare.

Totusi, deoarece majoritatea aplicatiilor geometrice ale algebrei liniare uti-
lizeaza doar aplicatiile liniare, ne vom concentra asupra acestora.

OBSERVATIA 1.10. 1) O aplicatie semi-liniara e, in particular, morfism de gru-
puri fata de structurile de grup aditiv ale lui V3, V5.

2) Desi noi lucrdm cu spatii finit dimensionale, definitia datd e buna si pentru
cazul infinit dimensional. Parte din proprietatile pe care le vom descrie vor fi, de
asemenea, adevarate gi in acest caz.

3) Pentru orice aplicatie semi-liniara f, f(0) = 0: puneti a = 0 in a doua
conditie din definitie.

ProprozITIA 1.11. f: Vi — V4 e aplicatie liniara dacd si numai daca pastreazd

combinatiile liniare:
T T
FO i) =D aif(zi),
i=1 i=1
pentru orice r € N, orice vectori x; € Vi si orice scalari a; € K.

Demonstratie. Daca relatia din enunt e satisfacutd, atunci pentru r = 2, a3 =
az = 1 seobtine f(z+y) = f(x)+ f(y), iar pentru r = 1 se regdseste f(ax) = af( ).
Reciproc, aplicind repetat cele doua conditii din deﬁnit;ie, avem:

f(zT: aixi) zazxz + arf wr - = Zazf xz U
i=1

i=1

Lasam pe seama cititorului demonstrarea urmatorului rezultat simplu, dar fun-
damental:

ProPOZITIA 1.12. O compunere de aplicatii semi-liniare e aplicatie semi-lini-
ard.
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DEFINITIA 1.14. O aplicatie semi-liniara bijectiva se numegte izomorfism semi-
liniar. Doud spatii vectoriale intre care exista un izomorfism liniar se zic izomorfe.

Atunci cand V, W sunt izomorfe scriem V = W.
Cititorul va demonstra singur urmatoarele proprietati simple:

ProPOZITIA 1.13. 1) Inversa unui izomorfism semi-liniar e tot o aplicatie se-
mi-liniara.

2) Multimea endomorfismelor bijective ale unui spatiu vectorial V e un grup fatd
de operatia de compunere a functiilor. Acesta se noteazd GL(V). PentruV = K"
scriem simplu GL(n, K) (vezi gi exemplul 1.2(9)).

3) Relatia ,a fi izomorf cu“ e una de echivalentd pe mulfimea tuturor spatiilor
vectoriale peste acelasi corp.

De aceea clasificarea spatiilor vectoriale se face ,,pani la izomorfism liniar“.
Este, insa, foarte important sd gtim daca doud spatii sunt izomorfe canonic (adica
printr-un izomorfism dat de Dumnezeu, independent de vreo alegere a noastra)
sau nu. Vom vedea In paragraful urmator ca orice doud spatii vectoriale finit
dimensionale echidimensionale sunt izomorfe; dar izomorfismul nu va fi canonic.

ExEMPLUL 1.13. 1) Identitatea oricirui spatiu vectorial e aplicatie liniard. La
fel, intre orice doud spatii, aplicatia nuld f(x) = 0. Acestea sunt exemplele triviale.

2) Proiectiile produsului direct pe fiecare factor, pr; : K™ — K, date prin
pri(xla v axn) = Zj-

3) Fie A € M(m,n;K). Definim fq : K™ — K™ prin f4(X) = AX. Avem,
pentru orice X,Y € K" gia € K, faA(X+Y) = A(X+Y) = AX + AY =
FAX) + £a(Y), fa(@X) = A(aX) = (A))X = (aA)X = a(AX) = afs(X) (aici
comutativitatea lui K a fost esentiald) deci f4 e liniara. Astfel, exista cel putin tot
atatea aplicatii liniare cite matrice. Acest exemplu e fundamental, vom vedea ca
orice aplicatie liniara e de tipul acesta.

4) Aplicatia tr : M(m;K) — K prin tr(4) = Y, a; e liniard; verificirile
sunt imediate.

5) Fie A € K fixat. Aplicatia vy : K[X] = K, va(f) = f(A) (evaluarea unui
polinom in ) e liniara.

6) Dacd V e o multime amorfa, W e un spatiu vectorial si f : V — W o
functie bijectiva, atunci V poate fi inzestrat cu urméatoarea structurd vectoriala
(peste acelagi corp ca gi W):

s+y=fT(f@)+ ), re=fT1(Af(2)).
Fatid de aceasta structura vectoriald, f devine izomorfism.
8) Functia det : M(m; K) — K nu e liniard pentru ci det(A + B) # det(A4) +
det(B).

Urmatorul rezultat este imediat (vezi exemplul 1.4).

ProPOZITIA 1.14. Multimea aplicatiilor liniare de la U la V e un subspatiu
vectorial, notat L(U, V), al lui VU (deci e, in particular, spatiu vectorial cu structura
indusa). L(U,U) se va nota End(U), L(U, K) se va nota U* i se va nums dualul
lui U.

OBSERVATIA 1.11. End(V) are si structurd de inel (fatd de adunarea si com-
punerea functiilor), dar nu aceasta ne va interesa in primul rand in acest text.

Elementele spatiului dual se numesc functionale liniare. Daca fixdm baza {e;,
...,en} In U, atunci putem construi o baza duald {ef,..., ek} in U* punind

er(ej) =65, i,j=1,...,n
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gi extinzand prin liniaritate, adica: pentru f = > aje;, definim e} (f) = > aje; (e;)
= a;. Cititorul va verifica ugor ca {e}} reprezinta intr-adevar o baza. A rezultat,
in particular:

ProroziTiA 1.15. dimU = dim U*.
ExerCITIUL 1.15. Si se construiasci baza duald celei canonice din K™.

ExerciTivL 1.16. Fie f € V* fixatd. S& se construiascd un reper {e1,...,e,} In V
astfel incat, dacd x = ), zse;, atunci f(z) = ;.

Fie acum f : V4 — V2 o aplicatie semi-liniara fixatd. Ii vom asocia doud
multimi dupa cum urmeaza:

DEFINITIA 1.15. Ker(f) := {z € V1 | f(z) = 0}, numita nucleul (din englezes-
cul kernel) lui f;
Im(f) :={y € V» | existd z € U, f(z) = y}, numitd imaginea lui f.

ProprozITIA 1.16. Ker(f) (respectiv Im(f) ) e subspatiu in Vi (respectiv V3 ).

Demonstratie. Fiex,z € Ker(f) sia,b € Ky. Atunci f(az+bz) = f(azx)+f(b2)
(aditivitatea lui f) = 0(a) f(2)+6(b) f(2) (semi-liniaritatea lui f)= 6(a)-0+6(b)-0 =
0 deci az+bz € Ker(f). Fieacum y,t € Im(f), z, 2z € U astfel incat f(z) =y, f(2) =
tsia,be K. Atunci ay+ bt = f(0~ (a)z +671(b)z) de unde ay + bt € Im(f). O

Semnificatia acestor subspatii in studiul aplicatiilor semi-liniare rezulta si din:

ProPOZITIA 1.17. O aplicatie semi-liniard f e injectivd (respectiv surjectivd)
dacd si numai dacd Ker(f) = {0} (respectiv Im(f) = V3).

Demonstratie. Fie f injectiva si z € Ker(f). Atunci f(z) = f(0) = 0, deci
x = 0. Reciproc, dacd f(z) = f(y), atunci f(z —y) = 0, de unde z — y € Ker(f),
adica z = y. Demonstratia afirmatiei referitoare la imagine e imediata. |

Astfel, pentru a testa injectivitatea unei aplicatii semi-liniare e suficient si
verificdm echivalenta f(z) = 0 daci i numai dacd z = 0.

Un rezultat important, simplu de demonstrat, asupra caruia vom reveni, leaga
dimensiunile imaginii si nucleului de dimensiunea domeniului. Nu avem nevoie
decét de cazul liniar. Anume:

PRrOPOZITIA 1.18. Pentru o aplicatie liniara f : U — V are loc egalitatea:
dim Ker(f) + dim Im(f) = dim U.

Demonstratie. Tehnica de demonstratie e asemanatoare celei din teorema di-
mensiunii a lui Grassmann. Pornim cu {e1,...,ep} baza in Ker(f) si o completam
la o bazd {e1,...,€p,9p+1,---,9n}, cu n = dimU, a lui U. E suficient acum si
aratdm cd {f(g;)} e o bazd a lui Im(f). Ar&tdm intai liniar independenta: fie
apt1f(gp+1) + -+ + anf(gn) = 0. Atunci f(apy1gp+1 + -+ + angn) = 0, deci

Gp+19p+1 + - - + angn € Ker(f). Rezultd ci existd scalarii by, ...,b, astfel incat
Gpt19p+1 + - + angn = bier + -+ + bye,, echivalent apyi1gpy1 + -+ + angn —
bieg — --- — bpe, = 0. Dar o combinatie liniard a elementelor unei baze nu poate

fi nuld decat dacd e triviali. In particular, toti scalarii a; sunt nuli. Pe de alta
parte, dacd y € Im(f), y = f(z) si x = a1ex + - - + apep + Gpyi1gpt1 + - + AnGn.
At}bmci y=f(z) = fgalel +odapep +appgpn +o ngn) = le.aif(ei) +
Y iepr1 @if(9i) = 20,41 aif (9i), adicd {f(g:)} e si sistem de generatori. O
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Demonstratia aceasta sugereaza gi un enunt, referitor la comportarea combinatiilor
liniare fata de o aplicatie liniara:

PrROPOZITIA 1.19. 1) O aplicatie liniard transformd orice sistem liniar inde-
pendent intr-un sistem independent daca $i numai dacd e injectiva.

2) O aplicatie liniard transforma orice sistem de gemeratori intr-un sistem de
generatori dacd st numai dacd e surjectiva.

3) O aplicatie liniard transforma orice bazd intr-o baza daca $i numai dacd
e bijectivd (izomorfism liniar). In particular, doud spatii vectoriale izomorfe au
aceeagi dimensiune.

Demonstratie. Fie f : U — V liniara. Va fi suficient sd demonstram 1) si 2),
afirmatiile 3) fiind o consecinta directd a acestora.

1) Necesitatea: Fie z # 0 in U. Atunci {z} e liniar independent, deci {f(z)} e
liniar independent, in consecintd f(x) # 0. Rezultd cd nucleul lui f e trivial gi f e
injectiva.

Suficienta: Fie {z1,...,z,} un sistem liniar independent arbitrar in U. Presupunem
a1 f(z1) + - + apf(zp) = 0. Atunci f(aiz1 + -+ - + apxp) = 0, de unde ar1z1 +
.-+ apz, = 0 pentru cd f e injectivd. Mai departe, a; = 0 pentru cd {z1,...,2,}
e independent.

2) Necesitatea: fie {z1,...,24} un sistem de generatori al lui U si y € V
arbitrar. Cum {f(z1),..., f(x4)} e sistem de generatori in V, putem scrie y =
a1 f(z1) + -+ - + agf(z4). Acum definim z = a121 + -+ - + a4z, §i avem y = f(z).
Suficienta: fie, ca mai sus, {x1,...,Z,} un sistem oarecare de generatori al lui U i
y € V arbitrar. Avem y = f(z) = f(O aiz;) = > a;f(z;) deci {f(21),...,f(z,)}
e sistem de generatori in V. O

Putem sa demonstram acum un rezultat foarte important din punct de vedere
teoretic:

TEOREMA 1.4. Un spatiu vectorial peste corpul K e izomorf cu spatiul vectorial
standard K" dacd gi numai dacd e n-dimensional.

In particular, doud spatii vectoriale finit dimensionale peste acelasi corp sunt
izomorfe daca $i numai dacd au aceeasi dimensiune.

Demonstratie. Daca V e un spatiu vectorial izomorf cu K™, rezulta din propo-
zitia anterioard, punctul 3) ci dimV = dim K™ = n.
Reciproc, dacd dimg V' = n, fixdm reperul B = {g1,...,9,}In V. Fiepp : V — K"
aplicatia care asociaza fiecarui punct al lui V' coordonatele sale in reperul canonic
al lui K™. Deoarece fiecare vector se descompune unic in reperul B, ¢p e bijectiva.
Pe de altd parte, dacd z = Y. | 2ig;, y = > 1, ¥i9i i a,b € K, atunci az + by =
S (az; + byi)gi, deci pplaz + by) = app(z) + bpp(y), adicd pp e liniard. In
concluzie, ¢p e izomorfism.
Ramane sa mai ardtam ca dacd dimV = dim U = n, atunci U =2 V. Conform celor
demonstrate pana acum, U gi V sunt, fiecare in parte, izomorfe cu K™. Atunci sunt
izomorfe Intre ele datorita tranzitivitatii relatiei de izomorfism. |

COROLARUL 1.8. Un spatiu vectorial finit dimensional V este izomorf cu dualul
sau. Fiecare fizare a unei baze in V produce un astfel de izomorfism.

OBSERVATIA 1.12. Rezultatul teoremei nu spune cum se poate identifica un
spatiu m-dimensional cu K™: izomorfismul depinde de alegerea unei baze. Nu
numai ci nu e unic, existi o multime infinitd de astfel de izomorfisme (pentru K
infinit).
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ExXERCITIUL 1.17. Fie U si V, subspatii ale lui W. 1) S se arate ci daci dimU =
dim V', atunci existd un automorfism ® al lui W astfel incat ®(U) =
2) Sa se arate ca dacid dimU < dimV, existd endomorfisme ¥ ale lui W care satisfac
¥(U) =V, dar nici unul nu e automorfism.

4.2. Reprezentarea matriciald a aplicatiilor liniare. Fie f: V — V'. Sa

presupunem dimV = n, dim V' = n/. Fixdm un reper B ={ey,...,e,} (respectiv

= {e},..., el }) InV (respectiv V'). Putem descompune fiecare f(e;) in reperul
B' dupé formula:

nl
R
€;) = E ajie;, 1=1,...,n.
=1

Astfel, aplicatiei liniare f i-am asociat matricea [f]B = A := (a;;). Ea se nu-

megte matricea lui f in reperele considerate. In particular, am definit o aplicatie
®pp : L(V,V') = M(n',n; K) prin ®5 5 (f) = [f]5,. E important de subliniat c&
aceastd aplicatie depinde esential de fixarea reperelor B, B'.

ExXERCITIUL 1.18. Si se arate cidacid f: V = V', g: V' — V" sunt liniare si B , B,
B' sunt, respectiv, repere fixate in V, V', V", atunci @5 s (go f) = @5 5 (9)®s.5 (f). In
particular, dacd V =V' = V" gi B= B’ = B”, atunci ®5,5 € un morfism de semigrupuri.

Daca alegem alte repere, fie ele By = {h;}, By = {h}} in V, respectiv V', cu

!
. 1 Y _\n . I\ N ‘.
matricele de trecere C', C' (adicd h; = 3, crier, b = >7;_, ¢j;€;), putem scrie:

chzek = chif(ek) =
po -
= ch, ajk chzZa]kZCUh'

n
~/
Cl § AjkCki hla

f(hi)

. o . ~1
unde (&) noteaza matricea C'™ ", cea care face trecerea de la Bj la B'. Concentrat,
relatia de mai sus devine

(1.7) [ =c 'k C.

Pe de altd parte, dacd [z]g ='(z1,-.., Z,) (e bine s& precizidm acum reperul) sunt
coordonatele unui vector arbitrar z in reperul B, atunci
nl

n n n n' n
= f(z miei) = Zmif(ez szza]ze = Z(Z ajimi)e;'
i=1 i=1 =1  j=1 j=1 i=1
Altfel spus, coordonatele lui f(x) in reperul B’ sunt date de formula

(1.8) [f(@)]s = [f1E [2]5-

Formulele (1.8) se numesc ecuatiile lui f in raport cu reperele considerate. Vom
vedea acum c3 orice functie care satisface aceste relatii este liniara:
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PROPOZITIA 1.20. Pentru ca o aplicatie f:V — V' sd fie liniard este necesar
si suficient sd existe matricea (a;;) € M(n,n'; K) astfel incdt coordonatele x} ale
lui f(x) in reperul B' sd depindd de coordonatele x; ale lui x© din reperul B prin
relatiile:

(1.9) ;:Zaij.’lfj, izl,...,nl.
i=1

Demonstratie. Necesitatea a fost deja demonstrati, vezi formulele (1.8). Sufi-
cienta rezulta in urma unui calcul direct. |

OBSERVATIA 1.13. Cu aceeasi metoda se arata cd o aplicatie f : Vig, = Vag,,
dim V4 = mq, dim Vo = ms, e semi-liniara daca si numai dacd exista un izomorfism
de corpuri 8 : K1 — K> astfel incét pentru orice repere fixate By, B2 in V1, respectiv
Va s8 existe A = (a;;) € M(mq,me; K») astfel incat

mi
T = Zaiﬁ(wi), j=1,...,my
i=1

unde (z1,...,%m,) (respectiv (z1,...,2,,)) sunt coordonatele lui  (respectiv f(z))
in reperul B; (respectiv Bs).

EXERCITIUL 1.19. Fie sistemele de vectori B; = {(1,1,1),(1,0,-1),(0,1,0)}, B2 =
{(1,1,2),(1,2,0),(0,1,2)}. S3 se arate ci Bi si Bz sunt baze in R®. S¥ se arate ci
f:R® = R® datd prin f(x1,x,23) = (x1 + T2,21 — 2,x3) e liniard. si si se scrie
matricea ei in reperul canonic si in reperele Bi, B2. Care este matricea aplicatiei identice
in reperele B1, B2?

Formula (1.7) e foarte importanta: ea spune ci, desi la schimbarea reperelor
matricea asociatd unei aplicatii liniare se modificd, ceva raméne, totusi, invariant:
rangul ei (deoarece matricea C e nedegenerati). Putem, deci, da:

DEFINITIA 1.16. Se numegte rang al unei aplicatii liniare f (si se noteaza cu
rang(f)) rangul matricei asociate ei in doud repere fixate arbitrar (numér bine
definit conform relatiei (1.7)).

EXERCITIUL 1.20. Fie f : V — W liniard. Definim f*: W* — V* prin f*(¢) = o f.
f* se numeste transpusa lui f. Si se arate ci daci A e matricea lui f fati de doud baze
fixate in V, respectiv W, atunci A e matricea lui f* fat3 de bazele duale corespunzitoare.
In particular, rangf = rangf™*.

Sa vedem cum se exprima proprietatile lui f prin intermediul matricei asociate
in reperele fixate. Conform formulelor (1.8), nucleul unei aplicatii liniare se poate

descrie ca:
Ker(f) = {z € V; [f]5[z]s = 0}.
Cu alte cuvinte, descrierea nucleului revine la rezolvarea unui sistem liniar omogen
dat de matricea asociata lui f in reperele considerate. Din propozitia 1.5, rezulta
ca
dim Ker(f) = dim V' — rang(f).
Acum, din propozitia 1.18, deducem:

dim Im(f) = rang(f)

ceea ce constituie, de altfel, o definitie echivalentd a rangului. Cum subspatiul
trivial are dimensiune 0 §i, pe de alta parte, un subspatiu coincide cu spatiul sau
ambiant numai dacad are dimensiunea maxima, rezultd imediat enuntul (vezi i
propozitia 1.17):
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ProPOZITIA 1.21. O aplicatie liniard e injectivd daca $i numai daca rangul sdqu
este mazxim.

O aplicatie liniara e surjectiva dacd $i numai daca rangul sau egaleazd dimen-
stunea codomeniulus.

O aplicatie liniard e izomorfism dacd gt numai dacd matricea sa in orice doud
repere e nedegeneratd.

In plus, avem:

PROPOZITIA 1.22. Pentru orice spatiu vectorial finit dimensional V, fixarea
unui reper in 'V produce un izomorfism intre GL(V) gi grupul GL(n, K) al ma-
tricelor patrate nedegenerate cu elemente din K.

Toata discutia de mai sus arata ca o aplicatie liniard e bine determinata de
valorile ei pe o baza fixata. Mai precis:

PrOPOZITIA 1.23. Fie B = {e1,...,en} 0 bazd fizatd in U i vy,...,v, e-
lemente arbitrare in V (nu neaparat diferite). Atunci exista f : U — V, aplicatie
liniard unicd cu proprietatea f(e;) = v;.

Demonstratie. Fie u € U oarecare. Atunci v = uie; + - -+ + une,. Definim

fw) =wvr + - - +upo,.

Se verifica imediat ca f e bine definita i liniara. Daca h e o aplicatie liniara cu
aceeagi proprietate (h(e;) = v;), atunci h(u) = h(uier + -+ - + unen) = urh(er) +
-+ uph(ey) = ugvy + -+ - + upu, = f(u), adica f e unic determinata. O

5. Structura endomorfismelor liniare

In cele ce urmeazi f va fi un endomorfism liniar al unui spatiu vectorial fixat
V. Stim, deocamdata, ca pentru a-l studia putem fixa un reper gi putem citi pro-
prietitile lui f pe cele ale matricei sale asociate. E natural, deci, si ciutam repere
in care aceastd matrice si aibd o formi cit mai simpld (triunghiulard, blocuri pe
diagonala, diagonald dacé se poate). De exemplu, daca V =V; &V, cu f(V1) C V4,
f(V2) C V4 (subspatiile cu aceasta proprietate se numesc invariante; un endomor-
fism se poate restrange la un subspatiu invariant al sdu), atunci putem alege un re-
per adaptat descompunerii {e1,...,€p,€pt1,...,en} (primele p elemente genereaza
V1) in care matricea lui f va avea forma

Ar O
[f] - ( 0 A2> ’
unde A; (respectiv A;) e matricea restrictiei lui f la Vi (respectiv V2). Daca, mai
mult, putem gisi un reper in care f(e;) = a;e;, atunci [f] = diag(a;). Vom vedea
ci, In general, aga ceva nu existd. De gasirea conditiilor necesare gi suficiente pentru

existenta unui reper in care matricea endomorfismului e diagonald ne ocupam in
paginile urmatoare.

5.1. Vectori si valori proprii.

DEFINITIA 1.17. Un vector v € V — {0} se numeste vector propriu al endo-
morfismului f daci existd un scalar A € K astfel incit f(v) = lv. In acest caz A
se numeste valoare proprie asociatd vectorului propriu v, iar v se numeste vector
propriu corespunzator valorii proprii A.
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Se mai folosesc gi denumirile de vector principal, valoare principala.

Evident f(0) = 0 = X -0 pentru orice A, deci 0 satisface in mod trivial pro-
prietatea din definitia unui vector propriu asociat oricarei valori proprii; aceasta
motiveaza excluderea sa din definitie.

Ne ocupam in continuare de chestiunea existentei vectorilor si valorilor proprii

pentru un endomorfism. incepem cu:
PROPOZITIA 1.24. Mulfimea vectorilor proprii corespunzdatori valorii proprii A

la care addugam vectorul nul, notatd V), formeazd un subspativ vectorial (numit
subspatiul propriu corespunzator valorii proprii respective).

Demonstratie. Se vede imediat ca, pentru z,y € Vy:
flaz +by) = af(x) + bf(y) = a\z + by = A(azx + by)
deci az + by € V). a

OBSERVATIA 1.14. Prin constructie, un subspatiu propriu e invariant pentru
I

Cautadm acum o conditie necesara si suficientd pentru ca un scalar A sa fie
valoare proprie. Pentru aceasta fixim un reper {ey,...,e,} In V. Presupunem ci A
e valoare proprie asociatd vectorului propriu v. Atunci, descompunéind v = > v;e;,
ecuatia f(v) = Av devine " v; f(e;) = XY vie;. Notdm A = (a;;) matricea lui f in
reperul dat (f(e;) = >, ajie;) si obtinem succesiv:

E ’Uz'( E aj,-ej) =)\ E Vj€j,

i J J

E ( E ajivi)ej = E vjej,
i J

J
ceea ce conduce la sistemul liniar omogen:
(1.10) Z(aﬁ —)\(5]'@')1),' :0, ] = 1,...,n.
i
Cum suntem interesati doar de solutii nebanale impunem conditia det(a;; — Ad;;) =
0 sau, echivalent, det(A—AI,,) = 0. Dezvoltand determinantul din membrul sting al
ultimei egalitéti obtinem un polinom de gradul n in A. Acesta se numegte polinomul

caracteristic al endomorfismului f gi se noteazd Py. Articolul hotdrét e justificat
de

LEMA 1.1. Polinomul caracteristic nu depinde de reperul cu ajutorul caruia a
fost calculat.

Demonstratie. intr—adevér, daca C' e matricea de trecere de la reperul initial
la un al doilea, in care matricea lui f este A’, avem A’ = C~'AC, deci:

det(A" — A1) =det(C~1AC — \I,) = det(C~*AC — A\C7'0) =
=det(C ') det(A — A\I,) det(C) = det(A — \I,,).
In concluzie: dat endomorfismul f, valorile sale proprii sunt radacinile din K
ale polinomului siu caracteristic, indiferent de reperul cu care a fost calculat acesta.

OBSERVATIA 1.15. Conform teoremei fundamentale a algebrei, orice endomor-
fism al unui spatiu vectorial complex V' are valori proprii in numaér egal cu dim V.
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In general nu putem determina exact aceste radacini. Pentru fiecare valoare
proprie \ gasita, aflarea vectorilor proprii corespunzitori revine la rezolvarea sis-
temului omogen (1.10). Mai precis, acest sistem furnizeazi coordonatele vectorilor
proprii in reperul considerat, deci reprezinta ecuatiile subspatiului V) in acel reper.
Atunci dim V), = corang(A — Al,).

OBSERVATIA 1.16. Deoarece valorile proprii apar ca radacini din K ale poli-
nomului caracteristic, e ugor de gasit exemple de endomorfisme fara nici o valoare
proprie. E suficient s3 luiim K = R care nu e algebric inchis. De exemplu, in R?, en-
domorfismul (z,y) — (—y,z) (corespunzator, dupa identificarea R = C, inmultirii
cu i) are polinomul caracteristic A + 1, fird radacini in R. Mai general, in orice
spatiu vectorial real V' de dimensiune para se poate considera un endomorfism J cu
proprietatea ci J2 = —1y (de ce aceastd egalitate forteazd paritatea dimensiunii
lui V7). Acesta nu are valori proprii. intr—adevér, daca X ar fi valoare proprie, cu
v vector propriu corespunzitor, atunci —v = J2(v) = J(Av) = Av deci A2 +1=0,
contradictie.

Ca radacini a polinomului caracteristic fiecare valoare proprie are o multipli-
citate, fie aceasta my. Rezultatul urméator furnizeaza un minorant pentru m:

PropoziTIA 1.25. Pentru orice f € End(V) gi orice valoare proprie a sa A,
are loc inegalitatea dim V) < my.

Demonstraie. Prin absurd, fie ny 2 dim VA > my gi fie {v1,...,vp, } un reper

in V. Il completdm la un reper {v1,...,0n,, Uny+1,---,Un} alui V. Ecuatiile lui
f 1n acest reper vor fi:

f(vi):)\vi, i:1,...,n>\
f(vj)zzakjvka jzn)\+17"'7n7
k
ceea ce conduce la
Pp(X) = (X =A™ Q(X).
Rezulta ca A e radicing cu multiplicitatea ny > m, contradictie. a
Vom vedea imediat ce semnificatie are egalitatea in relatia din propozitie. Dar,
mai intai, avem nevoie de:
ProPOZITIA 1.26. Fie f € End(V). Dacd v1,- - -,V sunt vectori proprii cores-
punzatori valorilor proprii distincte Ay, .... Ay, atunci ei sunt liniar independenti.

Demonstratie. Prin inductie dupa m. Daca m = 1, enuntul rezultd din chiar
definitia vectorilor proprii. Presupunem enuntul adevarat pentru orice m—1 vectori
proprii corespunzatori unor m — 1 valori proprii distincte. Fie, acum, prin absurd,

o combinatie liniard
m
E a;v; = 0
=1

cu cel putin un coeficient nenul, fie acesta a;. Aplicim f gi gasim

m
Z ai)\ivi =0.
i=1
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inmult;im prima relatie cu A, o scadem din a doua gi obtinem:

m—1
ai(Am — Ai)v; = 0.

i=1

In aceastd combinatie liniard coeficientul ai(Am — A1) e nenul (pentru ci valo-
rile proprii considerate sunt distincte). Rezulta vectorii proprii vy, ..., vy—1 liniar
dependenti, In contradictie cu ipoteza de inductie. |

Putem, acum, demonstra rezultatul principal al acestui paragraf:

TEOREMA 1.5. Pentru un endomorfism al unui spatiu vectorial finit dimen-
sional Vi, existd un reper in care matricea sa are forma diagonaeld dacd $i numai
daca toate radacinile polinomului sau caracteristic sunt in K gi multiplicitatile lor
sunt egale cu dimensiunile subspatiilor proprii corespunzatoare.

Demonstratie. Fie f € End(V). Presupunem ca existd un reper {ei,...,en}
in care matricea lui f ia forma diagonald A = diag(ui,-- -, fn)- In general, 1
din aceasta scriere nu sunt distincte. Notam Aj,..., A, elementele distincte de pe
diagonald si cu my, ..., m, numarul corespunzator de aparitii. Evident trebuie sa
avem mq +---+m, = n. Se vede acum ca polinomul caracteristic al lui f are forma

Pr =det(A — XI,) = (X — A))™ (X = Ap)™ -+ (X = \)™,

astfel ca radacinile sunt A\; € K cu multiplicitatile m;, ¢ = 1,...,r. In particular
valorile proprii ale lui f sunt );, elemente din K. Din definitia matricei asociate
unui endomorfism intr-un reper rezultad cd f(e;) = Aiej, pentru j = 1,...,my,
fler) = Xae, pentru I = mq + 1,...,my + ma,..., f(ex) = Arex pentru k =
mi+---+my_1+1,...,m,. Deci V), contine cel putin vectorii liniar independent;i
€1,---5€m,, Vi, 1l contine pe em 41, .- ., €m;+m, etc. Astfel cd dim Vy, > m;. Cum
inegalitatea inversa e asigurata de propozitia 1.25, deducem dim Vy, = m;.

Reciproc, sa presupunem ca radacinile polinomului caracteristic sunt toate in
K, au multiplicitatile m; si dim V), = m;. Fie reperele: By = {e1,...,em,} in
V)\U By = {em1+17 s em1+m2} in V)\27 s B, = {em1+---+mr—1+17 R emr—1+mr}
in Vy,, . Vom arata ca

{617 o lm Cmitly - - -5 €matmar - Ematdma_1 41 - - '7€’n}

e un reper al lui V. Fiind in numir de n, e suficient sa probdm independenta liniara
a vectorilor e;. Fie combinatia liniara nuld

(1.11) Zlaiei-k 22 aie; + -+ Zr a;e; = 0.
i=1

i=mi1+1 i=mey—_1+1

Sa observam ci dacd notdm f1, ..., f. sumele partiale din (1.11), obtinem f; € Vj,.
Atunci, conform proporzitiei 1.26, f;, dacd sunt nenuli, sunt independenti. Pe de
alta parte, (1.11) e o combinatie liniard a lor cu toti coeficientii egali cu 1. Tegim
din contradictie doar presupunénd toti f; = 0. Dar fiecare asemenea egalitate re-
prezinta o combinatie liniard nula a vectorilor din baza B;; ea trebuie, deci, si fie
triviali. In concluzie toti scalarii a; sunt nuli §i sistemul considerat este un reper al
lui V. E clar ci in acest reper matricea lui f are forma diagonala, ceea ce incheie
demonstratia. O
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Despre un endomorfism care satisface ipotezele teoremei anterioare se spune
cd este diagonalizabil. Daci A e matricea unui endomorfism diagonalizabil intr-
un reper oarecare gsi C' e matricea de trecere de la acest reper la unul in care
endomorfismul are matricea diagonals, atunci avem diag(\,...,\,) =t CAC.

OBSERVATIA 1.17. Daci un endomorfism e diagonalizabil, atunci restrictia sa
la orice subspatiu invariant e inca diagonalizabila.

OBSERVATIA 1.18. Atunci cand corpul peste care lucriam nu e algebric inchis,
cum e cazul lui R, sunt putine sanse sa putem diagonaliza un endomorfism. Functio-
neaza, insd, un alt tip de ,forméa canonica, valabila peste orice corp, anume forma
Jordan. Dar aceasta nu face obiectul cursului nostru ci al celui de algebra. Pentru
nevoile geometriei afine, euclidiene i proiective, teorema anterioara e suficient.

EXERCITIUL 1.21. S3 se gdseascd vectorii gi valorile proprii ale urm&toarelor endo-
morfisme ale lui R®:
1) f(z,y,2) = (x+y+3z,2+ 5y +2,3¢ +y+ 2);
2) f(z,y,2) = (x+y+2z,z+y+ 222z + 2y + 42);
3) f(z,y,2) = (3z + 82,3z —y + 6z, —2x — 5z).
Pentru fiecare sa se precizeze dacd endomorfismul este diagonalizabil si, in caz afirmativ,
sa se gaseasca o bazd de vectori proprii.

Incheiem paragraful cu un rezultat important care, sub diverse alte formulari,
va mai aparea in cursurile de geometrie din anii urmatori:

PRrOPOZITIA 1.27. Fie f si h endomorfisme diagonalizabile. Conditia necesard
st suficientd ca sa existe un reper in care f gi h sa se diagonalizeze simultan este

fh=hf.

Demonstratie. Observam ca proprietatea de comutare a lui f cu h revine la
comutarea matricelor lor asociate intr-un acelagi reper. Cum orice doud matrice
diagonale comuta, necesitatea conditiei e clara.

Pentru suficientd, remarcam intéi ca daca x e un vector propriu al lui f, core-
spunzator valorii proprii A, atunci si h(z) e vector propriu al lui f corespunzitor
aceleiagi valori proprii A: f(h(z)) = h(f(z)) = h(Az) = Ah(z). Fie acum V;,...,V}
subspatiile proprii ale lui f, corespunzatoare valorilor proprii distincte ale lui f.
Remarca anterioarad ne spune ca fiecare subspatiu propriu V; al lui f e subspatiu
invariant al lui A (dar V; nu este neaparat subspatiu propriu al lui h, adicd nu e
asociat unei valori proprii ale lui ). Deci putem considera restrictiile h|y, ca niste
endomorfisme ale lui V;. Acestea sunt diagonalizabile, conform observatiei 1.17.
Fie atunci B; = {ej1, - - -, €, } un reper in care h)y, se diagonalizeaza. Cum toti e;;
sunt vectori proprii ai lui f, rezultd cd ambele endomorfisme se diagonalizeazi in
reperul obtinut prin alaturarea, in ordine crescatoare dupa ¢, a reperelor B;. |

5.2. Exemple: proiectii si simetrii.

DEFINITIA 1.18. Se numegte proiectie (pe Vi de-a lungul lui V2 ) un endomorfism
p cu proprietatea ca existd o descompunere in suma directa V = V; & V5 astfel incat
p(v) = vy, pentru orice v € V, v = vy + va, v1 € V1, v2 € V5.

Observam c#, pentru o proiectie, p?(v) = p(v1) = v1 = p(v) (deoarece p(v) = v
dacd si numai dacd v € V1), adicd p? = p.

Reciproc, fie p € End(V) cu proprietatea p> = p (un element idempotent
al inelului End(V)). In general, pentru orice endomorfism, dimV = dim Kerf +
dim Imf; aici avem chiar mai mult: V = Kerp & Im p. intr—adevér, orice v € V se
scrie v = (v —p(v)) +p(v). Cum p(v—p(v)) = p(v) — p*(v) = p(v) —p(v) = 0, avem
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v — p(v) € Kerp. Cum evident p(v) € Imp, am demonstrat cd V = Kerp + Im p.
Fie acum v € KerpNIm p. Atunci existd w € V astfel incit v = p(w) pe de o parte
si 0 = p(v) = p?(w) = p(w) = v pe de alta, deci suma e directd. Am demonstrat:

PRrROPOZITIA 1.28. p € End(V) e proiectie dacd si numai dacd p? = p.

Pentru o proiectie p putem considera un reper {e,...,e,} adaptat astfel incat
primii k£ vectori sa genereze Im p gi ultimii vectori sa genereze Ker p. In aceast reper,
matricea proiectiei este ({f g). Deci proiectiile sunt exemple de endomorfisme care
satisfac conditiile teoremei 1.5.

DEFINITIA 1.19. Se numeste simetrie sau involutie un endomorfism s cu pro-
prietatea ci s> = 1y (element de ordin 2 al inelului endomorfismelor).

Evident s e izomorfism. Legatura dintre proiectii si simetrii se vede din:

PROPOZITIA 1.29. Fie carK # 2. Atuncip € End(V') e proiectie dacd gi numai
daca s = 2p — 1y e simetrie.

Demonstratie. Avem (2p — 1y)? = 4p? — 4p + 1y deci s2 = 1y dacd si numai
daci p? = p. O

Pentru o simetrie, definim aza (respectiv directia) ca fiind imaginea (respectiv
nucleul) proiectiei asociate. E clar ca S|Kerp = —lKerp $1 SImp = limmp Ceea ce
justificd denumirile anterioare. Considerand din nou reperul de mai sus, adaptat

. .. . o . . . .. T
proiectiei asociate, gasim matricea simetriei sub forma ( o _ IS_ . )

6. Forme biliniare si forme pétratice

DEFINITIA 1.20. Se numeste formd biliniard pe spatiul vectorial Vi o aplicatie
g:V xV — K liniara in raport cu fiecare argument, adica:

g(az + by, z) = ag(z,z) + bg(y, 2),

g(z,ay + bz) = ag(z,y) + bg(x, z) pentru orice z,y,z € V, a,b € K.

DEFINITIA 1.21. O form4 biliniard se numeste simetricd (respectiv antisime-
tricd) dacd pentru orice z,y,z € V, g(z,y) = g(y, z) (respectiv g(z,y) = —g(y, x)).

EXERCITIUL 1.22. Si se arate ci dacd g : V X V — K e liniard in raport cu unul
dintre argumente si g(x,y) = +g(y, r), atunci e liniard si In raport cu celilalt argument.

EXERCITIUL 1.23. Multimea formelor biliniare pe V poate fi dotatd cu structurd de
spatiu vectorial. Multimea formelor biliniare simetrice (respectiv antisimetrice) formeazi
un subspatiu vectorial.

EXEMPLUL 1.14. Pe R" forma biliniard g(z,y) = Y1, z;y; este simetrica. In
schimb forma biliniard pe R*" g(z,y) = (Z1y2 — Tav1) + (T3ys — Tay3) + -+ +
(T2n—1Yan — TanY2n—1) € antisimetrica.

Fixdm acum un reper B = {e1,...,e,} al lui V. Ca gi in cazul aplicatiilor
liniare, vom asocia unei forme biliniare o matrice care depinde de reper. Apoi vom
caracteriza forma biliniard cu ajutorul acestei matrice.

Fie gij = g(ei,e;) §1 G = (945); jo17- G se numeste matricea asociatd formei
biliniare in reperul considerat. Atunci, dacd x =) zie;, y = Y yi€;, avem

g9(z,y) = Y gijziy; =XGY

ij=1
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unde, ca de obicei, X =(zy,...,z,). Fie acum A matricea de trecere de la reperul
B la reperul B'. Daci G si G' sunt matricele asociate lui g in cele doud repere,
vedem fara dificultate cd are loc relatia G' =*AGA. Rezultd imediat:

LEMA 1.2. Forma biliniard g este simetricd (respectiv antisimetricd) daca gi
numai dacd matricea sa intr-un reper arbitrar este simetricd (respectiv antisimetri-
cad).

Pe de altd parte, relatia G' =*AGA spune si cd rangul matricei asociate e
independent de reper. Astfel ci putem da:

DEFINITIA 1.22. Se numeste rang al unei forme biliniare rangul matricei sale
asociate intr-un reper arbitrar.

EXERCITIUL 1.24. Scrieti matricele asociate formelor biliniare din exemplul 1.14 si
calculati rangul acestora.

Pentru formele biliniare simetrice sau antisimetrice se poate defini, de aseme-
nea, nucleul. Anume, pentru a fixa ideile, fie g forma biliniarg simetrici. Atunci:

Kerg={z €V | g(z,y) =0,Yy € V}.
Definitia e buna pentru ca daci g(z,y) = 0 si g(y,x) = 0. La fel pentru formele

biliniare antisimetrice. In cazul unei forme biliniare arbitrare, se pot defini un
nucleu la stinga si unul la dreapta, in general diferite. Nu insistim pentru ca
aplicatiile geometrice pe care le avem in vedere utilizeazd doar formele biliniare
simetrice. Forma biliniara simetrica sau antisimetrica se zice nedegeneratd daca
nucleul sau se reduce la elementul nul. Avem imediat:

LeMA 1.3. O forma biliniard simetrica sou antisimetricd e nedegeneratd dacd
$i numai dacd matricea asociatd ei intr-un reper arbitrar e nedegeneratd.

6.1. Forme patratice. In acest paragraf vom presupune carK # 2.
Dam acum:

DEFINITIA 1.23. Se numeste formda patratica pe V o aplicatie ¢ : V — K cu
proprietatea ci existd o forma biliniara simetricd g astfel incat ¢(x) = g(z,); g se
numeste forma polard a formei patratice.

Sa observam ca
1
g(z,y) = §(q(a: +y) —q(z) —q(y)), identitatea de polarizare

deci 1n acest caz existd o corespondentad bijectiva intre forme biliniare simetrice gi
forme patratice.

Cand forma patratica g provine din forma biliniara g, odata fixat un reper ca mai
sus, avem

q(z) = g(z,2) = Zgz’sz'wj =X GX.

Prin definitie, G e matricea asociata lui ¢ in reperul considerat. In plus, rangul
(respectiv nucleul) lui ¢ este, prin definitie, rangul (respectiv nucleul) lui g .
Reamintim cid problema pe care am studiat-o in legatura cu aplicatiile liniare a
fost gasirea unui reper in care matricea asociatd unui endomorfism sa fie diagonala.
Exact aceeagi problem3 se pune pentru forme patratice. Intr-un astfel de reper, in
care matricea formei patrice e diagonala, expresia formei patratice va fi

¢(x) = a1} + - + apa}

unde r = rangq si a; € K. O astfel de forma se numegte canonicd. Din fericire,
aici un asemenea reper existd intotdeauna (se va numi reper canonic):
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TEOREMA 1.6. (Gauss?) Pentru orice formd pdtraticd existd un reper in care
aceasta are o formd canonicd.

Demonstratie. Daca ¢ = 0, atunci ¢ are forma canonica in orice reper. Con-
sideram, deci, ¢ # 0. Fixam un reper. Vom face inductie dupa numarul m al
coordonatelor de care depinde expresia lui ¢ in acest reper.

Pentru m = 1 avem ¢(z) = g112? care e o form& canonic.

Presupunem acum enuntul adevarat pentru forme patratice a caror expresie
depinde de m — 1 coordonate. Fie g(x) = Z?fj:l 9i;Z;T;. S& observam ca putem

presupune existenta unui coeficient g;; nenul. Intr-adevar, daca in acest reper toti
gii = 0, existd mécar un g;x # 0, ¢ # k gi facem schimbarea de coordonate
Yi=Ti+ Tk, Yk =Ti— Tk, Yj =25, JFik

care conduce, in noile coordonate, la un coeficient nenul pentru y2. Mai mult, dup&
o eventuald renumerotarea a elementelor reperului (ceea ce revine la o schimbare
de reper), putem presupune g1; 7 0. Rescriem expresia lui ¢ grupand toti termenii
care contin coordonata x:

q(z) = g117} + 291221%2 + - - + 201mT1Tm + ¢ (2)

unde ¢’ e o form& pétratica a cérei expresie depinde doar de m — 1 coordonate:
T2,y Tm. Avem, mai departe:

q(z)

1 — 9
— (91121 + g12%2 + -+ + Gim&m)® — Z &mf +4'(z) =
g = J11

1
= g—(g11$1 + g12%2 + -+ GimTm)’ + ¢ (7),
11
unde ¢"” e o forma péatraticd a carei expresie depinde doar de m — 1 coordonate.
Acum facem schimbarea de coordonate
{ Y1 = g1171 + g12%T2 + - + G1imTm

Yi = T4, i=1,...,n.
Obtinem
1
q(z) = —u; +¢"(2),
g11

unde ¢"” depinde doar de ys,...,y,. Aplicdm ipoteza de inductie pentru ¢” si o
aducem la forma canonici ¢"(z) = Y i, a;z} printr-o schimbare de coordonate de
forma z; = y; pentrui = 1sii =m+1,...,n, z = 35, a;jy; pentrui =2,...,m.

In acest reper ¢ are forma canonica. O

OBSERVATIA 1.19. Am folosit repetat formularea ,,0 forma canonicd“ pentru a
pune in evidenta faptul ca aceasta nu e unica. De altfel, din chiar demonstratia an-
terioard se vede cum forma canonicd gisitd depinde de o multime de alegeri (a unui
coeficient nenul pe diagonala etc.). De asemenea, am folosit termenul ,schimbare
de coordonate“; cititorului ii este, desigur, clara echivalenta cu schimbarea de reper.

In cazul in care K = R, teorema anterioara se poate completa cu:

4Karl Friedrich Gauss, 1777-1855, matematician, fizician si astronom german; a ldsat o opera
de o profunzime si noutate a ideilor neegalatd inca.
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TEOREMA 1.7. Pentru orice formda patratica pe un spativ vectorial real (pe
scurt, formd pdtraticd reald) eristd un reper in care aceasta are forma canonicd
normala:

glz) =yt +-+yl—yi, — - —uk,
unde r = ranggq.

Demonstratie. Din teorema dinainte, existd un reper in care g(z) = >;_, a;z?.
Cum qa; € R, putem presupune (dupd ce, eventual, renumerotdm elementele repe-

rului, ceea ce revine la o schimbare de coordonate) c& ai,...,ap, > 0, In timp ce
Qp+1,---,0r < 0. Facem acum schimbarea de coordonate:

Yi = \/QiZ;, Z:177p

Yj =+/—a;x;, j:p—Fl,...,’r‘

Yk = T, k=r+1,...,n
si demonstratia e completa. |

Un reper in care o forma patratica ia o forma canonica se numeste reper canonic.
Pentru formele patratice reale, in afara rangului, existd inca un invariant numeric
important: numarul termenilor pozitivi dintr-o forma normald (cum rangul formei
patratice nu depinde de reper, i numéarul termenilor negativi este invariant). Este
vorba de:

TEOREMA 1.8. (Legea de inertie a lui Sylvester®) Numdarul termenilor pozitivi
dintr-o forma normald a unei forme patratice reale nu depinde de reperul canonic
ales.

Demonstratie. Fie B = {e1,...,ep}, B' = {e},...,el,} doud repere canoni-
ce. Sa presupunem ca in primul dintre ele expresia lui ¢ contine p termeni po-
zitivi, iar in al doilea p’ termeni pozitivi. Fie p' < p. Definim subspatiile U =
L{{e1,...,ep,erq1,...,en}) si U' = L({e;,H, ...,et}). E clar ca g(z) > 0 pentru
z € U siqz) < 0 pentru z € U' — {0}. Pe de alta parte, dimU + dim U’ =
p+n—r)+(r—p)=n+p—p >n. Conform teoremei lui Grassmann, rezulta
cd UNU' contine cel putin un vector nenul, fie el y. Dar atunci ¢(y) ar trebui s
fie simultan pozitiv gi negativ, contradictie. Deci p' nu poate fi strict inferior lui p.
Schimband acum rolurile lui p gi p’' rezultd ca nici inegalitatea contrard nu poate
avea loc. Deci p = p'. ]

Numaérul de termeni negativi dintr-o forma canonicd a unei forme péatratice
reale se numegte inderul formei patratice. Diferenta dintre numarul termenilor
pozitivi gi numarul termenilor negativi din forma canonicd a unei forme péatratice
reale se numegte signatura. Este, ca si indexul, un invariant.

DEFINITIA 1.24. O form3 pétratica reald q se zice pozitiv definitd daca g(z) > 0
pentru orice z € V — {0}. O forma biliniara, simetrica, reald e pozitiv definita daca
forma sa patratica e pozitiv definita.

E clar cid o forma patraticd e pozitiv definita daca si numai daca in forma sa
normald nu apar termeni negativi, altfel spus, daca gi numai dacid signatura sa
egaleaza dimensiunea spatiului vectorial. Deci verificarea definirii pozitive a unei
forme patratice se poate face aducand-o efectiv la o forma normala. Exista insa si
alte criterii. Dam, spre exemplificare, unul dintre ele fara demonstratie:

PropPoOzZITIA 1.30. O forma patratica reala e pozitiv definitd dacd $i numai
daca toti minorii nenuli de pe diagonala matricei formei intr-un reper arbitrar sunt
pozitivi.

5James Joseph Sylvester, 1814-1897, matematician englez.
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Definirea pozitiva a unei forme biliniare simetrice e o conditie tare. Astfel, daci
g e o forma biliniara simetricd pozitiv definitd gi € Kerg, atunci g(z,y) = 0 pentru
orice y € V, deci si g(z,z) = 0. Rezultd g(z) = 0, deci z = 0, adicad Kerg = {0}.
Am demonstrat:

LEMA 1.4. O forma biliniard reald, simetrica i pozitiv definitd e nedegenerata.
7. Spatii vectoriale euclidiene
7.1. Produse scalare. Ortogonalitate. Notiunea pe care o introducem aici
e fundamentala pentru constructia geometriei euclidiene.
DEFINITIA 1.25. O forma biliniara simetrici, pozitiv definita pe un spatiu vec-
torial real se numegte produs scalar.

Conform lemei 1.4, orice produs scalar e nedegenerat. Vom nota, de obicei,
produsul scalar cu (,) sau cu (,). Un spatiu vectorial real E dotat cu un produs
scalar se numeste spatiu vectorial euclidian, iar produsul scalar se mai numegte
structurd euclidiand. Cand vrem si precizam structura euclidiand a lui E scriem

(B, (:))-
ExXeEMPLUL 1.15. 1) Pe R", in reperul canonic, fie g(z,y) = > z;y;. Atunci

matricea lui g este I, deci g este un produs scalar. Il numim canonic.
2) Pe spatiul vectorial al vectorilor liberi (construit in exemplul 1.6) se poate
da un produs scalar prin formula

— — — —
(AB,CD) = AB-CDcos(AB,CD),
unde AB desemneazi lungimea segmentului [AB] (aga cum este ea definitd in
spatiul geometric studiat in liceu), iar unghiul, vectorilor AB, C@ este cel al
semidreptelor [AB), [C'D) masurat in sens trigonometric.
Radacina pitrata a formei patratice asociate unui produs scalar, notata || z ||=
{(z,z), este 0 norma pe E. Acest lucru rezulti din:

TEOREMA 1.9. (Inegalitatea Schwartz-CauchyS-Buniakovski) In orice spativ
vectorial euclidian (E, (,)) are loc inegalitatea:
(1.12) [, < llzll - llyll, Vz,yeE

cu egalitate daca i numai daca x giy sunt liniar dependenti.

Demonstratie. Dacid x = 0 sau y = 0, (1.12) are loc cu egalitate. Pe de alta
parte, vectorul nul e dependent de orice alt vector, astfel ca in acest caz teorema e
demonstrata.

Fie acum z # 0,y # 0 ¢i A € R oarecare. Cum produsul scalar e pozitiv definit,
rezulta ca

(1.13) (z+ Ay, + Ay) >0,
de unde, folosind biliniaritatea produsului scalar:
| || +2X{z,y) + A% ||y ||*> 0, oricare ar i X € R.

Deducem ca discriminantul trinomului de gradul al II-lea in A trebuie sa fie negativ,
adica

(1.14) (@)~ Iz Py [IP< 0.

6Augustin Louis Cauchy, 1789-1857, matematician francez cu, de asemenea, numeroase
contributii in fizica matematici gi mecanica cereascé.
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De aici, prin extragerea radacinii patrate, tinind seama de definirea pozitiva a
produsului scalar, se obtine inegalitatea din enunt. Presupunand acum ca z,y
sunt liniar dependenti, existd a € R astfel incat y = ax. Rezultd imediat cd ambii
membri ai inegalititii (1.12) sunt egali cu |- || z ||2. Reciproc, dacd in (1.12) avem
egalitate, avem egalitate gi in (1.14), deci existd Ag € R care asigurd egalitatea in
(1.13): (xz + Moy,z + Aoy) = 0. Folosind acum nedegenerarea produsului scalar
rezultd x + Aoy = 0 deci z,y liniar dependenti. a

EXERCITIUL 1.25. S§ se arate ci norma indusd de produsul scalar definit in exem-
—
plul 1.15 pe spatiul vectorial al vectorilor liberi e chiar lungimea: ||AB|| = AB.

Un vector de normé 1 se va numi unitar. Se poate acum defini unghiul a doi
vectori prin formula

COS(SL‘, y) = M:

ll=ll - Iyl
deci produsul scalar a doi vectori unitari masoara exact cosinusul unghiului lor.
De aceea spunem ca doi vectori sunt perpendiculari sau ortogonali si scriem x L y,
dacd (z,y) = 0. Avem:

LEMA 1.5. Orice sistem de vectori nenuli mutual ortogonali e liniar indepen-
dent.

Demonstratie. Fie {z1,...,x} ortogonali doi cite doi. Daca Zle a;x; =0,
atunci, facand produsul scalar cu z;, j oarecare intre 1 si k, Ele ai{z;,z;) = 0;
rdmane a;||z;||* = 0 si, din nedegenerarea produsului scalar, rezulti a; = 0. a

DEFINITIA 1.26. O bazd B = {e1,...,e,} a unui spatiu vectorial euclidian

cu proprietatea ca orice doi vectori ai sai sunt ortogonali se numeste ortogonald.
Daca elementele unei baze ortogonale sunt vectori unitari, atunci baza se numegte
ortonormatd.

Deci, pentru o baza ortonormata {es,...,en}, avem {e;,e;) = d;; pentru orice
1,7 = 1,n. Sa observam ca orice bazd ortogonald se poate transforma intr-una
ortonormata punand, pentru orice i = 1,n, e} = e;/||e;|.

ExEMPLUL 1.16. Fata de produsul scalar canonic al lui R” baza canonica e
ortonormata.

OBSERVATIA 1.20. Un mod de a defini un produs scalar este de a decreta ca
o anume bazi e ortonormata. Acest procedeu se bazeazid pe faptul cd un produs
scalar, ca form4 biliniara, se poate defini doar prin actiunea sa asupra unei baze.

EXEMPLUL 1.17. Daca E e dotat cu un produs scalar {, ), atunci E* poate fi
inzestrat la randul sdu cu un produs scalar, notat la fel, in modul urmétor. Alegem
o bazi ortonormaté {e;}, asociem baza duald si o declardm ortonormatd. Adica

punem (e;,e}) = dij, 4,5 = 1,m.

Existenta bazelor ortogonale este asiguratd de urmatorul rezultat care furni-
zeazd §i un procedeu efectiv de constructie a lor pornind de la baze oarecare.

TEOREMA 1.10. (Procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt’.) Pentru orice
bazd {f1,..., fn} a spatiului vectorial euclidian E existd o bazd ortogonald {e1,. .. e}
cu proprietatea:

L{{e1,...,ei}) = L({f1,-.., fi}) pentru oricei =1,...,n.

"Erhard Schmidt, 1876-1959, matematician german; s-a ocupat in special de teoria spatiilor
Hilbert.



7 SPATII VECTORIALE EUCLIDIENE 33

Demonstratie. Constructia este inductivd. Punem e; = f;. Presupunind
construiti vectorii es, . . . , €, cu proprietatea din enunt, definim e, ; ca o combinatie
liniard (ai carei coeficienti se vor determina) a e;-urilor antedefiniti si a lui fp4q:
ept1 = fpt1 + 24 a;e;. Determindm a; impunand conditiile de ortogonalitate

ep11,€e;) =0 pentrui =1,...,p. Rezultid a; = —M adica, in final:
P+ {ei,e1)
€1 :f].J
1.15 = (e, fi
( ) eizfi—z<e]7f)€j,7::2,...,’11.
2l

Conform lemei anterioare, vectorii construiti sunt independenti gi, fiind in numér
de n, formeazd o bazd. Pe de altd parte, deoarece primii p vectori dintre cei
nou construiti genereazi acelagi subspatiu ca gi primii p dintre cei vechi (conform
ipotezei de inductie), observam c

L({e1,---,ept1}) = L({e1,---,ep}) + L({ept1}) =
=L({fi,---s fp}) + L{fp+1}) = L fr, -5 fot1})s

ceea ce incheie demonstratia. a

COROLARUL 1.9. Fie R' reperul obtinut prin procedeul de ortogonalizare ol lui
Gram-Schmidt din reperul R. Atunci R $i R' au aceeagi orientare.

Demonstratie. Fie R = {f1,...,fn}, R = {e1,...,en}. Formulele (1.15) ne
spun ca matricea A de trecere de la R la R' e triunghiulara, cu 1 pe diagonala.
Atunci determinantul sau este 1, pozitiv.

OBSERVATIA 1.21. Trecerea de la un reper ortogonal {e;,...,e,} la cel orto-
normat corespunzitor {”2—1”, ey ”‘;—"”} se face cu urméitoarea matrice diagonald cu
determinant pozitiv: B = diag(”e—ll”, ey ”(31—“”) Atunci, dacd R" e reperul ortonor-

mat obtinut prin normarea elementelor reperului R', trecerea de la R la R" se face
cu matricea AB. Cum det(AB) > 0, rezultd cd R si R” au aceeagi orientare.

Matricea de trecere intre doua repere ortonormate are proprietati speciale. Fie
B ={e1,...,en}, B' ={e],...,e,} doua astfel de repere si A = (a;;) matricea de
trecere de la B la B'. Avem:

n n n
Sij = (eh ) = O anier, »_ajer) = Y apiar;{ex, er)
k=1 =1

k=1
n n
= E akialjdkl:E QkiQkj-
k=1

k=1
In scriere invarianta, proprietatea pe care tocmai am demonstrat-o devine:
A —
AA=1,,

unde YA noteazi transpusa matricei A. Matricele cu aceastd proprietate se numesc
ortogonale. Multimea lor se noteazd O(n). Se demonstreaza fara dificultate:

EXERCITIUL 1.26. O(n) este un grup (numit grupul ortogonal) fatd de inmultirea
matricelor. Determinantul oricarei matrice ortogonale este 1. Matricele ortogonale de
determinant pozitiv formeaza un subgrup (notat SO(n) si numit grupul special ortogonal).
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EXERCITIUL 1.27. Pentru orice element a;; al unei matrice ortogonale A, comple-
mentul sdu algebric este a;; det A.

Pentru un vector z € E, definim subspatiul ortogonal lui z prin - = {y €

E ; y 1 z}. Mai general, pentru orice subspatiu U definim Ut = {y € E ;
y L z,Vx € U}. Acesta se numeste complementul ortogonal al lui U. C& U=, in
particular z1 sunt, intr-adevar subspatii vectoriale rezultd din biliniaritatea pro-
dusului scalar. E clar ci, daci dimU = 1, atunci U+ = 2 pentru orice 2 # 0 din
U. Sa observam ca un vector e ortogonal pe un subspatiu daca si numai daca e
ortogonal pe toti vectorii unei baze a subspatiului. Cititorul va demonstra singur
urmatoarele proprietati:

EXERCITIUL 1.28. 1) u L u daci si numai daci u = 0.
2) (UH)* =U.
3) Daci U C W, atunci wtcut.

Putem acum demonstra:

LEMA 1.6. Pentru orice subspatiu U al spatiuvlui vectorial euclidian E are loc
egalitatea: E=U @ U+.

Demonstratie. Fie w € U NUL. Fiind in U+, v L U, in particular u L u
deci u = 0, adics U NU+ = {0}. Pentru a ariita ¢ E = U + U+, fixdm o bazi
ortonormata {es,...,ey} a lui U. Fie v € E arbitrar. Atunci se vede imediat
cav' = wv— Zle(v,ei)e,- satisface v' L U, astfel cd v = o' + Ele(v,ei)e,- e
descompunerea cautata.

Pentru a incheia aceast# discutie, mai trebuie si demonstrim ci U+ existd si
e unic, proprietate anticipata deja de articolul hotarat din denumire:

PRrROPOZITIA 1.31. Pentru orice subspaliu, ortogonalul sau existd gi e unic.

Demonstratie. Fie dat subspatiul U si {eq, ..., ex} 0 bazd ortonormati a sa (ex-
ista, conform teoremei 1.10). O completdm la o bazd B = {e1, ..., €k, fet1,--->[n}
a lui E pe care o ortonormam cu procedeul Gram-Schmidt. Din insasi metoda de
constructie a bazei ortogonale, rezulta cid aceastd procedura nu afecteazi primii p
vectori, cei deja ortonormati. Obtinem acum o baza ortonormatd {ei,...,en} a
lui E. E clar c& U' = L({ej41,...,en} L U §i E =U @ U'. Pentru a demonstra
unicitatea, fie U" un subspatiu cu proprietatea ca orice element al sau e ortogonal
pe U. Atunci, conform lemei anterioare, E=U ®U' = U ® U". Fie acum u' € U’
arbitrar i u; € U. Vectorul v = u; +u' se descompune unic sub forma v = us +u",
cuuy € Usgiu" € U". Rezultd v’ —u"” € U. Dar v/ —u" L U, deci v’ —u" =0,
adicd u' € U", ceea ce demonstreaza cd U' C U". Analog se arata incluziunea
inversd. In consecintd, U+ = U". O

EXERCITIUL 1.29. In spatiul vectorial euclidian R?, s¥ se descompun vectorul z ca
sumj dintre un vector situat in L({w;}) si unul din L({u;})* in fiecare dintre cazurile:
Dz=(52-22),u =(21,1,-1),us = (1,1,3,0);

2) z=(-3,59,3), us = (1,1,1,1),u2 = (2,-1,1,1),us = (2, =7, —1, —1).
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7.2. Produs vectorial in R®. Vom formaliza acum o operatie binecunoscut

din matematica si fizica de liceu. Cadrul va fi spatiul vectorial euclidian R?, dar
cititorul poate ugor extinde totul la un spatiu vectorial real de dimensiune 3 oarecare
si, cu putina atentie, chiar la cazul n-dimensional.
Fie (,) produsul scalar canonic si {e1, €2, €3} baza canonici a lui R®. Reamintim ci,
prin conventie, aceasta e consideratd orientata pozitiv. Convenim, de asemenea, sa
notdm prin det(z,y,z) determinantul ale cirui coloane sunt coordonatele lui z, y,
z In baza canonica.

OBSERVATIA 1.22. Proprietatile cunoscute ale determinantilor demonstreaza
ca det(z,y, z) = — det(y, z, 2) etc.

DEFINITIA 1.27. Produsul vectorial al vectorilor x,y € R® este unicul vector,
notat x x y, caracterizat de relatia (x x y, z) = det(z,y, z) pentru orice z € R3.

Punand succesiv z = ey, e, e3, rezulta imediat descompunerea produsului vec-
torial in baza canonica:

T T T
(1.16) TXy= 2 Y21, _|F1 W 1 W
T3 Y3 T3 Y3 T2 Y2
ExerCITIUL 1.30. Produsul vectorial are urm3toarele proprietti:
1) x x y = —y x = (anticomutativitate).

2) Privit ca aplicatie x : R®* x R® — R, e biliniar. Adici, pentru orice a,b € R, avem
(ax+by) x z=a(x x 2) +b(y x 2) i X (ay + bz) = alx X y) + b(z x 2).

3) £ x y = 0 dacd si numai dacd z si y sunt liniar dependent;i.

4) (& x y,z) =0, (& x y,y) = 0.

Din ultima proprietate rezultd ca dacd produsul vectorial al vecforilor T gy
e nenul, atunci el e perpendicular pe planul determinat de x §i y. In consecinta
{z,y,r x y} formeaz un reper in R®. Deoarece det(z,y,r X y) = (z Xy, T X y) =
|z x y||?)0, acest reper e la fel orientat cu cel canonic. E formularea matematic a
faimoasei ,,reguli a burghiului“.

Vom calcula acum norma produsului vectorial. Avem nevoie de

LEMA 1.7. Pentru orice x,y,u,v € V are loc:

(u,z) (v, )

Wxvzx ) =0 ) (o)

Demonstratie. Observam intai ca ambii membri ai egalitatii de demonstrat sunt
liniari in fiecare argument. Atunci e suficient sd probam egalitatea pe elementele
unei baze, in particular pe ale celei canonice. E suficient, adici, si vedem ca

(eiser) (ej,ex)
(ei,er)  (ej,er)

pentru 4,5, k,l = 1,2,3 ceea ce e ugor de verificat tinind seama ca baza canonica e
ortonormata gi, conform definitiei, e; x e; = e. |

(ei x ej,er X €) =

Daca in egalitatea de mai sus ludm u = z, v = y obtinem
llz > ylI” = llzlPllyll* = {2, 9)* = lzl*llylI*(1 - cos® 6)

unde 6 e unghiul vectorilor z,y. Regasim astfel ceea ce gtiam de la fizica: in
spatiul geometric, lungimea produsului vectorial a doi vectori este egala cu aria
paralelogramului construit pe cei doi vectori.
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OBSERVATIA 1.23. Produsul vectorial nu e o operatie asociativa. Totusi, veri-
fica o proprietate ,de asociativitate“ foarte utila:

(1.17) (x xy) X 2= (2,2)y — (y, 2)x.
Din nou, demonstratia se face observand ca ambii membri sunt liniari in fiecare
argument gi verificind apoi pe elementele bazei canonice.

EXERCITIUL 1.31. Se dau vectorii y # 0 si z in R3. S4 se arate c3 existd un vector x
astfel incat  x y = z daca si numai dacd y L z. Este z unic determinat? Daca nu, care e
forma lui cea mai generala?

8. Aplicatii ortogonale

Aplicatiile liniare respecta structura vectoriald a spatiilor intre care actioneaza.
Cand lucram cu spatii vectoriale euclidiene, e natural sa cerem aplicatiilor liniare sa
respecte §i structura euclidiand. Numai in felul acesta vom putea studia echivalenta
spatiilor vectoriale euclidiene. Suntem condusi la:

DEFINITIA 1.28. Fie (E1,(,)1), (Es,(,)2) doud spatii vectoriale euclidiene si
f : E1 — E5 o aplicatie liniard; f se numegte aplicatie ortogonala daca

(£(2), f(W))2 = (z, ).

LEMA 1.8. Orice aplicatie ortogonald pastreazd normele. In particular, o apli-
catie ortogonala e injectiva.

Demonstratie. In adevar, avem

llzllh = V{z, 201 = V(F(2), f(@)2 = [|f(@)[l-

De aici rezulta ca dacd f(z) = 0, atunci i x = 0, deci f e injectiva. O

Cand cele doua spatii euclidiene coincid, vorbim despre o transformare ortogo-
neld. Lema de mai sus ne asigura ca transformarile ortogonale sunt izomorfisme.
Este ugor de demonstrat:

LEMA 1.9. O compunere de aplicatii ortogonale e tot aplicatie ortogonala. In-

versa unei transformari ortogonale e transformare ortogonald. In particular, mulfi-
mea transformdrilor ortogonale ale unui spatiu vectorial euclidian (E, (,)) formeazd
un grup notat O(E,{,)).

Fie By = {e1,...,en}, B2 = {f1,..., fm}, repere ortonormate in Ey, E» si fie
f : Vi — V5 o aplicatie ortogonala. Dacd A este matricea asociata lui f In aceste
repere, avem imediat:

8ij = (eisesh = (flex), flej))2 = (O arifr, D asjfs)2

m m
= E QriGsj0rs = E ariarj, pentruoricei,j=1,...,n, deci:
r,s=1 r=1

m
(1.18) E ariGrj = 0;5, pentru oricei,j=1,...,n.

r=1
Sa observam cd daca m = n, aceste relatii definesc o matrice ortogonala. Cititorul
va demonstra fard dificultate, acum, urmatoarea caracterizare:
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ProPOZITIA 1.32. O aplicatie liniara intre doud spatii vectoriale euclidiene e
ortogonald daca gi numai daca matricea sa asociatd in doud repere ortonormate sa-
tisface relatiile (1.18). In particular, un endomorfism este transformare ortogonald
daca $i numai dacd matricea sa asociatd in doud repere ortonormate e ortogonald;
in consecinta, pentru orice fizare a unei baze ortonormate in spatiul vectorial eu-
clidian (E,(,)), existd un izomorfism intre O(E, (,)) si O(n).

ExEMPLUL 1.18. Fie s o simetrie a unui spatiu vectorial euclidian. Daca sub-
spatiile proprii E7, Fs, corespunzatoare valorilor proprii 1 gi —1 sunt ortogonale,
atunci vorbim despre o simetrie ortogonald. Cum orice z € E se scrie unic x =
T1 4+ T2 cuzy; L xo, avem

(8(2),8(y)) = (21 — 22,91 — y2) = (T1,41) + (T2,y2) = (T,9),
deci simetriile ortogonale sunt transformari ortogonale. Proiectia p asociata unei
simetrii ortogonale se numeste proiectie ortogonald, deoarece Kerp 1 Im p, dar nu
este aplicatie ortogonala: nu e injectiva.
EXERCITIUL 1.32. Suma directd F1 @ E> = E e ortogonali dacd si numai daci existd
proiectiile ortogonale p; si p2 cu proprietatile: Imp; = E;, pip2 = pop1 =0si p1+p2 = 1g.

8.1. Clasificarea transformarilor ortogonale. Avand in vedere propozitia
1.32, a determina structura transformérilor ortogonale revine, modulo fixarea unui
reper ortonormat, la determinarea unei forme cat mai simple pentru matricele or-
togonale. In analiza care urmeaza vom folosi esential ceea ce gtim despre vectori gi
valori proprii.

Polinomul caracteristic al unei transformari ortogonale are coeficienti reali.
Radéacinile lui sunt numere complexe (cele care sunt pur reale, sunt valori proprii).
Putem demonstra:

LeMA 1.10. Radacinile polinomului caracteristic al unei transformdari ortogo-
nale au modulul 1.

Demonstratie. Fie a + 1/—1b o ridicing a polinomului caracteristic al trans-
formarii ortogonale f. Aceasta nu are semnificatia de valoare proprie. Fie A = (a;;)
matricea lui f in reperul ortonormat cu ajutorul caruia e calculat polinomul ca-
racteristic i fie z + +/—1y o solutie nebanal3 a sistemului omogen )" [aj; — (a +
\/—_lb)(sz-]vi = 0. Daca X,Y reprezinta coordonatele vectorilor x, y, avem, in scriere

invarianta, A(X +v/—1Y) = (a + v/—1b) (X + v/—1Y). Deci, deoarece A are ele-
mente reale:

(1.19) f@)=azx—by si f(y) =bx+ ay.

Pe de alta parte,

lz)l* = [1f(@)I* = llaz — byll* = a®||z]|* + b?||y||* — 2ab(z,y),
lyll? = IlfWI” = llba + ay||* = b*||z||* + a®[ly[|* + 2ab{=, y).

Adundm aceste relatii si, deoarece ||z||? + ||y||?> # 0, obtinem a? + % = 1. O

(1.20)

COROLARUL 1.10. O transformare ortogonald nu poate avea decit valorile pro-
pric 1 g1 —1.

Relatia (1.19) demonstreaza gi urmatorul rezultat extrem de important:

ProprozITIA 1.33. Orice transformare ortogonald invariazd cel putin un sub-
spativ 1-dimensional sau unul 2-dimensional.
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Demonstratie. Daca transformarea ortogonala f are o valoare proprie, acesteia
ii corespunde un subspatiu 1-dimensional invariant. Sa presupunem ca nu are nici o
valoare proprie. Atunci toate radicinile polinomului sau caracteristic sunt complexe
nereale. Fie x4 +/—1y ca in demonstratia lemei, corespunzitor lui a++/—1b, b # 0.

In consecint3, scizand relatiile (1.20) si folosind a? +b2 = 1, obtinem, pentru b # 0:
(1.21) b(||2(1* = llylI*) + 2a{z,y) = 0.
Pe de alta parte

(z,y) = (f(2), f(y)) = (@® = b*)(z,y) + ab(||z]|* = ||y[|*)-
De aici rezulta
(1.22) a(llz|l” = llylI?) — 2b(z,y) = 0.

Relatiile (1.21) si (1.22) formeaz un sistem omogen in necunoscutele ||z||? — ||y||?
si {(z,y). Cum determinantul lui este —2, el nu are decét solutia banali:

(@,y) = ll=lI* = llyll* = 0.

In concluzie, vectorii z,y sunt ortogonali, in particular independenti. Relatiile
(1.19) demonstreaza ci subspatiul L({z,y}) e invariant gi, din cele de mai sus, are
dimensiunea 2. O

ExerCITIUL 1.33. Aridtati cd, de fapt, rezultatul de mai sus este adevirat pentru
orice endomorfism al unui spatiu vectorial real sau complex.

Un alt rezultat util pentru ceea ce urmeaza, dar important gi in sine este:

LEMA 1.11. Daca o transformare ortogonald f invariaza un subspativ U, inva-
riazd si ortogonalul acestuia. Restrictia lui f la U, respectiv UL, e o transformare
ortogonald.

Demonstratie. Fie subspatiul U C E si f o transformare ortogonald cu pro-
prietatea f(U) C U. Avem, de fapt, f(U) = U pentru ci, f fiind bijectie, si
fiu : U = U e bijectie. Pentru a ardta c& f(U+) C UL, considerdm un z € U+
arbitrar gi ardtam ca f(x) este ortogonal pe orice y € U. Dar, conform observatiei
de mai sus, y = f(z), 2 € U. Atundci, {f(z),y) = (f(z), f(2)) = (z,2) = 0. Ultima
afirmatie e evidenta. |

Putem acum trece la clasificarea propriu-zisa.

Dimensiunea 1. Dacd dim E = 1, atunci, fixdnd o bazi ortonormata (adica
alegdnd un vector unitar e), avem f(e) = ae, deci e e vector propriu. Conform coro-
larului 1.10, @ = £1. Rezulta ca singurele transformari ortogonale in dimensiune 1
sunt +1g.

Dimensiunea 2. Fixam o orientare a lui E gi un reper ortonormat pozitiv
orientat. Fie A = (‘g g) matricea transformarii ortogonale f in acest reper. Relatia

de ortogonalitate A4 = I, dd a? + b2 =1, > +d? =1, ac+ bd = 0. Nu e greu

de vdzut ci singurele solutii posibile sunt: 1) a = d = cosf gi b = —¢ = —sin6;
2)a=—-d=cosfgib=c=sinb, 0 € [0,27). Le corespund matricele ortogonale:
(2I) Cf)sa —sind , cu determinant 1
sinf  cosf

cosf sinf
sinf@ —cos@

(2IT) (

) , cu determinant —1.



8 APLICATII ORTOGONALE 39

Transformirile ortogonale cu determinant pozitiv® se numesc rotatii. Ele, am
vazut deja In cazul general, formeazd un subgrup, aici comutativ (verificati!). Un-
ghiul € care apare in matricea de mai sus motiveazi denumirea (e vorba de rotatii
cu unghi 6 in sens trigonometric).

Pe de alta parte, e usor de verificat ca patratul unei matrice din al doilea tip
este Iz. Altfel spus, transformadarile ortogonale cu determinant negativ sunt simetrii
(ortogonale), deci pentru o astfel de transformare ortogonald existi un reper in care
matricea ei este diag(1,—1).

EXERCITIUL 1.34. Verificati c8 axa unei simetrii cu matrice de tip (II) in reperul
{e1,e2} are in acest reper directia cos £e; + sin Ze,.

Legatura dintre rotatii gi simetrii este data in:

PROPOZITIA 1.34. O transformare ortogonald a unui spativ vectorial euclidian
2-dimensional se descompune in produs® de cel mult doud simetrii ortogonale.

Demonstratie. Daca det f = —1, f e o simetrie §i nu mai e nimic de demonstrat.
Daca det f = 1, fie s o simetrie ortogonala oarecare. detsf = detsdet f = —1,
deci sf e o simetrie s'. Atunci f = ss’ este descompunerea ciutati. Sa observiam
ca descompunerea nu este unica. Ea depinde de alegerea simetriei s. O

Dimensiunea 3. Deoarece dim E = 3, gradul polinomului caracteristic al lui
f este 3, deci acesta are cel putin o radacina reala, valoare proprie a lui f. Ca mai
sus, vom fixa o orientare a lui F gi vom lucra doar cu repere pozitiv orientate. Vom
considera separat cele doud posibilitati pentru semnul determinantului lui f.

1) det f = 1. Sa presupunem ci f admite valoarea proprie 1. Fie e; un vector
propriu unitar corespunzitor lui 1. Fie {es,e3} reper ortonormat in e;, ales in
aga fel ca {e1, e, es} si fie pozitiv orientat. Restrictia fef_ are determinant 1, deci
matricea sa este de tipul (21). Astfel ci, in reperul ortonormat {e;, ey, e3}, matricea
lui f este (§ Q), cu A de tipul (2I).

Dacd f admite valoarea proprie —1, ludm din nou f; unitar, f(f1) = —fi;
restrictia lui f la fi* va avea determinant —1. Atunci existd un reper ortonormat

{f2, f3} in care matricea restrictiei este B = (' 9). Inreperul {f1, fo, f3} matricea

lui f este (' 5)- In consecints, in reperul {fs, fi, f2} (la fel orientat), matricea
leui fvafi (§9,). Observati c& —I, e tot o matrice de tipul (2I), anume pentru
= .

2) det f = —1. Ca si in cazul anterior, presupunem intdi ci f are valoarea
proprie —1 gi fixdm e; vector propriu unitar corespunzitor. Acum restrictia lui f
la ei va avea determinant 1, deci, intr-un reper ortonormat convenabil {e, ez},
matricea acestei restrictii va fi de tipul (2I). Atunci in reperul {e;, 2, e3} matricea
lui fvafi (' 9), cu A detip (2I).

In fine, daca f are valoarea proprie 1, determinantul restrictiei este —1. Ca si

in cazul 1), obtinem gi aici ca, intr-un reper ortonormat convenabil, matricea lui f

este (' 1, ). Putem acum formula:

8La o schimbare de reper cu matrice de trecere C, matricea unui endomorfism se schimbg
dupd formula A’ = C~1AC, deci det A’ = det A. Astfel ci putem vorbi depre determinantul
transformarii considerate.

i A

9 Aici si mai departe, ,produs de aplicatii“ inseamna compunere.
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PRrROPOZITIA 1.35. Fie f o transformare ortogonald o unui spatiu vectorial eu-
clidian 3-dimensional. Atunci existd un reper ortonormat al spativlui in care ma-
tricea lui f ia una dintre formele:

1 0 0
(3I) 0 cosf —siné
0 sinf cosf

-1 0 0
(311) 0 cosf —siné
0 sinf cosf

dupa cum determinantul sau e pozitiv sau negativ.

Matricele de primul tip reprezintd rotatii de unghi 8 in planul L({e2,e3}), in
jurul axei (e1). Cele de al doilea tip reprezintd compunerea dintre o rotatie de
unghi 6 in planul L({es,e3}), In jurul axei (e;1), si o simetrie de axa L({es,e3}) si
directie {ey).

Putem trata acum

Dimensiunea n. Procedam inductiv, aplicand repetat propozitia 1.33 si clasi-
ficarea in dimensiune 2.

Conform propozitiei 1.33, din aproape in aproape, deducem ca f are, sa spunem,
k subspatii invariante 1-dimensionale (acestea corespund valorilor proprii £1, adica
ridacinilor reale ale polinomului caracteristic) si p subspatii invariante 2-dimensi-
onale, k + 2p = n (care corespund rddicinilor complexe nereale ale polinomului
caracteristic). Putem alege un reper ortonormat astfel incat primii s vectori si
corespundd valorii proprii 1, urméatorii k — s, valorii proprii —1, {eg+1,€r+2} sd
genereze un 2-plan invariant gi aga mai departe. Deducem forma matricei trans-
formarii ortogonale in acest reper:

diag(1,...,1,—1,...,—1,A4;,..., 4p)
unde A; sunt matrice de tipul (21).

8.2. Descompunerea unei transformari ortogonale in produs de sime-
trii ortogonale fata de hiperplane. In paragraful anterior am vazut ca orice
transformare ortogonala in doua dimensiuni se descompune in produs de cel mult
doud simetrii ortogonale (fatd de drepte vectoriale). Generalizim acest rezultat la
cazul dimensiunii n arbitrare. Descompunerea se va face acum in simetrii ortogo-
nale fata de hiperplane (i.e. subspatiul propriu corespunzator valorii proprii 1 este
hiperplan).

ProroOzITIA 1.36. (Cartan'®) Orice transformare ortogonald, diferitd de iden-
titate, a unui spatiu vectorial euclidian n-dimensional, se descompune in produs de
cel mult n simetrii ortogonale fatd de hiperplane.

Demonstratie. Vom face inductie dupd n = dim E. Pentru n = 1, singura
transformare ortogonala diferita de 1g este —1g care e o simetrie ortogonala fata
de hiperplanul {0}.

Presupunem rezultatul adevarat in dimensiune n — 1. Fie f € O(E,(,)),
dimE =n. Cum f # 1lg, existd £ € E cu f(z) = y # z. Stim ci ||z|| =
ly||. Simetria s fata de hiperplanul (z — y)1 are proprietatea ci s(y) = x. Atunci

10K ie Cartan, 1869-1951, matematician francez cu contributii exceptionale in geometria
diferentiald, teoria grupurilor Lie etc.
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sf e o transformare ortogonald care invariazi = (sf(z) = ) si hiperplanul H = 2+
(vezi lema 1.11), iar (sf) g e o transformare ortogonald a lui H. Conform ipotezei
de inductie, existd descompunerea (sf)| g = s1---5s;., 7 <n — 1, unde s} sunt sime-
tril ortogonale in H, fatd de hiperplane H] ale lui H. Urmeaz&d acum si ridicim
aceste sj-uri la nigte simetrii ortogonale fata de hiperplane ale lui E. Iatd cum: fie
(z;) complementul ortogonal al lui H] in H. Atunci E = H] & (2;) & (z). Pentru
unv € E, v = u+ az; + bzr, a € H], punem s;(v) = u — az; + br. Atunci s;
e simetrie ortogonald fatd de hiperplanul H; = H; @ (z) si s;jg = s;. Fie acum
f' = sfsq---s1. Deoarece f"H =s1---shsh---8h = 1g si fl(z) = sf(z) = «,
rezultd f' = 1g. Deducem cd f = ss1--- 5. O

9. Endomorfisme simetrice

Acestea sunt exemple de endomorfisme diagonalizabile ale unui spatiu vectorial
euclidian, intim legate de formele patratice. Importanta lor va fi evidenta si in
cursurile din anii urmatori.

DEFINITIA 1.29. Un endomorfism f al unui spatiu vectorial euclidian (E, (,))
se numegte simetric daca satisface conditia

(1.23) (f(2),y) = (z, f(y)), pentru orice z,y € V.

Un endomorfism care satisface conditia {f(z),y) = —(z, f(y)) se va numi anti-
simetric. Degi nu vom avea inca aplicatii geometrice ale acestora, pentru coerenta
expunerii vom prezenta si cateva proprietati ale lor. In termeni de matrice asociate,
avem caracterizarea:

PropoziTiA 1.37. Un endomorfism este simetric (respectiv antisimetric) dacd
$1 numai dacd matricea sa asociatd in orice reper ortonormat este simetricd (res-
pectiv antisimetricd).

Demonstratie. Discutam doar cazul endomorfismelor simetrice, celalalt caz se
trateaza similar. Datorita liniaritatii lui f i a produsului scalar, f e simetric daca
gi numai dacd (1.23) are loc pentru orice elemente ale unei baze oarecare. Fie acum
{e1,...,e,} un reper ortonormat arbitrar si f un endomorfism al lui E. Avem:

(f(ei),e5) =00 anier ;) = Y _ aribe; = aji,
k=1 k=1

n n
(ei, f(e)) =(ei, Y arjex) = Y ar;dix = aij.
k=1 k=1
Deci f e simetric dacd si numai daca a;; = aj;. O

ExEMPLUL 1.19. O proiectie p se numegte ortogonald daci Kerp L Imp. Am
vazut In exemplul 1.18 ca o proiectie e ortogonald daca §i numai daca simetria aso-
ciata ei e ortogonala. Intr-o baza ortonormata adaptata descompunerii ortogonale
Ker p ® Im p matricea proiectiei ortogonale este diag(0,...,1,...,1) deci simetrici.
Astfel ca orice proiectie ortogonald e un endomorfism simetric.

S& demonstram acum:

ProOPOZITIA 1.38. Polinomul caracteristic al unui endomorfism simetric are
numat radacini reale.
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Demonstratie. Fie P;(X) = det(4 — X1I,,) polinomul caracteristic al lui f cal-
culat cu ajutorul unei baze ortonormate. In particular, A e matrice simetrica, la
fel A — XI,. Pentru o ridicind A a lui Py, fie (z1,...,2z,), ; € C, o solutie
netriviali a sistemului omogen (4 — AL,)Y = 0. Inmultim matricea sistemului la
stanga cu matricea diag(Z1,...,T,); apoi adundm toate cele n ecuatii ale noului
sistem si obtinem: 7.,
lui A e real nenul deoarece (z1,...,%5) # (0,...,0); membrul sting al egalitatii e,
de asemenea, real datorit simetriei lui A. In consecinta, A € R. |

AT Ty = XY iy TiTi. In membrul drept, coeficientul

Cu aceeagi metoda se demonstreaza

ProrozITIA 1.39. Polinomul caracteristic asociat unui endomorfism antisimet-
ric are numai radacini pur imaginare.

Se stie ca, in general, vectorii proprii corespunzatori unor valori proprii distincte
sunt independenti. Pentru endomorfisme simetrice lucrurile se pot inca preciza:

Prorozi1iA 1.40. Vectorii proprii corespunzdtori la valori proprii distincte ale
unui endomorfism simetric sunt ortogonali.

Demonstratie. Fie A # p valori proprii distincte ale lui f. Fie z, y astfel incat
f(x) =Xz, f(y) = py. Atunci

(f(x),y) =Mz,y) st (z, f(y)) = uz,y).

Cum (f(x),y) = (z, f(y)) deducem (A — u){z,y) = 0, de unde rezultd (z,y) = 0,
deoarece A\ # p. O

Un ultim fapt preliminar: ca gi pentru transformari ortogonale, avem

LEMA 1.12. Daca U e un subspatiu invariant al endomorfismului simetric f,
U+t e, de asemenea, subspatiu invariant al lui f.

Demonstratie. Fie x € UL, y € U, arbitrari. Atunci, deoarece f(y) € U,
(f(z),y) = (z, f(y)) = 0, adicd f(z) € U™ 0

Pe de alta parte, e evident ca restrictia oricarui endomorfism simetric la un sub-
spatiu invariant al sdu e, inca, endomorfism simetric. Cu acestea putem demonstra
acum proprietatea de diagonalizare a endomorfismelor simetrice:

TEOREMA 1.11. Pentru orice endomorfism simetric existd un reper ortonormat
format din vectori proprii. In acest reper matricea endomorfismului este diagonald.

Demonstratie. Fie e; un vector propriu unitar al lui f. Acesta exista: nu
avem decat sa alegem, arbitrar, un vector propriu corespunzator unei valori proprii
oarecare, existenta ei fiind asigurata de propozitia 1.38. Conform lemei 1.12, putem
considera f|g,, E1 = ei. Acesta e un endomorfism simetric si are, la randul siu,
valori proprii. Fie e; un vector propriu unitar al lui f|g,. Evident e; L es. Acum
consideram restrictia f|g,, B2 = L({e1, e2})t. Alegem aici un vector propriu unitar,
etc. Cum dimV; = n — i, dupa n pasi obtinem un sistem de n vectori proprii
unitari, mutual ortogonali, deci independenti. In consecinta ei formeaza o baza
ortonormata. O

Tinand seama de teorema 1.5, putem formula:

COROLARUL 1.11. Dimensiunea subspativlui propriu al unui endomorfism si-
metric, corespunzator valorii proprii A, este egald cu multiplicitatea lui \ ca radaci-
nd o polinomului caracteristic.
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Teorema de mai sus permite adancirea studiului formelor patratice. Fie ¢ o
forma patratica pe un spatiu vectorial euclidian. Fie A = (a;;) matricea sa intr-un
reper ortonormat {ej,...,e,}. Cum A e simetrici, ea poate fi asimilatd cu matricea
unui endomorfism simetric fg (fg(e;) = 3_; ajie;). Pentru f;, teorema 1.11 asigurd
existenta unui reper ortonormat de vectori proprii. In acest reper, matricea sa, deci
matricea formei patratice, e diagonala. Cu alte cuvinte, ¢ are o forma canonici in

acest reper. In plus, trecerea de la primul reper ortonormat la cel de vectori proprii
se face cu o matrice ortogonald. Am demonstrat:

TEOREMA 1.12. O formda patratica pe un spativ vectorial euclidian poate fi
adusd la forma canonicd prin transformari ortogonale de reper.

OBSERVATIA 1.24. Endomorfismul simetric f, de mai sus e caracterizat de re-
latia (fy(z),y) = g(z,y) unde g e forma biliniard simetricd din care provine g,
deoarece f, §i g au aceeasi matrice in reperul ortonormat fixat {er,...,e,}.

EXEMPLUL 1.20. Considersim, pe R* cu produsul scalar canonic, forma patra-

tica
q(z) = 22119 + 20113 — 2@y — 2%223 + 2224 + 22314.
Sa o aducem intai la o forma canonica prin metoda lui Gauss. Deoarece nu avem
nici un termen de tip z7, facem schimbarea de coordonate:
T =Y1+Y2, T2 = Y1 — Y2, T3 = Y3, T4 = Y4.
Obtinem
a(z) = 27 — 2y + 4y2y3 — 4Y2ya + 2y3ya.

Cum avem un singur termen care contine y;, grupam termenii care-1 contin pe ys
si formam cu ei un patrat perfect:

q(x) = 247 — 2(y5 — 2y2ys + 2y2ya) + 2ysys =
=2y} — 2(y2 —ys +ya)” — 3 + 293 + 2% — 2304
Facem schimbarea de coordonate
22 =Y — Y3 — Y4, 2 =Yi, =134
si reludm procedeul, grupand termenii in z3:
q(z) = 227 — 222 + 2(22 — 2324) + 223 =
=227 — 223 +2(z3 — %:54)2 + izf.

In fine, facem schimbarea de coordonate

1
U3=Z3—§Z4 u; =2z, t=1,2,4

si gasim forma canonica:

3
q(z) = 2u? — 2ud + 2u2 + §ui
Aducem acum forma patraticd ¢ la forma canonici prin transforméri ortogonale.
Lucram in reperul canonic al lui R*. Polinomul caracteristic se calculeazi usor;
este (X — 1)3(X + 3). Sistemul omogen care da ca solutii coordonatele vectorilor
proprii corespunzatori valorii proprii 1 se reduce la —z1 + z2 + 3 + 4 = 0; solutia
generald este {(a,b,c,a — b —¢) ; a,b,c € R}. Alegem vectorii proprii liniar in-
dependenti: z; = (1,1,0,0), 22 = (1,0,1,0), 23 = (—1,0,0,1). Ii ortogonalizidm
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cu procedeul Gram-Schmidt si 1i normam. Obtinem e; = (- 75 f,O 0), ex =
(‘é_, ‘é_, ¥8.0), e5 = (- ‘/_ V3 V3 ‘/_) Pentru valoarea proprie A = —3 ludm

)
vectorul propriu umtar e = (%

forma canonica

q(z) = yi + y% +y3 — i
Prin cele doud metode am obtinut forme canonice diferite, dar teorema lui Sylvester
s-a verificat: indexul este acelagi. Accentuam inca o data diferenta dintre cele doua
metode: spre deosebire de a doua metoda, procedeul lui Gauss ingaduie orice fel de
schimbari de reper gi, in particular, nu pastreaza ortonormalitatea reperelor. Acest
lucru va deveni mai clar cind vom vorbi despre clasificarea hipercuadricelor.

Legatura pe care am pus-o in evidenta intre forme patratice i endomorfisme
simetrice mai poate fi inca speculata. Via endomorﬁsmgl simetric asociat, putem
asocia unei forme patratice polinomul sau caracteristic. In general, la o schimbare
de reper cu matricea C, matricea formei pitratice devine ‘CAC. Tinand seama ci
schimbarile de reper ortonormat se fac cu matrice ortogonale, deducem ca polinomul
caracteristic e invariant la schimbari ortogonale de reper:

det('CAC — X1,,) = det('CAC — X'CC) = det('C) det(A — XI,,)det C =
=det('CC) det(A — XI,,) = det I,, det(A — XI,,) =
=det(A — X1I,).
Atunci si coeficientii polinomului caracteristic sunt invarianti la transformari orto-

gonale.
Pe de alta parte, tot identificarea de mai sus ne permite si definim:

DEFINITIA 1.30. Un endomorfism f al unui spatiu vectorial euclidian se zice
pozitiv definit daca forma patratica echivalenta cu el via produsul scalar e pozitiv
definita, i.e. dacd (f(z),z) > 0 pentru orice z nenul.

LEMA 1.13. Orice endomorfism simetric pozitiv definit f are o unicad ,radacing
patrata . Adica existd un unic endomorfism simetric, pozitiv definit, h astfel incdt
h?=f.

Demonstratie. Fixam un reper ortonormat de vectori proprii pentru f. Ma-
tricea sa este aici diag(Ar,...,A\n). Cum f e pozitiv definit, toate valorile sale
proprii sunt pozitive, deci putem considera endomorfismul h care in acest reper are
matricea diag(v/Ay, - --,vA,). Evident h? = f. Unicitatea va rezulta din

LEMA 1.14. Pentru orice endomorfism simetric pozitiv definit h, orice vector
propriu al lui h? corespunzdtor valorii proprii \, e un vector propriu al lui h core-
spunzdtor valorii proprii V/\.

Demonstratie. intr—adevz‘ir, din A%z = Az rezultd
(h+VA1y)(h = VA1ly)(z) =

de unde y := (h — VA 1y)(z) = 0, altfel y e vector propriu al lui h, corespunzitor
valorii proprii —v/A, contradictie cu definirea pozitivii a lui h care nu-i permite
valori proprii negative sau nule. O

Acum e clar ca relatia h? = f determin in mod unic h, deoarece toti vectorii
proprii §i toate valorile proprii ale lui A sunt determinate unic de vectorii proprii si
valorile proprii ale lui f. a
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Urmatorul rezultat arata ca, pe un spatiu vectorial euclidian, grupul izomor-
fismelor are o structura destul de simpla:

TEOREMA 1.13. (de descompunere polard a lui Cauchy) Orice izomorfism f
al unui spatiu vectorial euclidian se descompune unic sub forma f = ht, cu t

transformare ortogonala si h endomorfism simetric pozitiv definit.

OBSERVATIA 1.25. Odata fixata o baza ortonormata, enuntul anterior devine
echivalent cu: orice matrice nedegenerata se poate scrie unic sub forma produsului
dintre una simetrica pozitiv definita gi una ortogonala.

Demonstratie. Fixadm un reper ortonormat {es,...,e,} in care matricea lui f
este A. Fie f' endomorfismul care are in reperul fixat matricea A’ = A%A. Deoarece
f e izomorfism, f' e simetricd gi pozitiv definitd: intr-adevir, simetria e evidenta,
iar pentru definirea pozitiva calculam

n n
(f'(es),eq) = <Z a;'iej:ei> =aj; = Zaiz’ > 0.
j=1 k=1

Fie acum h radicina pitratd a lui f. Punem ¢t = h~!f. Atunci, in reperul orto-
normat considerat, matricea lui ¢ este [h]~' A, deci, cum [h] e matrice simetrici:

(1] = (1)~ AU = [T A = [ R = T

adica t e transformare ortogonald. Raméane sa verificam unicitatea descompunerii.
Dar din relatia f = ht ca mai sus, rezultd h? = f’ i se aplicd din nou lema 1.14. O

10. Exercitii si probleme suplimentare

ExERCITIUL 1.35. Fie z1,...,2, vectori liniar independenti in spatiul vectorial V.
Sa se studieze liniar independenta vectorilor

Yi = Z J)j, i:l,...,p.

ie{1,2,....p} —{i}

EXERCITIUL 1.36. In R?, fie U subspatiul generat de vectorii (0,1,1,1), (1,1,1,1)

si(-1,2,2,1) 5i fie U = {(z,y,2,t) |t +y+4t = 0,2z —y + z + 3t = 0}. Aritati cd
R* = U @ U’ si descompuneti vectorul (1,2,3,4) dupi cei doi sumanzi directi.

ExerciTivuL 1.37. Fie K5[X] spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult 5 peste
un corp comutativ K. Definim submultimile V; C K5[X], ¢ = 1,...,4 prin conditiile: 1)
f(0)=0,2) f(1) =0, 3) f(a) =0, a € K fixat, 4) f(0) = f(1) = 0. S& se arate cd V;
sunt subspatii si sa li se determine dimensiunea.

ExercITIVL 1.38. In spatiul vectorial K,[X], determinati matricea de trecere intre
reperele {1, X,..., X"} s {1, X —1,...,(X - 1)"}.

EXERCITIUL 1.39. Fie, in K" submultimile:
U ={(z1,...,zn) |Z1+ -+ 2, =0}, Ua={(z1,...,20) |21 =+ - =z, = 0}.

Verificati cd ambele sunt subspatii gi cd suma lor directd este K™. Determinati proiectiile
vectorilor din baza canonica pe Ui (respectiv Uz) paralele cu Us (respectiv Uy).
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EXERCITIUL 1.40. Matricele P, = (0 1), P = (0 _1), P = (1 0) din

1 0 i 0 0 -1
M(2,C), unde i = v/—1 se numesc matricele lui Pauli'!. S se arate ci:
1. P? = I pentru orice a = 1,2, 3.
2. Py P, = iggpc Pe, unde (a,b,c) este o permutare a lui (1,2, 3), de signaturd eqpc.
3. Multimea {Is, Pi, P>, P3} formeazd un reper al lui M(2,C). Si se calculeze coor-

. . (1 0 0 1 00 00
donatele in acest reper ale matricelor: (0 0), (0 0), (1 0), (0 1)-

EXERCITIUL 1.41. Fie V,W spatii vectoriale peste acelagi corp K. Ardtati ci o
aplicatie f : V — W e liniara daca si numai daca graficul sdu e subspatiu vectorial al lui
VxW.

EXERCITIUL 1.42. Fie pi1,p2,ps proiectii ale lui V' cu proprietatea p; + p2 + p3 = 0.
S& se arate ca pip2 = pips = p2ps = 0. Generalizare.

EXERCITIUL 1.43. (Spatiul vectorial factor) Fie U un subspatiu al unui spatiu vecto-
rial V. Privim V ca grup aditiv, U ca subgrup (normal pentru ci adunarea e comutativa)
si notdm V/U grupul factor. Notdm [z] clasa lui z mod U. Pe V/U introducem inmultirea
cu scalari din K: a[z] = [ax]. Ardtati cd inmultirea cu scalari e bine definitd, c3 astfel
V/U devine un spatiu vectorial peste K si ca surjectia canonicd p: V — V/U e aplicatie
liniara.

EXERCITIUL 1.44. Fie W un subspatiu vectorial al lui V' cu proprietatea ci, pentru
orice subspatiu U de dimensiune p, dim(W NU) > 1. S& se arate cd W are codimensiunea
<p—-1

EXERCITIUL 1.45. (Teorema fundamentald de izomorfism) Daci f : V. — W e o
aplicatie liniard, atunci Imf = V/Kerf.

EXERCITIUL 1.46. (Prima teorem3 de izomorfism a lui Emmy Noether'?) Daci U, W
sunt subspatii ale lui V gi W C U, atunci V/U = (V/W)/(U/W).

EXERCITIUL 1.47. (A doua teoremi de izomorfism a lui Emmy Noether) Pentru orice
subspatii U, W ale lui V are loc: (U+W)/W =U/(UNW).

ExercITivL 1.48. Fie f € End(V) si B = {e1,...,e,} 0 bazi fixatd in V. Si se arate
cd sunt echivalente afirmatiile:

1. [f]B e superior triunghiulara.

2. ej € L({e1,...,e;}) pentru orice j =1,...,n.

3. L({e1,...,e;}) e subspatiu invariant al lui f pentru orice j =1,...,n.

ExXERCITIUL 1.49. Fie f € End(V). Atunci f e injectiv dacd si numai daci e surjectiv,
dacd si numai dacad e izomorfism.

ExXERCITIUL 1.50. Fie K un corp comutativ §i fi,..., f» polinoame din K[X] ast-
fel incat gradf; # gradf; pentru ¢ # j. S& se arate cd {fi,..., fn} e un sistem liniar
independent in K[X].

EXERCITIUL 1.51. Fie fo € C[X], gradf = 2, fixat §i ¢ : C4[X] = Cs[X], (f) = fo-p.
S& se arate cd ¢ e aplicatie liniar3.

EXERCITIUL 1.52. S se arate cd (VO W) XV o W™
HWolgang Pauli, 1900-1958, fizician elevetian.

12 Amalie Emmy Noether, 1882-1935, matematiciani german3, cu contributii deosebite in
algebra moderna.
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EXERCITIUL 1.53. Fie M o submultime oarecare a unui spatiu vectorial n-dimensional
V. Multimea M° := {¢ € V* | ¢|sr = 0} se numeste anulatorul lui M. S se arate ci:

1. M° e subspatiu in V*.

2. Daci M C N, atunci N° C M°.

Daca X,Y sunt subspatii in V, atunci:

3. X+ =X°nY%5i (XNY)° =X%+YO.

4. dimX +dim X° =dim V.

EXERCITIUL 1.54. Daci f este un automorfism al spatiului vectorial V, care este
relatia dintre polinoamele caracteristice ale lui f i f~'? Dac# f e diagonalizabil, este si
f~! diagonalizabil?

EXERCITIUL 1.55. Fie f € End(R?) dat prin f(z1,z2) = (3z1 + x2, —x1 + £2). S& se
arate cd nu existd un reper de vectori proprii pentru f, dar existd un reper in care f are
forma superior triunghiulara.

EXERCITIUL 1.56. Fie f un endomorfism al lui V de patrat nul: f> = 0. Aritati c3
lv + f e inversabil.

EXERCITIUL 1.57. S3 se giiseascd polinomul caracteristic al unui endomorfism nilpo-
tent (f*¥ = 0) al unui spatiu vectorial complex.

011 . .
EXERCITIUL 1.58. Observand cd matricea A = (} 0 (1)) se poate asocia unui endo-
morfism diagonalizabil, calculati AP, p € N.

EXERCITIUL 1.59. Pentru orice endomorfism f al lui V' existd un polinom F € K[X]
astfel incat F'(f) = 0; cu alte cuvinte, f satisface o ecuatie de forma:

f 4 amtf" 4 taif +aoly =0, a; €K.

Polinomul F' monic, de grad minim, cu proprietatea de mai sus se numeste polinomul
minimal al endomorfismului f. Aratati ca polinomul minimal al lui f divide orice polinom
F' cu proprietatea cid F'(f) = 0. Datoritd corespondentei biunivoce dintre matrice patrate
si endomorfisme modulo fixarea unui reper, se poate vorbi de polinomul minimal al unei
matrice.

EXERCITIUL 1.60. Fie A o matrice din SL(3,Z) (cu elemente intregi si determinant
1). Dacd polinomul caracteristic al lui A are o riddcind reald supraunitard a si doud
rddicini complexe conjugate (nereale), atunci a e irational.

EXERCITIUL 1.61. Fie f: M(n; K) = M(n; K), f(X) = (trX)I,. Ardtati cd f e
liniard si gisiti vectorii i valorile ei proprii. Aceleasi cerinte pentru f(X) ='X si pentru
f(X) =aX +b%X, unde a,b € K.

EXERCITIUL 1.62. (Teorema Hamilton'3-Cayley'*) Orice endomorfism este ridscini
a polinomului sdu minimal. In particular, polinomul minimal al unui endomorfism divide
polinomul caracteristic al acestuia.

EXERCITIUL 1.63. Pentru f € End(V) urmitoarele afirmatii sunt echivalente:

1. Endomorfismul f e diagonalizabil;

2. Existd un alt endomorfism h, cu valori proprii distincte, astfel incat foh = ho f;

3. Polinomul minimal al lui f e de forma IT]_; (X — \;), » < m, A\; € K, A\; # A; pentru
i

13William Rowan Hamilton, 1805-1865, matematician si mecanician englez, a introdus corpul
quaternionilor.
14 Arthur Cayley, 1821-1895, matematician gi astronom englez.
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EXERCITIUL 1.64. Fie A, A’ matrice pitrate cu elemente din K. Fie F, F' polinoamele
lor minimale. Atunci polinomul minimal al matricei (‘3 2,) este cel mai mic multiplu
comun al lui F, F’.

EXERCITIUL 1.65. Pentru orice f, h € End(V), polinoamele caracteristice ale lui foh
si ho f coincid.

EXERCITIUL 1.66. Fie (E, (,)) un spatiu vectorial euclidian si f : E — E o aplicatie.
Daca f péstreaza produsul scalar ((f(z), f(y)) = (z,y)), atunci e liniara.

EXERCITIUL 1.67. Pentru un endomorfism f al unui spatiu vectorial euclidian definim
urma sa trf ca fiind urma matricei asociate lui f intr-un reper ortonormat. Aritati cd
definitia e corectd (nu depinde de reperul ortonormat ales) si, studiati proprietatile apli-
catiei tr : End(V) — K. Ardtati c& dacid tr(fh) = 0 pentru orice h € End(E), atunci
f=0.

EXERCITIUL 1.68. Urma oricirui endomorfism nilpotent al unui spatiu vectorial eu-
clidian e nula.

EXERCITIUL 1.69. Fie V un spatiu vectorial complex gi f, h endomorfisme ale lui V'
care comutd. S3 se arate ca f si h au o valoare proprie comuna.

ExerciTivL 1.70. Fie G C GL(n,R) un subgrup finit, diferit de {I,}. Daci existd
un hiperplan H al lui R" format din puncte fixe ale automorfismelor din G, atunci G
contine doar doud elemente: identitatea si o simetrie fatd de H.

EXERCITIUL 1.71. Fie V¢ un spatiu vectorial complex. Atunci V poate fi consi-
derat i ca spatiu vectorial real (vezi exemplul 1.1); in aceastd acceptie il vom nota
VR, S% se arate ci ci daci B = {ei,...,es} e 0 bazi a lui V peste C, atunci BR =
{e1,...,en,v/—Te1,...,v/—len} e 0 bazi peste R. In particular, dimg VX = 2dimc V.
Spatiul vectorial real V® obtinut din cel complex se numeste decomplezificatul lui V.

EXERCITIUL 1.72. Fie V, W spatii vectoriale complexe gi f : V — W o aplicatie
liniars. Aceeasi f : VR — W e tot liniari. Daci A + /—1B e matricea lui f fat3 de
reperele B din V, By din W, atunci (7 — ) e matricea lui f in reperele B¥, BY.

EXERCITIUL 1.73. Fie J un endomorfism al unui spatiu vectorial real V cu pro-

prietatea J> = —1y (un asemenea endomorfism se numeste antiinvolutie sau structurd
complezd pe V). S3 se arate ci:
1. dimg V' = 2k. (Indicatie: prin inductie, dacd {ey,...,es} sunt independenti, atunci

si {e1,...,es,J(e1),...,J(es)} sunt independenti.)

2. Cu inmultirea externi C x V — V, (a + v/—1b)z = az + bJ(z), V devine spatiu
vectorial complex, notat V¢.

3. Decomplexificatul lui V¢ este V', in consecintd dimc Vg = k.

Un alt mod de a obtine spatii vectoriale complexe din spatii vectoriale reale,
complexificarea, (inspirat evident de constructia numerelor complexe pornind de la
cele reale) este prezentat in:

EXERCITIUL 1.74. Fie V un spatiu vectorial real. Fie V¢ = {z 4+ /—1y; z,y € V}.
Definim pe VC:
e adunarea: (z ++v—1y) + (' +vV-1y) = (z +2') + vV-1(y +¢');
e inmultirea cu scalari complecsi: (a++/—1b)(z ++/—1y) = (az —by) ++/—1(bx +
ay).
S# se arate c& VC cu operatiile descrise este spatiu vectorial complex (numit complezificatul
lui V) si ci dime V€ = dimg V.
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EXERCITIUL 1.75. Pe complexificatul unui spatiu vectorial real aplicatia z = = +
v—1y — z = © — v/—1y (se numeste conjugarea complexy), nu este un endomorfism; ea
este omogend numai fatd de scalarii reali.

EXERCITIUL 1.76. S& se arate cd dacd J e o structurd complexd pe spatiul vectorial
real V, atunci ea se extinde la o aplicatie liniars (fat3 de scalarii complecsi) pe VC prin
JC(z + V—1y) = J(z) + V—1J(y). Si arate ci valorile proprii ale lui JC sunt ++/—1.
Notdm subspatiile proprii corespunzitoare cu V"0, V! adici V'’ = {z € VC; J(z) =
V=1z}, VO = {z € V¢ ; J(z) = —/—1z}. Si se arate ci:

1LV ={z—/-1J(x); 2 €V}, VO ={z+V/—1J(z); z €V}

2. VE=vavol

3. Conjugarea complex induce un izomorfism real intre V*° i V1.

EXERCITIUL 1.77. S# se arate ci existd un izomorfism (real) intre (V)® i V@ V.
Reciproc, dacd W este un spatiu vectorial complex, existd un izomorfism complex intre
(WBC 5i W W (aici W coincide ca grup aditiv cu W, dar inmultirea cu scalari complecsi
este dat# prin (a + v/—1b) x 2z = (a — v/—1b)2).

EXERCITIUL 1.78. Orice form3 biliniard de rang 1 pe K™ se poate descompune ca
produsul a doud forme liniare: B(z,y) = f(z)g(y) cu f,g € (K™)".

EXERCITIUL 1.79. Fie g o formi biliniard pe V. Daci g(z,y) = 0 implicd g(y,z) = 0,
atunci g e simetrica sau antisimetrica.

ExerciTiuL 1.80. (Diagonalizarea simultand a doud forme patratice.) Fie qi,q2
forme patratice definite pe spatiul vectorial real V. Presupunem g; pozitiv definitd. Atunci
existd o bazd a lui V in care ¢; si g2 au forma canonicd. ( Indicatie: Fie g forma biliniard
polard a lui ¢;. Cum g¢; e pozitiv definitd, g e produs scalar. Orice bazd g-ortonormata
in care se diagonalizeazd ¢» (acestea existd, conform teoremei 1.12) satisface conditiile
enuntului. Pentru gisirea efectivid a coeficientilor canonici, vezi [20] §10.3))

ExerciTivL 1.81. Fie fi, fo,--., fps fo+1,- -, fo+q forme patratice pe R®. Con-
sideram forma patratica

g=.f12+"'+f]3_fp2+1_f5+2"'_f§+q'

S se arate cd numdrul de termeni pozitivi dintr-o forma canonici a lui g este mai mic sau
egal cu p (si numarul de termeni negativi (indexul lui g) este mai mic sau egal cu q).

EXERCITIUL 1.82. Fie Try(n,R) spatiul vectorial al matricelor pitrate superior tri-
unghiulare. Folosind procedeul de diagonalizare Gram-Schmidt, ardtati cd GL(n,R) =
O(n) x Tr+(n,R).

ExERCITIUL 1.83. Aridtati cd nu existd izomorfisme antisimetrice pe un spatiu vec-
torial euclidian de dimensiune impara.

Gisiti forma canonicd a unui endomorfism antisimetric (inductie dupd dimensiunea
spatiului).

Fie f un endomorfism antisimetric al unui spatiu euclidian 2n dimensional. Aratati
cd valorile proprii proprii ale lui f o f sunt de forma {A1, A1, A2, A2,..., An, An}-

EXERCITIUL 1.84. Fie V un spatiu vectorial real finit dimensional si B o form&
biliniar3, nedegenerata, antisimetricd pe V (forma B se numeste simplecticd, iar perechea
(V, B) se numeste spatiu vectorial simplectic).

1. Sa se arate ca dimensiunea lui V' e para.
2. Si se arate cd exista o bazd {e1,...,en, f1,..., fn} cu proprietatile:

B(eis,ej) =0, Bles, fj) =0, B(fi,fj) =0 pentrul <i,j <n.
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ExerCITIUL 1.85. Completati teorema 1.13 de descompunere polard a lui Cauchy in
felul urm&tor. Dacd (E, (, )) e un spatiu vectorial euclidian inzestrat cu o form3 simplectica
B, fie f endomorfismul definit prin (fz,y) = B(z,y). Atunci f e antisimetric, aplicatia
ortogonald ¢ satisface t> = —1g (adici e o structurd complexs), gt = tg si B(tz,ty) =
B(z,y).

EXERCITIUL 1.86. Pentru orice doud subspatii ale unui spatiu vectorial euclidian au
loc egalititile: (U + V)t =U+nvi Ut 4+vi=UnV)L

ExercITIUL 1.87. Fie x,, z vectori din R®. S§ se arate ci:

1. Dacd x, vy, z sunt liniar independenti gsi t Xy =y Xz =z Xz, atunciz+y+2z = 0.
2. (Identitatea lui Jacobi) (z xy) x z+ (2 x ) x y+ (y x 2) x = 0.

3. Dacaz xy+yXz+zxz =0, atunci z,y, z sunt liniar dependenti.

4. Daca ¢ X y, y X z, z X x sunt liniar dependenti, atunci sunt coliniari.

EXERCITIUL 1.88. (Determinantul Gram.) Fie (E,(,)) un spatiu vectorial euclidian

n-dimensional si x1, ...,z vectori fixati. Determinantul
(m1,21)  (@1,@2) ... (1, %)
G, ... z4) = (T2,21)  (T2,%2) ... (@2, %)
(zr, 1) (TR, 22) ... (Tk, TH)

se numegte determinant Gram al vectorilor dati. Sa se arate ca
0< Gz, .y zi) < lzalPllezll® - [lzxl®

cu egalitate in stdnga daca si numai daca vectorii sunt liniar dependent;i si in dreapta daca
si numai daca vectorii sunt mutual ortogonali.

EXERCITIUL 1.89. (Volumul paralelipipedului k-dimensional) Fie z1,...,z) vectori
fixati in spatiul vectorial euclidian (E, (,)) n-dimensional. Fie U; = L({z1,...,2;}), Zj41
proiectia lui 211 pe Uj §i bj = ||&j41—2)41| (distanta delaz;111aU;), j = 1,2,...,k—1.

Fie

V(:lh,...,.’l:k) = ||$1|| ~hi--- hg.
Sa se arate cd

V(... zx)’ = G(x1,. .., zx).
Fie f un endomorfism al lui E. Atunci raportul

k(f) = V(f(z1), f(z2),- .., f(zn))

V(l‘1,.’t2,...,xn)

este constant (se numeste coeficient de deformare).
Particularizati ultimele dou exercitii la cazul lui R® si faceti legitura cu produsul
vectorial.

EXERCITIUL 1.90. Orice endomorfism liniar f al lui R*, n > 3, care conserva aria
oricdrui paralelogram (V(f(z), f(y)) = V(z,y)), este izometrie.

EXERCITIUL 1.91. Fie E un spatiu vectorial euclidian de dimensiune 4. Fie B o
bazd ortonormata fixatd. Fie U subspatiul vectorial care are in B ecuatiile: 1 = x4,
T2+ x3 — 224 = 0.

1. S& se determine o baz# ortonormatd B’ a lui E ai cirei primi doi vectori s& fie din
U.

2. S8 se giseascd matricele in baza B’ ale tuturor endomorfismelor simetrice f care
satisfac: f(U) C U+, f(U+) CU.
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ExXERCITIUL 1.92. Fie (E, (,)) un spatiu vectorial euclidian 2-dimensional gi f un en-
domorfism simetric al siu. Fie Q1,Q2, Qs formele pitratice definite prin: Q:(x) = (z, z),
Q2(z) = (f(x),z), Q3(x) = (f(x), f(x)). Sa se arate cd are loc relatia: Q3 — tr(f)Q2 +
det(f)Q1 = 0. (Acest rezultat furnizeazs, in geometria diferentiald a suprafetelor, legdtura
dintre primele trei forme fundamentale ale unei suprafete).

ExERCITIUL 1.93. Fie (E,{(,)) un spatiu vectorial euclidian si f un endomorfism al
sdu. Se numegte adjunctul lui f endomorfismul f* cu proprietatea {f(x),y) = (z, f"(v))
pentru orice z,y € E.

Sa se arate cd pentru orice f existd si este unic un endomorfism adjunct. Daca in
baza ortonormatd B, f are matricea A, atunci, in aceeasi baz3, f” are matricea .

Complementele ortogonale ale nucleului, respectiv imaginii lui f sunt imaginea, res-
pectiv nucleul lui f".

EXERCITIUL 1.94. Mai general, fie Vx un spatiu vectorial si g o form3 biliniard sime-
tricd, nedegeneratd. Fie f € End(V) si f9 endomorfismul definit prin relatia g(f?(z),y) =
g(z, f(y)) pentru orice z,y € V. Endomorfismul f9 se numeste adjunctul sau transpusul
lui f @n raport cu g. S8 se arate cd f9 existd si e unic. Dacd A (respectiv G) este matricea
lui f (respectiv g) intr-un reper fixat, si se arate ci matricea lui f9 este ‘GAG™! (aceasta
se mai numeste si transpusa generalizatd o lui A in raport cu G).

ExXERCITIUL 1.95. Fie (E,(,)) un spatiu vectorial euclidian. Si se arate ci aplicatia
f:+ E — E*, datd prin f(v) = wy, unde wy(w) = (v, w) este un izomorfism intre E gi
dualul siu E*. In plus, daci v = Y vse; Intr-un reper ortonormat, atunci w, = Y v;e; in
reperul dual corespunzitor.

EXERCITIUL 1.96. Se fixeazd, arbitrar, vectorul ug # 0 din spatiul vectorial euclidian
R®.

a) Fie f endomorfismul liniar definit prin f(z) = x X ug. S3 se giseascd endomorfismul
adjunct al lui f si s& se scrie matricea acestuia in reperul canonic al lui R®.

b) Fie h endomorfismul liniar definit prin h(z) = 2z + = X uo. Si se determine o bazi
ortonormali a lui R® pe care h si o transforme in una ortogonali.

EXERCITIUL 1.97. Demonstrati urmitoarea generalizare a lemei 1.13: Fie f un endo-
morfism simetric, pozitiv definit al unui spatiu vectorial euclidian E. Pentru orice k € Z,
existd un unic endomorfism h simetric, pozitiv definit al lui F astfel incat h* = f.

EXERCITIUL 1.98. Demonstrati urmatoarea reciprocd a teoremei 1.11: Dacd f €
End(V) este diagonalizabil, atunci existd pe V un produs scalar fatd de care f este un
endomorfism simetric. Determinati explicit acest produs scalar pentru V = R? si f care

25 -2
are 1 reperul canonic matricea (% g —‘11> -

EXERCITIUL 1.99. Fie (E,(,)) un spatiu vectorial euclidian. Fie g o forma biliniara
anti-simetricd, nedegeneratd pe E. Si se arate cd exista descompunerea E = E; @ E» cu
proprietatea g(z,y) = (x1,y2) — {(2,y1) (unde £ = 1 + 22, y = y1 + Y2, xi,¥s € E;).

ExerciTivL 1.100. Fie Z(n) = {A € SO(2n) | A +'A = 0} multimea matricelor
special ortogonale antisimetrice. Sa se arate cd pentru oricare A, B € Z(n), existd C €
SO(2n) astfel incat A = C~'BC (adici SO(2n) actioneazi tranzitiv prin conjugare pe
Z(n)).

EXERCITIUL 1.101. Folosind clasificarea aplicatiilor ortogonale, determinati clasele
de conjugare din O(n).

EXERCITIUL 1.102. Ar3tati cd O(n) poate fi vizut ca o submultime a lui R™. Cu
topologia indusd, O(n) devine spatiu topologic compact, cu doud componente conexe
(Indicatie: Pentru conexiune, folositi functia determinant).
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EXERCITIUL 1.103. Fie A € O(n) cu det A = —1. Si se arate ci:
O(n) —SO(n) = {BA | B € SO(n)}.

ExERcITIUL 1.104. Fie (E, {(,)) un spatiu vectorial euclidian n-dimensional. Un en-
domorfism f al lui E se numegte aplicatie conformd dacd existda ¢ € Ry astfel incat
{(f(z), f(y)) = c(z,y) pentru orice z,y € E. S& se arate ca:

1. f e transformare conforma dacad si numai dacd pastreaza unghiul oricdror doi vec-
tori.

2. Multimea transformarilor conforme formeaza un grup care, modulo fixarea unei
baze ortonormate in E, e izomorf cu CO(n) = O(n) x Ry (numit grupul conform).



CAPITOLUL 2

Geometrie afina si euclidiana

Te implor in numele Domnului, baiatul meu, mai lasa paralelele
in pace! Ele trebuie evitate, ca societatea proastd gi ca duelurile,
trebuie sa fugi de ele ca de femeile stricate!

Farkas Bolyai

1. Spatii afine. Definitii. Exemple

Dupa cum am vazut in capitolul anterior, spatiului geometric studiat in anii de
liceu i-am putut ataga un spatiu vectorial, al vectorilor liberi. Vom generaliza acum
aceastd constructie introducind o clasa de spatii pe care se verificd proprietatile
generale ale spatiului geometric (incidentd, paralelism etc.) Structura acestor spatii,
numite afine, permite constructia intregii geometrii cunoscute din scoala.

DEFINITIA 2.1. Fie A o multime amorfa, nevida ale carei elemente se numesc
puncte, V un spatiu vectorial peste corpul comutativ K si ¢ : AX A = V, 0
aplicatie cu proprietatile:

1) (4, B) + ¢(B,C) = ¢(A,C), pentru orice A, B,C € A.

2) Existd un punct O € A astfel incit aplicatia o : A — V, datd prin
vo(4) = p(0, A) este bijectie.

Tripletul (A, V, ¢) se numeste spatiu afin (asociat spatiului vectorial V'), iar aplicatia
© se numesgte structurd afind pe A. V se numeste spatiul (vectorial) director sau
asociat spatiului afin.

Atunci cand K = R vorbim despre un spatiu afin real. Se vede acum imediat
ca spatiile geometrice cu doua i trei dimensiuni studiate in liceu sunt spatii afine
reale asociate spatiului vectorial al vectorilor liberi, cu structura afind

p(A,B) = AB.

OBSERVATIA 2.1. 1) Vom nota, de obicei, zﬁ et »(A, B). Evident, notatia
este sugerata de exemplul spatiului vectorilor liberi, dar cititorul nu se va lasa
pacalit: e doar

o notatie! Cu aceasta, proprietatea 1) din definitie devine:

AB + BC = AC.

Devine acum clar ca aceasta proprietate generalizeaza regula triunghiului de adu-
nare a vectorilor liberi. O vom numi, de altfel, requla triunghiului.

2) Se demonstreaza imediat: AB = —BA, AA = 0 pentru

orice A,B € A.

ExeEMPLUL 2.1. 1) Orice spatiu vectorial este spatiu afin asociat siesi, cu struc-
tura afind p(z,y) =y — z. In particular, K™ este spatiu afin cu
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structura afind descrisi aici. O vom numi structura afind canonica a lui K™.
2) Fie A € M(m,n;K), B € K". Submultimea {X € K"; AX = B} (multimea
solutiilor unui sistem neomogen) este un spatiu afin asociat spatiului vectorial

reprezentat de multimea solutiilor sistemului omogen AX = 0 (vezi exemplul
1.5). Structura afind este aici ¢(X,Y) =Y — X. Verificdrile sunt imediate.
3) Planul si spatiul geometric sunt spatii afine peste spatiile vectoriale ale vectorilor
liberi asociate (vezi exemplul 1.6). Pentru améndoud, structura afind asociaza unei
bipunct (A4, B) clasa

lui de echipolenta.

Proprietatea 2) din definitie pare a favoriza un anumit punct, acolo notat O
din spatiul afin. Ca nu aga stau lucrurile arata:

PROPOZITIA 2.1. Dacd (A,V,y) e un spatiu afin, atunci pentru orice A € A
aplicatia pa: A=V, pa(B) = ¢(A, B), e bijectivd.

Demonstratie. Fie x € V' arbitrar. Cautam un punct B cu proprietatea zﬁ =
z. Deci ar trebui ca AO + OB = z, adici OB =  — AQ. Cum proprietatea 2) din
definitie asigura existenta unui unic B cu aceasta proprietate, bijectivitatea lui ¢4
e demonstrata. O

COROLARUL 2.1. Pentru orice A € A si x € V, existd gi este unic un punct B
cu proprietatea ca E =z

Cititorul va observa in cele ce urmeaza ca o constanta a stilului enunturilor gi
demonstratiilor afine va fi construirea unui anumit obiect cu ajutorul privilegierii
aparente a unui punct O, urmata imediat de demonstrarea faptului ca definitia nu
depinde de acel punct.

Pe de alta parte, {indnd seama de exemplul 1.13, 7), din propozitia 2.1 rezulta:

COROLARUL 2.2. Pentru fiecare A € A existd o structurd de spatiu vectorial
pe A, cu punctul A pe post de element nul. Cu aceasta
structurd, A este izomorf cu V prin ¢4.

Demonstratie. Tot ce mai raméane de demonstrat este afirmatia referitoare la
elementul nul. Stim ca orice izomorfism face sa corespunda zerourile celor doua

spatii izomorfe; atunci, cum @4 (A4) = ﬂ = 0, deducem ca A este vectorul nul al
spatiului vectorial A. O

Insistam: acest rezultat asigurd existenta atator structuri vectoriale pe A cate
puncte exista in A. Toate sunt izomorfe cu cea a lui V, deci izomorfe intre ele.
Dar nu se poate alege una dintre ele drept canonica. Intr-un limbaj mai mult decét
informal, putem spune ca un spatiu afin e un spatiu vectorial in care originea nu
mai e fixa. Acest lucru va putea fi precizat mai departe,

cu ajutorul notiunii de translatie.

Vom incerca sa dezvoltam teoria din acest capitol, atat cat va fi posibil, paralel
cu cea din capitolul precedent. Astfel, vom da un analog al combinatiilor linia-
re, vom vorbi apoi despre subspatii afine, despre aplicatii afine si vom folosi toate
acestea pentru a generaliza geometria cunoscutd din liceu la cazul unui spatiu afin
oarecare.



2 COMBINATII AFINE. REPERE AFINE §I CARTEZIENE 55

2. Combinatii afine. Repere afine si carteziene

Introducem acum o notiune centrald geometriei afine: combinatia

afind. Ceea ce vrem este sa definim un analog al combinatiei liniare specifice
spatiilor vectoriale. Tatd cum: fixand arbitrar un punct O, considerdm structura
vectoriala a lui A cu O drept vector nul. Atunci, date punctele Py, ..., P, si scalarii
Aly.-.,0p

putem pune P = )" a;P; daca O? = Za,O?ﬁ . Dar punctul P nu ar trebui
sa depinda de fixarea lui O care trebuie sa aibad doar un caracter ajutator. Astfel,

— —
daca O' # O, definim P’ = ailﬂadicé O'P' =3 a;0'P;). Atunci avem P = P’
daci si numai daca ) a;O0'P; = O'P. Dar

0P=00+0P=00+Y a:0P,

—
deci P = P' dacd gi numai dacd (1 — > a;)00" =0 i, cum O # O', conditia este
Z a; = 1.

Aceastd discutie dovedeste cd intr-un spatiu afin nu sunt admise orice fel de
combinatii liniare, ci numai cele cu suma

scalarilor 1, numite combinatii afine.

Putem da acum:

DEerINITIA 2.2. Fie Py, ..., P, puncte din spatiul afin A gi scalarii a4,...,a,
satisficand Y., a; = 1. Punctul
(21) P:a1P1+...+anPn

se numegte centrul de greutate sau baricentrul punctelor P; cu ponderile a;.

Conform celor dinainte, punctul P e, astfel, bine definit deoarece vectorul
— —
(2.2) OP = a,0P, + --- + a,OP,

nu depinde de alegerea punctului O. Trecerea de la ecuatia (2.1) la ecuatia (2.2)
se numeste vectorializare in O. Denumirile introduse sunt sugerate de fenomenele
mecanice §i geometrice elementare pe care geometria afind le modeleaza. De e-
xemplu, in planul geometric studiat in liceu, centrul de greutate al unui triunghi
este baricentrul cu ponderi egale, 1/3, al varfurilor triunghiului. In acelasi spatiu,
mijlocul unui segment este baricentrul cu ponderi egale al capetelor segmentului
(observati ci folosim aici notiunile de ,segment®, triunghi“ etc. in acceptiunea
din liceu, nu le-am redefinit inca intr-un spatiu afin oarecare). Cu ajutorul notiunii
de combinatie afind dam acum un corespondent al acoperirii liniare din spatiile
vectoriale:

DEFINITIA 2.3. Pentru o submultime M a unui spatiu afin, se numeste acope-
rirea sau inchiderea afind alui M si se noteazd Af(M) multimea tuturor baricen-
trelor, cu orice ponderi, care se pot forma cu submultimi finite ale lui M:

m m
Af(M) ={)_a;P;| Pi€ M,a; € K,» a;=1,meN}
i=1 i=1
EXERCITIUL 2.1. 1) Dacd M C Ma, atunci Af(M1) C Af(M>).
2) M C Af(M).
3) Af(Af(M)) = Af(M).
Prezentam In continuare analoagele proprietatilor de independenta gi depen-
denta liniara:
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DEFINITIA 2.4. 1) Un sistem de puncte { Py, ..., P,} se numeste afin dependent
daci existd un i € {1,...,n} astfel incit P; si fie baricentrul cu anumite ponderi
ale celorlalte puncte din sistem.

2) Un sistem finit de puncte care contine un singur punct sau

nu e afin dependent se zice afin independent.

OBSERVATIA 2.2. Orice sistem afin dependent contine cel putin 3 puncte. Orice
doud puncte afin independente sunt distincte.

PrROPOZITIA 2.2. Sistemul {Py,...,P,} e afin dependent (respectiv indepen-

dent) dacd gi numai dacd sistemul de vectori {P1P,,...,P1Py} e liniar dependent
(respectiv independent). In acest caz sistemul {P;Py, ..., P;Pi_1, P;Pi\1,..., PPy}
e liniar dependent (respectiv independent) pentru orice 1 = 1,...,n.

Demonstratie. Fie {Py,...,P,} afin dependent. Atunci, renumerotind even-

tual, putem presupune ca
n
P1:a2P2+---+anPn, Zaz:].

Rezulta
— — —
0=P P =aPP+---+a,P P,
—
deci, deoarece scalarii a; nu pot fi toti nuli pentru cd suma lor e 1, sistemul {P; P,
"
., PLP,} e liniar dependent. Reciproc, daci respectivul sistem de vectorl e liniar

—
dependent, existd o combinatie liniard nula netriviala by Py Py + --- + b P1 =0
(nu toti b; sunt nuli). Putem deci scrie (atentie, e un procedeu pe care o s¥.1 mai
folosim!)
n
—>
S0P = (S0P
Jj=2 Jj=2
sau incg
" b —
Z —J PP -PP
S
—o Luj=2"]
de unde rezultd Pr = 37 J/(E" b;)P;.
—) 21y
Pe de altd parte, daca {P, Ps, ..., Pi P,} e liniar dependent, atunci putem scrie

0= ijITP; = ij(erlTP;) = (ij)ﬁ+zbj1TP;
j=2 j=2 J=2 =2

—-— — — —
deci si sistemul {P;P,...,P;P;_1,P;P;y1,...,P;P,} e liniar dependent pentru ori-
cei=1,...,n.
Demonstratia curge asemanator in cazul independentei afine. |

Propunem cititorului sa demonstreze singur si urmatoarea caracterizare:
PROPOZITIA 2.3. Sistemul de puncte M = {Py,...,P,} e afin dependent dacd
si numai dacd ezista P; astfel incat Af(M) = Af(M — {P;}).

EXERCITIUL 2.2. Fie M1 C M> doud submultimi finite ale spatiului afin A. Dacid M>
e afin independenti (respectiv M; e afin dependentd), atunci gsi M; e afin independentd
(respectiv M» e afin dependenta).
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EXERCITIUL 2.3. In planul (respectiv spatiul) geometric, trei (respectiv 4) puncte
sunt afin independente dacd gi numai dacd nu sunt coliniare (respectiv coplanare).

Introducem acum

DEFINITIA 2.5. Se numeste dimensiune a unui spatiu afin, dimensiunea spatiu-
lui vectorial asociat.

EXEMPLUL 2.2. Planul (respectiv spatiul) geometric este un spatiu afin de
dimensiune 2 (respectiv 3).

In fine, cu ajutorul notiunii de reper din spatiul vectorial dam

DEFINITIA 2.6. Se numegte reper cartezian al spatiului afin A o multime de
forma R = {O;e1,...,ep} unde O € A i {e1,...,en} e un reper al spatiului
vectorial asociat. Punctul O se numeste originea reperulus.

Odata fixat un reper cartezian ca mai sus, vectorul Oﬁ) se numegte vector de

pozitie al punctului P. El se descompune unic sub forma OP = Y"1, a;e;, a; € K.
Prin definitie, scalarii a; se numesc coordonatele carteziene ale lui P. Deci, odata
cu fixarea unui reper R, e definita gi o aplicatie ¥ : A — K™, numita sistem de
coordonate, care asociazi fiecarui punct coordonatele sale carteziene in reperul dat.

EXERcITIUL 2.4. Fie (ai,...,as), (b1,...,b,) coordonatele carteziene ale punctelor
A, B intr-un reper fixat {O;ei1,...,en}. Atunci coordonatele vectorului AB in reperul
vectorial {e1,...,e,} sunt (b1 —a1,...,bn — an).

Legatura dintre notiunea de reper cartezian gi cea de sistem afin independent
discutatd anterior se face, conform propozitiei 2.2, in felul urmator:

ProOPOZITIA 2.4. R = {O;ey,...,en} € reper cartezian dacd si numai dacd

sistemul {O, Py, ..., Py}, cu P; definite (unic) prin OPF; = e;,
este afin independent.

Deci a da un reper cartezian intr-un spatiu afin n-dimensional
revine la a da n+ 1 puncte afin independente. Sistemul {O, P, ..., P,} derivat
dintr-un reper cartezian se numegte reper afin.

ProPOZITIA 2.5. Fie {O,Py,...,P,} un reper afin. Atunci oricdrui
punct P i se asociaza unic scalarii ag,a,...,a, cu Z?:o a; = 1.

Demonstratie. Fie aq,...,a, coordonatele carteziene ale punctului
arbitrar P in reperul cartezian {O;ey,...,en}, e = OF;. Atunci OP = (1 —
>, a;)00+Y " a;OF;. Punem ag = 1-)"_ | a; si demonstratia e incheiatd. O

Scalarii ay, - - ., a, care se asociaza unic unui punct via un reper afin se numesc
coordonate baricentrice ale punctului. Trecerea de la un reper afin la cel cartezian se
face intotdeauna luand primul punct al reperului afin drept origine a celui cartezian.
De aceea putem vorbi farad pericol de confuzie si de coordonate carteziene intr-un
reper afin.

Ca gi in cazul spatiilor vectoriale, suntem acum interesati de felul cum se
schimba coordonatele carteziene si baricentrice ale unui punct la schimbarea reperu-
lui (cartezian sau afin). Fie R = {0, Py,...,P,}, R' = {O', P|,...,P.} dou reper
afine. Fie (z1,...,2,), (respectiv (z},...,z})) coordonatele carteziene ale unui
punct fixat P in reperul R (respectiv R'). Fie (ay;) matricea de trecere de la repe-

rul {O_P:} lareperul {O'P},i=1,...,n: O'P] = 3"}, ax;OP;. Fie, de asemenea,
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{20i} coordonatele carteziene ale lui O" in reperul R. Cum 0P = 00' +O'P, putem
scrie:

ix,(ﬁ = ixoiﬁﬁ + ixQO'—Pj =
=1 =1 j=1
= ZxOZO?-i-Z Zaw

i=1 j=1

de unde deducem relatiile:
(2.3) $i=2aijx;-+$0i, i=1,...,n.

Formulele (2.3) sunt inversabile deoarece matricea (a;;), fiind matrice de trecere
intre doud repere vectoriale, e inversabild. Formulele reciproce exprimé z; ca functii
liniare (neomogene) de 1, ..., Ty.

Dacd O = O', schimbarea de reper se numegte centroafind. In acest caz, in (2.3)
avem zg; = 0 ¢i formulele de schimbare de coordonate iau forma celor din spatiile
vectoriale. Nu e

nimic neagteptat aici: spuneam mai sus ca ceea ce deosebegte spatiul afin de
cel vectorial este neprivilegierea unui punct drept

yorigine“ (vector nul). Pe de altd parte, daci R' diferd de R doar prin originea
sa (i.e. OF; = O'P]), atunci a;; = d;; si (2.3) devin z; = z} + z¢;. O asemenea
schimbare de reper se numegste translatie. Ea nu este permisa intr-un spatiu vectorial
ci e specificd spatiului afin.

3. Subspatii afine. Definitii echivalente. Exemple

DEFINITIA 2.7. Submultimea A’ a spatiului afin (A, V, ) e subspatiuv afin sau
varietate liniard dacd existd un subspatiu vectorial V' al lui V' astfel incat Im(yp' =
Ylarxa) C V' sitripletul (A, V', ¢') e un spatiu afin sau dacd A’ = 0.

Deliberat vom folosi, alternativ, ambele denumiri (subspatiu afin, varietate
liniard) pentru a obignui cititorul cu amandou.
Urmitoarea definitie echivalentd expliciteazid subspatiul V':

PROPOZITIA 2.6. Submultimea A' a spatiului afin (A,V,p) e subspativ afin
daca gi numai dacd existd un punct O € A’ astfel incit multimea {OP' ; P' € A'}
sd fie un subspatiu vectorial al lui V sau dacd A' = 0.

Demonstratie. Fie A" # 0. Vom nota, pe parcursul demonstratiei, W =
{OP" ; P'" € A'}. Si presupunem intéi cid A’ e subspatiu afin si fie O € A’
arbitrar. Pentru orice v € V', existd un unic P’ € A’ astfel incat v = OP’. Deci
V' C W. Invers, orice element al lui W se scrie OP' = ¢(O, P') = ¢'(O,P') € V',
adici si W C V.

Reciproc, daci existd O € A’ astfel incdt W si fie subspatiu vectorial, ludm V' = W
si mai trebuie doar sa verificam ca

Imyp' C W. Dar, pentru P',Q' € A', avem ¢'(P',Q") = P’Q’ = ﬁ+ OQ’
ew.

Vom avea nevoie de urmatoarea proprietate amuzanta:
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LEMA 2.1. Fie A un spatiu afin peste un corp de caracteristica 2 ¢i A, B, C', D
varfurile unui paralelogram (vezi exercitiul 2.8). Atunci fiecare dintre cele 4 puncte

e echibaricentrul' celorlalte.

Demonstratie. Daca E = ﬁ, deducem E = 171 + R si din faptul ca
DA = 4D (1 = —1 in caracteristica 2), obtinem AB = AD + E sau, echivalent
0= A4 = E%—B%—E, adicd A = B+ C+ D (in caracteristicd 2, 1+1+1=1).
Tot relatia E = ﬁ implica D? = B + ﬁ La fel ca mai sus, din ﬁ =D

rezulta lﬁ = zﬁ + ﬁ, care atrage dupa sine m + 17)4 + ﬁ = lﬁ De aici
rezulta D =C + A+ B.

Lasam verificarea egalitatilor C = A+ B+ D si B = A+ D + C pe seama,
cititorului. O

Urmatoarea caracterizare leaga notiunea de varietate liniara de cea de baricen-
tru:

TEOREMA 2.1. Pentru ca submulfimea nevidd A’ sd fie subspatiu afin e necesar
$i suficient ca:
(i) daca carK # 2, pentru orice P,QQ € A’ gi a € K, punctul aP + (1 — a)Q sd fie
in A'.

(i) daca carK = 2, echibaricentrul oricaror trei puncte din A' sd fie in A'.

Demonstratie. (i) Dacd A’ e varietate liniard cu subspatiu director V', fixdm
un punct O € A'. Atunci, dacd R = aP + (1 — a)@, vectorializidnd in O avem

OPcV',00 € V' Ok =aOP + (1 —a)0Q € V'; deci R € A'.

Reciproc, fie O € A’ gi fie V! = {O? | P e A'}. Ardtam cd V' e subspatiu
vectorial al lui V. Pentru aceasta aratam iIntai ca e inchis la Inmultirea cu scalari:
fiev € V', a € K. Vectorul v se scrie unic sub forma v = OP, P € A'. Cum
av € V, exista un unic Q) € A astfel incat av = (ﬁ Trebuie ardtat cad @ € A'. Or,
@ =aOP' + (1 - a)O? de unde @ = aP' 4+ (1 — a)O si e continut in A’ conform
ipotezei.

Probam in continuare inchiderea lui V' la suma vectoriald. Fie v, w € V'.
Trucul e sa folosim ceea ce am demonstrat deja, anume

inchiderea lui V' la inmultirea cu scalari: scriem v + w = 2 (%v + %w) si avem

— —
v=0P,w=0Q" cuP,Q € A astfel ci, prin ipotezd, R = %P' + %Q’ e A

— —
rezultd OR' € V'. Dar OR' = %v + %w. Atunci, conform celor demonstrate
—
anterior, 20R' € V', ceea ce trebuia demonstrat.

(ii) Necesitatea e evidentd. Pentru suficientd, avem de ardtat cd V' e sub-
spatiu vectorial. Inchiderea la inmultirea cu scalari se demonstreaza ca la (4).
Pentru inchiderea la suma, vectoriala, dacd u = AB, v = R, atunci D definit de
E = u+ v e echibaricentrul punctelor A, B, C conform lemei 2.1, deci D € A’, de
unde D ev'. O

COROLARUL 2.3. Submulfimea A’ e subspatiu afin dacd st numai dacd isi con-
tine toate baricentrele, cu orice ponderi. Altfel spus, daca i numai dacd

AT = Af(A).

Lechibaricentru=baricentru cu ponderi egale
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Demonstratie. Acest enunt, este pandantul propozitiei 1.6 de caracterizare a
subspatiilor vectoriale. Stim deja ca A’ C Af(A’). Ceea ce mai trebuie, de fapt,
demonstrat e ci, dacd A’ contine toate baricentrele tuturor perechilor sale de punc-
te, atunci contine orice baricentru al unei submultimi finite ale sale. Probam acest
lucru

prin inductie. Proprietatea este adevarata pentru submulfimi cu 1, 2 puncte.
O presupunem adevéaratd pentru submultimi cu n — 1 puncte. Fie acum a; € K,
i=1,...,n Y a; =1 Fie P, € A'. Fie 1 < p < n, arbitrar. Observiam c3
putem scrie:

'=p+ i=p+1 ZJ p1 4
Acum notam
P n
=) aj, b=} a;
j=1 Jj=p+1
Ql—z ZE P, 1<p<n-1
i=p+1 j=p+1 aj

gi am gasit ci Zi:l a;P; = bi@Q1 + ba@Q2. Astfel, am scris baricentrul sistemu-
lui de n puncte ca baricentrul perechii de puncte Q1,2 cu ponderi by,bs. Dar
Q1,Q2 € A' conform ipotezei de inductie (decarece p, n — p < n — 1), ceea ce
incheie demonstratia. a

OBSERVATIA 2.3. In demonstratia anterioara, scrierea baricentrului a n punc-
te ca baricentru a doud puncte nu e unic: existd (7 1) posibilitati. Acest lucru
corespunde unui principiu de mecanica: centrul de masa al unui sistem de puncte
grele nu depinde de ordinea in care sunt considerate punctele, nici de eventuale
asocieri ale acestora.

ExXeEMPLUL 2.3. 1) ( si spatiul total sunt exemple triviale de subspatii afine.
Orice submultime cu un singur punct este varietate liniara cu spatiu director {0}
si are dimensiunea 0.

2) Conform corolarului anterior, orice submultime M di nagtere unui subspa-
tiu, Af(M), numit — cum altfel? — subspatiul generat de M. subspatiul generat
de doud puncte distincte P, @, se va numi dreapta (afind) care trece prin cele doua
puncte si se va nota (PQ). Cum P,(Q sunt distincte, ele sunt afin independente;
cum, pe de altd parte, orice punct de pe (PQ) e, prin definitie, baricentru al
lor, adici dependent de ele, {P,Q} formeazi un reper afin pe (PQ). Astfel orice
dreapta afind are dimensiunea 1. Pentru conformitate, subspatiile 2-dimensionale
se vor numi plane (afine). Un subspatiu de dimensiune p se numegte p-plan, iar
unul de dimensiune dim .4 — 1 se numeste hiperplan (afin).

In particular, in planul geometric, punctele gi dreptele sunt varietati liniare. La
fel, in spatiul geometric, punctele, dreptele si planele.

3) Multimea solutiilor unui sistem liniar neomogen, despre care am vazut ca
este un spatiu afin, este, de fapt, un subspatiu afin al lui K" (vezi exemplul 2.1

punctul 2).
4) Fie V un spatiu vectorial vazut ca spatiu afin cu structura afina (v,w)
w — v. Orice submultime de forma U + z := {u + z;u € U}, cu U subspatiu

vectorial i © € V arbitrar este un subspatiu afin (verificati!).
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EXERCITIUL 2.5. Demonstrati ci in spatiul afin V, canonic asociat unui spatiu vec-
torial V, orice subspatiu afin e de forma descrisd in exemplul anterior, la punctul 4).

EXERCITIUL 2.6. Fie Ai, A> doud subspatii afine. Este multimea
A, ={kA1+ (1 —k)As; Aj € A, i=1,2k € K fixat }

un subspatiu afin? Interpretati rezultatul in planul si spatiul geometric.

4. Operatii cu subspatii afine
E imediat rezultatul:
PROPOZITIA 2.7. O intersectie arbitrard de subspatii afine e subspatiu afin.

Daca e nevida, atunci subspatiul sau director e intersectia subspatiilor directoare
corespunzatoare subspatiilor afine considerate.

Ca si la spatii vectoriale, avem probleme cu reuniunea de subspatii afine care
nu mai este subspatiu afin. De aceea punem

DEFINITIA 2.8. Suma a doua subspatii afine A1, Ao este subspatiul afin generat
de reuniunea lor. O notdm A; + A,.

Deci avem relatia
A + Az = Af(A1 U A,).

Pentru a putea caracteriza gi altfel suma a doui subspatii, avem nevoie de un
rezultat intru totul asemanator celui care expliciteaza subspatiul vectorial generat
de o multime:

LEMA 2.2. Pentru orice submultime M,

Af(M) = ﬂ L, Lsubspatiu afin.
MCL

Demonstratie. Sa notdm deocamdatd cu [M] membrul drept al egalitatii de
demonstrat. Cum M C [M] si [M] e subspatiu, avem Af(M) C Af([M]) = [M].
Pe de alta parte, Af(M) e, la rdndul siu, un subspatiu care contine M. Astfel ca

Af(M) e unul dintre participantii la intersectia din membrul drept. In consecinta
[M] C Af(M) si demonstratia e incheiata. a

Rezulta, in particular, cd A; + As e cel mai mic subspatiu afin (in sensul
incluziunii) care contine reuniunea 4; U A,.

EXERCITIUL 2.7. Si se arate cd multimea varietitilor liniare ale unui spatiu afin este
o latice completd cu operatiile + si N.

In ce priveste spatiul director al sumei avem urmatorul rezultat:

PROPOZITIA 2.8. Fie V; subspatiul director al lui A;, i = 1,2 gi V1o subspatiul
director al lui Ay + As. Atunci
{Vl—i—Vg dacd Ay N Ay # 0,
12 =

2.4 —
( ) ‘/1+I/2+<0102) dachlﬂAQZQ),

unde O1 € Ay, Oz € As arbitrar alegi.
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Demonstratie. Deoarece A; C A; + As, rezultd ca V; C Vi, pentrui = 1,2,
deci

(2.5) Vi+ V2 C Via.
S& presupunem acum A; N Ay # . Fie O € A1 N As si v € Vi5. Existd un unic
punct P € A; + A, astfel incat v = OP - P trebuie s3 fie baricentrul unor puncte

din .Al @] Az:
T s T s
L EOTISITES 3BT
i=1 j=1 i=1 j=1

cu P; € A si Q; € A, (scrierea aceasta nu e unica, dar unicitatea nu e necesard in
. o OB > .
demonstratia noastrd). Atunci OF; € Vi, 0Q; € Vs i

U:O?:Zai@"Fijo—C?])‘G‘/l'f‘%;
i=1 j=1

adicd V12 C Vi + V4 ceea ce, impreund cu (2.5), demonstreazi ca Vio = Vi + Vo In
acest caz.
Dacd A; N Ay = 0, alegem arbitrar O; € Ay, Os € Az. Atunci O10: € V13 i,

din (2.5), rezultd Vi + V2 4+ (O102) C Vi3. Pentru a demonstra incluziunea inversi,
fie v € Vi oarecare. La fel ca mai sus, existd P € A; + As astfel incat v poate fi
scris sub forma

v =W=Zai07%+zbjm, dai+d> bi=1
i=1 j=1 i=1 =1

cu P, € Ay si Q; € As. Descompunand cu regula triunghiului 0:Q; = 0,0,
—> )
+02@Q); obtinem
T el El
— — —
v=">a;0:P,+ ()_b;)010: + > _b;0,Q; € Vi + V2 + (0,0,
i=1 j=1 j=1
deci V1 + V2 + (0105) = V15 &i In acest caz. O

O consecinta a propozitiei anterioare este ci pentru dimensiunea sumei a doua
subspatii nu mai avem un rezultat atit de simplu ca cel din cadrul vectorial. Anume:

);

TEOREMA 2.2. Fie A;, Ax subspatii afine cu spatii directoare Vi,Vs. Are loc
relatio:
dim A; + dim As — dim(A4; N Ap), AN Ay # 0,
dim A; +dim Ay —dim(ViNVs) +1, A NAy =0.
Demonstratie. Tinem seama ca dimensiunea unui spatiu afin este, prin defi-

nitie, dimensiunea spatiului siu director. Atunci, in cazul A; N A # 0, direct
din propozitia 2.8 gi din teorema lui Grassmann rezultd dim(A4; + As) = dim Vi,

=dimV; +dim Vs —dim(Vy; NV2) = dim A; +dim A4y —dim(A4; N Az). In cazul
A1 NAs = 0, aplicAnd aceleasi rezultate giisim dim(A; +Az2) = dim Vi3 = dim(V; +

Va) + dim(0; 03) — dim((Vy + V2) N (0103)). Demonstratia va fi incheiatd daci
demonstram ca (V4 + V) N {010,) = {0}. Or, dacd 0;0; € Vi + V;, atunci
0102 = v1 +v2, cuwv; € V;. Dar v; = O;F;, P; € V; si, de aici, O1P; + O2P =

(2.6) dim(A; + Ay) = {
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— — — — —
0109 = O1 P, +P,05 de unde Oy Py = P;O5. Rezulta O P € ‘/2, deci P, € .AQ,
contradictie cu A; N Ay = 0. O

EXEMPLUL 2.4. Dacd dimA; = k si A» e un punct nesituat pe A;, atunci
AiNnAy =0, VinVe = {0}, deci dim(A; + A2) =k +0-0+1=k+1. In
particular, varietatea liniara generata de o dreapta gi de un punct exterior ei este
un plan.

COROLARUL 2.4. Dacd dim A; = k;, i = 1,2 g1 A1 N As = 0, atunci dim(A; +
Az) > rnax{kl, k‘g}

5. Paralelism afin

Cu notjiunile introduse pani acum suntem pregatiti sa definim paralelismul sub-
spatiilor, generalizare a paralelismului cunoscut din spatiile geometrice cu doua si
trei dimensiuni.

DEFINITIA 2.9. Varietatile liniare Ay, A se zic paralele daca V; C V4 sau
Vo C V1. In acest caz scriem Aj || As.

In particular, doud subspatii afine cu acelagi subspatiu director sunt paralele.

OBSERVATIA 2.4. Se observa usor ca relatia de paralelism nu este tranzitiva
decat pe multimea subspatiilor de o dimensiune fixatd. In acest caz ea devine relatie
de echivalenta.

Urmitorul rezultat, desi foarte simplu, este esential:

LEMA 2.3. Fie O € A fizat $i V' un subspatiu vectorial al lui V. Atunci existd
un unic subspativ afin A’ care trece prin O gi are subspatiul director V'.

Demonstragie. Nu avem decét sa punem A' = {P € A; O? evV'}. O

Reformulam enuntul sub forma:

COROLARUL 2.5. Datd o varietate liniard A', prin orice punct din spatiu trece
o singurd varietate liniard paraleld cu A’ gi cu aceeasi dimensiune cu ea.

In particular se obtine ca intr-un spatiu afin e adevarat Postulatul 5 al lui
Euclid.
In ce privegte porzitiile relative a doua subspatii paralele avem:

PROPOZITIA 2.9. Dacd Ay|| A2, atunci AiNAs = 0, sau A1 C As sau As C A;.

Demonstratie. intr—adevér, sa presupunem, pentru a fixa ideile, ca V; C Va.
Daci existd O € A; N Ay, atunci Vi = {OA; | A1 € A1} CVa ={0A; | Ay € Az}
—— —

Deci pentru orice A; € A; exista Ay € As astfel incdt OA; = OAs, de unde
A1 = A, adicd A; C Ay. Cazul V3 C V] se trateazi analog. ]

Dar nu este adevarat ca doua subspatii care nu se taie sunt paralele decat in
cazuri particulare:

ProroziTiA 2.10. Un subspatiu afin si un hiperplan care nu se intersecteazd
sunt paralele.

Demonstratie. Fie A; un subspatiu afin de dimensiune k < n gi Az un hiper-
plan. Dacd A; N A2 = (), din corolarul 2.4 deducem dim(A; + A2) = n. Dar,
din teorema dimensiunii sumei, dim(A; + 4y) = k+n — 1+ 1 — dim(V; N V).
Deci dim(V; NVa) = k. Rezultd ca Vi NVe = V4, adica Vi C V5 ceea ce arata ci
Aq||Az. O
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COROLARUL 2.6. In spatiile geometrice cu 2, respectiv 3 dimensiuni, parale-
lismul (definit aici) al dreptelor, respectiv al dreptelor coplanare, al planelor gi al
dreptelor cu plane se reduce la paralelismul definit prin neintersectie, coincidenta
saw incluziune.

EXERCITIUL 2.8. Folosind regula triunghiului, si se arate cd pentru orice puncte
A B,C,D au loc echivalentele AB = DC < AD = BC & %A + %C’ = %B + %D,
dacd carK # 2. Numim paralelogram multimea ordonatd {A, B, C, D} ale cdrei elemente
satisfac una dintre relatiile de mai sus.

6. Ecuatiile varietatilor liniare

Conform lemei 2.3, prin orice punct P, trece o unicid varietate liniara 4; cu
subspatiul director fixat V3. Presupunem ca dimV; = p, adica A; e un p-plan. In
cele ce urmeaza vom gasi relatiile dintre coordonatele unui punct P din 4; intr-un
reper al spatiului ambiant A si coordonatele aceluiagi punct intr-un reper din Aj;.

Fie R = {O;e1,...,e,} un reper cartezian in A gi fie R1 = {Fo;u1,...,up} un
reper din 4;, cu originea in Py. Fie (t1,...,t,) coordonatele carteziene ale lui P in
reperul R1, (z1,...,T,) coordonatele sale in reperul R si (z9,...,2%) coordonatele

lui Py in reperul R:
ﬁ:tlul+"'+tpup7
O?:a:lel + -+ Tpep,
O—Po> = Zg1€1 + - -+ Tonén-

.. - A . _ n
Vectorii u; se descompun unic in reperul {e,...,e,} sub forma: u; = > ; usje;,

A — —};
cuj=1,...,p. In fine, cu regula triunghiului, O? = OPFy + PyP. Tinéand cont de
relatiile anterioare, obtinem:

n n P n
E Tie; = E Toi€; + E t;( E uij€;)
im1 i=1 j=1 =1

de unde rezultd
P
(2.7 T; :Zuijtj + 295, t=1,...,n.
j=1

Deoarece scalarii ¢; reprezintd parametri in aceste formule, relatiile (2.7) se numesc
ecuatiile parametrice ale varietatii liniare.

Daca din relatiile (2.7) elimindm cei p parametri, obtinem un sistem de ecuatii
liniare (in general neomogene) de n — p ecuatii, satisfacut de coordonatele punctelor
p-planului in reperul R. Am demonstrat astfel un rezultat analog teoremei 1.2:

TEOREMA 2.3. O submultime A’ # 0 a unui spatiu afin (A, V, @) este un p-
plan dacd $i numai dacd coordonatele punctelor lui A' intr-un reper cartezian fizat
(si, deci, ?n orice reper cartezian) satisfac un sistem de ecuatii liniare (neomogene)
AX + B = 0. In acest caz subspatiul director al lui A' este descris de mulfimea
vectorilor ale cdror coordonate satisfac, in reperul lui V' dat, sistemul liniar omogen

AX =0.
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Ultima afirmatie rezulta din exemplul 2.1, punctul 2).

Pe de alta parte, un alt mod de a descrie un p-plan este indicarea a p + 1
puncte afin independente ale sale, cu alte cuvinte precizarea unui reper afin. Fie
acesta { Py, Py, ..., Pp}; p-planul A; generat de ele are subspatiul director generat
de vectorii independenti { Py Py, Py P2, - . ., POP,',}. Atunci, ca mai sus, fie (¢1,...,1p)

coordonatele unui punct P € A; in reperul cartezian {Py; PoPy, PoPs,. .., Py P,}.
Raportandu-ne din nou la reperul R avem:

V4
OP = OF, + Rp = 0P, + Y _t;(R,0 + OF}) =
j=1

—
thPj .

P P
=1

——
=(1-) t)OR +
Jj=1 J
— —
Descompunénd si aici vectorii OP; dupi reperul {e;} sub forma OP; = 31" | z;je;,
j=0,...,p, obtinem in final:
P

p
Ti = (1_th)$0i+zwijtj, 1=1,...,n

j=1 Jj=1
sau, altfel:
(2.8) x; = wo; + t1(i1 — Toi) + t2(Ti2 — Toi) + - + tp(Tip — T0i), i=1,...,n.

Acestea sunt ecuatiile parametrice ale p-planului care trece prin p + 1 puncte afin
independente.

6.1. Cazuri particulare. Pentru p = 1 avem ecuatiile parametrice ale unei
drepte sub forma:

(2.9) T; =uit +x9;, 1=1,...,n.
Elimindnd parametrul gasim sistemul de n — 1 ecuatii:

T1 —Tor _ T2 —To2 _ _ Tn — Zon

U1 U2 Un

S& observam cd parametrii u; nu pot fi toti nuli deoarece dreapta nu se reduce
la un punct. Cunoagterea parametrilor u; echivaleazd cu cunoagterea subspatiu-
lui director al dreptei. Intr-adevar, in acest caz dimV; = 1, un reper in V; se
reduce la un vector nenul u, iar acesta se descompune in reperul {ej,...,e,} ca
u = uie1 + -+ + upe,. De aceea parametrii u; se numesc parametri directori ai
dreptei. Cum orice alt vector nenul din V; poate fi luat pe post de reper in Vi,
parametrii directori sunt definiti numai pana la multiplicare cu un scalar nenul. In
cazul n = 2, notatia traditionala este

T—%o _Y—Yo

l m

ecuatii binecunoscute din matematica de liceu, iar in cazul n = 3:

T—To _Y—Y _

l m n
Pe de alta parte, pentru p = 1 ecuatiile (2.8) devin:

zZ— 20

1 — To1 T2 — To2 ITn — Xo
(2_10) — — —Zn  2On

- I
Z11 — Zo1 T12 — To2 Zin — Ton
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unde (z;), (z1;) sunt coordonatele a doud puncte fixate pe dreapta.

Celdlalt caz extrem este p = n— 1, un hiperplan. Aici, avind n — 1 parametri, dupd
eliminare vom obtine o singura ecuatie. Iata cum se poate face eliminarea: putem
considera (2.7) ca un sistem liniar in necunoscutele ¢1,...,¢,—1. Pentru a avea
solutie trebuie ca rangul matricei extinse sa-1 egaleze pe cel al matricei sistemului.
Rezulta ecuatia:

1 —To1 U111 U112 --- Ulp-1
T2 —To2 U221 U222 ... U2p—1| _ 0
Tn —Ton Unl Un2 e Unn—1

Acum dezvoltdm determinantul dupd prima coloand si gésim ecuatia generald im-
plicita unui hiperplan:

(2.11) a1x1 + asxs + -+ + apx, +ag =0, rang(ay,...,a,) #0.
Impreuni cu (2.7), aceasta implici
COROLARUL 2.7. Orice p-plan este intersectia a n — p hiperplane.

Intr-un spatiu 2 dimensional, hiperplanele sunt drepte. Regasim ecuatia gene-
rald a dreptei
ax +by+c=0, rang(a,b)#D0.

Intr-un spatiu 3-dimensional, hiperplanele sunt plane, descrise de ecuatia
ar+by+cz+d=0, rang(a,b,c)#O0.

Acestea sunt ecuatiile generale ale dreptei, respectiv ale planului, in spatiul ge-
ometric 2-dimensional, respectiv 3-dimensional. Trebuie remarcat ca in cazul 2-
dimensional s-au regdsit ecuatiile care au fost deduse cu ajutorul unui reper orto-
gonal; nu am folosit aceastd notiune, deci ea nu era de fapt necesari.

EXERCITIUL 2.9. In spatiul afin C® raportat la reperul canonic, si se giiseascs ecua-
tiile parametrice ale dreptei de ecuatii implicite:

.’E1—i$2=0, 202 +2x3+1=0.

EXEMPLUL 2.5. Multimea tuturor hiperplanelor dintr-un spatiu afin n-dimen-
sional care trec printr-un subspatiu afin (n — 2)-dimensional L se numegte fascicol
de hiperplane de axd (suport) L.

Pentru n = 2 se obtine un fascicol de drepte; suportul este un punct. Daca
punctul suport are coordonatele (xg,yo) Intr-un reper fixat, atunci ecuatia fasci-
colului este t —zg + My —yo) =0cu A e R

Pentru n = 3 avem notiunea de fascicol de plane; axa este o dreapta. Daca
ar+by+cz+d=0, a1z + by + c1z + di = 0 sunt ecuatiile dreptei suport, atunci
ecuatia fascicolului este az + by + cz + d + AMa1z + biy + 12+ dy) = 0.

ExercITIUL 2.10. S3 se decidd daci urmitoarele trei plane din spatiul afin R?
(raportat la reperul canonic) apartin unui aceluiasi fascicol: z1 — z2 + 23 +5 = 0,
2$1—2$2+2$3+77=0, —21 4+ 22— 23 =0.

Sa vedem In continuare cum se exprima conditia de paralelism intre drepte,
drepte si hiperplane sau intre hiperplane in limbajul ecuatiilor.

Fie Dy, D; drepte intr-un spatiu afin n-dimensional. Daci D ||D2, atunci sub-
spatiile lor directoare coincid si reciproc. Rezultd ca, D;||D, dacd gi numai daca,
raportate la un acelagi reper, cele doud drepte au aceiagi parametri directori (mai
precis: parametrii lor directori trebuie si fie respectiv proportionali).
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Consideram acum o dreapta d de ecuatie (2.9) si un hiperplan H de ecuatie
(2.11) (intr-un acelasi reper). D||H dacd gi numai dacd subspatiul director al lui
D e continut in cel al lui H; echivalent, daca si numai daca n-uplul de parametri
directori ai lui D verifica (vezi teorema 2.3) sistemul liniar omogen (redus aici la o
singurd ecuatie) a1x1 + - - - + apx, = 0. Astfel, conditia de paralelism devine:

aju; + agup + - -- + apu, = 0.
In fine, doua hiperplane de ecuatii Einzl a;zi+ag =0gi 2?21 b;x;+by = 0 respectiv,
sunt paralele dacs i numai dacd sistemele omogene > 7 | a;x; = 0si > i biz; =0

sunt echivalente, adica daca gi numai daca n-uplele (a1, . ..,ay) si (b1, .., by,) diferd
printr-un factor nenul.

7. Raportul a trei puncte coliniare. Cateva rezultate clasice

Vom folosi cele demonstrate pand acum pentru a prezenta, in cadrul general
al geometriei afine, cateva teoreme binecunoscute din geometria elementara: ale
lui Thales?, Ceva®, Menelaus?, Pappus®, Desargues®. Le prezentim atit pentru
importanta si frumusetea lor, cat si pentru a exemplifica metoda ,analitica“ de
demonstratie.

Fie (A,V,¢) un spatiu afin peste un corp comutativ K. S&a considerim o
dreaptd (AB) raportatd la reperul afin {4, B}. Fiecare punct C' de pe (AB) e
definit de o pereche de coordonate baricentrice (1 — a,a). Vectorializind intr-un
punct arbitrar O al spatiului avem:

(2.12) OC = (1 - a)OA + aOB.

Rezulta relatiile:
ﬁ:azﬁ, (l—a)a-i—a@:().

Daca a # 1, atunci putem pune 7 = —%; i, din formulele anterioare deducem

CA=1CB.

Cu aceasta, (2.12) devine:

(2.13) oc = 2 (ﬂ—liro_é.

1—r7r

Toata discutia de pAnd acum aratd ci pentru fiecare punct C € (AB), C # B ezistd

un unic v # 1 astfel incat CA = TCB); reciproc, fiecarui r # 1 ii corespunde un
unic punct al dreptei care verificd relatia aceasta.

DEFINITIA 2.10. Scalarul r definit mai sus se numegte raportul celor trei puncte
A, B, C si se noteaza (A, B, C), (atentie!, ordinea punctelor e esentiald).

Pentru K = R putem defini segmentele dupa cum urmeaza:

2Thales din Milet, 625-547 1.C., filozof grec.

3Giovanni Ceva, 1647-1734, matematician italian; rezultatele cele mai importante sunt
cuprinse in lucrarea De lineis retis.

4Menelaus din Alexandria, matematician grec, activ pe la anul 100. S-a ocupat mai ales de
trigonometrie, geometrie si astronomie.

5Pappus din Alexandria, 300-350, matematician, astronom i geograf grec.

6Gérard Desargues, matematician francez, 1591-1661. A fost primul care a conceput
intalnirea dreptelor paralele intr-un punct de la infinit.
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DEFINITIA 2.11. Se numegte segment de capete A, B multimea

[AB] € {aA+ (1 —a)B |a € [0,1]}.

In acest caz, punctul C corespunzator lui » = —1 se numegte mijlocul segmen-
tului [AB].

Observam ca pentru a defini segmentele e necesar sa lucram peste un corp
ordonat pentru a putea considera scalarul a din definitie in interiorul unui interval
al corpului. De aici, pentru simplitate, restrictia la spatii afine reale.

TEOREMA 2.4. Fie Hi,Hi,Hs hiperplane paralele in spatiul ofin n-dimensio-
nal A. Fie D o dreapta arbitrard care intersecteazda hiperplanul H; in punctul A;,
j=1,2,3. Atunci raportul r = r(A;1, Aa, A3) depinde doar de cele trei hiperplane,
nu gi de dreapta D.

Demonstratie. Vom folosi aici ecuatiile hiperplanelor si ale dreptelor pe care
le-am determinat mai sus. Fixam un reper in A. In el, ecuatiile lui D se scriu z; =
Zo; +u;t, cu (xo;) coordonatele unui punct fixat pe D. Ecuatiile celor trei hiperplane
paralele sunt: Y. a;x; + b; = 0, j = 1,2,3. Determindm coordonatele punc-
telor A;: introducem coordonatele unui punct generic de pe D in ecuatia fiecdrui
hiperplan i gasim astfel valoarea parametrului ¢(A;) corespunzatoare punctului

i
Z a;To; + t(Aj) Z a;u; + bj =0,
i=1 =1
de unde
Yic1 @i%oi + b,
iy @it
Pe de alta parte, Al_A; = rA2_A;, iar coordonatele lui m sunt z;(4;) — z;(Ag)
= wu;(t(4;) — t(Ag)). Rezultd wu;(t(A4s) — t(A1)) = ru;(t(As) — t(A2)), de unde
t(As) — t(A1) = r(t(As) — t(A3)). Inlocuind aici valorile lui t(A;) obtinem
= b3 — by
by — by
ceea ce incheie demonstratia. |

t(4;) = -

Sa numim triunghi o multime ordonata de trei puncte (numite varfuri) afin
independente. In cazul K = R, segmentele determinate de varfuri se numesc laturi
(de fiecare datd cdnd vom vorbi despre laturile unui triunghi, vom subintelege cd
spatiul afin peste care lucram este real). Cu acestea putem formula:

COROLARUL 2.8. (Teorema lui Thales) Fie {A, B, C'} un triunghi gi P € (AB),
Q € (AC), P si Q diferite de varfuri. Daca {(PQ)||(BC), atunci r(A,B,P) =
r(4,C,Q).

Demonstratie. Ne restrangem la 2-planul generat de varfurile triunghiului. Toa-
te dreptele considerate stau in acest plan gi reprezinta hiperplane in el. Fie D,
dreapta (unicd) paraleld cu Dy = (BC) care trece prin A. Acum notam D3 = (PQ)
gi aplicam teorema: punctele in care doud drepte (in particular (AB), (AC)) taie
cele trei hiperplane determina acelasi raport. O

EXERCITIUL 2.11. Formulati si demonstrati reciproca teoremei lui Thales.

O alta aplicatie utild a teoremei 2.4 este:
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COROLARUL 2.9. Fie H un hiperplan de ecuatie h(z) =0, cu h(z) = > ;| a;z;
+ ag intr-un reper fizat gi fie D o dreaptd care taie hiperplanul in M. Atunci, pentru
orice A€ D, Be€D—{M} avem

r(4,B,M) = %

Demonstratia consta in aplicarea teoremei pentru hiperplanele paralele de ecu-
atii respectiv h(z) = 0, h(x) — h(A) =0, h(z) — h(B) = 0.
Acum putem demonstra:

ProprozITIA 2.11. (Teorema lui Ceva) Fie {A, B,C} un triunghi gi punctele
A" € (BC), B' € (AC), C' € (AB) distincte de varfuri. Notam r; = r(B,C,A"),
ro =1r(C,A,B"), r3 =r(A,B,C"). Atunci, dacd dreptele (AA'), (BB'), (CC') sunt
paralele sau concurente, are loc relatio rirers = —1.

Demonstratie. Desi enuntul se refera la un spatiu afin arbitrar, deoarece toate
punctele care intervin in configuratia propusa apartin planului generat de varfurile
triunghiului {4, B, C'}, putem sa consideram ca spatiul ambiant e chiar acest plan.
In el fix¥m un reper. Fie a(z) = 0, respectiv b(z) = 0, ¢(z) = 0 ecuatia dreptei
(AA"), respectiv (BB'), (CC'") in acest reper. Aplicand corolarul anterior deducem:

a(B) b(C) ¢(A)

T 4(C) b(A) o(B)

Pe de alta parte, daca cele trei drepte in cauza sunt paralele, atunci cele trei ecuatii
difera doar prin termenii liberi. Rezulta existenta unei relatii de dependenta liniara
intre cele trei ecuatii. De exemplu, dacid a(z) = h(z) + ao, b(z) = h(z) + bo,
c(x) = h(z) 4+ ¢o si by # co (nu se poate si avem ag = by = ¢y pentru cad dreptele in
cauzd sunt diferite), avem

c(z) = ma(z) + nb(x).

cum = 2=, n = ’;‘(’):‘;g Aceeasi relatie, se verifica usor, are loc gi dacd cele trei

drepte sunt concurente. Rezultd cd ma(C) + nb(C) — ¢(C) = 0 si de aici:
a(B) b(C) ma(A) +nb(4A) a(B)b(C) nb(A) nb(C)

rirors = . . = . = = -1.

a(C) b(A) ma(B) +nb(B) a(C)b(A) ma(B) ma(C)

EXERCITIUL 2.12. Formulati §i demonstrati reciproca teoremei lui Ceva.

EXERCITIUL 2.13. (Teorema lui Menelaus) Fie {4, B,C} un triunghi si punctele
C' € (AB), A’ € (BC), B' € (CA). Atunci r(B,C, A")r(C, A, B')r(A,B,C") =1 daci si
numai daci A’, B, C' sunt coliniare.

Daca se lucreaza in caracteristica diferitd de 2, se pot defini medianele unui
triunghi ca fiind segmentele care unesc varfurile cu mijloacele laturilor opuse. Prop-
unem cititorului si (re)demonstreze

EXERCITIUL 2.14. Daci carK = 3, atunci medianele unui triunghi sunt paralele.
Daca carK # 2, 3, atunci medianele unui triunghi sunt concurente in baricentrul cu ponderi
egale al varfurilor triunghiului.
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ProOPOZITIA 2.12. (Teorema lui Desargues) Fie triunghiurile {A;, Az, As} si
{B1, By, B3} cu proprietatea cd dreptele Ay By, AyBy, A3Bs sunt distincte gi concu-
rente in S. Fie, de asemenea, dreptele D1 = (AsA3), D2 = (A3A1), D3 = (A1 As),
Dll = <B2B3), DI2 = <B3B1), DI3 = <BlBg) Daca {Pl} = DlﬂDi, {PQ} = ng’Dé,
{P3} = D3 N D} existd, atunci Py, Py, P3 sunt coliniare.

Demonstratie. Fie O un punct arbitrar. Conditia de concurentd in S atrage
dupa sine existenta scalarilor a;,az, a3 astfel incat

038 = ,0A, + (1 — a1)OB; = as04s + (1 — a2)OB,
= 0/30—143> + (]. - a3)O—B3>.

Din reciproca teoremei lui Thales deducem a; # a; pentru i # j. Astfel ca putem
transforma prima dintre egalitatile anterioare in:

(2.14)

ap as ap — 1

— — — ax—1
0OA, — OAs = OB, —
a; — asz a1 — a2 a; — asz a1 — az

OBQ = .

Dar exista un unic punct P cu proprietatea v = O? Se vede ci acesta e baricentru
cu ponderi (%, —2-) al perechii (41, 42), si cu ponderi (:11_’;2, —ﬁ) al
perechii (By, By). Deci P € (A1 A2) N (ByBs) ceea ce implica P = Ps;. Procedand
analog cu celelate doud egalitati din girul (2.14) obtinem relatiile:

— =

|

(a1 —a2)OP3 = a10A; — a2 0As,
(ag — GS)O—Pl) = (120_14; - 030—14;;
(Cl3 - al)af_’z) = 030_14_3) - a10_A_1>-
Rezulta, prin adunare:
(az — 03)0—PI + (a3 — 01)0—135 + (a1 — a2)0_P3) =0,
adica Py, P>, P; sunt afin dependente. O

EXERCITIUL 2.15. ModificAnd partial ipotezele teoremei lui Desargues se obtin ur-
matoarele variante pe care le propunem spre demonstrare:

1) Ipoteza D3 N D; = {Ps} se inlocuieste cu D3||Ds, iar concluzia devine Py P ||Ds.

2) Ipoteza devine D1 || Dy, D:|| Dy, iar concluzia: Ds||Ds.

In fine, incheiem acest paragraf cu o teoremda foarte spectaculoasa, datorita
simplitatii ipotezelor, cu care ne vom mai intilni:

ProprozITIA 2.13. (Pappus) Se considerd dreptele D, D' concurente in O intr-
un plan ofin peste un corp comutativ. Fie A, B,C puncte distincte gi diferite de
O pe D, A',B',C" pe D'. Dacd existi punctele {P} = (AB') N (A'B), {Q} =
(AC"YN(A'C), {R} = (BC"YN(B'C), atunci punctele P,Q, R sunt afin dependente
(coliniare).

Demonstratie. Alegem reperul afin {O, A, A’} si scriem coordonatele punctelor
situate pe D, D' in acest reper: A(1,0), B(b,0), C(c,0), A'(0,1), B'(0,b"), C'(0,c").
Cum, In general, ecuatia (In plan) unei drepte care trece prin doud puncte date este
(vezi formula (2.10)):

T—To _ Y—1Yo

9
Z1 — Xo Y1 — Yo
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deducem urmatoarele ecuatii:
(AB"Y: V(z—-1)4+y =0, (A'B): z+b(y—1)=0,
(AC"Y: d(xz—1)+y =0, (A'CYy: z4+cy—1)=0,
(BC"Y: '(x—b)+by=0, (B'C): Vx+c(y—0b)=0.
Rezulta coordonatele punctelor P, Q, R:

b(1-0b") b'(1-0) c(1=¢) d(1-2¢) be(t) =) b (b-c)

P .
(l—bb" 1—bd ), Q(l—cc" 1—cc ), (bb'—cc" bb'—cc')
Acum, un calcul simplu arata ca

b(1—b")  c(1—c") b'(1-b)  '(1—c)

1—bb! 1—cc! _ 1-bd 1—cc!

be(b' —c') c(l=c) ~ b'c(b—c) ¢ (1—c)’

b’ —cc’ ~ 1—cc’ b’ —cc’ ~ 1—cc’
ceea ce incheie demonstratia. O

EXERCITIUL 2.16. Demonstrati urmatoarele versiuni ale teoremei lui Pappus:

1) In aceleasi ipoteze, daci (AB')||(A’B) si (BC")||(B'C), atunci si (AC")||(A'C).

2) Dreptele D gi D’ sunt paralele. Restul ipotezelor gi concluzia se pistreaza.

OBSERVATIA 2.5. Precizam, dacd mai e cazul, ca demonstratiile prezentate in
acest paragraf, utilizdnd ,metoda analitica“ au scopul de a familiariza cititorul cu
lucrul cu ecuatii scrise in repere afine arbitrare. Sunt posibile §i alte demonstratii
care folosesc calculul vectorial sau coordonatele baricentrice, dupa cum cititorul se
poate, ugor, convinge singur.

Asupra teoremelor lui Desargues si Pappus vom reveni in cadrul geometriei
proiective.

8. Aplicatii afine
Fie (A1, V1, ¢1), (A2, Va2, p2) spatii afine peste corpurile (comutative) K, Ko.

DEerFINITIA 2.12. O aplicatie 7 : A1 — A2 se numegte semi-afind daci existd un

—
punct O € A; astfel incat aplicatia T' : Vi — V3, datd prin T'(0OA;) = 7(0)71(4; i,
pentru orice A; € A; si numitd urma lui 7 si fie semi-liniara.
Daca urma T e liniara, atunci 7 se numegte afina.

Aplicatiile semi-afine se mai numesc morfisme semi-afine. Daca A; = Az vorbim
despre un endomorfism semi-afin. O aplicatie afina bijectiva se numeste izomorfism
afin. Doua spatii afine se zic izomorfe daca intre ele exista un izomorfism afin.

Punctul O de a carui existentd depinde definitia nu e, de fapt, privilegiat:

PropoOzITIA 2.14. Daca 7 : A1 — As e semi-afindg, atunci are loc relatia:
T(zﬁ) = T(A)T(B;, pentru orice A, B € A;.

Demonstratie. Nu avem decat sa aplicam regula triunghiului:

T(AB) = T(A0 + OB) = T(OB — OA) = T(OB) — T(0A) =

N N
= 7(0)7(B) — 7(0)1(A) = 7(4)7(0) + 7(0)r(B) = 7(A)(B).

Nu exista o corespondenta biunivoca intre aplicatii semi-afine gi aplicatii semi-
liniare. Mai precis:

PRrROPOZITIA 2.15. O aplicatie semi-afindg e unic determinatd de urma sa $i de
o pereche de puncte corespondente (O, 7(0)).



72 GEOMETRIE AFINA §T EUCLIDIANA

Demonstratie. Datd T : Vi — V5 semi-liniara, definim 7(A;) = A, prin
T(OA;) = 7(0O)Az. Buna definire, ca si unicitatea lui 7 rezulta din bijectivitatea
lui ¢ (o), unde ¢ e structura afind a lui As. O

Tatd acum cateva exemple de aplicatii afine:

ExEMPLUL 2.6. 1) Pe spatiul afin (C*,C", @), ¢(z,2') = 2’ —z, aplicatia 7(2) =
Z e semi-afina.

2) Pentru orice spatiu afin A, 14 e aplicatie afind, cu urma 1y.

3) Pe spatiul K™ cu structura afina canonicé, aplicatia descrisa prin (z1,. .., Z5)
B (20,0, 2), T = D00 5T + aiy aij,a; € K, este afind, avand drept urma

aplicatia liniara care are matricea (a;;) in reperul canonic.

Deoarece majoritatea aplicatiilor geometrice pe care le avem 1n vedere utilizeaza
doar aplicatiile afine (cu urma liniar3), asupra acestora ne vom concentra in cele ce
urmeaza. Totusi, acolo unde e posibil, vom formula enunturile in toata generalitatea
lor.

Vom avea nevoie de:

PRrROPOZITIA 2.16. O compunere de aplicatii semi-afine e semi-afind. Urma
compunerii e compunerea urmelor.

Demonstratie. Fie 11,72 aplicatii semi-afine cu urmele T7,T5. Din egalitatile:

\ 5

(Ty o T1)(AB) = Ty(Ty (AB)) = To(r1(A)r1 (B)) = 7(r1(A))7 (71 (B))

deducem ca urma lui 73 o7 este T 0Ty. Cum o compunere de aplicatii semi-liniare
e semi-liniard, enuntul este demonstrat. a

Un rezultat care exprima mai bine legatura dintre o aplicatie semi-afina §i urma
sa este:

PROPOZITIA 2.17. O aplicatie semi-afing e injectivd (respectiv surjectivd, res-
pectiv bijectiva) dacd gi numai dacd urma sa e injectivd (respectiv surjectivd, res-
pectiv bijectivd).

Demonstratie. Reamintim ca o aplicatie semi-liniara e injectiva daca si numai
dacd nucleul sdu e redus la vectorul nul. Fie acum 7 injectiva gi T'(v) = 0. Fie

A,B € A, astfel incat v = E scrierea nu e unica, dar nu asta ne intereseaza
aici). Atunci 0 = T'(v) = 7(A)7(B) de unde 7(A) = 7(B), deci A = B. Conchidem

cd v =0 gi T e injectivi. Reciproc, dacd T e injectivd si 7(4) = 7(B), atunci
0= T(A)T(B; = T(zﬁ), de unde AB = 0 adici A = B gi 7 e injectiva.

Sa presupunem 7 surjectivid. Fie w = Cﬁ € V5. Existd A,B € A; astfel
incat C = 7(A), D = r(B). Rezults w = CD = 7(A)r(B) = T(AB), adici T e
surjectiva. Invers, fie C' € A, fixat. Cautdm A € 4; cu 7(A) = C. Fixdm arbitrar

. — 3 C e .
un punct O € A; i fie w = 7(0)C. Existd v € Vi, w = T'(v). Dar v se poate scrie

—
unic v = OA. Deducem T7(0)C =w=T() = T(m) = T(O)T(A;, ceea ce implicd
C = 7(A). Surjectivitatea lui 7 e demonstrati.
Afirmatia referitoare la bijectivitate e o consecinta a celor dinainte. O

COROLARUL 2.10. Un spativ afin (A,V, ) e izomorf cu spatiul afin standard

A

K™ daca gi numai dacd are dimensiunea n. In particular, doud spatii afine peste
acelagi corp sunt izomorfe dacd $i numai dacd au aceeasi dimensiune.
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Demonstratie. Necesitatea e imediata. Pentru suficienta, fixam reperele carte-
ziene {Py; f1,..-, fn} in Agi{O;es,...,e,} in K™ (unde, de exemplu O = (0, ...,0)
sie; =(0,...,0,1,0,...,0)). Fie T : V — K™ unicul izomorfism liniar cu propri-
etatea T'(f;) = ej, j = 1,...,n. Atunci, conform propozitiei 2.14, e bine definita
aplicatia afind 7 : A — K" cu urma T si 7(Pp) = O. Mai mult, cum urma T e
bijectie, 7 e, de asemenea, bijectie, adica izomorfism afin. |

OBSERVATIA 2.6. Ca si in cazul spatiilor vectoriale, izomorfismul furnizat de
corolarul de mai sus e necanonic: fiecare fixare a cate unui reper afin in cele doua
spatii produce un asemenea izomorfism.

Foarte importantd e urméatoarea caracterizare geometrica a aplicatiilor afine
(nw i a celor semi-afine! ):

TEOREMA 2.5. Fie Ay, Ao spatii afine peste acelagi corp K. O conditie necesard
st suficientd ca aplicatia T : Ay — As sd fie afind este:
(i) Dacd carK # 2, 1(aA+(1—a)B) = ar(A)+(1—a)7(B) pentru orice A,B € Ay,
a€K.
(ii) Dacd carK = 2, atunci 7(A + B+ C) = 7(A) + 7(B) + 7(C).

Demonstratie. (i) Fie 7 afind gi fie @ — 404 +(1-a) 0? Deoarece urma T'

e liniars avem: T(OR) = aT(O4) +( cﬁ} — ar(0) (A} + (1 —a)7(0)7 (B},
de unde rezulta cd 7(R) = ar(A) + (1 - a)T

Reciproc, aratam ca daca 7 duce barlcentrele cu diverse ponderi ale perechilor
de puncte in baricentre cu aceleagi ponderi ale imaginilor lor, urma sa e liniara.

Folosim aceasi idee din demonstratia teoremei 2.1. Fie O € A; fixat,v = OA € V; si
a € K arbitrari. Fie R € A; astfel incit OR = aOA. Putem scrie R = aA+(1—a)0O,
astfel ci T(av) = T(aOA) = T(aOA + (1 — 0)00) = T(OR) = r(O)r(R) =
ar(O)7(A) + (1 — a)r(0)(0) = ar(0)r (4 = aT(v).

Acum folosim omogenitatea deja probata pentru a dovedi aditivitatea lui T'.
Fiev:m,w: O? EVisiz = %v+%y) :ﬁunde\R: %A+%\B. Rezulti
% §1 de aici: 7(0)7(R) = 17(0)7(A) + 17(0)7(B). Deducem
= 17 ﬁ . in fine, T(v + w) = T(2z) = 2T(z) = 2T(ORK) =
(OA) + T(O_B>) - T( ) +T( ).

(ii) Dacd 7 e afind, atunci fie D = A+ B + C. Stim din lema 2.1 c3 AD =
AC + AC. Apoi, fie R echibaricentrul punctelor 7(A4), 7(B), 7(C). Din aceeasi

lem avem 7(A)F: = 7(A)7 (B} + 7(A)(C) = T(AB) + T(AC) = T(AB + AC) —

T(AD) = r(A)7(D), de unde (D) = R.
Reciproc, conditia din enunt fiind satisfacuta, aratdm cd urma lui 7 e liniara.
Comportarea buni fatd de inmultirea cu scalari rezulta ca la (7). Iar pentru adi-

tivitate, dacd u = AB, v = AC §i AD = u + v, atunci D e echibaricentrul lui
A, B, C. Rezultd ci 7(D) e echibaricentrul 1mag1n110r 7(A4), 7(B), 7(C), astfel
ci: T(u+v) = T(AB + AC) = T(AD) = 7(A)7(D} = 7(A)7(B} + T(A)r(C} =
)+ T, D

COROLARUL 2.11. O aplicatie afind pastreazd raportul a trei puncte coliniare.

COROLARUL 2.12. 7T e afind dacd $i numai dacd T(Ele a;A;) = Zle a;7(4;)
pentru orice A; € A1, a; € K, Zle a; =1.
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COROLARUL 2.13. Dacd A’ e varietate liniard nevidd o lui Ay, cu subspatiu
director V', atunci 7(A') e varietate liniard a lui As cu subspatiu director T(V').

—
Demonstratie. Fie W = {7(0)C ; C € 7(A)} cu O € A fixat. Rezultd
W = T(V') gi, cam T e liniar8, W e subspatiu vectorial, deci 7(A’) e varietate
liniard cu subspatiul director T'(V"). d

Deducem urmatoarea consecinta geometrica:

COROLARUL 2.14. Orice aplicatie afing transforma varietati liniare paralele in
varietati liniare paralele.

Proprietatea de a transforma drepte in drepte gi de a pastra paralelismul drep-
telor nu ajunge pentru a caracteriza aplicatiile afine. Totusi, In cazul aplicatiilor
injective avem:

TEOREMA 2.6. Fie A, A’ spatii afine peste corpurile (comutative) K, K'. Fie
dimA > 2. Fiet: A— A o functie injectiva. Atunci 7 e semi-afind dacd i
numai dacd verifica urmdtoarele conditii:

(i) Imaginea prin T a oricdrei drepte din A e o dreaptd din A'.
(ii) T pdstreaza paralelismul dreptelor.

Demonstratie. Necesitatea e imediata. Probam suficienta.
Ardtdm intéi cd 7 nu confundd dreptele: dacd Dy # D in A, atunci 7(D;) # 7(Ds)
in A'. Intr-adevir, dacd, prin absurd, 7(D1) = 7(D2) = D', fie A, B puncte
distincte pe D'. Preimaginile lor vor apartine simultan lui D; si lui Dy si vor fi
distincte pentru ca 7 e injectivd. Cum doua puncte distincte genereaza o unica
dreaptd afind, rezulta Dy = Ds, contradictie.

Construim acum urma lui 7. Pentru aceasta, si fixdm un punct A € A si
sd definim Ty : V — V' prin T4 (v) = T(A)T(B; unde B e definit prin AB = v.
Trebuie si ardtam ci definitia lui Ta nu depinde de alegerea lui A. Fie, pentru
aceasta, un punct C' € A, C' # A. Fie D astfel incat BD = . Figura (ABDC) e
un paralelogram. Daca dreptele AB gi DC' nu coincid, atunci paralelogramul e ne-
degenerat si, din ipotezd, (1(A)7(B)7(D)7(C)) e tot un paralelogram nedegenerat.
Deci 7(A)7(C) = 7(C)r(D) adics Ta(v) = To(v). Dacd punctele A, B, C, D sunt
coliniare pe D, cum dim A > 2, existd P, Q & D astfel incat PQ) = v. Obtinem, ca
mai sus, 7(4)7(C) = 7(P)7(Q) = 7(C)7(D) de unde Tx = T¢. In concluzie, urma
e bine definita si va fi notata de acum cu 7.

Observam ca din injectivitatea lui 7 rezulta cad T' e injectiva.

Pe de alta parte, fixati u = AB, v = B? in V, avem

T(u+v) = T(AB + BC) = T(AC) = 7(A)7(C) =

\

= 7(A)r(B) + 7(B)7(C) = T(u) + T(v)

adica T' e aditiva.

Demonstram acum ca T' e semi-liniard. Trebuie sa construim un izomorfism
de corpuri p : K — K' cu proprietatea T'(au) = p(a)T(u) pentru orice a € K,
uw € V. Va fi suficient sa definim p pentru u # 0. Fixam a € K, u € V gi alegem
A,B,C € A astfel incét AB = u, AC = au. Deoarece punctele 7(4), 7(B), 7(C)

sunt coliniare, vectorii 7(A)7(C ; = T'(au) si 7(A)7(B) = T'(u) sunt dependenti.
Rezulta existenta unui scalar care, a priori, depinde de a gi de u, fie el p(a,u), cu
proprietatea T (au) = p(a,u)T(u). De fapt p nu depinde decat de a: pentru u # v
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nenuli, p(a,u) = p(a,v). Verificim afirmatia intai pentru u,v liniar independenti.
Atunci T'(u), T'(v) sunt, de asemenea, independenti, altfel imaginile prin 7 a doua
drepte distincte, concurente, de directie u, respectiv v ar fi confundate. Pe de alta
parte, aditivitatea lui 7" implica
T(a(u +v)) = T(au) + T(av) = p(a,u)T (u) + p(a,v)T(v) =
= pla,u+v)T(u+v) = p(a,u + v)(T(u) + T(v)).
Liniar independenta lui {T'(u),T(v)} atrage dupi sine egalitatea

pla,u) = p(a, u +v) = p(a,v).
Acum, dacd u # 0, v # 0 sunt dependenti, cum dimV > 2, exista w # 0 inde-
pendent de ei. Aplicim rationamentul anterior pentru u §i w, respectiv v gi w.
Obtinem
p(a7 u) = p(a7 w) = p(aav)
deci intr-adevar p nu depinde de u.

Tot ce mai ramane de demonstrat este faptul ca p e izomorfism de corpuri.
Pentru un v € V — {0} avem relatiile:

T((a+b)u) =T(au) + T(bu),

T (abu) = p(ab)T (u) = p(a)T (bu) = p(a)p(b)T (u)
care, deoarece T'(u) # 0, implicd

pla+b) =p(a) +p(b) si plad) = p(a)p(d),
adicad p e morfism de corpuri.

p e injectiva: dacd p(a) = 0, alegem u # 0; rezul261ta T'(u) # 0 si p(a)T(u) =
0, deci T'(au) = 0. Cum T e injectivd, avem au = 0, de unde a = 0.

p e surjectiva: fie b € K', u € V —{0}. Fie D o dreaptd de directie u si A € D.
Atunci D' = 7(D) e dreapta de directie T'(u) prin A’ = 7(A). Deoarece existd un
unic punct B’ € D' astfel incat A'B' = bT (u) si restrictia lui 7 la orice dreapta e
bijectivd, existd un unic B € D astfel incdt B' = 7(B). Cum AB e coliniar cu wu,
existd a € K cu proprietatea E = au. Acum putem scrie

A'B' = 7(A)7(B) = T(AB) = T(au) = p(a)T(u)
de unde deducem p(a) = b si demonstratia e complet. |

EXERCITIUL 2.17. Verificati ¢ daci dimA = dim.A" = 2, atunci conditia 2) din
enunt decurge din prima si din injectivitatea lui 7.

Se poate demonstra gi un rezultat mai general, cunoscut ca Teorema fundamen-
tald a geometriei afine. Ne vom margini sa-1 enuntam §i sa schitdm demonstratia.

TEOREMA 2.7. Fie A, A" spatii afine peste corpurile comutative K, K' diferite
de Zsy. Dacd functia f: A — A’ satisface conditiile:
(i) Pentru orice dreapta D din A, f(D) e o dreaptd sau un punct din A';
(ii) dim Af(Im(f)) > 2.

Atunci f e semi-afind.
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Demonstratie. Enumerim in continuare pasii demonstratiei. Cititorul interesat
va suplini detaliile.
Pasul 1. f aplica varietati liniare in varietati liniare.
Pasul 2. f intoarce varietati liniare in varietati liniare.
Pasul 3. f comutd cu operatorul de inchidere afini: pentru orice submultime X" # ()

alui A, are loc Af(f(X)) = f(Af(X)).

Pasul 4. Fie D1||D2 in A. Atunci f(D1)||f(D2) sau ambele se reduc la cite un
punct.

Pasul 5. Daci A',B' € A’ astfel incat f~1(4") # 0, f~1(B') # 0, atunci f~1(A4")
si f~1(B') sunt variet#ti liniare paralele in A.

Pasul 6. Fie U directia comuni a varietitilor liniare nevide de forma f=1(A4') # 0,
A" € A'. Fie A/U multimea factor definitd de relatia de echivalentd: A ~ B daca si

numai dacid AB € U. Atunci A/U are o unicd structurd afind pentru care proiectia
canonica p : 4 — A/U e aplicatie afina.

Pasul 7. Existd o aplicatie bijectivd semi-afind g : 4/U — A’ prin care f se
factorizeaza: f = gp. De aici rezultd cd f e semi-afina. a

ExerciTivL 2.18. Studiind aplicatia

FiR™ 5 C, (@1, By Y1,y Yn) > (B0 4 Y1, .., T + iyn),

bijectie a R-spatiului vectorial R*™ pe C-spatiul vectorial C*, dovediti ci ipoteza din
teorema f duce drepte in drepte nu se poate inlocui cu f pdstreaza coliniaritatea.

OBSERVATIA 2.7. Dacid P e un punct din imaginea unei aplicatii afine 7, atunci
77 1(P) e o varietate liniard (numita fibra lui T peste P) cu subspatiul director Ker T'.

Intr-adevar, dacd @ e astfel incat 7(Q) = P, avem 7~ (P) = {R; 7(R) = P} =
(R; T(QR) = PP} = Ker T. Rezulti:

COROLARUL 2.15. Pentru orice P,P' € Imr, 7~ (P) || 7~ 1(P").

Totul este pregatit pentru ca cititorul sa demonstreze singur:

PRrROPOZITIA 2.18. Fie 7 : Ay — Ay o aplicatie afing, P € Im7. Atunci
dim A; = dim(Im7) + dim(7 ! (P)).

8.1. Reprezentarea matriciald a aplicatiilor afine. Fie 7: 4 — A’ apli-
catie afind cu urma T : V — V’'. Presupunem dim A = m, dim A’ = n. Fixam
arbitrar reperele carteziene R = {O;e,...,en} in A, R' = {O0'; f1,...,fn} In
A'. Fie X = (z1,...,%,) coordonatele unui punct oarecare A € A in reperul R,
X' = (z,...,2.) (respectiv ‘B = (by,...,b,) ) coordonatele lui 7(A) (respectiv
7(0)) in reperul R’. Au loc relatiile:

OA = Zx,e,, 07 (4) szf,, 0'7(0} Zb fir

i=1

Fie (a;;) matricea urmei T fatd de reperele {e1,...,em}, {fi,..., fn}, t.e. T(e;) =
> i1 ajifj. Putem scrie:

7(0)1(A) = T(O_1>4) = Z%‘T(ei) = Zmz Zajifj = Z(Z ajiz;)f

i—1 j=1 i=1
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Cum, pe de alti parte, O'7(A) = O'r(0) +1(0)r(4) = 0'7(0) +T(O_z)4), deducem
imediat

(2.15) ZL'; = Zaﬁwi +b;, j=1,...,n

i=1

Relatiile (2.15) se scriu, invariant X' = AX + B. Tinind seama de forma schimba-
rilor de reper cartezian (2.3), deducem c3 ecuatiile (2.15) sunt invariante (ca forma)
la schimbari afine de reper.

Reciproc, fie 7 : A — A’ o aplicatie care are, in reperele R,R' de mai sus
ecuatii de forma (2.15). S& ardt3m ci 7 e afind. Nu avem decat si verificim ca

. . |93 z 13 % .
urma sa e liniard. Intr-adevar, dacd punem e; = OA;, coordonatele lui 7(A4;) vor fi
m .
ac; = Ek:l ajk5ik + bj = aj; + bj si:

T(e;) = T(OAY) = 7(0)7 (A} = —0'7(0) + O'r(As) =

= —ijfj +Z(aj,~+bj)fj :Za]‘,’f]‘, t=1,....,m
=1 =1 j=1

ceea ce demonstreaza ca T e liniara. Formulam concluzia in:

TEOREMA 2.8. O conditie necesard $i suficientd ca aplicatia 7 : A — A’ sd fie
afind este sa existe reperele R = {O;e1,...,em} in A, R' ={0'; f1,..., fn} in A’
astfel incdt sa fie satisficute ecuatiile (2.15), unde (x1,...,%n) sunt coordonatele
unui punct oarecare A € A in reperul R, (z,...,z)) (respectiv (by,...,by) ) sunt
coordonatele lui T(A) (respectiv 7(0)) in reperul R' iar (a;;) sunt coordonatele
vectorului T'(e;) in reperul {fi,..., fn}.

OBSERVATIA 2.8. Atunci cand A; = Aj si 7 e bijectiva, matricea (a;;) e nede-
generata si ecuatiile (2.15) au exact forma (2.3). Deci un endomorfism afin bijectiv
poate fi privit ca o schimbare de reper afin gi reciproc.

In particular obtinem:

COROLARUL 2.16. Pentru Ry = {P1,Pa,..., Py}, Ra = {Q1,Q2,..., Qn},
repere afine in A, existd o unica aplicatie afind 7 : A — A cu proprietatea 7(P;) =
Qi,i=1,...,n. In plus, T e bijectiva.

Demonstratie. Punem e; = ﬁ, fi = Q1Q; i ne raportam la reperele carte-
ziene {Py;e;}, {Q1; fi}, ¢ = 1,...,n. Consideram 7 unica aplicatie afind (conform
propozitiei 2.15) care duce P; in ()1 i are urma definitd de T'(e;) = f;. Rezulta
imediat ca 7(P;) = @;. Cum matricea lui T in reperele vectoriale considerate este
I,,, T e bijectiva, in consecinta si 7 e bijectiva. O

8.2. Puncte fixe. Pentru un endomorfism semi-afin 7 al unui spatiu afin A4,
un punct O cu proprietatea 7(0) = O se numegte punct fir, sau centru. Avem:

PROPOZITIA 2.19. Fie I(7) multimea punctelor fize ale unui endomorfism se-
mi-afin 7 cu urma T. Sunt adevarate afirmatiile:
(i) Dacd I(1) # 0, atunci I(7) e o varietate liniard cu subspatiul director I(T) =
Ker(T — lv) .
(ii) Dacd T nu are alte puncte fixe in afara lui 0, T admite un unic punct fiz.
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Demonstratie. Fixam un punct O arbitrar. Atunci M € I(r) daci gi numai
AN > H )
daci 7(0)7(M) = 7(O)M. Echivalentz‘ avem T(OM) = 7(O)M. Deci M e fix daca

si numai dac T(OM) — OM = 7(0)0.
Acum, dacd O € I(7), relatia de mai sus spune cd M € I(7) daci gi numai daca

OM € Ker(T — 1y), ceea ce demonstreaza 1).
Dacd T nu are puncte fixe netriviale, atunci Ker(T' — 1y) = {0}, deci T — 1y e
injectivd, in consecinti bijectiva, astfel ci existd un unic punct M € A astfel incéat

T(O—]\}I )— oM = 7(0)O ceea ce incheie demonstratia. O

EXERCITIUL 2.19. Fie 7 endomorfismul afin al lui R? care in reperul canonic are
ecuatiile: £1 = —x1 — z2, 5 = x2. SA se giiseascd varietatea liniard I(7).

8.3. Exemplu: proiectii.

DEFINITIA 2.13. Un endomorfism afin 7 idempotent, i.e. 72

proiectie (afind).

= m, se numeste

Proiectiile sunt caracterizate de:

ProroziTiA 2.20. Punctele imaginii Imm sunt fize pentru o proiectie 7. Urma
P a unei proiectii afine e o proiectie a spatiului vectorial V. Reciproc: un endomor-
fism afin cu cel putin un punct fix $i a carui urma e o proiectie vectoriald este o
proiectie afindg.

Demonstratie. Fie m o proiectie si B € Imn. Atunci B = w(A), n(B) =
n%(A) = m(A) = B, adicd B € I(n). Cat priveste urma p a lui 7, si ne raportim
la un punct fix B € Im(w). Orice v € V se scrie unic sub forma v = BC. Putem

scrie: p2(v) = p2(BC) = p(Br(CY) = Br*(C) = Br(C) = 7(B)w(C) = p(BC) =
p(v) ceea ce aratd cid p e o proiectie vectoriala.

Reciproc, fie 7 un endomorfism afin a cirui urm3 satisface p?> = p si cu punctul
O fix: n(0) = O. Conform propozitiei 2.16, urma lui 72 este p?. Deci urma
lui 72 este p. Pe de altd parte, 72 si 7 au acelasi efect asupra lui O (il fixeazd).
Cum o aplicatie afind e univoc determinata de urma sa §i de o pereche de puncte
corespondente, rezulty ci 72 = 7. O

Nucleul U al urmei se numegte directia proiectiei afine 7. Se mai spune ci 7 e
proiectie pe A; = Imm, paralela cu U. Cele de mai sus se pot reformula geometric
in

OBSERVATIA 2.9. Un endomorfism 7 e o proiectie daca gi numai daca exista un
subspatiu U al lui V si o varietate liniard A; cu subspatiul director complementar
lui U, astfel incit pentru orice punct A € A, 7(A) e punctul de intersectie al lui
A1 cu varietatea liniara de subspatiu director U care trece prin A.

Putem da acum o interpretare a toremei lui Thales in limbaj de transformari
afine. Fie U un subspatiu vectorial fixat in V si Vi, Vs doi sumanzi directi ai sai
in V. Consideram A;, Ay, varietati liniare arbitrare cu subspatiile directoare V7,
respectiv V2. In orice caz, A; nu e paraleld cu As. Fie m; (respectiv my ) restrictia
la Ao (respectiv A;) a proiectiei lui A pe A; (respectiv A) paraleld cu U. Se
verificd usor cd 7 : A3 = A; ¢ 5 1 A1 — Az sunt bijectii inverse una alteia. De
exemplu, Ay = m(41), a1 € A; e determinat de conditiile Ay € Ay si A1 A5 € U.
Teorema lui Thales exprima faptul cd acestd corespondentd e afind. Mai precis,
dacd U e hiperplan, afinitatea acestei corespondente implica teorema 2.4.
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Fie in continuare 7 o proiectie fixatd, cu urma p. Cautdm un reper in care w
sa aiba ecuatii cdt mai simple. Cum urma p e proiectie vectoriala, exista descom-
punerea in sumi dirctd V = V; @ Va2 cu p|y; = 1y, si plv, = 0. Alegem un reper
vectorial {e1,...,e,} adaptat descompunerii: ey, ..., e, genereazd V;, ceilalti con-
stituie reper in V5. Alegem acum un punct O € Imm, deci fix pentru #. Din (2.3)
deducem ecuatiile proiectiei 7 in reperul R:

! __ I ! — Y
Ty =1,y By = T, Ty = - =z, = 0.

9. Grupul afin

Vom studia in cele ce urmeazad endomorfismele semi-afine bijective ale unui
spatiu afin n-dimensional (A, V, ¢). Acestea se numesc izomorfisme semi-afine sau
transformari semi-afine. Din propozitia 2.16 deducem

COROLARUL 2.17. Fie T o transformare semi-afind cu urma T. Urma lui 771

eT 1.
Aga cum era de asteptat avem imediat

PROPOZITIA 2.21. Multimea tuturor transformarilor semi-afine ale unui spativ
afin formeaza grup fatd de operatia de compunere, numit grupul semi-afin al lui A gi
notat SAGL(A,V, ¢) sau, dacd nu e pericol de confuzie, SAGL(A). Endomorfismele
afine formeaza un subgrup al acestuia, numit grupul afin gi notat AGL(A,V, ¢) sau,
pe scurt AGL(A).

Elementele grupului afin se mai numesc afinitdfi. Dacad notdm O : AGL(A) —
GL(V) aplicatia care, unei transformairi afine, ii asociazd urma, ©(r) = T, atunci
propozitia 2.16 ne spune cd © e un morfism de grupuri.

Datorita reprezentarii matriciale descrise in teorema 2.8, fiecare fixare a unui reper
in A produce un izomorfism intre grupul afin al spatiului afin abstract (A4, V,¢) si
produsul direct GL(n, K') x K™ organizat ca grup in felul urmator:

e inmultirea: ((4, B),(A',B')) —» (A’A,A'B + B');

e element neutru: (I,,0);

e element simetric: (4,B)~! = (A7, -B).
O aplicatie afina cu cel putin un punct fix se numegte centro-afing. O afinitate cu
punct fix se numegte centro-afinitate sau transformare centro-afina. E clar ca daca
doua aplicatii afine au un acelagi punct fix, acesta e fix §i pentru compunerea lor.
Obtinem:

PROPOZITIA 2.22. Multimea transformarilor centro-afine cu centrul fizat for-
meazd un subgrup ol grupului afin.

Notdm AGL(A,O) subgrupul transformirilor centro-afine de centru O. Fata
de orice reper cu originea in O, ecuatiile unei asemenea transformari sunt de forma
(vezi (2.15)) z} = 2?21 aijxj, ¢ = 1,...,n cu (a;;) nedegeneratd. Deducem cd
AGL(A, O) si GL(n, K) sunt izomomorfe.

9.1. Exemple: translatii, omotetii, simetrii. Continuidm si studiem gru-
pul afin detaliind proprietatile catorva clase remarcabile de izomorfisme afine.
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Translatii.

DEFINITIA 2.14. Un endomorfism afin a carui urma este identitatea lui V' se
numegte translatie.

Deoarece translatiile au urma bijectiva, ele sunt transformari afine.

EXERCITIUL 2.20. Folosind propozitia 2.19, ardtati ci o translatie care are puncte
fixe este aplicatia identica.

Notidm 7 (A) multimea translatiilor. Avem 7(A) = ©71({1y}) = KerO si,
cum O e morfism, deducem

PROPOZITIA 2.23. Translatiile formeazd un subgrup normal al lui AGL(A).

Translatiile sunt caracterizate de proprietatea:

PrOPOZITIA 2.24. 7 € T(A) dacd si numai dacd At( ) = BT(Bi pentru orice
A,B€eA.

Demonstratie. E vorba de o aplicatie simpld a regulii triunghiului. Fie 7 €

T(A). Atunci A7(A) = AB + Br(B) + (B)7(A} = AB + Br(B) + BA = Br(B).
Reciproca e similara. a

Semnificatia acestui rezultat este ca fiecarei translatii i se asociazd un vector
constant pe care o sa-1 notam ¢. Mai mult, corespondenta stabilitd e biunivoca,
pentru cia dat ¢ si O € A, e unic determinatd imaginea 7(0); cum gi urma e
cunoscutd, 7 e bine definitd. Dacd 71,75 € T(A) si corespund respectiv vectorilor
t1,t2, atunci compunerii lor 1i corespunde vectorul t; + t2. Intr-adevir:

\ 5\ 5\

Ay (11 (A)) = Ay (A) + 1 (A) (11 (A)) = t1 + to.

Am demonstrat

PROPOZITIA 2.25. Grupurile (T(A),0) si (V,+) sunt izomorfe. In particular,
grupul translatiilor e comutativ.

EXERCITIUL 2.21. Fie R un reper al lui A. Ecuatiile (2.15) devin, pentru o translatie
zp=xi+bi, i=1,...,n
unde (b1, ...,bn) sunt coordonatele in reperul R ale vectorului asociat translatiei.

OBSERVATIA 2.10. O translatie e echivalenta cu o schimbare afind de reper in
care se modifica doar originea reperului.

Incheiem discutia despre translatii cu o teoreméa de descompunere

PRrROPOZITIA 2.26. Fie O € A. Orice afinitate o se descompune unic sub forma
T o0 cu T translatie si 0 centro-afinitate de centru O.

Demonstratie. Fie t = OO’(O; gi 7 translatia de vector ¢. Sa punem 6 = 7 lo.
Atunci 00(03 =t = §(0)7(0(0)) = 0(0)c(0), de unde 6(0) = O adici 0 €
AGL(A,O).

Daci existd gi descompunerea ¢ = 7 o #', cu 7 translatie si § € AGL(A, O),

avem: 777! = 5o’ ', deci 771 € AGL(A4,0). Dar o translatie cu punct fix este
aplicatia identicd, astfel ci 7 = 7' i, de aici, § = ¢'. O
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Omotetii.
DEFINITIA 2.15. Se numeste omotetie (afing) o afinitate pentru care existd un
scalar nenul k si un punct fixat O astfel incat, dacd P — P’, are loc OP' = KOP.

Vom nota o asemenea aplicatie cu HE si o vom numi omotetie de centru O si
putere k.

OBSERVATIA 2.11. 1) Pentru k # 1, Hg are un unic punct fix, anume O. H}
este aplicatia identica a lui A indiferent de O.
inj’)—adevér, ca O e punct fix rezultd din definitie. Iar dacid O’ e alt punct fix, din
00" = kOO' si k # 1 rezultd O = O'.

2) Urma h* a omotetiei afine H} e o omotetie vectoriald. Reamintim c& o

omotetie vectoriald e o un izomorfism h al lui V' cu proprietatea ca existd un scalar
k € K — {0} astfel incat h(v) = kv (in particular o omotetie afind e o afinitate).

3) Din cele de mai sus rezultd OHE(P) = KOP +(1- k)@ sau, baricentric:
(2.16) HE(P)=kP+ (1 -k)O
deci HE(P) e baricentrul cu ponderi (k,1 — k) al sistemului de puncte {P, O}.

Studiem in continuare multimea omotetiilor. Avem intéi:

PROPOZITIA 2.27. Multimea H(A,O) a omotetiilor de centru O e subgrup co-
mutativ, izomorf cu K*, al grupului centro-afin AGL(A, O).

Demonstratie. Fie HY, HY, € H(A, O). Relatia (2.16) implici:

HE(HE(P)) = HS (kP + (1= k)O) = r(kP + (1 — k)O) + (1 =)0 =
=krP+ (1 -kr)O

ceea ce aratid cd HY o HY, = HE" € H(A,0). Evident elementul neutru al lui
AGL(A, O), aplicatia identici, este in H(A, O). Inversa omotetiei Hf este Hg_l.
In fine, se vede imediat c& aplicatia f : H(A,0) — K*, f(HE) = k e un izomorfim
de grupuri. a

Daca, insa, doua omotetii nu au acelagi centru, compunerea lor nu mai e
neaparat o omotetie. Sa notam, pentru simplitate, H, = H, (’311, H,=H (’“)22, 01 # Os.
Folosind din nou (2.16) avem:

H2 o HI(P) = klkzp + k2(1 - k1)01 + (1 — k‘2)02.

Pentru ca formula anterioara si fie de tipul (2.16), ar trebui ca k2 (1 —k1)O; + (1 —
k2)O2 si se poata scrie sub forma (1 — k1 k2)O, pentru un anume punct O. E clar
ca acest lucru e posibil daca gi numai daca k1ks # 1, in acest caz punctul ciutat
fiind:

ka2 (1 — ky) 1— ko
2.1 =
(217) Sy Ry
Daca, in schimb, k1ks = 1, atunci HoH1(P) = P + (k2 — 1)O1 + (1 — k2)O- astfel
ca PHZ(Hl(P); = (1 — k2)01 03, un vector constant. Am demonstrat:

Os.

PROPOZITIA 2.28. Fie H(k)ll,ng omotetii de centre diferite. Atunci compune-
rea H(’;ZZ o Hgll este:
(i) omotetia Hg’”, cu O definit de (2.17), pentru kiks # 1;
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(ii) translatia de vector (1 — k2)O1 02, pentru kiks = 1.

Rezultatul tocmai demonstrat aratd ca mul{imea tuturor omotetiilor nu formea-
za un subgrup al grupului afin i, in general, doud omotetii nu comuta. In schimb,
omotetiile gi translatiile, la un loc, formeazi un subgrup, numit grupul dilatarilor
si notat Dil(4). Daca notam cu H(V) subrupul lui GL(V) format de omotetiile
vectoriale, constatidm usor ca H(V') e un subgrup normal. Avem, imediat:

PropPOZITIA 2.29. Dil(A) coincide cu O~ (H(V)), deci este un subgrup normal
ol lui AGL(A). Subgrupul H(A, O) al omotetiilor afine de centru fizat O coincide

cu ®|TA1GL(A,O)(H(V))'

ExerciTivL 2.22. O omotetie de centru O comutd cu orice centro-afinitate cu acelagi
centru.

EXERCITIUL 2.23. Dilatérile pastreazd paralelismul varietatilor liniare.
O caracterizare geometrica a dilatarilor avem in

EXERCITIUL 2.24. Fie 7 € AGL(A). Urmitoarele proprietiti sunt echivalente:
1) 7 € Dil(A).
2) Pentru orice hiperplan H C A, 7(H)||H.

Un rezultat asemanator este:

ExERCITIUL 2.25. Fie f: A — A o aplicatie injectivi care transform3 orice dreapti
in una paraleld cu ea. Atunci:

1) Daci, pentru A # B, dreptele Af(A) si Bf(B) sunt concurente in I, punctul I e
fix pentru f.

2) Dacd f are un punct fix I, atunci e omotetie de centru I.

3) Daci f nu are puncte fixe, atunci e translatie.

Rezultatele de mai sus pot fi demonstrate si ,analitic“, observand ca in orice
reper, ecuatiile unei omotetii H% sunt

z; = kx; + (1 — k)b

cu (b;) coordonatele centrului O in reperul considerat. Sigur ca, daci reperul are
originea in centrul omotetiei, ecuatiile se reduc la cele, liniare, ale unei omotetii
vectoriale.

ExerciTivL 2.26. Fie Hp, H)), Hp trei omotetii care satisfac una dintre relatiile:
HpoH},oHp = HgpoHpoHp, Hp o H)o Hy = Hpo Hjy o Hp. Se presupune in plus cd
pq # 1. Atunci centrele P, Q, R sunt coliniare. Utilizati acest rezultat pentru a da o altd
demonstratiei teoremei lui Pappus, varianta cu D, D’ paralele.

Simetrii.

DEFINITIA 2.16. Un endomorfism afin o cu proprietatea 0 = 14 se numeste
simetrie.

Vom presupune in restul acestui paragraf carK # 2 (se va vedea imediat de
ce). Simetriile sunt afinitdti deoarece coincid cu inversele lor. Avem caracterizarea:

ProrPOZITIA 2.30. Fie A un spatiu afin. Atuncio : A — A e simetrie dacd si
numai dacd are cel pulin un punct fix $i urma sa e o simetrie vectoriald.
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Demonstratie. Fie o o simetrie cu urma s. Propozitia 2.16 ne spune ca s e
simetrie vectoriali. Fie, apoi, A € A arbitrar. Daci o(A) # A, fie B mijlocul
segmentului [Ao(A)], B = $A+ 0(A). Avem o(B) = $0(A) + 50%(A) = $0(4) +
%A = B, deci B e punct fix.

Reciproc, avand drept urm3 o simetrie vectoriald, o e o afinitate. Urma lui o2

este s2 = 1y. Cum o are un punct fix, o2 are un punct fix. Rezulta ci o2 coincide
cu identitatea lui A. O

Legatura dintre proiectii gi simetrii afine este aceeasi cu cea dintre proiectii gi
simetrii vectoriale. Mai precis, cititorul va demonstra fara dificultate:

PROPOZITIA 2.31. Pentru orice simetrie o, aplicatia m = 114+ 20 e o proiec-
tie. Reciproc, datd proiectia w, aplicatia o = 2w — 1 4 e o simetrie.

In consecinta putem vorbi de directia unei simetrii (este directia proiectiei aso-
ciate). Imaginea proiectiei, care coincide cu multimea punctelor fixe ale simetriei,
se numegte ara simetriei. La fel ca pentru proiectii, avem gi urméitoarea descriere
geometrica a simetriilor:

ProOPOZITIA 2.32. Un endomorfism o al lui A e o simetrie afind dacd $i numai
daca exista un subspativ vectorial U ol lui V' gi o varietate liniard Ay cu subspafiu
director un complement al lui U in 'V astfel incat sa fie satisfacute conditiile:

(1) AO'(A; eU.
(i) Mijlocul segmentului [Ao(A)] apartine lui Ay pentru orice A € A.

FIGURA 2.1 Proiectie si simetrie paralele
\ cu directia V7. Planul 7 are directia V5
P(A)

\
1y \

\S(A)

Tot legatura cu proiectiile ne spune cum putem gasi un reper convenabil, in
care ecuatiile unei simetrii sa aiba o forma simpla (canonica). Anume, data simetria

0, 1i asociem proiectia 7 = %1A+ %a gi alegem reperul {O;eq,...,em,emt1,---,€n}
cu O € Imn (deci 6(0) = 0), {eq,..., ey} reper in imaginea lui 7 (care e axa lui
o) si cu {emt1,---,en} reper in directia lui 7, aceeasi cu a lui o. Atunci s(e;) =e;
pentrui=1,...,m gi s(e;) = —e; pentru ¢ = m+ 1,...,n. Ecuatiile lui o in acest
reper sunt:

Ty =1, Ly = Ty Ty = —Tmg1, - - Ly = — T
Simetriile nu formeaza subgrup al grupului afin. Intr-adevir:

ProrPozITIA 2.33. Orice translatie se poate scrie ca produs de doua simetri
dintre care una poate fi aleasa arbitrar printre cele ale caror directii contin vectorul
translaties.

Demonstratie. Vom folosi metoda ,analiticad“. Fie 7 o translatie de vector ¢ si
o o simetrie a cirei directie contine ¢. S& consideram un reper {O;eq, ..., em,;Emi1,

...,en} ca mai sus. Putem presupune cd t = e,. In consecintd, coordonatele lui
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t= OT(O; sunt (0,...,0,1), deci ecuatiile lui 7 fatd de acest reper sunt z = z;,
i<n-1,z2 =z, +1. Atunci {( = o o7 are ecuatiile:

!

! - I __ R -
T, =z, 1 <m, r;=-xj, j=m+1,...,n—1, z,, = —x, — 1.

j
Rezultd (2 = 14, adici ¢ e simetrie si 7 = o o (. O

Cu metode similare cititorul poate demonstra o reciproca partiala:

EXERCITIUL 2.27. Produsul a dou# simetrii care au aceeasi directie si axe paralele
este o translatie.

10. Spatii afine euclidiene

Teoria pe care o prezentdm acum pune la dispozitie cadrul in care se formali-
zeazd geometria euclidiand (metricd). Pana acum, intr-un spatiu afin arbitrar, am
putut discuta doar proprietdti de incidentd (intersectie, paralelism). Acum vom
lucra cu un spatiu afin real al carui spatiu director va fi dotat cu un produs scalar.
Cu ajutorul lui vom defini gi o distantd pe spatiul afin. Astfel, spatiul afin devine
un spatiu metric care verifica toate proprietitile cunoscute din matematica de liceu.

Vom folosi aici notiunile introduse in paragraful dedicat spatiilor vectoriale
euclidiene, in special reperele ortonormate, complementul ortogonal al unui sub-
spatiu, transformarile ortogonale etc.

in acest paragraf (£, E, ) este un spatiu afin real.

10.1. Definitii si proprietati generale.
DEFINITIA 2.17. Se numeste spatiu afin euclidian un spatiu afin (£, E, ) aso-
ciat unui spatiu vectorial euclidian (E, (,)).

Reamintim c& spatiul vectorial al vectorilor liberi este un spatiu euclidian (vezi

exemplul 1.15). In consecinti, spatiile geometrice cu doud si trei dimensiuni studi-
ate in gcoald, despre care am vazut ca sunt spatii afine asociate spatiului vectorial
al vectorilor liberi, sunt spatii afine euclidiene.

Cu ajutorul normei ||z|| = +/(z,z) induse de produsul scalar pe E se definegte

distantad : Ex& — R, , d(A, B) = ||AB||. Se demonstreaza imediat ca inegalitatea
triunghiului pentru norma, urmare a inegalitatii Schwartz-Cauchy-Buniakovski, im-
plica inegalitatea triunghiului pentru distanta:

d(A,C) < d(A, B) +d(B,C)

cu egalitate dacd si numai dacd A, B,C sunt coliniare. intr—adevér, d(A,C) =
d(A, B) + d(B, C) e echivalenta (deoarece norma e pozitivd) cu

IAC|? = (|AB|| + | BC|)? = ||AB|? + || BC||? + 2I|AB| - | BE].
Cum ﬁ = 1@ + B? , aplicind norma gi ridicand la patrat obtinem
IAC|? = | AB|2 + | BC|? + 2(AB, BC).

Deducem ||B|| . ||B? || = (E,B?) care, conform inegalitatii SCB e echivalentd

cu dependenta liniari a vectorilor AB, BC, i.e. cu coliniaritatea punctelor 4, B, C.
Atunci cand d(A,C) = d(A, B) + d(B, C), vom spune ci B e intre A gi C.

LEMA 2.4. Daca C = aA+bB cua+b=1, atunci C este intre A gi B sau B
este intre A gi C dupd cum 0 < b <1 sau b > 1.
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Demonstratie. Unul dintre a, b trebuie sa fie pozitiv. De aceea enuntul se refera,
pentru a face o alegere, la cazul b > 0. Pentru cazul a > 0 se poate obtine un enunt,
similar.

Din b > 0 avem AC = bAB si || AC|| = bl|AB||, adici dy (A, C) = bdy (A, B).

Dacid 0 < b < 1, atunci @ > 0 i avem BC = aBA = (1- b)BTf)l De aici
d(B,C) = (1 —b)d(A, B). In acest caz d(A,B) = d(A,C) + d(B, (), deci C se afla
intre A gi B.

Dacd b> 1, atunci 0 < } <1si 0 <1—3 = —%. Relatia C = aA + bB implici
—aCA=bCB si de aici CB = —%CT/i, ceea ce conduce la d(C, B) = —¢d(C, A) si,
in fine, la d(A, B) + d(B,C) = d(A, C), adica B este intre A si C. O

LEMA 2.5. (€,d) e un spatiuv metric.

In spatiile geometrice cu doua gi trei dimensiuni, distanta astfel introdusa co-
incide cu distanta definitd axiomatic.

Intr-un spatiu afin euclidian consideram o clasa particulara de repere; anume:
DEFINITIA 2.18. Un reper cartezian {O;ey,...,e,} se numeste ortonormat
daci reperul {ey,...,en} e ortonormat in E.

OBSERVATIA 2.12. Intre repere ortonormate vom folosi schimbari de reper or-
tonormate. Acestea sunt, in particular, schimbari afine de reper, deci de forma
A n . v
T; = ) ;4 @ijT; + b;, dar cu matricea (a;;) ortogonala.
Proprietatea urmatoare arata ca spatiile afine euclidiene generalizeaza spatiile
euclidiene studiate in scoala.

ProprozITIA 2.34. Fie (z1,...,2Zy), (Y1,-..,Yn) coordonatele punctelor A, B
fata de un reper ortonormat {O;es,... e} al lui £. Atunci

d(A, B) =

Demonstratie. Scriind ﬁ = 0? — ﬁ, determinam coordonatele acestui vec-

tor: AB = Y"1 | (yi — x;)e;- Avem apoi, folosind liniaritatea produsului scalar si
relatiile de ortonormalitate (e;, ;) = J;;:

n

IABIZ = (3 (s — wides S (s — z5)e;) =

d(A,B) =
i=1 =
- Z (yl N mz)(yj - w])(e,,e]) =
= Z (yi —x:)(y; — ;)i = Z(y’ _ 55'1)2

O
EXERCITIUL 2.28. (Teorema lui Pitagora7) Pentru trei puncte A, B, C ale unui spatiu
afin euclidian, AB 1 AC daci §i numai daci d(A, B)? + d(4,C)? = d(B, C)>.

7Pitagora din Samos, 560-480 i.C., filozof grec. S-a ocupat si de geometrie, teorie muzicald
gi astronomie.
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EXERCITIUL 2.29. Intr-un spatiu afin euclidian, {A, B, C, D} e un paralelogram daci
si numai dacd d(A, B) = d(D, C) si d(A, D) = d(B,C).

In privinta varietatilor liniare ale spatiilor afine euclidiene, ele sunt varietati
liniare ale spatiului afin dat. Structura euclidiana a spatiului vectorial E se induce
pe fiecare subspatiu al lui E, astf(i:l ca spatiile directoare ale varietatilor liniare sunt,
la randul lor, spatii euclidiene. In concluzie, orice varietate liniara a unui spatiu
afin euclidian este un spatiu afin euclidian. Tot ceea ce stim deja despre varietitile
liniare ale unui spatiu afin raméne valabil. Vom vedea acum ce proprietati specifice
apar.

11. Varietati liniare perpendiculare

DEFINITIA 2.19. Fie &, &, varietiti liniare cu subspatiile directoare Fy, Fs.
&1, &> se zic perpendiculare daca Ey L E,, adicd pentru orice v1 € E1, v2 € Ey are
loc {v1,v2) = 0. Daci Ei- = E, (echivalent, dim &; + dim &, = dim &), varietatile
liniare se numesc normale. Daca &, & sunt normale, spunem ci &; (respectiv &)
are directia normald Es (respectiv Ej).

Simetria relatiei de perpendicularitate este imediata: & L &» dacd §i numai
daca & L &;.
Folosind lema 2.3 obtinem:

PROPOZITIA 2.35. Pentru un punct fizat A € € i 0 varietate liniara &, existd
o0 unicd varietate liniard £ care trece prin A gi e normald la & .

Intersectia dintre doua varietati liniare perpendiculare poate fi foarte mare sau
vida: doua plane perpendiculare in spatiul geometric cu 3 dimensiuni se taie dupa o

dreapté, doua drepte perpendiculare in acelasi spatiu pot fi necoplanare. In schimb:

PROPOZITIA 2.36. Intersectia a doud varietdli liniare normale este un punct.

Demonstratie. Aratam Intai cd intersectia a doua varietati normale nu poate
fi vida. Fie &1, &> varietiti liniare normale. Avem E = FEy ® Fy §i By 1 E,, astfel
ca orice vector din E se descompune unic ca suma a doi vectori perpendiculari, din
Ey, respectiv Es. In particular, pentru Ay € &1, As € £, A1 Ay = 21+ 12, 21 € Ey,
2 € Ey. Pentru vectorul zy, existé un unic punct B; € &; astfel incat ©; = A1 B;.
Acum putem scrie: AoBy = A{B] — AjAy = —15 € E,, deci By € &. Rezulta
By €& né,.

Pentru a vedea ca intersectia se reduce la un singur punct, observam ca, deoarece
& N&E # 0, avem dim(&E; N &) = dim(Ey N Ey) = dim{0} = 0. Cum numai
varietdtile liniare formate dintr-un singur punct au dimensiune zero, demonstratia
e incheiata. O

In particular, o dreapta perpendiculara pe un hiperplan se va numi normala la
hiperplan. Folosind gi teorema lui Pitagora avem:

COROLARUL 2.18. Fie H un hiperplan si A un punct nesituat in H. Fie B
punctul in care normala la H prin A intersecteazd H (piciorul perpendicularei din
A pe H). Atunci d(A, B) = min{d(A,C); C € H} si reciproc.

Distanta d(A, B) se numeste distanta de la A la hiperplanul H si se noteazd
d(A,H). Afirmatia reciproca a corolarului poate fi interpretata astfel: pentru orice
punct nesituat pe un hiperplan, exista un unic punct din hiperplan in care se atinge
minimul (care a priori e un infimum) multimii {d(A4,C) | C € H}.
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11.1. Geometrie analitica euclidiani. Demonstram intéai:

PROPOZITIA 2.37. Fie O € & fizat, Ey un subspativ al lui E gi {vy,...,0n_p}

0 baza a lui E>. Fie Ag € € si 79 = OAg. O conditie necesard gi suficientd ca
un punct A € £ sd aparting varietatii liniare £1 care trece prin Ao si are directia
normald Ey este ca vectorul r = OA sd satisfacd ecuatiile:

(vi,7 —1rg) = (V2,7 — 1) = -+ = (Up_p,r — 7o) = 0.

Demonstratie. Fie E; subspatiul director al lui & (E; = Ey). Atunci A € &

daci gi numai dacd AgA € FE;, daci gi numai dacid AgA | E,. Dar ortogonalitatea
unui vector pe un subspatiu vectorial este echivalentd cu ortogonalitatea acelui
vector pe toti vectorii unei baze oarecare (si deci pe vectorii oricéirei baze) a subspa-

__> R o o o
tiului. Rezultd conditiile echivalente (A4gA,v;) = 0. Mai riméne si observim ci

i —

AO =(ﬁ—0140=r—r0. O
Daci in £ fixdm un reper ortonormat R = {O;ey, ..., e,}, putem exprima vec-

torii v; din baza lui Ey sub forma: v; = Y1 | vje;, j =1,...,n — p. Presupunand

ca A are coordonatele (z1, ..., 2,) si Ag are coordonatele (9, ..., z%) in acest reper,

ecuatiile gasite anterior devin:

n

n
(Z Ulm'ei,Z(wj - x?)ej) =0, k=1,...,n—p
i=1

j=1

sau, in virtutea biliniaritatii produsului scalar gi a ortonormalitatii reperului {e;}:

n
(2.18) kai(mi—mg)=0, k=1,....,n—p.
i=1
In cazul p =n — 1 regadsim ecuatia unui hiperplan sub forma
(2.19) a1x1 +asx2 +---+anTy, +6=0
unde am notat vy; = a;,t=1,...,ng Z?:l v1;29 = b. Ceea ce ne di in plus aceasti

ecuatie, acum, este interpretarea coeficientilor a; din ecuatia unui hiperplan: ei sunt
parametrii directori ai oricarei normale la plan. Altfel spus, normala la hiperplanul
de ecuatie (2.19), dusi prin punctul de coordonate (zo1,...,Zon), are ecuatiile

T1 — To1 _ T2 — To2 Tn — Ton

2.20 = - ... =
( ) ai a9 Qp,

In particular, dou# hiperplane sunt paralele daci si numai daca orice doua normale
ale lor sunt paralele. Definim acum unghiul a doua drepte dintr-un spatiu afin
euclidian ca fiind acel numar 6 € [0, 5] dat de relatia

[{u1, uz2)|

cosf = ———————
lluall - [Juzll”

u1, us fiind, respectiv vectori nenuli din subspatiile directoare ale celor doua drepte.
E clar ca definitia nu depinde de alegerea lui uj, ua.

Sa calculam acum unghiul 6; dintre o dreaptd D, de ecuatie (2.20) si dreapta
de directie e; care trece prin originea O a reperului la care ne raportim (numits
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axa de coordonate Oz; a reperului). Stim cd un vector nenul care da directia lui D
este chiar u = a1e; + - - - + ape,, deci:

|<eia U)l — a;
leill/S5-ra? /S50

Pe de altd parte, ne amintim ca parametrii directori ai unei drepte sunt definiti pana
la multiplicarea cu o constanta. Astfel, ei pot fi totdeauna alesi in aga fel ca suma
patratelor lor sa fie 1 (operatia aceasta revenind la a considera pe directia lui D un
vector u unitar); ecuatia (2.20) cu 3-7_, a3 = 1 se zice in forma normald. Obtinem:
a; = cosb;, adica in forma normald, parametrii directori ai unei drepte reprezintd
cosinusurile unghiurilor facute de dreaptd cu azele de coordonate respective. De

aceea acegti parametri directori se mai numesc cosinusuri directoare.

cos; =

11.2. Distanta de la un punct la o varietate liniara.

DEFINITIA 2.20. Fie & o varietate liniara a spatiului afin euclidian £ si A un
punct din £. Se numeste distanta de la A la & numirul real pozitiv d(A4,&) =
min{d(A,B) ; B € & }.

Am vazut deja (corolarul 2.18) ci acest numaér e bine definit daca &; e hiperplan.
Pentru a vedea ca el e bine definit i in cazul in care dim & = p < n — 1, observam
cd &1 e un hiperplan al lui {A} + &;, daca A € &;.

PRrRoOPOZITIA 2.38. Fie H un hiperplan de ecuatie (2.19) intr-un reper ortonor-
mat $i A un punct cu coordonatele (aq, ..., ay) #n acelagi reper. Atunci

_arar + -+ apoy + b

a%+...+a%

d(A,H)

Demonstratie. Pasul 1. Calculdm distanta d(O,H) de la originea reperului la
hiperplan. Ecuatia normalei la hiperplan prin O este

Tr_ Ty
[45] (7%
Pentru a determina coordonatele lui B, intersectia acestei normale cu H, gasim
intdi parametrul ¢ corespunzator: t = _n—bag. Rezulta coordonatele lui B:
i=1"4
(—ay —Z?=bl 2o —an —Z?=bl = ). Atunci
_ __ 1o
d(O,H) =d(A,B) = —
2im1 @
Pasul 2. Trecem de lareperul {O;ey, ..., ey} lareperul {4;eq,...,e,} cuschim-
barea de reper x; = y;+a;,i = 1,...,n. Trebuie remarcat ca prin aceasta schimbare

de coordonate noul reper este la randul sdu ortonormat, deci distanta se calculeaza
cu aceeasi formula. In noile coordonate, ecuatia hiperplanului devine

n
a1m1+---+ana:n+2a,-ai+b=0,

i=1

iar coordonatele lui A sunt (0,...,0). Acum putem aplica pasul 1 gi demonstratia
este incheiata. O
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Fie, acum, &;,&,, doua varietati liniare. Vrem sa definim distanta dintre ele.
Ca mai nainte, vom considera multimea A = {d(A;, 42) | A; € &1,42 € &;}. E
normal s punem d(&;,E&) = min A. Dar, pentru aceasta avem nevoie de:

LEMA 2.6. Mulfimea A are un minim.

Demonstratie. A contine doar numere pozitive. Daca £ NEy # 0, atunci e clar
ca minimul este 0.

Presupunem acum E1N&E = 0. Fixdm Oy € &, Oy € €. Deoarece AjAs =
4,0, + 0105 + OsAy §i d(A1As) = ||A1As||, putem rescrie A sub forma A =
{”0102 + ug +U2|| | u; € El,U2 c E2} = {”0102 +’LL|| | u € By + Ez} Fie 53
varietatea liniara care trece prin O, si are subspatiul director E; + E». Atunci orice

—
u € E1 + E» e de forma u = O243, cu Az € 3. Acum A devine A = {||O14s]| |
As € &3} i rezultd cd minA = d(Oq,&3) ceea ce incheie demonstratia. O

EXERCITIUL 2.30. Intr-un spatiu afin euclidian 3-dimensional, si se giseasci perpen-
diculara comuna a doud drepte i s se calculeze distanta dintre aceste drepte.

ExerciTivL 2.31. in spatiul afin euclidian R® se considerd dreapta § de ecuatii:
x =y, z = 1. S se determine toate dreptele care au directia (1,0,—1) si distanta 1 fata
de 4.

EXERCITIUL 2.32. Formulati si demonstrati teorema celor trei perpendiculare intr-un
spatiu afin euclidian 3-dimensional.

12. Izometrii

Acest paragraf e dedicat morfismelor de spatii afine euclidiene. Fie &1, &> doud
astfel de spatii. Notdm (,);, || - ||+, di, i = 1,2 cele doud produse scalare (respectiv
norme, distante). Avem la dispozitie doud tipuri de aplicatii:

(1) aplicatii afine cu urma aplicatie ortogonald (reamintim ci o aplicatie li-
niara e ortogonala daca pastreaza produsele scalare sau, echivalent, daca
pastreazd normele);

(2) privind &, &> ca spatii metrice, putem considera izometrii intre ele, adica
aplicatii care pastreaza distantele dintre puncte.

Sa precizam lucrurile:

DEFINITIA 2.21. O aplicatie 7 : & — &3 se numeste izometrie daci d; (4, B) =
do(7(A), 7(B)) pentru orice A, B € &;.

EXERCITIUL 2.33. S3& se arate c3 translatiile gi simetriile ortogonale (anume cele cu
proprietatea ca directia e normald pe axa; altfel spus, simetriile afine a caror urma e o
simetrie ortogonald vectoriald) sunt izometrii. Se pot folosi ecuatiile acestor transformari
in repere ortonormate si formula distantei in coordonate.

Observam ci, a priori, o izometrie nu e aplicatie afina. Totusi, motivati de
exemplele anterioare, vom arita, cid, de fapt, orice izometrie e aplicatie afind cu
urma ortogonala. Mai intai, cateva rezultate preliminare.

Datd o aplicatie arbitrard (nu neaparat afind) 7 : £&; — &, pentru orice O € &
fixat, este definitd aplicatia T : E; — E prin T'(v) = T(O)T(Ai, v = OA. Se vede
usgor ci ea nu depinde de alegerea lui 0. Aceasta este urma lui 7. Avem:

LEMA 2.7. Urma unei izometrii pastreaza normele.

Intr-adevir, daca 7 e izometrie, fixand O € &7, orice u € E; se scrie u = OZ si

lulls = [0A: = d1(0, 4) = da(7(0),7(4)) = [FO)r(@All2 = IT W)l
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LEMA 2.8. O izometrie e injectivd.

Pentru ci din 7(A4) = 7(B) rezultd ds(7(A), 7(B)) = 0 si de aici d; (4, B) =0,
de unde A = B.
Direct din definitia relatiei ,,intre“ rezulta:

LEMA 2.9. O izometrie pastreaza relatia ,,a fi intre“: daca C e intre A si B,
atunci 7(C) e intre T(A) gi 7(B).

LEMA 2.10. O aplicatie afing cu urma ortogonald e injectiva.

Asta pentru ca o aplicatie afing e injectivad numai odata cu urma sa, iar aplica-
tiile ortogonale sunt injective.

LEMA 2.11. O aplicatie afing cu urma ortogonald e izometrie.

Rezulta din girul de egalitati

dx(7(4),7(B)) = 7(A)(BJ|| = |IT(AB)|| = [|AB|| = di (4, B).
Acum suntem pregititi pentru

TEOREMA 2.9. O izometrie este aplicatie afind cu urma ortogonald si reciproc.

Demonstratie. Datorita lemei 2.11, mai trebuie demonstrat doar ca o izometrie
T : & — & e afina, cu urma T ortogonald. Pentru a ardta ca 7 e afind aplicam
teorema de caracterizare 2.5.

Fie A,B € &,C =aA+bB,a+b=1. Cum unul dintre a, b este sigur pozitiv,
noi vom presupune b > 0. Pentru a face o alegere, presupunem, in plus, b > 1
(Cazul 0 < b < 1 se trateaza similar). Din lema 2.4 rezultd cd B se afla intre A si
C'. In particular, notdnd A’ = 7(A), B' = 7(B), C' = 7(C), din lema 2.9 rezulti ca
vectorii A’ B’ gi B'C" sunt liniar dependenti. Tindnd seama gi de relatia care exista
intre normele lor, || B'C'|| = |§| - || B'A'||, rezultd C' = a A’ + bB', deci 7 e afina.

Ramane de vazut cid urma T e ortogonald. Stim cd T e liniard gi pastreaza
normele (lema 2.7). Rezultd din identitatea de polarizare, 2(z,y) = ||z + y||* —
|z]|?> = ||y||?, c& T pastreaza produsul scalar. Acum demonstratia e completd. O

COROLARUL 2.19. O izometrie aplica varietati liniare in varietati liniare de
aceeagi dimensiune.

Demonstratie. Privim izometria 7 ca aplicatie afina cu urma ortogonala. Atunci
corolarul 2.13 ne spune c8, pentru orice subspatiu afin £ cu subspatiu direc-
tor E', Im7)g: e subspatiu afin cu directia T'(E'). Cum T e injectiva, relatia
dimKer T\ g + dimIm7T| g = dim E' arata ca dim Im7)|g = dim E'. |

COROLARUL 2.20. O izometrie intre doud spatii afine euclidiene de aceeagi
dimensiune este izomorfism.

E clar ca o compunere de doua izometrii este tot o izometrie gi ca a aplicatia
identicd a oricdrui spatiu afin euclidian e izometrie. In consecinta putem vorbi
despre grupul O(&) al izometriilor unui spatiu afin euclidian (numit si grupul de-
plasérilor lui &), subgrup al lui AGL(E). Existd izometrii cu puncte fixe, de exemplu
simetriile cu axa redusd la un punct (numite simetrii centrale). Deci are sens si
vorbim despre subgrupul O(&,I) C AGL(E, I) al izometriilor care fixeazd punctul
I. Reamintim ca am notat cu © aplicatia care asociaza unei aplicatii afine urma
ei. E imediat faptul ca ©|o(¢,r) : O(E,I) = O(E) e izomorfism. Deci:

PrOPOZITIA 2.39. Grupurile O(E,I) gi O(E) sunt izomorfe.
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Este un fapt important care ne permite si cunoagtem structura izometriilor cu
punct fix cunoscind-o pe cea a transformérilor ortogonale (vezi paragraful 8.1 din
capitolul 1).

Pe de alta parte, direct din propozitia 2.26 rezulta:

PROPOZITIA 2.40. Pentru fiecare I € £, o izometrie se descompune unic in
produsul dintre o izometrie cu punct fix I si o translatie.

EXERCITIUL 2.34. Folositi clasificarea transformirilor ortogonale pe dreaptd si in
spatii 2 gi 3-dimensionale, precum si propozitia 2.40 pentru a descrie structura grupului
deplasarilor pentru spatiile afine euclidiene 1, 2 gi 3-dimensionale.

Continudm cu o teorema de descompunere, consecintd a teoremei 1.36:

TEOREMA 2.10. Orice izometrie a unui spativ afin euclidian € n-dimensional se
poate descompune in produs de cel mult n+1 simetrii ortogonale fatd de hiperplane.

Demonstratie. Pasul 1. Presupunem intii 7 € O(E,I). Atunci urma sa T este
in O(E) ¢i T # 1g pentru cd translatiile nu au puncte fixe. Conform teoremei
1.36, T' se descompune in produs de cel mult n simetrii vectoriale ortogonale fata
de hiperplane ale lui E: T' = sy 0---05., 7 <n. Cum O g 1) € izomorfism pe
imagine, punem o; = @6(5,1)(3i)v i=1,...,n. Rezultd imediat 07 = @‘701(511) (si)o
@f()l(g’l)(si) = @f()l(g’l)(sf) = @‘701(5,1)(113) = 1g, deci o; sunt simetrii ortogonale
fatd de hiperplane. Aplicand acum G)‘_Ol(g, n descompunerii lui T se obtine 7 =
01 0:--00,.

Pasul 2. Presupunem in continuare ca 7 nu are nici un punct fix. Fie O € & arbitrar
gi H hiperplanul mediator al segmentului [O7(0O)] ( perpendicular pe segment in
mijlocul acestuia). Fie oy simetria ortogonals fatd de H. Atunci O e punct fix
pentru 5 = oy o7: N(0) = oy (7(0)) = O. Aplicdm pasul 1 pentru n gi avem
n=010---00,, 7 <n. Rezultd 7 = oy 001 0---00, si demonstratia e completa. [

EXERCITIUL 2.35. In legiturd cu propozitia 2.33, decideti dacs orice translatie se
poate descompune in produs de doud simetrii ortogonale fatd de hiperplane.

Revenind la izometriile intre spatii afine euclidiene oarecare, sa dam gi o car-
acterizare in termeni de repere ortonormate. Anume, combinand teorema 2.8 cu
propozitia 1.32 obtinem:

TEOREMA 2.11. O conditie necesard gi suficientd pentru ca aplicatia 7 : & —
&y sd fie o izometrie este existenta reperelor ortonormate Ry = {O1;e1,...,em}
in &1, Ra = {02; f1,..., fa} in & astfel incdit pentru un punct P cu coordonatele
(Z1,.--,Tm) #n reperul Ry, coordonatele (z},...,z.) ale lui T(P) in reperul R2 sa
fie de forma:

n m
! . . .
Z‘i:ZGij.ij"‘bia 1=1,....m st E a,-ja,-kzdjk jk=1,...,n.
j=1

i=1

OBSERVATIA 2.13. In particular, daca & = &2, vedem ci o izometrie poate
fi privitd ca o schimbare intre repere ortonormate. Acest lucru ne va fi util la
clasificarea metrica a hipercuadricelor.
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13. Hipercuadrice in K"

In acest paragraf K va fi un corp comutativ arbitrar si K™ va fi considerat cu
structura sa canonici de spatiu afin peste K. Totusi, in toate exemplele pe care le
vom da, K va fi R sau C.

Pana acum am studiat doar submultimi ale spatiului afin care se pot caracteriza
ca solutii ale unor sisteme de ecuatii liniare, anume varietatile liniare. Hipercuadri-
cele vor fi caracterizate de ecuatii patratice. Mai precis:

DEFINITIA 2.22. Se numeste hipercuadricd o submultime v a lui K™ ale carei
puncte (z1,...,Z,) satisfac conditia:

n n
(2.21) Z Qi T;T; + 2 Z bix; +¢c=20
i,j=1 i=1
unde a;;,b;,¢c € K, a;; = aj;, 9,5 = 1,...,n gi cel putin un coeficient a;; e nenul.

Pentru n = 2 (respectiv n = 3) hipercuadrica se numegte conicd (respectiv
cuadricad).

Reamintim c& pentru orice z = (z1,...,%y,), scalarii z1, ..., %, reprezinti co-
ordonatele lui z in reperul canonic R = {O;ey,...,en}, O = (0,...,0), e; =
0,...,1,0,...,0), ¢ = 1,...,n al lui K. Astfel cd putem numi (2.21) ecuatia
hipercuadricei v in reperul R.

Dacd notdm X =*(z1,...,2,), a = (a;;) (deci a e 0 matrice n x n simetrica, de
rang cel putin 1, b = (by, ..., b,), putem scrie ecuatia (2.21) sub forma matriciala
(2.22) ‘XaX +2bX + ¢ = 0.

Sa introducem, de asemenea, matricea

a %
A= (29,
Atunci, punand X =%(21,...,2,, 1), ecuatia hipercuadricei devine

(2.23) "XAX = 0.

Vom spune ci a este matricea hipercuadricei, iar A matricea sa extinsa.
Fie I' multimea hipercuadricelor din K”. Introducem pe I' urméatoarea relatie
de echivalenta:

DEFINITIA 2.23. Hipercuadricele v si v’ sunt echivalente dacd existd un au-

tomorfism afin 7 al lui K" astfel incat 7(7) = 7'. Notdm v ~ ~' echivalenta
hipercuadricelor.
Cand K = R gi pe R” se considera structura de spatiu afin euclidian, cerem ca 7

si fie, In plus, izometrie gi scriem v = /. In acest caz, = se numegte congruenti.

Proprietatile afine (respectiv metrice) ale hipercuadricelor sunt aceleagi in inte-
riorul fiecarei clase de echivalentd (respectiv congruenti). De aceea, pasul esential
in studiul hipercuadricelor este impartirea lor in clase de echivalenta si gasirea
invariantilor afini sau metrici care determind apartenenta hipercuadricei la o clasa
sau alta. E clar ca toti invariantii metrici sunt si afini, dar nu invers. Acest proces
se numegte clasificare afind (respectiv metricd) a hipercuadricelor. Vom face intai
clasificare afind, pe care, apoi, in cazul spatiului afin euclidian R", o vom rafina
pentru a obtine clasificarea metrica fata de relatia de congruenta. Proporzitia care
urmeaza ne spune ca rangurile matricelor a, A sunt invarianti afini.
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PROPOZITIA 2.41. Fie vy1,v € ' de ecuatii, respectiv * XA X =0, XA, X =
0. Daca y1 ~ 2, atunci rang (a1) = rang (as) gi rang (A;) = rang (Asz).

Demonstratie. Fie 7 un automorfism afin al lui K™ care transforma 2 in ;.
Daca notdm cu (z,...,z,) coordonatele lui 7(z), atunci existd matricea C' €

GL(n, K) si vectorul coloand d astfel incat are loc relatia
X =CX"+d.

Cum 7(72) = 71, pundnd CX’' + d in ecuatia lui ; trebuie si obtinem ecuatia lui
2. Dup4 un calcul simplu, folosind {UV) =t VU, rezultd

(224) tCalC = a2,

de unde rang(a;) = rang(az) pentru ci C e nedegenerati.
Fie acum C = (§ ¢). Observidm ci det(C) = det(C) # 0, deci C € GL(n + 1, K).
Vom arata ca

(2.25) Y'CALC = A,

astfel ci si rang(A;) = rang(Az).

Pentru aceasta vom face un mic artificiu care igi va gasi justificarea deplina abia
in capitolul de geometrie proiectivd. Sa observam ca fiecirui punct (x1,...,%,) €
K™ ii putem atasa punctul (2q,..-.,2n,20) € K™ cu 29 # 0 astfel incat z; = 4
pentru orice ¢ = 1,...,n. De exemplu, putem pune zop = 1 §i z; = x; in rest.
Deci pentru (z1,...,2,) dat, (n + 1)-tuplul (21,...,2,,20) nu e unic determinat,
dar pentru noi, aici, e important doar ca el existd. Putem acum scrie ecuatia
hipercuadricei in coordonatele z; sub forma:

n
(2.26) D aapzazs =0
a,3=0
unde am pus agy = ¢, Ago = Ago = by pentru a =1,...,n. In aceleagi coordonate
Za, automorfismul afin 7 se scrie:
n
(2.27) Zq = Z Cap?f
5=0
unde coo = 1, cos = 0, cgo = dg pentru f =1,...,7n (si, ca mai sus, z; = 7£). Am

gasit astfel matricea C. Acum substituim coordonatele z, date de (2.27) in (2.26
g gdsim relatia (2.25). O

OBSERVATIA 2.14. Notdnd r = ranga, ' = rang A, rezultd relatia r < ' <
r+ 2.

Determinantii matricelor a, A vor avea si ei un rol in ceea ce urmeaza. Sa notam
0 = det(a) si A = det(A), numiti respectiv ,determinantul mic“ gi ,,determinantul
mare* al hipercuadricei. Relatiile (2.24) i (2.25) ne spun c& § gi A nu sunt invarianti

afini. In schimb, observand c& det(C) = det(C), rezulti imediat

A
PROPOZITIA 2.42. Daca 6 # 0, atunci raportul 5 ¢ invariant afin.
Pe de alti parte, din aceleagi relatii (2.24) si (2.25) se vede ca daca § sau A este
nul (respectiv nenul) pentru o hipercuadrici, atunci el este nul (respectiv nenul)
pentru toate hipercuadricele echivalente cu ea.
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DEFINITIA 2.24. Hipercuadricele pentru care A # 0 se numesc nedegenerate.
Cele pentru care A = 0 se numesc degenerate.

Rolul lui 4 in studiul hipercuadricelor va rezulta din discutia care urmeazi.

Centre. Din punct de vedere geometric, sunt mai usor de studiat figurile care
au simetrii (fatd de un punct, fata de o axi, fatd de un plan etc.). De aceea ne vor
interesa in primul rand hipercuadricele care au centre. Definitia precisa este:

DEFINITIA 2.25. Se numeste centru al hipercuadricei nevide v un punct Py €
K™ cu proprietatea cd simetria de centru Py invariazi v, adici: op,(P) € «y pentru
orice P € 7.

OBSERVATIA 2.15. Daca Py e centru al hipercuadricei nevide -, are loc relatia
Py = 1P + {op,(P) pentru orice P € . Atunci, daci 7 e o transformare afind
avem

1 1
(o) = 57(P) + 37(0r,(P))

(conform teoremei 2.5). Pe de alta parte, prin calcul direct, utilizind ecuatiile lui
T, Op, §1 0 (p,), deducem ca Toop, = 0, (p,) o7. Deci Py e centru al hipercuadricei
~ dacd i numai dacd T(Py) e centru al hipercuadricei transformate 7(v) pentru

orice transformare afinad 7. Cu alte cuvinte, toate hipercuadricele unei clase de
echivalen{d au simultan centre (in acelagi numér) sau nu au deloc.

Sa presupunem in continuare ci 7y are un centru FPy. Ar fi mai simplu din punct
de vedere al calculelor daca centrul ar fi chiar originea reperului standard. Conform
observatiei de mai sus, putem cauta in clasa de echivalenta a lui y o hipercuadrica cu
centrul in O = (0, ...,0). O giisim foarte simplu: facem translatia 7 : y; = x; — %40,
cu ;o coordonatele lui Py gi¢ = 1,...,n; hipercuadrica echivalentd 7(v) are centrul
in O = 7(P,y). Daca (2.21) este ecuatia lui v, atunci 7(y) va avea ecuatia:

n n n
(2.28) Z ai;yiy; + QZ(Z aijTjo + bi)yi + f (10, -, Tno) =0

i,j=1 i=1 j=1

unde am considerat f : K™ — K data prin

n n
f(:l:l, R ,;L'n) = Z Qi ;%5 + 2Zb,-x,- + c.
=1

ig=1
Cum ecuatiile simetriei fatd de O sunt y; = —=x;, rezultd ci (yi1,...,y,) verificd
ecuatia (2.28) daca si numai dacd (—y1,...,—yn) 0 verifici. Astfel ca (y1,...,yn)

trebuie si satisfacd simultan (2.28) si:

n n

(229) Z a;Y:Y; — 22(2 Qij T 50 + bz)yz + f(iL'lO, . ,.'L'nO) = 0.

i,j=1 i=1 j=1

Scazand membru cu membru ecuatiile (2.28) gi (2.29) obtinem

n

(2.30) Z(Z Qa;;Tjo + bi)y,- =0.

i=1 j=1
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Daca ar exista un indice ¢ pentru care E;-lzl aijxjo + b; # 0, ar rezulta ca (2.30) e
ecuatia unui hiperplan H gi 7(y) C H, in contradictie cu definitia hipercuadricei.
Deci, in mod necesar avem

(2.31) Zaijmjo +b=0, i=1,...,n.

=1
Am obtinut astfel urmatoarea

PROPOZITIA 2.43. Multimea centrelor unei hipercuadrice este un subspatiu a-
fin. Daca in reperul canonic al lui K™ hipercuadrica are ecuatia (2.21), in acelagi
reper subspatiul afin ol centrelor are ecuatiile (2.31).

Un caz aparte il reprezinta hipercuadricele cu centru unic, cele pentru care
sistemul de ecuatii (2.31) are solutie unica. Gasim astfel interpretarea geometrica
a determinantului 4:

COROLARUL 2.21. O hipercuadrica are centru unic daca $i numai daca de-

terminantul sau ,mic“ § este nenul. In acest caz, solufia unicd sistemului (2.31)
reprezinta coordonatele centrului in reperul canonic ol lui K™.

Matriceal, sistemul (2.31) se scrie
aX +b=0.

OBSERVATIA 2.16. Daca notam cu f, derivata partiald a functiei f in raport
cu variabila xy, sistemul (2.31) este echivalent cu

fk,: , k‘:l,...,n.

EXERCITIUL 2.36. Determinati conditia necesara si suficient ca un centru s3 se afle
pe hipercuadrica.

Axe. In clasificare metrica a hipercuadricelor cu centru, un rol important il
vor juca eventualele simetrii ortogonale fata de drepte care trec prin centru; acestea
se vor numi axe. Dar notiunea de axi are sens gi in context afin:

DEFINITIA 2.26. Fie v o hipercuadricd de ecuatie (2.21) cu centru unic. Se
numegte azd orice dreaptd afind care trece prin centru §i a carei directie este data
de un vector propriu al matricei a.

O hipercuadrica cu centru unic are intotdeauna n axe distincte, pentru ci ma-
tricea a, fiind simetrica, admite o baza de vectori proprii. Dar alegerea axelor poate
sa nu fie unicd: dacid o valoare proprie a matricei a are multiplicitate p, acesteia
ii corespunde un subspatiu propriu de dimensiune p in care se pot alege arbitrar
p vectori liniar independenti care vor da directiile a p axe. Alegerea este unicd
in cazul in care a are n valori proprii distincte pentru matricea a, i.e. polinomul
caracteristic det(a — AI,) are n radécini distincte.

EXERCITIUL 2.37. Pentru o hipercuadricd in R” cu centru unic, aritati ci axele sunt
chiar axe de simetrie, adica simetria ortogonald fata de o axa invariaza hipercuadrica.
Mai general, daca U este un p-plan trecand prin originea reperului canonic, de directie
un subspatiu propriu corespunzator unei valori proprii a matricei a de multiplicitate p,
atunci simetria ortogonald fatd de U invariaza hipercuadrica.

Tratam In continuare cateva chestiuni de tangenta.
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DEFINITIA 2.27. O dreapta de ecuatie

se numegte direcfie asimptoticd pentru hipercuadrica de ecuatie (2.21) daca
(233) Z a,-jlz-lj =0.
i,j=1

OBSERVATIA 2.17. Peste R, numai hipercuadricele cu matrice (a;;) nepozitiv
definitd admit directii asimptotice.

DEFINITIA 2.28. Se numegte tangentd in punctul Py al unei hipercuadrice o
dreapta care nu are directie asimptotica gi intersecteaza hipercuadrica numai in
punctul Py sau care este inclusa in hipercuadrica.

Existenta dreptelor tangente la o hipercuadrica este legata si de anume calitati
ale punctelor. Avem nevoie de urmaéatoarea:

DEFINITIA 2.29. Fie Py un punct de coordonate (z9,...,22) pe hipercuadrica
~ de ecuatie (2. 21) Py se numegte punct regulat daca exista i € {1,...,n} astfel
incat f,(2f?,...,25) = 2(3°;_; ai;a) +b;) # 0. Un punct care nu e regulat se
numeste singular.

E ugor de vazut ca, in general, intr-un punct al unei hipercuadrice exista mai
multe tangente. Studiem acum locul geometric al punctelor care stau pe tangentele
intr-un punct Py fixat pe o hipercuadrica v de ecuatie (2.21). Tindnd seama si de
ecuatia (2.32), obtinem ecuatia in ¢:

(2.34) t2 Za”ll +2tz Za”ar + b;)li +2Zbaz +c=0.

i,7=1 i=1 j=1

Aceasta admite solutia t; = 0 corespunzitoare lui Py € vﬂd. Cum d nu are directie
asimptotica, avem Zf =1 ai;jlil; # 0 si ecuatia de mai sus e de gradul al doilea.
Atunci, deoarece d Ny = {Fo}, (2.34) trebuie sd aibi solutie dubld t; = ¢, = 0,
ceea ce conduce la anularea coeficientului lui ¢ in (2.34). Tindnd cont cd Py € vy si

ci n-uplul (I3,...,1,) este proportional cu (z; — 29,...,z, — 22), ajungem la:
(2.35) ZZa”w + b;) w,+2bw +¢=0
i=1 j=1

Observand ca ecuatia de mai sus reprezmta un hiperplan daca si numai daca Py
este punct regulat, putem da:

DEeFINITIA 2.30. Fie Py punct regulat al unei hipercuadrice de ecuatie (2.21).
Hiperplanul de ecuatie (2.35) se numegte hiperplan tangent la hipercuadrica in
punctul Fy.

OBSERVATIA 2.18. Sa numim generatoare a unei hipercuadrice o dreapta in-
clusa in hipercuadricd. Vedem atunci ca orice generatoare a unei hipercuadrice are
directie asimptoticd, dupad cum se vede usor pe ecuatia (2.34). In plus, generatoarele
hipercuadricei printr-un punct regulat, daca exista, sunt cuprinse in hiperplanul
tangent.

Ecuatia hiperplanului tangent se poate obtine prin dedublarea ecuatiei hiper-
cuadricei: in ecuatia (2.21) se inlocuiesc produsele z;x; cu expresiile %(:c?a:,-—{—:cgimj).
Aceasta e doar o reguld mnemotehnica, a fost deja intédlnita in liceu, la scrierea e-
cuatiei tangentei la o conica.
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14. Clasificarea afina a hipercuadricelor

TEOREMA DE CLASIFICARE AFINA A HIPERCUADRICELOR DIN K". Orice hi-
percuadricd de ecuatie (2.21) este afin echivalentd cu una $i numai una dintre
hipercuadricele de ecuatii:

(2.36) Myi+-+Ny2=0, r<n.
(2.37) Myl 4+ Ny2-1=0, r<n.
(2.38) My +- -+ MyE — Y1 =0, r<n—1

Demonstratie. Cautam un automorfism afin care sa transforme o hipercuadrica
fixatd de ecuatie (2.21) intr-o hipercuadricd avind una dintre ecuatiile din enunt,.
Pentru aceasta, fie @ : K™ — K forma patraticad de matrice a:

n
Qz) = Z aijzicj, T =(T1,...,Tn) € K™

i,j=1
Conform teoremei lui Gauss 1.6, ) poate fi adusa la forma canonica cu ajutorul
unui izomorfism vectorial T € GL(n, K), adici, dacd T'(z) = (y1,...,Yn), avem:
QT (@) = Myi + -+ + Ary>
unde r = ranga gi coeficientii Aq,..., A\, € K — {0}. Existd o unici aplicatie afina
(de fapt centro-afind) 7 de urma T gi care verifica 7(0) = O (vezi propozitia 2.15),
unde O = (0,...,0) este originea reperului canonic la lui K™. In plus, cum o

aplicatie afind este bijectivd daca si numai dacd urma sa este bijectiva, 7 este un
automorfism afin al lui K™. Atunci 7(7) are ecuatia:

(2.39) MY+ Ay + 26y o+ 20y + e =0

deoarece transformarea facuta, fiind de fapt omogena, nu influenteaza termenul
liber al ecuatiei (2.21).

Ramane acum si reducem termenii de gradul 1 din ecuatia obtinutd. Acest
lucru se realizeazi prin translatia ¢ (care nu afecteaza termenii de gradul 2):

(2.40)
Y = 25

Hipercuadrica transformatd (¢ o 7)(vy) are ecuatia:

(2.41) Mzt 4 A2l + 26 gz + o+ 202, + ¢ = 0.

Dar, conform observatiei 2.14, r' < r + 2.
Dacd r' < r 4 2, rezultd b, = --- = b;, = 0 i ecuatia lui (t o 7)(7) este de
forma (2.36) daca r = ' (in acest caz transformarea afini ciutata este ¢ o 7) sau

M2+ M2+ =0, #0

dacd r' = r+1. Dupi simplificarea ecuatiei rezultate cu ¢’ (operatie posibila pentru

ca functiile f(z1,...,z,) si ¢ f(z1,-..,2,) au aceagi multime de zerouri), vedem
ca (to7)(y) are forma (2.37).
Daca r' =r+2, existd i € {r+1,...,n} astfel incat b} # 0. Dupéd o eventuald

renumerotare a indicilor (care revine la un automorfism afin « care schimba intre ele
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coordonatele), putem presupune b, ; # 0. Aplicam acum hipercuadricei (aotoT)()
automorfismul afin § definit prin:

u; =2z, t=1,...,mr+2,...,n
Upy1 = —(20) 1 2rg1 + -+ - + 2032, + ).

E clar cd ecuatia hipercuadricei (8o aot o 7)(y) e de forma (2.38). O

In concluzie, am demonstrat ci, din punct de vedere afin, existd trei clase
disjuncte de hipercuadrice echivalente, fiecare clasa putand fi caracterizatd de una
dintre ecuatiile (2.36), (2.37), (2.38). Daca K = C, fiecare clasi e caracterizata
de una dintre conditiile rang A = ranga, respectiv rang A = ranga + 1, respectiv
rang A = ranga + 2. Mai precis, avem:

TEOREMA DE CLASIFICARE AFINA A HIPERCUADRICELOR DIN C". Doud hiper-
cuadrice din C" sunt echivalente dacd $i numai dacd au aceiagi v g1 1'.

Demonstratie. Fie vy ~ . Conform propozitiei 2.41, r =y i v’ =r}.

Reciproc, sa presupunem cad pentru hipercuadricele v i v1, 7 =71 si v’ = r}.
Trei situatii sunt posibile: ' =r, 7' =r +1saur' =r + 2.

Daca r' = r, atunci existd A1, ..., A\, € K—{0} (respectiv \j,...,A. € K—{0})
astfel incét v (respectiv 1) e reprezentatd de ecuatia

Myt ++ Ay2 =0
(respectiv

Wi+ Ayr =0).
Definim transformarea afina 7 prin:

7
i

{y; = %yz’; i:l,...,T
Yi =Y i=r+1,...,n.

E clar ca prin aceasta transformare prima ecuati de mai sus trece in a doua, deci
7(v) = 11- Rezultica v ~ 1. Celelalte doui situatii se trateazi analog. O

COROLARUL 2.22. Orice hipercuadrica in C* este echivalentd afin cu una dintre
hipercuadricele:

(2.42) yi+--+y2=0, r<n.
(2.43) Y+ +y2—1=0, r<n.
(2.44) i+ t+yr—yr41=0, r<n-1

Ecuatiile (2.42), (2.43), (2.44) se numesc ecuatiile canonice ale hipercuadricelor
din C".
Particularizam acum teorema de clasificare afina a hipercuadricelor din K™ pen-

tru K = R. In acest caz, forma patratica @, consideratd la inceputul demonstratiei,
poate fi adusi la o forma normald printr-un izomorfism vectorial al lui R* (conform
teoremei 1.7). Astfel, putem considera \y = --- =X, =1gi Apy1 =---= A, = —1

(cup < [g] pentru a face o alegere); p se numea indexul formei patratice gi, prin
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extensie, il numim indexul hipercuadricei. Atunci ecuatiile (2.36), (2.37), (2.38)
devin, respectiv:

(2.45) ity -y - —yi=0, r<n
(2.46) yi+-t+yr—yp - —ya—1=0, r<n.
(2.47) ity v~ —Yr— Y1 =0, r<n-—1

Putem enunta:

TEOREMA DE CLASIFICARE AFINA A HIPERCUADRICELOR DIN R™. Doud hiper-
cuadrice din spatiul afin real R™ sunt echivalente daca $i numai daca aw aceiasi T,
r' sip.

Demonstratie. Suficienta a fost observatd inaintea enuntului. Pentru necesi-
tate, dacd v ~ v1, 7 = r1, ¥ = r] ca mai sus. In plus, p este un invariant al
formei patratice (conform teoremei de inertie a lui Sylvester), deci este invariant al
matricei hipercuadricei. Astfel avem si p = p'. d

COROLARUL 2.23. Orice hipercuadrica reald este afin echivalentd cu una gi
numai una dintre ecuatiile (2.45), (2.46), (2.47).

S# particularizim acum teorema anterioard la cazul R?. Obtinem clasificarea
afind a conicelor reale, prezentatd sintetic in Tabelul 1.

TABELUL 1. Clasificarea afind a conicelor reale

r' | r | Forma canonicd afind | Denumirea conicei
32|zt +22-1=0 elipsa

2 —-33-1=0 hiperbola,

T} +234+1=0 elipsa vida
31|22 —-222=0 parabold
2|2|zi+22=0 punct dublu

—z3=0 pereche de drepte secante
2 |1|22-1=0 pereche de drepte paralele

2+1=0 pereche de drepte vida
1|1]|z2=0 dreaptd dubla
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Particularizdnd aceeagi teorema in cazul n = 3 obtinem clasificarea afina a
cuadricelor reale (vezi Tabelul al 2-lea).

OBSERVATIA 2.19. Cuadricele nevide, nedegenerate (cele cu A # 0) sunt: elip-
soidul, hiperboloidul cu o panza, hiperboloidul cu doua panze, paraboloidul eliptic
si paraboloidul hiperbolic. Cuadricele nevide degenerate (A = 0) sunt conul, cilin-
drul eliptic, cilindrul hiperbolic, cilindrul parabolic i perechile de plane.

OBSERVATIA 2.20. Cuadricele nevide cu centru unic (§ # 0) sunt: elipsoidul,
hiperboloidul cu o panza, hiperboloidul cu doud panze, conul, punctul dublu. Dintre
acestea, numai conul igi contine centrul.

Pe de alta parte, din tabel se vede ca singurele cuadrice fara centru unic care
nu au deloc centre sunt paraboloidul eliptic, paraboloidul hiperbolic si cilindrul
parabolic. Celelalte cuadrice, adica: cilindrul eliptic, cilindrul hiperbolic, perechile
de plane, planul dublu, dreapta dubla, poseda céite o infinitate de centre.

OBSERVATIA 2.21. Putem scufunda K™ ca un hiperplan in K™*! punand
K" = {(.CL'l, ey Ty ].)} C Kntl
Acum ecuatia unei hipercuadrice v din K™ se poate scrie sub forma

(tX,1)4 (f) —0

(X, 20 11) A (,EX ) ~0

n+1

in timp ce ecuatia

reprezint& o hipercuadricd v; din K™*! care intersecteazi hiperplanul z,,; = 1
dupa hipercuadrica v. E clar cd avem r' = 7y (matricea ,mare“ a lui v este
matricea ,mica“ a lui v1).

Aplicam observatia de mai sus pentru n = 2 gi K = R. Cum ecuatia lui 1, e
omogena, din tabelul 2 gasim pentru ~; posibilitatile: punct dublu, con, dreapta
dubld, pereche de plane secante sau plan dublu. Astfel, orice conics din R? poate
fi privita ca intersectia dintre un plan cu una dintre cuadricele de mai sus. Cum
determinantul ,mic“ al lui 7; coincide cu determinantul ,mare® al lui v, daca v
e nedegenerata, y; are centru unic. Rezuméand, obtinem urmatorul rezultat care
justifici denumirea hipercuadricelor lui R2:

TEOREMA 2.12. (Dandelin®) Orice conicd nedegeneratd, nevidd e intersectia

unui con cu un plan care nu trece prin varful conului.

-
A

8Pierre Germinal Dandelin, 1794-1847, matematician si inginer de geniu belgian.




14 CLASIFICAREA AFINA A HIPERCUADRICELOR

101

TABELUL 2. Clasificarea afind a cuadricelor reale

Forma canonica afing

Denumirea cuadricei

24+zi+22-1=0
2423 —22-1=0
2 —x3—25-1=0

2.2 .2 —
—x{—x5 —23—1=0

elipsoid
hiperboloid cu o panza
hiperboloid cu doua panze

elipsoid vid

24zl -23=0

22—z —-23=0

paraboloid eliptic

paraboloid hiperbolic

242l +25=0

2 +a5-25=0

punct dublu

con

2 +25-1=0
2 —22-1=0

-2 -13-1=0

cilindru eliptic
cilindru hiperbolic

cilindru vid

x%—?mgzo

cilindru parabolic

24,2
zi+25=0

dreapta dubla

2?2 —33=0 pereche de plane secante
72 -1=0 pereche de plane paralele
-2 -1=0 pereche de plane vid3

plan dublu
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FI1GURA 2.2 Obtinerea conicelor nedegenerate ca intersectie dintre un con si

un plan

Faptul acesta fusese observat de citre Menechmos (300 1.C.) care este considerat
descoperitorul conicelor. Se pare ca si Euclid s-a ocupat de conice, dar lucrarile lui
nu au putut fi gisite. Dupd el, Apollonius din Perga (170 1.C.) a scris un tratat
cuprinzator despre conice, a doua operd matematica importanta a antichitatii dupa
Elementele lui Euclid.

Cititorul poate demonstra singur urmatoarele proprietati: daca intersectia din-
tre un con gi un plan e o parabola, planul e paralel cu un plan tangent la con. Daca
intersectia este hiperbola, planul de sectiune nu e paralel cu nici un plan tangent gi
taie ambele panze ale conului (dacd lucrdm in context metric, putem considera un
con de rotatie gi atunci vedem cé planul trebuie s3 fie paralel cu iniltimea conului).
Daca planul de sectiune taie o singura panza a conului i nu e paralel cu nici o
generatoare, intersectia este o elipsa. Evident, si reciprocele acestor afirmatii sunt
adevarate.

EXERCITIUL 2.38. Toate punctele elipsoidului sunt regulate. La fel pentru hiper-
boloizi i paraboloizi.

EXERCITIUL 2.39. Planul tangent intr-un punct la hiperboloidul cu o pinza (respectiv
la paraboloidul hiperbolic) contine cele doud generatoare prin acel punct.

15. Clasificarea metrica a hipercuadricelor

Consideram acum hipercuadrice in spatiul afin euclidian R gi le clasificam fata
de relatia de congruents 22, adica fata de actiunea grupului izometriilor lui R™.
Observam intai cd doua hipercuadrice reale congruente au aceiagi invarianti
afini r, r', p; asta pentru c8 doué hipercuadrice metric echivalente sunt, in particular,
afin echivalente. Dar existd hipercuadrice cu aceiagi invarianti r,7’,p care nu sunt
congruente. De exemplu hiperbolele
I B S
9 4 4 16
care au, ambele, r = ' = 2, p = 1. Ceea ce inseamni c4 invariantii 7,7',p nu sunt
suficienti pentru clasificarea metricd. Avem insa:

TEOREMA DE CLASIFICARE METRICA A HIPERCUADRICELOR IN R™. O hipercua-

drica din spatiul afin euclidian R™ este congruentd cu una §i numai una dintre
hipercuadricele de ecuatii (2.36), (2.37), (2.38).

Demonstratie. Folosim aceeagi metodad ca pentru clasificarea afind a hiper-
cuadricelor, dar ne prevalam, acum, de posibilitatea aducerii la forma canonica
a formelor patratice prin transformari ortogonale. Fie v o hipercuadrica de ecuatie
(2.21) si fie Q(z) = 223:1 a;jz;x; forma patratica asociatd ei. Putem aduce @ la
o form& canonica printr-o transformare ortogonald T € O(n). Fie 7 izometria lui
R™ care are urma T si fixeazi originea: 7(0O) = O. Hipercuadrica 7(y) va avea
ecutia (2.39), cu r = ranga §i A1,..., A, € R* valori proprii ale matricei a. Ca in
demonstratia teoremei de clasificare afind, aplicam acum translatia (care e izome-
trie!l) de ecuatii (2.40) i obtinem hipercuadrica echivalenta (¢ o 7)(y) de ecuatie
(2.41).

Daca r' < r + 2, atunci b;,, = --- = b;, = 0, deci (t o 7)(7) are ecuatia de
forma (2.36) sau (2.37) dupa cum r' =7 sau ' = r 4+ 1. Dacd r' = r + 2, exista
i € {r+1,...,n} astfel incit b; # 0. Dupd o eventuald renumerotare a indicilor
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(ceea ce revine la o permutare a elementelor bazei canonice, adici la o izometrie),
putem considera b;.,; # 0.

De aici incolo nu mai putem aplica schema de la clasificarea afina: trans-
formarile utilizate acolo nu sunt izometrii. Vom folosi acum rotatii in planele care
contin directia Oz,y1. Fie 81 € O(n) data prin ecuatiile

( U; = 24, Z#T+1,T+2
b, 1 ; 2
Ur+1 = %2r+1 + %%4—2
{ blr+1 + blr+2 blr+1 + blr+2
bl !
r+2 r+1
Urdz = T A = A
! ! ! !
L br+1+br+2 br+1+br+2

Hipercuadrica (f8; o t o 7)(y) are ecuatia:

Mud + s+ AuZ + 20/0 7 b P + 26 gteys + e+ 260U, + ¢ = 0.

Ca urmare, dupa aplicarea unui numar finit de rotatii de tipul acesta si a unei
translatii pe directia Oz,41 (care elimind termenul liber), obtinem o hipercuadrici
de ecuatie (2.38) gi demonstratia e completd. O

OBSERVATIA 2.22. E important de notat ca intelesul acestei teoreme nu e ca
exista doar trei clase de congruenta de hipercuadrice reale. Exista doar trei tipuri,
reprezentate de cele trei ecuatii, dar in interiorul unui aceluiasi tip, hipercuadricele
de ecuatii cu coeficienti diferiti nu sunt congruente. Dimpotriva, din punct de
vedere afin, toate hipercuadricele de un acelagi tip sunt echivalente.

16. Conice in planul euclidian R?

Detaliem acum teoria conicelor euclidiene. Vom relua in acest caz particular
unele dintre rezultatele generale demonstrate anterior.

Notdm (z,y) coordonatele unui punct in reperul canonic din planul euclidian.
Ecuatia unei conice se scrie:

(2.48) a11x2 + (1223/2 + 2a122y + 2a132 + 2a23y + ass =0,

unde a?; + a3, + a2, # 0 si notdim

_fann a2 _fa b by
a = (a12 CLQQ) ) A - (tb 033) ) b — (a137a23)'

Ca si pand acum, § = det(a), A = det(A). Dacd § # 0, conica are centru unic,
iar dacd A # 0 ea e nedegeneratd. Uitandu-ne la formele canonice posibile ale
conicelor, vedem cd § < 0 corespunde hiperbolei, § > 0 corespunde elipsei §i § =0
caracterizeaza parabola. Pentru conicele nedegenerate functioneaza gi urmatoarea
caracterizare:

PROPOZITIA 2.44. Fie d o dreapta gi F' un punct nesituat pe ea. Locul geometric
al punctelor din R? pentru care raportul distantelor la dreapta d (numitd directoare)
i lo punctul F' (numit focar) este o constantd e € (0,00) (numitd excentricitate)
este o conicd nedegeneratd: hiperbold pentru e € (0,1), parabold pentru e = 1, elipsd
pentru e € (1,00).
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Demonstratie. Fie Intai d paraleld cu axa Oy si fie F' originea reperului canonic:
F = (0,0) si ecuatia lui d este z—c¢ = 0, ¢ o constantd fixatd. Atunci ecuatia locului

geometric din enunt, este
|Z’—C| :evxz+y23
ceea ce conduce la ecuatia
(1—e*)z? —e’y? —2cx+* =0
care reprezint& o conici v cu A = e* # 0, deci nedegenerati. Avem &§ = e?(e? — 1)
ceea ce termind demonstratia in acest caz.
In cazul general, fie T izometria lui R? cu proprietatile 7(d)||Oy, 7(F) = (0,0)

(demonstrati existenta lui 7!) 7 pastreazé distantele, deci si raportul e al distantelor
din enunt. Atunci locul geometric ciutat este 77 1(7). O

Observam ci, in cazul elipsei si al hiperbolei, simetricul focarului F' fatd de
originea reperului are aceeasi proprietate. Deci elipsa si hiperbola au doua focare
(fatd de acestea se pot da definitiile geometrice cu care aceste conice au fost in-
troduse in liceu). E fireasci intrebarea: unde se afli (daci existd) al doilea focar
al parabolei? Raspunsul este: ,la infinit“ si explicatia va veni abia in capitolul de
geometrie proiectiva.

ExERCITIUL 2.40. G&siti ecuatia directoarei pentru elipsa si hiperbola scrise in forma
canonica.

Aplicdm acum teoria generald de aducere la forma canonicd a hipercuadricelor
reale la cazul conicelor. Sigur, nu vom spune nimic nou, dar gasim utila explicitarea
teoriei in acest caz particular.

Daci § # 0, atunci conica are un centru unic C' de coordonate (zo,yo) solutii
ale sistemului:

a11% + a2y + a3 =0
a12% + a2y + as3 =0
Facem translatia 7 de ecuatii
=z —x
y' =y —yo
si obtinem conica congruentd 7() cu centrul in originea reperului canonic, de ecu-
atie:
a1z + azy® + 2a122y + f(20,y0) = 0,

unde f(z,y) noteazd polinomul de gradul al II-lea din membrul sting al ecuatiei
(2.48).

EXERCITIUL 2.41. Si se arate ci f(zo,y0) = %

Alegem acum doud axe ortogonale ale conicei. Directiile lor sunt date de doi
vectori proprii ortogonali ai matricei a. Pentru a-i gasi, aflam intai valorile proprii
ale lui a; acestea sunt radacinile polinomului caracteristic

aj1 — A  ap
A) = .
pA) aiz Gz — A

In teoria clasici a conicelor, ecuatia p(A) = 0 se numegte seculard (pentru ca,

traditional, variabila era s) gi se scrie desfigurat
N —IA+6=0
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cu I = a1 +age = tr(a). Fie A1, A2 cele doud valori proprii si f; = (I;,m;), 1 =1,2,
doi vectori proprii unitari ortogonali corespunzatori. Schimbarea de reper de la cel
canonic la {O; f1, f2} se face cu transformarea ortogonald € care fixeaza originea gi
are urma

{ ' =liz+myy

y = lox + moay

Prin aceastd transformare, dreptele de directie (I1,m1) sunt duse peste drepte de
directie (1,0), iar cele de directie (I2,m2) peste drepte de directie (0,1). Deci, deoa-
rece 0 fixeaza originea, axele conicei sunt aplicate pe axele reperului. In consecinta,
valorile proprii ale matricei @’ a conicei transformate vor fi A1, A2, iar vectorii pro-
prii asociati sunt (1,0), (0,1). Rezultd ca 6(7(7y)) este o conica congruenta cu v, de
ecuatie
2 2, A

Cum § = A A2 # 0, putem lista conicele cu centru unic dupa cum urmeaza:
elipsa, daca A #0gi 6 > 0,
hiperbola, dacd A #0si § <0,
punct dublu, daci A =0gi § > 0,
doud drepte concurente, dacd A # 0 si 6 < 0.

Daci § = 0, conica este de tip parabold. Cum a are rang cel putin 1 gi det(a) =
6 = 0, numai una dintre valorile proprii ale lui a este nula; putem presupune ca
A2 = 0si Ay # 0. In acest caz, aplicAm intai izometria 6§ de mai sus si obtinem
conica congruentd () de ecuatie

Mz? + 2ai52 + 2absy + azz = 0.

v v 2 . v . . v
Observam cd A = ah;" A1, deci A = 0 dacd i numai dacad ay; = 0. Acum facem

translatia 7' de ecuatii:
!

a
$/=$+ 13

A1
"
y =y
Conica 7'(6(v)) are ecuatia
als’
Mz? +2ahy +c=0, c=az— )1\3 .
1

Dacd A = 0, aceastd ecuatie reprezintd () sau o pereche de drepte paralele.
Daca A # 0, facem translatia 7"
=z
c
253

Yy =y+
si se obtine conica 7"(7'(68())) de ecuatie
Mz’ 4+ 2aby =0, ahy #0
care este o parabold (observati cd, pentru ugurarea notatiilor, am pastrat tot timpul

variabilele z, y).
Ca urmare, in cazul 6 = 0, v e congruenta cu una i numai una dintre conicele:

e paraboli, daca A # 0,
e doua drepte paralele, dacd A = 0.
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17. Cuadrice in spatiul euclidian R3

Aplicama cum clasificarea metrica a hipercuadricelor la cazul n = 3. Vom
considera reperul canonic al lui R?, cu axele de directii e;, es, €3 si cu coordonatele
(z,y, z). Fie cuadrica de ecuatie

(2.49) a1z’ + a22y2 + a3322 + 2a102y + 201322 + 2a23y2+
' + 2a14% + 2a24Yy + 2a342 + a44 = 0,

cua = (aij)i,j:ma rang(a) <1, A = (aj]‘)i’j:m si a;; = aj;. De asemenea, fie
0 =det(a), A = det(A).

Daci 6 # 0, cuadrica «y are centru unic C' de coordonate (o, yo, 20), solutie
unica a sistemului

a11T + a12y + a132 +a14 =0
a12% + a0y + as3z + a4 =0

a13% + a23y + aszz +azy =0

Facand translatia 7 de ecuatii

2=z —
r_

Y=Y—Y%
2 =z2—2

se obtine cuadrica 7(7), congruentd cu v, de ecuatie
a1 2% + axy? + aszz® + 2102y + 201372 + 2a23yz + f(20, Y0, 20) = 0

unde, ca si in paragraful anterior, f(z,y,z) noteazi membrul sting al ecuatiei
(2.49). Centrul cuadricei 7(7) este originea reperului.

EXERCITIUL 2.42. Ca si la conice, ardtati cd f(zo,yo, 20) = %

Alegem acum trei axe mutual ortogonale pentru 7(7y), corespunzétoare valorilor
proprii A1, A2, A3 ale matricei a, deci solutii ale ecuatiei seculare p(\) = 0 cu

air — A a12 ai3
p(A) =1 a2 azp — A as3
a3 a23 asz — A

care se mai poate scrie
NM—IN+JX-6=0

cul = ayp + ags + aszs = tr(a), J = All + A22 + A33, Aii fiind complementul
algebric al elementului a;; din matricea a. Fie f; = (I;,m4,n;) vectori proprii
unitari ortogonali doi cate doi, corespunzatori valorilor proprii A;, i = 1,2, 3.

OBSERVATIA 2.23. Cele trei valori proprii nu sunt neaparat distincte. Daca,
de exemplu, A\; = A2, subspatiul propriu corespunzator are dimensiune 2. Se alege
o baza a sa oarecare; aceasta se ortogonalizeaza cu procedeul Gram-Schmidt, apoi
se normeaza.
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Trecerea de la reperul canonic la reperul {fi, f2, fs} se face cu ajutorul izome-
triei § care fixeaza originea si are urma

' =lhzr+my+nz
y = lhx + moy + Nz
2 =l +may + nsz

Deoarece prin 6, dreptele de directii (I;, m;,n;) sunt aplicate, respectiv, peste drep-
tele de directii e;, se obtine cuadrica 8(7(v)) de ecuatie

A
Mz? + Aoy® + X327 + 5 =0

care poate reprezenta un elipsoid, un hiperboloid cu una sau doud panze (daca
A #0) sau con, punct dublu (cind A = 0).

Dacd § = 0, atunci una sau doud (in nici un caz toate trei) radécini ale polino-
mului caracteristic p(\) sunt nule.

Presupunem \; = 0. Atunci 6(v) are ecuatia

A2y? + A32® + 2a,w + 2ab,y + 2ak,2 + ags = 0.

Cum A este invariant metric, el este acelasi pentru 7 si (7). Deci A = —(af,)*XaAs3.
Avem urmitoarele cazuri posibile:

(1) «y e nedegeneratd: A # 0 (aly #0, A2 #0, A3 #0).
(2) 7y e degenerata: A =0, adica

(a) Ada #0, A3 #0siaj, =0.

(b) A2 =0, A3 # 0 5iajy #0.

(¢) A2 =0, A3 #0siaj, =0.

In cazul 1, v e nedegenerata. Ecuatia ei poate fi pusi sub forma

ajy 2 asy 2 ' a44 0'242 0'342
A - A = 2 - - =
2(y+ /\2) + 3(z+ )\3) + 2ay, $+2a’14 Dodl, | 2gal,

care sugereazd efectuarea translatiei 7’ de ecuatii

2 2

( ] !
P a4 Qg O34
2a’ 224 2X3a)
ajy 20714 3014
1
a
{ yl :y+ 24
A2
al
o = 4 234
\ /\3

Cuadrica 7' (6(y)) are ecuatia
Aoy? 4+ A32? + 24,2 =0

si reprezinta un paraboloid eliptic sau hiperbolic.
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In cazul 2(a), se consideri translatia

=z

y’=y+@
A2
al

2=z
A3

Cuadrica 7 (6()) are ecuatia
A2y2 + /\322 +p=0

si reprezintd @, un cilindru eliptic sau unul hiperbolic, o dreaptd dubld sau doua
plane secante.
Asemanator, in cazul 2(b) translatia

Q44
.Z'I:.'L'—}—T
ay4
r_
Yy =y
!
a
Z=4+ -2
A3

produce cuadrica 7/(6(v)) de ecuatie
322 + 2a) ¢ + 2ab,y = 0.

Acesteia i aplicdm rotatia §' de axd Oz, avand ecuatiile

4 ! i
a a
o = 14 o4 24 y
;2 ;2 r 2 ;2
a4 + Gy \Va1s T Ay
1 !
q Q14 Aoy
¥y = 2 . 2 27
1 1 ! 1
a14 + Goy \/ @14 t+ Gy
2=z

\

Rezultd cuadrica 6'(7'(6(7))) de ecuatie
X322 +2px =0

care reprezintd un cilindru parabolic.
In fine, in cazul 2(c), dacd ay, # 0, facem translatia 7' de ecuatii

=z
;7 2
r_ A3y
Yy=Y7a9
2094
1
a
2=z
A3

si obtinem cuadrica 7'(6(7)) de ecuatie
32?2+ 2ab,y =0

reprezentdnd un cilindru parabolic. Dacd ab, = 0, 6(y) reprezinti doud plane
paralele distincte sau un plan dublu.
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ExEMPLUL 2.7. Fie cuadrica
x? 4 5y 4+ 2% 4+ 22y + 622 + 2yz — 2z + 6y + 22 = 0.

Avem
11 3 1 1 3 -1
1 51 3
a=|1 5 1 A=
31 1 ’ 3 1. 1 1}’
-1 3 1 0
deci § = —36, A = 36. Cuadrica este nedegenerati, cu centru unic (—3,—3,2).
Translatia
1
L _
r =+ 3
Iy 2
y=y 3
2
I — —_——
#=z-3

produce cuadrica congruenta
2+ 5y + 27 + 22"y + 62’2 + 2’2 —1=0.
Ecuatia seculara este
A —TN+36=0

cu radacinile Ay = 3, Ay = 6, A3 = —2. Vectorii proprii corespunzatori lui A; au
coordonatele solutii ale sistemului

—2z1 + 224+ 323 =0
T1+ 23 +23 =0
31 +x2 — 223 =0

Solutia generald a sistemului este (a, —a,a). Luim f; = (%, —\/ig, %) Vectorii

proprii corespunzétori lui A, au forma generali (a, 2a, a); alegem fo = (%, 26, 76)
Pentru A3 gésim vectorii proprii sub forma (a, 0, —a); putem lua f3 = (%, 0,— \/Li)
Efectuam deci rotatia
z' = L(a: -y +2')
V3
1
'= —(@ +2y +2
y' = \/6( y' +2)
! 1 ! !
= ﬁ(m —2')
in urma careia cuadrica transformata are ecuatia
37" + 6y — 227 —1=0
si reprezinta un hiperboloid cu o panza.
ExEMPLUL 2.8. Fie cuadrica
522 —y? + 2% + 4oy 4+ 622 + 22 + 4y + 62 — 8 = 0.
Aici § = 0 (nu existd un centru unic), A =16, I =5, J = —14 gi ecuatia seculard

este
A —5A2-142=0
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cu radacinile Ay = 0, Ay = 7, A3 = —2. Ca g in exemplul anterior, alegem
vectorii proprii unitari ortogonali f; = (\/% \/%,—\/%) (corespunzétor lui M),
2
)

4)
f2 = (\/%7\/%7\/%) (pentru )‘2)7 fl = (_\/Lg:
trebuie efectuata este:

5 %) (pentru A3). Rotatia care

1
= ——(r+2y—32
m( y —32)
1
1
Z=—=(-z+2y+2
\/6( y+2z)
Cuadrica transformatd are ecuatia
8 24 12
Ty -2 - '+ ——y' 4 2 —8=0
Y V14 VTR

care se poate pune sub forma

2 2
7<y'+—12 ) —2<z'—i> _ 8 x'+293m =0
7v21 V6 V14 392

Dupa translatia

e s 293,/14

392
12
" !
= + —
VO
3
M= =
V6
cuadrica transformata are ecuatia
8
7 "2 _ 22"2 " =0
Y V14

si reprezinta un paraboloid hiperbolic.
EXEMPLUL 2.9. Pentru cuadrica
2?2 +y? +42° + 20y + 4z + dyz — 62+ 1 =10,
avem § =0, A =0, [ =6, J =0, deci ecuatia seculara este
A —6X7=0

cu solutiile A\; = A2 = 0, A3 = 6. Sistemul care furnizeaza coordonatele vectorilor
din subspatiul propriu corespunzator valorii proprii 0 se reduce la 1 +x2+2x3 = 0.
Alegem solutiile independente v; = (2,0,—1) §i v = (1,—1,0) din care, prin
procedeul Gram-Schmidt, construim o bazd ortonormata a subspatiului: f; =

gl (%,0,—%), fo= ”;Cﬁ unde f5 = vy +afi, cu a = —(vs, f1). Rezultd

flvall

= (-4 : Alegem un vect i it e 3 valorii
L _ 5 2
fa (\/—, ek \/_) g u ctor propriu unitar corespunzator valorii
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750 V50 vg)- Dupd efectuarea izometriei

6
.2 1
=—r——=2

V5 V5

1 ) 2
VRV RV
, 1 1 2
z = %m + ﬁy + 7(_5;:
obtinem cuadrica transformata:

2% = V6z' + 6y +2v62' +1=0
care se mai poate pune sub forma

(7' +V6)2 —V6z' + 6y —5=0.

Suntem, deci, condusi sa facem izometria

proprii 6: f3 = (

S

1
2" = ﬁ(ml_yl)
1
"n_ ﬁ(ml"_yl)
2=+ \/6

in urma careia cuadrica transformata devine
2
2" —2v32" = 5=0.

Facem, in fine, translatia

)
ZL’”I — wll +
23
ylll — yll
Z”l — n

Cuadrica transformata are acum ecuatia
2
M _2\/_'1_/// =0
si reprezinta un cilindru parabolic.

Descriem in continuare cateva proprietiti geometrice afine, respectiv metrice
(prin definitie invariante la afinitdti, respectiv izometrii) ale cuadricelor. Conform
teoremelor de clasificare, e suficient si le studiem pe cuadricele scrise in forma
canonica.

Elipsoizii. Ecuatiile

§+;+c_‘2:1’ a,b,c e Ry —{0}

reprezinta elipsoizi echivalenti afin, dar neechivalenti din punct de vedere metric.
Intersectiile axelor de coordonate cu elipsoidul se numesc varfuri. Acestea au co-
ordonatele (+a,0,0), (0,+d,0), (0,0,%c). Segmentele determinate de centrul re-
perului gi varfuri se numesc semiaze. Denumirea de ,elipsoid“ e justificata de
urmatoarea proprietate pe care cititorul o va demonstra singur:
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PROPOZITIA 2.45. Intersectia dintre un elipsoid si un plan paralel cu un plan
de coordonate este o elipsa, un punct sau mulfimea vida.

FI1GURrA 2.3 Elipsoidul

S
2 X,

Daca doua dintre semiaxe sunt egale, de exemplu daca a = b, sectiunile facute in

elipsoid cu plane paralele cu planul de coordonate z1Oz2, daca exista, sunt cercuri
sau se reduc la un punct. In acest caz, elipsoidul este un corp de rotatie (vezi si
exercitiul 2.37): se poate obtine prin rotirea unei elipse de centru O si semiaxe de
lungime a (pe Ox1), ¢, situatd in planul z10z3, in jurul axei verticale Oxs.
Cand toate trei semiaxele sunt egale, a = b = ¢ se obtine sfera de centru O si
razd a. Ea este locul geometric al punctelor din spatiul afin euclidian R® aflate la
distantd a de un punct fix (centrul). Aplicind o izometrie oarecare unei sfere de
raza r centrate in originea reperului, vedem ca ecuatia generala a unei sfere de raza
r si centru (m,n,p) este

(21 —m)® + (z2 — n)* + (z3 —p)* —r* = 0.

Hiperboloizii cu o panza. Si acestea sunt cuadrice cu centru unic. Ecuatiile
canonice care descriu clasele neechivalente metric sunt:

2 2 2
Ty [ T3 I3

p+b_2_c_2:1’ a,b,C€R+_{O}'

Ca si la elipsoid, intersectiile axelor cu cuadrica se numesc varfuri gi au coordo-
natele (+a,0,0), (0,4b,0). Aici avem doar patru varfuri, axa Oxs3 este interioard
cuadricei. Cititorul va demonstra:

PROPOZITIA 2.46. Intersectiile hiperboloidului cu o panza cu plane paralele cu
cele de coordonate sunt elipse sau hiperbole. Atunci cand a = b, sectiunile orizontale
in hiperboloid sunt cercuri.

Daca punem ecuatia de mai sus sub forma echivalenta:

Z1 x3,, %1 zs3

-y, Dy

T2 T2
1-2)1+ 2
L G ) ==+ ),

b

observam c& dreptele familiei indexate dupa parametrul A € RU {oo}:

1 X3 Z2
T2 (1 =22
dy a c A b)
I1 I3 1 X2
Tl A
a+c )\(+b)
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sunt, toate, incluse in hiperboloid. Spunem ca fiecare dreapta dy) e o generatoare
sau o rigld a hiperboloidului. La fel, se constata usor ca si dreptele familiei

1 X3 Z2

— - —=pl+)
d a c . b
kY x T T

_1+_3:_(1__2)

a c 7 b

sunt generatoare. Deci hiperboloidul cu o panza are doud familii distincte de gene-
ratoare. Se mai spune ca este o cuadrica dublu riglata.

FiGURA 2.4 Hiperboloidul cu o panza si cele doua familii de generatoare ale
sale

EXERCITIUL 2.43. Prin fiecare punct al hiperboloidului cu o pinzi trece una i numai
o generatoare din fiecare familie. Doud generatoare sunt coplanare dacd si numai daca
fac parte din familii diferite. Daca o dreapta este continuta in hiperboloidul cu o panza,
atunci ea apartine uneia dintre familiile de generatoare.

Hiperboloizii cu doua panze. Ecuatiile diferitelor lor clase de echivalenta met-
ricd sunt:

2 2 2
T iy T
G p - @=L abceR —{0}

Se observd ci, in mod necesar, |z1| > a, deci hiperboloidul cu doud panze este
o cuadricd neconexi (are doud componente conexe). Are doud véarfuri, anume
(%a,0,0,), Intersectiile hiperboloidului cu dous péanze cu plane paralele cu cele de
coordonate sunt elipse, hiperbole sau 0.

EXERCITIUL 2.44. Hiperboloidul cu doud panze nu contine drepte, in particular nu
contine generatoare.

il
N e

N

FicUrA 2.5 Hiperboloidul cu doua panze.
Pentru comoditatea desenului, am schim-
bat pozitia traditionald axelor de coordo-
nate

X
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Paraboloizii eliptici. Clasele de echivalenta metricd sunt descrise de ecuatii de
forma:

zi 73
§+b_2_2$3=07 a,bER_F_{O}
Sunt cuadrice conexe, fara centru unic. Sectiunile lor prin plane paralele cu cele de
coordonate sunt elipse sau parabole (de aici denumirea).

X5
i

/
Xy

Paraboloizii hiperbolici. Acestia sunt descrisi de ecuatiile:

FIGURA 2.6 Paraboloidul eliptic

\ 2

1’2 .’L’2
a—;—b—§—2x3=0, a,be Ry —{0}.

Intersectiile lor cu plane paralele cu cele de coordonate, cand nu sunt vide, sunt
hiperbole sau parabole, justificind denumirea. In vecinatatea originii reperului,
cuadrica are forma unei gei.

F1GURA 2.7 Paraboloidul hiperbolic cu cele doua familii de generatoare

Si paraboloizii hiperbolici sunt cuadrice dublu riglate. Cele doua familii de
generatoare sunt

x x 1
Mo w1 Wya m
a b A? PR A

Generatoarele au aceleasi proprietati ca si cele descrise in exercitiul 2.43 pentru
hiperboloidul cu o panza.

Cilindrii. Ecuatiile lor contin numai doua dintre variabile, ceea ce Inseamna ca a
treia ia toate valorile reale. Deci cilindrii sunt cuadrice ale caror intersectii nevide
cu plane paralele cu cele de coordonate sunt drepte sau conice plane congruente
(daci apar doar z1,z2, intersectiile cu x3 = const. sunt conice). Astfel distingem
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cilindrii parabolici, eliptici, hiperbolici. De exemplu, ecuatia cilindrului eliptic este:
2 2
2+ % —1=0, cua,b> 0. Evident, cilindrii sunt cuadrice riglate.

X,

T

DXy

X,

Ficura 2.8 Cilindru eliptic (stdnga) si cilindru parabolic (dreapta)

Conurile sunt cuadrice ale caror intersectii nevide cu plane paralele cu cele de coor-
donate sunt drepte sau conice plane omotetice. Originea reperului este varf pentru
orice con (pe ecuatia canonici). Conurile sunt caracterizate de ecuatii omogene si
sunt cuadrice riglate.

18. Exercitii si probleme suplimentare

In exercitiile care urmeaza, R" este inzestrat cu structura afind canonica.

EXERcITIUL 2.45. Care este numarul minim de puncte ale unui plan afin? Cate drepte
contine un plan afin cu numar minim de puncte?

EXERCITIUL 2.46. Fie V un spatiu vectorial inzestrat cu structura afind canonica.
Fie H un hiperplan afin al sfu. S3 se arate ci existd o unicd form3 liniard h € V™ astfel
incat H = h™*(1).

EXERCITIUL 2.47. (Prima functie a lui Leibniz) Fie punctele Ay, ..., A, intr-un spatiu
afin (A, V,¢) si A1,..., A, scalari nu toti nuli, dar cu suma nuld: 7, A\; = 0. S& se
arate cd cd functia lui Leibniz L, : A = V, Li(M) = Y7, )\im e constantd. Sa
se construiasca un exemplu pentru n = 3 si sd se observe ca functia lui Leibniz e nuld
daca gi numai dacd cele trei puncte sunt coliniare. Generalizare: punctele Ay,..., Apq1
apartin aceluiagi subspatiu afin de dimensiune < n — 1 dacd gi numai daca existd scalarii
A1, .-+, Ant1, nu toti nuli, astfel incat functia lui Leibniz asociatd sa fie identic nula.

EXERCITIUL 2.48. (A doua functie a lui Leibniz) Fie (€, E, ) un spatiu afin euclidian,
Ai,..., A, puncte fixate gi A1,...,\, scalari reali fixati. Definim Ly : £ = R, Ly(M) =
n A2
Ei=1 )‘ZHMAl” .
S& se arate ci dacd Y. | A\; # 0 si dacd G e baricentrul sistemului de puncte A; cu
ponderile \;, atunci Lo(M) = (2:;’21)||M(3||2 + L2 (G).
Dacs >-7 ; Ai =0, L2 = const. S§ se studieze cazul in care Ly e identic nuld.

EXERCITIUL 2.49. (Relatia lui Stewart) Fie A, B,C puncte coliniare fixate intr-un
spatiu afin euclidian. Pentru orice punct M are loc relatia

IMA|*BC + | MBI*CA + || MC|*AB = 0.

EXERCITIUL 2.50. Orice hiperplan al spatiului afin R” separd spatiul (complementara
hiperplanului contine exact doud componente conexe). Proprietatea nu are loc si in spatiul
afin C*.

ExErcITIUL 2.51. Fie A;, A> subspatii afine nevide, distincte gi paralele ale spatiului
afin A. Fie A’ = {1 M1 + M, | M1 € Ay, M> € A>}. Atunci:
1. A’ e subspatiu afin paralel cu A: si A».
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2. dim A’ = max(dim A, dim A»).

EXERCITIUL 2.52. in spatiul afin R* considerim multimile:
r1 —1 z2 z3—1 wma+1

Ai ={(:c1,...,:c4)| 2 = 0 = 2 - }7
_ m-2_ o _w_w
As ={(z1,...,24) | =0 =3 =1

Demonstrati cd A; i A» sunt subspatii afine paralele. Scrieti ecuatiile sumei A1 + A» in
reperul canonic al lui R*.

EXERCITIUL 2.53. Un plan arbitrar taie laturile AB, BC, CD, DA ale unui patrulater
stramb (adic3 neplanar) din spatiul afin R® in punctele M, N, P, Q. Si se arate ci:

r(A,B, M) -r(B,C,N) - r(C,D,P) - r(D,A,Q) = 1.

EXERCITIUL 2.54. Fie Hi, Hy omotetii pe A si A € A fixat. Daci H; o Ha(A4) =
H, 0 Hi(A), atunci H1 = H».

EXERCITIUL 2.55. Fie 6 puncte oarecare in spatiul afin R®. Si se arate ci:

1. Dreptele care unesc centrul de greutate al unui sistem de 3 din cele 6 puncte cu cen-
trul de greutate al sistemului de 3 puncte complementar trec toate prin G, echibaricentrul
celor 6 puncte.

2. Dreptele care unesc mijlocul segmentului format de oricare doud puncte cu centrul
de greutate cu ponderi egale al sistemului de puncte complementar trec toate prin G.

EXERCITIUL 2.56. Se considers un tetraedru in R®. Ardtati ci segmentele care unesc
centrele de greutate cu ponderi egale ale fetelor opuse sunt concurente in acelasi punct in
care se intalnesc medianele lui i segmentele care unesc mijloacele laturilor opuse .

EXERCITIUL 2.57. Intr-un patrulater din R? segmentele care unesc mijloacele laturilor
opuse §i respectiv mijloacele diagonalelor sunt concurente.

Rezultatele anterioare se generalizeazi in felul urmator:

EXERCITIUL 2.58. Fie dat un sistem arbitrar de n puncte intr-un spatiu afin oarecare.
S& se arate ca segmentul care unegte echibaricentrul oricarui subsistem de p < n puncte
cu echibaricentrul celorlalte n — p puncte trece prin echibaricentrul sistemului considerat.

EXERCITIUL 2.59. Fie M = {A1, As,..., Ay} o mul{ime arbitrard de puncte dintr-un
spatiu afin §i O € M. Fie G;; echibaricentrul subsistemului M — {4;, A;}. Fie d;; paralela
dus3 prin mijlocul segmentului [A; A;] la dreapta OG;;. S& se arate ci d;; sunt concurente.

EXERCITIUL 2.60. Fie (ABC) un triunghi intr-un spatiu afin peste un corp de carac-
teristicd diferitd de 2. Fie E € (AB), F € (AC) astfel incat dreptele (BF') si (CE) se
taie in D. Atunci mijloacele segmentelor [BC], [AD] si [EF] sunt coliniare (pe dreapta
Newton-Gauss a patrulaterului complet ABDCEF).

EXERCITIUL 2.61. Fie (ABC) un triunghi intr-un spatiu afin peste un corp de ca-
racteristicd diferitd de 2. Fie P un punct din planul triunghiului si A’ (respectiv B',C")
intersectia lui (AP) (respectiv, (BP), (CP)) cu (BC) (respectiv (AC), (AB)). S& se
arate cd dreptele determinate de mijloacele segmentelor [AB] si [A'B'], respectiv [AC] si
[A’C"], respectiv [BC] si [B’C'] sunt concurente intr-un punct Q. S se arate ci P,Q si
echibaricentrul triunghiului sunt coliniare.

EXERCITIUL 2.62. Fie (ABC) un triunghi dintr-un spatiu afin, G centrul sdu de
greutate si M un punct arbitrar. Sa se arate ca Mz + Mg + M(?' = 3M(5 Generalizare.
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EXERCITIUL 2.63. Si se arate ca intr-un spatiu afin de dimensiune cel putin 3, orice
piramida patrulatera poate fi sectionatd dupa un paralelogram.

EXERCITIUL 2.64. Ne situdm intr-un plan afin peste un corp de caracteristica diferita
de trei.

1. Dacd punctele A1, B1,C1 impart segmentele [AB], [BC], [CA] intr-un acelasi
raport, atunci triunghiurile ABC si A1B1C1 au acelasi echibaricentru.

2. Fie ABC, A’ B'C' dou& triunghiuri cu echibaricentrele G, G'. Fie A1, Bi, C1 puncte
care divid segmantele [AA’], [BB'], [CC’] intr-un acelasi raport k. Atunci echibaricentrul
triunghiului A; B;1C; divide segmentul GG’ in raportul k.

EXERCITIUL 2.65. Fie paralelogramele (ABCD), (A’B'C'D') dintr-un spatiu afin
peste un corp de caracteristic diferitd de doi. Atunci mijloacele segmentelor [AA'], [BB'],
[CC'], [DD'] formeaz3 un nou paralelogram.

EXERCITIUL 2.66. Punctele M;(—2,1), M>(2,3), Ms(—4,—1) sunt mihloacele laturi-
lor unui triunghi din planul afin R*. S¥ se giseascd coordonatele véarfurilor.

EXERCITIUL 2.67. Un pitrat din R? are dou vérfuri consecutive in (2, 3) si (6, 6). S3
se gaseasca coordonatele celorlalte doua varfuri.

EXERCITIUL 2.68. Doua submultimi se numesc omotetice daca exista o omotetie care
aplicd una pe cealaltd. Sa se arate cd dacd trei submultimi ale unui aceluiagi plan afin,
avand fiecare cel putin céte trei puncte necoliniare sunt omotetice doua cate doud, cen-
trele celor trei omotetii sunt coliniare. (Indicatie: e suficient s ne uitdm la segmente
determinate de punctele submultimilor considerate).

EXERCITIUL 2.69. Daci, intr-un spatiu afin 3-dimensional, patru figuri (care au fiecare
cel putin céte trei puncte necoliniare) sunt omotetice doud cate doud, atunci cele gase
centre de omotetie sunt situate intr-un acelagi plan, in varfurile unui patrulater complet.

EXERCITIUL 2.70. S3 se giiseascd, dacd existd, dreptele spatiului afin R® care taie
simultan dreptele de ecuatii:

T =32 r+z=0 {x—z=3 {x—z:O
3 bl 3 b) b)
= —— = — =z =z
Y 2 Y 3 Yy Y

EXERCITIUL 2.71. in spatiul afin C* raportat la reperul canonic, fie planul 7 de ecu-
atie 2¢1 +z2 —1 = 0. Fie p, : C2 — 7 proiectia pe  paralel cu directia lui v € C3. S se
calculeze p,(A) pentru A = (1,1, 1) si fiecare dintre urmétoarele valori ale lui u: (1,0, 0),
(4,0,0), (2i,i,4), (0,i,2).

EXERCITIUL 2.72. in spatiul afin R® raportat la reperul cartezian canonic, si se
gdseascd toate reperele R’ care satisfac conditiile:
(i) planul de coordonate y' = 0 este planul z — z = 0;
(ii) punctul de coordonate (0,1,1) in reperul canonic are coordonatele (1,1,0) in R’;
(iii) axa y' este dreapta de ecuatii parametrice x =1+t, y=2,2z=1—t.

EXERCITIUL 2.73. (Convexitate in spatii afine reale) Fie V un spatiu afin real. O
submultime M a lui V' se numeste convezd dacd odatd cu doud puncte A, B contine intreg
segmentul [AB].

1. S3 se arate ci dacd M e convexd si Ai,...,A, € M, atunci ) a;A; € M pentru
orice a; >0 cu d a; =1.

2. Dacd M e convexi si f € End(V), atunci f(M) si f~*(M) sunt convexe.
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3. O intersectie arbitrard de multimi convexe e convexs. In particular, multimile plane
delimitate de drepte (poligoanele convexe), cele din R® delimitate de plane (poliedrele
convexe) etc. sunt multimi convexe.

4. Pentru o submultime arbitrard N, numim acoperire convezd intersectia tuturor
multimilor convexe care contin N. Notidm aceastd multime cu conv(N). Si se arate c3

k
conv(N) = {ZaiAi |k €N, A; € Nya; > O,Eai =1}
i=1

5. (Teorema lui Radon) Fie N o multime finitd cu m elemente intr-un spatiu afin
real de dimensiune n < m — 2. Atunci existd o partitie N = Ny UN2, N1N Nz =0, a
lui N astfel incat conv(N1) Nconv(N2) # @. (Indicatie: Fie N = {A4,...,An}. Punctele
A; sunt afin dependente, deci existd scalarii reali a; astfel incdt Y a;4; =0si >, a; =0.

Presupunem primii p dintre ei pozitivi, ceilalti m —p negativi. Punem Ny = {4;,..., A},
Ny = {A]H—la cee ,Am})
6. (Teorema lui Helly) Fie M, ..., M, submultimi convexe ale lui R*, » > n+1. Dacd

intersectia a oricare n + 1 dintre ele este nevida, atunci intersectia tuturor este nevida.
(Indicatie: dacd r = n+1 nu e nimic de demonstrat. dacd r > n+2, presupunem adevirat
enuntul pentru orice r — 1 multimi care-i satisfac ipotezele. Atunci multimile B; = Nj; M;
sunt nevide. Fiez; € B;si M = {z1,...,z,}. Cumr > n+2, conform teoremei lui Radon,
existd p astfel incat conv({z1,...,zp})Nconv({Tp+1,- ..,z }) contine cel putin un element
z. Dar conv({z1,...,2p}) C Mpr1 N---N M,, iar conv({zpt1,...,2,}) C M1 NN M.
Atunci z € N; M;.)

EXERCITIUL 2.74. In spatiul afin euclidian R® raportat la reperul cartezian canonic se
considerd planul 7 de ecuatie 2z + 2y + z = 2 gi dreapta é avand ecuatiile: z =1, y = 2z.
Fie §' proiectia ortogonald a dreptei 6 pe planul 7 si {P} = § N 4’. Se roteste &' in 7 in
jurul punctului P cu unghiul 7\2. Notdm « dreapta astfel obtinutd. Se translateazi acum
o astfel Incat s& se obtind doud drepte, 3 si 8’ situate la aceeasi distantd, 2, de dreapta
J. S& se scrie ecuatiile carteziene ale dreptelor &', a, 3,5’

EXERCITIUL 2.75. (Puterea punctului fat3 de sfers) Fie S(C,r) sfera din R® de centru
C(zo,y0,20) sl razd r. Ecuatia sa este

(z = 20)* + (y = y0)” + (2 = 20)" — 1" = 0.

Not3m f(z,y,2) membrul sting al acestei ecuatii. Fie Q € R®. Considerim o dreapt3
arbitrard prin @ care taie sfera in doud puncte (eventual confundate) Q1, Q2. Definim

numarul real
d(Q,Q1)d(Q,Q2) dacd Q ¢ [Q1Q-]
PL(Q) = 0 dacd Qe S(C,r)

—-d(Q,Q1)d(Q,Q2) dacd Q € [1Q2]

Ardtati ¢ PE(Q) = f(zg,y0,2¢0), unde (zq,yQ, 2¢) sunt coordonatele lui Q, adici P&
nu depinde de alegerea dreptei QQ1, definind astfel o functie P5 : R® — R. Demonstrati
cd @Q se afli in exteriorul sferei (respectiv in interiorul sferei, respectiv pe sferd) daci si
numai dacd P5(Q) > 0 ( respectiv < 0, respectiv = 0).

Ar3tati ca:

a) Locul geometric al punctelor cu puteri egale fatd de doud sfere neconcentrice este
un plan perpendicular pe linia centrelor (planul radical al celor doud sfere).

b) Locul geometric al punctelor cu puteri egale fatd de trei sfere cu centre necoliniare
este o dreaptd (axa radicald) perpendiculard pe planul determinat de centrele sferelor.

c¢) Studiati existenta centrului radical a patru sfere: locul punctelor cu puteri egale
fata de cele patru sfere.
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Definiti in mod analog puterea punctului fatd de un cerc. Formulati si demonstrati
probleme asemanétoare celor de mai sus.

EXERCITIUL 2.76. (Inversiunile planului euclidian real) Fie O € R? fixat si k € R—{0}.
Se numeste inversiune de pol O g¢i putere k (sau inversiune fatd de cercul de centru O gi
razd k atunci cand k > 0) transformarea IS : R? — R? dat# prin:

Ik (M) — M € OM astfel incat (O ,OM ) = k’ daca M ;ﬁ O’
© o) dacd M = O.

S¥ se arate c§ I o I = 132, adicy inversiunea e o involutie. Gsiti exprimarea analitici
a inversiunilor (intr-un reper ortonormat al planului) si demonstrati (analitic sau sintetic)
urmatoarele proprietati geometrice ale lor:

a) Dreptele prin pol sunt invariante. Cercurile care nu trec prin pol sunt transformate
in cercuri care nu trec prin pol. Cercurile care trec prin pol sunt transformate in drepte
care nu trec prin pol. Dreptele care nu trec prin pol se transformd in cercuri care trec
prin pol.

b) Daca k > 0, atunci I§ invariazs punct cu punct cercul de centru O si razi vk
(numit cerc de inversiune), transform3 interiorul acestuia in exteriorul lui si reciproc. Mai
general, un cerc este invariant la I} dacs si numai dac este cercul de inversiune sau daci
il intersecteaza ortogonal pe acesta.

¢) Inversiunile pdstreazi unghiul a doud drepte (in consecinti, unghiul a doud curbe
plane secante), dar nu lungimea segmentelor.

EXERCITIUL 2.77. Verificati urmé&toarele trei constructii ale inversului unui punct A
fatd de un cerc I" de centru O si raza k:

a) Se construiegte un cerc arbitrar prin A care intersecteazd I' in P si Q. Fie R, S
punctele in care AP gi AQ intélnesc din nou I'. Intersectia dintre PS gi RQ este inversul
lui A.

b) (Numai cu compasul, in ipoteza d(O, A) > k/2.) Se traseazi un cerc arbitrar cu
centrul in O si care trece prin A. Fie P, @ intersectiile lui cu I'. Apoi se traseaza cercurile
cu centrele in P gi @ prin O. A doua lor intersectie este inversul lui A.

¢) (Numai cu rigla.) Se traseazi diametrul OA al lui T'; fie R, S capetele sale. Fie [
o dreaptd arbitrard prin A care taie I'in P si Q. Fie {T} = RPN SQ, {U} = RQ N PS.
Inversul lui A este intersectia dintre TU si OA. in plus, aratati ca TU e perpendiculara
pe OA.

EXERCITIUL 2.78. Multimea omotetiilor si a inversiunilor planului cu acelagi centru
(pol) formeaza un grup.

EXERCITIUL 2.79. Folositi inversiunea pentru a demonstra urmatoarele teoreme ale
lui Ptolemeu®(a, b) si Pappus (c):

a) Intr-un patrulater convex inscriptibil, produsul lungimilor diagonalelor este egal
cu suma produselor lungimilor laturilor opuse.

b) Intr-un patrulater convex inscriptibil, raportul lungimilor diagonalelor este egal cu
raportul sumelor de produse ale lungimilor laturilor care pleaca din aceleasi extremitati
ale diagonalelor respective.

c) Fie A, B, C trei pucte coliniare, C intre A si B. Fie C, C’, C" cercurile de diametru
[AB], [BC], [AC]. Construim urmitorul sir de cercuri: C; este tangent lui C, C" si C'; C»
este tangent lui C, C" si C1 etc. Not&m r, raza lui C, si d, distanta de la centrul lui C,
la dreapta AB. Sa se arate ca d, = 2nry.

9Claudios Ptolomaios, 85-168 d.C., astronom si geograf grec din Alexandria.
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EXERCITIUL 2.80. Si se arate c& cercul celor noud puncte (al lui Euler) al unui tri-
unghi (ABC) este inversul cercului circumscris triunghiului printr-o inversiune cu polul in
ortocentrul triunghiului si de putere —4R? cos A cos B cos C, R fiind raza cercului circum-
scris. In consecintd, toate triunghiurile inscrise In acelasi cerc si avand acelasi ortocentru
au acelagi cerc al lui Euler.

EXERCITIUL 2.81. Demonstrati urmatoarele proprietati ale hiperbolei:

1. Toate hiperbolele echilatere circumscrise unui triunghi trec prin ortocentrul tri-
unghiului. Centrele acestor hiperbole se afla pe cercul lui Euler al triunghiului.

2. O secantd arbitrard determind segmente egale intre hiperbold si asimptote. Mijlo-
cul segmentului determinat de intersectiile unei tangente cu asimptotele este chiar punctul
de contact.

3. Aria triunghiului format de asimptotele hiperbolei si de o tangentd mobild este
constanta.

4. Produsul distantelor unui punct mobil pe hiperbold la cele doud asimptote e
constant.

5. Dreptele care unesc un punct al unei hiperbole cu capetele unui diametru sunt egal
inclinate pe asimptote.

EXERCITIUL 2.82. Demonstrati urmatoarele proprietati ale parabolei:

1. Locul geometric al simetricelor focarului unei parabole fixe fatd de tangentele la
parabold este directoarea parabolei.

2. Locul geometric al proiectiilor focarului pe tangentele la parabold este tangenta in
varf.

3. Directoarea unei parabole inscrise Intr-un triunghi trece prin ortocentrul triunghi-
ului.

4. Tangenta intr-un punct M al parabolei este bisectoarea unghiului format de para-
lela la axa prin M si de dreapta care uneste focarul cu M.

5. Directoarea este locul geometric al punctelor din care se pot duce tangente per-
pendiculare la parabola.

6. Exista o unicd parabola tangenta la patru drepte date.

EXERCITIUL 2.83. Fie O (respectiv H) centrul cercului circumscris (respectiv orto-
centrul) unui triunghi. S& se demonstreze relatia vectoriala OA + OB + OC = OH.

EXERCITIUL 2.84. Definiti inversiunile lui R" i studiati-le proprietatile. Pentru k& > 0
veti gdsi o hipersferd invariantd, etc.

EXERCITIUL 2.85. S se arate c# pentru orice trei sfere date din R? exist3 o inversiune
care le transforma in trei sfere cu centrele coliniare.

EXERCITIUL 2.86. Doui cercuri din R® care se corespund printr-o inversiune stau pe
o0 aceeasi sfera.

EXERCITIUL 2.87. Fie 7y o elips3 sau hiperbols in spatiul afin R?. Se numeste diametru
orice dreapta care trece prin centrul lui . Mai general, orice segment cu extremitatile pe
7 se numeste coardd. S3 se arate ci locul geometric al mijloacelor coardelor lui «y paralele
cu o directie datd este un diametru al lui 7. S3 se studieze cazul in care diametrul rezultat
este, la rdndul sau, paralel cu directia data.

EXERCITIUL 2.88. O elipsa si 0 hiperbola cu focare comune se taie sub unghiuri drepte.

EXERCITIUL 2.89. Sa se arate ca toate conicele din familia

2 2

x Yy *
+ = —1= keR

a2+ k k 0, €
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au aceleagi focare. Prin orice punct al planului trec doud conice din familie, anume o
elipsd si o hiperbola mutual ortogonale.

EXERcITIUL 2.90. S3 se aduca la forma canonica, prin izometrii, urmatoarele cuadrice
din spatiul euclidian R®: 2% 4+ 4zy — 1 = 0, 522 + 8y + 522 + 4oy — 8xz + dyz — 27 = 0,
622 —2y® + 62 +4r2+ 82 — 4y — 82+ 1=0.

ExErcITIUL 2.91. Determinati planele care intersecteazi hiperboloidul cu o panza

1132 y2 Z2

a? B2
dupa cercuri.
EXERCITIUL 2.92. Decideti daca exista o sfera pe care sa se afle cercurile: I'; de centru
(1,—2,—2) gi razd 2, din planul de ecuatie ¢ +y + 2+ 3 = 0 si I's de centru (1,0,0) si
razd 2 din planul de ecuatie x —y — z — 1 = 0. In caz afirmativ, scrieti ecuatia sferei.

EXERCITIUL 2.93. Se considerd hiperboloidul cu o panza

2 y2

z 2

— - =42z =1

4 9 +
S4 se scrie ecuatia generatoarei sale care trece prin punctul (2,3, —1). Existd puncte in
care cele doud generatoare si fie perpendiculare?

EXERCITIUL 2.94. S& se scrie ecuatia sferei care contine cercul de ecuatii z* + (y —
1) +(z2+1)2=5c+y+2z=1sie tangentd in punctul (0,0,1) la planul de ecuatie
z=1.

EXERCITIUL 2.95. S& se scrie ecuatia cuadricei care contine cercurile Ci,C5, C3 de
ecuatii 3y? 4+ 322 — 19 = 0,2 = 2, respectiv 3y? + 32> —4 = 0,z + 1 = 0, respectiv
3y? +322 —7=0,z+4=0.

EXERCITIUL 2.96. Si se scrie ecuatia conului cu varful in punctul (0,0, 1), peste elipsa
de ecuatii % + 5"9—2 =1,2z=3.

EXERCITIUL 2.97. S se giiseascd directia axei conului z® = yz.

EXERCITIUL 2.98. Sa se scrie ecuatia suprafetei obtinute prin rotatia dreptei de ecuatii
z=0, z + 2y = 4 1n jurul axei Oz.

EXERCITIUL 2.99. Fie di, d2 doud drepte necoplanare in R®. S3 se arate c3 perpen-
dicularele coborate de pe di pe d2 descriu un paraboloid echilater care conine cele doua
drepte.

EXERCITIUL 2.100. Ar#tati c& orice conici (respectiv cuadricd ) conexs din R? (res-
pectiv R®) separ planul (respectiv spatiul) in dous submultimi disjuncte, nevide cu pro-
prietatea ca doua puncte sunt in clase diferite daca gi numai daca segmentul determinat
de ele e intersectat de conicd (respectiv cuadrici) in interior.

ExErcITIUL 2.101. Demonstrati, cu metode de geometrie analiticd, urmatoarele pro-
prietiti ale tetraedrului din spatiul afin euclidian R3:

a) Planele perpendiculare pe muchii gi trecind prin mijloacele muchiilor opuse sunt
concurente.

b) Daci doud perechi de muchii opuse sunt perpendiculare, atunci gi a treia pereche
de muchii opuse e e formatd din drepte perpendiculare. (Indicatie: Fie A;(xi,yi, 2i),
it =1,...,4 varfurile tetraedrului. Conditia de perpendicularitate dintre A;As §i A3As
este fr1ay(se) = (T1—22)(w3—24)+ (Y1 —Yy2) (Y3 —y4)+(21—22) (23— 24) = 0. Analog se scriu
celelalte conditii de perpendicularitate si se observd cd f12y(34) + fr13)(24) + f14)(23) = 0.)
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¢) Dacd dous dintre indltimi se taie, atunci si celelalte doud in3ltimi se taie si
doud muchii opuse sunt perpendiculare. Dacd muchiile opuse sunt ortogonale, cele pa-
tru indltimi sunt concurente. (Indicatie: Putem considera cd varfurile tetraedrului sunt
de forma A, (0, 0, 0), AQ(JJQ, 0, Zz), A3(w3, Y3, Zs), A4(0, 0, Z4))



CAPITOLUL 3

Geometrie proiectiva

De atétea ori, pe parcursul vietii mele, realitatea m-a dezamagit
pentru cd, in momentul cand o percepeam, imaginatia mea,
singurul meu organ cu ajutorul caruia ma puteam bucura de
frumusete, nu putea si i se aplice datorita legii inevitabile care
face sa nu ne putem imagina decit ceea ce este absent.

Marcel Proust, Timpul regasit

Daci, in capitolul anterior, am formalizat, utilizind algebra liniara, geometria,
cunoscuta din gcoala, acest capitol este dedicat unei geometrii despre care in gcoala
nu se vorbeste aproape deloc. Vom studia spatii cu proprietati foarte simple, de e-
xemplu intr-un plan proiectiv nu vor exista drepte paralele. Dar principala noutate

a acestui capitol este modul de constructie a geometriei pe care o prezentam. In loc
sa pornim de la o structura algebrica ale carei proprietati geometrice sa le degajam
treptat, aici vom porni de la citeva axiome elementare cu ajutorul carora vom
construi geometria proiectiva. Péna aici nimic nou, ceva asemanator s-a facut in
liceu. Partea noua si spectaculoasa este constructia unei structuri algebrice, in speta
a unui corp si a unui spatiu vectorial, atagate spatiului proiectiv. De asemenea, vom
vedea cd unele submultimi ale unui spatiu proiectiv (definit axiomatic) au structura
de spatiu afin atasat acelui spatiu vectorial. Cercul se va inchide astfel, dovedind,
odata in plus, ca distinctia algebra versus geometrie e, cel mult, de natura didactica.

1. Spatii proiective

1.1. Definitii. Proprietati generale. Exemple. Fie M o mul{ime nevida
ale cérei elemente se vor numi puncte si D o familie de submultimi ale carei elemen-
te se numesc drepte. Chiar dacd vom dezvolta o teorie axiomatici, nu vom adopta
limbajul ultra-riguros al teoriei multimilor gi al logicii matematice, preferand sa
cedam in favoarea intuitiei. Astfel, vom spune ca un punct se afla pe o dreapti sau
ca o dreapta trece printr-un punct, ca doud drepte se taie intr-un punct etc. Uneori
vom folosi relatia de incidenta: dreapta d e incidentd cu punctul P inseamn$ ca
P € d, doua drepte sunt incidente daca au un punct comun etc.

Vom considera urméatoarele axiome:

P1 Prin doua puncte distincte trece o dreapta $i numai una.
Dreapta determinati de punctele A, B se va nota AB.

P2 Orice dreapta are cel putin trei puncte distincte. Pentru orice dreapta existd
cel putin un punct care nu-i apargine.

P3 (Axioma lui Veblen') Fie dy,dy drepte distincte, concurente in punctul O.
Fie Ay, By, respectiv Ay, By puncte distincte intre ele gi distincte de O ale dreptei
dy, respectiv dy. Atunci dreptele A1 Ay si B1Bs se intersecteazd.

P4 Exista doua drepte disjuncte.

Vom nota cu non P negatia propozitiei P.

1Oswald Veblen, 1880-1960, matematician american. Lucrdri de geometrie si topologie.
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DEFINITIA 3.1. O pereche (M, {M}) se numeste dreaptd proiectiva dacid M are
cel putin trei puncte distincte.

O pereche (M, D) care satisface axiomele P1, P2, non P4 se numegte plan pro-
ectiv.

O pereche (M, D) care satisface axiomele P1-P4 se numegte spatiu proiectiv.

Dupa cum vom vedea mai departe, distinctia dintre plane proiective si spatii
proiective va fi esentiala. Pe de altd parte, geometria unei drepte proiective este
foarte saraca, aga ca nu vom insista asupra ei.

ExeEMPLUL 3.1. Fie A un spatiu afin 3-dimensional. Fie A multimea dreptelor
(varietatilor liniare 1-dimensionale) din 4. Dupa cum gtim, relatia de paralelism e
una de echivalentd pe A. Fie 0o = {¢' € A ; §'||6} clasa de echivalentd a dreptei
¢ modulo relatia de paralelism. Notam la fel imaginea lui do In multimea factor
A/||. Vom spune ¢ do, (privit ca element al multimii factor) e punctul de la infinit
al lui 6. Notdm cu 6 = U d sipunem A = {§ | § € A}. Fie I = {0 | 6 € A}
multimea punctelor de la infinit. Fie M = AUI. Punctele lui A se vor numi puncte
proprii ale lui M, cele din I vor fi numite puncte improprii sau de la infinit.

Sa definim acum dreptele lui M. Fie 7 un plan al lui A §i 7o, numitd dreap-
ta improprie sau de la infinit a planului 7, multimea punctelor de la infinit ale
dreptelor incluse in 7. Acum punem D = AU {7 | 7 C A, dim7 = 2}. Elemen-
tele lui A se numesc drepte proprii, iar cele de tipul 7., drepte improprii sau de la
infinit.

ExERCITIUL 3.1. S3 se arate cd o dreaptd proprie are un punct impropriu si numai
unul singur, in timp ce orice dreaptd improprie contine numai puncte improprii. Doua
plane afine sunt paralele daci gi numai dacd au aceeasi dreaptd improprie.

Trecem acum la verificarea axiomelor pentru perechea (M, D).

Axioma P1. Fie A, B puncte distincte ale lui M. Avem de analizat mai multe
situatii:
1. A,B € A (puncte proprii). Atunci existd o unicd dreaptd (afind) 6 C A care

A

contine A, B. In consecintd § este o dreaptd a lui M care contine A, B. Conform
exercitiului anterior, nu poate exista o dreaptd improprie care sa treaca prin A, B.
Daca o' trece prin A, B, atunci § = ¢, deci § = ¢, ceea ce incheie demonstratia
unicitatii in acest caz.

2.Ae A, B el Acum B = §, pentru o dreaptd afind 6 € A. Fie §' unica dreapta
afind prin A, paraleld cu ¢ (vezi corolarul 2.5). Atunci §o, = 8%, = B, adicd B € §'.
Unicitatea rezulta din nou din corolarul citat.

3. A, B € I. Deoarece fiecare dreapté proprie are doar un punct impropriu, trebuie
sd cdutdm o dreaptd improprie care si contind A, B. Alegem 4§, ¢’ € A astfel incét
0o = A, 8., = B. Cum A # B, avem ¢ }t ¢, astfel cd putem totdeauna alege 4, ¢’
in aga fel ca d N’ # (. Cu o asemenea alegere, § si §' genereazi un unic plan afin
m. Se vede imediat cd A gi B se afla pe dreapta improprie 7. Cum doua plane
paralele au aceeasi dreapta improprie, unicitatea rezulta.

Axioma P2. Fie § = §d U § 0 dreaptad proprie. Cum dreapta afind § contine

cel putin doud puncte distincte, § contine cel putin trei puncte distincte. Cum
dim A4 = 3, e clar ci existd un punct A € A care nu e pe 4, in particular, ca punct
propriu al lui M, A €.
Considerand acum o dreapta improprie, de tipul 7, a gasi trei puncte distincte ale
ei revine la a gasi trei drepte afine in 7 neparalele doud cate doud, iar acest lucru e
echivalent cu existenta a trei puncte afin independente in 7, proprietate asigurata
de dim 7 = 2. Pe de alta parte, orice punct propriu e neincident cu 7.
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Axioma P3. Fie dy,ds drepte concurente in O. Avem, gi aici, mai multe cazuri
de considerat:

1) d1,ds sunt proprii gi O e propriu. Atunci, daca Ay, Az, By, By sunt proprii,
dreptele afine § = (41 As), §' = (B;Bs), coplanare, sunt paralele sau concurente.
In ambele cazuri dreptele proiective d, §' sunt concurente (la infinit, in primul caz
sau intr-un punct propriu in al doilea).

Daci, insa, A; e propriu gi By impropriu, in timp ce As, By sunt proprii, atunci
B; = dy - Paralela prin B, la dreapta afind din care provine d; (anume (OA;)) si
dreapta afind (A; Ay) sunt concurente, deci Ay As N By By # 0.

Daca A;, Az sunt proprii iar By, Bs sunt improprii, atunci By By este dreapta
de la infinit a planului afin determinat de punctele O, A1, As. In consecinta dreapta
proiectiva A1 A, taie By Bs in punctul sdu de la infinit.

2) dy, dq sunt proprii si O e impropriu. Atunci Ay, As, By, By sunt proprii si se
rationeaza la fel ca in primul caz de mai sus.

3) dy proprie, dy improprie: d2 = 7. Rezultd O impropriu, A;, By proprii
si As, By improprii (vezi exercitiul 3.1). Acum A;As = §, (respectiv BBy = ¢')
unde § (respectiv ¢') e o dreapta afind care trece prin A; (respectiv By) §i 600 = Ao
(respectiv 6., = Bs). In particular, § i ¢’ nu sunt paralele pentru ci punctele
lor de la infinit, A, B sunt distincte. Dar § gi ¢’ sunt coplanare (stau in palnul
7 in care este inclusd si (a1b1)), deci concurente intr-un punct propriu in care se
intersecteaza si di, ds.

4) dy, do improprii. Acum dy = 7y, da = 2o, cu w1 N2 = §, punctul de la
infinit al lui § fiind tocmai punctul O de intersectie al lui d; cu d». Punctele Ay, By
de pe di sunt punctele de la infinit ale unor drepte d1, 6] din 71, neparalele intre
ele (pentru cd au puncte de la infinit distincte) si ambele neparalele cu § (pentru
cd punctele lor de la infinit sunt distincte de O). Fie {P} = §; Nd}. La fel obtinem
in 7o dreptele da, d5 care se taie in ). Fie a planul generat de d; si de paralela prin
P la §,. Fie 8 planul generat de &} si de paralela prin P la 85. Atunci 4; Ay = ay
si B1 B2 = B Deoarece a si f au In comun punctul P, ele au in comun o dreapta
d". Rezultd A1 A> N B1By = 6<I>Io

Axioma P4. Este evidenta, pentru ci in A existd 4 puncte afin independente
A1,..., As. Rezultd cd dreptele afine (A As), (A3 A4) nu se taie, gi sunt neparalele,
deci dreptele proiective A1 A2, A3A4 nu se taie.

EXEMPLUL 3.2. Vom face o constructie asemanatoare celei dinainte, dar por-
nind de la un spatiu afin A, 2-dimensional. Ceea ce vom obtine va fi un plan pro-
iectiv. Ca mai sus, A e multimea dreptelor afine din A, || relatia de paralelism, d
clasa de echivalentd a unei drepte (punctul ei de la infinit), I = {0o0}, § = 6 U de0,
D={5|6 C AAU{l}, M = AUI. Aici numim I dreapta de la infinit. Cu
aceleagi denumiri de mai sus, aici nu exista decat o singura dreapta improprie, cea
de la infinit si fiecare dreapta proprie are un singur punct impropriu. Verificarea
axiomelor de plan proiectiv e aici mult mai ugoars. De exemplu, non P4: fied; = 6,
dy = 65 doud drepte proiective. Dacd 61|62 atunci 6; o, = da; dacd §; nu e paraleld
cu &2 in A, atunci se taie (intr-un plan afin paralelismul dreptelor se reduce la non-
intersectie) in A. Dack dy = & si dy = I, rezultd dy Ndy = {81,,}. In ambele
situatii dreptele d;, ds se intersecteaza. Lasam cititorului verificarea primelor doua
axiome.

Toate constructiile care vor urma vor demonstra pana la urma ca orice spatiu
proiectiv (respectiv plan proiectiv care satisface o anume axiom3 suplimentara, a
lui Desargues) e de acest tip.
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Se spune ca spatiul (respectiv planul) proiectiv construit in exemplele anterioare
e obtinut prin completarea spatiului (respectiv planului) afin cu punctele sale de
la infinit. Procedeul a fost sugerat de practica pictorilor renascentigti ai veacului
al 15-lea (printre primii numirandu-se Filippo Brunelleschi care, cel dintéi, a reali-
zat experimental perspectiva proiectand imaginea Baptisteriului din Florenta pe o
oglinda pland, Piero della Francesca, Leone Battista gi, putin mai tarziu, Albrecht
Diirer) care, pentru a reda spatialitatea pe suprafata bidimensionald a panzei, au
construit i studiat o teorie a perspectivei. Problema majora era ca dreptele care
sunt paralele in realitate par ci se intalnesc atunci cand sunt proiectate pe suprafata
pland. Punctul de concurenti (de fugd), aflat undeva in afara tabloului, corespunde
unui punct imaginar care s-ar situa pe linia orizontului privirii.

EXERCITIUL 3.2. In acelagi spirit, considerati dreapta reald compactificatda cu un
punct (compactificare Alexandrov). Se obtine o dreaptd proiectiva.

ExEMPLUL 3.3. (Proiectivizatul unui spatiu vectorial) Fie V un spatiu vectorial
de dimensiune cel putin 2 peste un corp K arbitrar. Notdm ~ urmatoarea relatie
pe V —{0}: z ~ y dacd si numai daca existd A € K* astfel incit z = Ay (am admis
tacit cd, In cazul in care K nu e comutativ, V e spatiu vectorial la stanga). Se
verifica usor ca ~ e o relatie de echivalenta. Ea identifica vectorii nenuli coliniari.
Vom nota [z] clasa de echivalentd a lui z i P(V) multimea factor V — {0}/ ~ pe
care o vom numi proiectivizatul lui V. Fie, de asemenea, 7 : V — {0} — P(V)
surjectia canonica, 7(z) = [z]. E esential de observat ci ~ nu e compatibild cu
structura vectoriald a lui V care, deci, nu se induce pe P(V). Daca dimV = 2,
atunci P(V') este un exemplu de dreaptd proiectiva.

Presupunem acum dim V' > 3. Definim dreptele lui P(V) ca fiind imagini prin 7
ale subspatiilor 2-dimensionale ale lui V, din care s-a scos originea: D = {n(U —
{0}); U C V,dimU = 2}. Perechea (P(V'),D) e un plan proiectiv dacd dimV = 3
si un spatiu proiectiv daca dim V' > 4. Verificarea axiomelor se reduce la simple
exercitii de algebra liniara.

Proiectivizatul lui V = K™ se noteazd P"K. Pentru simplitate, clasa vectorului
(zo,...,2,) € K™ va fi notatd [zo,...,z,]. P"K este un obiect fundamental
pentru geometrie, de aceea vom testa pe el proprietitile pe care le vom introduce.

ExerciTivL 3.3. Considerati pe R*™! — {0} topologia canonic indusi de pe R"*' si
puneti pe P"R topologia factor (cea mai find care face proiectia canonica si fie continud).
Acum demonstrati ca, in aceastd topologie, P"R e compact, conex, conex prin arce.

EXERCITIUL 3.4. Aritati ci dreapta proiectivd reald este homeomorfd cu cercul uni-
tate S'. Legati aceastd proprietate de observatia privitoare la compactificarea Alexandrov.
Analog, aritati ci P'C este homeomorfs cu sfera unitate S2.

EXERCITIUL 3.5. Priviti Z3 ca spatiu vectorial peste Za. Ardtati ci P(Z3) e un plan
proiectiv cu 7 puncte gi 7 drepte.

Proprietatea anterioard nu e intamplitoare. Avem:

EXERCITIUL 3.6. Intr-un plan proiectiv (M, D), toate dreptele au acelasi cardinal.
(Indicatie: luati di,d» drepte distincte, ardtati cd existd un punct O nesituat pe nici una
dintre ele, construiti f : di — d2 prin f(A1) = OA:1 Nd2 si ardtati cd e bijectie). Dacd
fM < oo, atunci M = §D.

ExEMPLUL 3.4. Un alt exemplu de plan proiectiv finit, tot cu 7 puncte, se
poate obtine astfel: fie G un grup cu 8 elemente, fiecare element avand ordinul 2
(in particular G e comutativ). Notidm e elementul neutru gi punem

M =G —{e}, D={H — {e}; Hsubgrup cu 4 elemente}.
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Rezultd 7 drepte si axiomele de plan proiectiv se verifica usor.
Aceste exemple motiveazd urmatorul enunt general:

ProprozITIA 3.1. Numarul minim de puncte gi drepte pe care le poate avea un
plan proiectiv este 7.

Demonstratie. Cum D nu e vidi, existd macar o dreapta d; € D. Conform
axiomei P2 avem cel putin 3 puncte A, Az, A3 pe d; si un punct Ay ¢ d;. Axioma
P1 produce acum dreptele do = A1 A4, d3 = AsAs, dy = A3A4. Fiecare dintre
acestea are cel putin 3 puncte distincte (conform axiomei P2), deci existd As € da,
Ay # Ay, Ay; Ag € ds, Ag # Az, Ay; A7 € dy, A7 # A3, Ay. In plus, e clar ca
Ay # Ag # A7 # As. Am obtinut deja 7 puncte. Dacd vrem sa avem un plan cu
doar aceste puncte, stim ca trebuie sd avem doar 7 drepte. Atunci A7 € ds = A, As,
As € dg = A3Ag si As, Aa, A7 sunt coliniare, determinind dy. O

Planul proiectiv corespunzitor configuratiei obtinute, numit planul lui Fano?,
se poate reprezenta astfel:

Ficura 3.1 Planul lui Fano

Atentie, dreptele, desi trasate in desen, au
numai cate trei puncte!

4;

2. Subspatii proiective
2.1. Definitii. Prime proprietati.

DEFINITIA 3.2. O submultime a unui plan sau spatiu proiectiv se numegte
varietate liniara sau subspatiu proiectiv daca este vida, daca se reduce la un punct
sau daca, odata cu doud puncte ale ei, contine intreaga dreapta determinata de ele.

In particular, (§, punctele, dreptele si spatiul total insusi sunt subspatii proiec-
tive.
Ca gi in cazul celorlalte structuri studiate, structura spatiului ambiant e mostenita
de un subspatiu:

PROPOZITIA 3.2. Dacd M' e subspatiu proiectiv diferit de O, neredus la un
singur punct $i dacd notam D' = {d € D ; d C M'}, atunci (M',D') e un spatiu
sau un plan proiectiv.

EXEMPLUL 3.5. Considerdnd un plan afin al unui spatiu afin 3-dimensional si
completandu-le cu punctele lor de la infinit obtinem un exemplu de plan proiectiv
care e subspatiu al unui spatiu proiectiv.

De asemenea, e imediata:
PROPOZITIA 3.3. O intersectie de subspatii proiective e subspatiu proiectiv.

Acum putem da, ca si in cazul structurii liniare sau afine:

2Gino Fano, 1871-1952, matematician italian; contributii in geometria algebrica si proiectiva.
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DEFINITIA 3.3. Pentru o submultime S a spatiului sau a planului proiectiv
(M, D), se numeste inchiderea proiectivd a lui S sau subspatiul proiectiv generat de

S si se noteaza S intersectia tuturor subspatiilor proiective care contin S.
EXEMPLUL 3.6. Dacd A # B, atunci {A} = {A}; {4,B} = AB.

EXERCITIUL 3.7. 1) Dacd S1 C Ss, atunci S1 C Ss. Dati exemple de S; C Sy strict
§i S1 = SQ. _
2) Daci L e subspatiu proiectiv, atunci L = L.

Urmatoarea constructie este specifica geometriei proiective gi e esentiala pentru
tot ce va urma.

TEOREMA 3.1. Fie L un subspatiu proiectiv nevid al spafiului sau planului
proiectiv (M, D) si fie O € M arbitrar. Urmatoarele afirmatii sunt adevdrate:

1) Multimea OL = {OA ; A € L}, numitd proiectia din O pe L, e subspatiu
proiectiv.

2) Daca {O,Q} C OL — L sau {0,Q} C L, atunci OL = QL.

3) OL e inchiderea proiectivd a lui LU {O}.

Demonstratie. Observam, in primul rand, ca daca O € L, atunci OL = L i
cele trei enunturi devin triviale. Vom presupune, in consecinti, O ¢ L.

Fie X,Y puncte distincte din OL. Trebuie aratat ca intreaga dreapta XY e
continuta in OL. Adica, pentru orice punct Z € XY, trebuie gasit un punct C € L
astfel incat Z € OC.

Dacd X = O sau Y = O, proprietatea e evidentd (datoritd chiar definitiei lui
OL). Fie, deci, X # 0,Y # O. Deoarece L C OL, cazul X,Y € L e trivial. Astfel,
vom presupune ca X sau Y & L. Conform definitiei si presupunerilor facute avem
XeOAYeEOBcuABeL, A#0,B#0,A# X sau B#Y. Daca A =B,
X,Y, 0 sunt coliniare §i nu mai e nimic de demonstrat. Fie A # B. Dacd A = X
putem aplica axioma P3 dreptelor OB si XY, distincte si concurente in Y. Rezulta
ca pentru orice Z € XY, diferit de X,Y, existd {C} = OZNAB. Cum AB C L,
deducem C € L, adica Z € OL.

La fel se rationeaza in cazul B =Y.

Daca X # A,Y # B, atunci, aplicind axioma P3 dreptelor OA §i OB, deducem
XY NAB = {D} C L. Aceeasi axiomd P3 aplicata dreptelor DX si OB care se
taie in Y, conduce la OZ N AB = {C} C L, deci Z € OC C OL ceea ce incheie
demonstratia punctului 1).

Pentru 2), fie @ € OL — L. Existdi A € L cu Q € OA. Cum O,Q, A sunt
coliniare, la fel de bine putem scrie O € QA, deci O i @ au un rol simetric. Astfel,
va fi suficient sa demonstram incluziunea QL C OL, cea inversa rezultand prin
schimbarea rolurilor lui O i Q. Fie R € QL si B € L astfel incat R € QB. Aplicam
axioma P3 dreptelor OA si @B care se taie in @Q: rezultd ORN AB = {C} C L.
Deci R € OC ceea ce demonstreaza incluziunea anuntata.

In fine, pentru a demonstra 3), sa observam intdi ¢ L C OL, {O} C OL
implicd LU {O} C OL. Conform exercitiului 3.7, ludnd inchiderea proiectiv in
ambii membri ai incluziunii, avem LU{O} C OL. Reciproc, pentru R € OL
arbitrar, fie A € L cu R € OA. Cum O, A apartin subspatiului proiectiv L U {0},
dreapta OA e inclusi in acest subspatiu. Deci R € LU {O} si teorema e complet
demonstrata. |

Aplicand repetat teorema anterioard vom demonstra ca inchiderea proiectiva a
unei multimi finite se poate face prin proiectii succesive:

PROPOZITIA 3.4. Fie Ay,..., A, puncte distincte in M. Atunci
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{Ao, - At = Ao{AL, ..., An).

Demonstratie. Luam O = Ay, L = {A1,...,A,} In punctul 3) al teoremei an-
terioare gi avem Ag{A1,..., A} = {Ao} U{A:,..., A, }. Exercitiul 3.7 asigurs ca
{A;,..., A} C{Ao,...,A,}; cumsi Ay € {Ay,..., A}, deducem {Ao} U {Ay,..., A}
C{Ay,-..,An}. Reciproc: toate punctele Ay,. .., A, apartin subspatiului proiectiv
Ao{Al, ey An}, deci {A(), ey An} - Ao{Al, ey An} O

Acum putem demonstra:

PRrROPOZITIA 3.5. Fie A, B,C trei puncte distincte necoliniare ale unwi plan sau
spatiu proiectiv (M, D).

1) Daca (M, D) e plan proiectiv, atunci {A,B,C} = M.

2) Daca (M, D) e spatiu proiectiv, atunci {A, B,C} e un plan proiectiv care se
va nota ABC.

Demonstratie. 1) Trebuie aratat ca M C {A,B,C}. Or, scriind {4,B,C} =
A{B, C}, e suficient de vizut ci pentru orice X € M, AX intersecteazd BC,
proprietate evidentd intr-un plan proiectiv (in care orice doud drepte se taie).

2) Conform propozitiei 3.2, e suficient de aratat ca orice doud drepte din P =
A{B, C} sunt concurente, adicd non P4.

Pasul 1. Observim ci orice dreaptd d din P care trece prin A taie BC: asta pentru
ci orice punct X € d, fiind in P, sta pe o dreaptd de forma AD cu D € BC.
Pasul 2. Orice dreapta din P taie BC': intr-adevir, fie d C P arbitrara, X # Y
ped. Fie X' €e BC, {X'} = XANBC,Y' € BC,{Y'} =Y AN BC. Axioma P3
aplicatd dreptelor X X', YY" concurente in A asigurd XY N X'Y’ # 0.

Pasul 3. Demonstram acum cd o dreapta din P care trece prin A taie orice alta
dreaptd din P. Fie d o dreaptd arbitrard din P, d N BC' = {D} (conform pasului
2) si d' una care trece prin A, d' N BC = {D'} (vezi pasul 1). Ludm X,Y distincte
pe d, X', Y' ca mai sus; aplicim axioma P3 pentru dreptele DD’ gi AX concurente
in X'. Rezulti AD'N XD = {Z}, adici dNd' = {Z}.

Pasul 4. In fine, fie d,d' in P care nu trec prin A (altfel se aplici pasul 3). Fie
{D} =dn BC, {D'} = d' N BC, puncte a caror existentd e asiguratd de pasul 2.
Daca D = D' nu mai este nimic de demonstrat. Fie D # D'. Conform pasului
3, DA (respectiv D'A) intersecteazd d' (respectiv d) in X' (respectiv X). Prin
ipoteza, X, X' diferd de A. Aplicdm din nou axioma P3 pentru dreptele X D' i
X'D concurente in A si gisim XD N X'D' # 0. O

Deoarece se vede imediat ca reuniunea a doua subspatii proiective nu mai e un
subspatiu proiectiv, introducem

DEFINITIA 3.4. Pentru doud subspatii proiective L1, Lo, se numeste suma sau
uniunea lor subspatiul proiectiv generat de reuniunea lor: Ly + Ly = Ly U Ls.

Generalizarea proiectiei dintr-un punct pe un subspatiu proiectiv furnizeazi
urmatoarea interpretare geometrica a sumei de subspatii a carei demonstratie o
lasdm pe seama cititorului:

PrOPOZITIA 3.6. Uniunea a doud subspatii proiective coincide cu mulfimea
dreptelor care se sprijind pe cele doud subspatii: Ly + Ly = {A1 Ay ; Ay € L1, Ay €
Lo}.
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2.2. Baze. Dimensiune.

DeFINITIA 3.5. Fie (M, D) un plan sau un spatiu proiectiv, S C M o submul-

time arbitrara. Un element x € M cu proprietatea x € S se numeste proiectiv
dependent de S.

Cu ajutorul acestei notiuni dam:
DEeFINITIA 3.6. Fie (M,D) un plan sau un spatiu proiectiv gi fie S C M. O

submultime se numeste libera sau proiectiv independentd daca nici un € S nu e

proiectiv dependent de S — {z}: z ¢ S — {z}. O submultime care nu e liberd se
numegte proiectiv dependentad.

O submultime G cu proprietatea G = L se numeste sistem de generatori al lui
L. Daca L admite un sistem de generatori finit, spunem ca L este finit generat.

EXERCITIUL 3.8. 1) ), multimile formate dintr-un singur punct, cele formate cu doud
puncte distincte, cele formate de trei puncte necoliniare sunt libere.

2) Orice submultime a unei submul{imi libere e liber. Dacd S contine o submultime
proiectiv dependenta, atunci S e proiectiv dependenta.

Vom merge in continuare pe calea urmata in capitolul de algebra liniard pentru
introducerea notiunii de dimensiune. Ca acolo, vom avea nevoie de o teorems a
schimbului etc. Vom ldsa pe seama cititorului acele demonstratii care sunt calchiate
dupa cele vectoriale.

N.B. Toate spatiile proiective cu care lucram sunt presupuse finit generate.

LEMA 3.1. Dacd x e proiectiv dependent de G, atunci GU {z} = G. In parti-
cular, dacd G genereaza L si x € L, atunci G U {z} genereazd L.

LEMA 3.2. Dacd x e proiectiv dependent de G — {z}, atunci G = G — {z}. In
particular, daca dintr-un sistem de generatori al unui subspativ se eliming un punct
proiectiv dependent de complementara sa, se obtine tot un sistem de generatorsi.

LEMA 3.3. Fie S = {A;,...,A,} C M un sistem ordonat de puncte cu propri-

etatea ca A; ¢ {A1,...,Ai_1} pentru orice i = 1,...,n. Atunci S e proiectiv
independent.

Demonstratie. Aritdm cd pentru orice i, A; ¢ S — {A;}. Din ipotezd A, ¢
S—{4,}.
Presupunem, prin absurd, ci existd k < n — 1 astfel incat Ay € S — {Ax}. Scriem
S—{Ar} = Ap{An_1{ . {Arr1{Ak-1,-..,A1}...}. Rezultdi cd A, € A R, cu
R, e An1{ .  {Ak+1{Ak-1,..., A1} ...}. Evident A} # A, deoarece, prin ipotezi,
A, ¢ S—{A,}. Din acelagi motiv A, # R,. Pe de alta parte, A, = R, altfel
din Ay € A,R, rezultd A, € AR, adicd A4, € S—{A4,}, contradictie. Acum
putem scrie Ay € Ap_1{... {Akr1{Ak-1,---,A1}...}, si deducem existenta unui
punct Ry, € Ap_of.. . {Ar+1{Ak—1,...,A1}...} astfel incdt A € A, 1R, 1.
Ca mai sus se vede cid R, 1 = Ay etc. Dupa un numar finit de pagi obtinem

A, € Ak—{—l{Akfl; ceey Al}, astfel ca existd R € {Akfl, ey Al} cu Ay € Ak+1R.
Cu acelagi rationament deja folosit demonstram ca R = Ay, egalitate care contraz-
ice ipoteza Ay & {Ag_1,...,A41}. O

Totul este acum pregatit pentru
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TEOREMA 3.2. (a schimbului) Fie A = {X1,...,X,} o submultime libera a
subspatiului proiectiv L $i B = {Y1,...,Y;} un sistem de generatori pentru L.
Atunci r < s gi exista C C B astfel incat AU C sd fie un sistem de generatori
proiectiv independent al lui L.

Demonstratie. Fie, pentru inceput, By = B U {X;}. Conform lemei 3.1, B; =

L. Cum X; € L = B = B; —{X1}, B: e proiectiv dependentd deci, conform
lemei 3.3, in multimea ordonatd lexicografic B; = {X1,Y,...,Y;} existid un prim
element (altul decat X;) generat de predecesorii sdi. Fie acesta Y;,. Conform
lemei 3.2, B;; = B; — {Y;,} genereazid L. Acum iterdm procedeul: adiugam la
B;, pe X, extragem din noul sistem primul element dependent de predecesori (in
mod necesar unul dintre i-greci) etc. Dacd, prin absurd, r > s, atunci dupé s pasi
obtinem B;, = {Xj,..., X} sistem de generatori al lui L, in particular X, € B;,
in contradictie cu independenta proiectiva a lui A. Deci r < s gi, dupa r pagi,
gasim B;, = AUB —{Y,,,...,Y; }, sistem de generatori al lui L. Dacd B;, e
liber, demonstratia e incheiatd. Dacd nu, ordondm lexicografic B;, si extragem, pe
rand, elementele dependente de predecesori. Trebuie observat ca, datorita ordinii
lexicografice, nici un X; nu va fi eliminat. Dupa un numar finit de pasi obtinem un
sistem liber care e inca sistem de generatori, conform lemei 3.2. |

Un sistem de generatori proiectiv independent al unui subspatiu L se numegte
baza a lui L.

COROLARUL 3.1. Orice sistem de puncte proiectiv independent dintr-un sub-
spatiu proiectiv L care are un sistem finit de generatori, se poate completa la o bazd
a lui L.

ExercITIUL 3.9. Fie G1,G2 doud baze ale subspatiului L. Dacd una dintre ele are
cardinal finit, atunci gi cealalti are cardinal finit i §G1 = iG>.

In sfargit putem da:
DEFINITIA 3.7. Fie L un subspatiu proiectiv care admite o baza de cardinal n.

Numarul n — 1 se numegte dimensiunea lui L. Multimea vida are, prin conventie,
dimensiunea —1.

OBSERVATIA 3.1. Din definitia noastra pare ca nu exista decat spatii proiective
de dimensiune finita. Nu este adevarat, se poate formula o definitie mai generala a
dimensiunii care sa includa si cazul infinit (vezi, de exemplu [14], [2]). Dar cum noi
ne vom ocupa doar de spatii proiective de dimensiune finita am preferat varianta
simplificata.

ExercITIUL 3.10. Si se arate ci:

1) Un subspatiu proiectiv are dimensiunea 0 daci si numai dacd e un punct.

2) Un subspatiu proiectiv are dimensiunea 1 dacd si numai dacd e o dreapta.

3) Un subspatiu proiectiv are dimensiunea 2 dacd si numai daca e un plan proiectiv.

ExXERCITIUL 3.11. Fie L un subspatiu proiectiv al unui plan sau spatiu proiectiv
(M, D). Atunci dim L < dim M cu egalitate dacd si numai dacd L = M.

EXERCITIUL 3.12. Dacd O ¢ L, atunci dimOL = dim L + 1.
DEFINITIA 3.8. Un subspatiu de dimensiune dim M — 1 se numeste hiperplan.

Existenta hiperplanelor rezulta ugor. Pentru un plan proiectiv dreptele sunt
hiperplane, pentru un spatiu proiectiv de dimensiune arbitrard n, alegem o baza
{Xo,..., Xn}. Atunci {Xo,..., X, 1} genereazd un hiperplan.

In cazul spatiilor proiective avem o teorema despre dimensiunea sumei a doua sub-
spatii la fel de simplé ca in cazul vectorial:
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TEOREMA 3.3. (a dimensiunii) Pentru orice doud subspatii proiective L1, Lo
are loc formula:

Demonstratie. Vom folosi aceeagi metoda ca in demonstratia teoremei dimen-
siunii din cazul vectorial.

Dacd LiNLs # 0, fiedim Ly = p+q, dim Ly = p+rsi By = {Xo, ceey Xp} o baza
alui Ly N L. Aceasta poate fi completata la o bazd By = {Xo,...,X,,Y1,...,Y;} a
lui L; silaobazd By = {Xo,...,X,, Z1,..., Z,} alui Ly. Vom ardtacd B = B1UB,
e o baza a lui Ly + Ls.

Pentru a proba independenta proiectiva, consideram B ordonat lexicografic i apli-
cam lema 3.3. Cum B; e liber, nici un element al sdu nu e dependent de predecesori.
Presupunem ca exista 1 < k < r astfel incat Z; e dependent de predecesori:

Zy € {Xo,...,Xp,}/l,...,}/q,Zl,...,Zkfl}:
= ZorTXor X Vis Ve 21y, Zia)

Atunci existd Uy_1 € {Xo,...,Xp,Y1,...,Y,,Z1,...,Z;_2} pentru care Zj, apar-
tine dreptei Z; 1U;_1. Mai mult, U, € Ly deoarece punctele Z, 1, Z; fiind
distincte in Lo, toata dreapta generata de ele e in Ly. Reluam rationamentul cu
Uk_1 pe postul lui Z si gasim un Uy_o € Lo astfel incat Up_1 € Zj_o2Ug_a.
Dupi un numaér finit de pasi gasim ca pentru punctul Uy € Lo, exista un punct
U, € {X07---7Xp7}/17---7}/q} =Li culUs € U1 Z;. Cum U gi Z; sunt din Lo,
rezultd ¢ gsi Uy € Ly. Deci Uy € Ly N Ly. Atunci Us € Z,U; si se poate
scrie Uy € Z1(L1 N Ly). Ca urmare, Zy, € Zp_1{Zk—2...{Z1(L1 N La)} ...}, deci
Zy € {Xo,...,Xp, Z1,...,Zr_1}, contradictie cu independenta proiectiva a lui Bs.
Deducem ci B e liber.

Ramane sa verificam faptul cd B genereazd Ly + Ly. Cum B C L; U Ly, avem
B C LiULy = Ly + Ly. Reciproc, B; C B implicd L; C B, i = 1,2 si, de aici,
L; + Ly C B. Un calcul simplu demonstreazi acum enuntul.

Dacd Ly N Ly = @, fie dimL; = ¢, dimLs = r; pornim cu bazele B; =
{Yo,...,Y,}in Ly, By = {Zo,...,Z,} in Ly si dovedim, ca mai sus, c& B = By UB
eobazd alui Ly + Ly. Cum dim(L;+Ls) =4B—1=r+q+1gi dim(L;NLy) = —1,
enuntul e complet demonstrat. |

COROLARUL 3.2. Intr-un spatiu proiectiv de dimensiune 3 orice doud plane
proiective se taie si orice dreaptd taie orice plan.

COROLARUL 3.3. Un subspatiu al unui spatiu proiectiv e hiperplan dacd gi nu-
mai dacd e intersectat de orice dreaptd.

EXERCITIUL 3.13. Intr-un spatiu proiectiv de dimensiune n, intersectia a doud hiper-
plane distincte e un subspatiu proiectiv de dimensiune n — 2.

DEFINITIA 3.9. Fie un subspatiu proiectiv n — 2-dimensional L. Se numegte
fascicol de hiperplane de axa L multimea hiperplanelor care contin subspatiul L.

In cazul planului proiectiv regisim notiunea familiard de fascicol de drepte (aici
axa se reduce la un punct numit centrul fascicolului), in cazul spatiului proiectiv
3-dimensional, pe cea de fascicol de plane.
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EXERCITIUL 3.14. Fie, Intr-un plan proiectiv II, Fp, F fascicole de drepte de centre
P, respectiv ). Sa se descrie explicit o aplicatie bijectiva f : Fp — Fg care invariaza
dreapta comund PQ. (Indicatie: Fie d o dreaptd arbitrard care nu trece nici prin P nici
prin Q. Pentru o dreaptd arbitrard [ € Fp, fie R = [Nd. Punem f(I) = QR. Evident

f(l) € Fq.)

2.3. Dualul unui spatiu sau plan proiectiv. Vom face acum o alta con-
structie specifici doar geometriei proiective. Cu ajutorul notiunii de fascicol de
hiperplane putem asocia fiecirui spatiu sau plan proiectiv un alt spatiu sau plan
proiectiv, numit dualul sau. Pentru inceput, sa reformulam axiomele planului pro-
iectiv folosind notiunea de incidenta:

P1 Orice doua puncte distincte sunt incidente cu o singura dreapta.

P2 Orice dreapta e incidenta cu cel putin trei puncte distincte. Pentru orice
dreapta exista cel putin un punct care nu e incident cu ea.

non P4 Orice doud drepte distincte sunt incidente cu un singur punct.

E adevarat ca in reformularea lui nonP4 am adaugat ,un singur punct“, desi
faptul ca daca doua drepte se taie, intersectia se produce intr-un singur punct
rezultd din prima axioma. Totugi, aceastd prezentare pune in evidentd un fapt
surprinzitor: dacad, in cele trei axiome de mai sus, se schimbi intre ele cuvin-
tele ,punct“ si ,dreapta“, atunci P1 devine nonP4, nonP4 devine P1 gi P2 nu se
schimba. Morala este cd orice enunt demonstrabil doar pe baza acestor axiome (care
nu depinde de validitatea axiomei lui Desargues, de exemplu) intr-un plan proiectiv,
rdméne adevirat dacd se interschimbi cuvintele ,punct®, ,dreaptd“ (si notiunile
ycoliniaritate“, ,,concurenta“ daci nu se reformuleaza totul in limbaj de incidenta).
Acesta este principiul dualitatii in plan. El permite generarea de noi teoreme prin
dualizare. Existd configuratii care nu se schimb3 prin dualizare. Acestea se numesc
autoduale. De exemplu, cititorul se va putea lesne convinge de autodualitatea confi-
guratiei lui Desargues in plan (vezi teorema 3.4). Astfel, se poate demonstra ugor ci
daca intr-un plan proiectiv e adevarata teorema lui Desargues, atunci e adevarata
§i reciproca ei.

In dimensiuni superioare, dualitatea are o expresie mai complicata, dar con-
structia e motivatd de fenomenul din plan. Pornim cu un spatiu proiectiv (M, D)
n-dimensional. Fie M* multimea hiperplanelor lui M si D* multimea fascicolelor
de hiperplane din M. Putem demonstra:

PrRoPOZITIA 3.7. Fie (M,D) un plan, respectiv un spatiu proiectiv. Atunci
(M*,D*) este un plan, respectiv un spatiu proiectiv numit dualul lui (M, D).

Demonstratie. Cum multimea fascicolelor de hiperplane este in bijectie cu mul-
timea axelor lor, in plan, fiecare fascicol de drepte e perfect determinat de punctul
comun dreptelor din fascicol, astfel ca demonstratia propozitiei pentru cazul plan-
ului proiectiv a fost deja data.

Fie (M,D) un spatiu proiectiv de dimensiune n. Axiomele de spatiu proiectiv
pentru (M*,D*) trebuie si fie teoreme in (M, D), demonstrarea lor constituie
demonstratia propozitiei. Ele au urméatoarele formulari:

_ P1% Orice doud hiperplane distincte determindg un unic fascicol de hiperplane.
Intr-adevér, dacid Hy, Ho sunt hiperplane distincte, atunci dim(H; N Hy) = n — 2
conform teoremei dimensiunii. Astfel ca ele determing fascicolul de axa L = Hy N
H>. Unicitatea e evidenta.

P2* Orice fascicol de hiperplane contine cel putin trei hiperplane distincte.
Pentru orice fascicol de hiperplane, existd un hiperplan care nu face parte din fas-
cicol. Fie un fascicol de axd L. Alegem o bazd B = {X;,..., X, 1} In Lsio
completam cu X,,, X, +1 la una a lui M. Fie X € X, X,,41 distinct de X,,, X;,41.
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Atunci X, L, X,,+1L, XL sunt hiperplane distincte din fascicol. Demonstrarea ul-
timei afirmatii revine la a ardta cd pentru fiecare subspatiu (n — 2) dimensional
existd un hiperplan care nu-l contine. In notatiile anterioare, {Xs,..., Xp4+1} € un
hiperplan care nu trece prin L.

P3* Fie L1, Ly subspatii proiective (n — 2)-dimensionale continute intr-un ace-
lasi hiperplan H. Fie Hyi, K1, hiperplane distincte de H din fascicolul de axd Lq
st Ho, Koy hiperplane distincte de H din fascicolul de axd Lo. Atunci fascicolele
determinate de Hy, Hy, respectiv K1, Ko au un hiperplan comun. Fie Hy,, respectiv
K5 axa fascicolului determinat de Hy, Hy, respectiv K7, K». Hiperplanul cautat
va fi Hi5 + K12. Raméne sa ne convingem c& dim(H;2 + Ki2) = n — 1. Cu teorema
dimensiunii, aceasta revine la: dim(Hys N K12) =n — 3. Dar

H12 n K12 = (Hl OHQ) n (K1 n KQ) = (H1 n Kl) N (H2 n K2) = L1 n L2.

Deci trebuie s aratam cd dim(L; N Ly) = n — 3. Aici intervine ipoteza ca L
si Ly sunt continute in acelagi hiperplan H care implicd L; + Ly = H. Teorema
dimensiunii aplicatd pentru L; + Lo incheie demonstratia.

P4* Exista doud fascicole de hiperplane care nu au in comun nici un hiperplan.
Fie {Xo,...,Xp} 0o bazi a lui M. Fie L = {Xo,...,Xp—2}, L' = {Xs,..., X, }.
Acestea sunt doud subspatii de dimensiune n — 2. Se vede c& L+ L' = M, deci ele
nu sunt incluse intr-un acelasi hiperplan. a

Vom vedea in corolarul 3.11 ca existd o stransa legatura intre notiunea de
dualitate introdusa aici si cea de spatiu vectorial dual. Mai precis, vom stabili o
echivalentd intre P(V)* si P(V*).

2.4. Exemplu: subspatiile proiective ale lui P(V). Folosim definitiile si
notatiile din exemplul 3.3. Fie V un spatiu vectorial de dimensiune 2. Atunci
dim P(V) = 1 si singurele sale subspatii sunt ), punctele [z] si P(V') insusi.

Daci dim V' = 3, atunci P(V') e un plan proiectiv. Subspatiile sale sunt @, punctele
[z], dreptele 7(U — {0}) cu dimU =2 i P(V).
Fie, acum, dim V' > 4. Facem intéi urmatoarele observatii imediate:

1) Punctele [z],[y] sunt distincte dacd gi numai dacd {z,y} e sistem liniar
independent.

2) Dreapta determinatd de punctele distincte [z], [y] este [z][y] = 7 (L({z,y}) —
{0}).

In general avem:

PROPOZITIA 3.8. Flie x1,...,x, vectori nenuli distincti. Atunci

{[z1, [z2], - - [2p]} = w(L({z1, ..., 2p}) = {O}).

Demonstratie. Notam L = w(L({z1,...,2p}) — {0}) si ardtdm intdi cad L e
subspatiu proiectiv. Fie [z],[y] puncte distincte din L. Atunci z,y sunt vectori
independenti din L({z1,...,zp}) — {0}. In consecint} ei genereazi un subspatiu
vectorial 2-dimensional U C L({z1,..., z,}) si m(U —{0}) C L, adicd L e subspatiu
proiectiv. In plus, cum [z;] € L, rezultd {[z1],. .., [z,]} C L.

Demonstram acum, prin inductie dupa numarul p de puncte, incluziunea in-
versd. Pentru p = 1 proprietatea e verificatd. O presupunem adevarata pentru
orice p — 1 puncte §i scriem

{1l o]} = [ l{[2a), - [2p1]} = [wp]m(L({21, - -, 2p-1}) — {0})
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conform ipotezei de inductie gi a primei parti a demonstratiei. Fie [y] € L arbitrar.
Rezulta y # 0 si exista scalarii a1, . .., a, depinzand de y astfel incat y = Zle a;T;.
doua situatii sunt posibile:

1) ap = 0. Atunci

[y] € m(L({z1, ..., 2p-1}) = {0}) = {[a],..., [wp1]} C {[aa], .. ., [wp]}.
2) ap # 0. Punem z = 2;:—11 a;x; §l avem y = x + apxp, deci [y] € [z][zp] cu z €
L({z1,...,2p—1}). Caurmare [y] € [zp]{[z1],. .., [2p—1]} = {[z1],-- -, [zp]}- a
Folosim acest rezultat pentru a arata:

PROPOZITIA 3.9. S = {z1,...,2,} C V e liniar independent dacd si numai
dacd 7(S) " {[21], ..., [zp]} e proiectiv independent.

Demonstratie. Fie S liniar independent si, prin absurd, 7(5) e proiectiv depen-
dent. Atunci existd un punct din 7(S) care depinde proiectiv de celelalte. Renu-
merotdnd, eventual, vectorii, putem presupune [z1] € {[z2],...,[2p]}. Conform
propozitiei 3.8, rezulta

[#1] € 7(L({z2,...,2p}) — {0}), deci z1 € L({z2,...,2p})

ceea ce contrazice independenta lui S.
Reciproc, dacd 7(S) e proiectiv independent gi S e, prin absurd, dependent liniar,

putem presupune, ca mai sus cd 1 = .5 _,a;x;. Atunci 1 € L({z2,...,2p})
ceea ce atrage dupa sine, conform aceleiagi propozitii 3.8, [z1] € {[z2],-.--,[%p]},
contradictie cu independenta proiectiva a lui 7(S). d

Putem acum caracteriza subspatiile proiective ale lui P(V):

PrOPOZITIA 3.10. L C P(V) e subspatiu proiectiv p-dimensional dacd i numai
daca exista un subspativ vectorial U C V de dimensiune p + 1 astfel incat (U —

{0}) =L. In plus, dacd ezistd, U e unic determinat de L.

Demonstratie. Fie L un subspatiu proiectiv p-dimensional si {[zo], ..., [zp]} 0
bazd a sa. Conform propozitiei 3.9, S = {9, ..., z,} e liniar independent in V. Fie
U = L(S) subspatiul vectorial generat de S (care devine bazi a lui U). Evident
dimU = p + 1 i, prin constructie, L = 7(U — {0}). Daca U, U’ au proprietatea ca
se proiecteaza peste acelasi L, atunci ele au o baza comuna: preimaginea unei baze
alui L, deci U=U".

Reciproc, plecam cu un subspatiu U al lui V, dimU = p+ 1. Alegem B =

{z0,...,2p} 0 bazd a sa. Datorita propozitiei 3.8 avem

(U —{0}) = m(L(B) — {0}) = {[zo], - - -, [zp]}-
In plus, propozitia 3.9 spune ci {[zo],---,[zp]} e proiectiv independent, deci L =
{[®o],---,[xp]} e un subspatiu proiectiv de dimensiune p. O

COROLARUL 3.4. Fie L(V) (respectiv L(P(V))) laticea subspatiilor lui V (res-
pectiv P(V)). AtunciII : L(V) — L(P(V)) prin II(U) = 7n(U —{0}), U € L(V) e
un izomorfism laticial.

Demonstratie. Ca II e bijectie tocmai am demonstrat. A fi izomorfism laticial
inseamnd, tindnd cont de operatiile respective in cele doui latice: (U + Us) =
II(Uy) + I(Us) si (U, NUz) = TI(Uy) NTI(Us). Or, prima proprietate rezultd din
propozitia 3.8, iar a doua din faptul ca II e bijectie. |
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3. Morfisme proiective

DEeFINITIA 3.10. Fie (M, D), (M',D'") doud drepte, plane sau spatii proiective.
O aplicatie f : M — M' se numegte morfism proiectiv dacd aplici drepte in drepte:
f(d) € D' pentru orice d € D.

OBSERVATIA 3.2. Un morfism proiectiv pastreaza coliniaritatea, dar reciproca
nu este adevarata.

ExXEMPLUL 3.7. Fie V un spatiu vectorial peste un corp comutativgi f:V —
V' o aplicatie semi-liniara (adicd f(az) = 6(a)f(z) pentru un # € Aut(K)) in-
jectivd. Definim f : P(V) — P(V') prin f([z]) = [f(z)], cu alte cuvinte f face
diagrama urmatoare comutativa.:

V-{0} —L v —{0}

nl l”'

pv) —— P

Injectivitatea lui f ne spune ca f(V — {0}) C V' — {0}, iar semi-liniaritatea lui
f asigura ca definitia e buna, adica nu depinde de reprezentantul ales in clasa
[r]: dacid = = ay, atunci [f(z)] = [0(a)f(y)] = [f(y)] pentru ci a # 0 implici
f(a) # 0. Dacd d e o dreaptd in P(V), atunci d = w(U — {0}) cu U subspatiu
2-dimensional in V. Cum f e injectivd, f(U) e subspatiu 2-dimensional al lui V' gi
7' (f(U) — {0}) = f(d), deci f e morfism proiectiv.
Se verificd, de asemenea, ugor, ca dacd h : V' — V" e semi-liniara, injectiva, atunci
hof=nhof.

DEFINITIA 3.11. Un morfism proiectiv bijectiv se numeste izomorfism proiectiv.
Un izomorfism proiectiv de la (M, D) in (M, D) se numeste automorfism proiectiv.

Se poate da gi urmatoarea caracterizare:

PROPOZITIA 3.11. f: M — M' este izomorfism proiectiv dacd gi numai dacd
e o surjectie care pastreazd coliniaritatea gi necoliniaritatea.

Demonstratie. Daca f e izomorfism proiectiv, e bijectiv si duce drepte in drepte,
in particular pastreaza coliniaritatea. Mai ramane de demonstrat ca pastreaza
necoliniaritatea. Fie, prin absurd, A, B,C trei puncte necoliniare in M ale ciror
imagini prin f in M', A, B',C’, sunt coliniare. Atunci C' € A'B' = f(A)f(B) =
f(AB). Deci existd C; € AB astfel incat f(Cy1) = C'. Cum C ¢ AB, rezultd
C1 # C, contradictie cu injectivitatea lui f.

Reciproc, si ardtdm intai cd f e injectiva. Fie A # B cu f(A) = f(B).
Existd C ¢ AB. Atunci f(A) si f(C) determing o dreapté pe care se afld i f(B),
contradictie cu pastrarea necoliniaritatii. Sa vedem acum ca f aplica drepte in
drepte. Fie d = AB. Pentru orice C € d, avem f(C) € f(A)f(B), deci f(d) C
f(A)f(B). Pentru a proba incluziunea inversi este esentiald surjectivitatea lui f:
pornim cu D' € f(A)f(B). Lui ii corespunde D € M astfel incat f(D) = D'. Daca
A, B, D ar fi necoliniare, imaginile lor ar trebui s fie necoliniare. Cum ele sunt
coliniare, rezultd D € d, adicd f(A)f(B) C f(d). d

OBSERVATIA 3.3. Rezulta, in particular, ca orice aplicatie surjectiva intre doua
drepte proiective este izomorfism proiectiv.

EXERCITIUL 3.15. 1) Inversul unui izomorfism proiectiv e tot un izomorfism proiectiv.
2) O compunere de doud morfisme proiective e tot un morfism proiectiv.
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ProOPOZITIA 3.12. Un izomorfism proiectiv aplicd subspatii proiective in sub-
spatii proiective de aceeasi dimensiune.

Demonstratie. Fie f un izomorfism proiectiv intre (M, D) si (M',D'). Fie L un
subspatiu proiectiv al lui M gi L' = f(L). Fie A',B' € L'. Atunci existd A,B € L
astfel incat A’ = f(A), B' = f(B). Cum A'B' = f(AB) C L', rezultd ca L' contine
dreapta determinata de orice doua puncte ale sale, deci e subspatiu proiectiv.

Demonstram acum ca f pastreaza dimensiunea p a subspatiilor proiective prin
inductie dupd p. Validitatea proprietitii pentru p = 1 (drepte) e cuprinsd in
definitia morfismului proiectiv. Presupunem proprietatea adevaratd pentru sub-
spatii de dimensiune p— 1. Fie L un subspatiu de dimensiune p gi L; un hiperplan
al sau, astfel ca putem scrie L = AL, A € L — L;. Din ipoteza de inductie
L} = f(L1) e un subspatiu proiectiv de dimensiune p — 1. Cum, prin definitie,
L =AL, = {AB; B € L1} si f pastreaza dreptele, avem L' = {f(A)f(B) ; B €
L} = f(A)L}. Cum f e injectivd, f(A) € L}. Deducem dim L' = p. O

COROLARUL 3.5. Un izomorfism proiectiv duce un plan proiectiv intr-un plan
proiectiv gi un spatiu proiectiv de dimensiune n intr-un spatiu proiectiv de dimen-
siune n.

Putem acum demonstra ca exemplele de plane proiective cu 7 puncte pe care
le-am dat sunt, de fapt, echivalente: propozitia 3.1 se poate reformula astfel:

ProPOZITIA 3.13. Orice plan proiectiv in care fiecare dreaptd are numai 3
puncte e izomorf cu planul lui Fano. In particular, doud plane proiective in care
fiecare dreapta are 3 puncte sunt izomorfe.

Cum aplicatia identica a oricarui spatiu sau plan proiectiv este automorfism
proiectiv, in particular, putem vorbi de grupul automorfismelor proiective ale unui
plan sau spatiu proiectiv: Aut(M, D) sau Aut(M) cand nu e pericol de confuzie.

EXERCITIUL 3.16. Daci V este spatiu vectorial peste un corp comutativ gi f € GL(V),
atunci f € Aut(P(V)).

Cum 1y = 1p(v), putem vorbi despre grupul PGL(V) al automorfismelor pro-

iective de tipul f cu f € GL(V). Acesta se numeste grupul proiectiv liniar. El-
ementele sale se mai numesc proiectivitati sau omografii. Pentru V = K™t! vom
nota PGL(n, K) pentru PGL(K™*1).

ProrPOzITIA 3.14. Pentru orice spatiu vectorial V peste un corp comutativ,
PGL(V) C Aut(P(V)) gi incluziunea e, in general, strictd. Existd un izomorfism
de grupuri PGL(V) =~ GL(V) /(K™).

Trebuie sa ardtam ca incluziunea e stricta. Or, daca lucram peste un corp care
are gi automorfisme diferite de 1x, nu avem decét sa considerdm f cu f izomorfism
semi-liniar; acesta nu e un element al lui PGL(V'). Demonstratia ultimei afirmatii
este un exercitiu simplu pentru cititor.

EXEMPLUL 3.8. Omografiile dreptei proiective complexe P'C.

Privim P!C ca fiind completata dreptei afine C: P'C = C U {oo}. In plus,
identificim C cu planul (euclidian) R%2. Omografiile lui P1C provin din izomorfisme
ale lui C?, adicd din aplicatii de forma (z,w) — (az + bw, cz + dw) cu ad — bc # 0.
Deci, in P'C avem f([z,w]) — [az + bw, ¢z + dw]. Dacid w # 0 (la fel se procedeazi
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dacd presupunem z # 0), putem lua w = 1; atunci, cu identificarea ficutd, putem
scrie

az+b . d .
rtd dacaz;é—zg ad—bc#0
fz)= % daci z = o©
oo dacaz=——
c

Obtinem astfel aplicatiile ¢ : C —» C, p(2) = ‘clj_ts, cu ad — be # 0 (de fapt ele

nu sunt definite in punctul —% i nu sunt adevarate functii). Acestea se numesc
omografii ale planului euclidian real (sau ale dreptei afine complexe). Observam ci
ele sunt transformari afine daca si numai daca ¢ = 0, cu alte cuvinte daca provin
din omografii ale dreptei proiective complexe care pastreaza punctul de la infinit,
in acord cu propozitia anterioari. Se verifica ugor ca omografiile planului euclidian
real formeaza un grup necomutativ fata de compunerea functiilor.

EXERCITIUL 3.17. Folosind relatiile de mai sus, aritati cd grupul PGL(1, C) e generat
de dou3 tipuri de transformari: z — 1/z §i z+—az+bcua,b € C, a #0.

EXERCITIUL 3.18. S& se arate cd omografiile planului euclidian real transforma cercuri
sau drepte in cercuri sau drepte. in plus, ele sunt transforméri conforme, adicd pastreazi
unghiul dreptelor, dar nu lungimea segmentelor. Observati cd inversiunile (vezi exercitiul
2.76) sunt omografii ale planului euclidian.

OBSERVATIA 3.4. Se poate arita ci existd automorfisme ale lui P(V') care nu
sunt de forma f cu f semi-liniars. Intr-adevir, daci 6 € Aut(K), atunci putem
defini f’ : P"K — P"K prin f%([2o,...,%s]) = [0(x0),---,0(x,)]- Se verifica
imediat c3 f? € Aut(P"K) si, in general, f® ¢ PGL(n, K). In plus, automorfismele
de acest tip formeazi, la rdndul lor, un subgrup al lui Aut(P"K) notat PAut(n, K).
Un subgrup important al lui PAut(n, K) este PInt(n, K) al automorfismelor de tip
f? cu 8 automorfism interior al lui K. Se pot demonstra urm&toarele afirmatii: (a)
PGL(n, K) N PAut(n, K) = PInt(n, K); (b) orice f € Aut(P"K) se descompune
sub forma f = go h cu g € PGL(n,K) gi h € PAut(n, K); (c) PGL(n, K) este
subgrup normal in PAut(n, K). Vom reveni in paragraful 10.

EXERCITIUL 3.19. Fie f € PGL(V). Atunci 7(z) e punct fix al lui f dac si numai

dacd x e dreapta proprie a lui f. In particular, orice omografie peste C admite un punct
fix.

Problema existentei automorfismelor proiective ale unui plan sau spatiu pro-
iectiv arbitrar e foarte complicata. Vom vedea, a posteriori, ca un spatiu proiectiv
are intotdeauna suficient de multe automorfisme, in timp ce pentru unele plane
proiective nimic nu asigura existenta lor. Totul este legat de Axioma lui Desargues
pe care o vom discuta in continuare.

4. Axioma lui Desargues

Enuntul care urmeaza reprezinta cheia intregii geometrii proiective. El are
un statut special: este adevarat in spatiile proiective, dar neadevarat, in general,
in plane proiective abstracte, necontinute in spatii proiective, marcind diferenta
calitativad dintre dimensiunea proiectivd 2 si dimensiunile superioare. De aceea
am preferat denumirea de ,axiomi“, cu toate ca, in dimensiune mai mare decét 3
devine teorema.
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Axioma lui Desargues. Fie (M,D) un plan sau spatiu proiectiv. Fie dy, d2,
dsz drepte distincte doud cate doud si concurente in O. Fie punctele A;, B; € d;,
i = 1,2,3, toate distincte de O. Fie {C;} = A;A N BBy, (i,5,k) = (1,2,3) si
permutari circulare. Atunci Cp, Cy, C3 sunt coliniare.

Vom nota uneori, prescurtat, PD axioma lui Desargues. Triunghiurile A; A3 A3
si By B> B3 care apar in enunt, se numesc omoloage.

Pentru a da o interpretare acestei axiome, sa introducem urmatoarea notiune:
date intr-un plan sau spatiu proiectiv un punct O si doué drepte [, 1’ situate intr-un
acelagi plan care contine gi O, dacd O € [ U!', atunci numim proiectie din O a
lui 1 pe ' aplicatia po : | = I' care lui Q € I 1i asociazd OQ NI'. E clar ci orice
proiectie transforma drepte in drepte. Axioma lui Desargues spune, de fapt, ca
aplicand repetat proiectii din puncte distincte nu putem obtine ceva foarte diferit
de configuratia de plecare. Astfel (vezi figura): segmentul A;B; este proiectat
din C3 pe A5 By; As By este proiectat mai departe, din C; pe A3B3. Compunerea
acestor doud proiectii este proiectia din Cs, un punct care se afla pe C1C3. Deci
axioma lui Desargues ne spune in ce conditii o compunere de proiectii de tipul
descris este tot o proiectie.

TEOREMA 3.4. (a lui Desargues) Orice spatiu proiectiv satisface axioma lui
Desargues.

Demonstratie. Fie (M,D) un spatiu proiectiv. Vom considera de fiecare data
ca 1i,J, k iau, separat, valorile 1,2, 3, iar cdnd apar toti trei indicii e vorba de o
permutare circulara a lui (1,2, 3).

Observam ca singurul caz nebanal este A; # B;, cind, aplicand axioma P3,
avem A;A; N B;B;j # (. Pe de alta parte, dacd A;, A, A3 sunt coliniare, enuntul e
evident.

Fie acum L subspatiul proiectiv generat de O, Ay, A3, A3. Cum O,4; € L,
dreptele d; sunt in L, deci B; € L. In consecinti, intreaga figurd e inclusi in L.
Sunt posibile doua situatii:

1) dim L = 3. Atunci punctele B; sunt necoliniare, in caz contrar dim L = 2.
Rezulta ca planele A; A; As si By Bo Bs sunt distincte gi intersectia lor e o dreapta
care contine punctele C;.

2) dim L = 2. Deoarece dim M > 3, existd un punct @ ¢ L. Fie R € 0Q,
R # O (existenta lui R e asiguratd de P2). Datorita axiomei P3 existd punctele
{H;} = QA;NRB;. Acestea sunt necoliniare, altfel, impreuna cu @) ele ar determina
un plan ciruia i-ar apartine si A4;, rezultind @ € L, contradictie. Fie L' = QL.
Avem dim L' = 3 gi suntem in conditiile aplicirii primului caz al demonstratiei
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pentru configuratia @, H;, A;. Obtinem punctele {C}} = H;Hy N A; Ay, coliniare
pe dreapta de intersectie a planelor Hy HoHs i A1 Ay Az = L.
Acelagi rationament, aplicat lui R, H;, B;, produce punctele {C}'} = H;H; N
B; By, coliniare pe dreapta de intersectie a planelor Hy HoHs §i B1ByB3 = L.
Observam ca, L fiind un plan al lui L', este intersectat de orice dreaptd in
exact un punct. Or, {C},C}'} C H;H, N L, de unde rezultd C; = C}' si, de fapt,
C; = C} = C}, deci punctele C; sunt coliniare. O

Din demonstratia teoremei rezulta

COROLARUL 3.6. Orice plan proiectiv scufundat intr-un spatiu proiectiv satis-
face azioma PD. In particular, P?K satisface azioma PD.

Tot ce mai trebuie vizut este cum se scufundd P2K. Nu avem decét s& privim
K? in K* prin f : (xo,21,22) < (Z0,%1,72,0). Apoi proiectivizim si obtinem
scufundarea f : [z, T1,22] < [To,Z1,7T2,0] care e evident un morfism proiectiv
injectiv, astfel ca f(P2K) e un subspatiu proiectiv 2-dimensional al lui P3K.

EXERCITIUL 3.20. Enuntati si demonstrati reciproca teoremei lui Desargues intr-un
spatiu proiectiv.

EXERCITIUL 3.21. Planul lui Fano satisface PD.

Deci exista plane proiective nescufundate care verifici PD. Un asemenea plan
proiectiv se numegte desarguesian. Pentru a da consistenta notiunii, reproducem
aici, dupd [10], un exemplu de plan nedesarguesian. Pentru inceput, citeva pre-
liminarii:

DEFINITIA 3.12. Se numegte configuratie o multime amorfa P ale carei elemen-
te se numesc Puncte impreund cu o familie de submultimi numite Drepte, supuse
axiomei:

C Douéa Puncte distincte apartin cel mult unei Drepte.

E clar ca un plan sau spatiu proiectiv e un caz particular de configuratie. Dar
noi suntem interesati de configuratii care nu sunt submultimi ale unui plan sau
spatiu proiectiv, de aceea am scris, cu majusculd, Dreapta gi Plan, pentru a marca
diferenta. Intr-un plan sau spatiu proiectiv, o submultime poate fi o configuratie,
dar Dreptele nu vor fi neaparat drepte.

OBSERVATIA 3.5. Intr-o configuratie, doud Drepte au cel mult un Punct in
comun.

Vom indica acum un procedeu prin care, pornind de la o configuratie data,
construim, prin completare, un plan proiectiv.
Fie my o configuratie fixata. Definim configuratia 7 prin conditiile:

e Punctele lui 7y sunt cele ale lui mg;
e Dreptele sunt cele din 7 la care adaugam, pentru orice pereche (Py, Py)
care nu e pe o Dreaptd in m, Dreapta {Py, P2 }.
Noua configuratie are proprietatea
(a) orice doud Puncte distincte stau pe o Dreapta.
Continudm definind configuratia 7s prin conditiile:

e Punctele lui 3 sunt cele ale lui 7; la care se adauga, pentru orice pereche
de Drepte dy,d> care nu se taie in 71, un nou Punct, notat d;ds.
e Dreptele sunt cele din 7 extinse cu noile Puncte.
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Configuratia 7o are proprietatea:

(b) orice dou& Drepte distincte se intersecteazd,

dar nu are proprietatea (a). Continudm, construind =,, pentru fiecare n € N. Pentru
n par, T,41 se construieste prin addugarea de Drepte; pentru n impar, obtinem 7,41
aditionand Puncte si extinzand corespunzator Dreptele. Fie m = Up>o7,.

DEFINITIA 3.13. O submultime d C 7 se numegte dreaptd daca existd ng € N
astfel incat d N 7, e o Dreapta a lui m,, pentru orice n > ng.

Fie A multimea dreptelor astfel definite. Avem imediat:

Prorozi1iA 3.15. Dacd mg contine 4 Puncte oricare trei nesituate pe aceeass
Dreaptd, atunci (w,A) e un plan proiectiv.

Demonstratie. Deoarece ,, are proprietatea (a) pentru n impar i are propri-
etatea (b) cAnd n e par, rezultd cd axiomele P1 gi non P4 sunt verificate.

Pentru a verifica P2 fie d o dreapta din 7 si fie ng de la care incolo D,, = dNm,
este o Dreaptd. Atunci D, are cel putin doua Puncte. Din constructia lui 7 rezulta
ca D, intersecteaza toate Dreptele existente in configuratiile 1,75, ..., 7,—1. Fie,
atunci, A, B, C, D cele patru Puncte din 7o, oricare trei necoliniare. Dreptele deter-
minate de ele sunt distincte gi existd incepand cu 7r;. Din conditia de necoliniaritate
a oricare trei dintre aceste patru Puncte deducem ca exista cel putin doud dintre ele
care nu stau pe D,. Fie acestea A, B. Atunci Dreptele {A,C}, {A,D} si {4, B}
intersecteazi D,, in C', respectiv D', B'. Evident B',C', D' sunt distincte, pen-
tru ca dacé, de exemplu, B’ = C', ar rezulta A, B,C coliniare, contradictie. Am
demonstrat astfel cad D,,, deci §i d are cel putin trei Puncte.

Ca in afara oricarei drepte mai exista Puncte e clar din constructia lui 7. O

Avem nevoie gi de

DEFINITIA 3.14. O configuratie se numesgte marginita daca orice Punct se afla
pe cel putin 3 Drepte si orice Dreapta are cel putin 3 Puncte.

De exemplu, configuratia lui Desargues e marginita in sensul acestei definitii.
Pasul esential in constructia exemplului de plan nedesarguesian este:

PROPOZITIA 3.16. Fie w planul proiectiv obtinut prin completarea unei confi-
guratii mo. Atunci orice configuratie finitd $i marginita din w e confinuta in mg.

Demonstratie. Pentru un Punct P € 7, fie [(P) = min{n > 0 | P € m,},
nivelul siu, iar pentru o dreaptd punem I(d) = min{n > 0 | d N 7, e Dreaptd}. Fie
Y o configuratie finitd si marginitd. Fie n = max{l(P),I(d) | P € ¥,d € ANX}.
Sa presupunem ci nivelul maxim n se atinge pentru o dreaptd: n = I(dp) (la fel
se rationeazd pentru n = [(F)). Rezultd cd d N 7w, e Dreaptd i d N mp—1 nu e
Dreapta. Daca n = 0, nu mai e nimic de demonstrat. Daca n > 1, atunci d e de
tipul {A, B} cu A, B € 7, 1. Dar toate Punctele lui ¥ au nivel inferior lui n, deci
stau in 7, astfel cd d contine cel mult doud dintre ele. Am ajuns la o contradictie
care demonstreaza enuntul. a

In fine, exemplul promis:

EXEMPLUL 3.9. Fie mg o configuratie formata din 4 Puncte, oricare 3 necol-
iniare, si nici o Dreapta. Generam planul proiectiv 7 ca mai sus. Consideram
configuratia ¥ a lui Desargues in 7. Aceasta e finita (are 10 Puncte) si e marginita.
Deci, conform propozitiei anterioare ¥ C 7, contradictie cu faptul ca in 7y nu se
afla nici o dreapta.
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5. Constructia corpului

In acest paragraf (M, D) va fi un spatiu proiectiv sau un plan proiectiv desar-
guesian. Vom arata cum, In aceste conditii, se poate construi un corp, in general
necomutativ, gi un spatiu afin scufundat in M. Ceea ce urmeaza este un fel de
constructie reciproca a exemplului 3.1.

Fie H un hiperplan fixat al lui M. Vom numi punctele lui H improprii sau
de la infinit, iar pe cele ale lui A = M — H, proprii. H va fi numit hiperplan
de la infinit. Impartim dreptele din M in doud submultimi disjuncte: cele incluse
in H, numite drepte improprii si cele necontinute in H, numite drepte proprii.
Remarcam ca dreptele improprii nu au nici un punct propriu, in timp ce fiecare
dreapta proprie are un singur punct impropriu (cel in care dreapta taie hiperplanul,
conform corolarului 3.3).

DEFINITIA 3.15. Doua drepte proprii se numesc paralele daca au acelagi punct
impropriu.

Deci d||d' daca gi numai dacs dNH =d' N H.

OBSERVATIA 3.6. Prin orice punct propriu A exterior unei drepte proprii d
trece o dreapta proprie unica paralela cu d. E vorba de dreapta proiectiva unic
determinatid de A si punctul impropriu al lui d.

Cu ajutorul notiunii de paralelism, dupa fixarea unui hiperplan drept impro-
priu, se pot reformula unele enunturi. Exemplificam cu teorema lui Desargues care
produce urmétoarele ,versiuni afine“ (comparati cu enunturile corespunzétoare din
cadrul afin):

ProOPOZITIA 3.17. Fie dy,ds,ds drepte proprii care se intersecteazd in punctul
O (propriu sau impropriu). Fie A;, B; € d; puncte proprii distincte gi diferite de
O, 1= 1,2,3. Atunci, daca A1A2||BlB2 §7, A2A3||BQB3, avem §'L A1A3||BlB3.

Intr-adevér, conform ipotezei, C1,C3 € H (vezi notatiile din enuntul Axiomei
lui Desargues). Cum H e subspatiu proiectiv, avem C;C3 C H. Acum Teorema lui
Desargues implica Cy € C1Cs5, deci Ay As||B1Bs.

O alta versiune, pe care cititorul o va demonstra singur, este:

ProPOZITIA 3.18. Fie dy,ds,ds drepte proprii care se intersecteazd in punctul
O (propriu sau impropriu). Fie A;, B; € d; puncte proprii distincte gi diferite de
O, 1= 1,2,3. Daca A1A2”BlBg, atuncit 0102||A1A2.

Desigur, si reciprocele acestor enunturi sunt adevarate.

DEFINITIA 3.16. Numim bipunct al lui A orice element al produsului cartezian

A x A.

Dupa modelul spatiului geometric, introducem acum relatia de echipolentd,
notatd ~, pe multimea bipunctelor prin axiomele:

1. Dacd A # B, A' # B'", A# A", B# B' si AB # A'B’, atunci (4,B) ~
(A’, B") daca si numai dacid AB||A'B' si AA'||BB'.

2. Dacda A# B, A' # B'5i A= A’ sau B = B', atunci (4, B) ~ (4', B’) daca
gi numai daci A = A’ ¢si B=B'.

3. Dacd A # B, A' # B' §i AB coincide cu A'B’, atunci (A, B) ~ (4', B') daca
gi numai dacd exista (A", B") cu proprietatea: (A,B) ~ (A",B") gi (A", B') ~
(A", B") ca in cazurile precedente.

4. Dacid A = B, atunci (4, B) ~ (4, B") daca gi numai daci A’ = B'.

Lasam pe seama cititorului verificarea — ugoard! — a faptului cd ~ e relatie
de echivalenta.
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O clasa de bipuncte echipolente se va numi vector liber. Vom nota E clasa de
echivalentd a bipunctului (4, B) §i V = Ax A/ ~. Se demonstreaza fira dificultate:

PRrOPOZITIA 3.19. Fie v un vector liber arbitrar si O € A un punct propriu.
Atunci existd un unic punct propriu P astfel incat OP = v.

Putem acum defini
Adunarea vectorilor liberi. Fie v,w vectori liberi arbitrari. Fie O € A un punct
propriu arbitrar. Conform rezultatului anterior, existd punctele proprii unice R gi
S astfel incat v = ﬁ w = ﬁ Punem (deoarece vrem si construim in final un

spatiu afin care trebuie s verifice regula triunghiului) v + w def 0?

EXERCITIUL 3.22. Adunarea vectorilor liberi nu depinde de alegerea punctului O.
(Indicatie: se foloseste propozitia 3.17).

PropozITIA 3.20. (V,+) este grup comutativ.

Demonstratie. Asociativitatea. Fie dati vectorii liberi u,v,w € V. Fixdm O €
A. Exista, unice, punctele proprii R, S,T astfel incat u = OR, v = ﬁ, w = 57

Atunci
(u+@+uw45§+ﬁ§+§?:5§+§?:5ﬁ
u+ (v+w) O_})2+ }%+ﬁ ﬁl-}—ﬁ:ﬁ.

adica adunarea e asociativa.
Elementul neutru al adunarii este vectorul liber notat O si definit prin 0 = AA

pentru orice A € A (nu e greu de vazut ca, intr-adevar, AA = BB pentru orice
A,Be A).

Opusul vectorului liber xﬁ este E)l

Comutativitatea. Fie v,w € V. Fixim A € A. Exista, unice, punctele B,C € A
astfel incdt v = AB, w = ? Atunci v + w = AC. Pe de altid parte, existd un
unic punct D astfel incat B = w. Din zﬁ = B—C> rezultd ﬁ = E =vp. In

consecintd w +v = AC = v 4+ w. a

Continudm cu definirea scalarilor viitorului corp peste care V' va deveni spatiu
vectorial (la stdnga). Acestia vor fi tot nigte clase de echivalenti. Dam intéi:

DEFINITIA 3.17. Se numegte ternd orice triplet ordonat (O, P,Q) de puncte
proprii cu O # @ si P € 0Q.

Definim acum aseméanarea ternelor prin:

DeFINITIA 3.18. Ternele (O, P,Q) si (O', P',Q") se numesc asemenea (scriem

(0O,P,Q) ~ (O',P',Q")) daci:
) oQ it o' Q’ si, pentru un punct S e A, punctele M, M' N,N' sunt astfel
—

incit OP = SM, O'P' = SM’ @ SN O’Q’ = SN’ atunci M M'||[NN' sau
M=M =S85,

2) OQ|OQ" &i exista o terna (O",P",Q") cu proprietatile: 0"Q" ) 0Q,
(0", P",Q") ~ (O,P,Q) si (O",P",Q") ~ (0, P',Q") cain cazul 1).
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FIGURA 3.3 Aseméinarea ternelor:
Cazul generic

EXERCITIUL 3.23. Aseminarea e o relatie de echivalentd pe multimea ternelor.

Vom nota % sau [(O, P, Q)] clasa de asemdinare a ternei (O, P,@). O clasi de

asemanare de terne se numegte raport.

Notam K multimea rapoartelor. Vom defini adunarea gi inmultirea rapoartelor in
aga fel incat K si devina corp, nu neapirat comutativ.

Elementul 0 si unitatea lui K sunt definite de:

LEMA 3.4. FieO #Q, 0' # Q'. Atunci (0,0,Q) ~ (0',0',Q") 5i (0,Q,Q) ~
0, Q" Q").

L s e < def 5@ _. 1 def 0O
Demonstratia e imediata. Notam 0 = 56 sil= TR

Pentru a mima experienta noastra de calcul cu numere rationale, pentru a aduna
doud rapoarte vom avea nevoie si le ,aducem la un acelagi numitor“. Acest lucru
este asigurat de:

ProprozITIA 3.21. Fie (O, P,Q) o ternd oarecare gi fie O', Q' puncte proprii.
Atunci existd un unic punct propriu P’ astfel incit (O, P,Q) ~ (O', P',Q").

Demonstratie. Presupunem intai cd dreptele OQ si O'Q’ sunt neparalele si
O # P (adica [(O,P,Q)] # 0). In punctul O' consideram bipunctele (O', P") i
(0', Q") echipolente, respectiv, cu (O, P) si (0, Q). Prin P” ducem unica paraleli
d la Q'Q" (vezi observatia 3.6). Evident d nu e paraleld cu O'Q’, altfel prin Q'
ar exista doud paralele distincte la d. Deci exista {P'} =dnO'Q', P' € M — H.
Rezultd (O, P,Q) ~ (O', P',Q"). Unicitatea e o consecinti a definitiei echivalentei
ternelor gi a observatiei 3.6.
Dacd O = P, atunci punem P' = 0.
Daca dreptele OQ si O'Q’ sunt paralele, considerdm d o dreapti prin O, diferita
de OQ. Fie P",Q" € d astfel incat (O, P",Q") ~ (O, P,Q). Pe de alti parte, fie

d' paralela la d prin O'. Ludm pe d' punctele P, Q" astfel incdt OP" = O'P" si

OQ;’ = 0'Q". Paralela prin P" la Q'Q"" taie dreapta O'@Q’ in punctul P’. Acesta
e punctul cautat. |

COROLARUL 3.7. Fie r = % un raport. Atunci, pentru orice vector liber v',

. V) . . A A !
eristd un unic vector liber u' astfel incat r = £ = 2

v v
Adunarea rapoartelor. Fie r; = 2+ € K, i = 1,2. Alegem v € V nenul (acesta
va fi numitorul comun). Conform corolarului anterior, existi, unici, vectorii liberi
PN ! def o’ ! o v
u, astfel incat r; = “7 Acum punem 1y + 79 = %, unde, la numarator, am
folosit suma vectorilor liberi deja definitd. Ca intotdeauna cind lucrdm cu clase de
echivalentd si definim ceva cu ajutorul unor reprezentanti, urmeaza sa aratam ca
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definitia data e independentd de alegerea reprezentantilor: 1asdm aceasta verificare
pe seama cititorului. Noi demonstram ca:

ProPOZITIA 3.22. Suma rapoartelor nu depinde de alegerea numitorului comun
ales.

FIGURA 3.4 Suma rapoartelor nu
depinde de numitorul comun ales

7 1”
Demonstratie. Fie v # w si si presupunem cd r; = % = 2=, (i = 1,2 aici si
wituy _ uituy

pe tot parcursul demonstratiei). Vom aréta cd - Pentru aceasta, fie
S € A arbitrar (vezi figura aldturatd). Fie U], U}, U',U",V,W astfel incat:

7 ! 7 / o / / _V)
SU| = uf, SU% =uy, SU =uj+u),, SV =u,
SUl=u, SUI=wl, SU" =u!+ul, SW = w.
E clar ca U], U}, U, V, respectiv U;', Uy, U", W, sunt coliniare.

1) Dacd SV }t SW (caz descris in figurd), trebuie si ardtdm cad U'U"|[|[VW.
Pentru aceasta avem nevoie de doua triunghiuri cu doua perechi de laturi paralele
carora sa le aplicam teorema lui Desargues in versiunea 3.17. Deocamdata stim ca:

ul ull
VWI|UU" deoarece — = %
v w
! "
uhy  u
VWI||USUY  decarece —2 = -2,
voow

Atunci va fi suficient si demonstram ci U'U"||UsUY. Facem urmétoarea construc-
tie: ducem prin U, paralela la SW gi prin U]’ paralela la SV. Acestea se taie
in punctul propriu X. Analog construim punctul propriu Y cu proprietatea ca
UsY||SW, UJY||SV. Teorema lui Desargues 3.17 aplicatd triunghiurilor (U]U;'X)
si (U3UYY) aratd ca punctele X,Y, S sunt coliniare. Aceasta sugereazi ca unul
dintre triunghiurile de care avem nevoie s fie (XU'U").

Avem, in continuare, nevoie de un punct T' € SX astfel incat UST|U'X si
UYT||{U"X. 1l determinim aplicAnd reciproca teoremei lui Desargues triunghiurilor
(SULUY) si (XU{UY). Rezultd concurenta dreptelor SX, UjUY si UjUY intr-un
punct 7. .,

_>Acum arété_m)cé UiT|U'X i UJT||\U"X. Intr-adevér, SU' = v} + uh implica
U U =) = U'X,deci U'X||UU;". Lafel, U" X||U,U,. In fine, teorema lui Desar-
gues aplicata triunghiurilor omoloage (XU'U") si (TU4U,') termina demonstratia.

2) Dacd SV||SW, atunci, din insigi definitia relatiei de asemanare, (S,U;,V) ~
(S,U{", W) implica existenta unui punct S’ cu ajutorul ciruia ne putem reduce la
primul caz. O

PrOPOZITIA 3.23. (K,+) e grup comutativ.
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Demonstratie. Asociativitatea (respectiv comutativitatea) adunarii rapoarte-

lor derivd din asociativitatea (respectiv asociativitatea) adunirii vectorilor liberi.

Elementul nul este 0 = [(0,0,Q)], iar opusul lui 7 = ¥ este —r = =¥, unde —u

este opusul lui u in (V, +). O

. Trecem acum sa definim
Inmaultirea rapoartelor. Fie r; = 7%, i = 1,2. Daca ro # 0, existd un unicw € V
k)
w

astfel incat r; = - Punem

0 daca ry =0,

w o
— dacd rq #0.
V2

def
rre =

Observati ca, din constructie, produsul nu este comutativ. Ca gi pentru suma,
cititorul va demonstra:

PROPOZITIA 3.24. Produsul rapoartelor nu depinde de alegerea reprezentanti-
lor.

In sfarsit, avem:
ProPOZITIA 3.25. (K — {0},-) e grup (in general, necomutativ).

Demonstratie. Asociativitatea inmultirii este imediata.
Unitatea este 1 = [(O,Q, Q)] = % pentru orice u € V' — {0}. Evident 1 # 0.

D — -1 —
Inversul lui r = 7 # O este r = = =. O

Cu toate aceste pregatiri, suntem in masura s demonstram:
TEOREMA 3.5. (K, +,-) este un corp (necomutativ).

Demonstratie. Tinand seama de propozitiile 3.23 si 3.25, mai avem de probat
distributivitatea inmultirii fatd de adunare. Datoritd necomutativitatii inmultirii,
trebuie sa tratam separat distributivitatea la stanga de cea la dreapta.

Distributivitatea la dreapta: (r1 + ro)r = rir + ror rezulta direct din definitia
operatiilor, luand r; = %+, i =1,2,r = 7, daca r # 0. Cazul r = 0 este banal.

Distributivitatea la stdnga nu mai e evidentd. Vrem si ardtam cd r(ry +73) =
rry + rre. Daca unul dintre 71,72, este nul, sau daca ry + r. = 0, proprietatea este
evidenta. Presupunem r; # 0 gi r1 + r2 # 0. Fie

Uy U2 ai as a
rn =—, ro = —, r=——= -
w w U1 uo u1 + us
Cu aceste alegeri, (motivate a posteriori), relatia de probat devine: a = a; + as.
Punem

B[S, 4,10)], 2 = [(S, 4, V)]

Uy U2
— =
si putem presupune SA; # SAs. Construim U astfel incat .@) = SU;, + SUs

(a_ve>m deci SU1||UU si SUs||ULU). La fel construim punctul A astfel incat SA =
SA; + SAs. Deoarece A1 A||UU,, Ay A||UU2, Ay As||UiUs, reciproca teoremei lui

——

Desargues implica coliniaritatea punctelor S, A,U. Atunci % = %%, de unde
1

aitas _ a1 v a1 _ a . . v _

a2 =2 Pe de alta parte, - = e De aici rezulta a1 + a2 = a. O

Corpul K construit mai sus se numeste corpul rapoartelor sau corpul coor-
donatelor. Denumirea din urma va fi justificatd de introducerea, mai departe, a
coordonatelor omogene intr-un spatiu proiectiv desarguesian.
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PRrOPOZITIA 3.26. Multimea vectorilor liberi V are structurd naturala de spativ
vectorial peste corpul K (la stinga, dacd K e necomutativ).

Demonstratie. Deoarece (V,+) este grup comutativ, mai trebuie si definim
inmultirea externa cu scalari din K. Fie r € K i v € V arbitrari. Punem

0 daca v=0,
def{

ry = . u
u dacd v#0, unde r=—.
v
R&mane cititorului sd demonstreze ci (V, +, -) satisface axiomele de spatiu vectorial.

O

6. Independenta corpului coordonatelor de hiperplan

Conform constructiei anterioare, ar trebui si scriem K(H) pentru a pune in
evidentd dependenta lui K de hiperplanul fixat initial drept hiperplan de la in-
finit. In cele ce urmeaza demonstram ca, de fapt, corpurile corespunzatoare unor
hiperplane diferite sunt izomorfe.

LEMA 3.5. Fie (M,D), (M',D") doud spatii sau plane proiective desarguesiene
st f: M — M' un izomorfism proiectiv. Fie H un hiperplan al lui M gi K corpul
coordonatelor corespunzator. Atunci corpul K' asociat hiperplanului H' = f(H) al
lui M' este izomorf cu K.

Demonstragie. S& observim intai cd, datoritd propozitiei 3.12, f(H) e hiper-
plan, deci enuntul e corect. In plus, f duce puncte proprii in puncte proprii ale
lui M' deoarece f(M — H) = M' — H'. Cum f e morfism proiectiv, el va aplica
drepte in drepte, in particular drepte proprii in drepte proprii. Pe de alta parte,
se verifica ugor ca f duce drepte paralele din M in drepte paralele din M’ (aici
e esential faptul cd H' = f(H)). Rezultd ci f induce o aplicatie F' : V — V'.
De asemenea, f induce o aplicatie intre terne care, cum f pastreaza paralelismul,
duce terne asemenea in terne asemenea. Deci f induce si o aplicatie ¢ : K — K'.
Repetim rationamentul pentru f~! care va induce o aplicatie ¢’ : K' - K. E
ugor de vazut cd aceasta e inversa lui . Ca ¢ e morfism de corpuri se verifica
imediat. O

Acum putem formula rezultatul cel mai important al sectiunii:

TEOREMA 3.6. Fie H,H' doud hiperplane ale spatiului sau planului proiec-
tiv desarguesian (M,D). Atunci corpurile K gi K' asociate lor sunt izomorfe
(necanonic).

Demonstratie. Este suficient sa avem un automorfism al lui M care sa aplice H
in H', apoi putem aplica lema anterioard. Existenta unui asemenea automorfism va
rezulta imediat dup# introducerea coordonatelor omogene®. Tot acolo se va vedea
cid un asemenea automorfism nu e, in general, unic; de aici caracterul necanonic al
izomorfismului dintre cele dou& corpuri. a

ExeEMPLUL 3.10. Corpul coordonatelor asociat planului lui Fano (care, reamin-

tim, satisface axioma lui Desargues) este Zo. intr—adevér, fie Ay,..., A7 punctele
planului lui Fano. Alegem dreapta A5A; (Ag € AsAsz, vezi Figura 3.1) ca dreapta
de la infinit. R&man punctele proprii A;, A, Ay, A7 care determing doar do-
ud clase de echivalentd de terne: prima contine ternele asemenea (Ap, A, As),
(Ala Ala A4)7 (Ala Al) A7)7 (AQ; AQ; A7)7 (AQ; A23 A4)7 (A27 AZ) Al); (A47 A4; A7)3

3Este prima §i ultima oard cand facem trimitere la un rezultat care se va demonstra ulterior.
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(A43 A47 AZ), (A43 A47 Al)a (A73 A77 Al), (A73 A77 Az), (A73 A77 A4)7 a doua cont;ine
ternele: (A1, Az, As) ~ (A1, Ay, Ay) ~ ---. Notdm prima clasi cu 0, a doua cu 1 si
obtinem Zs.

ExEMPLUL 3.11. Fie F un corp comutativ. Corpul coordonatelor asociat lui
P"F este izomorf cu F.

Vom urmari pas cu pas constructia corpului asociat lui P*F'. Fie H hiperplanul
{[0,z1,...,2,]} (vezi notatiile de la sfargitul exemplului 3.3). Este imaginea prin
proiectia canonici a hiperplanului {z¢g = 0} din F"*1. Atunci punctele proprii sunt
caracterizate de neanularea coordonatei xo. Datorita relatiei de echivalenta cu care
a fost definit P™F, vedem ci punctele proprii sunt de forma A = {[1,z1,...,2,]}.

Determindm acum expresia analitici a echipolentei. Fie (A, B) ~ (4',B') cu
A =[la1,...,ay], B = [L,b1,...,by], A = [L,0a},...,a], B = [L,b],...,b ]
Presupunem pentru nceput A # B, A' # B', AB # A'B’'. Atunci echipolenta se
traduce prin AB||A'B' si AA'||BB', adica prin ABNH =A'B'NHg AANH=
BB' N H. Pe de altd parte, punctele dreptei AB sunt de forma (vezi paragraful
2.4) [a+ B,aa1 + Bby,...,aa, + Bby], a, B € F, neanulandu-se simultan. Analog,
A'B' = {[o + B, 0/d} + B,,...,alal, + BH,]; o', B € F, (!, 8') # (0,0)}. Astfel
ca ABNH = A'B’' N H revine la:

a+pB=a +p' =0, aa;+pb =k(da,+p'Y,), k#0, i=1,...,n.
de unde obtinem:

ala; —b;) = kd'(a; —b}), i=1,...,n, a,a €F —{0}.
Deci, daca notam A = k%’, putem scrie conditia de paralelism sub forma:

ap —by _as—by an — b,

&y G0 gy ey
Analog, AA'||BB’ este echivalent cu:
ai—a) _ ax—ay __ Qp—a, _
bi—b, o=, T ba—b,

Din cele doua seturi de conditii eliminam a; si obtinem:
A=Daj+ (p—Nb;+ (1 —pb; =0, i=1,...,n.
Daci A—1#0saup— A #0saul—pu #0, avand in vedere ¢cd (A — 1) + (u —
A)+ (1 —p) =0, ar rezulta A', B', B coliniare, contradictie. Deci A = pu = 1.
Finalmente, conditia de echipolenta este:
(3.2) al_bl:all_ lla"'aan_anU/;z_b;z'
Celelalte cazuri de echipolentd, corespunzitoarelui A = B, A = A’ sau A, B, A', B’
coliniare conduc la aceleagi ecuatii 3.2. Ca urmare, putem defini f : V' — F™ prin
f(A_B)) =(by —a1,...,bp, —a,) € F". Pe de alta parte, dati u,v € V putem alege
reprezentanti de forma u = AB, v = BC' ceea ce conduce la u +v = AC' ciruia i
se asociazd punctul (¢; — a1,...,¢n — ayn)- In consecingd, f e un izomorfism al lui
(V,+) pe (F", +).
Fie acum 7 multimea ternelor lui P"F. Ciutdm expresia in coordonate a
conditiei de asemanare. Fie ternele asemenea (O, P,Q), (O', P',Q"). Presu%em
—
0Q }t O'Q’' si alegem punctele proprii S, P1,Q1, Q1 astfel incat SP, = O?, SP| =
— —
O'P', 5Q, = 00, 5Q! = 0'Q". Daci avem S = [, 51,...,84), O = [1,01, .. ., 00],
O = [1,0},...,0}), P = [1,p1,...,p0a], P' = [1,01,..,00), @ = [1,q1,---,¢n),
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—

=[1,q,-..,q,], atunci, din SP; = 0? si din constructia anterioara deducem
(?) = (p1 —01,---yPn — On). Atunci P, = [1,p1 — 01 + 81,.--,Pn — On + 83,
P’ = [L,py — 0] +81,...,p;, — 0, + 8n], Q1 = [L,q1 — 01 + 81,...,n — On + 84),
< él q1 - Olé +(31,). . .,q;Ll— o), + sp]. Conditia de asemanare este P P;||Q1Q}.

inén seama de (3.1), rezulta:
pi — 0; +8;) — (p; — 0; + si)
(g — 0i + 8:) — (g; — 0} + si)

= i=1,...,n

sau, echivalent:
(3.3) pi—0i—pi+oi=ANgi—0i—qj+0}), i=1,...,n

Coliniaritatea punctelor O, P, @, respectiv O', P', Q' implicd existenta scalarilor
a, o, 3, 5" astfel incat

a+pf =1, pi=ao+ B,

o +p =1, pi=dd,+p4q, i=1,...,n
In aceste relatii se elimind [, respectiv 3’ si se obtin:
(34) pi=aoi+ (1 -a)g, p;=do;+(1-a)g.
Inlocuim in (3.3) si gdsim:

(@a=14+XN(0;—q)=(a =1+ X0, —¢q}), i=1,...,n.
Pe de alta parte, conditia OQ }f O'Q" conduce la:
a—1+A=a —-1+X=0

de unde a = o'. Cu acestea, (3.4) se pot scrie:

(3.5) Pimo _PiT% _1_q i=1,..n
q; — 05 q; — 0;
Aceasta e conditia de asem#nare a ternelor pentru cazul OP }t OQ. Celalalt caz,
OP||0Q, conduce la aceeasi conditie.
Fie K corpul coordonatelor lui P™F' asociat hiperplanului fixat H. Definim
¢ : K — F prin

)
K>r= —or)=1—a€F,
04

cu « dat de formulele (3.5).
a) v e bijectie. Fie a € F. Fixam arbitrar O # @ in A. Atunci existd un unic punct

propriu P € OQ astfel incat go(%) = a. Intr-adevir, cu notatiile anterioare, nu

avem decét sa punem P = [1,p1,...,pp] cup; = (1—a)o;+ag;, i =1,...,n. Pentru
altd alegere O’ # @', va rezulta punctul P! = [1,(1—a)o| +ag},...,(1—a)ol, +aq))].
— 2

19
b) ¢ e morfism de corpurl. Sa vedem ca ¢ e aditiva: fie r,r’ € K. Putem presupune
]
r= % r = %}P Atunci r + 7' = —%LOP

forma & 7 pentru a putea determina a corespunzitor. Fie, deci, R[1,71,...,7p],

cu OP + 0O P' — OB. Rezultd R = [1,pf +p1 —0f,...,p, + pn — 0]. Atunci

At din p(ZE) =asid 1t 28 = 9
unci, din ¢(£= Q) a si din (3.5) rezu a:Q %5

. Trebuie sa punem acest raport sub
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o(r+1r') = 30(%) = n=o o BiHPI01md pg o ity parte, p(r) = D=2

q1—01 q1—01 gi—o1’

o(r') = =9 deci p(r +1') = p(r) + ¢(1').

q1—01

_—

Demonstram acum cd o(rr') = p(r)p(r'). Daca r' = 0, scriem r’ = i
p0) =0€ F. Cum r -0 = 0, deducem o(r - 0) = ¢(r)p(0). Daca r' # 0,
—— — —5

si rezulta

! 7 4 ! — )
fie ¢ — (Opz’lg' cuO #£Pgr= %. Atunci rr’ = g,:é; st p(rr') = 5’1—2’1’
1 1
7 7 7
or) = 2373% o) = 2}72} ceea ce, tinand seama ca F' e comutativ, incheie
1 1 1 1
demonstratia.

OBSERVATIA 3.7. In general, pentru un spatiu vectorial W oarecare peste cor-
pul comutativ F, corpul asociat lui P(W) este izomorf cu F i spatiul vectorial al
vectorilor liberi e izomorf cu W.

7. Comutativitatea corpului si axioma lui Pappus-Pascal

Vom vedea acum ce conditii geometrice asigura comutativitatea corpului aso-
ciat unui spatiu sau plan proiectiv desarguesian. Introducem intéi:

Axioma lui Pappus-Pascal. Fie (M,D) un spativ sau plan proiectiv gi d, d'
doud drepte ale sale concurente in punctul O. Fie A; € d, A} € d', i =1,2,3, puncte
distincte intre ele si distincte de O. Fie {P} = A; AbNA A}, {Q} = A1ALN Az AL,
{R} = Ay A N A3 Al Atunci punctele P,Q, R sunt coliniare.

FicurA 3.5 Configuratia din
axioma lui Pappus-Pascal

Un plan care verifici axioma Pappus-Pascal* se numeste pappian.

TEOREMA 3.7. (Hessenberg.) Un plan proiectiv care satisface axioma lui Pap-
pus-Pascal, satisface si axioma lui Desargues.

Demonstratie. Fie (m, D) un plan proiectiv pappian. Fie d € D o dreapta fixatd
in 7 pe care o vom considera dreapta de la infinit (deci are sens sa vorbim despre
puncte proprii, paralelism etc.). Demonstrim intdi un caz particular al teoremei
lui Desargues, versiunea afind 3.17. Fie ABC gi A'B'C’ doud triunghiuri omoloage:
A# A, B#B,C+#C" s AA'NBB' NnCC" = {0}, dreptele AA’, BB', CC'
fiind distincte doud cite dous. Presupunem ci A'B'||AB gi A'C'||AC gi ardtdm cd
BC||B'C'. Ducem, pentru inceput paralela § la AC prin O. Notdm {D} = §N AB.
Cum B'D intersecteaza ¢ (vezi figura),

4Blaise Pascal, 1632-1662, filosof si matematician francez.
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FIGURA 3.6 Demonstratia teoremei
lui Hessenberg

rezultd cd B'D taie A'C’ intr-un punct propriu E. Aplicim axioma Pappus-Pascal
tripletelor (D, E,B'), (A’,0,A): cum DO|EA' si DA ||A'B' (adica punctele re-
spective de intersectie se afld pe dreapta d de la infinit), deducem ci gi punctul de
intersectie al dreptelor EA si OB’ se afl pe d, adica EA||OB’. Ca urmare, EA
taie OC' intr-un punct propriu F gi FA||OB.

Acum aplicim aceeasi axioma tripletelor (O, C, F) si (A, D, B): din OD||CA,
OB||F A rezultd CB||FD.

In sfarsit, axioma lui Pappus-Pascal aplicat} tripletelor (O,C', F), (E,D,B')
unde OD||C'E, OB'||EF, asiguri C'B'||FD. In consecintd BC||B'C" si am demon-
strat teorema lui Desargues in versiunea 3.17.

In cazul general, fie {P} = ABN A'B', {Q} = ACN A'C", {R} = BCN B'C".
Alegem d = P(Q si reducem problema la cazul particular deja demonstrat. |

Dam acum rezultatul anuntat:

TEOREMA 3.8. Un spatiu sau plan proiectiv satisface axioma lui Pappus-Pascal
daca gt numai daca corpul sau de coordonate e comutativ.

Demonstratie. S& presupunem ca (M, D) satisface axioma lui Pappus-Pascal.
Fixam un hiperplan H in M cu ajutorul caruia construim corpul coordonatelor K.
Fie r1,72 € K. Fie O un punct propriu si d o dreapta pri_n) O pe care_c}onsiderém

punctele proprii distincte A, As, Az astfel incat r, = g:il;, ry = %%. Fie, de
3 1

asemenea d' # d altd dreaptd prin O, tot proprie, pe care alegem punctele proprii
distincte Aj, A, A} astfel incit si obtinem urmétorii reprezentanti pentru r,rs:

Al
oA oA N

ry = =%, ro = =. Rezulta ternele asemenea:
0A] OA]

(OaAlaA3) ~ (OaAl‘o‘:All): (O;A2;A1) ~ (OuAllaAl2)
Deci avem perechile de drepte paralele: A; A5||AsA} si A2Af||A1A4). Astfel, daca
{P} = A1A5 N Aj Ay gi {Q} = A1 A5 N AgAl, deducem P € H, Q € H. Cum un
hiperplan contine dreapta determinatd de doud puncte ale sale, avem PQ C H.
Pe de altd parte, din definitia iInmultirii rapoartelor,

OA; OA; OA; § 04l 04l 04}

> - 7 = 7 1r2 = 5 = > "

Ay OA; OA; 04l 04l 04]
Astfel, pentru a proba comutativitatea corpului, e suficient si ardtim ca ter-
nele (O, Az, A3) si (O, A}, A) sunt asemenea; ceea ce revine la a demonstra ci
Ay AL]|ALAs. Echivalent, notdnd {R} = A2A}{ N AL As, trebuie vizut c& R € H.

Or, axioma Pappus-Pascal aplicatd tripletelor (A;, As, Az), (A4}, Ab, AS) implicd
R € PQ si, cum PQ C H, avem R € H, ceea ce trebuia demonstrat.

ror1 =
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Demonstram acum suficienta conditiei. Reamintim ca pentru orice doua hiper-
plane in M, corpurile asociate sunt izomorfe. Deci sunt toate comutative sau toate
necomutative. Consideram acum configuratia din enuntul axiomei lui Pappus-
Pascal. Alegem un hiperplan H care sa contind dreapta PR (orice dreapta poate
fi inclusd Intr-un hiperplan). Atunci au loc aseméanarile (O, Az, A3) ~ (O, A%, AL)
gi (0, Aq, As) ~ (0, A}, A)), astfel ci putem considera rapoartele

__o4 oAl 04 oAl
1= = = s 2= — = R
04> 04 043 OA2i

Cum corpul rapoartelor e comutativ, avem r1ry = 7911 ceea ce implica (0, A1, Az) ~
(0, A, AY). Atunci A; A%||AsA!, cu alte cuvinte ) € H. Dar cum toatd configu-
ratia e continutd intr-un plan, cel generat de dreptele concurente d,d’ ale crui
puncte de la infinit stau, toate, pe o dreapta, dreapta improprie a planului care in
notatiile noastre este exact PR, rezultd () € PR. |

8. Recuperarea geometriei afine

In cele ce urmeazi vom presupune c& (M, D) este un spatiu sau plan proiectiv
care satisface axioma lui Pappus-Pascal. In particular, el satisface axioma lui De-
sargues si corpul coordonatelor asociat oricarui hiperplan al lui M este comutativ.

Fie, deci, H un hiperplan fixat in M gi K corpul coordonatelor construit cu
ajutorul sdu. Reamintim c& multimea vectorilor liberi V' este un spatiu vectorial
peste K. In consecinta putem introduce In mod natural o structura de spatiu
afin pe A = M — H cu ajutorul aplicatiei ¢ : A x A = V, 9(A,B) = 4B
Proprietitile din definitia 2.1 se verifici ugor (cd po e bijectie pentru orice O
rezultd din propozitia 3.19, iar relatia (A4, B) + ¢(B,C) = ¢(A,C) e consecinti
directd a definitiei adundrii vectorilor liberi), astfel ci putem enunta:

PROPOZITIA 3.27. Pentru orice fixare a unui hiperplan H al unui spativ sau
plan proiectiv (M, D) care satisface axioma lui Pappus-Pascal, (A,V,p) este un
spativ afin peste corpul comutativ K.

Extinzand conventiile folosite pand acum, vom spune ci un subspatiu proiectiv
e propriu dacd nu e inclus in H gi ca e impropriu in caz contrar.

OBSERVATIA 3.8. Variind hiperplanul H, putem acoperi M cu spatii afine (le
putem considera toate peste acelagi corp, anume K). De fapt, dacd dim M =n <
00, M se poate acoperi cu n+ 1 spatii afine. Acest lucru este foarte clar in cazul lui
P"K: punem H; = {[zo,...,%n] | 2; #0},i=0,...,nsi A; = P"K — H;. Atunci
P"K = U;A;. Mai mult, se poate verifica ugor ca f; : A; = K", fi([zo,...,2s]) =
(52,..., 7%, T4 L., =) sunt bijectii.

;i Ti Ti
Studiem in continuare legitura dintre varietatile liniare ale lui A gi subspatiile
proiective ale lui M. Avem intai:

PROPOZITIA 3.28. Fie d € D o dreaptd proprie si do, punctul sau impropriu.
Atunci § =d — {dxo} € o dreaptd afind.’

5Vom pastra aceastd conventie: varietdtile liniare afine ale lui A vor fi notate cu caractere
caligrafice sau grecesti, in timp ce subspatiile proiective, cu caractere romane.
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Demonstratie. Fie O € § fixat si fie V5 = {@)1 | A € 6}. Conform propozitiei
2.6, § e subspatiu afin daca si numai daca Vs e subspatiu vectorial al lui V. Apoi,
pentru a vedea ca § e dreaptd mai trebuie verificat cd dim Vy = 1. Alegem U # O

in §; pentru orice A € § putem considera raportul r = %. Atunci m =r0
(vezi definitia inmultirii cu scalari din V). Reciproc, dat r € K, punctul A definit
de egalitatea OA = rOU e coliniar cu O si U, astfel ca A € §, deci (ﬁ eVs;. In

concluzie, V5 = {r07 | r € K}, adicd Vj e subspatiu vectorial 1-dimensional al
lui V. O

Constructia inversa e, de asemenea, posibila:

PROPOZITIA 3.29. Fie d o dreaptad afing a lui A. Existd o unica dreaptd proprie
d € D astfel incit 6 =d — {dwo}, unde {do} =dNH.

Demonstratie. Fie A, B puncte distincte ale lui 6. Consideram dreapta pro-
iectiva d = AB. Fie {ds} = dN H. Si ardtdm cid § = d — {dx}.® Notand,
ca mai sus, Vs subspatiul director al lui §, stim ci {ﬁ} e o bazi a sa. Atunci,
pentru orice S € §, existd r € K astfel incat R = rAB. Inseamn} ci r se poate
reprezenta prin r = %. Deducem ca S e punct propriu coliniar cu A, B. Altfel

spus, S € AB — {d}.
Reciproc, fie S un punct propriu al dreptei proiective AB. Definim raportul

re€ Kprinr = %. Rezulta R € Vs, adica S € 4.
Unicitatea lui d deriva din axioma P1. O

COROLARUL 3.8. Ezistd o bijectie intre dreptele proprii ale lui (M, D) si drep-
tele (afine) ale lui A. Unei drepte proiective proprii i corespunde dreapta afind
rezultatd prin eliminarea punctului impropriu ol dreptei proiective.

Generalizam acum acest enunt pentru subspatii de dimensiune arbitrara.

ProOPOZITIA 3.30. Necesar gi suficient ca o submulfime L a lui A sa fie varietate
liniard e sa existe un subspatiu proiectiv propriu L al lui M astfel incat L = L—H.

Demonstratie. Dacd £ = () sau L este un punct, proprietatea este evidenta.
Fie, deci, £ # 0 o varietate liniard afind neredusé la un punct. Orice doud puncte
distincte A, B din £ determina o unica dreaptd afind § gi o unica dreapta proiectiva
proprie d (deoarece L e proprie). Aceastd dreaptd proprie taie H intr-un punct.
Definim Lo, = {deo | {doo} = dNH,d = AB, cu A,B € L}. Fie L = LU Ly
Evident avem £ = L— H. S& aratam ci L e subspatiu proiectiv. Conform definitiei,
trebuie sa vedem ca L contine dreapta proiectiva determinata de oricare doua
puncte distincte ale sale. Avem mai multe cazuri posibile:

a) A, B € L. Ele genereaza o singura dreapta afina ¢ care, potrivit corolarului
anterior, determind dreapta proiectivi AB = § U {dx}, unde {dx} = ABN H.
Rezulta AB C L.

b) A € L gi B € Ly. Dreapta proiectivd AB contine cel putin inca un punct
C diferit de A gi B (conform P2). Acesta e sigur propriu. Deoarece AB = AC,
putem aplica a) pentru punctele A, C.

¢) A, B € L. Aceste puncte sunt intersectii ale unor drepte proiective generate
de puncte din £ cu H. Fie, deci, Ay, Ay € L astfel incdt A;As N H = {A}. Fie

6A‘cengie! Imaginea geometricd va pacileste aici: nu e deloc evident ca multimile d si § diferd

doar prin punctul de pentru ci notiunile afind si proiectivd de ,dreaptd® sunt, a priori, diferite.
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C € AB, distinct de A, B (existd, conform axiomei P2). Axioma P3 (respectiv
non P4 dacd (M,D) e un plan proiectiv), aplicatd dreptelor A;As, BC care se
taie in A, furnizeazd punctul {E} = BA; N AyC; acesta e propriu, altfel EC C H,
deci As € H, contradictie. Dreptei BA; i se poate aplica punctul b) al acestei
demonstratii: obtinem BA; C L. Rezultd E € L. Acum aplicim punctul a)
dreptei EA, si gasim, in final, C' € L.

Reciproc, fie L subspatiu proiectiv propriu al lui M §i £ = L — H. Pentru a
vedea ca L e varietate liniara, fie A # B € L. Trebuie aratat cd dreapta afina §
generatd de A, B e continutd in £. Or, din corolarul anterior stim ¢4 § = AB — H
si,cum ABC L, 6 C L. O

EXERCITIUL 3.24. Fie S C A. Atunci Af(S) =S — H.

OBSERVATIA 3.9. S-a obtinut o bijectie intre subspatiile proprii ale lui M gi
varietatile liniare ale lui 4, bijectie care o extinde pe cea gasitd in corolarul 3.8.

Deoarece dreptelor proiective proprii le corespund bijectiv drepte afine, e natu-
ral ca prin bijectia de mai sus dimensiunea subspatiilor sa se pastreze. Intr-adevar:

Prorozi1ia 3.31. Fie L un subspatiuv proiectiv propriu al lui M si L varietatea
liniarda corespunzatoare din A. Dacd L e nevidd, atunci dim £ = dim L.

Demonstratie. Fiedim £ =rgi S = {F,...,P.} unreper afin al lui £. Aritdm
ca S e baza pentru L. C3 e sistem de generatori rezultd din exercitiul 3.24. Pentru
a vedea ca S e sistem proiectiv independent, presupunem, prin absurd, ci exista

k € {0,1,...,r} astfel incdt P, € S —{Py}. Atunci P, € S—{P:} — H, deci
Py, € Af(S — {P,}), contradictie cu afin independenta lui S. Deci dimL =r. O

In particular, avem urmatorul rezultat important:
COROLARUL 3.9. dim A = dimV = dim M.
Sa definim acum paralelismul subspatiilor proprii:

DEFINITIA 3.19. Doui subspatii proprii L;, Lo se numesc paralele” daci L; N
HQLQQH sauLgﬁHngﬂH.

Legatura dintre paralelismul afin gi cel proiectiv este explicitata in:

PROPOZITIA 3.32. Ly||Ly dacd si numai dacd L1||L2, unde £; = L; — H;
i=1,2.

Demonstratie. Fie Li||Lo si, pentru a face o alegere, si presupunem L; N H C

L, N H. Vom demonstra ca Vz, C V,,. Fixam O; € £y si O14; € V;, — {0},
arbitrar. Cum punctele O; si A; sunt distincte, ele genereaza o dreaptid proiectiva
dy = 01A; care e cuprinsi, in intregime, in L. Fie {d1,} = di N H punctul ei de
la infinit. Din ipoteza, d; ., € Ly N H. Atunci exista o dreaptd proiectiva proprie
dy C Ly astfel incit dio, = dago. Rezultd di||d2 (paralelism proiectiv). Atunci

putem gasi pe da reprezentanti pentru vectorul O1 A;: fixdm arbitrar Oz € da —da

si existd un unic As € dy propriu astfel incat O1 A; = O2As. Dar Oz A5 € Vi, ceea
ce trebuia demonstrat.

Reciproc, presupunem L1||£s. Ca mai sus, alegem Vy, C V.,. Ardtim ci
LiNHCLy;yNH. Fie R € Ly N H. Exista o dreapta proprie d; C L, astfel incét
dis = R. Atunci, pentru orice doua puncte proprii distincte A1, By € dy, vectorul

A1B, € Vg, deci A1 By € Vi,. Ca urmare, exista, pentru fiecare Ay € Lo, un unic

"Scriem L1||L2 si deducem din context dac¥ || se referd la paralelismul poiectiv sau afin.
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— —
By € L, astfel incat As By = A1 B;. Acum dreptele proiective A1 By si A By sunt
paralele ca urmare a definitiei relatiei de echipolentd. Deducem R € A;Bs, adica
ReL,NH. O

9. Coordonate omogene. Ecuatiile subspatiilor proiective

9.1. Introducerea coordonatelor omogene. Ca si in paragraful anterior,
(M,D) va fi un spatiu sau plan proiectiv care verificd axioma Pappus-Pascal (in
particular, conform teoremei lui Hessenberg, el satisface gi axioma lui Desargues).
Fie n = dim M. Fixand un hiperplan H in M, corpul K construit in paragrafele
anterioare este comutativ. Notdm A = M — H spatiul afin al carui hiperplan de la
infinit este H.

Dupa modelul coordonatelor afine, vrem s asociem fiecirui punct al lui M nigte
scalari din K (incd nu stim cati vor fi necesari) care si identifice punctul. Pentru
aceasta, si fixdm un reper cartezian (vezi definitia 2.6) R={0;e1,€3,...,€e,} In
spatiul afin A4; aici O € A si {e1,es,...,e,} e 0 bazd a spatiului vectorial al
vectorilor liberi V.

OBSERVATIA 3.10. Conform exemplului 3.11, spatiul vectorilor liberi asociat
lui P"K este izomorf cu K™. De aceea, convenim ca, atunci cadnd lucrdm in P"K,
reperul vectorial {ei,...,e,} si fie, in lipsa altei mentiuni, cel canonic din K™.

Oricérui punct propriu R € A al lui M i se pot atasa coordonatele sale car-
teziene, in numar de n, in reperul R. Daci, insa, R e un punct impropriu, adica

R € H, vectorul O? nu exista si R nu poate primi coordonate carteziene. Privim
atunci R ca punct de intersectie al unei familii de drepte paralele din A gi 1i aso-
ciem parametrii directori ai directiei lor comune. Mai precis, fie d,d' drepte proprii
ale lui M cu dN H = d NH = {R}. Dreptele afine §,4' corespunzitoare lor
sunt paralele gi au acelagi subspatiu director V;. Fie {e} o bazi a lui V;. Con-
sideram descompunerea e = Z?zl x;e;. Deoarece orice altd bazd a lui Vi este
de forma {ae}, a € K, scalarii (z1,...,2,) caracterizeaz, pani la un factor de
proportionalitate nenul, toate bazele lui V;. Putem atunci sa-i asociem lui R co-
ordonatele (az1,...,az,), a € K — {0}. Deci coordonatele unui punct impropriu
nu sunt unic determinate. Trebuie, totugi, sd mai facem un pas pentru a elimina
deosebirea care a aparut intre coordonatele punctelor proprii si ale celor improprii.
Solutia va fi introducerea unei coordonate in plus in aga fel incit (n + 1)-uplul
rezultat gi orice multiplu al sau sa caracterizeze acelasi punct.

Fie (x1,...,x,) coordonatele carteziene ale unui punct propriu R. Fie acum
(&0, €1,...,&n) E K™ cu &y #0six; = E—é, i =1,...,n. De exemplu, putem lua
& = 1si & = z;, dar existd infinite alegeri. Observam c& pentru orice a € K — {0},
(n + 1)-uplul (aép,aés,...,a&,) are aceeagi proprietate. Cei n + 1 scalari astfel
definiti se numesc coordonate omogene ale lui R. Le notam [§ : & : ... : &)]
(paranteza dreaptd sugereazid clasa de echivalentd). Deci [§ : & @ ... : &) =
[@o :a&r @ ... ady)].

Unui punct impropriu R ii vom ataga coordonatele omogene [0: &y : ... : &,] cu
(&1, - - -, &) reprezentand parametrii directori ai directiei dreptelor afine care provin
din dreptele proiective proprii ce se intalnesc in R. Din discutia anterioara e clar
ca gi (n + 1)-uplul (0,&,...,&,) e determinat doar pani la un factor multiplicativ
nenul.

In concluzie: odatd fixat un hiperplan H si un reper cartezian (sau afin, gtim
ca orice reper cartezian produce unul afin gi reciproc) R, oricirui punct din M i
se asociazd unic coordonatele sale omogene [& : & : ... : &,] fatd de reperul R.
Punctele proprii sunt caracterizate de £ # 0. Punctele lui H sunt caracterizate
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de & = 0. In plus, orice punct din M are macar una dintre coordonatele omogene
nenuli.

ExEMPLUL 3.12. Am vazut cid pentru orice spatiu vectorial peste un corp co-

mutativ F', corpul asociat hiperplanului {[0,z1,...,z,]} din P™F este izomorf cu
F'. Notasem cu [zg, . . ., 2] clasa vectorului (o, ..., Z,). Atunci coordonatele omo-
gene ale acestui punct sunt [0 : 21 : ... zp]sau [1: 28 : ... 22] dupd cum el

apartine sau nu hiperplanului de la infinit.

9.2. Ecuatiile subspatiilor proiective. Odata introduse coordonatele omo-
gene fatd un reper cartezian R = {O;ey,...,e,} din A = M — H putem trece la
scrierea ecuatiilor subspatiilor proiective. Fie L un subspatiu proiectiv propriu al
lui M, dim L = p. Atunci £ = L — H este un subspatiu afin al lui A cu dim £ = p.
Conform teoremei 2.3, ecuatiile lui £ in reperul R sunt de forma

n
(3.6) Zaija:j +ap=0, i=1,...,n—p, rang(a;;) =n—p.
i=1
Reamintim c&, in reperul B = {ey, ..., e, }, ecuatiile subspatiului director ? al

lui £ sunt 2?21 ajjz; = 0.

Cum £ coincide cu multimea punctelor proprii din L, ecuatiile (3.6) sunt verifi-
cate de toate punctele proprii din L. Astfel, coordonatele omogene [1: z; : ... : z,]
ale acestor puncte verificd ecuatia (3.6).

Fie acum R € L., un punct impropriu al lui L. Rezulta ca existd punctele

distincte A, B din £, de coordonate (ay,...,a,), respectiv (b1,...,b,) in reperul
R astfel incdt ABN H = {R}. Atunci AB € L si coordonatele lui AB in reperul
B sunt (by —a1,...,b, — ay). In consecinta, avem

n
Za,’j(bj—aj)ZO, i:l,...,n—p.
j=1

Cum coordonatele omogene ale lui R sunt [0: a3 —b; : ... : a,—by], suntem condusi
la enuntul:

TEOREMA 3.9. Fie H hiperplanul de la infinit al spatiului sau planului proiectiv
pappian (M,D). O submultime L C M este subspativ proiectiv propriv dacd $i
numai dacG existd un reper cartezian in M — H fatd de care hiperplanul de la
infinit e caracterizat de ecuatia & = 0 gi coordonatele omogene ale punctelor din L
satisfac un sistem omogen de forma

n
(3.7) Zaijfj =0, i=0,...,n—p,rang(ai;)ij=1,..n =N —P.
=0

Demonstratie. Necesitatea a fost deja demonstratid. Ramane sa probam su-
ficienta. Presupunem existenta unui reper cartezian cu proprietatea din enunt.
Atunci coordonatele punctelor lui £ = L — H fatd de reperul R satisfac sistemul
(3.6). Conform teoremei 2.3, £ e un subspatiu afin al lui M — H. Aplicaim acum
propozitia 3.30 gi demonstratia e completa. O

OBSERVATIA 3.11. Trecerea de la sistemul (3.6) la sistemul (3.7) se face prin
omogenizare. Trecerea inversa se numeste dezomogenizare. Acestea sunt pro-
cedee algebrice pe care cititorul le-a intalnit deja (de exemplu in tratarea unor
inegalititi polinomiale sau in demonstratia propozitiei 2.41), dar abia acum apare
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clard semnificatia lor geometrica: prin omogenizare scufundidm o multime afina
(reprezentatd de zerourile unei functii polinomiale) in completatul proiectiv al res-
pectivului spatiu afin. Prin dezomogenizare determinam urma lasata de o submul-
time proiectiva (punctele ei sunt zerourile unei functii polinomiale omogene) pe un
spatiu afin al carui completat este cel proiectiv.

ExeEmMPLUL 3.13. Ecuatia, in coordonate omogene, a unui hiperplan distinct de
cel de la infinit este
aobo + ar1&1 + -+ anéy =0, rang(ai,...,a,) =1.

EXEMPLUL 3.14. Fie R = {Ao, A1,...,A,} un reper afin al lui A = M — H
si H) = {4, A1,..., A} —{4;}, i = 0,1,...,n. Aceste hiperplane se numesc
hiperplane de coordonate. Ecuatia lui H? este & = 0.

ExEMPLUL 3.15. Ecuatiile parametrice ale unei drepte proprii d care trece prin
punctele proprii de coordonate omogene [{o : (1 :...: (n] 8l [0 M1 2 ... : 7] sunt:

&204(1'+577z'; i=0,...,n, (aa/B)EK2_{(O7O)}‘

EXERCITIUL 3.25. Si se determine punctele improprii ale dreptelor din R?:
a)3z1+z2+1=0,b) 1 —2z2—1=0,c¢) z1 +1 = 0. (Indicatie Omogenizind,
gdsim ecuatia primei drepte sub forma: & + 31 + &2 = 0. Intersectdm cu hiperplanul
de la infinit de ecuatie £, = 0, rezolvam sistemul astfel format si obtinem punctul de
coordonate omogene [0 : 1: —3]. La fel se procedeazi si in celelalte situatii).

EXERCITIUL 3.26. Fie, in spatiul afin R® raportat la reperul cartezian standard,
subspatiul afin £ avand ecuatiile

y1 —2y2 =0
ys —ya =1
ys +2=0

S& se scrie ecuatiile Inchiderii proiective L a lui £. Sa se gaseasca punctele improprii ale
lui L. (Indicatie: Omogenizand, g8sim pentru L ecuatiile:

§1—26=0
—€o+€—&=0
220+ x5 =0

Punctele improprii ale lui L sunt la intersectia lui L cu hiperplanul £ = 0. Rezolvand
sistemul obtinut gisim solutiile {[0 : 22 : a : b : b : 0]} cu (a,b) # (0,0) care formeazi o
dreaptd proiectiva).

Caracterizim acum subspatiile improprii ale lui M. Fie L' C H un astfel de
subspatiu. Cum dim H = dim M — 1, existd un punct propriu O ¢ H. Atunci
subspatiul L = OL' este propriu gi, fixdnd un reper afin R in M — H, putem scrie
ecuatiile sale in coordonate omogene fati de R. Fie acestea (3.7). Atunci, din
teorema anterioard rezultd ecuatiile lui L':

n
E a;j&; =0, ©i=0,...,n—p, rang(a;;)i j=1,.p =N — P,
j=0

& =0.
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sau, echivalent

Z a,'jEj = 0, 1= 0, ey — P, rang(a,-j),-’jzl’___,p =n-—-2p,
(3.8) =

& =0.
Lasam pe seama cititorului completarea demonstratiei pentru

TEOREMA 3.10. Fie H hiperplanul de lo infinit al spativlui sauw planului proiec-
tiv pappian (M, D). O submultime L C M este subspatiu proiectiv impropriv dacd
st numai dacd existd un reper cartezian in M — H fata de care hiperplanul de la
infinit e caracterizat de ecuatia & = 0 gi coordonatele omogene ale punctelor din L
satisfac un sistem omogen de forma (3.8).

EXEMPLUL 3.16. In spatiul proiectiv real PR cu hiperplanul de la infinit H =
{& = 0}, si se scrie ecuatiile dreptei d din H care trece prin punctele de coordonate
omogene [0:1:1:1]¢i[0:0:0:1].

Considerdm punctul propriu O = [1:1:0 :0]. Fie d;,d2 dreapta afini care
trece prin punctul de coordonate (carteziene) (1,0,0) si are parametrii directori
(1,1,1), respectiv (0,0,1). Acestea sunt date de ecuatiile:

ry — 1 X9 I3

s e N
g Bl %2 _
70 T 0 1

&1 si d2 genereaza planul afin £ de ecuatie

5171—]. o I3
1 1 1(=0
0 0 1

sau, echivalent, £1 —z2 —1 = 0. Omogenizand gasim ecuatia in coordonate omogene
a planului proiectiv L corespunzator, & — & — & = 0. Atunci dreapta improprie d
are ecuatiile & — & — & =0, & = 0, adica

&1 —& =0, =0.

9.3. Izomorfismul dintre un spatiu proiectiv pappian n-dimensional gi
P"K. Odati introduse coordonatele omogene si gasite ecuatiile subspatiilor proiec-
tive — de fapt, ceea ce ne trebuie sunt ecuatiile dreptelor — putem pune in evidenta
un fapt fundamental:

TEOREMA 3.11. Fie (M, D) un spatiu sau plan proiectiv pappian de dimensiune
n. Fie K corpul coordonatelor sale. Atunci M e izomorf cu P"K.

Demonstratia este aproape evidenta. Se fixeaza un hiperplan H cu ajutorul
caruia se construieste K. Se fixeaza un reper afin fata de care se considera coordo-
nate omogene. Apoi se asociaza fiecarui punct P € M, punctul [&,...,&,] € P"K,
&; fiind coordonatele omogene ale lui P. E clar cad s-a definit o bijectie. Ca ea
pastreazd dreptele rezultd scriind ecuatiile acestora in M (vezi mai sus) gi in P"K
unde acestea sunt echivalente cu ecuatii de subspatii vectoriale 2-dimensionale in
Kt

COROLARUL 3.10. Doua spatii sau plane proiective pappiene sunt izomorfe daca
st numai dacd au aceeasi dimensiune si corpurile lor de coordonate sunt izomorfe.
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Desi izomorfismul descris nu este canonic (el depinde de fixarea unui hiperplan
in M si de alegerea unui reper afin in complementara hiperplanului), el este foarte
important din punct de vedere teoretic. De aici incolo ne putem permite sa lucram
in P"K tragand concluzii despre orice spatiu proiectiv finit dimensional sau plan
proiectiv pappian.

9.4. Aplicatii: izomorfismul dintre un spatiu sau plan proiectiv pap-
pian si dualul sau. Vom arita in continuare, folosind rezultatele din paragraful
anterior, ca un spatiu proiectiv este izomorf cu dualul siu (vezi paragraful 2.3).

PropPOZITIA 3.33. Fie (M,D) un spatiu sau plan proiectiv pappian gi fie (M*,
D*) dualul sdu. Atunci M e izomorf cu M*.

Demonstratie. Fie n = dim M gi K corpul coordonatelor lui (M,D). Va fi
suficient sd construim un izomorfism intre M* gi P" K pe care, apoi, si-1 compunem
cu cel dintre P"K ¢i M furnizat de teorema 9.3.

Fie Hy un hiperplan fixat in M, R un reper cartezian fixat in M — Hq i &
coordonatele omogene asociate. Un hiperplan H arbitrar al lui M are ecuatia

n
Zui& =0, wu; €K, nu totinuli.
0

Punem f(H) = [uo : ... : uy,] si obtinem o aplicatie f : M* — P"K. Deoarece
ecuatia hiperplanului e omogena, definitia lui f e corecta. In plus, f e bijectiva.
Aratdam ca f e morfism proiectiv, adicid aplica drepte in drepte. Fie d* o
dreapta a lui M*. Ea reprezinta un fascicol de hiperplane in M. Fie Hy, H> doua
hiperplane ale acestui fascicol, de ecuatii, respectiv: > g u;& = 0, Yg vi& = 0.
Atunci ecuatiile hiperplanelor fascicolului sunt
n
> (O + )& =0, (A p) #(0,0).
i=0
Pentru un hiperplan oarecare H al fascicolului, avem
FH) =[Mug + po : - .. : duy, + pvy] € m(L({u,v}) — {0}),
unde u = (ug,---,Un), v = (vg,...,v,) € K", Cum H; # H,, rezulti {u,v}
liniar independenti in K™+, deci m(L({u, v}) —{0}) e o dreapti d din P"K. Astfel
am dovedit ca f(d*) C d. Similar se aratd incluziunea inversa. O

Pentru M = P(V), lucrurile se pot preciza:

COROLARUL 3.11. Dualul proiectivizatului unui spatiu vectorial este izomorf cu
proiectivizatul dualului spativlui vectorial dat.

Demonstratie. Reamintim ci pentru fiecare fixare a unei baze in V' se obtine un
izomorfism liniar intre V si V* (vezi corolarul 1.8). Fie F un astfel de izomorfism.
Conform exemplului 3.7, el induce un izomorfism proiectiv F' : P(V) — P(V*).
Fie acum h un izomorfism proiectiv intre P(V') gi P(V)* ca in propozitie. Atunci
Fh! este un izomorfism intre P(V)* gi P(V*). O

Discutia de mai sus arata ca existd izomorfisme ale laticei subspatiilor lui P(V')
care pastreazd incluziunea. Asemenea izomorfisme se numesc dualitati. Mai clar, o
dualitate f are urmatoarele proprietati:

e este izomorfism laticeal, adica pentru orice doud subspatii proiective U, W
din P(V), fUNW) = fU) + f(W), f(U+W) = fU)NfF(W).
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e f(U) C f(W) daca si numai daca U C W.

Rezultd ci, in particular, f(punct)= hiperplan, f(hiperplan)=punct, f(#) = P(V),
F(P(V)) =0, trei puncte sunt coliniare daci si numai dacd imaginile lor formeaz3
un fascicol de hiperplane etc. Pentru o propozitie care se refera numai la proprietati
laticeale ale lui P(V) (adici numai la intersectii si incluziuni de subspatii), duala ei
este propozitia referitoare la transformatele subspatiilor care intervin, printr-o du-
alitate fixata. De exemplu, in plan, duala unei propozitii se obtine prin interschim-
barea perechilor de cuvinte (expresii): (punct, dreapta), (coliniar, concurent), (sit-
uat pe, trece prin) (vezi si paragraful 2.3). Intr-un spatiu proiectiv 3-dimensional,
corespondentele sunt: (punct, plan), (dreapta, dreaptd), (plan, punct), (inclus in,
include), (puncte coliniare, fascicol de plane). E clard acum:

TEOREMA 3.12. (Principiul dualitatii) Dacd o propozitie care se referd numai la
proprietati laticeale ale lui P™(K) este adevdrata, atunci i duala sa este adevdrata.

ExErCITIUL 3.27. Fie K un corp comutativ. Dualizati teorema lui Pappus in P2K
. p3
si P°K.

10. Teorema fundamentald a geometriei proiective

Reludm in acest paragraf discutia despre morfisme proiective (vezi paragra-
ful 3). Urmaérim s& le descriem folosind coordonatele omogene. Precizam ca, desi
enunturile care urmeaza sunt adevarate si pentru un corp al coordonatelor neco-
mutativ, pentru simplitate noi vom presupune K comutativ. Cu notatiile din para-
graful anterior demonstram intai:

PROPOZITIA 3.34. Fie A = (aij)i,j=0,...,n 0 matrice nedegeneratd cu elemente
din K. Atunci aplicatia 6 : M — M, data in coordonate omogene prin 0([& : ... :

&) =1[& :---: &), unde
(3.9) & = aiolo +anéi +---+aink,, i=0,...,n

este un automorfism al lui M.

Demonstratie. 6 e bine definitd pentru ca ecuatiile sistemului (3.9) sunt omo-
gene.

6 e injectivi. Intr-adevir, daci 6(Q) = 0(R), cu Q = [ : ... : &) §i R =
[0 @ ... : ny), atunci, din definitia coordonatelor omogene, & = anj, ¢ = 0,...,n,
pentru un a € K —{0}. Pe de altd parte, din formulele (3.9) deducem Z?:o a;;& =
a Z?:o ai;n;- De aici, tindnd seama cd matricea A e nedegeneratd , rezultd & —
an; = 0 pentru orice ¢ = 0,...,n. Deci Q = R.

0 e surjectivd deoarece, determinantul matricei (a;;) fiind nenul, sistemul (neo-
mogen, pentru cd nu toti & pot fi nuli) (3.9) admite solutie nebanali.

0 e morfism proiectiv. Trebuie sa verificam ca 6 aplica drepte in drepte. Fie d
o dreaptd proprie a lui M de ecuatii parametrice (vezi exemplul 3.15)

§z:aCz+/B77u 7::0,...,77,(311(06,6)EKz—{(0,0)}-

AiciP=[{o:C:---:C)siQ@=[no:m :...: 1] sunt doud puncte fixate, diferite
pe d. Cum € e injectiva, 8(P) # 6(Q). Ardtam ca 6(d) = 0(P)0(Q). Fie R € d
arbitrar. Fie 6(P) = [} : (1 :..-: (), 0(Q) =[ny :my : .- : ). Atunci O(R) are
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coordonatele omogene

&= ay& =Y aj(a + pn;) =
=0

=0

:O‘Z%Cﬁﬁzaim =al +Bn, i=0,...,n,

j=0 7=0

adick 8(R) € 6(P)8(Q). In consecinti 8(d) C 6(P)8(Q). In plus, deoarece matricea
A este nedegenerata, orice punct al dreptei (P)0(Q) este imaginea prin § a unui
punct de pe d. Rezulta 8(d) = 6(P)6(Q). O

OBSERVATIA 3.12. Acest rezultat demonstreaza, a posteriori, cd un spatiu sau
plan proiectiv desarguesian are un grup mare de automorfisme. Pentru o tratare
din alt punct de vedere a acestei chestiuni, vezi [14], [2].

OBSERVATIA 3.13. Cand K e necomutativ, enuntul trebuie reformulat. Asta
pentru ci functia determinant se definegte altfel pentru matrice cu elemente dintr-
un corp necomutativ. Ipoteza ,matrice nedegenerati...“ trebuie inlocuitd cu: fie

Hy,Hy,...,H, hiperplane avand, respectiv, ecuatiile:
apoéo +aoiér +---+amén = 0
aoéo +anéi+--+aé, = 0
Un0€0 + anlfl + -+ ann&n = 0

cu proprietatea HyNHy N---NH, = 0.

Se verifica usor ca forma acestor automorfisme e invarianta la schimbari de
coordonate omogene. Notdm PGL(M) multimea automorfismelor proiective de
tipul celor din propozitie i le numim eutomorfisme proiective liniare. Pentru M =
P"K notam simplu PGL(n, K). Acum putem demonstra rezultatul pe care l-am
invocat deja cand am demonstrat ca exista izomorfism intre corpurile coordonatelor
asociate diferitelor hiperplane:

PROPOZITIA 3.35. Date doud hiperplane H, H' ale planului sau spatiului pro-
iectiv pappian (M, D), ezistd § € PGL(M) astfel incit H' = 6(H).

Demonstratie. Fixdm un reper cartezian in A = M — H astfel incit H si
fie caracterizat de ecuatia & = 0. Ecuatia lui H' va fi ), ja;& = 0. Putem
presupune ag # 0. Fie n € PGL(M) dat de matricea (a;;) cu: ap; = a;, ajo = 0,
pentrui=0,...,n,j=1,...,n s a;; = 0;; pentru 4,5 = 1,...,n. Atunci

nléo: &) =D abi: b6l
1=0

deci n(H') = H. Punem § =7 L. O
Pe de alta parte, folosind coordonatele omogene putem defini gi un alt tip de

automorfisme: fiecdrui ¢ € Aut(K) ii putem asocia aplicatia f¥ datd prin (vezi si

paragraful 3)
o[G0 -2 &n]) = [0(&0) = - 2 @(&n)]-

Multimea acestor aplicatii se noteazd PAut(M), respectiv PAut(n, K) dacd M =
P"K. Cititorul va demonstra singur:
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ProprozITIA 3.36. PGL(M) si PAut(M) sunt subgrupuri ale lui Aut(M).
Fiecare izomorfism proiectiv intre M gi P"K induce un izomorfism de grupuri
intre Aut(M) (respectiv PGL(M), PAut(M)) gi Aut(P"K) (respectiv PGL(n, K),
PAut(n, K)).

Urmatoarele doud rezultate ne vor fi utile in demonstrarea teoremei de structura
a automorfismelor proiective:

LEMA 3.6. Fie (M, D), (M',D') spatii sau plane proiective pappiene, f : M —
M'" un izomorfism proiectiv, H un hiperplan fizat in M, H' = f(H). Fie K (res-
pectiv K') corpul (comutativ) al coordonatelor asociat hiperplanului H (respectiv
H') . Atunci f induce un izomorfism de corpuri ¢ : K — K'.

Acest enunt, este doar o specializare la cazul pappian al lemei 3.5.

LEMA 3.7. Daca f € Aut(P"K) fizeazd punctele O =[1:0:...:0], Uy =[0:
1:...:0),..., Up=[0:...:0:1] i E=[1:1:...:1], atunci f € PAut(n, K).

Demonstratie. Punctele U; formeaza o baza hiperplanului de la infinit H (car-
acterizat de o = 0). Deoarece f fixeazi punctele U;, ea va invaria hiperplanul de la
infinit. Atunci izomorfismul de corpuri asociat lui f in lema anterioara este, de fapt,
un automorfism al lui K. Fie el . Fie f¥ € PAut(n, K) dat prin f?([zo : ... : z,])
= [p(z0) : ... : p(x,)]. Vom ardta cd f = f?.

Deoarece ¢(1) = 1 si ¢(0) = 0, f¥ duce puncte proprii in puncte proprii
si puncte improprii in puncte improprii. In plus, prin constructie, f¥ pastreaza
paralelismul afin al dreptelor. Atunci restrictia lui f¢ la A este o aplicatie semi-
afind. Deoarece f fixeaza punctele U;, matricea urmei acestei aplicatii semi-afine
este I, (vezi observatia 1.13). Deci f si f¥ coincid pe A. Pentru un punct impropriu
P=0:2:...:2,) € H, fle@Q=1[l:21:...:2,] € OP. Deoarece f(P) =
fOQ)NH = f(O)f(Q)NH = Of*(Q) N H, avem f(P) = f*(P) si lema e

O

demonstrata.

ExerCITIUL 3.28. Folosind demonstratia anterioard, aratati cd
AGL(n,K) = {f € PGL(n,K) | f(H) = H}.

Suntem acum gata pentru a demonstra teorema care furnizeaza structura au-
tomorfismelor proiective:

TEOREMA 3.13. (Teorema fundamentald a geometriei proiective) Orice f €
Aut(P"K) se descompune sub forma f = 0n, cun € PAut(n, K) $i € PGL(n, K).

Demonstratie. Cu notatiile din lema 3.7, fie § € PGL(n,K) automorfismul
liniar care satisface conditiile: 8(0) = f(O), 8(U;) = f(U;), i =1,...,n, 8(E) =
f(E) (0 se giseste rezolvand n+1 sisteme liniare). Atuncin = 6! f fixeazi punctele
0,U;, E. Conform lemei anterioare, n € PAut(n, K). O

COROLARUL 3.12. Atunci cind corpul coordonatelor nu are alte automorfisme
in afara celui identic, de exemplu cind K = R sau Z, cu p prim, Aut(P"K) =
PGL(n, K).

Tinand seama de izomorfismul care exista intre un spatiu sau plan proiectiv
pappian si P"K de indata ce s-a fixat un reper afin, teorema anterioara se gener-
alizeaza astfel:
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COROLARUL 3.13. Fie (M,D) un spativ sau plan proiectiv pappian. Atunci,
pentru orice hiperplan H gi orice reper afin in M — H, orice f € Aut(M) se
descompune sub forma f = aop, cu f € PAut(M) si « € PGL(M). Daca
corpul coordonatelor lui M nu are alte automorfisme in afara celui identic, atunci
Aut(M) = PGL(M).

Prezentam in continuare gi o demonstratie de sine statatoare care nu face apel
la Teorema de caracterizare a aplicatiilor semi-liniare, pentru aceastd teoremd (de
fapt, chiar pentru corolarul 3.13). Considerdm fixat hiperplanul H in planul sau
spatiul proiectiv pappian (M, D) si reperul cartezian R = {O;ey,...,e,}. Avem
nevoie de urmatorul rezultat (important i in sine):

LEMA 3.8. Fiee; = O_A: gin € Aut(M) care satisface conditiile:
1) n(A;) = Ai, n(0) = 0.
2)n(H) = H.
3) n induce identitatea pe K.
Atuncin = 1y;.

Demonstratie. Ca gi in lema 3.5, deoarece 7 invariaza H si e automorfism, va
pastra paralelismul afin, echipolenta bipunctelor §i asemanarea ternelor. Deci va
induce o aplicatie 77 € Aut(K) prin

_AB B n(A)n(33
(=)= .
AC n(A)n(C

In cazul nostru, prin ipoteza, n = 1k.
Aritam intai ca n este identitatea pe M — H. E clar ca fiecare dreapta OA; e
invariata. Sa vedem cd e invariatd chiar punct cu punct. Intr-adevar, fie P € OA;

propriu. Atunci n(P) € OA;. Cum O # A; putem considera raportul r = %.

Din #(r) = r rezultd n(P) = P. Daca punem OA; = §; N {OA;,}, am aritat ca
njs; = ls;- De aici se vede usor ca n]oa; = loa,-

Fie acum P € A = M — H arbitrar. Fie H) = { = 0} hiperplanele zise de
coordonate (avem H = H{) si HY hiperplanul (unic) prin P, paralel cu H?, i > 1.
Daca aratam ca

(3.10) n(H) = H

atunci {n(P)} = Nin(HF) = N;HF = {P} si rezultd 5|4 = 14. Pentru a proba
(3.10), observim ci n(H?) = HY: intr-adevir, ambele hiperplane contin punctele
proiectiv independente {Ao, ..., Ai—1,A;t1,-..,Ap} care genereazi un unic hiper-
plan. De aici, deoarece n pistreazi paralelismul subspatiilor proprii (care e o relatie
tranzitivd pe multimea subspatiilor de aceeasi dimensiune), rezultd n(HF)||HF.
Fie, acum, {B;} = HF NOA;. Deci B; = n(B;) = n(HF) NOA;, adici hiperplanele
paralele HY si n(HY) au un punct comun. Deducem ci ele coincid.

In fine, fie R € H. Atunci n(R) € H. Fie AB o dreapta proprie al cirei punct
impropriu este R. Cum n(A4) = A, n(B) = B, rezulti si n(R) = R. O

Putem s3 trecem acum la demonstratia teoremei (de fapt, a corolarului) 3.13.
1) Fie H; = f(H?). Daci ecuatia in coordonate omogene a lui H; e E]- a;& =
0, atunci § € PGL(M) descris de matricea nedegeneratd (a;;) are proprietatea
O(H;) = H?. Fie f; = 6o f. Atunci fy(H?) = H?. In particular, fi(H) = H
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§i, ca mai sus, fi induce automorfismul f1 al lui K. La randul siu, acesta induce
automorfismul ff1 € PAut(M).

2) Fie fy = (ff1) "' o fi. Vedem ci f, € Aut(M) si deoarece f1(0) = 0 in K,
fo(H?) = H?. In particular, fo(H) = H, deci i f, induce un automorfism f al lui
K. Reamintindu-ne ci acesta lucreaza dupa formula

2B EALB
AT RARC

deducem usgor ca fg = 1g. Suntem acum aproape de conditiile din lema; totusi
f2 nu fixeazs punctele A; ale reperului. In schimb, daci {B;} = OA4; N H, avem
f2(B;) = B;. Intr-adevir, coordonatele omogene ale lui B; sunt [0: 0:...:1:...:
0] (1 pe porzitia i), deoarece parametrii directori ai dreptei OA; sunt coordonatele
vectorului e; = OA; in reperul {eq,...,e,}. Deci {B;} = N, H.

3) Pentru a fabrica un automorfism care sa fixeze si 4;, fie A, = f2(4;) € OB,;.
Atunci coordonatele omogene ale lui A; sunt de forma

&

6 0]
pentru cd & # 0 la punctele proprii. Definim acum h € PGL(M) asociat matricei
diag(1,v7t,...,v;1). Rezulta h(A}) = A;, h(0) = O. Fie f3 = ho fy. Automorfis-
mul acesta satisface conditiile lemei: f3(0) = O, f3(4;) = A;, f3(H?) = HY, auto-
morfismul de corp f3 este 1x. Avem de verificat ultima afirmatie. Pentru aceasta,

deoarece fo = 1k, e suficient sa vedem ca h = 1g. Fie r = ‘:—B)

Co:-..:0:&:0:...:0]=[1:...:y

, unde A (respectiv

B, (C) are coordonatele omogene [1 : a1 : ... : a,] (respectiv [1 : by : ... : by),
[1:c¢ :...:¢y)]). Atuncir = I;,:—Z, Cum h(A) (respectiv h(B), h(C)) are co-
ordonatele omogene [1 : ajv;* @ ... : a,v;t] (vespectiv [1 : bivyt @ ... ¢ byt
[:avyt:. . :curyt]), Atunci

-1 -1
B(r) = biv; ~ — a;v;

=7

civ; L a;v;

Conform lemei anterioare, f3 = 1p. Rezultd h o (ffl)_1 ofo f =1y, de unde

f =610 ff1oh 1. Din picate, f1 o k! & PAut(M), asa ci inci nu suntem

gata. Dar un calcul simplu aratd ca fioh™t = h o ff unde b’ € PGL(M) este

dat de matricea diag(1, fi(11),- -, fi(vs)). Putem scrie f =6~ oh'o ffl. Punem
«a ::9_1 oh!, B = ff-1 si demonstratia e completa.

In concluzie, expresia in coordonate omogene a unui automorfism proiectiv este:

flo:-. 1 &) = [Z aoip(&) = ... Zamw(&)]

cu p € Aut(K).

EXERCITIUL 3.29. Fie, in P’R, proiectivitatea F de ecuatii [€o : &1 : €2] —> [€0 — 2€o
261 @ =& + &]. SA se verifice ci F invariazd dreapta proiectivd d de ecuatie & = 0.
Considerand spatiul afin P>R\d, si se scrie ecuatiile afinit3tii din care, prin proiectivizare,
provine F. (Indicatie: Pentru orice P de coordonate [a : 0 : b] rezultd F'(P) = [a —2b, 0, b]
ceea ce aratd cd d e invariatd (dar nu fixatd). Cum matricea A a lui F este definitd pani la
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< e e /2 0 -1 . . -
o constantd multiplicativa, putem lua A = ( 0 11/2 192) . Atunci ecuatiile transformarii

afine ciutate sunt (z,y) = (32 —y, —1 + 17)).
ExerciTIvL 3.30. In P?R, se considers dreptele di,ds, ds de ecuatii, respectiv:
§o—&1=0, &1+& =0, §+26=0.

Sa se arate cd ele nu formeaza un fascicol. Sa se determine ecuatiile transformarii proiective
T definite de urmatoarele conditii:

T(dl) = d2, T(dz) = d3, T(d3) = dl, T(P) = P, cu P= [1 :0: ].].
(Indicatie: Cele trei drepte nu formeazd fascicol pentru ci determinantul coeficientilor
ecuatiilor lor este nenul. Fie punctele Pi, Py, P3 date prin {P1} = d2 Nds, {P2} = d1 Nds,
{P3} = diNdsy. Din condi§iile impuse lui T deducem T(Pl) = P>, T(P2) = Ps, T(P3) = P;.
Pe de altd parte, P, =[1:1:—1], P, =[2:1:—-1], Ps =[2:2: —1]. Se verificd usor
cd punctele Pi, P>, P3, P sunt proiectiv independente, deci existd, intr-adevar, o unicid
proiectivitate T’ cu proprietatile cerute. Se giseste matricea lui T (pana la multiplicare):

8 —15 —5
( 7 —15 77),)
—4 12 7
ExercITIUL 3.31. In P°K se consideri trei drepte necoplanare si doud cite doud
neconcurente. S3 se studieze existenta si unicitatea unei drepte care le taie pe toate trei.

11. Hipercuadrice in spatiul proiectiv P"K

In acest paragraf K va fi R sau C. Acolo unde va fi posibil, vom formula
enunturile si pentru cazul mai general al unui corp comutativ, de caracteristica
diferita de 2.

Vom defini hipercuadricele intr-un plan sau spatiu proiectiv P"K, deci n > 2.
Ca i pand acum, 7 : K™ — {0} — P"K este proiectia canonici, [z] 2 m(z) si
[&o : - .. : &) noteaza coordonatele omogene ale punctului [(&, .. .,&n)]-

DEFINITIA 3.20. Se numeste hipercuadricd (proiectivi) o multime de puncte
[x] € P"K ale ciror coordonate omogene verificd o ecuatie de forma:
n
(3.11) > ai&i€; =0
,j=0
cu (a;;) € M(n +1; K), simetrica, de rang cel putin 1.

Dacid n = 2 (respectiv n = 3), hipercuadrica se numegte conicd (respectiv
cuadrica).

Deoarece orice plan sau spatiu proiectiv finit dimensional este izomorf cu un
P"K, putem da gi:

DEeFINITIA 3.21. O submultime w a unui plan sau spatiu proiectiv (M, D) se
numeste hipercuadricd a lui M dacid existd o hipercuadrica v a lui P"K si un
izomorfism proiectiv f : M — P"K astfel incat f(w) = ~.

Notdm T, (K) multimea hipercuadricelor proiective din P"K.

Cum o ecuatie poate si nu aiba solutii nebanale, am inclus () printre hipercua-
drice.

Observim c& ecuatia (3.11) e compatibild cu relatia de echivalentd de pe K™+1—
{0} cu ajutorul cireia s-a definit P"K: odaté cu (o, ..., &,) orice punct echivalent
(a&o, - -.,a&,) cua € K — {0} verificd (3.11). Astfel, ecuatia datd definegte univoc
o multime de puncte din P"K.
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Deoarece ecuatia (3.11), privitd in K1, reprezintd zerourile unei forme patra-
tice, teoria hipercuadricelor proiective este strans legata de cea a formelor patratice.
Mai precis, notand Q(K ™) spatiul vectorial al formelor patratice definite pe K™+1
si PQ(K™*!) proiectivizatul s§u, avem:

PROPOZITIA 3.37. Ewxistd o surjectie naturald ¢ : PQ(K™!) — T (K), datd
prin ¢([Q]) = 7(Q~(0) — {0}).

Demonstratia revine la a observa ca ecuatiile asociate matricelor (a;;) si (pai;),
p # 0, respectiv (3.11) si E:.szo pa;;&i€; =0, au aceeasi multime de solutii.

Aplicatia de mai sus nu e, in general, injectiva: aceeasi hipercuadricd poate fi
reprezentatd de matrice neproportionale. De exemplu zZ + 27 = 0 gi 223 + 27 =0
reprezintd aceeasi hipercuadricd in P2R, anume v = {[0:0: 1]}.

Totusi, exista cazuri in care aplicatia ¢ e injectiva, punand in corespondenta
biunivocd hipercuadricele (multimi de puncte in P"K) cu ecuatiile lor (pana la
proportionalitate). Doud vor fi situatiile care ne vor interesa: cind K e algebric
inchis (de exemplu pentru K = C) i cand restrangem imaginea lui ¢ la forme pa-
tratice nedegenerate. Vom da enunturile precise §i demonstratiile in paragraful 13.

S& notdm X = (&,...,&,); ecuatia (3.11) se poate scrie sub forma:

(3.12) XAX =0.

Ca si pentru hipercuadricele afine, pentru a clasifica hipercuadricele proiective
avem nevoie de o notiune convenabila de echivalenta:

DEeFINITIA 3.22. Hipercuadricele 71,2 din T, (K) se numesc (proiectiv) echiva-

lente dac existi o proiectivitate f € PGL(n + 1, K) astfel incat f(11) = 2. In
acest caz se scrie y; ~ ¥a.

Fie 71 ~ 72 si f ca mai sus. In reperul canonic al lui K™, f este descris
de o matrice patrata de dimensiune n + 1, nedegeneratid C' (conform paragrafului
3): f([X]) = [CX]. Atunci, daci matricea lui vy; este A;, matricea lui f(7y,) este
tC A1 C, astfel ci putem reformula definitia anterioars in:

ProPOZITIA 3.38. Hipercuadricele v1, v2 sunt echivalente daca si numai daca
eristdi C € GL(n + 1, K) astfel incdt Ay =*CA,C.

OBSERVATIA 3.14. Rezulta, implicit, cad imaginea unei hipercuadrice printr-o
proiectivitate este o hipercuadrica. Nu acelasi lucru se poate spune despre imaginea
unei hipercuadrice printr-un automorfism proiectiv oarecare.

OBSERVATIA 3.15. Putem transfera asupra hipercuadricelor proiective acele
proprietati ale formelor patratice care se pastreaza atunci cand forma patratica
e adusd la forma canonica. Astfel, putem defini rangul unei hipercuadrice prin
rang(y) = rang(o (7)), atribuind lui v rangul unui reprezentant al clasei cores-
punzatoare de forme patratice. La fel, atunci cand K = R, vom numi signatura
(respectiv indexul) unei hipercuadrice tocmai signatura (respectiv indexul) uneia
dintre formele patratice echivalente care reprezinta hipercuadrica.

Prin abuz de limbaj, vom spune cd A = (a;;) este matricea hipercuadricei si
(3.11) este ecuatia hipercuadricei (desi orice alti matrice echivalentd 'C AC este egal
indreptatitd la titlu). De fapt, alegem o forma patraticd reprezentind hipercuadrica
via surjectia ¢ din propozitia 3.37. A posteriori, se va vedea ca asemenea proprietati
nu depind de alegerea unui element din preimaginea lui ¢ (in cazul general in care
® nu e injectiva).
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12. Clasificarea proiectiva a hipercuadricelor

TEOREMA 3.14. Orice hipercuadrica din P"K este proiectiv echivalentd cu o
hipercuadrica de ecuatie

(3.13) M&+ -+ M =0
cu Ao, ---, A\ € K — {0}.

Demonstratie. Fie v o hipercuadrica de ecuatie (3.12) si @ forma patratica de
matrice A pe K™, Fie T izomorfismul vectorial al lui K™t care aduce @ la forma
canonica, adica T'(Q) are ecuatia:

(3.14) M+ + A2 =0.

Aici, dupa cum gtim, rang@ = rangA =7 + 1 (a se vedea teorema 1.6 a lui Gauss).
Atunci T € PGL(n+1, K), dat prin T'([z]) = [T'(z)] este izomorfismul proiectiv
cu proprietatea ci T(7) are ecuatia (3.13). O

OBSERVATIA 3.16. Am adus o hipercuadrici la forma canonica alegdnd o forma
patratica @ cu ajutorul cireia si scriem ecuatia (initiald) a hipercuadricei. In final,
am gisit o proiectivitate T astfel incat T(v) are forma canonicd. De fapt, ar fi
trebuit si scriem T intrucat T depinde de alegerea lui ). Dac& pornim cu o altd
form3 patraticd Q' care reprezintd hipercuadrica (aduce-ti-va aminte ci aplicatia ¢
nu e injectivi), gisim o altd proiectivitate Ty cu proprietatea ci T () are forma
canonicd (alti coeficienti, desigur). Dar atunci T¢ () si To(y) sunt echivalente
prin proiectivitatea T'g o TZ?,I Astfel ca alegerea a diferite forme patratice (recte a
diferite ecuatii de pornire) care reprezintd hipercuadrica, ne pastreazi in clasa de
echivalenta.

Vom avea nevoie de:

DEFINITIA 3.23. O hipercuadricd de rang n + 1 (maxim) se numegte nedege-
nerata . O hipercuadricd de rang strict inferior lui n 4+ 1 se numegte degeneratd.

OBSERVATIA 3.17. Conform propozitiei 3.38, rangul este acelagi pentru toate
hipercuadricele echivalente, este un invariant al clasei de echivalenta. In particular,
toate hipercuadricele unei clase sunt simultan degenerate sau nedegenerate.

Particularizam acum teorema de clasificare la cazurile K = R, C.

TEOREMA 3.15. (Clasificarea proiectivd a hipercuadricelor complexe) Orice
hipercuadrica din P™C este proiectiv echivalentd cu una $i numai una dintre hiper-
cuadricele:

(3.15) &4+ +&=0, r=0,...,n.

Demonstratie. Fie v o hipercuadrica oarecare. Conform teoremei 3.13, ea e
echivalentd cu o hipercuadricd +' de ecuatie (3.13).

Fie acum f € PGL(n + 1, K) dat prin
Tl &) =([(Vabo oo VNG i &rga - &)

E clar cd f(7) are forma (3.15) si e echivalentd cu 7.
Pe de altad parte, r = rang(-y) — 1 si doud hipercuadrice de ranguri diferite sunt
neechivalente. u
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COROLARUL 3.14. Multimea factor a lui T',(C) modulo relatia ~ conine exact
n + 1 elemente.

Inainte de a discuta cazul K = R, reamintim c& o forma péatratica reald e car-
acterizatd de doi invarianti: rangul si signatura (p,q) (p+1 (respectiv ¢)=numéirul
termenilor pozitivi (respectiv negativi) din forma normals, conform teoremei 1.8 a
lui Sylvester)®.

Conventie Deoarece, evident, doua forme patratice de acelagi rang si de sig-
naturi (p,q), (g — 1,p+ 1) sunt echivalente, vom conveni sa consideram totdeauna
g <[]

Acum putem da:

TEOREMA 3.16. (Clasificarea proiectivd a hipercuadricelor reale) Orice hiper-
cuadrica din P"R este proiectiv echivalentd cu una $i numai una dintre hipercua-
dricele

(3.16) G+t =G =5 =0
unde p+ q+ 1 =r+1 este rangul hipercuadricei.

Demonstratie. Fie v € I',(C) de rang r + 1 si signaturd (p,q). Teorema 3.13
afirm cd v e proiectiv echivalentd cu una de ecuatie (3.14), unde putem presupune
cda X >0pentrui=0,...,p, \; <Opentruj=p+1,...,p+q.

Fie acum f € PGL(n + 1, K), imagine a izomorfismului liniar dat prin

\/)\ié‘i dacéi:O,...,p,

f&) =< V/-X\¢& dacii=p+1,....p+q,
& dacdi=p+q+1,...,n.

Evident, f(v) este de forma (3.15) si e echivalents cu . Mai mult, doud hipercua-
drice de acelasi rang i aceeasi signatura sunt echivalente. |

EXERCITIUL 3.32. Determinati cardinalul multimii I', (R)/ ~. Céate clase continand
hipercuadrice reale nedegenerate exista?

OBSERVATIA 3.18. Avem o singurd conicd proiectivd complexd nedegenera-
ta : elipsa complexd de ecuatie £ + &7 + &2 = 0 si doud conice proiective reale
nedegenerate: multimea vidd, de ecuatie & + & + &2 = 0 i elipsa reald, de ecuatie

24 g2 _ g2
o+&—-6=0 3 - .
Dintre cuadricele proiective complexe, nedegenerata e doar elipsoidulul, de ecuatie
£+ & +& +& =0. Avem trei cuadrice proiective reale nedegenerate cirora,
deoarece nu au nume standard, evitam sa le atribuim denumiri ad hoc.

13. Intersectia unei hipercuadrice cu o varietate liniara.

PROPOZITIA 3.39. Intersecfia unei hipercuadrice din P"K cu o varietate li-
niard de dimensiune m > 2 este o hipercuadricd (in sensul definitiei 3.21).

8A‘cengie! Deoarece acum numerotdm indicii de la 0, signatura (p, ¢) inseamni c3 existad p+ 1
coeficienti pozitivi i ¢ coeficienti negativi, astfel ca p + g =r.
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Demonstratie. Fie L = n(U — {0}) o varietate liniard de dimensiune m din
P"K, unde U este un subspatiu vectorial m + 1-dimensional al lui K™*'. Fie
v =m(Q '(0) — {0}) o hipercuadrici. Atunci Q|y este o formd patratica pe U si
Lny= 7r(Q|_U1(O) — {0}), deci reprezintd o hipercuadricd in L (conform definitiei
3.21, e suficient si alegem un izomorfism liniar f : U — K™t etc.). O

Analog, obtinem:

ProrozITIA 3.40. Intersectia unei drepte cu o hipercuadrica din P"K poate
fi: multimea vida, o mulfime cu un singur punct, o multime cu doud puncte sau
intreaga dreaptd.

Demonstratie. Fie Q o forma patraticd reprezentand hipercuadrica . Fie § =
7(U — {0}), cu U un subspatiu vectorial 2-dimensional al lui K"*! o dreapt& din
P"K. Forma pétraticd @y poate avea rangul 0, 1 sau 2.

In primul caz, Ql_Ul(O) =U, deciyNd = 4.

In al doilea caz, Q‘_UI(O) este un subspatiu 1-dimensional si v N ¢ se reduce la un
singur punct.

In fine, daci rangQy = 2, atunci QFI}(O) = {0} sau {0, a,b} cu a,b liniar indepen-
denti (cititorul va produce justificarile afirmatiilor de mai sus). |

OBSERVATIA 3.19. Daca numim hipercuadrica a unei drepte proiective o mul-
time vida, sau formata din unul sau doud puncte distincte sau din toatad dreapta,
atunci propozitiile anterioare se enunta scurt: intersectia unei hipercuadrice proiec-
tive cu o varietate liniara e o hipercuadrica a varietatii liniare.

Acum putem demonstra:

PrOPOZITIA 3.41. Fie K un corp comutativ algebric inchis. Atunci aplicatia
¢ : PQ(K™) = I',,(K) definitd in propozitia 3.37 este injectivd.

Demonstratie. Fie @, Q' forme patratice cu v = ¢([Q]) = ¢([Q']) = +'. Vom
ardta ca @ si Q' sunt proportionale.

Deoarece K e algebric inchis, () e surjectivd: pentru orice a € K exista
u € K™ astfel incdt Q(z) = a. In particular, existy z € K™ — {0} cu
Q(z) # 0. Atunci Q'(x) # 0. Deoarece ¢ e definitd pe clase de forme patrati-
ce modulo proportionalitate, dupa multiplicarea convenabild a lui @', putem pre-
supune Q(z) = Q'(x). Rdmane acum si dovedim egalitatea @ = Q' (am ficut ca
factorul de proportionalitate s fie 1).

Pentru a ardta egalitatea Q = Q' va trebui intéi sd verificim Qy = QT y unde
U parcurge toate subspatiile vectoriale 2-dimensionale care contin x. Altfel spus,
verificam ca Q(y) = Q' (y) pentru orice y independent de . Fixdm un asemenea
U si un punct y in el, independent de z. Fie d dreapta proiectiva generatd de
[x] si [y], deci d = (U — {0}) . Conform ipotezei, avem d N~y = dN+'. Atunci
rangQy = ranngU = 2 (deoarece @,Q' nu se anuleazi in z,y care sunt liniar
independenti). Suntem in cazul al treilea din demonstratia propozitiei 3.40. Vedem
cd forma patraticd (Q — Q' )|U, care este reprezentata de un polinom omogen in doua
variabile, are trei radacini: x, si cele doud care corespund punctelor de intersectie
cu d. Acum rezultd ugor (vezi anexa Al) Qy = QTU.

In fine, pentru z = Az, A € K — {0}, Q'(2) = A2Q'(z) = A2Q(z) = Q(2). O
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Pentru K = R (in general, pentru un corp nealgebric inchis), aplicatia ¢ nu
maij e injectivd (vezi exemplul de dupa propozitia 3.37). Dar o restrictie a ei la o
clasa suficient de mare de hipercuadrice este.

PROPOZITIA 3.42. Restrictia lui  la clasele de forme patratice reale nedegen-
erate cu imagini nevide este injectivd.

intr—adevér, examindnd demonstratia anterioara, observam ca ipoteza ,, K al-
gebric inchis“ a folosit doar la deducerea existentei unui € K™ —{0} astfel incat
Q(z) # 0. Acest lucru era asigurat de surjectivitatea lui Q. Atunci va fi suficient
sa demonstram:

LEMA 3.9. Fie Q : R"*! — R o formd pdtraticd nedegeneratd cu ¢(Q) # 0.
Atunci Q e surjectivd.

Demonstratie. Fie A = diag(ag, - --,ax), a; # 0, matricea lui ) intr-un reper
in care @ are forma canonicd. Atunci Q(z) = Y. ,aiz?. Fie a € R. Dacii a =0,
Q(0) = 0. Fie a > 0. Ipoteza ¢(Q) # ( asigurd cd nu toti coeficientii a; au acelasi
semn, de exemplu putem presupune ag < 0, a; > 0. Rezultd cd ecuatia Q(z) = a
are solutia (0,+/a/+/a1,0,...,0).

La fel, daci a < 0, ecuatia are solutia (0,+/—a/y/—ao,0,...,0). O

Dreapta tangenta. Hiperplan tangent. Generalizam, in cele ce urmeaza,
notiunea, cunoscuta din liceu, de tangenta la o conica. Dam intai:

DEFINITIA 3.24. O dreapta continuta intr-o hipercuadricad se numeste genera-
toare a hipercuadricei.

O dreapta este tangentd unei hipercuadrice dacid este generatoare sau daci
intersecteaza hipercuadrica intr-un singur punct.

Pentru a putea studia multimea tuturor dreptelor tangente la o hipercuadrica
intr-un punct avem nevoie de

DEFINITIA 3.25. Fie hipercuadrica v = 7(Q~1(0) — {0}). Un punct P € v de
coordonate omogene [ : ... : &,] se numegte singular daca (&, ...,&n) € Ker(Q).
Un punct care nu e singular se numegte regulat.

OBSERVATIA 3.20. Deoarece Ker(Q)) este un subspatiu vectorial, definitia de
mai sus e consistenta: nu depinde de alegerea unui reprezentant pentru P.

Fie B forma biliniard simetricd polard a lui Q: Q(z) = B(z,z). Se stie ca
z € Ker(Q) daci si numai daci B(z,y) = 0 pentru orice y € K™t1. Deci P e punct
singular al hipercuadricei v de ecuatie (3.11) dacd si numai daci coordonatele sale

(o, - - -, &) reprezintd o solutie a sistemului liniar omogen
n

(3.17) D aig =0, i=0,...,n.
j=0

Acest sistem admite solutii nebanale numai dacd det(a;;) = 0. In caz contrar
hipercuadrica e nedegenerata. Putem enunta:

PrOPOZITIA 3.43. O hipercuadrica nedegeneratd are doar puncte regulate.
Daca hipercuadrica e degenerata, atunci dim Ker(Q) = n+1—rang(Q). Rezulta:

ProOPOZITIA 3.44. Multimea punctelor singulare ale unei hipercuadrice dege-
nerate este varietatea liniard w(Ker(Q) — {0}) de dimensiune n —r.
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EXEMPLUL 3.17. Ne situiim in P3R.
1. Cuadrica de ecuatie & + &7 — &5 — £2 = 0 este nedegeneratd si are numai puncte
regulate.
2. Cuadrica & + & — & = 0 are punctul singular [0:0:0: 1].
3. Cuadrica & — & = 0 admite o dreaptid de puncte singulare: cea generatd de
punctele [0:0:1:0]si[0:0:0:1].
4. Cuadrica & = 0 admite un plan de puncte singulare, anume cel generat de
punctele: [0:1:0:0],[0:0:1:0]si[0:0:0:1].

Cu aceste pregatiri putem demonstra:

ProOPOZITIA 3.45. Locul geometric al punctelor care stau pe drepte tangente
intr-un punct regulat la o hipercuadricd nevida este un hiperplan care trece prin
acel punct.

Demonstratie. Fie v o hipercuadricd de ecuatie (3.11). Fie @) forma péatraticd
de matrice (a;;) in reperul canonic al lui K™ i fie B forma ei polard. Fie P € v
un punct regulat de coordonate omogene [ag : ... : a,]; notdm a un reprezentant al
lui P din K™*1. O dreapti oarecare d care trece prin P are ecuatiile

& =aa; +Pb;, i=0,...,n

cu b = (bo,...,b,) fixat, a,b liniar independenti in K"*! si (a, ) # (0,0). Re-
zolvand sistemul format de ecuatia anterioard gi (3.11), deducem ca d e tangenta
hipercuadricei daca gi numai daca ecuatia in g3

a’Q(a) + A*Q(b) + 208B(a,b) = 0

are doar solutia dubld 8 = 0 sau e identic satisficutd. Cum deja Q(a) = 0, gisim
B(a,b) = 0. Deci B(a,z) = 0 pentru orice [z] € d. Rezultd

(318) Z (Z Cli]‘ai) é.j =0

7=0 \i=0

care reprezinta un hiperplan, notat Hp, deoarece P e punct regulat. In plus, ecuatia
(3.18) ne arata cd P € Hp.

DEFINITIA 3.26. Pentru un punct regulat P al unei hipercuadrice, hiperplanul
Hp de ecuatie (3.18) se numesgte hiperplan tangent in P.

OBSERVATIA 3.21. Hiperplanul tangent intr-un punct regulat contine toate
generatoarele prin acel punct. X
Daca hipercuadrica v nu admite generatoare prin P, atunci Hp Ny = {P}. Intr-
adevdr, daca ar exista P’ € Hp Ny # {P}, P' # P, ar rezulta ca dreapta PP’ e
inclusd in Hp. Deci PP’ ar fi tangentd la v si ar avea cel putin doud puncte in
comun cu 7. Ar fi, deci, o generatoare a lui v prin P, contradictie.

14. Polaritate in raport cu o hipercuadrica

Fie, pentru inceput, ) o form& patratics nedegeneratd pe K™*! si B forma ei
polard. Notand (K™t1)* dualul de spatiu vectorial al lui K™*!, definim aplicatia
@ : K"t — (K™1)* prin

¢(z)(y) = B(z,y).
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Deoarece @ e nedegenerata, se verifici ugor ci ¢ e izomorfism liniar. Daca, in
reperul canonic, () are matricea (a;;), atunci

n
= E AiTiY;-

4,3=0

Observam ca, datoritd nedegenerarii lui @, scalarii E?:o a;jz; nu se pot anula
pentru fiecare j = 0,...,n. Astfel cid, pentru fiecare z = (xo,...,T,) fixat in
K™ — {0}, ecuatia

(3.19) Z (Z a,,x,) y; =0

7=0
defineste un hiperplan vectorial V.
Fie acum (P"K)* dualul spatiului proiectiv P"K. Conform observatiilor de
mai sus, izomorfismul liniar ¢ induce aplicatia @ : P"K — (P"K)*,
~ not
¢([2]) = Hp = w(Ve — {0}).
Hiperplanul Hy,) se numeste hiperplan polar al lui [z], iar [z] se numeste pol al lui
H[wl.
TEOREMA 3.17. Aplicatia ¢ este izomorfism proiectiv.

Demonstratie. ¢ e bijectie. Fie R un punct din (P"K)*; R este reprezentat de
un hiperplan H al lui P"K. Acesta este proiectia unui hiperplan vectorial al lui
K"ty H = n(V — {0}). Fie

Z biy; =0, rang(by,...,b,) =1

ecuatia lui V. Definim X = (zo,...
sistemului

,Zp) ca solutia (unicd, deoarece det(ai;) # 0) a

n
E QijT; = bj.
1=0

Evident @¢([X ])

¢ duce drepte in drepte. Deoarece dreptele lui (P™K)* sunt fascicole de hiperplane
din P"K, trebuie aratat ci ¢ transforma orice dreaptd proiectivad intr-un fascicol
de hiperplane. Fie, pentru aceasta, d = w(U — {0}) cu U = L{a, b} subspatiu

2-dimensional generat in K™™' de vectorii liniar independenti a = (ao,...,a,) si
b= (bo,-..,bs). Ecuatiile lui d se scriu:
(320) T; = aa; + ﬂbza pentru (Oé,ﬂ) # (07 O)a i = 07 ceey N

Conform definitiei, ¢([z]) = H[,) cu H[,) de ecuatie:

7=0
sau, tinand seama de (3.20):

ai (i%ﬁh) Y +BZ (Za” )y,- = 0.

Jj=0
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Pentru fiecare pereche (a,3) # (0,0), aceasta este ecuatia unui hiperplan care
contine intersectia (n —2)-dimensionald L a hiperplanelor ¢([a]) si ¢([b]). Deci H
apartine fascicolului de hiperplane de axa L.

Reciproc, orice hiperplan din fascicolul descris corespunde, prin ¢ unui punct [z]
de pe d. O

Interpretarea geometrica a rezultatului de mai sus se face via legatura cunoscuta
intre forme patratice si hipercuadrice. Sa notam ca, deoarece lucram cu hipercua-
drice nedegenerate, orice doud forme patratice corespunzatoare unei hipercuadrice
fata de care consideram polaritatea sunt proportionale: acest lucru rezultd din
propozitia 3.41 pentru K algebric inchis gi din propozitia 3.42 cand K nu e alge-
bric inchis. Aceastid observatie ne permite sa vorbim despre polaritate in raport
cu o hipercuadrica nedegenerata: intr-adevar, constructiile algebrice pe care le-am
facut utilizand o forma patratica nedegeneratd sunt invariante la multiplicarea cu
o constantd nenuld, deci sunt bine definite pentru o clasa de forme patratice din
PQ,(K) si, prin ¢, pentru hipercuadrica nedegenerati corespunzitoare. Astfel ci
putem considera hiperplanul polar al unei hipercuadrice nedegenerate.

Morala este ca, prin fixarea unei hipercuadrice nedegenerate, se poate construi
explicit un izomorfism intre P"K i dualul sdu. Daca ecuatia hipercuadricei este
> ai;&& = 0, atunci polului [zo : ... : x,] ii corespunde hiperplanul polar de
ecuatie >, (32, aijzi)§; = 0. Reciproc, unui hiperplan de ecuatie » b;§; = 0 i
corespunde polul ale cirui coordonate omogene sunt solutii ale sistemului liniar
omogen Zz a,-j& = bj.

Comparand ecuatiile (3.18) si (3.19), sd mai observam ci:

PROPOZITIA 3.46. Daca vy este o hipercuadrica nedegeneratda descrisa de forma
patratica @ si P este un punct al ei, atunci hiperplanul tangent Hp coincide cu
hiperplanul polar ol lui P.

Daca ne situam intr-un plan proiectiv §i fixdm o conica nedegenerata, atunci
polaritatea in raport cu ea transformd drepte in puncte (poli ai dreptelor) si puncte
in drepte (polare ale punctelor). Astfel cd un triunghi va fi transformat tot intr-un
triunghi ale carui varfuri sunt intersectiile polarelor varfurilor primului. Se poate,
deci, vorbi de triunghiuri autopolare.

EXERCITIUL 3.33. Fie 7 o conici nedegenerati in P?’K si A1AyAs, AyAsAs doud
triunghiuri autopolare. S& se arate cd punctele Ay,..., As se afld pe o conicd .

15. Puncte conjugate armonic. Biraport

Paragraful acesta e consacrat unor interpretari gi aplicatii geometrice ale po-
laritatii. Incepem cu:

DEFINITIA 3.27. Fie A, B puncte distincte din P"K §iC € AB,C # A, C # B.
Spunem ci un punct D € AB este conjugat armonic cu C in raport cu {A, B} (sau
ca C ¢i D sunt conjugate armonic fatd de {A, B}) daci gi numai daci:

1. dacd A si B sunt proprii:

a) cand C e propriu gi r = g% # —1, are loc % = —r, adica % = —%;

b) cand C e propriu gi r = g? = —1, atunci D este punctul de la infinit al

dreptei AB;
c) cdnd C e punctul de la infinit al dreptei AB, atunci % =—1;

2. daca unul dintre punctele A, B este impropriu, atunci A este conjugat armonic
cu B in raport cu {C, D} ca la punctul 1.
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Dacid C gi D sunt conjugate armonic in raport cu {4, B}, vom mai spune ci
(A, B, C, D) formeazi o diwiziune armonicd.

OBSERVATIA 3.22. 1. Din definitie se vede imediat ca relatia de conjugare
armonicd e simetricd: C gi D sunt conjugate armonic in raport cu {A, B} dacd si
numai daci A si B sunt conjugate armonic in raport cu {C, D}.

2. In cazul 1. b), cand 7 = —1, C este echibaricentrul sistemului de puncte {4, B}.
15.1. Exprimarea analitica a conjugarii armonice. Fie A, B de coordo-
nate omogene [1 : a; : ... : ap], respectiv [1 : by : ... : by]. Un punct propriu
C € AB are coordonatele [1: ¢y : ... : ¢,]. Raportul r = 27 se exprima prin:
_mm—-a _ Op —Cp
S bi—e bp—cy’
de unde scoatem
ci:ai—rbi, i=0,...,n,
relatie posibila deoarece A # B e echivalent cu r # 1. Deoarece e vorba de coordo-
nate omogene, putem lua pentru C coordonatele [1 — 7 : a3 —rby : ... : ap — Tby)].
Deci, in general, are loc:
(321) C; :a,-—rb,-, i :0,...,n.

Fie acum r # —1. Atunci, conform conditiei 1.a) din definitie, coordonatele omo-
gene ale celui de-al patrulea punct D al diviziunii armonice sunt:

(3.22) di=a;+rb;, 1=0,...,n.
Daci C=[0:a1—b1 :...:a,—by,] este punctul de la infinit al dreptei AB, atunci,
folosind 1.d), deducem D =[1:d; :...:d,] cu

al—dl_ _an—dn__l

by —dy by —d,
de unde obtinem

1 1 .

di=§Gi+§bi, i=1,...,n,

astfel cd putem considera pentru D coordonatele omogene [2 : a1 +b; : ... : ap+by)].

In concluzie, formulele (3.21), (3.22) sunt adevirate si in acest caz, cu r = 1. Cum
aceste formule se pot rezolva in raport cu a;, b;, obtindndu-se relatii analoage, putem
formula:

PROPOZITIA 3.47. Dacd A=[ag:...:ap), B=1[bp:...:b0,],C=1co:...:¢y)
sunt puncte coliniare distincte din P"K, cu

ci=a;+Ab;, 1=0,...,n
atunci conjugatul armonic D al lui C' in raport cu {A, B} are coordonatele omogene
di:a,’—)\bz‘, i=0,...,n.

EXERCITIUL 3.34. Automorfismele proiective pistreazd conjugarea armonicd: dacd
(A,B,C, D) e o diviziune armonica si f e un automorfism proiectiv, atunci si (f(A), f(B),
f(C), f(D)) e o diviziune armonici.

Reciproc, se poate demonstra:

PROPOZITIA 3.48. (Von Staudt) Fie h: P'K — P'K o bijectie care duce orice
patru puncte armonic conjugate in patru puncte armonic conjugate. Atunci h = f
cu f: K? = K? izomorfism semi-liniar.
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DEFINITIA 3.28. O dreapti care intersecteaza o hipercuadricd in doud puncte
distincte se numegte secantd a hipercuadricei.

Putem demonstra acum:

TEOREMA 3.18. Fie 7y o hipercuadrica nedegenerata, Py € P"K un punct fizat
care nu sta pe . Fie Py, Py punctele de intersectie cu -y ale unei secante arbitrare
prin Py. Atunci locul geometric al punctelor conjugate armonic cu Py in raport cu
{P1, Py} este hiperplanul polar Hp,.

Demonstratie. Fie ZZ" =0 @ij&i&; = 0 ecuatia lui v si [po : ... : pp] coordonatele
omogene ale lui Py. Fie Qo = [qo : .- - : ¢n] conjugatul armonic al lui Py in raport cu
{P1, P,}. Coordonatele omogene ale lui P, P> sunt de forma p; + Ag;, cu A solutii
ale ecuatiei de gradul 2 (obtinute prin intersectarea dreptei PoQo cu 7y):

Z aijpip; + 2A Z aijpigj + A\’ Z aijqiqj = 0.

4,j=0 4,j=0 4,j=0

Ecuatia are doud solutii reale A1, Ay (deoarece Py ¢ « atrage dupa sine Qo & 7)-
Cum si P, P, sunt conjugate armonic cu {FPy, Qo}, din propozitia 3.47 deducem
A1 + A2 =0, deci E?,j:o ai;piq; = 0, adicd Qo € Hp,.

Reciproc, se vede ugor, ca mai sus, ca orice punct al lui Hp, este conjugat
armonic cu Py in raport cu punctele de intersectie cu 7y ale dreptei PyQo- O

Un caz particular important al enuntului precedent se obtine luand Py punct
impropriu gi <y hipercuadricd proprie. Atunci toate secantele prin Py sunt para-
lele iar conjugatul armonic in raport cu {P;, P»} va fi mijlocul segmentului P; Ps.
Ajungem la urmatorul rezultat:

COROLARUL 3.15. Fie~y o hipercuadrica proprie. Locul geometric al mijloacelor
coardelor ei paralele cu o directie fizata este un hiperplan.

EXERCITIUL 3.35. Dacd y are centru unic, atunci hiperplanul de mai sus trece prin
centru. In acest caz el se numesgte hiperplan diametral conjugat cu directia fizatd.

15.2. Constructia geometrica a conjugatului armonic si alte aplicatii.
Am vizut mai sus cum se pot exprima unitar, cu formulele (3.21), (3.22) coordo-
natele omogene a doud puncte conjugate armonic in raport cu alte doua, indife-
rent dacd cele patru puncte sunt proprii sau unul e impropriu. Aceasta motiveaza
urmatoarea

Conventie. In cazul in care A si B sunt proprii, iar D e punctul de la infinit
al dreptei AB, punem % = 1 (raport ce nu se poate obtine pentru nici un punct
D propriu). Cu aceastd conventie avem: C gi D sunt conjugate armonic cu {4, B}

o .. <« DA _ _CA
daca g¢i numai daca E = ToB

Acum putem enunta:

TEOREMA 3.19. (Menelaus) Fie A, B, C puncte proprii necoliniare i d o dreap-
ta care intersecteazda AB (respectiv AC, BC) in punctul C' (respectiv B', A'). Dacd
{A,B,C}n{A",B',C'} =0, atunci

C'A 4B BC
(3.23) — === = |

Q
W
m
Q
%
b
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Demonstratie. Daca d este improprie, rezultd A’, B', C' improprii gi conventia
anterioara asigura
A AB B
0B @ BA

Q
Q

Q
&
b

deci (3.23) e satisfdcuta.
Daca d e proprie si unul dintre puncte, de exemplu A’, este impropriu, atunci
—= — =

7 '
AB si ¢4 — B4 conform teoremei lui Thales.
A'C c¢'B_ B'C

Nu e posibil ca doud dintre A’, B, C" s& fie improprii pentru cd atunci d ar fi
improprie, contradictie.
Acum, dacid A',B',C’ sunt proprii, avand in vedere regula de inmultire a

—
rapoartelor in corpul coordonatelor, construim mai intii vectorii A'C; = B'C,
[ [ A at of B'C A'C :
A'B; = B'A astfel incét sa avem == ﬁl— (vezi figura).
1

»
F1GURA 3.7 Teorema lui Menelaus

C

Fie X € A'C; cu proprietatea % = % (deci BX||CCY). Avem
1

— — — -
AB BC AX AC, AX
T— = > ? = 7 "
A¢ BA AC, AB, AB
—  — —
Fie, de asemenea, X; € BX cu proprietatea C'X; = A'X si B, € ABy cu A'B; =
C'B; (deci By Bs||d). Avem relatiile

— = = —
AX CA_CX, CA

4B, C'B C'B, OB

In fine, co_n}struim prin X; paralela la Bs A care intersecteazi C'A in Y. Rezultd

a'x c'y
1= i de unde Y = B. Ca urmare

—
C'Bs
— = == —
C'Xy, C'A_(C'B (C'A
— == === == =1 U
C'B, C'B C'A C'B

Demonstram in continuare ca daca un fascicol de patru drepte e taiat de o
dreaptd dupd o diviziune armonica, atunci orice dreapta il taie dupa o diviziune
armonica:

PrROPOZITIA 3.49. Fie di,ds,ds,d, patru drepte in P"K, concurente in S.
Daca existd o dreaptd care intersecteazd d; in A; (i =1,2,3,4) cu (A1, As, As, Ay)
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formand o diviziune armonica, atunci orice dreaptd care nu trece prin S gi inter-
secteaza cele patru drepte determing pe ele o diviziune armonicd.

Demonstratie. Daca S e impropriu, dreptele sunt paralele gi proprietatea din
enunt se reduce la una (afind) binecunoscutd.
Daca S e propriu, dreptele considerate sunt proprii. Fie B; punctele in care o alta
secanta taie d;.
Pasul 1. Consideram intai cazul particular in care A; = B;. Aplicam teorema
lui Menelaus triunghiului A; As B, taiat de dreptele SAsBs si SA4Bsy. Rezulta
relatiile: .

Az3A; SAs; B3Bs

. =1;
Az A S—B; B3B;
A4, BiA 5B, _,

— == == =

A4A1 B4BQ SA2
Cum inmultirea rapoartelor din K e comutativa, facind produsul membru cu mem-
bru al acestor relatii obtinem:

A34, A4, ByBy BiA,
AsAs A4A] BsB; BuB,

=1.

— —
Dar Asdl — _ A4

pentru ci (A, As, Az, Ay) e diviziune armonicid. Rezultd
A3A2 AsAs

BsBy _ _ BiA;
B3Bg B4B2 )

Pasul 2. Fie, acum, dreapta d' care taie d; in B;, S € d'. Dreapta A, B, taie ds in
C5 si d3 in C3. Conform pasului 1, diviziunea (A1, C2,C3, B4) e armonici ceea ce
implicd, din nou conform pasului 1, ca diviziunea (By, B3, B2, B1) e armonicd. O

Putem deci spune ca patru drepte coplanare concurente care sunt taiate dupa
o diviziune armonicd formeaza un fascicol armonic. Dreptele fascicolului se mai
numesc raze, iar fascicolul se poate nota S(di,ds,ds,ds).

EXERCITIUL 3.36. Fie P un plan afin (considerat scufundat in completatul siu pro-
iectiv) cu corpul coordonatelor comutativ, de caracteristicd diferitd de 2. Fie ABCD un
paralelogram, fie O intersectia diagonalelor AC, BD. Fie di = AC, d2 = BD, ds, da
paralele prin O la AB, respectiv BC. Atunci O(d1,d>2,ds,d4) e un fascicol armonic.

Mai general, putem enunta:

ProOPOZITIA 3.50. (A patrulaterului complet) Fie m un plan proiectiv pappian
cu corpul coordonatelor asociat de caracteristica diferita de 2. Fie A, B, C, D puncte
trei cdte trei necoliniare. Fie {E} = ABNCD, {F} = ADNBC, {G} = ACNBD.
Atunci dreptele GA,GB,GE,GF formeaza un fascicol armonic.

A

FiGuraA 3.8 Patrulater complet.

P Constructia conjugatului armonic
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Nu avem decét sa alegem EF drept dreapta de la infinit. Acum ABCD e pa-
ralelogram si se aplici exercitiul anterior. Acest mod de demonstratie (1-am folosit
gi in discutia teoremei lui Pappus), bazat pe expedierea la infinit a unei drepte si
folosirea rezultatelor de geometrie afina, e justificat de izomorfismul existent intre
corpurile coordonatelor asociate diferitelor hiperplane ale spatiului.

OBSERVATIA 3.23. Daca carK = 2, atunci orice patru puncte trei cate trei
necoliniare formeaz3 un paralelogram cu diagonale paralele. Rezultd E, F,G coli-
niare gi se regasesgte configuratia lui Fano.

Putem acum si indicdm un mod geometric de a construi conjugatul armonic
al unui punct in raport cu alte doua. Fie A # Bin P"K, E € AB, E ¢ {A, B}.
Pentru a construi conjugatul armonic E’ al lui E in raport cu {A, B}, ne orientam
dupa figura. Alegem C si D astfel incat A, B,C, D sa fie trei cate trei necoliniare
si E € CD. Notam {F} = BCNAD, {G} = ACNBD. Atunci (A,B,E,E'"), cu
{E'} = GF N AB e o diviziune armonica.

ExerCITIUL 3.37. In notatiile de mai sus, fie {G'} = AC N EF. S¥ se arate ci
(4,C,G,G") e o diviziune armonici.

Sa dam gi o demonstratie sintetica pentru:
PROPOZITIA 3.51. Orice izomorfism proiectiv pastreaza diviziunea armonicd.

Demonstratie. Ne referim din nou la notatiile de pe figura privind patrulaterul
complet. Intreaga configuratie e cuprinsd intr-un plan. Acesta e transformat de un
izomorfism ¢ tot intr-un plan (de asemenea pappian). Deoarece ¢ duce drepte in
drepte si e bijectie, va pastra toate concurentele din figura, deci figura transformata
e analoagd celei de plecare. Atunci, conform constructiei anterioare, imaginile prin
o ale unei diviziuni armonice formeaza o diviziune armonica.

15.3. Biraport. Vom generaliza in cele ce urmeaza notiunea de diviziune ar-
monica. Avem nevoie intéi de:

DEFINITIA 3.29. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n + 1. Se numegte
reper prosectiv in P(V') un sistem de n+2 puncte {[eo],. .., [en+1]} cu proprietdtile:
1) {e1,--.,ent1} ereper al lui V' (deci {[e1],.-.,[ent1]} € bazd in P(E)).

2)eg=e+er+ -+ ent1.

Rolul lui [eg] este esential. Intr-adevir, dac {e},..., e, 41} este un alt reper
din V cu proprietatea ca [e}] = [e;], rezultd c& oricare ar fi indicele i = 1,...,n+1,
existd A\; € K — {0} astfel incat e} = A;e;. Atunci, oricarearfiz € V, z =) z;e; =
> zhel ar rezulta cd x; = Az Dacd in multimea R ce defineste un reper in P(E)
am omite pe [ep], atunci lui = ar trebui sa-i asociem de asemenea coordonatele
[A1Z1;...; An+1Zny1] care nu reprezintd coordonate omogene pentru z decat daca
A1 = - = A1 = A. Deci coordonatele omogene nu se pot asocia unei baze
(ordonate) din P(V). Aici intervine rolul lui [eg]. Cerdnd ca [e]] = [eg], obtinem
existenta lui A € K — {0} astfel incit ey = ey, de unde se deduce \; = --- =
)\n-l—l = A

O definitie echivalenta a notiunii de reper avem in:

EXERCITIUL 3.38. Fie R = {[mo],...,[mn+1]} un sistem de puncte din spatiul pro-
iectiv P(V), dimV = n + 1. Atunci R este un reper al lui P(V), daci si numai daci
oricare ar fi ¢ € {0,1,...,n + 1} sistemul de puncte R — {[m;]} este liber.

Pentru repere proiective avem un rezultat de tipul propozitiei 1.23 (de la spatii
vectoriale) sau al corolarului 2.16 (de la spatii afine):
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PROPOZITIA 3.52. Fie V, V', spatii vectoriale (n+ 1)-dimensionale peste corpul
K iR = {[eo],.-.,[ent1]}, R = {[eb], ..., [ehy1]} repere proiective in P(V) si
P(V'"). Atunci existd o unicd transformare proiectivd bijectivda T : P(V) — P(V')
astfel incdt T ([e;]) = [e}], oricare ar fii =0,1,...,n+ 1.

Demonstratie. Cum {e1,...,eny1}, {€],...,€,,1} sunt repere vectoriale din
V respectiv V', existd un izomorfism liniar f : V' — V' astfel incat f(e;) = e},
oricare ar fi i = 1,...,n+1 (vezi propozitia 1.23); f induce f : P(V) — P(V") prin
f([z]) = [f(z)]. Ludm T = f. Unicitatea rezultd ugor folosind proprietatea lui e,
ey din reperele proiective. d

Pe de altd parte, fie A;, Ay, A3 € P'K distincte doud cite doud. Conform
exercitiului 3.38, {A1, A2, A3} este un reper al lui P K. Fie {e;,e>} baza canonici
alui K? gi eg = e; + es. Atunci {[eo],[e1],[e2]} e un reper al lui PLK. Con-
form propozitiei anterioare existd un unic automorfism proiectiv al lui P1K cu
proprietatile: T(A1) = [e1], T(A2) = [e2], T(As) = [eo]. Reamintim acum ca
P1K se identificd cu K U {oo} printr-un izomorfism proiectiv a cu proprietatea
[1:v]—>vsi[0:v]— oo Decia(fer]) = a([1:0]) =0, a([ez]) = a([0 : 1]) = oo,
a([eo]) = a([1:1]) = 1. Punand fa,4,4, = @ o T, deducem:

PROPOZITIA 3.53. Date Ay, Ay, Az € P'K distincte doud cédte doud, existd un
unic izomorfism proiectiv fa, a,a, : PLK — K U {00} cu proprietatile:

faia,45(A1) =0,  fa,a,45(A2) =00, fa,a,4,(A3) =1

Putem acum da:

DEFINITIA 3.30. Fie Ay, Ao, A3, A4 puncte din P K, primele trei distincte do-
ui cate doud. Se numeste biraport sau raport anarmonic® al celor patru puncte
scalarul [A1, Aa, As, A4] = fa,4,4,(A4) € KU{oo} unde f4, 4,4, este izomorfismul
proiectiv din propozitia 3.53.

OBSERVATIA 3.24. [A1, As, A3, A4] = 0o daci i numai dacad A4 = As;
[A1, Ay, Az, A4] = 0 daca gi numai dacid Ay = Ay;
[A1, As, A3, A4] = 1 dacd si numai dacd Ay = As.

Direct din definitie rezulta:

PROPOZITIA 3.54. Biraportul a patru puncte din P'K, definit mai sus, este
invariant proiectiv: dacd f e un automorfism proiectiv al lui P'K, atunci [A1, As,

As, Ag] = [f(A1), f(A2), f(As), f(Ad)]-

intr—adevér, daca f(A4;) = A},i=1,2,3 i T' este unicul automorfism proiectiv
al lui P*K cu T'(A1) = [e1], T'(Aa) = [e2], T'(A3) = [eo], atunci T o f duce A; in
[e1], Az In [es], A3 in [eg], deci coincide cu unicul izomorfism proiectiv T' care avea
aceste propreitati.

Daci se cunosc coordonatele omogene ale punctelor A;, atunci se poate gisi
explicit valoarea biraportului. Avem intéi nevoie de:

LEMA 3.10. Fie A; = [€], Ay = [n], A3 = [ + n] puncte distincte pe P'K.
Atunci Ay = [A + pn)] dacd si numai dacd [A1, Az, As, A4] = a([\, p]).

9No‘giunea a fost introdusd de Pappus, dar studiati sistematic de Poncelet.
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Demonstratie. Din definitia lui a, a([e1]) = 0, a([e2]) = o si a([er + e2]) = 1.
Atunci fa, 4,4, = f unde f(€) = e1, f(n) = e2. Rezultd
faia,4,(A1) = fa, 4,4, ([N + pn]) =
= a0 F(AE + ) = a(Dres + pea)) = a(\, ). O

PROPOZITIA 3.55. Fie A; = [z; : yi], i = 1,2,3,4 puncte din P1K, primele trei
distincte doud cate doua. Atunci

r1 X4 X4 X9

Y1 Ya Ya Y2
(324) [Al, AQ, A3, A4] = :

1 I3 Ir3 T2

Y1 Y3 Ys Y2

Demonstratie. Fie a; € K? astfel incat [a;] = A;. Cum A; e distinct de As,
a1, as sunt vectori independent;i gi exista scalarii £, 3,7, d astfel incat

asz = wiay + faz, a4 = yai + das.
Deci a4 = %(§a1) + %(,8(12). Observam ca A; = [a1] = [€a1] si A2 = [a2] = [Ba2],
deci suntem in conditiile lemei anterioare. Rezultd cd [A142A4344] = o[, %])

Ramaéne sa calculam scalarii &, 3, respectiv «y,d din sistemele de tip Cramer: £z +
Bzy = x3, Ey1 + By2 = ys, respectiv yx1 + dxy = T4, YY1 + 0y2 = y4. Obtinem

_ X3Y2 —Y3x2 _ T1Y3 —Y1Z3
- ) - b
T1Y2 — T2Y1 Z1Y2 — T2Y1
_ T4Y2 — Y42 5= T1Y4 — Y124
= , 0 = .
T1Y2 — T2Y1 Z1Y2 — T2Y1

In final, gasim

5 - -
[A1A2A3A4] =2 v _ T1Y4 — Y124 . T4Y2 y4x2’
B € T1Y3 — Y1T3 T3Y2 — Y3x2
ceea ce trebuia demonstrat. a
Biraportul a patru puncte depinde de ordinea in care se considerd punctele.
Daci notdm S = [A4;, Aa, A3, A4] si facem toate permutarile posibile (consideram
acum toate punctele distincte doud cite doud), folosind formula (3.24) vom obtine

valorile: . 1 -1 8
BaE:l_Bal_ﬁa ,B ,ﬂ_l

Atunci putem defini functia

. . (22 =B +1)2
(3.25) j:K—-{0,1} - K, ](z)zm
care are proprietatea
j(z):j(z')dacé§inumaidacéz'€{z,l,l—z, 1 ’z—l’ id }
z 1-2" 2 "z-1

DEFINITIA 3.31. Date patru puncte distincte doud cate dous pe P! K, numirul
j(B), unde B = [A1, As, A3, A4], se numeste modulul cuaternei respective si se
noteaza j(Al, AQ, Ag, A4)

Cititorul va demonstra:
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EXERCITIUL 3.39. Doui cuaterne (neordonate) de pe P'K au acelasi modul dacs si
numai daci sunt proiectiv echivalente.

Putem acum extinde definitia biraportului pentru puncte de pe o dreapta pro-
iectiva arbitrara d a unui spatiu sau plan proiectiv M care satisface axioma lui
Pappus-Pascal. Daca corpul coordonatelor asociat lui M este izomorf cu K, con-
siderfm ¢ : d = P'K un izomorfism proiectiv. Pentru A, Ay, As, A4 € d, primele
trei distincte doua cate doua, definim

[A1, Az, A3, Asg] = [p(A1), p(A2), p(A3), p(A4)].

Independenta acestei definitii de alegerea lui ¢ rezulti din propozitia 3.54. Intr-
adevir, dacd ¢’ este un alt izomorfism proiectiv intre d si P'K, atunci ¢'¢~! este

un automorfism proiectiv. Deci

[p(A1),0(A2), p(As), p(A4)] =
=[0'0  (p(A1), ¢'¢H((42)), ' (p(As)), "9 (0(A4))] =
= [¢' (A1), ¢'(A2),¢'(43), ¢ (A4)]
ceea ce trebuia demonstrat.

EXERCITIUL 3.40. Dacd A1, A2, As sunt puncte distincte pe d si k € K, existd un
unic punct A4 pe d astfel incit [A1, A2, Az, A4] = k.

Fie acum A € P2K. Fascicolul de drepte A* prin A poate fi considerat drept
dreaptd a planului proiectiv dual P2K*. Daci di,ds,ds,ds sunt patru drepte ale
fascicolului A*, ele reprezintd patru puncte coliniare pe dreapta A* din planul dual.
Deci, daca trei dintre ele sunt distincte doua cate doua, are sens sa vorbim despre
biraportul acestui fascicol de patru drepte. Biraportul unui fascicol de patru drepte
se poate exprima cu ajutorul biraportului punctelor de intersectie dintre o dreapta
arbitrara gi dreptele fascicolului:

PROPOZITIA 3.56. Fie dy,ds,ds,dy € A*, primele trei distincte doud cate do-
uwd. Fie d o dreaptd arbitrard care nu trece prin A i care intersecteazd d; in A;.
Atunci

[d17d2;d3;d4] = [A17A2;A3;A4]-

Demonstratie. Fie p: A* — d, u(d) = 6 Nd. Rezultd usor ci p este izomorfism
proiectiv (A* este consideratd dreaptd din planul dual). Ca urmare, p conservi
biraportul. O

COROLARUL 3.16. Flie dy,ds,ds,ds drepte prin A, primele trei distincte doua
cate doua. Fie d (respectiv d') o dreaptd arbitrard care nu trece prin A gi care
intersecteazd d; in A; (respectiv A}). Atunci

[A13A23A33A4] = [AllaAlegaAil]

EXEMPLUL 3.18. Fie dy,d>,ds,ds drepte afine din R2?, concurente in O. Fie d
o dreapta arbitrarad din plan, paralela cu dy §i A; intersectiile lui d cu d;, i = 1,2, 3.
Atunci, din corolarul anterior rezultd r(A;, Aa, As) = [d1,da, ds,ds] (ca sd vorbim
de biraport al fascicolului, considerdam planul afin scufundat in completatul sau
proiectiv etc.) Cu acest rezultat putem demonstra urmatorul enunt (de geometrie
afind): Fie M un punct in planul triunghiului (ABC). Dreptele (AM), (BM),
(CM) taie dreptele (BC), (CA), (AB) in punctele A', B', C' respectiv. Are loc
relatia lui Van Aubel: r(A,C,B")+r(A,B,C") =r(A, A", M). Pentru demonstratie
e suficient si ducem prin B i C paralelele BBy, CCy (B1,C; € AM) la laturile
opuse ale triunghiului si s8 ne raportdm la fascicolul BA, BC,BB', BB;.
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Sa observim ci o cuaternd ordonati de pe P'K cu biraportul —1 (sau in care
trei puncte coincid) formeazi o diviziune armonic. Intr-adevir, punand A4; = [z],
Ay =y, A3 = [z +y], A4 = [Mz + py], atunci [Aq, A2, A3, A4] = —1 e echivalent
cu A = —p conform lemei 3.10. Rezultd A4 = [z — y], In acord cu propozitia 3.47.
Putem da:

PRrROPOZITIA 3.57. O cuaternd ordonatd de pe P'K formeazd o diviziune ar-
monicd dacd st numai dacd trei dintre puncte coincid sau daca biraportul ei este —1.

16. Teoremele lui Pascal si Brianchon

In acest paragraf ne situiim in planul proiectiv P2K (K e comutativ, de ca-
racteristica diferitd de 2). Pentru doua puncte A, B ale unei conice v, AB va
insemna, fie dreapta determinatd de A si B, cand punctele sunt distincte, fie tan-
genta in A la v, cAnd punctele coincid. Notam {e;, ez, e3} reperul canonic al lui
K3 eq = e; + e +e3, astfel cd {[eo], [e1], [e2], [e3]} e un reper proiectiv in P2K pe
care il vom numi, de asemenea, canonic. X

Enunturile care urmeaza pregatesc demonstratia teoremei lui Pascal. Incepem
cu:

ProPOzZITIA 3.58. Exista gi este unica o conica nedegeneratd -y care confine
punctele [eg], [e2], [es] ale reperului canonic gi ale cdrei tangente in punctele [ea],
[es] se intdlnesc in [e1].

Demonstratie. Fie

(3.26) a00&s + a11& + axs + 2a1261& + 2a10€1 €0 + 2a20€280 = 0

ecuatia generald a unei conice. Cautdm s3 determindm coeficientii a;; astfel incat sa
fie satisficute conditiile din enunt; [es], [e3] € v conduc la a;; = ass = 0. Tangenta
t in [es] la 7y are ecuatia ag1 & +aia€s = 0 i [e1] € t implicd ag; = 0. Analog, cerinta
ca [e1] s& apartind tangentei in [es] implici ag2 = 0. In fine, [eg] € 7 conduce la
apgo = —2a1,. Astfel ci ecuatia lui v este:

(3.27) & -6&=0. O

COROLARUL 3.17. Ecuatia oricarei conice nedegenerate se poate pune, modulo
un izomorfism proiectiv, sub forma (3.27).

intr—adevér, e suficient sa fixam trei puncte distincte Ag, A3, A3 pe 7y si sa notam
A; punctul de intersectie al tangentelor in Ay, A3. Sa observam apoi cid Ag, ..., A3
formeazd un reper proiectiv si sa consideram izomorfismul proiectiv care aplica
acest reper proiectiv peste cel canonic.

PROPOZITIA 3.59. Prin oricare cinci puncte distincte ale lui P2K, trei cdte
trei necoliniare, trece o conicd nedegeneratd unicd.

Demonstratie. Fie Ag, Ay, ..., A4 puncte ca in enunt. Cu exercitiul 3.38, ori-
care patru dintre ele formeaza un reper proiectiv. Le alegem pe primele patru pentru
a forma reperul. Abstractie ficand de un izomorfism proiectiv al lui P2K, putem
presupune ci acesta este chiar reperul canonic, i.e. Ag =[1:1:1], 4; =[1:0:0],
Ay =[0:1:0], A3=1[0:0:1].

Fie acum ~ o conicd de ecuatie (3.26). Conditiile A; € v pentru ¢ = 0,...,3
conduc la agg = a11 = a2 = 0 §i a12 + a0 + a2 = 0. Ecuatia (3.26) devine

(3.28) —(a10 + a20)&1é2 + a10&1éo + az0é2éo = 0.
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Acum intra in joc punctul A4. Fie [z : y : z] coordonatele sale omogene. Cum
Ay € 7, ecuatia (3.28) furnizeazi

(3.29) a1oy(z — 2) + azoz(z —y) = 0.

Trebuie vazut ci aceastd ecuatie, In necunoscutele (a1, az20), are solutie. Or, prin
ipotezd, A4 nu apartine nici uneia dintre dreptele A;A4;, 4,5 € {0,1,2,3}. Ca
urmare, x,y, z sunt nenule gi distincte, ceea ce asigura existenta solutiilor.

Pe de alta parte, deoarece cautam o conica nedegenerata, impunem conditia
det(ai;) # 0, ceea ce revine la a1g # 0, azp # 0, a10 + a20 # 0. Obtinem ecuatia lui
7 sub forma:

(330) alzfl‘fg + 0/106160 + a20§2§0 =0. O

Fie in continuare v o conica nedegenerata gi A un punct de pe . Notam A*
fascicolul de drepte care trec prin A. Fie m4 : v — A* aplicatia definitd prin
ma(B) = AB. Avem:

PROPOZITIA 3.60. 74 este bijectie. Pentru A,B € v, ma owgl este izomorfism
proiectiv intre B* si A* privite ca drepte ale spatiului proiectiv dual P2K*.

Demonstratie. Bijectivitatea lui w4 este consecinta a faptului ca orice dreap-
t4 prin A mai taie conica incd intr-un punct (eventual confundat cu A). Daci
B=A ngo wgl = 1p-+ care e izomorfism proiectiv. Dacd B # A, atunci, conform
corolarului 3.17, putem presupune A =[0:1:0], B=[0:0: 1] gi ecuatia lui 7y sub
forma (3.27). Atunci A* este multimea dreptelor de ecuatii

(3.31) Ao +pé2 =0, (A p) #(0,0)
iar B* este multimea dreptelor de ecuatii
(3.32) Néo+p'é& =0, (N,p') #(0,0).

Fieacumd € A* sid' = mgom,'(d). Dacd dny = A', atunci dnd' = A'. Deci, daci
(A, ) (respectiv (N, u') sunt parametrii directori ai lui d (respectiv d'), rezulta,
tindnd seamd de forma speciald a ecuatiei lui v, cd AN = py'. Cum parametrii
directori sunt determinati pana la proportionalitate, deducem ca asocierea dintre d
si d' e biunivoca. a

Putem si definim acum biraportul a patru puncte de pe o conica nedegenerata.
Demonstram intai:

PROPOZITIA 3.61. Fie A;, As, A3, Ay puncte trei cdte trei necoliniare pe co-
nica nedegeneratd v. Fie C,D puncte distincte pe v Atunci are loc egalitatea de
birapoarte de fascicole de drepte (vezi propozitia 3.56):

[CA,,CAy,CA3,CAy) =[DA;,DAy,DA3, DA,).

Demonstratie. Conform propozitiei anterioare, wp o 7751 e izomorfism proiectiv
intre C* gi D*. Conform propozitiei 3.54, 7p 07751 pistreaza biraportul. E suficient
acum sa observam ca dreptele C'A; si DA; se corespund prin wp o 7r51. |

Acum putem da:

DEFINITIA 3.32. Fie Ay, As, A3, A4 puncte trei cate trei necoliniare pe conica
nedegeneratd . Biraportul [A;, Az, A3, A4] este biraportul fascicolului de patru
drepte [CA;,C Ay, CAs,CAy], oricare ar fi C € ~.

Ultimul pas pregatitor pentru teorema lui Pascal este:
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EXERCITIUL 3.41. Fie [A1, Az, A3, A4] = [B1, B2, Az, B4]. Ardtati c§ dreptele A; By,
A3B3, AyBy sunt concurente. Enuntati gi demonstrati duala acestei proprietati.

In continuare vom numi hezagramd sase puncte ordonate lexicografic dintre
care cel mult trei perechi coincid. Indicii 4, j vor lua valorile 1, ..., 6 si convenim ca
orice indice care depageste 6 si fie considerat modulo 6. Dacd A; A, ... Ag este o
hexagrama, inscrisi sau circumscrisi unei conice, vom spune ca, A; A; 11 sunt laturi
ale hexagramei. Laturile A;A; 1 si A;+3A4;+4 se numesc opuse. Segmentele A;A; 3
se numesc diagonale. Acum putem demonstra teorema centrald a acestui paragraf.

TEOREMA LUI PASCAL. Perechile de laturi opuse ale unei hexagrame inscrise
intr-o conica nedegeneratd se intalnesc in trei puncte coliniare.

FiGuraA 3.9 Teorema lui
Pascal

Demonstratie. Fie AjAs ... Ag o hexagrama inscrisid in conica nedegeneratd
v, fie {B;} = A;Ait1 N AiysAira (i = 1,2,3) intersectiile perechilor de laturi
opuse. Consideram si punctele S,T de intersectie ale perechilor de laturi AsAg,
A3z Ay si respectiv As Az, A4 As. Va fi suficient sa demonstram ca dreptele T Az,

B B3, A5S sunt concurente. Ideea este sd aplicam exercitiul 3.41. Pentru aceasta
e suficient si probdm egalitatea birapoartelor [T, By, A4, A5] si [4s, Bs, A4, S]. Or
aceasta rezulta din §irul de egahté‘gl [T, Bl; A4, A5] = [A2A3, A2A1, A2A47 A2A5] =
[AgA3, Ag A1, A Ay, AgAs] = [A3, B3, Ay, S). o

Dreapta pe care se afla intersectiile laturilor opuse ale hexagramei se numegte
dreapta lui Pascal. Ea e asociata conicei si hexagramei.

OBSERVATIA 3.25. Daca hexagrama din teorema lui Pascal se considera nu pe o
conicd nedegenerati ci pe o reuniune de doud drepte distincte (conici degeneratd),
enuntul se trivializeaza, el reducandu-se la axioma Pappus-Pascal care e satisfacuta

deoarece corpul K e comutativ.
EXERCITIUL 3.42. Enuntati si demonstrati reciproca teoremei lui Pascal.

Deoarece prin dualitate in raport cu o conica nedegenerata orice punct al conicei
se transform3 n dreapta tangentd la conicd in acel punct, o hexagrama inscrisa se
transforma intr-o hexagrami circumscrisa conicei. Astfel, dualizdnd teorema lui
Pascal in raport cu conica pe care se afld hexagrama obtinem:

TEOREMA LUI BRIANCHON. Diagonalele unei hexagrame circumscrise unei co-
nice nedegenerate sunt concurente.
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FIGURA 3.10 Teorema, lui
Brianchon

Dam in continuare, sub forma de exercitii, o serie de proprietati care sunt
consecinte ale teoremelor lui Pascal si Brianchon.

EXERCITIUL 3.43. Fie P punctul de intersectie al tangentelor in punctele A, B ale
conicei nedegenerate . Fie M, N € ~ distincte de A, B. Fie {U} = BM N AN, {V} =
BNNAM. S3 se arate ci U, V, P sunt coliniare. (Indicatie: Seia Ay = A¢ = B, Ay = M,
A3 =As=A, As = N in teorema lui Pascal).

EXERCITIUL 3.44. Fie A un triunghi circumscris conicei nedegenerate . Dreptele
care unesc un varf al lui A cu punctul de tangentd la v situat pe latura opusd sunt
concurente. (Indicatie: Caz particular al teoremei lui Brianchon).

EXERCITIUL 3.45. Fie 6 puncte pe o conici nedegeneraty. Fiecare permutare a lor
furnizeazd o hexagramd. Fiecare hexagrama furnizeazd o dreaptd a lui Pascal. Sa se arate
ca exista cel mult 60 de drepte ale lui Pascal corespunzatoare celor 6 puncte.

EXERCITIUL 3.46. Dacd hexagrama contine cel putin 4 puncte distincte, demonstrati
teorema lui Pascal considerand reperul proiectiv format din aceste 4 puncte.

EXERCITIUL 3.47. Fie ABCD un patrulater Inscris In conica nedegeneratd . Tan-
gentelein A gi C, respectiv B si D la vy se intalnesc in puncte ce apartin dreptei determinate
de punctele de intersectie ale laturilor opuse ale patrulaterului. (Indicatie: Se aplicd teo-
rema lui Pascal pentru A1 = Ay = A, A3 = B, A4 = As = C, As = D, respectiv A1 = A,
Ay =A3 =B, Ay =C, As = A¢ = D).

EXERCITIUL 3.48. Intr-un patrulater circumscris unei conice nedegenerate diagona-
lele si dreptele care unesc punctele de tangenta ale laturilor opuse sunt concurente.

EXERCITIUL 3.49. Si se arate c8 dreptele tangente in varfurile unui triunghi inscris
intr-o conica nedegenerata intersecteaza laturile opuse in trei puncte coliniare. Enuntati
si demonstrati duala acestei propozitii.

Urmatorul enunt; este un caz particular al unei teoreme fundamentale de geo-
metrie proiectivd, Marea teorema a lui Poncelet'®.

EXERCITIUL 3.50. Daci doud triunghiuri sunt circumscrise unei conice nedegenerate,
atunci existd o conicd nedegeneratd in care ambele triunghiuri sunt inscrise. (Indicatie:
Fie A; AsAs, B1 By Bs triunghiuri circumscrise conicei nedegenerate y. Fie {C;} = A;B; N
ApByg, (ijk) = (123) si permutdri circulare. E suficient si aratdm cd Ci, Cz,C3 sunt
coliniare, apoi sa aplicam reciproca teoremei lui Pascal. Coliniaritatea ceruta rezulta din
teorema lui Brianchon aplicatd pentru hexagrama A;CsB;B3C1As.)

Enuntul dual celui de mai sus este:

10Jean Victor Poncelet, 1788-1867, matematician francez, unul dintre creatorii geometriei
proiective.
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EXERCITIUL 3.51. Dacd doud triunghiuri sunt inscrise intr-o conicd nedegenerati,
existd o conica nedegenerata careia ii sunt circumscrise.

EXERCITIUL 3.52. Fie triunghiul ABC, punctul O si dreapta d astfel incdt O ¢ d. Fie
{8} =dnAB, {T} =dnBC, {U} =dnAC. Dreapta OS taie AB si AC in Cb, respectiv
B.. Fie A;,C,, respectiv Bq, Ay perechi de puncte analoage. Fie {M1} = B.Cy, N B,Ch,
{Mg} = AbBcﬂCbAc, {Nl} = CaAbﬂCbAc, {Nz} = B.C, ﬂAcBa, {Pl} = AyB. ﬂAcBa,
{P2} = Cy,Ay N CyB,. Atunci dreptele AM;, BN;, CP; sunt concurente §i punctele
My, M3, O sunt coliniare.

Incheiem paragraful cu o teorema reciproca propozitiei 3.60. Pentru a o putea
enunta, sa observam ca, deoarece orice fascicol de drepte A* este o dreaptd din
planul dual P2K*, intre orice dous fascicole de drepte exist4 izomorfisme proiective.
Daca f : A* — B* este un astfel de izomorfism, atunci dreptele care se corespund
prin f, (d, f(d)) se numesc omoloage. Daca dreapta AB (care apartine ambelor
fascicole) este invariata de f, ea se numegte autoomoloaga. In general, de indata ce
s-a fixat un izomorfism proiectiv intre doua fascicole, spunem ca dreptele lor sunt
omoloage. Acum putem da:

TEOREMA LUI STEINER. Fie A*, B* doud fascicole avand dreptele omoloage.
Daca AB este autoomoloaga, atunci celelalte perechi de drepte omoloage se intdlnesc
in puncte coliniare. Dacd AB nu este autoomoloaga, atunci locul geometric al punc-
telor de intersectie ale celorlalte perechi de drepte omoloage este o conica nedegene-
ratd.

Demonstratie. Fie f : A* — B* un izomorfism proiectiv care pune in cores-
pondenta dreptele omoloage. Fie di,d2,ds trei drepte distincte din A* §i distincte
de AB (existd, conform axiomei P2). Fie {F;} = d; N f(d;).

Daci f(AB) = AB, cum f este izomorfism proiectiv iar biraportul este invari-
ant proiectiv, avem

[dladQJABad3] = [f(dl)af(dQ)aABa f(d3)]
Fie {Q} = P1P2 n 14_B7 {Qg} = P1P2 n d3, {Ql3} = P1P2 n f(d3) Rezulta

[P17P27Q;Q3] = [P17P27Q7QI3]'
Ca urmare, Q3 = Q% = Ps astfel c& Py, P», P3 sunt coliniare. Deci {dN f(d) ; d €
A* — {AB}} = P, .
Dacd f(AB) # AB, conform propozitiei 3.59 existd o unici conicd nedegenerats
~ care contine punctele A, B, P;, P, Ps. Vom arita ca pentru orice d € A*, dN

f(d) € 7. Fied € A" —{d,dp,ds}. Fie {Q} =dn~y (Q # 4) 5i {Q'} = f(d) Ny

(Q' # B). Avem
[d17 d27 d37 d] = [f(d1)7 f(d2)7 f(d3)7 f(d)]
de unde obtinem [Py, P2, P5, Q)] = [P1, P, P3,Q’], ceea ce implicd

[AP17AP2aAP37AQ] = [AP17AP27AP3JAQI]'

Rezulta, AQ = AQ', deci Q = @', ambele puncte fiind pe conica v pe care AQ
nu o poate intersecta in mai mult de doud puncte. Lasam ca exercitiu dovedirea
incluziunii inverse. a

EXERCITIUL 3.53. Fie triunghiul ABC i O € (ABU AC) — {A} un punct fix. O
dreaptd mobild prin O intersecteazd AB in M si AC in N. Locul geometric al intersectiei
dintre BN si CM este o conicd. (Indicatie: Aplicatia f: AB — AC, f(M) = N, este un
izomorfism proiectiv. Ca urmare, BN gi CM sunt drepte omoloage in fascicolele B*, C*.
Se aplica teorema lui Steiner).
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17. Recuperarea hipercuadricelor afine

Fie v o hipercuadrica de ecuatie ZZ =0 a;;&:€ = 0. Ne intereseazd pozitia ei
fatd de hiperplanul de la infinit. Punctele ei improprii satisfac ecuatiile

n

(3.33) &=0, Y a;&& =0

ij=1
deci avem, identificAnd hiperplanul & = 0 cu P" 1K prin [0: & :...: &) — [&1 :
Gl

PROPOZITIA 3.62. Daca este nevida, intersectia dintre o hipercuadrica de ecu-
atie (3.11) gi hiperplanul de la infinit este o hipercuadricd v #n acest hiperplan.

Vom exclude din discutia care urmeaza hipercuadricele care cuprind hiperplanul
de la infinit. Acestea satisfac szzl a;;€&; = 0 pentru orice [& : ... : &,] adica
a;; = 0 pentru toti 4,7 > 1; ecuatia unei asemenea hipercuadrice se reduce la

Z?:o aiéi& = 0. In continuare vom presupune ca aceasta ultima ecuatie nu e
satisfacutd sau, echivalent, ca cel putin unul dintre coeficientii a;; este nenul pentru
macar un cuplu de indici 7,5 > 1.

In aceastd ipotezd, fiecirei hipercuadrice proiective i se asociazi hipercuadrica
ei de la infinit de ecuatie (3.33).

Pe de alta parte, punctele proprii ale hipercuadricei v sunt caracterizate de
ecuatiile

n
L#0, Y a;é&ig=0.
i,j=0

Dezomogenizam (impértind cu &), punem z; = &;/&o si gasim ecuatia

(3.34) Z Qi T;T; + 2 Z bizi +¢=0
=1

i,j=1

cu b; = ag; = ajp §i ¢ = ago, adica ecuatia unei hipercuadrice afine pe care o nu-
mim hipercuadrica proprie a celei proiective. Daca privim un spatiu afin dat ca
scufundat in completatul sau proiectiv, putem observa ci orice hipercuadrica afina
este hipercuadrica proprie a unei hipercuadrice proiective (obtinute prin omoge-
nizarea ecuatiei celei afine). Toatd teoria hipercuadricelor afine se poate reface
acum pornind de la cea a hipercuadricelor proiective tindnd seama de incluziunea
grupului afin in cel proiectiv liniar. De exemplu, cititorul poate demonstra singur:

PROPOZITIA 3.63. Fie',a' doud hipercuadrice afine i fie v, a hipercuadricele
proiective corespunzdtoare din completatul proiectiv al spatiului afin. Atunci v’ e
afin echivalentd cu o' dacd gi numai dacd vy gi respectiv Yoo sunt proiectiv echivalente
cu @, respectiv Qg .

Nu numai clasificarea afind a hipercuadricelor se poate deduce din cea proiec-
tiva, dar, prin procedeul de mai sus, i alte notiuni geometrice introduse pentru
hipercuadricele proiective au corespondent afin si reciproc. De exemplu, notiunea
de centru se poate descrie astfel:

PROPOZITIA 3.64. Fie v' hipercuadrica proprie asociatd hipercuadricei proiec-
tive v. Punctul propriu nesingular P este centru al lui v' dacd $i numai dacd
hiperplanul sau polar fatd de ~y este hiperplanul de la infinit.
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Demonstratie. Pentru simplitate, putem presupune, modulo un automorfism
proiectiv, c& P =[1:0:...:0]. Atunci P este centru daci si numai dacs, odata
cull:& :...:&)], v contine gi punctul [1: =& :...: —&,]. Atunci, in coordonate
neomogene, 7' are ecuatia Zl" j=1 Qi TiTj+C = 0 cu ¢ # 0 pentru cd P e nesingular.
Or, omogenizand, aceasta e chiar conditia ca ecuatia hiperplanului polar al lui P
sa fie & = 0. O

Cititorul poate continua singur sa observe corespondenta notiunilor proiective
cu cele afine. El va demonstra cu ugurinti ca hiperplanul tangent la o hipercuadrica
proiectiva intr-un punct propriu nesingular coincide cu cel definit in capitolul de
geometrie afina etc.

Se poate incerca definirea tuturor notiunilor proiective in spatiul afin, dar calea
riguroasa este scufundarea spatiului afin in completatul sau proiectiv. Altfel, de
exemplu, nu se poate defini punctul conjugat armonic cu mijlocul unui segment
fatd de capetele segmentului. Sau nu se poate defini dreapta duala centrului unei
conice fata de conica respectiva.

Pe de alta parte, privind unele teoreme proiective generale in planul afin, {inidnd
seama si de structura euclidiand naturala, se pot obtine cazuri particulare intere-
sante. Asga, de exemplu, teorema lui Pascal sau Brianchon pe cerc, pe elipsd sau
hiperbola. Se pot da demonstratii ad-hoc pentru fiecare situatie in parte, dar
ele ascund acelagi fenomen: prin omogenizarea conicelor afine euclidiene (adica
prin scufundarea planului afin euclidian in cel proiectiv, uitdnd metrica), conicele
proiective corespunzatoare sunt proiectiv echivalente.

18. Curbe algebrice plane

Prezentdm in acest paragraf, urmand mai ales expunerea din [18], citeva
notiuni introductive, elementare de teoria curbelor algebrice in planul proiectiv
(complex). E vorba de pasul urmitor firesc dupa studiul dreptelor gi conicelor —
considerarea unui tip de ecuatii mai generale. Cititorul interesat poate consulta
monografia [25].

Vom folosi proprietiti elementare ale polinoamelor (omogene) cu coeficienti
intr-un corp (de obicei algebric inchis): factorizare, ridacini multiple etc. Le vom
presupune cunoscute. Prezentam intr-o anexa doar unele notiuni specifice de poli-
noame omogene.

Vom presupune corpul K algebric inchis. De fapt, cu putine exceptii, vom da
rezultate numai despre curbe complexe.

18.1. Definitii preliminare. Aga cum deja am remarcat, in spatiile proiec-
tive are sens doar considerarea multimilor de zerouri ale functiilor omogene. Astfel
ca vom da:

DEFINITIA 3.33. O curbd algebricd in P2K este o clasi de proportionalitate de
polinoame omogene neconstante din K[Xg, X7, X3].

Pentru orice reprezentant F' al unei curbe C, ecuatia F' = 0 se numeste ecuatia
curbei. Submultimea Cy a zerourilor lui F' se numegte suportul lui C.

Conicele, aga cum au fost ele definite mai sus, sunt suporturi de curbe algebrice.
Dar propozitia 3.41 ne spune ca pentru un corp algebric inchis exista bijectie intre
conice §i clase de proportionalitate de forme patratice, deci in cazul acesta conicele
sunt chiar curbe algebrice in sensul definitiei de aici.

Deoarece doud polinoame proportionale au acelagi grad, putem defini gradul
unei curbe ca fiind gradul oricarui reprezentant al sau.

Ca i In cazul hipercuadricelor avem nevoie de o notiune de echivalenta:
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DEFINITIA 3.34. Doua curbe algebrice sunt proiectiv echivalente daca exista o
proiectivitate care face sa corespunda suporturile lor.

Sigur ca proiectivitatile actioneaza in mod natural gi asupra curbelor Insesi, nu
numai asupra suporturilor. In general, nu vom distinge intre aceste actiuni. Ne vor
interesa numai acele proprietati ale curbelor care sunt invariante la proiectivitati,
numite proprietati proiective.

Ca gi in cazul hipercuadricelor, daca suportul unei curbe nu e inclus in hiper-
planul de la infinit, dezomogenizand ecuatia ei obtinem o ecuatie afing care repre-
zintd o curba algebricd afind. Reciproc, definind curbele algebrice afine ca fiind
clase de proportionalitate de polinoame neconstante in doud variabile, inchiderea
proiectiva a unei astfel de curbe este o curba algebrica proiectiva.

Atunci cand K = C, e important si distingem intre curbele reale si cele com-
plexe. Mai precis:

DEFINITIA 3.35. O curbd algebrici din P2C e reald daci existd un reprezentant
al séu il’l R[XO s Xl, X2]

Pentru o curba algebrica complexd C, reprezentata de polinomul omogen F,
notam C curba reprezentatd de polinomul F (coeficienti conjugati). E imediat:

EXERCITIUL 3.54. C e reals daci si numai daci C =C.

Chiar daca o curba nu e reala, ea poate avea puncte reale. Acestea sunt cele
cu coordonate reale. Considerand incluziunea canonici P2R C P?C, punctele reale
ale curbei complexe C sunt Co N P2R. Cititorul va demonstra singur:

PROPOZITIA 3.65. Fie f € PGL(2,C). Urmdtoarele conditii sunt echivalente:
1) f(P’R) = P°R.

2) f poate fi reprezentatd de o matrice cu elemente reale.

3) [ transformd orice curbd reald intr-o curbad reald.

EXEMPLUL 3.19. Fie conica XZ+ X7 = 0 in P'C. Suportul siu este format din
reuniunea dreptelor de ecuatii Xy £iX; = 0. Acestea sunt drepte nereale, complex
conjugate si au un singur punct real: originea.

Corespunzator notiunii de polinom reductibil/ireductibil vom da:

DEFINITIA 3.36. O curbi algebricd pland se numegte ireductibild (respectiv
reductibild) daca poate fi reprezentatd printr-un polinom ireductibil (respectiv re-
ductibil).

Deoarece doud polinoame proportionale sunt simultan reductibile sau ireducti-
bile, definitia are sens.

EXERCITIUL 3.55. Doud curbe algebrice plane proiectiv echivalente sunt simultan
reductibile sau ireductibile.

Fie C o curba reductibila gi F' un reprezentant al sidu care se factorizeaza peste
K sub forma F = F{'F}?---F{* cu F; ireductibile si ) p;grad(F;) = grad(F).
Putem considera curbele C; de ecuatii F; = 0, ¢ = 1,...,k. Intre suporturile lor
avem relatia Co = U¥_,Cy;. Vom scrie simplu C = Ele C; pentru a pune in evidenta
o asemenea descompunere. Curbele C; se numesc componentele ireductibile ale lui C.
Daca F; apare la puterea p; in descompunerea lui F', spunem ci C; e 0 componenta
de multiplicitate p;. Daca toti p; = 1, spunem ca C e o curba redusa.

EXERCITIUL 3.56. O conicd e ireductibild dacd si numai dacd e nedegeneratd . Care
dintre conicele degenerate au componente ireductibile de multiplicitate 27

EXERCITIUL 3.57. Numdrul, gradul si multiplicitatea componentelor ireductibile ale
unei curbe algebrice plane sunt proprietéti proiective.
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18.2. Intersectii de curbe algebrice plane. In cele ce urmeaz3 este esentjial
sa consideram K algebric inchis.

TEOREMA 3.20. Orice doud curbe algebrice plane se intersecteaza. Dacd inter-
sectia e finita, atunci numarul punctelor de intersectie e cel mult egal cu produsul
gradelor curbelor.

Demonstratie. Fie curbele C; de grade n;, reprezentate de polinoamele F;, ¢ =
1,2. Privim F; € K[Xo, X1][X2] scriindu-le:

Fy=AnX)' + An X3+ 4 Ain, i=1,2

cu A;; € K[Xo,X1]; (vezi notatiile din Anexa 2). Deoarece C; UCy # P2C, putem
presupune (eventual, dupi aplicarea unei proiectivitati) ¢d [0: 0 : 1] & C;1UC,, adica
A19Azg # 0. Rezulta ci polinoamele F;(xg, z1, X2), din K[X>2], au gradele n; pentru
orice (zg,z1) € K2. Fie acum R = R(F}, F>) rezultanta lui F;, F relativ la Xo.
Din cele de mai sus deducem ci R(xo,x1) e rezultanta polinoamelor F;(xo, %1, X2)
pentru orice (zg,z;) € K?. S observim c& orice punct (zg, ;) care anuleazi R
corespunde cel putin unei raddcini comune zs a polinoamelor F;(zg,z1,X2), iar
punctul [z : 21 : 2] € C1 NCa. Deci, cum R are cel putin o radicind (K e algebric
inchis!), obtinem C; NCy # 0.

Presupunem acum C; NCy = {A1,...,An}, n < co. Atunci R e neidentic nul,
deci e un polinom omogen de doud variabile, de grad nins §i are cel mult ning
radicini distincte. Va fi acum suficient si vedem ca fiecirei radécini (zo,z1) a lui
R 1i corespunde cel mult un punct [z : 21 : 22] € C1 NCs. Daci, prin absurd, exista
x2 # xh astfel Incdt [z : z1 : 2], [To : 21 : 4] € C1 NCa §i R(zo,z1) = 0, atunci
dreapta proiectivd determinatd de aceste doud puncte trece prin [0 : 0 : 1]. Dar, pe
de alta parte, cum punctele 4; sunt in numér finit, reuniunea dreptelor determinate
de ele trebuie s evite micar un punct din P?2K. Putem considera c& proiectivitatea
aplicatd initial (care facea ca [0: 0 : 1] & C; U C2) sa faca si dreptele A;A; sa evite
acest punct. Ajungem la o contradictie care incheie demonstratia. O

COROLARUL 3.18. Intersectia unei curbe de grad n cu o dreapta are cel mult n
puncte.

EXERCITIUL 3.58. Si se gdseascd intersectiile urmatoarelor curbe:
1) Xo(X7 — Xo0X2)? — X5 §i X + X3P X» — X3X3.
2) X§ — X3 —2XoX1 X3 i 2X§ —4XEX; — 3Xo X7 — X} - 2X¢ X>.

Inainte de a merge mai departe, sa lamurim ce se Intampld in cazul unei
intersectii infinite. Avem:

PROPOZITIA 3.66. Fie C1,Co curbe algebrice plane, Ca ireductibild. Daca C1NCo
e infinitda, atunci C2 e o componentd ireductibila a lui C;.

De aici gi din teorema 3.20 rezulta:

COROLARUL 3.19. Daca doud curbe de grade nyi,ms au in comun ning + 1
puncte, atunci au o componenta ireductibila comund.

Demonstragie. Conform teoremei 3.20, cele doud curbe au o infinitate de puncte
in comun. Cum Cs are un numar finit de componente ireductibile, una macar, fie ea
C}, are intersectie infinitd cu C;. Conform propozitiei anterioare, C5 e componenta
ireductibila a lui C;. O

COROLARUL 3.20. Dacd doud curbe de grad n se intersecteazd in n? puncte si
daca exact mn dintre acestea stau pe o curbd ireductibild de grad m, atunci celelalte
n(n —m) puncte ale intersectiei stau pe o curbd de grad n —m.
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Demonstratie. Fie F1 = 0, F» = 0 ecuatiile celor doua curbe de grad n din
enunt si fie G = 0 ecuatia curbei ireductibile de grad mn dintre punctele de
intersectie. Putem gasi constante «, 8 astfel incat curba de ecuatie AFy + SF> =0
sd treaca printr-un punct A fixat pe curba G. Atunci curbele G si AF; +8F> = 0 au
cel putin mn 4 1 puncte de intersectie; conform corolarului anterior, ele au o com-
ponentd ireductibild comuna. Aceasta trebuie sa fie G pentru ca G e ireductibila.
Deci avem AF + 8F> = GH. Curba H are grad n — m gi trece prin cele n(n —m)
puncte prin care nu trece G. O

Rezulta de aici:
O DEMONSTRATIE SCURTA A TEOREMEI LUI PAScAL. Fie L; = 0,7 =1,...,6
ecuatiile celor gase laturi ale hexagramei. Curbele de gradul trei LyLoLs = 0 i
L,L5L¢ = 0 se intersecteaza in noud puncte: cele gase varfuri ale hexagramei si
cele trei puncte de intersectie ale laturilor opuse. Aceste ultime trei sunt coliniare
conform corolarului 3.20.

Demonstram acum propozitia 3.66.
Pasul 1. C3 e o dreapta de ecuatie implicita

(3.35) apXo + a1 X1 +axXs =0.

C1 N Cs e descris de solutiile comune ale ecuatiilor (2.20) gi F; = 0. Presupunem
ap # 0 (micar un coeficient al ecuatiei dreptei e nenul). Rezolvim in raport cu X
gi inlocuim X, = —Z—;Xl — Z—§X2 in ecuatia F; = 0. Rezultd ecuatia omogena in
doud variabile F| = 0, unde F{(X1, X>) = Fi(- 22 X1 — 2 X5, X, X5) = 0.

Aceastd ecuatie are un numir finit de solutii. Cum coordonatele oricirui punct
din C; N C; se obtin astfel, dacd C; N Cs e infinita, atunci F| e identic nul.

Pe de altd parte, Co e componentd ireductibila a lui C; dacd i numai daci
membrul stdng al lui (2.20) e factor ireductibil al lui F;:

Fi(Xo, X1, X3) = (apXo + a1 X1 + a2 X2)G(Xo, X1, X>)

pentru un polinom omogen G de grad egal cu gradF; — 1. Facand si in aceasta
identitate substitutia anterioara, gasim Fl(—‘;—;Xl — g—ng, X1, X3) = 0. Dar mem-
brul stang este chiar F] a cirui anulare era echivalenti cu §(C; N Cy) = oo.

Pasul 2. In cazul general, fie F; = 0, F» = 0 ecuatiile lui C1,Cs, cu F3 ireductibil.
Daca Fi e constant in raport cu una dintre variabile, atunci C; e formata dintr-
un numar finit de drepte paralele cu una dintre axele de coordonate. Atunci Cs
intersecteaza cel putin una dintre aceste drepte intr-o infinitate de puncte. Con-
form primului pas, dreapta aceasta e o componentd ireductibila a lui C5. Cum C,
insagi e ireductibila, dreapta in chestiune coincide cu Cs care se vadegte componenta
ireductibild a lui C;.

Daca F; depinde de toate cele trei variabile, si consideram F; € K[Xo, X1][X5]
gi fie K(Xo, X1) corpul de fractii al inelului K[Xp, X;]. Prin absurd, F; nu divide
Fy. Neavand factori comuni neconstanti relativ la X,, F; sunt relativ primi in
K[Xo, X1][X2], deci ¢i in K(Xo,X;). Urmeazi existenta polinoamelor A;, 4, €
K (X, X1) cu proprietatea F1 A; + FAy = 1. Alegem A € K[Xg, X1] astfel incit
AA;, AAs € K[Xp, X1] (un multiplu comun al numitorilor lui A;, 4,). Obtinem

A = Fl (AAl) + F2(AA2),

identitate care spune ca orice punct din C; NCy apartine curbei C de ecuatie A = 0.
Cum #(C; NCy) = 0o, avem i f(CNCy) = co. Dar C, in a cirei ecuatie nu apare Xs,
e reuniune de drepte paralele cu o axa de coordonate. Ca mai sus, rezultd ca Cs e 0
dreaptd. Conform primului pas, Co e componentd ireductibila a lui Cy, contradictie.
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Revenind acum la cazul unei intersectii finite, sa notam ca teorema 3.20 e
doar un caz particular al teoremei lui Bézout: doud curbe algebrice plane de grade
ni, Ny care nu aw in comun o infinitate de puncte se taie in exact niny puncte.
Demonstratia e prea complicata pentru a fi prezentata aici. In schimb, vom discuta
un caz particular, anume:

PROPOZITIA 3.67. Fie C o curba de grad n. Atunci orice dreaptd care nu e o
componenta ireductibila a lui C o taie in exact n puncte, numarate cu multiplicitatile
lor.

Inainte de a face demonstratia, sa lamurim ce intelegem prin multiplicitate.
Fie A =ao : a1 : a2] §i B = [bo : by : b2] puncte distincte pe dreapta d. Un punct
generic al ei P are coordonatele omogene: [Aag + b : Aa1 + pby : Aaz + pbs], cu
(A, 1) # (0,0). Vom scrie simbolic P = AA + pB. Dacid F = 0 este ecuatia lui C,
atunci C N d este descrisd de zerourile ecuatiei:

(336) F(/\Clo + ,l,tb(], Aar + /,Lbl, Aas + Mbg) =0

pe care o scriem simbolic F(AA+ pB) = 0. S& presupunem ci d nu e 0 componenti
ireductibild a lui C, adica ecuatia (3.36) nu e identic satisfacutd. Atunci ea va
avea un numdr finit de solutii (A, u) care, a priori, depind de alegerea punctelor
A, B (adicd de parametrizarea dreptei d). Dar e usor de vazut cd plecind cu alte
puncte A', B’ pe d se obtine o ecuatie echivalentd. Astfel ci, pentru un punct
P = XA+ puB € CNd, se poate defini numéirul mp(C,d) ca fiind multiplicitatea
radacinii (A, ) In ecuatia (3.36). Convenim sd punem mp(C,d) = 0 dacd P ¢ dNC
simp(C,d) = oo daci d C C.

Definirea corectd a multiplicitdtii unui punct din intersectie incheie aproape
demonstratia. Mai rdmane de vazut cd ) pc4oc mp(C,d) = n. Or, acest lucru
rezultd imediat din teorema de factorizare a polinoamelor omogene peste un corp
algebric inchis aplicatd polinomului F(AA + uB), omogen de grad n in A, u.

Proporzitia anterioara furnizeaza o interpretare geometrica pentru o propri-
etate algebrica: gradul unei curbe. Exercitiul urmétor ne spune ca mp(C,d) are
semnificatie geometrica:

EXERCITIUL 3.59. Pentru orice proiectivitate f € PGL(2, K), are loc urmitoarea
relatie: mp(C,d) = mypy(f(C), f(d)).

Lisand dreapta d s3 varieze in P?K, putem defini si numirul
mp(C) = min{mp(C,d) ; d > P}

(aici nu mai presupunem P € C). Numim acest numar multiplicitatea punctului P
in raport cu curba C, pe scurt multiplicitate, atunci cidnd nu e pericol de confuzie.

Multiplicitatea oricdrui punct este marginitd superior de gradul curbei. Se
demonstreaza imediat:

mp(C) € [0,grad(C)], cump(C) =0 daci si numai dacd P ¢ C.

DeFINITIA 3.37. Un punct pentru care mp(C) = 1 se numesgte simplu sau
nesingular, regulat.

Punctele cu multiplicitate strict mai mare ca 1 (ele sunt pe curbi) se numesc
singulare.

Dacd mp(C) = k, punctul se numegte dublu, triplu (sau de ordinul 2, 3) etc.,
dupa cum k = 2, k = 3, etc.

Curbele fara puncte singulare se numesc curbe nesingulare.
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Toate punctele conicelor nedegenerate sunt simple.

Dam, in continuare, cateva exemple de curbe complexe cu singularitati. Pre-
cizam ca desenele reprezinta urma afina reala a curbelor, obtinuta dupa dezomoge-
nizarea ecuatiilor (am pus Xo = 1)

FI1GUrRA 3.11. Punctul [1 : 0 : 0] al curbei
—> X} — XoX? + X3Xo = 0 este triplu. Un ase-
menea punct se numegte nod

L FIGURA 3.12. Punct dublu: originea [1: 0 : 0]
pe curba (numitd cuspidd) X7 — XoX? =0

@ F1GurA 3.13. Punct triplu: originea pe curba
Op (X2 + X3)* +3X? X2 X0 — X§Xo = 0

FIicura 3.14. Originea are pe curba (X7 +
X2)? — 4X2X2X2 = 0 multiplicitate 4

Ficura 3.15. Punct dublu: originea pe curba
X+ X2X2 -2Xo X2 Xy — Xo X1 X2+ X2X2=0

18.2.1. Proprietati locale ale punctelor singulare. Diam in continuare o
caracterizare analitica a punctelor singulare (multiple). Fie F' = 0 ecuatia lui C, fie
P =[po:p1:p2] €Csido dreaptd prin P de ecuatii parametrice zo = Apg + uqo,
T1 = Ap1 + pqi, T3 = Apa + pgz, unde Q =[qo : q1 : g2] € d — {P}. Fie F(A,u) =0
ecuatia omogend in A, p ale carei solutii reprezinta punctele de intersectie dintre C
gi d. Dezomogenizand-o si notdnd ¢ = u/A, punctul P corespunde radicinii ¢ = 0
a ecuatiei polinomiale F(1,t) = 0, iar mp(C,d) e multiplicitatea acestei radacini.
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Dar t = 0 e radacind multipld daci si numai dacid F(1,0) = F'(1,0) = 0 (unde
accentul reprezintd derivarea in raport cu t). Omogenizand, conditia F'(1,0) = 0
revine la

Fo(P)qo + Fi(P)q1 + F2(P)g2 = 0 pentru orice Q € P>C

unde F;(P) = g)i (P). Deci P e punct singular dacd i numai dacd Fy(P) =
Fi(P) = F»(P) = 0 (observati ci aceste conditii, datd fiind omogenitatea lui F,
implica gi F(P) = 0: intr-adevir, are loc formula grad(FoXo + F1X1 + F2X5) =
grad(F)).

O discutie similara se face pentru studiul punctelor de multiplicitate superioara,
folosind dezvoltarea lui F' in serie Taylor. Astfel ci putem enunta:

TEOREMA 3.21. Fie C o curba de ecuatie F = 0. Punctul P € C are multi-
plicitatea k daca gi numai daca in P se anuleaza toate derivatele partiale de ordin
k—1 ale lui F si nu se anuleazd macar o derivatd partiald de ordin k.

Daci P e un punct simplu (nesingular) al lui C, dreapta de ecuatie Fy(P)Xo +
Fi(P)X1 + F>(P)X2 = 0 contine P. Din cele de mai sus se vede ci ea este unica
dreapti pentru care mp(C,d) > 1. O numim tangenta in P la C. Dacé C e o conici,
regasim notiunea de tangenta definita cu ajutorul polaritatii.

In schimb, pentru un punct nesingular P, orice dreapta d are proprietatea:
mp(C,d) > mp(C) > 2. De aceea vom spune ca orice dreaptd prin P e tangenti
la C, dar vom deosebi acele drepte cu proprietatea mp(C,d) > mp(C). Acestea se
numesc tangente principale.

EXEMPLUL 3.20. In exemplele anterioare, punctul dublu din exemplul al doilea
are tangentele principale X; + X, = 0, in timp ce in punctul triplu din exemplul
al patrulea tangentele principale sunt Xy, =1, X, — V33X, =0 si Xo + V3X; =0.

EXERCITIUL 3.60. Intr-un punct singular de multiplicitate k existi cel mult k tangente
principale distincte.

Punctele singulare nu pot fi prea multe. Mai precis:

PROPOZITIA 3.68. O curbd ireductibild are cel mult un numar finit de puncte
singulare.

Demonstratie. Fie curba C data de ecuatia FF = 0. Coordonatele punctelor
singulare sunt radacinile comune ale ecuatiilor polinomiale Fy = 0, F} =0, F; =
0, F = 0. Cum grad(F;) < grad(F), curba reprezentatd de F; nu poate fi o
componentd a lui C. Deci intersectia dintre ea gi C e finita. O

EXERCITIUL 3.61. Pentru orice curbi C si orice proiectivitate f au loc proprietitile:
1) mp(C) = ms(p)(f(C)), oricare ar fi P € P’K.
2) d e tangentd (tangentd principald) la C in P dacd si numai dacd f(d) e tangenta
(tangentd principald) la f(C) in f(P).
3) P e punct multiplu pentru C daci si numai daci f(P) e punct multiplu pentru f(C).

EXERCITIUL 3.62. Pentru orice doud curbe Ci,Cs> avem
mp(C1) + mp(C2) = mp(C1 + C2).

DEeFINITIA 3.38. Un punct simplu (nesingular) al unei curbe se numeste punct
de inflexiune dacd multiplicitatea mp(C, ) fatd de tangenta 7 in el este cel putin
3.

Un punct de inflexiune se zice de specia k dacd mp(C,7) = k + 2.
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ExEMPLUL 3.21. O dreapta este o curba nesingulara care coincide cu tangenta
la ea in fiecare punct. Deci orice punct al siu este de inflexiune: mp(7,7) = 0.
Conicele ireductibile nu au puncte de inflexiune.
Curba X(’)““XQ — X{H'Z =0, k> 1, are In origine un punct de inflexiune de specia
k.

Dacé notam H(F') = det(F;;) hessiana lui F' (unde Fj; sunt derivatele partiale
de ordinul 2 ale lui F) si Cy curba reprezentata de H(F) = 0, avem imediat:

PRrROPOZITIA 3.69. Punctele de inflexiune ale unei curbe C coincid cu punctele
ei de intersectie cu Cg.

Cu alte cuvinte, coordonatele punctelor de inflexiune se gasesc rezolvand sis-
temul F' =0, H(F) = 0. Deci:

COROLARUL 3.21. O curbd algebrica pland de grad mai mare sau egal cu 3 are
o infinitate de puncte de inflexiune sau are cel mult 3n(n —2) puncte de inflexiune.
Daca e nesingulard are cel putin un punct de inflexiune.

Importanta studiului punctelor de inflexiune ale unei curbe va fi evidentd in
paragraful urmaétor.

18.3. Cubice. Dintre curbele algebrice plane am studiat mai in detaliu pe

cele de gradul 1 (dreptele) si 2 (conicele). Incheiem acest paragraf cu cateva rezul-
tate despre curbele de gradul 3, numite cubice. Proprietatile lor geometrice sunt
surprinzatoare gi mult diferite de cele ale conicelor.

Ca pentru conice, i pentru cubice existd o forma canonica. Anume:

ProproOzITIA 3.70. Orice cubicd nesingulard este proiectiv echivalentd cu una
de ecuatie

XoX; = G(Xo, X1)
unde G e un polinom omogen de gradul 3 cu radacini distincte.

OBSERVATIA 3.26. Dezomogenizand, gasim cd forma canonicd a unei cubice
nesingulare se poate scrie sub forma afina

X§=X1(X1—1)(X1—a), aE(C—{O,l}.

Demonstratie. Fie C o cubica nesingulard. Conform corolarului 3.21, ea are cel
putin un punct de inflexiune. Modulo o proiectivitate, putem presupune ca el este
P =10:0:1] gica tangenta in P este dreapta Xo = 0. Atunci ecuatia afind a
curbei devine:

(3.37) X34+ ®(X,,X5)=0

cu & de gradul 2. Neapirat ® contine un termen de forma aX2 cu a # 0, altfel,
[0:0:1] ar fi punct singular. Rezultd ci putem rezolva (3.37) in raport cu X, i

obtinem:
X2 = OtXl +ﬂ + RV4 \I'(Xl)

unde ¥ este un polinom de gradul 3. Aplicdm transformarea X| = X3, X} =
X3 — aX; — 3, omogenizam gi obtinem ecuatia din enunt,. |

Corolarul 3.21 furnizeaza maximum 9 puncte de inflexiune pentru o cubica.
Il putem intari acum, obtinand una dintre cele mai spectaculoase proprietati ale
cubicelor:
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TEOREMA 3.22. O cubica nesingulara are exact 9 puncte de inflexiune. Orice
dreapta care contine doua dintre ele mai contine gi un al treilea.

In plus, date punctele de inflexiune Ay, Ao, existd o proiectivitate care invariaza
cubica, interschimba Ay cu Ay i fixeaza al treilea punct de inflexiune coliniar cu
ele.

Demonstragie. Cum punctele de inflexiune se conserva la aplicarea unei proiec-
tivitati, e suficient sa demonstram rezultatul pentru cubica de ecuatie canonicid
afina

3 3 2 —
X5 — X7+ (a+1)X{—aX; =0.

In aceste coordonate (afine) ecuatia hessianei devine:
(X2 +aX1)(3X1 — (a+1) —((a+1)X; —a)* =0

iar rezultanta celor doua polinoame relativ la X» (obtinuta prin eliminarea lui X5)
este:

R=3X{}—4(a+1)X} + 6aX? — a*.
Se vede ugor ci R are patru radicini distincte (de exemplu, observand ca R' =
12(X? — (a+1)X2 4 aX,) si rezultanta lui R i R’ este nenuld). In plus, ridicinile
lui R sunt, toate, nenule.

Observim cid F (reprezentantul canonic al cubicei) si H(F') sunt pare in raport
cu X». Deci odatd cu radicina (x1,z2) ele admit si radacina (x1, —x2). Astfel ci
cele patru radécini distincte ale lui R produc 8 radicini distincte ale lui H(F'). Lor
li se adauga [0 : 0 : 1], punctul aruncat la infinit.

Date doud puncte de inflexiune, modulo o proiectivitate, unul dintre ele poate
fi considerat [0 : 0 : 1]. Fie al doilea [1 : a1 : az]. Atunci [1 : a1 : —a2] e tot
punct de inflexiune (conform discutiei anterioare) coliniar cu ele. Cu aceste alegeri,
proiectivitatea prescrisi de ultima afirmatie a enuntului este f([zg : 1 : z3]) =
[Zo : z1 : —x2). O

EXERCITIUL 3.63. Si se arate ci:

1) O cubicd ireductibild, cu un punct dublu in care existd cel putin doud tangente
principale distincte, are trei puncte de inflexiune coliniare. Ecuatia ei se poate pune sub
forma canonic (afing) X7 = X7 (X1 +1).

2) O cubici ireductibild cu un punct dublu in care tangentele coincid are un singur
punct de inflexiune. Ecuatia ei se poate pune sub forma canonics (afind) X7 = X3.

EXERCITIUL 3.64. Punctele de inflexiune ale unei cubice nesingulare se pot pune sub
forma: [0:1:-1],[-1:0:1],[1:-1:0],[0:1:a],[@:0:1,[1:a:0],[0:1: 7],
[8:0:1],[1:8:0] unde a, B sunt ridicinile ecuatiei X* — X +1 = 0.

EXERCITIUL 3.65. Orice cubici care trece prin cele noud puncte din exercitiul prece-
dent are ecuatia X8+ X + X3 +3mXoX1X2 = 0. Cubica e nesingulard daca gi numai
dacd m € {co,—1,, B} si in acest caz degenereazi la trei drepte. Daci e ireductibil,
aceste noud puncte sunt chiar punctele ei de inflexiune.

EXERCITIUL 3.66. Dacd F = 0 e ecuatia unei cubice nesingulare C, atunci orice
cubicd de ecuatie aF + bH(F') = 0, cu patru exceptii, e nesingulara si are aceleagi puncte
de inflexiune cu C.

Sa citam, fara demonstratie, si teorema de clasificare a cubicelor singulare:

TEOREMA 3.23. 1) Ezistd doar doud clase de echivalentd proiectivd de cubice
ireductibile singulare. Ele sunt reprezentate de ecuatiile afine: X7 = X2(X; —1) si
X2 =X3.

2) Orice cubicd ireductibild are cel putin un punct de inflexiune.
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Incheiem acest paragraf cu un foarte frumos rezultat geometric specific cu-
bicelor. Vom avea nevoie de un rezultat preliminar care e important §i in sine:

LEMA 3.11. Daca doud curbe algebrice plane de acelasi grad n au in comun
N(L n?) puncte distincte si dacd mn dintre ele stau pe o curbd ireductibild de grad
m < n, atunci celelalte N — mn puncte apartin unei curbe de grad n — m.

Demonstratie. Fie C; curbele de grad n din enunt, de ecuatii F; = 0,1 = 1,2.
Fie D curba ireductibild care contine mn dintre punctele de intersectie. Fixam
P € D, diferit de cele mn puncte comune lui C;,C5. Consideram acum toate
curbele de ecuatii AF1 + puF> = 0. E clar cd macar una dintre acestea, fie ea C,
contine P. Cum curba C contine toate punctele intersectiei C; NC5, ea are in comun
cu D mn + 1 puncte. Dar grad(D) = m, astfel cd din corolarul 3.19 rezulta ca D si
C au o componenta ireductibild comunid. Cum D e ireductibila, rezultdi C = D+ D',
cu D' de grad n — m. Dar C contine cele N puncte ale lui C1 N Cs, iar pe D stau
numai mn dintre acestea. R&mane ci celelalte N — mn sunt pe D'. |

Demonstratie. Acum putem demonstra teorema, care incheie acest paragraf.

TEOREMA 3.24. Odatd fixat un punct de inflexiune O al unei cubice nesingulare
C, exista o structurd canonica de grup abelian pe C fatd de care O este elementul
neutru.

Demonstratie. Definim + : C x C — C 1n felul urmator. Pentru A, B € C, fie
R(A, B) al treilea punct de intersectie al dreptei AB cu C (dacd A = B, atunci AB
e chiar tangenta in A). Datoritd propozitiei 3.67, R(A, B) e bine definit.

Acum punem

A+ B Y R(R(A,B),0).
Prin definitie, + e comutativa. De asemenea, se verifica ugor ca:
R(R(A,0),0)=A4, —-A=R(AO0).

Rémaéne de verificat asociativitatea, echivalentd cu R(4,B + C) = R(A + B,C).
E suficient si ne convingem cé punctele A, B + C si R(A + B,C) sunt coliniare.
Pentru aceasta considerdm cubica C’

L(A,B?+ L(A+ B,0)* + L(0,B + C)?
unde L(A, B) noteaza aici dreapta generati de A gi B. Intersectia C NC' este:
cnC'={0,A,B,C,A+B,B+C,R(A,B),R(A+B,C),R(B,C)}.

Daca aceste puncte sunt distincte, cum punctele B, C, R(B, (), de exemplu, sunt
coliniare, lema anterioars ne spune ci celelalte sase puncte ale lui C N C' sunt pe o
conicd . Dintre acestea, O, A+ B si R(A, B) sunt, la randul lor, coliniare. Aplicim
din nou lema si obtinem c4 celelalte trei puncte, adicd A, B+ C si R(A + B,(C)
trebuie sa fie coliniare.

Demonstratia curge asemanator daca cele noud puncte de intersectie nu sunt
toate distincte. a

Cititorul va demonstra singur urmatoarea aplicatie:

EXERCITIUL 3.67. Trei puncte sunt coliniare pe o cubica nesingulard C cu punctul de
inflexiune O fixat daca §i numai daca suma lor coincide cu al treilea punct de intersectie
al tangentei in O cu C.
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18.4. O altd demonstratie a Teoremei lui Pascal. Incheiem paragraful
consacrat curbelor algebrice cu prezentarea unei demonstratii simple a Teoremei lui
Pascal in spiritul teoriei expuse. Ideea este de a asocia conicei in care este Inscrisa
hexagrama o cubica reductibild in care s fie inscrise hexagrama gi punctele B; care
nu pot sta pe conica. Cititorul va observa asemanarea cu demonstratia 18.2. Cea
de acum este, Insa, mai directa.

Cu notatiile din teorema 16, fie F;; = 0 ecuatia dreptei care trece prin punctele
A;A;. Pentru fiecare pereche de parametri (o, ) nenuli, ecuatia

oF12F34F56 + BFo3FysF16 =0

reprezintd o cubicd 0,3 care contine punctele hexagramei i punctele By, By, B3 a
caror coliniaritate o demonstrim. Introducem acum un nou parametru, J, §i punem
ecuatia cubicei anterioare sub forma:

Fse(aF19F34 + 0F14F53) + Fa3(—0F14F56 + BF16Fys) = 0.

Conica initiald «y face parte din ambele fascicole de conice aF12F34+ 0 F14F23 = 0 i
—0F14F5¢ + BF1gFys = 0, deci existd parametrii ag, 8o, 0o astfel incit agFi2F34 +
0o F14F>3 =0 i —89F14F56 + BoF16Fys = 0 pe toate punctele lui . Atunci cubica
0¢ corespunzitoare acestor parametri este reductibila: ecuatia sa se factorizeaza in
una de gradul al doilea, care reprezinta conica -y si una de gradul 1 care reprezinta
o dreaptd d (cubica e reuniunea dintre v si aceastd dreapta). Deoarece v e nede-
generata, punctele B; nu pot sta pe conica. Deci ele apartin lui d, ceea ce trebuia
demonstrat.

19. Exercitii si probleme suplimentare

EXERCITIUL 3.68. Discutati posibilitatea definirii relatiei ,a fi intre“ intr-un spatiu
proiectiv.

EXERCITIUL 3.69. Fie, intr-un spatiu proiectiv n-dimensional, n hiperplane distincte,
disjuncte. Aratati ca reuniunea hiperplanelor nu poate egala spatiul total. Dacd existd o
dreaptd cu un numdr infinit de puncte, atunci spatiul nu poate fi reuniunea unui numar
finit de hiperplane.

EXERCITIUL 3.70. Pentru orice doud puncte distincte dintr-un spatiu proiectiv existd
un hiperplan care nu le contine.

EXERCITIUL 3.71. Pentru orice subspatiu n — 2 dimensional al unui spatiu proiectiv
de dimensiune n, exista cel putin trei hiperplane distincte care-1 congin.

kil

1 ele-

EXERCITIUL 3.72. Fie K un corp finit cu k elemente. Atunci P"K are
mente.

In cele ce urmeazi V este un spatiu vectorial finit dimensional peste un corp comutativ
K de caracteristicd diferita de 2.

ExXERCITIUL 3.73. Pentru orice doud drepte necoplanare dintr-un spatiu proiectiv de
dimensiune 3 si pentru orice punct nesituat pe nici una dintre ele, existd o unica dreapta
care contine punctul gi taie ambele drepte. Dualizati aceastd propozitie.

EXERCITIUL 3.74. Oricum s-ar da trei drepte dintr-un spatiu proiectiv de dimensiune
4, necuprinse in acelasi hiperplan gi oricare doud necoplanare, exista o unica dreapta care
le taie pe toate trei.

EXERCITIUL 3.75. Fie K un corp comutativ. Aritati printr-un exemplu ci in P3(K)
existd drepte care nu sunt concurente.
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EXERCITIUL 3.76. (Generalizarea reciprocei teoremei lui Desargues.) Fie dim M =
n+1, Ag,...,An, (respectiv Ay, ..., A}), n+ 1 puncte care nu stau in acelagi hiperplan,
astfel incat pentru fiecare k A}, # Ay si dreapta AxA), nu contine nici unul dintre celelalte
puncte Ap, A}, h # k. Presupunem ci pentru h # k, dreptele AxA; si A} A} au un
punct comun Py si toate punctele Pgp, sunt continute intr-un hiperplan H. S3 se arate
c& dreptele A Aj, sunt concurente.

EXERCITIUL 3.77. Sa se dualizeze intr-un spatiu proiectiv de dimensiune 3 urmatoa-
rele propozitii:

1. Existd un unic plan care contine o dreaptd data i un punct nesituat pe ea.

2. Doud drepte concurente sunt coplanare.

3. Pentru orice trei puncte proiectiv independente, exista trei drepte distincte, fiecare
continidnd doua dintre puncte.

EXERCITIUL 3.78. Fie dimV > 3 si f € PGL(V) — {Id} o omografie care fixeazi
punct cu punct un hiperplan H. Atunci:

a) Orice dreapta care contine un punct din P(V) — H si imaginea sa e invariatd (nu
neapdrat punct cu punct) de f.

b) Fie A, B € P(V) — H. Dreptele AB si f(A)f(B) se taie pe H.

c) Ardtati cd se pot alege A, B astfel incat dreptele Af(A) si Bf(B) sd fie distincte.
In acest caz, punctul lor de intersectie S existd gi este fix pentru f. S& se arate ca orice
dreapta de tipul M f(M) trece prin S.

Faceti o demonstratie directd gi una afina, prin expedierea lui H la infinit.

EXERCITIUL 3.79. Fie P(V) un spatiu proiectiv de dimensiune cel putin 2, O un
punct fixat si f o omografie care invariazd toate dreptele prin O.

a) Fie A, B doud puncte distincte, necoliniare cu O. S se arate cid punctul de
intersectie al dreptelor AB si f(A)f(B) e fix pentru f.

b) Fie L multimea punctelor fixe ale lui f de tipul descris la punctul a). Folosind
teorema lui Desargues, aratati ca L taie orice plan care trece prin O dupa o dreapta.

EXERCITIUL 3.80. Alegeti convenabil dreapta de la infinit din P?R pentru ca din
axioma Pappus-Pascal (verificatd, deoarece R e comutativ) si obtineti versiunile afine ale
teoremei lui Pappus (vezi propozitia 2.13 si exercitiul 2.16). In particular, demonstrati
enuntul: Doud drepte paralele duse prin vérfurile B,C ale unui triunghi (ABC) taie o
dreapta d prin A in M, N. Paralelele din M la (AC) si din N la (AB) se taie intr-un
punct de pe (BC).

EXERCITIUL 3.81. Identificim C cu R? si fie d dreapta de ecuatie y = 0 (axa reals).

a) Sd se arate ci omografiile lui d (v3zutd ca spatiu afin in identificarea P'R =
d U {oo}) se identificd cu omografiile lui C de forma z — Z:i—db cu a,b,c,d €R.

b) Fie ¢ 0 asemenea omografie fird puncte fixe reale. Atunci ¢ admite doud puncte

fixe imaginare a,b conjugate.

EXERCITIUL 3.82. O omografie f a dreptei proiective P! K, cu proprietatea f2 = Id
si f # 1d, se numeste involutie.

1. S& se arate cd daca o involutie are un punct fix, atunci are doua puncte fixe
distincte a,b. In acest caz are loc relatia [a, b, z, f(x)] = —1 pentru orice punct z € P*K.

2. Orice omografie este produsul a cel mult trei involutii. Dacd K = C, este orice
omografie produs de doua involutii? Dar pentru K = R?

3. O omografie este o involutie daci si numai daci existi z € P!K astfel incat
)=z f(z) # 2.

4. O omografie este involutie daca gi numai daca matricea sa are urma nula.
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5. O involutie este complet determinatd de doud perechi (x, f(z)), (y, f(y)) cu z # y.
6. Doud involutii distincte ale lui P*C au in comun o pereche (z, f(z)) si numai una.

EXERCITIUL 3.83. Fie f o omografie a dreptei proiective complexe P'C = CUco. Fie
(¢ %) matricea sa. S3 se arate ci f invariazi semiplanul superior {z € C | Im(z) > 0}
daca si numai daca a, b, ¢, d sunt reale si ad —bc > 0. Si se studieze, in acest caz, punctele
fixe ale lui f. S3 se arate ci daca f si g sunt omografii care comuta si invariaza semiplanul
superior, ele au aceleagi puncte fixe.

EXERCITIUL 3.84. Fie Aj,..., As afixele numerelor complexe z1,...,24. S§ se arate
c3 biraportul punctelor z1,...,2z4 € C C P'C este real dacd si numai daci A, ..., A4 sunt
coliniare sau conciclice.

ExXErcITIUL 3.85. Fie a1,...,as puncte distincte dintr-un plan proiectiv. Presupu-
nem cd ay,...,as formeaza un reper proiectiv. Fie d;; dreapta a;a;. Sa se demonstreze
relatia:

[d12, d13,d14, d15][d23, d21, d2a, d2s][d31, d32, d34, d3s] = 1.

EXERCITIUL 3.86. Fie, in P?R, conicele C, D, de ecuatii z2 4+ x? — z3 = 0, respectiv
22— 22— 22 = 0. S§ se arate c3 cele doud conice sunt proiectiv echivalente determinandu-
se explicit o proiectivitate care aplicd C in D. (Indicatie: O proiectivitate cu proprietatea
cerutd are ecuatiile: [zo : z1 : 2] — [z1 : z2 : o]. Nu e unica; aceeasi proprietate o are
[.’Eo 121 :.’Ez] — [.’Ez 1 Xy xo].

EXERCITIUL 3.87. Fie A, B, C trei puncte necoliniare in P2K i o o cuadrici ce contine
dreptele AB, AC, BC. S& se arate cd o posedd o infinitate de puncte duble.

ExERCITIUL 3.88. Orice hipercuadrici fird puncte singulare din P" K este ireducti-
bila.

EXERCITIUL 3.89. Cuadrica lui Klein''. Coordonate pliickeriene.'? Fie G(2,4) mul-
timea dreptelor proiective din P*C. Aceastd multime e in corespondentd biunivocs cu
cea a subspatiilor 2-dimensionale din C* (in general, multimea p-planelor vectoriale ale
lui K™ se noteazd G(p,n; K) si se numeste grassmanniana p-planelor din K™; de aici
notatia). Putem reprezenta G(2,4) ca o cuadrici in P°C in felul urm#tor. Asociem mai
intai fiecirei drepte proiective din P3C un sextet de coordonate omogene: fie P = [z :
x1:x2 2 x3], @ = [yo : y1 : Y2 : ys3] distincte. Coordonatele lor formeazd matricea de
rang 2, A = (303152 52). Atunci numerele p;j, cu 0 < i < j < 3, pij = Ty — TjYs
(minorii matricei A) nu sunt toate nule, astfel ci definesc un punct [po1 : po2 : pos : p12 :
P13 : pe3] din P5C. Numerele p;; se numesc coordonate pliickeriene ale dreptei PQ. Desi,
aparent, coordonatele omogene introduse depind de punctele P, ), nu numai de dreapta
determinat de ele, lucrurile nu stau asa. Intr-adevir, e clar ¢ [p;;] nu se schimb atunci
cand coordonatele lui P sau ) se multiplicd cu un scalar arbitrar nenul. Apoi, dacd in
loc de P ludm un alt punct P' = [z]] € PQ, diferit de Q, existd scalarii XA # 0 si p astfel
incat z; = Ax; + pyi, i = 0,...,3. Calculand noii minori ai matricei A gisim pgj = A\p;j.
La fel daca inlocuim @ cu alt punct de pe dreapta PQ, diferit de P.

Pand acum am dovedit ci putem asocia fiecirei drepte proiective din P3C un unic
punct din P5C de coordonate (pliickeriene) [p;;]. Observim acum c# aceste coordonate
satisfac ecuatia po1p23 — po2p13 +pospi2 = 0. intr—adevér, ecuatia de mai sus e echivalenta

M Christian Felix Klein, matematician german, 1849-1925. Autor, intre altele, al Programului
de la Erlangen
127, Pliicker, matematician german, 1801-1868.



19 EXERCITII §I PROBLEME SUPLIMENTARE 201

cu anularea determinantului
Xo I T2 XT3
Yo Y1 Y2 Y3
Xo T1 T2 X3
Yo Yyr Y2 Y3

in concluzie, punctul [po1 : po2 : Po3 : P12 : P13 : p23] apartine cuadricei XoXs — X1X4 +
X5 X3 =0, numita cuadrica lui Klein.

Reciproc, se poate vedea ca fiece punct C = [p;;] al cuadricei lui Klein provine dintr-o
unici dreaptd a lui P3C. Pentru aceasta, presupunem po1 # 0 (nimic restrictiv aici: cel
putin o coordonatd e nenuld, iar in celelalte cazuri rationamentul e similar) si definim
P =10:po1 : po2 : pos], @ = [—po1 : 0 : p12 : p13]. Coordonatele pliickeriene ale dreptei
PQ sunt pd1, po1pos, poipiz, Poi1pPis, Poip2s. Deci, cum po1 # 0, dupd simplificarea cu pos
vedem cad punctul C e asociat dreptei PQ). Dacd d e altd dreaptd ale carei coordonate
pliickeriene sunt proportionale cu coordonatele lui C, deducem ca d nu e continutd in
planele de ecuatii Xo = 0 sau X; = 0, altfel am avea po1 = 0. Atunci fie [0 : a1 : a2 : as]
i [—bo : 0 : by : bs] punctele ei de intersectie cu aceste plane. Gisim [po1 : po2 : pos : p12 :
P13 @ p23] = [a1bo : azbo : asbo : aiba : a1bs : azbs — asbs]. Deoarece a1by # 0, obtinem
P=[0:a1:a2:a3], @ =[-bo:0:bs:bs], adici d = PQ, de unde concluzia.

EXERCITIUL 3.90. Si se giseascd polarele punctelor [1:0:0],[0:1:0],[0:0: 1] fatd
de conica X} 4+ 2X5 — 4X§ =0 din P2C.

EXERCITIUL 3.91. Pentru orice puncte distincte a1, as, as,u,v pe o dreaptd proiectivd
are loc relatia: [a1,a2,u,v]- [a2, a3, u,v] - [as, a1, u,v] = 1.

EXERCITIUL 3.92. (Salmon) Fie C o cubici nesingulard si P un punct de inflexiune al
siu. C contine exact patru tangente care trec prin P (inclusiv tangenta in P). Modulul
biraportului lor (vezi definitia 3.31 gi exercitiul urm3tor) e independent de alegerea lui
P, deci se asociaza cubicei. Aratati cd doud cubice nesingulare sunt proiectiv echivalente
dacd si numai daca au acelagi modul.

Spre deosebire de conice, exista o infinitate de clase de echivalentd de cubice proiective
nesingulare.

EXERCITIUL 3.93. Folosind ideea din paragraful 18.4, demonstrati urmatoarele vari-
ante afine ale Teoremei lui Pascal:

1. Daci laturile opuse ale unei hexagrame inscrise intr-o conica afind nedegenerata
sunt respectiv concurente, atunci cele trei puncte obtinute sunt coliniare (pe dreapta lui
Pascal).

2. Daca doua perechi de laturi opuse ale unei hexagrame inscrise intr-o conica afind
nedegenerata sunt concurente i a treia pereche de laturi opuse reprezintd drepte paralele,
atunci dreapta determinatd de punctele de concurenta ale primelor doud perechi de laturi
opuse este paraleld cu dreptele din a treia pereche de laturi opuse.

3. Dacd doud perechi de laturi opuse ale unei hexagrame inscrise intr-o conicd afind
nedegenerata sunt perechi de drepte respectiv paralele, atunci si a treia pereche de laturi
opuse este formata din drepte paralele.

Indicatie: Cum conica -y care contine hexagrama e nedegeneratd, orice dreaptd o
taie In exact doud puncte, eventual confundate. Ca urmare, nu pot exista pe =y trei
puncte distincte coliniare, hexagrama consideratd are varfurile trei cite trei necoliniare.
Cu notatiile din sectiunea 18.4 (acum Fj; = 0 reprezinta drepte afine etc.), punem ecuatia
fascicolului de conice prin punctele Ai, Az, As, A4, respectiv A1, A4, Ay, Ag sub forma:

aF132F34 + fF14F>3 =0,
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respectiv:
AFysFi6 + pFseF14 = 0.
Conica initiald -y face parte din ambele fascicole. Atunci exista § # 0 astfel incét
aF19F34 + BF14F>3 = §(AFusF16 + pFs6F14),
ecuatie care se mai pune sub forma:
(338) OtF12F34 — (5)\F45F16 = F14((5ﬂF56 — /LF23).

Membrul stang al acestei ecuatii reprezintd ecuatia unei conice ' care contine punctele
By, B3. Cum aceeagi conica este reprezentatd si de membrul drept al egalititii de mai sus,

(3.39) F14(68Fs6 — pFo3) =0,

deducem c3 7' este degenerat#, deci este o reuniune de dous drepte. Ca urmare, punctele
By, By apartin cel putin uneia dintre dreptele de ecuatii: Fiq = 0, 3Fs6 — uFas = 0.
Cum punctele hexagramei sunt trei cite trei necoliniare (altfel v ar fi degeneratd), Bi, Bs
stau pe dreapta d de ecuatie 63Fs¢ — pF23 = 0 pe care se afld gi B>. Primul enunt este
demonstrat.

Pentru enuntul al doilea, presupunand AsAs si AsAe paralele, se aratd cd Bi, Bs
apartin dreptei d (notatiile anterioare), observand ci d face parte din fascicolul de drepte
paralele cu A2>As etc.

In ce privegte al treilea enunt, dacs A1 As||A4As si AzAa||A1As, rezultd ci ecuatia
(3.38) e de gradul 1, deci nu poate reprezenta o conici. Cum ecuatia (3.39) are aceeasi
multime de solutii cu (3.38), polinomul §3Fs¢ — pF>s trebuie si fie de gradul 1. Rezultd
ca A2A3||A5A6.



CAPITOLUL 4

Programul de la Erlangen

Sunteti matematician, domnule Klein, eu sunt pictor. Un prieten
german, domnul Karl Ernst Osthaus, mi-a vorbit despre noile
Reflectiuni geometrice prezentate de dumneavoastra la Univer-
sitatea din Erlangen §i mi-a trimis un exemplar din Programul
dumneavoastra. V& marturisesc cad am fost imediat frapat de
numeroasele apropieri care se pot face intre demersul dumneav-
oastra gi al meu. Se spune cd subiectele mele sunt nigte pre-
texte, ca trupurile mele nude sunt grupate neverosimil intr-un
peisaj inexistent. intr—adevér, obiectul reprezentat dispare in
fata metodei mele. Nu sunt Inzestrat pentru pictura, domnule
Klein, sunt stangaci, extraordinar de stangaci, nu am talentul
domnului Ingres... Dar si mi se arate gi mie In natura ceva
desenat!

Paul Cézanne

Am studiat, in capitolele anterioare, trei tipuri de geometrii: euclidiana (pe
un spatiu afin euclidian), afind (fird metricd) si proiectivd. Felul in care le-am

prezentat a fost diferit de cel adoptat in manualele de liceu. Incercim in cele ce
urmeaza sa motivam aceasta abordare.

Fiecareia dintre geometriile studiate i-a corespuns un grup de automorfisme care
invaria ,proprietatile geometrice“ respective. Daca vorbim numai despre geometrii
reale, acestea erau: grupul izometriilor (izomorf cu O(n)), grupul afinitatilor (izo-
morf cu grupul AGL(n,R)), respectiv grupul automorfismelor proiective (izomorf
cu PGL(n, R)).

In virtutea acestor exemple, admitem ca o geometrie consta dintr-o multime de
obiecte i relatii intre obiecte, supuse anumitor constrangeri (axiome gi teoreme).
Dintre transformarile (functiile bijective) ale acestei multimi, apartin geometriei
numai cele care invariaza respectivele relatii. Ele formeaza un grup, numit al auto-
morfismelor geometriei. Cu ajutorul lor se pot defini clase de echivalenta de figuri
geometrice (multimi de puncte ale geometriei): doud figuri sunt echivalente daci
existd un automorfism al geometriei care o aplica pe una in cealalta. De exemplu, in
geometria afind reala, toate segmentele sunt echivalente, in timp ce in geometria eu-
clidiana, sunt echivalente doar segmentele de aceeasi lungime. Figurile echivalente
dintr-o geometrie difera doar prin pozitie.

Odata fixata o geometrie cu grup de automorfisme G, se poate considera sub-
grupul G’ al automorfismelor ei care invariazi o anumita figura (nu neaparat punct
cu punct), numitd figura absolutd. Pentru o figurd data, clasa ei de echivalenta
modulo G’ e continutd (in general, strict) in clasa de echivalentd modulo G. S&
reluam, din acest punct de vedere, geometriile studiate.
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Grupul cel mai larg de automorfisme care ne-a interesat a fost grupul proiec-
tivitatilor (reale), izomorf cu PGL(n,R). Proiectivititile pdstreazi coliniaritatea
si biraportul a patru puncte. Subgrupul proiectivitatilor care invariaza un hiper-
plan fixat (zis de la infinit) a fost identificat cu grupul afin AGL(n, R). Afinitatile
pastreaza paralelismul si raportul punctelor in care o secantd arbitrara taie trei
drepte paralele. Daca in spatiul afin real, considerdm subgrupul afinitatilor care
invariaza o hipersfera, fixdnd in acelasi timp o alta hipersferd a ei (in dimensiune
trei, e vorba de fixarea unui cerc pe o sfera absolutd), obtinem grupul asemdnadrilor,
din care fac parte omotetiile gi translatiile. Asemd&nirile pastreazd unghiul (in
particular, ortogonalitatea), dar nu distantele dintre puncte. Deci in geometria
asemanarilor nu se poate defini coerent lungimea unui segment, deoarece orice
doua segmente sunt echivalente fata de acest grup. Considerand acum subgrupul
asemanarilor care aplicd o hipersfera fixatd S pe una echivalentd cu S printr-o
translatie, obtinem grupul migcdrilor rigide sau al izometriilor, izomorf cu O(n).
Izometriile apartin geometriei euclidiene. Ele contin un subgrup important, anume
cel al izometriilor care pastreazd orientarea, izomorf cu SO(n).

In concluzie, vedem c3 ierarhiei grupurilor 1i corespunde o ierarhie a geometri-
ilor. Cu cét se considerd un subgrup mai mic, cu atit se obtine o geometrie mai
»mare“, mai bogata in proprietati, in care exista mai multe clase de echivalenta
de figuri. De exemplu, clasa de echivalenta a unui cerc de raza 1 este formata din
toate cercurile de raza 1 in geometria euclidiana, din toate cercurile in geoemetria
asemdanarilor, din toate elipsele in geometria afina i din toate conicele nedegenerate
in geometria proiectiva.

Sa notam, de asemenea, ca pe spatiul proiectiv se poate introduce o distanta,
facand astfel clard subsumarea geometriei euclidiene celei proiective (fapt deja gtiut
datoritd incluziunii lui O(n) in PGL(n,R)). Se fixeaza intéi o conicd (ne marginim
la cazul planului) nedegeneratd drept figura fundamentald; distanta dintre punctele
A i B se definegte ca fiind raportul anarmonic al punctelor A, B,C, D, ultimele
doua fiind punctele de intersectie ale dreptei AB cu conica (constructia ii apartine
lui Cayley). Se produce acum gi unificarea ,sinteticd“ a geometriilor euclidiana i

proiectiva. In plus, apare evidentad semnificatia teoretica importanta pe care o are
raportul anarmonic.

Importanta punctului de vedere invers, anume construirea unei geometrii cores-
punzatoare unui grup dat care sa devina grupul automorfismelor ei, a fost inteleasa
intai de Felix Klein in articolul Vergleichende Betrachtungen iber neuere geometri-
sche Forschungen (Tendinte recente in cercetarea geometricd), publicat la Erlangen
in 1872, de aceea cunoscut, mai ales, sub numele de Programul de la Erlangen.
Alaturi de Sophus Lie!, el a dat un puternic impuls studierii teoriei grupurilor
vézute ca grupuri de transforméri (de automorfisme) ale unei geometrii. Spune
Klein:

Fie dat# o varietate? si in ea un grup de transforméri; sarcina
noastra este sa investigam acele proprietati ale unei figuri din
varietate care nu se schimba prin transformarile grupului.

Deoarece punctele spatiului se identifica prin coordonate, dreptele, cercurile, cua-
dricele, in general, toate figurile geometrice se definesc prin coordonate care sunt
solutii ale unor sisteme de ecuatii. De asemenea, transformarile geometriei sunt
descrise de sisteme de ecuatii (asa cum am ficut si noi in capitolele 2, 3). Am

1Sophus Lie, 1842-1899, matematician norvegian. Initiatorul teoriei grupurilor coontinue de
transformari.

2adics o multime ale cdrei elemente se pot descrie prin n-tupluri de coordonate. Spatiile K™
sunt cele mai simple exemple.
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vazut ca se poate ajunge la coordonate in doud feluri: ludnd ca model un spatiu
vectorial (aga cum am ficut In capitolul al 2-lea) sau axiomatic, sintetic, ca in capi-
tolul al 3-lea al cartii. Deci, generalizind un pic (renunténd la coordonate), putem
formula astfel principiul lui Klein: Se da o multime M. Se considera grupul Sys al
permutarilor lui M. Orice subgrup T al sdu este un grup de transformari ale lui M.
Se studiaza acele proprietati ale figurilor care sunt invariate de toate elementele lui
T. Astfel, a priori, M nu are proprietiti geometrice, acestea sunt dictate de grupul
T. Notam o geometrie prin perechea (M,T).

Exemple deosebite de cele studiate pana acum de noi sunt geometriile cer-
curilor, considerate de M&bius,® Laguerre* si Lie. Toate se ocupa de cercuri din
planul euclidian R?, dar pornesc de la elemente fundamentale diferite (adica difera
obiectele de primul ordin). S-a vazut ulterior ci ele corespund diferitelor subgrupuri
ale grupului proiectiv. Descriem in continuare, foarte pe scurt, geometria cercurilor
lui M6bius (vezi, pentru detalii, [3]).

Spatiul geometric este multimea tuturor dreptelor si cercurilor din spatiul eu-
clidian R?. Acestea se numesc cercuri Mobius. Ecuatia unui element al acestui
spatiu este, in reperul canonic al lui R?:

(4.1) E(@?+y?)+ Az + By +C =0.

Ea reprezinti un cerc sau o dreaptd dupi cum E # 0 sau E = 0. Identificind R?
cu C, punand z = z + iy, ecuatia (4.1) se poate scrie sub forma:
zZ+Z Z2—Z
B
2 * 2

Daca privim C ca fiind completarea dreptei proiective, adici C = P!C U {o0},
observim cd omografia z — 1/Z (o inversiune de pol (0,0) fatd de cercul unitate)
transform3 ecuatia (4.2) in

(4.2) Ezz+ A +C=0.

24z z2—Z
B
2 + 2

Deci inversiunile pastreaza cercurile lui Mobius. Pe de alta parte, orice rotatie
2 + r2z in jurul originii este compunerea inversiunilor z — 1/%, z = r?/z; deci
si rotatiile in jurul originii conserva cercurile Mobius. La fel afinitatile, verificarea

e imediatd. Cum orice omografie z — %IS se poate scrie ca produs dintre o

afinitate z — ¢z + d, o inversiune compusa o simetrie z — 1/z gi o noud afinitate
2 2+ @z, vedem c3 intreg grupul omografiilor dreptei proiective complexe
pastreaza cercurile lui M&bius. Atunci geometria cercurilor lui M6bius constituie
un model pentru geometria dreptei proiective complexe.

Studiul proprietatilor astfel definite trebuie sa se supuna principiului transfe-
rului. Presupunem date o geometrie (M, T), si o bijectie 8 : M — M' pe o altd
multime M'. Cu ajutorul lui § putem ,transfera“ actiunea lui T asupra lui M’
astfel: oricirui automorfism ¢ € T ii asociem aplicatia t' = 6t~ : M' — M.
Observdm ci aplicatia t — t’' este un homomorfism al lui T pe Sy : intr-adevar, t'
e bijectie si

+ E=0.

Czz+ A

(tu) = Otud™' = 6t~ 0ub~"! = t'u'.
Fiind imaginea printr-un homomorfism a unui subgrup, multimea 7" a tuturor
transformarilor ¢’ este un subgrup al lui Spr. Obtinem astfel geometria (M',T").

3August Ferdinand Mdbius, 1790-1868. Matematician german, cu contributii in geometrie gi
topologie.

4Edmond Laguerre, 1834-1866. Matematician francez cu lucrdri de geometrie, ecuatii alge-
brice si fractii continue.
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Pe de altd parte, # = «' dacd si numai daca t = u, adicd T ¢i T’ sunt izomorfe.
Spunem ci geometriile (M, T) si (M',T") sunt izomorfe.

Principiul transferului ne permite sa definim geometrii echivalente pe multimi
de obiecte foarte diferite. Dincolo de aspectul strict matematic, ideea aceasta a avut
in epoca o importantd deosebitd din punct de vedere filozofic. Sa ne reamintim ca
abia de circa doudzeci de ani aparusera geometriile neeuclidiene datorate lui Bolyai,
Lobacevski, Riemann gi dreptul lor de cetate era inca in discutie. Se cautau modele,
se ficeau comparatii (,care geometrie e mai buna?“ — Intrebare prost pusa, dupa
cum s-a inteles abia mai tarziu), se ciutau spatii pe care si se aplice o geometrie
sau alta. Or, Principiul transferului enuntat de Klein spune foarte clar ca natura
obiectelor care formeaza spatiul nu are relevanta; conteaza doar relatiile dintre ele.



ANEXA

Cateva fapte elementare de algebra

A. Polinoame omogene. Rezultanta a doui polinoame

A.1. Polinoame omogene. Fie K un corp comutativ, K[Xo, ..., X,] inelul
polinoamelor in n + 1 nedeterminate peste K (vezi cursul [11]).
Un polinom F € K[Xo,...,X,] se numeste omogen daca functia polinomiala

asociatd satisface identitatea:
F(tXo,...,tX,) =t*F(Xy,...,X,) pentru oricet € K

cu d = grad(F). Vom nota K[Xo,...,X,]s multimea polinoamelor omogene de
grad d la care addugdm polinomul nul. Obtinem un spatiu vectorial peste K. O
bazid a sa este formatd din toate monoamele monice (coeficientul scalar este 1)

X@ - Xin cu Yp_gir = d. Dimensiunea spatiului vectorial K[Xo,...,X,]q se
gaseste usor, facand un rationament inductiv. Se obtine:

: d
LEMA A.l. dim K[Xo,..., X,]a = ("}9).
Demonstram, in continuare, cateva proprietiti care ne vor fi utile pe parcurs:

PROPOZITIA A.1. 1) Orice divizor al unui polinom omogen e polinom omogen.
2) (Identitatea lui Euler) Fie F' € K[X,,...,Xn]q. Atunci:

~ oF
;Xia—Xizd-F

unde % este derivata formala a lui F in raport cu X;.

Demonstratie. Fie F' = GH. Prin absurd, G nu e omogen. Putem descompune
polinoamele G, H in monoame de grade crescatoare:

GZGi+Gi+1+"'+Gi+J’,
H=Hp+ Hyy1 + -+ + Hpy,
cuG; £0, Gi+j #0,H, 20, Hpyy #0815 >0, k> 0. Atunci:
F =GiHy + (Giy1Hy + GiHpy1) + - -+ Gig jHpy.

Aici G;Hy, # 0, GipjHpyy # 0, iar grad(GiHy) = i +k < i+j+k+1 =
grad(Gi4;Hyy1), in contradictie cu omogenitatea lui F'.

Pentru a doua afirmatjie, derivam F(tXy,. .., tX,), evaluim in ¢ = 1 i aplicidm
definitia polinoamelor omogene.

Vom avea nevoie gi de urmatoarea extensie a teoremei de descompunere in
factori ireductibili a unui polinom din C[X]:
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TEOREMA A.l. Fie K un corp algebric inchis si F € K[Xg,X1]a, d > 0.
Atunci ezistd (a;,b;) € K2 —{(0,0)}, i =1,2,...,d astfel incat

F = (a1 X1 — b1 Xo) (a2 X1 — b2 Xo) - - - (@aa X1 — baXo)-

Perechile (a;, b;) sunt unic determinate pand la ordine gi factori de proportionalitate
nenuli cu produsul 1. FEle se numesc radacinile lui F'.

Demonstratie. Putem scrie F = XJG, r € [0,d], cu G € K[Xo, X1]4—r. Con-
siderdm polinomul G; = G(1,X;) € K[X;]. Cum grad(G1) = d—r si K e algebric
inchis, existd descompunerea

Gi=a(X1 —b1) - (X1 —bg—r), a#0.
Omogenizand, obtinem
Gza(Xl —leO)"'(Xl —bdero), (1750,
ceea ce implica
F = an(Xl - le()) s (X1 - bd—TXO)-
Pentru unicitate se tine seama de factorialitatea inelelor de polinoame peste un
corp comutativ, in particular a inelului K[Xg, X,]. d

A.2. Rezultanta a doua polinoame. Un instrument util in determinarea
factorilor comuni a doud polinoame este rezultanta lor (pentru detalii, se poate
consulta gi [17]). Demonstram intai:

PrROPOZITIA A.2. Fie F,G € K[X]. Atunci F,G au un factor comun necon-
stant dacd $i numai dacd exista A,B € K[X] cu grad(A) < grad(G), grad(B) <
grad(F) si AF = BG.

Demonstratie. Necesitatea: Dacd F = BH §i G = AH, atunci FA = GB =
ABH. Conditia asupra gradelor e imediata.

Suficienta: Din relatia AF = BG urmeazi ci orice factor ireductibil al lui G

divide AF. Cum grad(B) < grad(F'), deducem ci cel putin un factor ireductibil al
lui G divide F, deci F,G au un factor comun neconstant. |

Fie acum
F=aqy+a X+ ---+a,X", a,#0,
G=bg+01 X+ ---+b,X™, by #0.

DEFINITIA A.1. Rezultanta lui F gi G este determinantul R(F,G) al matricei
patrate de tip m + n:

apg ai an 0
0 ag an—1 an O
10 ... 0 a el an
B= 14 b b 0
0 by «oovvei... by, O
0 ... bo b1 bm

ExercITIUL A.1. S3 se arate c§ R(F,G) = (—1)g2dFe=dGp(q F).

ProPOZITIA A.3. F si G au un factor comun neconstant dacd $i numai dacd
R(F,G) =0.
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Demonstratie. Daca F' gi G nu sunt relativ prime, atunci exista A, B polinoame
neidentic nule, de forma

A:—Oél—OtQX—"'—Oéan71
B =1+ foX + -+ B X"
cu proprietatea BF = AG. Rezulta identitatile:

aof1 = —boas
aif1 + agBa = —arby — asby

anﬂm = _anbm
Acestea dovedesc existenta unei solutii nebanale (81, ..., 8,) a sistemului omogen
de matrice *R. Atunci R(F,G) = det(R) = det(*R) = 0.
Reciproc, daca R(F, @) = 0, atunci sistemul de mai sus in necunoscutele ay, . .., @y,
B1,-- -, Bm are solutie nebanala in K. De unde rezulta ca polinoamele F' gi G satisfac
FB = GA pentru A, B definiti mai sus. Acum se aplica propozitia A.2. O

Rezulta imediat urmatoarele consecinte:

COROLARUL A.l. Doud polinoame din K[X] au o raddcind comund dacd i
numai dacd au rezultanta nuld.

COROLARUL A.2. F € K[X] are o raddacing multipld dacd si numai dacd
R(F,F') =0.

Trecand acum la polinoame in mai multe nedeterminate, daca polinoamele F’
§i G din K[Xo,...,X,] sunt vizute in K[Xy,..., X,_1][X,], rezultanta lor ca poli-
noame in nedeterminata X, se numegte rezultanta relativ la X, si e un polinom din
K[Xo,...,Xn-1]- Este polinomul obtinut dupi eliminarea lui X,, intre expresiile
celor doud polinoame initiale (de aceea se mai numegte gi eliminant). Importanta
pentru noi este urmatoarea:

TEOREMA A.2. Fie
F=F,+F, 1 X, +---+ FX?,
G=G,+Gy1 X+ -+ Gy X}
cu Fj € K[Xo,...,Xn-1]j, G € K[Xo, ..., Xn_1]k $t FoGo # 0. Atunci rezultanta

R(F,QG) relativ la X, e polinom omogen de grad pq in Xo...,Xn—1 sau e identic
nuld.

Demonstratie. Calculdim R(tXo,...,tX, 1). Obtinem determinantul:

thp tpilefl Fy 0
0 #E, ... ... tF,, F 0
0 . 0 PFy oo 5y
t1Gy tq_lGl . bm 0
0 #9G, e Go 0
0 thq tq_lefl Go
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Se inmulteste linia i < p cu 97! i linia j > p+ 1 cu t?~7*1. Se obtine
#*R(tX1, ..., tXn_1) = " R(Xo, .., Xn_1)

cu
+1 +1
s=p+(p—1)+---+1+q+(q—1)+---+1=(p2 >+(q2 )
+q+1
T=(p+q)+(p+q—1)+---+1:<pg )
Rezultd R(tX1,...,t X, 1) = t" *R(Xo,...,Xn_1), si demonstratia e incheiati.

O

B. Produsul determinantilor. Regula lui Laplace

Demonstram in acest paragraf un fapt la care am facut apel in repetate randuri.
Pentru majoritatea absolventilor de liceu (roméanesc) el face parte din folclor. Cu
toate acestea, in manualul de liceu de clasa a XI-a el nu apare. Este vorba despre

PROPOZITIA B.1. Fie A, B matrice patrate de aceeagi dimensiune n. Atunci
det(AB) = det(A) det(B).
Demonstratie. Folosim definitia determinantului si proprietatile elementare cu-

noscute din liceu. Fie A = (aij), B = (bi]‘), C = AB = (Ci]‘), Cij = Zk a,-kbkj.
Deoarece fiecare coloana a lui C' este o suma de n termeni putem scrie:

det(C) = Z Z det(a,’jk)bjllijQ s bjnrn

k=1 jp=1

(am exclus cazul in care unii dintre j; ar fi egali, determinantul anuldndu-se in
aceastd situatie). Astfel cd egalitatea anterioara devine:

1 2 ... n
det(C) = >, ;. € ( i 2 e dn )det(A)bjllbjzz'“bjnn =
1 2 ... n .
= det(A)det(B)
ceea ce trebuia demonstrat. O

Cu mijloace asemanitoare demonstram acum Regula lui Laplace. Este vorba
despre generalizarea metodei de calcul a unui determinant dezvoltand dupa o linie
(coloana):

ProPOZITIA B.2. Fie A = (ai;) o matrice de tip n xn. Fiel < k < n gi
coloanele cj, , cj,, - .., cj, ale matricei fivate. Exista (Z) minori care se pot forma cu

aceste coloane (corespunzdtor alegerii a k linii). Pentru fiecare minor A, i1 ..ix»
fie A} complementul sau algebric. Atunci

1o @kt gk
— . . . . *
det(A) - E AZ1~~~1k;J1~~~JkAi1...ik;jl...jk'

(1,5---k)
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Demonstratie. Minorii A;; . iy .4, .. ik difera intre ei prin cel put;m o linie. Rezulta

ca termenii produselor A, . i, ...x _insj1...n Sunt diferiti intre ei. Fiecare produs

contine k!(n — k)! termeni din det(A), iar suma lor are (})k!(n — k)! = n! termeni
din dezvoltarea (dupd definitie) a lui det(A), deci coincide cu det(A). O

Obtinem, in particular, o proprietate foarte des folosita:

(A A
= ()

cu A1, Asp matrice patrate, atunci det(A) = det(A11) det(Azz).

ExerciTivL B.1. Daci

EXERCITIUL B.2. Demonstrati egalitatea:

air 0 a2 0 ... awn O
b b . b
’ 0 0 o 0 Ln ain a2 ain| |b11 b1 bin
a1 0 a2 0 ... a2 O " . . ; : ’
0 baa 0 b22 ... 0 bon| = | 22 .- on| |021 22 ... 20|
an1 0 an2 0 Ann 0 an1  Qn2 Ann bp1 bno bun
0 b 0 by 0 bun
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