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CAPITOLUL  1 
 

MULŢIMI. RELAŢII. FUNCŢII 
 

Fie X, Y două mulţimi nevide şi  X x Y = { (x,y): x∈X, y∈Y }, produsul lor 

cartezian. 

 
Definiţia 1.1. Se numeşte relaţie binară între elementele mulţimilor X şi Y 

tripletul  ρ = (X,Y,Gρ), unde  Gρ ⊂  X x Y se numeşte graficul relaţiei ρ. 

Dacă (x,y) ∈ Gρ  spunem că x este în relaţia ρ cu y şi scriem  xρy. 

Se numeşte domeniu al relaţiei ρ multimea  

      D(ρ) = { x∈X : (∃)y∈Y astfel încât (x,y)∈Gρ }. 

Se numeşte codomeniu al relaţiei ρ mulţimea 

      Im(ρ) = { y∈Y : (∃)x∈X astfel încât (x,y)∈Gρ }. 

Dacă  X = Y atunci ρ se numeşte relaţie binară pe X (sau relaţie pe X). 

Dintre relaţiile definite între elementele aceleiaşi mulţimi se disting relaţiile 

de echivalenţa şi de ordine.        

 
Definiţia 1.2. Fie X ≠ Ø. O relaţie ρ pe X se numeşte relaţie de echivalenţă 

dacă  (E1) ρ este reflexivă: (∀) x∈X ⇒ xρx; 

(E2) ρ este simetrică: (∀) x, y∈ X astfel încât  xρy ⇒  yρx; 

(E3) ρ este tranzitivă: (∀) x, y, z ∈ X astfel încât  xρy şi  yρz ⇒  xρz. 

Dacă x∈X definim  

Cx = { y∈X : yρx } – clasa de echivalenţă a lui x. 

Din definiţie rezultă imediat următoarele proprietăţi ale claselor de 

echivalenţă: 

1. (∀)x∈X ⇒ Cx ≠ Ø; 

2. dacă x, y∈X, xρy ⇒ Cx ∩ Cy = Ø; 

3. xρy ⇔ Cx = Cy ; 

4. 
Xx

U
∈

Cx = X. 
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Mulţimea notată  X/ρ = { Cx : x∈X } se numeşte mulţimea claselor de 

echivalenţă. 

 
Definiţia 1.3. O relaţie ρ  pe X, notată  “≤”  se numeşte relaţie de ordine 

pe X dacă  

(O1) “≤” este reflexivă: (∀) x∈X ⇒ x ≤ x; 

(O2) “≤” este antisimetrică: (∀) x,y∈X astfel încât x ≤ y şi y ≤ x ⇒ x = y; 

(O3) “≤” este tranzitivă: (∀) x,y,z∈X astfel încât x ≤ y şi y ≤ z ⇒ x ≤ z. 

Perechea ( X, ≤ ) se numeşte mulţime ordonată. 

Dacă (∀) x,y∈X avem x ≤ y sau y ≤ x, relaţia de ordine se numeşte relaţie 

de ordine totală, iar ( X, ≤ ) mulţime total ordonată. 

 
 Exemple. 

1. Dacă X ≠ Ø atunci relaţia de incluziune este o relaţie de ordine pe 

mulţimea părţilor lui X, mulţime notată cu P(X). 

2. (N*,I)  ( “I” relaţia de divizibilitate) este ordonată dar nu este total 

ordonată.  

 
Definiţia 1.4.  Fie ( X , ≤ ) o mulţime ordonată şi A ⊂ X, nevidă. 

 Un element m∈X se numeşte minorant pentru A dacă m ≤ x, (∀)x∈A. 

 Un element M∈X se numeşte majorant pentru A dacă x ≤ M, (∀)x∈A. 

 

Dacă m∈X este minorant şi m ∈ A atunci m se numeşte cel mai mic 

element al mulţimii A şi se notează m = minA. 

Dacă M∈X este majorant şi M ∈ A atunci M se numeşte cel mai mare 

element al mulţimii A şi se notează M = maxA. 

 
Observaţie.  Dacă A are un cel mai mic (respectiv cel mai mare) 

element, din proprietatea de antisimetrie rezultă că acesta este unic. 

Dacă submulţimea A ⊂ X are minoranţi (respectiv majoranţi) spunem că 

A este minorată sau mărginită inferior (respectiv majorată sau mărginită 

superior). Mulţimea A se numeşte mărginită dacă este minorată şi majorată. 
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Definiţia 1.5. Dacă A admite minoranţi (respectiv majoranţi) şi mulţimea 

minoranţilor (respectiv a majoranţilor) lui A are un cel mai mic (respectiv cel mai 

mare) element, acesta se numeşte margine inferioară sau infimum (respectiv 

margine superioară sau supremum) şi se notează infA (respectiv supA). 

 
Observaţii. 

1. Dacă există infA (respectiv supA), din proprietatea de antisimetrie 

rezultă că acesta este unic. 

2. Dacă A are un cel mai mic (respectiv cel mai mare) element atunci 

există  infA = minA (respectiv  supA = maxA). 

 

Mulţimea numerelor reale 
Pornind de la mulţimea numerelor naturale N = { 0,1,2,…} se poate face o 

construcţie riguroasă a mulţimilor Z şi Q (vezi [7]): 

   Z = { 0,±1, ±2,…}  - mulţimea numerelor întregi. 

   Q = { 
n
m : m,n∈Z, n ≠ 0 }  - mulţimea numerelor raţionale. 

Pentru mulţimea numerelor reale, notată cu R vom prezenta o construcţie 

axiomatică. 

 
Definiţia 1.6. Numim mulţimea numerelor reale o mulţime R înzestrată cu 

două operaţii algebrice: 

“+” – adunarea,  (x,y) → x + y ∈ R; 

“•” – înmulţirea,  (x,y) → xy ∈ R; 

şi cu o relaţie de ordine totală  “≤”  care satisfac următoarele grupe de axiome 

Ι (R,+,.) este corp comutativ, adică 

1) (∀) x,y,z∈R ⇒ (x+y)+z = x+(y+z); 

2) (∀) x,y∈R ⇒  x+ y = y+ x; 

3) (∃) 0∈R astfel încât  0+ x = x, (∀)x∈R; 

4) (∀) x∈R, (∃)x’ = -x∈R astfel încât  x+ (-x) = 0; 

5) (∀) x,y,z∈R ⇒ (xy)z = x(yz); 
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6) (∀) x,y∈R ⇒ xy = yx. 

7) (∃) 1∈R, 1 ≠ 0 astfel încât 1.x = x, (∀)x∈R; 

8) (∀) x∈R, x ≠ 0, (∃)x-1 =
x
1 ∈R astfel încât  x . x-1 =1; 

9) (∀) x,y,z∈R ⇒  x(y+z) = xy+ xz. 

ΙΙ (R, ≤) este total ordonată şi relaţia  “≤”  este compatibilă cu structura de 

corp, adică: 

10)  (∀) x∈R ⇒ x ≤ x; 

11)  (∀) x,y∈R astfel încât x ≤ y şi y ≤ x ⇒ x = y; 

12)  (∀) x,y,z∈R astfel încât x ≤ y şi y ≤ z ⇒ x ≤ z; 

13)  (∀) x,y∈R avem x ≤ y sau y ≤ x; 

14)  (∀) x,y,z∈R cu x ≤ y ⇒ x + z ≤ y + z; 

15)  (∀) x,y,z∈R cu x ≤ y şi 0 ≤z ⇒ xz ≤ yz. 

ΙΙΙ  Axioma de completitudine a lui Cantor-Dedekind: 

Pentru orice submulţime A ⊂ R, nevidă şi majorată există margine 

superioară, supA∈R. 

 
Observaţii. 

1. Pentru (∀)x,y∈R definim x-y = x+(-y) iar dacă, în plus, y ≠ 0 atunci 
y
x  = xy-1. 

2. Din axiomele lui R, cum 1∈R rezultă că şi elementele 2=1+1, 3=(1+1)+1,… 

vor aparţine lui R. Aceste elemente le vom numi numere naturale iar mulţimea lor 

o vom nota cu N. 

Dacă n∈N atunci –n∈R şi mulţimea elementelor 0,1,-1,2,-2,… o vom nota 

cu Z şi se numeşte mulţimea numerelor întregi. 

Dacă x,y∈Z, y ≠ 0, atunci xy-1∈R iar mulţimea elementelor de forma xy-1 cu 

x,y∈Z, y ≠ 0 o vom numi mulţimea numerelor raţionale şi o vom nota cu Q. 

Să observăm că N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.  

3. Relaţiei de ordine “≤” i se poate ataşa relaţia “<”, numită de ordine strictă şi 

definită astfel: x < y <=> x ≤ y şi x ≠ y, (∀)x,y∈R. 

De asemenea, dacă x < y(respectiv  x ≤  y), mai scriem y > x (respectiv 

y≥ x). 
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Numerele reale x pentru care x ≥ 0( respectiv x > 0 ) se vor numi numere 

pozitive(respectiv strict pozitive), iar numerele reale x pentru care x ≤ 0 (respectiv 

x < 0), se vor numi numere negative (respectiv strict negative). 

Vom nota prin 

R+  - mulţimea numerelor reale pozitive; 

R *
+  - mulţimea numerelor reale strict pozitive; 

R-  - mulţimea numerelor reale negative; 

R *
−  - mulţimea numerelor reale strict negative. 

Atunci R = R+ ∪ R -, R+ ∩ R- = {0}. 

 Dacă a, b∈R, a < b definim mulţimile  

  (a,b) = { x∈R : a < x < b }; 

  [a,b] = { x∈R : a ≤ x ≤ b }; 

  [a,b) =  { x∈R : a ≤ x < b }; 

  (a,b] = { x∈R : a < x ≤ b }, numite şi intervale mărginite. 

Prin definiţie (a,a ) = [a,a) = (a,a] = Ø,  [a,a] =  {a}. 

Pe R se mai definesc şi următoarele tipuri de intervale nemărginite: 

(-∞,a ) = { x∈R : x < a} , (-∞,a] = { x∈R : x ≤ a}; 

( a,∞ ) = { x∈R : x > a},  [a,∞ ) = { x∈R : x ≥ a}. 

O mulţime I⊂R se numeşte interval dacă pentru (∀) a,b∈I şi 

a ∈⇒≤≤ cbc I. 

Pentru orice număr real x definim modulul sau valoarea absolută a lui x, 

notat IxI, prin 





<−
≥

=
0xdaca,x
0xdaca,x

x  

Din axioma lui Cantor-Dedekind şi definiţia marginii superioare (respectiv 

inferioare) obţinem urmatoarele două teoreme: 

 
Teorema1.1. Fie A ⊂ R nevidă şi mărginită. 

Atunci  (∃) M = supA ∈ R şi este caracterizat astfel : 

i) x ≤ M, (∀) x∈A; 

ii) (∀) ε > 0, (∃) xε ∈ A asfel încât xε > M-ε. 
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Teorema1.2. Fie A ⊂ R nevidă şi minorată.  

Atunci  (∃) m = infA ∈ R şi este caracterizat astfel: 

i) m ≤ x, (∀) x∈A; 

ii) (∀) ε > 0, (∃) xε ∈ A astfel încât xε < m + ε. 

Următoarea teoremă este cunoscută şi sub numele de proprietatea lui 

Arhimede: 

 
Teorema1.3. Dacă x > 0 şi y > 0 atunci există n ∈ N* asfel încât  nx > y. 
 
Demonstraţie. Presupunem prin reducere la absurd ca nx ≤ y, (∀) n∈N*. 

 Fie A={nx: n∈N*}. Atunci A este nevidă şi majorată şi din teorema 1.1 

există M = supA ∈ R. Pentru ε = x > 0 există xε∈A astfel încât M-x < xε  ≤ M. 

Cum xε∈A, există n0∈N* astfel încât xε= n0x şi atunci vom avea                       

M-x < n0x ≤ M, de unde M < ( n0+1)x∈A, care contrazice faptul că M = supA.    ■       

 
Observaţie. Mulţimea numerelor reale se mai numeşte şi dreapta reală, 

deoarece se poate stabili o corespondenta bijectivă (bijecţia lui Descartes) între 

elementele lui R şi mulţimea punctelor de pe o dreaptă. 

Fie A ⊂ R nevidă. 

Dacă A nu admite majoranţi, prin definiţie  supA = +∞. 

Dacă A nu admite minoranţi, prin definiţie  infA = -∞. 

Definim R= R∪{-∞,+∞} şi vom numi aceasta mulţime dreapta reală încheiată 

(sau mulţimea extinsă a numerelor reale). 

Relaţia de ordine uzuală din R se extinde peR prin convenţiile  

-∞ < +∞ ,  -∞ < x ,  x < +∞, (∀)x∈R. 

In felul acesta R  devine total ordonată şi orice submulţime nevidă A ⊂ R 

are atât supremum cât si infimum. 

Operaţiile algebrice ale mulţimii R se extind la  R  fără a fi însă peste tot 

definite. 

Astfel se definesc: 

∞ +x = x+∞ = ∞, (∀)x∈R , x ≠ -∞; 
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-∞ + x = x+ (-∞) = -∞, (∀) x∈R , x ≠ +∞; 

   




<∞−
>∞+

=∞⋅=⋅∞
0xdaca,
0xdaca,

xx  

Nu sunt definite operaţiile: 

∞ -∞ , 
∞
∞  , 0.∞ , ∞0 , etc… 

Dacă a,b∈R ,a < b se definesc în  R  următoarele tipuri de intervale: 

           (a,b) = { x∈R: a < x < b }; 

[a,b] = { x∈R: a ≤ x ≤b }; 

[a,b) = { x∈R: a ≤ x <b }; 

(a,b] = { x∈R : a < x ≤b }. 

 
Funcţii 
 

Fie X şi Y două mulţimi nevide. 

 
Definiţia 1.7. Se numeşte funcţie de la X la Y o relaţie f = (X, Y, Gf ) cu 

proprietăţile 

i) D(f) =X; 

ii) (∀) x∈X si (∀) (x,y1), (x, y2) ∈ Gf ⇒ y1 = y2 (deci oricărui element 

x∈X i se asociază un unic element y∈Y astfel încât (x,y) ∈ Gf ) . 

Pentru o funcţie se folsesc notaţiile : 

f : X → Y sau  x → f(x), x∈X. 

Mulţimea X se numeşte mulţime de definiţie a funcţiei f, Y codomeniu (sau 

domeniul valorilor) iar Gf ⊂  X ×Y se numeşte graficul funcţiei f. 

 
Observaţie. În locul termenului de funcţie se mai folosesc şi termenii de 

aplicaţie, transformare, operaţie, operator sau reprezentare. 

Fie f : X → Y o funcţie, A ⊂ X, B ⊂ Y. 
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Mulţimea  f(A) = { f(x) : x ∈ A} ⊂ Y se numeşte imaginea directă a lui A prin 

funcţia f iar mulţimea f-1(B) = { x∈X : f(x) ∈ B} se va numi imaginea inversă a lui B 

prin funcţia f. 

O funcţie f : X → Y se numeşte injectivă dacă pentru  (∀)x1,x2 ∈ X cu        

x1 ≠ x2 ⇒  f(x1) ≠ f(x2). 

O funcţie f : X → Y se numeşte surjectivă dacă pentru (∀)y∈Y, (∃)x∈X 

astfel încât  f(x) = y (sau echivalent Imf =Y). 

O funcţie f :X → Y se numeşte bijectivă dacă este injectivă şi surjectivă. 

Dacă  f :X → Y şi  g : Y → Z definim funcţia compusă  h : X → Z, h = g ο f, 

unde  h(x) = g(f(x)), (∀) x∈X. 

Fie 1X : X → X funcţia identică pe X, 1X(x) = x, oricare ar fi x∈X şi 1Y:Y→Y 

funcţia identică pe Y. 

O funcţie f :X → Y se numeşte inversabilă dacă (∃) g :Y → X astfel încât           

f ο g = 1Y  şi g ο f = 1X. 

Se arată că funcţia g, în ipoteza că există, este unică şi prin definiţie g se 

numeşte inversa funcţiei f şi se notează g = f -1. 

 
Teorema 1.4. O funcţie f : X → Y este inversabilă dacă şi numai dacă este 

bijectivă. 
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CAPITOLUL  2 
 

SPAŢII METRICE. ŞIRURI ÎN SPAŢII METRICE 
 

2.1. Spaţii metrice. Definiţie. Exemple 
 

Definiţia 2.1.1. Fie X ≠ Ø. O funcţie d : X × X→ R se numeşte metrică (sau 

distanţa) pe X dacă: 

(M1) d(x,y) ≥ 0, (∀)x,y∈X si d(x,y) = 0 ⇔ x = y; 

(M2) d(x,y) = d(y,x), (∀) x, y ∈ X; 

(M3) d(x,z) ≤ d(x,y)+ d(y,z), (∀) x,y,z ∈ X. 

 
Observaţii.  

1. Elementele unui spaţiu metric se numesc puncte.  

2. Inegalitatea (M3) se mai numeşte şi inegalitatea triunghiului. 

3. Pe orice mulţime X ≠ Ø se poate defini o structură de spaţiu metric.In 

acest sens fie  d : X × X → R, d(x,y) = 




=
≠

.yxdaca,0
yxdaca,1  

4. Pe aceeaşi mulţime se pot defini mai multe metrici deci mai multe 

structuri de spaţiu metric. 

5. Dacă x1, x2 ,…, xn∈X, n ≥ 3, se arată prin inducţie matematică că  

d(x1, xn) ≤ d(x1, x2)+ d(x2, x3)+…+ d(xn-1, xn). 

 
Exemple.  

1. X=R, d:R×R→R, d(x,y)=|x-y|, (∀)x,y∈R, numită şi distanţa euclidiană. Să 

observăm că d(x,y) reprezintă distanţa obişnuită (în sensul geometriei euclidiene) 

între două puncte M şi N de pe axa reală, de coordonate x si respectiv y. 

2. X=Rn,n≥1, d:Rn× Rn→R, d(x,y)= ∑
=

−
n

1i

2
ii )yx( , (∀)x,y∈Rn, x=(x1,x2,…, xn), 

y=(y1, y2,…, yn), numită  şi distanţa euclidiană. Să observăm că, dacă n = 2  
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atunci d(x,y) = 2
22

2
11 )yx()yx( −+−  reprezintă distanţa obişnuită (în sensul 

geometriei euclidiene) dintre două puncte din plan M(x1, x2) şi N(y1, y2). 

Pe Rn se pot defini şi alte distanţe, de exemplu: 

d1(x,y) = ∑
=

−
n

1i
ii yx ,  d2(x,y) = ii

n,1i
yxmax −

=
. 

O clasă importantă de spaţii metrice sunt spaţiile vectoriale normate. 

 

Definiţia 2.1.2.   Fie X/K (K = R sau C) spaţiu vectorial. 

Se numeşte norma pe X o funcţie reală notată  ||⋅|| : X → R cu proprietăţile: 

(N1)  ||x|| ≥ 0, (∀) x∈X şi ||x|| = 0 ⇔ x = θ; 

(N2)  ||λx|| = |λ| ||x||, (∀) λ ∈K, (∀) x ∈X; 

(N3)  ||x+y|| ≤ ||x|| + ||y||, (∀) x, y ∈ X. 

Un spaţiu vectorial înzestrat cu o normă se numeşte spaţiu vectorial normat. 

 
Observaţie. 
Un spaţiu vectorial normat este un spaţiu metric cu distanţa indusă de 

norma astfel: d(x,y) = ||x-y||, (∀) x, y∈X. 

 
Exemple. 

1. X = R, ||x|| = |x|, (∀) x∈R; 

2. X = Rn, n ≥1, ||x|| = ∑
=

n

1i

2
ix , (∀) x∈Rn, x = (x1, x2,…, xn). 

Astfel ( Rn, ||.|| ) este un spaţiu vectorial normat. Pe Rn se pot defini şi alte 

norme, de exemplu: 

||x||1 = ,x
n

1i
i∑

=

 ||x|| 2 = i
n,1i

xmax
=

. 

 

Să observăm că, pentru n = 1, 

||x||1 = ||x||2 = ||x|| = |x|, (∀) x ∈ R. 
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2.2. Şiruri în spaţii metrice 

 
Definiţia 2.2.1. Fie (X,d) spaţiu metric, x ∈ X si r > 0. 

Mulţimea notată  B(x,r) = { y ∈ X: d(y,x) < r } se numeşte bilă (sau sferă) 

deschisă de centru x si raza r, iar  B[x,r] = { y∈X :d(y,x) ≤ r }  bilă (sau sferă) 

închisă de centru x şi rază r. 

 
Exemple. 

1. X = R,  d(y,x) = |x-y|, 

B(x,r) = {y ∈ R : |y-x| < r} = (x-r, x + r), deci bila deschisă este intervalul deschis        

(x - r, x + r) centrat  în x. 

Evident B[x, r] = [x - r, x + r].  

2. X = R2, d(x,y) = 2
22

2
11 )y(x)y(x −+− , (∀)x,y∈R2 ,x = (x1,x2), y = (y1,y2), 

B(x,r) = {y∈R2:d(y,x)<r} ={y∈R2: 2
22

2
11 )y(x)y(x −+− <r} ={y =(y1,y2)∈R2: (y1-x1)2 +             

+ (y2-x2)2 < r2} =interiorul cercului de centru C(x1,x2) şi rază r. 

O proprietate importantă a spaţiilor metrice este aceea de separabilitate, 

adică (∀) x,y∈X, x ≠ y, (∃) r > 0 astfel încât B(x, r) ∩ B(y, r) = ∅. 

Într-adevăr, fie x,y∈X,x ≠ y, d = d(x,y) > 0 şi r =
3
d . Atunci B(x,r)∩B(y,r) = ∅. 

          Dacă (∃) z ∈ B(x, r) ∩ B(y, r), atunci 

 0 < d(x,y) = d ≤ d(x, z) + d(z, y) < r+ r  = 2r  = 
3
d2 , contradicţie. 

 
Definiţia 2.2.2.  O mulţime A ⊂ X se numeşte mărginită dacă (∃) x∈X şi        

r > 0 astfel încât A ⊂ B(x, r) . 

O mulţime V ⊂ X se numeşte vecinătate pentru x∈X dacă (∃) r > 0 astfel 

încât B(x,r) ⊂ V. Fie ϑ (x) = { V ⊂ X : V vecinătate pentru x } = mulţimea 

vecinătăţilor lui x. 

 
Definiţia 2.2.3.  Fie (X,d) spaţiu metric. Se numeşte şir de puncte în 

spaţiul metric X o funcţie f :N → X .Valorile acestei funcţii le notăm cu xn = f(n)∈X 

şi pentru un şir mai folosim notaţia  ( ) Nnnx ∈  sau (xn). 
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Dacă (xn) este un şir în spaţiul metric (X,d) si ko<k1<...<kn<... este un şir 

strict crescător de numere naturale atunci şirul (yn) , unde    yn = 
nkx se numeşte 

subşir al şirului (xn) şi scriem (
nkx ) ⊂ (xn). 

 
Observaţie. Cum (kn) este strict crescător rezultă că kn  ≥ n, (∀) n ∈ N. 

 
Definiţia 2.2.4.  Un şir (xn) ⊂ X este convergent către x∈X şi scriem xn → x 

sau xxlim nn
=

∞→
 dacă (∀)V∈ϑ (x), (∃) nv∈N astfel încât  xn∈V, (∀) n ≥ nv. 

În caz contrar şirul (xn) este divergent. 

 
Observaţie. Dacă (xn) ⊂ X este un şir convergent către x∈X atunci în orice 

vecinătate V a lui x se află toţi termenii şirului (deci o infinitate) exceptând un 

număr finit.  

 
Propoziţia 2.2.1. Fie (X,d) un spaţiu metric, (xn) ⊂ X si x∈X.Următoarele 

afirmaţii sunt echivalente:  

1. xxlim nn
=

∞→
; 

2. (∀) ε > 0, (∃) nε ∈ N astfel încât (∀) n ≥ nε, d(xn,x) < ε; 

3. şirul de numere reale (d(xn,x))n∈N  este convergent către zero. 

 
Demonstraţie. 

1.⇒ 2. Fie ε > 0 si Vε = B(x, ε) ∈ ϑ(x). Din 1) (∃) n = nε∈N astfel încât  

(∀) n ≥ nε, xn ∈Vε = B(x, ε), sau echivalent d(xn,x)< ε. 

2.⇒ 1. Fie V ∈ ϑ(x) ; atunci (∃)r > 0 astfel încât B(x,r) ⊂ V şi folosind 2)           

(∃) n = nv∈N astfel încât (∀) n ≥ nv, d(xn,x) < r, sau echivalent xn∈B(x,r) ⊂V 

(∀)n≥nv. 

2. ⇔ 3. evident.                                                                                            ■ 

 
Definiţia 2.2.5. Un şir (xn)  din spaţiul metric (X,d) se numeşte şir Cauchy 

(sau fundamental) dacă (∀) ε > 0, (∃)nε∈N astfel încât (∀)m,n≥nε, d(xm,xn) < ε, 

sau echivalent (luând m = n+p, cu p∈N): 

(∀) ε > 0, (∃) nε ∈ N astfel încât (∀) n ≥ nε şi (∀) p ≥ 1, d(xn+p,xn) < ε. 
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Teorema 2.2.1. Fie (X,d) un spaţiu metric. Atunci: 

1. Dacă un şir este convergent, limita este unică. 

2. Orice şir convergent este şir Cauchy. 

3. Orice şir Cauchy este mărginit. 

4. Orice subşir al unui şir convergent este convergent către aceeasi  

    limită. 

   
Demonstraţie. 

1. Fie (xn) ⊂ X. Presupunem prin absurd că (∃) x, y ∈ X, x ≠ y astfel încât 

xn → x, xn → y. Cum X este separat (∃) r > 0 astfel încât B(x,r) ∩ B(y,r) = ∅. Cum 

xn → x, (∃) n1∈N astfel încât xn∈B(x, r), (∀) n ≥ n1.Cum   xn → y,  (∃)   n2∈N  astfel  

încât  xn∈B(y,r),  (∀) n ≥ n2. 

Pentru n ≥ max(n1,n2)  avem xn∈B(x,r) ∩ B(y,r)= Ø, contradicţie. 

2. Fie (xn) ⊂ X, xn → x∈X şi ε > 0. Atunci (∃)nε ∈N astfel încât  

(∀) n ≥ nε,d(xn,x) <
2
ε . 

Pentru m, n ≥ nε, d(xm,xn) ≤ d(xm,x) + d(x,xn) < ε=
ε

+
ε

22
, deci (xn) este şir Cauchy. 

3. Fie (xn) ⊂ X şir Cauchy şi ε =1. Atunci (∃) n0 ∈ N astfel încât (∀) m, n ≥n0 

d(xm,xn) < 1.Pentru n = n0 obţinem d(xm,xn 0
) <1, (∀) m ≥ n0,adică xm∈B(xn 0

,1), 

(∀) m ≥ n0 .             

 Luând r = max {1,d(xn 0
,x0),...,d( xn 0

, xn 0 -1)}, rezultă xn ∈B(xn 0
,r),  

(∀) n ∈ N, deci (xn) este şir marginit. În particular, dacă (xn)este convergent 

atunci (xn) este mărginit. 

4. Fie (xn) ⊂ X, xn → x şi (xk n
) ⊂ (xn) un subşir al său. 

Pentru (∀) ε > 0, (∃) nε ∈ N astfel încât d(xn, x) < ε, (∀) n ≥ nε. Cum kn ≥ n, 

(∀) n ∈ N rezultă că d(xk n
,x) < ε, (∀) n ≥ nε, adică  xk n

→ x.                                  ■ 
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2.3 Şiruri în spaţii metrice particulare  
 

Proprietăţile generale ale şirurilor în spaţii metrice rămân valabile şi în 

spaţiile metrice particulare R, Rk, k ≥ 2.  

În aceste spaţii, pe lângă proprietăţile generale şirurile au şi proprietăţi 

specifice. 

 
A. Şiruri de numere reale 

Fie spaţiul metric X = R şi d(x, y) =  |x - y|, distanţa euclidiană. 

Conform definiţiei 2.2.2 o mulţime V ⊂ R este vecinătate pentru x∈R dacă 

(∃ ) r > 0 astfel încât  B(x,r) = (x-r,x+r) ⊂ V.  

Din propoziţia 2.2.1 un şir de numere reale (xn) ⊂ R este convergent către 

x∈R ⇔  (∀) ε > 0, (∃) nε ∈ N astfel încât | xn-x | < ε, (∀) n ≥ n ε . 

Conform definiţiei 2.2.5 un şir (xn) ⊂ R  este şir Cauchy dacă (∀) ε > 0,    

(∃) nε∈N astfel încât (∀)m,n ≥nε, | xm-xn | < ε, sau echivalent (luând m = n+p, cu 

p∈N) : (∀) ε > 0, (∃) nε ∈ N astfel încât (∀) n ≥ nε, (∀) p ≥ 1, | xn+p-xn | < ε. 

 

Definiţia 2.3.1. Un şir (xn) ⊂ R se numeşte monoton crescător (respectiv 

descrescător) dacă xn+1 ≥ xn (respectiv ≤ ), (∀) n∈N. Un şir (xn) ⊂ R se numeşte 

monoton dacă este monoton crescător sau monoton descrescător. 

Dacă inegalităţile sunt stricte, (xn) se numeşte strict crescător (respectiv 

strict descrescător). 

 

Definiţia 2.3.2. Un şir (xn) ⊂ R este marginit inferior (respectiv superior) 

dacă mulţimea termenilor săi este minorată (respectiv majorată), adică dacă          

(∃) α ∈ R (respectiv β ∈ R) astfel încât xn ≥ α (respectiv xn ≤ β), (∀) n ∈N. 

Un şir (xn) ⊂ R este mărginit dacă este mărginit inferior şi superior, adică 

dacă (∃) α, β ∈ R astfel α ≤ xn ≤ β, (∀) n ∈ N, sau echivalent: (∃) M > 0 astfel 

încât |xn| ≤ M, (∀) n ∈ N.  

Un şir  (xn) ⊂ R este nemărginit dacă nu este mărginit. 
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Prezentăm în continuare câteva rezultate cunoscute referitoare la 

convergenţa şirurilor: 

 
Teorema 2.3.1. Fie (xn), (yn) două şiruri de numere reale astfel încât 

xn→x∈R, yn → y∈R. Atunci şirurile (xn + yn), (λ xn), cu λ∈ R, (xnyn), 








n

n

y
x , cu       

yn ≠ 0 , sunt convergente şi 

1. =+
∞→

)yx(lim nnn
x + y; 

2. x)x(lim nn
λ=λ

∞→
; 

 3. xy)yx(lim nnn
=

∞→
; 

 4. 
y
x

y
xlim

n

n
n

=
∞→

, daca y ≠ 0. 

 
Teorema 2.3.2. (Teorema cleştelui). Dacă (xn), (yn), (zn) sunt trei şiruri de 

numere reale astfel încât  xn ≤ yn ≤ zn, (∀) n ∈ N şi Rxzlimxlim nnnn
∈==

∞→∞→
, atunci 

(yn) este convergent şi xylim nn
=

∞→
. 

 
Teorema 2.3.3. (Cesàro). Orice şir mărginit de numere reale are cel puţin 

un subşir convergent. 

 
Teorema 2.3.4. (Weierstrass). 

1. Orice şir de numere reale monoton crescător şi mărginit superior este 

convergent iar limita sa este marginea superioară a mulţimii termenilor săi. 

2. Orice şir de numere reale monoton descrescător şi mărginit inferior este 

convergent iar limita sa este marginea inferioară a mulţimii termenilor săi. 

 

În continuare vom arăta că noţiunile de şir numeric convergent şi şir 

Cauchy sunt echivalente.  

 
Teorema 2.3.5. (Cauchy). Un şir de numere reale este convergent dacă şi 

numai dacă este şir Cauchy. 
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Demonstraţie. 

i) Fie  (xn) ⊂ R, xn → x ∈R. Vom arata ca (xn) este sir Cauchy. 

Fie ε > 0; cum xn → x, (∃) nε∈N astfel incat (∀) n ≥ nε, | xn-x | < 
2
ε  şi atunci 

pentru m,n ≥ nε vom avea | xm - xn | = | xm - x + x - xn | ≤ | xm – x | + | xn – x | <      

<
2
ε  + 

2
ε  = ε, deci (xn) este sir Cauchy.  

ii) Reciproc, să presupunem că (xn) este şir Cauchy şi vom arăta că 

(∃)x∈R astfel încat xn → x. 

Cum (xn) este sir Cauchy, din teorema 2.2.1 (xn) este mărginit şi din 

teorema 2.3.3 şirul (xn) conţine un subşir convergent (xk n
); fie x∈R, limita sa.  

Vom arăta ca xn → x. 

Fie ε > 0; cum xk n
→ x, (∃) nε∈N astfel încât  | xk n

-x | < 
2
ε , (∀) n ≥ nε. 

          Pentru n ≥ nε, cum kn ≥ n ≥ nε vom avea  

| xn-x | = | xn - xk n+ xk n
-x | ≤ | xn - xk n

| + | xk n
- x | < 

2
ε +

2
ε = ε  

şi demonstraţia este încheiată.                                                                              ■ 

 

Exemplu. Fie sirul cu termenul general ∑
= +

=
n

1k
n )1k(k

kxsinx  , x∈R. Vom arăta 

că (xn) este şir Cauchy, deci convergent.  

Fie ε > 0, n, p ∈ N. Vom avea:  

   

.11n11ndaca,
1n

1
1pn

1
1n

1
1pn

1
pn

1......
3n

1
2n

1
2n

1
1n

1
)1pn)(pn(

1

...
)2n)(1n(

1
)1pn)(pn(

x)pnsin(......
)2n)(1n(

x)1nsin(xx npn

−
ε

>⇔
ε

>+ε<
+

<
++

−
+

=

=
++

−
+

++
+

−
+

+
+

−
+

=
+++

+

+
++

≤
+++

+
++

++
+

=−+

 

  Fie nε = [
ε
1] şi atunci (∀) n ≥ nε şi (∀) p ≥ 1 vom avea  ε<−+ npn xx , deci 

(xn) este şir Cauchy. 

 



 - 25 - 

  

 
Şiruri cu limita  + ∞  sau  - ∞  

 
Definiţia 2.3.3.  O mulţime V ⊂R  se numeşte vecinătate pentru +∞ dacă 

(∃)a∈R astfel încât  (a,+ ∞) ⊂ V. 

O mulţime V ⊂ R  se numeşte vecinătate pentru  -∞  dacă (∃) a ∈ R astfel 

încât (- ∞, a) ⊂ V. 

 
Definiţia 2.3.4. Un şir (xn) ⊂ R are limita +∞, +∞=

∞→
nn

xlim , dacă                     

(∀) V∈ϑ(+∞), (∃) nv ∈ N astfel încât xn∈V, (∀) n ≥ nv.  

Analog definim şiruri cu limita  - ∞. 

 
Observaţie.  Luând vecinătăţi pentru +∞ de forma ( ε,+∞), cu ε > 0 rezultă 

că  +∞=
∞→ nn

xlim ⇔ (∀) ε > 0, (∃) nε ∈ N astfel încât xn > ε, (∀) n ≥ nε. 

Analog  −∞=
∞→

nn
xlim  ⇔ (∀) ε > 0, (∃) nε ∈ N astfel încât xn < -ε, (∀) n ≥ nε. 

Prezentăm în continuare câteva rezultate referitoare la şirurile cu limita +∞  

sau  -∞. 

 
Teorema 2.3.6. 

1. Dacă (an) ⊂ R este un şir cu limita +∞ iar (xn) este astfel încât an ≤ xn,       

(∀) n∈N, atunci (∃) +∞=
∞→

nn
xlim . 

2. Dacă (bn) ⊂ R este un şir cu limita  -∞ iar (xn) este astfel încât xn ≤ bn,       

(∀) n ∈N, atunci (∃) −∞=
∞→

nn
xlim .  

 
Teorema 2.3.7. 

1. Dacă  +∞=
∞→

nn
xlim  şi }{\Ryylim nn

−∞∈=
∞→

 atunci (∃) +∞=+
∞→

)yx(lim nnn
. 

2. Dacă  −∞=
∞→

nn
xlim  şi }{\Ryylim nn

+∞∈=
∞→

 atunci (∃) −∞=+
∞→

)yx(lim nnn
. 

3. Dacă  +∞=
∞→

nn
xlim  şi 0yylim nn

>=
∞→

 atunci (∃) +∞=⋅
∞→

)yx(lim nnn
. 

4. Dacă  +∞=
∞→

nn
xlim  şi 0yylim nn

<=
∞→

 atunci (∃) −∞=⋅
∞→

)yx(lim nnn
. 
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Teorema 2.3.8. 
1. Dacă (xn) este un şir crescător şi nemărginit superior atunci 

+∞=
∞→

nn
xlim . 

2. Dacă (xn) este un şir descrescător şi nemărginit inferior atunci 

−∞=
∞→

nn
xlim . 

 
Observaţie. Din teroremele 2.3.4 şi 2.3.8 rezultă că orice şir monoton de 

numere reale are limită în R . 

 

Limită superioară şi limită inferioară 

Fie (xn) un şir de numere reale şi An = {xn, xn+1,…}, n∈N. 

Să observăm că An ⊃ An+1, (∀) n∈N. 

Fie yn = supAn = 
nk

sup
≥

xk,  zn = infAn = 
nk

inf
≥

xk . 

Se observă că şirul (yn) este descrescător în timp ce şirul (zn) este 

crescător şi atunci (yn) şi (zn) au limită în R . 

 
Definitia 2.3.5. 

1. Elementul y∈R , y = nn
ylim

∞→
 se numeşte limită superioară a şirului (xn) şi 

se notează  y = nn
xsuplim

∞→
 sau  y = nn

xlim
∞→

. 

2. Elementul z∈R , z = nn
zlim

∞→
 se numeşte limită inferioară a şirului (xn) şi 

se notează  z = nn
xinflim

∞→
 sau  z = n

n
xlim

∞→
.  

 
Observaţie. Cum nn

ylim
∞→

= nNn
yinf

∈
 rezultă că      

nn
xsuplim

∞→
= k

nkNn
xsupinf

≥∈
 şi analog 

nn
xinflim

∞→
= knkNn

xinfsup
≥∈

 .  

 

Exemplu.  Fie şirul cu termenul general xn = cos
2

nπ .  
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Atunci zn = inf { cos
2
kπ : k ≥ n} = -1, (∀) n ∈ N şi yn = sup { cos

2
kπ : k ≥ n} = 1,            

(∀) n∈N  deci =
∞→

nn
xinflim  -1 , =

∞→
nn

xsuplim  1. 

Observaţie. Cum zn  ≤  yn , (∀) n∈N rezultă că  nn
zlim

∞→
≤ nn

ylim
∞→

 şi atunci  

nn
xinflim

∞→
≤ nn

xsuplim
∞→

. 

 
Teorema 2.3.9. Un şir (xn) ⊂ R are limită în R dacă şi numai dacă 

nn
xinflim

∞→
= nn

xsuplim
∞→

. 

În acest caz nn
xlim

∞→
= nn

xinflim
∞→

= nn
xsuplim

∞→
. 

 
Demonstraţie.  

1. Presupunem că (xn) are limită în R şi fie x = nn
xlim

∞→
. Deosebim cazurile: 

a) x∈R; atunci pentru (∀) ε > 0, (∃) nε ∈ N astfel încât (∀) n ≥ nε ⇒           

| xn-x | < 
2
ε , de unde  xn < x + 

2
ε  , (∀) n ≥ nε .   

        De aici rezultă că yn ε
= sup {xn : n ≥ nε} ≤ x+

2
ε  şi cum (yn) este descrescător, 

pentru (∀) n ≥ nε ,  yn ≤ yn
ε

≤ x +
2
ε . 

Trecând la limită cu n → ∞ obţinem  

                      nn
xlim

∞→
 = nn

ylim
∞→

≤ x+
2
ε  < x + ε, deci  nn

xlim
∞→

 < x + ε. 

Cum ε > 0 este arbitrar rezultă că  nn
xlim

∞→
 ≤ x. 

Analog se arată că n
n

ximl
∞→

≥x şi cum n
n

ximl
∞→

≤ nn
xlim

∞→
 va rezulta că  x = n

n
ximl

∞→
= nn

xlim
∞→

.  

b) nn
xlim

∞→
= +∞; atunci (∀) ε > 0, (∃) nε ∈ N astfel încât xn > ε, (∀) n ≥ nε.   

          De aici rezultă că  

         zn
ε
= inf { xn

ε
, xn

ε
+1, …}  ≥  ε şi cum (zn) este crescător   zn ≥ zn

ε
≥ ε,          

(∀) n ≥ nε, de unde  +∞=
∞→

nn
zlim , adică +∞=

∞→
nn

xinflim . 



 - 28 - 

  

 

 

Cum n
n

ximl
∞→

≤ nn
xlim

∞→
 , rezultă că  nn

xlim
∞→

= +∞ şi deci n
n

ximl
∞→

= nn
xlim

∞→
=+ ∞ . 

c) Cazul −∞=
∞→

nn
xlim  se tratează analog. 

2. Reciproc, presupunem că n
n

ximl
∞→

= nn
xlim

∞→
= x  şi vom arăta că 

(∃) xxlim nn
=

∞→
. Deosebim cazurile: 

a) x∈ R; în acest caz avem xylim nn
=

∞→
 şi deci (∀) ε > 0, (∃) n’ε∈N 

astfel încât |yn-x| < ε, (∀) n ≥ n’ε . 

           Cum xn ≤ nk
nk

yxsup =
≥

, rezultă că  

                                             xn < x + ε, (∀) n ≥ n’ε .                                          (2.1) 

Pe de altă parte, cum n
n

ximl
∞→

= x rezultă că xzlim nn
=

∞→
, deci (∀) ε > 0,               

(∃) n’’ε∈N astfel încât |zn-x| < ε, (∀) n ≥ n’’ε . 

Cum xn ≥ zn, (∀) n ∈ N, rezultă că  

                                                   xn > x - ε, (∀) n ≥ n’’ε .                                     (2.2) 

Pentru n ≥ nε = max{n’ε,n’’ε}, din (2.1) şi (2.2) vom avea |xn-x| < ε, (∀) n ≥ nε , deci 

xxlim nn
=

∞→
. 

b) +∞=x ; atunci din +∞=
∞→

nn
zlim  rezulta ca pentru (∀) ε > 0,        

(∃) nε ∈N astfel încât zn > ε, (∀) n ≥ nε .                                        

Cum ( ) Ν∈∀≥ n,zx nn  rezulta ca ( ) ε≥∀ε> nn,xn , deci +∞=
∞→

nn
xlim . 

c) Cazul x = -∞ se trateaza analog.                                                   ■ 

 

Definitia 2.3.6. Fie (xn) un sir de numere reale.Un punct x
_
R∈  se numeste 

punct limita pentru sirul (xn) daca in orice vecinatate V a lui x se afla o infinitate 

de termeni ai sirului (xn). 

Fie A = {
_
Rx ∈ : x punct limita pentru sirul (xn)}. 



 - 29 - 

  

Observatie. Din definiţie rezultă imediat că 
_
Rx ∈  este punct limita pentru 

şirul (xn) dacă şi numai dacă exista un subşir ( ) ( )nk xx
n

⊂  astfel încât xxlim
nkn

=
∞→

.  

Exemplu. Fie Nn)(,
3

ncosxn ∈∀
π

= . Atunci 






 ±±= 1,

2
1,0A . 

Observaţie. Dacă (xn) este un şir de numere reale se arată că 

Ainfxinflim nn
=

∞→
 şi Asupxsuplim nn

=
∞→

. 

 
Teorema 2.3.10. Fie (xn) un şir de numere reale strict pozitive. Atunci  

      
n

1n
n

n
nn

n
nnn

1n
n x

xsuplimxsuplimxinflim
x

xinflim +

∞→∞→∞→

+

∞→
≤≤≤ . 

 
Demonstraţie. Inegalitatea din mijloc este evidentă. O vom demonstra pe 

prima, iar a treia se demonstrază analog. 

Fie  n
nnn

1n
n

xlim,
x

xinflim
∞→

+

∞→
=β=α  . Vom arăta că α ≤ β. Dacă α = 0, 

inegalitatea este evidentă. 

Să presupunem deci α > 0 şi fie ε > 0 astfel încât  α − ε > 0 .  

Cum ε−α>==α +

≥Ν∈

+

∞→ k

1k
nknn

1n
n x

xinfsup
x

xinflim , există un rang n0∈Ν astfel încât 

ε−α>+

≥ k

1k
nk x

xinf
0

, de unde rezultă că  

( ) 0
k

1k nk,
x

x
≥∀ε−α>+                                       (2.3) 

Fie n ≥ n0; vom avea 
0

0

0
n

n

1n

2n

1n

1n

n
n x

x
x

x
x

x
xx ⋅⋅⋅⋅⋅= +

−

−

−
 şi folosind (2.3) rezultă 

( ) ( ) 0n
nn

n nn,xx
0

0 ≥∀⋅ε−α> − ,  

sau echivalent ( ) ax n
n ⋅ε−α> , unde  ( ) 0xa

0
0

n
n >ε−α= − . 

Obţinem atunci ( ) ( ) 0
nn

n nn,ax ≥∀ε−α>  şi prin trecerea la limită 

inferioară  ( ) ε−α=ε−α≥=β
∞→∞→

n
n

n
nn

ainflimxinflim  

Cum ε > 0 este arbitrar rezultă β ≥ α şi demonstaţia este încheiată.                     ■ 
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Observaţie. Din teoremele 2.3.9. si 2.3.10. rezultă că dacă (xn) este un şir 

de numere reale strict pozitive astfel încât ( ) L
x

xlim
n

1n

n
=∃ +

∞→
,unde 0 ≤ L ≤ +∞ atunci 

( ) Lxlim n
nn

=∃
∞→

. 

 
B. Şiruri  în spaţiul metric Rk ,  k ≥ 2 

 
Fie spaţiul metric Rk cu distanţa euclidiană  

  ( ) ( ) ( ) k
k

1i

2
ii Ry,x,yxyxy,xd ∈∀−=−= ∑

=
, x = (x1,x2,…,xk), y =(y1,y2,…,yk).  

Dacă (xn) este un şir in Rk atunci termenul său general xn este de forma 

( ) kk
n

2
n

1
nn Rx,...,x,xx ∈= , deci unui şir (xn) din Rk îi corespunde k şiruri de numere 

reale ( ) ( ) ( )k
n

2
n

1
n x,...,x,x  numite şiruri componente. Conform propoziţiei 2.2.1. un şir 

(xn) din Rk este convergent către x∈Rk dacă şi numai dacă (∀) ε > 0, (∃) nε∈N 

astfel încât  || xn – x|| < ε, (∀) n ≥ nε. 

Un şir (xn) din Rk este şir Cauchy (sau fundamental) dacă şi numai dacă 

(∀) ε > 0, (∃) nε∈N astfel încât (∀) m, n ≥ nε avem ε<− nm xx . 

 
Teorema 2.3.11. Un şir (xn) din Rk, ( )k

n
2
n

1
nn x,...,x,xx =  este convergent în    

Rk dacă şi numai dacă şirurile componente ( ) ( ) ( )k
n

2
n

1
n x...,,x,x  sunt convergente       

în R. 

 
Demonstraţie.”⇒” Presupunem că (xn) este convergent în Rk şi fie 

( )k21
k

nn
x,...,x,xx,Rxxlim =∈=

∞→
.Vom arăta că ( ) .k,1i,xx i

i
n =∀→  

Fie k,1i∈  si ε > 0; cum ( ) Νnx,x εn ∈∃→  astfel încât ( ) ε≥∀ε<− nn,xxn . 

Cum ( ) Νn,xxxx ni
i
n ∈∀−≤−  rezultă că ( ) ,xxxx,nn ni

i
n ε<−≤−≥∀ ε  

adică .xx i
i
n →  

                       “⇐” Presupunem că ( ) k1,iR,xx i
i
n =∀∈→  şi vom arăta că 

xn→x, unde  x = (x1,x2,…,xk)∈Rk. 
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Fie ε > 0; cum ( ) Νn,xx i
εi

i
n ∈∃→  astfel încât ( )

k
xx,nn i

i
n

i ε
<−≥∀ ε . 

Luând { }k21 n,...,n,nmaxn εεεε =  rezultă că (∀) n ≥ nε vom avea  

                          ( ) ε=
ε

⋅<−=− ∑
= k

kxxxx
2k

1i

2
i

i
nn ,  deci xn→x.              ■ 

 
Observaţie. Din această teorema rezultă că în cazul convergenţei avem 






=

∞→∞→∞→∞→

k
nn

2
nn

1
nnnn

xlim,...,xlim,xlimxlim . 

Exemplu. Fie  (xn) ⊂R2,  2n,
1n

n,nx
n

n
n ≥


















+
= . 

Avem ( )2
n

1
nn x,xx = , unde n1

n nx = , 
n

2
n 1n

nx 







+
= .  

Cum 1nlimxlim n
n

1
nn

==
∞→∞→

 rezultă că ( )1
nx  este convergent. 

Cum 
e
1

n
11

1limxlim nn
2
nn

=







 +

=
∞→∞→

 rezultă că ( )2
nx  este convergent.  

În concluzie (xn) este convergent în R2 şi  





=

∞→ e
1,1xlim nn

. 

 
Observaţie. Raţionând asemănător ca în demonstraţia teoremei 2.3.11. se 

arată că un şir (xn) din Rk, ( )k
n

2
n

1
nn x,...,x,xx =  este şir Cauchy în Rk dacă şi numai 

dacă şirurile ( ) ( ) ( )k
n

2
n

1
n x ..., , x  , x  sunt şiruri Cauchy în R. 

 
 

2.4. Spaţii metrice complete 
 

Fie (X,d) un spaţiu metric. Din teorema 2.2.1. rezultă că, dacă (xn) este un 

şir de puncte din X, convergent, atunci el este şir Cauchy. Reciproca nu este în 

general adevărată. 

Exemplu.  Fie X = (0,1], d(x,y) = |x-y|, xn = 
n
1 , (∀) n ≥ 1. Cum (xn) este 

convergent în R rezultă că (xn) este şir Cauchy în R, deci în X. 
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Cum X0xlim nn
∉=

∞→
 rezultă că (xn) nu este convergent în X. 

Definiţia 2.4.1.  Un spaţiu metric (X,d) în care orice şir Cauchy este 

convergent se numeşte spaţiu metric complet. 

 
Definiţia 2.4.2.  Un spaţiu vectorial normat şi complet se numeşte spaţiu 

Banach. 

 
Observaţie.  Folosind teorema lui Cauchy rezultă că R, Rk, k ≥2 sunt spaţii 

Banach relativ la distanţa euclidiană. 

 
Definiţia 2.4.3.  Fie (X,d) un spaţiu metric. O funcţie f : X → X se numeşte 

contracţie dacă există  α ∈ [0,1) astfel încât  d(f(x),f(y))  ≤  αd(x,y), (∀) x,y ∈ X. 

 
Teorema 2.4.1.  (Principiul contracţiei sau teorema de punct fix a lui 

Banach). Fie (X,d) un spaţiu metric complet şi f : X → X o contracţie. Atunci f are 

un unic punct fix, adică  (∃) ξ ∈X, unic, astfel încât  f(ξ) = ξ. 

 
Demonstraţie.   Unicitatea. Presupunem prin absurd că există  ξ1,ξ2 ∈ X, 

ξ1 ≠ ξ2 astfel încât f(ξ1) = ξ1 şi f(ξ2) = ξ2. Atunci 0 < d(ξ1, ξ2) = d(f(ξ1),f(ξ2)) ≤        

≤d(ξ1, ξ2), de unde rezultă α ≥1, contradicţie.        

 Existenţa. Fie x0 ∈ X, fixat şi construim şirul (xn) astfel : 

                                x1 = f(x0), x2 = f(x1),…, xn  = f(xn-1),… 

         Şirul (xn) se mai numeşte şi şirul aproximaţiilor succesive. 

Vom arăta că şirul (xn) este şir Cauchy. 

Fie d = d(x1, x0). Observăm că: 

d(x1,x2) = d(f(x0), f(x1)) ≤ αd(x0,x1) = αd; 

d(x2,x3) = d(f(x1), f(x2)) ≤ αd(x1,x2) ≤ α2d. 

Prin inducţie se arată că: 

d(xn,xn+1) ≤ αnd, (∀) n∈N. 

Pentru n∈N şi p ≥ 1 avem  

d(xn,xn+p) ≤ d(xn,xn+1) + d(xn+1,xn+2)+…+ d(xn+p-1,xn+p) ≤ 
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     ≤ αnd + αn+1d+…+αn+p-1d = αnd
α−

α
≤

α−
α−

11
1 np

d .                      (2.4)                                             

Dacă d = 0 rezultă x1 = x0, deci f(x0) = x0 şi demonstraţia este încheiată cu 

ξ = x0 . 

Dacă d > 0 , cum α ∈ [0,1) rezultă că 0lim n
n

=α
∞→

şi atunci (∀) ε >0,            

(∃) nε∈N astfel încât αn < ε
α−

d
1  , (∀) n ≥ nε. 

Folosind (2.4) rezultă că (∀) n ≥ nε şi (∀) p ≥1 avem d(xn,xn+p)< ε, deci (xn) 

este şir Cauchy. Cum (X,d) este complet (∃) ξ ∈X astfel încât xn→ ξ.                               

Vom arăta că f(ξ) = ξ. Evident avem  

           d(ξ,f(ξ)) ≤ d(ξ,xn+1)+d(xn+1,f(ξ)) = d(ξ,xn+1)+ d(f(xn),f(ξ)) ≤ d(ξ,xn+1)+ αd(xn,ξ)  

şi cum 0),x(dlim nn
=ξ

∞→
, prin trecere la limită cu n → ∞ obţinem d(ξ,f(ξ)) = 0, adică 

f(ξ) = ξ.                                                                                                                   ■ 

 
 

2.5. Elemente de topologie în spaţii metrice 
 

Fie (X,d) un spaţiu metric.  

 
Definiţia 2.5.1. O mulţime nevidă D ⊂ X se numeşte deschisă dacă D este 

vecinătate pentru orice punct al său, adică dacă pentru (∀)x∈D, (∃) r > 0 astfel 

încât B(x,r) ⊂ D. Prin definiţie Ø  este o mulţime deschisă. 

O mulţime F ⊂ X se numeşte închisă dacă CF = X\F este deschisă. 

 

Exemple.  
1. Dacă (X,d) este un spaţiu metric atunci Ø şi X sunt şi deschise şi 

închise. 

2. Dacă (X,d) este un spaţiu metric atunci orice bila deschisa este o 

multime deschisa si orice bila inchisa este o multime inchisa. 

  Intr-adevar, fie D = B(x,r), x ∈X, r > 0 şi y∈D. 

   Fie 0 < r1 < r-d(y,x). Atunci B(y,r1) ⊂ D, deoarece daca z∈B(y,r1) ⇒ d(z,y) <r1 ⇒  

⇒d(z,x) ≤ d(z,y)+d(y,x) < r1+d(y,x) < r, deci z ∈ B(x,r) = D. 
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Analog se arată că B[x,r] este o mulţime închisă . 

În particular, dacă X = R, d – distanţa euclidiana, atunci orice interval de 

forma (x-ε,x +ε) cu ε > 0 este multime deschisa si orice interval de forma [x-ε,x+ε] 

este o mulţime închisă. 

3. Dacă X = R cu metrica euclidiana, intervalele de forma [a,b], [a,∞),        

(-∞,b] sunt multimi inchise. 

4. Mulţimea  A = {x∈R :1 < x ≤ 2} nu este nici  închisă nici deschisă. 

5. Mulţimea  A = {(x,y)∈R2 : 1< x < 3,  -1 < y < 1} este deschisă iar                 

    B = {(x, y) ∈R2: x2 - y2  ≥ 1}  este închisă. 

  
Teorema 2.5.1. Fie (X,d) spaţiu metric. Atunci  

1. O reuniune oarecare de mulţimi deschise este o mulţime deschisa iar o 

intersecţie finită de mulţimi deschise este o mulţime deschisă. 

2. O reuniune finita de multimi inchise este o multime inchisa iar o 

intersectie oarecare de multimi inchise este o multime inchisa. 

 
Demonstraţie. 1. Fie (Di)i∈I o familie oarecare de submulţimi deschise ale 

lui X şi D = Υ
Ii

iD
∈

.  

Dacă D = Ø atunci D este deschisa.  

Dacă D ≠ Ø, fie x∈D; atunci (∃) i0 ∈I astfel incat x ∈ D
0i  şi conform 

definitiei (∃) r > 0 astfel incat B(x,r) ⊂ D
0i ⊂ D, deci D este deschisă. 

Fie D1, D2,…, Dn, n∈N*, mulţimi deschise ale lui X şi D = Ι
n

1i
iD

=

. 

Dacă D = Ø  atunci D este deschisă.  

Dacă D ≠ Ø, fie x∈D; atunci x∈Di, (∀) I = n,1  şi conform definitiei (∃)ri > 0, 

i= n,1  astfel încat B(x,ri) ⊂ Di, (∀) i = n,1 . Fie r = 
n,1i

min
=

ri. Atunci B(x,r) ⊂ B(x,ri) ⊂ Di, 

(∀) i = n,1 , de unde B(x,r) ⊂ Ι
n

1i
iD

=

 =D, deci D este deschisa. 

2. Rezultă imediat din 1) folosind formulele lui de Morgan.                         ■ 
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Observaţii. 1. Dacă (X,d) este un spaţiu metric, submulţimile lui X formate 

dintr-un singur element sunt mulţimi închise şi folosind teorema 2.5.1 rezultă că 

mulţimile finite sunt închise, fiind o reuniune finită de mulţimi închise. 

           2. O intersectie oarecare de multimi deschise nu este in general o multime 

deschisa.In acest sens fie X = R cu metrica euclidiana si Dn = (-
n
1 ,

n
1 ), n∈N*. 

Evident Dn este deschisa (∀) n ∈ N* si Ι
∞

=1n
nD = {0}, care nu este deschisa. 

3. Fie (X,d) spatiu metric si τd = {D ⊂ X: D multime deschisa} ⊂ P(X). 

Atunci τd are urmatoarele proprietaţi (ce rezulta din teorema 2.5.1): 

(T1) X, Ø ∈ τd;  

(T2) Orice reuniune de multimi din τd apartine lui τd; 

(T3) Orice intersectie finita de multimi din τd apartine lui τd.  

Spunem in acest caz ca τd este o topologie pe X numita topologia indusa 

de metrica d iar perechea (X, τd) se numeste spatiu topologic. In particular daca 

X = Rn, n ≥ 1 si d este distanta euclidiana atunci topologia indusa de d o vom 

nota cu τ0 si o vom numi topologia uzuala sau naturala a lui Rn. 

In continuare, ori de cate ori vom vorbi de Rn fara a face vreo mentiune 

speciala il vom considera inzestrat cu topologia naturala. 

 
Fie (X,d) spatiu metric si A ⊂ X, nevidă. 

Definiţia 2.5.2. Un punct x∈A se numeste punct interior multimii A daca    

(∃) V∈ϑ(x) astfel incat V ⊂ A, sau echivalent (∃) r > 0 astfel incat B(x,r) ⊂ A. 

Notam cu 
0

A (sau IntA) = {x∈A: x punct interior multimii A} si o numim 

interiorul lui A. 

 
Definiţia 2.5.3. Un punct x∈X se numeşte punct de aderenţă pentru 

mulţimea A dacă (∀)V∈ϑ(x), A∩V ≠ Ø, sau echivalent  (∀)r > 0, A∩B(x,r) ≠ Ø. 

Notăm cu 
_

A = {x∈X: x punct de aderenţă pentru A} şi o numim aderenţă 

sau închiderea lui A.  
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Definiţia 2.5.4. Un punct x∈X se numeşte punct de acumulare pentru A 

daca (∀) V∈ϑ(x), A ∩ (V\{x}) ≠ Ø, sau echivalent (∀) r > 0, A ∩ (B(x,r)\{x}) ≠ Ø. 

Notăm cu A’ = {x∈X :x punct de acumulare pentru A} si o numim multimea 

derivata a lui A.  

Un punct x∈A care nu este punct de acumulare pentru A se numeste izolat 

pentru A. Notam cu IzA = {x∈A : x punct izolat pentru A} si o numim multimea 

punctelor izolate ale lui A. 

Se observa ca un punct x∈A este izolat daca si numai daca (∃)V∈ϑ(x) 

astfel  incat A ∩ V = {x}. 

Definim multimea  FrA = 
_
A ∩CA , numita si frontiera lui A. 

  
Exemple. 

1. Fie X = R şi A ⊂ X, A = (-∞,1) U (2,3] U {5}. Atunci  

         
0
A = (-∞,1) U (2,3), 

_

A = (-∞,1] U [2,3] U {5}, A’ = (-∞,1] U [2,3],       

IzA = {5},   FrA = {1,2,3,5}. 

2. X = R, A = (0,1) ∩ Q. Atunci 
0

A =Ø, 
_
A =[0,1], A’=[0,1], IzA = ∅, FrA =[0,1] 

3. (X,d) spaţiu metric şi A ⊂ X, finită. Atunci 

 
0

A =Ø,  
_
A =A,  A’ = Ø,  IzA = A,  FrA = A.  

  
Observaţie.  Din definiţiile date rezultă imediat că, dacă (X,d) este un 

spaţiu metric şi A, B ⊂ X sunt nevide atunci: 

1. 
ο
A  ⊂ A ⊂ A , A’ ⊂ A ; 

2. A ⊂ B ⇒ 
0

A ⊂
0

B , A ⊂ B , A’⊂ B’; 

3. 
ο
A U

ο
B ⊂ 

876 ο

BA ∪ , BA ∪  = A UB , (AUB)’ = A’ U B’; 

4. 
876 ο

BA ∩  =
ο
A ∩

ο
B , BA ∩  ⊂ A ∩B . 

Cum primele două proprietăţi  sunt evidente, să arătăm de exemplu a doua 

egalitate de la proprietatea 3); celelalte se demonstrează analog. 
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Fie x∈ BA ∪ ; dacă x∉ A UB  atunci x∉ A  şi x∉B , deci (∃)r1,r2 > 0 astfel 

încât A ∩ B(x,r1) = Ø, B ∩ B(x,r2) = Ø. 

Luând r = min(r1,r2) > 0 obţinem  

(AUB) ∩B(x,r) = (A ∩B(x,r)) U (B∩B(x,r)) = Ø, care contrazice faptul că x∈ BA ∪ . 

Reciproc, dacă x∈ A UB , cum A ⊂ AUB, B ⊂ AUB, rezultă A ⊂ BA ∪ , B ⊂ BA ∪ , 

deci x∈ BA ∪ . 

 
Teorema 2.5.2.  Fie (X,d) spaţiu metric şi A ⊂ X, nevidă. Atunci 

1. C
ο
A  = CA  şi C A  = 

}ο

CA . 

2. 
ο
A  este deschisă şi A  este închisă.  

3. A este deschisă ⇔ A =
ο
A . 

4. A este închisă ⇔ A = A . 

 
Demonstraţie.  

1. x ∈ C
ο
A  ⇔ x ∉

ο
A  ⇔ (∀) r > 0, B(x, r) ⊄ A ⇔ (∀) r > 0, B(x, r) ∩ CA ≠ Ø 

⇔ x ∈CA .  Analog se arată că C A  = 
}ο

CA .  

2. Fie x∈
ο
A ; atunci (∃) r > 0 astfel încât B(x, r) ⊂ A. Vom arăta că B(x,r) ⊂ 

⊂
ο
A ; fie y∈B(x,r) şi  0 < r1 < r - d(y,x). Atunci B(y,r1) ⊂ B(x,r) ⊂ A, deci y∈

ο
A .  

Rezultă deci că 
ο
A  este deschisă.                                    

Cum C A = 
}ο

CA , care este deschisă rezultă că A  este închisă. 

3. “⇐” evident; 

              “⇒” Presupunem că A este deschisă şi vom arăta că A = 
ο
A . Cum 

ο
A ⊂A  

este suficient să arătăm că A ⊂ 
ο
A . Fie x∈A; cum A este deschisă (∃) r > 0 astfel 

încât B(x,r) ⊂ A, adică x∈
ο
A . 
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4. “⇐” evident; 

              “⇒” Presupunem că A este închisă şi vom arăta că A = A . Cum A ⊂ A  

este suficient să arătăm că A  ⊂ A. Fie x∈ A ; dacă x∉A rezultă x∈CA şi cum CA 

este deschisă (∃) r > 0 astfel încât B(x,r) ⊂ CA, deci B(x,r) ∩ A = Ø, care 

contrazice faptul că x∈A .                                                                                      ■ 

 
Teorema 2.5.3.(de caracterizare a punctelor aderente cu ajutorul şirurilor). 

Fie (X,d) spaţiu metric şi A ⊂ X, A ≠ Ø. Atunci x∈ A  ⇔ există un şir  (xn) ⊂ A 

astfel încât  xn → x.  

Demonstraţie. Fie x∈ A ; atunci (∀) n∈N*, A ∩ B(x,
n
1 ) ≠ Ø, deci   

(∃) xn∈A ∩ B(x,
n
1 ), (∀) n∈N*. Obţinem astfel un şir (xn) ⊂ A cu d(xn,x)< 

n
1 ,          

(∀) n∈N*,  adică xn → x. 

Reciproc, dacă (xn) ⊂ A, xn → x, atunci (∀) ε > 0, (∃) nε∈N astfel încât   

(∀) n ≥nε, xn∈B(x,ε). Astfel (∀) ε > 0, B(x, ε) ∩ A ≠ Ø, adică x∈ A .                        ■ 

 
Ţinând cont de definiţia punctului de acumulare, analog cu teorema 2.5.3. 

obţinem: 

Teorema 2.5.4.(de caracterizare a punctelor de acumulare cu ajutorul 

şirurilor). Fie (X,d) spaţiu metric şi A ⊂ X, A ≠ Ø. Atunci x∈A’ ⇔ există un şir        

(xn) ⊂ A, xn ≠ x, (∀) n∈N astfel încât xxlim nn
=

∞→
. 

 
Definiţia 2.5.5.  Fie (X, d) spaţiu metric şi A ⊂ X, A ≠ Ø. O familie (Di) i∈I de 

părţi ale lui X se numeşte acoperire a mulţimii A dacă  A ⊂ 
Ii

U
∈

Di. 

Dacă J ⊂ I şi A ⊂ 
Ji

U
∈

Di spunem că (Di) i∈J este o subacoperire a lui (Di) i∈I 

pentru A. 

Dacă toate mulţimile Di, i∈I, sunt deschise spunem că (Di)i∈I este o 

acoperire deschisă. 
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Definiţia 2.5.6.  O submulţime K a unui spaţiu metric (X,d) se numeşte 

compactă dacă din orice acoperire deschisă se poate extrage o subacoperire 

finită. 

 
Exemple. 1. X = R, K = (0,1).Atunci K nu este compactă. Este evident că 

familia (In)n∈N*, unde In = (
n
1 ,1) formează o acoperire deschisă pentru K. 

Daca K ar fi compacta (∃) J ⊂ N* finita astfel incat K ⊂
Jn

U
∈

In. Luand m = maxJ 

rezulta  ( 0,1) ⊂ 
Jn

U
∈

In = ( 
m
1 ,1) contradictie. 

2. (X,d) spatiu metric, K = {x1, x2,…, xn} ⊂ X finita. Atunci K este compacta. 

Intr-adevar, fie (Di) Ii∈
  o acoperire deschisă pentru K, deci K ⊂ 

Ii
U
∈

Di. 

Cum xi∈K, există ki ∈I, astfel încât xi ∈ D
ik , i = n,1 . Atunci (D

ik ) n,1i=  este o 

subacoperire  finită pentru K. 

 
Teorema 2.5.5. Orice submultime compacta a unui spatiu metric este 

inchisa si marginita. 

 
Demonstratie. Fie K ⊂ X compactă şi x∈K. Evident avem K ⊂

*Nn
U
∈

B(x,n), 

deci  (B(x,n))n≥1  este o acoperire deschisa pentru K. Cum K este compacta 

exista J ⊂ N*, finita astfel incat K ⊂
Jn

U
∈

B(x,n). Fie n0 = maxJ si atunci vom avea                

K ⊂ B(x,n0), deci K este marginita. 

Vom arata in continuare ca multimea K este inchisa sau echivalent K = K . 

Cum K ⊂ K  este suficient sa aratam ca K ⊂ K. Presupunem prin absurd ca  

K ⊄ K, deci exista x∈K  si x∉K. 

Cum x∉K rezulta ca (∀) y∈K avem y ≠ x şi cum X este separat, pentru  

(∀) y∈K, (∃) ry > 0 astfel incat B(x, ry) ∩ B(y, ry) = Ø. 

Familia (B(y, ry))y∈k formeaza o acoperire deschisa pentru K, deci (∃)y1, 

y2,…, yn∈K astfel incât K ⊂ Υ
n

1i
yi )r,y(B

i
=

. Dar B(x,r
iy
) ∩ B(y,r

iy
) = Ø, (∀) i = n,1 .     
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    Luând r = 
n,1i

min
=

 r
iy  obtinem B(x,r) ∩ B(yi,r

iy ) = Ø, (∀) i = n,1 , de unde  

B(x,r) ∩ K = Ø, contradictie.                                                                                  ■ 

 
Observaţie. Reciproca acestei teoreme nu este in general adevarata. Se 

poate arata ca, daca X este finit dimensional atunci K ⊂ X este compacta daca si 

numai daca K este inchisa si marginita. 

Rezulta ca o multime K ⊂ Rn este compacta daca si numai daca este 

inchisa si marginita. 

 
Teorema 2.5.6. Fie (X,d) spatiu metric. Atunci K ⊂ X este compacta daca 

si numai daca orice sir de puncte (xn) din K are un subsir convergent la un punct          

din K. 

Demonstraţie. Presupunem mai intai ca K este compacta si fie (xn) un sir 

de puncte din K. 

Presupunem prin absurd ca (xn) nu contine nici un subsir convergent; deci 

multimea termenilor sai nu are nici un punct de acumulare. 

Atunci pentru orice x∈K, (∃) rx > 0 astfel incat B(x,rx) contine cel mult un 

numar finit de termeni ai sirului (xn) (in caz contrar ar exista un subsir al lui (xn) 

care sa convearga la x). 

Famlia (B(y,ry))y∈k constituie o acoperire deschisa pentru K si cum K este 

compacta se poate extrage o subacoperire finita, deci exista y1, y2,…, ym∈K si 

 r1, r2,…, rm > 0 astfel incat K ⊂ Υ
m

1i
i )r,y(B

i
=

. Cum (xn) ⊂ K ⊂ Υ
m

1i
i )r,y(B

i
=

 iar fiecare 

dintre bilele B(yi,ri) contine cel mult un numar finit de termeni ai sirului (xn) rezultă 

ca sirul (xn) are un numar finit de termeni, contradictie. 

Pentru a demonstra reciproca acestei teoreme se poate consulta [11].      ■ 

 
Teorema 2.5.7. Fie (X,d) spatiu metric, K ⊂ X, compacta si A ⊂ K, inchisa. 

Atunci A este compacta. 

 
Demonstratie. Fie (Di)i∈I o acoperire deschisa a lui A. Cum X\A este 

deschisa si K ⊂ 
Ii

U
∈

Di ∪ (X\A) rezultă că familia ((Di)i∈I, X\A) este o acoperire  
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deschisa pentru K. Cum K este compacta (∃) i1, i2,…, in∈I astfel incat                     

K ⊂ Υ
n

1k
kiD

=
∪(X\A) şi atunci A ⊂ Υ

n

1k
kiD

=

 deci ( kiD )
n,1k∈   este o subacoperire finita 

pentru A.                                                                                                                ■ 

 
Probleme propuse 

1. Fie X = N* şi d: X × X  →R, d(x,y) = 
y
xln . Sa se arate ca  ( X,d ) este 

un spaţiu metric şi să se determine B(3, 
2
1 ), B[3, 

2
1 ]. 

2. Să se arate că distanţa euclidiana d:Rn× Rn→R, d(x,y) = ( )∑
=

−
n

1i

2
ii yx , 

(∀)x,y∈Rn, x = (x1, x2,…, xn), y = (y1, y2,…, yn) este o distanta pe Rn. Pentru n = 2 

sa se determine imaginea geometrica a bilei  B((2,-1),3) relativ la d si la distanta 

d1, unde d1(x,y) = |x1-y1| + | x2-y2|, (∀) x,y∈R2, x = (x1, x2), y = (y1,y2). 

3. Fie X = L∞ = {(xn) ⊂ R : (xn) marginit} şi d : X × X →R, d(x,y) =                   

= nn
1n

yxsup −
≥

, (∀)x,y∈X, x = (xn), y = (yn). Sa se arate ca (X,d) este un spatiu 

metric. 

4.  Fie (X1,d1),  (X2,d2) spatii metrice, X = X1× X2, d: X×X→R,  

d(x,y) = )y,x(d)y,x(d 22
2
211

2
1 + , (∀) x, y ∈X, x = (x1,x2), y = (y1,y2). Să se arate că 

(X,d) este un spatiu metric. 

5. Fie d1, d2 metrici pe X. Spunem ca d1 si d2 sunt echivalente, d1 ≈ d2 daca 

τ 1d  = τ 2d . Sa se arate ca  d1 ≈ d2  ⇔ (∃) m, M > 0 astfel incat 

md1(x,y) ≤ d2(x,y) ≤ M d1(x,y), (∀) x, y∈X. 

6. Sa se arate ca pe Rn urmatoarele metrici sunt echivalente: 

                    d(x,y) = ∑
=

−
n

1i

2
ii )yx( , d1(x,y) =∑

=
−

n

1i
ii yx , d2(x,y) = ii

n,1i
yxmax −

=
, 

(∀) x, y ∈Rn, x = (x1,x2,…,xn), y = (y1,y2, …, yn). 

Mai mult, orice două metrici pe Rn, sau mai general, pe un spatiu finit 

dimensional sunt echivalente. 
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7. Fie(X,d) spatiu metric, (xn), (yn) ⊂ X doua siruri Cauchy. Atunci sirul 

(d(xn,yn)) este un sir Cauchy in R+.  

8. Sa se arate ca L∞ este un spatiu Banach relativ la norma ||x|| = n
1n

xsup
≥

, 

 (∀) x = ( xn)n≥1. 

9. Fie ( X, d) spatiu metric, A ⊂ X, compacta, a ∈ X \ A. Atunci                          

d(a, A) = )x,a(dsup
Ax∈

 > 0  si exista x0∈A  asfel incat d(a, A) = d(a, x0). 

10. Fie sirurile date prin termenul general xn = (1+
n
1 )n, yn = (1+

n
1 )n+1. Atunci 

a) Şirul (xn) este strict crescator iar sirul (yn) este strict descrescator.  

b) Sirurile (xn) si (yn) sunt convergente la o aceeasi limita. Limita comuna 

se noteaza cu e. Sa se arate ca 2 < e < 3. 

c) Folosind sirurile (xn), (yn) sa se arate ca sirul cu termenul general           

zn = 1+ 
2
1 +…+

n
1  - ln n, este convergent. Limita sa se notează cu c. Sa se arate 

ca c ∈ (0,1). 

11. Sa se studieze convergenta sirurilor date prin termenul general: 

a) xn = ∑
=

n

1k
2k

1 ;  b) xn = ∑
=

n

1k k
1 ; 

c) xn = ∑
=

n

1k

k
kqa , unde |q| < 1, |ak| ≤ 2, (∀) k ≥ 1. 

12. Fie x0 > 0 şi xn = 2
1 (xn-1 + 

1nx
a

−
), (∀) n ≥ 1, unde a > 0. Sa se arate ca 

(xn) este convergent si are limita a .  

13. Fie (xn), (yn) ⊂ R astfel incat (yn) este strict crescator si divergent .Sa 

se arate ca daca (∃)
n1n

n1n
n yy

xxlim
−
−

+

+
∞→

 = L∈R , atunci exista si 
n

n
n y

xlim
∞→

= L. 

(Lema lui Stolz-Cesaro) 

14. Sa se arate, folosind exercitiul 13, ca daca (xn) este un sir de numere 

strict pozitive iar 
n

1n
n x

xlim +
∞→

 = L ∈R , atunci exista si n
nn

xlim
∞→

= L. 
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15. Fie (xn) un sir de numere reale. Sa se arate ca (xn) contine cel putin un 

subsir monoton. Sa se deduca de aici ca multimea punctelor limita a unui sir este 

nevida. 

16. Sa se calculeze nn
xinflim

∞→
, nn

xsuplim
∞→

, pentru 

a) xn = sin
4

n π ;   b) xn = (-1)n

1n2
n
+

. 

17. Daca (xn), (yn) ⊂ R sunt doua siruri marginite, atunci: 

a) )yxsup(lim nnn
+

∞→
 ≤ nn

xsuplim
∞→

+ nn
ysuplim

∞→
; 

b) )yxinf(lim nnn
+

∞→
 ≥ nn

xinflim
∞→

+ nn
yinflim

∞→
; 

c) )yxsup(lim nnn ∞→
 ≤ ( nn

xsuplim
∞→

)( nn
ysuplim

∞→
)(xn ≥ 0, yn ≥ 0); 

d) )yxinf(lim nnn ∞→
 ≥ ( nn

xinflim
∞→

)( nn
yinflim

∞→
)(xn ≥ 0, yn ≥ 0). 

18. Sa   se   arate    ca   sirul   cu   termenul   general 

 xn = (
2n

n

)
n
1(cos,

n
!n ,

nn
n...21 +++ ),  e convergent si sa se determine limita sa. 

19. Sa se determine a > 0 astfel incat f : R → R, f(x) = 
ax

1
2 +

 sa fie o 

contractie. 

20. Fie f :[a, b] → [ a,b ] derivabila astfel incat 
]b,a[x

sup
∈

 |f′(x)| = λ < 1. Atunci f 

este o contractie. 

21. Sa se arate ca ecuatia  x3 + 12x - 1= 0 are o singura radacina pe [0, 1].  

Sa se determine aceasta radacina cu aproximaţie de patru zecimale. 

22. Sa se studieze daca urmatoarele submultimi ale lui R2  sunt marginite, 

deschise, inchise. 

a) A = [0,1) x (1,2]; 

b) A = {(x,y)∈R2 : x = y, y∈[1,3] }; 

c) A = {( x,y)∈R2 : x2 - y2  < 1}; 

d) A = [1,2) × ({ 
n
1 : n ≥ 1} ∪ (2, 3] ) . 

Pentru fiecare sa se indice 
ο
A , A , A′ , IzA, FrA.. 
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CAPITOLUL 3 
 

SERII DE NUMERE REALE 
 

 

         3.1. Serii convergente. Serii divergente 
 

 Fie ( ) 1nnx ≥  un şir de numere reale. Şirului ( ) 1nnx ≥  îi ataşăm şirul 1nn )S( ≥ , 

unde  S1 = x1,  S2  = x1 + x2, ..., Sn = x1 + x2 +...+ xn,... 

În cazul în care şirul ( )nS  este convergent  şi are limita S se poate scrie 

( ) ∑
∞

=∞→∞→
=++++=+++==

1n
nn21n21

n
n

n
x...x...xxx...xxlimSlimS , deci se dă un 

sens sumei cu o infinitate de termeni.   

 
Definiţia 3.1.1. Se numeste serie de termen general  nx  perechea de 

şiruri ( )1nn1n )S(,)x( ≥≥ , unde ( )nS  se numeşte şirul sumelor parţiale. 

O serie se notează  formal  astfel  ∑ ∑
∞

= ∈1n Nn
nn

*
x,x  sau  x1+ x2+...+ xn+... 

Definiţia 3.1.2. O serie ∑
∞

=1n
nx  se numeşte  convergentă, pe scurt (C), dacă 

şirul sumelor parţiale (Sn)  este convergent.În acest caz  nn
SlimS

∞→
=  se numeşte 

suma seriei  şi scriem  Sx
1n

n =∑
∞

=
. 

 În caz contrar seria se numeşte divergentă, pe scurt (D).Prin natura unei 

serii  înţelegem proprietatea sa de a fi convergentă sau divergentă. 
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Exemple. 

1. Fie seria  ∑
∞

=
∈

1n

n Rq,q , numită şi seria geometrică. În acest caz 

 n
n qx =  şi  

q1
qqq...qqx...xxS

1n
n2

n21n −
−=+++=+++=

+

, pentru q ≠1  şi   

Sn= n  pentru q =1. 

 Rezultă că (Sn)  este convergent dacă   şi numai dacă q  < 1  şi  în acest 

caz  .
q1

qSlim nn −
=

∞→
 

Rezultă, deci, că seria geometrică ∑
∞

=1n

nq  este convergentă 1 q <⇔  şi în 

acest caz 
q1

qq
1n

n

−
=∑

∞

=
. 

2. Fie seria  ∑
∞

=1n n
1 , numita şi seria  armonică. 

În acest caz   
n
1xn =  şi 

n
1...

2
11Sn +++= . Vom arăta că (Sn) nu e şir 

Cauchy. 

Presupunem  prin absurd că (Sn) este şir Cauchy, deci Nn)(,0)( ∈∃>ε∀ ε    

astfel încât ( ε≥∀ nn,m)(  avem .SS nm ε<−  Luănd ,
2
1

=ε Nn)( 0 ∈∃   astfel încât 

0nn,m)( ≥∀  avem 
2
1SS nm <− . Pentru   m = 2n0   şi n = n0  obţinem  

000
nn2 n2

1...
2n

1
1n

1SS
00

++
+

+
+

=−  < 
2
1 . 

Pe de alta parte,  ,
2
1

n2
1.n

n2
1...

2n
1

1n
1

0
0

000
=>++

+
+

+
 contradicţie. 

În concluzie (Sn) este divergent, deci seria armonică este divergentă. 
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Proprietaţi generale ale seriilor 

Teorema  3.1.1. Dacă unei serii  ∑
∞

=1n
nx  i se elimină sau i se adaugă  un 

număr finit de termeni atunci natura seriei nu se schimbă; în caz de convergenţă 

se modifică doar suma. 

 
Demonstraţie. Presupunem că eliminăm termenii  ki2i1i x...,x,x ,  unde         

i1< i2 <...< ik. 

Fie (Sn) şirul sumelor parţiale asociat seriei ∑
∞

=1n
nx  şi (Tn) şirul sumelor 

parţiale asociat seriei obţinute prin eliminarea termenilor .x...,x,x ki2i1i  

Evident, avem Tn = Sn-s, (∀) n > ik unde k21 iii x...xxs ++= , de unde rezultă 

că (Tn) este convergent dacă şi numai dacă (Sn) este convergent şi deci seria   

∑
∈ A\Nn

n
*

x , unde A = {i1, i2,…,i k} are aceeaşi natură cu seria iniţială∑
∞

=1n
nx . 

Celălalt caz se tratează analog.                                                                   ■ 

 
Teorema 3.1.2. (Condiţia necesară de convergenţă). 

Dacă seria ∑
∞

=1n
nx  este convergentă, atunci .0xlim n

n
=

∞→
 

Demonstraţie. Fie Sn = x1+x2+...+xn şi .SlimS n
n ∞→

=  Atunci xn = Sn - Sn-1, 

( ) 2n ≥∀ , de unde .0SSxlim n
n

=−=
∞→

                                                                    ■ 

 
Observaţii. 

1. Reciproca nu este în general adevărată. 

  În acest sens considerăm seria armonică  ∑
∞

=1n n
1 , care este divergentă şi 

0
n
1limxlim

n
n

n
==

∞→∞→
. 
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2. Dacă pentru o serie ∑
∞

=1n
nx  avem că 0xlim n

n
≠

∞→
 sau nu există, atunci 

seria este divergentă. 

Exemplu. Fie seria  .
1n2

n
1n

∑
∞

= +
 

În acest caz  0
2
1

1n2
nxn ≠→
+

= , deci seria  ∑
∞

= +1n 1n2
n   este divergenta. 

 
Teorema 3.1.3. (Criteriul lui Cauchy). 

Seria ∑
∞

=1n
nx   este convergentă dacă şi numai dacă pentru ( ) ( ) Nn,0 ∈∃>ε∀ ε  

astfel încât ( ) εnn ≥∀  şi ( ) 1p ≥∀  avem .x...xx pn2n1n ε<+++ +++  

 

Demonstraţie. Fie Sn = x1 + x2 +...+ xn. Vom avea ( ) ( )n
1n

n SCx ⇔∑
∞

=
 este 

convergent iar (Sn) este convergent dacă şi numai dacă  este şir Cauchy               

⇔ (∀) ε > 0 (∃) nε ∈N  astfel încât ( ) ε≥∀ nn  şi ( ) 1p ≥∀  avem 

 ( ) ,0SS npn >ε∀⇔ε<−+  ( ) Nn ∈∃ ε  astfel încât ( ) ε≥∀ nn  şi ( ) 1p ≥∀  avem 

.x...xx pn2n1n ε<+++ +++                                                                                       ■ 

 

Exemplu. Fie seria  .Rx,
)1n(n

nxcos
1n

∈
+∑

∞

=
 Vom arăta că această serie este 

convergentă folosind criteriul lui Cauchy. 

Fie .*Npn,0,ε ∈>  Vom avea  

=+++ +++ pn2n1n x...xx ( )
( )( )

( )
( )( ) ≤

+++
+

++
++

+
1pnpn

xpncos...
2n1n
x1ncos

( )( ) ( )( ) ( )( ) =
+++

++
++

+
++

≤
1pnpn

1...
3n2n

1
2n1n

1

=
++

−
+

++
+

−
+

+
+

−
+

=
1pn

1
pn

1...
3n

1
2n

1
2n

1
1n

1                                     

= ,
1n

1
1pn

1
1n

1
ε<

+
<

++
−

+
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dacă ,11n
ε

>+  adică .11n −
ε

>  

    Fie 




ε

=ε

1n  şi atunci ( ) ,nn ε≥∀  ( ) 1p ≥∀  vom avea ,x...xx pn2n1n ε<+++ +++   

deci  seria  ( )∑
∞

= +1n 1nn
nxcos  este convergenta. 

 

Teorema 3.1.4. Dacă seriile ∑
∞

=1n
nx  şi ∑

∞

=1n
ny  sunt convergente şi R, ∈βα , 

atunci seria  ( )∑
∞

=
β+α

1n
nn yx  este convergentă şi ( ) ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=
β+α=β+α

1n
n

1n
n

1n
nn yxyx . 

 
Demonstraţie. Rezultă imediat folosind şirurile sumelor parţiale asociate 

seriilor date.                                                                                                           ■ 

 

3.2. Serii cu termeni pozitivi 
 

Definiţia 3.2.1. O serie ∑
∞

=1n
nx  se numeşte cu termeni  pozitivi dacă există 

*
0 Νn ∈  astfel încât ( ) 0n nn ,0x ≥∀≥ . De obicei considerăm 1n0 = , deci 

( ) 1n ,0xn ≥∀≥ . 

 

Observaţie. Dacă seria  ∑
∞

=1n
nx  este cu termeni  pozitivi, atunci şirul 

sumelor parţiale (Sn) este monoton crescător.  

Într-adevăr,  Sn+1 - Sn = xn+1 ≥ 0,   (∀) n≥ 1. 
 

Teorema 3.2.1. (Criteriul monotoniei). O serie ∑
∞

=1n
nx  cu termeni pozitivi 

este convergentă dacă şi numai dacă şirul sumelor parţiale ( )nS  este mărginit 

superior. 
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Demonstraţie. “⇒ ” evident.     

  ""⇐  Presupunem că ( )nS  este mărginit superior. Cum ( )nS  

este şi monoton crescător, din teorema lui Weierstrass rezultă că este 

convergent deci seria ∑
∞

=1n
nx  este convergentă.                                                     ■ 

Să remarcăm faptul că, dacă seria cu termeni pozitivi ∑
∞

=1n
nx  este 

divergentă atunci +∞=
∞→

nn
Slim  şi astfel vom scrie +∞=∑

∞

=1n
nx . 

Exemplu. Fie seria 1α ,
n
1

1n
α >∑

∞

=

, numită şi seria Riemann (sau seria 

armonică generalizată). 

 Vom avea α=
n
1xn  şi αα +++=

n
1...

2
11Sn . Fie n∈N* şi m∈N astfel încât 

2m ≤ n < 2m+1. 

Vom avea : 

( ) ( )

( ) 12
2

2
11

1

2
11

2
11

2
12

...
4
14

2
121

n
1...

12
1

2
1

...
15

1...
9
1

8
1

7
1

6
1

5
1

4
1

3
1

2
11S

1α

1α

1α1α

1m

1α

αm

m

ααααmαm

αααααααααn

−
=

−
<

−







−

=⋅+

+⋅+⋅+<









++

+
++

+





 ++++






 ++++






 ++=

−

−

−−

+

−

  

deci ( )nS  este mărginit superior şi atunci seria   ∑
∞

=
α

1n n
1  este convergenta. 

 
 Teorema 3.2.2.( Criteriul de comparaţie de speţa I ). 

 Fie seriile  ,y,x
1n

n
1n

n ∑∑
∞

=

∞

=

 unde ( ) .1n,yx0 nn ≥∀≤≤  Atunci: 

a) Dacă seria ∑
∞

=1n
ny  este convergentă, rezultă că şi seria ∑

∞

=1n
nx  este 

convergentă. 



 - 50 -

b) Dacă seria ∑
∞

=1n
nx  este divergentă, rezultă că şi seria ∑

∞

=1n
ny  este 

divergentă. 

Demonstraţie. Fie .yT,xS
n

1k
kn

n

1k
kn ∑∑

==

==  Cum ( ) 1n,yx nn ≥∀≤  rezultă  

( ) .1n,TS nn ≥∀≤                                           ( 3.1 ) 

a) Dacă seria ∑
∞

=1n
ny  este convergenta atunci (Tn) este convergent, deci 

mărginit superior şi din (3.1), rezultă că (Sn) este mărginit superior. 

Folosind teorema 3.2.1 rezultă că seria  ∑
∞

=1n
nx  este convergentă. 

b) Prin reducere la absurd, folosind a).                                                            ■ 

 

 Exemplu. Fie seria   1,
n
1

1n
<α∑

∞

=
α . 

Evident avem ( ) 1n,
n
1

n
1xn ≥∀≥= α  şi cum seria  ∑

∞

=1n n
1  este divergenta 

rezultă că şi seria  ∑
∞

=
α

1n n
1  este divergenta. 

În concluzie seria Riemann ∑
∞

=
α

1n n
1  este convergentă pentru 1>α  şi 

divergentă pentru 1≤α . 

 
 Teorema 3.2.3. (Criteriul de comparaţie de speţa a-II-a). 

Fie seriile  

            ( ) 1n,0y,0xcu,y,x nn
1n

n
1n

n ≥∀>>∑∑
∞

=

∞

=

 şi  ( ) .1n,
y

y
x

x

n

1n

n

1n ≥∀≤ ++       (3.2)  

Atunci  

a) Dacă seria ∑
∞

=1n
ny  este convergentă, rezultă că şi seria ∑

∞

=1n
nx  este 

convergentă. 

b) Dacă seria ∑
∞

=1n
nx  este divergentă, rezultă că şi seria ∑

∞

=1n
ny  este divergentă. 
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Demonstraţie. Din (3.2) vom avea  

( ) 2n,
y
y

x
x...,,

y
y

x
x,

y
y

x
x

1n

n

1n

n

2

3

2

3

1

2

1

2 ≥∀≤≤≤
−−

. Înmulţind membru cu membru aceste 

inegalităţi obţinem 
1

n

1

n

y
y

x
x

≤ , adică ( ) 1n,y
y
xx n

1

1
n ≥∀≤ . Demonstraţia se încheie 

folosind teorema 3.2.2.                                                                                          ■ 

 

 Teorema 3.2.4. (Criteriul comparaţiei la limită). 

Fie seriile ( ) 1n,0y,x cu,y,x nn
1n

n
1n

n ≥∀>∑∑
∞

=

∞

=

. Presupunem că există 

L
y
xlim

n

n

n
=

∞→
. Atunci 

a) Dacă ( )∞∈ ,0L  rezultă că cele două serii au aceeaşi natura. 

b) Dacă L = 0 şi seria ∑
∞

=1n
ny  este convergentă, rezultă că şi seria          

∑
∞

=1n
nx  este convergenta, iar dacă seria ∑

∞

=1n
nx  este divergentă, rezultă că şi seria 

∑
∞

=1n
ny  este divergentă. 

c) Dacă +∞=L  şi seria ∑
∞

=1n
nx  este convergentă, rezultă că şi seria ∑

∞

=1n
ny   

este convergentă, iar dacă seria ∑
∞

=1n
ny  este divergentă, rezultă că şi seria 

∑
∞

= 1n
nx este divergentă.                                                                                         

 
Demonstraţie. 

a) Dacă ( ) ( ) Nn,,0L 0 ∈∃∞∈ , astfel încât  ( ) 0
n

n nn,
2
L3

y
x

2
L

≥∀<< , sau echivalent  

( ) 0nnn nn,y
2
L3xy

2
L

≥∀<< .  

Demonstraţia se încheie folosind teorema 3.2.2. 
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b) Cum L = 0, ( ) Nn0 ∈∃ , astfel încât ( ) 0
n

n nn,1
y
x

≥∃≤  sau echivalent  

( ) 0nn nn,yx ≥∀≤  şi demonstraţia se încheie folosind din nou teorema 3.2.2.  

     c)  Dacă ( ) Nn,L 0 ∈∃+∞=  astfel încât ( ) 0
n

n nn,1
y
x

≥∀≥  sau echivalent  

( ) 0nn nn,yx ≥∀≥  şi demonstraţia se încheie folosind din nou teorema 3.2.2.       ■ 

 

Exemplu. Fie seria  ∑
∞

= +1n 1n3
1 . Cum  seria  ∑

∞

=1n
2

1n
1  este divergenta şi  

          ( )∞∈=+
∞→

,0
3
1

n
1n3

1

lim
2

1n
, rezultă că  ∑

∞

= +1n 1n3
1  este divergenta. 

     
          Teorema. 3.2.5. (Criteriul condensării). 

 Fie )x( n  un şir descrescător de numere pozitive. Atunci seriile 

 ∑
∞

=1n
nx  şi  ∑

∞

=0n
2

n
nx2 au aceeaşi natură. 

Demonstraţie. Fie (Sn) şirul sumelor parţiale asociat seriei ∑
∞

=1n
nx  şi (Tn) 

şirul sumelor parţiale asociat seriei ∑
∞

=0n
2

n
nx2 . Fie *Nn∈ şi Nm ∈  astfel încât 

1mm 2n2 +<≤ .Atunci  

      Sn = x1+x2+…+xn ≤   x1+x2+…+x
12 1m −+
 = 

                     = x1 + (x2+x3)+(x4+x5+x6+x7)+…+(x
m2
+…+ x

12 1m −+
) ≤  

                        m2 2
m

2
2

21 x2...x2x2x ++++≤ mT= ,  adică   .TS mn ≤                      (3.3) 

Cum   n2m ≤ avem 

=+++≥+++= m221n21n x...xxx...xxS                    

     ...)xxxx()xx(xx 87654321 ++++++++= ≥+++
+− )x...x( m1m 212

 

                ,T
2
1x2...x2x2xx mm2

1m
32

2
2221 ≥+++++≥ −  care împreună cu (3.3) 

conduce la   ,TST
2
1

mnm ≤≤  de unde rezultă imediat concluzia teoremei.          ■ 
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 Exemplu. Fie seria   ∑
∞

=2n
.

n lnn
1  

 Avem 
n ln n

1xn = , deci (xn) este un şir de numere pozitive monoton 

descrescător. 

 Pe de altă parte ∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

==
1n 1n 1n

nn
n

2
n

ln2 n
1

2ln2
12x2 n , care este divergentă , 

deci seria dată este divergentă. 

 
 Teoremă 3.2.6. (Criteriul raportului sau al lui D’Alambert). 

 Fie seria  ∑
∞

=
≥∀>

1n
nn 1.)n( ,0 x,x  Atunci  

a) Dacă (∃) k ∈ [0, 1) şi Nn0 ∈  astfel încât 0
n

1n n)n( ,k
x

x
≥∀≤+  rezultă că seria 

∑
∞

=1n
nx  este convergentă. 

b) Dacă Nn)( 0 ∈∃  astfel încât 1
x

x

n

1n ≥+ ,(∀) n ≥ n0, rezultă că seria ∑
∞

=1n
nx  este 

divergentă. 

 
Demonstraţie. a) Fără a restrânge generalitatea putem presupune n0 = 1 

şi   atunci 

1.)n( ,xk...xkkxx 1
1n

2n
2

1nn ≥∀≤≤≤≤ −
−−  

Cum  ∑ ∑
∞

=

∞

=

−− =
1n 1n

1n
11

1n  kxxk , care este convergenta, din teorema 3.2.2. 

rezultă ca şi seria  ∑
∞

=1n
n x este convergenta. 

 

 

b) Vom avea 

xn ≥ xn-1 ≥ xn-2 ≥…≥ x
0n > 0,(∀) n ≥ n0, deci 0xlim

n
n ≠

∞→
 şi din teorema 3.1.2 rezultă 

că seria este divergentă.                                                                            ■ 
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Consecinţă. (Criteriul raportului la limită). 

Fie seria ∑
∞

=1n
nx , cu xn>0, .1n)( ≥∀  Presupunem că .L

x
xlim)(

n

1n

n
=∃ +

∞→
 Atunci 

a) Dacă L < 1 rezultă că seria ∑
∞

=1n
nx  este convergentă. 

b) Dacă L > 1 rezultă că seria ∑
∞

=1n
nx  este divergentă. 

Demonstraţie. a) Fie L<k<1;atunci Nn)( 0 ∈∃  astfel încât ,k
x

x

n

1n ≤+  

0nn)( ≥∀  şi folosind teorema 3.2.6 rezultă că seria ∑
∞

=1n
nx  este convergentă. 

b) Din definiţia limitei Nn)( 0 ∈∃  astfel încât ( ) 0
n

1n nn ,1
x

x
≥∀≥+  şi folosind 

teorema 3.2.6 rezultă că seria este divergentă.                                                     ■ 

 

 Exemplu. Fie seria   ∑
∞

=1n
n

2

2
n . 

Atunci 1)n( ,0
2
nx n

2

n ≥∀>=  şi ,1
2
1

x
xlim

n

1n
n

<=+

∞→
 deci seria este convergentă. 

 
Teorema 3.2.7.(Criteriul rădăcinii sau al lui Cauchy). 

Fie seria  ∑
∞

=
≥∀>

1n
nn 1.)n( ,0 x,x  Atunci  

a) Dacă )1,0[)k( ∈∃  şi Nn0 ∈  astfel încât  , nn)k, (x 0
n

n ≥∀≤  rezultă că seria 

∑
∞

=1n
n  x este convergentă. 

b) Dacă Nn)( 0 ∈∃  astfel încât  0
n

n nn), (1x ≥∀≥  rezultă că seria ∑
∞

= 1n
n  x  

este divergentă. 

. 
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Demonstraţie. a) Vom avea 0
n

n nn)(,kx ≥∀≤  şi cum seria ∑
∞

=1n

nk  este 

convergentă, folosind teorema 3.2.2 rezultă că şi seria ∑
∞

= onn
nx  este convergenta, 

deci seria  ∑
∞

=1n
nx  este convergenta. 

     b) Vom avea xn ≥ 1, 0nn)( ≥∀ , deci 0xlim nn
≠

∞→
 şi din teorema 3.1.2 rezultă că 

seria este divergentă.                                                                                            ■ 

 
Consecinţă. (Criteriul rădăcinii la limită). 

Fie seria  ( ) .1n,0x,x n
1n

n ≥∀>∑
∞

=

 Presupunem că există  Lxlim n
nn

=
∞→

. Atunci  

 a) Dacă L<1, rezultă că seria  ∑
∞

=1n
nx  este convergentă. 

  b) Dacă L>1, rezultă că seria  ∑
∞

=1n
nx  este divergentă. 

 
 Demonstraţie. 

a) Fie L<q<1 şi din definiţia limitei ( ) Nn0 ∈∃ , astfel încât  ( ) 0
n

n nn,qx ≥∀≤  şi  

folosind teorema 3.2.7 rezultă că seria este convergentă. 

b) Din definiţia limitei ( ) Nn0 ∈∃  astfel încât  ( ) 0
n

n nn,1x ≥∀≥  şi din teorema 

3.2.7 rezultă că  seria ∑
∞

=1n
nx  este divergenta.                                                        ■ 

 Exemplu. Fie seria  
n

1n 1n2
n∑

∞

=








−
. Avem ( ) 1n,0

1n2
nx

n

n ≥∀>







−
=  şi 

∑
∞

=
∞→∞→

<=
−

=
1n

nn
n

nn
xseriadeci,1

2
1

1n2
nlimxlim  este convergenta. 
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 Teorema  3.2.8. (Criteriul lui Raabe-Duhamel). 

Fie seria  ( ) .1n,0x,x n
1n

n ≥∀>∑
∞

=

 Atunci  

a) Dacă există k>1 şi Nn0 ∈  astfel încât ( ) 0
1n

n nn,k1
x
xn ≥∀≥








−

+

, rezultă că  

seria ∑
∞

=1n
nx  este convergentă. 

b) Dacă există Nn0 ∈ , astfel încât ( ) 0
1n

n nn,11
x
xn ≥∀≤








−

+

, rezultă că seria 

∑
∞

=1n
nx  este  divergentă. 

Demonstraţie. 
a) Fără a restrânge generalitatea, putem presupune n0 = 1 şi atunci 

,1n)(,kxnxnx 1n1nn ≥∀≥− ++  de unde  

       

1n1nn

332

221

kxnxnx
.........................

kxx2x2
kxxx

++ ≥−

≥−
≥−

 

Adunând aceste inegalităţi obţinem 

                   )x...xx(knxx...xx 1n321nn21 ++ +++≥−+++ , adică  

                           ,1n)(),xxS(knxS 11nn1nn ≥∀−+≥− ++  de unde 

            ,1n)(,kxkxnxkx)1k(S 11n1n1n ≥∀<−−≤− ++  şi atunci  ,1n)(,
1k

kxS 1
n ≥∀

−
<  

adică şirul (Sn) este mărginit superior şi conform teoremei 3.2.1 seria ∑
∞

=1n
nx  este 

convergentă. 

b) Presupunem din nou no=1 şi atunci ( ) ,1n,xnxnx 1n1nn ≥∀≤− ++  de unde  

( ) 1n,x
1n

nx n1n ≥∀
+

≥+  şi 111nn x
n
1x

2
1...

1n
2n

n
1nx

n
1nx =⋅⋅

−
−

⋅
−

≥
−

≥ − , ( ) 1n ≥∀ . 

Cum seria 1
1n

x
n
1∑

∞

=

 este divergenta, din teorema 3.2.2 rezulta că seria ∑
∞

=1n
nx  este 

divergenta.                                                                                                             ■ 
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 Consecinţă. (Criteriul lui Raabe-Duhamel la limită). 

Fie seria  ( ) 1n,0x,x n
1n

n ≥∀>∑
∞

=

. Presupunem că există L1
x
xnlim

1n

n

n
=








−

+
∞→

.  

Atunci 

a)   Dacă L>1, rezultă că seria ∑
∞

=1n
nx  este convergentă. 

b)   Dacă L<1, rezultă că seria ∑
∞

=1n
nx  este divergentă. 

         Demonstraţie. a) Fie L > k > 1. Din definiţia limitei ( ) Nno ∈∃  astfel încât  

( ) 0
1n

n nn,k1
x
xn ≥∀≥








−

+

 şi folosind teorema 3.2.8  rezultă că seria ∑
∞

=1n
nx  este 

convergenta. 

b) Din definiţia limitei ( ) Nno ∈∃ , astfel încât ( ) 0
1n

n nn,11
x
xn ≥∀≤








−

+

 şi 

folosind teorema 3.2.8  rezultă că seria ∑
∞

=1n
nx  este divergentă.                            ■                        

 

Exemplu. Fie seria   ( )
( )∑

∞

=

−

1n n2...6.4.2
1n2...5.3.1 . 

În acest caz   ( )
( ) ( ) 1n,0

n2...642
1n2...531xn ≥∀>

⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅

=  şi 

1
2
11

1n2
2n2nlim1

x
xnlim

n1n

n
n

<=





 −

+
+

=







−

∞→+∞→
, deci seria ∑

∞

=1n
nx  este divergentă.         

 

 Teorema 3.2.9. (Criteriul logaritmic). 

 Fie seria  ( ) 1n,0x,x n
1n

n ≥∀>∑
∞

=

. Atunci 

a) Dacă ( ) 1k >∃ şi Nn0 ∈  astfel încât ( ) 0
n nn,k
nln

x
1ln

≥∀≥  rezultă că seria 

∑
∞

=1n
nx  este convergentă. 



 - 58 -

 

b) Dacă ( ) Nn0 ∈∃ , astfel încât  ( ) 0
n nn,1
nln

x
1ln

≥∀≤ , rezultă că seria ∑
∞

=1n
nx  

este divergentă.  

 
Demonstratie. 

a) Fără a restrânge generalitatea, putem presupune n0 = 1 si atunci  

( ) 1n,nlnk
x
1ln
n

≥∀≥ , de unde ( ) ,1n,n
x
1 k

n

≥∀≥ sau echivalent ( ) .1n,
n
1x kn ≥∀≤   

Cum seria ∑
∞

=1n
kn
1  este convergentă (deoarece k>1), folosind teorema 3.2.2 

rezultă că şi seria ∑
∞

=1n
nx  este convergentă. 

b) Presupunem din nou n0 = 1 şi atunci ( ) 1n,nln
x
1ln
n

≥∀≤ , de unde  

( ) 1n,
n
1xn ≥∀≥ , şi cum seria ∑

∞

=1n n
1  este divergenta, folosid din nou teorema 3.2.2 

rezultă că şi seria ∑
∞

=1n
nx  este divergenta.                                                             ■                                              

 

 Folosind teorema 3.2.9 şi definiţia limitei se obţine imediat criteriul 

logaritmic la limită: 

Fie seria  ( ) .1n,0x,x n
1n

n ≥∀>∑
∞

=

 Presupunem că  ( ) L
nln
x
1ln

lim n

n
=∃

∞→
. Atunci:  

a) Dacă L > 1, rezultă că seria ∑
∞

=1n
nx  este convergentă. 

b) Dacă L < 1, rezultă că seria ∑
∞

=1n
nx  este divergentă. 

Exemplu. Fie seria ∑
∞

=1n
2n
nln . 
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În acest caz, ( ) 2n,0
n

nlnx 2n ≥∀>=  şi ( ) ,12
nln

nlnlnnln2lim
nln

x
1ln

lim
n

n
n

>=
−

=
∞→∞→

 

de unde rezultă că seria  ∑
∞

=1n
nx  este convergenta. 

 

           3.3. Serii cu termeni oarecare 

 

 Definiţia 3.3.1. O serie Rx,x n
1n

n ∈∑
∞

=
 se numeşte cu termeni oarecare 

dacă are o infinitate de termeni pozitivi şi o infinitate de termeni negativi. 

 

 Definiţia 3.3.2. O serie  ∑
∞

=1n
nx  cu termeni oarecare se numeşte absolut 

convergentă( pe scurt (AC)), dacă seria modulelor  ∑
∞

=1n
nx  este convergentă. 

 O serie ∑
∞

=1n
nx  cu termeni oarecare se numeşte semiconvergentă dacă este 

convergentă, dar nu este absolut convergentă. 

 
 Teorema  3.3.1. O serie absolut convergentă este convergentă. 

 

 Demonstraţie. Presupunem că seria ∑
∞

=1n
nx  este absolut convergentă. Din 

criteriul lui Cauchy, pentru ( ) ( ) Nn,0 ∈∃>ε∀ ε  astfel încât ( ) ε≥∀ nn şi ( ) 1p ≥∀  

avem ε<+++ +++ pn2n1n x...xx  şi atunci ( ) ( ) Nn,0 ∈∃>ε∀ ε  astfel încât ( ) ε≥∀ nn  

şi ( ) 1p ≥∀  avem  ε<+++≤++ ++++++ pn2n1npn2n1n x...xxx...xx  şi folosind din 

nou criteriul lui Cauchy rezultă că seria  ∑
∞

=1n
nx  este convergenta.                     ■                               
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 Exemplu. Fie seria .Rx,
1n

nxsin
1n 3

∈
+

∑
∞

=
 În acest caz 

1n

nxsinx
3n

+
=  şi 

( ) .1n,
n

1
1n

1
1n

nxsinx
2

333n ≥∀≤
+

≤
+

=  Cum )C(
n

1
1n 2

3∑
∞

=
 folosind teorema 3.2.2, 

rezultă că )C(x
1n

n∑
∞

=
,  deci )C.A(x

1n
n∑

∞

=
 şi din teorema 3.3.1 rezultă că  )C(x

1n
n∑

∞

=
. 

 
 Teorema 3.3.2. (Criteriul lui Dirichlet). 

 Fie seria ∑
∞

=1n
nx  cu şirul sumelor parţiale mărginit. Dacă (yn) este un şir 

monoton descrescător cu limita zero, atunci seria n
1n

nyx∑
∞

=
 este convergentă. 

 Demonstraţie. Fie k

n

1k
kn

n

1k
kn yxT,xS ∑∑

==
==  şi M>0 astfel încât  

( ) .1n,MSn ≥∀≤  

 Pentru *Np,n ∈  vom avea: 

=++=− +++++++ pnpn2n2n1n1nnpn yx...yxyxTT  

( ) ( ) ( ) =−++−+−= −++++++++ 1pnpnpn1n2n2nn1n1n SSy...SSySSy  

( ) ( ) ≤+−++−+−= +++−+−+++++ pnpnpn1pn1pn2n1n1nn1n SyyyS...yySSy  

( ) ( ) ≤+−++−+≤ +++−+−+++++ pnpnpn1pn1pn2n1n1nn1n SyyyS...yySSy  

( ) ( ) =+−++−+≤ ++−++++ pnpn1pn2n1n1n MyyyM...yyMMy  

( ) ( ) =+−++−+= ++−++++ pnpn1pn2n1n1n MyyyM...yyMMy2 1nMy2 +  (am folosit 

faptul că yn>0 şi (yn) monoton descrescător). 

Fie 0>ε ; cum ( ) Nn,0yn ∈∃→ ε  astfel încât ( ) ε≥∀ nn , avem 
M2

yn
ε

<  şi  

atunci ( ) ε≥∀ nn  şi ( ) ε<≤−≥∀ ++ 1nnpn My2TT,1p , deci (Tn) este şir Cauchy.  

Rezultă, deci, că (Tn) este convergent, adica seria n
1n

nyx∑
∞

=
 este 

convergentă.                                                                                                          ■ 
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 Teorema 3.3.3. (Criteriul lui Abel). 

 Dacă seria ∑
∞

=1n
nx  este convergentă şi (yn) este un şir monoton şi mărginit, 

atunci seria  ∑
∞

=1n
nnyx  este convergentă. 

 
 Demonstraţie. Fără a restrânge generalitatea, vom presupune că (yn) este 

monoton şi descrescător cu limita Ry ∈ . Fie ( ) ;1n,yyz nn ≥∀−=  atunci (zn) este 

un şir monoton descrescător cu limita zero. Cum seria ∑
∞

=1n
nx  este convergentă, 

are şirul sumelor parţiale mărginit, şi  folosind criteriul lui Dirichlet rezulta că seria 

∑
∞

=1n
nnzx  este convergentă 

Avem ( ) ( ) 1n,yxzxyzxyx nnnnnnn ≥∀+=+= , şi cum seriile ∑∑
∞

=

∞

= 1n
n

1n
nn yx,zx  

sunt convergente, rezulta că şi seria ∑
∞

=1n
nnyx  este convergentă.                          ■ 

 

  3.4. Serii alternate 

 Definiţia 3.4.1. O serie ∑
∞

=1n
nx  se numeste serie alternată dacă xnxn+1< 0, 

( ) .1n ≥∀  

 
 Observatie. O serie alternată poate fi scrisă în una din următoarele două 

forme:  ( ) ( ) n

n

1n
n

1n

1n

x1sau,x1 ∑∑
∞

=

−∞

=

−− , unde ( ) *
n Nn,0x ∈∀> . 

 
 Teorema 3.4.1. (Criteriul lui Leibniz). 

 Dacă (xn) este un şir monoton descrescator cu limita zero, atunci seria 

( )∑
∞

=

−−
1n

n
1n x1  este convergentă. 
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Demonstraţie. Cum seria ( )∑
∞

=

−−
1n

1n1  are şirul sumelor parţiale mărginit 

(Sn=0 pentru n par şi Sn=1 pentru n impar) iar şirul (xn) este monoton 

descrescător şi convergent la zero, rezultă, conform criteriului lui Dirichlet, 

că seria  ( ) n
1n

1n x1∑
∞

=

−−  este convergentă.                                                   ■                                                       

 Exemplu. Fie seria  ( ) .
n
11

1n

1n∑
∞

=

−−  Seria se scrie sub forma ( )∑
∞

=

−−
1n

n
1n x1 , unde 

( ) .1n,0
n
1xn ≥∀>=  Cum (xn) este monoton descrescător şi 0xlim nn

=
∞→

 rezultă, 

conform criteriului lui Leibniz, că seria  ( )
n
11

1n

1n∑
∞

=

−−  este convergentă.  

 Observaţie. Cum seria modulelor  ( ) ∑∑
∞

=

∞

=

− =−
1n1n

1n

n
1

n
11  este divergentă 

rezultă că seria este semiconvergentă. 

 

  Probleme propuse 

 

1. Folosind definiţia, să se studieze natura seriilor: 

a) ( )∑
∞

= +1n 1nn
1  ; b) ( )( )∑

∞

= ++1n 2n1nn
1 , c) 1q,nq

1n

n <∑
∞

=

; 

b) ( )∑
∞

=
++−+

0n
n1n22n ; e) 2n

1n
2n 2

3cos
2

sin +

∞

=
+

ππ∑ ; f) ∑
∞

=

π

1n 2
ncos . 

 
2. Folosind criteriile de convergenţă, să se studieze natura seriilor: 

a) 
n

1n 1n
n∑

∞

=








+
  ;                                    b) ∑

∞

=1n
nsin    ;    

c) ∑
∞

=1n n
nln     ;                                      d)  ∑

∞

= ++1n 3 4 1nn2

1      ; 

e) ∑
∞

=

π

1n n
sin   ;                                       f) Rk,

n
2n2n

2n
k ∈

−−+∑
∞

=
; 
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g) ∑
∞

=

+

1n
n3

1n    ;                                 h) ∑
∞

=1n
n

n

n
3!n    ;                                   

i) ( )
( )∑

∞

=

⋅

1n

n2

!n2
2!n       ;                                j) ( ) ( ) 0a,

1na...1aa
!n

1n
>

−++∑
∞

=

  ;       

k) ( ) ( )
( ) ( ) 0x,b,a,x

1nb...1bb
1na...1aa n

1n
>

−++
−++∑

∞

=
; 

l) 0a,
32

a
1n

nn

n
>

+
∑
∞

=
  ;                          m) 

n

1n 2n3
1n2∑

∞

=








−
+ ; 

  n) ∑
∞

= +2n n n2 13

1
2

    ;                               o) ∑
∞

=1n nn
nln ; 

p)  Rx,
xn

nxcos
1n 23

∈
+

∑
∞

=
  ;                           q) ∑

∞

=1n n
nxsin ; 

   r)  ( )
2n3

11
1n

1n

+
⋅−∑

∞

=

−   ;                      s) ( ) n
2n

n

n
11 ⋅−∑

∞

=
. 

 t)   ( )
( ) n

1n
2

1nn

1n2
n1 








−
⋅−∑

∞

=

+
; 

  
3. Să se determine valorile parametrului real x pentru care seriile 

următoare sunt convergente: 

a) xln
1n

n∑
∞

=
 ;   b) 

n

0n x1
x1∑

∞

=








+
− . 

 

4. Să se arate că seria  3a,
3

a52
1n

n

1n1n
<

−∑
∞

=

+−

 este convergentă şi să se 

determine suma sa. 

 
5. Folosind, eventual, seriile să se arate că: 

a) 0
a
nlim n

k

n
=

∞→
, unde k>0, a>1; 

b) şirul cu termenul general ∑
=

=
n

1k
kn 2
k!cosx  este convergent. 
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6. Să se arate că seria  ∑
∞

=0n !n
1  este  convergentă şi are suma e. 

7. Să se arate ca, dacă seria ∑
∞

=1n
nnx  converge atunci şi seria ∑

∞

=1n
nx  

converge. 

8. Să se arate că, dacă seria ∑
∞

=1n

2
nx este convergentă, atunci  

seria ∑
∞

=1n

n

n
x  este absolut convergentă. 
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CAPITOLUL  4 
 

FUNCŢII ÎNTRE SPAŢII METRICE 
 

4.1. Limita unei funcţii într-un punct 
 
Fie ( ) ( )21 d,Y,d,X  două spaţii metrice. 

Dacă 0r,Yb,Xa >∈∈  vom nota cu ( )r,aB  şi ( )rb,B  bilele deschise în X şi 

respectiv în Y. 

Problema limitei într-un punct consta în cercetarea comportării funcţiei în 

vecinătatea  unui punct fixat, mai precis ce se întâmplă cu valorile  funcţiei atunci 

când argumentul său se apropie "din ce în ce mai mult" de punctul fixat. 

Deoarece comportarea funcţiei în vecinătatea unui punct fixat se poate pune 

chiar dacă funcţia nu este definită în acel punct, dar trebuie să existe puncte din 

vecinătatea lui în care funcţia să fie definită, punctul dat trebuie să fie de 

acumulare. 

Fie YXA:f →⊂  şi Aa ∈ ’. 

 
Definiţia 4.1.1. Un punct YL ∈  se numeşte limita funcţiei f  în punctul a şi se 

notează ( )xflimL
ax→

=  dacă ( ) ( ) ( ) ∈∃ϑ∈∀ U,LV ϑ(a) astfel încât ( ) ax,AUx ≠∩∈∀  

rezultă ( ) Vxf ∈ . 

 
Teorema 4.1.1. (de caracterizare a limitei într-un punct). 

Fie YXA:f →⊂ , Aa ∈ ’ şi  YL ∈ . Următoarele afirmaţii sunt echivalente 

a) ( )xflimL
ax→

= ; 

b) ( ) ( ) 0,0 >δ∃>ε∀ ε  astfel încât ( ) ax,Ax ≠∈∀  cu ( ) εδ<a,xd1  rezultă      

d2(f(x), L) < ε ; 

c) ( )( ) axa,xA,x nnn →≠⊂∀  rezultă că ( ) Lxf n → . 
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Demonstraţie. 

a) ⇒b) Fie 0>ε  şi ( ) ( )LεL,BVε ϑ∈= ; atunci ( ) ( )aUε ϑ∈∃  astfel încât 

( ) ax,AUx ≠∩∈∀ ε  rezultă  ( ) ε∈ Vxf . Cum ( ) ( ) 0,aU εε >δ∃ϑ∈  astfel încât 

( ) εε ⊂δ U,aB  şi atunci ( ) ax,Ax ≠∈∀  cu ( ) εδ<a,xd1  rezultă x∈ ( ) εε ⊂δ U,aB  şi deci 

( ) ),L(BVxf ε=∈ ε , adică ( ) ε<L),xf(d2 . 

b) ⇒ c)  Fie  ( ) ax,ax,Ax nnn →≠⊂  şi ;0>ε din b) ( ) 0>δ∃ ε  astfel încât 

( ) ax,Ax ≠∈∀  cu ( ) εδ<a,xd1  avem ( ) ε<L),xf(d2 . 

Cum ( ) Nn,axn ∈∃→ ε  astfel încât ( ) ε≥∀ nn  avem d1(xn, a) < δε ⇔ 

( ) ( ) εε ≥∀δ∈⇔ nn,,aBxn  şi atunci ( ) ε<L),xf(d n2 , ( ) ε≥∀ nn ,adică ( ) Lxf n → . 

c) ⇒a) Presupunem prin absurd că ϑ∈∃)V( (L) astfel încât ( ) ( )aU ϑ∈∀  

( ) ax,AUx UU ≠∩∈∃  astfel încât ( ) Vxf U ∉ . Luând ( )a
n
1a,BUn ϑ∈






= , ( ) 1n ≥∀  

rezultă că există un şir ( ) A
n
1,aBxn ∩






⊂ , axn ≠ , deci axn →  astfel încât 

( ) ( ) 1n,Vxf n ≥∀∉ , care contrazice faptul că ( ) Lxf n → .                                            ■ 

 
Observaţie. Din  această teoremă rezultă că, dacă există două şiruri 

( ) ( ) { }a\Ax,x nn ⊂′ , convergente către a astfel încât ( ) ( )nnnn
xflimxflim ′≠

∞→∞→
 sau cel 

puţin una nu există atunci funcţia f nu are limită în punctul a. 

 

Exemplu. Fie funcţia ( ){ } R0,0\R:f 2 → , ( ) 22 yx
xyy,xf
+

= . Fie şirul 

(zn)⊂ ( ){ }0,0\R2 , ( )0,0
n

,
n

zn →





 βα

= , unde ∈βα, R. 

Avem ( )
2

2

2

2n

nn

nnzf
β

+
α

βα

= 22 β+α
αβ

= , adică limita şirului ( )( )nzf  depinde de α  şi 

β . Astfel, spre exemplu fie 

             ( )0,0
n
1,

n
1zn →






=  şi ( )

2
1zflim nn

=
∞→

; 
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 ( )0,0
n
1,

n
2z'n →






=  şi  ( )

5
2z'flim nn

=
∞→

,  deci ( ∃)
( ) ( )

( )yx,flim
0,0yx, →

. 

 
Observaţie. Din definiţia cu şiruri a limitei unei funcţii într-un punct şi 

folosind faptul că limita unui şir de puncte dintr-un spaţiu metric este unică, 

rezultă că dacă YXA:f →⊂  are limită în Aa ′∈  atunci această limită este 

unică. 

 

Dacă RY,RX ==  şi RRA:f →⊂ , ( )xff = , f se numeşte funcţie reală. 

Dacă RY,2k,RX k =≥=  şi ,RRA:f k →⊂  f = f(x1,x2,...,xk), f se numeşte 

funcţie reală de variabilă vectorială ( ),x,...,x,xx k21=  sau de k variabile reale x1, 

x2,...,xk . 

Dacă mRY,RX == , 2m ≥  şi ( )xff,RRA:f m =→⊂ , atunci ( ) ( ) Ax,Rxf m ∈∀∈ , 

deci ( )xf  este de forma ( ) ( ) ( ) ( )( )xf,...,xf,xfxf m21= , ( ) Ax ∈∀ , unde 

RA:f,...,f,f m21 → . 

În acest caz, funcţia f este de forma ( )m21 f,...,f,ff =  şi o numim funcţie 

vectorială de variabilă reală. 

Dacă 2m,RY,2k,RX mk ≥=≥=   şi ( )xff,RR:f mk =→  atunci f este de forma 

( )m21 f,...,f,ff =  şi o numim funcţie vectorială de variabilă vectorială 

( )k21 x,...,x,xx =  sau de k variabile reale x1, x2,...,xk. 

 

Folosind  definiţia limitei cu şiruri şi teorema de caracterizare a convergenţei 

unui şir în spaţiul metric 1m,Rm ≥ , se obţine imediat 

Teorema 4.1.2. O funcţie ( )m21
mk f,...,f,ff,RRA:f =→⊂  are limită în  

Aa ′∈  egală cu ( ) m
m21 RL,...,L,LL ∈=  dacă şi numai dacă există simultan 

( ) m,1i,Lxflim iiax
==

→
. 

În acest caz ( ) ( ) ( ) ( )( )xflim,...,xflim,xflimxflim max2ax1axax →→→→
= .  
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În continuare vom considera funcţii cu valori reale ( ) Rd,XA:f →⊂ . 

 
Teorema 4.1.3. Fie RXA:g,f →⊂  şi Aa ′∈ . Dacă ( ) ( ) RLxflim 1ax

∈=∃
→

, 

RL)x(glim 2ax
∈=

→
 atunci 

a) există ( )( ) 21
ax

LLxgflim +=+
→

; 

b) există  ( )( ) 21
ax

LLxfglim =
→

; 

c) există ( )
2

1

ax L
Lx

g
flim =








→

, dacă 0L2 ≠  şi ( ) 0xg ≠ , ( ) Ax ∈∀ . 

 
Demonstraţie. Rezultă imediat folosind definiţia cu şiruri a limitei unei funcţii 

într-un punct şi proprietăţile cunoscute de la şiruri.                                               ■ 

 
Teorema 4.1.4. (Criteriul majorării). 

Fie RXA:g,f →⊂ , Aa ′∈  şi ( )aV ϑ∈  astfel încât  

( ) ( ) ( ) ax,AVx,xgLxf ≠∩∈∀≤− , unde L∈R. 

Dacă ( ) ( ) 0xglim
ax

=∃
→

 atunci  ( ) ( ) Lxflim
ax

=∃
→

. 

 
Demonstraţie.  Fie ( ) ax,ax,Ax nnn →≠⊂ .   Cum axn → , ( ) Nn0 ∈∃ , astfel 

încât ( ) 0n nn,Vx ≥∀∈  şi atunci  ( ) ( ) ( ) 0nn nn,xgLxf ≥∀≤− . 

Cum ( ) ( ) 0xglim
ax

=∃
→

 rezultă ( ) 0xg n →  şi atunci ( ) Lxf n → , deci ( ) ( ) Lxflim
ax

=∃
→

.  ■ 

 

Exemplu. Fie limita 
( ) ( )

( )
22

22

0,0y,x yx
1sinyxlim
+

+
→

. 

Cum  22
22

22 yx
yx

1sin)yx( +≤
+

+ , ( )( ) ( )0,0y,x ≠∀  şi  

( ) ( )
( )22

0,0y,x
yxlim +

→
 = 0 rezultă că 

( ) ( )
( ) 22

22

0,0y,x yx
1sinyxlim
+

+
→

 = 0. 

În continuare vom considera funcţii reale de variabile reale, RRA:f →⊂ . 

Dacă a este punct de acumulare pentru mulţimea ( ) { }ax:Axa,AA1 <∈=∞−∩=  
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atunci vom spune că a este punct de acumulare din stânga pentru A, adică este 

satisfăcută definiţia punctului de acumulare, utilizându-se doar punctele Ax ∈  cu 

ax < . 

Analog, dacă a este punct de acumulare pentru mulţimea  

( ) { }ax:Ax,aAA2 >∈=∞∩= , atunci vom spune că a   este punct de acumulare 

din dreapta pentru A.  

 
Definiţia 4.1.2. Fie RRA:f →⊂ , Aa ′∈ , şi ( )a,AA1 ∞−∩= . 

Funcţia f are limită la stânga în punctul a, egală cu Ls dacă 1Af  are limită în 

punctul a, adică ( ) ( )sLV ϑ∈∀ , ( ) ( )aU ϑ∈∃  astfel încât ( ) ax,AUx 1 ≠∩∈∀ , avem 

( ) Vxf ∈ . 

Vom nota aceasta prin ( )xflimL
ax
axs

<
→

=  sau  ( )0af − ,  ( )xflim
ax −→

. 

În mod analog se defineşte limita la dreapta în a care se notează 

( )xflimL
ax
axd

>
→

=  sau  f(a + 0),  ( )xflim
ax +→

. 

Limitele la stânga şi la dreapta într-un punct se numesc limite laterale. 

 
Teorema 4.1.5. Fie RRA:f →⊂  şi 1Aa ′∈ .  

Atunci ( )xflimL
ax
axs

<
→

=  dacă şi numai dacă pentru orice şir strict crescător 

( ) 1n Ax ⊂  cu axn →  avem ( ) sn Lxf → . 

 
Demonstraţie. Presupunem că există ).x(flimL

ax
axs

<
→

=  

Din teorema de caracterizare a limitei într-un punct cu şiruri, rezultă că, în 

particular, pentru orice şir strict crescător (xn) ⊂ A1 cu axn →  avem f(xn)→Ls. 

Reciproc, să presupunem că pentru orice şir strict crescător ( ) 1n Ax ⊂  cu 

axn →  avem ( ) sn Lxf → . 

Fie ( ) 1n Ax ⊂  un şir arbitrar (deci axn < ) cu axn → . Atunci ( ) sn Lxf → , 

deoarece în caz contrar extragem un subşir ( ) ( )nk xx
n

⊂  strict crescător cu limita 

a şi atunci ( ) sn Lxf → , contradicţie.                                                                         ■ 
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În mod analog se arată 

Teorema 4.1.6. Fie RRA:f →⊂  şi 2Aa ′∈ . 

Atunci ( )xflimL
ax
axd

>
→

=  dacă şi numai dacă pentru orice şir strict descrescător 

( ) Axn ⊂  cu axn →  avem ( ) dn Lxf → . 

 

Legătura dintre limita unei funcţii într-un punct şi limitele laterale în acel 

punct este dată de: 

Teorema 4.1.7.  Fie RRA:f →⊂  şi 21 AAa ′∩′∈ . 

Funcţia f are limită în punctul a dacă şi numai dacă există limitele laterale şi 

acestea sunt egale. 

În acest caz L = Ls = Ld. 

 
Demonstraţie. Dacă ( )∃ ( )xflimL

ax→
=  atunci rezultă imediat că ( ) LLs =∃  şi            

Ld = L. 

Reciproc, presupunem că ( )xflimL
ax
axs

<
→

= = ( )xflimL
ax
axd

>
→

= . Vom arăta că 

( )∃ ( ) ==
→

Lxflim
ax sd LL = . 

Fie 0>ε ; atunci ( ) 0",0' >δ>δ∃ εε  astfel încât 

( ) ax,Ax <∈∀  cu εδ<− 'ax  ⇒  ( ) ε<− sLxf  şi 

( ) axA,x >∈∀  cu ε"ax δ<−  ⇒  ( ) εLxf d <−  . 

Luând ( )εεε δδ=δ '','min  rezultă că pentru ( ) ax,Ax ≠∈∀  cu εδ<− ax  avem 

( ) ε<− sLxf , unde Ls = Ld, deci ( ) ( ) dsax
LLLxflim ===∃

→
.                                           ■ 

 
Observaţie. Fie  RRA:f →⊂  şi Aa ′∈ . Dacă a ±∞=  şi L ±∞= , pentru a 

defini ( ) Lxflim
ax

=
→

 folosim aceeaşi definiţie 4.1.1 cu remarca că în acest caz 

considerăm vecinătăţi ale punctului ∞± . Trecând  la caracterizarea cu şiruri va 

rezulta că ( ) Lxflim
ax

=
→

 dacă şi numai dacă ( )( ) ax,Ax nn ≠∈∀ , cu axlim nn
=

∞→
                        

(în R ) rezultă că L)f(xlim nn
=

∞→
(în R). 
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4.2. Funcţii continue 
 

Fie ( )1d,X , ( )2d,Y  spaţii metrice şi YXA:f →⊂  . 

Definiţia 4.2.1. Funcţia f este continuă în punctul Aa∈  dacă 

( ) ( )( ) ( ) ( )aU,afV ϑ∈∃ϑ∈∀  astfel încât ( ) AUx ∩∈∀  rezultă ( ) Vxf ∈ . 

În caz contrar, funcţia f este discontinuă în Aa ∈ . 

 

Intuitiv, funcţia f este continuă în Aa ∈  dacă f(x) este "oricât de aproape" de 

( )af  de îndată ce x este “suficient de aproape” de a. 

Observaţie.  Dacă Aa ∈  este un punct izolat atunci orice funcţie YA:f →  

este continuă în punctul a. 

Analog cu teorema 4.1.1 obţinem 

 
Teorema 4.2.1. (de caracterizare a continuităţii într-un punct). 

Fie  YXA:f →⊂ şi Aa ∈ . Următoarele afirmaţii sunt echivalente 

a) f este continuă în a; 

b) ( ) ( ) 0,0 >δ∃>ε∀ ε  astfel încât ( ) A,x ∈∀  cu ( ) εδ<a,xd1  rezultă 

( ) <f(a)f(x),d 2 ε; 

c) ( )( ) ax,Ax nn →⊂∀  rezultă că ( ) →nxf f(a). 

 
Demonstraţie. Analog cu demonstraţia teoremei 4.1.1.                               ■ 

 
Observaţie.  Din teoremele 4.1.1 şi 4.2.1 rezultă că dacă AAa ′∩∈  atunci  

YXA:f →⊂ este continuă în punctul a dacă şi numai dacă (∃) ( ) ( )afxflim
ax

=
→

. 

 
Definiţia 4.2.2. Funcţia  YXA:f →⊂  este continuă pe A dacă este 

continuă în toate punctele din A. 

 
Exemplu. Fie RR:f k → , liniară, adică 

( ) ( ) ( )yfxfyxf β+α=β+α , ( ) R, ∈βα∀ , kRy,x ∈ .  
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Se arată că o aplicaţie liniară f pe R k  este de forma 

( ) ,xcxf
k

1i
ii∑

=
=  ( ) ( ) k

k21 Rx,...,x,xx ∈=∀ , unde ( ) k
k21 Rc,...,c,cc ∈= . 

Dacă kRa∈ , ( )k21 a,..,a,aa =  este fixat şi kRx ∈ , ( ) k
k21 Rx,...,x,xx ∈=  este 

arbitrar, atunci: 

          ( ) ( ) ( ) ( )
21k

1i

2
ii

21k

1i

2
i

k

1i
iii axcaxcafxf 








−








≤−=− ∑∑∑

===
axc −=  .  

(am considerat pe R k  norma euclidiană). 

Va rezulta că ( ) ( )afxflim
ax

=
→

, deci f este  continuă în a şi cum a este arbitrar 

rezultă că f este  continuă pe R k . 

În particular, funcţiile proiecţie RR:pr k
i → , ( ) ii xxpr = ,  

(∀) ( ) k
k21 Rx,...,x,xx ∈= , k,1i = , sunt continue pe R k . 

 
Teorema 4.2.2.  O funcţie mk RRA:f →⊂ , ( )m21 f,...,f,ff,1m,1k =≥≥  este 

continuă în punctul Aa ∈  dacă şi numai dacă funcţiile f1, f2,…,fm  sunt continue    

în a. 

 
Demonstraţie. Rezultă din definiţia continuităţii cu şiruri şi teorema de 

caracterizare a convergenţei unui şir în spaţiul metric R m , 1m ≥ .                        ■ 

 
Observaţie. Din această teoremă şi exemplul anterior rezultă că o aplicaţie 

liniară mk RR:f →  este continuă pe R k . 

 
Teorema 4.2.3. (de caracterizare a continuităţii pe un spaţiu). 

Fie ( )1d,X , ( )2d,Y  spaţii metrice şi YX:f → . Atunci următoarele afirmaţii 

sunt echivalente 

a) f este continuă pe X; 

b) ( ) YD ⊂∀ , deschisă ( )Df 1−⇒  este deschisă în X; 

c) ( ) YF ⊂∀ , închisă ( )Ff 1−⇒  este închisă în X; 

d) ( ) ( ) ( )AfAf        XA ⊂⇒⊂∀ . 
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Demonstraţie.  

a) ⇒ d) Fie A ⊂ X şi ( )Afy ∈ , ( )xfy = , cu Ax ∈ . Cum Ax ∈ , ( )( ) Axn ⊂∃  

astfel încât xx n → . 

Cum f este continuă în x, rezultă ( ) ( ) yxfxf n =→ , deci ( )Afy ∈  şi astfel am 

arătat că ( ) ( )AfAf ⊂ . 

d) ⇒ c) Fie F ⊂ Y, închisă, adică FF =  în Y, şi fie  A = f -1(F). Conform 

ipotezei: 

( ) ( )AfAf ⊂ ( )( ) FFFff 1 =⊂= − , de unde  

( ) A)F(f)A(ffA 11 =⊂⊂ −− , 

şi cum AA ⊂ , rezultă AA = , deci ( )FfA 1−=  este închisă în X. 

c) ⇒ b)  Fie YD ⊂ , deschisă; atunci  F = Y \ D este închisă. 

Conform ipotezei, ( ) ( )D\YfFf 11 −− =  este închisă în X, de unde 

( ) ( ) ( )[ ] ( )DfDf\Yf\XFf\X 1111 −−−− == , şi cum f –1(F) este închisă, rezultă că                

f –1(D) este deschisă. 

b) ⇒ a)  Fie a ∈ X. Vom arăta că f  este continuă în a. 

Fie ( )( ) Yε,afBD ⊂= , deschisă. Conform ipotezei f-1(D)⊂ X este deschisă şi 

cum a∈ f-1(D), ( ) 0>δ∃ ε  astfel încât B ( ) ⊂δ ε,a f-1(D), de unde rezultă că 

( )( ) ( )( )ε⊂δε ,afB,aBf , adică f este continuă în a.                                                      ■ 

 

Fie { } YXa\A:f →⊂ , unde a∈A’. Dacă există ( ) YLxflim
ax

∈=
→

, atunci funcţia 

YA:f → , 

   ( ) ( ) { }




=
∈

=
ax  dacă     L

a\Ax dacă   xf
xf   prelungeşte funcţia f  şi este continuă în punctul a . 

În acest caz, spunem că  f  este prelungirea prin continuitate a lui f. 

 
Exemplu. 

Fie { } R0\R:f → , ( )
x

x sinxf = . 
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Cum ( ) 1xflim
0x

=
→

, funcţia  f poate fi prelungită prin continuitate în punctul 0. 

Prelungirea ei este funcţia RR:f → , ( )






=

≠=
0 xdacă   1

0  xdacă   
x
  xsin

xf . 

 
Definiţia 4.2.3.  O aplicaţie ( ) ( )21 d,Yd,X:f →  se numeşte izomorfism 

topologic sau homeomorfism dacă: 

a) f este bijectivă; 

b) funcţiile f  şi 1f −  sunt continue. 

 

În acest caz, spunem că spaţiile X şi Y sunt homeomorfe. O aplicaţie ce 

satisface condiţia b) se mai numeşte şi bicontinuă. 

Să observăm că dacă f  este homeomorfism atunci şi 1f −  este un 

homeomorfism. 

Dacă YX:f →  este un homeomorfism spunem că spaţiile metrice ( )1d,X , 

( )2d,Y  sunt homeomorfe. 

 
Exemplu. Funcţia RR:f → , ( ) 5xxf =  este homeomorfism a lui R pe R. 

 
Definiţia 4.2.4. O aplicaţie ( ) ( )21 d,Yd,X:f →  se numeşte izometrie dacă 

a) f este bijectivă; 

b) ( ) ( )( ) ( )y,xdyf,xfd 12 = , ( ) Xy,x ∈∀ . 

În acest caz, spunem că spaţiile metrice ( )1d,X , ( )2d,Y  sunt izometrice.  

Să observăm că dacă f  este izometrie  de la X la Y atunci şi 1f −  este o 

izometrie de la Y la X. 

 
Exemplu. Fie nRa ∈  şi nn RR:f → , ( ) axxf += . 

Este evident faptul că f  este o bijecţie, iar 

( ) ( ) ( ) ( ) yxayaxyfxf −=+−+=− , ( ) nRy,x ∈∀ , deci f este o izometrie. 

Rezultă că orice translaţie este o izometrie. 

Să observăm, de asemenea, că orice izometrie este un homeomorfism.                

Într-adevăr, fie ( ) ( )21 d,Yd,X:f →  izometrie. 
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Vom arăta că f este continuă. Fie Xx0 ∈  şi 0>ε , arbitrar. Vom avea: 

                      ( )( )( )ε− ,xfBf 0
1 ( ) ( )( ){ } =ε∈∈= ,xfBxf:Xx 0  

        ( ) ( )( ){ } =ε<∈= 02 xf,xfd:Xx { } =ε<∈ )x,x(d:Xx 01 B(x0, ε ), 

deci f este continuă în x0 şi atunci pe  X. 

Analog se arată că 1f −  este continuă. 

 

 

4.3. Proprietăţi ale funcţiilor continue 
 

Teorema 4.3.1. Fie ( )1d,X , ( )2d,Y  spaţii metrice şi YX:f → , continuă. Dacă 

XA ⊂  este compactă, atunci ( )Af  este compactă în Y. 

 
Demonstraţie. Fie ( ) IiiD ∈  o acoperire deschisă în Y pentru ( )Af , adică 

( )Af iIi
D

∈
∪⊂ , YDi ⊂  deschisă ( ) Ii ∈∀ . 

Atunci    

A ⊂ f –1(f(A)) ⊂ f –1 ( ) ( )i1

IiiIi
DfD −

∈∈
∪=∪  

Cum f este continuă, din teorema 4.2.3, ( )i
1 Df −  este deschisă în X, ( ) Ii ∈∀  şi 

cum A este compactă în X, există IJ ⊂ , finită astfel încât ( )i
1

Ji
DfA −

∈
∪⊂ , de unde  

f(A) ⊂ f 
Ji

(
∈
∪ f –1(Di)) = 

Ji∈
∪ f(f –1(Di)) ⊂

Ji∈
∪ Di 

adică ( ) JiiD ∈  este o subacoperire finită pentru ( )Af . 

Prin urmare, ( )Af  este compactă în Y.                                                           ■ 

 
Corolarul 4.3.1. Orice funcţie continuă pe un compact dintr-un spaţiu metric 

este mărginită. 

 
Demonstraţie. Dacă ( ) ( )21 d,Yd,X:f →  este continuă şi A ⊂ X este 

compactă, din teorema 4.3.1 rezultă că f(A) este compactă şi atunci este închisă 

şi mărginită  în Y.                                                                                                  ■ 
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Definiţia 4.3.1. Fie ( ) Rd,X:f → , XA ⊂  şi ( )xfsupM

Ax∈
= , ( )xfinfm

Ax∈
= . Spunem 

că: 

i) Funcţia f îşi atinge  marginea inferioară pe A dacă ( ) Aa ∈∃  astfel încât 

( )afm = . 

ii) Funcţia f îşi atinge  marginea superioară pe A dacă ( ) Ab ∈∃  astfel încât 

( )bfM = . 

iii) Funcţia îşi atinge  marginile pe A dacă îşi atinge  marginea superioară 

cât şi marginea inferioară. 

 
Teorema 4.3.2. (Weierstrass). Dacă A este o submulţime compactă a 

spaţiului metric ( )d,X  şi RA:f →  este continuă atunci f este mărginită pe A şi îşi 

atinge marginile. 

 
Demonstraţie.  Din corolarul 4.3.1 avem că ( )Af  este mărginită în R. 

Fie ( )xfsupM
Ax∈

=  şi ( )xfinfm
Ax∈

= . 

Din definiţia marginii inferioare există un şir ( ) Axn ⊂  astfel încât ( ) mxf n →  şi 

cum A este compactă, există un subşir ( )
nkx  al lui ( ) Ax n ⊂ , convergent la un 

punct din A, 
nkx  →a ∈ A. 

Cum f este continuă, avem f ( )
nkx ( )af→  şi cum f ( )

nkx m→ , folosind unicitatea 

limitei unui şir convergent într-un spaţiu metric, rezultă f(a) = m. 

Folosind definiţia marginii superioare se arată în mod asemănător că 

( ) Ab ∈∃  astfel încât f(b) = M.                                                                                 ■ 

 
 

Observaţie.  În particular, dacă RX = , A = [a, b], Rb,a ∈ , ba <  se obţine 

teorema lui Weierstrass cunoscută din liceu: 

 
Teorema 4.3.3. Dacă f: [a, b] →R este continuă atunci f este mărginită şi îşi 

atinge marginile pe [a, b]. 
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Definiţia 4.3.2. Fie ( )d,X  spaţiu metric. O submulţime XA ⊂  se numeşte 

conexă dacă nu există două mulţimi deschise XD,D 21 ⊂  cu proprietăţile 

i) ≠∩ AD1  ø, ≠∩ AD1  ø; 

ii) 21 DDA ∪⊂ ; 

iii) =∩∩ ADD 21  ø. 

În caz contrar, spunem că A  este  neconexă. 

Spunem că spaţiul metric ( )d,X  este conex  dacă nu există două mulţimi 

deschise XD,D 21 ⊂  nevide şi disjunte astfel încât 21 DDX ∪= . 

 
Exemple. 

1. RA ⊂ ,  A = (-2, 1] ∪ [5, 6) nu este conexă. 

2. 2RA ⊂ , ( ){ }3yx1:Ry,xA 222 <+<∈=  este o mulţime conexă. 

 
Teorema 4.3.4. O submulţime nevidă RA ⊂  este conexă dacă şi numai 

dacă A este interval. 

Pentru demonstraţie  se poate consulta [11].                                                ■ 

 
Teorema 4.3.5.  Fie ( ) ( )21 d,Y,d,X  spaţii metrice, XA ⊂ , conexă şi YA:f → , 

continuă. Atunci  f(A)  este conexă în Y. 

Demonstraţie. Presupunem prin absurd că ( )Af  nu este conexă. Atunci 

există două mulţimi nevide YD,D 21 ⊂  deschise astfel încât 

( ) =∩∩ AfDD 21 ∅, ( ) ≠∩ AfD1 ∅, ( ) ≠∩ AfD1 ∅ şi ( ) 21 DDAf ∩⊂ . 

Cum f este continuă, mulţimile ( ) ( )2
1

21
1

1 DfD~,DfD~ −− ==  sunt deschise   în  X. 

În plus, ∅≠∅≠  D~, D~ 21 , ( ) ( ) =∩∩=∩∩ −− ADfDfAD~D~ 2
1

1
1

21 ( ) ∅=∩∩− ADDf 21
1 , 

∅≠∩∅≠∩ AD~ ,AD~ 21 , iar 21 D~D~A ∪⊂ ,ceea ce arată că A este neconexă, 

absurd.  

                                                                                                                               ■ 

Corolarul 4.3.2. (Teorema valorii intermediare). 

Fie ( )d,X  un spaţiu metric, XA ⊂ , conexă, RA:f → , continuă şi Ab,a ∈  

astfel încât ( ) ( )bfaf < . 

Atunci ( ) ( ) ( )( )bf,af∈λ∀ , ( ) Ac ∈∃ , astfel încât ( ) λ=cf . 
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Demonstraţie. Din teorema 4.3.5 rezultă că ( )Af  este conexă în R şi din 

teorema 4.3.4 ( )Af  este un interval în R. 

Cum ( ) ( ) ( )Afbf,af ∈  rezultă ( ) ( )( ) ( )Afbf,af ⊂  şi demonstraţia este încheiată.   ■ 

 
Teorema 4.3.6.  Fie ( ) Rd,X:g,f → , continue şi R∈λ . Atunci 

a) g,f,fg,gf λλ+  sunt continue pe X; 

b) 
g
f  (unde ( ) ( ) Xx,0xg ∈∀≠ ) este continuă pe X; 

c) f  este continuă pe  X. 

 
Demonstraţie. Rezultă imediat folosind caracterizarea cu şiruri.                 ■ 

 
Teorema 4.3.7. Fie ( ) Rd,XA:f →⊂ , continuă în Aa ∈  şi ( ) 0af ≠ . Atunci  

există o vecinătate V a lui a astfel încât f are semn constant pe AV ∩ . 

 
Demonstraţie. Fără a restrânge  generalitatea să presupunem că ( ) 0af > . 

Fie  R∈λ  astfel încât ( ) 0af >λ> . Atunci ( ) ( )( ) ( )( )afaf,af ϑ∈λ+λ− , în R şi cum f 

este continuă în a, ( ) ∈∃ V ϑ (a) astfel încât ( ) AVx ∩∈∀  avem  

               ( ) ( ) ( )( )λ+λ−∈ af,afxf , de unde ( ) ( ) 0afxf >λ−> , ( ) AVx ∩∈∀ .               ■ 

 

Continuitate laterală 
 

Definiţia 4.3.3. Fie RD:f → , RD ⊂  şi DInta ∈ . 

i)   Funcţia f este continuă la stânga în a dacă  ( ) ( ) ( )af0af =−∃ . 

ii)  Funcţia f este continuă la dreapta în a dacă  ( ) ( ) ( )af0af =+∃ . 

 

Folosind teorema de caracterizare a limitei unei funcţii într-un punct                  

cu ajutorul limitelor laterale (teorema 4.1.7) se obţine: 

Teorema 4.3.8. Fie RD:f → , RD ⊂  şi DInta ∈ . 

Atunci f este continuă în a dacă şi numai dacă şi numai dacă este continuă 

la stânga şi la dreapta în a. 
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4.4. Funcţii uniform continue 

 
Definiţia 4.4.1. O funcţie f: ( ) ( )21 d,Yd,X →  se numeşte uniform continuă pe X 

dacă pentru ( ) ( ) 0,0 >δ∃>ε∀ ε  astfel încât ( ) Xy,x ∈∀  cu ( ) εδ<y,xd1  

rezultă ( ) ( )( ) ε<yf,xfd2 .     

 
Observaţii.  1. În timp ce noţiunea de continuitate are un caracter local, cea 

de uniform continuitate are un caracter global, ea definindu-se pe o mulţime. 

2. Din definiţie rezultă că, dacă există două şiruri ( ) ( ) Xy,x nn ⊂  astfel încât 

( ) 0y,xd nn1 →  şi ( ) ( )( )nn2 yf,xfd    → 0 atunci f nu  este uniform continuă 

3. Din definiţie rezultă că, dacă f este uniform continuă pe X atunci f este 

continuă pe X. 

Exemplu. Fie funcţia f : (0,1]→R, ( )
x
1xf = . 

Luând 1n,
n2
1y,

n
1x nn ≥==  avem 0yx nn →−  şi ( ) ( ) ∞→=− nyfxf nn , deci f 

nu este uniform continuă pe (0,1]. Să observăm totuşi că f este continuă pe (0,1]. 

Din acest exemplu rezultă că o funcţie continuă nu este în general uniform 

continuă. 

 
Teorema 4.4.1. (Cantor). Fie ( ) ( )21 d,Y,d,X  spaţii metrice XA ⊂ , compactă şi 

YA:f →  continuă. Atunci f este uniform continuă pe A. 

 
Demonstraţie. Presupunem prin absurd că f nu este uniform continuă, deci 

0)( 0 >ε∃  asfel încât ( ) 0>δ∀ , ( ) Ay,x ∈∃ δδ  cu ( ) δ<δδ y,xd 1  şi ( ) 02 )y(f),x(fd ε≥δδ . 

Luând 
n
1

=δ , cu 1n ≥ , rezultă că există două şiruri (xn), (yn) din A cu 

d1(xn,yn)< n
1  şi d2(f(xn),f(yn)) ≥ 0ε . Cum A este compactă ( )∃ x,y∈A şi două subşiruri 

( ) ( )nk xx
n

⊂  şi ( ) ( )nk yy
n

⊂  astfel încât  xx
nk → , yy

nk → .Cum ( ) 0
k
1y,xd
n

kk1 nn
→< , 

vom avea ( ) ( ) ( ) ( ) 0y,ydy,xdx,xdy,xd
nnnn kkkk →++≤ , pentru ∞→n , deci ( ) 0y,xd =  şi 

atunci x = y. 
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Cum f  e continuă avem ( ) ( ) ( ) ( )yfyf,xfxf
nn kk →→  şi atunci  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0yf,yfdxf,xfdyf,xfd
nnnn k2k2kk20 →+≤≤ε , pentru ∞→n , contradicţie.  ■ 

 

Probleme propuse. 
 

1. Să se studieze existenţa limitelor: 

a) 
( ) ( ) y3x

y2xlim 23,2y,x +
−

→
; b) 

( ) ( ) x
xysinlim

2,0y,x →
; c)

( ) ( ) 220,0y,x yx
1cosxlim
+→

; 

d) 
( ) ( ) 22

33

0,0y,x yx
yxlim

+
+

→
; e) ( ) x

x
exsin1lim +

∞→
;  f) 

( ) ( ) yx
y2xlim

0,0y,x +
−

→
; 

g) 
( ) ( ) 20,0y,x y

xlim
→

;          h) 
( ) ( ) 22

2

0,0y,x yx
yxlim

+→
;   i) 

( ) ( )

y

,2y,x y
x1lim 








+

+∞→
. 

  
 2. Să se studieze continuitatea funcţiilor: 

a) RR:f → ,  ( )




∈
∈

=
QRxx

Qxx
yxf

\  ,
      ,

, 2 ; 

b) RR:f 2 → ,  ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )





=

≠
+

+
=

0,0y,x                 ,0

0,0y,x,
yx

yxsin
y,xf 22

33

; 

  c) 22 RR:f → ,  ( ) 












≥
<+

=
0x   ,e
0x  ,ax

,ysinexf x
x , unde Ra ∈ . 

  
 3. Fie RRD:f →⊂ , monotonă. Să se arate că f are limite laterale în toate 

punctele de acumulare. 

 
4. Fie ( ) ( )21 d,Yd,X:g,f → , continue. Să se arate că mulţimea 

( ) ( ){ }xgxf:XxA =∈=  este închisă în X. 

 

5. Fie ( )d,X  spaţiu metric, ∅≠⊂ A,XA  şi RX:f → ,  

( ) ( ) ( )ax,dinfAx,dxf
Aa∈

==   . Să se arate că f este continuă pe X. 

 
6. Fie ( ) Rd,X:g,f → , continue. Să se arate că mulţimea 

( ) ( ){ }xgxf:XxA <∈=  este deschisă în X. 
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7. Să se determine funcţiile continue RR:f →  cu proprietatea: 

 f(x + y) = f(x) + f(y), (∀) x, y ∈ R. 

 

8. Fie RI,RI:f ⊂→ , interval, f  monotonă şi  

{ }x  înădiscontinu f:IxDf ∈= . Să se arate că fD  este cel mult numărabilă. 

 
9. Fie RR:f →  continuă şi mărginită. Să se arate că f are cel puţin un 

punct fix, adică ( ) Rx0 ∈∃  astfel încât ( ) 00 xxf = . 

 
10.  Fie spaţiul metric ( )d,L∞ , unde: 

( ){ ( )nn x:RxL ⊂=∞  mărginit }, şi 

( ) nn
Nn

yxsupy,xd
*

−=
∈

, ( ) ∞∈∀ Ly,x , ( ) ( )nn yy,xx == . 

Să se arate că  L∞  nu este compact. 

 
11. Să se arate că funcţia RR:f → , ( ) xsinxf =  este uniform continuă  pe R. 

 
12. Fie ( )d,X  un spaţiu metric şi  Xx0 ∈ . Să se arate că funcţia RX:f → , 

( ) ( )0x,xdxf =  este uniform continuă pe X. 

 
   13. Să se studieze uniform continuitatea funcţiilor: 

a) ( ) R,0:f →∞ , ( ) 2x1
1xf

+
= ; 

b) R]2,1(:f → ,  ( )
1x

1xf
−

= ; 

c) RR:f → ,  ( ) 2xsinxf = ; 

d) R),0[:f →∞ , ( ) xxf = ; 

e) ( ) R),0(x,0:f →∞∞ ,  ( )
y

1xy,xf +
= . 

 
  14. Fie 0a ≥  şi funcţia ( ) R,a:f →∞ , ( ) xlnxf = . 

Să se arate că f este uniform continuă pe (a, ∞) dacă şi numai dacă a > 0. 
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   15. Fie RR:f →  continuă şi periodică. 

     Atunci f este uniform continuă. 

 
   16. Fie ( ) Rd,X:g,f →  uniform continue. Atunci : 

a) gf +  este uniform continuă. 

b) dacă f şi g sunt mărginite fg ⇒  este uniform continuă. 
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CAPITOLUL  5 

 
DERIVABILITATEA  ŞI  DIFERENŢIALITATEA 

FUNCŢIILOR  REALE  DE  VARIABILĂ  REALĂ 
 
 

5.1. Proprietăţi de bază ale derivatei.  
 

Definiţia 5.1.1. Fie RRD:f →⊂ , DDx0 ′∩∈ . 

Funcţia f are derivată în 0x  dacă există în R  următoarea limită:  

( ) ( ) ( )0
0

0

0xx
xf

xx
xfxflim ′=

−
−

→
 (sau ( )0x

dx
df ). 

Dacă, în plus derivata ( )0xf ′  este finită,  spunem că funcţia f  este derivabilă            

în 0x . 

 
Propoziţia 5.1.1. Dacă RRD:f →⊂  este derivabilă în DDx0 ′∩∈  atunci f  

este continuă în 0x . 

Demonstraţie.  Din ipoteză avem că ( )∃ ( ) ( ) ( )0
0

0

0xx
xf

xx
xfxflim ′=

−
−

→
R∈ . 

Pentru ( ) 0xxD,x ≠∈∀  avem  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
0

0
0 xx

xx
xfxfxfxf −

−
−

+= , de unde rezultă prin trecere la limită: 

( ) ( )0
0xx

xfxflim =
→

, deci f  este continuă în 0x .                                                         ■ 

 
Observaţie.  Reciproca acestei afirmaţii nu este în general adevărată. În 

acest sens, fie RR:f → , ( ) xxf = . Evident, f  este continuă pe R dar nu este 

derivabilă în 0x =0. 
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Definiţia 5.1.2. Funcţia RRD:f →⊂  este derivabilă pe DA ⊂  dacă este 

derivabilă în orice punct din A . 

În acest caz se poate defini funcţia RA:f →′ , ( )xfx ′→ , numită derivata                 

funcţiei f . 

 
Definiţia 5.1.3.  Fie D⊂ R şi Dx0 ∈  un punct de acumulare pentru 

( )01 x,DD ∞−∩=  (respectiv pentru ( )∞∩= ,02 xDD ). 

Funcţia f  are derivată la stânga (respectiv la dreapta) în 0x , dacă 

( )∃ ( ) ( ) ( )0s
0

0

0xx
0xx

xf
xx

xfxflim ′=
−
−

<
→

R∈ , (respectiv ( )∃ ( ) ( ) ( )0d
0

0

0xx
0xx

xf
xx

xfxflim ′=
−
−

>
→

 R∈ ). 

Numărul ( )0s xf ′ R∈  (respectiv ( )0d xf ′ R∈ ) se numeşte derivata la stânga 

(respectiv la dreapta) a lui f  în 0x . 

Dacă în plus ( )0s xf ′ R∈  (respectiv ( )0d xf ′ R∈ ), spunem că f  este derivabilă la 

stânga (respectiv la dreapta) în 0x . 

Observaţie. Folosind teorema de caracterizare a limitei unei funcţii într-un 

punct cu ajutorul limitelor laterale rezultă că o funcţie RRD:f →⊂  este derivabilă 

în Dx0 ∈  (care este punct de acumulare atât la stânga cât şi la dreapta lui D) 

dacă şi numai dacă f  este derivabilă la stânga şi la dreapta în 0x , iar 

 ( )0s xf ′  = ( )0d xf′  = ( )0x'f . 

 

Reamintim din liceu proprietăţile de bază ale funcţiilor derivabile: 

Teorema 5.1.1. Fie RJ,I ⊂ , intervale, RJ:g,JI:f →→ . Dacă f  este 

derivabilă în Ix0 ∈  şi g  este derivabilă în J)x(fy 00 ∈=  atunci RI:fg →ο  este 

derivabilă în 0x  şi )x('f))x(f('g)x()'fg( 000 =ο . 

Dacă f  este derivabilă pe I  şi g  este derivabilă pe J  atunci fg ο  este 

derivabilă pe I  şi 'f)f'g()'fg( οο = . 
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Teorema 5.1.2. Fie RJ,I ⊂ , intervale şi JI:f →  continuă şi bijectivă. Dacă f  
este derivabilă în Ix0 ∈  şi ( ) 0xf 0 ≠′ , atunci funcţia inversă 1f −  este  derivabilă în 

( )00 xfy =  şi ( ) ( ) ( )0
0

1
xf
1yf

′
=

′− . 

 
Definiţia 5.1.4. Fie RRD:f →⊂ . Un punct Dx0 ∈  se numeşte punct de 

minim (respectiv de maxim) local pentru f  dacă ( ) ∈∃ V ϑ(x0) astfel încât 

( ) ( )0xfxf ≥   (respectiv ≤ ), ( ) DVx ∩∈∀ . 

Dacă aceste inegalităţi au loc ( ) Dx ∈∀ , atunci 0x  se numeşte punct de 

minim (respectiv de maxim) global. 

Un punct Dx0 ∈  se numeşte punct de extrem local dacă este punct de 

minim local sau de maxim local. 

 
Teorema 5.1.3. (Fermat).  

Fie RRI:f →⊂ , I  interval. Dacă 
ο
Ix0 ∈  este punct de extrem local pentru f  

şi f  este derivabilă în 0x  atunci ( ) 0xf 0 =′ . 

Definiţia 5.1.5. Fie RRI:f →⊂ , I  interval. Un punct 
ο
Ix0 ∈  în care f  este 

derivabilă şi ( ) 0xf 0 =′  se numeşte punct critic (sau staţionar) pentru f . 

 
Observaţii.  

 1. Dacă 
ο
Ix0 ∉ , atunci concluzia teoremei lui Fermat nu este întotdeauna 

adevărată. 

În acest sens, fie funcţia [ ] ( ) xxf  ,R1,0:f =→ . Atunci 0x0 =  este punct de 

minim pentru f  şi ( ) 00f ≠′ .  

   2. Reciproca teoremei lui Fermat nu este în general adevărată. În acest 

sens fie funcţia RR:f → , ( ) 3xxf = . Atunci ( ) 00f =′  dar 0x0 =  nu este un punct de 

extrem local. 

 
Teorema 5.1.4. (Teorema lui Rolle). 

Fie funcţia [ ] Rb,a:f → , unde f  ,ba ,Rb,a <∈  este continuă pe [ ]b,a , 

derivabilă pe (a,b), ( ) ( )bfaf = . Atunci ( ) ( )b,ac ∈∃  astfel încât ( ) 0cf =′ . 
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Teorema 5.1.5. (Teorema lui Cauchy). 

Fie [ ] Rb,a:f →  două funcţii continue pe [ ]b,a , derivabile pe (a,b) şi ( ) 0xg ≠′ , 

( ) ∈∀ x (a,b). Atunci ( ) ( )b,ac ∈∃  astfel încât ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )cg
cf

agbg
afbf

′
′

=
−
− . 

 
Teorema 5.1.6. (Teorema lui Lagrange). 

Fie [ ] Rb,a:f →  continuă pe [ ]b,a , derivabilă pe ( )b,a . Atunci ( ) ( )b,ac ∈∃  

astfel încât ( ) ( ) )c('f)ab(afbf −=− . 

Din teorema lui Lagrange se obţin cu uşurinţă următoarele două consecinţe: 

 
Propoziţia 5.1.1. Fie RRI:f →⊂ , I  interval, f  derivabilă pe I . 

Atunci: 

a)  Dacă 0f ≥′  pe I  rezultă că f  este crescătoare pe I ; 

b)  Dacă 0f ≤′  pe I  rezultă că f  este descrescătoare pe I ; 

c)  Dacă 0f =′  pe I  rezultă că f  este constantă pe I . 

 
Propoziţia 5.1.2. Fie RRI:f →⊂ , I  interval, f  continuă pe I  şi Ix0 ∈  astfel 

încât f  este derivabilă pe I { }0x\  şi ( ) ( )xflim
0xx

′∃
→

 şi este finită. 

Atunci f  este derivabilă în 0x  şi ( )xflim)x('f
0xx

0 ′=
→

. 

 
Teorema 5.1.7. (Regula lui L'Hospital). 

Fie ( ) Rb,a:g,f →  unde +∞≤<≤∞− ba . Presupunem că 

i) g,f  sunt derivabile pe ( )b,a  şi 0g ≠′  pe ( )b,a ; 

ii) ( ) ( )
( ) RL
xg
xflim

ax
ax

∈=
′
′

∃

>
→

; 

iii) ( ) ( ) 0xglimxflim

ax
ax

ax
ax

==

>
→

>
→

 (sau ∞± ). 

Atunci  ( ) ( )
( ) L
xg
xflim

ax
ax

=∃
>
→

. 
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5.2. Diferenţiala unei funcţii 
 

Fie RI ⊂  interval deschis, RI:f →  şi Ix0 ∈ . 

Definiţia 5.2.1. Funcţia f  este diferenţiabilă în 0x  dacă ( ) RA ∈∃  astfel 

încât  

             ( ) ( ) ( ) 0
xx

xxAxfxflim
0

00

0xx
=

−
−−−

→
                                 (5.1) 

 

Observaţie. Luând ( )
( ) ( ) ( )

.

xx  dacă  
 

xx  dacă 
  

0
xx

xxAxfxf
x

0

0
0

00

=

≠







−
−−−

=α  

rezultă că (5.1) se scrie echivalent: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) Ix ,xxxxxAxfxf 000 ∈∀−α+−+= ,         (5.2) 

unde RA ∈ , RI: →α , ( ) ( ) 0xxlim 0
0xx

=α=α
→

. 

 
Teorema 5.2.1. Fie RI ⊂  interval deschis. Funcţia RI:f →  este 

diferenţiabilă în Ix0 ∈  dacă şi numai dacă este derivabilă în 0x . 

 
Demonstraţie. Presupunem mai întâi că f  este diferenţiabilă în 0x . 

Conform definiţiei ( )∃ RA ∈ , RI: →α , continuă în 0x , ( ) 0x0 =α  astfel încât 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) Ix ,xxxxxAxfxf 000 ∈∀−α+−+= , de unde 

 ( ) ( )
0

0

0 xx,Ix)(),x(A
xx

xfxf
≠∈∀α+=

−
−  . 

Cum ( )
00 xxxx

lim0)x(lim
→→

∃⇒=α ( ) ( ) A
xx

xfxf

0

0 =
−
− , deci f este derivabilă în x0. 

Reciproc, fie f  derivabilă în 0x  şi fie RI: →α ,  

( )
( ) ( )

0

00
0

0

xx  dacă   
xx  dacă   

0

)x('f
xx

xfxf
x

=
≠





 −

−
−

=α . 
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Evident avem ( ) ( ) 0xxlim 0
0xx

=α=α
→

 şi din definiţia lui α  avem  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) Ix ,xxxαxx)(xf'xfxf 0000 ∈∀−+−+= ,        (5.3) 

deci f  este diferenţiabilă în 0x , iar ( )0xfA ′= .                                                        ■ 

 
Observaţie. Teorema 5.2.1 exprimă faptul că noţiunile de diferenţiabilitate şi 

derivabilitate sunt echivalente. 

 
Definiţie.  Fie RRI:f →⊂ , I  interval deschis, f  derivabilă în Ix0 ∈ .  

Funcţia RR:T →  definită prin ( ) ( )hxfhT 0′= , ( ) Rh ∈∀  se numeşte diferenţiala 

funcţiei f  în 0x  şi se notează cu ( )0xdf , adică ( )0xdf ( ) ( )hxfh 0′= , ( ) Rh ∈∀ . 

 
Observaţie. Dacă f  este diferenţiabilă în 0x , din (5.3) rezultă că, pentru x  

într-o vecinătate V  a lui 0x , avem aproximarea 

( ) ( ) ( )( )000 xxxfxfxf −′≅− ,                          (5.4) 

adică creşterea funcţiei într-o vecinătate a punctului 0x , f∆  se poate aproxima 

printr-o creştere liniară ( ) xxf 0 ∆′ . 

Notând hxx 0 =− , relaţia (5.4) se mai scrie: 

( ) ( ) ( ) ( ) hxdfhxfxfxf 000 =′≅− . 

În cazul particular, în care ( ) xxf =  avem ( ) 1xf 0 =′  şi atunci ( ) ( ) hhxdx 0 = , 

( ) Rh∈∀ . 

Notând cu dx  diferenţiala funcţiei identice, (deci dx RR: → , ( ) hhdx = , 

( ) Rh∈∀ ), obţinem  ( ) ( )dxxfxdf 00 ′= . 

Dacă f  este derivabilă pe I  atunci vom avea df(x)= 'f (x)dx, ( ) Ix ∈∀ . 

 
5.3. Derivate şi diferenţiale de ordin superior 
 

Fie RI ⊂  un interval deschis, f :I→R derivabilă pe I şi RI:'f →  derivata sa. 
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Definiţia 5.3.1. Funcţia f  este de două ori derivabilă în 0x  dacă funcţia f ′  

este derivabilă în 0x . În acest caz, derivata lui f ′  în 0x  se mai numeşte derivata a 

doua a lui f  în 0x  şi se notează cu ( )0xf ′′  (sau ( )02

2
x

dx
fd ). 

 

Dacă f ′  este derivabilă pe I  atunci derivata lui f ′  se numeşte derivata a 

doua (sau de ordinul doi) a lui f  şi se notează cu f ′′ . 

 

Prin recurenţă se definesc derivatele de ordin superior: 

Definiţia 5.3.2. Fie RRI:f →⊂ , I  interval deschis. 

Funcţia f  este de ( )2n n ≥  ori derivabilă în 0x  dacă f  este de ( )1n −  ori 

derivabilă pe o vecinătate V  a lui 0x  şi  dacă derivata de ordin ( )1n − , notată prin 

( )1nf −  este derivabilă în 0x . În acest caz  derivata lui f (n-1) în x0 se mai numeşte 

derivata de ordinul n a lui f în x0  şi se notează cu f (n)(x0) ( sau )x(
dx

fd
0n

n

). 

Funcţia f  este de n  ori derivabilă pe I  dacă este de n  ori derivabilă în toate 

punctele din I . 

 
Definiţia 5.3.3. Fie RRI:f →⊂ , I  interval deschis. 

Funcţia f  este de clasă nC , ( )1n ≥  pe I  şi scriem f ∈ nC ( )I  dacă f  este de n  

ori derivabilă pe I  şi derivata de ordin n  este continuă pe I . 

Vom nota  f,RI:f{)I(C0 →= continuă}; 

                 f,RI:f{)I(C →=∞  indefinit derivabilă pe I , adică este derivabilă 

de n ori pe I, ( ) }Nn *∈∀ . 

 

Teorema 5.3.1. Fie RI ⊂  interval deschis, *Nn∈ , ( )ICg,f n∈ , R, ∈βα . 

Atunci ( )( )ICfg    ,gf n∈β+α  şi 

i)  ( )( ) ( ) ( )nnn ff  gf β+α=β+α ; 

ii)  ( )( ) ( )∑
=

−=
n

0k

)k(knk
n

n gfCfg . 
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Formula lui Taylor 

Fie RRI:f →⊂ , I  interval deschis, x0 ∈ I, n ∈ N*, iar funcţia f de n ori 

derivabilă pe I . 

 

 
Ne propunem să aproximăm valorile funcţiei f  în vecinătatea lui 0x  printr-un 

polinom de grad n . 

Căutăm un polinom [ ]XRTn ∈  de grad n  care să aproximeze valorile funcţiei 

f  într-o vecinătate a lui 0x  şi să verifice în plus condiţiile 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0
n

0
n

n00n00n xfxT  ,...,xfxT  ,xfxT =′=′= .                     (5.5) 

Considerăm nT  descompus după puterile lui ( )0xx −  

( ) ( ) ( )n0n010n xxa...xxaaxT −++−+=  

Folosind relaţiile (5.5) vom avea 

a0 = f(x0) , a1 = (x0) , … , an = 
!n

1 f(n)(x0). 

Astfel obţinem 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0
n

n
0

0
0

0n xf
!n
xx...xf

!1
xxxfxT −

++′−
+= , unde Ix ∈ . 

Polinomul nT  se numeşte polinom Taylor asociat funcţiei f  în 0x . 

Fie RI:Rn → , ( ) ( ) ( )xTxfxR nn −= . 

Funcţia nR  se numeşte restul Taylor de ordin n  asociat funcţiei f  în 0x . 

Obţinem ( ) ( ) )x(RxTxf nn += , ( )∀ Ix ∈ , adică 

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0
n

n
0

0
0

0 xf
!n
xx...xf

!1
xxxfxf −

++′−
+= ( )xRn+ , ( )∀ Ix ∈ ,          (5.6) 

numită formula lui Taylor cu rest de ordin n  asociat funcţiei f  în 0x . 

 
Observaţie.  Cum  ( ) 0xRlim n

0xx
=

→
 rezultă că pentru x  într-o vecinătate V  a 

lui 0x  avem aproximarea: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0
n

n
0

0
0

0 xf
!n
xx...xf

!1
xxxfxf −

++′−
+≅ . 

Se poate arăta că  0
xx

)x(Rlim n
0

n

0xx
=

−→
. 
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Teorema 5.3.2. (Formula lui Taylor cu rest Lagrange). 

Fie RI ⊂  interval deschis, Ix0 ∈  şi RI:f →  de ( )1n +  ori derivabilă pe I . 

Atunci ( ) 0xx ,Ix ≠∈∀  există ξ  între 0x  şi x (deci ( ) xx1 0 θ+θ−=ξ , cu ( )1,0∈θ ), 

astfel încât  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ξ
+

−
+

−
++′−

+= +
+

1n
1n

0
0

n
n

0
0

0
0 f

)!1n(
xxxf

!n
xx...xf

!1
xxxfxf . 

 
Demonstraţie. Căutăm în (5.6) pe Rn de forma ( ) ( ) kxxxR p

0n −= , unde 
*Np ∈ , ( )0x,xkk = . 

Considerăm funcţia RI: →ϕ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tf
!n
tx...tf

!1
txtft n

n−
++′−

+=ϕ  + (x - t) pk. 

Evident ϕ  este derivabilă pe I , ( ) ( ) ( ) ( )xfx  ,xfx 0 =ϕ=ϕ  şi din teorema lui Rolle 

( ) ξ∃   între 0x  şi x  astfel încât ( ) 0=ξϕ′ . Dar 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( ) +
−

−
−−′′−

+
′

−′=ϕ′
−

tf
!1n

tx...tf
!1

tx
!1
tftft n

1n

 

( ) ( )( ) ( ) =−−
−

+ −+ ktxptf
!n

tx 1p1n
n

 

( ) ( ) ( ) ktxp)t(f
!n
tx 1p1n

n
−+ −−

−
= . 

Din ( ) 0=ξϕ′  rezultă 

( ) ( ) ( ) kxp)(f
!n

x 1p1n
n

−+ ξ−=ξ
ξ− . 

Luând 1np +=  obţinem 
( )( )

( )!1n
fk

1n

+
ξ

=
+

 şi atunci 

( ) ( )
( )

( )( )ξ
+

−
= +

+
1n

1n
0

n f
!1n

xxxR , ( ) Ix ∈∀ . 

şi demonstraţia este încheiată.                                                                              ■ 

 
Observaţie. Dacă I0x0 ∈= , din teorema 5.3.2 rezultă că ( ) 0x,Ix ≠∈∀ ,           

( )ξ∃  între 0 şi x (deci xθ=ξ , cu ( )1,0∈θ ), astfel încât  
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( ) ( ) ( ) ( )( )+++′+= 0f
!n

x...0f
!1
x0fxf n

n

( )
( )( )ξ

+
+

+
1n

1n

f
!1n

x , 

numită formula Mac-Laurin cu rest de ordin n  sub forma Lagrange. 

 

 

 

 
Aplicaţii. 

1. Fie RR:f → , ( ) xexf = . Atunci f este indefinit derivabilă pe R şi 
( )( ) ( ) Nn,exf xn ∈∀= , ( ) Rx ∈∀ . 

Rezultă ( ) ( ) 10f n = , ( ) Nn ∈∀ . Să scriem formula Mac-Laurin cu rest de ordin n sub 

forma Lagrange. 

Pentru ( ) Rx ∈∀ , 0x ≠ , ( ) ( )1,0∈θ∃  astfel încât  

( )
x 

1nn2
x e

!1n
x

!n
x...

!2
x

!1
x1e θ

+

+
+++++=  

2. Fie RR:f → , ( ) xcosxf = . Atunci f este indefinit derivabilă pe R şi 

( ) 





 π

+=
2

nxcosxf )n( , ( ) Nn ∈∀ , ( ) Rx ∈∀ . 

Din formula lui Mac-Laurin cu rest de ordin n sub forma Lagrange pentru 

( ) Rx ∈∀ , 0x ≠ , ( ) ( )1,0∈θ∃  astfel încât  

( ) ( ) 





 π

++ξ
+

+
π

++−+−=
+

2
1ncos

!1n
x

2
ncos

!n
x...

!6
x

!4
x

!2
x1xcos

1nn642

. 

Pentru k2n =  obţinem: 

( ) ( ) 





 π

++ξ
+

+−++−+−=
+

2
1k2cos

!1k2
x

)!k2(
x)1(...

!6
x

!4
x

!2
x1xcos

1k2k2
k

642

 

şi analog pentru n impar. 

 

Extreme locale pentru funcţii derivabile 
 

Teorema 5.3.3. (Condiţia suficientă de extrem local). 

Fie RI ⊂  interval deschis, RI:f →  de clasă nC , ( )1n ≥  pe I , x0 ∈ R un punct 

critic pentru f astfel încât ( ) ( ) ( )( ) 0xf...xfxf 0
1n

00 ===′′=′ − , ( )( ) 0xf 0
n ≠ . 
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Atunci 

a) Dacă n  este par, rezultă că 0x  este punct de extrem local şi anume: 
( )( ) 00
n x 0xf ⇒>  punct de minim local 

( )( ) 00
n x 0xf ⇒<  punct de maxim local 

b) Dacă n  este impar, rezultă că 0x  nu este punct de extrem local. 

 
Demonstraţie. 
 
a) Presupunem n par şi ( )( )  0xf 0

n > . Cum ( )nf  este continuă, ( ) ( ) IV,xV 0 ⊂ϑ∈∃  

astfel încât ( )( )  0xf n > , ( ) Vx ∈∀ . 

Din formula lui Taylor cu rest de ordinul ( )1n −  sub forma Lagrange, pentru 

0xx,Vx ≠∈ , există  ξ   între x şi 0x  astfel încât: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) )(f
!n
xxxf

)!1n(
xx...xf

!1
xxxfxf )n(

n
0

0
1n

1n
0

0
0

0 ξ
−

+
−

−
++′−

+= −
−

, 

de unde 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξ
−

=− n
n

0
0 f

!n
xx

xfxf , ( ) Vx ∈∀ . 

Cum n este par avem ( ) 0
!n
xx n

0 ≥
− , ( ) Vx ∈∀  şi cum ξ  este între x şi x0 

rezultă ξ V∈  şi atunci ( ) ( ) 0f n >ξ , de unde f(x) – f(x0) ≥ 0, ( ) Vx ∈∀ , adică x0 este 

punct de minim local pentru f. 

Cazul ( )( )  0xf 0
n <  se tratează analog. 

b) Dacă n este impar atunci diferenţa ( ) ( )0xfxf −  nu are semn constant pe 

nici o vecinătate V a lui 0x , deci 0x  nu este  punct de extrem local.                     ■ 

 
Exemplu. Fie funcţia RR:f → , ( ) 5x2xxf 36 +−= . Vom avea: 

( ) 25 x6x6xf −=′ ; 

( ) 0xf =′  ⇒  ( ) 01xx6 32 =−  ⇒  { }1,0x ∈ , deci 0x =  şi 1x =  sunt puncte critice. 

Caz 1.  Fie 0x0 = .Vom avea: 

( ) ( ) 00f x12x30xf 4 =′′⇒−=′′ ; 
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( ) ( ) 0120f  12x120xf 3 ≠−=′′′⇒−=′′′ , deci 3n = , impar şi 0x0 =  nu este punct 

de extrem local. 

Caz 2.  Fie 1x0 = .V0m avea: 

( ) 01812301f >=−=′′ , 2n = , par. 

Rezultă că 1x0 =  este punct de minim local. 

 

 

 
Definiţia 5.3.4. Fie RI ⊂ , interval deschis şi Ix0 ∈  şi RI:f → . 

Funcţia f este de două ori diferenţiabilă în 0x  (respectiv pe I) dacă f este 

derivabilă pe I şi derivata sa f ′  este diferenţiabilă în 0x  (respectiv pe I). 

Diferenţiala de ordinul doi a funcţiei f în 0x  se notează cu ( )0
2 xfd  şi este 

definită prin 

( )0
2 xfd ( )( ) ( ) 2

0
2

0 dxxfdxxf ′′=′′= . 

Prin recurenţă obţinem: 

 
Definiţia 5.3.5. Fie RI ⊂ , interval deschis, Rx0 ∈  şi RI:f → . Funcţia f este 

de n ( )2n ≥  ori diferenţiabilă în 0x  dacă este de ( )1n −  ori derivabilă pe I şi 

derivata ( )1nf −  este diferenţiabilă în 0x . 

Diferenţiala de ordinul n  se notează cu ( )0
n xfd  şi  este definită astfel: 

( )0
n xfd ( )( )( ) ( )( ) n

0
nn

0
n dxxfdxxf == . 

 
Probleme propuse 

 
1. Să se studieze derivabilitatea funcţiei RR:f → , 

( )






=
≠

=
0x
0x,

,0
x
1sinxxf

n
, unde Nn ∈  

 

2. Să se arate că punctul c din teorema lui Lagrange aplicată funcţiei 

[ ] Rb,a:f → , ba0 << , ( ) xlnxf =  verifică inegalităţile   )ba(
2
1cab +<< . 
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3. Să se arate că, dacă 0b,a >  atunci 1ba ab >+ . 

4. Fie RR:f → , ( ) xcosexf x= . Să se calculeze ( ) ( )xf n , unde *Nn∈  şi să se 

aproximeze funcţia f printr-un polinom de grad trei în vecinătatea originii. 

5. Să se arate că polinomul ( )
!n

x...
!1
x1xP

n

+++=  nu poate avea rădăcini 

multiple. 

 

 

6. Să se arate că ecuaţia 01nxxn =+− , 3n ≥  are două rădăcini pozitive 

nn ,βα  cu proprietăţile 0n →α , 1n →β . 

 

7. Să se scrie formula Mac-Laurin cu rest de ordin n sub forma Lagrange 

pentru funcţiile: 

a) RR:f → ,  ( ) sinxf = x; 

b) ( ) R,1:f →∞− ,  ( ) ( )x1lnxf += ; 

c) ( ) R,1:f →∞− ,  ( ) x1xf += . 

 

8. Să se studieze extremele locale ale funcţiilor: 

a) RR:f → ,  ( ) arctg2xxf −= x; 

b) ( ) R,0:f →π ,  ( ) xsinexf xcos2

= . 
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CAPITOLUL  6 
 

DERIVABILITATEA ŞI DIFERENŢIABILITATEA FUNCŢIILOR 
DE MAI MULTE VARIABILE 

 
 

6.1. Derivata după o direcţie. Derivate parţiale de ordinul  

       întâi. 
 

 Fie ⊂A Rn, n ≥ 2, deschisă, a ∈A şi f : A →  R, f = f(x1, x2, …, xn). Pornind 

de la definiţia derivatei din cazul funcţiilor reale de variabilă reala suntem tentaţi 

să definim derivata funcţiei f în punctul a pornind de la raportul 
ax

)a(f)x(f
−
− , pentru 

x ≠ a, însă acest raport nu are sens întrucât x-a este un vector şi nu este definită 

împărţirea unui scalar la un vector. 

 Dacă am defini derivata funcţiei f în a prin 
ax

)a(f)x(f
lim

ax −
−

→
, raportul dat are 

sens însă nu vom obţine o definiţie satisfăcătoare deoarece considerând funcţia 

cu valorile f(x) = f(x1, x2,…, xn) = x1, pentru x = (x1, x2,…, xn)∈A, aceasta nu ar 

avea derivată în origine în sensul menţionat. 

 Vom defini mai întâi derivata după o direcţie. Fie r > 0 astfel încât  

B(a, r)⊂ A şi s ∈Rn un versor, deci s = (s1, s2,…, sn), IIsII = 2
n

2
2

2
1 s...ss ++ = 1. 

 Fie funcţia g : (-r, r)→R, g(t) = f(a + ts). Să observăm că, pentru t∈(-r, r) 

avem a + ts ∈B (a, r) ⊂  A, deoarece IIa + ts – aII = IItsII = ItI IIsII = ItI < r  

şi deci funcţia g este bine definită. 

 
 Definiţia 6.1.1. Funcţia f este derivabila în punctul a după versorul s dacă 

funcţia g este derivabilă în t = 0 iar  g’(0) se numeşte derivata lui f în punctul a şi 

se notează prin )a(
ds
df . 
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 Observaţie. Conform definiţiei avem:  
 

)a(
ds
df = g’(0) = 

t
)a(f)tsa(flim

t
)0(g)t(glim

0t0t

−+
=

−
→→

. 

 Fie B = { }n,21 e...,e,e  baza canonică din Rn, e1 = (1, 0, 0,…, 0),  

e2 = (0, 1, 0,…, 0), …, en = (0, 0, 0,…, 0,1). 

 
 Definiţia 6.1.2. Funcţia f este derivabilă parţial în punctul a în raport cu 

variabila xi, i n,1∈  dacă f este derivabilă în punctul a după versorul s = ei. 

 Numărul )a(
de
df

i
 se numeşte derivata parţială a funcţiei f în punctul a în 

raport cu variabila xi şi se notează prin  )a(
x
f
i∂

∂  sau  )a(f '
xi . 

 Observăm, deci,  

)a(
x
f

i∂
∂ = )a(

de
df

i
= =

−+
→ t

)a(f)tea(flim i
0t

 

t
)a,...,a,a(f)a,...,a,ta,a,...,a,a(flim n21n1ii1i21

0t

−+
= +−

→
, ni1 ≤≤ . 

 Notând cu xi = ai + t, pentru ni1 ≤≤ , obţinem: 

)a(
x
f
i∂

∂ = 
ii

n21n1ii1i21
ax ax

)a,...,a,a(f)a,...,a,x,a,...,a,a(flim
ii −

−+−
→

. 

 Caz particular. n = 2, f : A ⊂  R2 →  R, f = f(x,y), a = (x0, y0) ∈A. 

0

000
xx

00 xx
)y,x(f)y,x(flim)y,x(

x 
f 

0 −
−

=
∂
∂

→
; 

0

000
yy00 yy

)y,x(f)y,x(flim)y,x(
y 
f 

0 −
−

=
∂
∂

→
. 

 
Definiţia 6.1.3. Funcţia f este derivabilă parţial în punctul a dacă este 

derivabilă parţial în a în raport cu toate variabilele x1, x2, x3,…, xn. 

În acest caz se poate defini 

 







∂
∂

∂
∂

∂
∂

= )a(
x
f),...,a(

x
f),a(

x
f)a(gradf

n21

, numit şi gradientul funcţiei f în punctul a. 
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 Definiţia 6.1.4. Funcţia f este derivabilă parţial pe A dacă este derivabilă 

parţial în toate punctele din  A. 

 În acest caz se pot defini funcţiile 

 ,Ax)(),x(
x
fx,n,1i,RA:

x
f

ii

∈∀
∂
∂

→∈→
∂
∂  numite şi derivatele parţiale de ordinul 

întâi ale funcţiei f. 

 Funcţia f este de clasă C1 pe A şi scriem f∈C1(A), dacă f admite derivate 

parţiale de ordinul întâi pe A şi acestea sunt continue pe A. 

 În capitolul 5 am văzut că, dacă f este derivabilă într-un punct, atunci f este 

continuă în acel punct. În cazul funcţiilor de mai multe variabile, rezultatul nu mai 

este adevărat. Dacă o funcţie este derivabilă într-un punct după un versor s, nu 

rezultă neapărat că f este continuă în acest punct. În acest sens considerăm 

funcţia:  









=

≠
+−=→

)0,0()y,x(  daca  ,0

)0,0()y,x(  daca  ,
x)xy(

x
)y,x(f,RR:f 822

5

2  

Atunci funcţia f este derivabilă în origine după orice versor 2Rs ∈ , dar f nu este 

continuă în origine. 

 
 Observaţie. Dacă gi(xi) = f(a1, a2, …, ai-1, xi, ai+1,…, an), atunci 

n1,i),(ag'
ax

)(ag)(xglim(a)
x
f

ii
ii

iiii

ax
i ii

∈=
−
−

=
∂
∂

→
. 

 De aici rezultă şi metoda practică de calcul al derivatelor parţiale şi anume 

o derivată parţială în raport cu una din variabile se obţine derivând funcţia f în 

raport cu aceea variabilă conform regulilor de derivare de la funcţia reală, de 

variabilă reală, celelalte variabile considerându-se constante. 

 
 Exemplu. Fie funcţia RRD:f 2 →⊂ , f(x,y) = x3y+ln(x2+y2). 

Atunci 

 
.D)y,x)((,

yx
y2x)y,x(

y
f

,D)y,x)((,
yx

x2yx3)y,x(
x
f

22
3

22
2

∈∀
+

+=
∂
∂

∈∀
+

+=
∂
∂
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Fie ,RRA:f mn →⊂  )f,...,f,f(f m21= , unde n,m 2≥ , A este deschisă şi a A∈ . 

 
 Definiţia 6.1.5. Funcţia f este derivabilă parţial în punctul a în raport cu 

variabila xi, i n,1∈  dacă toate funcţiile f1, f2, …, fm, sunt derivabile parţial în punctul 

a in raport cu variabila xi. 

 In acest caz 

   .n,1i,)a(
x
f),...,a(

x
f),a(

x
f)a(

x
f

i

m

i

2

i

1

i

∈







∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

 
 Definiţia 6.1.6. Funcţia f este derivabilă parţial în punctul a dacă este 

derivabilă parţial în punctul a în raport cu toate variabilele x1, x2,…, xn. 

 În acest caz se poate defini matricea notată 

  (R)M

(a)
x
f...   (a)

x
f   (a)

x
f

....................................

(a)
x
f...  (a)

x
f   (a)

x
f

(a)
x
f...   (a)

x
f   (a)

x
f

(a))'(a)(saufJ mxn

n

m

2

m

1

m

n

2

2

2

1

2

n

1

2

1

1

1

f ∈





























∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

= , 

numită matricea jacobiană a lui f în punctul a. 

 Dacă m = n atunci  )R(M)a(J nf ∈ , iar d = detJf(a), se numeşte determinantul 

funcţional al funcţiilor f1, f2, …, fn, în raport cu variabilele x1, x2,…, xn în punctul a 

şi se notează: 

detJf(a) = ))a(
)x(D
)f(Dsau)(a(

)x,...,x,x(D
)f,...,f.f(D
n21

n21 . 

 

  6.2. Diferenţiabilitatea funcţiilor reale de mai multe variabile 
 

 Fie nRA ⊂ , deschisă, a A∈  şi RA:f → , f = f(x1, x2,…, xn). 

 
 Definiţia 6.2.1. Funcţia f este diferenţiabilă în punctul a dacă există o 

aplicaţie liniară T:Rn → R astfel încât 
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0
ax

)ax(T)a(f)x(flim
ax

=
−

−−−
→

                                  (6.1)

                                                              

 Funcţia f este diferenţiabilă pe A dacă este diferenţiabilă în orice punct    

din A. 

 Dacă notăm cu 








=

≠
−

−−−
=α

ax daca                             ,0

ax daca,
ax

)ax(T)a(f)x(f
)x( , atunci (6.1) se scrie 

echivalent astfel: 

   f(x) = f(a)+T(x-a)+ Ax)(,ax)x( ∈∀−α ,                (6.2) 

unde RA: →α este continuă în a şi α (a) = 0. 

 
 Propoziţia 6.2.1. Dacă f este diferenţiabilă în a atunci aplicaţia liniară T 

este unică. 

 
 Demonstraţie.  Presupunem că există T1, T2 : R Rn→ , liniare, 21,αα  

continue în a, 0)a()a( 21 =α=α , astfel încât 

f(x) = f(a)+T1(x-a)+ Ax)(,ax)x(1 ∈∀−α ; 

f(x) = f(a)+T2(x-a)+ Ax)(,ax)x(2 ∈∀−α . 

 Notând T =T1-T2, 12 α−α=α  şi scăzând cele două relaţii obţinem  

T(x-a) = Ax)(,ax)x( ∈∀−α . 

 Fie h nR∈ , fixat şi t > 0 suficient de mic astfel încât a+th∈A. 

          Luând  x = a+th obţinem 

T(th) = ,th)tha( +α  de unde 

tT(h) =t h)tha( +α , adică T(h) = .h)tha( +α  

 Pentru t 0→  obţinem T(h) = 0 şi cum h nR∈  este arbitrar luat rezultă T = 0, 

deci T1 = T2.                                                                                                         ■ 

 
 Definiţia 6.2.2. Aplicaţia liniară T se numeşte diferenţiala funcţiei f în 

punctul a şi notează T = df(a). 

 



- 101 - 

  

 Observaţie. Dacă f RR: n →  este liniară atunci f este diferenţiabilă în orice 

punct a nR∈  şi df(a) = f. 

Într-adevăr, 0
ax

)a(f)x(f)a(f)x(flim
ax

)ax(f)a(f)x(flim
axax

=
−

+−−
=

−
−−−

→→
. 

 În particular funcţiile proiecţie pr RR: n
i → , pri(x1, x2,…, xn) = xi, ni1 ≤≤  sunt 

diferenţiabile în nRa)( ∈∀  şi dpri(a) = pri, n,1i = . 

 
 Teorema 6.2.1. Fie RRA:f n →⊂ , diferenţiabilă în punctul a∈A. Atunci: 

a) f este continuă în a; 

b) f este derivabilă în a după orice versor nRs ∈  şi )s)(a(df)a(
ds
df

= . 

În particular f este derivabilă parţial în a şi n,1i)(),e)(a(df)a(
x
f

i
i

=∀=
∂
∂ . 

 
Demonstraţie. a) Cum f este diferenţiabilă în punctul a, conform 

definiţiei (vezi 6.2), există RR:T n → , liniară, T = df(a) şi RA: →α , continuă în  a, 

0)a( =α  astfel încât 

f(x) = f(a)+T(x-a)+ )x(α Ax)(,ax ∈∀−       (6.3) 

 Cum T este liniară, este continuă şi atunci )a(f)x(flim
ax

=
→

, adică f este 

continuă în a. 

b) Dacă s nR∈  este un versor, din (6.3) avem 

)s)(a(df)s(T))tsa(
t
t

)s(T(lim
t

)tsa(t)s(tT
lim

t
ts)tsa()ts(T

lim

t
)a(fatsa)tsa()atsa(T)a(f

lim
t

)a(f)tsa(flim)a(
ds
df

0t0t0t

0t0t

==+α+=
+α+

=
+α+

=

=
−−++α+−++

=
−+

=

→→→

→→

                                                                                                                               ■ 

 
Observaţie. Cum 

ax
lim

→
0)x( =α din (6.3) rezultă că, pentru x într-o vecinătate 

V a lui a avem aproximarea f(x)-f(a)≅ T(x-a) = df(a)(x-a), deci creşterea funcţiei f 

într-o vecinătate a punctului a se poate aproxima printr-o creştere liniară. 
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 Observaţie. Fie RRA:f n →⊂ , diferenţiabilă în a A∈ . Funcţiile proiecţie 

sunt diferenţiabile în a şi dpri(a) = pri, n,1i)( =∀ . Notăm cu dxi diferenţiala funcţiei 

pri în a, dxi = dpri(a), i= n,1 . 

Pentru ,Rh)( n∈∀  h = (h1, h2,…, hn) vom avea:  

                      
,)h(dx)a(

x
f)h)(a(dpr)a(

x
f)h(pr)a(

x
f

)a(
x
fh)e)(a(dfheh)a(df)h)(a(df

n

1i
i

i

n

1i

n

1i
i

i
i

i

i

n

1i
ii

n

1i
i

n

1i
ii

∑∑ ∑

∑∑∑

== =

===

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=

=
∂
∂

==







=

 

de unde ∑
= ∂

∂
=

n

1i
i

i
dx)a(

x
f)a(df , care reprezintă expresia diferenţialei de ordinul întâi 

a lui f în a. 

Deci df(a): RRn →  este o aplicaţie liniară şi  

df(a)(h) = n
n21

n

1i
i

i
R)h,...,h,h(h )( ,h)a(

x
f

∈=∀
∂
∂∑

=
. 

 Din observaţia anterioară rezultă că pe o vecinătate V a lui a avem 

aproximarea 

∑
=

−
∂
∂

+≅
n

1i
ii

i
)ax)(a(

x
f)a(f)x(f . 

 Caz particular. n =2, ,RRA:f 2 →⊂  f = f(x,y), a = (x0,y0) A∈ ,  

df(x0, y0) = dy)y,x(
y
fdx)y,x(

x
f

0000 ∂
∂

+
∂
∂ . 

 
 Teorema 6.2.2. (Criteriu de diferenţiabilitate). 

 Fie nRA ⊂ , deschisă, Aa ∈  şi RA:f → . Dacă f este derivabilă parţial într-o 

vecinătate V a punctului a iar derivatele parţiale sunt continue în a atunci f este 

diferenţiabilă în a.  

  
Demonstraţie. Fie a = (a1, a2…, an) A∈ , r > 0 astfel încât B(a,r) A⊂  şi f 

este derivabilă parţial pe B(a,r). Pentru x B∈ (a,r), vom avea : 

f(x) - f(a) = f(x1, x2,…, xn) - f(a1, a2…, an) = [f(x1, x2,…, xn) - f(a1, x2,…, xn)] + 

+ [f(a1, x2,…, xn) - f(a1, a2…, xn)] +…+ [f(a1, a2…, an-1, xn) - f(a1, a2…, an)]. 
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 Cum f este derivabilă parţial în raport cu x1 pe B(a,r), din teorema lui 

Lagrange aplicată funcţiei g1(t) = f(t, x2, x3,…, xn) pe intervalul închis determinat 

de punctele x1 şi a1 rezultă că există 1ξ  între x1 şi a1 astfel încât 

                         f(x1, x2,…, xn) - f(a1, x2,…, xn) = (x1-a1) )x,...,x,(
x
f

n21
1

ξ
∂
∂ . 

 Procedând analog cu funcţia g2(t) = f(a1, t, x2,…, xn) pe intervalul închis 

determinat de punctele x2 şi a2 rezultă că există 2ξ între a2 şi x2 astfel încât: 

   f(a1, x2,…, xn) - f(a1, a2,…, xn) = (x2-a2) )x,...,x,,a(
x
f

n321
2

ξ
∂
∂ . 

 Continuând procedeul şi pentru celelalte paranteze rezultă că există 1ξ  

între x1 şi a1, 2ξ  între a2 şi x2, …, nξ  între an şi xn astfel încât 

        f(x) - f(a) = (x1-a1) )x,...,x,(
x
f

n21
1

ξ
∂
∂ + ( x2-a2) )x,...,x,,a(

x
f

n321
2

ξ
∂
∂ +…              

      + (xn-an) ),a,...,a,a(
x
f

n1n21
n

ξ
∂
∂

− . 

 Fie T: ∑
= ∂

∂
=→

n

1i
i

i

n ,x)a(
x
f)x(T,RR  care evident este liniară şi oricare x )r,a(B∈ , 

x a≠ , avem 

.
ax

)]a,...,a,a(
x
f),...,a,a(

x
f)[ax(

...

...
ax

)]a,...,a,a(
x
f)x,...,x,,a(

x
f)[ax(

ax

)]a,...,a,a(
x
f)x,...,x,(

x
f)[ax(

ax
)ax(T)a(f)x(f

n21
n

n21
n

nn

n21
2

n321
2

22

n21
1

n21
1

11

−
∂
∂

−ξ
∂
∂

−
+

+
−

∂
∂

−ξ
∂
∂

−
+

−
∂
∂

−ξ
∂
∂

−
=

−
−−−

 

  Cum  ,1
ax
ax ii ≤

−

−
pentru n,1i =  şi derivatele parţiale ale lui f sunt continue în           

a = (a1, a2,…, an) rezultă că există limita membrului doi al egalităţii pentru x a→ şi 

este egală cu zero. Prin urmare 0
ax

a)T(xf(a)f(x)lim
ax

=
−

−−−
→

, deci f este 

diferenţiabilă în punctul a.                                                                                      ■ 
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 Observaţie. Din această teoremă rezultă că, dacă (A)Cf 1∈ , atunci f este 

diferenţiabilă pe A. 

 

 Exemplu. Fie funcţia f:D RR2 →⊂  , f(x,y) = arctg
y
x  şi (x0, y0) = (2, -1) D∈ . 

Avem: 

D)y,x)((,
yx

y
y
1

y
x1

1)y,x(
x
f

22

2

2 ∈∀
+

=⋅
+

=
∂
∂ ; 

D)y,x)((,
yx

x)
y

x(

y
x1

1)y,x(
y
f

222

2

2 ∈∀
+

−
=

−
⋅

+
=

∂
∂ , 

deci )D(Cf 1∈ şi atunci f este diferenţiabilă pe D, deci în (x0, y0) = (2, -1) şi  

df(2, -1) = dy
5
2dx

5
1dy)1,2(

y
fdx)1,2(

x
f

−
−

=−
∂
∂

+−
∂
∂ . 

 Dacă h 2R∈  , h = (h1, h2), atunci df(2, -1)( h1, h2) = 21 h
5
2h

5
1

−
− . 

 Presupunem în continuare că f este funcţie vectorială, f:A mn RR →⊂ , 

m 2≥ , f = (f1, f2, …, fm), A deschisă şi a A∈ . 

 
 Definiţia 6.2.3. Funcţia f este diferenţiabilă în punctul a dacă există o 

aplicaţie liniară T: mn RR → , astfel încât 

0
ax

a)T(xf(a)f(x)lim
ax

=
−

−−−
→

,                                  (6.4) 

sau echivalent (vezi cazul m = 1), dacă există T: mn RR → , liniară şi RA: →α m, 

continuă în punctul a, 0)a( =α astfel încât 

    f(x) = f(a)+T(x-a)+ Ax)(,ax)x( ∈∀−α . 

 Ca şi în cazul m = 1 se arată că aplicaţia liniară T este unică şi prin 

definiţie T se numeşte diferenţiala funcţiei f în punctul a şi se notează T = df(a). 

 
 Teorema 6.2.3. Fie A ,Rn⊂ deschisă, a ).f,...,f,f(f,RA:f,A m21

m =→∈  Atunci 

funcţia f este diferenţiabilă în punctul a dacă şi numai dacă funcţiile m21 f,...,f,f  

sunt diferenţiabile în a şi în acest caz avem  
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df(a) = (df1(a),df2(a),…, dfm(a)). 

 
 Demonstraţie. Fie T: mn RR →  liniară, T = (T1, T2,…, Tm), unde Ti: RRn →  

este liniară, m,1i)( =∀ . Din proprietăţile normei euclidiene avem: 

         ,ax)(  ,
ax

)ax(T)a(f)x(f

ax
)ax(T)a(f)x(f

ax
)ax(T)a(f)x(f

n

1i
iii

iii ≠∀
−

−−−
≤

−
−−−

≤
−

−−− ∑
=  

de unde rezultă teorema.                                                                                       ■ 

 

6.3. Diferenţiabilitatea funcţiilor compuse 
 

Teorema 6.3.1. Fie u:A B→ , unde A mn RB,R ⊂⊂ sunt deschise,                      

u = (u1, u2,…, um), pRB: →ϕ (m, n, p 1≥ ), ).,...,,( p21 ϕϕϕ=ϕ   

Dacă u este diferenţiabilă în a A∈  şi ϕ este diferenţiabilă în B)a(ub ∈= , 

atunci f = pRA:u →ϕ ο este diferenţiabilă în a şi  d f(a) = d )a(du)b( οϕ . 

 
Demonstraţie. Fie T = du(a) : mn RR → , L = d .RR:)b( pm →ϕ  Conform  

definiţiei diferenţiabilităţii există funcţiile ,RB:,RA: pm →β→α  continue în a, 

respectiv b, astfel încât 0)b(,0)a( =β=α  şi  

Ax)(,ax)x()ax(T)a(u)x(u ∈∀−α+−+= ; 

                        By)(,by)y()by(L)b()y( ∈∀−β+−+ϕ=ϕ .                         (6.5) 

Luând în (6.5) y = u(x), cu x A∈  obţinem: 

Ax)(,)a(u)x(u))x(u())a(u)x(u(L))a(u())x(u( ∈∀−β+−+ϕ=ϕ , de unde rezultă că  

       
.ax,Ax)(],)x(

ax
)ax(T))x(u())x((L[ax)ax)(TL()a(f

ax)x()ax(T))x(u()ax)x()ax(T(L)a(f)x(f

≠∈∀α+
−
−

β+α−+−+=

=−α+−β+−α+−+=

ο
   (6.6) 

Fie ,RA: →γ  









=

≠α+
−
−

β+α
=γ

ax daca,o

ax daca ,)x(
ax

)ax(T))x(u())x((L
)x(  
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Din (6.6) obţinem: Ax)(),x(ax)ax)(TL()a(f)x(f ∈∀γ−+−+= ο .  

Vom arăta că 0)x(lim
ax

=γ
→

. 

 Cum L este operator liniar, este continuu şi atunci  

0)0(L))a((L))x((Llim
ax

==α=α
→

. 

 Cum u este continuă în a şi β în b, rezultă că 0)b())a(u())x(u(lim
ax

=β=β=β
→

. 

 Cum T este operator liniar există M > 0, astfel încât nRx)(,xM)x(T ∈∀≤ , 

şi atunci ax,Ax)(,)x(M)x(
ax

)ax(T
)x(

ax
)ax(T

≠∈∀α+≤α+
−

−
≤α+

−
− , de unde va 

rezulta că     0)x(
ax

)ax(T))x(u(lim
ax

=α+
−
−

β
→

. 

 În concluzie ),a(0)x(lim
ax

γ==γ
→

deci f este diferenţiabilă în a şi  

df(a) = L Tο  = d )a(du)b( οϕ .                                             ■ 

 
 Observaţie. Dacă Ju(a), J ϕ (b), Jf(a) sunt matricile jacobiene ale funcţiilor 

u,ϕ , f, în a, b şi respectiv a, din relaţia df(a) = d )a(du)b( οϕ  obţinem  

)a(J)b(J)a(J uf ⋅= ϕ , de unde rezultă şi formulele pentru calculul derivatelor parţiale 

ale funcţiei f:  

n,1j  ,p,1i)(),a(
x
u)b(

u
)a(

x
f

j

k
m

1k k

i

j

i ==∀
∂
∂

∂
ϕ∂

=
∂
∂ ∑

=
. 

 În particular, dacă u este diferenţiabilă pe A şi ϕ  este diferenţiabilă pe B, 

atunci f = uοϕ  este diferenţiabilă pe A şi n,1j,p,1i)(,
x
u

ux
f

j

k
m

1k k

i

j

i ==∀
∂
∂

∂
ϕ∂

=
∂
∂ ∑

=
. 

 
Cazuri particulare. 

 

             

.
y
v

vy
u

uy
f   

;
x
v

vx
u

ux
f   

;1p,2m,2n)),y,x(v),y,x(u()y,x(f .1

∂
∂

∂
ϕ∂

+
∂
∂

∂
ϕ∂

=
∂
∂

∂
∂

∂
ϕ∂

+
∂
∂

∂
ϕ∂

=
∂
∂

===ϕ=

 



- 107 - 

  

.
y
u))y,x(u('

y
f   

;
x
u))y,x(u('

x
f   

;1p,1m,2n)),y,x(u()y,x(f .2

∂
∂

ϕ=
∂
∂

∂
∂

ϕ=
∂
∂

===ϕ=

 

.)x('v
v

)x('u
u

)x('f   

;1p,2m,1n)),x(v),x(u()x(f .3

∂
ϕ∂

+
∂
ϕ∂

=

===ϕ=
 

 
Teorema 6.3.2. (Teorema de medie). 

      Fie A nR⊂ , deschisă, f : A R→  diferenţiabilă pe A şi [a,b] un segment din A 

([a,b] = {(1-λ )a+λ b: λ ]1,0[∈ }). Atunci există { })1,0(:ba)1()b,a( ∈λλ+λ−=∈ξ , 

astfel încât  f(b)-f(a) = df(ξ )(b-a). 

 
 Demonstraţie. Fie funcţia R]1,0[: →ϕ , ))ab(ta(f)t( −+=ϕ . 

Cum funcţia )ab(ta)t(u,A]1,0[:u −+=→  este diferenţiabilă pe [0,1] şi f este 

diferenţiabilă pe [a,b], rezultă că ϕ  este diferenţiabilă pe [0,1] şi  

)ab))(ab(ta(df)ab))(ab(ta(
x
f)t('

n

1i
ii

i

−−+=−−+
∂
∂

=ϕ ∑
=

. 

 Din teorema lui Lagrange există )1,0(∈τ  astfel încât )(')0()1( τϕ=ϕ−ϕ , 

sau echivalent f(b) - f(a) = df(a+ )ab( −τ )(b-a) şi demonstraţia este încheiată luând    

ξ  = a+ )b,a()ab( ∈−τ .                                                                                             ■ 

 
 Definiţia 6.3.1. O funcţie f:A RRn →⊂  se numeşte omogenă dacă există 

p R∈  astfel încât ( Ax) ∈∀  şi t > 0 cu tx A∈  avem f(tx) = tpf(x). Numărul real p se 

numeşte grad de omogenitate. 

 
 Teorema 6.3.3. (Relaţia lui Euler). Fie A nR⊂  deschisă, f:A R→ , 

diferenţiabilă şi omogenă cu grad de omogenitate p. Atunci  pf
x
fx

n

1i i
i =
∂
∂∑

=
. 

 Demonstraţie. Fie funcţia cu valorile g(t) = f(tx) = f(tx1, tx2,…, txn), unde           

x = (x1, x2,…, xn) A∈ , este fixat iar t V∈ , unde V∈ϑ(1), astfel încât tx∈A, ( Vt) ∈∀ .  

Evident avem g(t) = f(u(t)), unde u: V A→ , u =(u1, u2,…, un), ui(t) = txi, i n,1∈ . 
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Cum f este diferenţiabilă pe A iar u este diferenţiabilă pe V rezultă că            

g = uf ο  este diferenţiabilă pe V, deci derivabilă pe V şi 

∑ ∑
= = ∂

∂
=

∂
∂

∂
∂

=
n

1i

n

1i i
i

i

i

)).t(u(
u
fx)t(

t
u))t(u(

u
f)t('g  

Pentru t = 1avem ui = xi, i = n,1 , şi atunci  

 g’(1) =∑
= ∂

∂n

1i i
i )x(

x
fx  .                                               (6.7) 

Pe de altă parte cum f este omogenă, avem: 

       )x(ft)tx(f p= , adică g(t) = tpg(1) şi deci  g’(t) = ptp-1g(1), (∀) t∈V. 

 Pentru t =1 obţinem g(1) = pf(x), care combinată cu relaţia (6.7) încheie 

demonstraţia.                                                                                                         ■ 

 

  6.4. Derivate parţiale şi diferenţiale de ordin superior 
 

 Definiţia 6.4.1.  Fie nRA ⊂ , deschisă, f:A R→ , derivabilă parţial pe A şi  

n21 x
f,...,

x
f,

x
f

∂
∂

∂
∂

∂
∂ , derivatele sale parţiale de ordinul întâi.  

 Funcţia f este de două ori derivabilă parţial în punctul a A∈ , în raport cu 

variabilele xi şi xj, unde i,j n,1∈  dacă funcţia 
ix

f
∂
∂  este derivabilă parţial în punctul 

a în raport cu variabila xj. 

 Derivata parţială de ordinul întâi a funcţiei 
ix

f
∂
∂  în punctul a în raport cu 

variabila xj se numeşte derivata parţială de ordinul doi a funcţiei f în punctul a şi 

se notează prin:  

( ) )a(
xx
fa

x
f

x ji

2

ij ∂∂
∂

=







∂
∂

∂
∂  sau )a(f "

xx ji
 dacă j≠ i şi 

( ) )a(
x

fa
x
f

x 2
i

2

ii ∂

∂
=








∂
∂

∂
∂ sau )a(f "

x2
i

 dacă j= i. 
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 Derivata )a(
xx
f

ji

2

∂∂
∂ cu j≠ i se numeşte şi derivată mixtă de ordinul doi în          

punctul a. 

 Funcţia f este de două ori derivabilă parţial în punctul a dacă toate funcţiile 

n21 x
f,...,

x
f,

x
f

∂
∂

∂
∂

∂
∂  sunt derivabile parţial în punctul a. 

 Funcţia f este de două ori derivabilă parţial pe A dacă este de două ori 

derivabilă parţial în toate punctele din A. În acest caz se pot defini funcţiile  

( ) n,1j,i,x
x
f

x
x,RA:

x
f

x ijij
∈








∂
∂

∂
∂

→→







∂
∂

∂
∂  numite şi derivatele parţiale de ordinul 

doi ale lui f. 

 Derivatele  







∂
∂

∂
∂

ij x
f

x
cu ij ≠  se numesc derivate parţiale mixte de ordinul 

doi şi se notează prin 
ji

2

ij xx
f

x
f

x ∂∂
∂

=







∂
∂

∂
∂ sau "

xx ji
f . 

 Pentru j = i acestea se notează prin 2
i

2

ii x
f

x
f

x ∂

∂
=








∂
∂

∂
∂ sau "

x2
i

f . 

 Dacă f:A RRn →⊂ este de două ori variabilă parţial în punctul a vom nota 

cu (R)Μ(a)
xx
fH(a) n

ji

2
∈











∂∂
∂

= şi o vom numi matricea hessiană a funcţiei f în a. 

 Exemplu. Fie funcţia f:D RR2 →⊂ , f(x,y) = arctg
x
y . Ne propunem să 

determinăm H(1,-2). 

 Funcţia f este derivabilă parţial pe D şi 

.
yx

x
x
1

x
y1

1
y
f

yx
y

x
y

x
y1

1
x
f

22

2

2

222

2

2

+
=

+
=

∂
∂

+
−

=





−

+
=

∂
∂

 

(derivatele parţiale sunt calculate în punctul curent (x,y)). 
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Funcţiile 
y
f,

x
f

∂
∂

∂
∂  sunt derivabile parţial pe D şi  
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 (derivatele parţiale sunt calculate în punctul curent) 

 

 Vom avea 
















 −

=





















−
∂

∂
−

∂∂
∂

−
∂∂

∂
−

∂

∂

=−

25
4

25
3

25
3

25
4

)2,1(
y

f     )2,1(
xy
f

)2,1(
yx
f       )2,1(

x
f

)2,1(H

2

22

2

2

2

. 

 Derivatele parţiale de ordin superior se vor defini în mod asemănător cu 

derivatele parţiale de ordinul doi. 

 Astfel, derivatele parţiale de ordinul trei se vor defini ca derivatele parţiale 

de ordinul întâi ale derivatelor parţiale de ordinul doi. 

 Continuând recurent, vom putea defini derivatele parţiale de ordin k≥ 2 ale 

funcţiei f ca derivatele parţiale de ordinul întâi ale derivatelor parţiale de           

ordin k-1. 

 De exemplu, dacă f:D ),z,y,x(ff,RR3 =→⊂  

















∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
∂∂∂

∂
x
f

yzzyx
f

3

3

2

2

23

6

. 

 De asemenea, spunem că f este derivabilă parţial de ordin k în raport cu 

variabila xi, i n,1∈  dacă toate derivatele parţiale de ordin k-1 sunt derivabile în 

raport cu variabila xi. 

 Derivatele parţiale de ordin superior calculate în raport cu cel puţin două 

variabile diferite se numesc derivate parţiale mixte. 
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 Definiţia 6.4.2. Fie A nR⊂ , deschisă şi f : A R→ . Funcţia f este clasă Ck pe 

A (k 2≥ ) şi scriem )A(Cf k∈ dacă f este de k ori derivabilă parţial pe A şi 

derivatele parţiale de ordinul k sunt continue pe A. 

 Funcţia f este de clasă ∞C pe A, f )A(C∞∈ dacă f 0k)(),A(Ck ≥∀∈ . 

 În exemplul dat în acest subcapitol ( f(x,y) = arctg
x
y  ) am văzut că 

derivatele parţiale mixte de ordinul doi sunt egale. Acest lucru nu este adevărat 

întotdeauna. În acest sens considerăm funcţia f : RR2 → , 

( ) ( )

( ) ( )







=

≠
+
−

=

.0,0y,xdaca,0

0,0y,xdaca,
yx
xyyx

)y,x(f 22

33

 

 Printr-un calcul simplu obţinem 

( )

( ) .)0,0()y,x)((,
)yx(

yx4yxxy,x
y
f

;)0,0()y,x)((,
)yx(

yx4yxyy,x
x
f

222

2244

222

2244

≠∀
+
−−

=
∂
∂

≠∀
+
+−

=
∂
∂

 

de unde y)y,0(
x
f

−=
∂
∂  şi 0y,0x)(,x)0,x(

y
f

≠≠∀=
∂
∂ . 

,0
y
0lim

y
)0,0(f)y,0(flim

,0
x
0lim

x
)0,0(f)0,x(flimCum

0y0y

0x0x

==
−

==
−

→→

→→
   

rezultă că f este derivabilă parţial în (0,0) şi 0)0,0(
y
f,0)0,0(

x
f

=
∂
∂

=
∂
∂ . 

 Vom calcula acum derivatele mixte de ordinul doi în  (0,0): 

,1
x
xlim

x

)0,0(
y
f)0,x(

y
f

lim)0,0(
xy
f

,1
y

0ylim
y

)0,0(
x
f)y,0(

x
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lim)0,0(
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f
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==∂
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−
∂
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=
∂∂

∂

−=
−−

=∂
∂

−
∂
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=
∂∂

∂

→→

→→

 

   deci  )0,0(
yx
f2

∂∂
∂ ≠ )0,0(

xy
f2

∂∂
∂ .  
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Următorul rezultat furnizează o condiţie suficientă care să asigure 

egalitatea derivatelor parţiale mixte de ordinul doi într-un punct.  

 
Teorema 6.4.1. (teorema lui Schwarz). 

Fie A nR⊂  , deschisă şi f:A R→ . Dacă f are derivate parţiale mixte 
ji

2

xx
f

∂∂
∂ şi 

ij

2

xx
f

∂∂
∂ (i ≠ j) într-o vecinătate V a lui a∈ A, şi funcţiile 

ji

2

xx
f

∂∂
∂ , 

ij

2

xx
f

∂∂
∂  sunt continue 

în a, atunci  

)a(
xx
f

ji

2

∂∂
∂ = )a(

xx
f

ij

2

∂∂
∂ .                                  (6.8) 

 
 Demonstraţie. Vom demonstra mai întâi teorema pentru n = 2. 

Fie f : A )y,x(a,Aa),y,x(ff,RA,R 00
2 =∈=⊂→ .Fie V = B(a,r) ∈ϑ(a), pe care 

există funcţiile ,
yx
f2

∂∂
∂

xy
f2

∂∂
∂ . Pentru (x,y)∈V, x ≠ x0 şi y ≠ y0 considerăm expresia 

      E(x,y) = f(x,y)-f(x0,y)-f(x,y0)+f(x0,yo) .                                          (6.9) 

 Fie I,J R⊂  două intervale deschise astfel încât x0∈I, y0∈J şi  

(x,y) ⊂∈ JxI  B(a,r). Fie funcţia   

g : I )y,t(f)y,t(f)t(g,R 0−=→ ,                       (6.10) 

si atunci   E (x,y) = g(x) - g(x0). 

Cum f este derivabilă parţial în raport cu x pe V, rezultă că g este 

derivabila pe I şi din teorema lui Lagrange există ξ între x0 şi x, astfel încât  

  E (x,y) = g(x) - g(x0) = (x-x0)g’(ξ ).              (6.11) 

Dar, din (6.10), )y,(
x
f)y,(

x
f)(g 0

' ξ
∂
∂

−ξ
∂
∂

=ξ , şi atunci folosind (6.11) obţinem:  

   E(x,y) = (x-x0)[ )y,(
x
f)y,(

x
f

0ξ
∂
∂

−ξ
∂
∂ ].                       (6.12) 

 Fie funcţia h : J R→ , ),(
x
f)(h τξ

∂
∂

=τ . Din ipoteză h este derivabilă pe J şi din 

teorema lui Lagrange există η  între y0 şi y astfel încât  

h(y) - h(y0) = (y-y0)h’(η) = (y-y0) ),(
yx
f2

ηξ
∂∂

∂ , şi atunci din (6.12) obţinem: 
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             E(x,y) = (x-x0)(h(y)-h(y0)) = (x-x0)(y-y0) ),(
yx
f2

ηξ
∂∂

∂ .   (6.13) 

 Schimbând pe x cu y şi  raţionând analog găsim că există un punct ξ~  între 

x0 şi x şi un punct η~  între y0 şi y astfel încât 

E(x,y) = (x-x0)(y-y0) )η,ξ(
xy
f2 ~~

∂∂
∂ .                      (6.14) 

 Din (6.13) şi (6.14) obţinem  ),(
yx
f2

ηξ
∂∂

∂  = )~,~(
xy
f2

ηξ
∂∂

∂ . 

 Fie un şir de puncte (xn,yn)∈V astfel încât (xn,yn)→ (x0,y0), cu xn ≠ x0, 

yn ≠ y0. Atunci există punctele nn
~,ξξ între x0 şi xn şi punctele nn

~,ηη între y0 şi yn 

astfel încât  

),(
yx
f

nn

2

ηξ
∂∂

∂ = )~,~(
xy
f

nn

2

ηξ
∂∂

∂ , Nn)( ∈∀ . 

 Cum (xn,yn) → (x0,y0) rezultă că 0n0n0n0n y~,y,x~,x →η→η→ξ→ξ , deci  

( ) ( ) ( ) ( )00nn00nn y,x~,~,y,x, →ηξ→ηξ  şi folosind continuitatea funcţiilor  

xy
f,

yx
f 22

∂∂
∂

∂∂
∂ obţinem  

( ) ( )00

2

00

2

y,x
xy
fy,x

yx
f

∂∂
∂

=
∂∂

∂ . 

 Dacă n>2, fără a restrânge generalitatea putem presupune i<j. Fie 

a=(a1,a2,… an)∈A şi funcţia cu valorile ( ) ( )n1j1j1i1i1 a,...,a,y,a,...,a,x,a,...afy,xg +−+−=  

definită pe un deschis ce conţine punctul (ai,aj). 

Folosind prima parte a demonstraţiei (cazul n=2) vom avea 

)a(
xx
f)a(

xy
g)a(

yx
g)a(

xx
f

ij

222

ji

2

∂∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂∂
∂

=
∂∂

∂ , şi demonstraţia este 

încheiată.                                                                                                             ■ 

 
Corolarul 6.4.1. Fie A nR⊂ deschisă şi f:A R→ . Dacă )A(Cf 1∈ şi derivatele 

parţiale mixte de ordinul doi 
ij

2

ji

2

xx
f,

xx
f

∂∂
∂

∂∂
∂  ( j≠ i) există si sunt continue pe A 

atunci  
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ij

2

ji

2

xx
f

xx
f

∂∂
∂

=
∂∂

∂ . 

 
 Corolarul 6.4.2. Dacă 2k),A(Cf k ≥∈ , atunci derivatele parţiale mixte de 

ordin q≤  k nu depind de ordinea de derivare.  

 

O altă condiţie suficientă pentru ca derivatele parţiale mixte de ordinul doi 

să fie egale este dată de criteriul lui Young.  

Teorema 6.4.2. Fie A nR⊂ , deschisă şi f : A R→ . Dacă f este derivabilă 

parţial pe o vecinătate V a punctului a ∈A, iar derivatele parţiale n,1i,
x
f

i
=

∂
∂ sunt 

diferenţiabile în punctul a atunci există derivatele parţiale mixte de ordinul doi şi 

sunt egale în a.  

Pentru demonstraţie se poate consulta [11].   

 
 Definiţia 6.4.3.  Fie A nR⊂ deschisă şi f : A R→ . Funcţia f este de k (k 2≥ ) 

ori diferenţiabilă într-un punct a A∈ dacă f este de k-1 ori derivabilă parţial într-o 

vecinătate V a lui a, iar toate derivatele parţiale de ordin k-1 ale lui f sunt 

diferenţiabile în a. Funcţia f este de k ori diferenţiabilă pe A dacă este de k ori 

diferenţiabilă în orice punct a∈A. 

 
 Observaţie. Folosind teorema 6.2.2. rezultă că, dacă f : A RRn →⊂  este 

derivabilă parţial de ordin k pe A şi dacă derivatele parţiale de ordin k sunt 

continue în a, atunci f este de k ori diferenţiabilă în a. În particular, dacă )A(Cf k∈  

atunci f este de k ori diferenţiabilă pe A.   

 
Definiţia 6.4.4. Fie A nR⊂ , deschisă, f:A R→ , o funcţie de k ori 

diferenţiabilă într-un punct a A∈ . Numim diferenţială de ordinul k a funcţiei f în 

punctul a funcţia RR:)a(fd nk →  definită prin: 

)k(

n
n

2
2

1
1

k ))a(
x
fh...)a(

x
fh)a(

x
fh()h)(a(fd

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

= ,             (6.15) 

unde ridicarea la puterea simbolică k se face în sensul luării derivatelor. 
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 Astfel )k(

i
))a(

x
f(

∂
∂   reprezintă )a(

x
f
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i

k

∂

∂ , 

))a(
x
f())a(
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f(
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)1k(

i ∂
∂

∂
∂ −  reprezintă )a(

xx
f

j
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i
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∂∂

∂
− , 

)2(

j

)2k(

i

))a(
x
f())a(

x
f(

∂
∂

∂
∂ −  reprezintă )a(

xx
f

2
j

2k
i

k

∂∂

∂
− , etc. 

 
 Observaţii.  

1. In cazul k = 2, d2f(a) este o formă pătratică: 

   ,R)h,...,h,h(h)(,hh)a(
xx
f)h)(a(fd n

n21
nj,i1

ji
ji

2
2 ∈=∀

∂∂
∂

= ∑
≤≤

cu matricea asociată 

nj,i1
ji

2
))a(

xx
f()a(H ≤≤∂∂

∂
= , deci  tocmai matricea hessiană a lui f în a.  

             Evident H(a) este o matrice simetrică. 

2. Presupunem că f este de k ori diferenţiabilă în a. Notând cu dxi 

diferenţiala funcţiei pri în punctul a, dxi = dpri(a), i n,1∈ , formula 6.15 se mai scrie 

şi astfel : dkf(a)(h) = [∑
= ∂

∂n

1i
i

i
)h(dx)a(

x
f ](k), nRh)( ∈∀ , de unde dkf(a) = [∑

= ∂
∂n

1i
i

i
dx)a(

x
f ](k). 

             Dacă f este diferenţiabilă de k ori pe A, atunci dkf = [∑
= ∂

∂n

1i
i

i
dx

x
f ](k). 

3. Pentru n = 2,  

,R)h,h(h)(,)h)a(
y
fh)a(

x
f()h)(a(fd

),y,x(a,Aa),y,x(ff,RRA:f
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=∈=→⊂
 

sau .)dy)a(
y
fdx)a(

x
f()a(fd )k(k

∂
∂

+
∂
∂

=  

     Pentru k = 2, 

.dy)y,x(
y

fdxdy)y,x(
yx
f2dx)y,x(

x
f)y,x(fd 2

002

2

00

2
2

002

2
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∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂

∂
=  

 
 Exemplu. Fie funcţia 222 yxln)y,x(f,RRA:f +=→⊂ . Să calculăm 

diferenţialele de ordinul unu şi doi ale lui f în punctul curent. 
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Avem 
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222222
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y
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yx2

x2

yx

1
x
f

+
=

∂
∂

+
=

+
⋅

+
=

∂
∂

, de unde 
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x)y,x(df 2222 ∈∀
+

+
+

=  

Dacă (x0, y0) = (1, -1) atunci df(1, -1) = 
2
1 dx-

2
1 dy. Pentru a determina d2f 

vom calcula mai întâi derivatele parţiale de ordinul doi. Vom avea  

222

2

222

22

2

2

222

22

2

2

)xy(
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Atunci   2
222

22

222
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222

22
2 dy

)yx(
yxdxdy

)yx(
xy4dx

)yx(
xy)y,x(fd

+

−
+

+
−

+

−
= ,  iar      

d2f(1, -1) = dxdy. 

 
Teorema 6.4.3.(Formula lui Taylor). Fie A nR⊂ , deschisă, f : A R→ , o 

funcţie de k+1 ori diferenţiabilă pe A, a A∈  şi r > 0, astfel încât B(a,r) .A⊂  Atunci, 

pentru orice punct x ax),r,a(B ≠∈  există un punct ξ  pe segmentul deschis de 

extremităţi a şi x astfel încât  

).ax)((fd
)!1k(

1)ax)(a(fd
!k

1...

...)ax)(a(fd
!2

1)ax)(a(df
!1
1)a(f)x(f

1kk

2

−ξ
+

+−+

+−+−+=

+
                       (6.16) 

 
 Demonstraţie. Fie s = (s1, s2,…, sn) nR∈ , un versor. Dacă t )r,r(−∈ , atunci         

x = a + ts A)r,r(B ⊂−∈   şi x a≠ , dacă t 0≠ . Să considerăm funcţia  g:(-r,r) R→ , 

g(t) = f(a+ts) = f(a1+ ts1, a2+ ts2,…, an+ tsn).  

Cum f este de k+1 ori diferenţiabilă pe A rezultă că g este de k+1 ori 

diferenţiabilă  pe  (-r, r). 

 Vom calcula derivatele lui g până la ordinul k+1.  
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Vom avea  
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Procedând inductiv obţinem 
)m(')m( )]t(g[)t(g = , pentru m = 1, 2,…, k+1.             (6.17) 

Din formula lui Mac-Laurin cu rest de ordin k sub forma Lagrange aplicată 

funcţiei g găsim că pentru ,0t),r,r(t)( ≠−∈∀  există τ  între 0 şi t astfel încât 

  )(g
)!1k(

t)0(g
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+++++= +

+
.   (6.18) 

Cum  x = a+ ts ⇔ x-a = ts, din 6.17 obţinem  

);ax)(a(fd)0(gt
.........................................................................
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şi  
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 unde )x,a(sa ∈τ+=ξ . 

 Înlocuind derivatele găsite în 6.18 şi ţinând cont că g(t) = f(x) iar g(0) =f(a), 

obţinem formula (6.16).                                                                                          ■ 
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 Observaţie. Dacă )(g
)!1k(

t)t(R )1k(
1k

k τ
+

= +
+

 şi )ax)((fd
)!1k(

1)x(R~ 1k
k −ξ

+
= +  sunt 

resturile de ordin k sub forma Lagrange ale lui g şi respectiv f, atunci, din 

0
t

)t(Rlim k
k

0t
=

→
, rezultă că există 0

ax
)x(R~lim k

k
ax

=
−→

şi în particular 0)x(R~lim kax
=

→
, deci 

pentru x într-o vecinătate V a lui a avem aproximarea  

                      )ax)(a(fd
!k

1...)ax)(a(df
!1
1)a(f)x(f k −++−+≅ ,  

deci funcţia se aproximează printr-un polinom de gradul k.  

 În particular, pentru n = 2, f = f(x,y), a = (x0, y0) rezultă că pentru (x,y) într-o 

vecinătate V a lui (x0, y0) avem 
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=−−+≅
 

 aproximarea de ordinul întâi, 

  +−−+≅ )yy,xx)(y,x(df
!1
1)y,x(f)y,x(f 000000  

=−−+ )yy,xx)(y,x(fd
!2

1
0000

2 +−
∂
∂

+−
∂
∂

+ )yy)(y,x(
y
f)xx)(y,x(

x
f)y,x(f 00000000  

,)yy)(xx)(y,x(
yx
f2)yy)(y,x(

y
f)xx)(y,x(

x
f

2
1

0000

2
2

0002

2
2

0002

2












−−

∂∂
∂

+−
∂

∂
+−

∂

∂
+  

aproximarea de ordinul doi. 

 

  6.5. Funcţii şi sisteme de funcţii implicite 
 

 Considerăm ecuaţia F(x,y)=0, unde F:D RR2 →⊂ . Ne propunem să 

rezolvăm această ecuaţie în raport cu x sau y.  

 
 Exemple. 

1. Fie ecuaţia 4x-3y=5, (x,y) 2R∈ , care este de forma F(x,y)=0, unde             
F(x,y) = 4x-3y-5. Această ecuaţie poate fi rezolvată în raport cu y şi are o unică 

soluţie y =
3

54 −x
, deci există o unică funcţie f : R R→ , astfel încât y = f(x), unde 
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f(x) = 
3

54 −x
, este soluţie a ecuaţiei. Analog ecuaţia poate fi rezolvată în raport    

cu x. 

2. Fie ecuaţia x-y2 = 0, (x,y) 2R∈ . Ecuaţia admite o singură soluţie în 

raport   cu x şi anume x = y2, deci există o unică funcţie g : R R→ , astfel încât      

x = g(y), unde g(y) = y2, este soluţie a ecuaţiei. În raport cu y ecuaţia admite o 

infinitate de soluţii pe [0,∞ ), de exemplu: 






∈−

∈
=

2

1

Ax,x

Ax,x
)x(f unde 

                    A1,A2⊂ [0, ∞ ),A1 ∪ A2 = [0, ∞ ), A1 ∩  A2 = ∅. 

Dintre acestea doar două sunt continue şi anume 

f1(x)= x  şi f2(x)= - x , oricare x ),0[ ∞∈ . 

3. Ecuaţia x2+y2+3 = 0, (x,y) 2R∈  nu are nici o soluţie în raport cu x sau y. 

 
Fie ecuaţia 

 F(x1, x2,…, xn, y) = 0 ,                                  (6.19)  
unde F : A x B RxRn⊂ R→ . 

Ecuaţia (6.19) se scrie echivalent  

                          F(x,y) = 0,  unde x = (x1, x2,…, xn). 

 
Definiţia 6.5.1. O funcţie BA:f →  se numeşte soluţie a ecuaţiei (6.19)          

pe A dacă 

     F( )x,....,x,x(f,x,....,x,x n21n21 ) = 0, (∀ ) ( )x,....,x,x n21 A∈ , sau echivalent  

F(x, f(x)) = 0, (∀ ) x A∈ . 

Dacă există o singură funcţie f : A→ B care să verifice ecuaţia (6.19) şi 

eventual şi alte condiţii suplimentare  spunem că funcţia f este definită de ecuaţia 

F(x,y) = 0. 

Funcţiile definite cu ajutorul ecuaţiilor se numesc funcţii definite implicit sau 

funcţii implicite. 
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Teorema 6.5.1. (Teorema funcţiilor implicite). 

Fie RB,1n,RA n ⊂≥⊂ , deschise, (a, b)∈A x B şi F:A x B→ R astfel încât 

1)  F(a, b)=0; 

2)  ( ) BV(b),VA,U(a),U ⊂∈⊂∈∃ ϑϑ  astfel încât )VU(CF 1 ×∈ ; 

3)  0)b,a(
y
F

≠
∂
∂ . 

Atunci: 

a)  ecuaţia F (x,y) = 0 defineşte funcţia y pe o vecinătate a punctului (a,b), 

adică există o vecinătate ( )aU0 ϑ∈ , o vecinătate ( )bV0 ϑ∈  şi o unică funcţie 

00 VU:f →  cu valorile y = f(x) astfel încât f(a) = b  şi F (x, f(x)) = 0, (∀) x∈U0; 

b)  f∈ )U(C 0
1  şi 0

y

x

i
Ux)(,

))x(f,x(F

))x(f,x(F
)x(

x
f i ∈∀′

′
−=

∂
∂ ; 

c)  dacă F∈Ck (U x V), k ≥ 2 , atunci f∈Ck(U0). 

 
Demonstraţie. 

a) Fără a restrânge generalitatea să presupunem că 0)b,a(
y
F

>
∂
∂ . Cum 

funcţia  
y
F

∂
∂  este continuă pe U x V, (∃) U1 ∈ ϑ(a), U1 ⊂ U, V1∈ϑ(b), V1⊂ V astfel 

încât 0)y ,x(
y
F

>
∂
∂ , (∀) (x,y)∈U1 x V1. 

Fie 1V, ∈βα  astfel încât β<<α b   şi  V0 = (α,β)∈ ϑ(b). 

Funcţia )y,a(Fy →  se anulează în b, are derivată pozitivă pe V0 deci este 

strict crescătoare pe V0 şi  F(a,α) < 0,  F(a,β) > 0.  

Cum funcţia x → F(x,α) este continuă pe U1, există o vecinătate 

1UU(a),U ⊂′∈′ ϑ  astfel încât  F(x,α) < 0, (∀) x∈ U′ . 

De asemenea, cum funcţia x → F(x,β) este continuă pe U1, există o 

vecinătate ( ) 1UU,aU ⊂′′ϑ∈′′  astfel încât F(x,β) > 0, (∀) x∈ U ′′ . 

Fie )a(UUU0 ϑ∈′′∩′= şi vom avea  
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F(x,α) < 0,  F(x,β) > 0, (∀) x∈U0. 

Fie acum 0Ux ∈′ , arbitrar. Cum funcţia y → )y,x(F ′  este continuă pe [α,β], 

strict crescătoare pe [α,β] şi  0),x(F,0),x(F >β′<α′ , rezultă că există un unic 

punct ( )βα∈′ ,y  astfel încât 0)y,x(F =′′ . 

Deoarece 0Ux ∈′  a fost ales arbitrar rezultă că pentru orice punct x∈U0, 

fixat, există un singur punct y∈V0  astfel încât  F(x,y) = 0. 

Definim f : U0 → V0, f(x) = y şi atunci f este bine definită şi F(x, f(x)) =  0,             

(∀) x∈U0. 

Pentru x = a avem  F(a,b) = 0 şi cum b este singurul punct din V0 cu 

această proprietate deducem f(a) = b şi demonstraţia punctului a) este încheiată. 

 
b) Să observăm mai întâi că f este continuă în a. Pentru vecinătatea V0 

aleasă în mod arbitrar, din (a) există o vecinătate U0∈ϑ(a) astfel încât pentru 

orice x∈U0, f(x)∈V0, deci f este continuă în a. 

Analog raţionăm pentru x′ ∈U0 şi atunci rezultă că f este continuă pe U0. 

Fie a = (a1, a2, …, an), (a1, a2, …,ai-1, xi, ai+1,…, an)∈U0, unde i∈ n,1  şi  

y = f (a1, a2, …,ai-1, xi, ai+1,…, an)∈V0. 

Din Teorema lui Lagrange există ξ  între ai şi xi, η  între b şi y astfel încât 

0 = F(a1, a2, …,ai-1, xi, ai+1,…, an, y) - F(a1, a2,…, an, b) =  

= F(a1, a2, …,ai-1, xi, ai+1,…, an, y) - F(a1, a2,…, ai-1, ai, ai+1,…, an, y) + 

                   + F(a1, a2,…, ai-1, ai, ai+1,…, an, y) - F(a1, a2,…, an, b) = 

= ( ) ( ) )by(,a,...,a,a
y
F)ax(y,a,...,a,,a,...,a,a

x
F

n21iin1i1i21
i

−η
∂
∂

+−ξ
∂
∂

+− ,  

de unde rezultă că 

   ( ) +ξ
∂
∂

+− y,a,...,a,,a,...,a,a
x
F

n1i1i21
i

           

( )η
∂
∂

+ ,a,...,a,a
y
F

n21
( ) ( ) 0

ax
a,...,a,afa,...,a,x,a,...,a,af

ii

n21n1ii1i21 =
−

−+− ,  

pentru ii ax ≠ . 

Pentru ii ax →  avem )a(fb,aii =→η→ξ  şi folosind continuitatea funcţiilor  
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y
F si 

x
F

i ∂
∂

∂
∂  pe U0 x V0, prin trecere la limită cu  xi→ai  obţinem 

  =
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂ (a) 

x
ff(a))(a,

y
F f(a))(a, 

x
F

ii

0 şi cum 0f(a))(a,
y
F ≠

∂
∂  rezultă  

f(a)) (a, F
f(a)) (a,F

(a) 
x
f

'
y

'
x

i

i−=
∂
∂ . 

Reluând raţionamentul cu x în loc de a, unde x∈U0 este arbitrar şi cu           

y = f(x)∈V0 găsim că există  

f(x)) (x, F

f(x)) (x,F
(x) 

x
f

y

x

i

i

′
′

−=
∂
∂ , (∀) x∈U0, n,1i = . 

Cum )VU(CF 1 ×∈  va rezulta că  
x
f
i∂

∂ , n,1i =  sunt continue pe V0, deci 

)U(Cf 0
1∈ . Mai mult, folosind teorema 6.2.2 va rezulta că f este diferenţiabilă pe 

U0. 

c) Prin inducţie după k.                                                                                ■ 

 
Exemplu. Să se arate că ecuaţia x3 - y3 + x + y = 10 defineşte funcţia y pe 

o vecinătate a punctului (2,1). Să se calculeze )2(y),2(y ′′′ . 

Ecuaţia este de forma F(x,y) = 0, unde F:R2→R, F(x,y) = x3 - y3 + x + y - 10. 

Evident F(2,1)=0, F∈ 1C (R2),  1-3yy)(x,
y
F 2 +=

∂
∂ , (∀) (x,y)∈R2, de unde 

 0-2(2,1)
y
F

≠=
∂
∂ , deci ipotezele teoremei 6.5.1 sunt îndeplinite. Conform 

teoremei ecuaţia F(x,y) = 0 defineşte funcţia y pe o vecinătate a punctului (2,1),  

adică (∃) U0∈ϑ(2), U0⊂ R ,V0∈ϑ (1), V0⊂ R şi o unică funcţie y : U0→V0, cu 

valorile y = y(x) astfel încât  y(2) =1 şi  F(x,y(x)) = 0, (∀)x∈U0, adică    

           x3 - y3(x) + x + y(x) =10, (∀) x∈U0. 

Din teorema 6.5.1(b) funcţia y este derivabilă pe U0 şi derivând ultima 

relatie în raport cu x obţinem  

3x2 - 3y2(x) ,0)x(y1)x(y =′++′  (∀) x∈U0.             (6.20) 

Pentru x = 2 avem y(2) = 1 şi atunci  
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12- ,0)2(y1)2(y3 =′++′  de unde 
2

13)2(y =′ . 

Derivând din nou în (6.20) în raport cu x obţinem  

,0)x(y)x(y)x(y3)x(y)x(y6x6 22 =′′+′′−′− (∀)x∈U0. 

Pentru x = 2 obţinem  

,0)2(y)2(y3
4

169612 =′′+′′−⋅−   de unde 
4

483)2(y −=′′ . 

 
Sisteme de funcţii implicite 
 

 Considerăm sistemul de ecuaţii  

  











=

=

=

0)y,...,y,y,x,...,x,x(F
...................................................

0)y,...,y,y,x,...,x,x(F
0)y,...,y,y,x,...,x,x(F

m21n21m

m21n212

m21n211

               (6.21) 

unde F1, F2,…,Fm: A x B ⊂ Rn x Rm → R, m,n∈ *N . 

Dacă ),x,...,x,x(x n21=  )y,...,y,y(y m21=  şi F = (F1, F2,…,Fm)  atunci sistemul 

(6.21) se scrie echivalent sub forma unei ecuaţii vectoriale 

F(x,y) = 0                          (6.22) 
 

Definiţia 6.5.2. O funcţie f : A → B, f = (f1, f2,….,fm) se numeşte soluţie a 

sistemului (6.21) (sau echivalent a ecuaţiei vectoriale (6.22)) pe A dacă 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )









=

=

=

0x,...,x,xf,...,x,...,x,xf,x,...,x,xF
...................................................

0x,...,x,xf,...,x,...,x,xf,x,...,x,xF
0x,...,x,xf,...,x,...,x,xf,x,...,x,x F

n21mn211n21m

n21mn211n212

n21mn211n211

, (∀) x∈A  

(sau echivalent F(x,f(x))= 0, (∀)x∈A). 

În cazul în care sistemul (6.21) are pe mulţimea A o singură soluţie               

f = (f1, f2,….,fm) spunem că funţiile f1, f2,….,fm constituie un sistem de funcţii 

definite în mod implicit sau un sistem de funcţii implicite. 

 
Teorema 6.5.2. Fie sistemul de ecuaţii (6.21) în următoarele ipoteze:  

,RB,RA mn ⊂⊂  deschise, F:A x B →Rm, F =(F1, F2,…,Fm), (a,b)∈A x B astfel încât  

1. F(a,b) = 0 ( )0)b,a(F.....)b,a(F)b,a(F m21 ====⇔ ; 
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2. (∃)U∈ϑ(a), U⊂ A şi V∈ϑ (b), V⊂ B astfel încât  

F∈ )VU(C1 × ( ))VU(CF,...,F,F 1
m21 ×∈⇔ ; 

3. ( )
( ) 0)b,a(

y,...,y,yD
F,...,F,FD

m21

m21 ≠ . 

Atunci: 

a. sistemul (6.21) defineşte funcţiile y1, y2,...,ym  pe o vecinătate a 

punctului (a,b), adică există o vecinătate U0∈ϑ(a), o vecinătate V0∈ϑ(b), şi o 

unică funcţie f:U0→V0, f = (f1, f2,….,fm) cu valorile y = f(x)  

( )( )n21mmn2111 x,...,x,xfy),...,x,...,x,x(fy ==⇔  astfel încât b = f(a) 

( )( )afb),...,a(fb mm11 ==⇔  şi F(x,f(x)) = 0, (∀)x∈U0.  

b. )U(Cf 0
1∈  şi  

               

( )
( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

n,1i,Ux)(,
))x(f,x(

y,...,y,yD
F,...,F,FD

))x(f,x(
x,y,...,y,yD

F,...,F,FD

)x(
x
f

................................................................

n,1i,Ux)(,
))x(f,x(

y,...,y,yD
F,...,F,FD

))x(f,x(
y,...,y,xD
F,...,F,FD

)x(
x
f

0

m21

m21

i1m21

m21

i

m

0

m21

m21

m2i

m21

i

1

=∈∀=
∂
∂

=∈∀=
∂
∂

−

 

c. dacă F∈Ck(U x V), k 2≥ , atunci f∈Ck(U0) 

 
Demonstraţie. Prin inducţie după m.                                                          ■ 

Pentru m=1 teorema se reduce la teorema 6.5.1 iar pentru celelalte detalii se pot 

consulta lucrările [8] sau [11] . 

 
          Exemplu. Fie sistemul de ecuaţii 

     






=−+

=+−

0yxv2u4

0v2yvxyu
322

32
                                          (6.23) 

Să se arate că sistemul defineşte funcţiile u şi v pe o vecinătate a punctului 

(x0, y0, u0, v0) = (1,2,0,1). Să se calculeze du(1,2), dv(1,2). 

Sistemul (6.23) este de forma 




=

=

0)v,u,y,x(F
0)v,u,y,x(F

2

1  , unde F1, F2 : R4 → R, 

F1(x,y,u,v) = xyu – yv2 + 2v3,    F2(x,y,u,v) = 4u2 + 2v2 – x3y.  
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 Evident avem F1(1,2,0,1) = 0, F2(1,2,0,1) = 0, F1, F2∈ )R(C 41 ,  

 

v4u8
v6yv2xy

v
F

u
F

v
F

u
F

)v,u(D
)F,F(D 2

22

11

21 +−
=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

= , de unde 

 

08
40
22

)1,0,2,1(
)v,u(D
)F,F(D 21 ≠== , 

deci ipotezele teoremei (6.5.2) sunt îndeplinite. Conform teoremei sistemul (6.23) 

poate fi rezolvat în raport cu u şi v pe o vecinătate a punctului (1,2,0,1), deci pe o 

vecinătate U0∈ϑ((1,2)) avem u = u(x,y), v = v(x,y), u(1,2) = 0, v(1,2) = 1 şi 

  






=−+

=+−

0yx)y,x(v2)y,x(u4

0)y,x(v2)y,x(yv)y,x(xyu
322

32
, (∀) (x,y)∈U0             (6.24) 

Vom avea 

du(1,2) = dy)2,1(
y
udx)2,1(

x
u

∂
∂

+
∂
∂ ; 

dv(1,2) = dy)2,1(
y
vdx)2,1(

x
v

∂
∂

+
∂
∂ . 

Derivând în sistemul (6.24) în raport cu x obţinem  

          










=−
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+

0yx3)y,x(
x
v)y,x(v4)y,x(

x
u)y,x(u8

0)y,x(
x
v)y,x(v6)y,x(

x
v)y,x(yv2)y,x(

x
uxy)y,x(yu

2

2

,  

(∀) (x,y)∈U0. 

Pentru (x,y) = (1,2) obţinem       










=−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

06)2,1(
x
v4

0)2,1(
x
v6)2,1(

x
v4)2,1(

x
u2

, 

de unde  
2
3)2,1(

x
v

−=
∂
∂   şi  

2
3)2,1(

x
u

−=
∂
∂ . 

Derivând sistemul (6.24) în raport cu y obţinem  










=−
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

−−
∂
∂

+

0x)y,x(
y
v)y,x(v4)y,x(

y
u)y,x(u8

0)y,x(
y
v)y,x(v6)y,x(

y
v)y,x(yv2)y,x(v)y,x(

y
uxy)y,x(xu

3

22

, (∀) (x,y)∈U0 
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Pentru (x,y) = (1,2) obţinem         










=−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

−−
∂
∂

01)2,1(
y
v4

0)2,1(
y
v6)2,1(

y
v41)2,1(

y
u2

, 

de unde 
4
1)2,1(

y
u,

4
1)2,1(

y
v

=
∂
∂

=
∂
∂   şi atunci  

dy
4
1dx

2
3dv(1,2)  ,dy

4
1dx

2
3)2,1(du +=+−=

 
 

Transformări regulate 
 

Fie nRA ⊂ , deschisă şi f : A → Rn, f = (f1, f2, …,fn). 

Definiţia 6.5.3. Funcţia vectorială f este o transformare regulată în punctul 

a∈A dacă funcţiile f1, f2, …,fn au derivate parţiale continue într-o vecinătate V a 

lui a şi      0)a(
)x,....,x,x(D

)f,....,f,f(D
n21

n21 ≠ . 

Funcţia f este o transformare regulată pe A dacă este o transformare 

regulată în orice punct din A. 

 
Observaţie. Cum jacobianul transformării este o funcţie continuă rezultă 

că, dacă f este o transformare regulată într-un punct a∈A atunci f este o 

transformare regulată într-o întreagă vecinătate a lui a. Mai mult, dacă f este o 

transformare regulată pe A şi A este conexă atunci det Jf are un semn constant 

pe A. Folosind teorema 6.5.2 se poate demonstra următorul rezultat (vezi [8]): 

 
Teorema 6.5.3. (teorema de inversiune locală). 

Fie f: nn RRA →⊂ , A deschisă, o transformare regulată într-o vecinătate U 

a punctului a∈A.  Atunci există o vecinătate U0∈ϑ(a), U0 ⊂ U şi o vecinătate 

V0∈ϑ(f(a)) astfel încât restricţia lui f la U0 este o aplicaţie bijectivă de la U0 pe V0. 

Mai mult, dacă g= 1
U )|f( 0

−  atunci g este o transformare regulată în punctul 

b = f(a)  şi  ( )
( ) ( ) ( )

( ) )a(
xD
fD
1b

yD
gD

= . 
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6.6. Extreme locale pentru  funcţii reale de mai multe  
        variabile 

 

Definiţia 6.6.1. Fie nRA ⊂ şi f : A → R. Un punct a∈A se numeşte punct de 

minim (respectiv maxim) local pentru funcţia f dacă există o vecinătate V∈ϑ(a) 

astfel încât )a(f)x(f ≥  (respectiv ≤ ), (∀) x∈V Ι A. 

Dacă aceste inegalităţi au loc (∀) x∈A spunem că a este punct de minim 

(respectiv maxim) global sau absolut. 

Un punct a∈A se numeşte punct de extrem local pentru f dacă este punct 

de minim local sau de maxim local pentru f. 

 
Definiţia 6.6.2. Fie A⊂ Rn, deschisă şi f : A → R.  Un punct a∈A se 

numeşte punct critic sau staţionar pentru funcţia f dacă f este diferenţiabilă în a şi 

df(a)=0. 

Teorema 6.6.1. (Teorema lui Fermat). Fie nRA ⊂ , deschisă şi f:A→R. 

Dacă a∈A este un punct de extrem local pentru f iar f este diferenţiabilă în 

punctul a atunci df(a) = 0, adică a este punct critic. 

 
Demonstraţie. Fără a restrânge generalitatea să presupunem că a este 

un punct de minim local pentru f. Atunci (∃) r>0 astfel încât B(a,r)⊂ A şi f(x) ≥ f(a), 

(∀)x∈B(a,r). Fie s∈Rn un versor şi funcţia g: (-r,r)→R, g(t)=f(a+ts) şi să observăm 

că g este bine definită deoarece pentru t∈(-r,r) rezultă că a+ts∈B(a,r) ⊂ A. 

Luând x = a + ts ∈ B(a, r) vom avea g(t)≥ g(0), (∀) t∈(-r, r) deci t = 0 este 

punct de minim local pentru g. 

Cum f este diferenţiabilă în a rezultă că f este derivabilă în a după direcţia 

s deci g este derivabilă în t = 0 şi conform teoremei lui Fermat de la funcţiile reale 

de variabilă reală rezultă că g’(0) = 0. Dar aceasta implică 0)a(
ds
df

= . 

Luând s = ei, n,1i = , unde n21 e,...,e,e  sunt versorii bazei canonice obţinem 

0dx)a(
x
f)a(df

n

1i
i

i
=

∂
∂

= ∑
=

.                                          ■ 
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Observaţie. Din teorema lui Fermat rezultă că mulţimea punctelor de 

extrem local se află printre mulţimea punctelor critice, adică printre mulţimea 

soluţiilor sistemului    

















=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

0
x
f

.............

0
x
f

0
x
f

n

2

1

 

Reciproca acestei teoreme nu este în general adevărată. În acest sens fie 

funcţia f:R2→R, f(x,y) =x2-3y2. Evident avem ,0)0,0(
y
f,0)0,0(

x
f

=
∂
∂

=
∂
∂  deci df(0,0)=0. 

Mai mult, f(x,0)-f(0,0)=x2>0, (∀) (x,y)∈R2, x ≠ 0, f(0,y)-f(0,0)= -3y2<0, (∀) (x,y)∈R2, 

y ≠ 0, deci diferenţa f(x,y)-f(0,0) nu are semn constant pe nici o vecinătate a 

originii şi atunci punctul (0,0) nu este punct de extrem local  pentru f. 

 

Vom stabili în continuare o condiţie suficientă pentru ca un punct critic să 

fie punct de extrem local. În acest scop vom stabili mai întâi : 

Lema 6.6.1. Fie RR: n →ϕ  o formă pătratică pozitiv definită, adică 

∑
=

=
n

1ji,
jiij xxa(x)ϕ , (∀) n

n21 R)x,...,x,x(x ∈= , aij∈R, i,j∈ n,1  şi ,0)x( >ϕ (∀) x∈Rn, 0x ≠ . 

Atunci există o constantă m >0 astfel încât 2xm)x( ≥ϕ , (∀)x∈Rn. 

 
Demonstraţie. Fie S = {x∈Rn: ||x||=1}. 

Cum S este închisă şi mărginită în Rn, este compactă şi din teorema lui 

Weierstrass, cum ϕ  este continuă pe S este mărginită inferior pe S şi îşi atinge 

marginea inferioară. Fie a∈S astfel încât { }Sx:)x(infm)a( ∈ϕ==ϕ  

Cum a∈S avem a 0≠  şi atunci 0)a(m >ϕ=  iar pentru orice y ∈S avem 

m)y( ≥ϕ . Dacă x∈Rn, 0x ≠ , atunci S
x
xy ∈=  şi deci ,m

x
x

≥









ϕ  (∀) x∈Rn, x 0≠  

de unde ,xm)x( 2≥ϕ  (∀) x∈Rn, x 0≠  şi cum această inegalitate este verificată şi 

pentru x = 0, demonstraţia este încheiată.                                                            ■ 
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Teorema 6.6.2. Fie nRA ⊂ , deschisă, f:A→R,f∈ )A(C2  şi a ∈A punct critic 

pentru f. Dacă forma pătratică d2f(a) este  

a) pozitiv definită atunci a punct de minim local; 

b) negativ definită (adică –d2f(a) este pozitiv definită) atunci a este punct 

de maxim local. 

 
Demonstraţie. Presupunem mai întâi că d2f(a) este pozitiv definită. Cum 

f∈C2(A) rezultă că matricea asociată 
nj,i1ji

2
)a(

xx
f

≤≤











∂∂
∂  este simetrică. 

Aplicând lema 6.6.1 formei pătratice d2f(a) rezultă că există m>0 astfel 

încât 
n22 Rx)(,xm)x)(a(fd ∈∀≥  şi atunci 

n22 Rx)(,axm)ax)(a(fd ∈∀−≥− . 

Pe de altă parte, cum f∈C2(A), din formula lui Taylor cu rest de ordin k = 2 

sub forma Lagrange, pentru orice x∈B(a,r)⊂ A, există un punct ξ  între a şi x 

astfel încât  

                            f(x) = f(a)+ )ax)((fd
!2

1)ax)(a(df
!1
1 2 −ξ+− .  

          Cum a este punct critic avem df(a) = 0 şi atunci   

f(x) - f(a) = =−ξ )ax)((fd
2
1 2 [ ])ax)(a(fd)ax)((fd

2
1)ax)(a(fd

2
1 222 −−−ξ+− ≥  

2
1||ax||

2
m 2 +−≥  [ ])ax)(a(fd)ax)((fd 22 −−−ξ  , (∀) x∈B(a,r). 

Fie  








=

∈≠
−

−−−ξ
=α

axdaca,0

)r,a(Bx,axdaca,
ax

)ax)(a(fd)ax)((fd
)x( 2

22

 

 Cum  f∈C2(A) avem 0)x(lim
ax

=α
→

 şi atunci  

)),x(m(
2
ax

ax
2

)x(ax
2
m)a(f)x(f

2
22

α+
−

=−
α

+−≥−  

Cum m > 0 şi  0)x(lim
ax

=α
→

, există  r1 > 0,  r1 < r astfel încât  

)r,a(B)r,a(Bx)(,0)x(m 1 ⊂∈∀>α+ . 
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În concluzie  f(x) - f(a) ≥  0, (∀) x∈B(a,r1), adică a este un punct de minim 

local.  

Dacă d2f(a) este negativ definită atunci  -d2f(a)  este pozitiv definită şi 

folosim prima parte a demonstraţiei.                                                                      ■  

 
Teorema 6.6.3. Fie A 2R⊂ , deschisă, f∈C2(A), f = f(x,y), a∈A, a =(x0,y0) un 

punct critic pentru f. 

Fie ),y,x(
y
ft),y,x(

yx
fs),y,x(

x
fr 002

2

000

2

0002

2

0 ∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂
∂

=  (notaţiile lui de Monge). 

Dacă 

1) 0str 2
00 0

>−  şi 0r0 >  atunci (x0,y0) este punct de minim local; 

2) 0str 2
00 0

>− şi 0r0 <  atunci (x0,y0) este punct de maxim local; 

3) 0str 2
00 0

<−  atunci (x0,y0) nu este punct de extrem local. 

 

Demonstraţie. Pentru (x,y)∈A avem  

         
.yypentru,t

yy
xx2s

yy
xxr)y(y)y)(yy,(x

y
f

)y)(yx)(xy,(x
yx
f2)x)(xy,(x

x
f)yy,x)(xy,f(xd

00
0

0
0

2

0

0
0

2
0

2
0002

2

0000

2
2

0002

2

0000
2

≠











+

−
−

+







−
−

−=−
∂
∂

+

+−−
∂∂

∂
+−

∂
∂

=−−

 

Dacă notăm cu 
0

0
yy
xxu

−
−

=  atunci se observă că d2f(x0, y0) are un semn 

constant dacă şi numai dacă trinomul  r0u2+2s0u+t0  are rădăcini complexe, adică 

dacă  r0t0 - 0s2
0 > . 

În acest caz semnul său este dat de semnul lui r0. 

În consecinţă, d2f(a) este pozitiv definită dacă  r0>0 şi negativ definită dacă 

r0 < 0. 

Conform teoremei 6.6.2, pentru r0 > 0 punctul (x0,y0) este punct de minim 

local iar pentru r0 < 0, punctul (x0,y0) este punct de maxim local. 

Dacă  r0t0 - s0
2 < 0 atunci d2f(x0,y0) nu mai păstrează semn constant şi 

atunci diferenţa  f(x,y) - f(x0,y0) nu are semn constant pe nici o vecinătate a 

punctului (x0,y0), deci  (x0,y0) nu este punct de extrem.                                     ■ 

 



- 131 - 

  

 

Observaţie. Dacă r0t0 - s0
2 = 0 nu putem preciza dacă punctul (x0, y0) este 

sau nu punct de extrem. În acest caz semnul diferenţei  f(x,y) - f(x0, y0) depinde 

de semnul diferenţelor de ordin superior. 

 
Exemplu. Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei       

f:A ,RR2 →⊂  yln10xln4yxyx)y,x(f 22 −−++= . 

Determinăm mai întâi punctele critice: 










=−+

=−+
⇔










=
∂
∂

=
∂
∂

0
y

10y2x

0
x
4yx2

0
y
f

0
x
f

, care are soluţia (x0,y0) = (1,2) deci punctul (1,2) este 

punct critic. Pentru a vedea dacă este punct de extrem local să calculăm 

derivatele parţiale de ordinul doi. 

Evident avem: 

.
2
9

4
102)2,1(

y
ft

y
102

y
f

;1)2,1(
yx
fs1

yx
f

;6)2,1(
x
fr

x
42

x
f

2

2

022

2

2

0

2

2

2

022

2

=+=
∂
∂

=⇒+=
∂
∂

=
∂∂

∂
=⇒=

∂∂
∂

=
∂
∂

=⇒+=
∂
∂

 

 Prin urmare r0t0 - s0
2 = 0261

2
96 >=−⋅  şi cum r0 > 0 rezultă că (1,2) este 

punct de minim local. 

 
Teorema  6.6.4. Fie A ⊂ Rn, deschisă, ( )ACf ,RA:f 2∈→  şi Aa∈  punct 

critic pentru f. 

 Fie ( ) nj,i1 ,aa
xx
fa ji

ji

2

ij ≤≤=
∂∂

∂
= . 

Fie  

a   ...  a   a
....   ...    ....    ... 
a   ...  a   a

 a   ...  a   a

 ..., ,
a   a
a   a

 ,a

nnn2n1

2n2221

1n1211

n
2221

1211
2111 =∆=∆=∆ . 
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Atunci: 

1) Dacă , 0 ..., 0, ,0 n21 >∆>∆>∆ rezultă că punctul a este punct de 

minim local; 

2) Dacă ( ) , 01- ..., 0, ,0 n
n

21 >∆>∆<∆ rezultă că punctul a este punct de 

maxim local. 

 
Demonstraţie. Se foloseşte următorul rezultat algebric (condiţiile lui 

Sylvester):  

Fie ϕ  o formă pătratică a cărei matrice asociată  ( )
nj,i1ija

≤≤
 este simetrică. 

 Fie  

a   ...  a   a
....   ...    ....    ... 
a   ...  a   a

 a   ...  a   a

 ..., ,
a   a
a   a

 ,a

nnn2n1

2n2221

1n1211

n
2221

1211
2111 =∆=∆=∆ , minorii principali ai 

matricei. Atunci: 

1) Dacă ,0  ...,  ,0  ,0 n21 >∆>∆>∆ rezultă că ϕ  este pozitiv definită; 

2) Dacă ( ) ,01- ..., ,0  ,0 n
n

21 >∆⋅>∆<∆  rezultă că ϕ  este negativ definită.  ■ 

 

Exemplu. Să se determine punctele de extrem local ale funcţiei cu  

valorile ( ) 0zy,  x,,
16
z

z
y

y
x

x
1z,y,xf >+++= . 

 Determinăm mai întâi punctele critice: 















=+−

=+−

=+

⇔















=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

0
16
1

z
y

0
z
1

y
x

0
y
1

x
1-

     

0
z
f

0
y
f

0
x
f

2

2

2

, care are soluţia x = 2, y = 4, z = 8, deci  

(x0, y0, z0) = (2, 4, 8) este punct critic. 

 Pentru a vedea dacă este punct de extrem local să calculăm derivatele 

parţiale de ordinul doi. 
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Evident avem 

           32

2

32

2

32

2

z
y2

z
f   ,

y
x2

y
f   ,

x
2

x
f

=
∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
2

22

2

2

z
1

zy
f,0

zx
f,

y
1

yx
f

−=
∂∂

∂
=

∂∂
∂

−=
∂∂

∂   

şi matricea hessiană devine 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

=



























∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

=

8,4,2
z
f8,4,2

zy
f8,4,2

xz
f

8,4,2
zy
f8,4,2

y
f8,4,2

xy
f

8,4,2
zx
f8,4,2

yx
f8,4,2

x
f

8,4,2H

2

222

2

2

22

22

2

2

























−

−−

−

64
1

64
10

64
1

16
1

16
1

0
16
1

4
1

. 

  

Observăm că ∆ 1 = 
4
1  > 0, ,0

256
3

2 >=∆ ,0
642
1

23 >
⋅

=∆  deci 

 (x0, y0, z0) = (2, 4, 8) este punct de minim local.  

 

  Extreme condiţionate. Metoda multiplicatorilor lui Lagrange 

 

 Fie nk,RA:g...,,g,g,RRA:f k21
n <→→⊂ şi AB ⊂  mulţimea soluţiilor 

sistemului 

( )
( )

( )









=

=

=

0x...,,x,xg
..............................

0x...,,x,xg
0x...,,x,xg

n21k

n212

n211

                                             (6.25) 

 Ne propunem să determinăm extremele funcţiei f care să verifice în plus 

condiţiile (6.25), numite legături. 

 
 Definiţia 6.6.2. Un punct Ba∈  se numeşte punct de extrem local al 

funcţiei f cu restricţiile (6.25) sau punct de extrem local condiţionat dacă există o 

vecinătate ( )aV ϑ∈  astfel încât diferenţa ( ) ( )afxf −  are semn constant pe BV ∩ . 

 

 Cu alte cuvinte punctul a este punct de extrem condiţionat pentru f dacă 

este punct de extrem pentru restricţia lui f la B, deci pentru fB. 
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Definiţia 6.6.3. Un punct Ba∈  se numeşte punct critic condiţionat pentru f 

dacă este punct critic pentru fB.. 

 Pentru determinarea extremelor condiţionate vom folosi metoda 

multiplicatorilor a lui Lagrange. 

 
 Teorema 6.6.5. (Existenţa multiplicatorilor lui Lagrange). 

 Fie nRA ⊂ , deschisă, f, g1, g2, ..., gk ( )AC1∈  şi Aa ∈  punct de extrem local 

pentru f cu restricţiile (6.25). 

Dacă   ( )
( ) ( ) 0a

x...,,x,xD
g...,,g,gD

k21

k21 ≠  atunci există k numere reale k21 ...,,, λλλ  astfel 

încât dacă se consideră funcţia   kk2211 g...ggfL λ++λ+λ+= , să avem 

               
( )

( )







==

==
∂
∂

k,1i,0ag

n,1i,0a
x
L

i

i  , adică punctul a să fie punct critic al funcţiei L. 

 

 Demonstraţie. Cum ( )
( ) ( ) 0a

x...,,x,xD
g...,,g,gD

k21

k21 ≠  conform teoremei 6.5.2 sistemul 

(6.25) poate fi rezolvat în raport cu variabilele x1, x2, ..., xk pe o vecinătate a 

punctului a = (a1, a2, ..., ak, ak+1, ..., an), deci există o vecinătate U0 a punctului 

(ak+1, ..., an) în knR − , o vecinătate V0 a punctului (a1, a2, ..., ak) în Rk astfel încât 

BxUV 00 ⊂  şi sistemul (6.25) are soluţie unică (x1, x2, ..., xk) în V0: 

( )
( )

( )









ϕ=

ϕ=

ϕ=

+

+

+

n1kkk

n1k22

n1k11

x...,,xx
..............................

x...,,xx
x...,,xx

                                    (6.26) 

Avem  ( ) ( ) ( )n1kkkn1k22n1k11 a...,,aa...,,a...,,aa,a...,,aa +++ ϕ=ϕ=ϕ= . 

Funcţiile k21 ...,,, ϕϕϕ  sunt de clasă C1 pe U0. 
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Înlocuind x1, x2, ..., xk din (6.26) în (6.25) obţinem: 

 
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )









=ϕϕ

=ϕϕ
=ϕϕ

+++

+++

+++

0x...,,x,x...,,x...,,x...,,xg
..............................................................................

0x...,,x,x...,,x...,,x...,,xg
0x...,,x,x...,,x...,,x...,,xg

n1kn1kkn1k1k

n1kn1kkn1k12

n1kn1kkn1k11

         (6.27) 

( )( ) 0n2k1k Ux...,,x,x ∈∀ ++ . 

 Din (6.27), folosind teorema de derivare a funcţiilor compuse obţinem: 

n,1ki,k,1m,0
x
g

xx
g

i

m

i

j
k

1j j

m +===
∂
∂

+
∂

ϕ∂
⋅

∂
∂∑

=
                (6.28) 

  
Considerăm funcţia cu valorile 

( ) ( ) ( )( )n1kn1kkn1k1n1k x...,,x,x...,,x...,,x...,,xfx...,,xF ++++ ϕϕ= . 

 Cum punctul a este punct de extrem local pentru f, cu restricţiile (6.25) iar 

( ) ( )( ) Bx...,,x,x...,,x...,,x...,,x n1kn1kkn1k1 ∈ϕϕ +++  rezultă că ( )n1k a...,,a +  este punct 

de extrem local pentru F. 

 Folosind teorema lui Fermat rezultă că: 

( ) ( ) n1,ki  , 0a,...,a
x
F

n1k
i

+=∀=
∂
∂

+  , adică 

( ) ( ) ( ) n1,ki  ,  0a,...,a
x

a
x
fa

x
f

n1k

k

1j i

j

ji
+==

∂

ϕ∂

∂
∂

+
∂
∂

+
=
∑                (6.29) 

Întrucât  ( )
( ) ( ) 0a

x,...,x,xD
g,...,g,gD

k21

k21 ≠    rezultă că sistemul liniar  

( ) ( ) k1,j  ,  a
x
f  a

x
g

j
m

k

1m j

m =
∂
∂

−=α
∂
∂∑

=
                            (6.30) 

are soluţie unică. Fie ),...,,( k21 λλλ  această soluţie şi ∑
=

λ+=
k

1m
mmgfL . 

Vom arăta că L satisface concluziile teoremei. 

Cum  Ba∈   rezultă că  ( ) ( ) k1,i   , 0agi =∀= . 
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Pentru k,1j∈  vom avea  ( ) ( ) ( )∑
= ∂

∂
λ+

∂
∂

=
∂
∂ k

1m i

m
m

jj
a

x
ga

x 
f a

x 
L   şi folosind (6.30) 

obţinem (ţinând cont că m21 ,...,, λλλ  este soluţie a sistemului)         

( ) ( ) k1,j   ,0 a
x 
L 

j
=∀=

∂
∂ .                                                                                                                    

Pentru  n,1ki +∈  , folosind (6.28) vom avea 

 

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =
∂

ϕ∂

∂
∂

λ−
∂
∂

=
∂

∂
λ+

∂
∂

=
∂
∂

+
===
∑∑∑ n1k

i

j
k

1j j

m
k

1m
m

ii

m
k

1m
m

ii
a,...,a

x
a

x
ga

x
fa

x
ga

x
fa

x
L  

                        = ( ) ( ) ( )a
x
ga,...,a

X
a

x
f

j

m
k

1m
m

K

1J
n1k

i

j

i ∂
∂

λ
∂

ϕ∂
−

∂
∂ ∑∑

==
+ . 

 
Cum  ( )k21 ,...,, λλλ  este soluţue a sistemului (6.30) va rezulta că  

( ) ( ) ( ) ( )a
x
fa,...,a

x
a

x
fa

x
L k

1j j
n1k

i

j

ii
∑
=

+ ∂
∂

∂

ϕ∂
+

∂
∂

=
∂
∂    şi folosind (6.29)  obţinem   

( ) ( ) n,1ki,0a
x
L

i
+=∀=

∂
∂   şi demonstraţia este încheiată.                                    ■ 

 
Observaţie. Teorema 6.6.5 se poate enunţa şi astfel: Orice punct de 

extrem condiţionat este punct critic condiţionat. 

 Practic, pentru rezolvarea unei probleme de extrem condiţionat se 

procedează astfel:  

1. Se asociază funcţia lui Lagrange  

            ∈λλλλ++λ+λ+= k21kk2211 ...,,,cu,g...ggfL R, 

   nedeterminaţi (numiţi multiplicatorii lui Lagrange). 
2. Se determină punctele critice ale lui L, adică soluţiile sistemului: 

             








≤≤=

≤≤=
∂
∂

ki1,0g

ni1,0
x
L

i

i  

3. Dacă ( )k1n21 ,...,,a,...a,a λλ  este o soluţie a acestui sistem atunci punctul          

a = (a1, a2, ..., an) este punct critic condiţionat al funcţiei f. 
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4. Presupunem că f, g1, g2, ..., gk ( )AC2∈ . 

În acest caz ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Bx,aLxLafxf ∈∀−=−  şi pentru a studia dacă a este 

punct de extrem local condiţionat vom studia semnul diferenţei L(x) - L(a), 

calculând d2L(a), în care diferenţiem legăturile (6.25) în punctul a. Vom găsi în 

acest punct dx1, dx2, ..., dxk în funcţie de dxk+1, ..., dxn. 

  

Aplicaţie. Să se construiască un rezervor în formă de paralelipiped drept, 

de volum maxim având la dispoziţie 48 m2 de tablă (presupunem rezervorul 

neacoperit). 

 Fie x > 0 lungimea, y > 0 lăţimea şi z > 0 înălţimea paralelipipedului. 

 Atunci volumul paralelipipedului este V = xyz şi  xy+2xz+2yz = 48. 

 Problema se reduce la determinarea maximului funcţiei f cu valorile 

( ) 0z,0y,0x,xyzz,y,xf >>>= , cu legătura 048yz2xz2xy =−++  ( ) 0z,y,xg =⇔ , 

unde ( ) 48yz2xz2xyz,y,xg −++= . 

 Fie ( ) ( ) ( ) ( )48yz2xz2xyxyzz,y,xgz,y,xf,z,y,xL −++λ+=λ+=λ . 

Determinăm punctele critice ale lui L: 











=−++
=λ+λ+

=λ+λ+
=λ+λ+

⇔
















=

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

048yz2xz2xy
0y2x2xy

0z2xxz
0z2yyz

0g

0
z
L

0
y
L

0
x
L

  , care admite soluţia 1,2z,4yx −=λ=== , 

deci punctul (4,4,2) este punct critic condiţionat. 

 Pentru 1−=λ , funcţia lui Lagrange devine 

L(x,y,z) = xyz-xy-2xz-2yz+48. 

 Vom calcula d2L(4,4,2). Evident avem 

 

2x
zy

L,2y
yx
L,1z

yx
L,0

z
L

y
L

x
L 222

2

2

2

2

2

2
−=

∂∂
∂

−=
∂∂

∂
−=

∂∂
∂

=
∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂  şi atunci 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

.dzdx4dydz4dxdy2

dydz2,4,4
zy

L2dxdz2,4,4
zx

L2dxdy2,4,4
yx

L2

dz2,4,4
z
Ldy2,4,4

y
Ldx2,4,4

x
L2,4,4Ld

222

2
2

2
2

2

2
2

2

2
2

++=

=
∂∂

∂
+

∂∂
∂

+
∂∂

∂
+

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

 

 
Din g(x,y,z) = 0 rezultă  dg(x,y,z) = 0 şi în particular  dg(4,4,2)=0, adică  

8dx+8dy+16dz = 0, de unde dx = -dy -2dz. 

 În concluzie, 

      ( ) ( ) ( ) 0dz4dydz4dy2dz2dydz4dydz4dz2dydy22,4,4Ld 222 <−−−=+−++−=  ,  

deci  d2L(4,4,2) este negativ definită şi atunci punctul (4,4,2) este punct de 

maxim local.  

 
 

Probleme propuse 
 

1. Fie funcţia 








=

≠
+=→

)0,0()y,x(daca,0

)0,0()y,x(daca,
yx
yx

y)f(x, ,RR:f 26

2

2 . 

Să se arate că funcţia f nu este continuă în punctul (0,0) dar este derivabilă 

în (0,0) după orice versor .R)s,s(s 2
21 ∈=  

2. Fie funcţia RR:f 2 → , f(x,y) = cos(2x+3y). 

Să se calculeze 





 π 0,

4ds
df , unde 2Rs ∈  este un versor. 

3. Fie funcţia RR:f 2 → , f(x,y)=








=

≠
+

(0,0)y)(x, daca          ,0     

(0,0)y)(x, daca  ,
yx

xy
22 . 

Să se arate că  

a) f este continuă şi derivabilă parţial pe 2R ; 

b) f nu este diferenţiabilă în punctul (0, 0). 

 



- 139 - 

  

4. Fie funcţia RRD:f 2 →⊂ , f(x,y)=








=

≠
+

+

(0,0)y)(x, daca  ,                      0            

(0,0)y)(x, daca  ,
yx

1cos)yx(
22

22

. 

Să se arate că 

a) f este derivabilă parţial pe 2R  iar derivatele parţiale nu sunt continue în      

punctul (0,0); 

b) f este diferenţiabilă în punctul (0, 0). 

5. Fie funcţia RRD:f 2 →⊂ , f(x,y) =arctg 
y
x . 

a) Să se calculeze derivatele parţiale de ordinul întâi şi doi; 

b) Să se calculeze df(-1,2), df(-1,2)(3,-2), d 2 f(-1,2), d 2 f(-1,2)(3,-2). 

6. Fie funcţia ,RRD:f 23 →⊂    










+
= ++

22
zy32x

yx
x3,e)z,y,x(f . 

Să se determine  Jf(2,-1,0). 

 

7. Fie funcţia f:R3 \{(a,b,c)}→R,  

            
( ) ( ) ( )222 czbyax

1)z,y,x(f
−+−+−

= , unde a,b,c ∈R. 

Să se arate că  .0
z

f
y

f
x

f
2

2

2

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂  

8. Fie funcţia  f:D⊂ R →2 R, 
yx
yx)y,x(f

+
−

= . 

Să se calculeze  ,
yx
f
nm

nm

∂∂
∂ +

unde  m,n∈N∗ . 

9. Fie funcţia  f : R 2 → R, 

  








=

≠







+

=

0ydaca,0

0ydaca,
y
x1lny

)y,x(f 2

2
2

 

   Să se arate că 1Cf ∈ (R2 ), ( ) )0,0(
xy
f0,0

yx
f 22

∂∂
∂

=
∂∂

∂  dar nu este verificat 

criteriul  lui Schwarz. 
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10. Fie funcţia ⊂D:u R 2 →R, 

 u(x, t) = f(x + at) + g(x - at), a ∈ R, unde f şi g sunt două funcţii de două ori 

diferenţiabile. 

Să se arate că   0
x
ua

t
u

2

2
2

2

2
=

∂
∂

−
∂
∂ . 

11. Fie funcţia f :D⊂ R3 →R, ,
x
z,

x
yxxln

z
xy)z,y,x(f 






ϕ+= unde ⊂∆ϕ : R →2 R  

este diferenţiabilă. 

Să se arate că f
z
xy

z
fz

y
fy

x
fx +=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ . 

12. Să se arate că următoarele funcţii sunt omogene şi să se verifice 

relaţia lui Euler: 

a) f:D⊂ R →3 R, z
y

y3
x)z,y,x(f 








= ; 

b)f:D⊂ R →2 R,  





ϕ=

x
yx)y,x(f n ,unde ∈n N∗şi ϕ  este o funcţie 

diferenţiabilă. 

13. Fie funcţia f:D⊂ R →2 R, 







−ϕ=

y
x,yx)y,x(f 22 ,unde  ⊂∆ϕ : R →2 R, 

( )∆∈ϕ 2C . 

Să se calculeze )y,x(df şi )y,x(fd2 ,unde ( ) Dy,x ∈ . 

14. Fie funcţia f:D⊂ R →2 R, 
xy1
yxarctg)y,x(f

−
+

= . Să se aproximeze funcţia f 

printr-un polinom de grad doi în vecinătatea punctului (1,-1). 

15. Să se studieze extremele locale ale funcţiilor: 

a) f :R →2 R, ( ) y3x222 eyx)y,x(f ++= ; 

b) f :R2 \ {(0,0)}→R, ( )22 yxlnxy)y,x(f += ; 

c) f : (0, π )× (0, →π) R, ( )yxsinysinxsin)y,x(f += ; 
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d) f :D ⊂ R2 → R, f(x,y) = x-2y + 
x
yarctg3yxln 22 ++ ; 

e) f :R →3 R, z2xy12zyx)z,y,x(f 223 ++++= . 

16. Să se arate că funcţia f :R →2 R, ( ) yy yexcose1)y,x(f −+=  are o 

infinitate de puncte de maxim local şi nici un punct de minim local. 

17. Să se arate ca ecuaţia   zxyxez +=  defineşte funcţia z pe o 

vecinătate a punctului  (2,1, 0). 

Să se calculeze dz(2,1) şi ( )1,2
yx

z2

∂∂
∂ . 

18. Să se calculeze y’,y’’, dacă funcţia y este definită de ecuaţia 

y
xarctgyxln 22 =+ . 

19. Ecuaţia F(x, x+z, y+z) = 0, unde F:D⊂ R →3 R,F ( )DC2∈ ,defineşte           

funcţia z. 

Să se calculeze dz şi 
yx

z2

∂∂
∂ . 

20. Să se arate că sistemul 






=++

=+

2zyx

z
2
1yx 222

  defineşte în mod implicit 

funcţiile x şi y pe o vecinătate a punctului   (1,-1,2). 

 

Să se calculeze x’(2); y’(2); x”(2); y”(2). 
21. Dacă funcţiile u şi v sunt definite de sistemul  

                       






++=

++=
2222 zyxv

czbyaxuv
   ,a, b, c R∈ , atunci  x 0

z
uz

y
uy

x
u

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ . 

 

22.  Sistemul 




=+
=−+

1yvxu
1)vy,ux(g

    ,unde g:D RR2 →⊂ , g )D(C1∈  defineşte 

funcţiile u şi v. Să se calculeze du, dv. 
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23. Să se studieze punctele de extrem local ale funcţiei z definită de 

ecuaţia  x2+y2+z2+2x+y-4z = 
4

15 . 

24. Să se determine punctele de extrem ale funcţiei f:R3 →R,                       

f(x, y, z) = xy2z3 cu legătura x + 2y + 3z = a  (x > 0, y > 0, z > 0, a > 0). 

 

25. Să se determine punctele de extrem ale funcţiei  f : R3→R, 

                 f(x, y, z) = xyz, cu legăturile 




=++
=++

5zyx
8yzxzxy

. 
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CAPITOLUL  7 
 
 

INTEGRALA RIEMANN 
 

7.1. Primitiva unei funcţii reale de variabilă reală 

 
  Definiţia 7.1.1.  Fie I ⊂ R un interval şi funcţia f : I → R. Spunem că f 

admite primitivă pe I dacă există o funcţie F : I → R, derivabilă pe I astfel încât 

F'(x) = f(x), (∀) x∈I. Funcţia F se numeşte primitivă a funcţiei f. 

 

Proprietăţi ale primitivelor 

  Propoziţia 7.1.1. Dacă F : I → R este o primitivă a funcţiei f pe I atunci 

F + c, unde c ∈ R, este o primitivă a lui f pe I. 

 Demonstraţie. Fie  c ∈R şi G : I → R, G = F + c. 

Vom avea G' = (F + c)' =  F' = f.                                                                            ■ 

 

 Propoziţia 7.1.2.  Dacă F,G : I → R sunt două primitive ale lui f pe I atunci 

acestea diferă printr-o constantă. 

 Demonstraţie. Cum F' = G' = f rezultă (F - G)' = F' - G' = 0, deci F – G este 

o constantă.                                                                                                           ■ 

 

 Observaţie. Dacă I nu este interval, concluzia propoziţiei 7.1.2 nu este în 

general adevărată. 

 În acest sens considerăm funcţia 

f : (0,1) ∪ (2,3) → R, f(x) = 1, (∀) x∈ (0,1) ∪ (2,3) şi 

F, G : (0,1) ∪ (2,3) → R,  F(x) = 
( )

( )



∈
∈+
3,2xdaca,x

1,0xdaca,1x
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G(x) = 
( )

( )



∈+
∈

3,2xdaca,1x
1,0xdaca,x

 

Atunci F, G sunt derivabile pe (0,1) ∪ (2,3), 

 F' = G' = f dar F şi G nu diferă printr-o constantă. 

 
 Observaţie. Din propoziţia 7.1.2 rezultă că, dacă F : I → R este o primitivă 

a funcţiei f pe I atunci mulţimea primitivelor funcţiei f pe I este formată din funcţiile 

de forma F + c, unde c ∈R. 

 Mulţimea {F + c: c ∈R} a tuturor primitivelor lui f pe I se numeşte integrala 

nedefinită a lui f pe I şi se notează cu ∫ dx)x(f  (sau ∫ ,fdx   ∫ f ). 

 Vom scrie ∫ dx)x(f  = F(x) + C. 

 
 Propoziţia 7.1.3. Dacă f şi g au primitive pe un interval I atunci funcţia f+g 

are primitive pe I şi ∫ + dx)x)(gf(  = dx)x(f∫  + dx)x(g∫ . 

 Demonstraţie. Fie  F : I → R o primitivă a lui f şi  G : I → R o primitivă a lui 

g. Atunci vom avea  (F + G)' = F' + G' = f + g , deci F + G este o primitivă a lui      

f + g şi demonstraţia este încheiată.                                                                      ■ 

 

 Propoziţia. 7.1.4. Dacă f are primitive pe un interval I şi α∈R atunci αf are 

primitive pe I iar pentru α ≠ 0 avem   ∫α dx)x(f  = α ∫ dx)x(f . 

 Demonstraţie. Fie F : I → R o primitivă a lui f şi α ∈ R. Vom avea  

(αF)' = αF' = αf, deci αF este o primitivă a lui αf. 

 Dacă α = 0 atunci  ∫ α dx)x(f  = ∫ dx0  = C  iar α dx)x(f∫  = 0, deci egalitatea 

nu este adevărată.                                                                                                 ■ 

 

 Propoziţia 7.1.5. Dacă f are primitive pe un interval I ⊂ R atunci f are 

proprietatea lui Darboux. 

 
 Demonstraţie. Fie F : I → R o primitivă a lui f. Atunci F este derivabilă pe I 

şi din teorema lui Darboux derivata sa F' = f are proprietatea lui Darboux.           ■ 
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 Propoziţia 7.1.6. (de existenţă a primitivelor). Fie f : I → R o funcţie 

continuă. Atunci f are primitive pe I. 

 

Metode de determinare a primitivelor 

 
 Propoziţia 7.1.7. (metoda integrării prin părţi) 

Fie f, g : I → R, derivabile cu derivate continue pe I. Atunci  

∫ g)x(f '(x)dx = f(x)g(x) - ∫ f '(x)g(x)dx. 

 Demonstraţie. Cum f ' şi g' sunt continue rezultă fg' şi f 'g sunt continue, 

deci au primitive . 

Cum (fg)' = f 'g + f g’  rezultă că funcţia fg este o primitivă a funcţiei f 'g + fg', deci 

 ∫ f( '(x)g(x) + f(x)g'(x))dx = f(x)g(x) + C, de unde 

 ∫ g)x(f '(x)dx = f(x)g(x) - ∫ f '(x)g(x)dx + C = f(x)g(x) - ∫ f '(x)g(x)dx.               ■ 

 

 Propoziţia 7.1.8. (prima metodă de schimbare de variabilă). 

Fie I, J ⊂ R intervale şi funcţiile f : I → R, φ : J → I cu proprietăţile 

i) φ este derivabilă pe J; 

ii) f are primitive pe I şi F : I → R este o primitivă a sa. 

 Atunci funcţia  (f◦φ)φ'  are primitive pe J şi  F◦φ este o primitivă a sa, adică 

    ∫ ϕϕ ))t((f '(t)dt = F(φ(t)) + C. 

  Demonstraţie. Cum F◦φ este derivabilă pe J şi (F◦φ)' = (F'◦φ)φ' = (f◦φ)φ' 

demonstraţia este încheiată.                                                                                  ■ 

 

  Propoziţia 7.1.9. (a doua metodă de schimbare de variabilă) 

Fie I, J ⊂ R intervale şi funcţiile f : I → R, φ: J → I, cu proprietăţile: 

i) φ este bijectivă, derivabilă cu φ' (t) ≠ 0 (∀) t ∈ J; 

ii) funcţia (f◦φ) φ' are primitive pe J şi G : J → R este o primitivă a 

sa. 

Atunci f are primitive pe I şi G◦φ-1 este o primitivă a sa, adică  

     ∫ dx)x(f  = G◦φ-1 + C. 
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  Demonstraţie. Din i) rezultă că φ-1 este derivabilă pe I şi cum G este 

derivabilă pe J rezultă că G◦ φ-1 este derivabilă pe I şi  

          (G◦ φ-1)' (x) = G' (φ-1(x))(φ-1)' (x) = (f◦φ)(φ-1(x))φ'(φ-1(x))(φ-1)'(x) = 

               = f(x)φ'(φ-1(x))
))x(('

1
1−ϕϕ

 = f(x), (∀) x∈I. 

  În concluzie funcţia  G◦φ-1 este o primitivă a lui f.                                       ■ 

 

   7.1.1.Primitivele funcţiilor raţionale 

 
Vom da o metodă de calcul a primitivelor de forma ∫ dx)x(f , x∈I, unde I ⊂R 

este un interval iar f este o funcţie raţională, adică f =
Q
P , unde 

P, Q ∈ R[X], Q(x) ≠ 0, (∀) x∈I. 

Dacă grad P≥ grad Q atunci 
)x(Q
)x(P  = C(x) + ,

)x(Q
)x(R  unde C, R ∈ R[X],        

grad R < grad Q şi astfel 

    ∫ dx)x(f  =  ( ) dx
)x(Q
)x(RdxxC ∫∫ +   

  Cum C este un polinom integrala ( )∫ dxxC  se calculează imediat şi atunci 

integrala ∫ dx)x(f  se reduce la calculul integralei ∫ )x(Q
)x(R dx. 

Astfel, este suficient să studiem cazul în care grad P < grad Q. 

 

  Definiţia. 7.1.2. Se numesc fracţii simple funcţiile cu valorile de forma: 

,
)x(

A
mα−

 n2 )cbxax(
CBx
++

+ ,   unde x∈I, x ≠ α, 

 A, B, C, α, a, b, c ∈ R,     m, n ∈ *N ,      b2 – 4ac < 0. 

  Conform unui rezultat cunoscut din algebră orice funcţie raţională f = 
Q
P , 

cu grad P < grad Q se descompune în mod unic ca o sumă de fracţii simple. 

 

  Exemplu. 
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222

3

)1x()1x)(1x2(
x

+−+
 = 

1x2
A
+

 + 
1x

B
−

 + 
2)1x(

C
−

 + 
1x
EDx

2 +
+  + 

22 )1x(
GFx

+
+ , 

unde A, B, C, D, E, F, G ∈ R se determină prin identificarea coeficienţilor după ce 

aducem la acelaşi numitor. 

 

  Astfel este suficient să calculăm primitivele fracţiilor simple. 

  Evident avem 

 dx
)x(

A
m∫ α−

 = 








=+α−

≠+
+−

α− +−

1m pentru ,xlnA

1m pentru,
1m

)x(A
1m

C

C
    

 

dx
)cbxax(

CBx
n2∫ ++

+  = dx
)cbxax(

bax2
a2

B
n2∫ ++

+  + (C - 
a2

bB ) ∫ ++
dx

)cbxax(
1

n2
 

  Fie In = ,dx
)cbxax(

bax2
n2∫ ++

+  Jn = dx
)cbxax(

1
n2∫ ++

 

  Evident avem: 

In = dx
)cbxax(
)'cbxax(
n2

2

∫ ++
++  = 









=+++

≠+
+−
++ +

1n  dacă ,cbxaxln

1n dacă ,
1n

)cbx(ax

2

1-n2

C

C
 

Pentru Jn avem: 

Jn = dx

a
cx

a
bx

1
a
1

n
2

n ∫






 ++

 = dx

a4
bac4

a2
bx

1
a
1

n

2

22n ∫











 −
+






 +

. 

  Folosind schimbarea de variabilă x = t - 
a2
b  integrala Jn se reduce la 

calculul integralei Tn = ∫ β+
dx

)t(
1

n22 , unde 0
a2

bac4 2

>−=β . 

  Pentru n = 1 rezultă T1 = 
ββ
tarctg1  + C  , iar pentru n ≥ 2, 

 Tn = ∫ β+
−+β

β n22

222

2 )t(
tt1 dt = dt

)t(
11

1n222 ∫ −β+β
 - dt

)t(
t1

n22

2

2 ∫ β+β
 = 

= ∫ 







+−

β+
β

−
β

+−

− dt
1n
)t(t

2
1T1

'1n22

21n2  = 
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= 







+−

β+
−

+−
β+

β
−

β ∫
+−+−

− dt
1n
)t(

1n
)t(t

2
1T1 1n221n22

21n2  = 

= ,T
)1n(2

1
)t(

t
)1n(2

1T1
1n21n2221n2 −−− −β

−
β+

⋅
−β

+
β

 deci 

Tn = ,T
1n
3n2

)t(
t

1n
1

2
1

1n1n222 







−
−

+
β+

⋅
−β −−

  (∀) n ≥ 2. 

 

  Exemplu. Să se calculeze integrala: 

I = ∫ +−+
+ ,dx

)1x()1x)(1x(
2x

22
 x∈ I ⊂ R \ {±1}. 

Din descompunerea în fracţii simple  

                      
1x
EDx

)1x(
C

1x
B

1x
A

)1x()1x)(1x(
2x

2222 +
+

+
−

+
−

+
+

=
+−+

+ , găsim 

A = 
8
1 , B = -

8
7 , C = 

4
3 , D = 

4
3 ,  E = 

4
1 , şi atunci  

                     
C.++++

−
⋅−−−+=

=
+
+

+
−

+
−

−
+

= ∫∫∫∫

arctgx
4
1)1xln(

8
3

1x
1

4
31xln

8
71xln

8
1

dx
1x
1x3

4
1

)1x(
dx

4
3

1x
dx

8
7

1x
dx

8
1I

2

22

 

 
 

7.1.2. Primitive de funcţii iraţionale 
 

  Vom prezenta câteva tipuri de integrale de funcţii iraţionale care prin 

schimbări convenabile de variabilă se reduc la integrale de funcţii raţionale. 

A. ,dx)
dcx
bax(,...,)

dcx
bax(,)

dcx
bax(,xR k

k

2

2

1

1
n
m

n
m

n
m

∫












+
+

+
+

+
+   x∈I, unde 

R este o funcţie raţională, cx + d ≠ 0, (∀) x∈I, mi,ni∈Z, ni>0, (mi, ni) = 1, i = k,1 . 

În acest caz efectuăm schimbarea de variabilă dată  de  ,t
dcx
bax s=

+
+  

 unde s = c.m.m.m.c. (n1,n2, ..., nk). 

Obţinem x = ),t(
cta

bdt
s

s

ϕ=
−

−  φ'(t) = 2s

1s

)cta(
t)bcad(s

−
− −
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şi atunci integrala se transformă în  

I = dt
)cta(
t)bcad(st,...,t,

cta
bdtR 2s

1s
n

sm
n

sm

s

s
k

k

1

1

∫ −
−












−
− −

 = ,dt)t(R1∫  

 unde R1 este o funcţie raţională. 

 

  Exemplu. Să se calculeze integrala ∫ −
+ dx

1x
1x

x
1 ,  x >1. 

Această integrală este de forma: 

I = dx
1x
1x,xR

2
1

∫ 




















−
+  şi folosind schimbarea de variabilă dată de 2t

1x
1x

=
−
+   obţinem 

)t(x ϕ= , unde 
1t
1t)t( 2

2

−
+

=ϕ  şi  22 )1t(
t4)t('

−
−=ϕ . 

Integrala dată se transformă în 

 
,

1t
1tln

2
122arctgt

dt
1t

1
1t

12dt
1)1)(t(t

t4dt
1)(t

4tt
1t
1tJ 2222

2

222

2

C+
+
−

−−=

=







−
+

+
−=

−+
−=

−
−

+
−

= ∫∫∫
 

de unde I = -2arctg
1x
1x

−
+  - ln

1x
1x

1x
1x

−+

−−

+

+  + C. 

 

B. ( ) ,dxcbxax,xR 2∫ ++    x∈I, unde R este o funcţie raţională şi 

ax2+bx+c ≥ 0, (∀) x∈I. 

Această integrală se reduce la o integrală dintr-o funcţie raţională folosind 

substituţiile lui Euler şi anume: 

i) dacă a > 0: cbxax2 ++  = axt ± ; 

ii) dacă 0ac4b2 >−=∆ :  cbxax 2 ++  =   
,)xx(t

sau
)xx(t

2

1









−

−
  

unde x1, x2 sunt rădăcinile ecuaţiei ax2 + bx + c = 0; 

iii) dacă c > 0: cbxax2 ++  = tx c± . 
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 Sunt cazuri particulare în care se pot folosi şi alte schimbări de variabile 

care conduc la calcule mai simple şi anume: 

 Caz 1. Pentru integrala ( )dxax ,xR 22∫ + , cu R funcţie raţională se poate 

folosi schimbarea x = a tgt sau x = a sht. 

 Caz 2. Pentru integrala ( )dxax ,xR 22∫ − , se poate folosi schimbarea 

 x = a cht. 

 Caz 3. Pentru integrala ( )dxxa ,xR 22∫ − , se poate folosi schimbarea  

x = a sint sau x = a cost. 

  

C. ( ) ,dxbaxx pnm +∫  x∈I, m,n,p∈Q, numită şi integrală binomă. 

 Matematicianul rus Cebâşev a arătat că această integrală binomă se poate 

reduce la o integrală din funcţii raţionale numai într-unul din următoarele cazuri:  

i) Dacă p∈Z se efectuează schimbarea x = ts, unde s este cel mai 

mic multiplu comun al numitorilor lui m şi n; 

ii) Dacă p∉Z dar 
n

1m +  ∈Z se efectuează schimbarea dată de  

   axn + b = ts, unde s este numitorul lui p; 

iii) Dacă p∉Z, 
n

1m + ∉Z dar 
n

1m +  + p ∈Z, se efectuează schimbarea 

 de variabilă dată de s
n

n

t  
x

bax
=

+ , unde s este numitorul lui p. 

 

Exemplu. Să se calculeze integrala ,
x1

xdx
3 2

∫
+

 x>0 

Integrala este de forma: 

I = dx1xx
2
1

3
2

∫
−









+ , deci este o integrală binomă cu m = 1, n = 

3
2 , p = -

2
1 . 

Evident p∉Z şi 
n

1m +  = 3 ∈Z, deci suntem în cazul ii) şi efectuăm 

schimbarea de variabilă dată de x 3
2

+ 1 = t2 ⇒ x 3
2

 = t2 – 1 ⇒ x = 2
3

2 )1t( −  ⇒ 
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⇒ dx = ( ) ( ) dt1t3t  tdt21t
2
3

2
1

22
1

2 −=⋅− . 

Integrala dată se transformă în 

J = ( ) ( ) =−−∫   dt1t3tt  1t 2
1

21-2
3

2  3 ( ) ( )∫ ∫ =+−=−  dt1t2t3  dt1t 2422  

 = 3 ,  3t  2t - 
5
t 3
5

C++   de unde 

             I = C  1x3  1x2 - 1x
5
3 3

22
3

3
22

5

3
2

+









++










+










+ . 

  

7.1.3. Primitive de funcţii raţionale în sinus şi cosinus 

 

Acestea sunt primitive de forma 

( )∫ ,dxcosx ,sinxR  unde R este o funcţie raţională şi x∈I⊂R. 

 Efectuăm schimbarea de variabilă dată de ,arctgt 2  x  t  
2
xtg =⇒=  pentru 

x∈I ( )ππ−∩  , . Cum dx = ,dt
t1

2
2+

 sinx = ,
t1
t2

2+
 cosx = ,

t1
t1

2

2

+
−  integrala dată se 

reduce la  I = ∫∫ =
+

⋅







++

,dt)t(R  dt
t1

2
t1
t-1 ,

t1
t2R 122

2

2  unde R1 este o funcţie raţională. 

 În anumite cazuri particulare se pot folosi şi alte schimbări de variabilă 

care conduc la calcule mai simple şi anume: 

i) dacă R este impară în sinus, adică  

R(-sinx, cosx) = -R(sinx, cosx), se efectuează schimbarea de variabilă cosx = t. 

ii) dacă R este impară în cosinus, adică  

R(sinx, -cosx) = -R(sinx, cosx), se efectuează schimbarea de variabilă sinx = t. 

iii) dacă R este pară în sinus şi cosinus, adică 

R(-sinx, -cosx) = R(sinx, cosx), se efectuează schimbarea de variabilă tgx = t. 

 
Exemple. 1. Să se calculeze integrala 

I = ∫ π∈
+

) (0,  x,dx
xcos3

1 . 
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Folosind schimbarea  tg
2
x  = t integrala se transformă în 

 J = ,  
2
tarctg

2
1  dt

2t
1  dt

t1
2  

t1
t13

1
22

2

2 C+=
+

=
+

⋅

+
−

+
∫∫  de unde  

I = C  
2
2
xtg

arctg 
2
1

+ . 

 
2.  Să se calculeze integrala I = ∫ π∈

+
)2 (0,   x,dx

xcos3
1 . 

În acest caz nu mai putem folosi schimbarea tg
2
x  = t, deoarece pentru  

x = π  nu are sens 
2

tg π . 

 Fie f : (0, 2π) → R, f(x) = 
xcos3

1
+

. Cum f este continuă pe (0, 2π) are 

primitive pe (0, 2 π). 

 O primitivă a funcţiei f pe (0, π) este (conform exemplului 1) funcţia 

 G:(0, π) → R, G(x) =  
2
2
xtg

arctg 
2
1  şi atunci o primitivă a funcţiei f pe (0, 2π) este 

funcţia F:(0, 2π) → R, 

 F(x) = 








ππ∈+

π=
π∈

)2 ,(  x pentru  ,c)x(G
  x pentru             ,c

) (0,  x pentru        G(x),

2

1 , unde c1, c2∈R 

 Din condiţia de continuitate şi derivabilitate a lui F în punctul x = π obţinem 

2
  c ,

22
  c 21

π
=

π
=  şi atunci I = F(x) + C. 

  

3. Să se calculeze integrala  In = ∫ ∈∈ *n Nn R, x,xdxcos . 

 Vom stabili o relaţie de recurenţă pentru In. 

Pentru n = 0 ∫ +==⇒ C xdx   I  0 ; 

Pentru n = 1 ∫ +==⇒ C sinx  dx cosx   I  1 ; 
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Pentru n ≥ 2 ∫ ⋅=⇒ dx)'x(sinxcos  I  1-n
n  = 

= ∫ −− dx)x)(sinxsin(x1)cos-(n - xsinxcos 2-n1n  = 

= ∫+− xdxsinxcos1)-(n  xsinxcos 22-n1n  = 

= ∫ −+− dx)xcos1(xcos1)-(n  xsinxcos 22-n1n  = 

= unde de ),I-1)(I-(n  xsinxcos n2-n
1n +−  

  In = 2n

1n

I
n

1-n  
n

xsinxcos
−

−

+ , (∀) n≥2 

Analog se calculează integrala In = .xdxsinn∫  

 

7.2. Integrala definită 
  

Fie funcţia f:[a, b] → R. 

 Definiţia 7.2.1. Se numeşte diviziune(sau divizare) a compactului [a, b] un 

sistem de puncte notat b)x ... x  x (a  n10 =<<<==∆ . 

Punctele xk, k = n,0  se numesc punctele diviziunii. 

Un sistem de puncte unde ), ..., , ,(  n21 ξξξ=ξ  [ ] n1,k ,x,x k1kk =∈ξ − , se 

numeşte sistem de puncte intermediare asociat diviziunii Δ. 

Fie D([a, b]) mulţimea tuturor diviziunilor compactului [a, b]. Pentru  

Δ∈D([a, b]), b)x ...x  x (a  n10 =<<<==∆   vom nota cu n 1,  k ),x-max(x  1-kk ==∆ , 

norma diviziunii Δ. 

Numărul real notat )) (f, (sau ) ,f( k ξσξσ ∆∆  şi definit astfel 

∑
=

∆ ξ=ξσ
n

1k
1-kkkk )x-)(xf(  ) ,f(  se numeşte suma integrală (sau Riemann) asociată 

funcţiei f, diviziunii Δ şi punctelor intermediare .,...,, n21 ξξξ  

 

 Observaţie. Dacă f ≥ 0 atunci  ) ,f( kξσ∆  reprezintă suma ariilor 

dreptunghiurilor de bază  xk - xk-1  şi de înălţime f( kξ ) (1 ≤ k ≤ n).  
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Rezultă că  ) ,f( kξσ∆  aproximează aria subgraficului lui f, 

( ) ( ){ }xfy0 ,bxa:Ry,x 2
f ≤≤≤≤∈=Γ , delimitat de axa Ox, graficul funcţiei f şi 

dreptele de ecuaţii x = a şi x = b. (fig.1). 

 
Fig. 1 

  

Dacă funcţia f este mărginită vom nota prin mk = 
[ ]

)x(finf
k1k x,xx −∈

,  

Mk = 
[ ]

)x(fsup
k1k x,xx −∈

, k = n,1  şi prin sΔ (f) = ( )∑
=

−−
n

1k
1kkk xxm , SΔ(f) = ( )∑

=
−−

n

1k
1kkk xxM , 

numite şi sumele Darboux inferioară şi, respectiv, superioară asociate funcţiei f şi 

diviziunii Δ. 

 Să observăm ca (∀)Δ ∈ D([a, b]), b)x ... x  x (a  n10 =<<<==∆  şi 

 (∀) [ ]  n,1k, x,x k1kk =∈ξ −  avem )f(S),f()f(s k ∆∆∆ ≤ξσ≤ . 

 
 Observaţie. Dacă f ≥ 0 atunci ( )fs∆  (respectiv ( )fS∆ )reprezintă suma ariilor 

dreptunghiurilor de bază xk - xk-1 şi înălţime mk (respectiv Mk). Deci ( )fs∆  

(respectiv ( )fS∆ ) aproximează prin lipsă (respectiv prin adaos) aria subgraficului 

funcţiei f. 

  
Definiţia 7.2.2. Funcţia f este integrabilă (în sens Riemann) pe [a, b] dacă 

există I∈R astfel încât (∀) ε > 0, (∃) δε > 0 astfel încât (∀) Δ ∈ D([a, b]),                          

b)x ... x  x (a  n10 =<<<==∆  cu  εδ<∆    şi  (∀) [ ]  n,1k, x,x k1kk =∈ξ −  

avem ( ) ε<−ξσ∆ I,f k . 
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 Să observăm că numărul real I din definiţie, în ipoteza că există, este unic. 

 Într-adevăr, dacă ar exista două numere reale I1, I2 cu proprietatea din 

definiţie atunci pentru orice ε > 0, există 0 , ''' >δδ εε  astfel încât pentru orice 

diviziune Δ ∈ D ([a, b]), b)x ... x  x (a  n10 =<<<==∆  cu '''     ,  εε δ<∆δ<∆  şi orice  

[ ]  n,1k, x,x k1kk =∈ξ −  avem ( )  ,
2

  I,f 1k
ε

<−ξσ∆  ( )  
2

 I,f 2k
ε

<−ξσ∆ . 

Luând ( )'''  ,min  εεε δδ=δ  rezultă că pentru orice diviziune Δ ∈ D ([a, b]), 

b)x ... x  x (a  n10 =<<<==∆  cu εδ<∆   şi orice sistem de puncte intermediare ξ  

avem ( )  ,
2

  I,f 1
ε

<−ξσ∆  ( )  ,
2

  I,f 2
ε

<−ξσ∆  de unde 

( ) ( ) .  
2

  
2

  I - f,  ,fI  II 2121 ε=
ε

+
ε

<ξσ+ξσ−≤− ∆∆ . 

 Cum ε > 0 fost arbitrar rezultă I1 = I2.                                                           ■ 

 

 Prin definiţie numărul real I se numeşte integrala definită a funcţiei f pe 

intervalul [a, b] şi se notează  I = ( )∫
b 

a 
dxxf  (sau ∫∫

b 

a 

b 

a 
f  , fdx ). 

 

 Să reamintim din liceu principalele proprietăţi ale funcţiilor integrabile: 

 Propoziţia 7.2.1. O funcţie f:[a, b] → R integrabilă pe [a, b] este mărginită 

pe [a, b]. 

 

 Propoziţia 7.2.2. Funcţia f : [a, b] → R este integrabilă pe [a, b] dacă şi 

numai dacă (∃) I ∈ R astfel încât (∀) (Δn) ⊂ D ([a,b]),  

b)x ... x  x (a  n
p

n
1

n
0n n

=<<<==∆  cu 0  n →∆  şi (∀) [ ] n
n
k

n
1k

n
k p1,  k  ,x,x =∈ξ − , şirul 

sumelor Riemann ( )( )
Nn

n
k,f

n ∈∆ ξσ  este convergent către I. 

 

 Propoziţia 7.2.3. Dacă f,g:[a, b] → R sunt integrabile pe [a, b] şi α,β∈R 

atunci αf + βg este integrabilă pe [a, b] şi ( )( ) ( ) ( )dxxg  dxxf  dxxgf
b

a

b

a

b

a ∫∫∫ β+α=β+α . 
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 Propoziţia 7.2.4. Dacă f este integrabilă pe [a, c] şi pe [c, b], unde  

c∈(a, b) atunci f este integrabilă pe [a, b] şi ( ) ( )dxxf  dxxf  dx)x(f
b

c

c

a

b

a ∫∫∫ += . 

 
 Propoziţia 7.2.5. Dacă f este integrabilă pe [a, b] şi f ≥ 0 atunci  

( ) 0  dxxf
b

a
≥∫ . 

 Consecinţă.  Dacă  f ≤ g  iar f şi g sunt integrabile pe [a, b] atunci  

( ) ( )∫ ∫≤
b

a

b

a
dxxg  dxxf . 

 

 Teorema 7.2.1. (Criteriul Darboux de integrabilitate). 

Fie f:[a, b] → R, mărginită. Atunci funcţia f este integrabilă dacă şi numai 

dacă pentru orice ε > 0, există 0 >δ ε  astfel încât (∀) Δ ∈ D ([a, b]) cu εδ<∆    

avem SΔ(f) – sΔ(f) < ε. 

 

 Teorema 7.2.2. Orice funcţie continuă f:[a, b] → R este integrabilă pe  

[a, b] iar dacă F:[a, b] → R este o primitivă a sa atunci  

           ( ) F(a)-F(b)  F(x)  dxxf b
a

b

a
==∫      (formula lui Leibniz-Newton). 

 
Teorema 7.2.3. Fie f:[a, b] → R, continuă. Atunci (∃) c∈(a, b) astfel încât  

      a)f(c)-(b  dx)x(f
b

a
=∫                  (formula de medie). 

 

 Teorema 7.2.4. Dacă f,g:[a, b] → R sunt două funcţii derivabile cu derivate 

continue atunci: 

     ∫∫ −=
b

a

b
a

b

a
dx)x(g)x('ff(x)g(x)  dx)x('g)x(f   (formula de integrare prin părţi). 

 

 Teorema 7.2.5. Fie f:[a, b] → R, continuă şi φ:[c, d] → [a, b] bijectivă, 

derivabilă cu derivată continuă pe [c, d]. Atunci  

             ( )( ) ( )
( )

( )
dtt'tf  dx)x(f

b

a

b

a

1

1∫∫
−

−

ϕ

ϕ
ϕϕ=     (formula de schimbare de variabilă). 
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 Aplicaţie. Să se arate că ∫∫
ππ

= 22

0

n

0

n xdxsin  xdxcos  şi să se calculeze 

valoarea comună lor. 

 Folosind schimbarea de variabilă t - 
2

  x π
=  pentru a doua integrală obţinem 

   ( ) ∫∫∫
π

π

π

=−





 −

π
= 2

0

n0

2

n2
0

n tdtcos  dt1t
2

sin  xdxsin . 

Fie     In =  xdxcos2
0

n∫
π

. Evident avem 

 I0 = 
2

   x dx
0

22
0

π
==

ππ

∫ , I1 = 1  sinx  xdxcos
0

22
0

==
ππ

∫  

 Pentru n ≥ 2, In = ( )   dx'xsinxcos2
0

1n =∫
π

−  

= ( ) ( )( )dxxsinxsinxcos1-n  xsinxcos 2n2
0

0

21n −− −
ππ

− ∫ =  

= (n-1) ( )( )∫
π

−
− −=−2

0 n2n
22n II1-n  dx)xcos1(xcos  , de unde deducem  

2nn I
n

1-n  I −= , (∀) n≥2. 

Pentru n = 2m, m∈N* obţinem 

( )
( ) 2!!m2

!!1m2I
2
1...

2m2
3m2

m2
1m2...I

2m2
3m2

m2
1m2I

2m
1-2m  I 04m22m2m2

π−=
−
−⋅−==

−
−⋅−== −− . 

Pentru n = 2m+1, m∈N obţinem 

( )
( ) !!1m2

!!m2I
3
2...

1m2
2m2

1m2
m2...I

1m2
2m2

1m2
m2I

12m
2m  I 13m21m2m2 +

=
−
−⋅

+
==

−
−⋅

+
=

+
= −− . 

În concluzie, 

 In = 

( )
( )
( )

( )








∈+=
+

∈=
π

⋅
−

Nm 1,2mn dacă  ,
!!1m2

!!m2

Nm 2m,n dacă  ,
2!!m2

!!1m2 *

 

Vom deduce de aici formula lui Wallis: 

( )
( ) 21n2

1
1n2...5.3.1

n2...6.4.2lim
2

n

π
=

+
⋅








−∞→

. 
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Evident avem 1,)n(  ,III 1n2n21n2 ≥∀≤≤ −+  de unde 
n2

1n2
I
I

I
I1

1n2

1n2

1n2

n2 +
=≤≤

+

−

+

. 

Dar,  ( )
( )

( )
( ) =

+
⋅

π
⋅

−
=

+ !!n2
!!1n2

2!!n2
!!1n2

I
I

1n2

n2

n

2

a
1

2
)1n2(

2)n2...(6.4.2
)1n2...(5.3.1

⋅
π

=+⋅
π

⋅






 − , unde 

an = 
1n2

1
)1n2...(5.3.1

)n2...(6.4.2
2

+
⋅








−

. 

Obţinem deci 
n2

1n2
a
1

2
1

n

+
≤⋅

π
≤ , de unde  

2
a

1n2
n2

2 n
π

≤≤
+

⋅
π   şi prin trecere 

la limită obţinem formula lui Wallis. 

  

7.3. Aplicaţii ale integralei definite 
 

Fie f:[a, b] → R+  o funcţie continuă şi 

 ( ) ( ){ }xfy0,bxa:Ryx, 2
f ≤≤≤≤∈=Γ , subgraficul funcţiei f.  

Vom arăta că fΓ  are arie (într-un sens pe care îl vom preciza ulterior) şi 

 aria ( )dxxf
b

af ∫=Γ . 

  

Definiţia 7.3.1. O mulţime E ⊂ R2 se numeşte elementară dacă E = Υ
n

1i
iD

=

, 

unde Di sunt dreptunghiuri cu laturile paralele cu axele de coordonate şi 

=∩
οο

ji DD ∅, (∀) i ≠ j. Prin definiţie aria E = ∑
=

n

1i
iariaD . 

 

 Observaţii. i)    Reprezentarea unei mulţimi elementare E sub forma 

E = Υ
n

1i
iD

=

 nu este unică; 

ii)    Aria unei mulţimi elementare E nu depinde de reprezentarea 

 E = Υ
n

1i
iD

=

; 

iii ) Dacă E, F sunt mulţimi elementare cu  FE =∩
°°

∅ atunci  

aria(E∪F) = ariaE + ariaF; 
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iv)    Dacă E, F sunt mulţimi elementare şi E⊂F atunci aria E ≤ ariaF şi 

aria (F\E) = ariaF – ariaE. 

 

 Definiţia 7.3.2. Fie A ⊂ R2 o mulţime mărginită. Mulţimea A are arie dacă 

există două şiruri (En)n∈N, (Fn)n∈N de mulţime elementare astfel încât 

i) En ⊂ A ⊂ Fn, (∀) n∈N; 

ii) Şirurile de numere reale pozitive (aria En)n∈N şi (aria Fn)n∈N 

sunt convergente şi nnnn
ariaFlimariaElim

∞→∞→
=  

Prin definiţie aria A = nnnn
ariaFlimariaElim

∞→∞→
= . 

 

 Observaţii. i)  Definiţia ariei lui A este independentă de alegerea şirurilor 

(En) şi (Fn); 

  ii)       Dacă A, B au arie atunci A ∪ B, A ∩ B şi A \ B au arie; 

iii) Dacă A, B au arie şi  BA =∩
°°

φ atunci 

aria (A∪B) = ariaA +ariaB; 

iv) Există funcţii al căror subgrafic nu au arie. În acest sens fie  

funcţia f:[0, 1] → R, f(x) = 
[ ]
[ ]




∈
∩∈
Q\0,1  xdacă ,0
Q0,1   xdacă ,1

 

 

Teorema 7.3.1. Dacă f:[a, b] → R+ este continuă atunci Γf are arie şi  

aria ( )∫=Γ
b

af dxxf . 

Demonstraţie. Fie ⊂∆ )( n D [ ]( )b,a  , ( )bx  ...  x xa n
p

n
1

n
0n n

=<<<==∆  astfel 

încât 0n →∆ . 

Fie ( ) [ ]{ }n
k

n
1k

n
k x,xx:xfinfm −∈= , ( ) [ ]{ } n

n
k

n
1k

n
k p1,k ,x,xx:xfsupM =∈= −  

Cum f este continuă (∃) [ ]n
k

n
1k

n
k x,xu −∈  şi [ ]n

k
n

1k
n
k x,xv −∈  astfel încât  

( )n
k

n
k ufm = , ( )n

k
n
k vfM = . 
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Fie     [ ] [ ]n
k

n
k

n
1k

n
k m,0x,xD ×= − ,  

  [ ] [ ] n
n
k

n
k

n
1k

n
k p1,k ,M,0x,xG =×= − , dreptunghiurile de bază n

1k
n
k xx −−   

şi înălţimile .M respectiv şi m n
k

n
k  

Mulţimile elementare ΥΥ
nn p

1k

n
kn

p

1k

n
kn GF  ,DE

==

==  verifică incluziunile  

En ⊂ Γf ⊂ Fn, (∀) n ≥ 1 şi aria En = ( ) ( ) ( )n
k

n
1k

n
k

p

1k

n
k

n
1k

n
k

p

1k

n
k u,fxx)u(fxxm

n

nn

∆−
=

−
=

σ=−=− ∑∑ . 

Analog aria Fn = ( )n
kv,f

n∆σ . 

Cum f este continuă, este integrabilă şi din propoziţia 7.2.2, 

  ( ) ( ) ( )∫=σ=σ ∆∞→∆∞→

b

a

n
kn

n
kn

dxxfv,flimu,flim
nn

, de unde va rezulta că 

          ( )∫==
∞→∞→

b

annnn
dxxfariaFlimariaElim , deci Γf are arie şi aria ( )∫=Γ

b

af dxxf .  ■ 

 

Corolarul 7.3.1. Dacă f,g:[a, b] → R sunt două funcţii continue astfel încât 

f(x) ≤ g(x), (∀)x∈[a,b] atunci mulţimea ( ) ( ) ( ){ }xgyxf ,bxa:Ry,x 2
g,f ≤≤≤≤∈=Γ , 

cuprinsă între graficele funcţiilor f, g şi dreptele de ecuaţii x = a, x = b are arie şi 

  ( ) ( )[ ]dxxfxgaria
b

ag,f ∫ −=Γ . 

  
Exemplu. Să se calculeze aria mulţimii cuprinse între parabolele de ecuaţii 

y2 = x, y = x2 

 
Fig.2 
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Rezolvând sistemul format de cele două ecuaţii obţinem punctele de 

intersecţie dintre cele două parabole O(0,0), M(1,1). 

 ( ) ( )[ ] ( )
3
1

3
1

3
2

3
x

2
3
xdxxxdxxfxgaria

0

132
3

1

0

21

0g,f =−=


















−=−=−=Γ ∫∫ . 

 

Volumul corpurilor de rotaţie 
 
 Pornind de la volumul cilindrului vom defini ce înseamnă că un corp de 

rotaţie (corp obţinut prin rotirea subgraficului unei funcţii pozitive f în jurul axei 

Ox) are volum şi vom da o formulă de calcul al volumului unor astfel de corpuri. 

 Dacă f:[a, b] → R, f(x) = r > 0, (∀) x ∈ [a, b] atunci corpul de rotaţie este un 

cilindru de rază r şi înălţime b – a. Această mulţime se poate scrie sub forma 

( ){ }bxa ,rzy:Rz,y,xC 223
r ≤≤≤+∈= . 

Volumul acestui cilindru este ( )abrvolC 2
r −π= . 

  

Definiţia 7.3.3. Fie f:[a, b] → R+.  

Mulţimea ( ) ( ){ }bxa ,xfzy:Rz,y,xC 223
f ≤≤≤+∈=  se numeşte corpul 

de rotaţie determinat de funcţia f sau corpul obţinut prin rotirea subgraficului 

funcţiei f în jurul axei Ox. 

 Vom numi mulţime cilindrică elementară orice mulţime care se obţine prin 

rotirea subgraficului unei funcţii constante pe porţiuni în jurul axei Ox. 

  

Definiţia 7.3.4. Fie f:[a, b] → R+ şi Cf corpul de rotaţie determinat de 

funcţia f. Corpul Cf are volum dacă există două şiruri (En) şi (Fn) de mulţimi 

cilindrice elementare astfel încât 

 i)    En ⊂ Cf ⊂ Fn, (∀) n ∈ N    şi 

 ii)   =
∞→ nn

Evollim  nn
Fvollim

∞→
 . 

În acest caz volumul lui Cf se defineşte prin 

vol Cf = =
∞→ nn

Evollim  nn
Fvollim

∞→
. 
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 Observaţii. i)   Definiţia volumului corpului de rotaţie Cf nu depinde de 

şirurile (En) şi (Fn). 

  ii)    Există funcţii al căror corp de rotaţie nu au volum. În acest sens fie 

funcţia f : [0, 1] → R, f(x) = 
[ ]
[ ]




∈
∩∈
Q\0,1  xdacă ,0
Q0,1   xdacă ,1

 

 

 Analog cu teorema 7.3.1 obţinem 

 Teorema 7.3.2. Dacă f:[a, b] → R+ este continuă, atunci corpul de rotaţie 

Cf determinat de f are volum şi ( )dxxfvolC
b

a

2
f ∫π= . 

 Demonstraţie. Analog cu demonstraţia teoremei 7.3.1.                             ■ 

 

Lungimea graficului unei funcţii 
 

Fie f:[a, b] → R şi  ∆∈ D [ ]( )b,a , ( )bx...xxa n10 =<<<==∆      . 

 Definiţia 7.3.4. Se numeşte funcţie poligonală asociată lui f şi Δ funcţia 

fΔ:[a, b] → R, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] nk1 , x,x xpentru ,xx
xx

xfxfxfxf k1-k1k
1kk

1kk
1k ≤≤∈−

−
−

+= −
−

−
−∆ . 

 Observaţie. Funcţia fΔ se obţine pe fiecare interval [ ]k1-k  x,x  scriind ecuaţia 

dreptei care trece prin punctele din plan ( )( ) ( )( )kkk1k1k1k xf,x Aşi xf,xA −−− . 

Distanţa dintre punctele Ak-1 şi Ak este 

 d(Ak-1,Ak)= ( ) ( ) ( )( )2
1kk

2
1kk xfxfxx −− −+−  şi prin definiţie ( ) ∑

=
∆ =

n

1k
k1-k  ) A,d(Afλ  

se numeşte lungimea graficului funcţiei poligonale fΔ. 

 

 Definiţia 7.3.5. Graficul unei funcţii continue f:[a, b] → R are lungime finită 

dacă mulţimea { ( )∆fλ :∆∈ D [ ]( )b,a } este mărginită. În acest caz numărul real  

pozitiv ( )fλ  = sup{ ( )∆fλ :∆∈ D [ ]( )b,a } se numeşte lungimea graficului funcţiei f. 
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 Analog cu teorema 7.3.1 se obţine 

 Teorema 7.3.3. Dacă funcţia f:[a, b] → R este derivabilă cu derivata 

continuă atunci graficul lui f are lungime finită şi  ( )fλ  = ( )( )∫ +
b

a

2dxx'f1 . 

 

Aria suprafeţelor de rotaţie 
  

Definiţia 7.3.6. Fie funcţia f : [a, b] → R+. 

Mulţimea ( ) ( ) ( ) [ ]{ }b,ax,xfzy:Rz,y,xS 223
f ∈∀=+∈=   se numeşte 

suprafaţa de rotaţie determinată de funcţia f sau suprafaţa obţinută prin rotirea 

graficului funcţiei f în jurul axei Ox. 

 

 Fie  ( )bx...xxa n10 =<<<==∆      ∈ D [ ]( )b,a . 

 Fie S(fΔ) suprafaţa de rotaţie determinată de funcţia fΔ. 

Aria laterală a trunchiului de con Tk de raze ( ) ( )k1k xf ,xf −  şi generatoare                

Ak-1 Ak este ( ) ( )( )  )AA(dxf xf k1 -kk1k +π −  şi atunci aria laterală a suprafeţei S(fΔ) este  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2
1kk

2
1kk

n

1k
k1k xf xfxxxfxffA −−

=
−∆ −+−+π= ∑ . 

 

 Definiţia 7.3.7.  Fie funcţia continuă f:[a, b] → R+. 

Suprafaţa de rotaţie S(f) are arie dacă (∀) [ ]( )b,aD)( n ∈∆   cu  0n →∆  şirul 

( )( )
n

fA ∆  este convergent în R. 

În acest caz numărul real pozitiv A(f) = 
∞→n

lim ( )( )
n

fA ∆  se numeşte aria laterală 

a suprafeţei de rotaţie S(f). 

 

 Dacă f:[a, b] → R+ este derivabilă cu derivată continuă se arată că 

suprafaţa de rotaţie determinată de f are arie şi  A(f) = ( ) ( )( ) dxx'f1xf2 2b

a
+π∫ . 
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Probleme propuse 
 

1. Să se calculeze: 

a) ∫ > 0  x,xdxln  ; b) ,dxex ax2∫  x ∈ R, a ≠ 0 ;  

c) ,dx1x2∫ +  x ∈ R ; d) ∫ ,xdx3cose x2  x ∈ R ;  

e) 0  x,xdxln
x
1 3

2 >∫ ;  f) ,xdxsinxe 2x2∫  x ∈ R. 

 

           2. Să se determine o relaţie de recurenţă pentru calculul integralelor: 

a) ,dxexI xn
n ∫=  x∈R, n∈N;   b) ∫ ∈>= Nn  0,  x,xdxlnI n

n ; 

c) 





 ππ

∈= ∫ 2
,

2
-  x,xdxtgI n

n , n∈N;  d) ( )π∈= ∫ 0,  x,dx
xsin

1I nn , n∈N. 

 

3. Să se calculeze: 

a) 
( ) 









 +
∈

−++
∫ 2

510,  x,dx
xx1x1

1
2

;   b) ,dx
1xx

1x
2∫

+−

+  x∈R; 

c) 0a  a,x  ,dx
ax

x
22

5
>>

−∫ ;    d) ,dxaxx 223∫ +  x∈R; 

 e) ;0  x,dx
1xxx

x2
36∫ >

+++
+      f) ( )0,1 x,dx

x1
x1

x
1

3 ∈
+
−

∫ ; 

 g) ( )1,5-  x,dx5x4xx 22 ∈++−∫ ;    h) ∫
−

,dx
x1

x
2

3

 x∈(-1,1); 

  i) ,dx
x1

x
3 2

∫
+

 x∈R;       j) 0  x,dx
x

x13 4

>+
∫ . 

 

4. Să se calculeze: 

a) ( )π∈
++∫ 0,  x,dx

xcosxsin1
1 ;   b) 






 π

∈∫ 2
0,  x,

xcosxsin
dx

44 ; 

c) 





 π

∈
+∫ 2

0,  x,dx
xcosxsin

xsin
33 ;   d) ∫ ∈R  x,xdx3sinx2sinxsin ; 
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e) ( ) ( )π∈
+∫ 0,  x,dx

xcos2xsin
1 . 

 

5. Să se calculeze: 

a) Ra  ,
1ax

dx2

1
∈

+−∫ ;  b) ( )∫
π

+
0

dxxcos45ln ;  

c) dx1e
2ln

0

x∫ − ;  d) ( )dxtgx1ln4
0∫
π

+ . 

 

6. Fie ( )∫ ∈−=
1

0

n2
n N.n  ,dxx1I  Să se arate că In este convergent şi 

 0Ilim nn
=

∞→
. Să se calculeze nn

Inlim
∞→

. 

 

7. Interiorul elipsei de ecuaţie   1y
4
x 2

2

=+  este despărţit de hiperbola de 

ecuaţie  1y
2
x 2

2

=−  în trei regiuni. Să se calculeze aria fiecăreia din ele. 

 

 

8. Să se calculeze volumul corpului de rotaţie determinat de funcţiile: 

a) f : [0, 1] → R, f(x) = ex +e-x 

b) f : [a, b] → R, ( ) ( )( )
0a unde ,

x
xbax

xf >
−−

= . 

 

9. Să se calculeze lungimile graficelor următoarelor funcţii: 

      a) f : [0, 
2
1 ] → R, f(x) = ln(1-x2); 

b) f : [0, 1] → R, f(x) = e2x  

10. Să se calculeze ariile suprafeţelor de rotaţie determinate de 

 funcţiile: 

a) f : [0, 
2
π ] → R, f(x) = cosx; 

b) f : [0, 1]→R, f(x)= 2x1
4
x

− . 
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CAPITOLUL 8 
 

 
INTEGRALE IMPROPRII 

 

8.1. Integrale improprii de speţa întâi 
 

Fie f : [a, ∞) → R, integrabilă pe orice compact [a, u] ⊂ [a, ∞). 

 Definiţia 8.1.1. Funcţia f este integrabilă (în sens impropriu) pe [a, ∞) dacă 

următoarea limită  ( ) dxxflim
u

au ∫∞→
 există şi este finită. 

 În acest caz integrala  ( )dxxf
a∫
∞

 este convergentă şi 

 ( )dxxf
a∫
∞

 = λ = ( )dxxflim
u

au ∫∞→
. 

 În caz contrar integrala  ( )dxxf
a∫
∞

 este divergentă. 

 

 Analog definim ( )dxxf
a

∫ ∞−
, pentru f :(-∞, a] → R. 

 Pentru f : R → R, integrabilă pe orice compact [a, b] ⊂ R definim         

( ) dxxf∫
∞

∞−
 = ( )∫

∞→
−∞→

b

a
b
a

dxxflim  (în ipoteza că această limită există). 

 Prin natura unei integrale improprii  ( ) dxxf
a∫
∞

 înţelegem proprietatea sa de 

a fi convergentă sau divergentă. 

  

Exemple.1. Fie integrala  ,dx
x
1

a∫
∞

α  unde a > 0, α ∈ R. 
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Fie u > a; vom avea 

 
( )










=α

≠α−
+α=

+α−+α−

α∫
si,1 dacă ,

a
uln

1dacă ,au
1-

1

dx
x
1

11

u

a
 

 







≤α∞+

>α
−α=

+α−

α∞→ ∫
deci1,daca             ,

1 daca ,a
1

1
dx

x
1lim

1
u

au  

 

dx
x
1

a∫
∞

α  este convergentă pentru α > 1 şi divergentă pentru α ≤ 1. 

 În cazul convergenţei  1

a
a

1
1dx

x
1 +α−∞

α −α
=∫ . 

 

 2. Integrala ∫
∞

0
xdx2cos  este divergentă deoarece  

u2sin
2
1x2sin

2
1xdx2cos u

0

u

0
==∫  şi  u2sin

2
1lim

u ∞→
 nu există. 

 

 3. Integrala dxe
1 x∫ ∞−

−  este divergentă deoarece   

u1
u

x1

u

x e
e
1edxe −−− +−=−=∫  şi .e

e
1lim u

u
+∞=






 +− −

−∞→
 

 Observaţie. Dacă ( ) dxxf
a∫
∞

 este convergentă şi f are primitive pe [a, ∞) 

atunci ( ) dxxf
a∫
∞

 = ( ) ( ) ( ),aFxFlimxF
xa −=

∞→

∞  unde F este o primitivă a lui f. 

  

Teorema 8.1.1. (Criteriul lui Cauchy). Fie f:[a, ∞) → R, integrabilă pe orice 

compact [a, u] ⊂ [a, ∞). O condiţie necesară şi suficientă pentru convergenţa 

integralei ( ) dxxf
a∫
∞

 este ca (∀) ε > 0 să existe  δε > a astfel încât 

( ) ε<δ>∀ ∫ε

''x

'x
dttf avem să 'x', x')( . 
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 Demonstraţie. Fie funcţia F:[a,∞)→R, F(x)= ( )∫
x

a
dttf  şi atunci  

( ) ( ) ( )'xF''xFdttf 
''x

'x
−=∫ . 

 Din criteriul lui Cauchy – Bolzano o condiţie necesară şi suficientă ca F să 

aibă limită finită la + ∞ este ca (∀) ε>0 să existe a>δε  astfel încât  

(∀) x’,x’’> εδ  să avem ( ) ( ) ε<− 'xF''xF  şi demonstraţia este încheiată.                ■ 

  

Definiţia 8.1.2. Integrala ( )∫
∞

a
dxxf  se numeşte absolut convergentă dacă 

integrala ( )∫
∞

a
dxxf  este convergentă. 

 

 Propoziţia 8.1.1. O integrală absolut convergentă este convergentă. 

 

 Demonstraţie. Rezultă imediat folosind teorema 2.1.1 şi inegalitatea  

                                                   ( ) ( )∫ ∫≤
''x

'x

''x

'x
dttfdttf .                                  ■ 

 

 Observaţie. Dacă α ∈ R, α ≠ 0, atunci integralele ( ) dxxf
a∫
∞

 şi ( ) dxx)f(
a∫
∞

α  

au aceeaşi natură şi în cazul convergenţei  ( ) dxx)f(
a∫
∞

α  = ( ) dxxf
a∫
∞

α . 

 De asemenea, dacă f:[a, ∞) → R, integrabilă pe orice compact  

[a, u] ⊂ [a, ∞) şi a’ > a atunci integralele ( )dxxf
a∫
∞

 şi ( )dxxf
'a∫

∞
 au aceeaşi natură. 

 

 Propoziţia 8.1.2. (Criteriul de comparaţie cu inegalităţi). 

Fie f,g:[a, ∞) → R, integrabile pe orice compact [a, u] ⊂ [a, ∞).  

Presupunem că 0 ≤ f(x)  ≤ g(x), (∀) x ≥ a. Atunci 

i) Dacă integrala ( )dxxg
a∫
∞

 este convergentă rezultă că şi integrala  

( ) dxxf
a∫
∞

 este convergentă. 
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ii) Dacă integrala ( )dxxf
a∫
∞

 este divergentă rezultă că şi integrala 

( )dxxg
a∫
∞

 este divergentă.                                       

 Demonstraţie. Fie funcţiile F,G:[a, ∞) → R, 

F(u) = ( ) dxxf
u

a∫ ,  G(u)  = ( ) dxxg
u

a∫ . 

Cum f, g ≥ 0 rezultă că F, G sunt monoton crescătoare pe [a, ∞) deci 

 (∃) ( )uFlim
u ∞→

,  ( )uGlim
u ∞→

 şi cum  f ≤ g vom avea  F ≤ G. 

i) Dacă integrala  ( ) dxxg
a∫
∞

 este convergentă, conform definiţiei 

 (∃) ( )uGlim
u ∞→

 şi este finită. Cum F ≤ G rezultă că şi ( )uFlim
u ∞→

 este finită, deci integrala 

( ) dxxf
a∫
∞

 este convergentă.                                                                                     

ii) Prin reducere la absurd, folosind i).                                                   ■ 

 

 Propoziţia 8.1.3. (Criteriul comparaţiei la limită). 

Fie f,g:[a, ∞) → R+, integrabile pe orice compact [a, u] ⊂ [a, ∞). Presupunem că 

(∃) ( )
( ) .0  ,
xg
xflim

x
∞≤≤=

∞→
λλ  Atunci 

i) Dacă ∞<λ  şi ( ) dxxg
a∫
∞

 este convergentă rezultă că ( ) dxxf
a∫
∞

 este 

 convergentă; 

ii) Dacă 0>λ  şi ( ) dxxg
a∫
∞

 este divergentă rezultă că ( ) dxxf
a∫
∞

 este 

 divergentă. 

 Demonstraţie.  i)    Fie ∞<< Aλ . Din definiţia limitei (∃) δ > a astfel încât 

( )
( ) δ≥∀≤  x)(  ,A
xg
xf , adică  ( ) ( ) . x)(  ,xAgxf δ≥∀≤  

 Cum ( ) dxxg
a∫
∞

 este convergentă rezultă că ( ) dxxg∫
∞

δ
 este convergentă şi 

folosind propoziţia 8.1.2 va rezulta că ( ) dxxf∫
∞

δ
 este convergentă şi atunci 

( ) dxxf
a∫
∞

  este convergentă. 

ii)   Fie .0B >>λ  Folosim din nou definiţia limitei şi raţionăm ca la i).        ■ 
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 Consecinţă.  Fie  f : [a, ∞) → R+, a > 0, integrabilă pe orice compact 

 [a, u] ⊂ [a, ∞). Presupunem că există  ( ) .0  ,xfxlim
x

∞≤≤=λ

∞→
λλ  Atunci 

i) Dacă 1 >λ  şi ∞< λ  rezultă că ( )dxxf
a∫
∞

 este convergentă. 

ii) Dacă 1 ≤λ  şi 0  >λ  rezultă că ( )dxxf
a∫
∞

 este divergentă. 

  Demonstraţia rezultă din propoziţia 8.1.3, luând ( ) λ=
x
1xg  şi din exemplul 1.■ 

 

 Exemplu. Să se studieze natura integralei ∫
∞

++1 3 7 1xx2
xdx . 

Avem ( ) 1 x)(  ,0
1xx2

xxf
3 7

≥∀≥
++

=  şi ( ) 1  
3
4λ ,  

2
1xfxlim

3
3
4

x
>=∞<=

∞→
 deci 

integrala este convergentă. 

  

Teorema 8.1.2. (Criteriul lui Dirichlet). 

Fie  f,g:[a, ∞) → R, f continuă, g monotonă pe [a, ∞) şi ( ) 0xglim
x

=
∞→

. 

Presupunem că funcţia F : [a, ∞) → R, F(u) = ( )dxxf
u

a∫  este mărginită. 

Atunci integrala ( ) ( )dxxgxf
a∫
∞

 este convergentă. 

 Demonstraţie. Fie ε > 0 şi M > 0 astfel încât ( ) au )(  ,MuF ≥∀≤ . Cum 

( ) 0xglim
x

=
∞→

, există δε > a astfel încât ( ) εδ≥∀
ε

≤   x)(   ,
M4

xg . 

Fie u’, u’’> δε, u’< u’’. Din teorema a doua de medie (∃) c∈ (u’, u’’) astfel încât 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .dxxf''ugdxxf'ugdxxgxf
''u

c

c

'u

''u

'u ∫∫∫ += . 

Cum        ( ) ( ) ( ) M2'uFcFdxxf
c

'u
≤−=∫ , 

   ( ) ( ) ( ) M2cF''uFdxxf
''u

c
≤−=∫ ,va rezulta că 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ε=⋅
ε

+⋅
ε

≤⋅+⋅≤ ∫∫∫
′′

′
M2

M4
M2

M4
dxxfugdxxfugdxxgxf

II

I

u

c

IIc

u

Iu

u
 

Folosind teorema 8.1.1. rezultă că integrala ( ) ( )∫
∞

a
dxxgxf  este convergentă.        ■                        

                                                                                                               
 Observaţie. Concluzia teoremei este adevărată şi în cazul în care 

înlocuim ipoteza “f continuă” cu ipoteza (evident mai slabă) “f integrabilă”. 

 

 Exemplu. Fie integrala ∫
∞

1
dx

x
xsin .  

Luând f(x) = sinx, g(x) =
x

1  şi aplicând teorema 81.2. rezultă că integrala 

dată este convergentă. 

  

Teorema 8.1.3. (Criteriul lui Abel). Fie f, g: [a,∞ ) R→ , g monotonă şi 

mărginită, f integrabilă pe orice compact [a, u] ⊂  [a, ∞ ) şi ( )∫
∞

a
dxxf este 

convergentă. 

 Atunci ( ) ( )∫
∞

a
dxxgxf este convergentă. 

 
 Să observăm că există o asemănare între criteriile de convergenţă de la 

serii de numere reale şi cele de la integrale improprii. Criteriul integral al lui 

Cauchy stabileşte o legătură între integralele improprii de speţa întâi şi o anumită 

serie numerică ce poate fi construită cu ajutorul funcţiei de sub integrală. 

 Acest criteriu afirmă că, dacă f: [a,∞ ) +→ R  este o funcţie descrescătoare 

şi  n0∈N  este cel mai mic număr natural cu proprietatea că  n0 ≥ a atunci 

integrala  ( )∫
∞

a
dxxf şi seria  ( )∑

∞

= 0nn
nf   au aceeaşi natură.(vezi [10]). 

 
 Propoziţia 8.1.4. (formula de integrare prin părţi) 

Fie f, g: [ ) R,a →∞ , derivabile cu derivate continue pe [ )∞,a . Presupunem 

că există ( ) ( )xgxflim
x ∞→

 şi este finită. Atunci, dacă una dintre integralele  
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( ) ( )∫
∞

′
a

dxxgxf , ( ) ( )∫
∞

′
a

dxxgxf  este convergentă rezultă că şi cealaltă este 

convergentă şi  

 
                        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫

∞∞

∞→
′−−=′

aa x
dxxgxfagafxgxflimdxxgxf                   (8.1) 

 Demonstraţie. Fie u > a. Din formula de integrare prin părţi pentru 

integrale definite avem 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .dxxgxfagafugufdxxgxf

u

a

u

a∫ ∫ ′−−=′  

 
 Să presupunem că ( ) ( )∫

∞
′

a
dxxgxf este convergentă. Atunci există 

( ) ( )∫ ′
∞→

u

au
dxxgxflim  şi este finită şi cum ( ) ( )uguflim

u ∞→
 există şi este finită rezultă că 

( ) ( )dxxgxflim
u

au ∫ ′
∞→

 există şi este finită deci ( ) ( )dxxgxf
a∫
∞

′  este convergentă şi prin 

trecere la limită cu ∞→u  obţinem (8.1).                                                               ■ 

 

 Propoziţia 8.1.5. (formula de schimbare de variabilă) 

 Fie f:[ ) R,a →∞ , continuă, [ ) [ )∞→βαϕ ,a,: , strict crescătoare, derivabilă cu 

derivata continuă.  

 Presupunem că φ ( )
β<
β→

=α
t
t
lim,a φ ( ) +∞=t . Atunci, dacă una dintre 

integralele ( ) ( )( ) ( )∫ ∫
∞ β

α
ϕϕ

a
dtt'tf,dxxf este convergentă rezultă că şi cealaltă este 

convergentă şi ( ) ( )( ) ( )∫ ∫
∞ β

α
ϕϕ=

a
dtt'tfdxxf   (β este finit sau infinit). 

 
 Demonstraţie. În aceeaşi manieră cu demonstraţia propoziţiei 8.1.4.       ■ 
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8.2. Integrale improprii de speţa a doua 

  

   Fie [ ) Rb,a:f → , integrabilă pe orice compact [ ] [ ) ( ) +∞=∈⊂
<
→

xflim,Rb,b,au,a
bx
bx

. 

 Definiţia 8.2.1. Funcţia f este integrabilă (în sens impropriu) pe [a, b) dacă 

( )∫
<
→

u

a
bu
bu

dxxflim există şi este finită. În acest caz spunem că integrala ( )∫
b

a
dxxf  este 

convergentă şi ( ) ( )∫ ∫
<
→

=
b

a

u

a
bu
bu

.dxxflimdxxf  În caz contrar integrala ( )∫
b

a
dxxf este 

divergentă.  

Analog definim ( )∫
b

a
dxxf , în cazul ( ] .Rb,a:f →   

Dacă [ ] { } Rc\b,a:f → , unde ( ) ( ) +∞=∈
→

xflim,b,ac
cx

, f integrabilă pe orice 

compact [ ] [ ] { }c\b,av,u ⊂ , spunem că integrala ( )∫
b

a
dxxf este convergentă dacă 

integralele ( )∫
c

a
dxxf  şi ( )∫

b

c
dxxf  sunt convergente şi în acest caz  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫ ∫
>
→

<
→

+=+=
u

a

b

u
cu
cu

b

a

c

a

b

c
cu
cu

.dxxflimdxxflimdxxfdxxfdxxf  

 

 Exemple.1. Fie integrala 
( )∫ ∈α

− α

b

a
R,dx

xb
1 . Să observăm că această 

integrală este improprie numai pentru 0>α . În acest caz 

[ ) ( )
( )

( ) +∞=
−

=→
<
→α xflim,

xb
1xf,Rb,a:f

bx
bx

. Pentru ( )b,au∈  vom avea 

                       
( )

( )








=α−−

≠α−
+α−

−
=

−

+α−

α∫
si,1daca,xbln

1daca,xb
1

1
dx

xb
1

u
a

u
a

1
u

a
    

( )
( )

∫






≥α∞+

<α−
α−=

−

+α−

α
<
→

u

a

1

bu
bu

1daca,

1daca,ab
1

1
dx

xb
1lim ,  deci  

( )∫ α−

b

a
dx

xb
1  este convergentă 

pentru  α <1 şi divergentă pentru  α ≥1. 

 În cazul convergenţei avem  
( )

( )∫ +α−
α −

α−
=

−

b

a

1.ab
1

1dx
xb

1  
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 2. Integrala ∫
1

0
dx

x
1  este divergentă deoarece ∫ −==

1

u

1
u ulnxlndx

x
1  (pentru 

( )1,0u∈ ) şi  ∫ +∞=
>
→

1

u
0u
0u

dx
x
1lim . 

 Observaţie. Dacă ( )∫
b

a
dxxf este convergentă şi f are primitive pe [a, b) 

atunci ( ) ( ) ( ) ( )∫ −==
<
→

b

a
bu
bu

b
a aFuFlimxFdxxf , unde [ ) Rb,a:F →  este o primitivă a       

funcţiei f. 

 

 Pornind de la rezultatele obţinute pentru integralele improprii de speţa întâi 

de forma ( )∫
∞

a
dxxf , unde [ ) R,a:f →∞  se obţin rezultate asemănătoare pentru 

integralele improprii de speţa a doua, de forma ( )∫
b

a
dxxf , unde [ ) Rb,a:f → , 

înlocuind pe +∞ cu b. 

 Demonstraţiile fiind identice ne vom rezuma doar la prezentarea acestor 

rezultate. 

  

Teorema 8.2.1. (Criteriul lui Cauchy). Fie [ ) Rb,a:f → , integrabilă pe orice 

compact [a,u]⊂ [a,b). O condiţie necesară şi suficientă pentru convergenţa 

integralei ( )∫
b

a
dxxf  este ca (∀) 0>ε  să existe ab,0 −<δ>δ εε  astel încât 

( ) ( )b,bx,x εδ−∈′′′∀  să avem   ( ) ε<∫
′′

′

x

x
dxtf . 

 
Definiţia 8.2.2. Integrala ( )∫

b

a
dxxf  se numeşte absolut convergentă dacă 

integrala  ( )∫
b

a
dxxf  este convergentă. 

 
 Propoziţia 8.2.1. O integrală absolut convergentă este convergentă. 
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         Propoziţia 8.2.2. (Criteriul de comparaţie cu inegalităţi).  

Fie f,g:[ ) ,Rb,a →  integrabile pe orice compact,[ ] [ ),b,au,a ⊂ astfel încât 

( ) ( ) ( ) [ ).b,ax,xgxf0 ∈∀≤≤  Atunci 

i) Dacă integrala  ( )∫
b

a
dxxg   este convergentă rezultă că şi integrala 

 ( )∫
b

a
dxxf  este convergentă. 

ii) Dacă integrala  ( )∫
b

a
dxxf   este divergentă rezultă că şi integrala 

 ( )∫
b

a
dxxg   este divergentă. 

 

Propoziţia 8.2.3. (Criteriul comparaţiei la limită).  

Fie [ ) +→ Rb,a:g,f , integrabile pe orice compact [ ] [ ).b,au,a ⊂    

Presupunem că ( ) ( )
( ) .0,
xg
xflim

bx
bx

∞≤≤=∃
<
→

ll  Atunci: 

i) Dacă ∞<λ şi  ( )∫
b

a
dxxg  este convergentă rezultă că  ( )∫

b

a
dxxf  este 

 convergentă. 

ii) Dacă 0>λ  şi  ( )∫
b

a
dxxg  este divergentă rezultă că  ( )∫

b

a
dxxf  este  

divergentă. 

 

Consecinţă. Fie [ ) +→ Rb,a:f , integrabilă pe orice compact [a,u] ⊂ [a,b). 

Presupunem că există  ( ) ( ) ∞≤≤=− λ

<
→

λλ 0,xfxblim
bx
bx

. Atunci: 

i) Dacă 1<λ  şi ∞<λ  rezultă că  ( )∫
b

a
dxxf  este convergentă. 

ii) Dacă 1≥λ  şi 0>λ  rezultă că  ( )∫
b

a
dxxf  este divergentă. 

 

Exemplu. Fie integrala  ∫
−

1

0 3 4
dx

x1
1 . 

Avem     f : [0,1) → R+,  f(x) =  ,
x1

1
3 4−

  
1x
1x

lim
<
→

 f(x) = + ∞    şi  
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( )
( )( ) 33 32

3
1

1
1 4

1
11

11lim =
+++−

−
<
→ xxxx

x
x
x

. 

 Rezultă ∞<=<=λ
3 4
1,1

3
1

λ  şi conform consecinţei integrala dată este 

convergentă. 

 

 Observaţie. Dacă ( ] +→ Rb,a:f  atunci consecinţa propoziţiei 8.2.3 se 

modifică uşor astfel: 

 Presupunem că există  ( ) ( ) .0,xfaxlim
ax
ax

∞≤≤=− λ

>
→

λλ  Atunci : 

i) Dacă 1<λ  şi ∞<λ  rezultă  ( )∫
b

a
dxxf  este convergentă. 

ii) Dacă 1≥λ  şi 0>λ  rezultă că  ( )∫
b

a
dxxf  este divergentă. 

 

Teorema 8.2.2. (Criteriul lui Dirichlet). Fie f,g:[a,b) → R, f continuă,                  

g monotonă şi ( )xglim
bx
bx

<
→

 = 0. Presupunem că funcţia F:[a,b) → R, F(u) = ( )∫
u

a
dxxf  

este mărginită. Atunci integrala ( ) ( )∫
b

a
dxxgxf  este convergentă. 

 
Teorema 8.2.3. (Criteriul lui Abel). Fie [ ) Rb,a:g,f → , g monotonă şi 

mărginită, f integrabilă pe orice compact  [a,u] ⊂ [a,b) şi ( )∫
b

a
dxxf  este 

convergentă. Atunci  ( ) ( )∫
b

a
dxxgxf  este convergentă. 

 
Propoziţia 8.2.4. (formula de integrare prin părţi). 

Fie [ ) Rb,a:g,f → , derivabile cu derivate continue pe [a, b). Presupunem 

că există ( ) ( )xgxflim
bx
bx

<
→

 şi este finită. Atunci, dacă una dintre integralele 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ′′
b

a

b

a
dxxgxf,dxxgxf  este convergentă rezultă că şi cealaltă este 

convergentă şi   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .dxxgxfagafxgxflimdxxgxf
b

a

b

a
bx
bx∫ ∫ ′−−=′

<
→

. 
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Propoziţia 8.2.5. (formula de schimbare de variabilă). 

Fie [ ) Rb,a:f → , continuă, [ ) [ )b,a,: →βαϕ  strict crescătoare, derivabilă cu 

derivata continuă. 

 Presupunem că ( ) a=αϕ  şi ( ) btlim
t
t

=ϕ
β<
β→

. Atunci, dacă una dintre integralele 

( )∫
b

a
dxxf , ( )( ) ( )∫

β

α
ϕϕ dtt'tf  este convergentă rezultă că şi cealaltă este 

convergentă şi  ( ) ( )( ) ( )∫ ∫
β

α
ϕϕ=

b

a
dtt'tfdxxf , (β poate fi finit sau infinit). 

 Exemplu.  Fie integrala  ∫ −

2

1 1xx
dx .  

Fie ( ] ( )
1xx

1xf,R2,1:f
−

=→ . Cum ( ) +∞=
>
→

xflim
1x
1x

 avem o integrală 

improprie de speţa a doua. Cum ( ) ( ) ( ) 1
1xx

11xlimxf1xlim 2
1

1x
1x

2
1

1x
1x

=
−

−=−
>
→

>
→

, rezultă că 

integrala este convergentă 





 +∞<=<=λ 1,1

2
1 λ . Pentru calcul vom folosi 

schimbarea de variabilă dată de  

( ) ( ] ( ]2,11,0:,t1txt1xt1x 22 →ϕϕ=+=⇒=−⇒=− , 

este strict crescătoare derivabilă cu  ( ) t2t' =ϕ , deci continuă,  ( ) 1tlim
0t
0t

=ϕ
>
→

. 

 Conform propoziţiei 8.2.5,  

( )∫ ∫ ∫
π

=
π

==
+

=⋅
⋅+

=
−

2

1

1

0

1

0

1
022 24

2arctgt2dt
1t

12tdt2
t1t

1
1xx

dx . 

  

Observaţie. Există integrale improprii care sunt şi de speţa întâi şi de 

speţa a doua, de exemplu ( )∫
∞

+0 2 1xx
dx . Acestea se vor numi integrale improprii 

de speţa a treia. Integrala dată va fi convergentă dacă ( ) 0a >∃  astfel încât 

integralele  ( ) ( )∫ ∫
∞

+
=

+
=

a

0 a 2221 1xx
dxI,

1xx
dxI   sunt convergente. În acest caz 

( )∫
∞

+=
+0 212

II
1xx

dx . 
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         8.3. Integralele lui Euler 
 

 Pentru 0q,p >  definim integralele  

( ) ( ) ( )∫ ∫
∞ −−−− −=β=Γ

0

1 

0

1q1px1p dxx1xq,p,dxexp , 

numite integralele lui Euler (sau funcţiile β, Γ ). 

 Vom arăta că aceste integrale sunt convergente pentru ( ) .0q,p >∀  

 Să observăm mai întâi că integrala  Γ(p) este o integrală improprie de 

speţa întâi iar pentru ( )1,0p∈  este şi de speţa a doua iar  β(p,q) este o integrală 

improprie de speţa a doua pentru ( )1,0p∈  sau ( )1,0q∈  (altfel, dacă 1p ≥  şi 1q ≥  

este o integrală definită). 

 Fie p,q > 0,  ∫ ∫
∞ −−−− ==

1

0 1

x1p
2

x1p
1 dxexI,dxexI . Fie ) x1p ex)x(f,R,1[:f −−=→∞ . 

 Cum ( ) 0
e
xlimexxlimxfxlim x

1p

x

x1p2

x

2

x
===

−

∞→

−−

∞→∞→
 rezultă că integrala I2 este 

convergentă (conform propoziţiei 8.1.3, ∞<=>=λ 0,12 λ ). 

 Dacă p ≥ 1 integrala I1 este o integrală definită, deci convergentă iar dacă 

( )1,0p∈ , cum ( ) 01exxlimxfxlim x1p

0x
0x

0x
0x

>== −−λ

>
→

λ

>
→

, pentru 1p1 <−=λ , conform 

propoziţiei 8.2.3  rezultă că  I1 este convergentă. 

 În concluzie  Γ(p) = I1+ I2 este convergentă.  

 

 Arătăm în continuare convergenţa integralei β(p,q). Vom trata cazul 

( )1,0p∈  sau ( )1,0q∈ .  

 Fie ( ) ( ) ( ) 1q1p x1xxf,R1,0:f −− −=→ .  

Dacă ( )1,0p∈ , cum ( ) 01exxlimxfxlim x1p

0x
0x

0x
0x

>== −−λ

>
→

λ

>
→

, pentru 1p1 <−=λ , 

conform propoziţiei 8.2.3 rezultă că β(p,q) este convergentă în raport cu limita 

inferioară. 

 Dacă ( )1,0q∈ , cum ( ) ( ) ( ) ( ) 01x1xx1limxfx1lim 1q1p

1x
1x

1x
1x

>=−−=− −−λ

<
→

λ

<
→

, pentru 

1q1 <−=λ , rezultă că  β(p,q) este convergentă în raport cu limita  superioară.  
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 În concluzie  β(p,q) este convergentă. 

 
 Propoziţia 8.3.1. (proprietăţi ale funcţiilor β, Γ). 

i) ( ) ( ) ( ) 0p,pp1p >∀Γ=+Γ ; 

ii) ( ) ( ) ( ) ( )1,0p,
psin

p1p ∈∀
π

π
=−ΓΓ ; 

iii) ( ) ( ) ( ) 0q,p,p,qq,p >∀β=β ; 

iv) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0q,p,

qp
qpq,p >∀

+Γ
ΓΓ

=β . 

 
Demonstraţie. i) Folosind integrarea prin părţi obţinem 

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
∞ ∞ ∞ −−∞−−− Γ=+−=

′
−==+Γ

0 0 0

x1p
0

xpxpxp ppdxepxexdxexdxex1p , 

deoarece 0exlim xp

x
=−

∞→
. 

Cum ( ) 1edxe1 0
x

0

x =−==Γ ∞−∞ −∫  rezultă că pentru n∈N, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) !n1121nn1n1nn11nnnn1n =Γ⋅⋅−==−Γ−=+−Γ=Γ=+Γ ΚΚ . 

iii) Folosind schimbarea de variabilă x = 1-t obţinem  

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ β=−=−−=−=β −−−−−−1

0

0

1

1

0

1p1q1q1p1q1p p,qdtt1tdttt1dxx1xq,p .      ■ 

  

Aplicaţii. 

1. Din (ii), pentru 
2
1p =  obţinem π=






Γ⇒π=






Γ






Γ

2
1

2
1

2
1 , deci 

 ∫
∞ −−

π=
0

x2
1

dxex . Folosind schimbarea de variabilă x = t2 obţinem 

 ∫ ∫ ∫
∞ ∞ ∞ −−−−

=⋅==π
0 0 0

ttx2
1

dte2tdt2tedxex
22

, de unde 
2

dxe
0

x2 π
=∫

∞ − . 

Folosind schimbarea de variabilă x = - t din ultima integrală obţinem 

∫ ∞−

− π
=

0 x

2
dxe

2

 şi în concluzie ∫
∞

∞−

− π=dxe
2x . 

2. Să se arate că integrala ∫
∞

+0 6 dx
x1

1  este convergentă şi să se 

 calculeze. 
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Fie [ ) ( ) ( ) 0x,0
x1

1xf,R,0:f 6 ≥∀≥
+

=→∞ .  

Cum ( ) ∞<=
+

=
∞→∞→

1
x1

1xlimxfxlim 6
6

x

6

x
 pentru 16 >=λ , rezultă că integrala 

dată este convergentă. Vom folosi schimbarea de variabilă dată de x6 = t, deci 

dtt
6
1dxtx 6

5
6
1

−
=⇒=  şi integrala devine   

∫∫∫
∞

−
∞ −∞

+
=⋅

+
=

+
=

0

6
5

0
6
5

0 6 dt
t1

t
6
1dtt

6
1

t1
1dx

x1
1I . 

Vom folosi pentru ultima integrală schimbarea dată de  

( )
dy

y1
1dt

y1
yttyyty

t1
t

2−
=⇒

−
=⇒+=⇒=

+
. 

Obţinem astfel  

( )
( ) 






β=−=

−
⋅








−

⋅

−
+

= ∫∫ −−
−

6
5,

6
1

6
1dyy1y

6
1dy

y1
1

y1
y

y1
y1

1
6
1I

1

0
6
1

6
5

1

0 2

6
5

 

 Folosind propoziţia 8.3.1. rezultă 

           ( ) 3
2
16

1
1

6
sin

6
1

1
6
11

6
1

6
1

6
5

6
1

6
5

6
1

6
1

6
5,

6
1

6
1I π

=
π

⋅=

π
π

=
Γ







 −Γ






Γ

=






 +Γ







Γ






Γ

=





β= . 

3. Să se arate că integrala ∫ ≥
−

=
1

0 n n
2n,dx

x1
1I  este convergentă şi să se 

calculeze.  

Fie [ ) ( ) ( ) [ )1,0x,0
x1

1xf,R1,0:f
n n

∈∀≥
−

=→ . 

Cum ( ) ( ) ( )
( )

∞<=
+++−

−=−
−

λ

<
→

λ

<
→ nn 1n

n
1

1x
1x

1x
1x n

1

xx1x1

1x1limxfx1lim
Κ

, pentru 

1
n
1

<=λ , rezultă că integrala dată este convergentă. 

 Pentru calculul integralei vom folosi schimbarea de variabilă dată de 

dtt
n
1dxtxtx

1
n
1

n
1

n −
=⇒=⇒= . 
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Astfel obţinem 

( ) ( ) .

n
sinn

1
1

n
11

n
1

n
1

n
11,

n
1

n
1dtt1t

n
1dtt

t1
1

n
1I n

11

0

1
n
1

1

0

1
n
1

n π
π

=
Γ







 −Γ






Γ

=





 −β=−=

−
= −−−

∫∫  

  
 

Probleme propuse 
 

1) Folosind definiţia să se studieze natura integralelor: 

            a) ;dx
x1

arctgx
0 2∫
∞

+
       b) ∫ ∞−

0
xdx3cos ;   

            c) ∫−

2

1 x
dx ;                                                   d) ∫

∞

∞− ++
dx

1xx
1

2 ; 

            e)  ∫
2

0 xlnx
dx ;       f) ( )∫ ∞− +

1

2 x1x
dx . 

 

2) Folosind definiţia să se arate că următoarele integrale sunt convergente şi 

să se calculeze: 

a) ∫
∞ −

0

x2 axdxcose , unde ∗∈Ra ; 

b) 
( )∫

∞

+0 22
dx

1x
1 . 

 

3) Folosind criteriile de convergenţă să se studieze natura integralelor: 

a) ∫
∞

+0 5

2

x1
dxx ;                                                  b) ∫

∞

α ∈α
1

R,dx
x

xln  ;     

             c) ∫− −

1

1 3 2x1
dx ;                                                d) ∫

∞

+0 2 dx
1x
xsin  ;    

e) ∫
∞

1

2dxxcos ;                             f)  ∫
∞

0

2dxxsin ;                                                                 

g) ( )
∫

∞

α >α
+

0

2

0,dx
x

xxsin ;     h)  
( )( )∫ <

−−

b

a
ba,

xbax
xdx . 
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4) Să se arate că următoarele integrale sunt convergente şi să se calculeze: 

a) ∫
∞

≥∈
+0 n 2n,Nn,dx

x1
1 ;       b) ∫

−

1

0 3 6x1
dx  ;      

c) 
( )∫

∞

+0 6

2

dx
x1

x  ;                                                       d)  
( )∫

∞

+0 2

4

dx
x1
x ; 

e) ∫
∞ −

0

x4 dxex
2

;       f)  ∫
π
2

0 3
dx

xcosxsin
1 . 
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CAPITOLUL 9 
 

 

ŞIRURI ŞI SERII DE FUNCŢII 

 

9.1. Şiruri de funcţii 
 

Definiţia 9.1.1. Se numeşte şir de funcţii un şir (fn), unde 

fn: ( ) Nn,RRE ∈∀→⊂ , sunt funcţii reale. 

 Dacă x ∈ E, şirul (fn(x)) este un şir de numere reale. Dacă şirul (fn(x)) este 

convergent spunem că x este punct de convergenţă pentru şirul (fn). 

 Vom nota A = {x ∈ E : (fn(x)) convergent} şi o vom numi mulţimea de 

convergenţă a şirului de funcţii (fn). 

  

Definiţia 9.1.2. Fie RE:fn →  un şir de funcţii şi EA ⊂  mulţimea sa de 

convergenţă. Şirul  (fn) converge simplu sau punctual pe mulţimea A către funcţia 

RA:f →  şi scriem ff s
n →  (pe A) (sau ff An → ) dacă ( ) ( ) ( ) Ax,xfxflim nn

∈∀=
∞→

. 

 

 Observaţie. Conform definiţiei convergenţei unui şir de numere reale, 

ff s
n →  pe A dacă şi numai dacă ( ) Ax ∈∀  şi ( ) ( ) Nn,0 x, ∈∃>ε∀ ε  astfel încât 

( ) x,nn ε≥∀  avem ( ) ( ) ( ) Ax,xfxfn ∈∀ε<− . 

 

 Exemplu. Fie ( ) n
n xxf = , pentru [ ]1,0x ∈ .  

Cum  
[ )





=
∈

=
∞→ 1xpentru,1

1,0xpentru,0
xlim n

n
  rezultă că  ff s

n →   pe [0,1], unde  

f(x) [ )




=
∈

=
1xpentru,1

1,0xpentru,0 . 

  

           s 
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Observaţie. Dacă rangul nε,x din definiţia 9.1.2 este independent de x 

obţinem un alt concept de convergenţă numit convergenţă uniformă. 

  

Definiţia 9.1.3. Şirul de funcţii (fn) este uniform convergent pe A către 

funcţia f şi scriem ff u
n →  (pe A) sau ( ff An → ) dacă ( ) ( ) Nn,o ∈∃>ε∀ ε  astfel 

încât ( ) ε≥∀ nn  avem ( ) ( ) ( ) Ax,xfxfn ∈∀ε<− . 

 

 Observaţie. Din această definiţie rezultă că, dacă ff u
n →  (pe A) atunci 

ff s
n →  (pe A). 

 Exemple. 1. Fie  ( )
nx1

xxfn +
= , pentru [ )∞∈ ,0x . Observăm că  

( ) ( ) ,0x,0xflim nn
≥∀=

∞→
 deci ff s

n → , pe [0, ∞), unde f(x) = 0, ( ) [ )∞∈∀ ,0x .  

 Pe de altă parte să observăm că 

( ) ( ) ( ) [ ) ( ) ∗∈∀∞∈∀≤
+

=− Nn,,ox,
n
1

nx1
xxfxfn . 

 Cum 0
n
1lim

n
=

∞→
, pentru ( ) ( ) Nn,0 ∈∃>ε∀ ε  astfel încât ( ) ε≥∀ε< nn,

n
1  şi 

atunci ( ) ( ) ( ) [ )∞∈∀ε<≤− ,0x,
n
1xfxfn , deci ff u

n → , pe [0,∞). 

 

 2. Fie  fn(x) = xn, pentru [ ]1,0x ∈ . După cum am văzut în exemplul 9.1.1., 

ff s
n →  pe [0,1], unde ( ) [ )





=
∈

=
1xpentru,1

1,0xpentru,0
xf . 

 Să arătăm că ff u
n → , pe [0,1]. Într-adevăr, presupunem contrariul, deci 

( ) ( ) Nn,0 ∈∃>ε∀ ε  astfel încât ( ) ε≥∀ nn  avem ( ) ( ) ( ) [ ]1,0x,xfxfn ∈∀ε<− . 

 Luând 
2
1=ε  rezultă că ( ) Nn0 ∈∃  astfel încât ( ) 0nn ≥∀  avem 

( ) [ )1,0x,
2
1xn ∈∀< . Trecând în această inegalitate la limită cu 1x,1x <→  obţinem 

o contradicţie. 

 

 

u 
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Criterii de convergenţă uniformă 
 

 Teorema 9.1.1. Fie RE:fn →  un şir de funcţii. Şirul (fn) converge uniform 

pe EA ⊂  către funcţia f dacă şi numai dacă  

                                              ( ) ( ) 0xfxfsuplim n
Axn

=



 −

∈∞→
                                      

(9.1) 

 

 Demonstraţie. Dacă   ff u
n →  pe A atunci conform definiţiei, pentru            

             ( ) ( ) Nn,0 ∈∃>ε∀ ε  astfel încât  ( ) ( ) ( ) ( ) Ax,
2

xfxfnn n ∈∀
ε

<−⇒≥∀ ε , 

de unde 

             ( ) ( ) ( ) ε<
ε

≤−⇒≥∀
∈

ε 2
xfxfsupnn n

Ax
, adică ( ) ( ) 0xfxfsuplim n

Axn
=



 −

∈∞→
. 

 
 Reciproc, dacă (9.1) are loc rezultă că pentru orice ( ) Nn,0 ∈∃>ε ε  astfel 

încât ( ) ε≥∀ nn  avem ( ) ( ) ε<−
∈

xfxfsup n
Ax

, de unde  

( ) ⇒∈∀ Ax ( ) ( ) ( ) ( ) ε<−≤−
∈

xfxfsupxfxf n
Ax

n ,  adică  ff u
n →  pe  A.             ■ 

 Exemplu. Fie ( ) 2n nx1
xxf

+
= , pentru Rx ∈ . 

Cum   ( ) ( ) Rx,0xflim nn
∈∀=

∞→
 rezultă că  ff s

n → , pe R,  unde ( ) ( ) Rx,0xf ∈∀= . 

 Evident fn este derivabilă şi ( )
( )22

2

n
nx1
nx1xf

+

−
=′ , deci ( )

n
1x0xfn ±=⇔=′ ; 

punctul 
n
1x =  este punct de maxim local şi 

n
1x −=   este punct de minim local 

pentru fn. Cum ( ) 0xflim nx
=

±∞→
, aceste puncte sunt puncte de extrem global. 

 Cum  
n2

1
n
1fn ±=






±  rezultă că  

  ( ) 0
n2

1lim0xfsuplim
nn

Rxn
==



 −

∞→∈∞→
, adică 0f u

n → , pe R. 
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Teorema 9.1.2. (Criteriul lui Cauchy). Şirul de funcţii (fn) este uniform 

convergent pe A dacă şi numai dacă pentru ( ) ( ) Nn,0 ∈∃>ε∀ ε  astfel încât 

( ) ε≥∀ nn,m  avem  

                                               ( ) ( ) ( ) Ax,xfxf nm ∈∀ε<− .                                  (9.2) 

 Demonstraţie. Să presupunem că ff u
n →  pe A şi fie 0>ε . Conform 

definiţiei ( ) Nn ∈∃ ε  astfel încât ( ) ε≥∀ nn  avem ( ) ( ) ( ) Ax,
2

xfxfn ∈∀
ε

<− . 

 Pentru ε≥ nn,m  vom avea  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .Ax,
22

xfxfxfxfxfxf nmnm ∈∀ε=
ε

+
ε

<−+−≤− , 

adică (9.2) este îndeplinită. 

 Reciproc, să presupunem că pentru ( ) ( ) Nn,0 ∈∃>ε∀ ε  astfel încât  

                             ( ) ε≥∀ nn,m  avem ( ) ( ) ( ) Ax,
2

xfxf nm ∈∀
ε

<−                        (9.3) 

 Atunci, pentru orice Ax ∈ , fixat, şirul numeric (fn(x)) este şir Cauchy în R, 

deci convergent. Fie ( ) ( )xflimxf,RA:f nn ∞→
=→ ; deci ff s

n → , pe A. 

 Fixând în (9.3) ε≥ nn  şi făcând ∞→m  obţinem 

                   ( ) ( ) ( ) ε≥∀ε<
ε

≤− nn,
2

xfxfn  şi ( ) Ax ∈∀ , deci ff u
n →  pe A.           ■ 

  

Teorema 9.1.3. (Criteriul majorării). Fie RA:f,f n → . Dacă există un şir de 

numere pozitive (an), convergent către zero, astfel încât 

                                      ( ) ( ) ( ) Nn,axfxf nn ∈∀≤−  şi ( ) Ax ∈∀ ,                         (9.4)  

atunci ff u
n →  pe A. 

 

Demonstraţie. Fie 0>ε ; cum ( ) Nn,0an ∈∃→ ε  astfel încât ( ) ε≥∀ε< nn,an  

şi atunci, folosind (9.4) obţinem ( ) ( ) ( ) ε≥∀ε<≤− nn,axfxf nn  şi ( ) Ax ∈∀ , adică 

ff u
n →  pe A.                                                                                                      ■ 
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Exemplu. Fie ( )
1n

nxcosxfn +
= , pentru Rx ∈ . Evident avem  

                    ( ) ( ) ( ) Rx,Nn,
1n

1
1n

nxcos0xfn ∈∀∈∀
+

≤
+

=− .  

          Cum 0
1n

1lim
n

=
+∞→

 rezultă că 0f u
n → , pe R. 

 

Proprietăţi ale şirurilor uniform convergente 
  

În continuare vom arăta că uniform convergenţa păstrează la limită o serie 

de proprietăţi ale funcţiilor şirului cum ar fi: mărginirea, continuitatea, 

derivabilitatea, integrabilitatea, etc. 

 

 Teorema 9.1.4. (Transfer de mărginire). Fie RA:fn →  un şir de funcţii 

mărginite pe A şi f RA: → . Dacă ff u
n →  pe A atunci f este mărginită pe A. 

 Demonstraţie. Cum ff u
n →  pe A, conform definiţiei, pentru ε = 1, 

( ) Nn0 ∈∃  astfel încât ( ) 0nn ≥∀  avem ( ) ( ) ( ) Ax,1xfxfn ∈∀<−  şi în particular, 

pentru n = n0 obţinem  

                                              ( ) ( ) ( ) .Ax,1xfxf
0n ∈∀<−                                      (9.5) 

 Cum 
0nf  este mărginită pe A, ( ) 0M >∃  astfel încât ( ) ( ) Ax,Mxf

0n ∈∀≤  şi 

atunci, folosind (9.5) obţinem 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,Ax,M1xfxfxfxf
00 nn ∈∀+<+−≤  adică  f este mărginită pe A.          ■ 

 

 Observaţie. Dacă şirul de funcţii (fn) nu este uniform convergent pe A, 

concluzia teoremei nu este în general adevărată. În acest sens considerăm şirul 

de funcţii ( ) 2n nx1
nxxf

+
= , pentru ( )1,0x ∈ . Avem ff s

n →  pe (0,1), unde 

( ) ( ) ( )1,0x,
x
1xf ∈∀= . Evident avem ( ) ( ) ( )1,0x,

2
nxfn ∈∀≤ , pentru Nn∈ , fixat, 

deci funcţiile  fn  sunt mărginite. Să observăm că  f  nu este mărginită pe (0,1). 
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Teorema 9.1.5. (Transfer de continuitate). Fie RA:fn →  un şir de funcţii 

continue într-un punct Ax0 ∈ . Dacă ff u
n →  pe A atunci funcţia f este continuă 

în x0.  

 Demonstraţie. Fie 0>ε . Cum ff u
n →  pe A, ( ) Nn ∈∃ ε  astfel încât 

( ) ε≥∀ nn şi ( ) Ax ∈∀  avem ( ) ( )
3

xfxfn
ε

<− . În particular, pentru n=nε  avem 

( ) ( ) ( ) Ax,
3

xfxfn ∈∀
ε

<−
ε

. 

 Cum 
εnf  este continuă în x0, ( ) 0>δ∃ ε  astfel incât ( ) Ax ∈∀  cu εδ<− 0xx  

avem ( ) ( )
3

xfxf 0nn
ε

<−
εε

. Pentru ( ) Ax ∈∀  cu εδ<− 0xx  vom avea 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ε=
ε

+
ε

+
ε

<−+−+−≤−
εεεε 333

xfxfxfxfxfxfxfxf 00n0nnn0 ,  

deci f este continuă în x0.                                                                                       ■ 

 

 Observaţie. Din teorema 9.1.5 rezultă că, dacă  ff u
n →  pe A şi funcţiile 

fn sunt continue pe A atunci funcţia f este continuă pe A. 

 Dacă şirul de funcţii (fn) nu este uniform convergent, concluzia nu este în 

general adevărată. 

 În acest sens considerăm şirul de funcţii  ( ) n
n xxf = , pentru [ ]1,0x ∈ .  

 Evident funcţiile fn sunt continue pe [0,1], ff s
n →   pe [0,1], unde 

( ) [ )




=
∈

=
1xdaca,1

1,0xdaca,0
xf , dar  funcţia f nu este continuă pe [0,1]. 

  

Teorema 9.1.6. (Transfer de integrabilitate). 

 Dacă [ ] Rb,a:fn →  este un şir de funcţii integrabile pe [a,b] şi ff u
n →  pe 

[a,b], atunci f este integrabilă pe [a,b] şi  ( ) ( )∫∫ =
∞→

b

a

b

a nn
dxxfdxxflim . 

 Demonstraţie. Fie 0>ε . Cum ff u
n → , ( ) Nn ∈∃ ε  astfel încât ( ) ε≥∀ nn  şi 

( ) [ ]b,ax ∈∀  avem ( ) ( ) ( )ab4
xfxfn −

ε
<− .  În particular, pentru n = nε  avem  
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                     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]b,ax,
ab4

xfxf
ab4

xf nn ∈∀
−
ε+<<

−
ε−

εε
                     (9.6) 

 Fie ∈Δ  D ([a,b]), ( )bxxxa n10 =<<<==∆ Κ . 

 Cum 
εnf  este integrabilă rezultă că 

εnf  este mărginită şi fie 

( ) [ ]{ } ( ) [ ]{ } n,1k,x,xx:xfinfm,x,xx:xfsupM k1knkk1knk =∈=∈= −
ε

−
ε

εε
. 

Din criteriul lui Darboux de integrabilitate ( ) 0>δ∃ ε   astfel încât              

(∀)∆∈D [ ]( ) ( )bxxxa,b,a n10 =<<<==∆ Κ  cu εδ<∆  avem ( ) ( )
2

fsfS nn
ε

<−
εε ∆∆ , 

adică  

                                             ( ) ( )∑
=

−
εε ε

<−−
n

1k
1kkkk 2

xxmM .                                   (9.7) 

 Cum şirul (fn) este uniform convergent pe [a,b] către funcţia f, din teorema 

9.1.4 rezultă că f este mărginită pe [a,b]. 

Fie  ( ) [ ]{ } ( ) [ ]{ } n,1k,x,xx:xfinfm,x,xx:xfsupM k1kkk1kk =∈=∈= −− . 

Trecând în relaţia (9.6) la supremum apoi la infimum, pentru  

[ ]k1k x,xx −∈ , obţinem ( ) ( )ab4
MM

ab4
M kkk −

ε+≤≤
−
ε− εε  şi 

( ) ( )ab4
mm

ab4
m kkk −

ε+≤≤
−
ε− εε  

 Scăzând aceste relaţii membru cu membru şi înmulţindu-le cu 1kk xx −−  

obţinem 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1kk1kkkk1kkkk xx
ab2

xxmMxxmM −−
εε

− −
−
ε

+−−≤−− , 

de unde, prin însumare şi folosind (9.7) rezultă 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ε=
ε

+
ε

<
ε

+−=−
−
ε

+

+−−≤−−=−

εε ∆∆
=

−

=
−

εε

=
−∆∆

∑

∑∑

222
fsfSxx

ab2

xxmMxxmMfsfS

nn

n

1k
1kk

n

1k
1kkkk

n

1k
1kkkk

 

adică f este integrabilă pe [a,b]. 
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         Cum  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ≤−=− ∫∫ ∫
b

a n

b

a

b

an dxxfxfdxxfdxxf           

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ε≥∀ε<
ε

=−
−
ε

≤−≤ ∫ nn,
4

ab
ab4

dxxfxf
b

a n , 

rezultă  că    ( ) ( )∫ ∫=
∞→

b

a

b

ann
dxxfdxxflim .                                                                ■ 

 
 Aplicaţie. Fie { }ΚΚ ,r,,r,r n21  mulţimea numerelor raţionale din [0,1] şi sirul 

de funcţii [ ] ( ) { }
{ }




∉

∈
=→

n21

n21
nn r,,r,r  x  pentru,0

r,,r,r   x  pentru,1
xfR,0,1:f

Κ

Κ
, ( ) Nn ∈∀ .Să se arate că 

şirul de funcţii  (fn) nu este uniform convergent pe [0,1].  

Să observăm că ( ) [ ]
[ ]




∈
∩∈

=
∞→ Q\1,0xpentru,0

Q1,0xpentru,1
xflim nn

, deci ff s
n →  pe [0,1], 

unde ( ) [ ]
[ ]




∈
∩∈

=
Q\1,0xpentru,0
Q1,0xpentru,1

xf . Să presupunem prin absurd că ff u
n →  pe 

[0,1].             

Atunci conform teoremei 9.1.6 funcţia f este integrabilă pe [0,1], 

contradicţie. 

 

 Teorema 9.1.7. (Transfer de derivabilitate). 

Fie RI ⊂  un interval mărginit şi RI:fn →  un şir de funcţii derivabile pe I .  

Dacă există un punct Ix0 ∈  astfel încât şirul (fn(x0)) este convergent şi 

 există o funcţie RI:g →  astfel încât gf u
n →′  pe I , atunci 

i) există o funcţie RI:f →  astfel încât ff u
n →  pe I; 

ii) f este derivabilă pe I  şi f ’ = g, adică ( ) ′=′
∞→∞→ nnnn
flimflim . 

          Pentru demonstraţie se poate consulta [10]. 

 

Observaţii. 1. Dacă pentru un şir de funcţii derivabile RI:fn → , 

convergent pe I  către o funcţie f, şirul (fn’) converge către f ’ vom spune că şirul 

(fn) se poate deriva termen cu termen. 



 

 

- 191 -

 

2. Există şiruri de funcţii care pot fi derivate termen cu termen fără ca şirul 

derivatelor să conveargă uniform. 

 În acest sens considerăm şirul de funcţii ( ) ( )
n2

xn1lnxf
24

n

+
= , pentru [ ]1,0x ∈ . 

Să observăm că ( ) ( ) [ ]1,0x,0xflim nn
∈∀=

∞→
, deci 0f s

n →  pe [0,1]. 

 Funcţiile fn sunt derivabile pe [0,1], ( ) ( ) [ ]1,0x,
xn1

xnxf 24

3

n ∈∀
+

=′  şi 

( ) ( ) [ ]1,0x,0xflim nn
∈∀=′

∞→
, deci  0'f s

n →  pe [0,1], adică  ff s
n ′→′  pe [0,1].

   Prin urmare, şirul (fn) se poate deriva termen cu termen. Să 

observăm totuşi că şirul (fn’)  nu converge uniform la 0. 

 

9.2.Serii de funcţii 

 
Definiţia 9.2.1. Se numeşte serie de funcţii o serie ∑

∞

=1n
nf , unde 

( ) 1n,RRE:fn ≥∀→⊂ . 

 Fie ∑
=

=→
n

1k
knn fS,RE:S , numit şi sirul sumelor parţiale. Fie EA ⊂  

muţimea de convergenţă a şirului de funcţii (Sn), numită şi mulţimea de 

convergenţă a seriei de funcţii. 

 

 Definiţia 9.2.2. Spunem că seria de funcţii ∑
∞

=1n
nf  converge simplu sau 

punctual pe A dacă şirul sumelor parţiale (Sn) este simplu convergent pe A. Dacă 

nn
Slimf

∞→
=  atunci f se va numi suma seriei de funcţii ∑

∞

=1n
nf în sensul convergenţei 

punctuale şi scriem ∑
∞

=

=
1n

n ff (punctual pe A) sau ∑
∞

=

=
1n

s

n ff . 

 Definiţia 9.2.3. Seria de funcţii ∑
∞

=1n
nf  este uniform convergentă pe A dacă 

şirul sumelor parţiale (Sn) este uniform convergent pe A. Dacă fS u
n →  pe A, 
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atunci f se va numi suma seriei de funcţii ∑
∞

=1n
nf  în sensul convergenţei uniforme şi 

vom scrie ∑
∞

=

=
1n

n ff  (uniform pe A) sau ∑
∞

=1n
nf

u

=  f. 

 

Criterii de convergenţă uniformă 
 

Teorema 9.2.1. (Criteriul lui Cauchy). Fie RRA:fn →⊂ . Seria de funcţii 

∑
∞

=1n
nf  converge uniform pe A dacă şi numai dacă pentru ( ) ( ) Nn,0 ∈∃>ε∀ ε  astfel 

încât ( ) ε≥∀ nn  şi ( ) 1p ≥∀  avem ( ) ( ) ( ) ( ) Ax,xfxfxf pn2n1n ∈∀ε<+++ +++ Κ . 

 Demonstraţie. Fie (Sn) şirul sumelor parţiale ale seriei ∑
∞

=1n
nf . Conform 

teoremei 9.1.2, (Sn) converge uniform pe A dacă şi numai dacă pentru 

( ) ( ) Nn,0 ∈∃>ε∀ ε  astfel încât ( ) ε≥∀ nn  şi ( ) 1p ≥∀  avem  

( ) ( ) ( ) Ax,xSxS npn ∈∀ε<−+ , 

sau echivalent 

 ( ) ( ) ( ) ( ) Ax,xfxfxf pn2n1n ∈∀ε<+++ +++ Κ , 

şi demonstraţia este încheiată.                                                                              ■ 

 

 Teorema 9.2.2. (Criteriul lui Weierstrass). Fie RRA:fn →⊂ . Dacă există 

o serie numerică convergentă  ∑
∞

=1n
na , cu termeni pozitivi astfel încât  

                                             ( ) ( ) ( ) Ax,Nn,axf nn ∈∀∈∀≤ .                            (9.8) 

atunci seria de funcţii ∑
∞

=1n
nf  este uniform şi absolut convergentă pe A. 

 Demonstraţie. Fie ε > 0. Cum ∑
∞

=1n
na  este convergentă, din criteriul lui 

Cauchy de la serii numerice ( ) Nn ∈∃ ε  astfel încât ( ) ε≥∀ nn  şi ( ) 1p ≥∀  avem  

ε<+++ +++ pn2n1n aaa Κ , şi folosind (9.8) rezultă că pentru ( ) ε≥∀ nn  şi  

( ) 1p ≥∀  avem 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) .Ax,aaa

xfxfxfxfxfxf

pn2n1n

pn2n1npn2n1n

∈∀ε<+++≤

≤+++≤+++

+++

++++++

Κ

ΚΚ

                   (9.9) 

 Conform teoremei 9.2.1 rezultă că seria de funcţii ∑
∞

=1n
nf  este uniform 

convergentă pe A. Absolut convergenta rezultă din (9.9).                                     ■ 

 

 Exemplu. Fie seria de funcţii ∑
∞

=

∈
+1n

23
Rx,

xn
nxcos . Observăm că 

( ) ∗∈∀≤
+

≤
+

Nn,
n
1

xn
1

xn
nxcos

32323
 şi ( ) Rx ∈∀  iar seria  numerică ∑

∞

=1n 2
3

n

1  este 

convergentă. Folosind criteriul lui Weierstrass rezultă că seria dată este uniform 

convergentă pe R. 

 

 Teorema 9.2.3. (Criteriul lui Dirichlet). Fie RRA:g,f nn →⊂  două şiruri de 

funcţii astfel încât seria de funcţii ∑
∞

=1n
nf  are şirul sumelor parţiale uniform mărginit 

iar şirul (gn) este monoton descrescător şi uniform convergent la 0. 

 Atunci seria  n
1n

ngf∑
∞

=

 este uniform convergentă. 

 Demonstraţie. Cum şirul sumelor parţiale (Sn) asociat seriei ∑
∞

=1n
nf  este 

uniform mărginit ( ) 0M >∃  astfel încât  ( ) ( ) ∗∈∀≤ Nn,MxSn  şi ( ) Ax ∈∀ .        

 Fie 0>ε . Cum 0g u
n →  pe A, ( ) Nn ∈∃ ε  astfel încât ( ) ε≥∀ nn  avem 

( )
M2

xgn
ε

≤ , ( ) Ax ∈∀ . 

 Pentru 1p,nn ≥≥ ε  şi Ax ∈  vom avea 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ,
M2

M2xgM2

xgMxgxgMxgxgMxgMxgM

xgxgMxgxgMxgMxSxg

xgxgxSxgxgxSxSxg

xSxgxgxgxS

xgxgxSxSxg

xSxS)x(gxSxS)x(gxSxSxg

xgxfxgxfxgxf

pn

pnpn1pn2n1n1npn

pn1pn2n1n1npnpn

pn1pn1pn2n1n1nn1n

pnpnpn1pn1pn

2n1n1nn1n

1pnpnpn1n2n2nn1n1n

pnpn2n2n1n1n

ε=
ε

⋅≤=

=+−++−+=+

+−++−+≤+

+−++−+≤

≤+−+

++−+−=

=−++−+−=

=+++

+

++−+++++

+−++++++

+−+−+++++

+++−+−+

++++

−++++++++

++++++

Κ

Κ

Κ

Κ

Κ

Κ

   

ceea ce arată că seria  ∑
∞

=1n
nngf   este uniform convergentă pe A.                           ■ 

 

Proprietăţi ale seriilor uniform convergente 
 

 Pornind  de la proprietăţile şirurilor uniform convergente se obţin cu 

uşurinţă următoarele  rezultate: 

  

Teorema 9.2.4. Fie fn : A ⊂ R → R un şir de funcţii. Dacă seria ∑
∞

=1n
nf  este 

uniform convergentă pe A către f şi fn sunt funcţii mărginite atunci f este mărginită 

pe A. 

 Demonstraţie. Fie ∑
=

=
n

1k
kn fS . Cum fn este mărginită rezultă că Sn este 

măginită, ( ) 1n ≥∀ . Cum seria ∑
∞

=1n
nf  este uniform convergentă rezultă că 

fS u
n →  pe A şi atunci conform teoremei 9.1.4 rezultă că f este mărginită       

pe A.                                                                                                                      ■ 

  

Teorema 9.2.5. Fie RRA:fn →⊂  un şir de funcţii astfel încât seria ∑
∞

=1n
nf  

să fie uniform convergentă la f.  

 Dacă funcţiile fn sunt continue într-un punct Ax0 ∈  (respectiv pe A) atunci f 

este continuă în x0 (respectiv pe A). 
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 Demonstraţie. Rezultă imediat din teorema 9.1.5.                                     ■ 

  
Teorema 9.2.6. Dacă [ ] Rb,a:fn →  este un şir de funcţii integrabile pe [a,b] 

iar seria ∑
∞

=1n
nf  converge uniform la f atunci f este integrabilă pe [a,b] şi  

                                              ∫ ∑ ∫∑
∞

=

∞

=

=






b

a
1n

b

a n
1n

n dxfdxf                                        (9.10) 

 

 Demonstraţie. Fie ∑
=

=
n

1k
kn fS ; atunci fS u

n →  pe A. Cum fk este 

integrabilă pe [a,b], ( ) 1k ≥∀  rezultă că Sn este integrabilă pe [a,b], ( ) 1n ≥∀  şi 

conform teoremei 9.1.6 funcţia f este integrabilă pe [a,b] şi  

                                  ∫∫ =
∞→

b

a

b

a nn
fdxdxSlim  sau   ∫ ∫∑ =









=
∞→

b

a

b

a

n

1k
kn

fdxdxflim . 

 Cum  ∫ ∑ ∫∑
==

=






b

a

n

1k

b

a

n

1k
k fdxdxf , rezultă imediat (9.10).                                     ■ 

 

 Observaţie. În ipotezele teoremei 9.2.6 avem egalitatea (9.10) şi în acest 

caz spunem că seria de funcţii ∑
∞

=1n
nf  poate fi integrată termen cu termen. 

  

Teorema 9.2.7. Fie RI ⊂  un interval mărginit, RI:fn →  un şir de funcţii 

derivabile pe I încât seria ∑
∞

=1n
n'f  este uniform convergentă la g şi există un punct 

Ix0 ∈  astfel încât seria ( )∑
∞

=1n
0n xf  este convergentă. Atunci seria ∑

∞

=1n
nf  este uniform 

convergentă pe I către o funcţie f derivabilă pe I iar f ’ = g, adică 

                                                        ∑∑
∞

=

∞

=

′=
′










1n
n

1n
n ff .                                        (9.11) 

 Demonstraţie. Fie ( ) ∗

==

∈∀′== ∑∑ Nn,fT,fS
n

1k
kn

n

1k
kn . Cum şirul de funcţii (Sn) 

satisface ipotezele teoremei 9.1.7, există o funcţie RI:f →  astfel încât 

fS u
n →  pe I, f este derivabilă pe I şi f ’ = g, adică 
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                                               ff
u

1n
n =∑

∞

=

 şi ∑∑
∞

=

∞

=

′=
′









1n
n

1n
n ff                                         ■ 

 

 Observaţie. În ipotezele teoremei 9.2.7 avem egalitatea (9.11) şi în acest 

caz spunem că seria de funcţii  ∑
∞

=1n
nf  poate fi derivată termen cu termen. 

 

9.3. Serii de puteri 
 

 Definiţa 9.3.1. Se numeşte serie de puteri o serie de funcţii ∑
∞

=1n
nf , unde 

( ) ( ) Nn,Ra,Rx,xaxf n
n

nn ∈∀∈∈=  sau ( ) ( )n
nn axaxf −= , unde Ra∈ . În continuare 

considerăm  ( ) n
nn xaxf =  şi astfel o serie de puteri va fi de forma  

∑
∞

=0n

a nxn = a0 +a1x +…+ anxn +…, unde (an) este un şir de numere reale. 

 Numerele an se vor numi coeficienţii seriei de puteri. 

 

 Să observăm că mulţimea de convergenţă A a unei serii de puteri este 

nevidă deoarece A0∈ . 

 
 Exemplu. Fie seria de puteri 

ΚΚ +++++=∑
∞

= !n
x

!2
x

!1
x1

!n
x n2

0n

n

 

 Fie Rx0 ∈ , arbitrar. Considerăm seria numerică    

∑
∞

=0n

n
0

!n
x , cu termenul general 

!n
xx

n
0

n =  

 Cum ( ) 10
x

!n
!1n

x
lim

x
x

lim n
0

1n
0

n
n

1n

n
<=⋅

+
=

+

∞→

+

∞→
, din criteriul raportului rezultă că seria 

∑
∞

=0n

n
0

!n
x  este absolut convergentă, deci convergentă. 

 Cum Rx0 ∈  este arbitrar rezultă că mulţimea de convergenţă a seriei este 

A = R. 
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Teorema 9.3.1. (Teorema I a lui Abel). 

Fie seria de puteri ∑
∞

=

∈
0n

n
n

n Ra,xa . Atunci există [ )∞∈ ,0r  astfel încât 

i) Seria este absolut convergentă pe (-r,r); 

ii) Seria este divergentă în ( )x∀  cu rx > .  

Pentru ( ) rr0 0 <<∀  seria este uniform convergentă pe  [-r0, r0]. 

Demonstraţie.  Dacă seria de puteri este convergentă numai în punctul        

x = 0, luând r =  0, teorema este demonstrată. Pesupunem că există 0x0 ≠  

punct de convergenţă pentru seria de puteri, adică seria numerică ∑
∞

=0n

n
0nxa   este 

convergentă. Vom arăta că ( )∀  x cu 0xx <  rezultă că x este punct de 

convergenţă. 

 Într-adevăr, fie Rx ∈  cu 0xx < . Cum seria ∑
∞

=0
0

n

n
nxa  este convergentă 

rezultă că 00 =
∞→

n
nn
xalim  şi atunci şirul (anx0

n) este mărginit, deci ( ) 0M >∃  astfel 

încât ( ) Nn,Mxa n
0n ∈∀≤ . Vom avea ( ) Nn,

x
xM

x
xxaxa

n

0

n

0

n
0n

n
n ∈∀≤⋅=  şi cum 

1
x
x

0

<  rezultă ca seria geometrică ∑
∞

=0n

n

0x
xM  este convergentă. Folosind criteriul 

de comparaţie cu inegalităţi rezultă ca şi seria ∑
∞

=0n

n
nxa  este convergentă, deci 

seria ∑
∞

=0n

n
nxa  este absolut convergentă.  

Astfel, dacă 0x0 ≠  este un punct de convergenţă al seriei atunci orice 

punct Rx ∈  cu 0xx <  este punct de convergenţă absolută al seriei. Rezultă că 

mulţimea de convergenţă conţine întreg intervalul ( )00 x,x− . De aici deducem 

că, dacă x1 este un punct de divergenţă al seriei, atunci orice punct x cu 1xx >  

este punct de divergenţă al seriei. 
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Într-adevăr, dacă ar exista un punct x0 cu 10 xx >  în care seria este 

convergentă, atunci, din prima parte a demonstraţiei seria ar fi convergentă şi în 

x1 (deoarece 01 xx < ), contradicţie.  

 Fie A mulţimea de convergenţă a seriei de puteri. Evident avem A0∈ , 

deci ≠A ∅. 

 Fie r = sup A şi evident 0r >  (deoarece suntem în cazul în care există 

0x0 ≠  punct de convergenţă). Vom arăta că r satisface concluziile teoremei. 

i) Fie ( )r,rx −∈ ; avem deci rx < . Fie Rx0 ∈  astfel încât  

rxx 0 << . Cum x0  este punct de convergenţă al seriei, rezultă că seria este 

absolut convergentă în x, deoarece 0xx < . 

ii) Dacă +∞=r  inegalitatea rx >  nu are sens, deci în acest caz nu  

avem ce demonstra. 

          Să presupunem că +∞<r  şi fie x un punct astfel încât rx < . Dacă x ar fi 

punct de convergenţă atunci orice punct y cu xyr <<  este punct de 

convergenţă, care contrazice faptul că r = sup A.. 

 Rămâne să demonstrăm ultima parte a teoremei. Fie rr0 0 << . Atunci r0 

este punct de absolut convergenţă al seriei, deoarece seria ∑ ∑
∞

=

∞

=

=
0n 0n

n
0n

n
0n rara  

este convergentă. 

 Pentru [ ]00 r,rx −∈  avem 0rx ≤ , deci ( ) Nn,raxa n
0n

n
n ∈∀≤ . Folosind 

criteriul lui Weierstrass rezultă că seria ∑
∞

=0n

n
nxa  este uniform convergentă pe            

[-r0, r0].  

Număr real r se numeşte rază de convergenţă iar ( )r,rI −=   se numeşte 

interval de convergenţă.                                                                                        ■ 

 

 Vom da în continuare o metodă de calcul al razei de convergenţă. 
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 Teorema 9.3.2. Fie seria de puteri ∑
∞

=0n

n
nxa  şi r raza sa de convergenţă. 

 Presupunem că există n
nn

alim
∞→

=ρ . Atunci 
ρ

= 1r  (cu convenţiile 

0r,r0 =⇒+∞=ρ+∞=⇒=ρ ). 

 Demonstraţie. Fie Rx0 ∈  şi seria numerică ∑
∞

=0n

n
0nxa , cu termenul general 

n
0nn xax = . Evident avem 00

n
nn

n
nn

xxalimxlim ρ=⋅=
∞→∞→

. 

 Vom folosi criteriul lui Cauchy de la serii de numere reale. Dacă 0=ρ , 

atunci 0xlim n
nn

=
∞→

, deci seria ∑
∞

=0n

n
onxa  este absolut convergentă, ( ) 0x∀ , deci              

r = + ∞.  

 Dacă +∞=ρ  şi 0x0 ≠ , cum ∞=
∞→

n
nn

xlim  rezultă că seria ∑
∞

=0n

n
onxa  este 

divergentă pentru orice 0x0 ≠ , adică r = 0. 

 Fie +∞<ρ<0 . Dacă 
ρ

<
1x0  avem 1x0 <ρ , deci seria ∑

∞

=0n

n
onxa  este 

absolut convergentă. Dacă 
ρ

>
1x0 , luăm un punct x1 astfel ca 

ρ
>>

1xx 01 . 

Atunci 1x0 >ρ  şi deci seria ∑
∞

=0n

n
onxa  este divergentă. Din prima parte a 

demonstraţiei teoremei 9.3.1 rezultă că seria ∑
∞

=0n

n
1nxa  este divergentă. În 

concluzie 
ρ

=
1r .                                                                                                     ■ 

 

 Corolarul 9.3.1. Fie seria de puteri ∑
∞

=0n

n
nxa . Presupunem că există 

0
a
alim

1n

n

n
≥

+∞→
. Atunci 

1n

n

n a
alimr

+∞→
= . 
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 Exemplu. Fie seria de puteri ( )∑
∞

=

−
1n

n
n

n
x1 . Avem ( )

n
11a n

n −=  şi 

1
n

1nlim
a
alim

n
1n

n

n
=

+
=

∞→
+∞→

, deci raza de convergenţă este r = 1 şi intervalul de 

convergenţă ( )1,1I −= . 

 Pentru x = -1 obţinem seria numerică ( ) ( ) ∑∑
∞

=

∞

=

=
−

−
1n1n

n
n

n
1

n
11 , care este 

divergentă.  

Pentru x = 1 obţinem seria numerică ( )∑
∞

=

−
1n

n

n
11 , care conform criteriului lui 

Leibniz este convergentă. 

 În concluzie mulţimea de convergeţă este A = (-1, 1]. 

 

Proprietăţi ale seriilor de puteri 
 

Fie seria de puteri ∑
∞

=0n

n
nxa , r raza de convergenţă, A mulţimea de 

convergenţă şi RA:f → , f(x) = ∑
∞

=0n

n
nxa , suma seriei de puteri pe mulţimea de 

convergenţă. 

 Dacă rr0 0 << , conform teoremei 9.3.1 seria de puteri ∑
∞

=0n

n
nxa  este 

uniform convergentă pe [-r0, r0] şi folosind teorema 9.2.5 rezultă că funcţia f, 

suma seriei, este continuă pe [-r0, r0]. Cum r0 este arbitrar în (0,r) rezultă că f este 

continuă pe (-r,r). 

 

 Propoziţia 9.3.1. Dacă seria de puteri ∑
∞

=0n

n
nxa  are raza de convergenţă 

0r > , suma f pe (-r,r), atunci 

i) Seria derivatelor ∑
∞

=

−

1n

1n
nxna  are aceeaşi rază de convergenţă r ; 
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ii) Funcţia f este derivabilă pe (-r,r) şi f ’= g, unde g(x) = ∑
∞

=

−

1n

1n
nxna , 

( ) ( )r,rx −∈∀ , adică f ’(x) = ∑
∞

=

−

1n

1n
nxna ( ) ( )r,rx −∈∀ . 

          Spunem că seria de puteri poate fi derivată termen cu termen. 

 
          Demonstraţie.  

i) Rezultă din faptul că  n
nn

n
n

n
alimnalim

∞→∞→
= . 

ii) Rezultă din faptul că seriile  ∑
∞

=1n

n
nxa  şi  ∑

∞

=

−

1n

1n
nxna  sunt uniform  

convergente pe ( )[ ] ( )r,rr,r 00 −⊂−∀  şi din teorema 9.2.7.                                      ■ 

 

          Corolarul 9.3.1. Dacă seria de puteri ∑
∞

=1n

n
nxa  are raza de convergenţă 

0r > , suma f pe (-r,r) atunci f este indefinit derivabilă pe (-r,r) şi 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=

− −∈∀+−−=
kn

kn
n

k r,rx,xa1kn1nnxf Κ . 

 Propoziţia 9.3.2. Dacă seria de puteri ∑
∞

=0n

n
nxa  are raza de convergenţă 

0r >  şi suma f pe (-r,r) atunci 

i) Seria ∑
∞

=

+

+0n

1nn x
1n

a are aceeaşi rază de convergenţă r ;  

ii) ( )∫
x 

 
dttf

0
=∑

∞

=

+

+0n

1nn x
1n

a ( ) rx <∀ , 

adică seria de puteri poate fi integrată termen cu termen pe orice interval [0,x], 

unde ( )r,rx −∈ . 

 Demonstraţie. 

i) Rezultă din faptul că n
nn

n n

n
alim

1n
alim

∞→∞→
=

+
. 

ii) Rezultă din uniform convergenţa seriei de puteri pe  

( )[ ] ( )r,rr,r 00 −⊂−∀  şi teorema 9.2.6.                                                                      ■ 
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          Propoziţia 9.3.3.  i) Dacă seria de puteri n

0n
nxa∑

∞

=

 are raza de convergenţă 

r şi 0≠λ  atunci seria de puteri ( ) n

0n
n xa∑

∞

=

λ  are aceeaşi rază de convergenţă. 

ii) Dacă seriile de puteri n

0n
nxa∑

∞

=

, n

0n
nxb∑

∞

=

 au razele de convergenţă r1 

 şi respectiv r2 atunci seria ( ) n

0n
nn xba∑

∞

=

+  are raza de convergenţă { }21 r,rminr ≥ . 

 
          Demonstraţie. Rezultă imediat folosind proprietăţile de la operaţiile cu 

serii numerice.                                                                                                       ■ 

 

 Exemplu. Fie seria ∑
∞

=1n

n

n
x . Avem 1alim,

n
1a n

nnn ==
∞→

, deci r =1 şi 

( )1,1I −= , intervalul de convergenţă. 

 Cum pentru x=1 seria este divergentă iar pentru x=-1 este convergentă 

rezultă că mulţimea de convergenţă este A=[-1,1).  

 Fie R)1,1[:f →−  suma seriei pe mulţimea de convergenţă, deci  

∑
∞

=

−∈∀=
1n

n

)1,1[x)(,
n
x)x(f . 

 Conform propoziţiei (9.3.1) funcţia f este derivabilă pe (-1,1) şi  

                      f ’(x) = 1+x+x2+…+xn+…= ),1,1(x)(,
x1

1
−∈∀

−
 de unde  

.Runde),1,1(x)(,)x1(lndx
x1

1)x(f ∫ ∈−∈∀+−−=
−

= CC .  

 Cum f(0) = 0 rezultă  C  = 0, deci  f(x) = -ln (1-x), )1,1(x)( −∈∀ . 

  

Seria binomială 

 

Fie seria de puteri ,...x
!n

)1n)...(1(...x
!2

)1(x
!1

1 n2 +
+−α−αα

++
−αα

+
α

+  

unde R∈α .                                                                                                    (9.12) 

Să observăm că pentru N∈α  se obţine un polinom de grad α. Vom 

presupune deci N\R∈α . 
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Cum 1
n
1nlim

)n)...(1(
!)1n(

!n
)1n)...(1(lim

a
alim

nn1n

n

n
=

−α
+

=
−α−αα

+
⋅

+−α−αα
=

∞→∞→+
∞→

 

rezultă că raza de convergenţă a seriei este r = 1.  

Fie f : (-1, 1) →  R suma seriei. 

Conform propoziţiei (9.3.1) funcţia f este derivabilă pe (-1, 1) şi     

       )1,1(x)(,...x
!)1n(

)1n)...(1(...x
!1

)1()x('f 1n −∈∀+
−

+−α−αα
++

−αα
+α= −     (9.13) 

Înmulţind în (9.13) cu x obţinem 

    )1,1(x)(,...x
!)1n(

)1n)...(1(...x
!1

)1(x)x('fx n2 −∈∀+
−

+−α−αα
++

−αα
+α=   (9.14) 

Din (9.13) şi (9.14) se obţine  (1+x) f ’(x) = α f(x), )1,1(x)( −∈∀  de unde  

                                             )1,1(x)(,
x1)x(f

)x('f
−∈∀

+
α

=                                  (9.15) 

(să observăm că )1,1(x)(,0)x(f −∈∀≠ , deoarece dacă ar exista )1,1(x0 −∈  cu         

f(x0) = 0 ar rezulta f(k)(x0) = 0, Nk)( ∈∀  şi atunci f = 0, contradicţie, căci f(0) = 1) 

Din (9.15) obţinem ln f(x) = αln (1+x)+lnc deci 

 f(x) = c (1+x)α, )1,1(x)( −∈∀ unde c > 0.  

Cum  f(0) =1 rezultă c =1 şi atunci f(x)=(1+x)α, )1,1(x)( −∈∀ . 

Obţinem deci 

 ...,x
!n

)1n)...(1(...x
!2

)1(x
!1

1)x1( n2 +
+−α−αα

++
−αα

+
α

+=+ α  )1,1(x)( −∈∀  

                                                                                                              (9.16) 

care generalizează formula binomului lui Newton, adevărată pentru α∈N.  

 

 Pentru diferite valori particulare pentru α din (9.16) se obţin sumele unor 

serii importante.  

 Pentru α = -1 obţinem  

                      )1,1(x)(...,x)1(...xxx1
x1

1 nn32 −∈∀+−++−+−=
+

,              (9.17) 

de unde                  

                             )1,1(x)(...,x...xx1
x1

1 n2 −∈∀+++++=
−

.                      (9.18) 
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Pentru α = 
2
1  obţinem 

           
),1,1(x)(

,...x
!n2

)3n2...(531)1(...x
!22

1x
!12

11x1 n
n

1n2
2

−∈∀

+
⋅

−⋅⋅
−++

⋅
−

⋅
+=+ −

              (9.19) 

 Pentru 
2
1

−=α  obţinem   

      
),1,1(x)(

,...x
!n2

)1n2...(531)1(...x
!22

31x
!12

11
x1

1 n
n

n2
2

−∈∀

+
⋅

−⋅⋅
−++

⋅
⋅

+
⋅

−=
+             (9.20)  

 de unde 

                 
),1,1(x)(

,...x
!)!n2(

!!)1n2(...x
42
31

!12
x1

x1
1 n24

2

2

−∈∀

+
−

++
⋅
⋅

+
⋅

+=
−                (9.21) 

 Prin integrare termen cu termen obţinem  

          
)1,1(x)(

,...x
!)!n2()1n2(

!!)1n2(...x
425

31
23

xxxarcsin 1n25
3

−∈∀

+
+

−
++

⋅⋅
⋅

+
⋅

+= +

     (9.22) 

 De asemenea din (9.17), înlocuind pe x cu x2 obţinem:  

)1,1(x)(...,x)1(...xxx1
x1

1 n2n642
2 −∈∀+−++−+−=

+
 şi prin integrare termen 

cu termen găsim că 

                   arctg x = ( )1,1x)(...,
1n2

x)1(...
7
x

5
x

3
xx

1n2
n

753

−∈∀+
+

−++−+−
+

.           (9.23) 

  

Serii Taylor 
 

 Fie seria de puteri ∑
∞

=0n

n
nxa ,r > 0 raza sa de convergenţă şi f suma sa pe 

intervalul de convergenţă, deci  f (x) =∑
∞

=0n

n
nxa , )r,r(x)( −∈∀ .  

 Din propoziţia (9.3.1) rezultă că f este indefinit derivabilă pe (-r, r) şi         

f(n)(0) = n!an, Nn)( ∈∀ , deci 
!n

)0(fa
)n(

n =  şi atunci  
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                                 )r,r(x)(,x
!n

)0(f)x(f n

0n

)n(

−∈∀= ∑
∞

=

.                               (9.24)  

 Să observăm că seria de puteri din (9.24) poate fi asociată oricărei funcţii 

indefinit derivabile în origine. 

 

 Definiţia 9.3.2. Fie RI ⊂  un interval astfel încât o∈Int I şi f:I→R, indefinit 

derivabilă în x = 0. 

 Se numeşte serie Taylor ataşată funcţiei f în x = 0 seria de puteri 

                                                Ix,x
!n

)0(f n

0n

)n(

∈∑
∞

=

                                            (9.25) 

Fie r≥ 0 raza de convergenţă a seriei (9.25). Se pune problema în ce 

condiţii suma seriei (9.25) coincide cu funcţia iniţială f pe intervalul de 

convergenţă (-r, r).  

Să reamintim formula lui Mac – Laurin de la funcţii reale de variabilă reală.  

 Dacă I⊂ R este un inteval deschis astfel încât  0 ∈ I şi  f :I→R este o 

funcţie de n ori derivabilă pe I, unde n *N∈  atunci         

                       Ix)(),x(R)0(f
!n

x...)0('f
!1

x)0(f)x(f n
)n(

n

∈∀++++= .                (9.26) 

Dacă f este de (n+1) ori derivabilă pe I atunci restul de ordin n, Rn, se 

poate scrie sub forma )(f
)!1n(

x)x(R )1n(
1n

n ξ
+

= +
+

, unde ξ este între 0 şi x (forma 

Lagrange a restului). 

 

Teorema 9.3.3. Fie RI ⊂  un interval astfel încât 0∈Int I, f :I→R, indefinit 

derivabilă pe I şi A mulţimea de convergenţă a seriei (9.25). 

Atunci suma seriei Taylor ataşată funcţiei f în x = 0 coincide cu funcţia f pe 

A ∩ I dacă şi numai dacă ∈∀=
∞→

x)(,0)x(Rlim nn
A ∩ I, unde Rn  este restul de ordin n 

din formula lui Mac-Laurin. 

Demonstraţie. Fie ,x
!n

)0(f...x
!1

)0('f)0(f)x(S n
)n(

n +++=  pentru Ix ∈  şi atunci, 

din formula Mac-Laurin avem  

                                          Ix)(),x(R)x(S)x(f nn ∈∀+= .                                    (9.27) 
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 Să observăm că Sn(x) coincide cu polinomul Taylor 

( ) ( ) ( ) ( ) .x
!n
0f...x

!1
0f0fxT n

n

n ++
′

+=  

Din (9.27) rezultă imediat că ( ) ( ) ( ) ( ) IAx,0xRlimxfxSlim nnnn
∩∈∀=⇔=

∞→∞→
.      ■ 

 

În acest caz spunem că f este dezvoltabilă în serie de puteri pe IA ∩ şi 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,IAx...,x
!n
0f...x

!2
0fx

!1
0f0fxf n

n
2 ∩∈∀+++

′′
+

′
+=  se numeşte dezvoltarea în 

serie de puteri a funcţiei f pe A∩ I. 

 
Corolarul 9.2.3. Dacă f ( ) IInt0,IC ∈∈ ∞ şi există M>0 astfel încât 

( )( ) ( ) ( ) Ν∈∀∈∀≤ n,Ix,Mxf n  atunci f este dezvoltabilă în serie de puteri pe I şi 

( )
( )( ) ( ) .Ix,x

!n
0fxf

0n

n
n

∈∀= ∑
∞

=

 

Demonstraţie. Fie x I∈ . Atunci ( ) *n Ν∈∀ , există nξ între 0 şi x astfel încât 

( ) ( )
( ) ( )n

1n
1n

n f
!1n

xxR ξ
+

= +
+

. 

Conform ipotezei  ( ) ( ) ( ) ( ) .n,Ix,M
!1n

x
xR

1n

n Ν∈∀∈∀
+

≤
+

. 

Cum Ix)(,0
!)1n(

x
lim

1n

n
∈∀=

+

+

∞→
rezultă că Ix)(,0)x(Rlim nn

∈∀=
∞→

 şi aplicăm 

teorema 9.3.3.                                                                                                        ■ 

 

Exemple. 1. Fie funcţia f:R→R, f(x) = ex. Avem f(n)(x) = ex, (∀) x∈R,  

(∀) n∈N, f(n)(0) = 1,(∀) n∈N iar seria Taylor asociată funcţiei f în x = 0 este ∑
∞

=0n

n

!n
x .  

Raza de convergenţă a acestei serii de puteri este r =+∞  deci intervalul de 

convergenţă este R),(I =∞+−∞= şi coincide cu mulţimea de convergenţă. 
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Pentru (∀) M>0 avem ,ee)x(f Mx)n( ≤= (∀) x∈(-M, M), (∀) n∈N, şi atunci 

conform corolarului 9.3.2 funcţia f este dezvoltabilă în serie de puteri pe(-M, M), 

deci pe R şi  

                              ∑
∞

=

∈∀+++++==
0n

n2n
x Rx)(...,

!n
x...

!2
x

!1
x1

!n
xe .                       (9.28)             

        2. Fie funcţia f:R→R, f(x)=cos x. Avem f(n)(x) = cos (x+
2

nπ ), (∀) x∈R, 

 (∀) n∈N, f(n)(0) = cos 
2

nπ , (∀) n∈N şi 1)x(f )n( ≤ , (∀) x∈R, (∀) n∈N. 

Conform corolarului 9.3.2. funcţia f este dezvoltabilă în serie de puteri pe R 

şi 

             ∑
∞

=

+−++−+−=
π

=
0n

n2
n

642n

...
!)n2(

x)1(...
!6

x
!4

x
!2

x1
2

ncos
!n

xxcos , (∀) x∈R .    (9.29) 

Analog  obţinem: 

                 sin x = ( ) ...,
!1n2

x)1(...
!7

x
!5

x
!3

xx
1n2

n
753

+
+

−++−+−
+

 (∀) x∈R.           (9.30) 

Observaţie. Înlocuind în (9.28) pe x cu ix, unde i∈C, i2=-1 şi apoi cu –ix şi 

folosind (9.29) şi (9.30) obţinem: 

=+++++= ...i
!n

x...i
!2

xi
!1

x1e n
n

2
2

ix  

  =







+−+−+








+−+−= ...

!7
x

!5
x

!3
xxi...

!6
x

!4
x

!1
x1

753642

cos x+i sin x, (∀) x∈R .     (9.31) 

Analog obţinem 

                                                      e-ix = cos x – i sin x                                    (9.32) 

Din (9.31) şi (9.32) obţinem formulele lui Euler: 
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i2
eexsin,

2
eexcos

ixixixix −− −
=

+
= , (∀) x∈R. 

 Definiţia 9.3.3.  Fie I ⊂ R un interval, x0∈Int I, f :I → R, indefinit derivabilă 

în x0. Seria de puteri ( )∑
∞

=

−
0n

n
0

0
)n(

xx
!n

)x(f  se numeşte seria Taylor ataşată funcţiei 

f în x0. 

 Rezultatele stabilite pentru serii Taylor ataşate unei funcţii f în punctul x=0 

se transferă la seriile Taylor definite mai sus.  

 

Probleme propuse 

1. Să se studieze convergenţa simplă şi uniformă a următoarelor şiruri de 

funcţii pe intervalele indicate: 

a) fn(x)= ),0[x,
x1

1
n ∞∈

+
 ;                       b)  fn(x)= Rx,

1n
nxcos

2 ∈
+

; 

c) fn(x)= ( )∞∈
+

,0x,
nx

x ;                       d)  fn(x)= [ )∑
=

∞∈
n

1k

kx ,0x,e
k
1 ; 

e) fn(x)= [ )∞∈
+

,1x,
xn

x
42

2

;                f) fn(x)= ∑
=

n

1k

k2xk , x∈[-1,1]. 

2. Fie ( ) .xarctg
n
1xf,RR:f n

nn =→+  Să se arate că (fn) converge uniform iar 






 ′

nf  converge neuniform. 

3. Fie ,RR:fn → ( ) ∑
=

α=
n

1k
n k

kxsinxf  , unde α >2. 

Să se arate că ( )nf  este uniform convergent pe R, iar limita sa este o funcţie 

derivabilă cu derivata continuă pe R. 
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4. Fie ( ) 22nn xn1
xnxf,R]1,0[:f

+
=→  . 

Să se arate că ( )nf  converge neuniform pe [0,1], dar  

( )dxxflim
1

0 nn ∫∞→
= ( )dxxflim n

1

0 n∫ ∞→
. 

5. Să se determine mulţimea de convergenţă pentru următoarele serii de 

funcţii: 

a) ( )∑
∞

=
+

+
1n

xn

n

n
1n  ;     b) xsin

1n
2 n

1n

n

∑
∞

= +
; 

c) ( ) ( )
2

1n n
1

!n
1nx...1xx∑

∞

=

+−−  ;   d) n
0n

n

3
x2∑

∞

=

. 

       6. Să se arate că următoarele serii sunt uniform convergente pe intervalele 

indicate: 

a) ( )∞∈
+∑

∞

=

,0x,
xn

1
1n

22 ;          b)  [ ] 0aunde,a,0x,
e
x

1n
nx

n

>∈∑
∞

=

; 

c) ( ) [ ] ( )1,0a,a,0x,xx
1n

1nn ∈∈−∑
∞

=

− ;  d)  ( ) Rx,
xn1

x1 43

2

1n

n ∈
+

−∑
∞

=

. 

7. Să se arate că seria   ∑
∞

= +1n
33

2

xn
nx  este uniform convergentă pe [ ]a,0 , unde 

a > 0 şi   ∑∑
∞

=

∞

=→ +
=

+ 1n
3

1n
33

2

1x 1n
n

xn
xnlim . 

8.  Să se arate că seria de funcţii ∑
∞

= +1n
24 xn

xnsin   este uniform convergentă pe 

R  iar suma sa este continuă pe R. 

 9. Să se determine raza de convergenţă, intervalul de convergenţă şi                                                                        

 mulţimea de convergenţă pentru următoarele serii de puteri: 
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a) n
nn

1n

x
n
11

2 +∞

=
∑ 






 + ;    b) ∑

∞

= +0n
nn

n

32
x ; 

c) 
( )

n

1n
2

n

x
!n

n∑
∞

=

 ;    d) ( ) n

1n
2

1nn

x
n

21∑
∞

=

+− ; 

e) ( )
( ) ( )n

1n

2

1x
!n2

!n
−∑

∞

=

 ;    f) n

1n
n

n

)1x(
n

!n)2(
+

−∑
∞

=

. 

  10. Să se arate că seria ( )
( )( ) ( )[ ]∑

∞

= ⋅−⋅⋅
−

+
1n

n3n

n31n3...6532
x11    este 

convergentă  pe R iar suma sa f verifică ecuaţia  

( ) ( ) .Rx,0xfxx''f ∈∀=+  

   11. Să se determine intervalele de convergenţă şi sumele corespunzătoare 

pentru următoarele serii de puteri: 

a) ( )
1n3

x1
1n3

1n

n

+
−

+∞

=
∑  ;   b) ( )∑

∞

=

+
0n

nx1n ; 

c) ( )
( )( )∑

∞

= ++
−

0n

n2n

3n1n
x1 ;    d) ( )∑

∞

=

+
1n

nx1nn .   

    12. Să se arate că următoarele funcţii sunt dezvoltabile în serii de puteri şi 

să se    găsească aceste dezvoltări, specificându-se intervalul pe care sunt 

valabile                          

a) ( ) xsinxf,RR:f 3=→ ; 

b) ( ) ( ) ( )x1lnxf,R,1:f +=→∞− ; 

c) { } ( )
6x5x

x3xf,R3,2\R:f 2 ++
=→−− ; 

d) f : ( ) ( ) axxf,R,a +=→∞− . 
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CAPITOLUL  10 

 

INTEGRALE CU PARAMETRU 
 

Fie R⊂Ι  un interval, RJ ⊂  o mulţime arbitrară de numere reale, 

RJ:f →×Ι o funcţie integrabilă în raport cu x pe orice compact din ( ) .Jt, ∈∀Ι  

Fie .J:, Ι→βα  O integrală de forma    

                                                     ( ) ( )
( )

( )
∫

β

α
=

t

t
dxt,xftF ,                            (10.1) 

se numeşte integrală cu parametru. 

Ne interesează să stabilim condiţiile în care proprietăţile funcţiei f  

( de continuitate, derivabilitate, etc.) se transmit funcţiei F.  

    Fie t0∈J’ (deci punct de acumulare pentru J). 

    Presupunem că următoarea limită există şi este finită : 

                                         ( ) ( ) ( ) Ix,xt,xflim
0tt

∈∀ϕ=
→

.                                  (10.2) 

Aceasta înseamnă că ( ) Ix ∈∀ şi (∀) ε>0 există o vecinătate )t(V 0x, ϑ∈ε  

astfel încât  (∀) t∈V ε,x ∩J, t 0t≠  avem  ( ) ( ) ε<ϕ− xt,xf . 

     Dacă această vecinătate este independentă de x, adică ( ) ( ) ( )0tV,0 ϑ∈∃>ε∀ ε  

astfel încât ( ) 0tt,JVt ≠∩∈∀ ε şi ( ) Ix ∈∀  avem  ( ) ( ) ε<ϕ− xt,xf , spunem că 

funcţia f tinde uniform în t0 către funcţia ϕ  sau limita (10.2) este uniformă. 
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Să observăm că, dacă limita (10.2) este uniformă şi tn∈J, tn→t0 atunci şirul 

de funcţii (fn), unde  fn(x) = f(x, tn), (∀) n ≥ 1, converge uniform pe I către φ. 

 

Teorema 10.1. Fie f:I× J →R, continuă în raport cu x pe I, (∀) t∈J şi fie 

I= [ ]βα, , F(t)= ∫
β

α
dx)t,x(f  şi t0∈J’. Presupunem că limita (10.2) există şi este 

uniformă. Atunci φ este continuă pe [ ]βα,  şi  

∫ ∫ ∫
β

α

β

α

β

α→→
ϕ== dx)x(dx)t,x(flimdx)t,x(flim

00 tttt
. 

Demonstraţie. Fie (tn) ⊂ J, tn 0t→ . Din observaţia de mai sus şirul de 

funcţii (fn), unde fn(x) = f(x,tn), converge uniform pe [ ]βα,  către φ. 

Cum funcţiile fn, n ≥ 1, sunt continue şi ϕ→u
nf , din proprietatea de 

transfer de continuitate rezultă  că ϕ  este continuă. 

Fie ε > 0; cum limita (10.2) este uniformă, există 0>δε  astfel încât (∀) t∈J, 

εδ<−≠ 00 tt,tt  şi (∀) x∈I avem  ( )
α−β

ε
<ϕ− )x(t,xf . 

Vom avea 

 ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ∫
β

α

β

α

β

α

β

α α−β
ε

≤ϕ−≤ϕ− dxdxxt,xfdxxdx)t,x(f =ε ,      

( ) εδ<−≠∈∀ 00 ttcu,tt,Jt ,  şi demonstraţia este încheiata.                     ■ 

 

În continuare presupunem că I = [a, b], J = [c, d]. 

Teorema 10.2. Fie  f:[a, b] x [c, d] →R, continuă, ]b,a[]d,c[:, →βα , continue. 

Atunci funcţia F definită de (4.1) este continuă pe [c, d]. 

Demonstraţie. Fie t0∈[c, d], fixat şi t∈[c, d] arbitrar.  

Evident avem 

    ∫ ∫ ∫ ∫
β

α

α

α

β

α

β

β
++==

)t(

)t(

)t(

)t(

)t(

)t(

)t(

)t(

0 0

0 0
dx)t,x(fdx)t,x(fdx)t,x(fdx)t,x(f)t(F ,de unde      (10.3) 

≤−++=− ∫∫ ∫ ∫
β

α

α

α

β

α

β

β

)t(

)t( 0

)t(

)t(

)t(

)t(

)t(

)t(0
0

0

0 0

0 0

dx)t,x(fdx)t,x(fdx)t,x(fdx)t,x(f)t(F)t(F  

             ∫∫∫
β

α

β

β

α

α
−++≤

)t(

)t( 0

)t(

)t(

)t(

)t(

0

00

0 dx))t,x(f)t,x(f(dx)t,x(fdx)t,x(f .  (10.4) 
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Cum f este continuă pe [a, b] x [c, d] ( =compactă ) rezultă că f este 

mărginită pe [a, b] x [c, d] , deci ( ) 0M >∃  astfel încât  

         ( ) ]d,c[]b,a[)t,x(,M)t,x(f ×∈∀≤ . 

 Fie 0>ε . Cum α şi β sunt continue pe [c,d] există 0' >δε  astfel încât 

( ) ]d,c[t ∈∀  cu '
0tt εδ<−  avem  

M3
)t()t(,

M3
)t()t( 00

ε
<β−β

ε
<α−α . 

Cum f este continuă pe ]d,c[]b,a[ ×  din teorema lui  Cantor rezultă că f este 

uniform continuă pe ]d,c[]b,a[ ×  şi atunci ( ) 0'' >δ∃ ε  astfel încât ( ) ]b,a[x ∈∀  şi 

( ) ]d,c[t ∈∀  cu ''
0tt εδ<−  avem  

.
3

)t()t()t,x(f)t,x(f 000
ε

<β−α⋅−  

Din (10.4) vom avea 

<
β−α

ε
+β−β+α−α≤− ∫

β

α

)t(

)t(
00

000
0

0
dx

)t()t(3
)t()t(M)t()t(M)t(F)t(F  

( ) ]d,c[t,
3M3

M
M3

M ∈∀ε=
ε

+
ε

⋅+
ε

⋅< , cu εδ<− 0tt , unde ),(min '''
εεε δδ=δ . 

Rezultă că F este continuă în t0 şi cum t0 este fixat dar arbitrar luat rezultă 

că  F este continuă pe [c,d].                                                                                   ■ 

 

Teorema 10.3.  Fie R]d,c[]b,a[:f →× , continuă, ]b,a[]d,c[:, →βα , derivabile. 

Presupunem că f admite pe [a, b] x [c, d] derivată parţială în raport cu t,  

continuă pe ]d,c[]b,a[ × . Atunci F este derivabilă pe [c,d] şi pentru ( ) ]d,c[t ∈∀  

avem 

)t(')t),t((f)t(')t),t((fdx)t,x(
t
f)t('F

)t(

)t(
αα−ββ+

∂
∂

= ∫
β

α
. 

Demonstraţie.  Fie  t0∈[c,d], fixat şi  t∈[c,d],  t ≠ t0. 

Folosind descompunerea din (10.3) vom avea 

 

   ∫∫∫
α

α

β

β

β

α −
−

−
+

−
−

=
−
− )t(

)t(
0

)t(

)t(
0

)t(

)t(
0

0

0

0

00

0

0
dx)t,x(f

tt
1dx)t,x(f

tt
1dx

tt
)t,x(f)t,x(f

tt
)t(F)t(F  (10.5) 
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Fie funcţia R]d,c[]b,a[: →×ϕ  










=
∂
∂

≠
−
−

=ϕ

00

0
0

0

tt),t,x(
t
f

tt,
tt

)t,x(f)t,x(f

)t,x(  

Din ipotezele teoremei rezultă că funcţia ϕ este continuă pe [a, b] x [c, d]. 

Folosind teorema 10.2 rezultă că funcţia R]d,c[:G → , ∫
β

α
ϕ=

)t(

)t(

0

0
dx)t,x()t(G  este 

continuă pe [c,d], deci 

∫ ∫∫
β

α

β

α→

β

α→ ∂
∂

=ϕ===ϕ
)t(

)t(

)t(

)t( 000tt

)t(

)t(tt

0

0

0

00

0

00

dx)t,x(
t
fdx)t,x()t(G)t(Glimdx)t,x(lim . 

Cum pentru t ≠ t0,  
0

0

tt
)t,x(f)t,x(f)t,x(

−
−

=ϕ ,  rezultă că există  

                                   ∫∫
β

α

β

α→ ∂
∂

=
−
− )t(

)t( 0

)t(

)t(
0

0

tt

0

0

0

00

dx)t,x(
t
fdx

tt
)t,x(f)t,x(flim              (10.6)              

Ne ocupăm în continuare de următoarele două integrale din (10.5). 

Din teorema de medie există un punct ct între β(t0) şi β(t) astfel încât 

)t,c(f
tt

)t()t(dx)t,x(f
tt

1
t

0

0)t(

)t(
0 0 −

β−β
=

− ∫
β

β
 şi folosind derivabilitatea funcţiei β în t0 şi 

continuitatea lui f rezultă că există 

                                         ∫
β

β→
ββ=

−
)t(

)t( 000
0

tt 00

)t),t((f)t('dx)t,x(f
tt

1lim                   (10.7) 

Raţionând analog găsim că 

                                         ∫
α

α→
αα=

−
)t(

)t( 000
0

tt 00

)t),t((f)t('dx)t,x(f
tt

1lim                  (10.8) 

Din (10.6), (10.7), (10.8) rezultă derivabilitatea funcţiei F şi egalitatea din 

enunţ.                                                                                                                     ■ 

Exemplu.  Să se calculeze integrala ∫ +
+

=
1

0 2 dx
x1

)x1ln(I , folosind integrala cu 

parametru ∫
α

+
α+

=α
0 2 dx

x1
)x1ln()(I . 

Evident avem I = I(1). 

Fie 2x1
)x1ln(),x(f,R]1,0[]1,0[:f

+
α+

=α→×   şi atunci  ∫
α

α=α
0

dx),x(f)(I . 
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Evident f satisface ipotezele teoremei 10.3, deci funcţia I este derivabilă pe 

[0,1] şi ∫∫
αα

α+
α+

+
+α+

=αα+α
α∂

∂
=α

0 2

2

20 1
)1ln(dx

)x1)(x1(
x),(fdx),x(f)('I . 

Calculând prima integrală, obţinem 

α
α+

α
+

α+
α+

=α arctg
11

)1ln(
2
1)('I 22

2

, de unde, prin integrare obţinem 

∫ +α+α=αα=α c)1ln(arctg
2
1d)('I)(I 2 . 

Cum I(0) = 0 rezultă c = 0, deci  

)1ln(arctg
2
1)(I 2α+α=α  şi atunci  2ln

8
2ln1arctg

2
1)1(II π

=⋅== . 

 

În continuare considerăm integrale cu parametru pe intervale necompacte. 

Fie integrala         

                 ∫=
b

a
dx)t,x(f)t(F   , unde   f : [a, b) x [c, d] →R.                        (10.9)  

Presupunem că integrala (10.9) este convergentă, ( ) ]d,c[t ∈∀ . Ne 

propunem să dăm condiţii de continuitate şi derivabilitate pentru funcţia F. 

Un rol important în formularea acestor condiţii îl are noţiunea de 

convergenţă uniformă a unei integrale cu parametru pe un interval necompact. 

Convergenţa integralei (10.9), pentru ( ) ]d,c[t ∈∀  revine la următoarea 

condiţie: pentru ( ) ]d,c[t ∈∀  şi ( ) ( ) )b,a(c,0 t, ∈∃>ε∀ ε  astfel încât ( ) )b,c(u t,ε∈∀  avem 

                                                ε<− ∫
u

a
dx)t,x(f)t(F .                                     (10.10) 

Dacă în formularea de mai sus cε,t este independent de t, adică 

( ) ( ) )b,a(c,0 ∈∃>ε∀ ε  astfel încât ( ) )b,c(u ε∈∀  şi ( ) ]d,c[t ∈∀  avem (10.10), spunem 

că integrala (10.9) converge pe [a,b) uniform în raport cu t∈[c,d]. 

 

Teorema 10.4. Dacă integrala (10.9) converge uniform pentru t∈[c,d] atunci 

şirul de funcţii  

                                              ∫= nb

an dx)t,x(f)t(F , unde                           (10.11) 

bblim,bba nnn =<<
∞→

, converge uniform pe [c,d]. 
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 Demonstraţie. Fie ε > 0. Conform ipotezei ( ) )b,a(c ∈∃ ε  astfel încât 

( ) )b,c(u ε∈∀  şi ( ) ]d,c[t ∈∀  avem (4.10).  

Cum  ( ) Nn,bblim nn
∈∃= ε∞→

 astfel încât ( ) ε≥∀ nn  avem bbc n <<ε  şi atunci 

vom avea   ( ) ( ) ε≥∀∈∀ε<− ∫ nn],d,c[t,dx)t,x(f)t(F nb

a
, adică 

                   ( ) ( ) ]d,c[t,nn,)t(F)t(Fn ∈∀≥∀ε<− ε , deci FF u
n →  pe [c,d].           ■ 

 

 Teorema 10.5. Dacă R]d,c[)b,a[:f →×  este continuă şi integrala (10.9) 

converge uniform pentru t∈[c,d] atunci funcţia F definită de (10.9) este continuă 

pe [c,d]. 

Demonstraţie. Fie bb,bb nn →< . Din teorema 10.4 şirul (Fn) definit de 

(4.11) este uniform convergent pe [c,d] către F. 

Din teorema 10.2 aplicată funcţiei f pe ]d,c[]b,a[ n ×  şi folosind faptul că f 

este continuă rezultă că Fn este continuă pe [c,d]. 

Cum FF u
n →  pe [c,d], din teorema 10.1.5 rezultă că funcţia F este 

continuă pe [c,d].                                                                                                   ■ 

 

Teorema 10.6. Fie R]d,c[)b,a[:f →× . Presupunem că f este continuă pe 

]d,c[)b,a[ × , derivabilă parţial în raport cu t pe [a, b) x [c, d] cu 
t
f

∂
∂  continuă pe 

]d,c[)b,a[ × . 

Presupunem că integrala ∫
b

a
dx)t,x(f  este convergentă pentru ( ) ]d,c[t ∈∀ , 

iar integrala  ∫ ∂
∂b

a
dx)t,x(

t
f  este uniform convergentă pentru  t∈[c,d]. 

Atunci F definită de (10.9) este derivabilă pe [c,d] şi    

( )∫ ∈∀
∂
∂

=
b

a
]d,c[t,dx)t,x(

t
f)t('F . 

În plus  F’ este continuă pe [c,d]. 
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Demonstraţie. Fie bb,bb nn →< . Avem ]d,c[)b,a[]d,c[]b,a[ n ×⊂× . Fie 

∫= nb

an dx)t,x(f)t(F .  

Folosind teorema 10.3 rezultă că Fn este derivabilă pe [c,d] şi 

( ) ]d,c[t,dx)t,x(
t
f)t('F nb

an ∈∀
∂
∂= ∫ . 

Cum 
t
f

∂
∂  este continuă pe ]d,c[]b,a[ n × , din teorema 10.2 rezultă că F’n este 

continuă pe [c,d]. 

Din convergenţa integralei ∫
b

a
dx)t,x(f  rezultă FFn →  pe [c,d]. 

Din uniform convergenţa integralei ∫ ∂
∂b

a
dt)t,x(

t
f  rezultă convergenţa uniformă 

a şirului (F’n) pe [c,d]. 

Conform teoremei 9.1.7 funcţia F este derivabilă pe [c,d] şi 

∫ ∫ ∂
∂=

∂
∂==

∞→∞→

nb

a

b

annn
dx)t,x(

t
fdx)t,x(

t
flim)t('Flim)t('F . 

Continuitatea funcţiei F’ rezultă din teorema de transfer de continuitate de la 

şiruri de funcţii.                                                                                                       ■ 

 

Vom da în continuare două criterii de convergenţă uniformă pentru integrale 

cu parametru pe un interval necompact. 

Teorema 10.7.  Fie R]d,c[)b,a[:f →× . Presupunem că integrala  

∫=
b

a
dx)t,x(f)t(F  este convergentă, ( ) ]d,c[t ∈∀ . 

O condiţie necesară şi suficientă pentru ca integrala ∫
b

a
dx)t,x(f  să conveargă 

uniform în raport cu ]d,c[t ∈  este ca ( ) 0>ε∀  să existe )b,a(c ∈ε  astfel încât 

( ) vu),b,c(v,u <∈∀ ε  să avem 

( ) ]d,c[t,dx)t,x(f
v

u
∈∀ε<∫ . 

 

Demonstraţie. Se foloseşte un raţionament asemănător cu cel din 

demonstraţia criteriului lui Cauchy (vezi teorema 8.1.1)                                        ■ 
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Teorema 10.8. Fie R]d,c[)b,a[:f →× . Presupunem că integrala  

∫=
b

a
dx)t,x(f)t(F  este convergentă, ( ) ]d,c[t ∈∀  şi există o funcţie R)b,a[: →ϕ  

astfel încât 

i) ( ) ( ) ]d,c[t),b,a[x,)x()t,x(f ∈∀∈∀ϕ≤ ; 

ii) integrala ∫ ϕ
b

a
dx)x(  este convergentă. 

Atunci integrala ∫
b

a
dx)t,x(f  converge uniform pe [a,b) în raport cu t∈[c,d]. 

Demonstraţie. Fie 0>ε . Din convergenţa integralei ∫ ϕ
b

a
dx)x( , folosind 

criteriul lui Cauchy, ( ) )b,a(c ∈∃ ε  astfel încât ( ) vu),b,c(v,u <∈∀ ε  avem         

ε<ϕ∫
v

u
dx)x( .      

Pe de altă parte, din i), pentru ( ) ]d,c[t ∈∀  vom avea  

∫∫∫ ε<ϕ≤≤
v

u

v

u

v

u
dx)x(dx)t,x(fdx)t,x(f , şi demonstraţia este încheiată folosind 

teorema 10.7.                                                                                                         ■ 

 

Teorema 10.9. (Criteriul lui Dirichlet). Fie  R]d,c[)b,a[:f →×  continuă, 

R]d,c[)b,a[:g →× , monoton descrescătoare în raport cu x pe [a,b), ( ) ]d,c[t ∈∀ .  

Presupunem că există M > 0 astfel încât 

( ) ( ) )b,a[u,]d,c[t,Mdx)t,x(f
u

a
∈∀∈∀≤∫  şi 0)t,x(glim

bx
bx

=
<
→

, uniform în raport cu 

]d,c[t ∈ . Atunci integrala ∫
b

a
dx)t,x(g)t,x(f  este uniform convergentă în raport cu 

]d,c[t ∈ . 

Demonstraţie. Analog cu demonstraţia teoremei 10.1.2.                              ■ 

   

Teorema 10.10. (Criteriul lui Abel). Fie R]d,c[)b,a[:g,f →× , f continuă, g 

monotonă în raport cu x pe [a,b), ( ) ]d,c[t ∈∀  şi există M > 0 astfel încât 

( ) ( ) ]d,c[t,)b,a[x,M)t,x(g ∈∀∈∀≤ . 

Presupunem că integrala ∫
b

a
dx)t,x(f  este uniform convergentă în raport cu 

]d,c[t ∈ . 
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Atunci integrala ∫
b

a
dx)t,x(g)t,x(f  este uniform convergentă în raport cu 

]d,c[t ∈ . 

 

Exemple.  1. Să se arate că integrala ∫
∞

>α
+

α
0 2 0,dx

)x1(x
xarctg  este convergentă 

şi să se calculeze. 

Fie  ∫
∞

>α
+

α
=α

0 2 0,dx
)x1(x
xarctg)(F . 

Avem ( )∫
∞

α=α
0

dx,xf)(F , unde 
)x1(x

xarctg),x(f 2+
α

=α . 

Cum ( ) 0,0x,
x1)x1(x

x),x(f 22 >α>∀
+
α

=
+

α
≤α  şi ∫

∞

+
α

0 2 dx
x1

 este 

convergentă rezultă, conform propoziţiei 10.1.2, că integrala ( )∫
∞

α
0

dx,xf  este 

convergentă. 

Evident avem   
)x1)(x1(

1f
222 α++

=
α∂

∂  şi     ( ) 0,0x,
x1

1),x(f
2 >α>∀

+
≤α

α∂
∂ . 

Cum ∫
∞

+0 2 dx
x1

1  este convergentă rezultă că dx),x(f
0∫
∞

α
α∂

∂  converge 

uniform pe [0, ∞) în raport cu α > 0. Folosind teorema 10.6 funcţia F este 

derivabilă şi 

 

)1(2x1
dx1

x1
dx

1

)x1)(x1(
dxdx),x(f)('F

0 0 22222

2

0 0 222

+α
π=








+α
−

α+−α
α=

=
α++

=α
α∂

∂
=α

∫ ∫

∫ ∫
∞ ∞

∞ ∞

 

de unde c)1ln(
2

)(F ++α
π

=α . 

Pentru 0→α  avem 0)(F →α , deci c = 0 şi atunci  ( ) 0,)1ln(
2

)(F >α∀+α
π

=α . 

2. Să se calculeze integrala ∫
∞ −=
0

3
tx dx

x
xsine)t(F  şi să se deducă apoi 

valoarea integralei ∫
∞

0

3

dx
x

xsin . 
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Avem  ∫
∞

=
0

dx)t,x(f)t(F , unde 
x

xsine)t,x(f
3

tx−= , pentru x > 0 şi t ≥ 0. 

     Se arată imediat că integralele ∫
∞ −

0

3
tx dx

x
xsine , ∫ ∫

∞ ∞ −−=
∂
∂

0 0

3tx xdxsinedx)t,x(
t
f  

sunt uniform convergente pe (0,∞)  în raport cu t∈[0,∞) şi atunci F este derivabilă 

pe [0,∞) şi ∫
∞ −−=
0

3tx xdxsine)t('F . 

Calculând ultima integrală obţinem 

1t
1

4
3

9t
1

4
1)t('F 22 +

⋅−
+

⋅= , de unde carctgt
4
3

3
tarctg

12
1)t(F +−= . 

Cum 0)t(Flim
t

=
∞→

 deducem 
3

c π
= , deci 

3
arctgt

4
3

3
tarctg

12
1)t(F π

+−=  şi 

atunci ∫
∞ π

=
0

3

3
dx

x
xsin . 

 

Probleme propuse 
 

1. Să se calculeze F’(t), unde dx)tx,tx(f)t(F
bt

at∫ +−= , iar RR:f 2 →  este de 

clasă C1 pe R2. 

 
2. Să se calculeze următoarele integrale folosind derivarea sub integrală: 

a) ∫
π

−∈
−
+2

0
)1,1(y,dx

xcosya
xcosy1ln

xcos
1  ;        b) 1y,dx

x1x
)xy1ln(1

0 22

22

<
−

−
∫ . 

 

3. Fie funcţia R]b,a[: →Φ , continuă şi  R]b,a[: →ϕ ,  

∫ −Φ=ϕ
t

a
dx)xt(ksin)x(

k
1)t( , unde ∗∈ Rk . 

Să se arate că     ( ) ]b,a[t),t()t(k)t('' 2 ∈∀Φ=ϕ+ϕ . 

 

4. Fie g: R → R, derivabilă, f : R → R de două ori derivabilă şi  

[ ] ∫
+

−
+++−=

ayx

ayx
dt)t(g

a2
1)ayx(f)ayx(f

2
1)y,x(F , 0a ≠ . Atunci 0

x
Fa

y
F

2

2
2

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂ . 
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5. Să  se calculeze următoarele integrale folosind derivarea sub integrală: 

a) ∫
π

>+2
0

222 0y,dx)xsinyxln(cos  ;     b) ∫
π

<+2
0

1y,dx)xcosy1ln(
xcos

1 ; 

c) ∫
π
2

0
dx

xsin
)xsiny(arctg  ;             d) ∫

∞

0
dx

x
txsin ; 

e) ∫
∞

>>
−

0
0b,0a,dx

x
bxcosaxcos . 
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CAPITOLUL 11 

 

INTEGRALE CURBILINII 
 
 

11.1. Integrale curbilinii de speţa întâi 
 

Definiţia 11.1.1. Se numeşte drum parametrizat (sau curbă parametrizată,  

arc de curbă parametrizat) în spaţiul R3 orice funcţie continuă 3R]b,a[: →γ , 

))t(z),t(y),t(x()t( =γ , t∈[a,b]. 

Punctele ))b(z),b(y),b(x(B)),a(z),a(y),a(x(A  se numesc extremităţile curbei γ . 

Pentru curba γ  vom mai folosi notaţia AB . 

Vom nota cu   { }]b,a[t:R))t(z),t(y),t(x(Im)( 3 ∈∈=γ=γ , imaginea curbei γ . 

 
Fig.1 

          Ecuaţiile )t(zz),t(yy),t(xx ===  reprezintă ecuaţiile parametrice ale curbei 

γ  şi scriem 

                                                 







∈

=
=
=

γ ]b,a[t,
)t(zz
)t(yy
)t(xx

:)(                                      (11.1) 
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Dacă { }k,j,iB =  este o bază ortonormată în reperul cartezian Oxyz, atunci 

curba γ  poate fi dată şi astfel 

                                                ]b,a[t),t(rr:)( ∈=γ                                 (11.2) 

unde k)t(zj)t(yi)t(x)t(r ++=  este vectorul de poziţie al punctului 

))t(z),t(y),t(x(M . 

Reprezentarea (11.2) se numeşte ecuaţia vectorială parametrică a                   

curbei γ . 

Dacă ]b,a[t)(,0)t(z ∈∀= , curba γ  se numeşte curbă plană, deci 





∈
=
=

γ ]b,a[t,
)t(yy
)t(xx

:)( . 

În ipotezele în care poate fi eliminat parametrul t obţinem 
2RD)y,x(,0)y,x(F:)( ⊂∈=γ ,      forma implicită. 

Dacă pe D sunt îndeplinite ipotezele teoremei funcţiilor implicite rezultă: 

RJx),x(yy:)( ⊂∈=γ ,       forma explicită. 

 

Fie 







∈

=
=
=

γ ]b,a[t,
)t(zz
)t(yy
)t(xx

:)( , o curbă oarecare în spaţiu. 

Definiţia 11.1.2. Curba γ  se numeşte netedă (sau regulată) dacă 

])b,a([Cz,y,x 1∈  şi ]b,a[t)(,0)t('z)t('y)t('x 222 ∈∀≠++ , sau echivalent 

]b,a[t)(,)t('r ∈∀θ≠ . 

Curba γ  se numeşte netedă pe porţiuni dacă este o reuniune finită de arce 

netede, adică dacă )(A,...,A,A)( 1n21 γ∈∃ −  astfel încât BA,...,AA,AA 1n211 −  să fie 

netede. 

Curba γ  se numeşte simplă dacă funcţia )t(rt →  este injectivă pe )b.a[ . 

Curba γ  se numeşte închisă dacă BA = , adică )b(r)a(r = . 

Fie  ∆∈D ([a,b]), )bt...tta( n10 =<<<==∆  şi  

),())t(z),t(y),t(x(A kkkk γ∈ ,AA,n,0k 0 == BAn = , punctele corespunzătoare de pe 

curbă. 
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Punctele B,A,...,A,A 1n1 −  determină o linie poligonală ale cărei vârfuri sunt 

situate pe )(γ . 

Lungimea acestei linii poligonale este 

∑
=

−−−∆ −+−+−=
n

1k

2
1kk

2
1kk

2
1kk ))t(z)t(z())t(y)t(y())t(x)t(x(L . 

 
Definiţia 11.1.3. Curba γ  se numeşte rectificabilă (sau spunem că γ  are 

lungime) dacă mulţimea ∈∆∆ :L{ D([a,b])} este majorată. 

În acest caz numărul notat  ∆
∆

=γ Lsup)(L  se numeşte lungimea curbei γ . 

 

Observaţie. În cazul curbelor plane această definiţie coincide cu definiţia 

7.3.5 dată pentru lungimea graficului unei funcţii R]b.a[:f → . 

 

Teorema 11.1.1. Fie γ  o curbă netedă dată prin ecuaţiile parametrice 

(11.1). Atunci curba γ  este rectificabilă şi 

                                        ∫ ++=γ
b

a

222 dt))t('z))t('y())t('x()(L  .                      (11.3) 

Demonstraţie. Fie ∆∈D([a,b]), )bt...tta( n10 =<<==∆ .  

Atunci  ∑
=

−−−∆ −+−+−=
n

1k

2
1kk

2
1kk

2
1kk ))t(z)t(z())t(y)t(y())t(x)t(x(L . 

Din teorema lui Lagrange aplicată funcţiilor x, y, z pe intervalul ]t,t[ k1k−  

rezultă că există )t,t(,, k1kkkk −∈τηξ  astfel încât: 

)tt()('z)('y)('xL 1kk

n

1k
k

2
k

2
k

2
−

=
∆ −τ+η+ξ= ∑  

Cum ])b,a([Cz,y,x 1∈ , funcţiile 'z,'y,'x  sunt continue pe [a,b], deci mărginite 

şi fie M > 0  astfel încât  ]b,a[t)(,M)t('z,M)t('y,M)t('x ∈∀≤≤≤ . 

Rezultă  ∑
=

−∆ −=−≤
n

1k
1kk )ab(3M)tt(3ML , deci curba γ  este rectificabilă. 

Să arătăm în continuare (11.3). 
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Vom scrie ∆L  astfel: 

[ ]
[ ] )tt()t('z)t('y)t('x)('z)('y)('x)t,(

)tt()t('z)t('y)t('x)('z)('y)('x

)tt()t('z)t('y)t('xL

1kk

n

1k
k

2
k

2
k

2
k

2
k

2
k

2
k

1kk

n

1k
k

2
k

2
k

2
k

2
k

2
k

2

1kk

n

1k
k

2
k

2
k

2

−
=

∆

−
=

−
=

∆

−++−τ+η+ξ+ϕσ=

=−++−τ+η+ξ+

+−++=

∑

∑

∑

 

unde )t('z)t('y)t('x)t(,R]b,a[: 222 ++=ϕ→ϕ este o funcţie continuă pe [a,b]. 

Fie ∫ ++=
b

a

222 dt)t('z)t('y)t('xI . Vom avea 

 

 

 

 

Folosind inegalitatea 

Rp,n,m,c,b,a)(,pcnbmapnmcba 222222 ∈∀−+−+−≤++−++ , 

obţinem 

                
).tt)()t('z)('z)t('y)('y)t('x)('x(

I)t,(IL

1kkkk

n

1k
kkkk

k

−
=

∆∆

−−τ+−η+−ξ+

+−ϕσ≤−

∑
 

Fie ε > 0. Cum ϕ  este continuă pe [a,b] este integrabilă şi atunci 

0)( ' >δ∃ ε astfel încât ∈∆∀)( D([a,b]), )bt...tta( n10 =<<<==∆  cu '
εδ<∆  şi 

]t,t[c)( k1kk −∈∀ , n,1k =  avem 
2

I)c,( k
ε

<−ϕσ∆  şi în particular, pentru kk tc = , 

n,1k =  vom avea 

                                                       
2

I)t,( k
ε

<−ϕσ∆                                         (11.4) 

Cum 'z,'y,'x  sunt continue pe [a,b] rezultă că sunt uniform continue şi 

atunci 0)( '' >δ∃ ε  astfel încât ]b,a[''t,'t)( ∈∀  cu ''''t't εδ<−  avem 

,
)ab(6

)''t('y)'t('y,
)ab(6

)''t('x)'t('x
−
ε

<−
−
ε

<−  
)ab(6

)''t('z)'t('z
−
ε<−    (11.5) 

                                 
 

∑
=

−

∆∆∆∆∆

−++−τ+η+ξ+

+−ϕσ≤ϕσ−+−ϕσ≤−

n

1k
1kkk

2
k

2
k

2
k

2
k

2
k

2

kkk

)tt()t('z)t('y)t('x)('z)('y)('x

I)t,()t,(LI)t,(IL
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Fie ),min( '''
εεε δδ=δ  şi ∆∈D([a,b]), )bt...tta( n10 =<<<==∆  cu εδ<∆ . 

Evident avem εδ<∆≤−ξ kk t , n,1k,t,t kkkk =δ<∆≤−τδ<∆≤−η εε  şi 

folosind condiţiile (11.5) vom avea 

           
( )( )

( )∑

∑

=
−

=
−

ε
=−








−
ε

+
−
ε

+
−
ε

<

<−−τ+−η+−ξ

n

1k
1kk

n

1k
1kkkkkkkk

2
tt

)ab(6)ab(6)ab(6

tt)t('z)('z)t('y)('y)t('x)('x
   (11.6) 

Folosind (11.4) şi (11.5) obţinem 

∈∆∀ε<−∆ )(,IL D([a,b]) cu εδ<∆ , deci 

                                      dt)t('z)t('y)t('xI)(L
b

a

222∫ ++==γ .                                ■ 

 

Exemplu. Să se calculeze lungimea arcului de elice 








π∈

=
=
=

γ ]2,0[t,
tz

tsinay
tcosax

:)( , unde 0a >  

Vom avea 

                
.1a2dt1a

dt1tcosatsinadt)t('z)t('y)t('x)(L
2

0

22

2

0

22222

0

222

∫

∫∫
π

ππ

+π=+=

=++=++=γ
 

 

 Observaţie. Fie γ  o curbă netedă dată prin ecuaţiile parametrice (11.1). 

Dacă )())t(z),t(y),t(x(M γ∈  cu ]b,a[t ∈  este un punct arbitrar de pe curba γ  şi 

notăm cu )AM(L)t(s = , conform teoremei 11.1.1,  

ττ+τ+τ= ∫ d)('z)('y)('x)t(s
t

a

222 . 

Să observăm că funcţia s este crescătoare, derivabilă cu derivata continuă 

pe [a,b] şi ]b,a[t)(,)t('z)t('y)t('x)t('s 222 ∈∀++= , de unde  

dt)t('z)t('y)t('xds 222 ++= , care se mai numeşte şi element de arc. 
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Vom defini în continuare integrala curbilinie de speţa întâi sau în raport cu 

arcul. 

 Fie γ  o curbă rectificabilă dată prin ecuaţiile parametrice (11.1). 

 Fie funcţia RD:f → , unde 3RD ⊂  astfel încât D)( ⊂γ .  

 Fie ∆∈D([a,b]), )bt...tta( n10 =<<<==∆  şi n,0k)),t(z),t(y),t(x(A kkkk = , 

0AA = , nAB = , punctele corespunzătoare de pe curba γ . 

  Fie n,0k),AA(Ls kk == , numită şi coordonata curbilinie a punctului kA . Să 

observăm că 0s,L)(L)AB(Ls 0n ==γ== . 

Fie n,1k,AA),,(M k1kkkkk =∈γβα − , unde ),(y),(x kkkk ξ=βξ=α )(z kk ξ=γ , cu 

n,1k],t,t[ k1kk =∈ξ − . 

  Fie n,1k),AM(L kk ==σ , coordonata curbilinie a lui kM . Astfel un punct 

oarecare k1kk AAM −∈  poate fi precizat fie prin coordonata sa curbilinie kσ , fie 

prin coordonatele carteziene kkk ,, γβα . 

Evident avem n,1k],s,s[ k1kk =∈σ − . 

Pentru diviziunea )bt...tta( n10 =<<<==∆  a intervalului ]b,a[  obţinem o 

diviziune )Ls...ss0( n10s =<<<==∆  a intervalului ]L,0[ . 

Considerăm suma ∑
=

−∆ −=σ
n

1k
1kkkk )ss)(M(f)M,f( , numită sumă integrală 

curbilinie a funcţiei f corespunzătoare diviziunii s∆  şi punctelor intermediare kM  

(prin )M(f k  înţelegem ),,(f kkk γβα ). 

 
Definiţia 11.1.4. Funcţia f este integrabilă pe γ  dacă RI)( ∈∃  astfel încât 

0)(,0)( >δ∃>ε∀ ε  astfel încât ( ) ∈∆∀ D([a,b]), )bt...tta( n10 =<<<==∆  cu 

εδ<∆  şi k1kk AAM)( −∈∀ , unde n,1k)),t(z),t(y),t(x(A kkkk =  avem ε<−σ∆ I)M,f( k . 
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Observaţie. Ca şi în cazul integralelor definite (capitolul 7) se arată că 

numărul real I din definiţie, în ipoteza că există, este unic şi prin definiţie I se 

numeşte integrala curbilinie de speţa întâi a funcţiei f pe curba γ  şi se 

notează: 

∫
γ

= ds)z,y,x(fI  (sau ∫
AB

ds)z,y,x(f , ∫
γ

fds ) 

Să observăm că )M,f(limds)z,y,x(f k0 ∆
γ

→∆
σ=∫ . 

 
 

Proprietăţi ale integralei curbilinii de speţa întâi 
 

Pornind de la proprietăţile integralei Riemann, se obţin cu uşurinţă 

următoarele proprietăţi ale integralei curbilinii de speţa întâi. 

1. Dacă  f şi g sunt integrabile pe γ  şi R, ∈βα  atunci gf β+α  este integrabilă 

pe γ  şi 

∫ ∫ ∫
γ γ γ

β+α=β+α gdsfdsds)gf(  

2. Fie (γ) = AB  şi C∈ AB. Dacă f este integrabilă pe AC  şi pe CB atunci f  

 este integrabilă pe AB  şi ∫∫∫ +=

CBACAB

dsfdsfdsf . 

3. Dacă f este integrabilă pe γ şi  f ≥ 0  atunci  0dsf ≥∫
γ

 . 

Consecinţă. Dacă f, g sunt integrabile pe γ şi f ≤ g atunci  ∫∫
γγ

≤ dsgdsf . 

Vom da în continuare o formulă de calcul al integralelor curbilinii de speţa 

întâi. 

 

Teorema 11.1.2. Fie γ o curbă netedă dată prin ecuaţiile parametrice 

(11.1) şi fie f: D→R, continuă, unde D⊂ R3 astfel încât (γ) ⊂ D. 

Atunci funcţia f este integrabilă pe γ şi  
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∫∫ ++=
γ

b

a

222 dt)t('z)t('y)t('x))t(y),t(y),t(x(fds)z,y,x(f . 

Demonstraţie.    Fie ∫ ++=
b

a

222 dt)t('z)t('y)t('x))t(z),t(y),t(x(fI ,  

∆∈D([a,b]), ( )bttta n10 =<<<==∆ Λ , [ ]k1kk t,t −∈ξ , n,1k = ,  

( ))t(z),t(y),t(xA kkkk , n,0k = , ( ) k1kkkkk AA)(z),(y),(xM −∈ξξξ , n,1k = , 

 sk = L(AAk). 

Avem ( )∑
=

−∆ −ξξξ=σ
n

1k
1kkkkkk )ss()(z),(y),(xf)M,f( . 

Cum funcţiile x’, y’, z’ sunt continue, din teorema de medie [ ]k1kk t,t)( −∈η∃ , 

n,1k =  astfel încât 

).tt()('z)('y)('x

d)('z)('y)('xss

1kkk
2

k
2

k
2

t

t

222
1kk

k

1k

−

−

−η+η+η=

=ζζ+ζ+ζ=− ∫
−  

Fie ϕ: [a,b]→R, ( ))t(z),t(y),t(xf)t( =ϕ , care evident este o funcţie continuă. 

Vom avea 

         

[ ] )tt()('z)('y)('x)('z)('y)('x)(

)tt()('z)('y)('x)(

)tt()('z)('y)('x)()M,f(

1kkk
2

k
2

k
2

n

1k
k

2
k

2
k

2
k

n

1k
1kkk

2
k

2
k

2
k

n

1k
1kkk

2
k

2
k

2
kk

−
=

=
−

=
−∆

−ξ+ξ+ξ−η+η+ηξϕ+

+−ξ+ξ+ξξϕ=

=−η+η+ηξϕ=σ

∑

∑

∑

(11.7) 

Prima sumă din ultimul membru al egalităţilor (11.7) reprezintă o sumă 

Riemann corespunzătoare funcţiei 222 'z'y'x ++ϕ , diviziunii ∆ şi punctelor 

intermediare ξ k. 

 Cum funcţia  222 'z'y'x ++ϕ  este continuă, va fi integrabilă pe [a,b] şi 

atunci, dacă  ∆n∈D([a,b]) este un şir de diviziuni cu 0n →∆  va rezulta că 

∑
=

−∞→∆∞→
=−ξ+ξ+ξξϕ=ξσ

n

n

p

1k

n
1k

n
k

n
k

2n
k

2n
k

2n
kn

n
kn

I)tt()('z)('y)('x)(lim),f(lim . 

Folosind uniform continuitatea funcţiei 222 ''' zyx ++ϕ  va rezulta că a 

doua sumă din ultimul membru al egalităţilor (11.7) are limita 0 pentru 0n →∆ . 
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În concluzie, dacă ∆n∈D([a,b]) cu 0n →∆  rezultă că I)M,f(lim n
kn n

=σ∆∞→
, deci 

f este integrabilă pe γ şi 

                   ( ) ( )∫ ∫
γ

++==
b

a

222 dt)t('z)t('y)t('x)t(z),t(y),t(xfIdsz,y,xf                  ■ 

Observaţie. În cazul curbelor plane (γ):




=
=

)t(yy
)t(xx
, t ∈ [a,b] vom avea 

( )∫ ∫
γ

+=
b

a
dt)t('y)t('x)t(y),t(xfds)y,x(f 22  

iar în cazul unei reprezentări explicite  (γ): y = y(x), x ∈ [α,β], 

( )∫ ∫
γ

β

α
+= dx)x('y1)x(y,xfds)y,x(f 2 . 

 
Exemple. 1.  Să se calculeze integrala 

∫
γ ++

= ds
zyx

1I 222 , unde  








=
=
=

γ
tbz

tsinay
tcosax

:)( , t ∈ [0,π]. 

Să observăm că ipotezele teoremei 11.1.2 sunt îndeplinite şi atunci 

                       

.
a
barctg

ba
ba

a
tbarctg

ba
badt

tba
1ba

dtbtcosatsina
tbtsinatcosa

1I

22

0

22

0 222
22

0

22222
222222

π+
=

=
+

=
+

+=

=++
++

=

π
π

π

∫

∫

 

 
2.  Să se calculeze integrala 

∫
γ

= dsyxI , unde ba,0b,aiar,0y,0x,1
b
y

a
x:)( 2

2

2

2

≠>≥≥=+γ . 

Curba (γ) este un arc de elipsă care se scrie parametric astfel:  

                 











 π∈=

=
γ

2
,0t,tsinby

tcosax
:)(      şi atunci: 
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( )

( ) =







 ++−

−
−=

=






 ++−
′








 ++−
−

−=

=++−=

=
+

+
−

=

=+=

π

π

π

π

π

∫

∫

∫

∫

0

2
2222

22

2
1

2222
2

0

2222

22

2
0

2222

2
0

22

2
0

2222

2
3

2
bat2cos

2
ab

ab2
ba

dt
2

bat2cos
2

ab
2

bat2cos
2

ab
ab2

ba

dt
2

bat2cos
2

abt2sin
2
ba

dt
2

t2cos1b
2

t2cos1at2sin
2
ba

dttcosbtsinatcostsinbaI

2
3

 

 

  

 

 

 

 

Aplicaţii ale integralei curbilinii de speţa întâi 

  

1. Lungimea unei curbe rectificabile 
 
 În definiţia integralei curbilinii de speţa întâi, luând f(x,y,z)=1 obţinem 

 ( ) ( ) ( )∑
=

−∆ γ=−=σ
n

1k
1kkk LssM,f , de unde prin trecere la limită cu 0→∆  

obţinem  ( ) ∫
γ

=γ dsL . 

 

2. Aplicaţii mecanice 
 
 Considerăm un fir material de grosime neglijabilă, care este imaginea unei 

curbe netede γ din R3. Considerăm firul neomogen, la care densitatea  

µ = µ(x,y,z) > 0  este o funcţie continuă de coordonatele punctului de pe curbă.  

( )

( )( ) ( )
( )ba3

bbaababa
ba3

ba

2
ba

2
ab

2
ba

2
ab

ba3
ba

22
33

22

2
3

22222
3

2222

22

+
++

=−
−

=

=





















 +
+

−
−







 +
+

−
−

−
=
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Din considerente de mecanică se poate arăta că masa M şi coordonatele 

centrului de greutate G(xG,yG,zG) sunt date de 

  ( )∫
γ

µ= dsz,y,xM , ( )∫
γ

µ= dsz,y,xx
M
1xG ,  

  ( )∫
γ

µ= dsz,y,xy
M
1yG , ( )∫

γ

µ= dsz,y,xz
M
1zG . 

 Momentele de inerţie ale firului γ faţă de planele de coordonate, axe şi 

respectiv pol vor fi date de 

  ( )∫
γ

µ= dsz,y,xzI 2
xOy , ( )∫

γ

µ= dsz,y,xxI 2
yOz , ( )∫

γ

µ= dsz,y,xyI 2
xOz , 

  ( ) ( )dsz,y,xzyI 22
Ox ∫

γ

µ+= , ( ) ( )∫
γ

µ+= dsz,y,xzxI 22
Oy , 

  ( ) ( )dsz,y,xyxI 22
Oz ∫

γ

µ+= , ( ) ( )dsz,y,xzyxI 222
O ∫

γ

µ++= . 

 
11.2. Integrale curbilinii de speţa a doua (sau în raport cu  

        coordonatele) 

 

Fie ( )








=
=
=

=γ
)t(zz
)t(yy
)t(xx

:AB , [ ]b,at ∈ ,                                                            (11.8) 

o curbă simplă, rectificabilă, de extremităţi ( ))a(z),a(y),a(xA  şi ( ))b(z),b(y),b(xB . 

 Fie 3VD:F →  o funcţie vectorială de componente P,Q,R: D → R, unde        

D ⊂ R3 astfel încât ( ) D⊂γ . 

Presupunem că F  este mărginită pe D, adică P,Q,R sunt mărginite    pe D. 

 Fie ∆ ∈D([a,b]), ( )bttta n10 =<<<==∆ Λ  şi punctele corespunzătoare de 

pe curbă ( )kkkk z,y,xA , n,0k = , A0 = A, An = B, unde ( )kk txx = , ( )kk tyy = , 

( )kk tzz = , n,0k = . 

 Fie ( ) n,1k,AA,,M k1kkkkk =∈γβα −  unde ( )kk x ξ=α , ( )kk y ξ=β , ( )kk z ξ=γ , 

[ ]k1kk t,t −∈ξ . 
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 Considerăm suma 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]∑
=

−−−∆ −+−+−=σ
n

1k
1kkk1kkk1kkkk zzMRyyMQxxMPM,F  , 

numită sumă integrală curbilinie a funcţiei F  corespunzătoare diviziunii ∆ şi 

punctelor intermediare M k. 

  

Definiţia 11.2.1.  Funcţia F  este integrabilă pe curba γ dacă ( ) RI∈∃  astfel 

încât ( ) ( ) 0,0 >δ∃>ε∀ ε  astfel încât ( )∀ ∆ ∈D([a,b]), ( )bttta n10 =<<<==∆ Λ , 

cu εδ<∆ şi ( ) k1kk AAM −∈∀ , unde ( ) ( ) ( )( ) n,1k,tz,ty,txA kkkk =  avem 

( ) ε<−σ∆ IM,F k . 

 

 Observaţie. Se arată ca şi în cazul integralei definite (capitolul 7) că 

numărul real I din definiţie, în ipoteză că există, este unic şi prin definiţie I se 

numeşte integrala curbilinie de speţa a doua a funcţiei F  pe curba γ şi se 

notează: 

∫
γ

++= dz)z,y,x(Rdy)z,y,x(Qdx)z,y,x(PI   (sau ∫
γ

++ dzRdyQdxP ) 

Să observăm că ( )k0
M,FlimI ∆→∆

σ= . 

Dacă kzjyixr ++=  este vectorul de poziţie al punctului curent M (x,y,z) 

din spaţiu şi kdzjdyidxrd ++=  atunci ( )∫
γ

= rdz,y,xFI    







∫
γ

rdFsau . 

 

 Observaţii. 1. Din punct de vedere fizic I reprezintă lucrul mecanic 

efectuat de forţa variabilă F  de-a lungul arcului AB . Astfel ( )∫
γ

rdz,y,xF  se mai 

numeşte circulaţia vectorului F  de-a lungul arcului AB . 

2. Dacă curba γ este închisă, adică A = B atunci γ se mai numeşte contur şi 

integrala se mai notează 

( )∫
γ

= rdz,y,xFI . 
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3. Un punct ( ) ( ) ( )( ) ( )γ∈tz,ty,txM  parcurge curba γ într-un sens pe care îl 

numim direct atunci când t parcurge continuu intervalul [a,b] de la a la b. 

Când t parcurge intervalul [a,b] de la b la a, punctul corespunzător M 

parcurge γ în sens invers. 

O curbă γ împreună cu unul din sensurile de parcurgere se numeşte curbă 

orientată. 

Curba γ împreună cu sensul direct de parcurgere se notează cu +γ  şi în 

mod asemănător se defineşte −γ . 

Dacă AB=γ  scriem BA,AB =γ=γ −+ . 

În plan se consideră de obicei sensul direct cel trigonometric. 

Din definiţie se observă că, dacă se schimbă sensul de parcurs pe arcul 

AB  atunci diferenţele 1kk1kk1kk zz,yy,xx −−− −−−  îşi schimbă semnul deci: 

( ) ( )∫ ∫−=
AB BA

rdz,y,xFrdz,y,xF . 

 

Alte proprietăţi ale integralei curbilinii de speţa a doua care se obţin cu 

uşurinţă pornind de la proprietăţile integralei Riemann sunt date de 

 

Propoziţia 11.2.1. 

i) Dacă G,F  sunt integrabile pe γ şi α, β ∈ R atunci GF β+α  este 

integrabilă pe γ şi 

                                  ( ) ∫ ∫∫
γ γγ

β+α=β+α rdGrdFrdGF ; 

ii)  Dacă ABC∈  şi F  este integrabilă pe arcele AC  şi pe CB atunci F  

este integrabilă pe AB  şi 

∫∫∫ +=
CBACAB

rdFrdFrdF . 
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Vom da în continuare o formulă de calcul pentru integralele curbilinii de 

speţa a doua. 

Teorema 11.2.1.  Fie γ o curbă netedă dată prin ecuaţiile parametrice 

(11.8) şi fie  ( )R,Q,PF,VD:F 3 =→ , continuă, unde D ⊂ R3 astfel încât (γ) ⊂ D. 

Atunci funcţia F  este integrabilă pe γ şi 

 
                              ( ) ( ) ( ) =++∫

γ

dzz,y,xRdyz,y,xQdxz,y,xP  

       ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]dtt'ztz,ty,txRt'ytz,ty,txQt'xtz,ty,txP
b

a∫ ++= . 

Demonstraţie. Notăm cu I integrala din membrul drept şi fie ∆ ∈D([a,b]), 

( )bttta n10 =<<<==∆ Λ , [ ]k1kk t,tc −∈ , n,1k = ,  

( ) ( ) ( )( ) k1kkkkk AAcz,cy,cxM −∈ , unde ( )kkkk z,y,xA , 

  ( )kk txx = , ( ) ( ) n,0k,tzz,tyy kkkk === .  

Vom avea 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]∑
=

−−−∆ −+−+−=σ
n

1k
1kkk1kkk1kkkk zzMRyyMQxxMPM,F  

Cum γ este netedă, funcţiile x, y, z sunt de clasă C1 pe [a,b] şi din teorema 

lui Lagrange ( ) ( ) n,1k,t,t,, k1kkkk =∈τηξ∃ −  astfel încât 

  ( ) ( ) ( )( )1kkk1kk1kk tt'xtxtxxx −−− −ξ=−=−  

  ( ) ( ) ( )( )1kkk1kk1kk tt'ytytyyy −−− −η=−=−  

  ( ) ( ) ( )( )1kkk1kk1kk tt'ztztzzz −−− −τ=−=− . 

Obţinem astfel 

         

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ]( )1kkkkkkkkkk

n

1k
kkkkk

tt'zcz,cy,cxR'ycz,cy,cxQ

'xcz,cy,cxPM,F

−

=
∆

−τ+η+

+ξ=σ ∑
 

  
Scriem   ( )kM,F∆σ   astfel 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )]( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ]( ).ttc'z'zcz,cy,cxR        

c'y'ycz,cy,cxQ        

c'x'xcz,cy,cxP        

ttc'zcz,cy,cxR        

c'ycz,cy,cxQc'xcz,cy,cxPM,F

1kkkkkkk

kkkkk

n

1k
kkkkk

1kkkkkk

n

1k
kkkkkkkkk

−

=

−

=
∆

−−τ+

+−η+

+−ξ+

+−+

++=σ

∑

∑

 

şi demonstraţia se continuă în mod asemănător cu demonstraţia teoremei 11.1.2.                      

                                                                                                                               ■ 

 Exemple. 1. Să se calculeze circulaţia vectorului  

( ) ( )kz3xjziyx2v +++−=  de-a lungul arcului de elice 

( )








=
=
=

γ
taz

tsinay
tcosax

: , [ ]π∈ ,0t , unde a ∈ R*. 

 Vom avea:  ( ) ( ) =+++−=∫ ∫
γ γ

dzz3xdyzdxyx2rdv  

            
( )( ) ( )[ ]

( ) ( ).43
2
adtt3tcostcosttsintcostsin2a

dtata3tcosatcosa attsinatsinatcosa2

0

2
2

22

0

∫

∫
π

π

−π+π=++++−=

=+++−−=
 

 

 2. Să se calculeze integrala 

∫
γ

+−= dyxdxx1I 2 , unde (γ): x2 + y2 = 1, y ≥ 0, este parcursă în sens direct. 

 Scriem curba γ sub forma parametrică ( ) [ ]



π∈=

=
γ

,0t,tsiny
tcosx

:  

Vom avea 

                     
[ ]

( )∫ ∫

∫
π π

π

==+−=

=+−−=

0 0

22

0

2

0dtt2cosdttcostsin

dt)t(costcos)tsin(tcos1I
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Integrale curbilinii independente de drum 

 

Fie integrala ∫ +
AB

dy)y,x(Qdx)y,x(P ,                                                    (11.9) 

unde γ = AB  este curbă simplă, netedă, P,Q: D → R, continue, D ⊂ R2, deschisă 

astfel încât (γ) ⊂ D. 

 Ne propunem să găsim condiţiile în care integrala (11.9) nu depinde de 

drum, adică să nu depindă de γ, ci numai de extremităţile A şi B ale curbei. 

 

 Teorema 11.2.2.  Condiţia necesară şi suficientă ca integrala (11.9) să nu 

depindă de drum în D este ca să existe o funcţie F: D → R, diferenţiabilă pe D 

astfel încât ( ) ( ) ( ) ( )( ) .Dy,x,dyy,xQdxy,xPy,xdF ∈∀+=  

 În acest caz expresia diferenţială ( ) ( )dyy,xQdxy,xP +  se numeşte 

diferenţială totală exactă iar F primitivă a expresiei diferenţiale. 

 

 Demonstraţie.  

Suficienţa. Presupunem că există F: D → R, diferenţiabilă pe D astfel 

încât ( ) ( ) ( ) ( )( ) .Dy,x,dyy,xQdxy,xPy,xdF ∈∀+=  

 Fie ( ) [ ]



∈=

=
γ

b,at),t(yy
)t(xx

: , de extremităţi A(x1,y2), B(x2,y2),  

unde x1 = x(a), y1 = y(a), x2 = x(b), y2 = y(b).  

 

Vom avea 

                 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]

( ) ( )( ) ( ) ( )∫

∫∫

−==

=+=+
γ

b

a 1122

b

a

y,xFy,xFdtty,txF
dt
d

dtt'yty,txQt'xty,txPdyy,xQdxy,xP
 

 
 Necesitatea. Presupunem că integrala (11.9) este independentă de drum. 

 Fie A(x0,y0) ∈ D, fixat şi M(x,y) ∈ D arbitrar. 
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Fig.2 

 

 Definim funcţia F: D → R astfel ( ) ( )∫ +=

AM

dyy,xQdx)y,x(Py,xF , ( )( ) Dy,x ∈∀ . 

 Fie h∈ R cu h  suficient de mic astfel încât M’(x+h,y)∈D (acest lucru este 

posibil deoarece D este deschisă). 

 Folosind teorema de medie de la integrala Riemann, există θ∈(0,1) astfel 

încât 

                 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).y,hxPhdty,tPdyy,xQdxy,xP

dyy,xQdxy,xPdyy,xQdxy,xPy,xFy,hxF

hx

x

'MM

AM'AM

∫∫

∫∫

+
θ+==+=

=+−+=−+

 

 Astfel, pentru h≠0 vom avea 

( ) ( ) ( ) ( )y,xPy,hxP
h

y,xFy,hxF
→θ+=

−+ , pentru h→0, deci ( ) ( ) ( )y,xPy,x
x
F

=
∂
∂

∃  

 Analog ( ) ( ) ( )y,xQy,x
y
F

=
∂
∂

∃  şi atunci F este diferenţiabilă în (x,y) şi         

dF(x,y) = P(x,y)dx+Q(x,y)dy.                                                                                  ■ 

 
 Observaţie. O integrală independentă de drum ( ) ( )∫

γ

+ dyy,xQdxy,xP  se 

mai notează şi astfel ( ) ( )
( )

( )
∫ +

22

11

y,x

y,x
dyy,xQdxy,xP , unde A(x1,y1), B(x2,y2) sunt 

extremităţile curbei. 
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Consecinţe: 

 1. Dacă integrala ( ) ( )∫
γ

+ dyy,xQdxy,xP  este independentă de drum atunci 

(∃) F: D →R, diferenţiabilă pe D astfel încât ( ) ( ) ( ) ,dyy,xQdxy,xPy,xdF +=   

( )( ) Dy,x ∈∀ , adică ,P
x
F

=
∂
∂  Q

y
F

=
∂
∂ , în D. 

 În plus, dacă P, Q ∈C1(D) atunci F∈C2(D) şi cum 
yx

F
y
P 2

∂∂
∂=

∂
∂ , 

xy
F

x
Q 2

∂∂
∂=

∂
∂ , 

folosind teorema lui Schwarz rezultă  

                                                         
x
Q

y
P

∂
∂=

∂
∂ .                                        (11.10) 

 Dacă D este un interval bidimensional (adică D=I×J, unde I,J⊂R sunt 

intervale) sau mai general, D domeniu simplu conex atunci (11.10) reprezintă o 

condiţie necesară şi suficientă ca integrala (11.9) şi să fie independentă de drum. 

 2. Dacă integrala (11.9) este independentă de drum şi γ este o curbă 

simplă, netedă, închisă atunci   ( ) ( ) 0dyy,xQdxy,xP =+∫
γ

. 

 Într-adevăr, fie A,B∈(γ) şi m, n ca în figură: 

 
Fig.3 

Vom avea:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0dyy,xQdxy,xPdyy,xQdxy,xP

dyy,xQdxy,xPdyy,xQdxy,xPdyy,xQdxy,xP

AnBAmB

BnAAmB

=+−+=

=+++=+

∫∫

∫∫∫
γ  
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Observaţie. Se arată că, dacă integrala (11.9) este nulă pe orice curbă 

închisă situată în D atunci ea este independentă de drum. 

  

Calculul integralelor curbilinii independente de drum 
 

Presupunem că integrala ( ) ( )∫
γ

+= dyy,xQdxy,xPI  este independentă de 

drum, unde  ( ) AB=γ , A(x1,y1), B(x2,y2), P,Q: D → R, continue, D ⊂ R2, (γ) ⊂ D. 

 Presupunem că  [ ] [ ] DCB,AC ⊂ , unde C are coordonatele  C(x2,y1). 

 
Fig. 4 

 

Vom avea 




=
=

1yy
tx

:AC , [ ]21 x,xt ∈ ,  




=
=

ty
xx

:CB 2 , [ ]21 y,yt ∈  şi atunci 

                           

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) deci,dtt,xQdty,tP

dyy,xQdxy,xPdyy,xQdxy,xPI

2

1

2

1

y

y 2

x

x 1

CBAC

∫∫

∫∫

+=

=+++=

 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ +=+ 2

1

2

1

22

11

x

x

y

y 21

)y,x(

)y,x(
dtt,xQdty,tPdyy,xQdxy,xP . 

 
Rezultă că o primitivă a expresiei diferenţiale ( ) ( )dyy,xQdxy,xP +  este 

( ) ( ) ( )∫∫ +=
y

y

x

x 0
00

dtt,xQdty,tPy,xF , unde ( ) Dy,xM 000 ∈  este un punct fixat. 
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Observaţie. Rezultatele obţinute până acum în cazul bidimensional se 

extind în cazul tridimensional astfel:  

Dacă P,Q,R ∈ C1(D), unde D ⊂ R3 este un domeniu simplu conex, (γ) ⊂ D, 

curbă netedă, simplă atunci o condiţie necesară şi suficientă ca integrala 

 ( ) ( ) ( )∫
γ

++ dzz,y,xRdyz,y,xQdxz,y,xP  să fie independentă de drum este 

ca  

                     
z
P

x
R,

y
R

z
Q,

x
Q

y
P

∂
∂=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂ , în D. 

 
 Exemplu. Fie γ o curbă plană simplă, netedă. Să se arate că integrala 

( ) ( )∫
γ

+++ dyxy2xdxyxy2 22  este independentă de drum şi să se determine o 

primitivă a expresiei de sub integrală. 

 Avem P(x,y)= 2xy+y2, Q(x,y)= x2+2xy, P,Q∈C1(R2) , 

y2x2
x
Q

y
P +=

∂
∂=

∂
∂ , deci integrala dată este independentă de drum şi atunci 

există F: R2→ R, diferenţiabilă cu ( ) ( ) ( )dyxy2xdxyxy2y,xdF 22 +++= .  

Funcţia F se determină prin 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ +=+=
y

y

x

x 0

)y,x(

)y,x( 0000
dtt,xQdty,tPdyy,xQdxy,xPy,xF ,  

unde ( ) 2
00 Ry,x ∈  este un punct fixat. Luând (x0,y0)=(0,0) obţinem: 

      ( ) ( ) ( ) ( ) 22y

0

2x

0

y

0

x

0
xyyxdtxt2xdt0dtt,xQdt0,tPy,xF +=++=+= ∫∫∫∫  

 
 
 

Probleme propuse 
 

 1. Să se calculeze: 

a) ∫
γ

dsx , unde ( ) [ ]2,1x,xlny: ∈=γ ; 

b) ∫
γ

dsyx2 , unde ( ) 1yx: =+γ ; 



 - 242 - 

  

c) ∫
γ

dsxy , unde ( )
[ ]





−∈−=

=
γ

1,1t,t1y

tx
:

2
; 

d) ∫
γ

dsxyz , unde ( ) ( ) ( )2,0,3B,1,1,2A],AB[ −=γ ; 

e) ∫
γ

+ dszy2 22 , unde ( ) yx,azyx: 2222 ==++γ . 

 
2. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate G al firului material 

omogen 

( ) ( )
( )




−=
−=

γ
tcos1ax

tsintax
: , [ ] 0a,2,0t >π∈ . 

  

3. Să se calculeze 

a) ∫
γ +

−
22 yx
dyxdxy , unde ( ) 222 ayx: =+γ  şi este parcursă în sens direct ; 

b) ∫
γ

++ dzxdyzdxy , unde ( ) [ ]








=

π∈=

=

γ

bsinaz
2,0t,tsinbcosay

tcosbcosax
: ; 

c) ( )∫
γ

−− dyydxyx , unde γ este frontiera mulţimii din R2 mărginită de 

curbele de ecuaţii xy,xy 22 ==  şi parcursă în sens invers acelor de ceasornic ; 

d) ∫
γ

++ dxzdzydyx , unde γ este curba obţinută prin intersecţia suprafeţei 

sferice de ecuaţie 2222 azyx =++  cu planele de coordonate, situată în primul 

octant şi parcursă în sens direct. 

 

4. Fie P,Q: R2→R, ( ) ( )
( )22

y

x1
e1x2y,xP

+

−= , ( ) 2

y

x1
ey,xQ
+

= .  

Să se arate că ( ) ,RR:F 2 →∃  diferenţiabilă pe R2 astfel încât 

( ) ( ) ( ) ( )( ) 2Ry,x,dyy,xQdxy,xPy,xdF ∈∀+=  şi să se determine F. 
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5. Să se calculeze ( )
( )∫

+−

−+)2,2(

)1,1( 222

2

yx1
dyx1dxxy2  şi să se determine o primitivă a 

expresiei de sub integrală. 

 

6. Fie f: D → R, f∈C2(D), unde D⊂R2 şi fie j
y
fi

x
ffgradv

∂
∂+

∂
∂== . 

Să se arate că, dacă γ este o curbă simplă netedă astfel încât (γ) ⊂ D 

atunci  0rdv =∫
γ

. 

 
7. Fie γ o curbă simplă, închisă, netedă sau netedă pe porţiuni ce limitează 

un domeniu D. Atunci D are arie şi  Aria D = ∫
γ

− dxydyx
2
1 . 
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CAPITOLUL  12 
 

 

INTEGRALE  MULTIPLE 
 
 

   12.1. Integrale duble 

 
Fie f :D→R  o funcţie mărginită, unde D ⊂ R2 este un domeniu compact cu 

frontiera γ = FrD, o curbă pe care o considerăm simplă, închisă, netedă sau 

netedă pe porţiuni. 

 Dacă presupunem f ≥ 0 atunci graficul său                             

          fΓ ={(x,y,z)∈R3 : (x,y)∈D, z = f(xy)}  este o suprafaţă Σ  situată deasupra 

planului x0y şi proiecţia ortogonală a ei pe planul x0y este domeniul D. Ne 

propunem să determinăm volumul cilindrului care se sprijină pe D, are 

generatoarele paralele cu axa 0z şi este limitat superior de suprafaţa Σ .  

 

Definiţia 12.1.1. Fie A ⊂ R2. Definim d(A) =
AP,P 21

sup
∈

d(P1,P2), numit şi 

diametrul mulţimii A, unde d(P1,P2) reprezintă distanţa dintre punctele P1 şi P2. 

  

Definiţa 12.1.2. Spunem că ( )n21 D...,,D,D=∆  este o diviziune a domeniului 

D dacă D1,D2,…, Dn sunt domenii compacte fără puncte interioare comune astfel 

încât D = k

n

1k
DU

=
 şi γ k = FrDk, k = n,1 , este o curbă simplă, închisă, netedă sau 

netedă pe porţiuni. 

 Vom nota cu D(D) mulţimea tuturor diviziunilor lui D şi pentru Δ∈ D(D), 

 Δ = (D1,D2,…,Dn),  vom nota cu   )D(dmax k
n,1k=

=∆ , norma diviziunii Δ.            
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 Fie ( ) n,1k,D,P kkkk =∈ηξ  şi ( ) ∑
=

∆ =σ
n

1k
kk )P(fP,f ariaDk, numită sumă 

integrală dublă a funcţiei f, corespunzătoare diviziunii ∆  şi punctelor  Pk. 

Să observăm că Dk are arie, cum kk FrD=γ  este o curbă simplă, închisă, 

netedă sau netedă pe porţiuni. 

Fie mk = n,1k,fsupM,finf
kk D

kD
==  şi  

∑
=

∆ =
n

1k
kk ,Dariam)f(s ∑

=
∆ =

n

1k
kk ,DariaM)f(S  sumele Darboux inferioară, şi  

respectiv superioară a funcţiei f corespunzătoare diviziunii Δ. 

Să observăm că s ∆ (f) ≤ ( ) ( ) ( ) ∈∆∀≤σ ∆∆ ,fSP,f k D (D), =∆ (D1, D2, …,Dn) şi 

(∀) Pk ( ) n1,k,Dη,ξ kkk =∈ . 

Dacă f ≥ 0 suma σ ∆ (f, Pk) reprezintă volumul corpului obţinut prin 

reuniunea a n  cilindri având ca baze pe D1,D2,…,Dn, generatoarele paralele cu 

axa Oz şi înălţimile egale, respectiv, cu f(P1), f(P2), …,f(Pn). 

Volumul astfel obţinut aproximează volumul cilindrului din introducere.  

Sumele Darboux  ∆s (f), ( )fS∆  aproximează prin lipsă şi respectiv prin 

adaus volumul cilindrului. 

Definiţia 12.1.3. Funcţia f este integrabilă pe D dacă ( ) RI∈∃  cu 

proprietatea ( ) 0,0 >δ∃>ε∀ ε  astfel încat (∀)Δ∈D(D), ( )n21 ,...,, ∆∆∆=∆ , cu 

εδ<∆  şi ( ) ( ) n,1kDP ,kk,kk =∈ηξ∀   avem  ( ) ε<−σ∆ IP,f k . 

Ca şi în cazul integralei definite se arată că numărul real I din definiţie, în 

ipoteza că există, este unic şi prin definiţie I se numeşte integrala dublă a funcţiei 

f pe D şi se notează   ( )∫∫ ∫∫ 







=

D D

dydxfsaudydxy,xfI . 

Să observăm că   ( ) ( )∫∫ ∆→∆
σ=

D
k0

P,flimdydxy,xf . 

 

Observaţie. Din definiţie rezultă că funcţia f este integrabilă pe D dacă şi  

numai dacă (∀)Δn∈D ( ) 0cuD...,,D,D),D( n
n
p

n
2

n
1n n

→∆=∆ şi  
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( ) ( ) n
n
k

n
k

n
k

n
k p,1k,D,P =∈ηξ∀  şirurile ( )( )n

kP,f
n∆σ  sunt convergente către o aceeaşi 

limită. 

Observaţie. Dacă f este integrabilă pe D şi f 0≥  atunci ( )∫ ∫ dydxy,xf  

reprezintă volumul cilindrului care se sprijină pe D, are generatoarele paralele cu 

axa Oz şi este limitat superior de suprafaţa de ecuaţie z = f(x,y). 

 

Criterii de integrabilitate 
 

Teorema 12.1.1. (Criteriul lui Darboux). Fie ,RRD:f 2 →⊂  mărginită. 

Atunci funcţia f este integrabilă pe D dacă şi numai dacă ( ) ( ) 0,0 >δ∃>ε∀ ε  

astfel încât  (∀) Δ∈D(D) cu εδ<∆  avem SΔ(f) – sΔ(f) < ε. 

Demonstraţie. Necesitatea. Presupunem că f este integrabilă pe D şi fie 

∫∫=
D

dydx)y,x(fI  şi ε > 0.  

Conform definiţiei (∃) 0>δε  astfel încât (∀)Δ∈ D(D), Δ = (D1,D2,…,Dn) cu 

εδ<∆  şi (∀) ( ) n,1k,D,P kkkk =∈ηξ  avem ( )
3

IP,f k
ε

<−σ∆ , sau echivalent              

                                     ( )
3

IP,f
3

I k

ε
+<σ<

ε
− ∆                                       (12.1) 

 Trecând în inegalităţile (12.1) la infimum şi apoi la supremum după Pk∈Dk, 

n,1k ∈  şi folosind următoarele relaţii dintre sumele Riemann şi Darboux: 

sΔ(f) = inf ( ){ }n,1k,DP:P,f kkk =∈σ∆  ,  SΔ(f) = sup ( ){ }n,1k,DP:P,f kkk =∈σ∆  , obţinem 

3
I)f(s

3
I ε

+≤≤
ε

− ∆  şi respectiv 
3

I)f(S
3

I ε
+≤≤

ε
− ∆ , de unde 

SΔ(f) – sΔ(f) ε<
ε

≤
3
2 , (∀)Δ∈ D(D) cu εδ<∆ . 

 Suficienţa. Fie I = sup ∈∆∆ :)f(s{ D(D)}, ( ) ∈∆= ∆ :fS{infI D(D)}. Evident 

avem                         )f(SII)f(s ∆∆ ≤≤≤ , (∀)Δ∈ D(D).                                

(12.2) 
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 Fie ε > 0. Conform ipotezei (∃) 0>δε  astfel încât (∀)Δ∈ D(D) cu εδ<∆  

avem SΔ(f) – sΔ(f) < ε şi folosind (12.2) rezultă ≤−≤ II0  SΔ(f) – sΔ(f) < ε , adică         

ε<−≤ II0 . 

 Cum ε > 0 este arbitrar rezultă II = . Fie III == . Avem sΔ(f) ≤ I ≤ SΔ(f) şi 

sΔ(f) ≤ ( )kP,f∆σ  ≤ SΔ(f), (∀)Δ∈ D(D), Δ = (D1,D2,...,Dn) şi ( ) n,1k,D,P kkkk =∈ηξ , 

de unde  sΔ(f) – SΔ(f) ≤ ( ) IP,f k −σ∆  ≤ SΔ(f) – sΔ(f), sau ( ) IP,f k −σ∆  ≤ SΔ(f) – sΔ(f). 

 Dacă εδ<∆ ,  rezultă SΔ(f) – sΔ(f) < ε şi atunci ( ) IP,f k −σ∆  < ε , 

(∀) ( ) n,1k,D,P kkkk =∈ηξ , adică funcţia f este integrabilă pe D şi ∫∫
D

dydx)y,x(f = I.  

                                                                                                                               ■ 

 Observaţie. I se numeşte integrala Darboux inferioară iar I integrala 

Darboux superioară. Din teorema 12.1.1 rezultă că o functie mărginită  

f : D ⊂ R2 → R  este integrabilă pe D dacă şi numai dacă integralele Darboux 

corespunzătoare, I şi I , sunt egale. Valoarea comună a celor două integrale 

III ==  se numeşte integrala lui f pe D. 

  

Teorema 12.1.2. Orice funcţie f : D → R, continuă pe compactul D ⊂ R2, 

este integrabilă pe D. 

 Demonstraţie. Fie ε > 0. Cum f este continuă pe compactul D, din 

teorema lui Cantor este uniform continuă şi atunci (∃) 0>δε  astfel încât 

 (∀)(x’,y’), (x’’,y’’) ∈ D cu  ( ) ( ) ( ) ( ) εδ<−+−=− 22 ''y'y''x'x''y,''x'y,'x  , avem  

                                      ( ) ( ) .
Daria

''y,''xf'y,'xf ε
<−  

 Fie  Δ∈D(D),  Δ=(D1,D2,...,Dn) cu εδ<∆ . 

 Cum f este continuă şi Dk compactă, n,1k = , (∃) ( ) k
'
k

'
k D, ∈ηξ , ( ) k

''
k

''
k D, ∈ηξ , 

n,1k =  astfel încât  

 ( )'
k

'
kDk ,ffinfm

k

ηξ== , ( )''
k

''
k

D
k ,ffsupM

k

ηξ== , n,1k = . 
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Deoarece ( ) ( ) ( ) εδ<∆≤≤ηξ−ηξ k
''
k

''
k

'
k

'
k Dd,, , (∀) n,1k =  va rezulta că 

( ) ( )
Daria

,f,f ''
k

''
k

'
k

'
k

ε
<ηξ−ηξ  ,  şi atunci  SΔ(f) – sΔ(f) ( )∑

=

=−=
n

1k
kkk DariamM  

= ( ) ( )( ) ε=ε<ηξ−ηξ ∑∑
==

k

n

k
k

n

k

'
k

'
k

''
k

''
k Daria

Daria
Daria,f,f

11
, deci  

SΔ(f) – sΔ(f) < ε   şi conform teoremei 12.1.1 funcţia f este integrabilă pe D.         ■  

 
 

Proprietăţi ale integralei duble 
  

Folosind definiţia integrabilităţii în cazul integralelor duble şi raţionând 

analog ca la integrala definită se pot demonstra următoarele proprietăţi: 

1. Dacă f,g sunt integrabile pe D şi α,β∈R atunci αf + βg este integrabilă 

pe D şi  ( )( ) ( ) ( ) dydxy,xgdydxy,xfdydxy,xgf
DD D
∫∫∫∫ ∫∫ β+α=β+α  

                          (proprietatea de liniaritate). 

2. Dacă D = 21 DD ∩  unde D1, D2 sunt domenii compacte fără puncte 

interioare comune şi f este integrabilă pe D1 şi pe D2 atunci f este integrabilă 

 pe  D şi    ( ) ( ) ( ) dydxy,xfdydxy,xfdydxy,xf
21 DD D

∫∫∫∫ ∫∫ +=  

(proprietatea de aditivitate). 

 3. Dacă f este integrabilă pe D şi  f  ≥ 0  atunci 

( )∫∫ ≥
D

0dydxy,xf . 

4. Dacă f şi g sunt integrabile pe D şi  f ≤  g  atunci    

( ) ( )∫∫∫∫ ≤
DD

dydxy,xgdydxy,xf  (proprietatea de monotonie). 

5. Dacă f este integrabilă pe D atunci  f  este integrabilă  pe D şi  

( ) ( )∫ ∫∫ ∫ ≤
DD

.dydxy,xfdydxy,xf  
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6. Dacă f este integrabilă pe D, fsupM,finfm

DD
==  atunci 

( ) .DariaMdydxy,xfDariam
D

≤≤ ∫∫  

7. Dacă D este un domeniu compact din 2R cu (γ) = FrD, curbă simplă, 

netedă, sau netedă pe porţiuni atunci 

aria ∫∫=
D

dydxD . 

8. Dacă f este continuă pe D atunci există un punct ( ) D, ∈ηξ astfel încât 

( ) ( ) Daria,fdydxy,xf
D

ηξ=∫∫  (formula de medie). 

 
 

Calculul integralei duble 
 
 

          Considerăm mai întâi cazul în care D este un interval bidimensional, adică 

D = [ ] [ ]d,cJ,b,aunde,Jx ==ΙΙ .   

 

         Teorema 12.1.3. Fie [ ] [ ] Rd,cb,a:f →×  mărginită şi integrabilă pe 

[ ] [ ]d,cb,a ×  astfel încât  

i) ( ) [ ]b,ax ∈∀ există integrala F(x) = ( )dyy,xf
d

c∫ ; 

ii) F este integrabilă pe [a,b]. 

Atunci   ( ) ( ) ( )( ) .dxdyy,xfdxxFdxdxy,xf
D

b

a

b

a

d

c∫∫ ∫ ∫ ∫==   

Demonstraţie. Fie ∈∆′ D ([a,b]), ( )bx...xxa n10 =<<<==∆′  şi  

Δ’’∈ D ([c,d]), Δ’’ = ( c = y0 < y1 <...< ym = d ). 

Cu ajutorul diviziunilor Δ’ şi Δ’’ definim o diviziune Δ a intervalului 

bidimensional  D = [a,b] x [c,d]  în intervale bidimensionale de forma: 

Dij = [xi-1,xi] x [yj-1,yj], m,1j,n,1i == . 
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Fig.1 

  

Fie ,finfm
ijDij =  fsupM

ijD
ij = , m,1j,n,1i == . 

 Vom avea ( ) ∑ ∑
= =

∆ =
n

1i

m

1j
ijij Dariamfs , ( ) ∑ ∑

= =
∆ =

n

1i

m

1j
ijij DariaMfS . 

 Dacă (x,y)∈Dij  atunci mij ≤ f(x,y) ≤ Mij, de unde  

                                   ( ) ( ) ( )∫
−

−− −≤≤−
j

1j

y

y 1jjij1jjij yyMdyy,xfyym                       (12.3) 

 Sumând în (12.3) după m,1j =  obţinem 

( ) ( ) ( )∫ ∑∑
=

−
=

− −≤≤−
d

c

m

1j
1jjij

m

1j
1jjij yyMdyy,xfyym . 

 Cum funcţia F este integrabilă pe [a,b], este integrabilă pe orice compact 

[xi-1,xi], n,1i = , şi deci vom avea  

( )( ) ( )( ) ( )( )∫ ∑∫∑
− =

−−−
=

− −−≤≤−− i

1i

x

x

m

1j
1ii1jjij

d

c1ii

m

1j
1jjij xxyyMdxdyy,xfxxyym . 

 Sumând după n,1i =  obţinem 

∑ ∑
= =

≤
n

1i

m

1j
ijij Dariam ( )( )∫ ∫ ≤

b

a

d

c
dxdyy,xf ∑ ∑

= =

n

1i

m

1j
ijij DariaM ,adică          

( ) ( )( ) ( )∫ ∫ ∆∆ ≤≤
b

a

d

c
fSdxdyy,xffs . 

         Cum f este integrabilă pe D rezultă că  

( )( ) ( ) ( )( )dxdyy,xfdydxy,xfdeci,dxdyy,xf
b

a

d

c
D

b

a

d

c ∫ ∫∫∫∫ ∫ ==Ι=Ι şi 

demonstraţia este încheiată.                                                                                  ■ 
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         Vom da în continuare o formulă de calcul al integralelor duble pentru 

domenii simple în raport cu una din axe. 

         Un domeniu 2RD ⊂  se numeşte simplu în raport cu axa Oy dacă este 

definit de inegalităţile 

( ) ( )



ϕ≤≤ϕ
≤≤

,xyx
bxa

:D
21

 

unde [ ] Rb,a:, 21 →ϕϕ sunt funcţii continue. 

         Cu alte cuvinte un domeniu 2RD ⊂  este simplu în raport cu axa Oy dacă 

orice paralelă la axa Oy dusă printr-un punct interior din domeniul D 

intersectează frontiera domeniului în două puncte. 

Analog, un domeniu compact 2RD ⊂   este simplu în raport cu axa Ox 

dacă este definit de inegalităţile  

( ) ( )



ψ≤≤ψ
≤≤

,yxy
dyc

:D
21

 

unde [ ] Rd,c:, 21 →ψψ sunt funcţii continue. 

  

Teorema 12.1.4. Fie 2RD ⊂  un domeniu compact simplu în raport cu axa 

Oy, adică  

                                                ( ) ( )



ϕ≤≤ϕ
≤≤

,xyx
bxa

:D
21

                                 (12.4) 

unde [ ] Rb,a:, 21 →ϕϕ sunt continue. 

 Fie RD:f → , mărginită şi integrabilă pe D astfel încât  

i) ( ) [ ]b,ax ∈∀  există integrala F(x) = ( )
( )

( )
dyy,xf

x

x

2

1
∫

ϕ

ϕ
; 

ii) F este integrabilă pe [a,b]. 

Atunci   ( ) ( ) ( )
( )

( )
.dxdyy,xfdxxFdydxy,xf

b

a

x

x
D

b

a

2

1
∫ ∫∫ ∫ ∫ 





==

ϕ

ϕ
 

Demonstraţie. Fie c = 
[ ] [ ]

2
b,a

1b,a
supd,inf ϕ=ϕ  şi [ ] [ ].d,cb,aD0 ×=  Evident avem 

0DD ⊂ (fig. 2). 
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Fie funcţia ( ) ( ) ( )
( )




∈
∈

=→
.D\Dy,xdaca,0

Dy,xdaca,y,xf
y,xf,RD:f

0
0   

 
Fig.2 

Funcţia f  este integrabilă pe D0, deoarece f este integrabilă pe D şi  

D\Dpe0f 0= . 

Folosind proprietatea  de aditivitate a integralei duble va rezulta că        

              ( ) ( ) ( )∫∫∫∫ ∫∫ ==
DD D

dydxy,xfdydxy,xfdydxy,xf
0

                       (12.5) 

Din teorema 12.1.3 rezultă că  

                                         ( ) ( )( )∫∫ ∫ ∫=
0D

b

a

d

c
dxdyy,xfdydxy,xf                              (12.6) 

Să observăm că, pentru x∈[a,b], fixat avem 

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( )( )

( )( )
∫ ∫ ∫ ∫ ∫

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

ϕ
==++=

d 

c 

x

c

x

x

d 

x

x

x

1 2

1 2

2

1
dyy,xfdyy,xfdyy,xfdyy,xfdyy,xf  

        ( )
( )

( ) ( ) ( )( )D\Dy,xpentru0y,xfdeoarecedyy,xf 0

x

x

2

1
∈== ∫

ϕ

ϕ
.               (12.7) 

 Conform ipotezei ultima integrală din (12.6) există pentru (∀) x∈[a,b]. 

Cum F este integrabilă pe [a,b], din (12.5), (12.6) şi (12.7) rezultă că  

( ) ( )
( )

( )
∫ ∫∫∫ 





=

ϕ

ϕ

b 

a 

x

x
D

dxdyy,xfdydxy,xf 2

1
 şi demonstraţia este încheiată.                      ■ 

Observaţii. 1) În particular, dacă f este continuă pe domeniul compact D 

definit de (12.4) rezultă că f este integrabilă pe D şi  

( ) ( )
( )

( )( )∫ ∫∫∫
ϕ

ϕ
=

b

a

x

x
D

dxdyy,xfdydxy,xf 2

1

. 
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2) Analog, dacă D este simplu în raport cu axa 0x, adică  

( ) ( )



ψ≤≤ψ
≤≤

,yxy
dyc

:D
21

 

unde [ ] Rd,c:, 21 →ψψ  sunt continue şi f : D→R este continuă, atunci f este 

integrabilă pe D şi ( ) ( )
( )

( )( )∫ ∫∫∫
ψ

ψ
=

d

c

y

y
D

dydxy,xfdydxy,xf 2

1

. 

3) De obicei se scrie   

( )
( )
( )( ) ∫ ∫∫ ∫

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
=

b

a

)x(

)x(

b

a

x

x
dy)y,x(fdxdxdyy,xf 2

1

2

1

 şi 

( )
( )
( )( ) ∫ ∫∫ ∫

ψ

ψ

ψ

ψ
=

d 

c 

)y(

)y(

d

c

y

y
dy)y,x(fdydxdyy,xf 2

1

2

1

. 

 

Exemple. 1. Să se calculeze integrala 

( )∫∫ −=
D

dydxxy1xI , unde D = [0,1] x [0,2]. 

Funcţia  ( ) ( )xy1xy,xf −=  este continuă pe D, deci integrabilă şi conform 

teoremei 12.1.3 vom avea:  

         

( )

.
15
8

5
4

3
4

2
5
x2

2
3
x2

dxx2x2dx
0
2

2
yxxyxdxdyxy1xI

0

1

2
5

0

1

2
3

1 

0

1

0

1

0
2
3

2
122

0

=−=⋅−⋅=

=









−=








−=





 −= ∫ ∫ ∫∫

 

 

2. Să se calculeze integrala 

( )∫∫ −=
D

dydxy3xI , unde D este domeniul plan limitat de curbele de ecuaţii           

y = x2, y2 = x. 

 Domeniul D este simplu în raport cu ambele axe.  
 Punctele de intersecţie dintre cele două parabole sunt O(0, 0) şi A(1, 1). 

 Scriem domeniul D astfel 






≤≤

≤≤

xyx

1x0
:D

2
 

şi conform teoremei 12.1.4 vom avea: 
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( )

.
10
3

10
3

4
1

4
3

5
2

5
x

2
3

4
x

2
x

2
3

2
5
x

dx
2
x3x

2
x3xxdx

x
x

2
y3xydxdyy3x

0

1

5422
5

1

0

4
3

2

1

0

2
1

0

x

x2

−=+−−=
















⋅+−⋅−=









+−−=








−=





 −=Ι ∫∫∫ ∫

 

Dacă îl privim pe D ca domeniu simplu în raport cu axa 0x, adică   

,
yxy

1y0
:D

2





≤≤

≤≤
 atunci 

          

( )

.
10
3

0

1

4
y3

5
y

2
1

2
5
y3

2
y

2
1

dxy3
2
yyy3

2
ydy

y
yyx3

2
xdydxy3x

452
5

2

1 

0 

3
4

2

1 

0 

21 

0 

y

y2

−=


















+−⋅−=









+−−=








−=






 −=Ι ∫∫∫ ∫

 

 

3. Să se transforme integrala dublă ( )∫∫=
D

dydxy,xfI  în integrale iterate, 

unde ( )








≥≥+≤+∈= 0x,1
9
yx,9yx:Ry,xD

2
2222 . 

Domeniul D este mărginit de cercul cu centrul în origine, de rază 3 şi elipsa 

cu centrul în origine de semiaxe 1 şi 3, situată în semiplanul 0x ≥   (fig. 3). 

 

 
Fig.3 
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 Să observăm că domeniul D nu este simplu în raport cu axa Oy. Pentru a 

aplica formula de calcul al integralelor duble pe domenii simple în raport cu axa 

Oy vom descompune domeniul D în domeniile 1D  şi D2 prin dreapta y=0.  

 
Vom avea ( ) ( ) 21

DD 21

dydxy,xfdydxy,xf Ι+Ι=+=Ι ∫∫∫∫ . 

 Pentru calculul lui 1Ι  ţinem seama că a = 0, b = 3,  

 
( ) [ ]1,0xpentru,x13x 2

1 ∈−=ϕ  

 
şi ( ) [ ] ( ) [ ].3,0xpentru,x9xiar,3,1xpentru0x 2

21 ∈−=ϕ∈=ϕ  Vom avea deci  

 

( ) ( ) .dxdyy,xfdxdyy,xf
3

1

x9

0

1

0

x9

x131

22

2 ∫ ∫∫ ∫ 







+








=Ι

−−

−
 

Similar 

( ) ( ) .dydxy,xfdxdyy,xf
3

1

0

x9

1

0

x13

x92 2

2

2 ∫ ∫∫ ∫ 




+








=Ι

−−

−−

−−
 

În concluzie 

( ) ( )

( ) ( ) .dyy,xfdxdyy,xfdx

dyy,xfdxdyy,xfdx

3

1

0

x9

1

0

x13

x9

3

1

x9

0

1

0

x9

x13

2

2

2

22

2

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

−−

−−

−−

−−

−

++

++=Ι
 

 

 Să observăm că D poate fi privit ca domeniu simplu în raport cu axa Ox, 

deci poate fi scris astfel 







−≤≤−

≤≤−

22 y9xy9
3
1

3y3
:D , şi atunci 

     ( ) .dxy,xfdy
3

3

y9

y9
3
1

2

2∫ ∫−

−

−
=Ι  
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 Teorema 12.1.5. (formula lui Green). Fie D 2R⊂  un domeniu compact 

mărginit de curba DFr=γ , presupusă simplă, închisă, netedă sau netedă pe 

porţiuni. 

Fie ( ).DCQ,P,RD:Q,P 1∈→ Atunci                      

( ) ( ) ,dydx
y
P

x
Qdyy,xQdxy,xP

D
∫∫∫ 








∂
∂−

∂
∂=+

γ

  

unde sensul de parcurs pe curba γ  este cel direct. 

Demonstraţie. Vom da o demonstraţie pentru cazul în care domeniul D este 

simplu în raport cu ambele axe. 

Pentru cazul general se pot consulta lucrările [8] sau [14]. 

Fie 




ϕ≤≤ϕ
≤≤

)x(y)x(
bxa

:D
21

, unde R]b,a[:, 21 →ϕϕ  sunt continue, deci D este 

simplu în raport cu axa Oy. 

 
Fig.4 

 

Fie A(a, ϕ1(a)), B(b, ϕ1(b)), C(b, ϕ2(b)), D(a, ϕ2(a)). 

Vom avea ( ) ]DA[CD]BC[AB ∪∪∪=γ  unde: 

]b,a[x),x(y:AB 1 ∈ϕ=  , 

    




ϕϕ∈=
=

,)]b(),b([t,ty
bx

:]BC[
21

 

]b,a[x),x(y:CD 2 ∈ϕ= , 





ϕϕ∈=
=

.)]a(),a([t,ty
ax

:]DA[
21
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Ţinând seama de modul de calcul al integralei curbilinii de speţa a doua şi 

de sensul de parcurs pe fiecare arc de curbă obţinem: 

   

dx))]x(,x(P))x(,x(P[

                                                            dx))x(,x(Pdx))x(,x(P

dx)y,x(Pdx)y,x(Pdx)y,x(Pdx)y,x(Pdx)y,x(P

b

a 21

b

a

b

a 21

]DA[CD]BC[AB

)8.12( 

∫

∫ ∫

∫∫∫∫∫

ϕ−ϕ=

=ϕ−ϕ=

=+++=
γ

   

(am ţinut cont că integralele pe segmentele [BC] şi [DA] sunt egale cu 0 

deoarece x este constant pe aceste segmente). 

Ţinând cont de formula de calcul al unei integrale duble pe un domeniu 

simplu obţinem: 

                           
dx))]x(,x(P))x(,x(P[

dx
)x(
)x(

)y,x(Pdy
y
Pdxdxdy

y
P

b

a 12

1

2

D

)x(

)x(

b

a

b

a

2

1

∫

∫∫ ∫ ∫∫

ϕ−ϕ−=

=
ϕ
ϕ

−=
∂
∂

−=
∂
∂

−
ϕ

ϕ      (12.9) 

Din (12.8) şi (12.9) rezultă că 

                                          ∫∫∫ ∂
∂

−=
γ D

dxdy
y
Pdx)y,x(P .                                 (12.10) 

Analog obţinem            ∫ ∫∫
γ ∂

∂
=

D

dxdy
x
Qdy)y,x(Q .                             (12.11) 

Din (12.10) şi (12.11), prin adunare, se obţine formula lui Green.                 ■ 

 

Aplicaţie. Luând 
2
x)y,x(Q,

2
y)y,x(P =−=  obţinem: 

∫∫ ∫∫∫ ==+=+−
γ D D

Dariadxdydxdy)
2
1

2
1(dy

2
xdx

2
y , deci aria unui domeniu 

compact D limitat de o curbă γ simplă, închisă, netedă sau netedă pe porţiuni 

este aria ∫
γ

−= ydxxdy
2
1D , unde sensul pe curbă este cel direct. 
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Schimbarea de variabile în integrala dublă 
 

Considerăm integrala dublă ∫∫=
D

dxdy)y,x(fI , unde f : D → R este o funcţie 

continuă, D ⊂ R2 un domeniu compact mărginit de o curbă γ presupusă simplă, 

închisă, netedă sau netedă pe porţiuni. 

Considerăm transformarea regulată 

                                  2R'D)v,u(,
)v,u(y
)v,u(x

:)T( ⊂∈




ψ=
ϕ=

, adică                        (12.12) 

ϕ, ψ ∈ C1 (D’), ( ) D'v)(u,0,v)(u,
v)D(u,
ψ),D(

∈∀≠
ϕ . 

Prin această transformare domeniul D’ mărginit de o curbă γ’ trece în 

domeniul D mărginit de curba γ. 

Se arată că o transformare regulată este biunivocă, adică fiecărui punct 

(x,y)∈D îi corespunde un unic punct (u,v)∈D’ şi reciproc; mai mult, prin această 

transformare D’ este un domeniu compact, iar frontiera sa γ’ = FrD’ este o curbă 

simplă, închisă, netedă sau netedă pe porţiuni (vezi [7]). 

Se poate deomonstra că, dacă ( ) 'D)v,u(,0
)v,u(D
),(D

∈∀>
ψϕ , atunci 

transformarea (T) este directă, adică, dacă un punct M’(u,v)∈(γ’) se deplasează 

în sens direct atunci şi punctul corespunzător M(x,y)∈(γ), unde   

x = ϕ(u,v), y = ψ(u,v) se deplasează tot în sens direct. 

Ne propunem şi calculăm aria domeniului D prin transformarea (T) în 

ipoteza că această transformare este regulată şi directă, iar funcţiile ϕ şi ψ admit 

derivate parţiale mixte de ordinul doi continue pe D’. 

Luând în formula lui Green P(x,y) = 0, Q(x,y) = x, obţinem ∫∫∫ =
γ D

dxdyxdy , 

unde sensul pe curba γ este cel direct. 

Obţinem astfel că ∫
γ

= xdyDAria . 

Efectuând schimbarea de variabile dată de (12.12) rezultă: 
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∫∫∫
γγγ

+=





∂
ψ∂

+
∂
ψ∂

ϕ==
''

dv)v,u(Qdu)v,u(Pdv
v

du
u

)v,u(xdyDAria ,  

unde 
u

)v,u()v,u(P
∂
ψ∂

ϕ=  şi 
v

)v,u()v,u(Q
∂
ψ∂ϕ= . 

Aplicând formula lui Green pentru ultima integrală obţinem: 

∫∫∫ 







∂
∂

−
∂
∂

=+
γ 'D'

dudv
v
P

u
Qdv)v,u(Qdu)v,u(P . 

Ţinând cont de teorema lui Schwarz vom avea 

                  
.

)v,u(D
),(D

vu

vu
uvvu

vuuvuvvuv
P

u
Q 22

ψϕ
=

∂
ψ∂

∂
ψ∂

∂
ϕ∂

∂
ϕ∂

=
∂
ψ∂

∂
ϕ∂

−
∂
ψ∂

∂
ϕ∂

=

=
∂∂
ψ∂

ϕ−
∂
ψ∂

∂
ϕ∂

−
∂∂
ψ∂

ϕ+
∂
ψ∂

∂
ϕ∂

=
∂
∂

−
∂
∂

 

În concluzie, dudv
)v,u(D
),(DDAria

'D
∫∫

ψϕ= . 

 

Observaţie. Dacă 'D)v,u)((,0
)v,u(D
),(D

∈∀<
ψϕ  atunci γ’ este parcursă în sens 

invers şi analog obţinem 

                                   ∫∫
ψϕ

−=
'D

dudv
)v,u(D
),(DDAria . 

În general, dacă (T) este o transformare regulată se obţine 

                                            ∫∫
ψϕ

=
'D

dudv
)v,u(D
),(DDAria .                                  (12.13) 

 

Teorema 12.1.6. Fie în planul uO’v un domeniu compact D’ cu frontiera γ’ 

o curbă simplă, închisă, netedă sau netedă pe porţiuni şi 





∈
ψ=
ϕ=

'D)v,u(,
)v,u(y
)v,u(x

:)T( , o transformare regulată de la planul uO’v la 

planul xOy astfel încât funcţiile ϕ şi ψ admit derivate parţiale mixte de ordinul doi 

continue pe D’. 

 

 



 

 

- 260 -

 

Dacă D = T(D’), γ = T(γ’) şi f : D→ R este o funcţie continuă atunci 

                              dudv
)v,u(D
),(D))v,u(),v,u((fdxdy)y,x(f

'DD
∫∫∫∫

ψϕ
ψϕ= .             (12.14) 

Demonstraţie. Fie ∆’ = (D’1, D’2, …, D’n) o diviziune a compactului D’. Prin 

transformarea regulată (T) fiecărui domeniu D’k, n,1k =  îi corespunde un 

domeniu Dk ⊂ D. Obţinem astfel o diviziune ∆ = (D1, D2, …, Dn) a domeniului D. 

Din (12.13) vom avea n,1k,dudv
)v,u(D
),(DDAria

kD
k =

ψϕ
= ∫∫  şi din teorema de 

medie rezultă că pentru fiecare n,1k =  există un punct (uk, vk)∈D’k astfel încât 

kkkk 'Daria)v,u(
)v,u(D
),(DDAria ψϕ

= . 

Fie  ξk = ϕ(uk,vk), ηk = ψ(uk,vk), n,1k =  şi evident Mk(ξk,ηk)∈Dk. Vom avea: 

=
ψϕ

ψϕ=

=ηξ=σ

∑

∑

=

=
∆

kkk

n

1k
kkkk

n

1k
kkkk

'Daria)v,u(
)v,u(D
),(D))v,u(),v,u((f

Daria),(f)M,f(
 

                       ∑
=

∆σ==
n

1k
k'kkk ),'M,F('Daria)v,u(F               (12.15) 

unde  .n,1k),v,u('M,
)v,u(D
),(D))v,u(),v,u((f)v,u(F kkk =

ψϕ
ψϕ=  

Rezultă că orice sumă Riemann relativ la funcţia F, diviziunea ∆’ şi punctele 

intermediare M’k este egală cu o sumă Riemann relativ la funcţia f, diviziunea ∆ şi 

punctele intermediare Mk. 

Din existenţa celor două integrale şi prin trecere la limită în relaţia (12.15) 

obţinem (12.14).                                                                                                     ■ 

 

Observaţie. În cazul schimbării în coordonate polare, adică 





π∈θ∈ρ
θρ=
θρ=

]2,0[],R,0[,
siny
cosx

:)T( , rezultă   ρ=
θρ ),(D

)y,x(D  şi atunci 

∫∫ ∫∫ θρρθρθρ=
D 'D

dd)sin,cos(fdxdy)y,x(f . 
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Exemplu. Să se calculeze integrala ∫∫ ++
=

D
322 )yx4(

dydxI , unde  

D:x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0. 

Efectuând schimbarea de variabile x = ρcosθ, y = ρsinθ, θ∈[0,π], ρ∈[0,1] 

obţinem 

1600
9

25
1

16
1

4
)4(

4
1

)4(
ddI

1

0
0

1
22

320

π=





 −π=ρ+⋅π−=

ρ+
ρρθ= ∫∫ −π

. 

 

Aplicaţii ale integralei duble 
 

   1. Calculul volumelor şi ariilor 

 
Dacă f : D ⊂ R2 → R este o funcţie continuă şi pozitivă atunci integrala 

∫∫
D

dxdy)y,x(f  reprezintă volumul cilindrului care se sprijină pe D, are 

generatoarele paralele cu axa Oz şi este limitat superior de suprafaţa de ecuaţie 

z = f(x,y). 

Dacă f(x,y) = 1, (∀) (x,y)∈D atunci integrala ∫∫
D

dxdy  reprezintă aria bazei 

cilindrului, adică 

Aria D = ∫∫
D

dxdy  

 

2. Coordonatele centrului de greutate al unei plăci plane 

 

Fie D ⊂ R2 un domeniu compact care este imaginea unei plăci plane la care 

densitatea ρ = ρ(x,y) > 0 este o funcţie continuă de coordonatele punctului din 

domeniu. 

Din considerente de mecanică se poate arăta că masa M şi coordonatele 

centrului de greutate G(xG, yG) sunt date de 

∫∫ ∫∫∫∫ ρ=ρ=ρ=
D D

GG
D

dxdy)y,x(y
M
1y,dxdy)y,x(x

M
1x,dydx)y,x(M . 

Dacă placa este omogenă (ρ = const > 0) atunci 
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Daria

ydxdy
y,

Daria

xdxdy
x D

G
D

G

∫∫∫∫
== . 

 

3. Momentele de inerţie ale unei plăci plane 

 
Momentele de inerţie ale plăcii plane D faţă de axe şi respectiv pol sunt date 

de 

          ∫∫ ρ=
D

2
Ox dxdy)y,x(yI , ∫∫ ρ=

D

2
Oy dxdy)y,x(xI  şi respectiv  

        ∫∫ ρ+=
D

22
O dxdy)y,x()yx(I . 

 

12.2. Integrale de suprafaţă 
 

Fie D ⊂ R2 un domeniu compact. 

Definiţia 12.2.1. Se numeşte pânză parametrizată sau suprafaţă 

parametrizată în spaţiul R3 orice funcţie continuă Σ : D →R3,  

Σ(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)). 

Vom nota cu (Σ) = Im Σ = {( x(u,v), y(u,v), z(u,v))∈R3: (u,v)∈D}, imaginea 

suprafeţei Σ. 

Ecuaţiile x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v) reprezintă ecuaţiile parametrice ale 

suprafeţei Σ şi scriem: 

                                          (Σ) D)v,u(,
)v,u(zz
)v,u(yy
)v,u(xx

: ∈








=
=
=

                                   (12.16) 

Dacă }k,j,i{B =  este o bază ortonormată în reperul cartezian Oxyz atunci 

suprafaţa Σ poate fi dată şi astfel: 

                                               (Σ)   D)v,u(),v,u(rr: ∈=                                 (12.17) 

unde k)v,u(zj)v,u(yi)v,u(x)v,u(r ++= , numită şi ecuaţia vectorială parametrică 

a suprafeţei  Σ. 
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În ipotezele în care pot fi eliminaţi parametrii u şi v din ecuaţiile (12.16) 

obţinem 

                  (Σ) : F(x,y,z) = 0, (x,y,z)∈V ⊂ R3,    forma implicită.                    (12.18)   

Dacă pe V sunt îndeplinite ipotezele teoremei funcţiilor implicite, suprafaţa Σ 

se scrie echivalent 

         (Σ) : z = z(x,y), (x,y)∈D0 ⊂ R2,    forma explicită.                         (12.19) 

 

Definiţia 12.2.2. Suprafaţa Σ se numeşte simplă dacă funcţia )v,u(r)v,u( →   

este injectivă. 

Suprafaţa Σ se numeşte netedă (sau regulată) dacă x,y,z ∈ C1(D) şi       

                                       A2 + B2 + C2 ≠ 0 pe D, unde            (12.20) 

)v,u(D
)y,x(DC,

)v,u(D
)x,z(DB,

)v,u(D
)z,y(DA === . 

        Suprafaţa  Σ se numeşte netedă pe porţiuni dacă există o diviziune  

∆ = (D1,D2,…,Dn) a lui D astfel încât suprafeţele                








=∈

=
=
=

Σ n,1k,D)v,u(,
)v,u(zz
)v,u(yy
)v,u(xx

:)( kk  să fie netede. 

Considerăm suprafaţa Σ simplă, netedă, dată prin ecuaţiile parametrice 

(12.16) şi fie P0(u0,v0)∈(Σ) un punct fixat (fig. 5). 

 

 
Fig.5 
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Pentru u = u0 şi respectiv v = v0 obţinem pe suprafaţa Σ curbele 

k)v,u(zj)v,u(yi)v,u(x)v,u(r:)( 0000u ++=γ , 

k)v,u(zj)v,u(yi)v,u(x)v,u(r:)( 0000v ++=γ , numite şi curbe de coordonate. 

Vectorii directori ai tangentelor în P0 la curbele (γu) şi (γv) vor fi 

k)v,u('zj)v,u('yi)v,u('x)v,u('r 00u00u00u00u ++=  si 

k)v,u('zj)v,u('yi)v,u('x)v,u('r 00v00v00v00v ++= . 

Să observăm că kCjBiA'r'r vu ++=× , deci condiţia de regularitate (12.20) 

exprimă faptul că θ≠× vu 'r'r , adică unghiul dintre curbele de coordonate γu şi γv 

este diferit de zero. De asemenea, această condiţie asigură existenţa vectorului 

N  normal la suprafaţa Σ în P0,   kCjBiA'r'rN vu ++=×= . 

Versorul vectorului normal N  va fi 

222
vu

vu

CBA
kCjBiA

'r'r
'r'r

N
Nn

++

++
=

×
×

== . 

Dacă suprafaţa Σ este dată prin forma implicită (12.18) se arată că 

k'Fj'Fi'FN zyx ++= , iar dacă este dată prin forma explicită (12.19) atunci 

kjqipN +−−= , unde p = z’x, q = z’y. 

 

Definiţia 12.2.3. Fie Σ o suprafaţă simplă, netedă, dată prin ecuaţiile 

parametrice (12.16). Se numeşte element de arie al suprafeţei Σ forma 

diferenţială notată dσ şi definită astfel: dudv'r'rd vu×=σ . 

 

Observaţie. Din identitatea lui Lagrange 

  2
vu

2
v

2
u

2
vu )'r'r('r'r'r'r ⋅−=×  şi folosind notaţiile 2

u
2
u

2
u

2
u 'z'y'x'rE ++== , 

2
v

2
v

2
v

2
v 'z'y'x'rG ++== , vuvuvuvu 'z'z'y'y'x'x'r'rF ++=⋅=  obţinem  

dudvFEGd 2−=σ . 

Dacă suprafaţa Σ este dată sub forma explicită (12.19) atunci  

dxdyqp1d 22 ++=σ . 
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Definiţia 12.2.4. Suprafaţa Σ dată prin ecuaţiile parametrice (12.16) are arie 

dacă integrala dublă dudvFEG
D

2∫∫ −  există şi este finită. În acest caz, valoarea 

integralei duble reprezintă aria suprafeţei Σ. 

 

Teorema 12.2.1. Dacă suprafaţa Σ dată prin ecuaţiile parametrice (12.16) 

este simplă, netedă atunci Σ are arie şi dudvFEGAria
D

2∫∫ −=Σ  este 

independentă de reprezentarea parametrică (12.16). 

Pentru demonstraţie se pot consulta lucrările [8], [14] sau [19].                    ■ 

 

Integrale de suprafaţă de speţa întâi (sau în raport cu aria) 

 

Fie Σ o suprafaţă simplă, netedă, dată prin ecuaţiile parametrice (12.16), 

unde D ⊂ R2 este un domeniu compact limitat de o curbă simplă, închisă, netedă 

sau netedă pe porţiuni (deci D are arie). 

Fie f : V → R, mărginită, unde V ⊂ R3 astfel încât (Σ) ⊂ V. 

Fie ∆ = (D1, D2, …, Dn) o diviziune a compactului D şi ∆Σ = (Σ1, Σ2, …, Σn) 

diviziunea corespunzătoare a suprafeţei Σ, 







=∈

=
=
=

Σ n,1k,D)v,u(,
)v,u(zz
)v,u(yy
)v,u(xx

:)( kk . 

Fie Pk(xk, yk, zk)∈(Σk), n,1k =  unde xk = x(uk, vk), yk = y(uk, vk),  

zk = z(uk, vk), (uk, vk)∈Dk, n,1k = . 

Considerăm suma   k

n

1k
kk aria)P(f)P,f( Σ=σ ∑

=
∆ . 

 
Definiţia 12.2.5. Funcţia f este integrabilă pe suprafaţa Σ dacă (∃) I∈R astfel 

încât (∀) ε > 0, (∃) δε > 0 cu proprietatea că (∀) ∆∈D(D),  

∆ = (D1, D2, …, Dn) cu  εδ<∆  şi (∀) Pk∈ (Σk), n,1k =  avem ε<−σ∆ I)P,f( k . 
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Observaţie. Se arată că numărul real I este unic şi prin definiţie I se 

numeşte integrala de suprafaţă a funcţiei F pe Σ şi se notează ∫∫
Σ

σ= d)z,y,x(fI . 

Să observăm că )P,f(limd)z,y,x(f k0 ∆→∆
Σ

σ=σ∫∫ . 

 

Teorema 12.2.2. Dacă suprafaţa Σ este simplă, netedă, iar funcţia f este 

continuă, atunci f este integrabilă pe Σ şi 

dudvFEG))v,u(z),v,u(y),v,u(x(fd)z,y,x(f
D

2∫∫∫∫ −=σ
Σ

. 

Demonstraţie. Fie ∆ = (D1, D2, …, Dn) o diviziune a lui D,  

)z,y,x(P,n,1k,D)v,u(,
)v,u(zz
)v,u(yy
)v,u(xx

:)(P kkkkkkk =







∈

=
=
=

Σ∈  unde 

 xk = x(uk, vk), yk=y(uk,vk), zk = z(uk, vk), (uk, vk)∈Dk, n,1k = . 

Din teorema 12.2.1 avem dudvFEGAria
D

2∫∫ −=Σ  şi din teorema de medie 

(∃) (ξk, ηk)∈Dk astfel încât n,1k,Daria),)(FEG(dudvFEG kkk
2

D

2

k

=ηξ−=−∫∫ . 

Vom avea: 

              
=ηξ−=

=Σ=σ

∑

∑

=

=
∆

kkk
2

n

1k
kkkkkk

n

1k
kkk

Daria),)(FEG())v,u(z),v,u(y),v,u(x(f

aria)P(f)P,f(
 

              [ ]

.Daria),)(FEG(

)),(z),,(y),,(x(f))v,u(z),v,u(y),v,u(x(f

Daria),)(FEG()),(z),,(y),,(x(f

kkk
2

n

1k
kkkkkkkkkkkk

kkk
2

n

1k
kkkkkk

ηξ−⋅

⋅ηξηξηξ−+

+ηξ−ηξηξηξ=

∑

∑

=

=

 

Funcţia 2FEG))v,u(z),v,u(y),v,u(x(f)v,u(g −=  este continuă şi atunci 

limita primei sume pentru 0→∆  este  dudvFEG))v,u(z),v,u(y),v,u(x(f
D

2∫∫ − . 

Folosind uniform continuitatea lui f rezultă că a doua sumă are limita zero 

pentru 0→∆  şi demonstraţia este încheiată.                                                     ■ 
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Observaţie. În cazul unei reprezentări explicite (Σ) : z = z(x,y) va rezulta că 

∫∫∫∫ ++=σ
Σ D

22 qp1))y,x(z,y,x(fd)z,y,x(f dxdy . 

 

Exemplu. Să se calculeze integrala ∫∫
Σ

σ= zdI , 

unde (Σ) : z = x2 + y2, (x,y)∈D, iar D = {(x,y)∈R2 : x2 + y2 ≤ a2}. 

Cum ,y2
y
zq,x2

x
zp =

∂
∂

==
∂
∂

= rezultă dxdyy4x41)yx(I
D

2222∫∫ +++= . 

Efectuând schimbarea de variabilă în coordonate polare  

θρ=θρ= siny,cosx , ]2,0[],a,0[ π∈θ∈ρ  obţinem 

 ∫ ∫∫ ρρ+ρπ=ρρρ+θ=
π a

0

a

0

23322

0
d412d41dI , care se calculează folosind 

metoda integrării prin părţi. 

 

Integrale de suprafaţă de speţa a doua  

(sau în raport cu coordonatele) 

 

Fie Σ o suprafaţă simplă, netedă, definită de ecuaţiile parametrice (12.16). 

Definiţia 12.2.6. Suprafaţa Σ se numeşte bilateră (sau cu două feţe) pe D 

dacă versorul normalei n  este o funcţie continuă în fiecare punct M∈(Σ). 

Deoarece într-un punct M de pe suprafaţa Σ putem considera doi versori ai 

normalei la suprafaţă şi anume 
vu

vu
1 'r'r

'r'rnn
×
×

== , 
vu

vu
2 'r'r

'r'rnn
×
×

−=−= ,  

o suprafaţă bilateră împreună cu o alegere, cu o fixare a unuia din cei doi versori 

ai normalei se numeşte suprafaţă orientată. 

 

Observaţie. Nu orice suprafaţă are două feţe. Există suprafeţe cu o 

singură faţă, suprafeţe pe care, printr-o deplasare continuă normala îşi schimbă 

direcţia în mod continuu şi revine în punctul iniţial cu sensul opus sensului iniţial. 

Cel mai simplu exemplu în acest sens este banda lui Mobius. 
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Pentru a o obţine luăm o foaie de hârtie dreptunghiulară ABCD, o răsucim şi 

o lipim astfel încât A să coincidă cu C şi B cu D (vezi fig. 6). 

 
Fig.6 

 

Presupunem că suprafaţa Σ este orientată şi fie cosα, cosβ, cosγ 

coordonatele versorului 
vu

vu

'r'r
'r'rn

×
×

=  al normalei la suprafaţă în punctul M∈(Σ), 

numite şi cosinuşi directori ai normalei la suprafaţă. 

Să observăm că α, β, γ reprezintă unghiurile formate de versorul n  cu 

vectorii j,i  şi respectiv k .  

Vom nota cu  Σ+  faţa suprafeţei  Σ  definită de versorul normalei  

)cos,cos,(cosn γβα  şi cu  Σ -  faţa suprafeţei  Σ  definită de  

)cos,cos,cos(n γ−β−α−− . 

Fie  )R,Q,P(v  un câmp vectorial continuu pe Σ, adică funcţiile  

P, Q, R : Σ →R  sunt continue pe (Σ).  

Prin definiţie, integrala de suprafaţă de speţa a doua a câmpului vectorial v  pe 

suprafaţa Σ+, notată cu ∫∫
Σ

σdnv  se înţelege numărul real definit prin  

 [ ]∫∫∫∫
ΣΣ

σγ+β+α=σ dcos)z,y,x(Rcos)z,y,x(Qcos)z,y,x(Pdnv , 

unde kcosjcosicosn γ+β+α= . 

Notând  dxdydcos,dzdxdcos,dydzdcos =σγ=σβ=σα ,  vom avea 
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dxdy)z,y,x(Rdzdx)z,y,x(Qdydz)z,y,x(Pdnv ++=σ ∫∫∫∫
+ΣΣ

, notaţie frecventă, 

unde Σ+ este faţa suprafeţei Σ definită de versorul normalei )cos,cos,(cosn γβα . 

 

 Observaţii.  

1. ∫∫∫∫
ΣΣ

σ−=++
−

dnvdxdy)z,y,x(Rdzdx)z,y,x(Qdydz)z,y,x(P ; 

2. Valoarea integralei  ∫∫
Σ

σdnv   reprezintă fluxul câmpului de vectori v  prin 

suprafaţa Σ. 

 

Exemplu . Să se calculeze integrala 

∫∫
+Σ

++= xdxdy3zdzdxydydzI , unde Σ+ este faţa exterioară a sferei de 

ecuaţie  x2+y2+z2 = a2, a > 0,  situată în primul octant. 

Vectorul director al normalei la suprafaţă într-un punct arbitrar M(x,y,z)∈(Σ) 

are coordonatele F’x, F’y, F’z (unde F(x,y,z) = x2+y2+z2 - a2), adică 2x, 2y, 2z, iar 

versorul normalei asociat feţei exterioare este: 

k
a
zj

a
yi

a
x

N
Nn ++==

ρ
. 

Rezultă că  ∫∫
Σ

σ++= d)xz3yzxy(
a
1I . 

O reprezentare parametrică a părţii de sferă este                 

                     
2

0,
2

0,
cosaz

sinsinay
sincosax

:)( π
≤ϕ≤

π
≤θ≤









ϕ=
ϕθ=
ϕθ=

Σ . 

Vom avea: 

0'z'z'y'y'x'xF
a'z'y'xG

sina'z'y'xE
2222

22222

=++=

=++=

ϕ=++=

ϕθϕθϕθ

ϕϕϕ

θθθ

, de unde   ϕ=− 242 sinaFEG   şi  
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.a2dcossin3cossinsin
2
1a

dd)cossincos3cossinsinsincos(sina

ddFEG

)cossincosa3cossinsinasincossina(
a
1I

2
0

32233

D

2233

2

D

2222

∫

∫∫

∫∫

π

=ϕ





 ϕϕ+ϕϕ+ϕ=

=ϕθϕϕθ+ϕϕθ+ϕθθ=

=ϕθ−⋅

⋅ϕϕθ+ϕϕθ+ϕθθ=

 

 

Formula lui Stokes 

 
Fie Σ o suprafaţă simplă, netedă, orientată, definită de ecuaţiile 

parametrice (12.16), care se sprijină pe conturul închis, simplu şi neted γ (fig.7). 

 
Fig.7 

 

Dacă P, Q, R : V → R sunt de clasă C1 pe V, unde V ⊂ R3 astfel încât (Σ)⊂V 

atunci vom avea: 

                     
∫∫

∫

+Σ

γ









∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

+







∂
∂

−
∂
∂

=++

,dxdy
y
P

x
Qdzdx

x
R

z
Pdydz

z
Q

y
R

dz)z,y,x(Rdy)z,y,x(Qdx)z,y,x(P

 

unde Σ+ este faţa suprafeţei Σ definită de versorul normalei )cos,cos,(cosn γβα , 

iar sensul de parcurs pe curba γ este cel asociat feţei corespunzătoare (curba γ 

este parcursă astfel încât un observator ce se deplasează pe γ să lase tot timpul 

la stânga faţa Σ+). 
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Pentru demonstraţie se pot consulta lucrările [14] sau [19].                         ■ 

 

Observaţie. Fie v  câmpul vectorial definit de funcţiile P, Q, R, adică 

k)z,y,x(Rj)z,y,x(Qi)z,y,x(P)z,y,x(v ++= , (∀) (x,y,z)∈V. 

Atunci formula lui Stokes se poate scrie vectorial astfel:  

∫∫∫
Σγ

σ⋅= dnvrotrdv  şi din punct de vedere fizic această formulă exprimă 

faptul că circulaţia vectorului v  pe bordul γ al unei suprafeţe Σ este egală cu 

fluxul rotorului lui v  prin această suprafaţă. 

 

12.3. Integrale triple 
 
Acestea se definesc în mod analog cu integralele duble. 

Fie V ⊂ R3 un domeniu compact cu frontiera o suprafaţă simplă, închisă, 

netedă sau netedă pe porţiuni. 

Se arată că un astfel de domeniu are volum (vezi [14]). 

Spunem că ∆ = (V1, V2, …, Vn) este o diviziune a domeniului compact V 

dacă V1, V2, …, Vn sunt domenii compacte fără puncte interioare comune astfel 

încât Υ
n

1k
kVV

=

=  şi Σk = Fr Vk, n,1k =  este o suprafaţă simplă, închisă, netedă sau 

netedă pe porţiuni. 

Vom nota cu D(V) mulţimea tuturor diviziunilor lui V şi pentru ∆∈ D(V), ∆=(V1, 

V2, …, Vn) vom nota cu )V(dmax kn,1k =
=∆ , norma diviziunii ∆, unde d(Vk) este 

diametrul domeniului Vk, )P,P(distsup)V(d 21
VP,P

k
k21 ∈

= . 

Să observăm că Vk are volum, cum Fr Vk este o suprafaţă simplă, închisă, 

netedă sau netedă pe porţiuni. 

Fie f : V → R, mărginită, Pk(ξk, ηk, τk)∈Vk, n,1k =  şi ∑
=

∆ =σ
n

1k
kkk volV)P(f)P,f( , 

suma integrală triplă a funcţiei f corespunzătoare diviziunii ∆ şi punctelor Pk∈Vk. 
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Fie n,1k,fsupM,finfm
kk V

kVk ===  şi ∑∑
=

∆
=

∆ ==
n

1k
kk

n

1k
kk volVM)f(S,volVm)f(s  

sumele Darboux inferioară şi respectiv superioară a funcţiei f corespunzătoare 

diviziunii ∆. 

Să observăm că )f(S)P,f()f(s k ∆∆∆ ≤σ≤ , (∀) ∆ ∈ D(V), ∆ = (V1, V2, …, Vn) şi 

(∀) Pk∈Vk, n,1k = . 

 
Definiţia 12.3.1. Funcţia f este integrabilă pe V dacă (∃) I∈R astfel încât       

(∀) ε > 0, (∃) δε > 0 cu proprietatea că (∀) ∆ ∈ D(V), ∆ = (V1, V2, …, Vn), cu 

εδ<∆  şi (∀) Pk∈Vk, n,1k =  avem ε<−σ∆ I)P,f( k . 

Se arată că numărul real I este unic şi prin definiţie I se numeşte integrala 

triplă a funcţiei f pe domeniul V şi se notează 

∫∫∫=
V

dxdydz)z,y,x(fI  (sau ∫∫∫
V

fdV ). 

Să observăm că  )P,f(limfdV k0
V

∆→∆
σ=∫∫∫ . 

Ca şi în cazul integralelor duble se arată că o funcţie mărginită f : V → R 

este integrabilă dacă şi numai dacă (∀) ε > 0, (∃) δε > 0 astfel încât  

(∀) ∆ ∈ D(V), ∆ = (V1, V2, …, Vn), cu εδ<∆  şi (∀) Pk∈Vk  avem  ε<− ∆∆ )f(s)f(S . 

De asemenea, dacă f este continuă pe V atunci f este integrabilă pe V, iar 

dacă V este un domeniu simplu în raport cu axa Oz, adică 

( )




ϕ≤≤ϕ
∈

)y,x(z)y,x(
Dy,x

:V
21

, unde D ⊂ R2 este un domeniu compact care este 

proiecţia domeniului V în planul xOy şi  ϕ1, ϕ2 : D → R sunt continue, atunci 

( )∫∫ ∫∫∫∫
ϕ

ϕ
=

D

)y,x(

)y,x(
V

dxdydz)z,y,x(fdxdydz)z,y,x(f 2

1

. 

Proprietăţi asemănătoare cu cele de la integrale duble se obţin şi pentru 

integralele triple. 

 
Exemplu. Să se calculeze integrala 

=I ∫∫∫
V

zdxdydz , unde V este definit de inegalităţile 

V : x + y + z ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0. 
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Domeniul V este simplu în raport cu axa Oz, 





−−≤≤
∈

yx1z0
D)y,x(

:V , unde D = {(x,y)∈R2 : x + y ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0}. 

  Vom avea 

              

∫∫ ∫∫

∫∫∫∫∫

+−−++=−−=

===
−−

−−

D D

222

D 0

yx12yx1

0
D

.dxdy)xy2y2x21yx(
2
1dxdy)yx1(

2
1

dydx
2
zzdzdxdyI

 

Cum D este un domeniu simplu în raport cu axa Oy, adică 




−≤≤
≤≤

x1y0
1x0

:D  

rezultă 

          

.
24
1dx

3
1xxx

3
1

2
1

dx)xx2xxx21x2x2x1
3
xxx

3
1xx(

2
1

dx)x1(x)x1()x1(x2x1)x1(
3
1)x1(x

2
1

0
x1

)
2
yx2

2
y2xy2yy

3
1yx(

2
1

)xy2y2x21yx(dx
2
1I

1

0

23

1

0

3222
3

232

1

0

2232

1

0

22
32

x1

0

221

0

∫

∫

∫

∫

∫∫

=





 +−+−=

=+−+−+−+−−+−+−+−=

=



 −+−−−−−+−+−=

=
−

+−−++=

=+−−++=
−

 

 

Schimbarea de variabilă la integrala triplă 
 

Considerăm integrala triplă ∫∫∫=
V

dxdydz)z,y,x(fI , unde f : V → R este o 

funcţie continuă, V ⊂ R3 este un domeniu compact cu frontiera o suprafaţă 

simplă, închisă, netedă sau netedă pe porţiuni. 

Considerăm transformarea regulată 








∈

=
=
=

'V)w,v,u(,
)z,v,u(zz
)w,v,u(yy
)w,v,u(xx

:T , adică x,y,z∈C1(V’), 0
)w,v,u(D
)z,y,x(D ≠  pe V’, unde 

V’⊂ R3 este un domeniu compact. 

În aceste condiţii avem: 
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dudvdw
)w,v,u(D
)z,y,x(D))z,v,u(z),w,v,u(y),w,v,u(x(fdxdydz)z,y,x(f

'VV
∫∫∫∫∫∫ =  numită 

formula schimbării de variabile la integrala triplă. 

Expresia diferenţială notată dv şi definită astfel dudvdz
)w,v,u(D
)z,y,x(Ddv =  se 

numeşte element de volum. 

Pentru demonstraţie se pot consulta lucrările [14] sau [19]. 

 

În cazul coordonatelor sferice transformarea T este 









ϕρ=
ϕθρ=
ϕθρ=

cosz
sinsiny
sincosx

:)T( , ],0[],2,0[],R,0[ π∈ϕπ∈θ∈ρ , iar jacobianul 

transformării este ϕρ=
ϕθρ

= sin
),,(D
)z,y,x(DJ 2 , deci  

ϕθρϕρϕρϕθρϕθρ= ∫∫∫∫∫∫ dddsin)cos,sinsin,sincos(fdzdydx)z,y,x(f 2

'VV

. 

În cazul coordonatelor cilindrice transformarea T este 









=
θ=
θ=

zz
sinry
cosrx

:)T( , ]h,0[z],2,0[],R,0[ ∈π∈θ∈ρ , iar jacobianul transformării 

este r
)z,,r(D
)z,y,x(DJ =

θ
= , deci dzrdrd)z,sinr,cosr(fdxdydz)z,y,x(f

'VV

θθθ= ∫∫∫∫∫∫ . 

 

Formula lui Gauss-Ostrogradski 
 
Fie V ⊂ R3 un domeniu compact cu frontiera o suprafaţă Σ, simplă, închisă, 

bilaterală, netedă sau netedă pe porţiuni şi un câmp de vectori 

k)z,y,x(Rj)z,y,x(Qi)z,y,x(P)z,y,x(v ++= ,  de clasă C1 pe domeniul V.  

În aceste condiţii avem: 

∫∫∫∫∫ 







∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=++

+Σ V

dxdydz
z
R

y
Q

x
PRdxdyQdzdxPdydz , unde Σ+ este faţa 

suprafeţei Σ definită de versorul normalei )cos,cos,(cosn γβα , numită şi formula 

integrală a lui Gauss-Ostrogradski. 
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Observaţie. Formula lui Gauss-Ostrogradski se poate scrie vectorial astfel: 

∫∫∫∫∫ =σ
Σ V

dxdydzvdivdnv . 

Exemplu. Să se calculeze integrala 

zdxdyydzdxxdydzI ++= ∫∫
+Σ

, unde Σ+ este faţa exterioară a suprafeţei Σ ce 

limitează domeniul V definit de inegalităţile : x2 + y2 ≤ z ≤ 4 - x2 - y2. 

Vom aplica formula lui Gauss cu P = x, Q = y, R = z şi integrala devine 

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ −−====
−−

+
D

22yx4

yx
DVV

dxdy)yx2(23dzdxdy3dxdydz3dxdydz3I
22

22  

unde  D = {(x,y)∈R2 : x2+y2 ≤ 2}. 

Trecând la coordonatele polare: x = ρcosθ, y = ρsinθ,                             

unde ]2,0[],2,0[ π∈θ∈ρ ,  obţinem   π=ρρρ−θ= ∫∫
π

12d)2(d6I
2

0

22

0
. 

 

Probleme propuse 
 

 1. Să se calculeze: 

   a) 
2

y0,
2

x0:D,dxdy
ysinxsin1

ycos

D

π
≤≤

π
≤≤

+∫∫ ; 

   b) 2x1,1xy,xy:D,dxdy
)y1(

1
D

2 ≤≤≥≤
+∫∫ ; 

   c) 0x,xy,y2yx:D,dxdy)y1( 222

D

≥≤≤+−∫∫ ; 

   d) )1,1(B),1,1(A,OABD,dxdyyx
D

22 −∆=−∫∫ ; 

   e) ,dxdyyxarcsin
D
∫∫ + D limitat de x + y = 0, x + y = 1, y = 1, y = -1. 

 2. Folosind coordonatele polare să se calculeze: 

   a) 222

D

22 ayx:D,dxdyyx ≤++∫∫ , unde  a > 0; 

   b) xy,ayx:D,ydxdy 222

D

−≥≤+∫∫ , unde a > 0; 
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   c) x2y x:D,dxdy)yx( 22

D

22 ≤++∫∫ . 

  3. Folosind schimbări de variabile convenabile să se calculeze: 

   a) x5yx,13yx1:D,dxdy)yx(
D

≤≤≤+≤+∫∫ ; 

   b) 0y,1
b
y

a
x:D,xdxdy 2

2

2

2

D

≥≤+∫∫ ; 

   c) x2yx,2xy1:D,ydxdy
D

≤≤≤≤∫∫ . 

   4. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate ale plăcii omogene       

D ⊂ R2, unde D este limitat de curbele de ecuaţii  x+ y = 3, xy = 2. 

   5. Direct şi cu formula lui Green să se calculeze  xdydx)yx( +−∫
γ

, unde γ 

este frontiera domeniului D ={(x,y)∈R2: x2 + y2 ≤ 2x, y ≥ 0} şi este parcursă în 

sens direct. 

   6. Fie suprafaţa ]2,0[v],a,0[u,kvjvsinuivcosur:)( π∈∈++=Σ . 

 Să se determine aria Σ şi să se calculeze integrala ∫∫
Σ

σ+= dyxI 22 . 

   7. Să se calculeze: 

   a) ∫∫
Σ

σ++ d)zxyzxy( , unde Σ este porţiunea din suprafaţa de ecuaţie 

22 yxz += , decupată de suprafaţa de ecuaţie 0a,ax2yx 22 >=+ ; 

   b) 222222 azyx:)(,d)yx( =++Σσ+∫∫
Σ

; 

   c) ∫∫
Σ

σ++ d)zyx( , Σ  fiind suprafaţa cubului definit de  

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1. 

 
   8. Să se calculeze următoarele integrale de suprafaţă de speţa a doua: 

   a) ∫∫
Σ

++ zdxdyydzdxxdydz , unde Σ  este faţa exterioară a tetraedrului 

limitat de x = 0, y = 0, z = 0, x + y + z = 1; 
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   b) dxdy)yx(dxdz)xz(dydz)zy( −+−+−∫∫
Σ

, unde Σ  este faţa interioară a 

conului de ecuaţie hz0,yxz 22 ≤≤+= ; 

   c) ∫∫
Σ

zdxdy , Σ fiind faţa exterioară a elipsoidului de ecuaţie 

01
c
z

b
y

a
x

2

2

2

2

2

2

=−++ . 

 9. Folosind formula lui Stokes să se calculeze 

∫
γ

+++++ dz)yx(dy)xz(dx)zy( , unde 




=++
=++

γ
0zyx
azyx

:)(
2222

 (sensul de 

parcurs fiind astfel încât domeniul interior să fie lăsat la stânga). 

10. Să se calculeze: 

   a) 2z,z2yx:V,dxdydz)yx( 22

V

22 ≤≤++∫∫∫ ; 

   b) 0z,azyx,zyx:V,dxdydz)zyx( 2222222

V

222 ≥≤++≤+++∫∫∫ ; 

   c) 0z,a2zyx,ayx:V,dzdydxyx 222

V

22 ≥≤++≤++∫∫∫ ; 

11. Folosind schimbările de variabile să se calculeze: 

   a) z2zyx:V,dzdydxzyx 222

V

222 ≤++++∫∫∫ ; 

   b) 8zyx,z2yx:V,dzdydxyx 22222

V

22 ≤++≤++∫∫∫ ; 

   c) 1z0,0y,0x2yx::V,dzdydx)yx( 22

V

22 ≤≤≥≤−++∫∫∫ ; 

   d) 1
c
z

b
y

a
x:V,dydzdx

c
z

b
y

a
x1 2

2

2

2

2

2

V
2

2

2

2

2

2

≤++−−−∫∫∫ . 

  12. Direct şi cu formula lui Gauss-Ostrogradski să se calculeze 

dyzdxxdxydzxdzdyx 223 ++∫∫
Σ

,  unde Σ este faţa exterioară a suprafeţei închise 

a cilindrului  x2 + y2  = a2,  0 ≤ z ≤ h. 

   13. Să se calculeze volumul şi coordonatele centrului de greutate ale 

corpului omogen mărginit de suprafeţele de ecuaţii  y2 + z2 = 4ax, x2 + y2 = 2ax, 

unde a > 0. 
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