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PREFATA

Lucrarea de fata reprezinta o variantd Tmbunatatita a cursului publicat
anterior de catre autor. Ea prezinta notiuni fundamentale ale analizei matematice
cum ar fi cele de limita, continuitate, diferentiabilitate, integrabilitate, etc.

Acest material reprezinta rodul activitatii universitare din ultimii ani, cursuri
tinute la diferite facultati ale Universitatii “Dunarea de Jos” din Galati, de catre
autor.

Pentru o mai buna intelegere a chestiunilor teoretice, cartea are
numeroase observatii, exemple, probleme propuse spre rezolvare gi probleme
rezolvate.

Prezentul curs se adreseaza studentilor din anul | ai facultatilor cu profil
tehnic si universitar, profesorilor din licee care isi pregatesc examenele de
definitivare sau grad, cat si tuturor celor care doresc sa invete si sa aprofundeze
matematica moderna a zilelor noastre.

Tuturor cititorilor mei, studenti, profesori de matematica, ingineri, interesati
de rezolvarea unor probleme matematice, autorul le ureaza lectura interesanta si
sa gaseasca in paginile lucrarii ceea isi doresc.

in incheiere, tin s& exprim multumiri domnilor conf.dr. Petru Vata si
conf.dr. lon Mirica, pentru rabdarea gi atentia cu care au citit intregul manuscris,
facand observatii utile, de care am tinut seama n redactarea finala a lucrarii.

Autorul ramane indatorat tuturor acelora care 1i vor trimite sugestii, alte
puncte de vedere sau vor avea amabilitatea de a-i semnala eventualele erori

structurate n lucrare.

Galati, septembrie, 2006 J. Cringanu



Referenti stiintifici :
Conf. univ. dr. Petru Vata
Conf. univ. dr. lon Mirica

Universitatea “Dunarea de Jos” Galati



CAPITOLUL 1

MULTIMI. RELATII. FUNCTII

Fie X, Y doua multimi nevide si X x Y = { (x,y): xI X, yl Y }, produsul lor

cartezian.

Definitia 1.1. Se numeste relatie binara intre elementele multimilor X si Y
tripletul r = (X,Y,G;), unde G,I Xx Y se numeste graficul relatiei r.
Daca (x,y) T G, spunem cé x este in relatiar cuy si scriem xry.
Se numesgte domeniu al relatiei r multimea
D(r) = {xI X: ($)yl Y astfel incat (x,y)I G, }.
Se numesgte codomeniu al relatiei r multimea
Im(r) = {yl Y:($)xI X astfel incat (x,y)l G, }.
Daca X =Y atuncir se numeste relatie binara pe X (sau relatie pe X).
Dintre relatiile definite intre elementele aceleiagi multimi se disting relatiile

de echivalenta gi de ordine.

Definitia 1.2. Fie X1 @. O relatie r pe X se numegte relatie de echivalenta
daca (Ey) r este reflexiva: (") xI X b xrx;
(Ey) r este simetrica: (") x,yl X astfel incat xry b yrx;
(Es) r este tranzitiva: (") x,y, z1 X astfel incat xrysi yrzpb xrz.
Dacéa xI X definim
Cx={yl X:yrx}-clasa de echivalenta a lui x.
Din definitie rezulta imediat urmatoarele proprietati ale claselor de
echivalenta:
1.(" )Xl Xb C#8;
2. daca x, yl X, >5A/y P C,CC,=0;
3.xryU C=Cy;

4, U Cy=X.
xl X
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Multimea notatd X/r = { C,: xI X } se numeste multimea claselor de

echivalenta.

Definitia 1.3. O relatie r pe X, notata “<” se numeste relatie de ordine
pe X daca
(0,) “<” este reflexiva: (" ) xI X b x < x;
(0,) “<” este antisimetrica: (" ) x,yl X astfel incatx<ysiy<xb x=y;
(03) “<” este tranzitiva: (" ) x,y,zl X astfel incatx<ysiy<zb x<z.
Perechea ( X, <) se numeste multime ordonata.
Daca (") x,yl X avem x <y sau y < x, relatia de ordine se numeste relatie

de ordine totala, iar ( X, <) multime total ordonata.

Exemple.

1. Daca X ' @ atunci relatia de incluziune este o relatie de ordine pe
multimea partilor lui X, multime notata cu P(X).

2. (N%I) ( “I" relatia de divizibilitate) este ordonata dar nu este total

ordonata.

Definitia 1.4. Fie (X, <) o multime ordonata gi Al X, nevida.
Un element mi X se numeste minorant pentru A daca m < x, (" )xI A.

Un element M1 X se numeste majorant pentru A daca x < M, (" )xI A.

Daca mi X este minorant si m I A atunci m se numeste cel mai mic
element al multimii A $i se noteaza m = minA.
Dacd MI X este majorant si M T A atunci M se numeste cel mai mare

element al multimii A i se noteaza M = maxA.

Observatie. Daca A are un cel mai mic (respectiv cel mai mare)
element, din proprietatea de antisimetrie rezulta ca acesta este unic.

Daca submultimea A 1 X are minoranti (respectiv majoranti) spunem ca
A este minorata sau marginita inferior (respectiv majorata sau marginita

superior). Multimea A se numegte marginita daca este minorata si majorata.
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Definitia 1.5. Daca A admite minoranti (respectiv majoranti) si multimea
minorantilor (respectiv a majorantilor) lui A are un cel mai mic (respectiv cel mai
mare) element, acesta se numeste margine inferioara sau infimum (respectiv

margine superioara sau supremum) si se noteaza infA (respectiv SupA).

Observatii.

1. Daca exista infA (respectiv supA), din proprietatea de antisimetrie
rezulta ca acesta este unic.

2. Daca A are un cel mai mic (respectiv cel mai mare) element atunci

existd infA = minA (respectiv supA = maxA).

Multimea numerelor reale
Pornind de la multimea numerelor naturale N ={0,1,2,...} se poate face o
constructie riguroasa a multimilor Z si Q (vezi [7]):

Z={0,%1, £2,...} - multimea numerelor intregi.
Q={":mni Z,nt 0} - multimea numerelor rationale.
n

Pentru multimea numerelor reale, notata cu R vom prezenta o constructie

axiomatica.

Definitia 1.6. Numim multimea numerelor reale o multime R Tnzestrata cu
doua operatii algebrice:
“+” —adunarea, (x,y)® x+yI1 R;
“” —inmultirea, (x,y) ® xyl R;
si cu o relatie de ordine totala “<” care satisfac urmatoarele grupe de axiome
| (R,+,) este corp comutativ, adica
1) (")xy,zl RP (x+y)+z = x+(y+2);
2) ")xYIRP x+y=y+Xx;
3) ($) 01 R astfel incat 0+ x =x, (" )XI R;
4) (") xI R, ($)x =-xI R astfel incat x+ (-x) = 0;
5) (") xy.zl RP (xy)z = x(yz);
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6) (")xyl RP xy=yx.
7) ($) 1T R, 1t 0 astfel incat 1'x =x, (" )xI R;

8) (")xI R,x1 0, ($)X'1:)1(T R astfel incat x " x*'=1;

9) (")x,y.z RP x(y+z) = xy+ xz.
Il (R, <) este total ordonata si relatia “<” este compatibila cu structura de
corp, adica:
10) (")xIRP x<x;
11) (") xyl Rastfelincatx<ysiysxb x=y;
12) (") xy,zl Rastfelincatx<ysiy<szb x<z;
13) (")xyl Ravemx<ysauy<x;
14)  (")xy,zZlRcuxsyb x+z<y+z
15) (")xy,zlRcux<ysiO<zb xz<yz.
11 Axioma de completitudine a lui Cantor-Dedekind:
Pentru orice submultime A | R, nevida si majoratd existd margine

superioara, supAl R.

Observatii.

1. Pentru (" )x,yl R definim x-y = x+(-y) iar daca, in plus, y ¢ 0 atunci X xy™.
y

2. Din axiomele lui R, cum 11 R rezulta ca si elementele 2=1+1, 3=(1+1)+1,...
vor apartine lui R. Aceste elemente le vom numi numere naturale iar multimea lor
o0 vom nota cu N.

Daca ni N atunci —nl R si multimea elementelor 0,1,-1,2,-2,... 0 vom nota
cu Z si se numeste multimea numerelor intregi.

Daca x,yl Z, y ! 0, atunci xy™ R iar multimea elementelor de forma xy™ cu
x,yT Z,y ' 0 o vom numi multimea numerelor rationale si o vom nota cu Q.

SaobservamcaNI Z1 QI R.

3. Relatiei de ordine “<” i se poate atasa relatia “<”, numita de ordine stricta si
definita astfel: x <y <=>x<ysixty, (" )xyl R.

De asemenea, daca x < y(respectiv x £ y), mai scriem y > X (respectiv

y3 X).
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Numerele reale x pentru care x 3 O( respectiv x > 0 ) se vor numi numere
pozitive(respectiv strict pozitive), iar numerele reale x pentru care x £ 0 (respectiv
x < 0), se vor numi numere negative (respectiv strict negative).

Vom nota prin

R, - multimea numerelor reale pozitive;

R’ - multimea numerelor reale strict pozitive;

R. - multimea numerelor reale negative;

R’ - multimea numerelor reale strict negative.
AtunciR=R,E R_, R,C R.={0}.

Daca a, bl R, a < b definim multimile

(ab)={xIR:a<x<b}

[ab]={xIR:af£x£b}

[ab)= {xXIR:afx<b}

(a,b] = {xI R:a<x £ b}, numite si intervale marginite.
Prin definitie (a,a ) = [a,a) = (a,a] = 9, [a,a] = {a}.

Pe R se mai definesc gi urmatoarele tipuri de intervale nemarginite:
(-¥a)={xIR:x<a}, (-¥,a={xI R:x £ a};
(a¥)={xIR:x>a}, [a,¥)={xI R:x3 a}.

O multime IR se numeste interval dacd pentru (") abll si

aEcf£bb cl |

Pentru orice numar real x definim modulul sau valoarea absoluta a lui x,
notat Ixl, prin

x,dacax3 0

]
X[ =]
1- X,dacax <0
Din axioma lui Cantor-Dedekind si definitia marginii superioare (respectiv

inferioare) obtinem urmatoarele doua teoreme:

Teoremal.l. Fie Al R nevida si marginita.
Atunci ($) M =supAT R si este caracterizat astfel :
) xEM, (") Xl A;

i) (")e>0,($)x.] Aasfelincat x.>M-e.
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Teoremal.2. Fie A1 R nevida si minorata.
Atunci ($) m =infAT R si este caracterizat astfel:
) meEx, (") xTA;
i) (")e>0, ($)x.] Aastfel incat xe<m + e
Urmatoarea teorema este cunoscuta si sub numele de proprietatea lui
Arhimede:

Teoremal.3. Dacd x > 0 si y > 0 atunci existd nT N’ asfel incat nx >y.

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd canx £y, () ni N".

Fie A={nx: nl N'}. Atunci A este nevid& si majoratd si din teorema 1.1
existd M = supAT R. Pentru e=x > 0 existd xd A astfel incat M-x < x, £ M.

Cum xd A, existd no N° astfel Tncat xs= ngx si atunci vom avea

M-x < ngx £ M, de unde M < ( n0+l)xT A, care contrazice faptul ca M = supA. =

Observatie. Multimea numerelor reale se mai numeste si dreapta reala,
deoarece se poate stabili o corespondenta bijectiva (bijectia lui Descartes) intre
elementele lui R si multimea punctelor de pe o dreapta.

Fie Al R nevida.

Daca A nu admite majoranti, prin definitie SupA = +¥.

Daca A nu admite minoranti, prin definitie infA = -¥.
Definim R= RE{-¥,+¥} si vom numi aceasta multime dreapta reala incheiata
(sau multimea extinsa a numerelor reale).

Relatia de ordine uzuala din R se extinde peR prin conventiile

¥ <H¥ | ¥ <X, X<+¥, (" )X R.

In felul acesta R devine total ordonata si orice submultime nevida A1 R
are atat supremum cat si infimum.

Operatiile algebrice ale multimii R se extind la R fara a fi insa peste tot
definite.

Astfel se definesc:

¥ +x=x+¥ =¥, (" )Xl R, x1 -¥;
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¥ Hx=x+(¥) =¥ ()Xl R, x +¥;

i+¥,dacax>0
¥ XX =XX =

1- ¥,dacax<0

Nu sunt definite operatiile:

¥ -y, i 0¥ . ¥° etc...

Daca a,bl R,a < b se definesc in R urmétoarele tipuri de intervale:
(ab)={xi Rra<x<b};
[a,b] ={xI R:aE£x£b};
[ab)={xI R:a£x<b};
(ab]={xI R:a<x£b}.

Functii
Fie X si Y doua multimi nevide.

Definitia 1.7. Se numeste functie de la X la Y o relatie f = (X, Y, G;) cu
proprietatile

i) D(f) =X;

i) (") xI Xsi (") (XY, X, ¥2) T Gt b y; =y, (deci oricarui element
xI X i se asociaza un unic element yl Y astfel incat (x,y) T Gs).

Pentru o functie se folsesc notatiile :

f:X® Ysau x® f(x), xI X.

Multimea X se numeste multime de definitie a functiei f, Y codomeniu (sau

domeniul valorilor) iar GiI X" Y se numeste graficul functiei f.

Observatie. In locul termenului de functie se mai folosesc si termenii de
aplicatie, transformare, operatie, operator sau reprezentare.

Fie f: X® Y ofunctie, Al X,BI Y.
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Multimea f(A) = {f(x) : xT A}I Y se numeste imaginea directa a lui A prin
functia f iar multimea f'(B) = {xI X : f(x) T B} se va numi imaginea inversa a lui B
prin functia f.

O functie f : X ® Y se numeste injectivd daca pentru (" )x;,x2 1 X cu
X1t Xob (X))t f(Xp).

O functie f : X ® Y se numeste surjectiva daca pentru (" )yl Y, ($)xI X
astfel incat f(x) =y (sau echivalent Imf =Y).

O functie f :X ® Y se numeste bijectiva daca este injectiva gi surjectiva.

Daca f:X® Ysgi g:Y® Zdefinim functia compusa h: X® Z, h=gof,
unde h(x) = g(f(x)), (") xI X.

Fie 1x: X ® X functia identica pe X, 1x(x) = x, oricare ar fi xI X si 1y:Y® Y
functia identica pe Y.

O functie f :X ® Y se numesgte inversabila daca ($) g :Y ® X astfel incéat
fog=1ysigof=1x

Se arata ca functia g, in ipoteza ca exista, este unica si prin definitie g se

numeste inversa functiei f si se noteaza g =f ™.

Teorema 1.4. O functie f : X ® Y este inversabila daca si numai daca este

bijectiva.
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CAPITOLUL 2

SPATII METRICE. SIRURI IN SPATII METRICE

2.1. Spatii metrice. Definitie. Exemple

Definitia 2.1.1. Fie X* @. O functied : X~ X® R se numesgte metrica (sau
distanta) pe X daca:
(My) d(x,y) 2 O, (" )x,yl Xsid(x,y)=0U x=y;
(M2) d(x,y) = d(yx), (") yT X;
(M3) d(x,z) £ d(x,y)+ d(y,2), (") x,y,zT X

Observatii.

1. Elementele unui spatiu metric se numesc puncte.

2. Inegalitatea (M3) se mai numeste si inegalitatea triunghiului.

3. Pe orice multime X * @ se poate defini o structura de spatiu metric.In

) ; il,d 1
acestsensfie d: X~ X® R, d(x,y) = : aca x*y
10,daca x =y.

4. Pe aceeasi multime se pot defini mai multe metrici deci mai multe
structuri de spatiu metric.
5. Daca Xy, Xz,..., Xal X, N3 3, se arata prin inductie matematica ca

d(X1, Xn) £ d(X1, X2)+ d(X2, X3)+...+ d(Xp.1, Xp).

Exemple.
1. X=R, d:R" R® R, d(x,y)=[x-y|, (" )x,yl R, numita si distanta euclidiana. S&
observam ca d(x,y) reprezinta distanta obisnuita (in sensul geometriei euclidiene)

intre doua puncte M si N de pe axa reala, de coordonate x si respectiv y.

2. X=R"n31, d:R" R"®R, d(x,y)= /én (X - ¥)?2 . ()XY R, X=(X1,X2,..00 Xn),
i=1

y=(Y1, Y2,---, Yn), NuMIta gi distanta euclidiana. Sa observam ca, dacan =2
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atunci d(x,y) = \/(Xl' y1)? +(x, - y,)° reprezintd distanta obisnuitd (in sensul

geometriei euclidiene) dintre doua puncte din plan M(xy, X2) si N(y1, Y2).

Pe R" se pot defini si alte distante, de exemplu:

di(x,y) = & % - vi|, da(xy) = rp%X\xi -
i=1 -

O clasa importanta de spatii metrice sunt spatiile vectoriale normate.

Definitia 2.1.2. Fie X/K (K = R sau C) spatiu vectorial.
Se numesgte norma pe X o functie reala notata |[#|: X ® R cu proprietatile:
(Na) [IxlI® 0, (") xI Xsilx[[=00 x=aq;
(N2) (I = I, ) T TR () xTX
(N3) [Ix+yIl £ X[+ Iyl () %, y T X
Un spatiu vectorial inzestrat cu 0 norma se numeste spatiu vectorial normat.

Observatie.
Un spatiu vectorial normat este un spatiu metric cu distanta indusa de

norma astfel: d(x,y) = |x-yll, (" ) x, yI X.

Exemple.
1.X=R,[X]|= X, (") xI R;
2.X=R"n31, [x]|=./& x?, (") XI R", X = (X1, X2,..., Xn).
i=1
Astfel (R", ||| ) este un spatiu vectorial normat. Pe R" se pot defini si alte

norme, de exemplu:

8
IXIk=a x|, [IXIl .= maxx;.
i=1 i=Ln

Sa observam ca, pentru n =1,

Xk = Il = Il = xI, (") x T R.
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2.2. Siruri in spatii metrice

Definitia 2.2.1. Fie (X,d) spatiu metric, x T Xsir> 0.
Multimea notatd B(x,r) = {y 1 X: d(y,x) <r} se numeste bila (sau sfera)
deschisa de centru x si raza r, iar B[x,r] = { yl X :d(y,x) £ r} bila (sau sferd)

inchisa de centru x sirazar.

Exemple.

1. X =R, d(y,x) = |x-y|,
B(x,r) ={y T R:|y-x| < r} = (x-r, x + r), deci bila deschisa este intervalul deschis
(x-r,x +7r)centrat in Xx.
Evident B[x, r] =[x -r, x +1].

2. X= RZ, d(X,y) :\/(Xl' yl)z +(X2 - yz)2 ' (" )Xin R2 X = (Xl,XZ)i y= (Y1,Y2),

BOur) = {yl R%:d(yx)<r} ={yl R% (- y2)* +(x, - y,) <1} =y =(yo.y2)i R% (1))’ +

+ (y2-X2)° < r’} =interiorul cercului de centru C(xy,X,) si raza r.

O proprietate importanta a spatiilor metrice este aceea de separabilitate,
adica (" ) x,yl X, x 1y, ($) r > 0 astfel incat B(x, r) C B(y, r) = &

intr-adevar, fie x,yl X,x*y,d=d(x,y)>0sir :g. Atunci B(x,r)CB(y,r) = /&
Daca ($) zT B(x, r) C B(y, r), atunci

O0<d(xy)=d£d(x,z)+d(z,y)<r+r =2r = 2:, contradictie.

Definitia 2.2.2. O multime A1 X se numeste marginita daca ($) xI X si
r> 0 astfel incat AT B(x, 1) .

O multime V I X se numeste vecinatate pentru xI X daca ($) r > 0 astfel
incat B(x,r) I V. Fie J (x) = { VI X : V vecinatate pentru x } = multimea

vecinatatilor lui x.

Definitia 2.2.3. Fie (X,d) spatiu metric. Se numeste sir de puncte in
spatiul metric X o functie f :N ® X .Valorile acestei functii le notam cu x, = f(n)i X

si pentru un sir mai folosim notatia (x, ), Sau (Xn).
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Daca (x,) este un sir in spatiul metric (X,d) si ko<k;<...<k.<... este un sir

strict crescator de numere naturale atunci sirul (y,) , unde y, = x, se numeste
n

subsir al sirului (x,) si scriem (x, )T (Xp).

Observatie. Cum (k) este strict crescator rezultd cd k, 2 n, (")n1 N.

Definitia 2.2.4. Un sir (x,) | X este convergent catre xI X si scriem x,® x

sau "@Ql x, =x daca (" )VI J (x), ($) n,] N astfel incat x, V, (") n3 n,.
n

In caz contrar sirul (x,) este divergent.

Observatie. Daca (x,) I X este un sir convergent catre xI X atunci in orice
vecinatate V a lui x se afla toti termenii sirului (deci o infinitate) exceptand un

numar finit.

Propozitia 2.2.1. Fie (X,d) un spatiu metric, (x,) I X si xI X.Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

1. lim x, =X;
n® ¥

2.(")e>0, ($) nel N astfelincat (") n3 ne d(X,,X) <€

3. sirul de numere reale (d(xn,X))ni n €Ste convergent catre zero.

Demonstratie.

1.p 2.Fiee>0siVe=B(x,e T J(x). Din 1) ($) n=nd N astfel incat
(") N3 ng X,1 Ve= B(X, €), sau echivalent d(x,,x)< e.

2.p 1. Fie V1 J(x); atunci ($)r > 0 astfel incat B(x,r) I V si folosind 2)
($) n = nJ N astfel incat (") n 3 n,, d(X,X) < r, sau echivalent x,I B(x,r) 1 V
(" )nén,.

2. U 3. evident. -

Definitia 2.2.5. Un sir (x,) din spatiul metric (X,d) se numeste sir Cauchy
(sau fundamental) daca (") e > 0, ($)nd N astfel incat (" )m,n3ne, d(XmXn) < €
sau echivalent (ludnd m = n+p, cu pi N):

(")e>0, ($)nel Nastfelincat (")ns3 nesi (") p3 1, dXnepXn) < &
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Teorema 2.2.1. Fie (X,d) un spatiu metric. Atunci:
1. Daca un sir este convergent, limita este unica.
2. Orice sir convergent este sir Cauchy.
3. Orice sir Cauchy este marginit.
4. Orice subsir al unui gir convergent este convergent catre aceeasi

limita.

Demonstratie.

1. Fie (x,) I X. Presupunem prin absurd ca ($) x, y T X, x ¢ y astfel incat
Xn® X, Xn® y. Cum X este separat ($) r > 0 astfel incat B(x,r) C B(y,r) = &£ Cum
Xn® X, ($) nid N astfel incat x,I B(x, r), (") n3 n.Cum x,® vy, ($) n,l N astfel
incat x,l B(y,r), (")n3 n,
Pentru n 3 max(n;,n;) avem x,I B(x,r) C B(y,r= @, contradictie.

2. Fie (xo) I X, x,® xI X sie> 0. Atunci ($)n.i N astfel incat

"\ 3 €
(") N2 e d(xnx) <.

Pentru m, n 3 ne, d(Xm,Xn) £ d(Xm,X) + d(X,Xp) <§ +§ = e, deci (x,) este sir Cauchy.

3. Fie (x,) I X sir Cauchy si e=1. Atunci ($) no1 N astfel incat (" ) m, n3ng
d(Xm,Xn) < 1.Pentru n = no obtinem d(Xm,Xn ) <1, (") m 3 no,adica Xl B(Xn 1),
(")m?3no.

Luand r = max {1,d(Xn , Xo),....d( Xn ,, Xn,-1)}, rezultd x, T B(Xn, 1),

(") nT N, deci (x,) este sir marginit. In particular, daca (x,)este convergent
atunci (x,) este marginit.

4. Fie (X)) T X, X, ® x8i (X )1 (Xn) un subsir al sau.

Pentru (" ) e> 0, ($) nel N astfel incat d(x,, X) < e, (") n3 ne Cumk,3 n,

") n1 Nrezultd ca d(xkn X)<e (")n3 ne adica an® X. [
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2.3 Siruri in spatii metrice particulare

Proprietatile generale ale sirurilor in spatii metrice raméan valabile si Tn
spatiile metrice particulare R, R, k 3 2.
in aceste spatii, pe langa proprietatile generale sirurile au si proprietati

specifice.

A. Siruri de numere reale

Fie spatiul metric X =R sid(X, y) = [x - y|, distanta euclidiana.

Conform definitiei 2.2.2 o multime V I R este vecinatate pentru xI R daca
($) r > 0 astfel incat B(x,r) = (x-r,x+r) 1 V.

Din propozitia 2.2.1 un sir de numere reale (x,) I R este convergent catre
xIRU (")e>0,($)nel Nastfel incat |x,-x |<e, (") n3 n,.

Conform definitiei 2.2.5 un sir (x,) | R este sir Cauchy daca (") e > 0,
($) nd N astfel incat (" )m,n 3ne, | Xm-Xn | < € sau echivalent (ludnd m = n+p, cu

pI N):(")e>0,($) nl Nastfelincat (")ns3 ne, (")p=2 1, | XnupXn|< e

Definitia 2.3.1. Un sir (x,) I R se numeste monoton crescator (respectiv
descrescator) daca X,.1 3 X, (respectiv £ ), (") nl N. Un sir (x,) | R se numeste
monoton daca este monoton crescator sau monoton descrescator.

Daca inegalitatile sunt stricte, (x,) se numeste strict crescator (respectiv

strict descrescator).

Definitia 2.3.2. Un sir (x,) I R este marginit inferior (respectiv superior)
daca multimea termenilor sai este minorata (respectiv majorata), adica daca
($) al R (respectivb 1 R) astfel incat x,3 a (respectiv x,£ b), (") nT N.

Un sir (x,) I R este marginit daca este marginit inferior si superior, adica
daca ($) a, b1 R astfel a £ x,£ b, (") nT N, sau echivalent: ($) M > 0 astfel
incat [x,|£M, (")nT N.

Un sir (x,) I R este nemarginit daca nu este marginit.
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Prezentdm 1in continuare cateva rezultate cunoscute referitoare la

convergenta girurilor:

Teorema 2.3.1. Fie (Xp), (yn) doua siruri de numere reale astfel incat

X®xI R, y, ® yl R. Atunci sirurile (x, + yn), (I Xn), cu IT R, (XaYn), ?"8 cu
Yno

Yn ! O, sunt convergente si
1. lim(x, +Yy,)=x+Yy;
n|®¥(xn yn) X y:
2. lim(l x,)=1x;
n® ¥

3. lim (X,Yn) =Xy

4. lim ﬁzf, dacay?® 0.
n®¥ Yy, Yy
Teorema 2.3.2. (Teorema clestelui). Daca (x,), (Yn), (z,) sunt trei giruri de

numere reale astfel incat x,£ y, £z, (") nT Nsi limx, = limz, =x1 R, atunci
n® ¥ n® ¥

(yn) este convergent si Ii@grl Yn =X
n

Teorema 2.3.3. (Cesaro). Orice sir marginit de numere reale are cel putin

un subsgir convergent.

Teorema 2.3.4. (Weierstrass).

1. Orice sir de numere reale monoton crescator $i marginit superior este
convergent iar limita sa este marginea superioara a multimii termenilor sai.

2. Orice sir de numere reale monoton descrescator si marginit inferior este

convergent iar limita sa este marginea inferioara a multimii termenilor sai.

in continuare vom arata ca notiunile de sir numeric convergent si sir

Cauchy sunt echivalente.

Teorema 2.3.5. (Cauchy). Un sir de numere reale este convergent daca si

numai daca este sir Cauchy.
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Demonstratie.

i) Fie (x,)1 R, x,® x1 R.Vom arata ca (x,) este sir Cauchy.

Fie e> 0; cum x,® X, ($) nd N astfel incat (" ) n 3 ng, | XX | < g si atunci

pentru m,n 3 novom avea | Xpm- Xn | = [ Xm- X+ X - X | £ [ Xm =X |+ | Xn— X | <
e e . .
<E + 5 = g, deci (X,) este sir Cauchy.

ii) Reciproc, sa presupunem ca (x,) este sir Cauchy si vom arata ca
($)xI R astfel incat x,® X.
Cum (x,) este sir Cauchy, din teorema 2.2.1 (x,) este marginit si din

teorema 2.3.3 sirul (x,) contine un subsir convergent (xx_); fie xI R, limita sa.

Vom arata ca x, ® Xx.
. N . A e
Fie e>0; cum xc ® X, ($) nd N astfel incat | xq -x | < > (")n3 ne

Pentrun?3 ng cum k,3 n3 n.vom avea

€ €
| Xn-X | = [ Xn = X, + X X [E [ Xn= Xk |+ [ Xk, - X[ < 5+5: e
si demonstratia este incheiata. ]
. & sinkx N y
Exemplu. Fie sirul cu termenul general x, = g , XI R. Vom arata
w1 k(k +1)
ca (xn) este sir Cauchy, deci convergent.
Fiee>0,n,pl N.Vom avea:
‘ nep = Xn = sin(n+Dx 4 Sin(+p)x £ 1 +...
" (n+D(n+2) (n+p)(n+p+1) | (n+D(n+2)
1 1 1 1 1 1 1
+ = - + - +...... + - =
(n+p)(n+p+) n+l n+2 n+2 n+3 n+p n+p+1
1 1

= - < ! <e,dacan+1>10 n>to1,
n+l n+p+1 n+1 e e

Fie ne= [1] siatunci (")n2® nesi (") p?3 1vom avea \ Xoip = X <€, deci
€

(xy) este sir Cauchy.
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Siruri cu limita +¥ sau - ¥

Definitia 2.3.3. O multime V 1 R se numeste vecinatate pentru +¥ daca
($)al R astfel incat (a,+¥)1 V.

O multime V1 R se numeste vecinatate pentru -¥ daca ($) al R astfel
ncat (-¥,a)l V.

Definitia 2.3.4. Un sir (x,) I R are limita +¥, Ii@grlxn:+¥, daca
n

(") VI J(+¥), ($) n,1 N astfel incat x, V, (") n3 n..

Analog definim giruri cu limita - ¥.

Observatie. Luand vecinatati pentru +¥ de forma ( e+¥), cu e> 0 rezulta

cd limx, = +¥ U (")e>0,($)ned Nastfelincatx,>e, (") N3 ne
Analog Ii@grl x,=-¥ 0 (")e>0, ($) nel N astfel incat x,<-g (") n?3 ne
n

Prezentam in continuare cateva rezultate referitoare la sirurile cu limita +¥

sau -¥.

Teorema 2.3.6.
1. Daca (a,) I R este un sir cu limita +¥ iar (x,) este astfel incat a, £ x,,

(") nl N, atunci () lim x, =+¥ .
n® ¥

2. Daca (b)) | R este un sir cu limita -¥ iar (x,) este astfel incat x, £ b,

(")n TN, atunci ($) lim x, =-¥ .
n® ¥

Teorema 2.3.7.

1.Daca lim x, =+¥ si li =y] R\{-¥} atunci lim(x,+y.)=+¥.
lim si limy,=y {-¥} ($) n®¥(n Yn)

2. Daca r!grlxn =-¥ silimy =yl R\{+¥} atunci %) r!l@gr;é(xn+yn):-¥.

3.Daca Ilim x, =+¥ si Iim =y >0 atunci lim (x =+¥ .
Iim X, si limy, =y (%) n®¥( nYn)

4. Daca lim x, =+¥ si lim =y <0 atunci lim (x =-¥.
Iim X, si limy, =y (%) n®¥( nYn)
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Teorema 2.3.8.
1. Daca (x,) este un sgir crescator si nemarginit superior atunci

lim x, =+¥.
n® ¥

2. Daca (x,) este un sgir descrescator si nemarginit inferior atunci

lim x, =-¥.
n® ¥

Observatie. Din teroremele 2.3.4 si 2.3.8 rezulta ca orice gir monoton de

numere reale are limitd in R.

Limita superioara si limita inferioara
Fie (xn) un sir de numere reale si An= {Xn, Xn+1,--- }» nl N.
S& observam ca A, E An, (") ni N.

Fie yn = SuUpA, = sup Xy, z,=infA,= |nf Xk .

k3n
Se observa ca sirul (y,) este descrescator in timp ce sirul (z,) este

crescétor si atunci (yn) si (z,) au limita in R .

Definitia 2.3.5.
1. Elementul yl R,y = limy, se numeste limiti superioara a sirului (x,) si
n® ¥
se noteaza y = lim supx, sau y = limx,.
y n® ¥ P %n y n® ¥ n
2. Elementul zI R, z = lim z,, se numeste limita inferioara a sirului (x,) si
n® ¥
senoteaza z = liminfx, sau z = lim x,
n® ¥ ne ¥
Observatie. Cum lim y, = |nf f ¥n rezulta ca
n® ¥

lim supx,= |nf sup Xy Sianalog
n® ¥ N k3n

lim inf x,, = supinf x, .
n® ¥ nl N k3n

.. n
Exemplu. Fie sirul cu termenul general x,, = Coszp.
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L kp _ " N — kp . _
Atunci zn—lnf{cos?.k3 nf=-1,(")nl N$|yn—sup{cos?.k3 n} =1,

"Ynl N deci liminfx, = -1, limsupx, = 1.
) n® ¥ n n® ¥ PXn

Observatie. Cum z, £ y,, (") nl N rezulta ca limz, £ 'E@”; y, Siatunci
n n

liminf x. £ lim supx...
ne ¥ " ey PXn

Teorema 2.3.9. Un sir (x,) I R are limitd in Rdacd si numai daca

liminf x_ = lim supx.,.
n® ¥ " ey P X

Inacest caz lim x,= liminfx,= lim supx,,.
n® ¥ n® ¥ n® ¥

Demonstratie.

1. Presupunem ca (x,) are limita in R si fie x = lim x,. Deosebim cazurile:
n® ¥

a) xI R; atunci pentru (") e> 0, ($) ne] N astfel incat (") n3 np

e e
|xn-x|<5,deunde xn<x+5 ,(")n3ne.

- T e . .
De aici rezulta ca yn =sup {Xn:n3 net £ x+5 si cum (y,) este descrescator,

pentru (" )n3 ne, Y, £ Yy £x+§.
e
Trecand la limita cu n ® ¥ obtinem

— . € .o
limx, = limy, £x+_ <x+ e deci limx, <x+e
ne ¥ n®¥ 2 ne ¥

Cum e > 0 este arbitrar rezulta c& @ x, £X.
n

Analog se arata ca limx_3x si cum lim x_ £ limx, varezultaca x =limx_=limx,.
n® ¥ n® ¥ n® ¥ n® ¥ n® ¥

b) lim x, = +¥; atunci (") e> 0, ($) nel N astfel incatx,>e, (") N3 ne
n

De aici rezulta ca

z, =inf{ X, X, 41 .} ¥ esicum (z,) este crescator z,3 z, % g
e e e

e

(")n3 ng, deunde lim z, =+¥, adica liminfx, =+¥ .
n® ¥ n® ¥
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Cum lim x, £ limx, , rezultd ca limx,=+¥ sideci imx, = limx,=+¥ .
n® ¥ n® ¥ n® ¥ n® ¥ n® ¥

c) Cazul lim x, =-¥ se trateaza analog.
n® ¥
2. Reciproc, presupunem ca limx, = limx = X gi vom arata ca

(%) lim x,, = x . Deosebim cazurile:
n® ¥

a) xI R;1n acest caz avem Ig@nl y,=x sideci(")e>0,($)nd N
n

astfel incat |y,-x| <e (" )n2 n'e.

Cum x, £ supx, =y, rezulta ca

k3n
Xn<x+e (")ns3n,. (2.2)

Pe de alta parte, cum limx, = x rezulta ca limz,=x, deci (") e > 0,
ne ¥ n® ¥

($) n”d N astfel incat |z-x| < e, (") N3 n’.
Cum x,2 z,, (") nT1 N, rezulta ca
Xn>X-6 (")nd n’. (2.2)
Pentru n 3 ng= max{n’e,n”g}, din (2.1) si (2.2) vom avea |x,-x| <& (") n 3 ng, deci

lim x, =x.
n® ¥

b) X=+¥; atunci din lim z,=+¥ rezulta ca pentru (") e > 0,
n® ¥

($) ne1 N astfel incatz, > e, (") n 3 ne.

Cum x, 3 zn,(" )nT N rezulta ca x, > e,(" )n 3 ne, deci r!!@n; X, = +¥.

c) Cazul x = -¥ se trateaza analog. n

Definitia 2.3.6. Fie (x,) un sir de numere reale.Un punct xI R se numeste
punct limita pentru sirul (x,) daca in orice vecinatate V a lui x se afla o infinitate

de termeni ai sirului (xp).

Fie A = {x1 R: x punct limita pentru sirul (x,)}.
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Observatie. Din definitie rezultd imediat ca xI R este punct limita pentru

sirul (x,) daca si numai daca exista un subsir (xkn)l ( ) astfel incat Igrl Xi, = X.
n

Exemplu. Fie X, :cosrlf,(" )ynT N. Atunci A ll
|

2

Observatie. Daca (x,) este un sir de numere reale se arata ca
lim infx, =inf A si I|m SupX,, = SUpA.
n® ¥

Teorema 2.3.10. Fie (x,) un sir de numere reale strict pozitive. Atunci

lim inf *7*L £ lim infy/x,, £ lim sup/x, £ lim sup "L

n® ¥ Xn n® ¥ n® ¥ Xn

Demonstratie. Inegalitatea din mijloc este evidenta. O vom demonstra pe

prima, iar a treia se demonstraza analog.

Fie a = lim inf X0+ ,b=1lim7x, . Vom arata ca a £ b. Daca a = 0,
n® ¥ Xn n® ¥

inegalitatea este evidenta.

Sa presupunem deci a >0 si fie e>0 astfel incat a- e>0.

X .o X . N oA
Cum a = liminf ™™*1 =supinf “k*1 > a - e, existd un rang ngl N astfel ncat
n® ¥ Xn ni N K3 X,

inf Xk > g - e, de unde rezulta ca
k3 ng Xi

Xt 5 5 . e(" k3 n, (2.3)
Xk

Xn-1
anxnz X

Fie n 3 ng; vom avea X, =
No

x,>(a- " xxno,(" )n3 n,
sau echivalent x, >(a - €)">a, unde a=(a- eJ"x,, >0.
Obtinem atunci ©/x, >(a- eR/a,(" )n3n, si prin trecerea la limita
o =
inferioara b —r!grl mff{/xﬁn 3 r!grl mf(a e)\ﬁ a-e

Cum e> 0 este arbitrar rezulta b 3 a si demonstatia este incheiata. m
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Observatie. Din teoremele 2.3.9. si 2.3.10. rezulta ca daca (x,) este un gir

de numere reale strict pozitive astfel incat ($)"<§Q Yo 2| unde 0 £ L £ +¥ atunci
n Xn

($)lima/x, =L.

n® ¥
B. Siruri in spatiul metric R, k3 2
Fie spatiul metric R* cu distanta euclidian
k
dix,y)=[x-y|= & (x- i)', (" ) yT RE, x= (X0 X00 %), Y =YY, .0
i=1
Dacé (x,) este un sir in R* atunci termenul sau general x, este de forma
X, = (x},,xrz,,...,xﬁ)T R¥, deci unui sir (x,) din R* Ti corespunde k siruri de numere
reale (xfl) (xﬁ) (xﬁ) numite siruri componente. Conform propozitiei 2.2.1. un sir
(x,) din R* este convergent catre xi R* dacad si numai dac& (")e >0, ($)nd N
astfel incat || x,—x|[<e (") n3 ne
Un sir (X,) din R este sir Cauchy (sau fundamental) daca si numai daca

(")e>0, ($) nd N astfel incat (*) m, n 3 ncavem [x,, - X,| <e.

Teorema 2.3.11. Un sir (x,) din R¥, x, = (x},xﬁxﬁ) este convergent in
R" dacé si numai daca sirurile componente (xt), (x?), ..., (x) sunt convergente
inR.

Demonstratie.”p ” Presupunem ca (x,) este convergent in R* si fie

lim x, =xT R*,x = (Xy,Xp,..., X, ) .Vom ardta ca xi ® x, (" )i=1k.
n

Fie il 1k sie>0; cum x, ® x,($)n, 1 N astfel incat | x,- x|<e(")n3 n,.

Cum ‘ X - X, ‘£H x,- x[,(")nT N rezultd c& (" )n3n,

x‘n—xi‘EH X,- x| <e

adica x|, ® x;.

“U” Presupunem ca x! ® x,1 R,(")i=1,k si vom ardta ca

X:®X, unde X = (X1,Xz,...,x)1 R
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Fie e>0; cum x. ® x,,($)n T N astfel incat (* )n3 n,| x - x, <\/eE'

Luand n, = max{ni, nﬁ,...,n‘;} rezulta ca (" ) n 3 novom avea

k 2
| x,- x| = <'°5’l(x‘n—xi)2<1 k%:e, deci x,® x. n
i=1

Observatie. Din aceasta teorema rezulta ca in cazul convergentei avem

lim x, =&im x}, lim x2,..., lim x* €,
n® ¥ ®¥ n® ¥ n®e¥ @
. N 2 &; aen (jno
Exemplu. Fie (x,)1 R% x,=%n,g— +%,n32
& entleg
&n ¢
Avem X, = (x},xﬁ) unde x; =¥Un, x2=¢— = .
en+lg
. 1 _ Q/7_ P 1
Cum lim x;; = lim ¥n =1 rezulta ca \x;, | este convergent.
n® ¥ n® ¥
N R 1 1 < x (o2
Cum lim x;, = lim ———— =~ rezulta ca \x; | este convergent.
n® ¥ n® ¥ 1 e
5. 10
e Ng

. ) . . 16

In concluzie (x,) este convergent in R%si lim x. =¢&L =
n—G

n®¥ e €g

Observatie. Rationand asemanator ca in demonstratia teoremei 2.3.11. se

aratd ca un sir (x,) din R¥, x, = (xﬁxﬁxﬁ) este sir Cauchy in R dac4 si numai

daca sirurile (xt), (2)..... (x‘) sunt siruri Cauchy in R.

2.4. Spatii metrice complete

Fie (X,d) un spatiu metric. Din teorema 2.2.1. rezulta ca, daca (x,) este un
sir de puncte din X, convergent, atunci el este sir Cauchy. Reciproca nu este in
general adevarata.

Exemplu. Fie X = (0,1], d(X,y) = |X-Y|, X, = i (")n?3 1. Cum (x,) este

convergent in R rezulta ca (x,) este sir Cauchy in R, deci in X.
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Cum lim x, =01 X rezulta ca (x,) nu este convergent in X.
n® ¥

Definitia 2.4.1. Un spatiu metric (X,d) in care orice gir Cauchy este

convergent se numeste spatiu metric complet.

Definitia 2.4.2. Un spatiu vectorial normat si complet se numeste spatiu

Banach.

Observatie. Folosind teorema lui Cauchy rezulta ca R, R¥, k 3 2 sunt spatii

Banach relativ la distanta euclidiana.

Definitia 2.4.3. Fie (X,d) un spatiu metric. O functie f : X ® X se numegte
contractie daca exista a1 [0,1) astfel incat d(f(x),f(y)) £ ad(x.y), (") xy1 X.

Teorema 2.4.1. (Principiul contractiei sau teorema de punct fix a lui
Banach). Fie (X,d) un spatiu metric complet si f : X ® X o contractie. Atunci f are

un unic punct fix, adica ($) x T X, unic, astfel incat f(x) = x.

Demonstratie. Unicitatea. Presupunem prin absurd ca existd x;,x21 X,
X; 1 xp astfel incat f(x;) = x; si f(X2) = %2. Atunci 0 < d(xg, X2) = d(f(xq),f(x2)) £
£d(x;, X2), de unde rezulta a 3 1, contradictie.
Existenta. Fie Xo1 X, fixat si construim sirul (x,) astfel :
X1 = f(Xo), X2 = f(X1),..., Xn = f(Xp-1), .-
Sirul (x,) se mai numeste si sirul aproximatiilor succesive.
Vom arata ca sirul (x,) este sir Cauchy.
Fie d = d(x1, Xo). Observam ca:
d(X1,X2) = d(f(Xo), f(x1)) £ ad(Xo,x1) = ad;
d(X2,x3) = d(f(xy), f(x2)) £ ad(x1,x2) £ a’d.
Prin inductie se arata ca:
d(Xn,Xne1) £a"d, (") nT N.
Pentrunl Nsip3 1 avem

d(Xn,Xn+p) £ d(Xn,Xns1) + A(Xns1,Xns2)F ..o+ A(Xnap-1,Xn4p) £
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- P n
1a£a
1-a 1-a

£a'd +a™d+...+a™"d = a"d

d. (2.4)

Daca d = 0 rezulta x; = Xo, deci f(Xo) = Xo $i demonstratia este incheiata cu

X=Xp.

Dacd d > 0, cum a I [0,1) rezultd ca Igrl a" =0si atunci (") e >0,
n

($) nd N astfel incata"< =~ 2e, (")n3 ne

Folosind (2.4) rezulta ca (" ) n 3 nesi (") p 21 avem d(Xn,Xn:p)< €, deci (Xn)
este sir Cauchy. Cum (X,d) este complet ($) x I X astfel incat x,® x.

Vom arata ca f(x) = x. Evident avem

d(x,f(x)) £ d(X,Xn+1)+d(Xn+1,f(X)) = d(X,Xn+1)+ d(f(Xn),f(X)) £ d(X,Xn+1)+ ad(Xn,X)

si cum Ii@grl d(x,,x) =0, prin trecere la limita cu n ® ¥ obtinem d(x,f(x)) = 0, adica
n

f(x) = x. n

2.5. Elemente de topologie in spatii metrice

Fie (X,d) un spatiu metric.

Definitia 2.5.1. O multime nevidad D1 X se numeste deschis& dacé D este
vecinatate pentru orice punct al sdu, adica daca pentru (" )xi D, ($) r > 0 astfel
incat B(x,r) I D. Prin definitie @ este o multime deschisa.

O multime F1 X se numeste inchisa daca CF = X\F este deschisa.

Exemple.

1. Daca (X,d) este un spatiu metric atunci @ si X sunt gi deschise si
inchise.

2. Daca (X,d) este un spatiu metric atunci orice bila deschisa este o
multime deschisa si orice bila inchisa este o multime inchisa.

Intr-adevar, fie D = B(x,r), x T X, r> 0 si yl D.

Fie 0 < r; < r-d(y,x). Atunci B(y,r;) I D, deoarece daca zI B(y,r;) b d(z,y) <r, P

b d(z,x) £ d(z,y)+d(y,x) < ri+d(y,x) <r deciz1 B(x,r) = D.
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Analog se arata ca BJ[x,I] este o multime inchisa .

in particular, dacd X = R, d — distanta euclidiana, atunci orice interval de
forma (x-ex +€) cu e > 0 este multime deschisa si orice interval de forma [x-ex+¢€]
este o multime inchisa.

3. Daca X = R cu metrica euclidiana, intervalele de forma [a,b], [a,¥),
(-¥,b] sunt multimi inchise.

4. Multimea A ={xI R :1 <x £ 2} nu este nici inchisa nici deschisa.

5. Multimea A = {(x,y)] R*: 1< x < 3, -1 <y < 1} este deschisa iar

B={(x,y)1 R x*-y* 3 1} este inchisa.

Teorema 2.5.1. Fie (X,d) spatiu metric. Atunci

1. O reuniune oarecare de multimi deschise este o multime deschisa iar o
intersectie finitd de multimi deschise este o multime deschisa.

2. O reuniune finita de multimi inchise este o multime inchisa iar o

intersectie oarecare de multimi inchise este o multime inchisa.

Demonstratie. 1. Fie (D)), o familie oarecare de submultimi deschise ale

lui X'si D= UD;.
i

Daca D = @ atunci D este deschisa.

Daca D * @, fie xI D; atunci ($) io I | astfel incat x 1 D;, si conform

definitiei ($) r > 0 astfel incat B(x,r) I D; 1 D, deci D este deschisa.
Fie Dy, Ds,..., D, ni N, multimi deschise ale luiXsiD=| D,.
i=1
Daca D =@ atunci D este deschisa.
Daca D1 @, fie xI D; atunci xI D;, (") | = 1,n si conform definitiei ($)r; > 0,

i=1n astfel incat B(x,r) I D;, (" )i=1n.Fier= rpLLn ri. Atunci B(x,r) I B(x,r) | D;,

(")i=1n,deunde B(x,ni | D. =D, deci D este deschisa.

i=1

2. Rezulta imediat din 1) folosind formulele lui de Morgan. u
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Observatii. 1. Daca (X,d) este un spatiu metric, submultimile lui X formate

dintr-un singur element sunt multimi inchise gi folosind teorema 2.5.1 rezulta ca
multimile finite sunt inchise, fiind o reuniune finita de multimi Tnchise.

2. O intersectie oarecare de multimi deschise nu este in general o multime

. . . - . 11 - =
deschisa.In acest sens fie X = R cu metrica euclidiana si D,= (-—,—), nl N.
nn

¥
Evident D, este deschisa (" )nT N'si | D, = {0}, care nu este deschisa.
n=1

3. Fie (X,d) spatiu metric sitq={D 1 X: D multime deschisa} | P(X).
Atunci t4 are urmatoarele proprietati (ce rezulta din teorema 2.5.1):

(T) X, @1 tg;

(T2) Orice reuniune de multimi din t4 apartine lui tg;

(T3) Orice intersectie finita de multimi din t4 apartine lui tg.

Spunem in acest caz ca ty este o topologie pe X numita topologia indusa
de metrica d iar perechea (X, ty) se numeste spatiu topologic. In particular daca
X =R" n3? 1 sid este distanta euclidiana atunci topologia indusa de d o vom
nota cu ty Si 0 vom numi topologia uzuala sau naturala a lui R".

In continuare, ori de cate ori vom vorbi de R" fara a face vreo mentiune

speciala il vom considera inzestrat cu topologia naturala.

Fie (X,d) spatiu metric si A1 X, nevida.
Definitia 2.5.2. Un punct xI A se numeste punct interior multimii A daca

($) VI J(x) astfel incat VI A, sau echivalent ($) r > 0 astfel incat B(x,r) I A.
0 ~
Notam cu A(sau IntA) = {xI A: x punct interior multimii A} si o numim
interiorul lui A.
Definitia 2.5.3. Un punct xI X se numeste punct de aderentd pentru
multimea A daca (" )VI J(x), ACV ! @, sau echivalent (" )r> 0, ACB(x,r) ! @.

Notam cu A = {xI X: x punct de aderentd pentru A} si 0 numim aderenta

sau Inchiderea lui A.
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Definitia 2.5.4. Un punct xI X se numeste punct de acumulare pentru A
daca (") VI J(x), A C (V{x}) * @, sau echivalent (" )r>0, A C (B(x,)\{x}) * @.

Notdm cu A’ = {xI X :x punct de acumulare pentru A} si 0 numim multimea
derivata a lui A.

Un punct xI A care nu este punct de acumulare pentru A se humeste izolat
pentru A. Notam cu IzA = {xI A : x punct izolat pentru A} si 0 numim multimea
punctelor izolate ale lui A.

Se observa ca un punct xI A este izolat daca si numai daca ($)Vi J(x)
astfel incat A C V = {x}.

Definim multimea FrA = ACCA, numita si frontiera lui A.

Exemple.
1.FieX=RsiAl X, A=(-¥,1) U (2,3] U {5}. Atunci

A= (¥1) U @23), A= (¥1 U3 U5}, A = (¥1] U 23],
IzA = {5}, FrA=1{1,2,3,5}.

0 —
2. X=R,A=(0,1) C Q. Atunci A=@, A=[0,1], A’=[0,1], IzA = A&, FrA =[0,1]
3. (X,d) spatiu metric si A1 X, finitd. Atunci

0 —
A=0, A=A, A'=0, IzZA=A, FrA=A.

Observatie. Din definitile date rezulta imediat ca, daca (X,d) este un

spatiu metric si A, B1 X sunt nevide atunci:

; o_. 0 _ _ _ R
2.A1 BpP Al B, Al B,Al B

o o 6P
3. AUBI AEB, AEB =AUB, (AUB) =A' U B’;
68 o o

4. ACB =ACB,ACBI ACB.
Cum primele doua proprietati sunt evidente, sa aratam de exemplu a doua

egalitate de la proprietatea 3); celelalte se demonstreaza analog.
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Fie xl AEB; dacd xi AUB atunci xi A si xi B, deci ($)r,,r, > 0 astfel
incat A C B(x,r;)) = @, B C B(x,rp) = @.
Luand r = min(ry,rz) > 0 obtinem

(AUB) CB(x,r) = (A CB(x,r) U (BCB(x,r)) = @, care contrazice faptul cd xl AEB.

Reciproc, daca xI AUB, cum Al AUB, Bl AUB, rezultd Al AEB, Bl AEB,

decixi AEB.

Teorema 2.5.2. Fie (X,d) spatiu metric si A1 X, nevida. Atunci

(0]

(o] . .
1.CA=CAsiCA =CA.
(o] .
2. A este deschisa si A este inchisa.

(0]
3. A este deschisa U A =A.
4. AesteinchisaU A= A.

Demonstratie.

(o] (o]
1.xT CAUXTAU (")r>0,Bx, )EAU (")r>0,B(x,)CCAL @
(0]

U xT CA . Analog se arata ca CA = CA.
(o]
2. Fie xI A; atunci ($) r > 0 astfel incat B(x, r) I A. Vom arata ca B(x,r) |
(o] “ R R . 0
1 A; fie yl B(x,r) si 0 <ry<r-d(yx). Atunci B(y,r)) I B(x,r) I A, deci yl A.

(0]
Rezulta deci ca A este deschisa.

(0]
Cum CA= CA, care este deschisa rezulta ca A este Inchisa.

3.“U " evident;
. . [0} 0
“P " Presupunem ca A este deschisa sivom arataca A= A.Cum Al A
[0}
este suficient sa aratam ca Al A. Fie xI A; cum A este deschisa ($) r > 0 astfel

(o]
incat B(x,r) 1 A, adicaxi A.
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4.%0 " evident;

“b " Presupunem ca A este inchisa si vom ardtacd A=A.Cum Al A

este suficient sa aratdam ca A | A. Fie xI A; daca xi A rezultd xI CA si cum CA

este deschisa ($) r > 0 astfel incat B(x,r) | CA, deci B(x,r) C A = @, care

contrazice faptul ca xi A. n

Teorema 2.5.3.(de caracterizare a punctelor aderente cu ajutorul sirurilor).

Fie (X,d) spatiu metric si A1 X, At @. Atunci xI A U exista un sir (x,) 1 A

astfel incat x,® x.

Demonstratie. Fie xi A; atunci (") ni N*, AC B(x,}) 1 @, deci
n

($) xJ A C B(x,}), (") nl N*. Obtinem astfel un sir (x,) I A cu d(X,x)< },
n n

(" ) nl N*, adica x,® x.

Reciproc, daca (x,) I A, x,® X, atunci (") e> 0, ($) nd N astfel incat

(") N 3ne Xl B(x,6). Astfel (") e>0, B(x, €) C AL @, adicaxi A. n

Tinand cont de definitia punctului de acumulare, analog cu teorema 2.5.3.
obtinem:

Teorema 2.5.4.(de caracterizare a punctelor de acumulare cu ajutorul
sirurilor). Fie (X,d) spatiu metric si AT X, At @. Atunci xI A’ U existd un sir

X1 A, Xt %, (") nl N astfel incat lim X, =x.
n

Definitia 2.5.5. Fie (X, d) spatiu metric gi Al X, Al @. O familie (D) i, de

parti ale lui X se numeste acoperire a multimii A dacd Al UD.
i1

Daca J1 IsiAl HDi spunem ca (D)) i ; este o subacoperire a lui (D)) i |

pentru A.
Daca toate multimile D, il I, sunt deschise spunem ca (D);, este o

acoperire deschisa.



-39-

Definitia 2.5.6. O submultime K a unui spatiu metric (X,d) se numeste
compacta daca din orice acoperire deschisa se poate extrage o subacoperire

finita.
Exemple. 1. X = R, K = (0,1).Atunci K nu este compacta. Este evident ca

familia (I,)ni v UNde |, = (} ,1) formeaza o acoperire deschisa pentru K.
n

Daca K ar fi compacta ($) J 1 N’ finita astfel incat K1 U I,. Luand m = maxJ
nlJ

rezulta (0,1)1 U I,=( i,l) contradictie.
nlJ m

2. (X,d) spatiu metric, K = {X1, X,,..., X,} I X finita. Atunci K este compacta.

Intr-adevar, fie (D;) ., o acoperire deschisa pentru K, deci K | 'HDi'
|

Cum xi K, exista k11, astfel incat x; T Dy, i =1n. Atunci (D) este o

i=1n
subacoperire finita pentru K.

Teorema 2.5.5. Orice submultime compacta a unui spatiu metric este
inchisa si marginita.
Demonstratie. Fie K1 X compacta si xI K. Evident avem K | U _B(x,n),
nl N
deci (B(x,n))s1 este o acoperire deschisa pentru K. Cum K este compacta

exista J 1 N, finita astfel incat K | %JJB(x,n). Fie no = maxJ si atunci vom avea

K1 B(x,ng), deci K este marginita.

Vom arata in continuare ca multimea K este inchisa sau echivalent K = K .

Cum K1 K este suficient sa aratam ca K1 K. Presupunem prin absurd ca
K E K, deci exista xI K si x| K.

Cum xi K rezultaca (" )yl Kavemy! x si cum X este separat, pentru
")yl K, ($) r,> 0 astfel incat B(x, r,) C B(y, ) = @.

Familia (B(y, ry)),i x formeaza o acoperire deschisa pentru K, deci ($)yi,

n —
Yo,..., Yol K astfel incat K1 UB(y;.ry,). Dar B(x,r ) CB(y,r )=, (")i=1n.
i=1
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Luandr = _m%n ry, obtinem B(x,r) C B(yi,ryA) =@, (")i=1n, de unde
i=1,n ! !

B(x,r) ¢ K =@, contradictie. u

Observatie. Reciproca acestei teoreme nu este in general adevarata. Se
poate arata ca, daca X este finit dimensional atunci K1 X este compacta daca si
numai daca K este inchisa si marginita.

Rezulta ca o multime K I R" este compacta daca si numai daca este

inchisa si marginita.

Teorema 2.5.6. Fie (X,d) spatiu metric. Atunci K1 X este compacta daca
si numai daca orice sir de puncte (x,) din K are un subsir convergent la un punct
din K.

Demonstratie. Presupunem mai intai ca K este compacta si fie (x,) un sir
de puncte din K.

Presupunem prin absurd ca (x,) nu contine nici un subsir convergent; deci
multimea termenilor sai nu are nici un punct de acumulare.

Atunci pentru orice xI K, ($) r, > 0 astfel incat B(x,r,) contine cel mult un
numar finit de termeni ai sirului (x,) (in caz contrar ar exista un subsir al lui (x,)
care sa convearga la x).

Famlia (B(y,ry))yi « constituie o acoperire deschisa pentru K si cum K este
compacta se poate extrage o subacoperire finita, deci exista yi, Ya, ..., Yml K Si
r1, fa,..., Im > 0 astfel incat K | lanB(yi,ri). Cum (x,) I K1 CJB(yi,ri) iar fiecare

i=1 i=1
dintre bilele B(y;,r;) contine cel mult un numar finit de termeni ai sirului (x,) rezulta
ca sirul (x,) are un numar finit de termeni, contradictie.

Pentru a demonstra reciproca acestei teoreme se poate consulta [11]. =

Teorema 2.5.7. Fie (X,d) spatiu metric, K1 X, compactasi Al K, inchisa.

Atunci A este compacta.

Demonstratie. Fie (Dy);, o acoperire deschisa a lui A. Cum X\A este

deschisa si K | _HDi E (X\A) rezulta ca familia ((D;); 1, X\A) este o acoperire
|
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deschisa pentru K. Cum K este compacta ($) i1, iz..., in | astfel incat
n n

K1 UDy E(X\) si atunci A1 UD; deci (D, ), ;. este o subacoperire finita
k=1 k=1

pentru A. ]

Probleme propuse

1. FieX=N'sid: X" X ®R, d(x,y) =

InX|. Sa se arate ca (X,d) este
y

un spatiu metric si sa se determine B(3, ;), B[3, ;].

&i'YJz’

QJO:

2. Sa se arate ca distanta euclidiana d:R" R"® R, d(x,y) =

i=1

(" XY RY X = (X1, Xa,..., Xn), Y = (Y1, Yau..., Yn) €Ste o distanta pe R". Pentru n = 2
sa se determine imaginea geometrica a bilei B((2,-1),3) relativ la d si la distanta
dy, unde di(X,y) = Xo-ya| + | X2-Yal, (") X,y R?, X = (X, X2), Y = (Y1.Y2)-

3. Fie X = ¥ = {(x) I R : (x,) marginit} si d : X = X ®R, d(x,y) =

(XYl X, x = (Xn), Y = (yn). Sa se arate ca (X,d) este un spatiu

= SUPXy - Ynl,
n3l

metric.
4. Fie (X1,d1), (X,dy) spatii metrice, X = X;” X5, d: X' X® R,

d(x,y) =de(xl,y1)+d%(><2,yz), (") % YT X x=(X1.X2), ¥ = (Y1.Y2). Sa se arate ca
(X,d) este un spatiu metric.
5. Fie d;, d, metrici pe X. Spunem ca d; si d, sunt echivalente, d; » d, daca

tgy =tg. Sasearateca dy»d, U ($) m, M >0 astfel incat

mdl(xiy) £ dz(X,y) £ M d]_(X,y), (" ) X, yT X.

6. Sa se arate ca pe R" urmatoarele metrici sunt echivalente:

n n
d(x.y) = /& (xi- v)?, di(x.y) =& [x; - v, da(x.y) = T%‘Xi - Y
i=1 i=1 -

(") % YT R X = (X1.Xz,0..%n), ¥ = (Y1.Y2 --0s Vo).
Mai mult, orice doua metrici pe R", sau mai general, pe un spatiu finit

dimensional sunt echivalente.
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7. Fie(X,d) spatiu metric, (x,), (yn) I X doua siruri Cauchy. Atunci sirul
(d(xn,yn)) este un sir Cauchy in R..

8. Sa se arate ca L¥ este un spatiu Banach relativ la norma |[x|| = Sup (X
1 n
n3

(") x=(Xp)ns1-
9. Fie ( X, d) spatiu metric, A 1 X, compacta, a T X \ A. Atunci
d(a, A) = supd(a,x) >0 si exista Xol A asfel incat d(a, A) = d(a, Xo).
Xl A

10. Fie sirurile date prin termenul general x, = (l+})”, Yn= (l+})”+l. Atunci
n n

a) Jirul (x,) este strict crescator iar sirul (y,) este strict descrescator.

b) Sirurile (x,) si (y,) sunt convergente la o aceeasi limita. Limita comuna
se noteazacue. Sasearateca2<e<3.

c) Folosind sirurile (x,), (y,) sa se arate ca sirul cu termenul general

1 - .
z,= 1+ ;+...+ - In n, este convergent. Limita sa se noteaza cu c. Sa se arate
n
cacl (0,1).
11. Sa se studieze convergenta sirurilor date prin termenul general:
g 1 d 1
a) X.= a = b)) xn= a ——;
k=1 k k=1 k

n
C)Xn= a aqu ,unde |g|< 1, |a £2, (") k3 1.
k=1

12. Fie xo> 0 si X, :;(xn_l + i), (")n?3 1, unde a > 0. Sa se arate ca
n-1
(x,) este convergent si are limita v/a .
13. Fie (x,), (yn) I R astfel incat (y,) este strict crescator si divergent .Sa

X

. X - ~ = . . - X
se arate ca daca ($) lim ~"*L "0 = | R, atunci exista si lim =" =L,
N®¥ Yni1- Yn ne ¥ Yy,

(Lema lui Stolz-Cesaro)
14. Sa se arate, folosind exercitiul 13, ca daca (x,) este un sir de numere

. . . . X N . . PR
strict pozitive iar lim =2*1 =| 1 R , atunci exista si lim %/x, = L.
ne ¥ X, ne® ¥
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15. Fie (xn) un sir de numere reale. Sa se arate ca (X,) contine cel putin un

subsir monoton. Sa se deduca de aici ca multimea punctelor limita a unui sir este

nevida.
16. Sa se calculeze lim inf x,,, lim sup x,, pentru
n® ¥ n® ¥
Cein NP . n N
a) Xp=sin——; b) x,=(-1 .
) o= sin T b) x= (1)

17. Daca (x,), (y») I R sunt doua siruri marginite, atunci:
a) lim sup(x, + £ lim supx,+ lim su X

) lim sup(x, +yy) £ lim supx, + lim supy,

b) lim inf(x, + 3 lim infx,+ lim infy,;

) ne® ¥ (Xn +¥n) ne® ¥ nt ey Y

¢) lim sup(Xyn) £ ( lim supx,)( lim supy,)(Xn® O, yn? 0);
- . - , ,
d) lim inf(xqys) * ( lim infx; )( lim infy,)(Xn® 0, yn?® 0).

18. Sa se arate ca sirul cu termenul general

2/nl 1. 1+/2+...+n

Xn = ( o (cos )t oin

), € convergent si sa se determine limita sa.

19. Sa se determine a > 0 astfel incat f : R ® R, f(x) = % sa fie o
X a

contractie.

20. Fie f :[a, b] ® [ a,b ] derivabila astfel incat sup |f§x)| =1 < 1. Atunci f
xi [a,b]

este o contractie.

21. Sa se arate ca ecuatia x>+ 12x - 1= 0 are o singura radacina pe [0, 1].
Sa se determine aceasta radacina cu aproximatie de patru zecimale.

22. Sa se studieze daca urmatoarele submultimi ale lui R* sunt marginite,
deschise, inchise.

a)A=1[0,1)x(1,2];

b) A={(xy)l R*:x =y, yI [13]};

c) A={(x,y) R*: x*-y* <1}

d)A=[1,2)" ({i:n3 0E (2 3]).

o _
Pentru fiecare sa se indice A,A, A(, I1zZA, FrA..
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CAPITOLUL 3

SERII DE NUMERE REALE

3.1. Serii convergente. Serii divergente

Fie (xn)ng1 un sir de numere reale. Jirului (xn)ng1 Ti atagsam sirul (S;)ne1,
unde S]_: X1, Sz = X1+ Xy, .., Sn: X1+ Xo+...+ Xp,...

in cazul in care sirul (Sn) este convergent si are limita S se poate scrie

S=1im S, = lim (X; + Xy .o+ X)) T X, + Xp +ooo ¥ X, +... =
n® ¥ n® ¥

X,, deci se da un
1

T Qo

sens sumei cu o infinitate de termeni.

Definitia 3.1.1. Se numeste serie de termen general X, perechea de

siruri ((x)nal,(Sn)nal), unde (Sn) se numesgte sirul sumelor partiale.

. . s °
O serie se noteaza formal astfel Q X, Q X, Sau X;+ Xp+...+ X +...
n=l N’

¥
Definitia 3.1.2. O serie 4 X,, se numesgte convergenta, pe scurt (C), daca
n=1

sirul sumelor partiale (S,) este convergent.in acest caz S = lim S, se numeste
n® ¥

¥
suma seriei si scriem § x,=S.
n=1
in caz contrar seria se numeste divergenta, pe scurt (D).Prin natura unei

serii intelegem proprietatea sa de a fi convergenta sau divergenta.
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Exemple.

¥
1. Fie seria Q q",q1 R, numit& si seria geometrica. in acest caz
n=1

x. =" si — — 2 n_q'qn+l
n=0 Sl S, =X +X, +.. X, =g+ +...+q = 1- g

,pentruqtl si

Sy=n pentru q =1.

Rezulta ca (S,) este convergent dacd sinumaidacd q| <1 si Tnacest

caz limS, = a.
ne® ¥ 1-q

¥
Rezulta, deci, ca seria geometrica § q" este convergentaU | q| <1 si in
n=1
$ n_ G
acestcaz g (" = :
n=1 1- q

2. Fie seria a numita Sl Serla armonica.
1N
n=1

- 1 . 1 1 . . .
In acest caz x,=—- si S, :l+5+...+—. Vom arata ca (Sp) nu e sir
n n
Cauchy.

Presupunem prin absurd ca (S,) este sir Cauchy, deci (" )e>0,($)n,I N

o~ A < 1 ~ o~ A
astfel incat ((" )mn3 n, avem | S, - S |<e Luand e=_. ($)ng I N astfel incat

"Ymn3n, avem |S_-S <}. Pentru m=2ny sin=ny obtinem
0 m n 2 5

1 1 1 1
' Sn,-Sh| = + Fot <
© 1 ny+1 ny,+2 2n, 2
1 1 1 1 1 -
Pe de alta parte, + +o..+ >ng. ==, contradictie.
N+l ng+2 2n, 2n, 2

In concluzie (S,) este divergent, deci seria armonica este divergenta.
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Proprietati generale ale seriilor

¥
Teorema 3.1.1. Daca unei seri Q x,, i se elimind sau i se adaugd un
n=1

numar finit de termeni atunci natura seriei nu se schimba; in caz de convergenta

se modifica doar suma.

Demonstratie. Presupunem ca eliminam termenii ~ X;,X,,...x; , unde

i1’

1< <...<lg.

¥
Fie (S,) sirul sumelor partiale asociat seriei § x,, si (T,) sirul sumelor
n=1

partiale asociat seriei obtinute prin eliminarea termenilor X, X;

I2""Xi

.
Evident, avem T,=S;-s, (" ) n > ixunde s = Xj, T X, T X, de unde rezulta
ca (T,) este convergent daca si numai daca (S,) este convergent si deci seria
¥
[ . . . . - . g v O
a X, ,unde A =i, ip,...,I  } are aceeasi natura cu seria initiala g X, .
nl N'\A n=1

Celalalt caz se trateaza analog. n

Teorema 3.1.2. (Conditia necesara de convergenta).

Daca seria q X,, este convergentd, atunci lim x, =0.
n=1 n® ¥

Demonstratie. Fie S, = Xi+Xo+...+X, §i S=1lim S,. Atunci x, = S, - Sp.,
n® ¥

(" )n3 2, de unde lim x,=S- S=0. n
n® ¥

Observatii.

1. Reciproca nu este in general adevarata.

=

¥
In acest sens consideram seria armonicd g -, care este divergenta si
n=1 n

: 1
lim x, =lim ==0.
n® ¥ n®y N
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2. Daca pentru o serie g X, avem ca lim x,* O sau nu exista, atunci
n=1 n® ¥

seria este divergenta.

¥
Exemplu. Fie seria 3 .
P 21 2n+1

n 1 . .3 .
® =1 0, deciseria g N este divergenta.
2n+1 2 ey 2N +1

inacestcaz x, =

Teorema 3.1.3. (Criteriul lui Cauchy).

¥
Seria § x, este convergentd daca si numai daca pentru(" Je>0,($)n,T N
n=1

astfel incat (" Jns n, si (" )p3 1avem | X, +X,, +...+X,, <e

n+p

¥
Demonstratie. Fie S, = X; + X, +...+ X,. Vom avea é xn(C) U (Sn) este
n=1

convergent iar (S,) este convergent daca si numai daca este sir Cauchy

U (")e>0($)n.T N astfel incat (" )n 3n, si (" )p 3 1 avem

'S,.,- S, <e0 (")e>0, ($)n,1 N astfel incat (")nzn, si (")p21 avem

Xpag + Xpeg oo+ Xpup| <€ n
. . & cosnx _ - e s .

Exemplu. Fie seria g x|l R. Vom arata ca aceasta serie este

nzln(n + l),
convergenta folosind criteriul lui Cauchy.
Fie ¢ >0,n,pT N*. Vom avea

_ cos(n +1)x + 4 cos(n+p)x

T e+ ep)nepen)

‘ Xnsp T Xpyp Hooa X

n+p

c 1, 1L, 1 _
h+1n+2) (+2)n+3) 7 (h+p)n+p+1)
1 1 1 1 1 1
= - + - +..+ - =
n+l n+2 n+2 n+3 n+p n+p+1
1 1 1

- < <
n+l n+p+1 n+1




-48-

daca n+1> }, adica n >}- 1.
€ €

7

. élu . -_e u
Fie n, e S atunci (" )n2n,, (" )p2 1 vom avea Xp4q+Xnep +o + Xpap| <6

) . & cosnx
deci seria este convergenta.
)

el n(n +1

¥ ¥
Teorema 3.1.4. Daca seriile § x,, si 8y, sunt convergente si a,bl R,

n=1 n=1
X . ¥ P Py
atunci seria § (ax, +by,) este convergenta si 8 (ax,+by,)=aax,+bay,.
n=1 n=1 n=1 n=1

Demonstratie. Rezulta imediat folosind sirurile sumelor partiale asociate

seriilor date. -

3.2. Serii cu termeni pozitivi

¥
Definitia 3.2.1. O serie § x, Se numeste cu termeni pozitivi daca exista
n=1

n,I N° astfel ncat x,30,(")n3n,. De obicei considerdm n,=1, deci

X, 3 O( )n3 1.
Observatie. Daca seria § x, este cu termeni pozitivi, atunci sirul
n=1

sumelor partiale (S,) este monoton crescator.

Intr-adevar, Spii-Sn=Xm1 30, (")n3 1.

¥
Teorema 3.2.1. (Criteriul monotoniei). O serie § x, Cu termeni pozitivi
n=1

este convergentad daca si numai daca sirul sumelor partiale (S,) este marginit

superior.



- 49 -

Demonstratie. “P ” evident.
"U" Presupunem ci (S,) este marginit superior. Cum (S,,)

este si monoton crescator, din teorema lui Weierstrass rezulta ca este

¥
convergent deci seria § x,, este convergenta. n
n=1

Sa remarcam faptul ca, daca seria cu termeni pozitivi g x, este
n=1

¥
divergenta atunci I|m S, =+¥ siastfel vom scrie § x, = +¥ .

n=1

. . g 1 IV . . .
Exemplu. Fie seria é—q, a>1, numita si seria Riemann (sau seria
n=1
armonica generalizata).
1 . 1 1 s s a A
Vom avea x,=— si S, =1+—+...+—. Fie nl N* si ml N astfel incat
n® 2@ n®

2MEn< 2™t

Vom avea:
S, _1+€ei+i9+€ei+i+i+i9 gei+i+ A+ 1 9+_,_
e2® 3%g e4" 5% 6° T7°g 8% 9° 15% g
& 0
+G 10+ ]; +. +%T<1+2>«i+4>«iﬁ+
srf lrfer oy 4
el ojm+l
N T 1 2!
+2my = e ﬂ < =
" f ! 1. L 21
_20—1 _20—1

¥
deci (Sn) este marginit superior si atunci seria

=1

1
— este convergenta.
n®

>

Teorema 3.2.2.( Criteriul de comparatie de speta | ).

¥ ¥
Fie serile § x,, & v,, unde 0£x, £y,,(" )n3 1. Atunci:

n=1 n=1

¥ ¥
a) Daca seria gy, este convergentd, rezultd ca si seria § x, este
n=1 n=1

convergenta.
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¥ ¥
b) Daca seria § x, este divergentd, rezultd ca si seria § y, este

n=1 n=1
divergenta.

Demonstratie. Fie S, = § x.T, =Q Y. Cum x, £v,,(" )n3 1 rezulta

k=1 k=1

S,E£T,(" )n3 1. (3.1)

¥
a)Dacad seria gy, este convergenta atunci (T,) este convergent, deci

n=1

marginit superior si din (3.1), rezulta ca (S,) este marginit superior.

¥
Folosind teorema 3.2.1 rezulta ca seria § x, este convergenta.

n=1

b) Prin reducere la absurd, folosind a).

¥
Exemplu. Fie seria § ©, a<1.
n=1

1

: 1 : - | :
Evident avem x,=—23 ~,(")n31 si cum seria g - este divergenta
n o N
O S | .
rezultd ca siseria § — este divergenta.
n=1 n

- . . . g 1 “ :
In concluzie seria Riemann g — este convergentd pentru a>1 si

SN

=

divergenta pentru a £1.

Teorema 3.2.3. (Criteriul de comparatie de speta a-ll-a).

Fie seriile
g g n H X +1 y +1 n
a.Xn’ a.yn’ cu Xn>0’yn>o’( )n3 1$| e £n7’( )n3 1. (32)

n

1

=

=1 X

n n

Atunci

¥ ¥
a) Daca seria § y, este convergenta, rezulta ca si seria § x, este
n=1 n=1

convergenta.

¥ ¥
b) Dacéa seria § x,, este divergenta, rezultd ca si seria § y,, este divergenta.
n=1 n=1
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Demonstratie. Din (3.2) vom avea

Xeg¥o X g¥s Kaog Y ()32, Tnmultind membru cu membru aceste
Xl yl XZ y2 Xn—l yn—l

: I : X - : R :
inegalitati obtinem —”Eh, adica x, £ﬁyn,(" )n3 1. Demonstratia se incheie
X1 Y1 Y1

folosind teorema 3.2.2. m

Teorema 3.2.4. (Criteriul comparatiei la limita).

¥ ¥
Fie serile §x,,8vy,.cux,y, >0 (")n31. Presupunem ca exista

n=1 n=1

lim Xn _ L . Atunci
n® ¥ yn

a) Daca L1 (0,¥) rezulta ca cele doua serii au aceeasi natura.

¥
b) Dacd L = 0 si seria §y, este convergentd, rezultd cad si seria

n=1
a X, este convergenta, iar daca seria g X,, este divergenta, rezulta ca si seria
n=1 n=1

s : y
a vy, este divergenta.
n=1
¥ ¥
- - - o] 1% - - . . [¢]
c) Daca L =+¥ siseria g X, este convergenta, rezulta ca si seria q v,
n=1 n=1

¥
este convergentd, iar daca seria vy, este divergentd, rezultd ca si seria

n=1
& : §
a X, estedivergenta.
n=1
Demonstratie.
N A ~ . L x 3L .
a) Daca LT (0, ¥), ($)n,T N, astfel incat S (" )n3 n,, sau echivalent
Yn

L 3L,
Eyn <X, <?yn’ ( )n3 n, .

Demonstratia se incheie folosind teorema 3.2.2.
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b) CumL=0, ($)n,T N, astfel incat %£ 1 ($)n 3 n, sau echivalent

x, £v,, (" )n3 n, si demonstratia se incheie folosind din nou teorema 3.2.2.

c) Daca L =+¥, ($)n,1 N astfel incat "3 1 (") n3 n, sau echivalent
Yn

x,3 y,, (" )n3 n, si demonstratia se incheie folosind din nou teorema 3.2.2. =

¥ ¥
. . . 1 . .
Exemplu. Fie seria § .Cum seria § — este divergenta si

1
n=1 \/3n+1 n=1 nz

1
m van+l_ 1,
ne ¥ n}é J3

este divergenta.

¥
(0,¥), rezultaca §
n=1 3n + 1

Teorema. 3.2.5. (Criteriul condensarii).

Fie (x,) un sir descrescator de numere pozitive. Atunci seriile

g - - : L
ax, s az2 X,n @u aceeasl natura.
n=1 n=0

¥
Demonstratie. Fie (S;,) sirul sumelor partiale asociat seriei a X, $i (Tn)
n=1

¥

sirul sumelor partiale asociat seriei éZ”xzn. Fie nl N'si ml N astfel incat
n=0

2™ £n < 2™ Atunci

Sh= XXt X, £ xl+x2+...+x2m+l =

= X1+ (Xa+Xa)H(XatXsHXetX7)+o +(X | +...+ X )E

2™
£X, +2X, +2°X, +..+2"x , =T, adica S, £T,. (3.3)
Cum 2™ £n avem

— 3 —
Sh =X FXy H X3 X X, F X, =

=Xyt X +(Xg +Xg) + (X5 + Xg + X7 +Xg) F oo ¥ (Xymoa Tt Xom) 8

1

. 1 - <
Xt X +2X 5 +22x23 +..+2M lx2m * T, care Tmpreund cu (3.3)

1 < . . .
conduce la ETm £S, £T,, de unde rezulta imediat concluzia teoremei. ]
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. . g 1
Exemplu. Fie seria  § :
e NINN

1 . . "
Avem xnzl—, deci (x,) este un gir de numere pozitive monoton
ninn

descrescator.

o S S 1 3 1 . o
Pe de altd parte 3 2"x., =3 2" =3 ——, care este divergents ,
P 21 2 21 2"In2" 21 nin2 g

deci seria data este divergenta.

Teorema 3.2.6. (Criteriul raportului sau al lui D’Alambert).

¥
Fie seria § X, X, >0,(" )n3 1. Atunci
n=1

a) Daca ($) k1 [0, 1) si n,1 N astfel incat AL £k, (" )n3 n, rezultd ca seria
X

n
¢ L
a X, este convergenta.
n=1

¥

y N o A, X e
b) Dacd ($)n,T N astfel incat =213 1,(" ) n 3 ny, rezultd ca seria § x,, este
Xn n=1

divergenta.

Demonstratie. a) Fara a restrange generalitatea putem presupune no =1
si atunci
X, Ekx, 1 Ek>X, , £...EK" X, (" )n3 1
n n-1 n-2 = - 1 :

¥ ¥
Cum § k", =x,Q k™, care este convergenta, din teorema 3.2.2.
n=1 n=1

¥
rezulti ca si seria g x, este convergenta.

n=1

b) Vom avea

Xn 3 Xn1? Xn2?..3 X, > 0,(" ) n 3 no, deci limx, * O si din teorema 3.1.2 rezulta
n® ¥

ca seria este divergenta. n
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Consecinta. (Criteriul raportului la limita).

¥
. . o . X .
Fie seria § X,,, cu X,>0, (" )n3 1. Presupunem ca ($) Igr; ~n*L = |, Atunci
— n X
n=1 n

¥
a) Daca L < 1 rezulti ca seria § x,, este convergenté.
n=1

¥
b) Daca L > 1 rezultd ca seria § x,, este divergenta.
n=1
. . . N a A X
Demonstratie. a) Fie L<k<l;atunci ($)n,1 N astfel incat ~"1 £k,
Xn

¥
(")n3 n, sifolosind teorema 3.2.6 rezultd c& seria § x, este convergenta.
n=1

b) Din definitia limitei ($)n,T N astfel incat 23 1 (" )n3 n, si folosind
Xn

teorema 3.2.6 rezulta ca seria este divergenta.
2

¥
Exemplu. Fie seria § %
1

>

2
. n Co o X 1 . . <
Atunci x, =—>0,(" )n2 1 si lim o+l = 5 <1, deci seria este convergenta.
®¥ X

Teorema 3.2.7.(Criteriul radacinii sau al lui Cauchy).

¥
Fie seria § X,,x, >0, (" )n3 1. Atunci
n=1

a) Daca ($)ki [01) si ngT N astfel incat 1/ x, £k, (")n3 n, rezultd ca seria

¥
a x, este convergenta.
n=1
- g
b) Daca ($)ng | N astfelincat 7/ x, 2 1 (")n3 n, rezultd ca seria g X,
n=1

este divergenta.
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¥
Demonstratie. a) Vom avea x,£k",(")n3n, si cum seria ak" este

n=1

¥
convergentd, folosind teorema 3.2.2 rezulta ca si seria § x, este convergenta,

n=n,

¥
deci seria § x, este convergenta.

n=1

b) Vom avea x,% 1, (" )n3 n,, deci Ig@nl X, 1 0 si din teorema 3.1.2 rezulta ca
n

seria este divergenta. n

Consecinta. (Criteriul radacinii la limita).

¥
Fie seria g x,, x, >0, (" )n3 1. Presupunem c4 exista lim g/ x, =L. Atunci
n

n=1

¥
a) Daca L<1, rezultd c& seria § x,, este convergenta.
n=1

¥
b) Daca L>1, rezulti ca seria § x,, este divergenta.
n=1
Demonstratie.
a) Fie L<g<1 si din definitia limitei ($) n,7 N, astfel incat 1/ x, £q, (" )n3 n, si
folosind teorema 3.2.7 rezulta ca seria este convergenta.

b) Din definitia limitei ($)n,1 N astfel incat 1/ x, 3 1 (" )n3 n, si din teorema

¥
3.2.7 rezultd ca seria § x, este divergenta. n
n=1
f@en o 2n o
Exemplu. Fie seria 3 < . Avem x, = >0 (")n31si
P Slgzn -lg &2n- 15 t) ¥

. . 1 o H
lim 2/ x, = lim =<1 deci seria Q X, este convergenta.
n® ¥ ne¥ 2n-1 2 el
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Teorema 3.2.8. (Criteriul lui Raabe-Duhamel).

¥
Fie seria g x,, x, >0, (" )n3 1. Atunci

n=1

T RN PR 0 < =
a) Daca exista k>1 si ny| N astfel incat ng %o 133k, (" )n3 n,, rezulta ca
Xn+l ﬂ

¥
seria § x,, este convergenta.
n=1

TSV A X 0 - .
b) Daca exista ny| N, astfel incat ng " _13£1 (" )n3 n,, rezultd ca seria
Xn+l ﬂ

gxn este divergenta.
n=1
Demonstratie.
a) Fara a restrange generalitatea, putem presupune ng = 1 si atunci
NX,, - NXp41 3 KX, 4p, (" )N 3 1, de unde
Xq - Xy 3 KX,
2X, - 2X53 3 kX3

Adunéand aceste inegalitati obtinem
X+ Xy +o.+ X, - NXpp 3 K(X, +X5 +...+X,,41), adica
S, - nX,,, 3 K(S, +X,.,- X)), (")n3 1 de unde

S, (k- 1) £kx, - nx,., - kx,,; <kx, (")n? 1 siatunci S, < kkx

PEGLEE!

¥
adica sirul (S,) este marginit superior si conform teoremei 3.2.1 seria  x,, este
n=1

convergenta.

b) Presupunem din nou n,=1 si atunci nx, - nx,., £ x,,,, (" )Jn3 1, de unde

n . n-1 n-1n-2 1 1
3 —x,")n31six,3—x, .3 X X, XX, = Xq, (") n3 1.
n+1 n+1n () $ n n n-1 n n'l 2 1 n 1 ()

.81 . . o .48
Cum seria § ~ x, este divergenta, din teorema 3.2.2 rezulta c& seria § x, este

n=1 n=1

divergenta. n
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Consecinta. (Criteriul lui Raabe-Duhamel la limita).

. | - ¢ 0
Fie seria g x,, x, >0, (" )n3 1. Presupunem c4 exista lim ng "o 1z=L.
" Xn+l ﬂ

n=1

Atunci

¥
a) Dacd L>1, rezultd ca seria § x,, este convergenta.
n=1

¥
b) Daca L<1, rezultd ca seria § x,, este divergenta.
n=1

Demonstratie. a) Fie L > k > 1. Din definitia limitei ($)n, T N astfel incat

&x 0 . ) .. . 5

ngn - 133 k, (" )n3n, si folosind teorema 3.2.8 rezultd c3 seria § x este
X - 0 n
n+1 a9 n=1

convergenta.

121 ()nsn, si

b) Din definitia limitei ($) n,7 N, astfel incét ngx”
Xn+1 9

¥
folosind teorema 3.2.8 rezulta ca seria § x,, este divergenta. u
n=1

¥ -
Exemplu. Fie seria  § 135..(2n l).

= 2.4.6..(2n)
Inacestcaz x, = 186%..42n - 1) >0, (")n31si
246 %..{2n)
&X ) n+2 .6_1 | . 5
n 2 - 19= = <1, deci seria § x, este divergents.

limn -1x=Ilimn
ne¥ &X,.4 g "®¥ e2n+l g 2 =1

Teorema 3.2.9. (Criteriul logaritmic).

¥
Fie seria Q x,, x, >0, (" )n3 1. Atunci

n=1
1
In—
a) Dacé ($)k >1 si ny1 N astfel incat I o3k (") ne n, rezults ca seria
nn

¥
a x,, este convergenta.
n=1
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1
In— ¥
b) Daca ($)n,1 N, astfel incat I Yo £1, (") n® n,, rezults ca seria § X,
nn n=1

este divergenta.

Demonstratie.

a) Fara a restrange generalitatea, putem presupune ng= 1 si atunci

InX13 kinn, () n2 1, de unde = n, (" )n® 1 sau echivalent x, £nl’ (")n21.
X

n n

s 1
Cum seria — este convergenta (deoarece k>1), folosind teorema 3.2.2

n=1N

¥
rezulta ca si seria § x,, este convergenta.
n=1

b) Presupunem din nou ny = 1 si atunci N £inn, (") n3 1, de unde
X

n

1 . .81 . -

x,3 =, (*)n31, si cum seria § = este divergenta, folosid din nou teorema 3.2.2
n n=1
< e .3 .

rezultd ca si seria § x, este divergenta. n

n=1

Folosind teorema 3.2.9 si definitia limitei se obtine imediat criteriul

logaritmic la limita:

1
: "

Fie seria Q x,, x, >0, (" )n3 1. Presupunem c& ($)"<£Q L Atunci:
n=1 ®¥ Inn

¥
a) Daca L > 1, rezulta c& seria § x,, este convergenta.
n=1

¥
b) Daci L < 1, rezulta ca seria § x,, este divergenta.
n=1

: . & Inn
Exemplu. Fie seria g —-.

n=1 N
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1
| M 2nn-In(nn)
5 nn Xy _ o 2Inn-1In(inn
In acest caz, x,=—, >0, (")n32 si lim =" =lim =2>1
n ¥ INNn n®¥ Inn

s <o 8
de unde rezulta ca seria g x, este convergenta.

n=1

3.3. Serii cu termeni oarecare

¥
Definitia 3.3.1. O serie § X,, X,1 R se numeste cu termeni oarecare
n=1

daca are o infinitate de termeni pozitivi si o infinitate de termeni negativi.

¥
Definitia 3.3.2. O serie g X, Cu termeni oarecare se numeste absolut
n=1

¥
convergenta( pe scurt (AC)), daca seria modulelor § \xn\ este convergenta.
n=1

¥
O serie § x,, cu termeni oarecare se numeste semiconvergenta daca este
n=1

convergenta, dar nu este absolut convergenta.

Teorema 3.3.1. O serie absolut convergenta este convergenta.

¥
Demonstratie. Presupunem ca seria a x,, este absolut convergenta. Din
n=1

criteriul lui Cauchy, pentru (* )e>0,($)n.1 N astfel incat (" )n3n_ si (*)p31

avem “xml\ +Xnsa| + .. +‘xn+p <esiatunci (" )e>0, ($)n,1 N astfel incat (" )n3 n,

si(")p2lavem X +Xos +Xorp

£ ‘Xn+l‘ + ‘Xn+2‘ Tt ‘Xn+p

< e si folosind din

T S xS
nou criteriul lui Cauchy rezulta ca seria g x, este convergenta. ]

n=1
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Exemplu. Fie seria gm x] R. Tn acest caz x,=>n™
. ‘.

%, = Sm3 nx‘ﬁ 31 51/, (*)n*1. Cum § —5AC) folosind teorema 3.2.2,
n +1‘ JnP+1 p2 n:lné

¥ ¥ ¥
rezultd ca § [x,|(C), decig x,(A.C) si dinteorema 3.3.1 rezultd cd § x,(C).
n=1 n=1 n=1

Teorema 3.3.2. (Criteriul lui Dirichlet).

. g . . . . .
Fie seria g X, cu sirul sumelor partiale marginit. Daca (y,) este un sir

n=1
monoton descrescator cu limita Zero, atunci seria a XnYn este Convergenta.
n=1

n n
Demonstratie. Fie S, = & X, T, = & XY« $i M>0 astfel incat
k=1 k=1

S,/ EM, (")ne 1.

Pentru n, pi N vom avea:

T T,

= Xn+lyn+l + Xn+2yn+2 +"'Xn+pyn+p

ntp ~ 'n

yn+1(Sn+1 - Sn)-'_yn+2 (Sn+2 - Sn+1)+'" +yn+p (Sn+p - Sn+p-1} =

£

= " yn+1Sn + Sn+1(yn+1 - yn+2)+"' +Sn+p-1(yn+p-1 - yn+p)+ yn+PSn+P

£

Snep

E Vet Snl #[SnealYes = Yie2) + oo+ [Snep-1 Viep-1 = Yiep) * Ve

E M1 ¥ MYVt - Yie2) * oo MY nap-1 = Yiep )+ My =

=2My, 4 + M(yn+1 - yn+2) +...+ M(yn+p_ 1- yn+p)+ MYy, = 2My, ., (@am folosit
faptul ca y,>0 si (y,) monoton descrescator).

Fie e>0;cumy, ® 0,($) n,1 N astfel incat (" )n2 n_, avem ‘yn‘ <2i/| si

atunci (" )n3 n, si (*)p3 1T, - T, £2My,., <e, deci (T,) este sir Cauchy.

¥
Rezultd, deci, ca (T, este convergent, adica seria § x,y, este
n=1

convergenta. n
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Teorema 3.3.3. (Criteriul lui Abel).

¥
Dacéa seria § x,, este convergenta si (y,) este un sir monoton si marginit,
n=1

¥
atunci seria § x,y,, este convergenta.
n=1

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea, vom presupune ca (y,) este
monoton si descrescator cu limita y1 R. Fie z, =y, - y,(* )n3 1; atunci (z,) este

¥
un sir monoton descrescator cu limita zero. Cum seria § x, este convergents,
n=1
are girul sumelor partiale marginit, si folosind criteriul lui Dirichlet rezulta ca seria

¥
a x,z, este convergenta
n=1

Avem xy, =x,(z,+y)=x,z, +yx,, ("*)n31, si cum serile § x,z,, & YX,
n=1 n=1

¥
sunt convergente, rezulta c& si seria § x,y, este convergenta. u
n=1

3.4. Serii alternate

¥
Definitia 3.4.1. O serie § X, se numeste serie alternatd daca X,Xn.1< 0,
n=1

(" )ns 1.

Observatie. O serie alternata poate fi scrisa in una din urmatoarele doua

forme: 5 (-1) x,sau g (-1)x,,unde x,>0, (" )n N".

n-1 ¥
o
n=1

n=1

Teorema 3.4.1. (Criteriul lui Leibniz).

Daca (x,) este un sir monoton descrescator cu limita zero, atunci seria

¥
al( l)”'lxn este convergenta.
n=1



-62-

¥
Demonstratie. Cum seria § ( 1)”'l are sirul sumelor partiale marginit
n=1

(Sn=0 pentru n par si S,=1 pentru n impar) iar sirul (x,) este monoton

descrescator si convergent la zero, rezulta, conform criteriului lui Dirichlet,

¥
caseria § (- 1" 'x, este convergenti. n
n=1

¥ ¥
Exemplu. Fie seria g (- 1)”'11. Seria se scrie sub forma § (- 1" 'x, , unde

n=1 n=1

1 . . <
x, ==~ >0, (" )n31. Cum (x,) este monoton descrescator si lim x, =0 rezult,
n

n® ¥
L & 11
conform criteriului lui Leibniz, c& seria § (- 1) * = este convergenta.
n=1 n
H H g n-1 1 _ g 1 H 1%
Observatie. Cum seria modulelor § (-1)"*5 =84 = este divergenta
n=1 n n=1 n
rezulta ca seria este semiconvergenta.
Probleme propuse
1. Folosind definitia, sa se studieze natura seriilor:
¥ 1 ¥ 1 ¥
[o] [o] [o]
a —:;b)a—+—-—=.¢)and", q <1,
D 8] P Anfegfpez) @ &M
¥ ¥ ¥
S ca) & cin P 3p . np
b) ao(\/n +2-24n +1+ﬁ), e) alsm vz 05 s f) é’llcos.
n= n= n=

2. Folosind criteriile de convergenta, sa se studieze natura seriilor:

Sen o s .
a T b sinn ;
)Elgn-"lﬂ )na:']_
C) gm . d) g# .
e N mdont +n+l
¥ ¥ _ _
e) & sin? : f & ”+2k -2 iR
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s n+1 s n3"
9) a , h) ;
n=1 3n n=1 nn
). g n! :
VA oy DA e+t fasn-9270
¥
K) é a(a+1) (a+n 1) ab x>0
b +1)..(b+n- 1)
s a" S a2n+1
I) a n n’ > ! ) ¢ 2
n=12 +3 nzle3n 2g
¥ 1 s Inn
n ) 71
)”‘Zn 32" +1 )nzln\/ﬁ
o) g COSNX  + o . a s sinnx_
RIS , e Vn
¥ 1 1 s no 1
r X S -1 x—.
) AT 3
o) e g
t
) a1z gzh "

3. Sa se determine valorile parametrului real x pentru care seriile

urmatoare sunt convergente:

g $ - xc'jn
a) ain"x; b) ac
n=1 n= Oel+Xg
g 2ml. 5a"*t .
4. S&se arate ca seria g 3—n < 3 este convergenta si sa se
n=1

determine suma sa.

5. Folosind, eventual, seriile sa se arate ca

k
a) i nl n—n =0, unde k>0, a>1;

Q

. é cos k!
b) sirul cu termenul general x, = g este convergent.
k=1
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- i 81 .
6. Sa se arate ca seria a — este convergenta sl are suma e.

n:On!
7. Sa se arate ca, daca seria a nx, converge atunci gi seria a X
n=1 n=1

converge.

¥
8. Sé& se arate ca, daca seria g xn2 este convergenta, atunci
n=1

¥
¥ x §
seria @ ~" este absolut convergenta.
. n
n=1
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CAPITOLUL 4

FUNCTII INTRE SPATII METRICE

4.1. Limita unei functii intr-un punct

Fie (X,d,) ,(Y,d,) doua spatii metrice.

Daca al X,b1 Y,r >0 vom nota cu B(ar) si B(b,r) bilele deschise in X si
respectivin .

Problema limitei intr-un punct consta in cercetarea comportarii functiei in
vecinatatea unui punct fixat, mai precis ce se intampla cu valorile functiei atunci
cand argumentul sau se apropie "din ce in ce mai mult" de punctul fixat.

Deoarece comportarea functiei in vecinatatea unui punct fixat se poate pune
chiar daca functia nu este definita in acel punct, dar trebuie sa existe puncte din
vecinatatea lui in care functia sa fie definita, punctul dat trebuie sa fie de
acumulare.

Fie f:Al X® Y sial A"

Definitia 4.1.1. Un punct LT Y se numeste limita functiei f in punctul a si se

noteazd L=lmf(x) daca (")v1 J(L) (§UT I(a) astfel Tncat (*)xT UCAx* a

rezults f(x)T V.

Teorema 4.1.1. (de caracterizare a limitei intr-un punct).
Fie f:Al X® Y, al A’si L1 Y. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente

a) L =lim f(x);

b)(")e>0,($)d, >0 astfel incat (")xi Axta cu dfxa)<d, rezulta

e

dx(f(x), L) <e;
c) (")(x,)1 Ax,*ax,® arezultdca f(x,)® L.
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Demonstratie.

a)bb) Fie e>0 si V,=B(Le)T J(L); atunci ($)u,T J(a) astfel incat
(")xT u,CAxta rezulta  f(x)1 V.. Cum U1 J(@)($)d. >0 astfel incat
B(a,d,)i U, si atunci (" )xI Ax*a cu d,(xa)<d, rezultd xI B(ad,)i U, si deci
f(x)7 V. =B(L,e), adica d,(f(x),L)<e.

b) b c) Fie (xn)i Ax,!ax,® a si e>0; din b) ($)d, >0 astfel incat
(" )xT A,x? a cu dy(x,a)<d, avem d,(f(x),L)<e.

Cum x, ® a,($)n,1 N astfel incat (* )n3 n, avem d;(x,, @) < d U

0 x,1 B(ad,) (" )n3 n, siatunci d,(f(x,),L)<e,(" )n3 n,,adica f(x,)® L.

c) b a) Presupunem prin absurd ca ($)vi J(L) astfel incat (* )ul J(a)

($)x,T UCAx,* a astfel incat f(x,)i V. Luand U, :B‘?é’igi (@), )ns 1
e 9

. - . N 16 . oA
rezultd ca existd un sir (x,)] BE,-2CA,x,* a, deci x,® a astfel incat
e Ng

f(x,)i V,(* )n3 1, care contrazice faptul ca f(x,)® L. m

Observatie. Din aceasta teorema rezulta ca, daca exista doua siruri

(x.), (x¢)1 A\{a}, convergente catre a astfel Incat Ig@ngéf(xn)1 Ig@n;f(x,g) sau cel
n n

putin una nu exista atunci functia f nu are limita in punctul a.

Exemplu. Fie functia f:R2\{(00}® R, f(xy)= 2xy 5. Fie sirul
X2 +y
(z)! R2\{(00)}, z, :8"1,99@ (0,0), unde a,bl R.
en ng
ab
Avem f(z,)=—nN_ = b dica limita sirului (f(z,)) depinde de a si
a? b? a®+b?
w

b. Astfel, spre exemplu fie

_ad 16 . _
z, _35’6;2,@ (00) si r!grlf(zn)

N
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& 1¢
& 2 f(x.y).
=6 (xy)

% (0,0) si |imf(z'n):§, deci ($)(Xyl)im

17} ne ¥ ® (0,0)

Observatie. Din definitia cu siruri a limitei unei functii intr-un punct si
folosind faptul ca limita unui sir de puncte dintr-un spatiu metric este unica,
rezultd c& dacad f:Al X® Y are limitd In al AC atunci aceasta limitd este

unica.

Dacd X =R,Y =R si f:Al R® R, f =f(x), f se numeste functie reala.

Dacd X=R¥ k32 Y=R si f:Al R“® R, f = f(X1,Xz,....x), f Se numeste
functie reala de variabila vectoriala x = (xl,xz,...,xk), sau de k variabile reale x,,
X2ye0e Xk -

Dacad X =R,Y =R™, m3 2si f:Al R® R™ f=f(x), atunci f(x) R™,(")x1 A,
deci f(x) este de forma f(x) = (f,(x).f,(x)....f,(x)), (* )xT A, unde
f.0f A® R.

in acest caz, functia f este de forma f =(f,f,,....f,) si o numim functie
vectoriala de variabila reala.

Dacd X =R* k3 2Y=R™m?3 2 si f:R*® R™f=f(x) atunci f este de forma
f=(ff,...f,) si o numim functie vectoriald de variabild vectoriald

x = (X, X,,..., X, ) sau de k variabile reale X, Xa,...,Xk.

Folosind definitia limitei cu siruri i teorema de caracterizare a convergentei
unui sir in spatiul metric R™,m 3 1, se obtine imediat

Teorema 4.1.2. O functie f:Al R*® Rm,f:(fl,fz,...,fm) are limita n
al AC egald cu L=(,L,,...L,)I R™ dacad si numai dacd existd simultan
lim f(x)=L,i=1m.

in acest caz Ilmf klmf Ilmf (x), ..,Ixiglfm(x)).
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In continuare vom considera functii cu valori reale f: Al (X,d)® R.

Teorema 4.1.3. Fie f,g:Al X®R si al AC Daca (8§)limf(x)=L,T R,
lim g(x)=L,T R atunci

a) exista lim (f+g)(x) =L, +L,;

X® a

b) exista lim (fg)(x)=L,L,;

X® a

c) existd lim Ezigjx):l‘l,dacé L,t0sig(x)t 0, (")xT A.
&

X® a
2

Demonstratie. Rezulta imediat folosind definitia cu siruri a limitei unei functii

intr-un punct si proprietatile cunoscute de la giruri. u

Teorema 4.1.4. (Criteriul majorarii).
Fie f,g: Al X® R, al Atsi Vi J(a) astfel incat
f(x)- L £g(x) (" xT VCA X a,unde Ll R.

Daci (3) lim g(x)=0 atunci ($)lim f(x)=L.

Demonstratie. Fie (x,)I Ax,!ax,® a. Cum x,® a, ($)n,1 N, astfel
incat x,1 Vv, )n2 n, siatunci [f(x,)- L|£g(x,) (" )n3 n,.

Cum ($)limg(x)=0 rezulta g(x,)® 0 si atunci f(x,)® L, deci ($)limf(x)=L.

. . . 1
Exemplu. Fie limita Iim (x* +y?)sin )
P Mo+ ¥ Jein ry?

Cum (x> +y?®)sin—, ! S EXZ+y?, (" )xy)* (00) si
X2 +y

. . 1
l 24y?)=0rezultdca lim (x?+y?]sin =0.
(x,y)|® 0,0)(X y ) (x,y)® (070)( y ) X2 + y2

Tn continuare vom considera functii reale de variabile reale, f: Al R® R.

Daca a este punct de acumulare pentru multimeaA; =A G (- ¥,a)={x1 A:x<a}
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atunci vom spune ca a este punct de acumulare din stanga pentru A, adica este
satisfacuta definitia punctului de acumulare, utilizadndu-se doar punctele xi A cu
x<a.
Analog, daca a este punct de acumulare pentru multimea

A, =AC(a¥)={x1 A:x>a}, atunci vom spune cd a este punct de acumulare

din dreapta pentru A.

Definitia 4.1.2. Fie f:Al R® R, al A si A;=AC(- ¥,a).

Functia f are limita la stanga in punctul a, egala cu Ls daca f‘Al are limita in
punctul a, adica (" )v1 J(L,), ($)ul J(a) astfel incat (* xI UCA,x® a, avem
f(x)T V.

Vom nota aceasta prin L, = limf(x) sau f(a- 0), lim f(x).
x®a x® a-

iIn mod analog se defineste limita la dreapta iIn a care se noteaza

L, =limf(x) sau f(a + 0), x|(i®r2+f(x).

X>a

Limitele la stadnga si la dreapta intr-un punct se numesc limite laterale.

Teorema 4.1.5. Fie f:Al R® R sial A[.

Atunci L, =limf(x) dac& si numai daca pentru orice sir strict crescator

X<a

(x,)1 A, cu x, ® a avem f(x,)® L

s

Demonstratie. Presupunem ca exista L, = Ii(gn f(x).
X® a

X<a
Din teorema de caracterizare a limitei intr-un punct cu siruri, rezulta ca, in

particular, pentru orice sir strict crescator (x,)| Ajcu x,, ® a avem f(x,)® L.
Reciproc, sa presupunem ca pentru orice sir strict crescator (xn)i A; cu
X, ® a avem f(x )® L,.
Fie (x,)1 A, un sir arbitrar (deci x,<a) cu x,® a. Atunci f(x,)® L.,
deoarece in caz contrar extragem un subsir (xkn)i (x,) strict crescétor cu limita

a si atunci f(x,)® L., contradictie. m
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in mod analog se arata
Teorema 4.1.6. Fie f:Al R® R si al AS.

Atunci L, =limf(x) daca si numai dacéa pentru orice sir strict descrescator

X>a

(x,)1 A cu x,® a avem f(x,)® L,.

Legatura dintre limita unei functii intr-un punct si limitele laterale in acel
punct este data de:

Teorema 4.1.7. Fie f:Al R® R si al A{CAS.

Functia f are limita in punctul a daca si numai daca exista limitele laterale gi

acestea sunt egale.
Tn acestcaz L = Lg = L.

Demonstratie. Dacé ($)L=limf(x) atunci rezultd imediat ca ($)L. =L si

Ld:L.
Reciproc, presupunem ca L, =limf(x)=L,=limf(x). Vom ardta cé

X<a X>a

($) imf(x)=L =L, =L,.

X® a

Fie €>0; atunci ($)d, >0,d", >0 astfel incat

(")xT Ax<aculx-a<d, P [f(x)-L/|<esi

(")xT Ax>aculx-a<d, P [f(x)-Ly<e .

Luand d, :min(d'e,d"e) rezultd ca pentru (" )xT Ax®a cu |x- a <d, avem

f(x)- L, < e, unde Ls = Lg, deci ($)Ixiglf(x) =L =L, =L,. =

Observatie. Fie f:Al R® R si al A Dacaa=+¥ siL = +¥ | pentru a

defini limf(x)=L folosim aceeasi definitie 4.1.1 cu remarca ca in acest caz

consideram vecinatati ale punctului + ¥ . Trecand la caracterizarea cu giruri va

rezulta c& limf(x)=L daca si numai daca (" )(x,)T1 A,x,*a, cu lim x, =a
x® a n® ¥

(in R ) rezults ca lim f(x,) =L (in R).
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4.2. Functii continue

Fie (X,d,),(Y,d,) spatii metrice si f: A1 X® Y .
Definitia 4.2.1. Functia f este continuad n punctul ai A daca
(")v1 J(f(a)),($)uT I(a) astfel incat (" )xT UC A rezulta f(x)T V.

In caz contrar, functia f este discontinua in al A.

Intuitiv, functia f este continua in al A daca f(x) este "oricat de aproape" de

f(a) de indata ce x este “suficient de aproape” de a.

Observatie. Daca al A este un punct izolat atunci orice functie f:A® Y
este continua in punctul a.

Analog cu teorema 4.1.1 obtinem

Teorema 4.2.1. (de caracterizare a continuitatii intr-un punct).

Fie f:Al X® Ysial A.Urmatoarele afirmatii sunt echivalente

a) feste continua in a;
b) (" )e>0,($)d, >0 astfel incat (* )xT A, cu d,(x,a)<d, rezulta
d, (f0), f(a) ) < &

c) (" Jxp)1 A x, ® a rezultd ca f(x,)® f(a).
Demonstratie. Analog cu demonstratia teoremei 4.1.1. m

Observatie. Din teoremele 4.1.1 si 4.2.1 rezulta ca daca al A G AC atunci

f:Al X® Y este continua in punctul a daca si numai dacé ($) lim f(x) =f(a).
X® a

Definitia 4.2.2. Functia f:Al X® Y este continua pe A daca este

continua in toate punctele din A.

Exemplu. Fie f:R¥ ® R, liniara, adica

flax +by) = af(x) +bf(y), (" )a,bT R, x,y1 R¥.
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Se arata ca o aplicatie liniara f pe R K este de forma

k
f(x)= & cx; (")x=(Xy%Xpx )T RS, unde ¢ =(cy,Cy,e.., )T R¥.
i=1

Daca al R, a=(aja,,..,a,) este fixat si xi R, x = (X3, X5,..., X, )T R¥ este

arbitrar, atunci:

f(x)- fla) =

2

= RLE- SN

2
= =lcfx- 4.

k
a Ci(Xi - ai)

i=1

IIOJ‘<

Q

(am considerat pe R¥ norma euclidiana).

Va rezulta ca lim f(x)=f(a), deci f este continu& in a si cum a este arbitrar
X® a

rezulta ca f este continud pe R¥.
In particular, functiile proiectie pr; R® R, pr (x) =X,

")x= (xl,xz,..., xk)T R¥, i=1k, sunt continue pe R¥.

Teorema 4.2.2. O functie f:Al R“® R™, k3 1m3 1f=(f,f,,...f,) este

continua in punctul al A daca si numai daca functiile f;, f,...,f, sunt continue

n a.

Demonstratie. Rezulta din definitia continuitatii cu siruri gi teorema de

caracterizare a convergentei unui sir in spatiul metric R™, m=2 1. ]

Observatie. Din aceasta teorema si exemplul anterior rezulta ca o aplicatie

liniara f:R* ® R™ este continud pe R¥.

Teorema 4.2.3. (de caracterizare a continuitatii pe un spatiu).

Fie (X,dl),(Y,dz) spatii metrice gi f: X ® Y. Atunci urmatoarele afirmatii
sunt echivalente

a) feste continua pe X;

b) (*)Di Y, deschisa b (D) este deschisa in X;

c) (*)Fi Y,inchisd p (F) este inchisd in X;

d) (*)ai x b fa)i f(a).
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Demonstratie.
a)p d) Fie Al Xsiyi f(a), y=f(x), cu xT A.cCum xT A, ($)(x,)T A
astfel incat x, ® x.

Cum f este continua in X, rezulta f(xn)® f(x) =y, deci yl RK) si astfel am
arstatca f(a)i f(A).

d) b c) Fie FI Y, inchisa, adicd F=F in Y, si fie A = f (F). Conform
ipotezei:

f(a)i ﬂﬂzm‘l F =F, de unde

Al i) i F) = A,
sicum A1 A, rezultd A = A, deci A =f}(F) este inchisa in X.

c)b b) Fieb 1 Y ,deschisa; atunci F =Y \D este inchisa.

Conform ipotezei, f-*(F) = f *(vy \ D) este inchisa in X, de unde
X\ YF) = X\ [ YY)\ 1 D)|=11(D), si cum f (F) este inchisa, rezultd ca
f (D) este deschisa.

b) b a) Fieal X.Vom aratacaf este continuain a.

Fie D =B(f(a),e)1 Y, deschisa. Conform ipotezei f'(D)I X este deschisa si
cum al fY(D), ($)d,>0 astfel incat B(a,d,)i f}(D), de unde rezultd c&

f(B(a,d.))1 B(f(a)e), adica f este continua in a. m

Fie f:A\{a}i X® Y, unde al A’. Daca exista limf(x)=LT Y, atunci functia

x® a
f:A® Y,

v _if(x) dacaxi A\{a}
f(X)—: .

5 prelungeste functia f gi este continua in punctul a.
daca x=a

~

In acest caz, spunem ca f este prelungirea prin continuitate a lui f.

Exemplu.

Fie f:R\{0}® R, f(x):Si)r:X.
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Cum lim f(x)=1, functia f poate fi prelungitd prin continuitate in punctul 0.
X® 0

Prelungirea ei este functia f:R® R, f(x) =

Definitia 4.2.3. O aplicatie f:(X,d,)® (Y,d,) se numeste izomorfism
topologic sau homeomorfism daca:
a) f este bijectiva;

b) functiile f si f** sunt continue.

in acest caz, spunem ca spatiile X si Y sunt homeomorfe. O aplicatie ce
satisface conditia b) se mai numeste si bicontinua.

Sa observam ca dacd f este homeomorfism atunci si f' este un
homeomorfism.

Daca f: X® Y este un homeomorfism spunem ca spatiile metrice (X,d,),

(Y,d,) sunt homeomorfe.
Exemplu. Functia f:R® R, f(x)=x° este homeomorfism a lui R pe R.

Definitia 4.2.4. O aplicatie f:(X,d;)® (Y,d,) se numeste izometrie daca
a) f este bijectiva;

b) dy(f(x)f(y))=dulxy). () xyT X.

In acest caz, spunem ca spatiile metrice (X,d,), (Y,d,) sunt izometrice.

Sa observam ca daca f este izometrie de la X la Y atunci si f* este o

izometriede la Y la X.

Exemplu. Fie al R" i f:R"® R", f(x)=x +a.
Este evident faptul ca f este o bijectie, iar
[1(x)- f0) [ =] (x+a)- [y +a) [ =] x- v

Rezulta ca orice translatie este o izometrie.

, (" )x,yT R", deci f este o izometrie.

Sa observam, de asemenea, ca orice izometrie este un homeomorfism.

intr-adevar, fie f:(X,d,)® (V,d,) izometrie.



-75-

Vom arata ca f este continua. Fie x,1 X si e>0, arbitrar. Vom avea:
f-1(B(f(xo)€)) ={xT X:f(x)T B(f(x,)e)} =
={x1 X:d,(f(x),f(xo)) < & ={xT X:d,(x,%,) < & =B(xo,€),
deci f este continua n x, i atunci pe X.

Analog se arata ca f* este continua.

4.3. Proprietati ale functiilor continue

Teorema 4.3.1. Fie (X,d,),(Y,d,) spatii metrice gi f: X® Y, continud. Daca

Al X este compactd, atunci f(A) este compacta in Y.

Demonstratie. Fie (D,);, o acoperire deschisa in Y pentru f(A), adica
f(A)l ED, D1 Y deschisa ()il 1.
Atunci
Al t7(fA)T fED)=EF(D)

Cum f este continua, din teorema 4.2.3, f!(D,) este deschisa in X, (" )il I si

cum A este compacta n X, existad J1 I, finita astfel incat A | TEJf‘l(Di), de unde
(AT f(EFHD)) = EfF(D) 1 ED
adica (D,)., este o subacoperire finitd pentru f(A).

Prin urmare, f(A) este compacta in Y. m

Corolarul 4.3.1. Orice functie continua pe un compact dintr-un spatiu metric

este marginita.

Demonstratie. Dacd f:(X,d,)® (Y,d,) este continud si A 1 X este

compacta, din teorema 4.3.1 rezulta ca f(A) este compacta si atunci este inchisa

si marginita nY. n
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Definitia 4.3.1. Fie f: (X,d)® R, Al X si M:inuEf(x), m :ixpl‘\f(x). Spunem

i) Functia f Tsi atinge marginea inferioara pe A daca ($)al A astfel incat
m= f(a).

ii) Functia f Tsi atinge marginea superioard pe A daca ($)bl A astfel incat
M =f(b).

iii) Functia Tsi atinge marginile pe A daca isi atinge marginea superioara

cat si marginea inferioara.

Teorema 4.3.2. (Weierstrass). Daca A este o submultime compacta a
spatiului metric (X,d) si f:A® R este continua atunci f este marginiti pe A si isi

atinge marginile.

Demonstratie. Din corolarul 4.3.1 avem ca f(A) este marginita in R.

Fie M :sypf(x) sims= ipl‘\f(x).

A
Din definitia marginii inferioare exista un sir (x,)1 A astfel incat f(x,)® m si
cum A este compacta, exista un subsir (x, ) al lui (x,)I A, convergent la un
punctdin A, x, ®al A
Cum f este continua, avem f(x, )® f(a) si cum f(x, )® m, folosind unicitatea
limitei unui sir convergent intr-un spatiu metric, rezulta f(a) = m.

Folosind definitia marginii superioare se arata in mod asemanator ca
($)bT A astfel incat f(b) = M. .

Observatie. In particular, dacd X=R, A = [a, b], abl R, a<b se obtine
teorema lui Weierstrass cunoscuta din liceu:

Teorema 4.3.3. Daca f: [a, b] ® R este continua atunci f este marginita si isi

atinge marginile pe [a, b].
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Definitia 4.3.2. Fie (X,d) spatiu metric. O submultime A1 X se numeste
conexa daca nu exista doua multimi deschise D, D,I X cu proprietatile

i) D,CA! 9,D,CA! g;

i) Al D,ED,;

i) D,CD,CA=g.

In caz contrar, spunem c& A este neconexa.

Spunem ca spatiul metric (X,d) este conex daca nu existd douad multimi

deschise D, D,I X nevide si disjunte astfel incat X=D, ED,.

Exemple.
1. Al R, A=(-2,1] E [5, 6) nu este conexa.

2. Al R?, A={xy)T R?:1<x?+y? <3} este o multime conexa.

Teorema 4.3.4. O submultime nevidd A1 R este conexa dacd si numai
daca A este interval.

Pentru demonstratie se poate consulta [11]. u

Teorema 4.3.5. Fie (X,d,),(Y,d,) spatii metrice, A1 X, conexdsi f:A® Y,
continua. Atunci f(A) este conexain.

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca f(A) nu este conexa. Atunci
existd doua multimi nevide D,,D, 1 Y deschise astfel incat

D,CD,Cf(A)=4& D,Cf(A)r £ D,Cf(A): £si f(A)i D, CD,.

Cum f este continua, multimile D, =f*(D,),D, =f"*(D,) sunt deschise n X.
in plus, D,*&ED,* A&, D,CD,CA=fD,)CF*D,)CA=f*D,CD,)CA=£A,
D,CA! £D,CAL &, iar Al D,ED,,ceea ce arati cd A este neconexd,

absurd.

Corolarul 4.3.2. (Teorema valorii intermediare).

Fie (X,d) un spatiu metric, A1 X, conexa, f:A® R, continua si abl A
astfel incat f(a) < f(b).

Atunci (" )I T (f(a),f(b)), ($)cT A, astfel incat f(c)=1 .
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Demonstratie. Din teorema 4.3.5 rezulta ca f(A) este conexa in R si din
teorema 4.3.4 f(A) este un interval in R.

cum f(a)f(b)7 f(A) rezultd (f(a),f(b))1 f(A) si demonstratia este incheiats. m

Teorema 4.3.6. Fie f,g:(X,d)® R, continue si | T R. Atunci

a) f+g,fg, | f, | g sunt continue pe X;
b) ; (unde g(x)* 0,(" )xT X) este continua pe X;

c) |f| este continua pe X.

Demonstratie. Rezulta imediat folosind caracterizarea cu giruri. m

Teorema 4.3.7. Fie f:Al (X,d)® R, continuad in al A si f(a)* 0. Atunci

exista o vecinatate V a lui a astfel incat f are semn constant pe VCA.

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea sa presupunem ca f(a)>0.
Fie |11 R astfel incat f(a)>1 >0. Atunci (f(a)- 1,f(a)+1)7 J(f(a)), In R si cum f
este continua in a, ($)V1 J (a) astfel incat (* )x7 VG A avem

f(x)7 (f@)- 1,f(a)+1), de unde f(x)>f(a)- I >0, (" )xI VCA. n

Continuitate laterala

Definitia 4.3.3. Fie f:D® R, DI R si al IntD.
i) Functia f este continua la stanga in a daca ($)f(a- 0)=f(a).

ii) Functia f este continué la dreapta in a daca ($)f(a+0)=1f(a).

Folosind teorema de caracterizare a limitei unei functii intr-un punct
cu ajutorul limitelor laterale (teorema 4.1.7) se obtine:

Teorema 4.3.8.Fie f:D® R, DI R gi al IntD.

Atunci f este continua Tn a daca si numai daca si numai daca este continua

la stanga si la dreapta in a.
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4.4. Functii uniform continue

Definitia 4.4.1. O functie f:(X,d,) ® (Y,d,) se numeste uniform continua pe X
dacd pentru (")e>0,($)d,>0 astfel incat (*)xyl X cu dxy)<d,
rezultad, (f(x),f(y)) <e.

Observatii. 1. 1n timp ce notiunea de continuitate are un caracter local, cea
de uniform continuitate are un caracter global, ea definindu-se pe o multime.

2. Din definitie rezultd c&, daca exista doua siruri (x,).(y,)1 X astfel incat
d,(x,.y,)® 0 si d,(f(x,)f(y,) ® 0atuncifnu este uniform continua
3. Din definitie rezultd ca, daca f este uniform continua pe X atunci f este

continua pe X.

Exemplu. Fie functia f : (0,1]® R, f(x)=

X |k

Luand xn:i,yn :21n’n3 1 avem |x,- y,|® 0 si [f(x,)- f(y,)=n® ¥, deci f

nu este uniform continua pe (0,1]. Sa observam totusi ca f este continua pe (0,1].
Din acest exemplu rezulta ca o functie continua nu este in general uniform

continua.

Teorema 4.4.1. (Cantor). Fie (X,d,)(Y,d,) spatii metrice A1 X, compacta si

f: A® Y continua. Atunci f este uniform continua pe A.

Demonstratie. Presupunem prin absurd ca f nu este uniform continua, deci
($)e, >0 asfel incat (" )d>0, ($)x,y,T A cud,(x,.y,)<d sid,(f(x,).f(y,))? &.

Luand d:i, cu n31, rezulta ca exista doua siruri (Xn), (yn) din A cu
dl(xn,yn)<i si da(f(Xn),f(Yn))?® €. Cum A este compacta ($)x,yl A si douad subsiruri

(an)i (Xn) si (ykn)i (yn) astfel incat x, ® x, y, ® y.Cum dl(xkn,ykn)<k1® 0,

n

vom avea d(x,y)£ d(x,x, )+d(x_,y, )+dly, .y)® 0, pentru n® ¥, deci d(x,y)=0 si

atunci x =y.
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f(y) si atunci

Cum f e continua avem f(x, )® f(x)f(y, )
& £d,(f(x ) v )£ dy(f(x ). 7(x))+d.(fly, ).f(v))® 0, pentru n® ¥, contradictie. m

Probleme propuse.

1. Sa se studieze existenta limitelor:
sin X
Y. C) I|m xcos =
x? ty

a) lim X_izy . i
(xy)® (2.3) x2 + 3y ’ xy®l2) x (x.y)® (0,0)
d) lim x4y e) im(+sinx)e*; f) fim 2y
(xy)® (0.0) X2 + y2 ’ X® ¥ ’ (y)o (00) X +y ’
X X%y X0
li = h) | : li -
D Mooy L NS v R L -

2. Sa se studieze continuitatea functiilor

i
a) f:R®R, filxy)=i A
) (xy) %x,xl R\Q

b) f:R?® R, f(xy)=

e X+a, x<00
c) f:R2® R?, f(x)= ge smy,I ) i, unde al R.
| e, 3Og

3. Fie f:DI R® R, monotona. Sa se arate ca f are limite laterale in toate

punctele de acumulare.
Sa se arate ca multimea

4. Fie f,9:(Xd,)® (Y,d,), continue.

A ={xT X:f(x)=g(x)} este inchisa in X.

5. Fie (X,d) spatiu metric, A1 X,A* £sif:X® R
Sa se arate ca f este continua pe X.

f(x) =d (x,A) = |r|1£ d(x,a) .
6. Fie fg:(X,d® R, continue. S& se arate ca multimea

A ={x1 X:f(x)<g(x)} este deschisa in X.
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7. Sa se determine functiile continue f:R® R cu proprietatea:

fix +y) =f(x) +f(y), " )x, y1 R.

8. Fie f:1® R,I1 R, interval, f monotona si

D, ={ xT I: f discontinua in x} . S& se arate ca D, este cel mult numarabila.

9. Fie f:R® R continua si marginita. Sa se arate ca f are cel putin un

punct fix, adica ($)x,1 R astfel incat f(x,)=x,.

10. Fie spatiul metric (L*,d), unde:
¥ ={(x,)1 R:(x,) marginit }, si

)Xyt L x=(x,).y = ()

d(xy)= sup| X, - ,

Séa se arate cd L¥ nu este compact.

11. S& se arate ca functia f:R® R, f(x)=sinx este uniform continud pe R.

12. Fie (X,d) un spatiu metric si x,1 X. Sa se arate ca functia f : X ® R,

f(x)=d(x,x,) este uniform continua pe X.

13. Sa se studieze uniform continuitatea functiilor:

_ 1
a) f:(0,¥)® R, f(x)-—lﬂ(z,
b) f:(12]® R, f(x):X?l;

c) f:R® R, f(x)=sinx?;
d) f:[0¥)® R, f(x)=x;

X+1

e) f:(0¥)x(0,¥)® R, f(xy)=

14. Fie a3 0 sifunctia f:(a,¥)® R, f(x)=Inx.

Sa se arate ca f este uniform continua pe (a, ¥) daca si numai daca a > 0.
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15. Fie f:R® R continua si periodica.

Atunci f este uniform continua.

16. Fie f,g:(X,d)® R uniform continue. Atunci :
a) f +g este uniform continua.

b) daca f si g sunt marginite b fg este uniform continua.
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CAPITOLUL 5

DERIVABILITATEA $I DIFERENTIALITATEA
FUNCTIILOR REALE DE VARIABILA REALA

5.1. Proprietati de baza ale derivatei.

Definitia 5.1.1. Fie f:Di R® R, xg1 DCDC.

Functia f are derivatd in x, daca existd in R urmatoarea limita:

Xg)r?(owzf‘(xo) (sau SJ((XO))-

Daca, in plus derivata f(x,) este finita, spunem ca functia f este derivabila

n Xp -

Propozitia 5.1.1. Daca f:DI R® R este derivabild in xoT DCDC¢ atunci f

este continua in xq.

Demonstratie. Din ipoteza avem ca ($) lim f(XX)_;(XO):f((xO)T R.
X® X0 - X0

Pentru (" )x1 D,x * x, avem

f(x):f(xo)+f(x)2' :((XO)(X— Xp), de unde rezultd prin trecere la limita:
- Xo

lim f(x)="f(xo), deci f este continua in xg. m
X® XQ

Observatie. Reciproca acestei afirmatii nu este in general adevarata. In

acest sens, fie f:R® R, f(x)=|x. Evident, f este continud pe R dar nu este

derivabila in xg=0.
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Definitia 5.1.2. Functia f:DI R® R este derivabild pe Al D daca este
derivabila n orice punct din A.

In acest caz se poate defini functia f: A® R, x® f(x), numitd derivata

functiei f.

Definitia 5.1.3. Fie DI R si Xo1 D un punct de acumulare pentru
D, =DC (- ¥,x,) (respectiv pentru D, =D C (x,, ¥)).

Functia f are derivata la stanga (respectiv la dreapta) in xp, daca

($) Xg)r?(of(xx):;(:o) =f8(xo)T R, (respectiv ($) Xg)r?(of(xx):;(:o) =fg(xo) T R).
X<XQ X>X0

Numarul f§(xo)T R (respectiv f§(xg)7 R) se numeste derivata la stanga
(respectiv la dreapta) a lui f Tn xg.

Daca in plus f§(xo)T R (respectiv f§(xo)7 R), spunem ca f este derivabila la
stanga (respectiv la dreapta) in xg.

Observatie. Folosind teorema de caracterizare a limitei unei functii Tntr-un
punct cu ajutorul limitelor laterale rezulta ca o functie f:D1 R® R este derivabila

in xo1 D (care este punct de acumulare atat la stanga céat si la dreapta lui D)

daca si numai daca f este derivabila la stanga si la dreapta in xg, iar

fxo) = 15(xo) =1"(xo).

Reamintim din liceu proprietatile de baza ale functiilor derivabile:

Teorema 5.1.1. Fie 1LJI R, intervale, f:1® J, g:J® R. Daca f este
derivabila in xo1 | si g este derivabila in yg =f(xg)T J atunci gof:I® R este
derivabila Tn xg si (gof)'(xg) =9'(f(xg))f'(Xg) -

Daca f este derivabila pe | si g este derivabila pe J atunci gof este

derivabila pe I si (gof)'=(g'of)f'.
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Teorema 5.1.2. Fie ,JI R, intervale si f:1® J continua si bijectiva. Daca f
este derivabilda Tn x,1 | si f(x)* 0, atunci functia inversa f ! este derivabilé in

Yo =f(xo) si (f'l)((y")zwz)'

Definitia 5.1.4. Fie f:DI R® R. Un punct xo1 D se numeste punct de
minim (respectiv de maxim) local pentru f daca ($)VT J(xo) astfel incat
f(x)2 f(xo) (respectiv £), (" )x1 VCD.

Daca aceste inegalitati au loc (" )x1 D, atunci x, se numeste punct de

minim (respectiv de maxim) global.

Un punct xo1 D se numeste punct de extrem local dacad este punct de

minim local sau de maxim local.

Teorema 5.1.3. (Fermat).

(0]
Fie f:11 R® R, | interval. Daca xg1 | este punct de extrem local pentru f

si f este derivabild in xq atunci f(xg)=0.

(o]
Definitia 5.1.5. Fie f:Il R® R, | interval. Un punct xo1 | in care f este

derivabild si f(xo)=0 se numeste punct critic (sau stationar) pentru f.

Observatii.

(0]
1. Daca xg | I, atunci concluzia teoremei lui Fermat nu este intotdeauna

adevarata.

In acest sens, fie functia f:[0]]® R, f(x)=x. Atunci xy =0 este punct de
minim pentru f si £(0)1 0.

2. Reciproca teoremei lui Fermat nu este in general adevarata. In acest
sens fie functia f:R® R, f(x)=x3. Atunci f(0)=0 dar x, =0 nu este un punct de

extrem local.

Teorema 5.1.4. (Teorema lui Rolle).
Fie functia f:[ab]® R, unde abl R,a<b, f este continud pe [ab],

derivabila pe (a,b), f(a)=f(b). Atunci ($)ci (a b) astfel incat f(c)=0.
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Teorema 5.1.5. (Teorema lui Cauchy).
Fie f:[ab]® R doua functii continue pe [a,b], derivabile pe (a,b) si g(x)* 0,

f(b)- f(a) _ f(c)

(" )T (a,b). Atunci ($)c1 (ab) astfel incat ob)- ola)~ oe):

Teorema 5.1.6. (Teorema lui Lagrange).
Fie f:[ab]® R continua pe [ab], derivabild pe (ab). Atunci ($)cT (ab)
astfel incat f(b)- f(a)=(b- a)f'(c).

Din teorema lui Lagrange se obtin cu usurinta urmatoarele doua consecinte:

Propozitia 5.1.1. Fie f:I11 R® R, | interval, f derivabila pe I.

Atunci:
a) Daca f(3 0 pe | rezulta ca f este crescatoare pe I;
b) Daca f(£0 pe | rezulta ca f este descrescatoare pe I;

c) Daca fc=0 pe | rezulta ca f este constanta pe I.

Propozitia 5.1.2. Fie f:I11 R® R, | interval, f continua pe | si xo1 | astfel

incat f este derivabila pe 1\{xo} si ($) fim f(x) si este finita.
X® XxQ

Atunci f este derivabild n xg si f'(xg) = lim f(x).
X® Xq

Teorema 5.1.7. (Regula lui L'Hospital).
Fie f,g:(ab)® R unde - ¥ £a<b £ +¥ . Presupunem ca

i) f,g sunt derivabile pe (a,b) si g¢* 0 pe (a,b);

ii) ($)Xli@r>na;({;)):LT R;
iii) )!i(rgnaf(x):)!i(rgnag(x):o (sau +¥).

X>a X>a

Atunci ($)lim f(x)) =L.

olx

X>a
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5.2. Diferentiala unei functii

Fie Il R interval deschis, f:1® R si xg1 1.

Definitia 5.2.1. Functia f este diferentiabila in x, daca ($)AT R astfel
incat

100 flxg)- Al %) _ 51)
X® X X- Xo

f(x)- flx,)- Alx- x,)
x—ox0

1 =) 1
Observatie. Luand a(x)= daca x* X,

—

daca x = x,
rezulta ca (5.1) se scrie echivalent:

f(x)=flxo) + Alx- xo)+alx)(x- xo) (" XT 1,

(5.2)
unde AT R, a:1® R, lim a(x)=a(xq)=0.
X® XQ
Teorema 5.2.1. Fie Il R interval deschis. Functia f:I® R este

diferentiabild Tn xo 1 1 daca si numai daca este derivabila in xg .

Demonstratie. Presupunem mai intai ca f este diferentiabila n xq.
Conform definitiei ($)AT R, a:1® R, continud in xg, a(xg)=0 astfel incat

f(x)=f(xg)+Alx- xg)+alx)(x- xo) (* T 1, de unde

M:Aha(x), (" )xT 1, xt X0 -
X- Xp

Cum lim a(x)=0p ($) lim x)- f(xo) _ A, deci f este derivabila n xo.
X® Xg X® Xg X - Xp

Reciproc, fie f derivabila in x, sifie a:1® R,

H()- f(xo) .-
al)=] x-x, 06 Ga0EXT 0

i 0 dacad x=x,
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Evident avem lim a(x)=a(x,)=0 si din definitia lui a avem

X® xQ
(x) = flxo) + 1 (xa)(x - x5) +alx)(x - xo) () xT 1, (53)
deci f este diferentiabild in x,, iar A =f(x,). n

Observatie. Teorema 5.2.1 exprima faptul ca notiunile de diferentiabilitate si

derivabilitate sunt echivalente.

Definitie. Fie f:1l R® R, | interval deschis, f derivabila in x,1 I.
Functia T:R® R definita prin T(h)=f(x,)h, (" )hT R se numeste diferentiala

functiei f in x, si se noteaza cu df(x,), adica df(x,)(h)=fdx,)h, (" )h1 R.

Observatie. Daca f este diferentiabila in x,, din (5.3) rezulta ca, pentru x

intr-o vecinatate V a lui x,, avem aproximarea
f(x)- f(xo) @Fxo Jx - %), (5.4)

adica cresterea functiei intr-o vecinatate a punctului x,, Df se poate aproxima
printr-o crestere liniara f(x, )Dx.

Notand x - x, =h, relatia (5.4) se mai scrie:

f(x)- f(x,) @fqx,)h = df(x,)h.

in cazul particular, in care f(x)=x avem f(x,)=1 si atunci dx(x,)()=h,
(* )i R.

Notand cu dx diferentiala functiei identice, (deci dx:R® R, dx(h)=h,
(" )hT R), obtinem df(x,) = f((x,)dx .

Daca f este derivabila pe | atunci vom avea df(x)=f'(x)dx, (* ) xT 1.
5.3. Derivate si diferentiale de ordin superior

Fie 11 R uninterval deschis, f:I® R derivabila pe | si f:1® R derivata sa.
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Definitia 5.3.1. Functia f este de doua ori derivabila in x, daca functia f¢

este derivabila in x,. In acest caz, derivata lui f¢ in x, se mai numeste derivata a

2
doua a lui f in x, si se noteaza cu f(x,) (sau i(];(XO))'

Daca f¢ este derivabila pe | atunci derivata lui f¢ se numeste derivata a

doua (sau de ordinul doi) a lui f gi se noteaza cu f¢.

Prin recurenta se definesc derivatele de ordin superior:
Definitia 5.3.2. Fie f:11 R® R, | interval deschis.

Functia f este de n(n32) ori derivabild in x, dacd f este de (n-1) ori

derivabila pe o vecinatate V a lui x, si daca derivata de ordin (n- 1), notata prin

i1 este derivabila in X,. In acest caz derivata lui f ™ n xo se mai numeste

I x0)).

derivata de ordinul n a lui f in X, si se noteaza cu f V(x,) ( sau |
X

Functia f este de n ori derivabila pe | daca este de n ori derivabila in toate

punctele din I.

Definitia 5.3.3. Fie f:1l R® R, | interval deschis.
Functia f este de clasd C", (n3 1) pe | si scriem f1 C" () daca f este de n
ori derivabila pe | si derivata de ordin n este continua pe I.
Vom nota C°(l)={f:I® R, f continua};
c¥()={f:I® R, f indefinit derivabilad pe | , adica este derivabila

denoripel, (*)nT N}.

Teorema 5.3.1. Fie 11 R interval deschis, nT N', f,gi c"(1), abl R.
Atunci af +bg, fgT c(1) si
i) (af +bg)" = af®) +pf);

i) (fg)" = § CiHg®
k=0
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Formula lui Taylor
Fie f:Il R® R, | interval deschis, xo T I, n T N*, iar functia f de n ori

derivabila pe I.

Ne propunem sa aproximam valorile functiei f Tn vecinatatea lui x, printr-un

polinom de grad n.

C&utam un polinom T,T R[X| de grad n care sa aproximeze valorile functiei

f Tntr-o vecinatate a lui x, si sa verifice in plus conditiile

Tn(Xo) = f(Xo)’ Tn(I(XO) = f‘(xo)’---' Trgn)(xo) = f(n)(Xo)- (5.5)

Considerdm T, descompus dupa puterile lui (x- x,)
T.(x)=a, +a,(x- xg)+...+a,(x- X,
Folosind relatiile (5.5) vom avea
0= f(Xg) , a1= (X0) » ... , @n= ;f(”)(xo).

Astfel obtinem

Tn(x):f(x0)+X_llxof((xo)+...+(x_n)'(°)f(”)(xo), unde I 1.

Polinomul T, se numeste polinom Taylor asociat functiei f in x,.
Fie R,:1® R, R, (x)=f(x)- T,(x).
Functia R, se numeste restul Taylor de ordin n asociat functiei f n x,.

Obtinem f(x)=T,(x)+R,(x), (* ) x1 1, adica

f(x):f(x0)+X_l'XOfO{xO)+...+Wf(")(xo%Rn(x), ()xil,  (56)

numita formula lui Taylor cu rest de ordin n asociat functiei f in x,.

Observatie. Cum  lim R,(x)=0 rezultd ca pentru x intr-o vecinitate V a
X® X

lui x, avem aproximarea: f(x) @f(x, )+ x—ﬂxo f((xo)+...+(x_n)|(°)f(”)(x0).

Ra() _,

Se poate arataca lim -
X - Xo

X® xQ
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Teorema 5.3.2. (Formula lui Taylor cu rest Lagrange).
Fie 11 R interval deschis, x,11 si f:I® R de (n+1) ori derivabila pe I.

Atunci (" )xT I,x1 x, existd x intre x, si x (deci x=(1- g)x, +ax, cu qi (03)),

astfel incat

- X= Xo (X'Xo) n (X'XO)Ml n+l
f(x)—f(x0)+ i f(x0)+...+ o f()(xo)+Wf( )(x).

Demonstratie. Cautam in (5.6) pe R, de forma R,(x)=(x- x,)’k, unde
pT N, k =k(x x,).

Consideram functia j :1® R

j (t): f(t)"'x:l_-'tf‘(t)+...+ (X ;1!'[)” f(”)(t) + (X - 1) Pk.

Evident | este derivabila pe I, j (x,)=f(x), j (x)=f(x) si din teorema lui Rolle

($)x intre x, si x astfel incat j (x)=0. Dar

j &t)=1¢t)- ff)ﬁ(i'tf«(t)- ke t)”)'l £0)(¢) +

(n—l

Din j (x)=0 rezulta

si demonstratia este incheiata. m

Observatie. Dacd x, =01 I, din teorema 5.3.2 rezultda ca (*)xI Lx* 0,

($) intre 0 si x (deci x=qx, cu qi (01)), astfel incat
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n+l

f(x) = f(0)+;f((0)+...+)r(1:f(”)(0)+ (nx+1)! (),

numita formula Mac-Laurin cu rest de ordin n sub forma Lagrange.

Aplicatii.
1.Fie f:R®R, f(x)=e*. Atunci f este indefinit derivabild pe R si
f0)(x)=e*, (" )nT N, (" )xT R.
Rezultd f™(0)=1, (" )nT N. S& scriem formula Mac-Laurin cu rest de ordin n sub
forma Lagrange.
Pentru (" )xT R, x1 0, ($)q1 (01) astfel incat

2 n n+1
X X X X

e =1+-+"—+

I

- ax
2 n!+(n+1)!e

2.Fie f:R® R, f(x)=cosx. Atunci f este indefinit derivabila pe R si

£9(x) = cos® + P2, (" )ni N, (" )xT R.
e 2g
Din formula lui Mac-Laurin cu rest de ordin n sub forma Lagrange pentru

(")xT R, x1 0, ($)qT (0,1) astfel incat

2 4 6 n n+1 .
cosx=1- ~+X X 4 X cosPy X cos$<+(n+1)99.
20 4 6 n! 2 (h+1) Té 25
Pentru n =2k obtinem:
2 4 6 2k 2k+1 .
cosx=1- " 47 4 s T +7cosg§<+(2k+l)99
20 4 6 (2K)! (2k+1) & 2g

si analog pentru n impar.

Extreme locale pentru functii derivabile

Teorema 5.3.3. (Conditia suficienta de extrem local).

Fie Il R interval deschis, f:1® R declasd C", (h3 1) pel, X1 R un punct

critic pentru f astfel incat f€x,)=f€x,)=...=f"3(x,)=0, f"(x,) 0.
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Atunci

a) Daca n este par, rezulta ca x, este punct de extrem local si anume:
f(x,)>0p x, punct de minim local
f"(x,)<0p x, punct de maxim local

b) Daca n este impar, rezulta ca x, nu este punct de extrem local.

Demonstratie.

a) Presupunem n par si f")(x,)>0 . Cum ™ este continua, ($)vi J(x,) Vi I
astfel incat f®)(x)>0 , (" )x1 V.
Din formula lui Taylor cu rest de ordinul (n- 1) sub forma Lagrange, pentru

x1 V,x1 x,, existd x intre x si x, astfel incat:

— X- X, (X'Xo)n_l n-1 (X'Xo)n n
f(X)—f(Xo)’“Tf‘(Xo)’“---’“Wf( (x,)+ pr f™(x),

de unde

Cum n este par avem LSR5 0,(")xT vV si cum x este intre x si X

rezultd x1 Vv si atunci £"(x)>0, de unde f(x) — f(xo) 3 0, (" )x1 V, adica x, este
punct de minim local pentru f.

Cazul f"(x,)<0 se trateaza analog.
b) Daca n este impar atunci diferenta f(x)- f(x,) nu are semn constant pe

nici o vecinatate V a lui x,, deci x, nu este punct de extrem local. u

Exemplu. Fie functia f:R® R, f(x)=x°- 2x* +5. Vom avea:

f€x) = 6x° - 6x%;

f(x)=0 b 6x?(x*-1)=0 P xI {03}, deci x=0 si x =1 sunt puncte critice.
Caz 1. Fie x, =0.Vom avea:

féx) =30x* - 12x b f€0)=0;
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f#fx)=120x° - 12 f#0)=-121 0, deci n=3, impar si x, =0 nu este punct
de extrem local.

Caz 2. Fie x, =1.VOm avea:
f(1)=30-12=18>0, n=2, par.

Rezulta ca x, =1 este punct de minim local.

Definitia 5.3.4. Fie |1 R, interval deschis si x,1 1 sif:1® R.
Functia f este de doua ori diferentiabila in x, (respectiv pe I) daca f este
derivabila pe | si derivata sa f¢ este diferentiabila in x, (respectiv pe I).
Diferentiala de ordinul doi a functiei f in x, se noteaza cu d*f(x,) si este
definita prin
d?f(x, ) = fx, )(dx ) = fex, )dx>.

Prin recurenta obtinem:

Definitia 5.3.5. Fie 11 R, interval deschis, x,1 R si f:1® R. Functia f este
de n (n32) ori diferentiabild In x, dacd este de (n- 1) ori derivabild pe | i
derivata f™? este diferentiabild in x, .

Diferentiala de ordinul n se noteaza cu d"f(x,) si este definita astfel:

d"f(x, ) = £™)(x, Ndx)" = £0)(x, Jox" .

Probleme propuse

1. Sa se studieze derivabilitatea functiei f:R® R,

P
f(x):!x sz’Xig, unde ni N

fo, X7

2. Sa se arate ca punctul ¢ din teorema lui Lagrange aplicata functiei

f:lab]® R, 0<a<b, f(x)=Inx verifica inegalititile /ab <c <;(a+b).
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3. Sa se arate ca, daca a,b >0 atunci a° +b* >1.
4. Fie f:R® R, f(x)=e*cosx. S& se calculeze f(x), unde nl N* si sa se

aproximeze functia f printr-un polinom de grad trei in vecinatatea originii.

n

o o . X X o yo o+ -
5. Sa se arate ca polinomul P(x):1+i+...+—' nu poate avea radacini
n!

multiple.

6. Sa se arate ca ecuatia x"- nx+1=0, n3 3 are doua radacini pozitive

a,,b, cu proprietatile a, ® 0,b, ® 1.

7. Sa se scrie formula Mac-Laurin cu rest de ordin n sub forma Lagrange
pentru functiile:
a) f:R®R, f(x)=sinx;
b) f:(- 1¥)® R, f(x)=In(1+x);
f

c) f:-1¥)® R, f(x)=V1+x.

8. Sa se studieze extremele locale ale functiilor:
a) f:R® R, f(x)=x- 2arctgx;

b) f:(0,p)® R, f(x)=e *sinx.
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CAPITOLUL 6

DERIVABILITATEA $I DIFERENTIABILITATEA FUNCTIILOR
DE MAI MULTE VARIABILE

6.1. Derivata dupa o directie. Derivate partiale de ordinul

intai.

Fie AT R", n®2, deschisa, al Asi f: A® R, f=f(xq, X, ..., Xy). Pornind
de la definitia derivatei din cazul functiilor reale de variabila reala suntem tentati
f(x)- f(a)

X-a

sa definim derivata functiei f in punctul a pornind de la raportul , pentru

x1 a, Tnsa acest raport nu are sens intrucéat x-a este un vector si nu este definita

impartirea unui scalar la un vector.

f(x)- f(a)

Daca am defini derivata functiei f in a prin | ﬁ raportul dat are
x@a |X-@a

sens insa nu vom obtine o definitie satisfacatoare deoarece considerand functia
cu valorile f(x) = (X1, Xz,..., Xn) = X1, pentru X = (X1, Xz,..., Xp)I A, aceasta nu ar
avea derivata n origine in sensul mentionat.

Vom defini mai intai derivata dupa o directie. Fie r > 0 astfel incat

B(a, )l Asis | R"un versor, decis = (S, Sa,..., Sp), lIsll = \/s? +s3 +...8% = 1.

Fie functia g : (-r, N® R, g(t) = f(a + ts). Sa observam ca, pentru tl (-r, r)
avema+tsl B(a,r) | A,deoarecella+ts—all=ltsll=1Itllsll=1tlI<r

si deci functia g este bine definita.

Definitia 6.1.1. Functia f este derivabila in punctul a dupa versorul s daca

functia g este derivabila in t = 0 iar g’(0) se numeste derivata lui f in punctul a si

. . df
Se noteaza prin d—(a).
S
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Observatie. Conform definitiei avem:

g(t)- 90) _ ;.. f@a+ts)- f(a)
t t® 0 t

daf ,__
45 @=9(0) = lim
Fie B = {e,e,....e,} baza canonicd din R", e; = (1, 0, 0,..., 0),

e,=(0,1,0,..,0), ... e.=(0,0,0,..., 0,1).

Definitia 6.1.2. Functia f este derivabila partial in punctul a in raport cu

variabila x;, i 1 1,n daca f este derivabild Tn punctul a dupa versorul s = e;.

Numarul O(ij(a) se numeste derivata partiala a functiei f in punctul a Tn
i
raport cu variabila x; si se noteaza prin r(a) sau f, (a).

X :

Observam, deci,

X

t®0 t
- lim f(ag,as,..-,8i. 1,8, +t,ai+tl,...,an)— f(al,az,...,an), 1£iEn.
t®0

Notand cu x; = a + t, pentru 1£i £n, obtinem:

(a)— im f(ag,as,..,8 1, X, Qj41,---a5) - f(a,a5,...,8,)
Xj® aj Xj - 4

Caz particular.n=2,f: A1 R*® R, f=1(Xy),a= (X0 Yo) | A.

1f _ f(X,¥0) - f(X0.Y0) .
li
% ——(X0,Yo) = (g?(o X- X ;
(Xo yo) = lim f(X0,¥) - f(X0.Y0) _
y® yg Y- Yo

Definitia 6.1.3. Functia f este derivabila partial in punctul a daca este
derivabila partial Tn a in raport cu toate variabilele X, Xz, Xs,..., Xp.
in acest caz se poate defini

gradf(a) = g— (@), —( ), ):(a)g, numit si gradientul functiei f in punctul a.
n a9
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Definitia 6.1.4. Functia f este derivabila partial pe A daca este derivabila
partial in toate punctele din A.

in acest caz se pot defini functiile

1}” A®R,il 1n,x® ﬂ—(x) (" )x1 A, numite si derivatele partiale de ordinul
X; X

intai ale functiei f.

Functia f este de clasa C' pe A si scriem fI C'(A), daca f admite derivate
partiale de ordinul intai pe A si acestea sunt continue pe A.

In capitolul 5 am véazut c&, daca f este derivabila intr-un punct, atunci f este
continua in acel punct. In cazul functiilor de mai multe variabile, rezultatul nu mai
este adevarat. Daca o functie este derivabila intr-un punct dupa un versor s, nu
rezultd neapdarat ca f este continua in acest punct. In acest sens consideram
functia:

i x>
FIRZ® RAXY) =1 (y- x2)2 +x°

%O, daca (x,y) =(0,0)

daca (x,y)* (0,0)

Atunci functia f este derivabila in origine dupa orice versor s R?, dar f nu este

continua in origine.

Observatie. Daca gi(x;) = f(ay, ay, ..., a1, Xi, @s1,..., &y), atUNCi
i

9(x)- g(@) =g' (a),il 1,n.
X ® a; X - a

(a) = lim

De aici rezulta si metoda practica de calcul al derivatelor partiale si anume
o derivata partiala in raport cu una din variabile se obtine derivand functia f in
raport cu aceea variabila conform regulilor de derivare de la functia reala, de

variabila reala, celelalte variabile considerandu-se constante.

Exemplu. Fie functia f:D1 R? ® R, f(x,y) = xX’y+In(x*+y?).

Atunci

f(xy> By +; 2 g (o1 D

W(x, y)=x3+ x22+ y (" )(x,y)T D.
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Fie f:Al R"® R™, f=(f,f,,...f,), unde nm 3 2, A este deschisa sial A.

Definitia 6.1.5. Functia f este derivabila partial in punctul a in raport cu
variabila x;, il 1n daca toate functiile fy, f,, ..., fy, sunt derivabile partial in punctul
a in raport cu variabila x;.

In acest caz

f 0 .. —
f(a> g’”l (a), T L@ Mo @01 1n.
X %]

Definitia 6.1.6. Functia f este derivabila partial in punctul a daca este

derivabila partial Tn punctul a in raport cu toate variabilele Xy, Xa,..., Xp.

In acest caz se poate defini matricea notata

E@ @ @

(;ﬂ 1 ﬂ
f [,o*
Mooy Moy Mol
J@EaUE @) = ¢, T, X, D M R),
o :
Q'ﬂf it T,

gﬂm() .”7”‘(&) ---.”7”‘(&)%

numita matricea jacobiana a lui f in punctul a.

Daca m = n atunci J(a)l M,(R), iar d = detJi(a), se numeste determinantul

functional al functiilor f;, f5, ..., f,, Tn raport cu variabilele x;, X,,..., X, in punctul a

si se noteaza:

PUfarln). (a)(sau P (@y).

detJs(a) = —D( ) D)
X1 X9 yueuy

6.2. Diferentiabilitatea functiilor reale de mai multe variabile

Fie Al R", deschisa, al A si f:A® R, f=1(Xy, Xa,..., Xp).

Definitia 6.2.1. Functia f este diferentiabila in punctul a daca exista o

aplicatie liniara T:R" ® R astfel Tncat



- 100 -

im f(x)- f(a)- T(x- a) _
X® a ‘X— aH

0 (6.1)

Functia f este diferentiabila pe A daca este diferentiabila in orice punct
din A.
) ) if(x)- f(@)- T(x- a),dacax L g _ _
Daca notdm cu a(x) =i Ix- 4l , atunci (6.1) se scrie
1o, dacax=a

echivalent astfel:

f(x) = f(@)+T(x-a)+a(x)|x- a,(" )xI A, (6.2)

unde a: A® R estecontinuainasi a(a)=0.

Propozitia 6.2.1. Daca f este diferentiabila n a atunci aplicatia liniara T

este unica.

Demonstratie. Presupunem ca exista T;, T, : R"® R, liniare, aja,
continue in a, a,(a) =a,(a) =0, astfel incat

f(x) = f(@a)+Ty(x-a)+a(x) (O A;

X-a

f(x) = f(a)+Ta(x-a)+a,(x), (OxT AL

X-a

Notand T =T;-T,, a =a, - a; $i scazand cele doua relatii obtinem

T(x-a) =a(x)|x- a,(" xT A.

Fie hi R", fixat si t > O suficient de mic astfel incat a+thl A.
Luand x = a+th obtinem

T(th) =a(a+th)|th|, de unde

tT(h) =ta(a+th)| h

, adicd T(h) = a(a+th)| h|.
Pentru t® 0 obtinem T(h) = 0 si cum hi R" este arbitrar luat rezultd T = 0,

deci T]_: T2. [ |

Definitia 6.2.2. Aplicatia liniara T se numeste diferentiala functiei f in

punctul a si noteaza T = df(a).
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Observatie. Daca f:R" ® R este liniara atunci f este diferentiabila in orice
punct ai R" si df(a) =f.

intr-adevar, fim ()~ f@)-1f(x-a)_
X® a ‘

i 00+ f(@)- 100 +1(@) _

0.
X - a x® a Ix- al

in particular functiile proiectie pri:R" ® R, pri(Xy, Xa,..., Xn) = Xi, LEi£n sunt

diferentiabile in (" )al R" si dpri(a) = pr;, i=1n.

Teorema 6.2.1. Fie f: Al R" ® R, diferentiabild in punctul al A. Atunci:

a) f este continua in a;

b) f este derivabila n a dupa orice versor si R" si i(a) =df(a)(s).

In particular f este derivabila partial in a si r(a) =df(a)(e;),(" Ji=1n.
X
Demonstratie. a) Cum f este diferentiabila in punctul a, conform
definitiei (vezi 6.2), exista T:R" ® R, liniard, T = df(a) si a: A® R, continua in a,
a(a) =0 astfel incat

f(x) = f(a)+T(x-a)+a(x) [x - 4

()xT A (6.3)

Cum T este liniara, este continua si atunci Ii@gn f(x)=f(a), adica f este
X® a

continua n a.

b) Dacé sl R" este un versor, din (6.3) avem

g(a) _jim f@tts)-fa) _ . f@+T(@+ts- a)+a(@+ts)atts-a- f(a) _

ds t®0 t t®0 t

_ i TS ta@+is)fts| . 1T(s) +[fa(a+ts) _ |im(T(S)+ma(a+ts)) ) =g
t®0 t t®0 t®0 t

Observatie. Cum Ii(gn a(x) =0din (6.3) rezulta ca, pentru x intr-o vecinatate

V a lui a avem aproximarea f(x)-f(a) ¢ T(x-a) = df(a)(x-a), deci cregterea functiei f

ntr-o vecinatate a punctului a se poate aproxima printr-o cregtere liniara.
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Observatie. Fie f:Al R"® R, diferentiabild in al A. Functiile proiectie

sunt diferentiabile in a si dpri(a) = pri, ()i =1n. Notdm cu dx; diferentiala functiei

priin a, dx; = dpri(a), i=1n.

Pentru (" )hl R", h = (hy, h,,..., h,)) vom avea:

df(a)(h) = df(a)g i .— |a1hdf(a)(E) .alh 117,(&) =
I I 8 ‘ﬂf 8
=a . @pr(h)=a - (a)ydpr(a)(h) =g .ﬂf(a)dxi(h),

i=1 ﬂX| i=1 ﬂX| i=1 Xi

de unde df(a) = a Tt (a)dx,, care reprezinta expresia diferentialei de ordinul intai
i=1

alui fin a.

Deci df(a):R" ® R este o aplicatie liniara si

df(a)(h) =3 %Lf_(a)hi,(" Yh =(hy,h,,....h,)T R".

i=1

Din observatia anterioara rezultd ca pe o vecinatate V a lui a avem
aproximarea

i
f(x) @f(a) + glﬂ—)(i(a)(xi -q).

Caz particular.n =2, f:Al R2® R, f=1(x,y), a= (Xo,yo)l A,

f f
df(Xo, Yo) = ‘I‘lTTX (Xg,Yo)dx + ‘I‘lTTy (X0:Yo)dy .

Teorema 6.2.2. (Criteriu de diferentiabilitate).

Fie A1 R", deschis3, al A si f:A® R.Daca f este derivabila partial intr-o
vecinatate V a punctului a iar derivatele partiale sunt continue in a atunci f este
diferentiabila in a.

Demonstratie. Fie a = (a;, @..., an)l A, r > 0 astfel incat B(a,r)i A sif
este derivabila partial pe B(a,r). Pentru xi B(a,r), vom avea :
f(x) - f(a) = f(Xq, Xa,..., Xn) - (@1, @z..., an) = [f(X1, X2,..., Xn) - f(A1, X2,..., Xp)] +

+ [f(a1, X2,..., Xpn) - f(a1, az..., xXp)] +...+ [f(a1, az2..., @n-1, Xn) - f(az, az..., an)]
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Cum f este derivabila partial in raport cu x; pe B(a,r), din teorema lui

Lagrange aplicata functiei gi(t) = f(t, X2, Xs,..., Xn) pe intervalul inchis determinat

de punctele x; si a; rezulta ca exista x, intre x; si a; astfel incéat
_ i
f(X1, X2,..., Xn) - f(@1, Xo,..., Xp) = (xl-al)ﬂT(xl,xz,...,xn).
1

Procedand analog cu functia g»(t) = f(as, t, X2,..., Xn) pe intervalul inchis

determinat de punctele x, si a, rezulta ca existax, intre a, si x, astfel incat:

f(ai, X2,..., Xp) - f(az, as,..., Xp) = (Xo- az) (al,xz,xg, aXp) -
2

Continuand procedeul si pentru celelalte paranteze rezulta ca exista x;

intre x; §i ay, x, Intre a, si Xy, ..., X, intre a, si x, astfel incat

f f
F(X) - £(2) = (X1-81) T (X Xpsoors X ) F ( Xa-B2) N (B, Xips Xgyoos Xeg) + oo
x4 x5

+ (Xp-an) (al,az, Jan. 1, Xp) -
‘ﬂx
n

Fie T'R"® R, T(X)= g ﬂ—f(a)xi, care evident este liniara si oricare xI B(a,r),

i=1 i

X1 a,avem
0= @)L (6 Xgro %) (@850 8,)]
f(x)- f(a)- T(x-a) _ " "qx, x, =
il
(X, az)[ (al,X Xgren X)) = o (885,00, )]
+ T, +...
f
(% B (B By )~ - (@,,851008,)]
1-[Xn n
ot :
X, - 8| o . . . R
Cum | H £l pentru i=1n si derivatele partiale ale lui f sunt continue n
X-a
a = (a, ay..., an) rezulta ca exista limita membrului doi al egalitatii pentru x® a gi

f)-12)- Tx-3) _ 5 geci  este

este egala cu zero. Prin urmare Iim
X® a

diferentiabila in punctul a.
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Observatie. Din aceasta teorema rezulta ca, daca f1 C'(A), atunci f este

diferentiabila pe A.

Exemplu. Fie functia f:Di R?® R , f(x,y) = arctg§ si (Xo, Yo) = (2, -1)1 D.

Avem:

f 1 1 .
Wxyy=t =Y (" )xylb;
fix LY Xy

y2
f 1 - - R
Wxyy=—t (%="*_ )yl D,
Ty XY Xy

y2

deci fT c}(D)si atunci f este diferentiabila pe D, deci in (Xo, Yo) = (2, -1) si
i 1if -1 2
f(2,-1) =—(2,- Ddx+—(2,-)dy =—dx - —dy.
df(2, -1) ‘ﬂx( )X+ﬂy( dy =-~dx - _dy

Daca hi R? , h = (hy, hy), atunci df(2, -1)( hy, hy) = _51h1' éhz-

Presupunem fin continuare ca f este functie vectoriald, f:Al R"® R™,
ms3 2,f=(f, f,, ..., f,), A deschisasial A.

Definitia 6.2.3. Functia f este diferentiabila in punctul a daca exista o
aplicatie liniara T: R" ® R™, astfel incat

im f(x)- f(a)- T(x- a) _
= x-d

0, (6.4)

sau echivalent (vezi cazul m = 1), daca exista T: R"® R™, liniarda si a:A® R™,
continua in punctul a, a(a) =0astfel incat
(" xT AL

f(x) = f(@)+T(x-a)+a(x)x - g

Ca si In cazul m = 1 se arata ca aplicatia liniara T este unica si prin

definitie T se numegte diferentiala functiei f in punctul a si se noteaza T = df(a).

Teorema 6.2.3. Fie Al R",deschis3, al A,f:A® R™,f=(f,f,,...f,). Atunci
functia f este diferentiabila Tn punctul a daca si numai daca functiile f;,f,,...,f,

sunt diferentiabile in a i in acest caz avem
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df(a) = (df.(a),df(a),..., dfm(a)).

Demonstratie. Fie T: R" ® R™ liniard, T = (Ty, T,..., Ty), unde T R"® R
este liniara, (" )i=1,m. Din proprietatile normei euclidiene avem:

a [fix)- fi(a)- Ti(x- a)

fi(x)- fi(@)- Ti(x- a) ¢ [f(q)- f(@)- T(x- a)| £ i1 : Cxta

de unde rezulta teorema. m

6.3. Diferentiabilitatea functiilor compuse

Teorema 6.3.1. Fie uwA® B, unde Al R"Bi R™sunt deschise,
U= (Ug, Uz Um), j S BO®RP(M, N, p 3 1), ) =( g greenp)
Daca u este diferentiabila in al A si j este diferentiabild in b=u(a)l B,

atunci f=j ou: A ® RPeste diferentiabila ina si df(a) =d j (b)odu(a).

Demonstratie. Fie T =du(a) : R"® R™, L =dj (b):R™ ® RP. Conform
definitiei diferentiabilitati existd functile a:A® R™,b:B® RP, continue in a,

respectiv b, astfel incat a(a) =0,b(b) =0 si

j(y)= (6.5)
Luand in (6.5) y = u(x), cu xi A obtinem:
i (u(x)) =] (u(@))+L(u(x)- u(@))+b(u(x)u(x)- u@)|,(" )xT A, de unde rezultd ca
f(x) =
6.6
H a)+a(x)]’(" X1 Ax?a (6.6)
Fie c:A® R,
o) = |L(a(x))+b(u(x)) H a) +a(x)|, daca x?' a

'|
10, daca x=a
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Din (6.6) obtinem: f(x) =f(a)+(LoT)(x- a)+

x-a gx), (" )xT A.

Vom arata ca lim g(x) =0.
X® a

Cum L este operator liniar, este continuu $i atunci
lim L(a(x))=L(a(a)) =L(0)=0.
X® a

Cum u este continua in a si b in b, rezulta ca Ii@gn b(u(x)) =b(u(a)) =b(b) =0.
X® a

Cum T este operator liniar exista M > 0, astfel incat |T(x)| £ M|x|,(" )xT R",

si atunci T(x- a) +a(x)| £ Tx- 2 +|a(x)| EM+|a(x)|,(" )xT Axta, de unde va
x-a x- 4
rezulta ca lim bu(x) -3 4 a0 =0.
X® a HX— aH

in concluzie Ii(gz1 g(x) =0 = g(a),deci f este diferentiabila in a si
df(a) = LoT = dj (b)odu(a). n
Observatie. Daca Jy(a), Jj (b), Ji(a) sunt matricile jacobiene ale functiilor

u,j , f, Tn a, b sirespectiv a, din relatia df(a) = dj (b) odu(a) obtinem

Ji(a) = J; (b)x),(a) , de unde rezulta si formulele pentru calculul derivatelor partiale

ale functiei f:
ﬂfi :Lnﬂjibﬂuk "y —=1n i=1n
% (a) I:’::llf”uk( )ij (@),(")i=1p, j=1n.

in particular, daca u este diferentiabilad pe A si | este diferentiabild pe B,

i g hM( )=

lp,j=1n.
ﬂXj k=1 Tug ﬂXj >

atunci f = j ou este diferentiabila pe A si

Cazuri particulare.

1.1(%y) =] (X y),v(xy)),n=2m=2,p=1;
RILIS /10 (CI ' 2
x fufx v Ix’
_% fu v

Ty Tufly Wiy
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2.f(x,y) =i (ux,y)),n=2m=1p =1;

.. fu,

) (u(x,y)) g

.. Tu

] (u(x,y)) 1y’
3.f(x) =] (u(x),v(x)),n=1m=2,p=1;

S M ..
f(x)—ﬂuu(x)+ﬂvv(x).

Teorema 6.3.2. (Teorema de medie).
Fie Al R", deschisa, f: A ® R diferentiabila pe A si [a,b] un segment din A
(la,b] = {(-1)a+!l b: 11 [01)}). Atunci exista xI (ab)={@-1)a+Ib:IT (01},
astfel incat f(b)-f(a) = df(x)(b-a).

Demonstratie. Fie functia j :[0]® R, j (t)=f(a+t(b- a)).
Cum functia u:[0] ® A,u(t)=a+t(b- a) este diferentiabila pe [0,1] si f este

diferentiabila pe [a,b], rezultad ca | este diferentiabila pe [0,1] si

D=4 1 @+ib- )b, - a) =dia+i(b- a)b- a).
i=1 11X
Din teorema lui Lagrange exista t1 (0,1) astfel incat j (1)- j (0)=j'(t),
sau echivalent f(b) - f(a) = df(a+t(b- a))(b-a) si demonstratia este incheiata luand

X =a+t(b- a)l (ab). n

Definitia 6.3.1. O functie Al R"® R se numeste omogena daca exista

pi R astfel incat (" )x1 A sit>0cutxi A avem f(tx) = t°f(x). Numarul real p se

numeste grad de omogenitate.

Teorema 6.3.3. (Relatia lui Euler). Fie A1 R" deschis3, A ® R,

n
diferentiabild si omogena cu grad de omogenitate p. Atunci Q x; Bigs pf .

i=1 X
Demonstratie. Fie functia cu valorile g(t) = f(tx) = f(txy, tx,,..., tX;), unde

X = (X1, X2,..., Xn)I A, este fixatiar tT vV, unde VI J(1), astfel incat txI A, (" )tT V.

Evident avem g(t) = f(u(t)), unde u: V® A, u =(ug, U, Uy), Ut) = tx;, il 1n.
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Cum f este diferentiabila pe A iar u este diferentiabila pe V rezulta ca
g = fou este diferentiabila pe V, deci derivabila pe V si

n
[o]

g(t)= a ﬂ—UI(u(t))—'(t) a X, ﬂ*(u(t))

Pentru t = 1lavem u;= X;, i = 1n, si atunci

] —_ g ﬂf
g =axig-(x). (6.7)
i=1 i
Pe de alta parte cum f este omogena, avem:
f(tx) = tPf(x), adica g(t) = t°’g(1) si deci g'(t) = pt*g(1), (" ) tl V.
Pentru t =1 obtinem g(1) = pf(x), care combinata cu relatia (6.7) incheie

demonstratia. m

6.4. Derivate partiale i diferentiale de ordin superior

Definitia 6.4.1. Fie Al R", deschisa, f:A ® R, derivabila partial pe A si

RIS U , derivatele sale partiale de ordinul ntai.

Txy X X,

Functia f este de doua ori derivabila partial in punctul al A, in raport cu

variabilele x; si x;, unde ij 1 1n daca functia Jf este derivabila partial Tn punctul
X
a n raport cu variabila x;.
Derivata partiala de ordinul intai a functiei Jf in punctul a Tn raport cu
X

variabila x; se numeste derivata partiala de ordinul doi a functiei f in punctul a si
se noteaza prin:

1 ae'nf _ A
ﬂX g‘ﬂX. @ ﬂXiﬂXj

(a) sau f;ixj (a) dacajl isi

2
g(a) :TTXf(a)sau f,(a) dacaj=i.
2 i

1 eeff
T, &
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R

Xi Xj

Derivata (@)cu j' i se numeste si derivatda mixta de ordinul doi Tn

punctul a.
Functia f este de doua ori derivabila partial in punctul a daca toate functiile

LK

, sunt derivabile partial Tn punctul a.
X1 ﬂxz ﬂX

Functia f este de doua ori derivabila partial pe A daca este de doua ori

derivabila partial in toate punctele din A. Tn acest caz se pot defini functiile

1 ge'ﬂf ‘A® R X® —g :(x) i, jT 1n numite si derivatele partiale de ordinul
x; ‘ﬂx,g ix; &1
doi ale lui f.
Derivatele ﬂée‘”f ZCU j! i se numesc derivate partiale mixte de ordinul
2
doi si se noteaza prin —— Mo, T sau f , .
X; ‘ﬂxlg XX Y
2
Pentru j = i acestea se noteaza prin ﬂéeﬂf —fsau f 2
i g ﬂX

Daca f:Al R" ® Reste de doua ori variabila partial in punctul a vom nota

e q°f

6.
cu H(@)=¢ (a) T M,(R)si 0 vom numi matricea hessiana a functiei f in a.

& x T
Exemplu. Fie functia f:Di R?® R, f(x,y) = arctgx. Ne propunem sa
X

determinam H(1,-2).
Functia f este derivabila partial pe D si

_ 1 eeyd_ -y

fix 1+y:e X*g X*+y’
X2
hld 1 1 X
ﬂy y2 X X2+y2
1+5

(derivatele partiale sunt calculate in punctul curent (x,y)).
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Functiile ﬂ— i sunt derivabile partial pe D si

x’ Ty
7f _ 1 aéTf 0_ 2xy

" x&MXg (¢ +y2)°
Tf_Ta8fo_-(XC+y)+yRy_ y - X
WK Ty&xg (¢ +y)’ (X*+y*)’
Tf _JaF0_xX+y - xx_ y - %X
Wik &y (CHy) (v
Tf_Taffo_ -2xy

Ty? ﬂygﬂyg (X* +y°)°

(derivatele partiale sunt calculate in punctul curent)

o0 %f

Ty T @4 30

2 = G g

Vom avea H(L-2) = (;'nx ﬂ Xy ;:925 25?.
Tl P §8 42

STy Tix y? = 825 25

Derivatele partiale de ordin superior se vor defini in mod asemanator cu
derivatele partiale de ordinul doi.

Astfel, derivatele partiale de ordinul trei se vor defini ca derivatele partiale
de ordinul intai ale derivatelor partiale de ordinul doi.

Continuand recurent, vom putea defini derivatele partiale de ordin k* 2 ale
functiei f ca derivatele partiale de ordinul intai ale derivatelor partiale de
ordin k-1.

De exemplu, daca f:DI R®® R,f =f(x,y,2),

°f 1 e o’Eﬂfoo
WYTZ 92 Sy Sxgg

De asemenea, spunem ca f este derivabila partial de ordin k in raport cu
variabila x;, il 1n daca toate derivatele partiale de ordin k-1 sunt derivabile Tn

raport cu variabila x;.
Derivatele partiale de ordin superior calculate in raport cu cel putin doua

variabile diferite se numesc derivate partiale mixte.
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Definitia 6.4.2. Fie Al R", deschisd si f: A ® R. Functia f este clasa C* pe
A (k3 2) si scriem fi CX(A)daca f este de k ori derivabila partial pe A si
derivatele partiale de ordinul k sunt continue pe A.

Functia f este de clasa C¥ pe A, f1 C¥(A)daca f1 CK(A),(" k3 0.
in exemplul dat in acest subcapitol ( f(x,y) = arctg% ) am vazut ca

derivatele partiale mixte de ordinul doi sunt egale. Acest lucru nu este adevarat
intotdeauna. Tn acest sens consideram functia f :R? ® R,

1y - xy?
fy) =i x*+y?
{o, daca (x, y): (0,0).

daca (x,y)* (0,0)

Printr-un calcul simplu obtinem

qf x* - y* +4x%y?

W OV () 00);
qf _ x4—y4—4x2y2 } .
BV =X e ()T 00).

de unde ﬂ—f(O,y):—y Si ﬂ—f(x,O):x,(" x10y?t0.
fix y

jim 100)-100) _ ;.. O

Cum =0,
x® 0 X x® 0 X
fim 1Q:¥)=100) _ ;1 0 _ ¢
y®0 y yeoy

rezulta ca f este derivabila partial in (0,0) si 1’;:((0,0) - 0,11;(0,0) -0.

Vom calcula acum derivatele mixte de ordinul doi in (0,0):

i i
2 —(0,y)- =(00) V-
Tt (00) = lim X Tx = lim ~ Y O:—l,
ﬂxﬂy y® 0 y y® 0 y
f f
ot L0100
(0,0) = lim Y Y ciim X =1,
ﬂyﬂx x®0 X x®0 ¥
2 2
deci n (0,0)1 Lf(O,O).

ixTy fyfix
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Urmatorul rezultat furnizeaza o conditie suficienta care sa asigure

egalitatea derivatelor partiale mixte de ordinul doi intr-un punct.

Teorema 6.4.1. (teorema lui Schwarz).

2
Fie Al R" , deschiséa si :A® R. Daca f are derivate partiale mixte ﬂﬂﬂf Si
xiflx;
e B . . . o &i .
(it j) intr-o vecinatate V a lui al A, si functiile , sunt continue
ﬂXjﬂXi ﬂXiﬂXj ﬂXjﬂXi
n a, atunci
T°f T°f
= 6.8
.”X.”X() ‘HX‘H.() (6.8)

Demonstratie. Vom demonstra mai intai teorema pentru n = 2.

Fief: A® R,Al R%Lf=f(x,y),al Aa=(x,Y,).Fie V=B(ar) 1 J(a), pe care

1% 1%
exista functile ——, ——. Pentru (x,y)I V,x ! Xo si consideram expresia
iy’ Tyfix (xy) oSy * Yo P
E(y) = 16Y)-1(Xoy)-f(X.yo)+i(Xoyo) (6.9)

Fie 1,J1 R doud intervale deschise astfel incat xol | yol J i
x, )1 1xJ1 B(a,r). Fie functia
g:1® R, gt) =f(t,y)- f(ty,), (6.10)
siatunci E (x,y) = g(x) - g(Xo).
Cum f este derivabila partial in raport cu x pe V, rezulta ca g este

derivabila pe | si din teorema lui Lagrange exista xintre Xq $i X, astfel incat
E (x,y) = 9(X) - 9(Xo0) = (X-X0)g'(x). (6.11)

), si atunci folosind (6.11) obtinem:

Dar, din (6.10), g(x) = I (x.y) -
Ix

E(X,y = (612)

Fie functia h : J® R, h(t) :g((x,t). Din ipoteza h este derivabila pe J si din

teorema lui Lagrange exista h intre y, si y astfel incat

h(y) - h(yo) = (y-yo)h(h) = (y-yo)

(x h), si atunci din (6.12) obtinem:
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2

f
E(Y) = (00 (0)N00) = 6xyyo) g (). (6.13)
Schimband pe x cu y si rationand analog gasim c& exista un punct x intre

Xo SI X $i un punct A intre y, si y astfel incat

E(X,y) = (X-Xo)(y- yo) (E n). (6.14)

T°f 1°f
Din (6.13) si (6.14) obtinem —(x h) = ——(x,A).
X1 fiytix
Fie un sir de puncte (xnyn)! V astfel incat (X,,Yn)® (Xo,Yo), CU Xn1 Xo,
Ynl Yo. Atunci exista punctele x,,x,intre xo si X, si punctele h,,f, ntre y, si y,
astfel incat
ﬂZf 2

axty O ) = H 2L(R.A,), (nl N

Cum (Xn,Yn) ® (Xo,Yo) rezultd ca x, ® xq,%, ® Xo,h, ® yo,h, ® yg, deci
(%, 1) ® (%o Yo ). (%, P )® (%5.,) si folosind continuitatea functiilor

Tt f
M™xTy " TyTx

obtinem

1%f ’f
oty 00 Ye) = g Ganva)

Daca n>2, fara a restrange generalitatea putem presupune i<j. Fie
a=(a;,ay,... a,)| A si functia cu valorile g(xy)=flay...a. 1, X818} 1,Y,8js3,--.8p)
definitda pe un deschis ce contine punctul (a;,a;).

Folosind prima parte a demonstratiei (cazul n=2) vom avea

02 %9 129 i
= = = a), si demonstratia este
‘Hxi‘ﬂx() ‘ﬂx‘ﬂy() iy (@)= ‘HJ‘H.() $

Tncheiata. ]

Corolarul 6.4.1. Fie Al R"deschisa sif:A® R. Dacéa f1 C' (A)si derivatele

7t g3

partiale mixte de ordinul doi ,
ﬂXiﬂX]‘ ﬂXjﬂXi

(jt i) exista si sunt continue pe A

atunci
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7°f _ 7
ﬂXiﬂX]‘ ﬂXjﬂXi.

Corolarul 6.4.2. Daca f1 C“(A),k3 2, atunci derivatele partiale mixte de

ordin g£ k nu depind de ordinea de derivare.

O alta conditie suficienta pentru ca derivatele partiale mixte de ordinul doi

sa fie egale este data de criteriul lui Young.
Teorema 6.4.2. Fie Al R", deschisa si f : A ® R. Daca f este derivabila

partial pe o vecinatate V a punctului a | A, iar derivatele partiale Jf,i =1,nsunt

1
diferentiabile Tn punctul a atunci exista derivatele partiale mixte de ordinul doi si
sunt egale in a.

Pentru demonstratie se poate consulta [11].

Definitia 6.4.3. Fie Al R"deschisa si f : A® R. Functia f este de k (k3 2)
ori diferentiabild intr-un punct al A daca f este de k-1 ori derivabild partial intr-o
vecinatate V a lui a, iar toate derivatele partiale de ordin k-1 ale lui f sunt
diferentiabile in a. Functia f este de k ori diferentiabila pe A daca este de k ori

diferentiabila in orice punct al A.

Observatie. Folosind teorema 6.2.2. rezultd ca, daca f : Al R"® R este

derivabila partial de ordin k pe A gi daca derivatele partiale de ordin k sunt
continue n a, atunci f este de k ori diferentiabila n a. In particular, daca fT c¥(A)

atunci f este de k ori diferentiabila pe A.

Definitia 6.4.4. Fie Al R", deschisd, fA® R, o functie de k ori

diferentiabila intr-un punct ai A. Numim diferentiald de ordinul k a functiei f in

punctul a functia d“f(a):R" ® R definita prin:
f qf 1f
dt(a)(h) = (h, 1 (a) +hy (@) +...+h, 1 (ay®, 6.15
@) (1.”)(1() z.ﬂxz() n‘ﬂxn()) (6.15)

unde ridicarea la puterea simbolica k se face in sensul luarii derivatelor.
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Astfel( (a))(") reprezinta f'f

Xi Xi

@,

i (k-1) 1 P
—(a ——(a)) reprezinta ————
(g, @, (@) rep .

if w2y, T (2) Pt f
—(a —(a reprezinta ————(a , etc.
(o, @7, @) rep o 2 @

Observatii.

1. In cazul k = 2, d*(a) este o forma patratica:

2
d’fa)(h)= i ———(a)hh;,(" h =(hy,hy,....h,)T R, cu matricea asociata
1£i J£n fix ﬂ J
1°f . . . A
H(a) = (W(a))lgi ien» deci tocmai matricea hessiana a lui fin a.
Xi Xj '

Evident H(a) este o matrice simetrica.
2. Presupunem ca f este de k ori diferentiabila in a. Notand cu dx;

diferentiala functiei pr; in punctul a, dx; = dprya), il 1,n, formula 6.15 se mai scrie

si astfel : d“f(a)(h) = [° 1?” (@)dx(M]¥, ¢ T R", de unde d*f(a) = [4 1?” (@)dx Y.

1X i=1

Daca f este diferentiabild de k ori pe A, atunci d*f = [a dx 1®.

i=1
3. Pentrun=2,
f:Al RP® R,f=f(xy),al Aa=(xXyY,)
f f . -
d“f(a)(h) = (11( (a)hl+%(a)hz)(k),( )h=(h,h,)T R?,
sau d*f(a) = ( (a)dx+ (a)dy)(k)
Pentru k = 2,
2 2 2

'ﬂ q1-f -t 2
d?f(x = X dx? +2 X, Vo )axdy + ——= (Xq, Yo )dY~.
(X0.Y0) = (OyO) ‘ﬂ‘ﬂy( 0:Yo)dxdy ‘Hyz( 0:Yo)dy

Exemplu. Fie functia f:Al R*® R,f(x,y)=Inx*+y*. Sa calculdam

diferentialele de ordinul unu si doi ale lui f in punctul curent.
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Avem
E: 1 9 2X _ X
X 2 .,2 202 x2+y?

\/X Ty 2\/X Ty Y , de unde
r__ v
ﬂy X2+y2
df(x,y) = — = dx+—2dy,(")xy) A
Y x2+y2 x2+y2 Y Y :

Daca (Xo, Yo) = (1, -1) atunci df(1, -1) = ;dx-;dy. Pentru a determina d*f

vom calcula mai intai derivatele partiale de ordinul doi. Vom avea

Tyl Ty T -2
ﬂXZ (yZ +X2)2’ ﬂyZ (yZ +X2)2’ ﬂXﬂy (y2+X2)2 :
2 2 2 2
. _ - 4xy X" -y 2
Atunci d?f(xy)=—2 X dx?- Y gxdy+—> Y _dy?, iar
N a2z ™ eyt Y T a2

d*(1, -1) = dxdy.

Teorema 6.4.3.(Formula lui Taylor). Fie Al R", deschisa, f : A ® R, 0
functie de k+1 ori diferentiabilda pe A, al A sir > 0, astfel incat B(a,r)I A. Atunci,
pentru orice punct xI B(ar),x! a existd un punct x pe segmentul deschis de

extremitati a si x astfel incat

f(x) =f(a) +]1_' df(a)(x- a)+ 21' d*f(a)(x - a) +...

. (6.16)

(k+1)!

...+k1'dkf(a)(x— a)+ d“f(x)(x - a).

Demonstratie. Fie s = (Sy, S,..., Sp)I R", un versor. Daca ti (-r,r), atunci
Xx=a+ts1B(-rr)i A six!a,dacat! 0.Sa consideram functia g:(-r,/)® R,
g(t) = f(atts) = f(ay+ tsy, ax+ tsy,..., ant tsy).

Cum f este de k+1 ori diferentiabila pe A rezultd ca g este de k+1 ori
diferentiabila pe (-r,r).

Vom calcula derivatele lui g pana la ordinul k+1.
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Vom avea

. af qf

ty=s, —(a+ts)+s
g(t) 1.”)(1( )*s, X,

2 2 2
g"(t):sf—£(a+ts)+slszLf(a+ts)+...+slsnLf(a+ts)+
1-[Xl 1 2 1 n
2

..+8 1 Z (a+ts) :[slﬂ—f(a+ts)+...+sn i (a+1s)]® =[g (1)]?.

n 1 n

Procedand inductiv obtinem

g™@® =[g@®™, pentrum =1, 2,..., k+1. (6.17)
Din formula lui Mac-Laurin cu rest de ordin k sub forma Lagrange aplicata
functiei g gasim ca pentru (" )t1 (-r,r),t1 0, exista t intre O si t astfel incat

2 t tk+l
g(t) = g(0) + g(0>+f () +..+ gl + ~ g* ().

. KD (6.18)

Cum x =a+tsU x-a=ts, din 6.17 obtinem

. f f f
1G(0) =15, g (@) tis, (@)= 06-a) g @)+

1 1

(X, - a,) i (a) =df(a)(x - a);

n
2

tzg"(O):tzsl—(a)+ i
‘ITXl

= [(%, - &) ﬂﬂxf (a)+

1

(X, - ) (a)] Zf(a)(X a);

t‘g*(0) = d“f(a)(x - a);
Si

tk+lg(k+l) (t) - tk+l[ (a + tS) +. .+ Sn Lf(a + tS)](k+l) —
1 ﬂXn

:[tslﬂ—f(a+ts)+...+tsn i
ix,

= [(%- @) T ())+k (x,
qIx

1

(@+ts)[* =

n

(k+1) dk+lf(X)(X _ a)’
unde x=a+tsl (a,x).
inlocuind derivatele gasite in 6.18 si tinand cont ca g(t) = f(x) iar g(0) =f(a),

obtinem formula (6.16). u
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k+1
Observatie. Dacad Ry(t)=-———— U gk Dgy si Ry (X) = d“*(x)(x - a) sunt

(k +D)! (k+ 1)'
resturile de ordin k sub forma Lagrange ale lui g si respectiv f, atunci, din

Ric (1) =0, rezultd ca exista lim Ri(x) . =0si In particular lim R (x)=0, deci
X® a

I®n2) Mk

pentru x Tntr-o vecinatate V a lui a avem aproximarea
f(x) @(a) +]1_'df(a)(x S a)+. +k1'dkf(a)(x _a),

deci functia se aproximeaza printr-un polinom de gradul k.
In particular, pentru n = 2, f = f(x,y), a = (Xo, Yo) rezultad ca pentru (x,y) intr-o

vecinatate V a lui (X, Yo) avem
f(x.) @(40,Y0) + 3 (X0, Y0)(X - XorY - Yo) =
=f(Xo, YO)+ (Xo Yo)(x- X0)+ (Xo Yo)(Y - Yo)
aproximarea de ordinul Tntai,

(x.y) @f(XO,yo)+Il.df(x0,yo)(x- X0,y - Yo)+

"‘* zf(Xo Yo)(X- Xo,Y - Yo) = f(Xo, YO)+ﬂ (X0, Yo)(X- X0)+ (Xo Yo)(Y- Yo)+

T o) 302+ T (xoyo)y - Yol +2. 1 (x0.Ye) (X~ X)(Y - Yo)d
ZgﬂX 0'Y0 0 ﬂyz 0'Y0 0 ﬂXﬂy 0'Y0 0 Og

aproximarea de ordinul doi.
6.5. Functii si sisteme de functii implicite

Consideram ecuatia F(x,y)=0, unde F:Di R*® R. Ne propunem sa

rezolvam aceasta ecuatie in raport cu x sau y.

Exemple.

1. Fie ecuatia 4x-3y=5, (x,y)i R?, care este de forma F(x,y)=0, unde

F(x,y) = 4x-3y-5. Aceasta ecuatie poate fi rezolvata in raport cu y si are o unica

solutie y = , deci exista o unica functie f : R® R, astfel incat y = f(x), unde
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4x- 5

f(x) = , este solutie a ecuatiei. Analog ecuatia poate fi rezolvata in raport

CU X.
2. Fie ecuatia x-y* = 0, (x,y) T R?. Ecuatia admite o singura solutie in
raport cu x si anume x = y?, deci exista o unica functie g : R® R, astfel incat

x = g(y), unde g(y) = y?, este solutie a ecuatiei. In raport cu y ecuatia admite o

infinitate de solutii pe [0,¥ ), de exemplu: f(x) :}&’X' AA1

unde
- Vx,xT A,

ALAl [0, ¥),AEA=[0, ¥),AC A=A
Dintre acestea doar doua sunt continue si anume
f(x)=+/x si f(x)= - V/x, oricare x1 [0,¥).

3. Ecuatia x*+y*+3 = 0, (x,y) T R? nu are nici o solutie in raport cu x sau y.

Fie ecuatia
F(X1, X2,y Xn, ¥) =0, (6.19)
unde F:AxBl R"x R® R.

Ecuatia (6.19) se scrie echivalent

F(x,y) = 0, unde x = (X1, X2,..., Xn).

Definitia 6.5.1. O functie f: A® B se numeste solutie a ecuatiei (6.19)
pe A daca

F(X1,X00ee0, Xy F (X X000, X)) = 0, (") (X1, X5,..., %) T A, SAU echivalent
F(x, f(x)) =0, (" )xI A.

Daca exista o singura functie f : A® B care sa verifice ecuatia (6.19) si
eventual si alte conditii suplimentare spunem ca functia f este definita de ecuatia
F(x,y) = 0.

Functiile definite cu ajutorul ecuatiilor se numesc functii definite implicit sau

functii implicite.
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Teorema 6.5.1. (Teorema functiilor implicite).
Fie Al R"n31BI R, deschise, (a, b)l Ax B si F:A x B® R astfel incat
1) F(a, b)=0;

2) (Ul J@),Ui A VT J(b),Vi B astfel incat FT ciu’ v);
3) E(a,b)1 0.
fy

Atunci:
a) ecuatia F (x,y) = 0 defineste functia y pe o vecinatate a punctului (a,b),

adica existd o vecinatate U,1 J(a), o vecinatate V,1 J(b) si o unica functie

f:Uy ® V, cu valorile y = f(x) astfel incat f(a) = b si F (x, f(x)) = 0, (" ) xI Ug;

(
b) fl Cl(UO) Si 1Tf(x)_ _ FXi (%, f(x))

Xi R, 90 f(0)
c) daca F1 C* (U x V), k® 2, atunci fl C¥(U,).

(T Up;

Demonstratie.

a) Fara a restrange generalitatea sa presupunem ca K(a,b)>o. Cum
y

functia IF este continua peUxV, ($) U, T J(@), Uy U, Vil J(b), V4| V astfel

Ty

Tncat K(x, y)>0, (") (x,y)I Uy x Vi.

Fie a,bl Vv, astfel incat a<b<b si V,=(a,b)i J(b).

Functia y ® F(a,y) se anuleaza in b, are derivata pozitiva pe V, deci este
strict crescatoare pe Vp si F(a,a) <0, F(a,b) > 0.

Cum functia x ® F(x,a) este continuda pe U,;, exista o vecinatate
ud J(a),ucl U, astfel incat F(x,a) <0, (") xI Uc.

De asemenea, cum functia x ® F(x,b) este continud pe U, exista o
vecinatate Ud J(a), Udl U, astfel incat F(x,b) >0, (") xI Ut

Fie U, =UcCc ud J(a)si vom avea
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F(x,a) <0, F(x,b) >0, (") xI U,

Fie acum xd U,, arbitrar. Cum functia y ® F(x(y) este continua pe [a,b],
strict crescatoare pe [a,b] si F(x¢a)<0, F(x(b) >0, rezulta ca exista un unic
punct y( (a,b) astfel incat F(x(y)=0.

Deoarece x( U, a fost ales arbitrar rezultd c& pentru orice punct xI Uy,

fixat, existd un singur punct yl V, astfel incat F(x,y) = 0.

Definim f : Uy ® V,, f(X) =y si atunci f este bine definita si F(x, f(x)) = 0,
(") xI Ug.

Pentru x = aavem F(a,b) =0 si cum b este singurul punct din V, cu

aceasta proprietate deducem f(a) = b si demonstratia punctului a) este incheiata.

b) Sa observam mai intai ca f este continua Tn a. Pentru vecinatatea V,
aleasa in mod arbitrar, din (a) existd o vecinatate Uyl J(a) astfel incat pentru
orice xI Uy, f(X)I Vo, deci f este continu& Tn a.

Analog rationam pentru x¢I Uy si atunci rezulta ca f este continua pe U,.

Fie a = (ay, @, ..., &), (a1, 8z, ...,8:.1, Xi, &is1,..., @)l Up, unde il Ln si
y="f(ay, az, ...,a1, X, Ais1s..., an)l Vo.

Din Teorema lui Lagrange exista x intre a; Si x;, h intre b siy astfel incat

0 =F(ay, ay, ...,&.1, Xi, &+1,.-., &n, Y) - F(ay, @z,..., @y, b) =
= F(ay, az, ...,a&1, Xi, &+1,..., an, Y) - F(aq, az,..., &1, &, @ir1,..., @n, y) +
+ F(ay, az,..., a1, &, ai1,..., an, Y) - F(ag, az,..., a,, b) =

1

F
= L(al,az,...,ai_1,x,ai+1,...,an,y)(xi - ai)+w(a1,a2,...,an,h)(y- b),

1x;
de unde rezulta ca
IF

ﬂx(al,az,...,ai_1,X,ai+1,...,an,y)+

1

+E(a a,..a.h) f(ag, 85,80 1, X} 8141187 ) - f(al,az,...,an)zo
ﬂy 115,y Ay, Xi- ai y

pentru x; 1 a;.

Pentru x; ® a; avem x, ® a,h® b =f(a) si folosind continuitatea functiilor
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j&)’: si ‘E; pe Ug X Vo, prin trecere la limita cu x® a; obtinem
E(a, f(a))+E(a, f(a))ﬂ—f(a) =0 sicum E(a,f(a))1 0 rezulta
% Ty 17X Ty
F. (a f(a
LUPNGICLON
1% F, (a,f(a))

Reluand rationamentul cu x n loc de a, unde xI Uy este arbitrar si cu
y = )T Vo gasim ca exista
F¢(x, f(x
A= P

): 71(")X’|\U01i:ﬁ-
X, F,%(x, 1(x))
Cum F1 clu” v) va rezulta ca 1?” , i=1n sunt continue pe Vo, deci
i

f1 cX(Up). Mai mult, folosind teorema 6.2.2 va rezulta ca f este diferentiabild pe
Uo.

c) Prin inductie dupa k. ]

Exemplu. Sa se arate ca ecuatia x* - y*+ x + y = 10 defineste functia y pe

0 vecinatate a punctului (2,1). Sa se calculeze y(2), y(2).

Ecuatia este de forma F(x,y) = 0, unde F:R°® R, F(x,y) = x*- y®+ x +y - 10.

Evident F(2,1)=0, F C'(R), ::T“:(x,y):-3y2+l, ) (xy)i R% de unde
y

:llTTF(Z’l):-Zl 0 , deci ipotezele teoremei 6.5.1 sunt indeplinite. Conform
y

teoremei ecuatia F(x,y) = O defineste functia y pe o vecinatate a punctului (2,1),
adica ($) Uol J(2), Ugl R Vol J (1), Vol R si 0 unica functie y : U® V,, cu
valorile y = y(x) astfel incat y(2) =1 si F(x,y(x)) =0, (" )xI Uy, adica
x2- y3(x) + x + y(x) =10, (") xi U,
Din teorema 6.5.1(b) functia y este derivabila pe U, si derivand ultima
relatie Tn raport cu x obtinem
3%2 - 3yA(X) y(x) +1+y(x) =0, (") xi U, (6.20)

Pentru x = 2 avem y(2) = 1 si atunci
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12-3y(2)+1+y(2) =0, de unde y¢2)= 123 .

Derivand din nou in (6.20) in raport cu x obtinem
6x - By(x)y€(x) - 3y*(x)y®x) +y&x) =0, (" )xI Ug
Pentru x = 2 obtinem

12 - 6%— 3y%2)+y®2) =0, de unde y%2)=- 423 .

Sisteme de functii implicite

Consideram sistemul de ecuatii

i Fi(X1, X200 es X Y1, Y2000 Y ) = 0

iFz(XlaX2’---'Xn’y1’y2""'ym):O (6.21)

FRn (X0 X0, X0, Y1, Y2100 Yim ) = 0
unde Fy, Fy,...,Fm: AXB 1 R"XR™® R, m,nl N".
Daca x =(X3,X2,-Xp)s Y =(Y1,Y2,--¥Ym) SI F = (F1, Fa,...,Fn) atunci sistemul

(6.21) se scrie echivalent sub forma unei ecuatii vectoriale
F(x,y) =0 (6.22)

Definitia 6.5.2. O functie f : A® B, f = (fy, f5,....,fn) S& nUMeste solutie a
sistemului (6.21) (sau echivalent a ecuatiei vectoriale (6.22)) pe A daca
iF (xl, xz,...,xn,fl(xl, Xyyeees xn),...,fm(xl, xz,...,xn)) =0

LR EAN ] 1 \p 1 \p

in(xl,xz,.. X fl(xl,xz,.. X ),...,fm(xl,xz,.. X )):O ()X A

FE (X0 Xgreres X0 £y (X0 X X, e B (X X500 X, )) = O
(sau echivalent F(x,f(x))= 0, (" )xI A).

in cazul in care sistemul (6.21) are pe multimea A o singurd solutie
f = (f, f,.....Fn) spunem ca funtile f;, f,,....,f,, constituie un sistem de functii

definite Tn mod implicit sau un sistem de functii implicite.

Teorema 6.5.2. Fie sistemul de ecuatii (6.21) in urmatoarele ipoteze:
Al R"BI R™ deschise, F:AxB ®R™, F =(F4, Fs,...,Fn), (a,b)] A x B astfel incat
1. F(a,b) =0 (0 F(ab)=F,(ab)=....=F,(ab)=0);
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2. ($)UT J(a), Ul AsiViJ (b), VI B astfel incat

Fm)(a,b)l 0.

Atunci:

a. sistemul (6.21) defineste functiile yi, y,,....ym pe O vecinatate a
punctului (a,b), adica existd o vecinatate Uyl J(a), o vecinatate Vol J(b), si 0
unica functie f:Uq® V, f = (f1, f2,....,fm) cu valorile y = f(x)

(0 y; = (X0 X0ees X )vees Vi = iy (X1 Xo--0, X, ) @Stfel Incét b = f(a)

b. 1 c}Up) si
ﬂf 5()':1’52 """ Fm) (X,f(X))
1 (x) = DYz Yim ()xT Ugi=1n
1 .( ) DF.F...., Fm)(x’f(x))( )x1 Uo
Dy1. Y20 Yim
D(FLF2.--sFm) (x.100)
T (x) = D(Y1,Y2-++ Yim-1,Xi) (X1 Uy, i=1n
X D(F.F>.....Fn) (x(x))
D(y1.Y2:--Yim)
c. daca FI CXU x V), k2 2, atunci fi C¥(Uy)
Demonstratie. Prin inductie dupa m. m

Pentru m=1 teorema se reduce la teorema 6.5.1 iar pentru celelalte detalii se pot
consulta lucrarile [8] sau [11] .

Exemplu. Fie sistemul de ecuatii

} 2 3

- 2v® =0
’I[xyu yv© +2v (6.23)
f4u? +2v? - x3y =0

Sa se arate ca sistemul defineste functiile u si v pe o vecinatate a punctului
(Xo, Yo, Uo, Vo) = (1,2,0,1). Sa se calculeze du(1,2), dv(1,2).

AN

. F(x,y,uv)=0
Sistemul (6.23) este de forma i 106, V) ,unde F;, F>: R*® R,
TR (X y,uv) =0

F1(6,Y,U,V) = Xyu — yv2 + 2v3,  Fp(X,y,u,v) = 4u® + 2v2 — XPy.
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Evident avem F1(1,2,0,1) = 0, F»(1,2,0,1) = 0, F1, Fol CY{RY),

F IR 2
DRuF) | qu v (2|9 - 2WHBVT o inde
Duv) |TR TR | |8u 4y ’
fu v
PR (1500 = =810,
D(u,v) 0 4

deci ipotezele teoremei (6.5.2) sunt indeplinite. Conform teoremei sistemul (6.23)
poate fi rezolvat in raport cu u si v pe o vecinatate a punctului (1,2,0,1), deci pe o
vecinatate Ul J((1,2)) avem u = u(x,y), v = v(x,y), u(1,2) = 0, v(1,2) = 1 si

’[xyu(xy) WA(xy)+2v3(xy) =0 () )T Ug

(6.24)
T4U (xy)+2v3(xy)- x’y =0

Vom avea

du(1,2) = M @2)dx + M 12)dy ;
x Ty

av(1,2) = M 12)dx+ N (12)dy .
fix iy
Derivand in sistemul (6.24) in raport cu X obtinem

tyU(X y)+ xyf(x y)- 2yv(X, y)f(x y) +6v3(x, y) (x y)=0

' BU(X y)f(x y) +4v(x, y)f(x y)- 3x°y =0
(") (x 1 Uo.

27(12) 4*(12) + 6*(12) 0

i
Pentru (x,y) = (1,2) obtinem t
} f(lZ) 6=0

v 3 . Tu 3
S (12)=-> si —@12)=->.
de unde 'ﬂx(l) ) Si 'ﬂx(l) 5

Derivand sistemul (6.24) in raport cu y obtinem
iXU(x y) +><yf(x y)- VA(xy)- 2yv(x, y)f(x Y)+6v2(xy) 1 (x,y) =0 i
| ’ (" ) (X,y)l UO
i
f

8u(x, Y)*(X y)+4v(x, Y)*(X y)- x> =0
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{21}“(12)- 1- 4:11\/(12)+611TV(12) -0
Pentru (x,y) = (1,2) obtinem i 'ﬂ{/ y y :
147 12)-1=0
T Ty
v 1 fu 1 . .
deunde ——(12)=-,——(12)=" si atunci
‘ﬂy( ) 4 ‘ﬂy( ) 4 3

du(12) =- zdx + idy, dv(1,2) = zdx +i‘dy

Transformari regulate

Fie Al R", deschisasif: A® R", f=(f, fs, ..., ).
Definitia 6.5.3. Functia vectoriala f este o transformare regulata in punctul

al A daca functiile fy, f;, ....f, au derivate partiale continue intr-o vecinatate V a

D(fy,fp,eeeh fr) @10
D(Xq,X2,eeeey Xpy) .

lui a si

Functia f este o transformare regulata pe A daca este o transformare

regulata in orice punct din A.

Observatie. Cum jacobianul transformarii este o functie continua rezulta
ca, daca f este o transformare regulatd ntr-un punct al A atunci f este o
transformare regulata intr-o intreaga vecinatate a lui a. Mai mult, daca f este o
transformare regulata pe A si A este conexa atunci det J; are un semn constant

pe A. Folosind teorema 6.5.2 se poate demonstra urmatorul rezultat (vezi [8]):

Teorema 6.5.3. (teorema de inversiune locala).

Fie Al R"® R", A deschisa, o transformare regulata intr-o vecinatate U
a punctului al A. Atunci existd o vecinatate Uol J(a), Uy U si o vecinatate
Vol J(f(a)) astfel incat restrictia lui f la U, este o aplicatie bijectiva de la U, pe V.

Mai mult, daca g= (f |U0)'1 atunci g este o transformare regulata in punctul

b=f(a) si [[;E%(b):ﬁ.

D(x)
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6.6. Extreme locale pentru functii reale de mai multe

variabile

Definitia 6.6.1. Fie AT R"sif: A® R. Un punct al A se numeste punct de
minim (respectiv maxim) local pentru functia f daca exista o vecinatate Vi J(a)
astfel incat f(x)3 f(a) (respectiv £), (" ) xi VI A.

Dacéa aceste inegalitati au loc (") xI A spunem ca a este punct de minim
(respectiv maxim) global sau absolut.

Un punct al A se numeste punct de extrem local pentru f daca este punct

de minim local sau de maxim local pentru f.

Definitia 6.6.2. Fie Al R", deschisa si f : A ® R. Un punct al A se
numeste punct critic sau stationar pentru functia f daca f este diferentiabila in a si
df(a)=0.

Teorema 6.6.1. (Teorema lui Fermat). Fie Al R", deschisa si fA® R.
Daca al A este un punct de extrem local pentru f iar f este diferentiabild in

punctul a atunci df(a) = 0, adica a este punct critic.

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea sa presupunem ca a este
un punct de minim local pentru f. Atunci ($) r>0 astfel incat B(a,r)| A si f(x)3 f(a),
(" )xI B(a,r). Fie sl R" un versor si functia g: (-r,r)® R, g(t)=f(a+ts) si sa observam
céa g este bine definita deoarece pentru ti (-r,r) rezulta ca a+tsi B(a,r) | A.

Luand x = a +ts 1 B(a, r) vom avea g(t)2 g(0), (") tI (-r, r) deci t = 0 este
punct de minim local pentru g.

Cum f este diferentiabila in a rezulta ca f este derivabila in a dupa directia

s deci g este derivabila Tn t = 0 si conform teoremei lui Fermat de la functiile reale
de variabila reala rezulta ca g’(0) = 0. Dar aceasta implica :jf(a) =0.
s
Luand s = e, i=1n, unde ee,,....e, sunt versorii bazei canonice obtinem

n
df(a)=q ﬂ—f(a)dxi =0. =
i=1 1A
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Observatie. Din teorema lui Fermat rezulta ca multimea punctelor de

extrem local se afla printre multimea punctelor critice, adica printre multimea

X

i,
solutiilor sistemului Hax,

i

o

iLf 0

I 1Xn

Reciproca acestei teoreme nu este in general adevarata. in acest sens fie

functia :R*® R, f(x,y) =x*-3y”. Evident avem :TTI((O,O) = 0,11;(0,0) =0, deci df(0,0)=0.

Mai mult, f(x,0)-f(0,0)=x>>0, (" ) (x,y)I R? x1 0, f(0,y)-f(0,0)= -3y*<0, (") (x,y)I R?,
yt 0, deci diferenta f(x,y)-f(0,0) nu are semn constant pe nici 0 vecinatate a

originii si atunci punctul (0,0) nu este punct de extrem local pentru f.

Vom stabili in continuare o conditie suficienta pentru ca un punct critic sa

fie punct de extrem local. In acest scop vom stabili mai intéi :

Lema 6.6.1. Fie j :R"® R o forma patratica pozitiv definita, adica

i ()= én axX;, (" )X =(Xp, Xz, X)T R, & R, i1 1n i j(x)>0,(")xI R", x* 0.

ij=1

Atunci exista o constantd m >0 astfel incat j (x) 3 me\z, (" )xI R".

Demonstratie. Fie S = {xI R™ ||x||=1}.

Cum S este inchisa si marginita in R", este compacta si din teorema lui
Weilerstrass, cum j este continua pe S este marginita inferior pe S si isi atinge
marginea inferioara. Fie al S astfel incat j (a) =m =inf{j (x): xT S}

Cum al S avem at 0 si atunci m=j (a)>0 iar pentru orice y 1 S avem

X

i (y)®m. Daca xI R", x* 0, atunci y = ]

1S sidecij gz% m, (")xI R", x10
2

de unde j (x)3 m|x 2, (") xI R", x1 0 si cum aceastd inegalitate este verificata i

pentru x = 0, demonstratia este incheiata. ]
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Teorema 6.6.2. Fie A1 R", deschisa, A® R,fl C3(A) sial A punct critic

pentru f. Daca forma patraticd d*f(a) este
a) pozitiv definita atunci a punct de minim local;
b) negativ definitd (adicd —d*f(a) este pozitiv definitd) atunci a este punct

de maxim local.

Demonstratie. Presupunem mai intai ca d*f(a) este pozitiv definitd. Cum

A . 29 0 s
fi C*(A) rezultad c& matricea asociatd ¢ et (@ este simetrica.
gfi; @i jen

Aplicand lema 6.6.1 formei patratice d*f(a) rezultd ca existd m>0 astfel
Tncat

d*(a)(x) 3 m|x|*,(" )xT R" si atunci

d*f(a)(x- @) m| 2 xT R,

X-a

Pe de alta parte, cum fl C3(A), din formula lui Taylor cu rest de ordin k = 2
sub forma Lagrange, pentru orice xi B(a,r)l A, existd un punct x intre a si x

astfel incat
_ 1 1.0
f(x) = f(a)+idf(a)(x - a) +5d f(x)(x- a).
Cum a este punct critic avem df(a) = 0 si atunci

f(x) - f(a) :;dzf(x)(x— a) :;dzf(a)(x— a)+;[d2f(x)(x— a)- d?f(a)(x - )3
3 %u x-al|f +; P )(x - a)- Pf@)(x- a)] , () xi B(a,y).

1 d?f(x)(x - a)- d*f(a)(x - a)
Fie a(x) :: |

> ,daca x! a,x1 B(ar)
x- a|

%O ,daca x=a
Cum fi C*(A) avem lim a(x) =0 si atunci
X® a

2
a H

m X X-a
- @2 2 |x- a +2)x- a’ = | 5

- (m+a(x)),
Cumm >0 si Ii(gn a(x)=0 ,exista r;>0, ry<r astfel incat

m+a(x)>0,(" )xI B(ar)l B@ar).
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in concluzie f(x) - f(a) 3 0, (") xI B(a,r,), adica a este un punct de minim
local.
Dacd d*f(a) este negativ definitd atunci -d*f(a) este pozitiv definitd si

folosim prima parte a demonstratiei. u

Teorema 6.6.3. Fie Al R?, deschisd, fl C*(A), f = f(x,y), al A, a =(Xo,yo) un
punct critic pentru f.
Fie r, :Lt(xo,yo),so = ft (Xo» Yo )i o = _ T — (X0, Yo), (notatiile lui de Monge).
ix ixTy Ty?
Daca
1) rty - 82 >0 si 1y >0 atunci (Xo,Yo) este punct de minim local;
2) 1ty - 82 >08i 1y <0 atunci (Xo,yo) este punct de maxim local;

3) 1ty - s? <0 atunci (Xo,yo) Nu este punct de extrem local.

Demonstratie. Pentru (x,y)l A avem

1'[2
dzf(Xo,yo)(X-Xo,Y-yo)‘ﬂ (Xos Yo ) (X - X)? +2'n (Xo’yo)(x X)(Y - Yo) +
ﬂ .2 X U
X., = er 0%+2 7°+tL'J, entru yty..
a2 oz o Vo) - o) = (y - yo) Y-y, TPy oy thy P Y Yo

o o X-X . .o
Daca notam cu u= O atunci se observa ca d*f(xo, Yyo) are un semn
Y-Yo

constant dacé si numai daca trinomul rou*+2seu+t are radacini complexe, adica
dacd roto-s3 >0.

Tn acest caz semnul s3u este dat de semnul lui ro.

In consecinta, d*f(a) este pozitiv definitd daca ry>0 si negativ definita daca
ro<o0.

Conform teoremei 6.6.2, pentru ro > 0 punctul (Xq,Yo) este punct de minim
local iar pentru ro< 0, punctul (Xo,Yo) este punct de maxim local.

Dacd roto - So? < 0 atunci d*f(xo,Yo) Nu mai pastreazd semn constant i
atunci diferenta f(x,y) - f(Xo,Yo) Nu are semn constant pe nici o vecinatate a

punctului (Xo,Yo), deci (Xo,Yo) NU este punct de extrem. n
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= 0 nu putem preciza daca punctul (Xo, yo) este

sau nu punct de extrem. In acest caz semnul diferentei f(x,y) - f(xo, Yo) depinde

de semnul diferentelor de ordin superior.

Exemplu. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei

f:Al R?® R, f(x,y)=x2+xy+y?- 4Inx- 10Iny.

Determinam mai intai punctele critice:

ilf:O .\|.2x+y_i:O
VR B
Iﬂ—f—o Ix+2y—1O:O
Ty 1

, care are solutia (Xo,yo) = (1,2) deci punctul (1,2) este

punct critic. Pentru a vedea daca este punct de extrem local sa calculam

derivatele partiale de ordinul doi.

Evident avem:

1°f 4 1°f ]
QZZ’LPD ro:w(lz):(i
°f °f

= S, = 12 =1
Txfy ° ‘HX‘Hy( )
Wi, 10 T 0,109
fy 2Ty D T AT T

Prin urmare roty - So° = 6%- 1=26 >0 Si cum rp> 0 rezulta ca (1,2) este

punct de minim local.

Teorema 6.6.4. Fie Al R", deschisa, f:A® R,fl C?(A) si al A punct

critic pentru f.

: 1% .
Fie a; = (a)= a, 1ELjEn
ﬂXiﬂX]‘
Fie D,=a,,D,=| * ..
21 a'22
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Atunci:

1) Daca D, >0,D, >0, ..., D, > 0, rezultd ca punctul a este punct de

minim local;

2) Dacad D, <0,D,>0,...,(-1)'D, >0,rezultd ca punctul a este punct de

maxim local.

Demonstratie. Se foloseste urmatorul rezultat algebric (conditiile lui

Sylvester):
Fie ] oforma patratica a carei matrice asociata (aij)l£i jen EStE simetrica.
a;; a, ... 4,
. a,, a a a, ... a . .. " . .
Fie D =a,D, =" *,.,D =" 7 2\, minorii principali ai
b 8y e e e e
a a a

matricei. Atunci:
1) Daca D, >0, D, >0, ..., D, >0,rezulta ca | este pozitiv definita;

2) Daca D, <0, D, >0,...,(-1)' XD, >0, rezultd ca j este negativ definita. m

Exemplu. Sa se determine punctele de extrem local ale functiei cu

valorile f(x,y,z) :l+x+y+lz6, X,¥,2>0.

X y z

Determinam mai intai punctele critice:

i i1 1

i, Llilog

i T i XY

%ﬂ—f:O U : X +1:O , care are solutiax =2,y =4, z=8, deci
Iﬂy .I. y2 Z

it i

o LY.l

I 9z T z? 16

(Xo, Yo, Zo) = (2, 4, 8) este punct critic.
Pentru a vedea daca este punct de extrem local sa calculam derivatele
partiale de ordinul doi.
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Evident avem

w3 2 v 22 2 WXly vy Tz Wiz 22

f 2 % _2x A 2y 7 1 9% ~0 7?1
=%, _y

si matricea hessiana devine

o f 1 1% 0 . 1 )

g@ (2.48) TxTy (2.4.8) x1z @ 4’8)4 gZ 16 ° ?

C q2 2 2 - -
H248)=¢1" 48) Tl4s) Tlpagr-¢& Lt L. 1T
g‘ﬂy‘ﬂx Ty Ty9iz ¢ 16 16 64.-

B 1 1 =+

¢ T Tt bl = % - = 1

Szl (2,4,8) 01z (2,4,8) 0z (2, 4,8)5 g 64 645

Observam ca D1:l>0, D, = 3 >0, D3:%>O, deci
4 256 2°64

(Xos Yos 20) = (2, 4, 8) este punct de minim local.
Extreme conditionate. Metoda multiplicatorilor lui Lagrange

Fie f:Al R"® R, 0,,0,,-.0,:A® R, k<n si Bl A multimea solutiilor

sistemului

._ (6.25)

.I ------------------------------
1gk(xl, Xyyeees xn): 0
Ne propunem sa determinam extremele functiei f care sa verifice in plus

conditiile (6.25), numite legaturi.

Definitia 6.6.2. Un punct al B se numeste punct de extrem local al
functiei f cu restrictiile (6.25) sau punct de extrem local conditionat daca exista o

vecinatate V1 J(a) astfel incat diferenta f(x)- f(a) are semn constant pe V CB.

Cu alte cuvinte punctul a este punct de extrem conditionat pentru f daca

este punct de extrem pentru restrictia lui f la B, deci pentru f%.
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Definitia 6.6.3. Un punct al B se numeste punct critic conditionat pentru f
daca este punct critic pentru fz..

Pentru determinarea extremelor conditionate vom folosi metoda

multiplicatorilor a lui Lagrange.
Teorema 6.6.5. (Existenta multiplicatorilor lui Lagrange).
Fie Al R", deschis4, f, g1, g2, ..., d CY(A) si al A punct de extrem local

pentru f cu restrictiile (6.25).

D(9y, 9.+, O¢)

Daca
D(xl,xz,..., Xy

() 0 atunci existi k numere reale | 1 ,,...,| , astfel

incat daca se considera functia L =f+I1g; +1 ,g, +...+1 g, , S8 avem

i L P
o @)=0i=1n ‘e . -
i % , adica punctul a sa fie punct critic al functiei L.
}gi(a)zo’ i=1k
D(Ql,gz,---,gk)

Demonstratie. Cum (a)* 0 conform teoremei 6.5.2 sistemul

D(xl,xz,...,xk)
(6.25) poate fi rezolvat in raport cu variabilele x;, X5, ..., Xx pe 0 vecinatate a
punctului a = (a;, az, ..., a, a+1, ---, &n), deci exista o vecinatate Uy a punctului
(ak+1, - @p) N R"™ X o vecinatate V, a punctului (a;, a,, ..., &) in R* astfel Tncat

VoxUp I B si sistemul (6.25) are solutie unica (xg, Xa, ..., Xg) In Vo:

X1 =] 1 (Xrzsee0 %)

iXZ :j 2(Xk+1""'Xn) (626)

fx =i ket Xn)
Avem a; =] l(akﬂ,...,an), a, =] 2(akJ,l,...,an),...,ak =] k(akﬂ,...,an).

Functiile j ,j 5,...,j , sunt de clasa C* pe U,.
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Inlocuind X3, X, ..., X, din (6.26) in (6.25) obtinem:

: gl(j l(Xk+1""’Xn)"'-’j k(Xk+1""’Xn)’xk+1""’xn) =0
EAROIES B A FAES B

(" )(Xk+1’Xk+2 ----- Xn)T Uo.

Din (6.27), folosind teorema de derivare a functiilor compuse obtinem:

K P S ——

Consideram functia cu valorile
F(xk+l,...,xn):f(j 1(Xk+l’---’xn)’---’j k(xkﬂ,...,xn),xkﬂ,...,xn).
Cum punctul a este punct de extrem local pentru f, cu restrictiile (6.25) iar
(1 (Keotseeor X0 heen] 1 (Kazeeor X b X1 X )T B rezulté cé (ay,y,...,a,) este punct
de extrem local pentru F.

Folosind teorema lui Fermat rezulta ca:

F 1 . w
11_-[[)(i(ak+l,...,an)zo,(n )|:k+l,n ,adlca
1if £ qf T _
o @ra (@) ok ) =0, T=k+1n 6.29
ﬂxi() glﬂxj()ﬂxi(kl ) (6.29)

Intrucat RUCHCR Y (@) 0 rezults ca sistemul liniar
D xl,xz,...,xk)
£ 9m 1f :
a)a, =- a), j=1k 6.30
8 g @ an=-g @ (6.30)

k
are solutie unica. Fie (I 1 ,,...,1 ) aceasta solutiesi L=f+ § | .0, .

m=1

Vom arata ca L satisface concluziile teoremei.

Cum al B rezultd ca gi(a):o,(" ) i=1k.
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o L qf & 1o . .
Pentru jl Lk vom avea — + 3l m (a i folosind (6.30
| G )= @ e s (630

obtinem (tindnd cont ca |4l ,,..,1, este solute a sistemului)

ﬂ“;j(a):o, () j=1k.

Pentru il k+1n , folosind (6.28) vom avea

L qf £ 19 qf & K99,
= = | ~gm = - 29m =
ﬂxi (a) ﬂX ( )+n?:1 m ﬂxi (a) ﬂxi (a) n?:ll mgl Xj (a)ﬂX, (ak+1, ,a )
_qf RN g
ilana )il 9m(q),
‘ﬂx ( ) ilﬂ i (ak 1 )mal x (a)

Cum (I w2yl k) este solutue a sistemului (6.30) va rezulta ca

k

I @)= nf = (a )+é&(a a )Lf(a) si folosind (6.29) obtinem

T X =1 TX e kS
;TT—XL(a) =0,(")i=k +1n si demonstratia este incheiata. m
i

Observatie. Teorema 6.6.5 se poate enunta si astfel: Orice punct de
extrem conditionat este punct critic conditionat.

Practic, pentru rezolvarea unei probleme de extrem conditionat se

procedeaza astfel:
1. Se asociaza functia lui Lagrange

L=f+1,0,+1,0, ...+l gc,cul ;1 ...l TR,

nedeterminati (numiti multiplicatorii lui Lagrange).
2. Se determina punctele critice ale lui L, adica solutiile sistemului:

LIL 01zien
.I.ﬂXI
g =0,1£i£k

3. Daca (ay,a,,...a,,! 1,...,] ) €ste o solutie a acestui sistem atunci punctul

a = (ay, ay, ..., a,) este punct critic conditionat al functiei f.
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4. Presupunem c& f, g1, g2, ..., gd C2(A).

In acest caz f(x)- f(a)=L(x)- L(a), (*)xT B si pentru a studia daca a este
punct de extrem local conditionat vom studia semnul diferentei L(x) - L(a),
calculand d°L(a), in care diferentiem legaturile (6.25) in punctul a. Vom gasi in

acest punct dx,, dXy, ..., dxx In functie de dXy.q, ..., dXp.

Aplicatie. Sa se construiasca un rezervor in forméa de paralelipiped drept,
de volum maxim avand la dispozitie 48 m* de tabla (presupunem rezervorul
neacoperit).

Fie x > 0 lungimea, y > 0 latimea si z > 0 Tnaltimea paralelipipedului.

Atunci volumul paralelipipedului este V = xyz si xy+2xz+2yz = 48.

Problema se reduce la determinarea maximului functiei f cu valorile
f(x,y.z)=xyz, x>0,y >0,2>0, cu legatura xy+2xz+2yz-48=0 0 g(x,y,z)=0,
unde g(x,y,z) =Xy +2xz+2yz- 48.

Fie L(x,y,z,l ): f(x,y,z)+| g(x,y,z) =xyz +| (xy+2xz+2yz - 48).
Determinam punctele critice ale lui L:

i _

==
|

Iﬂ)lf iyz+ly+21z=0

'{L=O ~ Ixz+Ix+212=0 : :

i Ty U j , care admite solutia x=y=4,z=2,1 =-1,
iq iXy+2lx+2ly=0

IE:O txy+2xz+2yz- 48=0

|

tg=0

deci punctul (4,4,2) este punct critic conditionat.

Pentru | =-1, functia lui Lagrange devine
L(x,y,z) = Xyz-Xy-2xz-2yz+48.
Vom calcula d?L(4,4,2). Evident avem

LT L T, T T°L

-2 =x- 2 siatunci
Y%y ¥

™ 2 o122 ™y Ty
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T°L

L4.42)=TE (aa2)0¢ + TE (4a2)ay? + TE
x* v

r= (4,4,2)dz? +

+2

2 2 2
VL (4.42)dxdy +2 = (4,4,2)dxdz +2 ) -

(4,4,2)dydz =
fixfly x1z Tyfz

= 2dxdy + 4dydz + 4dzdx.

Din g(x,y,z) = O rezulta dg(x,y,z) = 0 si in particular dg(4,4,2)=0, adica
8dx+8dy+16dz = 0, de unde dx = -dy -2dz.
in concluzie,
d’L(4,4,2) = - 2dy(dy + 2dz) + 4dydz - 4dz(dy + 2dz) = - 2dy? - 4dydz - 4dz*> <0 ,
deci d’L(4,4,2) este negativ definitd si atunci punctul (4,4,2) este punct de

maxim local.

Probleme propuse

1. Fie functia f :R*® R, f(x,y) = I - y daca (x.y)* (00) :
{O ,daca (x,y) =(0,0)

Sa se arate ca functia f nu este continua in punctul (0,0) dar este derivabila
in (0,0) dupa orice versor s =(s;,8,)1 R2.

2. Fie functia f :R? ® R, f(x,y) = cos(2x+3y).

< df 0 2
Sa se calculeze—g—),og, unde sT R? este un versor.
dséd g

i xy
———, daca(x,y)* (0,0)

3. Fie functia f:R? ® R, f(x,y)= :w/xz +y? :
% 0, daca (x,y) =(0,0)

Sa se arate ca
a) f este continua si derivabila partial pe R?;

b) f nu este diferentiabila in punctul (O, 0).
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_ _ \ }-(x2 +y2)003;, daca (x,y) ! (0,0)
4. Fie functia f:DI R?® R, f(x,y)=T x2 +y? :
% 0 , daca(x,y) =(0,0)
Sa se arate ca
a) f este derivabila partial pe R? iar derivatele partiale nu sunt continue in
punctul (0,0);

b) f este diferentiabila in punctul (0, 0).
5. Fie functia f:D1 R%2® R, f(x,y) =arctg .
y

a) Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai si doi;

b) Sa se calculeze df(-1,2), df(-1,2)(3,-2), d2f(-1,2), d ?f(-1,2)(3,-2).

X @ [,2 0
6. Fie functia f:DI R®® R?, f(x,y,z):ée X“H3yrz, 23X 5T
X"+y' g
Sa se determine J¢(2,-1,0).
7. Fie functia R3\{(a,b,c)}® R,
f(x,y,2) = ! ,unde a,b,c I R.
((x- af +(y- bf +(z- cf
2 2 2
Sa se arate ca ﬂ£+ﬂ£+ﬂ ; =0.
x= fy® Tz

8. Fie functia D1 R2® R, f(xy)= > 7.
X+y

ﬂm+n

~ *
Sa se calculeze ,unde m,nl N .

™" y"
9. Fie functia f: R?® R,

N

I & x20

w2
_jy°In€l+— zdacay?! O
o=l s y2E
% 0 ,dacay=0
. e oer o 1,n2y TP R .
Sa se arate ca fl C(R?), (0,0): (0,0) dar nu este verificat
ixTy fiyfix

criteriul lui Schwarz.
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10. Fie functia u:D1 R?® R,
u(x, t) = f(x + at) + g(x - at), a1 R, unde f si g sunt doua functii de doua ori

diferentiabile.

2
- aZL " =0.

Sa se arate ca > >
qt Ix

11. Fie functia f :DI R3® R, f(xy,2) = Yinx+x &, *Sunde j :Di RZ® R
z &x' X g

este diferentiabila.

Sa se arate ca xﬂ—f+yﬂ—f+z'"—f XY it

1x Ty 1z z
12. Sa se arate ca urmatoarele functii sunt omogene si sa se verifice
relatia lui Euler:

y

a) £DI R3® R, f(xy,2) = E x Q.
Yo

b)fDI R?® R, f(x,y):x”jgg,unde nlN"si | este o functie
exg
diferentiabila.

13. Fie functia DI R2® R, f(x,y) =] ?(2- yz,lg,unde j :DI R?® R,
Yo

j1c?b).
Sa se calculeze df(x,y)si d%f(x,y),unde (x,y)T D

14. Fie functia D1 R2?® R, f(xy) :arctglx?;. Sa se aproximeze functia f

printr-un polinom de grad doi Tn vecinatatea punctului (1,-1).

15. Sa se studieze extremele locale ale functiilor:
a)f:R*® R, f(xy) = (x2 +y2)e2X+3y .

b) f :R*\ {(0,0)}® R, f(x,y) = xyln(x2 +y2);
c)f:(0,p) (0,p)® R, f(x,y)=sinxsinysin(x +y);
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d)f:D1 R’® R, f(x,y) = x-2y + |nm+3amtg%;

e) f:R3® R, f(x,y,z) = x5 +y? +z% +12xy + 2z.

16. S& se arate ca functia f :R2® R, f(xy) :(1+ ey)cosx— ye’ are o
infinitate de puncte de maxim local si nici un punct de minim local.

17. Sa se arate ca ecuatia xe’ =xy+z defineste functia z pe o
vecinatate a punctului (2,1, 0).

5 . 9%z
Sa se calculeze dz(2,1) si
X1

(23).
y
18. Sa se calculeze y'y”, daca functia y este definitd de ecuatia

Iny/x2 +y2 =arctg™.
y

19. Ecuatia F(x, x+z, y+z) = 0, unde F:DI R3® R,FI c?(D) defineste

functia z.
2
Sa se calculeze dz si 1"z :
xfy
12 ry? = 1.2
20. Sa se arate ca sistemul |l 2 definegte in mod implicit
Ix+y+z=2

functiile x si y pe o vecinatate a punctului (1,-1,2).

Sa se calculeze x'(2); y'(2); x’(2); y"(2).
21. Daca functiile u si v sunt definite de sistemul

juv =ax +by +cz
l Y ,a, b, c1 R, atunci xﬂ—+y'"u L:o.

+V2 =x% +y? +22 ™~ "y 1z

igx+uy-v)=1

. L .unde g:DI R?2® R, gi cYD) defineste
|Xu yv =

22. Sistemul |

functiile u si v. Sa se calculeze du, dv.
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23. Sa se studieze punctele de extrem local ale functiei z definita de

ecuatia X*+y*+z°+2x+y-4z = lf

24. Sa se determine punctele de extrem ale functiei fR°® R,

f(x, y, z) = xy’z® cu legdturax + 2y + 3z=a (x>0,y>0,z>0, a> 0).

25. Sa se determine punctele de extrem ale functiei f: R® R,

. IXy+xz+yz=8
f(X, y, z) = xyz, cu legaturile : y y :
iX+y+z=5
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CAPITOLUL 7

INTEGRALA RIEMANN

7.1. Primitiva unei functii reale de variabila reala

Definitia 7.1.1. Fie | I R un interval si functia f : | ® R. Spunem ca f
admite primitiva pe | daca exista o functie F : | ® R, derivabila pe | astfel incat

F'(x) = f(x), (" ) xI I. Functia F se numeste primitiva a functiei f.

Proprietati ale primitivelor

Propozitia 7.1.1. Daca F : | ® R este o primitiva a functiei f pe | atunci
F+c,undecl R, este o primitiva a lui f pe I.

Demonstratie. Fie clRsiG:I® R,G=F+c.

VomaveaG'=(F+c) = F =1. n

Propozitia 7.1.2. Daca F,G : | ® R sunt doua primitive ale lui f pe | atunci
acestea difera printr-o constanta.
Demonstratie. Cum F' = G'=frezultéa (F- G)'=F' - G'=0, deci F - G este

0 constanta. -

Observatie. Daca | nu este interval, concluzia propozitiei 7.1.2 nu este in
general adevarata.

in acest sens considerdm functia
f:(0,1)E (2,3)® R, f(x)=1, (") xI (0,1) E (2,3) si
x +1, daca x1 (03)

F,G:(0)E (23)® R, F(x)= Ix, daca x1 (23)



-144 -

G = 1X daca x1 (Cj )
i X +1, daca x| (2,3)

Atunci F, G sunt derivabile pe (0,1) E (2,3),

F' = G' =fdar F si G nu difera printr-o constanta.

Observatie. Din propozitia 7.1.2 rezulta ca, daca F : | ® R este o primitiva
a functiei f pe | atunci multimea primitivelor functiei f pe | este formata din functiile
de forma F + ¢, unde c T R.

Multimea {F + c: ¢ T R} a tuturor primitivelor lui f pe | se numeste integrala

nedefinita a lui f pe | si se noteaza cu ¢f(x)dx (sau ¢fdx, (f).

Vom scrie ¢f(x)dx = F(x) + C.

Propozitia 7.1.3. Daca f si g au primitive pe un interval | atunci functia f+g
are primitive pe | si ¢(f +g)(x)dx = ¢f(x)dx + ¢g(x)dx .

Demonstratie. Fie F:1® R o primitivaaluifsi G:1® R o primitiva a lui
g. Atuncivom avea (F+G) =F +G'=f+ g, deci F + G este o primitiva a lui

f + g si demonstratia este incheiata. m

Propozitia. 7.1.4. Daca f are primitive pe un interval | si al R atunci af are
primitive pe liar pentrua * 0 avem caf(x)dx =a ¢f(x)dx.

Demonstratie. Fie F: 1® R o primitivaaluifsial R.Vom avea
(aF)' = aF' = af, deci aF este o primitiva a lui af.

Daca a = 0 atunci ¢af(x)dx = ¢0dx = C iar acf(x)dx = 0, deci egalitatea

nu este adevarata. m

Propozitia 7.1.5. Daca f are primitive pe un interval | I R atunci f are

proprietatea lui Darboux.

Demonstratie. Fie F : | ® R o primitiva a lui f. Atunci F este derivabila pe |

si din teorema lui Darboux derivata sa F' = f are proprietatea lui Darboux. u
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Propozitia 7.1.6. (de existenta a primitivelor). Fie f : | ® R o functie

continua. Atunci f are primitive pe I.

Metode de determinare a primitivelor

Propozitia 7.1.7. (metoda integrarii prin parti)
Fief, g: 1 ® R, derivabile cu derivate continue pe |. Atunci
¢f(x)g'(x)dx = f(x)g(x) - ¢f'(x)g(x)dx.
Demonstratie. Cum f ' si g' sunt continue rezulta fg' si f 'g sunt continue,
deci au primitive .
Cum (fg)' =f'g + f g’ rezulta ca functia fg este o primitiva a functiei f 'g + fg', deci
((F'(x)a(x) + f(x)g'(x))dx = f(x)g(x) + C, de unde

(f()g'(x)dx = f(x)g(x) - ¢f'(x)g(x)dx + C=1f(x)g(x) - ¢f'(x)g(x)dx. u

Propozitia 7.1.8. (prima metoda de schimbare de variabila).
Fie 1, J1 Rintervale sifunctilef: 1® R, ¢ : J® | cu proprietétile
i) ¢ este derivabila pe J;
i) f are primitive pe I si F : | ® R este o primitiva a sa.
Atunci functia (fe@)@' are primitive pe J si Fe¢ este o primitiva a sa, adica
¢fi ) '(Odt = F(e(®) + C.
Demonstratie. Cum Fe¢ este derivabila pe J si (Fe9)' = (F-@)¢' = (f-@)¢'

demonstratia este incheiata. ]

Propozitia 7.1.9. (a doua metoda de schimbare de variabila)
Fie 1, J1 Rintervale sifunctilef: 1® R, ¢: J® I, cu proprietatile:
i) @ este bijectiva, derivabila cu @' ()2 0 (") tT J;
i) functia (fop) @' are primitive pe J si G : J ® R este o primitiva a
sa.
Atunci f are primitive pe | si Ge¢™ este o primitiva a sa, adica

(f(x)dx = Geg™* + C.
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Demonstratie. Din i) rezulta ca ¢ este derivabild pe | si cum G este

derivabila pe J rezultd ca Go ¢ este derivabila pe | si
(Ge @) (%) =G (@™ ())@™) (¥) = (@)@ (X))P(C™ ()@ (X) =

l l n T
=f (o e = (X)), I 1.
)e'(e (X))j () ), (") x

In concluzie functia Ge@™ este o primitiva a lui f. m

7.1.1.Primitivele functiilor rationale

Vom da o metoda de calcul a primitivelor de forma ¢f(x)dx, xI I,unde Il R

. . . . « v oxe_ P
este un interval iar f este o functie rationala, adica f :6, unde

P,QT R[X, Q) t 0, (")l I
P(x) _

“ . R(x) A
Daca grad P3 grad Q atunci o) C(x) + o’ unde C, R I R[X],
grad R < grad Q si astfel
~ — Y \R(X)
f(x)dx = X)dx + X
¢ F(x) 00

Cum C este un polinom integrala 3C(x)dx se calculeaza imediat si atunci

integrala ¢f(x)dx se reduce la calculul integralei (‘)(F%dx.

Astfel, este suficient sa studiem cazul in care grad P < grad Q.

Definitia. 7.1.2. Se numesc fractii simple functiile cu valorile de forma:

A Bx +C

—, — —, undexi I, x? a,
(x-a)" (ax“ +bx+c)

A, B,C,a,abcl R, mnil N, b?>-4ac<0.

Conform unui rezultat cunoscut din algebra orice functie rationala f =

Q|

cu grad P < grad Q se descompune in mod unic ca o suma de fractii simple.

Exemplu.
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3
X _ A B + C +Dx+E+ Fx+G

= +
x+D(x- D*(x2+1)?  2x+1 x-1 (x-1* x*+1 (X2 +1)?

unde A, B, C,D, E, F, G1 R se determina prin identificarea coeficientilor dupa ce

aducem la acelasi numitor.

Astfel este suficient sa calculam primitivele fractiilor simple.

Evident avem

| (X a) m+1
. A jA—"——+Cpentrum? 1
O, @i =1 -m+l
(x-a) IAln\x— a+C,pentrum =1

< Bx+C dx:E‘ 2ax+b (C- ) 1
0(ax2 +bx +c)" 2a 0(ax2 +bx +c) 2a (ax +bx +c)"
. 2ax+b 1
Fie l,= ¢ dx, Jn= ¢
" O(ax2 +bx +c)" " O(ax2 +bx +c)"

Evident avem:

| 2 + + -n+1
(ax” +bx +c) +C,dacant1

= o +EX+C) dc={ -n+l
(aX + X+C) %In‘ax2+bX+C‘+C,daCé n=1
Pentru J, avem:
1 1 15 !
3= 0 X =0 0, 7
&by L0 @ & b  dac- b2l
= X+ —= +—]
& a a;a g 2ag 4a’ H

integrala J, se reduce la

Folosind schimbarea de variabila x =t - 2b
a

Vdac - b? >0

calculul integralei T, = de, unde b = T
al

Pentrun=1rezulta T, = tl)arctg; + C ,iar pentrun? 2,

Tz Lty 1o 1 g 1. € g
n b2 (tZ +b2)n b2 (tZ +b2)n—l b2 (tZ +b2)n
2, |2y-n+l &
= iT 1 at +b ) th =

n-1- d -
b "t 2b? -n+l
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_ i-l- ] l gt(t +b2) n+1- ‘(t2+b2)-n+l
b> ™' 2b°E - n+1 -n+1

u
dtl,] =
u

1 t 1
X

iT + - deci
b? "' 2b*(n-1) (t*+b*)™* 2b*(n- 1) Toa

_ 1l el | t +2n-3
" 20 -1 (t2+b)" n-1

T.g ()ns 2.
u

Exemplu. Sa se calculeze integrala:

B X+2 dx, xI 11 R\{+1}.
(X+1)(X 1)*(x* +1)

Din descompunerea in fractii simple
X+2 A B C Dx+E
= + + +

= , gasim
(Xx+1(x- D*(x?+1) x+1 x-1 (x-1)* x*+1 J
AZE,B:-Z,Czﬁ,Dzﬁ, E:l,$iatunci
8 8 4 4 4

I_}\dx_z\dx § dx +1 3x+1d_

8 Ox+1 80x—1 4O(x—1)2 40x +1

1 3.1 1
= T lnlx + -1-= +7|nx +1)+—arctgx +C.

8 x+4 g- 41 g Dy Al

7.1.2. Primitive de functii irationale

Vom prezenta cateva tipuri de integrale de functii irationale care prin

schimbari convenabile de variabila se reduc la integrale de functii rationale.

ax+bn1 ax +b 2 ax +b "

. )”2 oo (

cx+d cx +d cx +d

A. d? )nk ujx xI 1, unde
R este o functie rationald, cx +d* 0, (") xI I, m,ni Z, n>0, (m;, n) = 1, i = 1k.

ax+b

:tS
cx +d ’

Tn acest caz efectudm schimbarea de variabila datd de

unde s = c.m.m.m.c. (Ng,Ny, ..., N).

dt*- b

- s-1
Obtinem x =~ =1 (), () = 5(ad- be)t""

(a- ct®)?
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si atunci integrala se transforma in

LB -b T ¥ 0s(ad- be)t*t
| = M —dt— (R (Dt
dQéa- ct® 5 (a-ct*)’ ()

unde R; este o functie rationala.

Exemplu. Sa se calculeze integrala 3L X+1dx, X >1.
X_
Aceasta integrala este de forma:
¢ ax +1 7u 1
= R&C—+ lblx si folosind schimbarea de variabila data de >~ =t* obtinem
€ ex- 1g x-1 ’
e
2
X=i (), unde | (=TS =2
(-0
Integrala data se transforma in
t>-1, -4t t? e 1 1 6
=0p 1t et T A0 sy T 2 g T ot
1 (- 1) € +1)(€ - 1) K +1” 12- 14
= - 2arctgt - 2—Int 1+C,
2 |t+]
x+1 | Wx+1-4x-1
de unde | = -2arctg\/
x-1 \/X+1+\/X 1‘

B. (‘R(x,\/ax2+bx+c)dx, xI I, unde R este o functie rationald si

ax®+bx+c 3 0, (") xI I.
Aceasta integrala se reduce la o integrala dintr-o functie rationalad folosind

substitutiile lui Euler i anume:

i) dacda>0: Jax®? +bx+c = t+xya;

11(x- x,)
i) dacd D=Db”- 4ac >0: ax®+bx+c =1 sau
Li(x - x,),

unde X;, X, sunt radacinile ecuatiei ax’+bx +c=0;

i) dacac>0: Jax? +bx+c =tx ++/c.
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Sunt cazuri particulare n care se pot folosi si alte schimbari de variabile

care conduc la calcule mai simple si anume:

Caz 1. Pentru integrala (‘R( ANXZ+a? )dx, cu R functie rationald se poate
folosi schimbarea x = a tgt sau x = a sht.

Caz 2. Pentru integrala (‘R(x, Jx? - a? )dx , se poate folosi schimbarea
X = a cht.

Caz 3. Pentru integrala (‘R(x, va® - x? )dx , Se poate folosi schimbarea

X = a sint sau X = a cost.

C. (‘xm(ax” +b) Pdx, X I, m,n,pl Q, numita si integrald binoma.

Matematicianul rus Cebasev a aratat ca aceasta integrala binoma se poate
reduce la o integrala din functii rationale numai intr-unul din urmatoarele cazuri:
i) Daca pl Z se efectueaza schimbarea x = t°, unde s este cel mai

mic multiplu comun al numitorilor lui m i n;

i)  Dacapl Zdar M*+11 7 se efectueaza schimbarea data de
n

ax"+ b =t°, unde s este numitorul lui p;
. +1. +1 - 5 _
i)  Daca pl Z, M2 z dar M7 4+ p | Z, se efectueaza schimbarea
n n

N . ax" +b . .
de variabild data de ——— =t*, unde s este numitorul lui p.

X

o . L Xdx
Exemplu. Sa se calculeze integrala ¢y ———, x>0
3/y2

V1+3x?

Integrala este de forma:

.
|~

2

25, .07 . . < y 2 1
| = 0(gx +1x dx, decieste o integrala binomacum=1,n=>,p=-=.
p 3 2
. - . m+1 s . N . . <
Evident pl Z si —— = 3 | Z, deci suntem in cazul ii) si efectuam
n

2 2 3
schimbarea de variabila datd de x3+ 1 =t*pb x® =t?—1b x= (t?-12 b
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P dx = g(t2 - 1)% Xtdt :3t(t2 - 1)% dt.
Integrala dat& se transforma in
J=¢le- 1) 13t - 1ﬁdt = 3¢(7- 2f dt=3¢(t* - 2t° +1)dt =

5
= 3t5-2t3 +3t+C, de unde

2 ..2 2 62 2
3 3

&
é 1j +3 3+1 +C
' 2

m|oo

e
7.1.3. Primitive de functii rationale in sinus si cosinus

Acestea sunt primitive de forma

(R(sinx, cosx)dx, unde R este o functie rationala si xI Il R.

Efectuam schimbarea de variabila data de tg)z(:tb X =2 arctgt, pentru

2

. 2t 1-t° . o
ne dt, sinx = FpRes COSX = Fpes integrala data se

xi 1IC(- p,p). Cum dx =

@e2t 1-t°9 2
1482 1+1% 5 1+1°

reduce la 1= (R dt = (R, (t)dt, unde R; este o functie rationala.

In anumite cazuri particulare se pot folosi si alte schimbari de variabila
care conduc la calcule mai simple si anume:
i) daca R este impara in sinus, adica
R(-sinx, cosx) = -R(sinx, cosx), se efectueaza schimbarea de variabila cosx = t.
i) daca R este impara in cosinus, adica
R(sinx, -cosx) = -R(sinx, cosx), se efectueaza schimbarea de variabila sinx = t.
i)  daca R este para in sinus si cosinus, adica

R(-sinx, -cosx) = R(sinx, cosx), se efectueaza schimbarea de variabila tgx = t.

Exemple. 1. Sa se calculeze integrala

= é%dx, x1 (0,p).
+COS X
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. . X : ‘-
Folosind schimbarea th =t integrala se transforma in

1 2 1 1 t
J=¢ X dt=q, .dt=——=arctg——= +C, de unde
0 L1 2 1+t2 2 +2 /2 gﬁ
1+1t2
X
I:iarctgtg—E+C.
V2 V2

2. Sa se calculeze integrala | = %dx, x1 (0,2p).

in acest caz nu mai putem folosi schimbarea tgg =t, deoarece pentru

X =p Nnuare sens tgg.

. 1 L
Fie f : 2p) ® R, fx) = — . f est t , 2
ie O, 2p) , T(X) 3+ coSX Cum f este continua pe (0, 2p) are
primitive pe (0, 2 p).

O primitiva a functiei f pe (0, p) este (conform exemplului 1) functia

X
tg—
G:(0,p)® R, G(x) = \/garctg\é si atunci o primitiva a functiei f pe (0, 2p) este

functia F:(0, 2p) ® R,

1G(x), pentru x1 (0, p)
F(x) = }cl, pentrux =p ,unde ¢4, col R
1G(x)+c,, pentruxi (p,2p)

Din conditia de continuitate si derivabilitate a lui F in punctul x = p obtinem
C, :L,c2 =P siatunci | = F(x) + C.
2\2 V2

3. Sa se calculeze integrala I, = ¢cos" xdx,x1 R,nT N".
Vom stabili o relatie de recurenta pentru I,.
Pentrun=0 b I, =(dx=x+C;

Pentrun=1 P |, =¢ccosxdx=sinx+C;
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Pentrun3 2 b | =¢pos™xxsinx)dx =

= cos™ ! xsinx - ¢(n-1)cos™*x(- sinx)(sinx)dx =

cos™* xsinx +(n-1)¢cos™*xsin® xdx =

cos™ ! xsinx +(n-1)¢cos"*x(1- cos? x)dx =

cos"*xsinx +(n-1)(I, -1.),de unde

cos"*xsinx n-1 N
ln = + In-2’ ( ) n32
n n

Analog se calculeaza integrala I, = ¢sin"xdx.

7.2. Integrala definita

Fie functia f:[a, b] ® R.
Definitia 7.2.1. Se numeste diviziune(sau divizare) a compactului [a, b] un

sistem de puncte notat D=(a=x, <X, <...<X, =b).

Punctele x,, k = 0,n se numesc punctele diviziunii.

Un sistem de puncte x=(X,X,,...x,).unde x.1 [x_.x].k=1n, se
numeste sistem de puncte intermediare asociat diviziunii A.

Fie D([a, b]) multimea tuturor diviziunilor compactului [a, b]. Pentru
Al D([a, b]), D=(a=X, <X, <...<X, =b) vom nota cu |D|=max(x, - X,,),k=1,n,
norma diviziunii A.

Numarul real notat s, (f, x, ) (sau s 5(f, x)) si definit astfel

sy (f,x.)=a f(x )X, -X.,) Se numeste suma integrald (sau Riemann) asociata
k=1

functiei f, diviziunii A si punctelor intermediare x,,x,,...,X,.

Observatie. Daca f 2 0 atunci sy(f,x,) reprezinta suma ariilor

dreptunghiurilor de baza Xy- X1 $i de naltime f(x, ) (1 £k £ n).
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Rezulta ca s,(f,x,) aproximeaza aria subgraficului  lui f,

G :{(x,y)T R? :a£x£b,0£y£f(x)}, delimitat de axa Ox, graficul functiei f gi

dreptele de ecuatii x = a si x = b. (fig.1).

¥
/I
P I
f[:Enj ————————— - - I_ F
HAV. RN
Pl —— — i el
! |
I | I
ol -1\ /: EEERRRER
10 = ! |
: Mol ]
| | | | | | |
o a El L5 E].:_]_x]':'l E].: h xn—1En b %
Fig. 1
Daca functia f este marginita vom nota prin my = i[inf ]f(x),

M= sup f(x), k= 1n siprin sy (f) = @ m (X - x.1), Salf) = @ Mclx, - x4),
k=1 k=1

X1 [xk_l,xk
numite si sumele Darboux inferioara si, respectiv, superioara asociate functiei f i
diviziunii A.

S& observam ca (" )AT D([a, b]), D=(a=x, <X, <...<X_ =b) si

) x T [x_,x]k=1n avem s (f)£s,(f,x,) £S,(f).

Observatie. Daca f 2 0 atunci s,(f) (respectiv S, (f))reprezinta suma ariilor
dreptunghiurilor de baza xy - Xx; $i naltime my (respectiv M,). Deci sD(f)
(respectiv SD(f)) aproximeaza prin lipsa (respectiv prin adaos) aria subgraficului

functiei f.

Definitia 7.2.2. Functia f este integrabila (in sens Riemann) pe [a, b] daca

exista Il R astfel incat (") € > 0, ($) & > 0 astfel incat (") A T D(a, b)),
D=(a=X, <X, <..<X, =b) cu [0 < d,si (")xT [X 1 x]k=1n

avem | s, (f,x,)- |

<e.
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Sa observam ca numarul real | din definitie, in ipoteza ca exista, este unic.

intr-adevar, daca ar exista doud numere reale |, I, cu proprietatea din

definitie atunci pentru orice € > 0, existd d_,d, >0 astfel Tncat pentru orice

diviziune AT D([a, b]), D=(a=x, <X, <..<x, =b) cu |D|<d,,

D <d, si orice

XkT [Xk-l’xk]’k :lfin avem ‘ SD(f’Xk)_ Il‘ <§,

e
SD(f’Xk)_ Iz‘<5 :
Luand de:min(d' d") rezultd ca pentru orice diviziune A T D ([a, b)),

el “e

D=(a=X, <X, <..<X, =b) cu |D|<d, si orice sistem de puncte intermediare x

avem | s,(f,x)- 1 <§, so(f,x)- 1| <§, de unde

‘Il_lz‘ £ ‘Il_SD(faX)“"‘ SD(f,X)-|2‘ < §+§ = e.

Cum € > 0 fost arbitrar rezulta I, = . n

Prin definitie numarul real | se numeste integrala definita a functiei f pe

intervalul [a, b] si se noteaza | = d’f(x)dx (sau (‘ifdx, (‘_ff).

Sa reamintim din liceu principalele proprietati ale functiilor integrabile:
Propozitia 7.2.1. O functie f:[a, b] ® R integrabila pe [a, b] este marginita
pe [a, b].

Propozitia 7.2.2. Functia f : [a, b] ® R este integrabila pe [a, b] daca si
numai daca ($) 1T R astfel incat (") (A,) I D ([a,b]),
D, =(a=x; <x{ <..<x) =b) cu [D,|®0 si (") x] [xE_l,xE], k=1,p,, sirul

sumelor Riemann (s D, (f’XE))nTN este convergent catre I.

Propozitia 7.2.3. Daca f,g:[a, b] ® R sunt integrabile pe [a, b] si a,pl R

b

atunci af + g este integrabild pe [a, b] si ¢) (af +bg)(x)dx = aqbf(x)dx + b(‘fg(x)dx :
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Propozitia 7.2.4. Daca f este integrabila pe [a, c] si pe [c, b], unde

b
N

cl (a, b) atunci f este integrabila pe [a, b] si Q f(x)dx = (‘if(x)dx + Qbf(x)dx.

Propozitia 7.2.5. Daca f este integrabila pe [a, b] si f* 0 atunci

b
N

Q f(x)dx3 0.
Consecinta. Daca f £ g iar f si g sunt integrabile pe [a, b] atunci

(‘Sf(x)dx £ (‘zbg(x)dx.

Teorema 7.2.1. (Criteriul Darboux de integrabilitate).
Fie f:[a, b] ® R, marginita. Atunci functia f este integrabila daca si numai

daca pentru orice € > 0, existd d, >0 astfel incat (") AT D ([a, b]) cu |D|<d,

avem Sy(f) — sa(f) < €.

Teorema 7.2.2. Orice functie continua f:[a, b] ® R este integrabila pe

[a, b] iar daca F:[a, b] ® R este o primitiva a sa atunci

b
N

O f (x)dx =F(x)

*=F(b)-F(@ (formula lui Leibniz-Newton).

Teorema 7.2.3. Fie f:[a, b] ® R, continua. Atunci ($) ci (a, b) astfel incat

b
N

Q f(x)dx =(b-a)f(c) (formula de medie).

Teorema 7.2.4. Daca f,g:[a, b] ® R sunt doua functii derivabile cu derivate
continue atunci:

b
N

Qf()g (x)dx = f(x)g(xjg - Qb f'(x)g(x)dx (formula de integrare prin parti).

Teorema 7.2.5. Fie f:[a, b] ® R, continua si ¢:[c, d] ® [a, b] bijectiva,

derivabila cu derivata continua pe [c, d]. Atunci

Qbf(x)dx = (‘?j_'ll(gf(j () '(tt  (formula de schimbare de variabila).
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b P . o
Aplicatie. Sa se arate ca (ycos"xdx=(ysin'xdx si sa se calculeze

valoarea comuna lor.

Folosind schimbarea de variabila x :g -t pentru a doua integrala obtinem

P 0 M P
Y sinxdx = y sin"c— - t4- 1)dt = ¢y cos"tdt.
q Qe - =gy

E -
Fie I,= QZCOS” xdx . Evident avem
5 c_p 2 5
lo= (¢dx=x“==, 1= ¢fcosxdx=sinx/ =1
qQ Tt a O

P
Pentruns 2,1, = (¥ cos™ ! x(sinx)"dx =

b
2

(k=]

cos"™ xsinx ” - §(n-1)cos™? x(- sinx)(sinx)dx =

0

p
=(n-1) ¢y cos™ 2 x(1- cos? x)dx = (n-1)._, - I.) , de unde deducem

In :L_lln—zi (" ) n3 2
n

Pentru n = 2m, mi N" obtinem

_2m-1 _2m-12m-3, _ _2m-12m-3 1 _(2m-1)!p
™ 2m ™ 2m 2m-2°"* 7 2m 2m-272°  (2m)n 2
Pentru n = 2m+1, mi N obtinem
_2m _2m 2m-2 _ _ 2m 2m-2 2 _ (2m)!
o2m+1"t 2m+1 2m-1°"° T 2m+1 2m-173% (2m+1)t
in concluzie,
N - 1)1 P
'M>£ dacan=2m,ml N
l_-[ (2m)r 2
n—1
. I A
'ﬂ dacdn=2m+1,mi N
1(2m+1)!!

Vom deduce de aici formula lui Wallis:

L @246.(2n) 0 1 _p
w8135 (2n-1)5 2n+1 2
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Evident avem I, ., £1,. £, ,, (")n3 1, de unde 1£ Lo £l _ 22+1_
n

I2n+1 I2n+1

(en+1)1 _aa.35..(2n- )¢

L, _ (2n-2)u
(2n)u "€ 246..(2n) P

I2n+l B (Zn)' '

_®246..(20) 6 1
1.35...(2n- 1Dy 2n+1’

Dar,

P ><B>(2n+1):9><i,unde
2 2 2 a,

an

Obtinem deci 1£E><i£ 2n+1, de unde BXA f£a ES si prin trecere

2 a 2n 2 2n+1 "

n

la limita obtinem formula lui Wallis.

7.3. Aplicatii ale integralei definite

Fie f:[a, b] ® R. o functie continua si
G ={(x.y)] R?:a£x£b0£y£f(x)}, subgraficul functiei f.

Vom arata ca G are arie (intr-un sens pe care il vom preciza ulterior) si

aria G = Qbf(x)dx.

Definitia 7.3.1. O multime E I R? se numeste elementara daca E = D, ,

i=1
unde D; sunt dreptunghiuri cu laturile paralele cu axele de coordonate si
D.GD, =/, (") it j. Prin definitie aria E = § ariaD; .
i=1
Observatii. i) Reprezentarea unei multimi elementare E sub forma
E = UD, nu este unica;

i=1

i) Aria unei multimi elementare E nu depinde de reprezentarea
E=UD,;
i=1

iii ) Daca E, F sunt multimi elementare cu EC F = A atunci

aria(EEF) = ariaE + ariaF;
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iv) Daca E, F sunt multimi elementare si El F atunci aria E £ ariaF si

aria (F\E) = ariaF — ariaE.

Definitia 7.3.2. Fie A1 R? o multime marginita. Multimea A are arie daca
exista doua siruri (En)ni n, (Fn)ri n de multime elementare astfel incat
) E.l Al Fn, (") nlN;
i) Sirurile de numere reale pozitive (aria Ep).in Si (aria Fo)ain

sunt convergente si limariaE, = limariaF,
n® ¥ n® ¥

Prin definitie aria A = limariaE, = lim ariaF, .
n® ¥ n® ¥

Observatii. i) Definitia ariei lui A este independenta de alegerea sirurilor
(En) si (Fn);
i) Daca A, B au arie atunci AE B, AC B si A\ B au arie;
iii) DacaA, B au arie si ,&CL;, = f atunci
aria (AEB) = ariaA +ariaB;
iv)  Exista functii al caror subgrafic nu au arie. In acest sens fie

functia f:[0, 1] ® R, f(x) = :,ldacav XJ [0.1co
10,daca x1 [0,1]\Q

Teorema 7.3.1. Daca f:[a, b] ® R, este continua atunci I'; are arie i
. b
aria G =y f(x)dx.

Demonstratie. Fie (D,)] D([a,b]) ,D, :(a:xg <X] <. <Xp :b) astfel

incat [D,| ® 0.

Fie m? =inf{f(x): xT |x7 x|}, M :sup{f(x):xT [xE_l,xE]},k =1,p,
Cum f este continua ($) uj 1 [xﬂ_l,xﬂj si vl [xﬂ_l,xﬂj astfel incat

my =f(ur), Mo =£{v?).
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Fie  Df =|x.x| |o.mf],
G" = [Xﬂ.p xQ]’ [o, MQ],k =1,p,, dreptunghiurile de baza x! - x" ,

si Tnaltimile my sirespectiv My.

pn pn
Multimile elementare E, =Dy, F, =G, verifica incluziunile

k=1 k=1
1 1 (0 H H %n n{yn n gn n n n n
Enl Til Fo,(")n3 1lsiariaE,= g mk(xk - xk_l):a f(uk)(xk - Xk-l):SDn (f,uk).
k=1 k=1

Analog aria Fn = s, (f,vﬂ).
Cum f este continua, este integrabila si din propozitia 7.2.2,

lim's, (f.ur)= lim's, ()= Qbf(x)dx , de unde va rezulta ca

o o b . L b
lim ariaE, = lim ariaF, = ) f(x)dx , deci I'; are arie si aria G = ¢ f(x)dx. m

Corolarul 7.3.1. Daca f,g:[a, b] ® R sunt doua functii continue astfel Tncat
f(x) £ g(x), (" )1 [a,b] atunci multimea G, ={(xy)T R?:a£x £b,f(x)£y £g(x)},

cuprinsa intre graficele functiilor f, g si dreptele de ecuatii x = a, x = b are arie si

ariaG , = Qb[g(x) f(x)] dx.

Exemplu. Sa se calculeze aria multimii cuprinse intre parabolele de ecuatii

y2:x,y:X2

Fig.2
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Rezolvand sistemul format de cele doua ecuatii obtinem punctele de
intersectie dintre cele doua parabole O(0,0), M(1,1).
®° 0
ariaG, = Ql[g(x) f(x)]dx («& X )i Sjl =—- ;:?1’

ézia

[ N

Volumul corpurilor de rotatie

Pornind de la volumul cilindrului vom defini ce inseamna ca un corp de
rotatie (corp obtinut prin rotirea subgraficului unei functii pozitive f in jurul axei
Ox) are volum si vom da o formula de calcul al volumului unor astfel de corpuri.

Daca f:[a, b] ® R, f(x) =r>0, (") x1 [a, b] atunci corpul de rotatie este un
cilindru de raza r si inaltime b — a. Aceasta multime se poate scrie sub forma

C, :{(x,y,z)T R®:\y?+2 £r,a£x£b}.

Volumul acestui cilindru este volC, = prz(b - a).

Definitia 7.3.3. Fie f:[a, b] ® R..

Multimea C, :{(x,y,z)T R®:\y? +22 £f(x),a£x£b} se numeste corpul
de rotatie determinat de functia f sau corpul obtinut prin rotirea subgraficului
functiei f in jurul axei Ox.

Vom numi multime cilindrica elementara orice multime care se obtine prin

rotirea subgraficului unei functii constante pe portiuni in jurul axei Ox.

Definitia 7.3.4. Fie f:[a, b] ® R. si C; corpul de rotatie determinat de
functia f. Corpul C; are volum daca exista doua siruri (E,) si (F,) de multimi
cilindrice elementare astfel incat

i) Enl Gl Fo,(")nT N si

i) Li@gr}zvolEn = !i@mvoan :

in acest caz volumul lui C; se defineste prin

vol C; = limvolE, = limvolF. .
n® ¥ n® ¥
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Observatii. i)  Definitia volumului corpului de rotatie C; nu depinde de
sirurile (E,) si (Fy).
ii)  Exista functii al caror corp de rotatie nu au volum. In acest sens fie

functiaf: [0, 1] ® R, f(x) = :,l dacav X1 [0.dco
10,daca x1 [0,1\Q

Analog cu teorema 7.3.1 obtinem

Teorema 7.3.2. Daca f:[a, b] ® R, este continua, atunci corpul de rotatie

Ct determinat de f are volum si volC, = p(‘ifz(x)dx.

Demonstratie. Analog cu demonstratia teoremei 7.3.1. m

Lungimea graficului unei functii

Fieffa, b]® Rsi DI D(ab]), D =(a=x,<x,<..<x, =b).
Definitia 7.3.4. Se numeste functie poligonala asociata lui f si A functia

fafa, b] ® R, f,(x)= f(xk_1)+f(x)‘(<)_i(xk'1)(x— X, hpentruxi [x, ., % ],.1EK£n.
k= k-1

Observatie. Functia f, se obtine pe fiecare interval [xk_l, xk] scriind ecuatia
dreptei care trece prin punctele din plan A, (x,,,f(x,_.))si A (x,f(x.)).

Distanta dintre punctele A, si A, este

d(AsAY=(x, - X0 ) +(x,)- T(x, ) si prin definitie 1(f,) =4 d(A,,,A,)

1

se numeste lungimea graficului functiei poligonale fa.

Definitia 7.3.5. Graficul unei functii continue f:[a, b] ® R are lungime finita

dacd multimea {I(f,):Di D ([a,b])} este mérginita. In acest caz numérul real

pozitiv 1 (f) = sup{l (f,):D D ([a,b])} se numeste lungimea graficului functiei f.
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Analog cu teorema 7.3.1 se obtine

Teorema 7.3.3. Daca functia fi[a, b] ® R este derivabila cu derivata

continua atunci graficul lui f are lungime finita si 1(f) = wa/1+(f'(x))2dx :

Aria suprafetelor de rotatie

Definitia 7.3.6. Fie functiaf : [a, b] ® R..
Multimea S, :{(x,y,z)T R®:\y? +2z2 =f(x), (" X1 [a,b]} se numeste

suprafata de rotatie determinata de functia f sau suprafata obtinuta prin rotirea

graficului functiei f n jurul axei Ox.

Fie D =(a=x,<x,<..<x, =b)i D (ab]).
Fie S(fa) suprafata de rotatie determinata de functia fa.
Aria laterald a trunchiului de con T, de raze f(x,,)f(x,) si generatoare

A1 A este p(f(x, ,)+f(x,))d(A« 1Ay si atunci aria laterala a suprafetei S(f,) este

Alf,) = PA () + 10 N (ke - %, J o+ () - 0, ))

k=1

Definitia 7.3.7. Fie functia continua f:[a, b] ® R..
Suprafata de rotatie S(f) are arie daca (" )(D,) D(ab]) cu |D,[® 0 sirul

(alf,, )) este convergent in R.
[

n acest caz numarul real pozitiv A(f) = lim (Alf, )) se numeste aria laterala

a suprafetei de rotatie S(f).

Daca f:[a, b] ® R, este derivabila cu derivata continud se arata ca

suprafata de rotatie determinata de f are arie i A(f) = Zprf(x)W/1+ (' ()] dx.



Probleme propuse

1. Sa se calculeze:

a) ¢Inxdx, x>0 ;

c) (‘\/mdx, xT R:

e) (‘)Xizln3 xdx, x >0;

2. Sa se determine o relatie de recurenta pentru calculul integralelor:

a) I, =¢x"e*dx, xI R, nl N;
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b) ¢x’e¥dx, x1 R,at 0;
d) ¢e*cos3xdx, xT R;

f) ¢xe sin’xdx, x T R.

b) I, = n" xdx, x>0, nl N;

—_ N\ n T @p pO RN 1 a -~
c)Il = xdx, x1 &&=, 2= nl N; d) I = X, x1 (0,p), nl N.
) I =g9 g 225 ) b Osmd ( p)
3. Sa se calculeze:
1 1+\Eo x+1 -
a) ¢ x1 O ; b) 6 ————=dx, XI R;
0(1+x Ni+x- x? § VX% - x+1

d) (x*vx® +a’dx, XI R;

x\>a, a>0;

\ X5
? O™

L 2+4x A1-x -
——d 0; / .

e) 06 X+§/;+ X +1 X, X > , f) qS 1+XdX’XI (0’1),

9) ¢x*V- x? +4x+5dx, x1 (-1,5);

3
h) & ———dx, I (-1,2);
V1- x?

. X N o J1+4x
1) O ——=dx, x| R; Do~ -dx, x>0
V1+3¥/x? Vx

4. Sa se calculeze:

1 N dx 2 po
a) ¢ dx, x1 (0,p); b) o ——— x1 D,°2
) +sinX + cosx ( p) ) sin® xcos* x g 2g

< sinx = po
c dx, xI 6%,——,
) Osin3 X +cos® x 8 2g

d) ¢sinxsin2xsin3xdx, xI R;



< 1

¢ 0sin x(2 +Cos x)

5. Sa se calculeze:

dx
x-a+1

c) me/eX - 1dx ;

al R;

a)(‘}2

1
\

dx, x1 (0,p).
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b) Qpln(S +4cosx)dx ;

o

d) ¢y In(1+tgx)dx .

6. Fiel, = Q(l- xzrdx, ni N. Sa se arate ca I, este convergent si

n® ¥

lim 1, =0. S& se calculeze lim Jnl .

2
7. Interiorul elipsei de ecuatie XZ +y? =1 este despartit de hiperbola de

2

. X ~ . L o .o o . .
ecuatie S y*> =1 n trei regiuni. Sa se calculeze aria fiecareia din ele.

8. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie determinat de functiile:
a) f:[0,1] ® R, f(x)=¢"+e™

b) f:[a, b] ® R, f(x)= Jx- a)lb- x)

,undea>0.
X

9. Sa se calculeze lungimile graficelor urmatoarelor functii:

a)f: o, ;] ® R, f(x) = In(1-x):

b) f:[0, 1] ® R, f(x) = e*

10. Sa se calculeze ariile suprafetelor de rotatie determinate de

functiile:

a) f:[0, 2] ® R, f(x) = cosx;

b) f:[0, 1]®R, f(x)zgx/l— X% |
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CAPITOLUL 8

INTEGRALE IMPROPRII

8.1. Integrale improprii de speta intai

Fie f:[a, ¥) ® R, integrabila pe orice compact [a, u] | [a, ¥).

Definitia 8.1.1. Functia f este integrabila (in sens impropriu) pe [a, ¥) daca

urmétoarea limita  lim df(x) dx exista si este finita.

Tn acest caz integrala @ f(x)dx este convergenta si
9 Q

Y

Q f()ax =1 = lim ¢f(x)ox.

Y

In caz contrar integrala Q¥ f(x)dx este divergenta.

Analog definim A f(x)dx, pentru f :(-¥,a] ® R.
0.

Pentru f : R ® R, integrabild pe orice compact [a, b] | R definim

¥ . o ~ . o [P e
0, flx)dx = gl((lgl’LL f(x) dx (in ipoteza ca aceasta limita existd).

Y

Prin natura unei integrale improprii Q¥ f(x) dx intelegem proprietatea sa de

a fi convergenta sau divergenta.

Exemple.l. Fie integrala bj iadx, undea>0,al R.
X
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Fie u > a; vom avea

1 (u'a”— a‘a”),dacéa 11
u 1 d — t = a. +1
Q=1
lln=,dacda =1 ,Si
T a
ul b1 ae dacaa>1
im - sdx=fa-1"
u® ¥ X . .
1+¥, dacaa £1, deci
> 1 o - o
Q —dx este convergenta pentru a > 1 si divergenta pentru a £ 1.
X
N oo 1 1 -a+l
In cazul convergentei ¢ —dx = a®".
X a-1

2. Integrala (‘)¥ cos 2xdx este divergenta deoarece

3 cos 2xdx = Esin 2X |y = 1sin 2u si lim lsin2u nu exista.
Q 0
2 2 ueR¥ 2

3. Integrala (ie‘xdx este divergenta deoarece

N ) i .. 1 .0
Qe dx=-e l=-=+e" si I|m§—+e 9= 4y,
e U®-¥e e g

Y

Observatie. Daca Q¥f(x) dx este convergenta si f are primitive pe [a, ¥)

¥ = lim F(x)- F(a), unde F este o primitiva a lui f.

4 xe¥

atunci (‘ff(x) dx = F(x)

Teorema 8.1.1. (Criteriul lui Cauchy). Fie f:[a, ¥) ® R, integrabila pe orice

compact [a, u] I [a, ¥). O conditie necesara si suficientd pentru convergenta

Y

integralei Q¥ f(x)dx este ca (") € > 0 sa existe d, > a astfel incat

(")x',x"'>d,saavem (‘i"f(t)dt <e.
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Demonstratie. Fie functia F:[a,¥)® R, F(x)= Qf(t)dt si atunci

X
Y

& flt) dt =Flx)- F(x).
Din criteriul lui Cauchy — Bolzano o conditie necesara si suficienta ca F sa

aiba limita finita la + ¥ este ca (" ) €>0 sa existe d, >a astfel incat

(") X' x">d, s& avem |F(x")- F(x')

< e si demonstrafia este incheiata. m

Y

Definitia 8.1.2. Integrala Q¥ f(x)dx se numeste absolut convergentd daca

integrala (‘5\ f(x)|dx este convergenta.

Propozitia 8.1.1. O integrala absolut convergenta este convergenta.

Demonstratie. Rezulta imediat folosind teorema 2.1.1 si inegalitatea

Qx‘"f(t)dt £ Qx‘"f(t)dt. -

¥ ¥
N

Observatie. Dacd a1 R, a® 0, atunci integralele ¢ f(x)dx si ¢ (af)(x)dx

au aceeasi natura si in cazul convergentei (‘5 (af)(x)dx = aQ¥ f(x) dx.
De asemenea, daca f:[a, ¥) ® R, integrabila pe orice compact

¥
N\ N\

[a, ull [a, ¥) sia >aatunci integralele ¢ f(x)dx si §f(x)dx au aceeasi natura.

Propozitia 8.1.2. (Criteriul de comparatie cu inegalitati).
Fie f,g:[a, ¥) ® R, integrabile pe orice compact [a, u] | [a, ¥).

Presupunem ca 0 £ f(x) £ g(x), (") x2® a. Atunci

i) Daca integrala (‘5 g(x)dx este convergenta rezulta ca si integrala

(‘5 f(x) dx este convergenta.
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Y

i) Daca integrala Q¥f(x)dx este divergenta rezulta ca si integrala
(‘5 g(x)dx este divergenta.
Demonstratie. Fie functile F,G:[a, ¥) ® R,
F(u) = df(x)dx, G(u) = dg(x)dx.

Cum f, g ® Orezulta ca F, G sunt monoton crescatoare pe [a, ¥) deci

($) lim F(u), lim G(u) sicum f£gvomavea F £G.

i) Daca integrala (‘5 g(x) dx este convergentd, conform definitiei
($) lim G(u) si este finita. Cum F £ G rezulta ca si lim F(u) este finita, deci integrala
(‘5 f(x) dx este convergenta.

i) Prin reducere la absurd, folosind i). u

Propozitia 8.1.3. (Criteriul comparatiei la limita).

Fie f,g:[a, ¥) ® R,, integrabile pe orice compact [a, u] I [a, ¥). Presupunem ca

€] |im@:|, 0£1 £¥. Atunci

X® ¥ g(X)
i) Dacal <¥ si (‘5 g(x) dx este convergenta rezulta ca (‘ff(x) dx este
convergenta;

¥
N\

i) Dacdl >0 si (‘5 g(x) dx este divergenta rezulta ca ) f(x)dx este

divergenta.

Demonstratie. i) Fie | <A <¥ . Din definitia limitei ($) & > a astfel incat

@£A, (")x3 d, adica f(x)£ Ag(x) (" )x?2 d.

g(x)

Cum (‘5 g(x)dx este convergenta rezultd ca (‘f g(x)dx este convergenta si

folosind propozitia 8.1.2 va rezulta ca (‘ff(x) dx este convergenta si atunci

¥
Q f(x)dx este convergents.

i) Fie | >B>0. Folosim din nou definitia limitei si rationam ca la i). ]
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Consecinta. Fie f:[a, ¥) ® R,, a> 0, integrabila pe orice compact

[a, u] I [a, ¥). Presupunem c& exista lim x f(x)=1, 0£1 £¥. Atunci

i) Dacal >1sil<¥ rezultdca (‘5 f(x)dx este convergenta.
Daca | £1 si | >0 rezulta ca (‘5 f(x)dx este divergenta.

i)

Demonstratia rezulta din propozitia 8.1.3, luand g(x) =—- sidin exemplul 1.m
X

Exemplu. Sa se studieze natura integralei C\f L.
Y2x" +x+1
4
X 3 " 3 . 3 - 1 :i .
0, (")x31 si l@Xf(X) —3{E<¥, A 3 71 deci

Avem 1= et

integrala este convergenta.

Teorema 8.1.2. (Criteriul lui Dirichlet).
Fie fg[a, ¥) ® R, f continud, g monotona pe [a, ¥) si Ii(mg(x):o.

Presupunem ca functia F : [a, ¥) ® R, F(u) = df(x)dx este marginita.

Atunci integrala (‘5 f(x)g(x)dx este convergenta.

Demonstratie. Fie € > 0 si M > 0 astfel incat [Fu)£M, (")u®a. Cum

limg(x)=0, exista & > a astfel incat |g(x) £ ﬁ, (")x3d,.

X® ¥
Fie u, u> &, u<u'. Din teorema a doua de medie ($) cl (u, u’) astfel incat

u"

d f(x)g(x) dx = g(u')(‘i f(x) dx +g(u! )Q £(x) dx..

=| Flc)- F(u)| £ 2m,

df(x) dx

Cum

=| F(u)- F(c)| £ 2M,va rezulta ca

Qu" f(x) dx
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+ ‘g(u”} {Qu” f(x)dx

u
hY

0. (x)a(x)ax £ olu') {Q F(x)dx

£-S oM+ oM=e
4M 4M
Folosind teorema 8.1.1. rezultd ca integrala (‘5 f(x)g(x)dx este convergenta. m

Observatie. Concluzia teoremei este adevarata si in cazul in care

w3y

Tnlocuim ipoteza “f continud” cu ipoteza (evident mai slaba) “f integrabila”.

Exemplu. Fie integrala c\;slnrx dx.
X

Luand f(x) = sinx, g(x) -1 si aplicand teorema 81.2. rezulta ca integrala

Vx

data este convergenta.

Teorema 8.1.3. (Criteriul lui Abel). Fie f, g: [a,¥ )® R, g monotona si
marginita, f integrabild pe orice compact [a, u] | [a, ¥) si (‘Sf(x)dxeste
convergenta.

Atunci (‘5 f(x)g(x)dx este convergenta.

Sa observam ca existd o asemanare intre criterile de convergenta de la
serii de numere reale si cele de la integrale improprii. Criteriul integral al lui
Cauchy stabilegte o legatura intre integralele improprii de speta intai si o anumita
serie numerica ce poate fi construita cu ajutorul functiei de sub integrala.

Acest criteriu afirma ca, daca f: [a,¥ )® R, este o functie descrescatoare

si ngl N este cel mai mic numar natural cu proprietatea ca ny3 a atunci

Y

¥
integrala Q¥ f(x)dxsiseria § f(n) au aceeasi natura.(vezi [10]).

Propozitia 8.1.4. (formula de integrare prin parti)

Fie f, g: [a,¥)® R, derivabile cu derivate continue pe [a,¥). Presupunem

ca exista qum f(x)g(x) si este finita. Atunci, daca una dintre integralele
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(‘5 f(x) g€x)dx, (‘5 f¢x) g(x)dx este convergenta rezulti ca si cealaltd este

convergenta si

¥
N\

q f(x) adx)dx = lim £(x)o(x)- 1(2)g(a)- ¢ 1) glx)cx (8.1)

X® ¥
Demonstratie. Fie u > a. Din formula de integrare prin parti pentru

integrale definite avem

u
hY

O f()gdx)dx = (u)g(u)- f(a)a(a)- ¢ féx)alx)dx

Sa presupunem ca (‘Sfdéx)g(x)dxeste convergentd. Atunci existd

lim df((x)g(x)dx si este finita si cum Li(mf(u)g(u) exista si este finita rezulta ca

Y

lim df(x)g((x)dx exista si este finitd deci §f(x)g(x)dx este convergenta si prin

trecere la limita cu u® ¥ obtinem (8.1). u

Propozitia 8.1.5. (formula de schimbare de variabila)
Fie f:[a,¥)® R, continua, j :[a,b)® [a,¥), strict crescatoare, derivabila cu
derivata continua.

Presupunem c&  ¢(a)=a, limoe(t)=+¥. Atunci, dacd una dintre
t<b

Y

. ¥ b 4. . - o o . “
integralele ¢y f(x)dx, ) f(j (1)) '(t)dt este convergenté rezulta ca si cealalta este

convergenta si (‘5 f(x) dx = Qbf(J (t))j ' (t)dt (B este finit sau infinit).

Demonstratie. In aceeasi maniera cu demonstratia propozitiei 8.1.4. ]
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8.2. Integrale improprii de speta a doua

Fie f:[ab)® R, integrabild pe orice compact [a,u]i [a,b) bT R, lim f(x)|= +¥.

x<b

Definitia 8.2.1. Functia f este integrabila (in sens impropriu) pe [a, b) daca

lim O f(x)dxexista si este finita. n acest caz spunem ca integrala Qbf(x)dx este

u<b

Y

convergenta si d’f(x)dlei(gg df(x)dx. In caz contrar integrala Qbf(x)dxeste

u<b
divergenta.

Analog definim Qbf(x)dx, in cazul f:(a,b]® R.

Daca f:[ab]\{c}® R, unde c (ab), lim|f(x)|=+¥, f integrabilda pe orice

X® c

compact [u,v]1 [a,b]\{c}, spunem c4 integrala Qbf(x) dx este convergenta daca

integralele ¢ f(x) dx Si f(x)dx sunt convergente si in acest caz
9 Q Q

b

Qf() dx = @ f(x) dx+ @ f(x) dx = lim (y(x) cx +lim ¢y (x) ax.

u<c u>c

1 = - - - <
———dx,al R. S& observdm ca aceastd

Exemple.l. Fie integrala O:)(b )
- X

integrala  este  improprie numai pentru a>0. In acest caz

lim f(x) = +¥ . Pentru ul (a,b) vom avea

1
(- xf e

f:[a,b)® R,f(x):

.1 ; 1 (b- x)*™, daca a1
A " dx = - a+l
(b- x) %—Inb—x:, daca a=1 ,Si
| 1 -a+l
u b- d <1 . <
lim ¢ 1 _dx = 1- a( a)*" daca a , deci (‘f%dx este convergenta
u<b (b_ X) 1 +¥’ daca a3 1 (b_ X)

pentru a <1 sidivergenta pentru a 1.

in cazul convergentei avem Qf(bl)a dx = . 1 (b-a)*™.
- X - a
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2. Integrala de este divergenta deoarece dx =Inx! =- Inu (pentru
graia q 9 Q .

X |

- R O
ul (02)) si Iul(ggQ;dX—+¥.

u>0

Y

Observatie. Daca Qbf(x) dxeste convergentd si f are primitive pe [a, b)

2 =lim F(u)- F(a), unde F:[a,b)® R este o primitiva a
u<b

atunci (‘if(x) dx = F(x)

functiei f.

Pornind de la rezultatele obtinute pentru integralele improprii de speta ntai

de forma (‘Sf(x) dx, unde f:[a¥)® R se obtin rezultate asemanatoare pentru

integralele improprii de speta a doua, de forma Qbf(x)dx, unde f:[a,b)® R,

Tnlocuind pe +¥ cu b.
Demonstratiile fiind identice ne vom rezuma doar la prezentarea acestor

rezultate.

Teorema 8.2.1. (Criteriul lui Cauchy). Fie f :[a,b)® R, integrabila pe orice

compact [a,u]l [a,b). O conditie necesara si suficienta pentru convergenta

Y

integralei Qbf(x)dx este ca (") €>0 sa existe d,>0,d, <b- a astel incat

X
Y

(" )x¢xel (b- d,,b) sa avem Q:f(t)dx <e.

Y

Definitia 8.2.2. Integrala Qbf(x) dx se numeste absolut convergentad daca

integrala S | £(x) | dx este convergenta.
Q

Propozitia 8.2.1. O integrala absolut convergenta este convergenta.
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Propozitia 8.2.2. (Criteriul de comparatie cu inegalitati).
Fie f,g:[ab)® R, integrabile pe orice compact,[au]l [a,b)astfel incat

0 £f(x)£g(x),(* )xT [a,b). Atunci
i) Daca integrala Qb g(x) dx este convergenta rezulta ca si integrala

Qbf(x) dx este convergenta.

i) Daca integrala Qb f(x)dx este divergenta rezulta ca si integrala

b ) 5
Q g(x)dx este divergenta.

Propozitia 8.2.3. (Criteriul comparatiei la limita).
Fie f,g: [a,b)® R, , integrabile pe orice compact [a,u]i [a,b).

f(X) =1,0£1 £¥. Atunci:

Presupunem ca ($)lim ——%
P ( )ii@bb g(x)

Daca | <¥ si Qb g(x)dx este convergenté rezults ca Qbf(x) dx este

i)

convergenta.
i) Dacdl >0 si ng(x)dx este divergenta rezulta ca Qbf(x) dx este
divergenta.

Consecinta. Fie f:[a,b)® R,, integrabild pe orice compact [a,u] | [a,b)

Presupunem ca exista lim (b- x) f(x)=1, 0£1 £ ¥ . Atunci:
x<b
i) Dacal <lsil<¥ rezultdca Qbf(x)dx este convergenta.
Daca | 2 1il >0 rezulti ca Qbf(x)dx este divergenta.

i)

_ 11
Exemplu. Fie integrala Qidx.
3/1_ X4

: Ixi(gnlf(x):+¥ Si

x<l

Avem f:[0,1)® Ry, f(x) = - ! "
1- x
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lim(1- x)% ! =L
e - x)erx+x2+x3) V4
Rezulta | :?1’<1, I :%/1Z<¥ si conform consecintei integrala data este

convergenta.

Observatie. Daca f:(a,b]® R, atunci consecinta propozitiei 8.2.3 se
modifica usor astfel:

Presupunem ca exista Ii(gn(x- a) f(x)=1,0£1 £¥. Atunci :

X>a

i) Dacal <1sil <¥ rezulta Qbf(x) dx este convergenta.

i) Dacal 31sil >0 rezultdaca Qbf(x) dx este divergenta.

Teorema 8.2.2. (Criteriul lui Dirichlet). Fie f,g:[a,b) ® R, f continua,

g monotoné si lim g (x) = 0. Presupunem ca functia F:[a,b) ® R, F(u) = df(x)dx

x<b

este marginita. Atunci integrala Qbf(x)g(x)dx este convergenta.

Teorema 8.2.3. (Criteriul lui Abel). Fie f,g:[a,b)® R, g monotona si
marginita, f integrabild pe orice compact [au] 1 [a,b) si Qbf(x)dx este

convergenta. Atunci Qbf(x)g(x)dx este convergenta.

Propozitia 8.2.4. (formula de integrare prin parti).
Fie f,g:[a,b)® R, derivabile cu derivate continue pe [a, b). Presupunem
ca exista Ii(ggf(x)g(x) si este finita. Atunci, daca una dintre integralele
x<b
Lo

q f(x) gx)dx, Qbft(x)g(x)dx este convergentd rezulti ca si cealaltd este

convergenta gi (‘_ff(x) g¢x)dx = Ixi(ggf(x) a(x)- f(a)gla)- d)f((x)g(x)dx..

x<b
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Propozitia 8.2.5. (formula de schimbare de variabila).
Fie f:[a,b)® R, continua, | :[a,b)® [a,b) strict crescatoare, derivabila cu

derivata continua.
Presupunem ca | (a): a si ll(gTJ] (t): b. Atunci, daca una dintre integralele

t<b

qft)dx, f((t)i'(t)dt este convergentd rezultd ca si cealaltd este

convergenta si & f(x)dx = &) f(j (t))j *(t)dt, (B poate fi finit sau infini).

Exemplu. Fie integrala QZ Nk
XV X -

Fie f:(],2]® R, f(x)= ! Cum Ixi(gnf(x):+¥ avem o integrala

XVX-l. ><>11

1 1 1
improprie de speta a doua. Cum lim(x - 1)2f(x)=lim(x - 1)z ———— =1, rezultad ca
prop pet ii@f( )2 f(x) ii’f( S 1

integrala este convergenta gf :;<ll =1<+¥2 Pentru calcul vom folosi
e 7]
schimbarea de variabila data de
Ix-1=tb x-1=t*p x=t>+1=j (t)j : (01 ® (1,2],

este strict crescatoare derivabila cu j '(t)=2t, deci continua, limj (t)=1.

t>0

Conform propozitiei 8.2.5,
2 dx g 1

Qyix-1- Q(t2+1)><t

1
t2+1

P_P

dt = 2arctgt‘é =2

tdt = 2@1

N
N

Observatie. Exista integrale improprii care sunt si de speta intai si de
speta a doua, de exemplu S 7—)dx Acestea se vor numi integrale improprii
: y Q \/; )(2 ) .

de speta a treia. Integrala data va fi convergenta daca ($)a >0 astfel incat

. a dx ¥ dx N
integralele I, = & , L= sunt convergente. In acest caz
¥ Qe 1) 2 QA Uk ) J

dx

¥
C =1, +1,.
Q Ixpe+a)
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8.3. Integralele lui Euler

Pentru p,q >0 definim integralele

dp) = Q¥ x"le*dx, b(p,q)= (‘ixp'l(l— x)"dx,
numite integralele lui Euler (sau functiile B, ' ).

Vom arata ca aceste integrale sunt convergente pentru (" )p,q> 0.

Sa observam mai intai ca integrala [(p) este o integrala improprie de
speta intai iar pentru p1 (O,l) este si de speta a doua iar B(p,q) este o integrala
improprie de speta a doua pentru pi (O,l) sau ql (O,l) (altfel, daca p2 1 si g3
este o integrala definita).

Fiep,g>0, |, = dxp'le'xdx, l, = (‘;xp le*dx. Fie f:[1¥)® R, f(x)=x"e

p-1

: X PR
Cum limx f( )— lim x*xP'e™™ = lim =0 rezulta ca integrala I, este
X® ¥ X® ¥ X® ¥ e
convergenta (conform propozitiei 8.1.3, | =2>1 1 =0<¥).

Daca p = 1 integrala I, este o integrala definita, deci convergenta iar daca

pl (O,l), cum Iiggx'f()—llmx x"'e*=1>0, pentru | =1-p<1, conform

x>0 x>0
propozitiei 8.2.3 rezulta ca |, este convergenta.

in concluzie (p) = I+ |, este convergenta.

Aratam 1in continuare convergenta integralei B(p,q). Vom trata cazul
pl (04) sau qi (03).
Fie f:(01)® R, f(x)=x"*(1- x)*

Daca pi (01), cum limx'f(x)=limx'x"'e* =1>0, pentru | =1- p<1,

x>0 x>0

conform propozitiei 8.2.3 rezulta ca B(p,q) este convergenta in raport cu limita

inferioara.

Daca qi (01), cum Ixigl(l- x) f(X):LiQ](l' x) x**(1- x)** =1>0, pentru
x<1 x<1

| =1- g<1,rezulta ca B(p,q) este convergenta in raport cu limita superioara.
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in concluzie B(p,q) este convergenta.

Propozitia 8.3.1. (proprietati ale functiilor 8, I).
i) G(p+l)=pG(p), (*)p>0;

i) dp)dL-p)= pp (" )p1 (01);

i) b(p,a)=b(a.p)(" )o.q>0;

dp)da)

iv)  b(p,q)= o)’ (" )p.a>o0.

Demonstratie. i) Folosind integrarea prin parti obtinem

Gp+1)= g xe "dx =- ) x°(e*fdx =~ xe [} + &y pxle dx = pGfp),

deoarece limxPe ™ =0.
X® ¥

Cum Q1) = Q¥ e *dx =-e*¥ =1 rezultd ca pentru ni N,

G(n+1):nG(n):nG(n— 1+1):n(n— 1)G(n— 1):K :n(n— 1)K 2><.L>G(1):n!.

iif) Folosind schimbarea de variabila x = 1-t obtinem

b(p,q) = lep'l(l— x)"dx = - (‘}0 (1- tP*toidt = Qltq'l(l— tf*dt =b(q,p).

Aplicatii.

1. Din (ii), pentru p —5 obtinem Ggaeﬂ.o ae;.o
e

) :
P Gc-+=+p, deci
2 GgZz
¥ .}
Q x *e7dx = Jp . Folosind schimbarea de variabila x = t* obtinem

1
Jp = Q¥ X 2e%dx = (‘; te’" *tdt :2(‘3¥ e Udt, de unde (‘; e ¥ dx :\?.

Folosind schimbarea de variabila x = - t din ultima integrala obtinem

Y

0, e Xdx = \E si in concluzie (‘)Z e dx=+p.

o L - » 1 e .
2. Sa se arate ca mtegrala Q 14 x° dx este convergenta Sl Sa se
X

calculeze.
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Fie f:[0,¥)® R,f(x):l+1x63 0,(*)x3 0.

=1<¥ pentru | =6>1, rezulta ca integrala

Cum limx°f(x) = lim x° -
x® ¥ x® ¥ 1+ X

datd este convergentd. Vom folosi schimbarea de variabild data de x° = t, deci

1 .5
X=tt b dx =t edt si integrala devine

5
! v 1 12 1.xts
=6 dx=¢ - x-teédt==¢ dt.
Qi ™7 Q 14176 6 Q 1+t
Vom folosi pentru ultima integrala schimbarea data de
L:yIDt:y+tyIDt: y P dt= 1 S dy.
1-y (L-y)

1+t

Obtinem astfel

Folosind propozitia 8.3.1. rezulta

o6 Hozxk 10 P
1, 50_1 %6 860_1 8608 60156 _1.p_p
6 6665 6 .50 6 d 6 1 6 1 3
&6 6g 2

. 11 o .y
3. Sa se arate ca integrala | = Q dx,n3 2 este convergenta gi sa se
n 1_ Xn

calculeze.
L so()x1 [0g).

Fie f:[01)® R,f(x):F
n 1_ Xn
1 :i<¥ , pentru

Cum lim (1- x) f(x) =lim (1- x)
U (1 YLK +xmt N

x®1
x<1 x<1

| ==<1, rezulta ca integrala data este convergenta.

n
Pentru calculul integralei vom folosi schimbarea de variabila data de

1
Lo gt.

1
X"=th x=t"b dx=
n
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Astfel obtinem

4. 10

12 1 1, 1a-+1, 1o 1.ad, 16 1 ggé ng 1 p

== trdt=" gt (- tfndt="bg"1- ~*=" ==
n-=y1-t n nen ng n G(l) N gin P

Probleme propuse

1) Folosind definitia sa se studieze natura integralelor:

a) R irftg;( dx: b) (‘)Zcos 3xdx;
. )
> dx ¥ 1
oM A~ 7d ;
c) Q, X d) Qv 2 ax+1™0
e) \2 dX . f) ‘1 L
Qyinx’ O (XZHLW.

2) Folosind definitia sa se arate ca urmatoarele integrale sunt convergente si
sa se calculeze:

¥
N\

a) Q e > cosaxdx, unde al R";

b) & -

Q (x2+1)2 dax .

3) Folosind criteriile de convergenta sa se studieze natura integralelor:

¥ xXdx | xinx S
a)Q1+x5’ b) xa dx,al R ;
c) &4 dxo d) @ sinx dx

0131_ Xz’ Q x2 +1 ’

¥ ¥ .
e) Q cos x?dx ; f) Q sin x?dx ;

H 2

0 ¢ " gao, N QA
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4) Sa se arate ca urmatoarele integrale sunt convergente si sa se calculeze:

¥ 1 A ) &4 odxo
a)Q1+Xndx,nI N,n3 2; b)Q31—x6 ;
G ¥ W
c) ¢ dx ; d) ¢ dx;
) Q ) Q (1

(k-]
[EnN

¥ 2
e) A x‘edx; f) ¢g————— dx.
) Q ) Qz«/sinxi/cosx
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CAPITOLUL 9

SIRURI §I SERII DE FUNCTII

9.1. Siruri de functii

Definitia 9.1.1. Se numeste sir de functi un sir (f,), unde
fE1 R® R,(")nT N, sunt functii reale.

Daca x 1 E, sirul (f,(x)) este un sir de numere reale. Daca sirul (f,(x)) este
convergent spunem ca x este punct de convergenta pentru girul (f,).

Vom nota A = {x T E : (f,(x)) convergent} si 0 vom numi multimea de

convergenta a sirului de functii (f,).

Definitia 9.1.2. Fie f :E® R un sir de functii si Al E multimea sa de
convergenta. Sirul (f,) converge simplu sau punctual pe multimea A catre functia

f:A® R siscriem f ¥3® f (pe A) (sau f, 3/43(z® f) daca lim f(x)=f(x)(")xT A,

Observatie. Conform definitiei convergentei unui sir de numere reale,

f ¥24® f pe A daca si numai dacd (" )xT A si (" )e>0,($)n,, T N astfel incat

(" )nzn,, avem |f,(x)- f(x)|<e (" )xT A.

Exemplu. Fie f, (x): x", pentru x1 [O,l].

cum limx® ::,O,pentruxl [0.2)

rezultaca f ¥#® f pe [0,1], unde
n®¥ 1Lpentrux =1

_10,pentrux1 [0,1)
%lpentru x=1

(%)
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Observatie. Daca rangul ngx din definitia 9.1.2 este independent de X

obtinem un alt concept de convergenta numit convergenta uniforma.

Definitia 9.1.3. Sirul de functii (f,) este uniform convergent pe A catre
functia f si scriem f ¥24® f (pe A) sau (f, %%@ f) daca ( )e>o,($)neT N astfel

incat (" )n3 n, avem |f,(x)- f(x)|<e (" )x1 A.

Observatie. Din aceasta definitie rezulta ca, daca f, ¥24® f (pe A) atunci

f ¥2® f (pe A).

Exemple. 1. Fie f, (X):1+an’ pentru x1 [0,¥). Observam cé

limf (x)=0,(" )x3 0, deci f, ¥34® f, pe [0, ¥), unde f(x) = 0, (* )x1 [0,¥).

n® ¥

Pe de alta parte sa observam ca

- 10 = 0 £rf, ()x1 [0,¥) (*)nT N'.

Cum lim ; =0, pentru ( )e> 0, ($)neT N astfel incat i< ) ( )n n, si

atunci | f,(x)- f(x)| £i< e (" )xT [0,¥), deci f, ¥#4® f, pe [0,¥).

2. Fie f,(x) = x", pentru x1 [O,l]. Dupa cum am vazut in exemplul 9.1.1.,

_10,pentruxi [07)

f, ¥#® f pe [0,1], unde f(x
n 74 pe[0.1] () %lpentrux:l

Sa aratam ca f, %?/4® f, pe [0,1]. Intr-adevar, presupunem contrariul, deci

(" )e>0, ($)n.1 N astfel incat (" )n3 n_ avem | f,(x)- f(x)| <e (" )xT [04].

A 1 . . - o A
Luand e=_ rezultd ca ($)n,1 N astfel incat (*)n3n, avem

X" < ;( )xT [O,l). Trecand in aceasta inegalitate la limita cu x ® 1x <1 obtinem

o contradictie.
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Criterii de convergenta uniforma

Teorema 9.1.1. Fie f :E® R un sir de functii. Sirul (f,) converge uniform

pe Al E catre functia f daca si numai daca

lim %up\f( )- (x)\gzo

n® ¥ xI A

(9.1)

Demonstratie. Daca f, ¥#4® f pe A atunci conform definitiei, pentru

(" )e>0,($)n.T N astfel incat (" )n3 n, b | f,(x)- f(x)| <§,(" )xT A,
de unde

(" )n3n, P sup|f,(x)- f(x)\£§<e adica lim gSup\ f(x)- (x)\gzo.

n®¥ & xl A

Reciproc, daca (9.1) are loc rezulta ca pentru orice e>0,($)neT N astfel

incat (" )n3 n, avem sup |f,(x)- f(x)| <e, de unde
xI A

(" )xT AP | £,(x)- f(x)|£sup| f,(x)- f(x)| <e, adica f, ¥4® f pe A. n
xI A

. X R
Exemplu. Fie f (x)=———, pentru x| R.
p )= P

cum limf (x)=0,(" )xT R rezulta ca f ¥24® f, pe R, unde f(x)=0,(" )xT R.

n® ¥

2
1-7nx2, deci f(x)=00 x ==+

Evident f,, este derivabila si fn¢(x)=( 2)
1+nx

1.
\/ﬁ!
punctul x = 1 este punct de maxim local si x =- 1

Jn Jn

pentru f,. Cum Iim f ( ) 0, aceste puncte sunt puncte de extrem global.

X® +¥

este punct de minim local

Cum fggig +i rezulta ca
e

Jng ~24n

I £.(x)- 0[Y=lim—=— =0, adica f, ¥#4® 0, pe R.
Im e 100 =i ) =0 adica 1,70 0.
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Teorema 9.1.2. (Criteriul lui Cauchy). Sirul de functii (f,) este uniform

convergent pe A dacad si numai daca pentru (*)e>0,($)n,1 N astfel incat
(" )m,n3 n_ avem

(%) f.(x) [<e (" )xT A, 9.2)

Demonstratie. Sa presupunem ca f, ¥#® f pe A si fie €>0. Conform

definitiei ($)n.T N astfel incat (* )n3 n_ avem | f (x)- f(x)| <§,(" )xT A.

Pentru m,n3 n, vom avea

200 1,06) £ 1,00~ 160 1+ 1) 1,6 [ < S+ S =e()xT A,
adica (9.2) este indeplinita.
Reciproc, sa presupunem ca pentru ( )e> 0, ($)neT N astfel incat

(" )Jmn3 n, avem | f (x)- f (x)| <§,(" )xT A (9.3)

Atunci, pentru orice xI A, fixat, sirul numeric (f.(x)) este sir Cauchy in R,

deci convergent. Fie f:A® R, f(x)=limf,(x); deci f, ¥%® f, pe A.
Fixand in (9.3) n 3 n_ gifacand m® ¥ obtinem

[ £,(x)- f(x)] £§ <e(")n3n, si (" )xT A, decif, ¥4® f pe A. m

Teorema 9.1.3. (Criteriul majorarii). Fie f,f : A® R. Daca exista un sir de

numere pozitive (a,), convergent catre zero, astfel incat

£,(x)- f(x) | £a, (" )nT N si (" )xT A, (9.4)

atunci f, ¥#® f pe A.

Demonstratie. Fie € >0; cum a, ® 0,($)n,T N astfel incat a, <g (" )n3 n,
si atunci, folosind (9.4) obtinem | f,(x)- f(x)|£a, <e (" )n3n, si (*)xT A, adica

f, ¥24® f pe A. u
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: cosnx < :
Exemplu. Fie f (x)=—=—, pentru x| R. Evident avem

Pla-Fie fb)= 0P

cosnx 1 5 -

fx)- 0 = £ A0 )n N ) xR

0= E e )

: 1
Cum lim =0 rezulta ca f, ¥#4® 0, pe R.

ne¥ /n+1 n 744 P

Proprietati ale girurilor uniform convergente

In continuare vom ar&ta ca uniform convergenta pastreaza la limita o serie
de proprietati ale functiilor sirului cum ar fii marginirea, continuitatea,

derivabilitatea, integrabilitatea, etc.

Teorema 9.1.4. (Transfer de marginire). Fie f,:A® R un sir de functii
marginite pe Asif: A® R. Daca f, ¥#® f pe A atunci f este marginita pe A.

Demonstratie. Cum f ¥34® f pe A, conform definitiei, pentru € = 1,
($)n,T N astfel incat (" )n3n, avem [f (x)- f(x)<1(" )xT A si in particular,

pentru n = ny obtinem

f, ()= f(x) | <2, ( xT A (9.5)

Cum f _ este marginita pe A, ($)M >0 astfel incat

fno(x)‘£M,(" )xT A si
atunci, folosind (9.5) obtinem

() £] 1(x)- £, (x) [+

f,, (x)| <1+M,(*)xT A, adica f este marginita pe A. m

Observatie. Daca sirul de functii (f,) nu este uniform convergent pe A,

concluzia teoremei nu este Tn general adevarata. in acest sens consideram sirul

de functi f (x):;r);z, pentru x1 (01). Avem f ¥#4:® f pe (0,1), unde
— 1 n 1 : \/ﬁ M ~ a .
f(x)—;,( )1 (01). Evident avem \fn(x)\£7,( )x1 (04), pentru nT N, fixat,

deci functiile f, sunt marginite. Sa observam ca f nu este marginita pe (0,1).
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Teorema 9.1.5. (Transfer de continuitate). Fie f : A® R un sir de functii
continue intr-un punct x,1 A. Daca f, ¥#® f pe A atunci functia f este continu&
n Xo.

Demonstratie. Fie €>0. Cum f ¥#®f pe A, ($)n,1 N astfel incat

(")nensi (" )xi A avem |f (x)- f(x)\<§. In particular, pentru n=n, avem

£, (x)- f(x) ‘ < e,(" )xT A.

3

Cum f, este continud in X, ($)d, >0 astfel incat (" xT A cu [x- x,|<d,

avem | f, (x)- £, (x,) <§. Pentru (" )xT A cu |x- X, <d, vom avea
100 1xo) [ £] 10 1,00 +] 1,00 1, 666) [+ . 6c)- 1lxo)[< S+ 247 =e,
deci f este continua n Xo. ]

Observatie. Din teorema 9.1.5 rezulta ca, daca f, ¥24® f pe A si functiile
fn sunt continue pe A atunci functia f este continua pe A.

Daca sirul de functii (f,) nu este uniform convergent, concluzia nu este in
general adevarata.

In acest sens consideram sirul de functii f,(x)=x", pentru x1 [0].

Evident functile f, sunt continue pe [0,1], f ¥#® f pe [0,1], unde

f(x) = j0,dacaxi [0,1)

| , dar functia f nu este continua pe [0,1].
1l dacax =1

Teorema 9.1.6. (Transfer de integrabilitate).

Daca f, :[a,b]® R este un sir de functii integrabile pe [a,b] si f ¥#® f pe
[a.b], atunci f este integrabild pe [a,b] si lim Qbfn (x)dx = Qbf(x) dx .

Demonstratie. Fie €>0. Cum f ¥#4® f, ($)neT N astfel incat ( )n 3n,si

( xT [a,b] avem | f,(x)- f(x)| <~ ° 2) In particular, pentru n = n, avem

4(b-
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f, (x)- 4(be-a) <f(x)<f, (x)+4(be_a),(" )x1 [a,b] (9.6)

Fie AT D([a,b]), D=(a=x, <x, <K <x, =bh).
Cum f  este integrabila rezulta ca f_ este marginita si fie
M :sup{fne(x): x1 [xk_l,xk]}, m; :inf{fne(x):xi X1 xk]},k =1n.

Din criteriul lui Darboux de integrabilitate ($)d, >0 astfel incat

(*)DI D (fab]),D=(a=x,<x, <K <x,=b) cu |[D|<d, avem SD(fne)- sD(fne)<§,

adica
é (ME' mf)(xk- Xk-1)<§' (9-7)
k=1

Cum sirul (f,) este uniform convergent pe [a,b] catre functia f, din teorema
9.1.4 rezulta ca f este marginita pe [a,b].

Fie M, =sup{f(x):xT [x_.x ]} m, =inf{f(x):xT [x, .x ]}k =1n.

Trecand in relatia (9.6) la supremum apoi la infimum, pentru

xT [x, 1%, ], obtinem Mg - 4(be_a)£|\/|k EM +4(be-a) i
e _ L e L
™ 4o - a)£mk Em " 4p- a)

Scazénd aceste relati membru cu membru si inmultindu-le cu x, - x,_;
obtinem

(Mk - mk) (Xk - Xk—l)£ (ME - mE)(Xk - Xk—l)+ 2(b(? a) (Xk - Xk-l)!

de unde, prin insumare si folosind (9.7) rezulta

SD(f)' SD(f) = én (Mk - mk) (Xk - Xk—l)£ é (ME - mf)(Xk - Xk—l)+

1

2(b_ a)én (Xk ) Xk‘l):SD(f”e)_ SD(fne)+§<§+ —e

N |

adica f este integrabila pe [a,b].
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& () f(x)) ax £

Qbfn(x) dx - (‘zbf(x) dx

Cum

£ Qlf)- f(Jax e, b-a)=5 <e)n°n,,

4(b - a)

Ita ca  lim f,(x) dx = F(x) d
rezultd ca lim §f,(x) dx = &f(x) dx. m

Aplicatie. Fie {rl,rZ,K ,rn,K} multimea numerelor rationale din [0,1] si sirul

_iLpentru x 1 {r,r,K,r}

de functii f,:[0,1® R, f,(x)= , (")nT N.S& se arate ca

%O,pentru x 1 {r.r.Kr}
sirul de functii (f,) nu este uniform convergent pe [0,1].

Sa observam ca !,'(QQ fn(x):},lpentru X [O,l](;Q

R , deci f ¥32® f pe [0,1],
70,pentru xI [O,l]\Q

i t I [01 § : Ny
unde f(x)::'lpen u-x A[ ]CQ. S& presupunem prin absurd ca f, ¥#® f pe
10,pentru x| [O,l]\Q
[0,1].
Atunci conform teoremei 9.1.6 functia f este integrabila pe [0,1],

contradictie.

Teorema 9.1.7. (Transfer de derivabilitate).
Fie 11 R un interval marginit si f, :1® R un sir de functii derivabile pe I.

Daca exista un punct x, 1 | astfel incat girul (f,(xo)) este convergent gi

exista o functie g:1® R astfel incat fn( ¥#® g pe |, atunci

i) exista o functie f:1® R astfel incat f, ¥#4® f pe |;

. - — . T ¢
i) f este derivabila pe | sif’ =g, adica ([gg fn)( = In|®rQ f .

Pentru demonstratie se poate consulta [10].

Observatii. 1. Daca pentru un sgir de functi derivabile f :1® R,

convergent pe | catre o functie f, sirul (f,’) converge catre f’ vom spune ca sirul

(f,) se poate deriva termen cu termen.



-191-
2. Exista siruri de functii care pot fi derivate termen cu termen fara ca sirul
derivatelor sa convearga uniform.
- o y In{1+n*x? -
In acest sens consideram sirul de functii f, (x) = (2) pentru x| [O,l].
n

S& observam ca limf, (x)=0,(" )xT [04], deci f, ¥#%® 0 pe [0,1].

3
Functile f, sunt derivabile pe [0,1], fn‘r(x):ﬁ, (")xT [04] si

imt(x)=0, (")xi [04], deci f, '¥4® 0 pe [0,1], adicsd f ¥#® ¢ pe [0,1].

n® ¥
Prin urmare, sirul (f,) se poate deriva termen cu termen. Sa

observam totusi ca sirul (f,') nu converge uniform la 0.

9.2.Serii de functii

¥
Definitia 9.2.1. Se numeste serie de functi o serie §f,, unde

n=1
f:El R®R,(" )31
Fie S,:E® R,S,=af,, numit si sirul sumelor partiale. Fie Al E
k=1
mutimea de convergentd a sirului de functii (S,), numita gi multimea de

convergenta a seriei de functii.

¥
Definitia 9.2.2. Spunem ca seria de functii af converge simplu sau

n=1

punctual pe A daca sirul sumelor partiale (S,) este simplu convergent pe A. Daca

f= |I(!)’TQ S, atunci f se va numi suma seriei de functii g f, Tn sensul convergentei
n

n=1

¥ ¥ s
punctuale si scriem § f. = f(punctual pe A) sau § f. =f.

n=1 n=1

¥
Definitia 9.2.3. Seria de functii § f, este uniform convergentd pe A daca

n=1

sirul sumelor partiale (S,) este uniform convergent pe A. Daca S, ¥#:® f pe A,
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¥
atunci f se va numi suma seriei de functii § f, in sensul convergentei uniforme si

n=1

¥ ¥ u
vom scrie § f, =f (uniform pe A) sau § f, = f.

n=1 n=1
Criterii de convergenta uniforma

Teorema 9.2.1. (Criteriul lui Cauchy). Fie f :Al R® R. Seria de functii

¥
a f, converge uniform pe A daca si numai daca pentru (" )e>0,($)n,T N astfel

n=1

incat (" )n3 n, si ( )p 3 1avem

k) k) K 1 (6) [ <) xT A

¥
Demonstratie. Fie (S,) sirul sumelor partiale ale seriei g f,. Conform

n=1
teoremei 9.1.2, (S,) converge uniform pe A daca si numai daca pentru
(")e>0,($)n.T N astfel incat (" )n3 n, si (" )p3 1 avem
S,,(0)- 5,0 <e (1 )xT A,
sau echivalent

fral))+ o)+ K+, (x) < (") xT A,

si demonstratia este incheiata. m

Teorema 9.2.2. (Criteriul lui Weierstrass). Fie f : Al R® R. Daca exista

¥
o serie numerica convergenta § a_, cu termeni pozitivi astfel incat

n=1

() [£a,, (")nT N()xT A. (9.8)

¥
atunci seria de functii § f. este uniform si absolut convergenta pe A.

n=1

¥
Demonstratie. Fie € > 0. Cum § a, este convergentd, din criteriul lui

n=1

Cauchy de la serii numerice ($)n,T N astfel incat (* )n3 n_ si (* )p® 1 avem
a,., +a,, +K +a,,, <e, sifolosind (9.8) rezultd c& pentru (" )n? n, si

(")p2 1 avem
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fuaa(})+ £ () + K+ ()) £ ] £ () [ +] £, () | +K +

fp(X) | £

(9.9)
£a,, +a,,+K +a,, <e, (" )xT A

¥
Conform teoremei 9.2.1 rezultd c& seria de functi g f, este uniform
n=1

convergenta pe A. Absolut convergenta rezulta din (9.9). u

¥
cosnx ~ o o
- R. Observam ca

§ 2™ i
n=1n° + X2

Exemplu. Fie seria de functii

¥
cosnx | 1 1 ()nT N si (" )xT R iar seria numericd § este

\/n3+x2‘ nP+x2 An? -1

convergenta. Folosind criteriul lui Weierstrass rezulta ca seria data este uniform

1
3
2

>

n
convergenta pe R.

Teorema 9.2.3. (Criteriul lui Dirichlet). Fie f ,g. :Al R® R doua siruri de

¥
functii astfel incat seria de functii § f, are sirul sumelor partiale uniform marginit

n=1

iar sirul (g,) este monoton descrescator si uniform convergent la O.

¥
Atunci seria § f g, este uniform convergenta.

n=1

¥
Demonstratie. Cum sirul sumelor partiale (S,) asociat seriei af, este

n=1
uniform marginit ($)M >0 astfel incat | S,(x)[£M,(" )nT N si (" )xT A.

Fie €>0. Cum g, ¥#® 0 pe A, ($)n,1 N astfel incat (" )nsn, avem

| gn(x)\£ﬁ, (" xT A

Pentru n3 n,p3 1gi xT A vom avea
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fr ()81 06) + 145 ()8, () + K+, (%), (x) | =

=] Grea())(Sia(¥)- () + 812 (0(Sr2(X) - Sya(K)) 4K + Gy (S (6)- Sppa¥))| =
=] - 00 (X)S,(%) + Spa(})(@rea(x) - Gra (X)) +K +

+S,10:1(}) @nep-100)~ Grep () + G (x)S, (X) | £

£] Gna(X )H S, (x )‘*" S )H Gni2 () - Gne2(X) +K +‘ Shep-1 )‘

+ gn+p H Sn+p ‘ EM‘ gn+l( )‘+M‘ gn+l(x) gn+2( )‘+K +M
+M

Grvp-1(X) - Goep (%) | +
Gnep-1(X) - Gnep (4) |
Grp(4) | =M Gy (X)+M (@0 (X) - 8o (})+K +M (51(%)- G (X)) +M g, (x) =

e
=2Mg,,,(x) £ Mx - =6

+

¥
ceea ce aratd ca seria § f g, este uniform convergenta pe A. ]

n=1
Proprietati ale seriilor uniform convergente

Pornind de la proprietatile sirurilor uniform convergente se obtin cu

usurinta urmatoarele rezultate:

. s
Teorema 9.2.4. Fief,: A1 R ® R un sir de functii. Daca seria g f, este

n=1
uniform convergenta pe A catre f si f,, sunt functii marginite atunci f este marginita
pe A.

Demonstratie. Fie S, :é’l f.. Cum f, este marginita rezultd ca S, este
k=1

¥
maginitd, (*)n31. Cum seria §f, este uniform convergentd rezulta cé
n=1

S, ¥#® f pe A si atunci conform teoremei 9.1.4 rezulta ca f este marginita

pe A. ]

R ¥
Teorema 9.2.5. Fie f, : Al R® R un sir de functii astfel incat seria § f,

n=1
sa fie uniform convergenta la f.

Daca functiile f, sunt continue intr-un punct x,1 A (respectiv pe A) atunci f

este continua n X, (respectiv pe A).
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Demonstratie. Rezulta imediat din teorema 9.1.5. m

Teorema 9.2.6. Daca f, :[a,b] ® R este un gir de functii integrabile pe [a,b]

¥
iar seria § f. converge uniform la f atunci f este integrabila pe [a,b] si

n=1

¥
X=8 bffndx (9.10)

=1

s
Qga

n=1

QLo

=}

Demonstratie. Fie S,=§f ; atunci S, ¥#®f pe A. Cum f, este

k=1
integrabila pe [a,b], ( )k3 1 rezultd ca S, este integrabila pe [a,b], ( )n3 1 si

conform teoremei 9.1.6 functia f este integrabila pe [a,b] si

b _ .
r[l(gr; QSndx =Q fdx sau lim an fi :dx Q ) flx .

n® ¥

m (‘fgb t %x = § @ fdx, rezulta imediat (9.10). n
k=1 @ k=1

Observatie. In ipotezele teoremei 9.2.6 avem egalitatea (9.10) si in acest

. . .3 . o
caz spunem ca seria de functii g f, poate fi integrata termen cu termen.

n=1

Teorema 9.2.7. Fie 11 R un interval marginit, f :1® R un sir de functii

derivabile pe | incat seria g f', este uniform convergenta la g si exista un punct

n=1

¥ ¥
x, 1 | astfel incat seria § f, (x,) este convergents. Atunci seria § f, este uniform

n=1 n=1
convergenta pe | catre o functie f derivabila pe I iar f’ = g, adica
y Ay
g’é 12=81C (9.11)
n=1 @ n=1

Demonstratie. Fie S, =3 f, T,=a t%(*)nT N". Cum sirul de functii (Sy)

k=1 k=1
satisface ipotezele teoremei 9.1.7, exista o functie f:l® R astfel incat

S, ¥#:® f pe |, f este derivabila pe I si f’ = g, adica
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fn¢ ]

1

Qlox

n

g u . ¥ 0(
Af=fsidqf?=
n=1 [SHEIN

Observatie. In ipotezele teoremei 9.2.7 avem egalitatea (9.11) si in acest

¥
caz spunem ca seria de functii g f, poate fi derivata termen cu termen.

n=1

9.3. Serii de puteri

unde

n’?

¥
Definita 9.3.1. Se numeste serie de puteri o serie de functii af
n=1

f(x)=ax"x Ra,T R (")nl N sau f (x)=a,(x- a)", unde al R. in continuare
consideram f_ (x) =a, X" gi astfel o serie de puteri va fi de forma

g n n .
a anX =aptax +...+ ax +..., unde (a,) este un sir de numere reale.

n=0
Numerele a, se vor numi coeficientii seriei de puteri.

Sa observam ca multimea de convergenta A a unei serii de puteri este
nevida deoarece 01 A.

Exemplu. Fie seria de puteri

X" X X X
2 21+ 24+ 2 s K + 24K
2! n!

n

3
a

—o N! 1!

>

Fie x,1 R, arbitrar. Consideram seria numerica

¥ n n
o X, _Xp
a 2, cu termenul general x, =2
neo N! n!
1
Xl N o
Cum lim = lim —=0<1, din criteriul raportului rezulta ca seria
n® ¥ ‘X ‘ n® ¥ (n+1)| ‘XO‘
3 Xg
a —‘j este absolut convergenta, deci convergenta.
n=o N!

Cum x,1 R este arbitrar rezultd ca multimea de convergenta a seriei este

A=R.
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Teorema 9.3.1. (Teorema | a lui Abel).

¥
Fie seria de puteri § a,x",a, 1 R. Atunci exista ri [0,¥) astfel incat
n=0

i) Seria este absolut convergenta pe (-r,r);

i) Seria este divergentd in (" )x cu X >r.

Pentru (* )0 <r, <r seria este uniform convergenta pe [-ro, fg.
Demonstratie. Daca seria de puteri este convergenta numai in punctul

x = 0, luand r = 0, teorema este demonstrata. Pesupunem ca exista x,* 0

¥
punct de convergenta pentru seria de puteri, adica seria numericd § a_x} este
n=0

convergentd. Vom ardta ca (") x cu [x <|x,| rezultd ca x este punct de

convergenta.

¥
Intr-adevar, fie xT R cu [x <|x,|. Cum seria § a,x," este convergents

n=0

rezulta ca lima,x," =0 si atunci sirul (a.x,") este marginit, deci ($)M>0 astfel
n

n n
A A o X X - .
incat a,xj £M,(" )nT N. Vom avea |ax" = ax; { £M = ,(*)nT N si cum
XO XO
¥ X n
<1 rezultd ca seria geometricd § M|~ este convergenta. Folosind criteriul
Xo n=0 Xo

de comparatie cu inegalitati rezulta ca gi seria g ‘anxn
n=0

este convergenta, deci

1 n y
seria g a,Xx" este absolut convergenta.
n=0

Astfel, daca x,* 0 este un punct de convergenta al seriei atunci orice
punct xT R cu |x <|x,| este punct de convergents absoluta al seriei. Rezulta c&

multimea de convergenta contine intreg intervalul ( \xo xo\). De aici deducem

ca, daca x; este un punct de divergenta al seriei, atunci orice punct x cu [X > x,|

este punct de divergenta al seriei.
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Intr-adevar, dacad ar exista un punct xo cu X, >|x,| in care seria este
convergenta, atunci, din prima parte a demonstratiei seria ar fi convergenta si in

x; (deoarece |x,| <X,

), contradictie.

Fie A multimea de convergenta a seriei de puteri. Evident avem 01 A,
deci At £
Fie r = sup A si evident r >0 (deoarece suntem in cazul in care exista

X, * 0 punct de convergenta). Vom arata ca r satisface concluziile teoremei.

) Fie x1 (- r,r); avem deci X <r.Fie x,T R astfel incat
\x\ <X, <r. Cum X, este punct de convergenta al seriei, rezultd ca seria este
absolut convergenta in x, deoarece X <X,.

ii)  Daca r=+¥ inegalitatea [X >r nu are sens, deci n acest caz nu

avem ce demonstra.

S& presupunem ca r < +¥ si fie x un punct astfel incat |x <r. Daca x ar fi
punct de convergentd atunci orice punct y cu r<|y <|x este punct de

convergenta, care contrazice faptul car = sup A..

Raméne sa demonstram ultima parte a teoremei. Fie 0 <r, <r. Atunci ry

y .- S on_28 n
este punct de absolut convergenta al seriei, deoarece seria a\anr0 =a \an\ro
n=0 n=0

este convergenta.

Pentru x1 [-r,r,] avem [x/£r,, deci |ax"£[a[r,(")nT N. Folosind

. . . R 4 N . <
criteriul lui Weierstrass rezulta ca seria g a X" este uniform convergenta pe
n=0

[-ro, ro].
Numar real r se numesgte raza de convergenta iar | = ( r,r) se numeste

interval de convergenta. ]

Vom da in continuare o metoda de calcul al razei de convergenta.
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¥
Teorema 9.3.2. Fie seria de puteri § a x" si r raza sa de convergenta.
n=0

< N . . 1 ..
Presupunem ca existd r =limzy a,/. Atunci r== (cu conventiile
n r
r=0p r=+¥r=+¥b r=0).

a,Xp , cu termenul general

¥
Demonstratie. Fie x,1 R si seria numerica g
n=0

— n
Xn - ‘ anXO

. Evident avem lim 2/ X, = lim /@, %%, =1 | %] -

Vom folosi criteriul lui Cauchy de la serii de numere reale. Daca r

I
o

¥
atunci lim 1/ x, =0, deci seria § a x” este absolut convergents, (" )x,, deci
n n=0

r=+¥.
¥
a r = i 10 lim n =¥ rezultd ca seria § a x" este
Daca r =+¥ gl X, , cum lim g/ x, = aax,
n=0

divergenta pentru orice x, * 0, adicar = 0.

. . 1 . 1
Fie O<r <+¥. Dacad |x,/<>= avem r[x,/<1, deci seria §ax; este
r n=0

< < 1 < 1
absolut convergenta. Daca X,/ > =, ludm un punct x; astfel ca |x, >|x,/>~.
r r

este divergenta. Din prima parte a

¥
Atunci r|x,>1 si deci seria § ax;
n=0

¥
demonstratiei teoremei 9.3.1 rezultd ca seria § a x| este divergenta. in

n=0

) 1
concluzier ==. m
r

¥
Corolarul 9.3.1. Fie seria de puteri § a x". Presupunem c& exista
n=0

an

an+l

3 0. Atunci r =lim

n® ¥

lim
n® ¥

an+l
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Exemplu. Fie seria de puteri 5( l)”):. Avem a, = (- 1)”; si
n=1
Iigl aa” :li®mn:1:1, deci raza de convergenta este r = 1 si intervalul de
n n+l
convergenta | =(- 11).
Pentru x = -1 obtinem seria numerica 5( 1)” (nl)” :gi care este
n=1 n=1

divergenta.

. . .. 3 nl . .
Pentru x = 1 obtinem seria numericad § (- 1) =, care conform criteriului lui
n=1 n

Leibniz este convergenta.

in concluzie multimea de convergeta este A = (-1, 1].
Proprietati ale seriilor de puteri

¥
Fie seria de puteri § ax", r raza de convergentd, A multimea de
n=0

¥
convergenta si f:A® R, f(x) = § a,x", suma seriei de puteri pe multimea de

n=0

convergenta.

¥
Dacd 0<r, <r, conform teoremei 9.3.1 seria de puteri § a x" este

n=0
uniform convergenta pe [-ro, Io] $i folosind teorema 9.2.5 rezulta ca functia f,
suma seriei, este continua pe [-ro, ro]. Cum rq este arbitrar in (0,r) rezulta ca f este

continua pe (-r,r).

¥
Propozitia 9.3.1. Dacéa seria de puteri a ax" are raza de convergentd

n=0

r >0, suma f pe (-r,r), atunci

¥
i) Seria derivatelor § na, x"* are aceeasi raza de convergenta r ;

n=1
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¥
i) Functia f este derivabild pe (-r,r) si f '= g, unde g(x) = § na x"*,

el adien 0= Ana (K 1),

Spunem ca seria de puteri poate fi derivata termen cu termen.

Demonstratie.

i) Rezulta din faptul ca lim 7/ | na, | = lim

n®e ¥ n® ¥

oa, -

¥ ¥
i) Rezulta din faptul ca seriile § a_x" si § na,x™* sunt uniform

n=1 n=1

convergente pe (" )[- r,,r,]1 (- r.r) si din teorema 9.2.7. n

¥
Corolarul 9.3.1. Daca seria de puteri § a x" are raza de convergentd

n=1

r >0, suma f pe (-r,r) atunci f este indefinit derivabila pe (-r,r) si
t9(x)= & nn- DK (n- k+Dax™,( k1 ().
n=k

¥
Propozitia 9.3.2. Daca seria de puteri a4 a,x" are raza de convergenta
n=0

r >0 si suma f pe (-r,r) atunci

i) Seria 5 &
n=0 n+ l

X" are aceeasi raza de convergentar ;

X 3 n+l fu
i) Qf(t)dtzeori:lx L ()

X <r,

adica seria de puteri poate fi integrata termen cu termen pe orice interval [0,x],
unde xT (- rr).

Demonstratie.

, - . a, | o
i) Rezulta din faptul ca lim ¢ i1 —ll(@rr;ﬂ/\an\.

i) Rezulta din uniform convergenta seriei de puteri pe

(" )[- r.r,]1 (- r.r) si teorema 9.2.6. .
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¥
Propozitia 9.3.3. i) Daca seria de puteri a4 a x" are raza de convergenta
n=0

¥
rsil t 0 atunci seria de puteri § (I an)xn are aceeagi raza de convergenta.

n=0

¥ ¥
i)  Daca seriile de puteri § a.x", § b,x" au razele de convergenta r;

n=0 n=0

¥
si respectiv r, atunci seria § (a, +b,)x" are raza de convergenta r3 min{r,,r,}.
n=0
Demonstratie. Rezulta imediat folosind proprietatile de la operatile cu
serii numerice. m
Exemplu. Fie seria 2 X Avem a =1 limn/|a,|=1, deci r =1 si
p . fzi . n n T ey n| - - $
| = (- 12), intervalul de convergenta.
Cum pentru x=1 seria este divergenta iar pentru x=-1 este convergenta
rezulta ca multimea de convergenta este A=[-1,1).

Fie f:[-11) ® R suma seriei pe multimea de convergenta, deci

f(x):éxn”,c-)xr -11).

Conform propozitiei (9.3.1) functia f este derivabila pe (-1,1) si

1

(" )xT (-11), de unde
1-x

f(X) = Lx+x+.. X" +...=

f(x):él_ixdx:— In(1- x)+C, (")x1 (-11),unde CT R..

Cum f(0) =0 rezultda C =0, deci f(x) =-In (1-x), (")x1 (-11).

Seria binomiala

a(a-12 NER a(a-1..(a-n+l <4
2! n!

unde al R. (9.12)

Fie seria de puteri l+;x+

S& observam ca pentru al N se obtine un polinom de grad a. Vom

presupune deci al R\N.



- 203 -

n+1
a-n

a(@-1..(a-n+l1) (n+1)!
n! a(a-1..(a-n)

A

an+l

Cum lim =lim =1

n® ¥

n® ¥

rezulta ca raza de convergenta a seriei este r = 1.
Fief: (-1, 1) ® R suma seriei.
Conform propozitiei (9.3.1) functia f este derivabila pe (-1, 1) si

a(a-1 N a(a-1..(a-n+l L
1! (n- 1!

f(x)=a+ +oy ()XT (1D (9.13)

Inmultind in (9.13) cu x obtinem

a(a-1 NER a(a-1..(a-n+l "

xf'(x)=ax+ +.., (")xT (-1D (9.14)

1 (n-1)!
Din (9.13) si (9.14) se obtine (1+x) f'(x) = a f(x), (" )x1 (-11) de unde
fFOX)_ a wy.7
W—m,( )x1 (-1 (9.15)

(sa observam ca f(x)t 0,(" )x1 (-11), deoarece daca ar exista x,i(-11) cu
f(xo) = O ar rezulta {(xo) = 0, (" )k1 N si atunci f = 0, contradictie, caci f(0) = 1)
Din (9.15) obtinem In f(x) = aln (1+x)+Inc deci
f(x) =c (1+x)%, (" )x1 (-11) unde ¢ > 0.
Cum f(0) =1 rezultd c =1 si atunci f(x)=(1+x)°%, (" )x1 (-1,2).
Obtinem deci

a(a-12 NER a(a-D..(a-n+l "
2! n!

(@+x)* :1+Zx+ +.., (")xT (-12)

(9.16)

care generalizeaza formula binomului lui Newton, adevarata pentru al N.

Pentru diferite valori particulare pentru a din (9.16) se obtin sumele unor
serii importante.
Pentru a = -1 obtinem
l+lx =1- Xx+X2- X2+ + DX+, (XD (-1D), (9.17)
de unde

1

1 X:1+x+x2+...+x”+...,(")xT (-11). (9.18)
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1 ...
Pentru a = 2 obtinem

n11°3°5...(2n- 3) 4
2" ! (9.19)
(")xT (-1,

\/1+x:1+ix— 21 X*+..+(-1
24! 2° X1

Pentru a = - ; obtinem

1 1 13 , .123°5...(2n- 1)
=1- X+ o —— X +..+(-1]) - X"+,
J1+x 2X1! 27 R 2" ! (9.20)
(")xT (-1,
de unde
2
1 —14 X + 13 X4+m+(2n— 1)”x2”+...,
1- x2 241 24 (2n)N (9.21)
(")xT (-1,
Prin integrare termen cu termen obtinem
o x° 18 @n-nit L.
arcsinx =x+ +— X+t +t—X +...,
3 5Xx4 (2n +1) (2n)!! (9.22)
(")xT (-1
De asemenea din (9.17), inlocuind pe x cu x* obtinem:
1+l S=1- X2 X - XL+ (=) + ., (" )xT (-1D) si prin integrare termen
X

Cu termen gasim ca

3 5 X7 2n+1
+ +..+(-1"
3 5 7 2n+1

arctg x = x- +..,()x1 (- 12). (9.23)

Serii Taylor

. . . & N .
Fie seria de puteri g a,x",r > 0 raza sa de convergenta si f suma sa pe

n=0
¥
intervalul de convergenta, deci f (x) =8 a x", (*)x1 (-r,r).
n=0
Din propozitia (9.3.1) rezulta ca f este indefinit derivabila pe (-r, r) si

o)
f(0) = nla,, (" )nT N, deci a, = f (IO)
n

si atunci
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g ¢ (0) "

X", (" )xT (-r,1). (9.24)

Sa observam ca seria de puteri din (9.24) poate fi asociata oricarei functii

indefinit derivabile in origine.

Definitia 9.3.2. Fie 11 R un interval astfel incéat ol Int | si f:I® R, indefinit
derivabila in x = 0.
Se numegte serie Taylor atasata functiei f in x = 0 seria de puteri

f(0),..
n!

, xT 1 (9.25)

E Q)ox

Fie r3 0 raza de convergenta a seriei (9.25). Se pune problema in ce
conditii suma seriei (9.25) coincide cu functia initiala f pe intervalul de
convergenta (-r, r).

Sa reamintim formula lui Mac — Laurin de la functii reale de variabila reala.

Daca Il R este un inteval deschis astfel incat 01 |si f:I® R este 0

functie de n ori derivabila pe I, unde nl N atunci
£(x) = £(0) +i(lf'(0) +o +);If(”)(0) +R.(x), (" )xT 1. (9.26)

Daca f este de (n+1) ori derivabila pe | atunci restul de ordin n, R, se

n+1

X n+l

(n+1)!

poate scrie sub forma R (x) = ’(x), unde ¢ este ntre 0 si x (forma

Lagrange a restului).

Teorema 9.3.3. Fie |1 R un interval astfel incat Ol Int I, f :I® R, indefinit
derivabila pe | si A multimea de convergenta a seriei (9.25).
Atunci suma seriei Taylor atagata functiei f in x = 0 coincide cu functia f pe

A C | daca si numai daca Ii@gr; R.(x)=0,(")xT A C I, unde R, este restul de ordin n
din formula lui Mac-Laurin.

Demonstratie. Fie S (x)=f(0)+—-*

O
f(O) f 00 x", pentru x1 | si atunci,
n!

din formula Mac-Laurin avem
f(x) =S, (x)+R,(x),(" )xT 1. (9.27)
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Sa observam ca S,(x) coincide cu polinomul Taylor

Tn(x):f(o)+f‘§?)x+___+f”n(!0))(n_

Din (9.27) rezultd imediat c& lim S, (x)=f(x) 0 ImR,(x)=0,(")xT AGI. =

n® ¥

in acest caz spunem céa f este dezvoltabila in serie de puteri pe ACI si

(n)
f(x):f(0)+f‘;‘:?)x+f‘l§?)x2 +...+fn$0)xn +..,(" )x1 AC|, se numeste dezvoltarea in

serie de puteri a functiei f pe AC 1.

Corolarul 9.2.3. Dacd fi C*()01 Intlsi existd M>0 astfel incat

HO()| £M, (") xT L(*) nT N atunci f este dezvoltabila in serie de puteri pe | i

Demonstratie. Fie xI 1. Atunci (" )nT N, existd x,intre O si x astfel incat

n+1

R, (x)= ( £ (x. ).

n+1)!
‘ ‘ n+1

Conform ipotezei |R,(x) £ (

n+1)!M,(" )x1 1L(" )nT N..

‘ ‘ n+1
Cum lim'——
n® ¥ (n

+1)!:O,( )xI I rezulta ca ll(mRn(x):O,( )x1 I si aplicam

teorema 9.3.3. m

Exemple. 1. Fie functia :R® R, f(x) = €. Avem f(x) = €*, (" ) XI R,

~ ~ - - - ~ - - ~ ¥ n

(") nl N, f7(0) = 1,(" ) ni N iar seria Taylor asociata functiei fin x =0 este § X—'
n=0 .

Raza de convergenta a acestei serii de puteri este r =+¥ deci intervalul de

convergenta este | = (- ¥,+¥) =R gi coincide cu multimea de convergenta.
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Pentru (") M>0 avem f(”)(x)‘ =e*£e",(") xI (-M, M), (") ni N, si atunci

conform corolarului 9.3.2 functia f este dezvoltabila in serie de puteri pe(-M, M),
deci pe R si

g x" X x? X" -
ef=g—=1+—+—+.. . +=—+ . ,(")xI R. 9.28
na=0 n! 1 2! n! ™) ( )

2. Fie functia f:R® R, f(x)=cos x. Avem f"(x) = cos (x+n—2p), " )X R,

(") nl N, f7(0) = cos sz (")nl Nsi

M) £1, (") XTI R, (") nl N.

Conform corolarului 9.3.2. functia f este dezvoltabila in serie de puteri pe R

¥ n 2 4 6 2n
o X n X X X X
cosx:a—cos—IO =1- —+ +(-1"

- +...
< n! 2 21 41 6! (2n)!

., ()X R. (9.29)

Analog obtinem:

3 5 7 2n+1
X X

sinx = Xx- +—- +..+(-D"
31 51 71 ()(2n+1)!

+.., ")xIR. (9.30)

Observatie. Inlocuind in (9.28) pe x cu ix, unde il C, i’=-1 si apoi cu —ix si
folosind (9.29) si (9.30) obtinem:

2 n
e =1+ i X a4 =
1 21 n!
2 4 6 O ] 3 5 7 O o .
=H. XX Fotiox - 4 X —X—+...i:cosx+|smx,(")xl R. (9.31)
§1!4!6! ¢§3!5!7! p
Analog obtinem
e™=cos x —isin x (9.32)

Din (9.31) si (9.32) obtinem formulele lui Euler:
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ix+ - ix ix -ix

cosx=° "% sinx=%"%  ¢)xiR
2 21

Definitia 9.3.3. Fie I R un interval, xol Int |, f :I ® R, indefinit derivabila

y f£(n)
in Xo. Seria de puteri § )

n=0 n I

(x- x,)" se numeste seria Taylor atasata functiei
fn Xo.

Rezultatele stabilite pentru serii Taylor atasate unei functii f in punctul x=0

se transfera la seriile Taylor definite mai sus.

Probleme propuse

1. Sa se studieze convergenta simpla si uniforma a urmatoarelor siruri de

functii pe intervalele indicate:

= i : _cosnx .~ .
a) fn(x)—l+xn , X1 [0,¥) ; b) f.(x)= i1’ x|l R;
¢) )=, xI (0, ¥): d) f.00=4 Loy [0, %);
X+n =1 K ’
D S . Y S
€) 1()= "~ x] [1¥); f) fu(X)= & ke, [-1,1].

2. Fie f 'R, ® R,fn(x):}arctg x". Sa se arate ca (f,) converge uniform iar
n

(3 :
?n 9 converge neuniform.
g

sin kx

, unde a >2.
1 k®

Qos

3. Fief :R® R, fn(x):

=
1

S4 se arate c4 (f,) este uniform convergent pe R, iar limita sa este o functie

derivabila cu derivata continua pe R.
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. nx
4. Fief :[0]]® R, f = .
e f, 0@ R, f,(x)= "

Sa se arate ca (fn) converge neuniform pe [0,1], dar

.1 K
l@q fn(x)dx:Q) r[l(gr; f (x)dx.

5. Sa se determine multimea de convergenta pentru urmatoarele serii de

functii:
a) g (n+1) ; )5 —nsin”x;
n=1 nn+x n=1 n+
g X(x-1)..x-n+1) 1 3 n X
c) a ( )n(l ) e ; d)na=0 2 3

n=1

6. Sa se arate ca urmatoarele serii sunt uniform convergente pe intervalele

indicate:
- : by & X i .
a) 21 2 +x2 x| (O,¥), ) 21 o x| [O,a],unde a>0;
2 " n-1 1 1 3 n X2 ~
c) a (X - X ),XI[O,a],aI (0,1); d) 21 (-1) m, T R.

¥ 2
o o . nx . o
7.Sasearatecaseria Q v este uniform convergenta pe [O,a], unde
n X

n=1

¥ nx* _ & n
= a s

. . [}
a>0si Img ——— :
@i 2ont+x® oL on®+1

. o . .. & sinnx . o
8. Sa se arate ca seria de functi @ ———— este uniform convergenta pe
n=1 ,/N* +Xx32

R iar suma sa este continua pe R.
9. Sa se determine raza de convergenta, intervalul de convergenta si

multimea de convergenta pentru urmatoarele serii de puteri:
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¥ p’+n ¥
s &, 10 . S x .
kS S V8 7
§ n" ¢ (2t .
c) 21 (n!)2 § , 9 21 n* X,
£ (n1y , £ (-2)n! ,
1) S (x+ )"
D8y Na e
(1 este

¥
10. S& se arate cd seria 1+ g

n=1

(2 x3)(5 x6) ..[(3n - 1)3n]
convergenta pe R iar suma sa f verifica ecuatia

f"(x) + xf(x) =0, " xI R.

11. Sa se determine intervalele de convergenta si sumele corespunzatoare

pentru urmatoarele serii de puteri:

¥

g N X3n+l S
- l . 1 n.
a) 21( ) anil b) 90(n+ )x" ;
E (-1 3
—r 1)x".
C)na=0 (n+1)(n+3): d) ria:1ﬂ(I'1+ )X

12. Sa se arate ca urmatoarele functii sunt dezvoltabile in serii de puteri si
sa se gaseasca aceste dezvoltari, specificandu-se intervalul pe care sunt

valabile
a) f:R® R, f(x)=sin®x;
b) f:(-1¥)®R, f(x)=In(1+x);

3
C) fR\{'Z,'B}@ R, f(X):W):%,

d)f:(-a¥)®R f(x)=Vx+a.
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CAPITOLUL 10
INTEGRALE CU PARAMETRU

Fie Il R un interval, JI R o multime arbitrard de numere reale,

f:1” J® Ro functie integrabild Tn raport cu x pe orice compact din I( )tT J.

Fie a,b:J® I. O integrala de forma
F(t) = & F(x, 1) dx (10.1)
Q" '
se numesgte integrala cu parametru.
Ne intereseaza sa stabilim conditiile in care proprietatile functiei f
( de continuitate, derivabilitate, etc.) se transmit functiei F.
Fie tol J’ (deci punct de acumulare pentru J).

Presupunem ca urmatoarea limita exista si este finita :

lim f(x,t)=j (x), (" )xT 1. (10.2)

t®t,

Aceasta nseamn& c& (" )x1 I'si (") €0 existd o vecinatate v, 1 J(t,)

astfel incat (")t V .x CJ, tt t, avem |f(xt)-j (x)|<e.
Daca aceasta vecinatate este independenta de x, adica (") e>0, ($)V.1 J(t,)

astfel incat (")t7 V,¢Jatrt,si (" )xi 1 avem [f(xt)-j(x)|<e, spunem c&

functia f tinde uniform n to catre functia | sau limita (10.2) este uniforma.



-212-
S& observam ca, daca limita (10.2) este uniforma si t,l J, t,® t, atunci sirul

de functii (f,), unde f.(x) = f(x, t,), (" ) n 3 1, converge uniform pe | catre @.

Teorema 10.1. Fie I J ® R, continua in raport cu x pe I, (") tl J si fie

I:[a,b], F(t):d’f(x,t)dx si tol J. Presupunem c& limita (10.2) existd si este
uniforma. Atunci ¢ este continua pe [a,b] si

lim ¢ (x,t)dx = (‘itl(i@rp f(x,t)dx = & (x)x..

®t

Demonstratie. Fie (t,) I J,t ® t,- Din observatia de mai sus sirul de
functii (f,), unde f,(x) = f(x,t,), converge uniform pe [a,b] catre @.

Cum functiile f,, n 3 1, sunt continue si f ¥3®j , din proprietatea de
transfer de continuitate rezulta ca j este continua.

Fie £ > 0; cum limita (10.2) este uniforma, exista d, > 0 astfel incat (" ) tI J,

e
b-a

t1t,,

t- t| <d, si (") xI lavem |f(xt)-j(x)|<
Vom avea
Qfetax- ¢ (xax £ Qf(x.1)- | (x)\deQbﬁdx:e,

(")tT 3 t1t, cu

t- t,| <d,, si demonstratia este incheiata. ]

In continuare presupunem ca | = [a, b], J = [c, d].

Teorema 10.2. Fie f:[a, b] x [c, d] ® R, continua, a,b:[c,d] ® [a,b], continue.
Atunci functia F definita de (4.1) este continua pe [c, d].

Demonstratie. Fie tol [c, d], fixat si tl [c, d] arbitrar.

Evident avem

b

F(t) = Q((:;f(x, t)dx = (‘i(:)")f(x,t)dx + d’::;f(x, t)dx + (‘iit:)f(x,t)dx deunde  (10.3)

Jalto) Jbito) Jb() Jbit)
| F(t)- F(t,)| = Q f(x, t)dx + Q(to)f(x, t)dx+Q(t0)f(x, t)dx - Q(to)f(x, t,)dx | £
£l fx, 0dx |+ & fx,dx |+ & (F(x,1)- f(x,t,))dx (10.4)
Q, X Q) (x,1) Q(to)(( 1) - f(Xtp))dx | -
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Cum f este continua pe [a, b] x [c, d] ( =compacta ) rezulta ca f este
marginitd pe [a, b] x [c, d], deci ($)M >0 astfel incat
F [ EM, (" Jx, 0T [a,b]" [c,d].

Fie €>0. Cum a si b sunt continue pe [c,d] existda d >0 astfel incat

(" )tT [c,d] cu

t- t,| <d, avem |a(t)- a(t)\<— [ b(t) - bt, )\<7
Cum f este continua pe [a,b]” [c,d] din teorema lui Cantor rezulta ca f este
uniform continud pe [a,b]’ [c,d] Si atunci ($)d. >0 astfel incat (" )xi [a,b] si

(" )tT [c,d] cu

(1) F(x, 1) | % alty) - bity) | < g

Din (10.4) vom avea

to) e
F(t)- F(t,)| £EM]| a(t)- a(t,) |+ M| b(t) - b(t
|F(t)- F(t,)| EM]a(t)- a(t,) |+ M| b(t)- b(t,)| + B\a(t) b(t)\
<Mx - +Mx -+ =¢ (" )tT [c,d], cu [t t,| <d,, unde d, = min(d,,d.).
3M  3M 3 T o e ¢

Rezulta ca F este continua in ty si cum tp este fixat dar arbitrar luat rezulta

ca F este continua pe [c,d]. n

Teorema 10.3. Fie f:[a,b]” [c,d]® R, continua, a,b:[c,d]® [a,b], derivabile.
Presupunem ca f admite pe [a, b] x [c, d] derivata partiala in raport cu t,
continud pe [a,b]” [c,d]. Atunci F este derivabila pe [c,d] si pentru (* )t1 [c,d]

avem

()‘ﬂf

F (1) = Qg (6 DX+ FBO.D (D) - f(a().D2'(D).

Demonstratie. Fie tol [c,d],fixat si tl [c,d], t1 to.

Folosind descompunerea din (10.3) vom avea

F(t) - F(t,) _ =9 bto) F(X, 1) - F(X,1, ) 1 Qb(t) F(x, X - 1
t-t, ) -t t-t0 (1) t-

La()
Q.. f(xdx (10.5)
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Fie functia j :[a,b]" [c,d]® R

(1) - f(x.t,)

i 1t
joen=1 g

L —(xt,),t=t

bttt

Din ipotezele teoremei rezulta ca functia j este continua pe [a, b] x [c, d].
Folosind teorema 10.2 rezultd ca functia G:[c,d]® R, G(t)= Qb((:”;j (x,t)dx este

continua pe [c,d], deci

Dlty), bto) IIf

. b(t), L _ _ _
!g@rn Q) (x,t)dx = !g@rn G(t)=G(t,) = Q) (X,t,)dx = Q(to)ﬂ(x’to)dx'

f(x,t) - f(xt,)
t-t,

Cumpentrut? to, j (x,t) = , rezulta ca exista

i) (X, 1) - (X, t,) dx = &

: to) If
lim Q((to))j%t(x’ t,)dx (10.6)

t®t, “A(to) t-t,

Ne ocupam in continuare de urmatoarele doua integrale din (10.5).

Din teorema de medie exista un punct c, intre b(ty) si b(t) astfel incat

" 1t (‘i(:))f(x, t)dx = b(tz_?(t")f(ct,t) si folosind derivabilitatea functiei b n to Si
- b 0 - b

continuitatea lui f rezulta ca exista

lim = (‘5((:)) f(x, t)dx = b'(t, )f(b(t, ),t, ) (10.7)

lim—~ (‘i(:))f(x, tydx =a'(t, )f(a(t,).t,) (10.8)
0 0

Din (10.6), (10.7), (10.8) rezulta derivabilitatea functiei F si egalitatea din

enunt. -

o . 2 In(1+x
Exemplu. Sa se calculeze integrala | = Ql 1(+ 2)
X

dx , folosind integrala cu

a +
parametru I(a) = Q In(1+a;x)
X

Evident avem | = I(1).

Fie f:[0]]  [0] ® R, f(x,a) :In(lljxaztx) siatunci I(a) = Qaf(x,a)dx.
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Evident f satisface ipotezele teoremei 10.3, deci functia | este derivabila pe

.a X In(1+a?®)
Q 2 + 2
(1+ax)@+x) 1+a

[0,1] si I'(a) = Qa%z (x,a)dx +f(a,a) =

Calculand prima integrala, obtinem

I'(a) =

+ 2 .. H
1in1 a ), @ ; arctga , de unde, prin integrare obtinem
2 1l+a l+a

I(a)= (' (a)da = ;arctga In(1+a®)+c.
Cum 1(0) = 0 rezulta c = 0, deci

I(a) :;arctga In(1+a?) siatunci 1=1(2) = ;arctngInZ = gln 2.

in continuare consideram integrale cu parametru pe intervale necompacte.

Fie integrala

F(t)= gf(xt)dx ,unde f:[a b)x[c, d]®R. (10.9)

Presupunem ca integrala (10.9) este convergenta, ( )tT [c,d]. Ne
propunem sa dam conditii de continuitate gi derivabilitate pentru functia F.

Un rol important in formularea acestor conditii 1l are notiunea de
convergenta uniforma a unei integrale cu parametru pe un interval necompact.

Convergenta integralei (10.9), pentru (")t [c,d] revine la urmatoarea

conditie: pentru (* )t [c,d] si (*)e>0,($)c,, 1 (ab) astfel incat (" Jul (c,,,b) avem

F(t)- ¢f(x x| <e. (10.10)

Daca in formularea de mai sus c. este independent de t, adica
(" )e>0,($)c.1 (a,b) astfel incat (* Jul (c.,b) si (*)t1 [c,d] avem (10.10), spunem

cé integrala (10.9) converge pe [a,b) uniform Tn raport cu ti [c,d].

Teorema 10.4. Daca integrala (10.9) converge uniform pentru ti [c,d] atunci

sirul de functii
\bn

F.(t) = qQ f(x.)dx, unde (10.11)

a<b, <b, limb, =b, converge uniform pe [c,d].

n® ¥
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Demonstratie. Fie e > 0. Conform ipotezei ($)c,i (ab) astfel incat
(") ul (c.b) si (*) T [c,d] avem (4.10).

Cum limb, =b, ($)n,T N astfel incat (" )n3n, avem c,<b, <b si atunci

vomavea | F(t)- &' f(xtdx <e (")t [e.d],( )n? n,, adica

[F()-Ft)|<e, (")n2n, (")t [c,d], deci F, ¥#® F pe [c,d]. n

Teorema 10.5. Daca f:[a,b)” [c,d]® R este continua si integrala (10.9)

converge uniform pentru tl [c,d] atunci functia F definita de (10.9) este continua
pe [c,d].
Demonstratie. Fie b, <b,b, ® b. Din teorema 10.4 sirul (F,) definit de

(4.11) este uniform convergent pe [c,d] catre F.

Din teorema 10.2 aplicata functiei f pe [a,b,]” [c,d] si folosind faptul ca f

este continua rezulta ca F, este continua pe [c,d].

Cum F ¥4® F pe [c,d], din teorema 10.1.5 rezultda ca functia F este

continua pe [c,d]. n

Teorema 10.6. Fie f:[a,b)” [c,d|® R. Presupunem ca f este continua pe
[a,b)” [c,d], derivabila partial Tn raport cu t pe [a, b) x [c, d] cu 11?; continua pe
[a,b)” [c,d].

b ~
Presupunem cé integrala ¢) f(x,t)dx este convergentd pentru (" )ti [c,d],

iar integrala (‘f x(x, t)dx este uniform convergenta pentru ti [c,d].
Atunci F definita de (10.9) este derivabila pe [c,d] si
b f A
F@t)=q0 —tdx (") tl [c,d].
= g (60 (") tT [e.dl

in plus F’ este continua pe [c,d].
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Demonstratie. Fie b, <bb, ® b. Avem [ab, ] [c,d]l [ab) [c,d]. Fie

\bn

F(t)= Q f(x,t)dx.

Folosind teorema 10.3 rezultd ca F, este derivabila pe [c,d] si

o I

F.(0=q ﬂ(x,t)dx,(" 1 [c.d].

Cum 11?; este continua pe [a,b,]” [c,d], din teorema 10.2 rezulta ca F', este

continua pe [c,d].

Din convergenta integralei (‘5f(x,t)dx rezulta F, ® F pe [c,d].

Y

. . . .o < . <
Din uniform convergenta integralei Qb'l%t(x, t)dt rezulta convergenta uniforma

a sirului (F',) pe [c,d].
Conform teoremei 9.1.7 functia F este derivabila pe [c,d] si

F(=lmF, (1) =lim q’ x(x,t)dx = Qb]l?;

Continuitatea functiei F’ rezulta din teorema de transfer de continuitate de la

(x, t)dXx .

siruri de functii. ]

Vom da in continuare doua criterii de convergenta uniforma pentru integrale
Cu parametru pe un interval necompact.

Teorema 10.7. Fie f:[a,b)" [c,d]® R. Presupunem ca integrala
F(t) = Qbf(x, t)dx este convergenta, (* )tT [c,d].
O conditie necesara si suficienta pentru ca integrala éf(x, t)dx sa convearga

uniform n raport cu ti [c,d] este ca (" )e>0 sa existe c_1 (a,b) astfel Incat

(" Ju,vT (c..b),u<v siavem

\
hY

f(x x| < e (")t [c,d].

Demonstratie. Se foloseste un rationament asemanator cu cel din

demonstratia criteriului lui Cauchy (vezi teorema 8.1.1) u
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Teorema 10.8. Fie f:[a,b)" [c,d] ® R. Presupunem ca integrala

F(t) = f(x.tidx este convergentd, (* )tT [c,d] si exista o functie j :[ab)® R
astfel incat
) et £§(x), (1 )xT [ab),(")tT [c.d];
i) integrala §j (x)dx este convergenta.
Atunci integrala é:f(x,t)dx converge uniform pe [a,b) in raport cu ti [c,d].
Demonstratie. Fie e€>0. Din convergenta integralei Qf’j (x)dx, folosind
criteriul lui Cauchy, ($)c.T (a,b) astfel incat (" )uvi (c,b),u<v avem

<e.

& i (x)ax
Pe de alta parte, din i), pentru (* )t1 [c,d] vom avea

WV

Qf(xtdx | £ QV\ f(x,t)|dx £ dj (x)dx <e, si demonstratia este incheiata folosind

teorema 10.7. -

Teorema 10.9. (Criteriul lui Dirichlet). Fie f:[a,b)" [c,d]® R continua,
g:[a,b)” [c,d] ® R, monoton descrescatoare in raport cu x pe [a,b), ( )tT [c,d].

Presupunem ca exista M > 0 astfel incat

Qf(x.tdx | £M, (X1 [c,d], (* il [ab) si limg(x,t) =0, uniform in raport cu
x<b

t1 [c,d]. Atunci integrala (‘}bf(x, t)g(x,t)dx este uniform convergenta in raport cu

tT [c,d].

Demonstratie. Analog cu demonstratia teoremei 10.1.2. m

Teorema 10.10. (Criteriul lui Abel). Fie f,g:[a,b)” [c,d]® R, f continua, g
monotona in raport cu X pe [a,b), (")tT [c,d] si exista M > 0 astfel Tncat
Lg(x )| EM, (*)xT [a,b), (" )tT [c,d].

Presupunem ca integrala Qbf(x,t)dx este uniform convergenta in raport cu

tT [c,d].
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Atunci integrala Qbf(x,t)g(x,t)dx este uniform convergenta in raport cu

t1 [c,d].
Exemple. 1. Sa se arate ca integrala (‘; &gazxdx’ a >0 este convergenta
X(1+x°)
si sa se calculeze.
. \¥ arctg ax
Fie F@)=a ————dx,a>0.
@=q X(1+x?)
¥ arctgax
Avem F(a) = flx,a)dx, unde f(x,a) = .
()= flxa) (&)= e

(")x>0,a>0 si §l+a2dx este
X

ax a

Cum f(x,a)| £ = ,
‘( )‘ X(L+x?) 1+x°

¥

Y

convergenta rezulta, conform propozitiei 10.1.2, ca integrala Q f(x,a)dx este

convergenta.
Evident avem s . L . oIt x,a) £ 1 .(")x>0,a>0.
fa (@+x°)1+ax?) fa 1+x
cum g 1 dx este convergenta rezulta ca ‘¥ﬂ—f(x a)dx converge
Q l+ X2 g Q ﬂa ’ g

uniform pe [0, ¥) Tn raport cu a > 0. Folosind teorema 10.6 functia F este

derivabila si
. _ ‘¥Lf N dx _
PEZQ @ O TQ (eyarane) T
_a® ar dx 1 ¥ dx 6_ p

T a’- ng 1+a’x’ a2 31+x? g 2@+l

de unde F(a) = gln(a +D+c.

Pentru a ® 0 avem F(a)® 0, deci ¢ = 0 si atunci F(a) :gln(a +1), (" )a>o0.

H]
L« Sin® x

2. Sa se calculeze integrala F(t):(‘;e dx si sa se deduca apoi

. . ¥sin®x
valoarea integralei Q

dx.
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3
Avem F(t) = (‘sf(X,t)dX, unde f(X, t) =g sin® X

,pentrux>0sgit3 0.

=3
L SIN® X

Se arata imediat ca integralele (‘5 e dx, (‘51}:(& t)dx = - (‘5 e * sin® xdx

sunt uniform convergente pe (0,¥) n raport cu tl [0,¥) si atunci F este derivabild
pe [0,¥) si F'(t) =- (‘Se’tx sin® xdx.

Calculand ultima integrala obtinem

F'(t):lxzi- §><2i de unde F(t) :iarctgi- §ar(:tgt+c.
4 t°+9 4 t°+1 12 3 4
Cum limF(t) =0 deducem C:B deci F(t):iarctg£-§arctgt+9 Si
¥ 3’ 12 3 4 3
H]
atunci (‘3¥S|n de:B.

3

Probleme propuse

1. Sa se calculeze F'(t), unde F(t) = Qb: f(x- t,x+t)dx, iar f:R*> ® R este de

clasa C' pe R

2. Sa se calculeze urmatoarele integrale folosind derivarea sub integrala:

P _y2y2
1 In 1+yCOSde,yT (-11) : b) (\)lln(l yoX°)

a
) COSX a- ycosx x2\/1- X2

dx, |y|<1.

CQ\:

3. Fie functia F :[a,b]® R, continua si j :[a,b]® R,
j (t):idF(x)Sink(t- x)dx, unde k1 R".

Sisearatecd | '(t)+k? (t)=F(t),(" 1 [ab].

4. Fie g: R® R, derivabila, f: R ® R de doua ori derivabila si

2 2
F(x,y):;[f(x- ay)+f(x+ay)]+ZlaQX_:g(t)dt, atl 0. Atunci L a’ TF

y? ix?

=0.
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5. Sa se calculeze urmatoarele integrale folosind derivarea sub integrala:

P P 1
a) ¢¢In(cos®x +y?sin®x)dx,y>0; b) ¢ In(1+ycosx)dx,ly| <1;
) ¢ In( y Jdx,y )chosx(y )dx,y
L arctg(ysinx) ) ¥sintx |,
c ZE T M dx d dx;
) sinx X ) Q X

e) (‘5 COS&X;(COSbX dx,a>0,b>0.
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CAPITOLUL 11

INTEGRALE CURBILINII

11.1. Integrale curbilinii de speta intai

Definitia 11.1.1. Se numegte drum parametrizat (sau curba parametrizata,

arc de curba parametrizat) in spatiul R® orice functie continud g:[a,b]® R?,

o) = (x(1),y(t),z(1)), tI [a,b].

Punctele A(x(a),y(a), z(a)),B(x(b), y(b), z(b)) se numesc extremitatile curbei g.

Pentru curba ¢ vom mai folosi notatia AB.

Vom notacu (g) =Im g:{(x(t),y(t),z(t))i R3:t1 [a, b]}, imaginea curbei ¢.

T

W N

Fig.1
Ecuatiile x =x(t),y = y(t),z = z(t) reprezinta ecuatiile parametrice ale curbei
g si scriem

i X =X(t)

(9:1y =y(.t [ab] (11.1)
tz=2(1)
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Daca B ={i,j,k} este o baza ortonormata n reperul cartezian Oxyz, atunci
curba g poate fi data si astfel
(g):r =r(t),t1 [a,b] (11.2)
unde r(t) =x(t)i+y(t)j+z(t)k este vectorul de pozite al punctului
M(x(t), y(t), (t)).
Reprezentarea (11.2) se numeste ecuatia vectoriala parametrica a
curbei ¢.
Daca z(t) =0,(" )tT [a,b], curba ¢ se numeste curba plana, deci
X =x()
Ty =y()

in ipotezele 1n care poate fi eliminat parametrul t obtinem

(9) i1 [ab].

(9):F(x,y)=0, (x,y)I DI R*, forma implicita.
Daca pe D sunt indeplinite ipotezele teoremei functiilor implicite rezulta:

(©):y=y(x), xIJI R, forma explicita.

i X =X(t)

Fie (g): |ly =y(1),tT [a,b], o curba oarecare in spatiu.
{z= z(t)
|

Definitia 11.1.2. Curba ¢ se numeste neteda (sau regulata) daca
x,v,z1 C'([a,b]) si  xZ(t)+y?(t)+z2(t)* 0,(" )tT [a,b], sau echivalent
r q()tl [ab].

Curba g se numeste neteda pe portiuni daca este o reuniune finita de arce

/N 2\

netede, adicad daca ($)A,A,,...,A .1 (g) astfel incat AA,AA,,. A B sa fie
netede.
Curba ¢ se numeste simpla daca functia t ® r(t) este injectiva pe [ab).
Curba ¢ se numeste inchisa daca A =B, adica r(a) =r(b).
Fie DI D([a,b]), D=(a=t,<t, <..<t =b) si
A (X(t),y(t),zt )T (g),k=0,n,A, = A, A, =B, punctele corespunzétoare de pe

curba.
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Punctele A/A,,...,A, B determina o linie poligonala ale carei varfuri sunt
situate pe (g).

Lungimea acestei linii poligonale este

Lo = 8 J(x0) - X(t )Y + (Y8 - V(b )P +(2(6)- 208 )Y -

Definitia 11.1.3. Curba ¢ se numeste rectificabila (sau spunem ca ¢ are
lungime) daca multimea {L,: DI D([a,b])} este majorata.

In acest caz numarul notat L(g) =supl, se numeste lungimea curbei g.
D

Observatie. In cazul curbelor plane aceasta definitie coincide cu definitia

7.3.5 data pentru lungimea graficului unei functii f :[ab]® R.

Teorema 11.1.1. Fie ¢ o curba neteda data prin ecuatiile parametrice

(11.1). Atunci curba g este rectificabila si

L() = /(X (1) +(y' (1) + 2 ()Yt . (11.3)
Q

Demonstratie. Fie DI D([a,b]), D=(a=t, <t,... <t, =b).

Atunei Ly = & J(x(6)- X(t ) + (8D - Yl ) +2(0) - 206 )Y -

Din teorema lui Lagrange aplicata functiilor x, y, z pe intervalul [t _,t,]

rezultd ca exista x,,h,,t, 1 (t,_,,t,) astfel incat:

X2 () +Y2 () + 22 (L) (G - b o)

Qo

Lp =

=
1

1
Cum x,y,z1 C*([a,b]), functiile x',y',z' sunt continue pe [a,b], deci marginite
sifie M >0 astfelincat x'(t)£M, |y'(t)EM |Z'(t) EM, (" )tT [ab].
Rezulta L, £ é{ MV3(t, - t.,) =MJ3(b- a), deci curba ¢ este rectificabila.
k=1

Sa aratam in continuare (11.3).
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Vom scrie L, astfel:

LD = é \/X'2 (tk) + y'2 (tk) + Z'Z (tk)(tk - tk-l) +
k=1

F 8 X ) +y2 (1) +27 () - X2 )+ Y7 (1) + 22 )t - 1) =

k=1

=55,8)+4 [ 0y )+ 22 () )y )+ 2 (- 1,)

unde j :[a,b]® R,j (t)= \/x'z (t) +y'* (t) + z'* (t) este o functie continua pe [a,b].

Fie I = Qb\/x'2 (t)+y? (t) +z'* (t)dt. Vom avea

[Lo- 1 £[sol t)- 1]+ Lo~ ol ) £]sol ) - 1]+

+ & X7 (x,

k=1

tk - tk—l)

Folosind inegalitatea
‘\/a2+b2+C2—\/ 2

obtinem

a-m|+/b-n|+/c-p|,(")abcmnpl R,

Lp- |

£]s

8 (X 06)- X W)+ Y (h)- Y (1) [+2(0)- Z AN - ).

Fie e > 0. Cum | este continua pe [a,b] este integrabila si atunci

($)d, >0astfel incat (")DI D([a,b]), D=(a=t, <t <..<t,=b) cu |D|<d, si

(" )CkT [tk.latk], k:ﬁ avem ‘S

:tk!
k =1n vom avea

's

(11.4)

Cum x',y',z' sunt continue pe [a,b] rezultd ca sunt uniform continue si

atunci  ($)d.>0 astfel incat (")t,t"'T [ab] cu

-t'/<d, avem

X)X ()] < 6(b \Y() y(t)] < 6(b \ t)- z'(t” )\ a) (11.5)
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Fie d, =min(d,,d,) si DI D([a,b]), D=(a=t, <t, <...<t,=b) cu |D|<d,.

Evident avem |x, - t,|£|D| <d,,

- t/€0D]<d, |t -t £D <d.k=1n s

folosind conditiile (11.5) vom avea

én (‘ X'(Xk)_ X'(tk) ‘ +‘ y'(hk)_ y'(tk) ‘ +‘ Z'(tk)_ Z'(tk) ‘)(tk - tk—l)<
) (11.6)
<éaee L& eg(t_ )—E
. e6(b-a) 6(b-a) 6(b-a)y Y 2
Folosind (11.4) si (11.5) obtinem
L,- 1| <e(")DI D([a,b]) cu |D| <d,, deci
L@ =1=q VX (O +y* (O +2° (. .

Exemplu. Sa se calculeze lungimea arcului de elice
ix=acost
(g):.l y =asint,ti [0,2p], unde a>0
[ z=t

Vom avea

L(g) = sz \/x'z (t)+y'? (t)+ 2" (t)dt = (‘fp Ja?sin? t+a? cos? t+1dt =

= (‘fpx/a2 +1dt =2pva® +1.

Observatie. Fie g o curba neteda data prin ecuatiile parametrice (11.1).

Daca M(x(t),y(t),z(t))T (¢) cu ti [a,b] este un punct arbitrar de pe curba ¢ si
notam cu s(t) = L(,&K/I), conform teoremei 11.1.1,
s(t) = QX (1) +y2 (1) + 27 (t)dt .

Sa observam ca functia s este crescatoare, derivabila cu derivata continua

pe [a,b] si S'(t) = X2 () +y2 () + 22 (1),(" )t [a,b], de unde

ds = \/x? (t) +y? (t) + 2 (t)dt, care se mai numeste si element de arc.
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Vom defini Tn continuare integrala curbilinie de speta Tntai sau in raport cu
arcul.

Fie ¢ o curba rectificabila data prin ecuatiile parametrice (11.1).
Fie functia f :D® R, unde D1 R?® astfel incét (¢)1 D.
Fie DI D(a,b]), D=(a=t,<t,<..<t =b) si A (x(t)y(t),z(t)),k=0,n,

A=A,, B=A,, punctele corespunzatoare de pe curba g.

Fie s, =L(AAk),k =0,n, numita si coordonata curbilinie a punctului A, . S
observam ca s, = L(XB) =L(g) =L,s, =0.

Fie M,(a,,b,,g)1 Ak-lAk’k:ﬁ’ unde a, =x(x.),b, =y(x,), g =z(x,), cu

x 1 [t t]k=1n.

Fie s, =L(AMk),k =1n, coordonata curbilinie a lui M,. Astfel un punct

—~—

oarecare M, 1 A, /A, poate fi precizat fie prin coordonata sa curbilinie s,, fie
prin coordonatele carteziene a,,b,,g,.

Evidentavem s, 1 [s, s, ],k =1n.

Pentru diviziunea D=(a=t, <t <..<t, =b) a intervalului [a,b] obtinem o

diviziune D, =(0=s, <s, <...<s, =L) a intervalului [0,L].

Consideram suma s, (f,M,)=§ f(M)(s, - S,.,), numitd suma integrala
k=1

curbilinie a functiei f corespunzatoare diviziunii D, si punctelor intermediare M,

(prin f(M,) intelegemf(a,,b,,q,)).

Definitia 11.1.4. Functia f este integrabild pe ¢ daca ($)Il R astfel incat
(*)e>0,($)d, >0 astfel incat (" )DI D(ab]), D=(a=t,<t,<..<t =b) cu

Dl <d, si (" M, T A/k-_IAk’ unde A, (x(t,),y(t),z(t)).k =1n avem sy(f,M,)- |

<e.
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Observatie. Ca gi in cazul integralelor definite (capitolul 7) se arata ca
numarul real | din definitie, Tn ipoteza ca exista, este unic si prin definitie | se
numesgte integrala curbilinie de speta intai a functiei f pe curba g si se
noteaza:

|=F(x,y,2)ds (sau ¢¥(x,y,z)ds, cjds)

AB

Sa observam ca g@‘(x,y,z)ds = HIEEHerosD(f,Mk).

Proprietati ale integralei curbilinii de speta intai

Pornind de la proprietatile integralei Riemann, se obtin cu usurinta
urmatoarele proprietati ale integralei curbilinii de speta intai.
1. Daca fsig sunt integrabile pe g si a,bl R atunci af +bg este integrabila
pe g si
gaf +bg)ds = acfds +bcgds
9

9 9
2. Fie (§) =AB si Cl AB. Daca f este integrabila pe AC si pe CB atunci f
este integrabila pe AB si ¢y ds=¢fds+ ¢y ds.
;B ;(\2 /(?B

3. Daca f este integrabila pe gsi f2 0 atunci ¢fds2 0 .
[¢]

Consecinta. Daca f, g sunt integrabile pe gsi f £ g atunci ¢y ds £ ¢pds.

9 9
Vom da in continuare o formula de calcul al integralelor curbilinii de speta

ntai.

Teorema 11.1.2. Fie g o curba neteda data prin ecuatiile parametrice
(11.1) si fie f: D® R, continu&, unde DI R® astfel incat (g) 1 D.

Atunci functia f este integrabila pe gsi
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Fxy,2)ds = QR Y1), yOWXZ (O +y2 (O +22 (1) .

Demonstratie. Fie |= Qbf(x(t),y(t),z(t))\/x'2 (t) +y'? (t) + 2% (t) dt,
Di D([a,b]), D=(a=t, <t, <L <t, =b), x. T [t_.t], k=1n,

A (X(t) (1), 2(8), k=00, M, (x(),y(6),2x))T A LA, k=1n,
Sk = L(//A\\Ak)

Avem s ,(f,M,) = & F(x(x,),y(x,), 20, ))s, - 5,..).

Cum functiile X', y’, ' sunt continue, din teorema de medie ($)h, 1 [tk_l,tk],

k = J] astfel Tncat

S-S =Q \XP @)y (2)+2% (2)dz =

= X% () +y? (h) +22 () (&, - t,.).

Fie j : [a,bl®R, j (t) = f(x(t),y(t),z(t)), care evident este o functie continua.
Vom avea

So(tM) =& § (X2 (1) +y2 (1) +22 () (&~ t.,) =

= 81 (VX7 06 +Y? (%) +27 () (6 - )+ (11.7)
+ 87 ) WX (h) +y2 (h) + 22 () X (%) + Y2 (%) + 2° (xk>](tk “ )

=

=1
Prima suma din ultimul membru al egalitatilor (11.7) reprezintda o suma

Riemann corespunzatoare functiei j x?+y?+z, diviziunii D si punctelor

intermediare X .
Cum functia jx?+y?+z? este continua, va fi integrabila pe [a,b] si

atunci, daca Dl D([a,b]) este un sir de diviziuni cu |D,| ® 0 varezulta ca

pn
lim s, (f,) = im & | (VX2 () +y™2 04) +27 () (&5 - t5.) =1.
k=1

Folosind uniform continuitatea functiei j \/ x>+y*+z? va rezulta cd a

doua suma din ultimul membru al egalitatilor (11.7) are limita O pentru |D,|® 0.
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1) =1, deci
f este integrabila pe gsi

oF (Y. z)ds =1= QF(x(), (). 2O} x2 (1) +y2 (1) + 22 (1) dt .

g

=x(1)
=y(t)’

&F(x.y)ds = QF(x(t), yOWX2 (®) +y2 (B dit

Observatie. In cazul curbelor plane (g) | ,t1 [a,b] vom avea

iar In cazul unei reprezentari explicite (g):y =y(x), x1 [a,b],

Jg(xy)ds = Qbf(x,y(x)) 1+y? (x)dx.

Exemple. 1. Sa se calculeze integrala

|x acost
Omds unde (g): |y zflnt tT [0,p].
1z =

Sa observam ca ipotezele teoremei 11.1.2 sunt indeplinite si atunci

1
| =
Q a’cos’t+a’sin®t+b%t?

Ja?sin?t+a?cos?t+b? dt =

2 p

2
:\/a2+b2(‘3p71 dr=Ya*b arctgE =

a’ +b’t® ab al,

2 2
-Vva *b arctglo—b
ab

2. Sa se calculeze integrala

2 2

| =(xyds, unde (9)::2+E:2=l x30,y30, iarab>0, atbh.
g

Curba (g) este un arc de elipsa care se scrie parametric astfel:

|x:acost

(g). pu S$iatunci
y bsint, t1 (3),—»
& 28
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P
| = (‘fabsintcost\/a2 sin’t+b?cos® tdt =

dt =

P ;
:ab(‘jsinZtJaz 1- cos2t  ,1+cos2t
2 2

P 2 _ 42 2 2
ab . Jb a c052t+a +b

dt =

3 3
2 2

b?-a? a’+b?0? ab?’-a® a’+b?0?,
+ < - + U=

:3(a2-b2) 2 2 5 &2 2 53

D:

" p)= ab(a’+ab +b?)
3(a+b)

Q
(on
Q

" 3(a? - b2

Aplicatii ale integralei curbilinii de speta intai
1. Lungimea unei curbe rectificabile

in definitia integralei curbilinii de speta ntai, luand f(x,y,z)=1 obtinem

SD(f’Mk):

2 (s.- 5.,)=L(g), de unde prin trecere la limita cu ID® 0
k=1

obtinem L(g)= ¢yis.
9

2. Aplicatii mecanice

Consideram un fir material de grosime neglijabila, care este imaginea unei
curbe netede gdin R®. Consideram firul neomogen, la care densitatea

m= n(x,y,z) > 0 este o functie continua de coordonatele punctului de pe curba.
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Din considerente de mecanica se poate arata ca masa M si coordonatele

centrului de greutate G(Xg,Ys,Zc) sunt date de

M= grix,y,z)ds, X, :I\a(‘y(n(x,y,z)ds,
[¢] [¢]

1. 1.
Ve :Md/n(x,y,z)ds, Z :Mozn(x,y,z)ds
g g

Momentele de inertie ale firului g fatd de planele de coordonate, axe i

respectiv pol vor fi date de

= ¢’nlx,y,2)ds, 1o, = *nx,y,z)ds, Io, = &y*mixy,z)ds
g g g

= dyz + zz)n(x,y,z)ds, loy = dxz + zz) n(x,y,z)ds,
dx +y )n(xy, ds lo dx +y’ +z )n(xy, )

11.2. Integrale curbilinii de speta a doua (sau in raport cu

coordonatele)

|x X(t)
Fie (g)=AB: .y y(t), tT [ab], (11.8)
tz=2(t)

o curba simplé, rectificabil, de extremitati A(x(a),y(a),z(a)) si B(x(b),y(b),z(b)).
Fie F:D® V, o functie vectoriald de componente P,Q,R: D ® R, unde
D1 R®astfel incat (g)i D.

Presupunem ca F este marginita pe D, adica P,Q,R sunt marginite pe D.

Fie D1 D([a,b]), D= (a =t, <t, <L <t, :b) si punctele corespunzatoare de
pe curba A (X.Y.z.), k=0n, Ay = A, A, = B, unde x, =x(t,), vy, =v(t,),
z, —z( ) k=0,n.

Fle Mk(ak’bk’gk)T Ak—lAk’ k:ﬁ unde ak :X(Xk)’ bk :y(xk)’ gk :Z(Xk)’
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Consideram suma

solFM)= & [PM) (. - 1)+ QM) ¥y - vier) +RM (2, - 25)]

k=1
numita suma integrala curbilinie a functiei F corespunzatoare diviziunii D si

punctelor intermediare M \.

Definitia 11.2.1. Functia F este integrabila pe curba gdaca ($)IT R astfel
incat (* )e>0, ($)d, >0 astfel incat (" )DT D([a,b]), D=(a=t, <t, <L <t, =b),
— o

cu D <d,si (" )M T A_,A,, unde A, (x(t), y(t.), z(t.)) k=1n avem

| solF M- 1

<e.

Observatie. Se arata ca si in cazul integralei definite (capitolul 7) ca
numarul real | din definitie, in ipoteza ca exista, este unic si prin definitie | se
numeste integrala curbilinie de speta a doua a functiei F pe curba g si se

noteaza:

= P(xYy,z)dx +Q(x,y,z)dy +R(X,y,z)dz (sau P dx +Qdy+Rdz)

Sa observam ca | = [QOSD('E, M, ).

li
o]
Daca r=xi +yj+zk este vectorul de pozitie al punctului curent M (x,y,z)

din spatiu si dr =dx i +dy | +dzk atunci I = &(x,y,z)dr ggau dEdF%.
[¢]

g %)

Observatii. 1. Din punct de vedere fizic | reprezinta lucrul mecanic

efectuat de forta variabild F de-a lungul arcului AB. Astfel F(x,y,z)dr se mai

g
—~

numeste circulatia vectorului F de-a lungul arcului AB.
2. Daca curba geste inchisa, adica A = B atunci gse mai numeste contur i

integrala se mai noteaza

| = ¢F(x,y,z)dr.

g
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3. Un punct M(x(t)y(t).z(t))T (g) parcurge curba g intr-un sens pe care il
numim direct atunci cand t parcurge continuu intervalul [a,b] de la a la b.
Cand t parcurge intervalul [a,b] de la b la a, punctul corespunzator M
parcurge gin sens invers.
O curba gimpreuna cu unul din sensurile de parcurgere se numegte curba
orientata.

Curba g impreuna cu sensul direct de parcurgere se noteaza cu g, siin

mod asemanator se definegte g. .

-~

. - -
Daca ¢=AB scriem g, =AB, g. =BA.
in plan se considera de obicei sensul direct cel trigonometric.
Din definitie se observa ca, daca se schimba sensul de parcurs pe arcul

—
AB atunci diferentele x, - X, ,, Y, - Yi.1» Z, - Z,., 18i schimba semnul deci:

Flxy.z)dr =- ¢F(x,y, z)dr.

AB BA

Alte proprietati ale integralei curbilinii de speta a doua care se obtin cu

usurinta pornind de la proprietatile integralei Riemann sunt date de

Propozitia 11.2.1.
i) Dacd F,G sunt integrabile pe g si a, b T R atunci aF+bG este
integrabila pe gsi
JaF +bG)dr =a ¢Fdr +b oG dr;
9 9 9
i) Daca CI AB si F este integrabila pe arcele AE si pe (rI\B atunci F

este integrabila pe AB si

Fdr = gFdr+ ¢Fadr.
AB AC CB
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Vom da n continuare o formula de calcul pentru integralele curbilinii de
speta a doua.

Teorema 11.2.1. Fie g o curba neteda data prin ecuatile parametrice
(11.8) sifie F:D® V,, IE:(P,Q,R), continud, unde D1 R? astfel incat (91 D.
Atunci functia F este integrabild pe gsi

F(x.y.z)dx +Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz =

= QIP((t) y(t)2() (1) + Qx() y() 2(e)ly (1) + R(x(t) y ) 2(t))z (O] ..
Demonstratie. Notam cu | integrala din membrul drept si fie DT D([a,b]),
D=(a=t, <t,<L <t, =b),c, T [t .t.]. k=1n,
M, (x(c, ) y(c, ) z(c )T A, A, unde A (X.,Y.2,),

X :X(tk)’ Yy :y(tk)’ Z, :Z(tk)’ k :ﬁ-

Vom avea

SD(IE’MK): én [P(Mk)(xk - Xk-1)+Q(Mk)(yk - yk-1)+R(Mk)(Zk - Zk-l)]

k=1
Cum g este netedd, functiile x, y, z sunt de clas& C" pe [a,b] si din teorema
lui Lagrange ($) X, ht 1 (tk_l,tk), k =1,n astfel incat
X = X1 = x(tk)— x(tk_l) =X (xk)(tk - tk_l)
Vi Yier = Y(te) - yltea) =y () (6 - tea)

Ly - 4y = Z(tk)' Z(tk-l) z (tk)(tk : tk-l)'

Obtinem astfel

solFM)= & [Pl(e.hvlechaled)x () +

+ Q(X(Ck )’ Y(Ck)- Z(Ck)) y (hk)+ R(X(Ck)’ Y(Ck)’ Z(Ck))z' (t k) ] (tk - tk—l)

Scriem sD(IE,Mk) astfel



+Q(X(Ck)’ y(Ck)’Z(Ck))(y' (hk)' y (Ck))+
+R(x(c ) yle) 2 ) @ (t)- 2 )t - tea)

si demonstratia se continua in mod asemanator cu demonstratia teoremei 11.1.2.

Exemple. 1. Sa se calculeze circulatia vectorului
v=(2x- yi+zj+(x+3z)k de-alungul arcului de elice
iXx=acost
(9):iy=asint , tT [0,p], unde al R'.
lz=at

Vom avea: ¢ydr=¢f2x- y)dx +zdy +(x +3z)dz =

g g

Qp [(2acost— asint)(— asint)+atacost+(acost+3at)a]dt =

2
aqu(— 25intcost+sin2t+tcost+cost+3t)dt:%(sz+p_ 4)

2. Sa se calculeze integrala

I=/1- x*dx +xdy, unde (g: x*+y*=1,y 2 0, este parcursa in sens direct.
¢]

_ L i X = cost
Scriem curba gsub forma parametrica (g): i _ -
iy =sint, tl [O,p]

Vom avea
| = d)\/l- cos’ t(- sint)+cost(cost)]dt =

= d)( sin’ t +cos’ t)dt: chostht:O
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Integrale curbilinii independente de drum

Fie integrala (x,y)dx +Q(x,y)dy, (11.9)
AB

unde g:@ este curba simpla, neteda, P,Q: D ® R, continue, D1 R?, deschisa
astfel incat (g 1 D.
Ne propunem sa gasim conditile in care integrala (11.9) nu depinde de

drum, adica sa nu depinda de g, ci numai de extremitatile A si B ale curbei.

Teorema 11.2.2. Conditia necesara si suficienta ca integrala (11.9) sa nu
depinda de drum in D este ca sa existe o functie F: D ® R, diferentiabila pe D
astfel incat dF(x,y) =P(x,y)dx + Q(x,y)dy, (* )(x,y)I D.

In acest caz expresia diferentiala P(x,y)dx +Q(x,y)dy se numeste

diferentiala totala exacta iar F primitiva a expresiei diferentiale.

Demonstratie.

Suficienta. Presupunem ca exista F: D ® R, diferentiabila pe D astfel
incat dF(x,y) =P(x,y)dx + Q(x,y)dy, (* )(x,y)i D.
i x=Xx(1)
1y =y(), ti [ab]
unde x; = x(a), y1 = y(Q), xo = x(b), y>= y(b).

Fie (g): de extremitati A(X1,Y2), B(X2,Y2),

Vom avea

P x.y)dx +Q(x,y)dy = IP(x(t) y(t)x'(t) + Qx(t) y(t)y' (t)]ct =

g

= § 5 POy =Fx,.y.) - Flxy.)

Necesitatea. Presupunem ca integrala (11.9) este independenta de drum.
Fie A(Xo,Yo) I D, fixat si M(x,y) T D arbitrar.
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M(z+h,7)
M (2,77

Fig.2

Definim functia F: D ® R astfel F(x,y)= P y)dx +Q(xy)dy, ( )(x,y)I D.

AM
Fie hi R cu |h suficient de mic astfel incat M'(x+h,y)l D (acest lucru este

posibil deoarece D este deschisa).
Folosind teorema de medie de la integrala Riemann, exista gl (0,1) astfel
ncat
Flx+hy)- Flxy)= ¢Plxy)dx+Qlx y)dy- ¢P(xy)dx+Q(xy)dy =
AM' AM

= Ply)ax+Qxy)dy = " Pt.y)dt =hP(x+qh,y).

—

MM'
Astfel, pentru ht 0 vom avea

F{x+ h,yh)' F0Y) < p(x+ ahy) ® Plxy). pentru he0, deci ($)2';(X,y) =P(xy)

Analog ($)11?;(x,y):Q(x,y) si atunci F este diferentiabila in (x,y) si

dF(x,y) = P(X,y)dx+Q(x,y)dy. u

Observatie. O integrald independentd de drum ¢P(x,y)dx +Q(x,y)dy se

g

mai noteazd si astfel ‘(XZ'YZ)P(x,y)dx+Q(x,y)dy, unde A(x1,y1), B(X2Y2) sunt

quY1)

extremitatile curbei.
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Consecinte:

1. Daca integrala ¢P(x,y)dx +Q(x,y)dy este independents de drum atunci

9
($) F: D ®R, diferentiabila pe D astfel incat dF(x,y):P(x,y)dx+Q(x,y)dy,
R .. IF TF N
" Jx,y)I D,adica —=P, — =Q,InD.
() Per oo

2 2
in plus, daca P, Q T CY(D) atunci FI C*(D) si cum P_TF IQ_TF

Ty Ty Tx  fyfx’
folosind teorema lui Schwarz rezulta

P _1Q (11.10)
fy 1T

Daca D este un interval bidimensional (adicad D=I"J, unde 1,JI R sunt
intervale) sau mai general, D domeniu simplu conex atunci (11.10) reprezinta o
conditie necesara si suficienta ca integrala (11.9) si sa fie independenta de drum.

2. Daca integrala (11.9) este independenta de drum si g este o curba

simpla, neteda, inchisa atunci @D(X,y)dx + Q(x,y)dy =0.

g

Intr-adevar, fie A,Bl (9 sim, n cain figura:

¥

Fig.3
Vom avea:

Pry)dx+Qxy)dy = Plxy)dx +Qlxy)dy + Flx.y)dx +Q(x.y)dy =

AmB BnA

/QD(X, y)dx +Q(x,y)dy - /(:P(x,y)dx +Q(x,y)dy =0

AmB AnB
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Observatie. Se arata ca, daca integrala (11.9) este nula pe orice curba

Tnchisa situata in D atunci ea este independenta de drum.

Calculul integralelor curbilinii independente de drum

Presupunem ca integrala I:dD(x,y)dx+Q(x,y)dy este independenta de
[¢]

drum, unde (g) = AB, A(X1,Y1), B(X2,y2), P,Q: D® R, continue, D1 R? (g1 D.

Presupunem ca [AC],[CB]i D, unde C are coordonatele C(x»,y1).

¥

¥

k4

Fig. 4
ix=t R O IX=EX, . _ _
Vom avea AC | , t [xl,xz], CB:j , tl [yl,yz] si atunci
Y==Y. iy =t
CPx.y)dx +Q(x y)dy + ¢P(x y)dx +Q(x.y)dy =
AC CB
= QXZP(t, y,)dt + QyzQ(xz,t)dt, deci

(Xx2.y2)

Q. Pl y)dx +Qlxy)dy = § P(ty,)dt + §” Qlx, t)dt.

Rezulta ca o primitiva a expresiei diferentiale P(x,y)dx + Q(x,y)dy este

F(x,y)= (‘)XO P(t,y, )dt + dOQ(x,t)dt, unde M, (x,,y,)] D este un punct fixat.
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Observatie. Rezultatele obtinute pana acum in cazul bidimensional se

extind Tn cazul tridimensional astfel:
Dacd P,Q,R1T C'D), unde D1 R?®este un domeniu simplu conex, (g 1 D,

curba neteda, simpla atunci o conditie necesara si suficienta ca integrala

P (xy,z)dx + Q(x,y,z)dy +R(x,y,z)dz s& fie independentd de drum este

g

Ca

E:E E:B B:E n D.

v ™92 Ty ™x 9z’

Exemplu. Fie g o curba plana simpla, neteda. Sa se arate ca integrala

(‘12xy+y2)dx+(x2 +2xy)dy este independenta de drum gi sa se determine o
9

primitiva a expresiei de sub integrala.

Avem P(x,y)= 2xy+y?, Q(x,y)= x*+2xy, P,Q1 C}(R? ,

11?;:1111(3:2x+2y, deci integrala data este independenta de drum si atunci

existd F: R°® R, diferentiabila cu dF(x,y)= (2xy + yz)dx + (x2 + 2xy)dy.

Functia F se determina prin
Fouy)=g Ply)ax+Q(xy)dy = ¢ Plty,)dt+q Qlx,t)dt,
unde (xo,yO)T R? este un punct fixat. Luand (Xo,Yo0)=(0,0) obtinem:

Fx,y) = QXP(t,O)dt + dQ(x, t)dt = QXO dt + Qy(x2 + 2xt)dt = X%y + xy?

Probleme propuse

1. Sa se calculeze:

a) oxds,unde (g):y=Inx, x1 [12];
[¢]

b) Ox2yds, unde (g):|x+y| =1;
[¢]
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C) OXyds, unde (g):?X :M A ;
g fy=+1-t2, t1 [ 11]

d) oxyzds, unde (g)=[AB],A(21- 1)B(3,0.2);

e) O/2y’+z®ds,unde (g):x2+y?+z*=a? x=y.
¢]

2. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate G al firului material

omogen

(g): }x :a(t- sint)

ix=a(l- cost)’ ti [02p], a>o0.

3. Sa se calculeze

ydx - xdy

Tyt unde (g): x? +y? =a? si este parcursé in sens direct ;

a)

ix=acosbcost
b) ¢ydx +zdy +xdz, unde (g): :’y =acosbsint, ti [O,2p];
? 1z =asinb
c) dx- y)dx - ydy, unde g este frontiera multimii din R®* maérginita de
[¢]

curbele de ecuatii y = x?, y? =x si parcursa in sens invers acelor de ceasornic ;

d) gxdy+ydz+zdx, unde g este curba obtinuta prin intersectia suprafetei
9

sferice de ecuatie x* +y”? +z® =a* cu planele de coordonate, situata in primul

octant si parcursa in sens direct.

ey

_ 2x(1- ey) _
T 1+x?

4. Fie P,Q: R%®R, P(x,y)—(l+xz)2, Qlx,y)

Si se arate cid ($)F:R?’® R, diferentiabila pe R? astfel incat

dF(x,y) =P(x,y)dx + Q(x,y)dy, (* )(x,y)1 R? sisé& se determine F.
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_ 2
5. Sa se calculeze (‘fl)z) ny(dx 2()1 xz)dy
1- x°) +y

si sa se determine o primitiva a
expresiei de sub integrala.

6.Fief: D® R, fl C¥D), unde DI R?sifie v=grad f= 1 i+ N j.

ix Ty
Sa se arate ca, daca g este o curba simpla neteda astfel incat (g I D

atunci ¢ydr=0.

g

7. Fie go curba simpla, inchisa, neteda sau neteda pe portiuni ce limiteaza

un domeniu D. Atunci D are arie gi AriaD :;@(dy - ydx.
9
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CAPITOLUL 12

INTEGRALE MULTIPLE

12.1. Integrale duble

Fie f:D® R o functie marginita, unde D1 R?este un domeniu compact cu
frontiera g= FrD, o curba pe care o consideram simpla, inchisa, neteda sau
neteda pe portiuni.

Daca presupunem f 3 0 atunci graficul sau

G ={(x,y,2)l R®: (x,y)] D, z = f(xy)} este o suprafatd S situatd deasupra
planului xOy si proiectia ortogonala a ei pe planul x0y este domeniul D. Ne
propunem sa determinam volumul cilindrului care se sprijina pe D, are

generatoarele paralele cu axa 0z si este limitat superior de suprafata S.

Definitia 12.1.1. Fie A 1 R% Definim d(A) = sup d(P1,P2), numit si

PPl A

diametrul multimii A, unde d(P1,P,) reprezinta distanta dintre punctele P1 si Pa.

Definita 12.1.2. Spunem c& D=(D,,D,,...,D,) este o diviziune a domeniului
D daca D4,D,,..., D, sunt domenii compacte fara puncte interioare comune astfel
incat D = kL_Jle si ¢, = FrDy, k = 1n, este o curba simpld, Tnchisa, neteda sau

neteda pe portiuni.
Vom nota cu D(D) multimea tuturor diviziunilor lui D si pentru AT D(D),

A= (Dy,D,,...,.D,), vomnotacu |D|= max d(D,), norma diviziunii A.
=1n
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f(P )ariaDy, numita suma

Qos

Fie P(x.h )i Dok=1n si s,(fP,)=

=
1

1
integrala dubla a functiei f, corespunzatoare diviziunii D si punctelor Py.

Sa observam ca Dy are arie, cum g, =FrD, este o curba simpla, inchisa,
neteda sau neteda pe portiuni.

Fie my = igff, M, =supf, k :ﬁ Si

Kk Dy
s,(f)=Qq m.ariaD,, S (f)=8§ M, ariaD,, sumele Darboux inferioara, si
k=1 k=1

respectiv superioara a functiei f corespunzatoare diviziunii A.

Sa observam ca s, (f) £ s, (f,P,)£ S,(f), (* )T D (D), D=(Ds, Dy, ...,Dy) si
(") P« (E;k’r]k)i D,k :171-
Daca f 3 0 suma s (f, Py) reprezinta volumul corpului obtinut prin

reuniunea a n cilindri avand ca baze pe D,,D,,...,D,, generatoarele paralele cu
axa Oz si inaltimile egale, respectiv, cu f(P,), f(P,), ....f(Py).
Volumul astfel obtinut aproximeaza volumul cilindrului din introducere.

Sumele Darboux s, (f), SD(f) aproximeaza prin lipsa gi respectiv prin

adaus volumul cilindrului.
Definitia 12.1.3. Functia f este integrabila pe D daca ($)IT R cu
proprietatea " e>0, ($) d, >0 astfel incat (")AI D(D), D:(Dl,DZ,...,Dn), cu

Dl <d,si(") Pk(xk' h )i D, k=1n avem |s,(f,R)-1|<e.

Ca si In cazul integralei definite se arata ca numarul real | din definitie, in

ipoteza ca exista, este unic si prin definitie | se numeste integrala dubla a functiei

f pe D si se noteazd | = g (x,y)dxdy ga%au a dx dy .
D D a

S& observam ca gy (x y)dxdy= lim s, (f.P,).
D

Do

Observatie. Din definitie rezulta ca functia f este integrabila pe D daca si

numai dacé (" )Aq D(D),D, = (D,D3,...,D" ) cu |D,|® Osi
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(*) Pl he)i DY, k=1p, sirurile (s o, (f,Pk”)) sunt convergente catre o aceeasi
limita.

Observatie. Daca f este integrabild pe D si f 0 atunci ¢¢f(x, y)dx dy

reprezinta volumul cilindrului care se sprijina pe D, are generatoarele paralele cu
axa Oz si este limitat superior de suprafata de ecuatie z = f(x,y).

Criterii de integrabilitate

Teorema 12.1.1. (Criteriul lui Darboux). Fie f:D1 R*>® R, marginita.
Atunci functia f este integrabila pe D daca si numai daca ( ) e>0, ($) d, >0
astfel incat (") Al D(D) cu | D| <d, avem S,(f) — sa(f) <.

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca f este integrabila pe D si fie
I = @f(x,y)dxdy sie>0.

D

Conform definitiei ($) d, >0 astfel incat (" )AI D(D), A = (D1,D,,...,D;) cu

|D|<d, si ()P (x,.h )T D.k=1navem |s,(f,P)- I

e .
< 3 sau echivalent

I-§<SD(f,Pk)<I+§ (12.1)

Trecand in inegalitatile (12.1) la infimum si apoi la supremum dupé Pyl Dy,
k1 1,n sifolosind urmatoarele relatii dintre sumele Riemann si Darboux:

sa(f) = inf {s,(f,P,):P.1 D k=1n}, Sa(f) = sup{s,(f.p):P.1 D k=1n|, obtinem

e e . ) e e
- —£s (f)EI+ - sirespectivI- —£S_ (f)EI+—, de unde
3 o(f) 3 Siresp 3 o(F) 3

Sa(f) - sa(h £ ": <e,(")A DD)cu|D|<d,.

Suficienta. Fie |= sup{s,(f):DI D(D)}, I ={infS,(f): DI D(D)}. Evident

avem so(MEETESY), (")AT D).

(12.2)
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Fie € > 0. Conform ipotezei ($)d, >0 astfel incat (" )AI D(D) cu |D| <d,

avem S,(f) — sa(f) < € si folosind (12.2) rezultd 0 £ | - 1 £ Sa(f) —sa(f) < €, adica
0f£1-1<e.

Cum € > 0 este arbitrar rezulta | = 1. Fie 1=1=1. Avem s,(f) £ | £ Sx(f) si
saf) £ s,(f,P,) £ Sa(f), (")AT D(D), A = (D1,Ds,...,.D,) si P,(x.,h, )1 D.k=1n,

de unde sa(f) — Sa() £ s,(f,P,)- I £ Sa(d — sa(f), sau s, (f,P,)- 1| £ Sa(f) — sa(d.

Daca | D| <d,, rezultd Sy(f) — sa(f) < € si atunci | s, (f,R,)- |

<g,
(" )P, (x.,h, )T D, .k =1n, adic4 functia f este integrabila pe D si ¢gf(x,y)dxdy = I.
D

|

Observatie. |se numeste integrala Darboux inferioara iar | integrala
Darboux superioara. Din teorema 12.1.1 rezulta ca o functie marginita

f:D] R*® R este integrabild pe D daca si numai daca integralele Darboux

corespunzétoare, |si |, sunt egale. Valoarea comuna a celor doud integrale

1 =1 =1 se numeste integrala lui f pe D.

Teorema 12.1.2. Orice functie f : D ® R, continud pe compactul D 1 R?
este integrabila pe D.
Demonstratie. Fie ¢ > 0. Cum f este continua pe compactul D, din

teorema lui Cantor este uniform continua si atunci ($)d, > 0 astfel incat

()Y, 0By T Deu [(x,y)- ¢y )| =y (x-xF +y-yf <d, , avem

e

fy)-fley)l <

Fie Al D(D), A=(Dy,D,,....Dy) cu [D|<d.,.
Cum f este continua si D, compacts, k =1n, ($)(x.,h, )T D,, (x.,h;)T D,,
k =1n astfel incat

m, =inff =f(x'k,h'k), M, = supf =f(x'k',hL), k=1n.
3 Dy
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Deoarece | (x.h)- (. ;) |£d(D,)£|D|<d,, (")k=1n va rezulta c&

(Mk - mk)ariaDk =

Qos

\f(x'k,h'k)— f(x;,h;)\ <$ , siatunci Su(f) — sa(f) =

=
1

1

:él(f(x;;,h;)- f(x;(,h;())ariaDk < élariZDariaD" = e, deci

Sa(f) —sa(f) < € siconform teoremei 12.1.1 functia f este integrabila pe D. u

Proprietati ale integralei duble

Folosind definitia integrabilitatii in cazul integralelor duble si rationand
analog ca la integrala definita se pot demonstra urmatoarele proprietati:

1. Daca f,g sunt integrabile pe D si a,p] R atunci af + Bg este integrabila
pe D si (‘daf + bg)(x, y)dx dy = a(‘!‘j‘(x,y)dx dy + b@‘p(x,y)dx dy
D D D

(proprietatea de liniaritate).

2. Daca D = D, C D, unde D;, D, sunt domenii compacte fara puncte

interioare comune si f este integrabila pe D, si pe D, atunci f este integrabila

pe D si (‘!‘j‘(x, y)dx dy = (‘!‘j‘(x,y)dx dy + (‘!‘j‘(x,y)dx dy
D,

D D,
(proprietatea de aditivitate).

3. Daca f este integrabila pe D si f 2 0 atunci

@‘j(x,y)dxdy 3 0.

D

4. Daca f gi g sunt integrabile pe D si f £ g atunci
@‘j(x,y)dx dy £ @‘p(x, y)dx dy (proprietatea de monotonie).
D

D

5. Dacé f este integrabila pe D atunci [f| este integrabila pe D si

O (. y)dx dy | £ )| f(x, y)| dx dy.
D

D
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6. Daca f este integrabila pe D, m = irtl)f f, M=supf atunci
D
m ariaD £ @‘j(x, y)dx dy £M ariaD.
D

7. Daca D este un domeniu compact din R*cu (g = FrD, curba simpl3,

neteda, sau neteda pe portiuni atunci

aria D = ggyix dy .
D

8. Daca f este continua pe D atunci exista un punct (x,h)T Dastfel incat

&y (x,y)dxdy =f(x,h) aria D (formula de medie).

D
Calculul integralei duble

Consideram mai ntai cazul in care D este un interval bidimensional, adica
D = 1xJ, unde | =[a,b], J=[c,d].

Teorema 12.1.3. Fie f:[a,b]’ [c,d]® R marginita si integrabila pe
[a,b]" [c.d] astfel incat
i) (" )xT [a,b] exist4 integrala F(x) = (‘ff(x,y)dy;

i) F este integrabila pe [a,b].

Atunci (‘!‘j(x,y)dx dx = 6F(x)dx = c‘i((‘;f(x y)dy)dx.

D

Demonstratie. Fie D(I D ([a,b]), Dx=(a=x, <x, <...<x,=b ) si
AT D ([ed]), A" =(c=yo<y1<.<ym=d).
Cu ajutorul diviziunilor A’ si A” definim o diviziune A a intervalului

bidimensional D = [a,b] x [c,d] Tn intervale bidimensionale de forma:

Dy = [XieX] X [y, i=1n,j=1m.
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¥
Dij
d D 4 c
y
Hia
¢ & B
o a Tia X h x
Fig.1

Fie m, =inff, M, =supf, i=1n,j=1m.
D;

D;

MariaD, .

Qos

Vom avea s, (f) = 28m ariaD,, S,(f) = én

i=1 i=1

H
T
N

Daca (x,y)I Dy atunci m;£ f(x,y) £ M;, de unde

my(y,- v,)E qy f(x,y)dy £M,(y, - v,..) (12.3)

Sumand Tn (12.3) dupa j=1m obtinem

émlmij(yj - yj-l)£ (\;f(X,y)dy £ éml Mij(yj - yj—l)'
j= j=

Cum functia F este integrabila pe [a,b], este integrabila pe orice compact

[Xi1,X], i =1n, si deci vom avea

érj IJ(yJ Y 1)(X - X, )E Q (Q (X y)dy)dXEa M, (yj ) yj-l)(xi } Xi—l)'

=1 j=1
Sumand dupé i =1,n obtinem
én ém m,ariaD, £ Q(‘ f(x,y)dy)dx £ én ém M,ariaD, ,adica

i=1

NIl
N

1

W
LN
I

s,(f) £ 6(Qdf(x,y)dy)dx £5_(f).
Cum f este integrabila pe D rezulta ca

| = Q(qf(x y)dy)dx deci (‘Q‘j(x y)dx dy = Q(‘ f(x,y)dy)dx si

demonstratia este incheiata.
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Vom da in continuare o formula de calcul al integralelor duble pentru
domenii simple in raport cu una din axe.
Un domeniu D1 R? se numeste simplu in raport cu axa Oy dacd este
definit de inegalitatile
i aExXED
D:j. .
1] 1(X)£y£l 2(X)’
unde j .,j , :[a,b]® R sunt functii continue.

Cu alte cuvinte un domeniu D1 R? este simplu in raport cu axa Oy daca
orice paralelda la axa Oy dusa printr-un punct interior din domeniul D
intersecteaza frontiera domeniului in doua puncte.

Analog, un domeniu compact DI R? este simplu in raport cu axa Ox
daca este definit de inegalitatile

icEy£d
D:i
i V.Y EXEY,(Y),

unde y,,y,: [c,d] ® R sunt functii continue.

Teorema 12.1.4. Fie D1 R* un domeniu compact simplu in raport cu axa
Oy, adica
atxEb
i) EYE],(x),

unde j .,j , :[a,b]® R sunt continue.

D:j (12.4)
|

Fie f :D ® R, marginita si integrabila pe D astfel incat
i) (" )xT [a,b] exista integrala F(x) :(‘?jz((:))f(x,y)dy;
i) F este integrabila pe [a,b].

Atunci ¢y (x y)dxdy = (‘iF(x)dx = (‘ig%i Z(ix))f(x,y)dygdx.

D

Demonstratie. Fie ¢ = infj , d =5[tu , Si D, =[ab] " [c,d]. Evident avem
a, ab

D1 D,(fig. 2).
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f(x,y), daca (x,y)I D

. P f _\I,
Fie functia f:D, ® R, f(X’y)_: 0, daca (x,y)7 D, \D.

¥
d Q ___F
F
I
C > 5
0 a X b X
Fig.2

Functia f este integrabila pe D, deoarece f este integrabila pe D si
f=0pe D, \D.

Folosind proprietatea de aditivitate a integralei duble va rezulta ca

ay (%, y)dxdy = gy (x y)dxdy = g¥(x y)dxdy (12.5)

Din teorema 12.1.3 rezulta ca

@ (xy)dxdy = 3l3(x y)dy ix (12.6)

Do

Sa observam ca, pentru xI [a,b], fixat avem

s k) 2k J ol _
Qflcy)dy =@ fluy)dy+ g Hxy)dy+ fxy)dy =@, flxy)dy =

J Z(X)

= Ql(x)f(x, y)dy (deoarece f(x,y) =0 pentru (x,y)i D, \D)_ (12.7)

Conform ipotezei ultima integrala din (12.6) exista pentru (" ) xI [a,b].
Cum F este integrabila pe [a,b], din (12.5), (12.6) si (12.7) rezulta ca

@ (x.y)dx dy = (‘i@ig)f(x, y)dy%dx si demonstratia este incheiata. m

v}

Observatii. 1) Tn particular, daca f este continud pe domeniul compact D

definit de (12.4) rezulta ca f este integrabila pe D si

Gy (x.y)dxdy = (‘5 ((‘?jj(ix))f(x,y)dy)dx.

D
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2) Analog, daca D este simplu in raport cu axa Ox, adica
icEy£d
D:i
T Y.(Y)EXEY,(Y),

unde y .y, :[c,d]® R sunt continue si f : D® R este continua, atunci f este

integrabila pe D si Qj(x y)dx dy = Q((‘)y f(x y)dx)dy

3) De obicei se scrie

d’(" (xy)dy)dx de@“ f(x,y)dy si
Wa(y)

3 (Qy:(yy)f(x y)dy)dx QdyQ ") f(x,y)dy.

Exemple. 1. Sa se calculeze integrala

| = @)/x(1- xy)dxdy, unde D =[0,1] x [0,2].
D
Functia f(x,y)=+/x(1- xy) este continud pe D, deci integrabila si conform

teoremei 12.1.3 vom avea:
2 4 1 30

i dx = Q§2x2 - 2X2 de =
7}

g2 5 I y? 0
| = an\&(l— xy)dy%dx = Qg&y— X&ZEO

_4_8
5 15

2. Sa se calculeze integrala
| = &)x - 3y)dxdy , unde D este domeniul plan limitat de curbele de ecuatii
D

y = X% y?=x.
Domeniul D este simplu in raport cu ambele axe.

Punctele de intersectie dintre cele doua parabole sunt O(0, 0) si A(1, 1)

I OExE1l
Scriem domeniul D astfel D ;
IXEYEx

si conform teoremei 12.1.4 vom avea:



4

Jx - 3;‘- x? +3% 2aix

2 g

Daca il privim pe D ca domeniu simplu in raport cu axa 0x, adica
jOEYEL _
0, , atunci
fY EXEy

R 2 . 4 R
Izc‘jg%f(x—?;y)dxgdy:(‘jg;—3yxggdy:(‘j?2—3y\f-y2+3y3§dx
& 5 ol
S S N L 5 A A R
§22 5725 43 10
2 @0

3. S& se transforme integrala dubla | = gy(x,y)dxdy in integrale iterate,
D

N 2 .
unde D =j(x,y)l R2:x®+y? £9, X +Y s 1 x3 09,

1 9 E
Domeniul D este marginit de cercul cu centrul Tn origine, de raza 3 si elipsa
cu centrul Tn origine de semiaxe 1 si 3, situata in semiplanul x 3 0 (fig. 3).

Fig.3
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Sa observam ca domeniul D nu este simplu in raport cu axa Oy. Pentru a
aplica formula de calcul al integralelor duble pe domenii simple in raport cu axa

Oy vom descompune domeniul D in domeniile D, si D, prin dreapta y=0.

Vom avea | = g¥(x,y)dxdy +gf(x,y)dxdy =1, +1,.

D, D,

Pentru calculul lui 1, tinem seamacaa=0,b =3,
j l(x):?n/l— x?, pentru x1 [0,1]

si j,(x)=0 pentru xT [13], iar j ,(x)=9- x?,pentru xT [0,3]. Vom avea deci

©
x
N}

13e9- o) SRV X o)
=0 X, y)dy+dx + f(x,y)dy+dx.
1= QA feyldyZdar g &g i
Similar
Jdae-a K o) 30 &
I, = f dy +d f(x,y)dx=dy.
: =080 (%) Vet Q80 (x.y)dx2dy
in concluzie

-x2? Jo-x2
| = Qldxc‘ljﬁf(x, y)dy+ (‘fdxq ’ f(x, y)dy+

1 -341-x?

+QAxQ = f(x,y)dy+(‘fdxdjmf(x,y)dy.

Sa observam ca D poate fi privit ca domeniu simplu in raport cu axa Ox,
deci poate fi scris astfel
1-3E£y£3

D: , Sl atunci
i; 9-y? Ex£49-y2' "

KPR
| = QsdyQJg_%f(x,y)dx.

3
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Teorema 12.1.5. (formula lui Green). Fie DI R® un domeniu compact

marginit de curba ¢ =FrD, presupusa simpla, inchisa, neteda sau neteda pe

portiuni.
FieP,Q:D® R, P,Q1 C*(D).Atunci
QP
X,y dx+Qxy dy = ilxdy,
OP(y) TEax gy

unde sensul de parcurs pe curba ¢ este cel direct.

Demonstratie. Vom da o demonstratie pentru cazul in care domeniul D este
simplu in raport cu ambele axe.
Pentru cazul general se pot consulta lucrarile [8] sau [14].

i ExXED . . .
Fie D: . asx unde j ,,j ,:[ab]® R sunt continue, deci D este

Ijl(X)EyEJz( )

simplu in raport cu axa Oy.

¥
y=1 (%)
C
A B
L V=0
| I
O a b %
Fig.4

Fie A(a, j 1(a)), B(b, j 1(b)), C(b, j 2(b)), D(a, j 2(a)).
Vom avea (g) = ABE [BC]E CDE [DA] unde:
AB:y =] ,(x)x] [ab]

i x=b
[BC]:
Ty =tth [j,(b).j ,(b)],

&):y:j ,(x), x1 [a,b],

ix=a
[DA]: |
y=ttl [j ,(a).j ,(a)].
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Tindnd seama de modul de calcul al integralei curbilinii de speta a doua si

de sensul de parcurs pe fiecare arc de curba obtinem:

P (x, y)dx = ﬁD(X, y)dx+ P(x y)dx + L‘jD(x, y)ax+ P(x y)dx =

[BC] [DA]
= QP(x.J 1()dx - YP(x.] ,(x))dx = (12.8)
= QIP(x.j () - P(x,j ()i
(am tinut cont ca integralele pe segmentele [BC] si [DA] sunt egale cu O
deoarece x este constant pe aceste Segmente).

Tindnd cont de formula de calcul al unei integrale duble pe un domeniu

simplu obtinem:

W IP > e0fP \P J2(X)
—ded =- 0 dx —dy =-QP(x,y). dx =
o Ty Y=7Q™0, Ty Y= Q y)J 1(X) (12.9)
=- QIP(x.] ,00)- P(xj ,(00)kix
Din (12.8) si (12.9) rezulta ca
oP(x,y)dx = - i 1P dxdy . (12.10)
g D ﬂy
Analog obtinem oR(x,y)dy = @‘HWQ dxdy . (12.11)
g o 1IX
Din (12.10) si (12.11), prin adunare, se obtine formula lui Green. u
Aplicatie. Luand P(x,y) = - 32/ Q(x,y) :)2( obtinem:

(0} ;dx +)2(dy = (‘;‘j; +;)dxdy = @xdy =ariaD, deci aria unui domeniu
D

g D

compact D limitat de o curba g simpla, inchisa, neteda sau neteda pe portiuni

este aria D = ; oxdy - ydx, unde sensul pe curba este cel direct.
[¢]
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Schimbarea de variabile in integrala dubla

Consideram integrala dubla 1= g¥(x,y)dxdy, unde f : D ® R este o functie
D

continud, D 1 R? un domeniu compact marginit de o curbd g presupuséa simpla,
inchisa, neteda sau neteda pe portiuni.

Consideram transformarea regulata
Ax=jwv)

| ,(uv)T D'l R?, adica (12.12)
Ty =y(uv)

(T)

j.y1 cHD),

D ) Lq [ .
DY) (u,v) O,( )(u,v)l D'.

Prin aceasta transformare domeniul D’ marginit de o curba g trece in
domeniul D marginit de curba g

Se arata ca o transformare regulata este biunivoca, adica fiecarui punct
(x,y)I D 1i corespunde un unic punct (u,v)l D’ si reciproc; mai mult, prin aceasta
transformare D’ este un domeniu compact, iar frontiera sa g = FrD’ este o curba

simpla, inchisa, neteda sau neteda pe portiuni (vezi [7]).

Se poate deomonstra c&, dac g((]’y))>0,(" Juv)I D', atunci
u,v

transformarea (T) este directd, adicd, daca un punct M’'(u,v)I (¢) se deplaseaza
n sens direct atunci si punctul corespunzéator M(x,y) (g), unde
x =] (uVv), y=y(u,v) se deplaseaza tot in sens direct.

Ne propunem sgi calculdam aria domeniului D prin transformarea (T) Tn
ipoteza ca aceasta transformare este regulata si directa, iar functiile j siy admit

derivate partiale mixte de ordinul doi continue pe D’.

Luand in formula lui Green P(x,y) = 0, Q(X,y) = X, obtinem gxdy = gixdy,
g D

unde sensul pe curba geste cel direct.

Obtinem astfel ca AriaD = gyxdy .

g

Efectuand schimbarea de variabile data de (12.12) rezulta:
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AriaD = gxdy = ;g (U’V)S‘ﬂu du + v de SP(u,v)du +Q(u,v)dv,

unde P(u,v) =j (u, v) $| Q(u,v) =j (u, v)

Aplicand formula lui Green pentru ultima integrala obtinem:

“aéTQ TP Syudv

D' e'ﬂu Vo

@D(U v)du + Q(u,v)dv =

Tinand cont de teorema lui Schwarz vom avea

I W _Tiw, Tv Tl _ . Ty

TR VAR TR VR v TR v TR T
/I /N
_TYy Ny _jqu oqv _DG.Y)

fufv fviu Ty Ty Duv)
fu 9v

In concluzie, AriaD = @%dudv.

DG .Y)

Observatie. Daca <0, (" )(u,v)T D' atunci g este parcursa in sens

invers si analog obtinem

, .D(.y)
AriaD =- @y, dudv.
> D(u, V)

in general, daca (T) este o transformare regulata se obtine

AriaD = ¢g DG.y)
o1 DU, V)

dudv . (12.13)

Teorema 12.1.6. Fie in planul uO’v un domeniu compact D’ cu frontiera g
o curba simpla, inchisa, neteda sau neteda pe portiuni gi
1x=j(u,v)
M:i
y=yuyv)

planul xOy astfel incat functiile j siy admit derivate partiale mixte de ordinul doi

, (u,v)T D', o transformare regulatd de la planul uO'v la

continue pe D'
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Daca D =T(D’),g=T(g) sif : D® R este o functie continua atunci

@ (X y)axdy = @y (i (u,v),y (u,v)) D(.y) dudv . (12.14)
o o D(u,v)
Demonstratie. Fie D' = (D', D', ..., D’y) o diviziune a compactului D’. Prin

transformarea regulata (T) fiecarui domeniu D', k=1n T corespunde un

domeniu D1 D. Obtinem astfel o diviziune D = (D4, D, ..., D,) a domeniului D.

DG.y)

dudv, k =1n si din teorema de
D(u,v)

Din (12.13) vom avea AriaD, ‘GD

medie rezulta ca pentru fiecare k =1 n exista un punct (uy, vi)i D'k astfel incat

DG .y)
D(u,v)

Fie =] (U,Vi), hk = Y (UVi), k=1,n si evident My(xhi)T Di. Vom avea:

AriaD, = (u,,v,)ariaD',.

s,(f,M) =g f(x.,h)ariaD, =

k=1

81 (U Vi)Y (U L)) “ y’

k=1

(u,,vy)ariaD', =

énF(uk,v )ariaD', =s  (F,M', ), (12.15)
unde F(u,v) = f(j (U v),y (U, V) D(( y)) . M, (U, v,) k=1n.

Rezulta ca orice suma Riemann relativ la functia F, diviziunea D' si punctele
intermediare M’y este egala cu o suma Riemann relativ la functia f, diviziunea D gi
punctele intermediare M.

Din existenta celor doua integrale si prin trecere la limita in relatia (12.15)
obtinem (12.14). n

Observatie. In cazul schimbari in coordonate polare, adica
|x—rcosq

()1 r1 [OR], gl [0,2p], rezulta D(xy) _
i y=rsing’ D(r, Q)

@f(x, y)dxdy = q@f(r cosqg,r sing)rdrdg.
D D'

r si atunci
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~ H A\ X
Exemplu. Sa se calculeze integrala | = dx dy , unde

o (4+X*+y*)
D:x*+y*£1,y3 0.

Efectudnd schimbarea de variabile x = rcosq, y = rsing, gi [0,p], rT [0,1]
obtinem

o' _pael  16_ 9p

1ordr
4816 254 1600

N 1 )
I= pdqqmrz)s:-pﬁ(“rz)

0
Aplicatii ale integralei duble

1. Calculul volumelor gi ariilor

Dacad f: DI R®® R este o functie continua si pozitivad atunci integrala

@f(x,y)dxdy reprezinta volumul cilindrului care se spriina pe D, are

D
generatoarele paralele cu axa Oz gi este limitat superior de suprafata de ecuatie

z = f(x,y).

Daca f(x,y) = 1, (") (x,y)I D atunci integrala @yxdy reprezinta aria bazei
D

cilindrului, adica

Aria D = qpyixdy
D

2. Coordonatele centrului de greutate al unei placi plane

Fie D1 R?un domeniu compact care este imaginea unei plici plane la care

densitatea r = r(X,y) > 0 este o functie continua de coordonatele punctului din

domeniu.
Din considerente de mecanica se poate arata ca masa M si coordonatele

centrului de greutate G(Xg, Yg) sunt date de

A\ l A\ l A\
M= qy (x,y)dxdy, X;= vl @Xr (x,y)dxdy, y, = M @y (x,y)dxdy.
D D D

Daca placa este omogena (r = const > 0) atunci
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a@xdxdy @ydxdy
— D — D .
Xe ariaD Yo ariaD

3. Momentele de inertie ale unei placi plane

Momentele de inertie ale placii plane D fata de axe si respectiv pol sunt date
de

o = @Y T (x,y)dxdy , lo, = @x’r (x,y)dxdy si respectiv

D D

l, = @Y(X* +y?)r(x, y)dxdy.
D

12.2. Integrale de suprafata

Fie D1 R?un domeniu compact.

Definitia 12.2.1. Se numeste panza parametrizatda sau suprafata
parametrizata in spatiul R® orice functie continud S: D ® R®,

S(u,v) = (X(u,v), y(u,v), z(u,v)).

Vom nota cu (S) = Im S = {( x(u,v), y(u,v), z(u,v))I R% (u,v)I D}, imaginea
suprafetei S.

Ecuatiile x = x(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v) reprezinta ecuatiile parametrice ale
suprafetei S si scriem:

I X =x(u,v)
S) :ty=yuv), wvib (12.16)
% z=2(u,v)

Daca B ={i,j,k} este o baza ortonormata in reperul cartezian Oxyz atunci
suprafata S poate fi data si astfel:

(S) :r=ruv), (uv)i D (12.17)

unde r(u,v) = x(u,v)i +y(u,v)j+z(u,v)k , numiti si ecuatia vectoriald parametrica

a suprafetei S.
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in ipotezele in care pot fi eliminati parametrii u si v din ecuatiile (12.16)
obtinem

(S : F(x,y,z) =0, (x,y,2)] VI R® forma implicita. (12.18)

Daca pe V sunt indeplinite ipotezele teoremei functiilor implicite, suprafata S

se scrie echivalent

(S):z=1z(xy), x,y)l Dol R? forma explicita. (12.19)

Definitia 12.2.2. Suprafata S se numeste simpla daca functia (u,v) ® r(u,v)
este injectiva.
Suprafata S se numeste neteda (sau regulatd) daca x,y,z1 CY(D) si
A%+ B?+ C?1 0 pe D, unde (12.20)

A=DW2) 5 _D@X) o _D(xy)
D(u,v) D(u,v) D(u,v)

Suprafata S se numeste neteda pe portiuni daca exista o diviziune
D= (D;,Dy,...,Dy) a lui D astfel incat suprafetele

i x=x(u,v)
(S):ty=y(uv), wv) D, k=1n s fie netede.
L z=2(u,v)

Consideram suprafata S simpla, neteda, datd prin ecuatile parametrice

(12.16) si fie Po(uo,Vo)l (S) un punct fixat (fig. 5).
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Pentru u = ug $i respectiv v = v, obtinem pe suprafata S curbele
(g,):T(u,v,) = x(u, v, )i +y(u,v,)j+z(u, v,k ,

(g,) : T(Uy, V) = X(U,, V)i +y(u,, V)j + z(u,, V)k , numite si curbe de coordonate.

Vectorii directori ai tangentelor in Py la curbele (g)) si (g,) vor fi

' Uy, Vo) = X, (Ug, Vo )i + Y, (Ug, Vo )j + Z', (Uy, Vo DK Si
I, (U, V) = X', (Ug, Vo )i + Y, (Ug, V,)j +2Z', (Ug, VoK .

S& observam ca r',” r', = Ai+Bj+Ck, deci conditia de regularitate (12.20)
exprima faptul ca r',” r',* q, adica unghiul dintre curbele de coordonate g, si g,
este diferit de zero. De asemenea, aceasta conditie asigura existenta vectorului
N normal la suprafata Sin Py, N=r'r', = Ai+Bj+Ck.

Versorul vectorului normal N va fi

ﬁ:ﬂ: rr, Ai +Bj+Ck
HNH v JazeBzec?

Daca suprafata S este data prin forma implicita (12.18) se arata ca
N=F,i+F, j+F,k, iar daca este datd prin forma explicita (12.19) atunci

N =-pi- gj+k, unde p =2, q=2,

Definitia 12.2.3. Fie S o suprafata simpla, neteda, data prin ecuatiile
parametrice (12.16). Se numeste element de arie al suprafetei S forma

diferentiald notata ds si definita astfel: ds =|r',"r', |dudv.

Observatie. Din identitatea lui Lagrange

e P=le Fle |- x,)?  si folosind  notatile  E =12 =x2+y?+22,

G=r2=xZ2+y2+z2, F=r %' =X X 4y, Y +Z, 2, obtinem
ds = EG - F?dudv .

Daca suprafata S este data sub forma explicita (12.19) atunci

ds =/ 1+p” +qg’dxdy.
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Definitia 12.2.4. Suprafata S data prin ecuatiile parametrice (12.16) are arie

daca integrala dubld (g)/EG - F?dudv existd si este finita. in acest caz, valoarea
D

integralei duble reprezinta aria suprafetei S.

Teorema 12.2.1. Daca suprafata S data prin ecuatiile parametrice (12.16)

este simpla, netedd atunci S are arie si AriaS=GyEG- F?’dudv este
D

independenta de reprezentarea parametrica (12.16).

Pentru demonstratie se pot consulta lucrarile [8], [14] sau [19]. u

Integrale de suprafata de speta intai (sau in raport cu aria)

Fie S o suprafata simpla, neteda, data prin ecuatiile parametrice (12.16),

unde D1 R? este un domeniu compact limitat de o curba simpla, inchisa, neteda

sau neteda pe portiuni (deci D are arie).
Fie f: V® R, méarginita, unde Vi R®astfel incat (S)1 V.
Fie D = (Dy, Dy, ..., Dy) 0 diviziune a compactului D si Ds = (S, S, ..., S))
i X =x(u,v) B
diviziunea corespunzatoare a suprafetei S, (S,): ty =y(u,v), )i D, k=1n.
1z =2(u,v)
Fie Pu(Xk Yio Z)1 (S0, k =1n unde xq = X(Uk, Vi), Yk = Y(Uk, Vi),

Zx = Z(uk! Vk): (uk! Vk)T Dk: k= ﬁ .

Consideram suma s (f,P,) =3 f(P,)arias,.
k=1

Definitia 12.2.5. Functia f este integrabila pe suprafata S daca ($) Il R astfel
incat (") e>0, ($) d. > 0 cu proprietatea ca (" ) DI D(D),
D=(Dy, Dy, ..., D) cu [D<d, si (") Pd (SW), k=1n avem |s,(f,P,)- |

<e.
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Observatie. Se arata ca numarul real | este unic si prin definitie | se

numeste integrala de suprafata a functiei F pe S si se noteaza | = gy (x,y, z)ds .
S

Sa observam ca (D‘(x y,z)ds = I|m s,(f,R.).

Teorema 12.2.2. Daca suprafata S este simpla, neteda, iar functia f este
continua, atunci f este integrabila pe S si

Ay, 2)ds = G¥(x(u, v), y(u,v), 2(u, v))VEG - F*dudv .

Demonstratie. Fie D= (D4, D, ..., Dy) 0 diviziune a lui D,

iX=x(u,v)
P.1 (Sk):}.y:y(u,v), (uv)T D, k=1n, P(X,Y,.z,) unde
1z =2(u,v)

Xk = X(uk! Vk): Yk:y(uk,Vk), Zp = Z(uk! Vk): (uk! Vk)T Dk: k= ﬁ .

Din teorema 12.2.1 avem AriaS = (g)/ EG - F?dudv si din teorema de medie

D

($) (% )T Dy astfel incat )/ EG - F2dudv = (EG - F?)(x,.h,) ariaD,, k=1n.

Dy

Vom avea:

s,(f,P)=g f(P)arias, =

k=1

FX(Ur Vi), Y (U ), 2, V) (EG - F)(x,.h,) ariaD, =

-

X

=1

f(x(X, hy), y(X, hy ), z(x,, h, ))\/ (EG- F*)(x,h,)ariaD, +

3 EQJO;

[f(x(uk, Vi), V(Ui Vi), Z(Ug, Vi) - FOX(% 1), Y%, D), 206, h )] %

xJ (EG - F2)(x,,h,) ariaD, .

Functia g(u,v) = f(x(u,v),y(u,v),z(u,vV)WEG- F* este continud si atunci

limita primei sume pentru |D|® 0 este f(x(u,v),y(u,v),z(u,v)VEG - F*dudv .
D

Folosind uniform continuitatea lui f rezultd ca a doua suma are limita zero

pentru |D| ® 0 si demonstratia este incheiata. m
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Observatie. In cazul unei reprezentari explicite (S) : z = z(x,y) va rezulta c

@ (xy.2)ds = @f(x. ¥, 2(x,y)) 1+p* +q* dxdy .
S D

Exemplu. Sa se calculeze integrala | = ggyzds,

S
unde (S): z=x*+y% (x,y)i D, iar D = {(x,y)] R®: x*+y* £ a’}.

Cum p= 11}2 =2X, q= :||T1Z =2y, rezulta | = gx* + yz)mdxdy_
X y S

Efectuand schimbarea de variabila in coordonate polare

x =rcosq, y =rsing, r1 [0,a], qI [0,2p] obtinem
| = (‘;pdq(‘i/h 4r %r 3dr :Zanr3 1+4r?dr, care se calculeaza folosind

metoda integrarii prin parti.

Integrale de suprafata de speta a doua

(sau in raport cu coordonatele)

Fie S o suprafata simpla, neteda, definita de ecuatiile parametrice (12.16).
Definitia 12.2.6. Suprafata S se numeste bilatera (sau cu doua fete) pe D
dacé& versorul normalei n este o functie continua in fiecare punct Mi (S).

Deoarece intr-un punct M de pe suprafata S putem considera doi versori ai

-
N
-

1 _ 1 n —n — F'u, F'v n —_n — 'u 'v
normalei la suprafatd sianume n,=n=—%—*_ n,=-n=- Ir ,
1 r.l

=

u \

o suprafata bilatera impreuna cu o alegere, cu o fixare a unuia din cei doi versori

ai normalei se numeste suprafata orientata.

Observatie. Nu orice suprafata are doua fete. Existd suprafete cu o
singura fata, suprafete pe care, printr-o deplasare continua normala igi schimba
directia in mod continuu si revine n punctul initial cu sensul opus sensului initial.

Cel mai simplu exemplu in acest sens este banda lui Mobius.
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Pentru a o obtine luam o foaie de hartie dreptunghiulara ABCD, o rasucim si

o lipim astfel incat A sa coincida cu C si B cu D (vezi fig. 6).

A ¥

Fig.6

Presupunem ca suprafata S este orientatd si fie cosa, cosb, cosg

-
N
-

coordonatele versorului n=_—“ " al normalei la suprafatd in punctul M1 (S),

-
-

numite si cosinusi directori ai normalei la suprafata.
S& observam c& a, b, g reprezintd unghiurile formate de versorul n cu
vectorii i, j si respectiv k.
Vom nota cu S, fata suprafetei S definita de versorul normalei
n(cosa,cosb,cosg) sicu S. fata suprafetei S definita de
- n(- cosa,- cosh,- cosg).
Fie v(P,Q,R) un camp vectorial continuu pe S, adica functiile
P, Q, R:S®R sunt continue pe (S).
Prin definitie, integrala de suprafata de speta a doua a campului vectorial v pe

suprafata S, notata cu (gynds se intelege numaérul real definit prin
S

@vnds = (‘ﬂP(x, y,z)cosa +Q(x,y,z)cosb +R(x,y, z)cos g]ds :
S S

unde n = cosai + cosbj+cosgk.

Notand cosads = dydz, cosbds = dzdx, cosgods = dxdy, vom avea
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@vnds = @P(x,y,z)dydz + Q(X,y, z)dzdx + R(X,y, z)dxdy, notatie frecventa,
S S,

unde S. este fata suprafetei S definita de versorul normalei n(cosa,cosb,cosg).

Observatii.

1. @P(x,y,z)dydz + Q(x,y, z)dzdx +R(x,y,z)dxdy = - ggvnds ;
S. S

2. Valoarea integralei gy nds reprezinta fluxul campului de vectori v prin
S

suprafata S.

Exemplu . Sa se calculeze integrala

| = @ydydz + zdzdx + 3xdxdy, unde S, este fata exterioard a sferei de
S.

ecuatie x*+y*+z”=a’ a >0, situata In primul octant.
Vectorul director al normalei la suprafata intr-un punct arbitrar M(x,y,z)l (S)

are coordonatele F, F'y, F, (unde F(x,y,z) = x*+y*+z° - &%), adica 2x, 2y, 2z, iar

versorul normalei asociat fetei exterioare este:

N XYz

‘ a a a
~ ~ l A\
Rezulta ca | =~ Xy +yz+3xz)ds .
a s

n

O reprezentare parametrica a partii de sfera este

i Xx=acosqgsinj
(S):%y:asinqsinj , O£q£g, Of] gP

: 2
1 z=acosj

Vom avea:

E=xi+y +z7=a’sin’j

G =x?+y?+z? =a’ ,deunde EG- F*=a’sin’j si
F=x, X +y y,+z' z, =0
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:Ed‘jazsinqcosqsinzj +a?sinqsinj cosj +3a’cosqsinj cosj )x

xEG- F?dqdj =

=a’qysingcosgsin®j +singsin’*j cosj +3cosqsin®j cosj )dqdj =
D
Pl L, : . 0

=a’(pc-sin’j +sin’j cosj +3sin®j cosj <dj =2a’.
QZgZ @

Formula lui Stokes

Fie S o suprafatd simpla, neteda, orientata, definitd de ecuatiile

parametrice (12.16), care se sprijina pe conturul inchis, simplu si neted g (fig.7).

z

Fig.7

Dacd P, Q, R: V® R suntde clasad C' pe V,unde V1 R?astfel incat (S)i V

atunci vom avea:
@°(x y,2)dx + Q(X,y, 2)dy +R(X,y,z)dz =

“aaTR ‘HQO aaP_‘HRQZX HQ TPO
G’%‘Hy ‘HZQ; g‘ﬂz X g X ‘Hyg

unde S. este fata suprafetei S definita de versorul normalei n(cosa,cosb,cosg),

iar sensul de parcurs pe curba g este cel asociat fetei corespunzatoare (curba g

este parcursa astfel incat un observator ce se deplaseaza pe gsa lase tot timpul

la stanga fata S,).
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Pentru demonstratie se pot consulta lucrarile [14] sau [19]. u

Observatie. Fie v campul vectorial definit de functile P, Q, R, adica

V(%,y,2) =P(x,Y,2)i + Q(x, ¥, 2)j +R(x, ¥, 2)k, (") (x,y,2)l V.
Atunci formula lui Stokes se poate scrie vectorial astfel:

ovdr = gyotv>nds si din punct de vedere fizic aceasta formula exprima
g S

faptul ca circulatia vectorului v pe bordul g al unei suprafete S este egala cu

fluxul rotorului lui v prin aceasta suprafata.

12.3. Integrale triple

Acestea se definesc in mod analog cu integralele duble.

Fie V1 R® un domeniu compact cu frontiera o suprafatd simpla, inchisa,
neteda sau neteda pe portiuni.

Se arata ca un astfel de domeniu are volum (vezi [14]).

Spunem ca D = (Vy, V3, ..., V,) este o diviziune a domeniului compact V

daca V4, Vs, ..., V, sunt domenii compacte fara puncte interioare comune astfel

incat V=V, si S = FrV,, k=1n este o suprafatd simpl&, inchisa, neteda sau
k=1

neteda pe portiuni.
Vom nota cu D(V) multimea tuturor diviziunilor lui V si pentru DI D(V), D=(V4,

Vs, ..., V,) vom nota cu Hq\:rp_%xd(vk), norma diviziunii D, unde d(V,) este

diametrul domeniului V,, d(V,) = sup dist(P,P,).

PPl V¢
Sa observam ca Vi are volum, cum Fr Vi este o suprafata simpla, inchisa,

neteda sau neteda pe portiuni.

Fie f: V® R, marginita, Py(X, he, tl Vie k=1n si s (f,P)=§ f(P,)volV,,
k=1

suma integrala tripla a functiei f corespunzatoare diviziunii D si punctelor Pyl V.
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Fie m, =inff, M, =supf, k= 1n si sy (f)=a myvolV,, S (f)=a M,volV,
k Vie k=1 k=1

sumele Darboux inferioara si respectiv superioara a functiei f corespunzatoare
diviziunii D.
Sa observam ca s (f) £s,(f,P,) £S,(f), (") DT D(V), D= (V1 Va, ..., Vp) si

(")Pd Vi, k=1n.

Definitia 12.3.1. Functia f este integrabild pe V daca ($) Il R astfel incat
(") e>0, ($) d.> 0 cu proprietatea ca (") DT DV), D= (Vi, Vs, ..., V), cu
D] <d, si(")Pd Vi, k=1n avem |s,(f,R)- || <e.

Se arata ca numarul real | este unic gi prin definitie | se numeste integrala

tripla a functiei f pe domeniul V gi se noteaza

| = @y (X, y,z)dxdydz (sau qgydV).
\Y \Y

Sa observam ca gydV = lim s (f,P,).
\%

IDjeo

Ca si In cazul integralelor duble se arata ca o functie marginita f : V® R
este integrabila daca si numai daca (" ) e> 0, ($) d.> 0 astfel incat
(")DT D(V),D=(Vy, Va, ..., Vi), cu |[D| <d, si (") Pd Vi avem S (f)- s (f)<e.
De asemenea, daca f este continua pe V atunci f este integrabila pe V, iar
daca V este un domeniu simplu Tn raport cu axa Oz, adica

vl ky)i D

i _ ,unde D1 R? este un domeniu compact care este
T (Y)EZE] ,(XY)

proiectia domeniului V in planul xOy si j 1,] 2 : D ® R sunt continue, atunci

2 (X,

“\ N NFIC8%
(\;/mj(x, y,z)dxdydz = chme) f(x,y,z)dz}jxdy :

Proprietati asemanatoare cu cele de la integrale duble se obtin si pentru

integralele triple.

Exemplu. Sa se calculeze integrala

AN\

| = cqydxdydz, unde V este definit de inegalitatile
\

V:x+y+z£1,x20,y20,z3 0.
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Domeniul V este simplu in raport cu axa Oz,

(x,y)I D
O£z£1-x-y

V: ,unde D={(x,y)l R®: x+y£1,x30,y2 0}.

— — —

Vom avea

2 |1-x-y

| = (‘ﬁjxdyd_x_y zdz = W“ZZ dx dy =
D

D 0

= ; @¥1- x- y)dxdy = ; QYX* +y? +1- 2x - 2y +2xy)dxdy..
D D

L A . i O£x£1
Cum D este un domeniu simplu in raport cu axa Oy, adica D::'
T10Ey£1-X
rezulta
1= L S axy (0 +y2 +1- 2x- 2y +2xy) =
=5,QdxQ (CHy +l-2x- 2y+2xy) =
1\ y y2 1'X
=Xy + +y-2Xy- 2—+2X— =
=, QY 3y y-2xy- 25 250,
1.6,
==c 1- X)+=(1- x)" +1- x- 2x(1- x)- (1- x)*+x(1- x dx—
2ng()() (1- X)- (1- X)* +x(1- x)*,
3
:;‘l(xz—x3+;—x+x2— +1- X- 2X+2X° - 1+2x- X +x- 2x° +x%)dx =
1l ., 16, 1
=-Q¢% XX - x+SFdx =
2%e 3 3g 24

Schimbarea de variabila la integrala tripla

Consideram integrala tripla 1= qgy(x,y,z)dxdydz, unde f : V ® R este 0o

v
functie continud, V I R® este un domeniu compact cu frontiera o suprafata
simpla, inchisa, neteda sau neteda pe portiuni.
Consideram transformarea regulata
i X =x(u,v,w)
T: .|[y =y(u,v,w), (u,v,w)T V', adica x,y,zl C{V),
¥ z=12(uv,z)

D(x,y.2)

1 0 pe V', unde
D(u,v,w)

VI R® este un domeniu compact.

In aceste conditii avem:
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D(x,y,2)
D(u,v, w)

ay (% ¥, 2)dxdydz = gy (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, 2)) dudvdw numita
\Y A

formula schimbarii de variabile la integrala tripla.

D(x,y,2)
D(u,v, w)

Expresia diferentiala notata dv si definita astfel dv = dudvdz se

numeste element de volum.

Pentru demonstratie se pot consulta lucrarile [14] sau [19].

Tn cazul coordonatelor sferice transformarea T este
I X=rcosqsinj

(M):1 y=rsingsinj , r1[O,R],ql [0.2p],j T [0p], iar  jacobianul
1 z=rcosj

D( y’Z)—r sinj , deci
D(r.a,j)

transformarii este J =

AN\

(‘@‘j‘(x y,z)dxdydz = (m‘(r cosqsinj ,r singsinj ,r cosj )r*sinj dr dqdj .

in cazul coordonatelor cilindrice transformarea T este
iX=rcosq

(M:ty=rsing, ri[0OR],ql [0,2p], z1 [0,h], iar jacobianul transforméri
1 _
L z=z

este J = Dx.y.2) _ =r, deci (‘u‘n‘j(x, y, z)dxdydz = qqgy(r cos q,r sing, z)rdrdqdz .
"

D(r.q,2)

Formula lui Gauss-Ostrogradski

Fie V1 R®un domeniu compact cu frontiera o suprafati S, simpla, inchisa,
bilaterala, neteda sau neteda pe portiuni si un camp de vectori

v(x,y,z) =P(x,y,2)i + Q(X,y,2)j +R(x,y,z)k , de clasa C' pe domeniul V.
In aceste conditii avem:

P 1Q | 1RO

@dydz + Qdzdx +Rdxdy = Gﬂ% ——3dxdydz, unde S. este fata
S, X

iy ‘HZ a
suprafetei S definita de versorul normalei n(cosa,cosb,cosg), numita si formula

integrala a lui Gauss-Ostrogradski.
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Observatie. Formula lui Gauss-Ostrogradski se poate scrie vectorial astfel:
@y nds = guylivvdxdydz .
S \

Exemplu. Sa se calculeze integrala

| = @)xdydz + ydzdx + zdxdy, unde S, este fata exterioara a suprafetei S ce

limiteaza domeniul V definit de inegalitatile : x*+ y*£ z £ 4 - X*- y°.

Vom aplica formula lui Gauss cu P = x, Q =y, R = z si integrala devine
| = qppdxdydz = 3qgpyixdydz = S@Xdyd‘:; "z = 3aR(2- x* - y?*)dxdy
\Y \Y D D
unde D ={(x,y)i R?: x*+y*£ 2}.
Trecand la coordonatele polare: x = rcosq, y = rsinq,

unde r 1 [0,4/2], g1 [0,2p], obtinem I:6(‘5pdq(‘f(2- r)rdr =12p.

Probleme propuse

1. Sa se calculeze:

« Cosy

@l—dxdy, D:0£xeP oeyeP;
+sinxsiny 2 2

b) @ﬁdxdy,D YEX, Xy3 L1EXE2;
D

c) @fl- y)dxdy, D:x*+y?£2y, y£x* x3 0;
D

d) )/x* - y?dxdy, D =DOAB, A(1-1), B(11);
D

e) gpresiny/x +ydxdy, Dlimitatdex +y=0,x+y=1y=1y=-1
D

2. Folosind coordonatele polare sa se calculeze:

a) @yx° +y’dxdy, D:x* +y* £a’, unde a>0;
D

b) @ydxdy, D:x*+y*£a’ y3 -x,undea>0;
D



-276-
c) @Yx° +y*)dxdy, D:x* +y? £2x.
D

3. Folosind schimbari de variabile convenabile sa se calculeze:
a) x+y)dxdy, D:1£x+y£13, Xx£y£5X;
D

X2 y2
b) gxdxdy, D:—+">£1 y30;
> a b

c) qoydxdy, D:1ExXy£2, x£y£2x.
D

4. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate ale placii omogene

D1 R? unde D este limitat de curbele de ecuatii x+y =3, xy = 2.

5. Direct si cu formula lui Green sa se calculeze ¢(x - y)dx +xdy, unde g
¢]

este frontiera domeniului D ={ (x,y)i R% x*+ y* £ 2x, y 3 0} si este parcurs& in
sens direct.

6. Fie suprafata (S):r =ucosvi+usinvj+vk, ul [0,a], vl [0,2p].

Sa se determine aria S si sa se calculeze integrala | = ¢g)/ x> +y°ds .
S

7. Sa se calculeze:

a) (Xy+yz+zx)ds, unde S este portiunea din suprafata de ecuatie
S

z =/x* +y?, decupata de suprafata de ecuatie x* +y* =2ax, a >0;
b) @yx® +y?)ds, (S):x* +y*+z* =a*;
S

C) @x+y+z)ds, S fiind suprafata cubului definit de
S
OEXELOELEYE1,0£z£1.

8. Sa se calculeze urmatoarele integrale de suprafata de speta a doua:

a) qyxdydz +ydzdx +zdxdy, unde S este fata exterioard a tetraedrului
S

limitatdex=0,y=0,z=0,x+y+z=1;
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b) @fy- z)dydz +(z - x)dxdz +(x - y)dxdy, unde S este fata interioara a
S

conului de ecuatie z=/x* +y*, 0£z£h;
c) q@ydxdy, S fiind fata exterioara a elipsoidului de ecuatie
S

2 2 2

X,y , Z -

a e Y
9. Folosind formula lui Stokes sa se calculeze
. IX*+y’+2° =a?
gy +2)dx +(z+x)dy +(x+y)dz, unde (Q):j (sensul de
9 i Xx+y+z=0

parcurs fiind astfel incat domeniul interior sa fie lasat la stanga).

10. Sa se calculeze:

a) quyx’ +y’)dxdydz, V:x*+y*£2z,z£2;
\Y

b) agyx® +y’ +2z°)dxdydz, V:x*+y? £2% x*+y*+z*£a% z3 0;
\Y

c) apyx® +y’dxdydz, V:x*+y*£a’ x+y+z£2a 23 0;
\%

11. Folosind schimbarile de variabile sa se calculeze:

a) qpyx° +y’ +z%dxdydz, V:x*+y* +z° £2z;
\%

b) q/x* +y’dxdydz, V:x*+y? £2z,x* +y® +z* £8;
\%

c) @fx* +y*)dxdydz, V:x®+y®- 2x£0,y* 0,0£z£1;
\%

XZ y2 ZZ XZ y2 ZZ
d) cony/1- - - —dxdydz,V:—+7+— £1.
) " aZ b2 CZ y aZ b2 CZ

12. Direct si cu formula lui Gauss-Ostrogradski sa se calculeze

N\, 3

@)X’ dy dz +x?ydz dx + x*zdxdy, unde S este fata exterioara a suprafetei inchise
S

acilindrului x*+y* =a?>, 0£z£h.

13. Sa se calculeze volumul gi coordonatele centrului de greutate ale
corpului omogen marginit de suprafetele de ecuatii y*+ z° = 4ax, x* + y* = 2ax,
unde a > 0.



-278-

BIBLIOGRAFIE

1. L.Arama, T.Morozan, Culegere de probleme de calcul diferenfial, Ed.
Tehnica, Bucuresti, 1978.

2. I.Colojoara, Analizd matematica, E.D.P. Bucuresti, 1983.

3.J.Cringanu, Analiza matematica, Editura Fundatiei Universitare ,Dunarea de
Jos” , Galati, 2006.

4. B.P.Demidovici, Culegere de probleme gi exercifii de analizd matematica,
Ed. Tehnica, Bucuresti, 1956.

5. N.Donciu, D.Flodor, Algebra gi analizd matematica (Culegere de probleme),
E.D.P. Bucuresti, 1979.

6. B.Gelbaum, J.OIlmstead, Counterexamples in Analysis, San Francisco,
London, Amsterdam, 1964.

7. D.llon, C.Nita, Elemente de aritmetica cu aplicafii in tehnici de calcul, Ed.
Tehnica, Bucuresti, 1978.

8. M.Niculescu, Analizd matematica, vol. I, Il, Ed. Tehnica, Bucuresti, 1964.

9. A.Precupanu, Funcfii reale si teoria masurii, Univ. “Al. I. Cuza”, lagi, 1972.
10. A.Precupanu, Analiza matematica, vol. I, I, Univ. “Al. I. Cuza”, lagi, 1987.
11. A.Precupanu, Bazele analizei matematice, POLIROM, 1998.
12. S.Radulescu, M.Radulescu, Teoreme si probleme de Analizd matematica,
E.D.P. Bucuresti, 1982.
13. R.B.Reisel, Elementary theory of Metric Spaces, Springer — Verlag, New
York, Heidelberg, Berlin, 1982.
14. M.Rosculet, Analiza matematica, vol. I, II, E.D.P. Bucuresti, 1979.
15. V.Rudin, Osnovi matematiceskovo analiza, Moscova, 1966.
16. W.Rudin, Real and Complex Analysis, New York, McGraw-Hill, Inc., 1966.
17. L.Schwartz, Cours d’Analyse, vol. |, Il, Herman, Paris, 1967.
18. Gh.Siretchi, Calcul diferenfial siintegral, vol. I, Il, Ed. Stiintifica si
Enciclopedica, Bucuregti, 1985.
19. O.Stanasila, Analizad matematica, E.D.P. Bucuresti, 1981.



