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Introducere
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Adriana Nastase, Mihaela Pilca, George Popescu. Tuturor, calde multumiri.
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Partea 1

Curbe si suprafete in R



CAPITOLUL 1

Proprietati locale ale curbelor

1. Parametrizarea canonica

Capitolul acesta este dedicat studiului celor mai simple obiecte ale geometriei di-
ferentiale. Definitia pe care o vom da ,,curbei (si, mai apoi, ,suprafetei“ si ,,varietatii)
trebuie sd permita utilizarea tehnicilor de analizd matematica. Ne intereseaza aici, ca
si in restul cartii, sd gasim proprietdti care sa identifice o curba printre alte obiecte
cu structurd diferentiabila (asa numiti invarianti diferentiali) si proprietati geometrice
care sa distingd, de exemplu, un cerc de o elipsa sau de o elice (asa numiti invarianti
metrici). De fapt, ceea ce urmarim este sa dam un sens precis notiunilor intuitive de
,curburd“ si ,torsiune“. Ne vor preocupa atit proprietdtile locale, cit si cele globale.
Vom ardta cd, in unele cazuri, informatii de natura locala conduc la concluzii globale.

Prin R” (spatiul euclidian n-dimensional) vom nota spatiul afin R” dotat cu pro-
dusul scalar canonic notat (,). Cind spunem , vector din R"“ intelegem de fapt vector
dinR”, legat in 0. In primele doua capitole ne vom margini la studiul unor submultimi
ale spatiului euclidian 3-dimensional.

Sa precizam c4, in tot ce urmeaz4, in lipsa unei alte mentiuni explicite, , diferen-

A,

tiabil“ inseamna , de clasa €°°.

Definitia 1.1.1. O submultime I' = R® se numeste curbd diferentiabild (pe scurt, curba)
daca pentru orice punct p € I' existd o vecinatate deschisa U a sa in R® si o aplicatie
diferentiabila y : (a, b) — U astfel incit:

i) Y e homeomorfism intre (a, b) si U NT;

ii) dyy #01in orice t € (a, b).

a b

O pereche (U,y) ca in definitie se numeste parametrizare (locald) pentru I'. Este
clar ca multimile de tipul U NT sint deschise in topologia relativa a lui I' si formeaza
o acoperire a sa. Conditia i) spune c4, local, o curba se poate deforma la un interval
deschis. Aici cuvintul local e esential: ginditi-va la un cerc; acesta nu se poate deforma
continuu la un interval. In consecinta, un cerc si, mai general, orice curba inchisa
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care se poate deforma la un cerc vor fi descrise cu cel putin doua parametrizari locale.
Vom vedea cd, surprinzator poate, orice curba conexa se poate descrie folosind una
sau doud parametrizari.

Daca notam (x!, x%, x3) coordonatele in R3, atunci o aplicatie diferentiabila vy :
(a,b) — R3 se scrie explicit sub forma y(¢) = L (0), X2 (1), x3 (1) cu x? functii reale di-

feren‘;lablle de o variabila reala Condlgla ii) cere ca, 1n orice ty € (a, b), cel putin o deri-
!

vata — a1 |to # 0; altfel spus: ( |to) + (_|t0) + ( ’r |t0) # 0. Observati ca aceasta
conditie pare foarte restrlctlva d1n moment ce existenta derivatelor functiilor coor-
donate asigurd existenta unui vector tangent in fiecare punct, se exclud din discutie
curbele ,,cu colturi“. De fapt, daca exista doar o multime finita de colturi, studiul inca
poate fi facut pe fiecare portiune dintre doua ruperi consecutive. Asemenea curbe se
numesc diferentiabile pe portiuni.

Pentru a simplifica expunerea, vom discuta mai intii despre curbe parametrizate,
adica pur si simplu despre aplicatii diferentiabile y : I — R3. La acestea se refera studiul
local al curbelor.

Exemplul 1.1.2. Cercul C:= S'(r) = {(x', x%,0); (x1)? + (x*)? = r?} se poate acoperi cu
doud parametrizari locale:

Y1:(0,2m) — IR3, v1(t) = (rcost,rsint,0),

Y2 :(m,3m) — [Rs, v2(t) = (rcost,rsint,0).
Se observa cd punctul neacoperit de prima parametrizare se afla in imaginea celei de-a
doua.

Exemplul 1.1.3. Elicea circulard este curba descrisda de parametrizarea (unica):

yv(t) = (acost,asint,bt), a,b>0, teR.

Imaginea ei e situati pe cilindrul circular drept (x1)? + (x*)? = a?, 27b (pasul elicei)

fiind distanta mdsuratd pe o generatoare intre doua intersectii consecutive cu elicea.

Elicea circulara.

Ce se intimpla cind un punct al lui I se afla in imaginea a doua parametrizari, fie
ele y(1) si B(s)? In primul rind, cum ¥ si 8 sint homeomorfisme pe cite o submultime a
lui T', se poate exprima t ca functie continua de s si reciproc (scrierea unui parametru
in functie de celdlalt se numeste schimbare de coordonate). Mai mult insa, folosind cea
de-a doua conditie din definitie putem demonstra ca orice schimbare de coordonate e
un difeomorfism:
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Propozitia 1.1.4. Fiey:(a,b) — UNT §iB:(c,d) — VNI doud parametrizdri in jurul
luipe W=UnVAnT. Atuncih =y o B: 71 (W) — y~ 1 (W) e difeomorfism.
Demonstratie. Trebuie sd aratdm ca schimbarea de coordonate ¢ = £(s), s€ (W) e
difeomorfism (stiind ca e homeomorfism).

% v iw )

Demonstratia constd intr-o aplicare aproape directd a teoremei functiei inverse.

Fie s € ﬁ‘l(W), to = h(so), deci B(sp) = y(fy). Cum d;y # 0in orice ¢ € (a, b), putem
1

< Ny . L dx .
presupune (dupa o eventuald rotatie a axelor de coordonate) ca Wl 1 # 0. Fie acum
F:(a,b) x B> — R3 data prin:

F(t,(0,1) = (x' (1), x*(1) + 0, x> () + 7).

Evident F e diferentiabila si restrictia sa la (a, b) x {(0,0)} coincide cu y. Determinantul
sdu iacobian in £, este:

dx! | dx? | dx3 | )

de ' dr " ar °|_dx
0 1 0 - dt |t0;é .
0 0 1

Conform Teoremei functiei inverse, existd o vecinatate U a lui F(f, (0,0)) = y(f) in
R3 pe care F~! exista si e diferentiabild. Pe de alti parte, cum f e continud, gasim o
vecinatate [ alui sg, I < (¢, d) astfel incit ,B(f) c U. Infine, vedem ci h l5= F! of|7edi-
ferentiabila ca o compunere de aplicatii diferentiabile, ceea ce incheie demonstratia. B

Sintem, astfel, indreptatiti sa numim reparametrizare a unei portiuni de curba y :
(a,b) — R3 orice difeomorfism & : (c,d) — (a,b). De exemplu, difeomorfismul ¢ —
b+ a— t este o reparametrizare numita schimbare de orientare pentru ca are ca efect
parcurgerea in sens invers a curbei. In general, despre o reparametrizare h care verifica

dh
E > 0 (respectiv < 0) se spune cd pastreaza (respectiv schimbd) orientarea. E, de

asemenea, natural sa ne punem problema gasirii, daca existd, a unor parametrizari
simple care sd usureze calculele.
, d
Pentru o curbd parametrizata vy, vectorul d_)t/ se numeste vector tangent sau vec-
dx! dx? dx®

tor vitezd. Dacd in fy componentele lui sint (E [0, a7 20, a5 l4,), atunci ecuatiile
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tangenteila Imvy in y(f) sint:

x=xl) | X -xP(ty) _ X -2 (10)

dxl | dx? | dx® |
dr o dr ' dr 't

(1.1)

Conditia ii) din definitie asigura existenta vectorului tangent de-a lungul curbei. Daca
imaginam curba ca traiectorie a unui mobil, atunci lungimea acestui vector reprezinta
viteza instantanee de deplasare. Aceasta motiveaza (din punctul de vedere al fizicii; o
justificare matematica gasiti in cdrtile de analiza) calculul lungimii s(¢) a unui arc de
curba prin formula:

t d
st=[ 15 0dr, wer=(ab).
to drt

Formula de schimbare de variabild ne spune ca lungimea arcului de curbd e indepen-
denta de parametrizare. Se obtine in felul acesta o functie diferentiabild s: I — I = s(I)

ds
numita functia lungime de arc. Evident s e diferentiabild si — > 0, deci inversabila.

o . R = . dh Y., -1 .
Notdam h inversa ei si ¢t parametrul pe I. Atunci E = P I~ >0, deci h e o repara-

metrizare care pastreaza orientarea curbei. Fie ¥ = y o h. Conform regulii de derivare a
functiilor compuse avem:

dy dy dh

di dt dt’
astfel ca

dy  dy  dh
—=l—=I-l—=1=1.
”dt” ”dt”'dtl

Am demonstrat astfel un rezultat extrem de important din punct de vedere teoretic:

Propozitia 1.1.5. Orice curbd parametrizatd se poate reparametriza astfel ca lungimea
vectorului tangent sd fie 1.

In aceasta parametrizare, lungimea parcursa pe curba intre 7 si 7; este chiar 7} — 1,
adica parametrul reprezinta lungimea arcului. De aceea o numim parametrizare prin
lungime de arc (se mai numeste canonicd sau naturald). Printr-un abuz de notatie
traditional vom nota cu s parametrul canonic.

Elicea din Exemplul 1.2 nu e parametrizatd canonic: % = (—asint,acost,b) si

II % | = Va? + b%. Acesta e, insa, un caz fericit: e usor sa reparametrizim canonic pu-
nind s = t(a® + b*)""/2. In general e foarte greu sa realizim practic o parametrizare
canonica. Doud dificultati pot aparea. De multe ori e foarte greu sa calculam integrala
care dad lungimea arcului; de exemplu, lungimea arcului elipsei, o curba foarte simpla,
conduce la o integrala elipticd, necalculabild prin cuadraturi. Pe de altd parte, chiar
dacd am calculat integrala, inversarea functiei lungime de arc nu este totdeauna la in-
demind. Cu toate acestea putem considera intotdeauna ca avem de-a face cu arce de
curbd parametrizate canonic, presupunerea aceasta fiind extrem de utila in demon-
strarea unor rezultate locale.

Am indicat o constructie pentru parametrizarea canonica. Nu rezulta defel cd ar fi
unica posibila. Mai precis, pornind de la orice parametrizare locald se poate ajunge la
una canonicd. Prin ce diferd doi parametri canonici? Raspunsul e continut in:
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Lema1.1.6. Dacdy;:I; — U;nT,i=1,2 sint doud parametrizdri canonice astfel incit
UinU,NT # @, atunci pe fiecare componentd conexd lui UynU> NI avem sy —Ss, = const.

Demonstratie. Fie h:y'(U1nU;nT) — 7, (U1 nU,NT), h =y,  oy;. h exprima
schimbarea de coordonata s, = s»(s;). Ca sa demonstram enuntul e suficient sa ardatam

. dsp oL 5 N dsz .
ca d_ = il, apol sa lntegram (nu ulta;l Ca scrierea d_ e doar un substitut pentru
S1 $1

d—). Avem Y1 =y, o h si aplicind regula de derivare a functiilor compuse:
S1

dyy _diysoh) _dys dh
d81 - dSl - dSz dSl.
Luind aici norma gasim:
||d“||—||d”|| |—|

s . dyz dh
Cum ambele parametrizari sint canonice, "d_” 1, ||—|| = 1. Atunci | d_ =1
S1 S1
ceea ce incheie demonstratia. Bineinteles, semnul constantel pe fiecare componenta

conexa e pozitivsau negativdupa cum h pastreaza sau schimba orientarea pe curba. B

Observatia 1.1.7. Se observa cu usurinta ca, mutatis mutandis, tot ce am facut pina
aici, in particular existenta si proprietdtile parametrizdrii canonice, are loc si pentru
curbe din spatiul euclidian R".

2. Invarianti euclidieni locali

Fie v : I = (a,b) — R3 un arc de curba regulatd parametrizat canonic. Vom con-
strui un reper triortonormat solidar cu curba (adica avind originea mobild pe curba).
Schimbarile directiilor axelor sale vor codifica proprietdtile geometrice ale curbei.

Fie t(s) vectorul tangent la curbd. E unitar pentru ca parametrizarea e canonica.
Acesta va fi primul versor al reperului. Fie acum

dt  d*y
k()—II—II—II ||
functia curburd. Denumirea e motivata de:

Observatia 1.2.1. k =0 pe [s, s1] dacd si numai dacd y |(5,,s,] € 0 portiune de dreapta.
dt
Demonstratia e imediata (integrati e 0).
s

Exemplul 1.2.2. Pentru un cerc deraza r curburaeste 1/r. Curbura elicei din Exemplul
1.2 (cu @® + b? = 1 ca si avem parametrizare canonici) este 1.
Exercitiul 1.2.3. Aratati cd functia curburd e invarianta la schimbari de orientare si la izometriile
lui R3.
. A . dt ,dt
Deoarece t(s) e unitar, derivind in (£(s), £(s)) = 1 obtinem (d—, t(s)) =0, deci Is
s s
face parte din planul normal la £(s) in y(s).

Observatia 1.2.4. Ecuatia planului normal la Imy in y(sg) este:
1 dx! 0 9 dx? 3 3 dx®
(1.2) (x"—x (SO))E lso +(x°— X (SO))E lsp +(Xx° — X (SO))E ls,= 0.
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Intr-un punct s in care k(s) # 0 putem pune

dt
i k(s)n(s),

: dt o
unde am notat x(s) versorul unitar al lui —. n(s) se numeste vector normal principal.
N

Acesta va fi al doilea versor al reperului. Subliniem ca intr-un punct in care curbura se
anuleaza nu avem nici un criteriu de a alege un vector anume din planul normal. Al
treilea versor al triedrului se construieste acum in mod natural prin produs vectorial.
Punem

b(s) = t(s) x n(s)
si-l numim vector binormal.

Definitia 1.2.5. Triedrul ortonormat {£(s), n(s), b(s)} asociat curbei intr-un punct in
care curbura e nenuld se numeste triedrul (reperul) lui Frenet'.

Triedrul lui Frenet in trei puncte
ale unei curbe spatiale.

Planul {t,n} se numeste osculator®, planul {b, n} se numeste normal, iar planul
{t, b} se numeste rectifiant’.
Ecuatia vectoriala (parametricd) a planului osculator este:

r(s,a,f) =y(s)+at(s)+ pn(s),

unde r(s) este vectorul de pozitie al unui punct generic din planul osculator, iar «, f
sint parametri reali independenti.

Exercitiul 1.2.6. Planul osculator este independent de parametrizare. Deduceti de aici ca si di-
rectia vectorului binormal si, in consecinta, planul rectifiant, sint independente de parametri-
zare.

Exercitiul 1.2.7. Scrieti ecuatiile planelor normal si rectifiant in reperul canonic al lui R3.
Exercitiul 1.2.8. O curbaregulatay:l— R3 este plani daca si numai daca e continuta in planul
osculator.

1Dupa‘l numele lui Jean Frédéric Frenet (1816-1900), matematician, astronom si meteorolog francez.
Formulele de derivare care vor aparea imediat au fost publicate in teza sa de doctorat din 1847. In 1851, au
fost redescoperite, independent, de Joseph Alfred Serret (1819-1885).

2Cuvintul vine de la latinescul osculare, a saruta. Planul osculator intr—un punct este cel care are con-
tact de ordin maximal cu curba in acel punct, lucru care va fi mai clar dupa Exercitiul 1.2.16.

3Denumirea se va clarifica dupa parcurgerea sectiunii 6. Anticipind, sa spunem ca pe suprafata care
infasoard planele rectifiante, curba noastra devine geodezica, adica ,dreapta“, fiind astfel ,indreptata“, sau
rectifiata.
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Indicatie: Daci y e pland, atunci, modulo o rotatie in R3, putem presupune Imy < {x3 = 0}.
Acum ecuatia planului osculator devine x® = 0, deci coincide cu planul curbei. Reciproca e
evidenta.

Pentru a studia variatia axelor reperului Frenet va trebui sa calculdm derivatele
functiilor ¢, n, b. Vom folosi urmatorul rezultat ajutator:

Lema 1.2.9. Fiee;: I — R3, i =1,2,3, functii diferentiabile astfel incit {e;(s)} e o bazd
ortonormatd in orice punct din I. Atunci existd o matrice antisimetricd de functii dife-

L . . de; j e
rentiabile (a}),-, j=1,2,3 CU proprietatea cd d—l = al]. ej (cu sumare dupd indicele | ).
s

de; . ) . . . ;
Demonstratie. {d—l} e un sistem de vectori in R?, deci existd o unici matrice (a;.) astfel
s

.. dej .. y . . .o ) .

incit Ts = a;ej. Ramine de vazut antisimetria. Aceasta rezulta din derivarea relatiei
S

(ei(s),ej(s))y=06ij:

de; dej
<d—sl,ej(8)) + (e, E) =0,

de unde

k k
(ajer, ej) +(ei,ajer) =0,
ceea ce implica al]. + a;'. =0. ]
Aplicind acest rezultat pentru e; = ¢, e; = n, e3 = b, gasim af =k, a? =0. Ince

priveste ag, 0 vom nota 7(s) si 0 vom numi torsiune. Putem acum formula:

Propozitia 1.2.10. Versorii reperului Frenet verificd urmdtoarele relatii de derivare (nu-
mite ale lui Frenet) :

t
i k(s)n(s)

(1.3) an )+ T($)bS)
ds

@ =—-1(s)n(s)
ds

Denumirea de torsiune este explicata de:

Propozitia 1.2.11. Urmadtoarele afirmatii sint echivalente:

(D) 1(s)=0pel;

(ii) y reprezintd o curbd pland;

(iii) vectorul b(s) e constant.
Demonstratie. Echivalenta lui (i) cu (iii) rezultd direct din a treia formuld Frenet. Pen-
tru a dovedi ca (iii) implica (i7) fixdm sy € I i aratam ca y(s) —y(so) L b. Pentru asta
calculdm derivata functiei f(s) = (y(s) —y(so), b(s)). Avem f’'(s) = (£(s), b(s)) =0, ceea
ce implica f(s) = const. si cum f(sp) =0 avem f =0 pe I. Reciproc, daca y e plana,

4Am folosit aici, si o vom folosi de acum incolo repetat, conventia de sumare a lui Einstein: indicii care
J 3

se repetd intr-o formula sus si jos sint indici de sumare. Deci a; e; inseamna Z]:l a{ ej.
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imaginea ei e situatd neaparat in planul osculator, vezi Exercitiul 1.2.8. Astfel, planul os-
culator e fix (coincide cu planul curbei) si vectorul sdu normal e constant. |

Ca si pentru curbura, propunem:
Exercitiul 1.2.12. Aratati ca functia torsiune e invarianta la schimbari de orientare si la izome-
triile Tui B3,
Putem acum sa ddm o noua interpretare a curburii. Presupunind curba y regulata
si parametrizatd canonic, fie 6(s) unghiul dintre tangentele #(s) si £(sg), cu s € (a, b)
fixat. Avem evident:
sinf(s) = [[£(s) x £(so)l = 1 £(s) x (£(s) — t(s0))l,
deci obtinem, folosind prima formula Frenet:
sinf(s) t(s) — t(so)

lim ———— = || £(sp) x lim ————||
sz |s=sol =% |s=sol

= [[£(s0) x k(so)n(so)ll = k(so) | b(sp) |l = k(so).
Cum, pe de alta parte, 8(s) — 0 cind s — sp, avem:
sinf(s) .. sinfO(s) . 0(s) . a(s)
= lIm <11 = llm ’
s—so|s—sg| s—s0 O(s) s—s|s—Ssg| S~ |Ss—sg

astfel ca am demonstrat:

Propozitia 1.2.13. Curbura unui arc de curbd parametrizatd, regulatd este datd de for-
mula:
k(sp) = lim &,
s=s0 [ s—$o |

0(s) fiind unghiul dintre tangentele in puncteley(s) siy(so).
Exercitiul 1.2.14. Formulati si demonstrati o interpretare analoaga a torsiunii folosind unghiul
dintre doua binormale apropiate.

Formulele lui Frenet scrise in parametrizarea canonicd nu permit, in general, cal-
cule explicite. Dar furnizeaza rezultate calitative. Un exemplu este:

Propozitia 1.2.15. Fie y o curbd parametrizatd, regulatd si cu torsiunea nicdieri nuld.
Urmdtoarele afirmatii sint echivalente:

(i) Directiile tangente fac unghi constant cu o directie fixd.

(i) kit=ct;

(iii) Directiile normale sint paralele cu un plan fix.

(iv) Directiile binormale fac unghi constant cu o directie fixd.
Demonstratie. Putem presupune curba parametrizatd canonic. Fie a versorul direc-
tiei fixe din enunt. Avem (a, ) = cos8, cu 6 un unghi constant. Derivind aici si folosind
prima formula Frenet gasim a L n, deci (i) = (iii). Asadar a apartine planului rectifi-
ant si se descompune dupa £ si b ca: a = tcos8+ bsinf. Derivind si aceasta relatie, din
prima si a treia formula Frenet rezultd k/7 = tg0, deci (i) = (ii). Celelalte implicatii se
demonstreaza similar. |

O curba cu proprietatile de mai sus se numeste elice. Elicea circulard este doar
un caz particular. Un alt exemplu de elice, cu curbura si torsiune neconstante, este:
y(t) = (2, 1%,In1), teR.
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Un exemplu: elicea sferica.

Exercitiile care urmeaza furnizeaza alte interpretari geometrice pentru planele tri-
edrului Frenet, pentru curbura si torsiune.
Exercitiul 1.2.16. (Forma canonica locald a unui arc de curba.) Sa se scrie ecuatiile unui arc de
curba regulatd intr-o vecinatate a unui punct sg, raportate la axele triedrului Frenet in y(sp).
Solutie. Presupunem y parametrizatd canonic. Mai mult, putem presupune sy = 0. Dezvoltdim
functia y in serie Taylor in jurul lui 0. Avem:

2 3
R
Y(5) = 7(0) + 57 (0) + y"(0) + =y"(0)+ R, lim — =0
2 6 s—0 §3

Dar y/(0) = t,y"(0) = kn,y"" (0) = kK'n+ k(—kt + Th) (cu toate functiile din membrul drept calcu-
late in 0). In consecinta:

(s)— (0)—(s—s3k2)t+(k52+k’53)n+krs3b+R
v =ye= 6 2 6 6 ’

Facem acum o translatie a reperului din R? astfel incit y(0) = 0. Daci notim x, y, z coordonatele
in reperul Frenet, atunci coordonatele lui y(s) in reperul Frenet in punctul y(0) sint:

1
(1.4) x(s) = s—gk2s3+Rx,
1., 1,3
(1.5) yis) = cks“+-k's"+Ry,
2 6
1
(1.6) z(s) = 6k153+Rz.

cu Ry, Ry, Rz de acelasi ordin de méarime cu 3.
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Proiectia pe planul t?

Prolectia pe planul th Proiectia pe planul nb

Exercitiul 1.2.17. Planul osculator in s e pozitia limitd a planului determinat de ¢ si y(sp +
h) cind h — 0. Sa se deduca de aici ca planul osculator in sy e pozitia limitd si pentru planul
determinat de punctele y(sp),y(so + h1),y(So + h2) cind hy, hy tind la 0.

Solutie. Luind sy = 0 si y(0) = 0, un plan care trece prin ¢ are, in reperul Frenet, ecuatia z = ay,
a€R, sau y = 0. Aceasta din urma este ecuatia planului rectifiant si iese din discutie (motivati!).
Daca z = ay trece prin y(h) atunci:

kth3
z 6 4.
a=—-—=—F"7,
vy  kh®: KK
—+ +
2 6

deci a — 0 cind h — 0. A doua caracterizare se obtine din prima observind c4, atunci cind h; — 0,
coarda determinata de y(sp) si y(so + k1) tinde la tangenta in sg.

Rezultd de aici ca, dintre toate planele tangente la curba, planul osculator este cel care o
aproximeaza cel mai bine. Astfel, curbura masoara tendinta curbei de a se departa de tangenta
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in acest plan, de a se indoi. Analog, torsiunea masoara tendinta curbei de a iesi din planul oscu-
lator.

Exercitiul 1.2.18. Fie k(sp) # 0. Sd se arate cd in planul osculator in punctul y(sp) exista un unic
cerc care are un contact de ordinul 3 cu curba (intersecteaza curba in trei puncte confundate).
Cercul acesta se numeste cerc osculator sau de curburd; raza sa este 1/k(sg) si se numeste raza
de curburd.

Solutie. Ca mai sus, presupunem so = 0 si y(sp) = 0. Consideram R raportat la reperul Frenet in
punctul y(0). Cercul cdutat trebuie sé fie, in planul osculator, tangent curbei in y(0), deci va avea
centrul pe directia normala principald la curba. Ecuatiile unui cerc din planul osculator in y(0)
sint:

xz+(y—r)2 r2,
z = 0.

Cercul osculator al unei curbe
plane.

Punctele de intersectie cu curba sint solutiile ecuatiei:
X2+ () -n?=r*

Inlocuim aici x(s), y(s) din forma canonica locala:

2
(s+0@)?+ (k% —r+0@)?=r%

Obtinem, neglijind termenii de grad mai mare sau egal cu trei:
s2(1-rk)+0(@2) =0

Avem contact de ordinul trei dacd si numai daca 1 — rk = 0. In concluzie, cercul cerut exista si
are raza egald cu inversul curburii in punctul considerat.
Exercitiul 1.2.19. Cercul osculator in sy e pozitia limita a cercului determinat de punctele
Y(s0),Y(so + h1),y(so + h2) cind hy, ho tind 1a 0.
Exercitiul 1.2.20. Formulati si demonstrati un rezultat asemdnator pentru torsiune folosind
planul rectifiant.

Propozitia 1.2.10 admite o reciproca cunoscuta sub numele de Teorema fundamen-
tald a teoriei curbelor care spune, in esentd, ca exista un unic (pina la izometrii ale
spatiului) arc de curba cu curbura si torsiunea prestabilite. Mai precis:

Teorema 1.2.21. FielcRgsik:1— R}, 7: 1 — R doud functii diferentiabile. Atunci
existd curbe parametrizate canonicy : I — R® pentru care functiile curburd si torsiune
sint k, respectiv T. Mai mult, imaginile a oricare doud astfel de curbe diferd printr-o
izometrie a lui R3.

Demonstratie. Vom imparti demonstratia in trei pasi .

Pasul 1. Consideram sistemul de ecuatii diferentiale liniare (1.3) cu necunoscutele ¢,
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n, b. Conform teoremei de existenta si unicitate pentru sisteme de ecuatii diferentiale

(vezi, de exemplu, [Ha]) avem solutie unica de indata ce fixam un triplet {£(so), (o), (o)}
drept conditie initiald intr-un punct sy € I. Trebuie acum sd aratam ca daca {£(sop), 7(so), b(so)}
e ortonormat, atunci si {£(s), n(s), b(s)} e ortonormat (cu alte cuvinte, trebuie aratat ca
solutia problemei de ecuatii diferentiale e solutie si pentru problema de geometrie de

la care am plecat). Pentru aceasta reluam notatiile e; = ¢, e; = n si e3 = b. Punem

eij =(ej,ej). Trebuie vazut ca e;;(s) = §;;. Avem

de,- i
bk, . k.

1.7) W_ai erjta;eir

Cu conditia initiala e; j(sg) = 6}, sistemul (1.7) are solutie unica. Deoarece e;;(s) = §;;
verificd sistemul (pentru cda matricea (al.‘) e antisimetricd), aceasta e unica solutie.

d
Pasul 2. Constd in integrarea ecuatiei d_}s/ = £(s) cu £(s) solutie gasitd la Pasul 1. Avem :

N
y(s) :f t(o)do +vy(so),
S0
astfel ca vectorul tangent la y este chiar £(s). Cum acesta e unitar, y e parametrizata
canonic. Se verificd imediat cd 7 si k sint, respectiv, torsiunea si curbura lui y.

Pasul 3. Unicitatea pina la deplasiri in R® rezulta in felul urmator. Sa consideram
Yi:l— R3,i=1,2,cuky(s) = ka(s), T1(s) = 72(s). Fie &o= {ti0, io, bjo} triedrele Frenet
corespunzatoare in punctul sp. Cum acestea sint ortonormate, exista o izometrie F a
lui R® care pastreaza orientarea si satisface: F(y1(sp)) = y2(so) si F(&19) = &29. Deoarece
sistemul Frenet (1.3) e liniar, F(&1(s)) si &2 (s) sint solutii ale sale cu aceeasi conditie ini-
tiala &»9. Din unicitatea solutiei rezultd & (s) = F(&1(s)) deci y2(s) = F(y1(s)). [ |

De exemplu, folosind acest rezultat se poate demonstra:
Exercitiul 1.2.22. O curbd regulata pland cu curbura constanta este un arc de cerc.

Un alt exemplu de aplicare a formulelor lui Frenet si a Teoremei fundamentale
avem in:

Exemplul 1.2.23. Fie y: I — R3 o curba regulati, cu curbura si torsiunea nicaieri nule.
¥ se numeste curbd Bertrand daca existd o curbd y; : I — R? astfel incit normalele la
¥ si y1 in fiecare 7 € I sa fie coliniare. In acest caz cele doud curbe se numesc vecine
Bertrand. Atunci:

1. y1(8) =y(®) + rn(t) cur = const..

2.y e curba Bertrand daca si numai daca exista constantele reale A si B astfel incit

(1.8) Ak(t)+Bt(t) =1.

3. Daca y are cel putin doua vecine Bertrand, atunci e elice circulara si are o infi-
nitate de vecine Bertrand.
Intr-adevir, conform definitiei, y e curba Bertrand daca si numai daca existd y; cu

(1.9 Y1(8) =y(@0) + r(t)n(1).
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Fie s (respectiv s1) parametrul canonic pe y (respectiv y1). In general, s # s;. Derivim
(1.9) in raport cu s si gasim:

(1.10) Y= [1=r()k($)]Es) + ' (n(s) + r()T(s)b(s).

Cum »n e normal si la y;, (y’l, n) = 0. Deci, ecuatia anterioard implica r’ = 0, adica 1.
Pentru 2., derivam in raport cu s functia (£, ;). Rezulta:

d
(km, 1) + (8 k2t gy = 0,
ds

deci (t, t1) = const. Cum ¢ si ¢, sint unitari, putem scrie (£, £;) = cos6, cu 6 = const.
Revenind in relatia (1.10) scrisd sub forma:

@tl =[1-rk(s)]t(s)+rT(s)b(s),
ds

vedem cad t; apartine planului rectifiant al lui y. Facind, pe rind, produsul scalar cu ¢
si b obtinem:

d
A o5 =1- rk(s),
ds

d
d—sslsinﬁ =77(8).

De aici decurge (1.8) cu A=r si B =rctgf.
Reciproc, definim y; =y + An cu A dat de (1.8). Trebuie ardtat ca normalele lui y
si y1 sint coliniare. Avem:
dy:

s =(1-Ak)t+Atb=1(Bt+ Ab),

deci un vector tangent unitar la y; (egal cu £; pina la semn) va fi
t1 = (A% + B V2(Bt + Ab).

Atunci:

dt, dtpy ds 2 2.-1/2 ds
ds - ds ds (A +B“)""“(Bk— A1) s, n,
ceea ce trebuia demonstrat.

Pentru a demonstra 3. observam intii cd o elice circulard, de ecuatie (acos s, asin s, bs)
cua’?+b*>=1,ab>0,avind k = a, 7 = b este o curba Bertrand si are o infinitate
de vecine Bertrand (scrieti explicit ecuatiile lor). Pe de alta parte, conform Teoremei
fundamentale, elicea circulara este singura curba cu curbura si torsiunea constante.
Dar daca y admite vecinele Bertrand diferite y; si y2, atunci putem asocia sistemul
Ark(t) + Bit(t) =1, A2k(?) + Bo7(f) = 1. E un sistem liniar, cu coeficienti constanti al
cdrui determinant nu poate fi nul (motivati!). Rezulta curbura si torsiunea lui y con-
stante, ca solutii ale sistemului. Deci y e elice circulara.

Exercitiul 1.2.24. 1) Produsul torsiunilor a doua curbe Bertrand e constant.

2) Orice curba care nu e elice circulara si are curbura constanta pozitiva are o vecina Ber-
trand, cu aceeasi curbura. Fiecare dintre cele doua curbe e locul centrelor de curbura ale celei-
lalte.

king =
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Deoarece, asa cum spuneam mai sus, cele mai multe curbe care apar in aplicatii
nu sint parametrizate canonic si reparametrizarea e, cel mai adesea, anevoioasa, e util
sd avem si expresiile curburii si torsiunii intr-o parametrizare oarecare.

Propozitia 1.2.25. Intr-o parametrizare oarecare avem:

Iy >yl
(1.11) ko = '
Iy 113
d t /’ Il, U
(1.12) (1) detty,y,1)
Iy > y"I
d d? a3
unde am notaty' = d_J;’ Y= d_tz’ y" = d_tz ) )
Demonstratie. Notind cu s parametrul canonic pe y avem d_j = d_}t/ . Atunci t =
/
“;:, & Derivam in raport cu s si obtinem:
dt dt /! AT i
kn = —=—. M
ds ds ly'112
_ Y _ Iyl
Iy iy

Sa presupunem k # 0. Inmul{im vectorial la stinga cu ¢ egalitatea anterioara si (deoa-
rece v x v =0 pentru orice vector v) gasim:

,}// X ,}///
'3~
Cum b e unitar si k > 0, luind aici norma rezulta prima formuld din enunt. In plus,

vedem cd b e la fel orientat cu Y’ x y”, deci expresia sa intr-o parametrizare arbitrara
este:

/ /!
__rxy
" >y
Sa mai observam ci dacd intr-un punct curbura se anuleaza, atunci y” e coliniar cu y’
si produsul lor vectorial e nul, rezultat consistent cu formula pe care am gasit-o.
Pentru expresia torsiunii plecam cu a treia formuld Frenet in care exprimam de-

rivata lui b in raport cu s prin intermediul derivatei in raport cu ¢, folosind formula
(1.13):

(1.13)

_db_db dt_ 1 d y’xy”

"Tds T ac ds Wyl dily <y

1 ,)/!X,YW d 1
YLy <y delly" <y"I]"

Inmultim la stinga cu b relatia gasita. Rezulta:

+ (Y/ < 7")

1 . (,}// x ,y//) X (yl x Y”l)

Tt =
Iy’ Iy’ < y"lI12
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Acum folosim o formulad binecunoscutd care exprima neasociativitatea produsului vec-
torial:

uxUxw)=uw)v—{uv)w.
Luind u =y' xy", v =7/, w =" si tinind seama ca produsul vectorial a doi vectori e
perpendicular pe fiecare dintre ei, avem:

(/}// x ,}//I) X (,y/ x ,}/NI) — (Y’ x Y”,Y’”)’}/, — det(,}//’/yl/,/ylll),yl
!
ceea ce, tinind seama ca t = ﬁ, incheie demonstratia. [ |

Exemplul 1.2.26. Fie curba
y(t) = (e’ cost,e'sint,e’), teR.

Avem:
Y'(t) = (e’ (cos t —sin ), e’ (sin t + cos 1), e"),
deci [y (D)l = e’v/3. Pentru lungimea arcului obtinem:

t
S(t):f e’™V3dr =v3(e'-1),
0

cu inversa h(s) = ln(s-:/_\/g). Deci expresia curbei in parametrizarea prin lungimea
arcului este: ’
y(s) = (M cosln(s+ \/§)’ s+V3 sinln(s+ \/§), St \/§‘)
V3 V3 V3 V3 V3

Acesta este unul dintre cazurile fericite cind putem parametriza explicit prin lungime
de arc, dar nu vom continua calculele in aceastd parametrizare ci vom reveni la cea
arbitrard, in ¢, pentru a calcula curbura si torsiunea. Pentru derivatele a doua si a treia
gasim:

y"(t) = (-2e'sint,2e’ cos t,e’),

YY" (t) = (—=2e'(cos t +sin t),2e' (cos t —sin 1), e").

Pentru produsul vectorial ¥’ x y” obtinem:

y' xy" = (e*!(sint — cos 1), —e*! (cos t + sin 1), 2¢*").

Astfel |y’ x ¥ || = €?!v/6 si, conform cu (1.11), curbura este:

k(o= ge_t.

in fine,

e’(cost—sint) el(sint+cost) ¢!

det(y',y",y") = —2e'sint 2efcost) ef|=2e3%,
—2el(cost+sint) 2e‘(cost—sint) ef
ceea ce, cu formula (1.12), conduce la:

(1) Lot
T =—e .
3
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Sa observam ca, desi curbura si torsiunea lui y sint neconstante, raportul lor este con-

k
stant: — = v/2. Deci Y este o elice (Propozitia 1.2.15). Deoarece (xH2+ ()2 = &% =

T
(x®)?, imaginea curbei sti pe un con cu virful in origine si cu indltimea Ox®, anume pe
pinza corespunzatoare lui x> > 0. Sa gasim versorul directiei fixe, fie el @ = (a, §,) cu

care ¥’ face unghi constant. Cerem ca produsul scalar dintre a si versorul g((cos r—
sin ), (sin t +cos 1), 1) al directiei tangente sa fie constant. Obtinem ecuatia:

a(cost—sint) + B(sint + cost) +y = const.
Deci derivata functiei
fO)=(P+a)cost+(B—a)sint+y
trebuie sa fie identic nula. Asadar ecuatia:
(B+a)sint—(B—a)cost=0

trebuie sa fie identic satisfacuta. Cum cos ¢, sin ¢ sint liniar independente peste R, ob-
tinem f+a=0si f—a=0,adicd a =B =0. Atunciy =1si a =(0,0,1). Rezulta de aici
si cd elicea conica taie generatoarele conului sub un unghi constant.

Exercitiul 1.2.27. Sa se calculeze curbura si torsiunea curbei (situatd pe un cilindru eliptic):

y(t) = (acost,bsint,ct), a,b,c,>0, t€R.

Exercitiul 1.2.28. Gasiti curbura si torsiunea unei curbe de forma (¢, f(¢), g(#)), cu f, g diferen-

tiabile. Aplicatie pentru curba dati ca intersectie a suprafetelor x% = 342 ysi2xz= a’.

Exercitiul 1.2.29. Prin fiecare punct P al curbei y(f) = (f —sin¢,1 - cost,4sin %) se duce, in

directia pozitiva a normalei principale in P, un segment de lungime egala cu de patru ori curbura

lui y in P. Sd se arate cd ecuatia planului osculator la curba descrisa de capatul segmentului este

¥ =1

Observatia 1.2.30. In cazul unei curbe din R” (vezi Observe};ia 1.1.7) un ,reper Frenet”
dy an-

se poate atasa astfel: se presupune ca vectorii {—, ..., 1
ds dsn

generalizarea conditiei din R® de neanulare a celei de-a doua derivate) si se ortonor-
meaza cu procedeul Gram-Schmidt. Apoi, derivind relatiile de ortonormalitate dintre
vectorii obtinuti se obtin analoagele formulelor Frenet si n functii k,..., k, numite
,curburi®. Detalii se gasesc in [Ial], pag.30.

} sint independenti (este
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3. Curbe plane

Sa presupunem acum ca I' = Imy e situata intr-un plan. Dupad o eventuala izome-
trie a lui R® putem considera ci acest plan este x' Ox? identificat cu R?. Presupunem
curba parametrizata canonic. S$tim deja ca planul curbei coincide cu planul oscula-
tor (acolo unde acesta e definit). Rezulta ca in punctele in care triedrul Frenet exista,
el poate fi inlocuit de un reper format de doar doi vectori ortonormati in R, Pentru
curbele plane e util sa deosebim intre cele convexe si cele concave. Distinctia se face
cu ajutorul curburii care acum capatd semn (curbura fard semn nu poate distinge un
arc de parabola de simetricul sau fatda de tangenta prin virf; ori aceste arce sint direct
izometrice in R® dar nu in R?). Pentru aceasta vom modifica intii definitia vectorului
normal principal. Directia lui z fiind cunoscuti (cea a lui d?y/ds®) vom stabili sensul
astfel ca reperul Frenet {¢ ,n } sd fie la fel orientat cu reperul canonic {(1,0), (0,1)}. Cu
aceastd alegere definim functia curbura prin ecuatia

ﬂ =x(s)n(s)
ds ’

la fel orientat ¢

invers orientat

Exercitiul 1.3.1. Sa se arate cd | x | este curbura lui I' vazutd ca o curbd in spatiu.
Indicatie: Folositi cercul osculator.

A

w Semnul curburii este legat de convexitate.
Pe o curba convexa, curbura are semn
‘ constant.
k>0

E usor de ardtat cd a doua (si ultima in acest caz) formuld Frenet este:

dn
= —x(S)£(s).
s
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Forma canonica locald a unei curbe plane se va reduce acum la primele doua ecuatii
in care, de altfel, nu apare torsiunea. Doar cd acum, x noteaza curbura cu semn (de
altfel, ecuatiile care urmeaza se pot deduce si direct din formulele Frenet pentru curbe
plane).

1
s——x%sS + Ry,

(1.14) x(s) =
L 2o 1,3
(1.15) y() = -KkST+ K ST+Ry.
2 6
Folosind aceste noi ecuatii putem da o interpretare simpla a modulului curburii cur-
belor plane:

Exercitiul 1.3.2. Fie T dreapta tangentd in p = y(so) la y. Fie L o paraleld la n(sp) la distanta d de
p. Fie h lungimea segmentului determinat pe L de v si intersectia cu T. Atunci:

| x(sp) |= lim 2h
O o a2z

Solutie: Presupunem sg = 0, y(0) = 0. Alegem un sistem de coordonate cu originea O in p si cu
axele orientate, respectiv, dupa £(sp), n(sp). Atunci ecuatiile canonice locale ale lui y vor fi, pina
la termeni de ordinul al doilea inclusiv:

Kxs?
x(s)=s+Ry, y(s)= iT +Ry

cu Ry, Ry tinzind la zero odata cu 5% si semnul lui y depinzind de orientare. Atunci:

2] y(s 2h

YO _ i, 2

s2 5—0 d?

La fel cum am gasit expresia curburii si torsiunii curbelor strimbe intr-o parametrizare

oarecare, putem gasi expresia curburii pentru o curba plana:

| x(0) |= lim
s—0

Propozitia 1.3.3. Intr-o parametrizare oarecare curbura unei curbe plane e datd de
relatia:
B det(,yl’,yll) B (xl)I(XZ)H _ (xl)//(xZ)/

x(f) = =
”Y’”3 ((x1)2+(x2)2)%
Demonstratie. Cheia demonstratiei este determinarea vectorului normal unitar. Fie s
ds d !
parametrul canonic pe y. Avem P IId—ZII, decit = I =YD (Y er + (63 e2).

Fie n = ae; + bey, cu a, b functii diferentiabile de t si a® + b*> = 1. Trebuie si avem
(t,n) =0, de unde:

a(x")' +b(x*' =0.
Obtinem (a, b) = elly’| 7! (=(x?)’, (x!)") cu € = +1 determinat de conditia ca {t, n} sa fie
pozitiv orientat. Deci impunem conditia:
@

£ —(xz)’ (xl)’ > 0.

Rezultd € = 1, adica n = [|y'[| "} (= (x?)e; + (x!)"e»). Pe de alta parte, din prima formula
Frenet rezulta:

_dt _dt dt ¥y Iyl

Tds dt ds IYI2 Iy

Kn
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Facem produsul scalar cu 7= ||y’ 7! (= (x?)"e; + (x!)'e2) si obtinem:
K=Y 172" my = 1y 173 (=D ) + ) (D),
ceea ce trebuia demonstrat. [ ]
Exercitiul 1.3.4. Sa se calculeze curbura fractricei:
. t
y(f) = (sint,cost +Intg 5)

si a catenarei (sau lantisorului; este pozitia de echilibru a unui fir greu si omogen, flexibil si
inextensibil, ale carui capete sint fixate in doua puncte):

(1) = (cht,1).

Sa se arate cd segmentul de pe tangenta la tractrice determinat de punctul de contact si intersec-
tia cu Ox? are lungime constanti. Sa se arate ci tangentele catenarei sint normalele tractricei.
Ne vom reintilni cu aceste curbe in Capitolul 2 cind vom studia suprafetele generate de rotirea
lor in jurul axei verticale.

\

\
\

Sl

Tractricea si evoluta sa — catenara.

O curba care infdsoara normalele alteia se numeste evoluta celei de-a doua (infa-
suratoarea unei familii de drepte este o curba care, in fiecare punct al ei, e tangenta
unei unice drepte din familie). Deci ecuatia evolutei lui y este y + %n, adica evoluta
unei curbe plane e locul centrelor cercurilor osculatoare. Reciproc, fatd de evoluta sa,
¥ se numeste involuta. In exercitiul anterior am vézut ca evoluta plani tractricei e ca-
tenara.

Exercitiul 1.3.5. Arédtati cd evoluta elipsei (acos ¢, bsin t) e astroida de ecuatie
& — b2 2_ 2

b —a
( cos3 t, sin® ).
a b

Aratati cd, in general, astroida (acos ¢, asin3 t) e locul unui punct fix de pe un cerc de raza a/4
care se roteste fara frecare in interiorul unui cerc de raza a. Ardtati ca segmentul de tangenta
la astroida dintre axele de coordonate are lungime constanta. Astroida e o curba care a aparut
in cercetarile legate de roti dintate, dar evoluta elipsei fusese determinatd, cu mijloace exclusiv
sintetice, inca de Apollonius.
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Evoluta elipsei e o astroida.

Exercitiul 1.3.6. Aritati ci tangentele la elicea (cos t,sin £, t) intersecteaza planul x! Ox? dupi o
involuta a cercului unitate.

Exercitiul 1.3.7. Sa se arate ca locul geometric al unui punct fix de pe un cerc de raza a care se
rostogoleste fara frecare pe o dreapta este curba de ecuatii:

xl(t) =a(t—-sint), xz(t) =a(l—cost).

Curba aceasta se numeste cicloidd si are proprietati geometrice si mecanice foarte intere-
sante.

Se poate arita ci evoluta cicloidei e tot o cicloida. Intr-adevar: y/(¢) = (a(1 — cos t), asin 1),

1

1
¥ (¢) = (asint, acost) si curbura rezultd x = ———— - Cumn=———(-asint,a(l —cos 1)),
4asin 5 2asin 5

rezulta pentru evolutd ecuatia:
1
v+ —n=(a(t+sint),a(cost—1)).
K

Dar aceasta e o curba congruentd cu y, modulo translatia la stinga cu 7a si in jos cu 2a, adica
vectorul de translatie e (-7 a, —2a).

y
D
: C
P
A
Cicloida ca loc geometric. Evoluta cicloidei e tot o cicloida.

Johann Bernoulli, Jacob Bernoulli si Christian Huygens au ardtat, separat, ca cicloida este
solutia problemelor tautocronei (sau izocronei) si a brahistocronei.

Problema tautocronei cere sd se gaseascd acea curba care uneste A si B in asa fel incit, din
orice punct al ei ar porni un corp de masa fixd, sa ajungd in B in acelasi timp. Pornind de la
aceasta proprietate si de la faptul ca evoluta cicloidei e tot o cicloidd, Huygens a proiectat un
pendul cicloidal: firul greu e fortat sa oscileze intre doua arce de cicloida tangente intr-un ca-
pat. Frecventa acestui pendul nu va mai depinde de amplitudinea oscilatiei, astfel ca un pen-
dul de acest tip poate indica ora locului unde a fost potrivit initial oriunde pe glob (sd zicem la
Greenwich), chiar pe mare, indiferent de conditiile atmosferice. Cu ajutorul lui se poate deter-
mina longitudinea in grade (fatd de meridianul Greenwich) unui punct de pe glob dupd formula
(oralocali - ora Greenwich) x 15°/h.
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Iatd cum se poate arata cd arcul de cicloida (A+ a(t—sint), B—a(l —cost)) —simetricul fata
de Ox' al celui de mai sus - satisface problema tautocronei: energia cinetici e legata de energia
potentiald prin relatia v? = 2g(y» — y1) (aici g e acceleratia gravitationala si, pentru simplitate,
notdm x = x!, y = ¥%). Cum timpul e distanta raportat la vitez3, iar distanta se obtine integrind

ds
lungimea vectorului tangent, timpul se calculeazd integrind ecuatia dt = ———. Cum

V28(y—yo)

d d
ds=\/dx*+dy?sidx= d—zduz a(l-coswdu, dy = d—zduz asin u, avem de calculat

f 2a2(1 COS 1) dutm af” 1-cosu
Zag(cos Up —Ccos u) - up \| cosugy—cosu
u
f L S f —%%_ 4z (cusubstitutiaz = —2)
u= z (cusubstitutiaz =
to Cos2 uO —cos? ¥ V1-22 cos%

1
=2 —arcsmz’ =7 —,
g 0 4

deci timpul de parcurs nu depinde de punctul intermediar de pornire.

Pentru detalii (si nu numai) se pot consulta articolele: H. Geiges, Christian Huygens and
contact geometry, arXiv:math.HO/0501255 si Jeff Brooks, Satha Push, The cycloidal pendulum,
The Amer. Math. Monthly, 109 (2002), 463-465.

Problema brahistocronei cere sa se uneasca doud puncte A si B intr-un plan vertical printr-
o curba in asa fel ca un corp de masa fixa care alunecd numai sub actiunea gravitatiei sd ajunga
in timpul cel mai scurt din A in B. De rezolvarea ei se leagd nasterea a ceea ce azi numim calcul

variational. Problema este mai grea pentru cd presupune gasirea unei curbe (cilcoida, in speta)
cu o anume proprietate de minimalitate intre foate curbele unesc doua puncte.

FieT' o curba plandsio: T — St aplicatia o (y(s)) = £(s) (s e parametrul canonic).
Cum vectorul tangent e acelasi in orice parametrizare canonica o e bine definitd, con-
tinua si diferentiabild. Fie a/(s) € [0,27) unghiul orientat (in sens trigonometric) dintre
x! si 0(s). a(s) e unghiul dintre axa absciselor si raza vectoare prin origine paralela
cu tangenta in y(s). Din pacate a nu e nici mdcar continua (e suficient sa vedeti ce se
intimpla la trecerea printr-un punct in care tangenta e paraleld cu Ox': de o parte a
punctului a tinde la zero, de cealalta se apropie de 2). Totusi, putem demonstra:

Lema 1.3.8. Peorice subinterval inchis|a, b] c I existd functii continue0(s) care satisfac
relatia 0(s) = a(s) +2m(s)w, cu m(s) € Z. O asemenea functie e complet determinatd de
alegerea arbitrard a lui m(a). Doud asemenea functii diferd prin 2nh, cu h constantd
intreagd.

Demonstratie. Functia #(s) e uniform continua pe [a, b]. Atunci existd 6 > 0 astfel ca
| s— s’ |< & sd implice ci t(s') apartine semicercului deschis cu centrul in £(s) (unde am
notat la fel tangenta unitard la curba si raza vectoare paraleld cu ea in cercul unitate
centrat in origine). Alegem acum o diviziune a < §; < --- < §, < b a intervalului [a, b]
de norma strict inferioara lui 6. Definim 6(a) fixind in mod arbitrar un m(a) intreg.
Existd o unica functie 6(s) pe [a, s1], continua, de forma a(s) + 2m(s)x si astfel incit
| O0(s) —0(a) |< m/2. Aceasta din urma conditie poate fi indeplinitd datorita felului in
care a fost aleasa diviziunea. Pe de alta parte, daca ar mai exista o functie 0 cu aceleasi
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proprietdti am avea:
10(5)=0(s) 1< 0(s) - 0(a) | +10(s)-0(a) <7

astfel ca cele doua valori 6(s),0(s) nu pot masura acelasi unghi a(s). Asadar exista o
unicd functie O(s) ca mai sus. Continuitatea ei este clard. Cunoastem acum valoarea
m(sy). Cu ea reludm constructia pe intervalul [s;, 2] si asa mai departe. A rezultat ca
poate fi definitd intr-un numar finit de pasi. Daca 6(s) si 0(s) sint doua astfel de func-
tii, diferenta lor e o functie continua cu valori intregi, deci constanta. Acum solutia e
completa. [ |

De fapt, e adevarat mai mult:

Lema 1.3.9. Functia unghiulard 0 construitd anterior e diferentiabild pe intreg inter-
valul de definitie. Demonstratie. Functia 0 verifica ecuatiile:

1 2
% =cos0, % =sinf
de unde .
(x7)
0 = arctg &y
deci este local derivabila. Din formulele lui Frenet rezulta acum
(1.16) K(S) = @
ds

Consideram acum curba datd y si-i calculam curbura cu relatia din Propozitia 1.3.3
(in care nu intervine functia unghiulard). Construim un nou arc de curba y; astfel:
determinam intii o functie unghiulara diferentiabila prin formula

N
01(s) =0(so) + f K(s)ds.
So
Integrarea e posibila pentru ca functia k e continua. Punem apoi:

N
yi(s) =x1(so)+f cosb(s)ds,
So

N
yz(s) =x2(s0)+f sinf;(s)ds.
S0

Prin constructie, curba (y'(s), y?(s)) are functia unghiulara diferentiabila si are aceeasi
curbura ca si y. Pe de altd parte, din Teorema fundamentald a teoriei curbelor, avind
aceeasi curbura si intersectindu-se in sg, y si y1 coincid. ]

Exercitiul 1.3.10. Gasiti parametrizarea unei curbe plane cux = 1/+/s.

Exercitiul 1.3.11. Uneori e convenabil sa reprezentdm o curbd pland in coordonate polare (r, ¢),
unde r e distanta de la originea reperului x! Ox? la punctul de pe curba si ¢ e unghiul orientat
dintre Ox! si raza vectoare.

(1) Aratati ca dacd y e definita de ecuagia r = r(¢), atunci lungimea arcului intre ¢ si @2

2 =’ 12
estes—f Ve +r2dpsik= ————.
P1

(212302



30

Proprietiti locale ale curbelor

(2) Calculati curbura spiralei lui Arhimede, datd in coordonate polare prin r(¢) = ap, a =
const.

(3) Spirala logaritmicd este curba descrisd in coordonate polare de ecuatiile: r(f) = et,
¢(t) = at, a = const. Ardtati ca lungimea ei in intervalul (—oo, t] e proportionala cu
raza r(1), iar vectorul de pozitie face unghi constant cu vectorul tangent. In plus, spi-
rala logaritmica e congruenta cu evoluta si cu evolventa sa.

Spirale logaritmice aproximative apar in natura: bratele unor galaxii spirale, sec-
tiuni intr-un nautilus, unele plaje oceanice. Vedeti imagini, de exemplu la:
http://scienceblogs.com/chaoticutopia/upload/2006/11/spiral.jpg

Spirala lui Arhimede Spirala logaritmica



CAPITOLUL 2

Proprietati globale ale curbelor

Scopul acestei sectiuni este sa arate cum se pot utiliza invariantii locali pentru
a trage concluzii globale, de natura topologica. Vom prezenta doar citeva asemenea
rezultate care se incadreaza in linia generald cartii. Cititorul interesat poate gasi si alte
rezultate In excelenta monografie [Ca] sau in [Ial], [Kl], [Va], [Sp] etc.

1. Teorema de clasificare

Prezentam acum clasificarea curbelor pina la difeomorfisme. Demonstratia (da-
torata lui J. Milnor, cf [Mi]) e surprinzdtor de elementara: in afara unor fapte standard
de topologie generala vom folosi doar existenta parametrizarii prin lungime de arc.

Teorema 2.1.1. O curbd diferentiabildl care e conexd e difeomorfd cu:
i) R dacd e necompactd;
ii) cercul S' dacd e compactd.
In particular, orice curba necompacta se acopera cu o unicd parametrizare, orice
curbd compactd se acopera cu doud parametrizari.
Demonstratia va folosi urmatoarele trei leme:

Lema 2.1.2. Fiel';, i =1,2, doud arce ale lui T parametrizate canonic. AtunciT'; NT,
are cel mult doud componente conexe.

Lema 2.1.3. Dacd existd pel doud arcel'}, I'y parametrizate canonic, astfel incitI'y N
Ty # @ si are doud componente conexe, atuncil e difeomorfd cu un cerc.

Lema 2.1.4. Dacd existd pel doud arcel'}, I's parametrizate canonic, astfel incitT'y N
Ty # @ si are doar o componentd conexd, atuncil'y UTy e un arc care se poate acoperi cu
o singurd parametrizare canonicd.

Amindm, pentru moment, demonstratia lemelor si dam
Demonstratia Teoremei Fiey: I = (a,b) — R3 0 parametrizare oarecare a unui arc din
I', maximala (in sensul ca nu poate fi prelungita peste capetele lui I). E suficient sa
aratdm ca daca I nu e difeomorfa cu S, atunci y e surjectiva (adicd parametrizarea y
acoperd intreaga multime I'). Daca, prin absurd, I'y = y(I) e strict inclusa in I, atunci
existd un punct limita al lui I'y pp € I' - T';. Fie I'y o vecinatate deschisa in I a lui py.
O parametrizdm canonic si rezulta ca arcele I'; si I'; satisfac ipoteza din Lema 2.1.4.
Atunci reuniunea lor se poate acoperi cu o singurd parametrizare care, pe I'; va coin-
cide cu y; contradictie cu maximalitatea lui /. (]

Vom demonstra acum cele trei leme.
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Cele trei posibilitati pentru panta 1

Demonstratie Lema 2.1.2 Fie y;(s;) parametrizdri canonice ale arcelor I';. Pe fie-
care componenta conexa C, a intersectiei I'y NI'» avem, conform Lema 1.1.6,

Sp =x81tCqy.
Consideram functia liniard s, = s»(s1) descrisd mai sus. Graficul sau
G={(s1,82) €1 x I ; 7yi1(s1)=72(52)}

e o reuniune de segmente de pantd +1 in planul (s, s2), existind un singur segment
pentru fiecare componenta conexda C,. Cum orice componentd conexa e o multime
deschisa in I'y N T',, fiecare segment e o multime deschisad in planul (s;, s2) (care nu-
si contine capetele). Pe de altd parte, fiecare asemenea segment e inchis in topo-
logia relativa a lui I) x I, pentru ca e definit de egalitatea F(s1,s2) = 0 cu F(s,$2) =
¥1(s1) — y2(s2) functie continui. In concluzie, capetele segmentelor trebuie s fie situ-
ate pe laturile dreptunghiului I; x I. Deoarece schimbarile de coordonate sint bijectii,
doud segmente nu pot atinge o aceeasi latura. Astfel cd sint posibile doar situatiile din
primele trei diagrame de mai sus (si celelalte trei corespunzatoare pantei —1):
Demonstratie Lema 2.1.3 In acest caz 9 e format din doua segmente (ultima diagrama
din 1). Facind, eventual, o schimbare de orientare (ca sd avem panta +1) si o translatie
putem admite cd avem diagrama din 1.

Am pus, aici, ay = d. Fie I = I U I,= (a1, b») unde

(2.1) am<c<d=ar<b=A<6<b

si
c—a) = bz -9.
Fie s parametrul canonic pe I: s (g, p,)= $1 i § l(ay,5)= S2. Definim functia p: I — S
prin
- S—ay

ay .
27, sin 27| .
0— an 0— aq

p(s) =|cos



1 TEOREMA DE CLASIFICARE 33

Szk

b

9
A=b;
agzd

a) c d b1 S1

Dupa translatia in urma careia a, = d

Evident p e diferentiabila. E, in plus, surjectiva: intr-adevdr, surjectivitatea e echiva-
lentacu0<(s—a;)/(0—a;) <1,ceeaceeechivalentcua; <s<6.Cuma; -6 =c—bo,
rezulta ci p((ap,8]) = p(lc, b)) = S, adica p acopera cercul de doud ori. Cu ajutorul
lui p definim i : S' — T prin

hz) = y1(z), dacdexistd p~!(2) € (a1, b))
9= y2(2), dacd existd p~l(z) € (az, b2)

Sa ardtam ca h e bine definita (e necesar pentru ca p‘1 (z) poate avea doud elemente,
unul in (ay, 8], celdlaltin [c, b,)). Fie z € S' sifie p~1(2)n (a1,6] = {01}, p L (2) N [c, bo) =
{o2} Atunci p(o,) = p(o2) implica:

ox—ay, O1—-a

2m =
(5—&1 5—611

2n+2mn ,keZ
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De aici deducem:
oy=01+md—ay) =01+ m(by —c).

Tinind cont de inegalitatile (2.1) vedem ca m poate lua doar valorile 0 i 1. Atunci:
(1) 01 =02 =0 € [c,8] sau
(2) o1 € (a1, c), 02 € (0, b) §i0’2 =01+ 00 —-a).
Dupa cum se vede, in ambele cazuri relatia dintre o si 02 e aceeasi cu cea dintre s; si
sz (aici folosim alegerea diagramei cu a; = d). Deciy;(01) = y2(02) si h e bine definita.
Sa ardtam acum ca h e bijectivd. Deoarece y; sint parametrizari, & e injectivd. In
plus e diferentiabild. Cum S' e compact, i aplici homeomorf S! pe imaginea h(S?) si
h(S!) e o multime inchisa in I (aici am folosit urmatoarele rezultate de topologie ge-
nerald: (a) o injectie continud unui compact intr-un spatiu separat e homeomorfism
pe imagine si (b) un compact intr-un spatiu separat e inchis). Pe de alté parte h(S') =
I'yul'; edeschisainI'. CumI e conexa, singurele ei submultimi inchise si deschise sint
@sil. Dar h(SY) # @ ceeacearaticihe surjectie. In fine, inversalui h e diferentiabila
si demonstratia e incheiata. O Demonstratie Lema 2.1.4 In
acest caz ¢ are un singur segment, grafic al functiei s, = s; + ¢. Dar aceasta functie are
sens pentru orice s; € R, astfel ca o putem considera ca o reparametrizare a intregului
arcI';. Asadar I'y UT'» e parametrizat canonic de s,. U

Observatia 2.1.5. Intrucit nu utilizeazi in demonstratie decit proprietatile parametri-
zarii canonice, teorema e adevarata si pentru curbe din R” (vezi Observatia 1.1.7.)

2. Teorema indicelui

Fie acum I’ imaginea unei curbe inchise, conexe. In particular I' e compacta, deci
e difeomorfi cu un cerc. Inseamna ca I' — {punct} poate fi acoperiti cu o singura pa-
rametrizare. Sintem condusi la urmatoarea:

Definitia 2.2.1. O curba inchisa e imaginea unei functii diferentiabile periodice y :
R— R3.

Daca o curba inchisa nu are autointersectii (adicd y e injectivd) spunem ca ea e
simpld.

Fie I o curbd planad inchisa (presupusa parametrizata canonic), / lungimea ei (pu-
tem admite ca y e definitd pe [0, ]) si 0 o functie unghiulara ca cea gasitd in Lema 1.3.9.
Cum y () = y(0), 8(]) —6(0) e un multiplu intreg de 27, fie el n. Cum orice doua functii
unghiulare diferd printr-un multiplu intreg al lui 277, numarul n nu depinde de alegerea
functiei unghiulare. Este bine definit si se numeste indice de rotatie. Intuitiv el indica
numarul de rotatii (orientate) pe care le face un punct care parcurge o datad curba in
jurul unui punct fix din interiorul curbei. Este un invariant topologic (desi acest lucru
nu e evident, el fiind definit cu ajutorul unor constructii diferentiabile. Incercati totusi
sd-1 definiti doar pentru curbe continue). De exemplu indicele unui opt este 0, al unui
cerc este 1.

Teorema pe care o vom demonstra in continuare ii era cunoscuta lui Riemann, dar
demonstratia pe care o prezentam apartine lui H. Hopf (cf. [Ch]).
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OO ®

Curbe cu indice 0, 1, 2

Teorema 2.2.2. Indicele de rotatie al unei curbe plane, simple, inchise este +1 (in functie
de orientarea curbei).

O curba de indice 1...

Demonstratie. Fie A = {(y(s1),y(s2)) mod 0 < s; < s» < [} multimea bipunctelor
orientate cu capetele pe curba. A se poate reprezenta ca un triunghi A in planul s; Os,
cu virfuri A(0,0), B(0,1), C(l,]). FieZ: A — St aplicatia care asociaza fiecarui bipunct
orientat din A capatul vectorului unitar cu originea in (0,0) paralel cu segmentul de-
terminat de acel bipunct. Restrictia lui X la latura AC este aplicatia tangentd o (cf.
paragrafului despre curbe plane).

Pentru un p € A fie 7(p) € [0,27) unghiul dintre axa Ox' si OZ(p). Casi in cazul
functiei unghiulare «, nici aceasta nu e continud. Vom arata si aici ca existad o functie
diferentiabild ¢ care difera de t printr-un multiplu intreg de 27.

Sa fixam un punct m in interiorul lui A. E clar cd putem folosi argumentele de
la constructia functiei unghiulare 6 pentru a deduce si aici existenta unei functii ¢
continue a pe fiecare raza prin m si astfel incit ¢(p) = 7(p) (mod 2m).

Fie acum pg € A. Pentru a demonstra continuitatea lui ¢ in py, avem nevoie de
niste observatii preliminare. Cum Z((t1, £2)) = %, ¥ e continud pe A. In parti-
cular, e uniform continua pe segmentul [mpy] (care e compact in A). Deci exista un
1 =1(po) > 0 astfel incit pentru g € [mpy] si orice g € A cu distanta d(q, qo) <n, punc-
tele Z(q), Z(qo) nu sint antipodale. Altfel spus:

(2.2) @@ —¢(qo) #0  (mod n)
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Pe de alta parte, tot din continuitatea lui X, pentru orice € € (0, 7/2), exista o vecindtate
Uy alui pg, Ug < B(po,n), astfel incit pentru orice p € U unghiul dintre OXZ(py) si OZ(p)
e strict inferior lui €, adica:

(2.3) p(p)—ppo) =€ +2r(p)m, € |<e

cur(p)e”Z.

Acum, pentru a demonstra continuitatea in py, ludm g arbitrar pe [mpy] si g pe
[mp] astfel incit dreptele gy q si pop sa fie paralele. Functia ¢(q) — ¢(qo) e continua in
g de-alungul lui [mp] si tinde la 0 cind g tinde la m. Conform observatiilor anterioare,
din d(q, qo) <€ si (2.2) rezulta ¢(q) — ¢(qo) < 7. Folosind si (2.3) obtinem r(p) = 0 ceea
ce aratd ca ¢ e continua si chiar diferentiabilda deoarece ¢ =7 (mod 27).

In notatiile descrise la inceputul demonstratiei indicele de rotatie poate fi calculat
cu relatia:

2nﬂ=f de = do+ de.
AC AB BC

Pentru calculul ultimilor doua integrale alegem un sistem de coordonate convenabil.
Anume, unul in care axa Ox! sa fie tangenta in origine curbei si curba sa stea numai
in semiplanul superior. Un asemenea sistem de coordonate exista pentru cd, exista
un punct y(sg) cu ordonata minima si putem presupune sy = 0. Atunci integrala de-a
lungul lui AB reprezinta unghiul cu care se roteste raza OP cind p parcurge I'. Deoa-
rece OP nu impunge decit in sus, acest unghi va fi +7. Similar, integrala de-a lungul
lui BC masoara unghiul cu care se roteste raza PO cind p parcurge o data curba. PO
impunge doar in jos, astfel ca valoarea acestei integrale este tot 7. Suma lor este +27x
si demonstratia e incheiata. |

Vom utiliza acest rezultat, intr-o versiune un pic mai generald, pentru demonstra-
rea Teoremei Gauss-Bonnet pe suprafete.

Reamintim, conform (1.16), cd avem «x = R pentru orice curbd plana. Atunci
s

pentru o curba inchisad (nu neaparat simpld) de lungime / avem
l l
27nn :f do :f x(s)ds,
0 0

Corolarul 2.2.3. Pentru o curbd pland simpld, inchisd

sirezulta

I
f k(s)ds = 2.
0

Un rezultat neasteptat, recunoasteti! Care nu e adevarat in cazul curbelor cu auto-

intersectii. Mai precis, cititorul poate demonstra:
Exercitiul 2.2.4. O curbd pland inchisd, cu curbura strict pozitivd si cu cel putin o autointersectie
are indicele mai mare sau egal cu 2.
Exercitiul 2.2.5.

(1) Arataticay(#) = (sint,sin2t) e o curbd regulata, inchisd, cu indice 0.

(2) Calculati indicele si curbura totala a curbei date in coordonate polare prin r = cos2¢,

0=p=2m.
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3. Inegalitatea izoperimetrica

Prezentam in final un rezultat cu un enunt extrem de simplu si cu o0 demonstra-
tie foarte ingenioasd. Problema apare inca din antichitate. Se povesteste ca regina
Didona, fugard din Tyrul natal, ar fi ajuns cu oamenii sai pe tarmul actual al Tunisiei.
Acolo ar fi cerut ingaduinta zeilor sa construiasca o cetate, viitoarea Cartagina. Acestia
i-au dat voie sa foloseasca atit pamint cit poate cuprinde cu pielea unui bou. Oamenii
ei au tdiat pielea intr-o fisie subtire si foarte lunga cu care au delimitat un semicerc
la tdrmul madrii. Stiau, deci, cd aria maxima la un perimetru dat corespunde cercului.
Asta urmeaza sa demonstram.

Teorema 2.3.1. Fiey o curbd regulatd, pland, inchisd, simpld, de lungime l. Fie A aria
domeniului mdrginit deImy. Atunci

(2.4) amA<?,

cu egalitate dacd §i numai dacd y este cerc. Demonstratie. Fie D domeniul marginit
de y. Inainte de a face demonstratia propriu-zisa, avem nevoie de o formula pentru
calculul ariei. Vom folosi formula lui Green. Pentru orice doua functii f, g cu derivate
partiale continue pe D, aceasta ne da:

of dg . ., 2_[ dx*>  dx!
//(axl ax2)dx ax= | ar 87ar Jat.
D oD

Punem aici f = x!, g = —x?, integram prin parti si obtinem:

dx? dx! L d x?

152 _ 1 2 — ~ 2 (xhH?
2ﬂdx dx —faD(x a5 X T Ydt Nre (x)°dt
D
2

I 1
_X 1,21 2 dx
—;-(x) |0—2ﬁX'Wdt.
Cum x'(0) = x(I) si x*(0) = x*(I), am demonstrat ci aria lui D se calculeazi dupa
formula:

1 d 1 1 d 2
2.5) A:—f xzidtzf 42
0 0 dt

Acum incadram Imy intre doua tangente d, d’ paralele, la distantd 2r, care nu mai
intersecteaza a doua oara curba; e clar cd exista mai multe directii d pentru care acest
lucru e posibil, deci r depinde de directia lui d (intuitiv, cu cit exista mai multe directii
d camai sus, cu atit mai simetricd e curba y). Consideram si un cerc de raza r tangent
la d sid care nu taie Imy. Alegem un reper cu originea in centrul cercului si cu axa
Ox! perpendiculara pe d, d'.

Fata de reperul ales, cu presupunerea ca y(0) este punctul de tangenta cu d, avem
pentru y si cerc parametrizarile:

y:0,1 = R, y(s) = (x'(5), x°(s)),
c:0,1] = R?,  c(s) = (x' (), y*(5)).
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o5y

Aici s este parametrul canonic pe y, dar nu neaparat pe cerc. Cum aria cercului este
nr?, formula (2.5) implica
Ly dx!
nrd=— f y*—— -ds.
0

ds
Adunind aceasta relatie cu a doua egalitate din (2.5) obtinem:

d d
A+7r —f (x1 % yz—x) ds
Aplicim aici inegalitatea [” L f= I o | f1sigasim:

! dx? dx!
A Z_f 1 y*—)%.ds.
+are =< A \/(x ds y ds) N

Acum folosim inegalitatea lui Lagrange (3_ a; b,‘)2 <X a?) & bl?) si rezulta:

!
A+nr25f\/[(x1)2+(y2)2]-[(0; +( >1ds
0

Dar

dx12 dx22 1,2 202 _ 2
(2.6) (E) +(E) =1, X)) +QI)=r
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pentru cd am presupus ca s e parametrul canonic pe y si (x(s), y2 (s)) parametrizeaza
un cerc de raza r. Deci avem:

I
A+nr? S[ rds=rl.
0
Cum, pe de alta parte, din inegalitatea mediilor:

A+7r? =2V Anr2,

obtinem 2V Anr2 < rl care, prin ridicare la patrat, conduce la inegalitatea de demon-
strat.

Fie acum vy o curba inchisa, simpla care satisface (2.4) cu egalitate. Atunci avem
egalitate si in ultimele inegalititile care au condus la demonstratie. In particular, avem
egalitate in inegalitatea mediilor, deci A = 7% si [ = 277, adica, in acest caz, r nu de-
pinde de alegerea directiei lui d. De asemenea, inegalitatea lui Lagrange devine egali-
tate:

dx? dx'\? dx! dx?
18X 24X ) _ro1y2 221 | (AX 2 GX"
ds yds [+ 7] (ds)+(ds)
Rezulta:
ds Y ds
Scriem aceasta relatie sub forma de proportie:
5! ¥?
dxrdx'
ds ds

facem o proportie derivatd in care tinem seama de (2.6) si obtinem:
1 NS
x2: (1) + () -
ax" (d 1)2+(dx2)2
ds ds ds

. dx® . :
De aici rezulta x1 = ird—. Sa observam ca am ajuns la aceasta rela‘ge presupunind,
s

implicit, ca < §1 <75 sint diferite de 0. Dar, daca 4= & | =0, atunci %- d S | s = 1six(sp) =
2

dx .
+r, astfel ca x1 = ird— are loc siin sp. Analog daca d_xs|50 =0.
s

Cum r nu depinde de directia lui d, putem schimba intre ele axele reperului ceea

ce conduce la inversarea rolurile lui x' si x? in ultima ecuatie diferentiala. Deci avem

. dx! . . .

six? = +r——. Atunci (x1? + (x*)? = r? si demonstratia e completa. [ |
s



CAPITOLUL 3

Proprietati locale ale suprafetelor

Dupa studiul curbelor din spatiul cu trei dimensiuni (obiecte ,,1-dimensionale®,
pentru ca sint parametrizate cu un singur parametru), pasul imediat urmator este stu-
diul suprafetelor: obiecte descrise cu ajutorul a doi parametri independenti. Si aici
vom fi interesati de rezolvarea acelorasi probleme: gasirea de invarianti diferentiabili
si euclidieni, locali si globali. Dar o teorema de simplitatea celei de clasificare a curbe-
lor nu exista pentru dimensiunea doi.

1. Definitii. Exemple

Definitia 3.1.1. O submultime S c R® se numeste suprafatd diferentiabild (sau regulata
sau, pe scurt, suprafata) daca pentru orice punct p € S exista o vecindtate deschisa V a
sain R%, o multime deschisa U in R? si o aplicatie diferentiabila /1 : U — V astfel incit:

i) h e homeomorfism intre U si V N S;

ii) dgh : R?> — R3 e injectiva (adica matricea sa iacobiana are rang maxim, 2) in
orice g€ U.

Remarcati paralelismul perfect cu definitia curbei.

Vom nota cu (u', u?) coordonatele in R? si cu J(h) sau 0h/8(u', u?) matricea iaco-
biand a lui h. De obicei, putem presupune ca U e vecindtate a lui (0,0): intotdeauna
se poate face o translatie in R? care sa duca un punct fixat peste origine. O pereche
(U, h) cain definitie se numeste parametrizare; perechea corespunzatoare (V' NS, b
se numeste hartd (de coordonate). E clar ca multimea tuturor domeniilor de harta de
tipul V' n S formeaza o acoperire deschisd a lui S (in topologia relativd). Vom vedea
curind care e semnificatia geometrica conditiilor din definitie. Deocamdata sa dam
citeva exemple.

Exemplul 3.1.2. Orice plan e o suprafata diferentiabila. Intr-adevar, fie Ax! + Bx? +
Cx*+D=0 ecuatia implicita a planului 7. Cum (A, B, C) # (0,0,0), putem presupune
C # 0 si gisim ecuatia echivalentd x> = ax! + bx? + ¢ cu a = — A/C etc. Atunci, pentru
fiecare punct p din plan, U = R?, h(u!, u?) = (u!, u?, au' + bu? +¢) si V = R3 satisfac de-
finitia: & e continua (pentru c e liniard) cu inversa continua 7! (x!, x%, x3) = (x!, x?),
pentru (x!, x2, x3) € 7; iar J(h) = ((1) (1) Z), cu rangul 2.

Exemplul 3.1.3. Sfera

2= (!, 2, ) )2+ (D + ()P =1y
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se poate acoperi cu parametrizari geografice de forma:

h(ul, u2) = (sin u' cos uz,sin u''sin uz,cos ul),

unde U = (0,7) x (0,27). Evident h e diferentiabild. Cum u! € (0,7), ecuatia cosu' =
x% determina u' univoc ca u! = arccosx®. Acum, cu u!' determinat, se gésesc sin u?
si cosu? ca functii de x!, x>. Rezulti ca si u? e bine determinat ceea ce arati ci h e
bijectivd. Formulele gasite dovedesc ca e bicontinua. Conditia a doua se verifica de
asemenea prin calcul direct. Imaginea lui & omite un semicerc (inclusiv polii). Pentru
aacoperi si acest semicerc se mai considerad o parametrizare de acelasi tip, cu domeniul
translatat cu 7 pe ambele directii.

X
ot Parametrizarea geograficd. u', u?® se nu-
i 3 mesc, respectiv, zenit, $i azimut.
! ] x2
- Masurate in grade, 180° — u' reprezinta
u : latitudinea, iar azimutul cu domeniul
1 : (—180°,180°) este longitudinea.

O altd parametrizare utild a sferei este proiectia stereograficd. Identificim R? cu
planul orizontal (1!, u?,0). Fie P(u!, u?) si N(0,0, 1) polul nord al sferei. P’ = h(P)=intersectia
sferei cu dreapta PN. Atunci coordonatele lui P’ vor fi

2u! 2u? WhHz+w??-1
T+ @2+ @22 1+ W2+ @wd? 1+ @2+ w?)?’

iar inversa lui & are expresiile:

Cum imaginea lui /& nu atinge polul nord, e necesara inca o asemenea parametrizare
folosind polul sud.
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Proiectia stereografica din polul nord.
P

O alta parametrizare a sferei se poate realiza prin proiectii ortogonale pe planele
de coordonate. Vor fi necesare 6 harti.

Nu intimplétor exemplele de parametrizari pe sferd aveau cel putin doua harti:
Exercitiul 3.1.4. Nici o suprafatd compactd nu poate fi acoperitd cu mai putin de doud harti.

Exemplul 3.1.5. Fie U un deschis din R? si f : U — R o functie diferentiabila. Atunci

graficul sau S = {x% = f(x!, x%)} e o suprafata diferentiabila acoperita cu o singura para-

metrizare: h(ut, u?) = (ut, u?, f(ul, u?)). heclar diferentiabild, homeomorfism pe ima-
f

1 0 =%

gine, iar J(h) = (0 ) %L}l ), cu rangul 2. Astfel, de exemplu, paraboloidul hiperbolic
0uZ

x% = x'x? e o suprafata diferentiabild. Observati ca justificarea din primul exemplu se

incadreaza tot aici.
Reciproc, se poate demonstra:

Propozitia 3.1.6. Fie p un punct al unei suprafege S. Atunci existd o vecindtate V a lui p
in S care e graficul unei functii diferentiabile de forma: x3 = h3(x!,x?), x*> = h?(x!, x%)
sau x' = h' (x?, x3). Altfel spus: local, orice suprafatd se expliciteazd.

Demonstratie. Fie h(ul,uz) = (xl(ul,uz),xz(ul,uz),xs(ul,uz)), (ul,uz) € U, o para-
metrizare oarecare in jurul lui p. Conform definitiei, cel putin unul dintre determinan-
tii iacobieni d(x!, x?)/0(u!, u?), d(x?,x3)/8(u', u?), 8(x3,x")/0(u',u?) e nenul in q =
h™l(p). Putem presupune ca d(x',x?)/d(u', u?)(q) # 0. Dar acesta este chiar deter-
minantul iacobian in g al functiei diferentiabile 7 o i unde 7 proiectia ortogonala a lui
R3 pe planul x' Ox?. Deci existd vecinatatile V4 a lui g si V» a lui 7 o h(q) intre care
7o h e difeomorfism. Cum h e homeomorfism pe imagine, rezultd ca V = h(V})nSe
vecindtate a lui p in S si restrictia lui 7 la V e injectivd. De asemenea, exista inversa
diferentiabild (mo h)~! : Vo — V4. Astfel am obtinut u!, u? ca functii diferentiabile de
(x!,x%). Acum compunem (7o h)~! cu functia x*(u!, u?). Atunci V e graficul functiei
foah,x) =x3o@on)(x!, x?). -

Exemplul 3.1.7. Suprafete de rotatie. Fie (p(u?), v (u?)), cu u? € (a, b), un arc de curba
regulatd a cdrei imagine, consideratd in planul x! Ox3, nu intersecteazé axa Ox3. O
rotim in jurul axei Ox?; fiecare punct al curbei va descrie un cerc cu centrul pe axa Ox>
de raza ¢(u?). Obtinem suprafata de ecuatie:

h(u',u®) = (p(w*) cosu', () sinu',y(?), (u',u?) € (0,21) x (a,b).

Trebuie verificat cd aceasta este o parametrizare: succes! Curba initiald se numeste ge-
neratoare. Curbele u' = const. se numesc meridiane, curbele u? = const. se numesc
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cercuri paralele. Aceasta parametrizare nu acopera un meridian si e nevoie de inca o
parametrizare etc.

curba
generatoare

‘ paralele Suprafatd de rotatie.

Un exemplu banal este cilindrul, generat de rotatia unei drepte. Rezultd parame-

trizarea:

1

hu', u?) = (rcosu', rsinu', u?).

Sfera din primul exemplu este un caz particular. De asemenea, torul obtinut prin
rotirea unui cerc de raza r in jurul unei drepte din planul sdu, situate la distanta a > r
de centrul cercului. El poate fi acoperit cu (cite?) parametrizari de forma:

1

h(ul, u2) = ((rcos u? + a) cos ul, (rcos u? + a)sinu,rsin uz).

a+rcosu?

3)2 =

Torul ca suprafata de rotatie.
Sa dam si un contraexemplu. Conul cu doui pinze (x (xH%+ (x*)?> nu e o su-
prafata diferentiabilda. Punctul problema4, in jurul caruia nu exista parametrizare, este
virful O. Daca h: U — R3 e o parametrizare in jurul lui O, fara a restringe generalitatea
putem presupune cd U este un disc deschis centrat in origine si 72(0,0) = (0,0,0). Cum
h este continuad, h(U) este o multime conexa care contine O. Pe de altd parte, U—{(0,0)}
e, incd, o multime conexa in timp ce imaginea sa prin &, h(U) — O e neconexa. Aceasta
e o contradictie deoarece h e continud. Pentru a ardta cd, asa cum banuiti, nici conul
cu o pinza x% = ++/(x1)2 + (x2)2 nu e suprafata diferentiabila, aplicim Propozitia 3.1.6:
daca ar fi, atunci ar exista o vecinatate a virfului O pe care presupusa suprafata s-ar
explicita sub una dintre formele x> = h3(x!, x?), x* = ho(x', %), x' = hi1 (x%, x3). Ulti-
mele doud variante se exclud pentru ci proiectiile conului pe planele x! Ox® si x>0x®
nu sint bijective. Rdmine prima forma care, pe o vecindtate eventual mai mic4, trebuie
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sd coincida cu explicitarea din definitie. Dar v/ (x!)2 + (x2)2 nu e diferentiabild in (0, 0),
contradictie.

Propunem cititorului sd demonstreze c4, la fel ca la curbe, are loc:

Propozitia 3.1.8. Fie h; : Uy — V1 N S §i hy : Uy — Vo N S doud parametrizdri in jurul lui
peW=VinVanS. Atuncih= hi' o hy : h; ' (W) — k(W) e difeomorfism.

Functia pe care o veti folosi acum pentru aplicarea teoremei functiilor implicite
este F(u',u?, 1) = (x' (1!, u?), x* (', u?), > (', u?) + ).

Pentru a produce noi exemple avem nevoie de:

Definitia 3.1.9. Fie f: U c R" — R o functie diferentiabild. Un punct p € U se nu-
meste critic pentru f daca d, f nu are rang maxim. In caz contrar p se numeste punct
regulat. Imaginea unui punct critic se numeste valoare critica. Un punct a € R care
nu e valoare critica se numeste valoare regulatd.

E clar ca daca f ia valori in R, un punct e regulat daca si numai daca cel putin
o derivata partiala a lui f nu se anuleaza in el. De exemplu, pentru f(x',x% x3) =
—(x1?2 - (x*)? + (x®)? - 1, 0 e 0 valoare regulata (verificati).

Urmatorul rezultat e tot o aplicatie directd a teoremei functiilor implicite:
Propozitia 3.1.10. Preimaginea unei valori regulate a unei functii f : U cR3 — R e o
suprafatd diferentiabild.

Demonstratie. Fie a € R o valoare regulatd lui f si p = (x},x3,x3) € S = f!(a). Asa
cum am observat, cel putin o derivata partiald a lui f e nenuld in p. Renumerotind
eventual axele de coordonate, putem presupune f3(p) # 0 (vom nota f; = df/9x’).
Fie atunci F: U — R3, F(x',x%,x%) = (x!, ¥, f(x', x%,x%)). Evident determinantul ia-
cobian lui F in p este det(J(F)(p)) = f3(p) # 0. Atunci existd o vecindtate deschisa V'
a lui p si o vecinatate deschisa W a lui F(p) pe care existd F~' : W — V diferentia-
bila. Deci notind cu (1!, u2, t) coordonatele pe W, componentele lui F ~1sint de forma:
(u', u?, h(u', u?, 1), cu h diferentiabila. In particular, x® = h(u', u?, a) = h(u', u?) cu h
diferentiabila pe proiectia lui V pe planul x' Ox?. Graficul lui & este f~'(a) n V. Din
Exemplul 3.1.5, un grafic de functie diferentiabild este o portiune de suprafatd, adica o
parametrizare in jurul lui p. |

Aplicind acest rezultat pentru f(x!, x%, x%) = —(x1)? — (x*)? + (x%)2 — 1 vedem c4 hi-

perboloidul cu doua pinze e suprafata diferentiabild (neconexd) corespunzdtoare va-
lorii regulate 0. La fel, hiperboloidul eliptic este preimaginea valorii regulate 0 pentru
functia f(xl,xz,xs) =2+ (A2 - (32 -1.
Observatia 3.1.11. Nu orice suprafata e preimagine de valoare regulata pentru o func-
tie diferentiabila. De exemplu 0 nu e valoare regulata pentru f(x', x%, x*) = (x%)?, totusi
£~1(0) e suprafata diferentiabila (un plan). Conform, pentru detalii, paragrafului dedi-
cat suprafetelor orientabile si exercitiilor 2.1.13, 2.1.14 din [Or].

2. Planul tangent. Functii diferentiabile

E momentul acum sa interpretdm ultima conditie din definitia suprafetei. Fixdm
un punct p € S si o parametrizare h: U c R*> — S, g = h™'(p). Matricea iacobiana a lui
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hin g este

oh oh 2 2
J(h)(q) = ( ) ox”,  0x

ou! lq ou? la) =

Aceastd matrice are rangul maxim, adica 2, daca si numai daca vectorii h; (q) = T lg»
u

oh o s . . y .
ho(q) = 32 |4 sint liniar independenti in R3, caz in care ei genereazi un plan vectorial
u

L(h1(g), h2(g)) 2-dimensional, notat in acest context T}, S si numit planul tangent in p
laS. Cum T,S = {v hi(q) + vV*ha(q) | (W}, v*) € R?} = J(R)(q) - v | v = (v}, %) € R?}, re-
zultd T, S = dqh([Rz). Chiar dacd ni-1 imagindm legat in punctul p si tangent suprafetei
in acest punct, trebuie sa-1 gindim ca un plan vectorial. Dependenta lui de parametri-
zarea cu care a fost definit e numai aparenta. Daca p se afla si in imaginea unei alte
parametriziri, fie ea /1, atunci notind ¢ schimbarea de coordonate = o i ! avem:

d(hoh™loh) 0dp*
- = —.hk.

3.1 h; = =
6D ' o o

Planul tangent e generat de h; si de hy.

Cum din Propozitia 3.1.8 rezulta ca ¢ e difeomorfism, deci matricea (d¢*/dii’) e
nedegenerata, tragem concluzia ca {h,, ho} si {h;, ho} genereaza acelasi subspatiu vec-
torial in [R3.

Exemplul 3.2.1. Fie p = (x', x?, x®) un punct de pe sfera S?(r). Pentru a determina pla-
nul tangent T), S2(r), si consideram o parametrizare ortogonald in jurul lui p: h(ut, u?) =

LAjci si de-acum inainte folosim conventia de sumare a lui Einstein: indicii repetati sus si jos sint de
sumare.
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(u!, u?,v/r? = (u))? — (u?)?) (am presupus, implicit, ca p face parte din emisfera nor-
dica; celelalte cazuri se trateaza la fel). Avem

ul

hl = (110)_ )y
R /rZ _ (ul)z _ (MZ)Z
u2
h,=(0,1,— ), deci
R /r2 _ (ul)z _ (u2)2

vlul + v2u2

TpS*(r) = L(hy, hp) = {(v', V%, -
r2 _ (ul)Z _ (u2)2

Evident cd pentru orice v € T,,Sz(r), are loc (v, (!, u?, /12 — (uh)? — (4?)2)) = 0, adica
planul tangent in orice punct la sferd e perpendicular pe raza in acel punct, in particu-
lar T), S%(r) coincide cu planul tangent cunoscut din geometria elementara.

Pentru a da planului tangent la o suprafata si o expresie invarianta (independenta
de parametrizare) introducem:

Definitia 3.2.2. Un vector din R® tangent in p la o curba cu imaginea pe S care trece
prin p se numeste vector tangentin p la S.
Acum putem demonstra:

Propozitia 3.2.3. T),S coincide cu mulfimea vectorilor tangenfiinp la S.
Demonstratie. Fie (U, h) o parametrizare in jurul lui p, v un vector tangentin pla S
siy:I<cR— Sastfel incit y(0) = p, ¥'(0) = v o curba (nu e unica) la care v e tangent in
p. Chestiunea fiind locald, putem presupune ca y(I) c h(U). Atunci putem considera
curbac=h"toydin U, ¢c(0) = k™ (p) = g. Atunci v = dgh(c'(0)) deci v € T, S.
Reciproc, fie v = dyh(w) € T),S. Consideram curba c(f) = tw + g cu t suficient de
mic pentru ca c(¢) € U. Dacd y = ho c atunci e clar ca v =y'(0). |

Astfel, vectorii hy, hy sint tangenti liniilor de coordonate u? = const., respectiv
u' = const. Schimbarea parametrizarii duce la schimbarea retelei de linii de coordo-
nate, dar pastreaza planul tangent.

Exemplul 3.2.4. Fie S o suprafata descrisa implicit de ecuatia f(x',x?,x%) =0, cu f
diferentiabila. Pentru p € S determindm TS folosind Propozitia 3.2.3. Fie y : (—a,a) —
S astfel incit y(0) = p. Daca y(1) = (x' (1), x*(1), x*(1)), atunci y(#) € S daca si numai
daca f (x1(8), x2(1), x3(£)) = 0. Derivam aceasta relatie in ¢ = 0 si obtinem:

6f| dx1| +6f| dx2| +6f| dx®
XL dar 0T ex2 P Tar 0 o3 ' Tdr
Daca notam grad f (gradientul lui f) vectorul din R® care are drept componente deri-
vatele partiale ale lui f?, ecuatia anterioari se poate scrie:

(grad f(p),y'(0)) = 0.

Deci grad f(p) este un vector normal la T),S.

lo=0.

2Desi, formal, gradientul unei functii cu valori reale are aceeasi expresie cu matricea diferentialei func-
tiei, obiectele sint diferite: gradientul este un vector, diferentiala este o aplicatie lineara. Dar ele sint echiva-
lente via produsul scalar canonic din R”.
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U

| Sre—

Planul tangent in p ca multime a vectorilor
tangenti la curbe care trec prin p.
o ah? P (x
De exemplu, pentru elipsoidul dat de f(x',x* x°) = ——- + it
a c
142 3

0, avem grad [ = 2(—2, = —2), astfel cd ecuatia planului tangent (vectorial) intr-un

3y2
) 1=

punct arbitrar al elipsoidului este:

x—le + x—2X2 + x—SXB =0

a? b? c? '

In cazul sferei, a = b = c si ecuatia planului tangent devine x' X! + x2 X2 + x3X3 = 0.
Exercitiul 3.2.5. Arétati ca pentru orice functie diferentiabild f, planele tangente la suprafata

X3

=x! f (z—?) sint concurente.

Exercitiul 3.2.6. Ardtati ca planul tangent (afin) in orice punct la un plan este chiar planul res-
pectiv.

Exercitiul 3.2.7. Gasiti ecuatia planului tangent intr-un punct la o suprafatd descrisa ca un gra-
fic: x3 = F(x!,x?). Apoi scrieti ecuatia planului tangent intr-un punct arbitrar pentru fiecare
cuadrica.

Indicatie: Aplicati exemplul anterior pentru f (x1, %%, x3) = F(xd, x2) - £8.

Acum sintem in mdsura sd introducem functiile diferentiabile pe suprafete.

Definitia 3.2.8. Fie S o suprafata diferentiabila si f: S — R. f e diferentiabila in p
daca exista o parametrizare (U, h) in jurul lui p astfel incit f o h sa fie diferentiabild in
h~(p).
Observatia 3.2.9. Daca (U, h) e o altd parametrizare in jurul lui p, atunci foh =
(foh)o (hloh)e diferentiabila in h Y p), din Propozitia 3.1.8. Conchidem ca propri-
etatea de diferentiabilitate a unei functii, desi definita cu ajutorul unei parametrizari,
nu depinde de parametrizare.

In particular, inversa oricdrei parametrizari e diferentiabild. A posteriori, putem
spune ci o suprafati e o submultime a lui R® local difeomorfa cu R?.
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Vom defini acum diferentiala unei functii diferentiabile. Pentru aceasta, sa obser-
vamcadacave T,Ssiy,a:1—S,y(0) =a(0) = p,y'(0) = a’(0) = v, atunci (f o y)'(0) =
(foa)'(0). Putem da:

Definitia 3.2.10. Fie f : S — R diferentiabild in p. Aplicatia d f : TS — R datd prin
dpf(w)=(foy)(0),undey:I—S,y(0) = p,y'(0) = v, se numeste diferentiala functiei
f in punctul p.

Dacd h: U — S e o parametrizare in jurul lui p (cu h(ué, ug) =p)sipentruve T,S,
alegem o traiectorie y cu imaginea in h(U) (acest lucru e intotdeauna posibil: ceea ce
conteaza e vectorul tangent la curba in p si acesta poate definit pentru un arc oricit de

1 d 2
mic), atunci y(f) = h(u'(t), u?(1), v= d—L; lo hl(u(l), ug) + d_ut lo hg(ué, ug) si
d(foh) du'  (foh) du?

W)= o0 0= 5 gy g 0+ gz iy g o

Deci, local, actiunea lui dj, f se exprima prin aplicarea matricei derivatelor partiale ale
lui f asupra componentelor vectorului v in baza canonica data de parametrizare:

du! |

_[0(foh) a(foh) ar °
IO ="gm by g i) | g2

W'O

Am demonstrat, in particular:
Propozitia 3.2.11. d, f: T,S — R e liniard.
Exercitiul 3.2.12. Fie S o suprafatd regulatd si po ¢ S. Sase arateca f: S—R, f(q) =llg—pol e
diferentiabild pe S si s se calculeze dy f. Studiati existenta si semnificatia punctelor critice ale
lui f.

Acelasi exercitiu pentru F(q) = g — po 12, po arbitrar in R3.

Indicatie: Dacd (U, h) e o parametrizare in jurul lui g cu q = h(up), atunci:

0(foh) = (h;(up), g — po)
out " llg-pol

care existd si sint diferentiabile in orice ug numai dacd pg ¢ S. Daca v = v+ vy € T4S,
atunci:

2 4(foh) & (hilug),q—pod ;i _ (v,q-po)
dgf(v) = - = ALl ot = .
af @) 1:21 oul lug ,;1 llg - poll llg - poll

Analog, pentru F obtinem dg F(v) =2|lq, v — poll. In ambele cazuri, punctele critice, daca exista,

sint cele pentru care segmentul [poq] este perpendicular pe TS, adicd acele puncte de pe S a
cdror distanta la pg atinge un extrem local sau care sint puncte de inflexiune (pentru a distinge,
e nevoie de a doua derivata).

Similar definim diferentiabilitatea aplicatiilor intre suprafete:
Definitia 3.2.13. Fie S;, S» doud suprafete si f: S; — Sy. f e diferentiabilain p € S;
daca existd parametrizarile (Uy, hy) in jurul lui p, (Uy, hp) in jurul lui f(p), astfel incit
h;' o ho hy sé fie diferentiabila in k! (p).
Exercitiul 3.2.14. Sa se arate cd definitia nu depinde de alegerea parametrizarilor.

Pentru o astfel de f diferentiala intr-un punctvafid,f : T,S1 — TS, datd prin
dpf(v) = (foy)(0), unde y(0) = p, y'(0) = v (observati ca acum f oy e o curba pe Sy).
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Exercitiul 3.2.15. Fie f: S — §'. Sa se arate cd, daca notam foh = (f1, /2, f3),cu fi:U— &,
atunci local avem:

af! of!
oul W) g2 ) du!
— o
_| ar? of | %
DIW=1 Sl g labady '] g2
af’ or’ ar "

aul |(ué,u§) oul |(u(§,u§)
unde h(ué, u(z)) =p.
Exemplul 3.2.16. Fie f:R3 — R3, f(x',x% x%) = (ax', bx?, cx®). Atunci restrictia ei la
sfera de raza 1 are imaginea in elipsoidul (’;;2)2 + ();7# + @ = 1si e diferentiabila.
Exercitiul 3.2.17. Fie S sfera de raza 1 si f : $% — 2 data prin f(x!, x2,x%) = (x!,—x2,-x3). Sa
se arate cd f e diferentiabild si sd se calculeze diferentiala ei in polul nord.

O aplicatie diferentiabila intre doua suprafete, bijectiva si cu inversa diferentiabila
se numeste difeomorfism. Doud suprafete intre care existda un difeomorfism se numesc
difeomorfe. Conform exemplului anterior, sfera si elipsoidul sint difeomorfe. E clar ca
o compunere de difeomorfisme e tot un difeomorfism. Se ajunge astfel la impartirea
suprafetelor in clase de echivalenta de suprafete difeomorfe. Evident, diferentiala unui
difeomorfism intr-un punct este un izomorfism liniar. Cititorul va demonstra cd mul-
timea difeomorfismelor unei suprafete formeaza un grup.

O notiune mai putin restrictiva este cea de difeomorfism local.

Definitia 3.2.18. O aplicatie f: S; — Sy e difeomorfism local in p daca exista o vecina-
tate U alui p in S si o vecindtate V alui f(p) in Sy astfel incit fjy sd fie difeomorfism
intre U si V.

Exercitiul 3.2.19. Aritatici f:R — S', f(£) = (cost,sint) e difeomorfism local, dar nu global.
Ce semnificatie are? Dati exemple de aplicatii de la R la R si de la R? la R? care sint difeomor-
fisme locale, dar nu globale. Exercitiul 3.2.20. Aratati ca un difeomorfism local bijectiv e
difeomorfism.

Aplicind teorema functiei inverse se obtine:

Propozitia 3.2.21. Dacd f : S1 — Sz e diferentiabilda pe U < Sy, pe U sidy f e izomor-
fism liniar, atunci f e difeomorfism local in p.

Exemplul 3.2.22. Elicoidul este suprafata obtinuta in felul urmator: prin fiecare punct
al unei elice de ecuatie (cosu!,sinu!, au') se duce o dreapta paraleld cu planul ori-

zontal x' Ox? si care intersecteazi axa Ox>. Ecuatiile parametrice ale unei asemenea
1 2 3_ o1

. X X x°—au
drepte fiind TS =
cosu sinu 0

= u?, 0 parametrizare pentru elicoid este:
h(ul, uz) = (u2 cos ul, u?sin ul, aul).

Pe de alta parte, catenoidul este suprafata obtinuta prin rotirea lantisorului; parame-

trizarea lui este:

1 2
,au),

k!, u?) = (achu? cosu', ach u?sin u
u' € (0,27m), u? € R. Aplicatia f(h(u',u?) = k(u',u?) e un difeomorfism local intre

elicoid si catenoid.
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Elicoidul (stinga) si catenoidul.

3. Parametrizari speciale

Studiul curbelor a fost simplificat de utilizarea unei parametrizari speciale, cea
prin lungimea arcului. Existd si pentru suprafete o parametrizare canonica? Raspunsul
este nu. In schimb existd mai multe tipuri de parametriziri cu proprietati particulare,
utile in rezolvarea unor probleme specifice. Vom arédta in acest paragraf ca, in esentd,
existd parametrizari cu liniile de coordonate avind directia prescrisa. Pentru a enunta
si demonstra acest rezultat avem nevoie intii de traducerea in limbajul geometriei di-
ferentiale a unor rezultate de ecuatii diferentiale.

Definitia 3.3.1. Un cimp de vectori tangenti X pe un deschis V al unei suprafete S este
o asociere in fiecare punct p € V a unui vector tangent X (p) € T,,S.

X e diferentiabil in p € V daca exista o parametrizare (U, k) in jurul lui p astfel
incit componentele lui X in baza {h,, h,} sd fie functii diferentiabile.

Observatia 3.3.2. In spiritul definitiei functiilor diferengiabile pe mulgimi inchise, vom
spune ca X e un cimp de vectori definit pe multimea inchisa F daca exista o vecinatate
deschisa V a lui F si un cimp de vectori X pe V astfel incit X |p= X. In particular,
vectorul tangent la o curba pe suprafatd e un astfel de exemplu, deoarece imaginea
unei curbe e inchisa in S.

Exemplul 3.3.3. Pe o suprafata de rotatie putem obtine doud cimpuri de vectori ast-
fel: unul dintre ele asociaza in fiecare punct vectorul tangent la cercul paralel prin acel
punct, al doilea asociaza vectorul tangent la curba generatoare (presupusa in parame-
trizarea canonicad). Pe sfera, acest al doilea cimp nu va putea fi definit continuu in poli.
Se poate corecta constructia: Parametrizam fiecare semimeridian cu acelasi parame-
tru ¢ € (—1,1) si considerdam Y (p) vectorul tangent la semimeridian (din care elimindm
polii). Fie X (1) = (1-t?)Y (p) cind p e diferit de polisi X = 0in poli. Acum X e definit pe
toata sfera, diferentiabil, dar se anuleaza in poli. Nu e intimplator: se poate demonstra
cu tehnici de topologie algebricd nonexistenta unui cimp continuu si fara zerouri pe
sfera.
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Cimp vectorial pe sfera.

Noi vom presupune ca toate cimpurile cu care lucram sint diferentiabile.

Dat un cimp de vectori X pe V, o curbd a tangentd in fiecare punct cimpului,
a'(t) = X(a(r)), se numeste fraiectorie a cimpului. Bineinteles, am vrea ca prin fie-
care punct al lui U sa existe o traiectorie a cimpului. Dar, local, cimpul X produce un
sistem de doud ecuatii diferentiale de ordinul I. Intr-adevir, (discutia fiind locala, pu-
tem admite ca V e situat in imaginea unei parametrizari (U, h)) daca X = X' hy + X hy,
cu X' functii diferentiabile pe U, existenta traiectoriei prin p = h(u(l), ué) se reduce la
existenta solutiei pentru problema Cauchy:

du' i1 2 i i
(3.2) WzX(u yu), u=u, i=12
Exercitiul 3.3.4. Ardtati cd o ecuatie implicita de forma
1 2
a(u', uz)ddit +bu!, uz)a;_ut =0
determina un cimp vectorial pe U < R2.

Aplicind rezultatele cunoscute de ecuatii diferentiale (vezi [Ha] sau [Mir]) obtinem

pentru cazul nostru:

Teorema 3.3.5. Fie X un cimp de vectoritangentilaV c S. Dat p € V existd o traiectorie
a:IcR—Valui X cual0) =p. Dacd B: ] — V e o altd traiectorie prin p, atunci
a(t) =) peln].

Teorema curentului local devine:
Teorema 3.3.6. Fie X un cimp de vectori tangenti la V c S. Pentru orice p € V existd o
vecindtate W c V, un interval I care-1 contine pe0 si o aplicatie p: W x I — V diferenti-
abild si astfel incit pentru fiecare g € W, p(q, t) e traiectoria lui X prin q:

op

Dupa cum stim, aceste rezultate implica existenta integralelor prime (functii con-
stante de-a lungul traiectoriilor unui cimp ). Mai precis:

Teorema 3.3.7. Fie X un cimp de vectori tangentilaV c Ssip e V cu X(p) #0. Existd
o vecindtate W c V a lui p §i o functie diferentiabild f : W — R constantd de-a lungul
fiecarei traiectoriia lui X sicudy f #0 inoriceqge W.

Observatia 3.3.8. O functie e integrald prima daca si numai daca fiecare traiectorie a
cimpului e continuta intr-o singurd multime de nivel a func tiei. De aceea, in general,
nu exista integrale prime globale, ci doar locale. De exemplu, cimpul definit pe intreg
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planul prin du'/dt = u’, i = 1,2 nu admite integrale prime neconstante (pentru ca
ar fi vorba despre o functie diferentiabild, deci continud, constantd pe orice raza prin
origine).

Putem acum formula si demonstra teorema care face obiectul acestui paragraf:
Teorema 3.3.9. Fie X1, X» doud cimpuri tangente pe V c S astfel incit X1 (p), X2(p) sint
independente intr-un p € V fixat. Atunci existd o parametrizare (U, h) in jurul lui p
astfel incit liniile de coordonate sd fie tangente cimpurilor X1, Xo: h; = a; X;.
Demonstratie. Observati ca nu am cerut ca X; sa fie chiar vectorii tangenti la liniile de
coordonate, ci doar multipli ai acestora. Ne multumim sa aiba aceeasi directie.

Fie V' o vecinatate pe care sint definite integralele prime f; ale lui X;. Cu ele de-
finim f: V' — R?, f(q) = (fi(q), f2(q)). Daca dyf # 0, din teorema functiei inverse,
existd U < R?, vecinatate deschisa a lui f(p) si h = f~! difeomorfism al lui U pe o veci-
natate W = h(U), deci parametrizare. In plus, liniile de coordonate ale lui & sint chiar
fi = const., tangente la X; din insasi definitia integralei prime.

Sa ardtdm acum ca dp, f # 0. Fie ¢1 = dp f1(X2(p)), c2 = dp f2(X1(p)). Cum f; sint
constante pe traiectoriile lui X;, avem d,, fiXi(p)) = 0. Daca c; sau ¢, ar fi 0, atunci
f1 sau f> ar fi constantd si pe traiectoriile celuilalt cimp; avind o integrald prima co-
muna cele doua cimpuri ar coincide local, in contradictie cu independenta lor liniara.
Rezultd cd c; #0 si

dpf(X1(p) =(0,¢2), dp f(X2(p)) = (c1,0)

ceea ce incheie demonstratia. |

4. Prima forma fundamentala

Pind acum am privit suprafetele numai din punct de vedere diferentiabil. Odata
cu acest paragraf introducem si punctul de vedere metric. Discutia va fi locala.

Fie p € Ssi (U, h) o parametrizare in jurul sau. Lungimea unui

vector v = v'hy + v?hy din T, S se calculeaza cu ajutorul produsului scalar din R®
dupa formula:

vl = (v, v) = (W12 (hy, hy) + v V?(hy, ho) + (V%) (g, o).

Astfel, pentru a calcula lungimea unui vector tangent la suprafata nu folosim ,,tot* pro-
dusul scalar canonic din spatiul ambiant ci ne sint necesare doar functiile (h;, h;).
Aceasta observatie aproape banald va conduce la ideea fundamentala a spatiilor rie-
manniene: pentru a intelege geometria unui spatiu trebuie doar sa stim sa masuram,
iar modalitatea de mdsurare poate fi intrinsecd, nu trebuie neaparat indusa de pe un
spatiu ambiant.

Revenind, vom nota

gij=<hi,hj), i=12.
Datorita proprietdtilor produsului scalar si ale parametrizarii, functiile g; ; sint diferen-

tiabile si definesc o matrice simetricd pozitiv definita. Aceasta poarta numele de prima
formd fundamentald a suprafetei in parametrizarea (U, h).
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Exercitiul 3.4.1. Folositi formulele (3.1) pentru a dovedi ca, la o schimbare de parametrizare,
functiile g; ; se schimba dupa formula:

o 9 (Pk Bl (Pl

8ij = ol onl 8kl
unde p=h~loh.

Astfel ca prima forma fundamentald, desi definita cu ajutorul unei parametrizari,
determina un obiect independent de parametrizare: o forma biliniara, simetrica si po-
zitiv definitd, adicd un produs scalar, pe T, S. Notdm g, acest produs scalar. Matricea
sa in baza {h, h,} este (g;;). Se poate, de asemenea, observa cé asocierea p — g, este
diferentiabila, deoarece coeficientii g;; sint diferentiabili, dar nu vom folosi inca acest
lucru.

Observatia 3.4.2. E clar cad g2 = (hy,h2) = cosa - ||l - | h2]| masoard unghiul « al
liniilor de coordonate in parametrizarea consideratd. In particular, o parametrizare
pentru care g, = 0 se numeste ortogonala.

Exemplul 3.4.3. Pentru o suprafata de rotatie (vezi Exemplul 3.1.7), considerind curba
generatoare parametrizatd canonic, avem:

gu=¢° g2=0, gn=1,

iar pentru o suprafata descrisa explicit (vezi Exemplul 3.1.5):

gu=1+f2, gu=fifs, g2=1+fr

Cu ajutorul primei forme fundamentale se poate calcula lungimea curbelor ,, mici“
de pe o suprafata. Fie y: [0,1] — R3 cu Imy < S. Atunci: L(y) = fol lly'll. Daca imaginea
lui y e inclusa intr-un domeniu de harta h(U), atunci:

(3.3) L( )_fl\/ ii( (t))d—uid—ujdt
. Y)= o 8ijly dt dt

unde y(£) = h(u! (£), u?(1)).

De asemenea, aria unei portiuni de suprafata incluse intr-un domeniu de harta
h(U) se poate exprima in functie de coeficientii primei forme fundamentale. Intr-
adevdr, daca admitem ca aproximam aria unui paralelogram curbiliniu infinitezimal
cu aria paralelogramului subintins de vectorii tangenti laturilor celui curbiliniu, aria
domeniului infinitezimal pe S corespunzator dreptunghiului D = [u, uj+€11x [u3, us+
&2 este || by x hyl|(ug, u3). Atunci aria unei regiuni (deschis conex si mérginit) R < h(U)
va fi definita prin:

AR) = ff 1y x hplldu' du?.
h=1(R)
Tinind seama de formula

2 2 2 2
lux v|®+w, v)° = ul~lvl*,

avem:

1 x hall = \/gngzz -8, = \/det(g).
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Deci

A(R) = ff \/det(g).

h7H(R)
Daca o portiune de suprafata e cuprinsa in intersectia a doua domenii de harta, atunci
formula de schimbare de variabild pentru integrala dubld, laolalta cu formulele din
Exercitiul 3.4.1, arata cd definitia ariei nu depinde de parametrizare. Folosind acum o
acoperire a oricdrei regiuni de pe S cu domenii de harta se poate construi o teorie coe-
rentd a ariei (conform , de exemplu, [Ca]).
Mai general, daca f : h(U) — R e diferentiabild se poate defini integrala lui f pe R

prin
fffdaz ff fohy/det(@)du'du?,

R h=1(R)
unde do este elementul de suprafatd. Din nou definitia nu depinde de parametrizare.
Pentru f =1 se regaseste aria lui R.
A apdrut mai sus necesitatea considerarii vectorului h; x hy, normal la suprafata
in punctele in care e definit (si nenul peste tot deoarece h;, h, sint independenti). Ver-
sorul sdu va fi numit vector normal unitar:

hl X hz
171 x Ao
Precizdm ca N e asociat unui domeniu de parametrizare si in general, nu poate fi extins

prin continuitate la intreaga suprafata.
Demonstram in finalul acestui paragraf un rezultat util mai departe:

Propozitia 3.4.4. In jurul oricdrui punct al unei suprafete existd parametrizdri ortogo-
nale: g1 = 0.

Demonstratie. E o aplicatie directd pentru Teorema 3.3.9. Intr-adevir, fie (U, h) o
parametrizare oarecare in jurul lui p € S. Consideram cimpurile ortogonale X; = h;,
Xo = —(g12/811) h1 + ho pe h(U). Evident X;, X» sint liniar independente in orice punct.
Nu mai rdmine decit sd le aplicim teorema citata. |

Izometrii locale. In context metric, notiunea de difeomorfism local admite o in-
tarire naturala: izometria locala. Mai precis:

Definitia 3.4.5. Suprafetele S, S’ sint local izometrice daca pentru orice punct p € S
existd: o vecinatate V a lui p, deschisd in S, o multime V'’ deschisa in S si o functie
diferentiabila, injectivd F : V — V' astfel incit lungimea oricarei curbe a(¢) din V este
egald cu lungimea curbei Fo a(f) din V'.

Aplicatia F din definitie se numeste izometrie locald in p. Daca se poatelua V =S,
V' = §'si F difeomorfism atunci se obtine o izometrie globala si se spune ca suprafetele
sint global izometrice. Notiunea de izometrie locald va fi mai bine lamurita de urma-
toarea teorema de caracterizare cu ajutorul careia va fi usor si sa construim exemple.

Teorema 3.4.6. Suprafefele S, S' sint local izometrice dacd si numai dacd pentru orice
punct p € S existd parametrizdrile locale (U, h) in jurul lui p si (U, h') pe S’ astfel incit
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in orice punct din U coeficienfii primelor forme fundamentale sd fie egali: g; i ( ul, u?) =
g j(ul, u?).

Demonstratie. Probam intii suficienta conditiei. Fie V = h(U)nS, V' = W' (U)n S
i F:V — V' definitd prin F = h' o h™'. Cum h, h' sint parametrizari, F e o bijectie
diferentiabild. Daca a : I — V e o curbd pe V, ea corespunde unei curbei c: I — U
(a(t) = h(c()) = h(u' (1), u?(1))). Atunci Fo a(t) = k' (c(1)) si, conform formulei (3.3):

dul dul
_ (1] 2 Rt
L(a)—fl\/gz](u (B), u=(1) ar dt,

dt

L(Foa) = f \/gf (ul (), uz(t))ﬂ . Mdt.
A dt dt
Rezultd L(a) = L(F o @) pentru ca g;; = glfj.
Reciproc, fie F: V — V' o izometrie localad in p. Consideram o parametrizare locala
(U, h) in jurul lui p astfel incit h(U) < V. Rezultd imediat ca 4’ = Foh e o parametrizare
pe S’ injurullui F(p). Sa observam ca daci o curba a(r) din V e parametrizati canonic,

atunci si @’ = Fo a e parametrizatd canonic de acelasi parametru . Intr-adevir,
L(a |j0,) = L(a |j0,1) = 1.

Cum orice vector unitar tangent la S in p poate fi considerat vector tangent la o curba
parametrizatd canonic, rezulta cd dp,F aplica vectori unitari in vectori unitari. Dar
orice v € TS de norma a > 0 se poate scrie v = avy cu vy unitar. Atunci, deoarece
dyF e liniara:

ldp F)Il = alldy F(vo)ll = llvll,

deci dp F conserva norma. Rezultd, din nou datoritd liniaritdtii, ca d, F invariaza pro-
dusul scalar. Deci diferentiala in orice punct a unei izometrii locale e o aplicatie orto-
gonala intre spatiile vectoriale euclidiene T}, S, Tr()S'. Atunci, pentru p = h(u', u?):

gi; (', u?) = ((Foh);,(Foh);) = (dpF(hy),dpF(hj)) = (hi, hj) = gij(u', u?),

ceea ce incheie demonstratia. [ |

Exemplul 3.4.7. Planul R? (cu structura euclidiani canonica) si cilindrul sint supra-
fete local izometrice. Pentru verificare e suficient sd consideram parametrizarile stan-
dard: h(u',u?) = (u', u?,0) pe plan, h'(u', u?) = (cosu!,sinu', u?) pe cilindru, ambele
avind prima forma fundamentald g;; = §;;. Izometria locala dintre aceste suprafete
este F(u!,u?,0) = (cosu!,sinu!, u?). Se verifica direct ci F nu e difeomorfism. Dar,
oricum, cilindrul nu este global izometric cu planul (nici homeomorf nu poate fi) pen-
tru ca nu e simplu conex. Pe de alta parte, cititorul poate ardta ca orice doi cilindri de
raze r, respectiv r' sint local izometrici.

Exercitiul 3.4.8. Gasiti o parametrizare a conului cu o pinza, fara virf, in care coeficientii primei
forme fundamentale sa fie §; j. Va rezulta o izometrie locald intre con si plan (deci si intre con si
cilindru).

Exercitiul 3.4.9. Verificati cd difeomorfismul local gasit in Exemplul 3.2.22 intre elicoid si cate-
noid nu este o izometrie locald. Aratati ca @(v!, v2) = (u!, ach u?) e o schimbare de coordonate
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(un difeomorfism), deci i = ho @ e o altd parametrizare pentru elicoid. Verificati egalitatea co-
eficientilor primelor doua forme fundamentale pentru parametrizarile k si /2 si conchideti ca
elicoidul si catenoidul sint local izometrice.

Exercitiul 3.4.10. Prin analogie cu notiunea de izometrie, spunem ca un difeomorfism f : S; —
So este echiarial dacd aplicd orice regiune de pe S1 intr-una de aceeasi arie.

Demonstrati cd un difeomorfism este echiarial dacd si numai daca pentru orice parametri-
zare (U, h) pe S1, prima forma fundamentald asociata are acelasi determinant ca si prima forma
fundamentala asociatd parametrizarii (U, f o h) pe Sz.

Dati exemplu de difeomorfism echiarial care nu e izometrie.

X Y__ 2) este un difeomorfism echiarial intre sfera

Aratati aplicatia f(x,y,2) = ( )
ti aplicatia f(x, y W /7x2+y2

de raza 1 (fard poli) si cilindrul circumscris ei (teorema lui Arhimede).

Folositi teorema lui Arhimede pentru a calcula aria lunulei sferice de unghi 0 (regiunea
cuprinsa intre 2 arce de meridian care se taie sub unghiul 0). Veti obtine 20, ceea ce, in particular
arata ca aria sferei este 47r.

Ca o alta aplicatie a teoremei lui Arhimede, folosind si aria lunulei, aratati ca aria unui tri-
unghi sferic format de arce de meridian este egala cu excesul lui, adica diferenta dintre suma
unghiurilor interioare si 7.

5. A doua forma fundamentala. Curbura

Problema principald a geometriei diferentiale, in masura in care se deosebeste de
topologia diferentiald, este intelegerea si, in cazul varietatilor abstracte, definirea chiar,
anotiunii de curbura. Intr-o prima abordare, curbura pare o proprietate sesizabila nu-
mai ,,din afard“, privind suprafata din exterior, studiindu-i forma. Asa o vom defini,
desi, apoi, Teorema egregium a lui Gauss ne va lamuri ca, de fapt, curbura e o proprie-
tate intrinseca.

Pentru a studia forma unei suprafete vom adopta un procedeu asemanator celui
utilizat in studiul curbelor. Vom atasa fiecarei harti locale un reper ale carui variatii in
directie vor fi interpretate drept curbura. Fie (U, h) o parametrizare locala pe S. Cum
hy, hy sint liniar independenti pe U, vectorul normal principal N = (h; x h2)/||hy x hy ||
e bine definit si {h, h, N} constituie un reper in R3, legat de punctul g € h(U). in plus,
vectorii sai sint functii diferentiabile pe U. Vom considera derivatele de ordinul doi
h;j si derivatele de ordinul inti N; si le vom descompune intr-o parte tangentd si una
normala la suprafata:

(3.4) hij :rfjhk"'bijN

Reamintim ca folosim conventia de sumare a lui Einstein, deci in formula anterioara
sumam dupi k. Relatia (3.4) poartd numele de formula lui Gauss. In privinga lui N,
cum acesta este unitar, avem (N;, N) = 0. Atunci N; sint vectori tangenti. Notam —L{
componenta lui N; pe hj:

(3.5) N;=-L}h;

Aceasta este formula lui Weingarten. In continuare ne vom ocupa cu explicitarea func-
tiilor (chiar dacd, pentru simplificarea scrierii, nu am precizat argumentele, se intelege
ca e vorba de functii de (1!, u?)) care au aparut: Ffj, bij, L{.
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Deoarece h este de clasda 6, h;; = hj;, astfel ca si b;j = bj;. b;j definesc o forma
biliniara simetrica b pe fiecare spatiu tangent (aceasta rezultd din teoria generala a
spatiilor vectoriale finit dimensionale). Mai mult, asocierea aceasta e diferentiabila in
sensul cd functiile b;; variaza diferentiabil cu p (observati analogia cu diferentiabili-
tatea cimpurilor de vectori). b se numeste forma a doua fundamentald a suprafetei.
Curbura va fi definita cu ajutorul ei. Coeficientii b;; se calculeaza cu formula:

bij=<hij, N)
jardacd v=v'h;, w=w'h; in T, S, atunci
b(v,w) = bijviwj.
Pe de altd parte, derivind relatiile (h;, N) = 0 obtinem
(hij,N)+<{h;,N;)=0.
Folosind formulele Gauss si Weingarten obtinem:
(3.6) bij—L5gik =0.

Aceasta relatie ne spune ca functiile Lf definesc un endomorfism L al lui T}, S, echiva-
lent via produsul scalar cu forma a doua fundamentala:

(Lv,w) = b(v, w).

Rezulta, in particular, ca L este un endomorfism simetric (atunci, intr-o baza ortonor-
matd, matricea sa va fi simetrica, dar, in general, matricea (Lf ) nu e simetrica). Fie (g'/)
inversa matricei (g;;) i.e. gixg"/ =6 ; Inmultind ambii membri ai ecuatiei (3.6) cu g’
avem:
il _ 1k il _pksl _ gl
b”g = L]gklg = L](Sk = L]

Am gasit expresia coeficientilor (L{ ) sub forma:
j jk s -1
Lf = g/"by;, sau matricial L=g ' b.

Aici am notat cu acelasi simbol un operator (respectiv forma biliniard) si matricea sa
in baza hy, hy.

Operatorul liniar L poarta numele de operatorul lui Weingarten. E clar din cele
spuse pind acum ca a studia forma a doua fundamentala sau operatorul Weingarten
sint lucruri echivalente. La o altd interpretare o sa ajungem considerind aplicatia lui
Gauss. Aceasta asociaza fiecarui punct p € h(U) punctul de pe S? intepat de vectorul
N(p) vazut cu originea in (0,0,0). De aceea se noteazad simplu N. Diferentiala acestei
aplicatii va avea matricea —(Lf ) (pentru cd pe coloanele sale trebuie sa apara vectorii
N;), astfel ca formula lui Weingarten este echivalenta cu dN = —L, dupa identificarile
de rigoare. In functie de forma suprafetei in jurul lui p, de curbura ei, aplicatia lui
Gauss va acoperi o suprafatd mai mare sau mai micd din sferd. De aceea in unele texte,
mai ales in cele de limba engleza, L e numit operatorul formd.

Exercitiul 3.5.1. Fie S o suprafata datd local ca graficul unei functii %8 = f (x!, x?). Aritati ca,
intr-un punct in care normala la suprafati verticald (adicd paraleld cu axa Ox3), forma a doua
fundamentald coincide cu hesiana lui f.
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Ramine sa gasim expresia functiilor Ffj. Acestea se numesc coeficientii lui Chris-
tojfel3 (de a doua specie). Din formula lui Gauss deducem:
hij, hy) = Ffjgkl-
Pentru calculul produselor scalare din membrul sting pornim de la g;; = (h;, h;) si de-
rivam:
08i
oul’

Scriem acum si relatiile care se obtin din aceasta permutind circular indicii (i, j, [):

Chij, ) +Ch, by =

0gji
(hji, hi) +(hy, by = Sl

0g1;
(hiiy hj) + Chy, i) = R

Adunam prima cu a treia relatie si o scddem pe a doua (tinind seama de simetria lui
h;;). Obtinem:
ogir 081 08ji

1
B _T1k =—|——4 — - —
<hl]rhl> _rijgkl - 2 (au] + 0ui 6ul )

Inmultind cu matricea (g'/) rezulta, in fine:

(3.7) ri.‘.zl "l(aiihailf—&).

72 oul  oul  ou!
in concluzie: derivatele axelor reperului local {h, hy, N} se exprima in functie de pri-
mele doud forme fundamentale.

Am atasat astfel unei suprafete, local, un operator simetric L. Pentru un asemenea
operator existd o baza ortogonala de vectori proprii in care matricea sa se diagonali-
zeazd. Notam ki, k, valorile proprii ale operatorului Weingarten. Sint functii diferen-
tiabile pe h(U). Pentru a gasi semnificatia lor geometrica va trebui sa facem un mic
ocol.

Fie y: I — R3 o curbd pe S cu Im(y) c h(U), parametrizata canonic cu parametrul
s. In general vectorul normal principal n(y(s)) (conform capitolului 1) nu este coliniar
cu N((y(s)). Tocmai diferenta dintre directiile lor are semnificatie geometricd. Vom
numi curburd normald k, a curbei mdrimea (cu semn) a proiectiei vectorului accele-
ratie y”(s) pe normala la suprafatd in punctul considerat. Cum avem y”(s) = kn(s) si
vectorii n(s), N(p) sint unitari obtinem:

kn(y, p) =<y (s), N(p)) = k(s) cos(n(s), N(p)),

3Din punct de vedere istoric, lucrurile sint mai complicate: lucrarea fundamentala lui Gauss Disqui-
sitiones generales circa superficies curvas a aparut in 1827, iar lucrarea lui Christoffel, fara nici o legatura cu
teoria suprafetelor, in care apar prima data coeficientii care azi ii poartd numele, e publicatd in 1869. Pentru
o tratare istorica a teoriei suprafetelor, cea mai buna referinta ramine [Sp], vol.IL.
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unde k e curbura curbei in p = y(s). Dar, cum y(s) = h(ul(s), u(s)), avem:

du'
!
=—h,
v ($) s
2,10

du' du’

,,(s)_d_u 4+ 7 L his
YW= T s Tas i

Curbura normala

Exprimind h;; din formula lui Gauss obtinem:

k) = (2 N, NGy = L
n Y=g Tas D PR P = T s

Din aceasta relatie se vede ca, de fapt, curbura normald nu depinde de curba y ci doar
de vectorul ei tangent, in sensul ca toate curbele care au acelasi vector tangent in p
au aceeasi curbura normala®. Pe de alta parte, dintre toate curbele care au vectorul
tangent v in p, numai una este plana: cea de la intersectia suprafetei cu planul (normal
la suprafatd) determinat de v si N(p), de aici denumirea de ,,curburad normala“. in
concluzie putem obtine toate curburile normale in p considerind intersectiile cu S ale
planelor din fascicolul de suport N(p).

Cum pentru orice vector tangent unitar existd o curba (si nu numai una) la care
acesta este tangent, intr-o prima instantd putem defini o functie curburd normald pe
multimea vectorilor tangenti unitari. Apoi o putem extinde prin liniaritate la tot planul
tangent. Astfel ajungem la definitia:

Definitia 3.5.2. Functia kj, : T, S — R data prin

bij=by',y".

se numeste curbura normald.
Interpretarea geometrica pe care o anuntasem pentru k; este furnizata de:

4Acest rezultat este cunoscut si sub forma de Teorema lui Meusnier.
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Toate curbele cu
acelasi vector tan-
gent determind o
aceeasi sectiune
normala.

Teorema 3.5.3. (Olinde Rodriguez) Vectorii proprii ai operatorului Weingarten sint punc-
tele critice ale functiei curburd normald. Valorile proprii asociate ki, k, reprezintd va-
lorile critice ale curburii normale (i.e. maximul si minimul curburii normale restrinse
la vectori unitari).
Demonstratie. Vom face un calcullocal. in parametrizarea (U, h) in care lucram avem:

.plpld

kn(v) = b”#

gijv'v!
Rezultd cad putem considera k, ca functie de doud argumente, v!, v? (aceasta revine la
identificarea lui TS cu R? via baza {hy, ho}). Punctele critice ale lui k;, sint cele in care
toate derivatele partiale se anuleazd. Un calcul simplu care {ine seama ca b;j, g;; nu
depind de vl, conduce la:

Okn _, 8w v)bisv° —b(v, v)gisv* 1 s s
L) _y - |
ov' g*(v,v) g, v) ( IsV n(V) g1V )

Atunci v e punct critic daca si numai daca
bsv° = kn(v)gisv°.
Inmultind relatia aceasta cu g'¥ si sumind dupa  gasim:
blsglkvs =k, (v) V¥,

Cum by,g'* = Lf , demonstratia e incheiata. |

Vom numi ki, kp curburi principale. Sint functii diferentiabile pe suprafata (chiar
dacd, de obicei, nu le mentionam argumentul). Ele dau informatii despre curbura su-
prafetei pe doua directii privilegiate.

Exercitiul 3.5.4. Pentru orice curba sferica inchisd, integrala torsiunii este nula.

b
Exercitiul 3.5.5. Aratati cd daca intr-o parametrizare avem g12 = b1z =0, atunci k; = A, ko =
g

by
822
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Exemplul 3.5.6. Folosind Teorema lui Rodriguez putem calcula usor curburile princi-
pale ale sferei, planului si cilindrului.

Intr-adevir, fie p un punct fixat pe o sfera de raza r. Pentru a determina curbura
normalad k,(v) in directia v € T,,Sz(r), e suficient sa considerdm curba planad determi-
natd de intersectia planului normal la sfera prin v cu sfera. Cum acest plan normal
trece prin centrul sferei, intersectia este un cerc mare al sferei. Acesta are raza r, deci
curbura lui este % Cum normala la un meridian este orientata dupd raza vectoare, deci
e coliniara cu normala la suprafata, 6 = 0, am gasit k, (v) = % cosf = %, adica toate cur-
burile normale in p sint egale, anume cu % Atunci si curburile principale in p, care
reprezintd maximul si minimul curburilor normale, sint egale cu %

Fie acum un plan fixat. In orice punct al siu, orice plan normal il intersecteazi
dupa o dreaptd. Cum dreptele au curbura nuld, toate curburile normale ale unui plan,
in orice punct, sint nule. Deci si curburile principale ale planului sint nule.

In cazul unui cilindru drept de razi r, curbele de la intersectia unui plan normal
cu cilindrul pot fi elipse (inclusiv cercul paralel prin punctul considerat) sau dreapta
(generatoarea prin punct). Cum toate elipsele au curbura pozitiva si maximul acestor

curburi este cea a cercului paralel, iar curbura generatoarei este zero, am gasit curbu-

1
rile principale k1 =0,k = —.
r

/ Sectiuni normale pe cilindru.

Exemplul 3.5.7. Sa calculam coeficientii primei si celei de-a doua forme fundamentale
si curburile principale pentru o suprafata de rotatie. Fie

h(u', u®) = (p(u*) cosu', () sinu',y(u?),

(unde ¢ >0 si u’e parametru canonic pe curba generatoare : (¢’ )2+ (' ¥=1o para-
metrizare locald pentru o suprafata de rotatie. Pentru simplitatea scrierii, vom omite
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argumentul lui ¢. Avem:
hy = (—psinu',pcosul,0),
ho = (¢' cosul,¢'sinut, y),
N = (' cosul,y'sinut, —¢), det(g) = ¢?,
gn=¢> g2=0, gn=1,
hi1 = (—¢cos ul,—<psin u',0),
hia = (—¢'sinu, ¢’ cosu',0),
oo = (¢" cosul, " sinul, ¢,
bii=-¢y', bi2=0, bn=¢"y' -¢'y"

!
Li:—%, L%:L%:O, L%:(p”w,_(p’w”,

-_1// N Lol 7 . A . = 2y i UP
deci k) = ——, ko = @"v'—¢'y". In particular, in cazul sferei de raza r, p(u°) = rsin -,

w(u?) = rcos"Tz, deunde k; =k, =r.
Exercitiul 3.5.8. Aplicati formulele de mai sus pentru a calcula curburile principale ale torului si
ale cuadricelor de rotatie.

Nu e intimplator faptul ca pe sfera curburile principale sint egale in fiecare punct.
Acelasi lucru se intimpla pe plan (verificati!). In general, un punct al unei suprafete in
care toate curburile normale sint egale se numeste punct ombilical. Dar numai sfera si
planul au toate punctele de acest fel:

Teorema 3.5.9. Dacd toate punctele unei suprafete regulate, conexe S sint ombilicale,
atunci S e o portiune de sferd sau de plan.

Demonstratie. Fie p € S si (U, h) o parametrizare locald in jurul lui p astfel ca V =
Im(h) N S si fie conexa. In fiecare g € V curburile principale sint egale: k; (g) = k2 (g) =
k(g). Conform Teoremei lui Rodriguez, valorile proprii ale operatorului Weingarten
sint egale. Atunci diferentiala aplicatiei lui Gauss este, in fiecare punct, proportionald
cu operatorul identic: d N, = k(g)I. Avem :

Ny =kh, Ny = khy.

Derivam prima ecuatie in raport cu 2, a doua in raport cu u' si tinem seama ca deri-
vatele mixte de ordinul 2 sint egale: N2 = N»; si k12 = hp;. Scazind ecuatiile obtinute
gasim:
ok 0k
0w aul
si de aici, cum hy, hy sint liniar independenti:
ok ok

oul ~ ou?

ho

Deci k= const.pe V.
Dacd k =0, atunci N; = N> =0, adicd N = Ny = const. pe V. Rezultd imediat

(h(u", u?), Ny) = const.
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ceea ce inseamna cd V face parte dintr-un plan.

1
Daca k # 0 pe V, atunci punctul O = h(u!, u?) - EN(ul, u2) e fix si

1
|h(u1,u2)—0|2=p

adica V este inclusa in sfera de centru O siraza 1/ k.

Aceasta rezolva problema local. Fie acum r un punct diferit de p. S, fiind conexa
(in topologia indusa din R3), e si conexa prin arce. Considerdm o curba care uneste
p cu r si deoarece imaginea ei e compactd in S, o acoperim cu o multime finitd de
imagini de parametrizare V;. Acum, dacd o asemenea vecindtate e inclusa intr-un plan
(respectiv intr-o sferd), toate vecinatatile din acoperire trebuie sa fie incluse in acelasi
plan (respectiv in aceeasi sferd). In particular, p si r fac parte din acelasi plan (respectiv
in aceeasi sferd). Cum r a fost ales arbitrar, demonstratia e completa. [ |

Exercitiul 3.5.10. Determinati punctele ombilicale ale elipsoidului.

Cu ajutorul curburilor principale introducem acum cel mai important invariant
metric al suprafetelor:
Definitia 3.5.11. Curbura gaussiand K a unei suprafete este produsul curburilor prin-
cipale: K = ki k».

Deoarece
det(b; j)
det(g; j)
curbura gaussiana pare sa fie sesizabila doar din exteriorul suprafetei. Ca nu este asa
ne lamureste urmatoarea teoremad a lui Gauss:

K = kikz = det(L}) =

Teorema 3.5.12. (Teorema egregium)® Curbura gaussiand depinde doar de coeficientii
primei forme fundamentale.

Demonstratie. Tinind seama de formula anterioard va fi suficient sa demonstram ca
determinantul formei a doua fundamentale se poate exprima numai in functie de co-
eficientii primei forme fundamentale. Demonstratia este tehnica si destul de nenatu-
rald. Dar are avantajul de a fi directa si scurta. Pornim de la formula lui Gauss pe care

o derivam:
S

oh;; Oy, ob;;
= L he+ TS hgp+ —2 N +b; ; Ny..

duk ~ ouk TR gyk Lk

Aici folosim din nou formula lui Gauss pentru exprimarea lui /g si formula lui Wein-

garten pentru explicitarea lui Ny. Gasim:

Oh;: : ors. ob: :
Y= J+r§kr§j—b”L; h5+(a—£+r§jbsk)zv.

(3.8) —=
ouk | ouk
Deoarece am presupus ca parametrizarile sint de clasa € (de fapt, clasa €° ar fi fost
de ajuns aici), trebuie sa avem:

Ohij dhix

duk  oul’

5tn lating, egregium = important, distins, deosebit.
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Scriem egalitatea aceasta folosind (3.8) si egalam coeficientii lui &g, respectiv N (pentru
cd {hy, h, N} sint liniar independenti in orice punct). Rezultd ecuatiile:

61";?]. arf‘k
s r S Tr _1,..7S TS
3.9 W_W+Frkrij_Frjrik_bl]Lk_blij’
0bij b
(310) m - m = kabsj —r?jbsk.

Notam, pentru simplitate, membrul sting al ecuatiilor (3.9) cu Rl?]. - Atunci ecuatia
(3.9) devine

(3.11) Rl-sijb,‘jL;C—biij-
care, inmultita cu g, (sumare dupa s) conduce la:
gstfjk = bijLicgsm - biij'gsm = bijbkm - bikbjm-
Aicipunem k=i=1, j = m=2. Rezulta
gs2R}y = (b12)* — b11 by = — det(b; ).

Cum functiile Rfj « depind doar de coeficientii Christoffel care, la rindul lor, depind
doar de coeficientii primei forme fundamentale, demonstratia e incheiata. |

Tinind seama de Teorema 3.4.6, deducem urmatoarea consecintda importanta:

Corolarul 3.5.13. Doud suprafete local izometrice au aceeasi curburd gaussiand.
Ecuatiile (3.11) si (3.10) se numesc, respectiv ecuatiile lui Gauss si Codazzi.
Conform Teoremei egregium, niste fiinte imaginare bidimensionale care ar locui

o suprafata si nu ar fi constiente cd in afara lumii lor mai exista si altceva (adica nu ar

putea sd-si priveasca planeta din exterior) ar fi capabile totusi sa determine curbura

suprafetei doar prin masuratori pe suprafatd. Este o observatie fundamentala care I-a

condus ulterior pe Riemann la introducerea curburii pentru spatiile abstracte care azi

ii poarta numele.

S& dam acum si o interpretare geometrica curburii gaussiene. Fie pg € S un punct
in care K(po) > 0. Considerdm o parametrizare (U, h) in jurul sau astfel ca h(ug) = po
si 0 vecinatate V < h(U)n S alui pp in S. Fie N : V — S? aplicatia lui Gauss. Vom
demonstra ca raportul dintre aria lui N(V) siceaalui V tinde la K(pg) cind V tinde la
Po.
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Aratam intii cd, (micsorind, eventual, deschisul U), f = No h e o parametrizare a
portiunii N(V) c S2. Cum h si N sint diferentiabile, f e diferentiabild. Deoarece h e
homeomorfism intre V si A~ (V) iar N nu e decit o translatie in R, f e homeomorfism
pe imagine. Ramine sd dovedim ca fj, f> sint independente pe U; echivalent, f] x f> #
0. Avem:

fix fr=Ni x N = (~Lihj) x (~=LLhj) = LL L) (hy % )
= L1L5(hy x hy) + L2 LY (hy x hy) = det(L) by x hy = K(p)hy x hy.

Cum K(pg) > 0, prin continuitate K ramine pozitiva pe o vecinatate suficient de mica
V' € V alui py. Deoarece hy x hy #0pe U, avem fi x f> #0pe U' = h™1(V') € U. Atunci:

AN(V") =ff /1% fall =ffK||h1 x ha|l :ffK\/det(gij)-
U U’ U
Folosind teorema de medie pentru integrala dubla avem:

A(N(V") = K(u1)y/det(g;;(u1)) A(U") pentruun u; € U'.

Similar:

AV =ff \/det(gij) = \/det(gij(uz))A(U’) pentruun uy € U'.
U/

Sa observam ci daca aria lui V' tinde la 0, V' rdminind tot timpul vecinatate pentru
Po, atunci u; tinde sa coincida cu u;, si imaginile lor prin /4 tind sa coincida cu py; in
particular, datorita continuitatii K(u,) va tinde la K(ug) = K(po), deci obtinem:

‘m A(N(V’))_K( )
AVh—o AWV po

ceea ce constituie interpretarea geometrica promisa.

Observatia 3.5.14. Argumentul de mai sus functioneaza si pentru K(pg) < 0, dar
atunci obtinem interpretarea geometricd a modulului curburii. In schimb, pentru cur-
bura nuld nu se poate da o astfel de interpretare.

Exercitiul 3.5.15. Pentru suprafata lui Enneper, datd prin:

@' - @33+ u W2 u? - W33+ WhHZu?, whH? - w23,

aratati cd aplicatia lui Gauss este bijectiva si ca imaginea discului {u12 +u?? < 3} prin aplicatia
lui Gauss acopera mai mult decit o emisfera.
"
Exercitiul 3.5.16. Folosind Exemplul 3.5.7, aratati ca pentru o suprafat de rotatie K = ——. In
¢

particular, demonstrati ca: pe pseudosfera (obtinuta prin rotatia tractricei, deci cu parametri-

2 1 2 1

2
zarea h(u!, u?) = (sinu? cos u',sin u? sin !, cos u? + Intg %), curbura gaussiana este constanta,

egala cu —1, iar pe sfera de raza r, K = 1/r2.



66 Proprietiti locale ale suprafetelor

Pseudosfera. Meridianele (verticale) sint tractrice.

Observati cd pe tor curbura gaussiand nu are semn constant. Determinati punctele in care
este pozitiva si interpretati geometric rezultatul.
Exercitiul 3.5.17. Sd se calculeze curbura gaussiana pentru o suprafata data explicit prin x
f (x!, x2).

Indicatie: Parametrizam cu h(u!, u?) = (1, uz,f(ul, u?)) si avem:

3:

1
hi=@1,0,f1), h2=(01,f2), N=——=—o=(-f1,—f2,1),
VI+fE+ 12
gu=1+f, g2=fifs, g2=1+f3
h11=(0,0, fi1), h12=1(0,0,f12), h22=1(0,0, f2),

m bip = fiz by = f22
1+ 2+ f2 1+ 2+ f2 1+ 2+ f2
detth)  firfr—f

det(®) (1+f2+ 52
Aplicati formulele gasite pentru paraboloidul hiperbolic x3 = x! x? si pentru o portiune de

by =

Deci K =

sfera parametrizata prin proiectii ortogonale x3 = v/(x1)2 + (x2)2. In cazul sferei, comparati cur-
bura gaussiana gasitd cu cea calculata in parametrizarea geografica (suprafata de rotatie).
Exercitiul 3.5.18. Sd se arate cd, intr-o parametrizare ortogonald, curbura gaussiana se poate
calcula cu formula:
0811 0822
1 0 our |, 9 ou'
2\/gng2 |0u? | Vgngez | ou'| 882

2 2 2
Exercitiul 3.5.19. Fie K curbura gaussiana a elipsoidului % + y_2 + % =1.

a
(i) Aratati ca [ Kdo =4n.
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(ii) Calculind direct integrala de la punctul i, ardtati ca

g

f? ab? cos6

=2.
3
7 (a2sin0 + b2 cos26) 2

In functie de curbura gaussiana, un punct p al unei suprafete poate fi:

e elipticdaca K(p) > 0;

o hiperbolicdaca K(p) <0;

o parabolic daca K(p) =0, dar una dintre curburile principale este nenuld;
e planardaca ki (p) = k2(p) =0.

Exemplul 3.5.20. Orice punct al unui plan este planar. Toate punctele unui cilindru sau
ale unei portiuni de con (in afara virfului) sint parabolice. Punctele pseudosferei (su-
prafata de rotatie generatd de rotirea tractricei, conform cu Exercitiul 1.3.4) sint, toate,
hiperbolice. Sfera are toate punctele eliptice si, in general:
Exercitiul 3.5.21. Orice suprafata compacta are puncte eliptice.

Indicafie: Fie pg ¢ S. Functia f: S — R+, f(p) = |p— poll e diferentiabila. Fiind definita pe o
multime compacta are punte de extrem local. Fie ¢ un punct de maxim local. Ardtati geometric
cd sfera S’ de centru pg si razd f(q) este tangenti exterior in g la S. Cum S si S’ au aceeasi
directie normala, in orice sectiune normald curba de sectiune de pe S e interioara meridianului
corespunzitor de pe S', deci are curburd mai mare. Astfel in g toate curburile normale sint
pozitive.

O interpretare geometrica a punctelor eliptice si hiperbolice avem in:

Exercitiul 3.5.22. Fie S o suprafata regulata.

Fie p € S un punct eliptic. Atunci exista o vecinatate a lui p ale carei puncte sint, toate, de o
aceeagi parte alui Tp S.

Fie p € S un punct hiperboliic. Atunci in orice vecinadtate a lui p existda puncte de o parte si
dealtaalui TpS.

Indicatie: Se considera o parametrizare (U, h) in jurul lui p, si se studiaza functia f (ul, u?) =
(h(u',u?) — p,N(p)) care da distanta cu semn de la g = h(u!, u?) la TpS. Dezvoltind in serie
%),

Taylor h(u', u?), se exprima f in functie de coeficientii formei a doua fundamentale.

Stinga: punct eliptic (local, suprafata e de o singura parte a planului tangent). Dreapta:
punct hiperbolic (Planul tangent taie suprafata).

Conditiile de mai sus sint doar necesare, nu si suficiente, dupa cum dovedesc ur-
matoarele doua exercitii:
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Exercitiul 3.5.23. Studiati punctul p = (0,0,0) de pe suprafata x3 = (x1)3 - 3x (x2)2 (saua mai-
mutei). Ardtati ca forma a doua fundamentald in p este nuld, deci p e planar, totusi existd puncte
de ambele parti ale planului tangent in p in orice vecinatate a punctului.

Saua maimutei. Cu exceptia punctu-
lui (0,0,0), care e planar, toate celelalte

puncte au curburd gaussiand negativa:
—_ " +@?)?
K= 36(1+9((u1)2+(u2)2))2 ’

Exercitiul 3.5.24. Rotiti curba de ecuatie x3 = (x1)3 - 1, x3 € [-2,0], in jurul axei x2. Aratati
cd punctele generate de rotatia punctului (1,0) sint parabolice si in orice vecindtate a lor exista
puncte de ambele parti ale planului tangent. Atentie, parametrizarea nu e canonicd, nu puteti
folosi direct formulele din Exemplul 3.5.7.
Exercitiul 3.5.25. Sd se clasifice suprafetele de rotatie cu curbura gaussiana constanta 1, 0 sau
-1

Indicatie: E suficient sd clasificim curbele generatoare y(uz) = (W), p(W?) cup>0si
(@2 + ()% = 1. Din Exercitiul 3.5.16: K = —%’. Deci ¢ e solutie a ecuatiei diferentiale cu coefi-
cienti constanti:

(3.12) ¢" +Kp=0,

iar v e dat de formula:

uZ
v =f0 V1-¢?(0dt,

cu u? astfel ca radicalul de sub integrali sa aibi sens.
Pentru K =1, solutiile lui (3.12) sint:

(p(uz) =C) cosu? + Cosinu?, C; =const.

Introducem, in plus, restrictia ca suprafata sa taie ortogonal planul x10x?%, adica Y (u?) L ox!
in punctul de intersectie. Putem presupune v (0) = 0, atunci conditia de perpendicularitate se
reduce la Cp = 0. Punem C; = C si gdsim solutia generala sub forma:

u2
y(?) = (Ccos uz,fo V1-C2%sin2(r)dr), C=(0).

Pentru C = 1 se obtine sfera de raza 1.

Pentru K = 0 se obtine ¢” = 0 deci ¢ e liniara. Suprafetele de rotatie cu curburad gaussiana
nuld sint, deci: cilindri, conuri (mai putin virful) si plane.

Pentru K = —1, (3.12) furnizeaza:

pw?) = Cle”2 + Cgefuz, C; =ct.
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Cu aceeasi ipotezd suplimentard ca in cazul K = 1, forma generald a lui y e una dintre urmatoa-

rele trei:
u? 2
Y =(Cchu2,f \[1-C2sh(n)dr,
0
u? 2
y(w?) :(Cshuz,f \[1-C2ch()dp),
0

uZ
y(uz) = (e”Z,f V1-e2t)ydr).
0

Deoarece substitutia ¢ = Insin v conduce la [V 1—e2!dt = [cosv-ctgvdv = cosv +Intg %, ul-
tima ecuatie gdsitd e cea a tractricei. Deci suprafata generatd, in acest caz, este pseudosfera.

Reamintim c&, datorita Teoremei egregium, doud suprafete local izometrice au
aceeasi curbura gaussiana (Corolarul 3.5.13), desi nu au aceleasi curburi principale.
Altfel spus, doud suprafete ale caror curburi gaussiene diferd nu sint local izometrice:
o portiune de sfera nu poate fi niciodata ,,intinsa“ pe un plan. Reciproca nu mai este
adevdrata: curbura gaussiand nu este suficientd pentru clasificarea metrica a suprafe-
telor. E adevarat, insd, un rezultat mai slab:

Teorema 3.5.26. Doud suprafete cu aceeasi curburd gaussiand constanta sint local izo-
metrice.

Demonstratia acestui rezultat necesita unele pregatiri. Vom reveni asupra lui in
finalul discutiei despre geodezice.

Recapitulind: am asociat unei parametrizdri un obiect algebric (operatorul We-
ingarten sau, echivalent, forma a doua fundamentald). Acesta ne-a pus la dispozitie
niste invarianti algebrici (valorile sale proprii) care s-au dovedit a avea interpretare ge-
ometricd (Teorema lui Rodriguez). Valorile proprii ale unui operator simetric produc
doi noi invarianti: produsul lor (determinantul operatorului) si suma lor (urma (ma-
tricei) operatorului). Primul dintre acestia este curbura gaussiana a carei semnificatie
geometricd am discutat-o. Ne ocupam acum, pe scurt, de al doilea.

Definitia 3.5.27. Functia
1
H= 3 (k1 + ko)
se numeste curbura medie.
Exercitiul 3.5.28. Demonstrati urmatoarea formula:

1 g11b22 —2812b12 + 82211
2 det(g;;)

(3.13) H=

Exercitiul 3.5.29. Fie S o suprafata data local ca graficul unei functii %= f (x1,x%). Aritati ca,
intr-un punct in care normala la suprafata verticald, curbura medie este egald cu urma hesianei
lui f in acel punct (vezi si Exercitiul 3.5.1).

Curbura medie intervine in probleme de fizicd. Se poate demonstra ca, daca se
infasoara suprafata unui corp cu o membrana elastica (de cauciuc), atunci presiunea
exercitatd de membrana intr-un punct p este orientata pe —N(p) si are modulul H(p).
In particular, daci se considera o membrana de sapun intinsd pe un anumit contur
fix, presiunea membranei nu este echilibrata de nici o forta de reactiune, deci trebuie
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sa fie nuld. Cu alte cuvinte: suprafata dupa care se asaza un balon de sdapun este cea
cu H = 0. Pe de alta parte, o picdtura de lichid trebuie sa ia, in absenta altor surse de
presiune, o forma in care curbura sa medie sa fie constanta (pentru ca presiunea su-
perficiald e aceeasi in toate directiile). In experimentul lui Plateau se iau doua lichide
cu aceeasi densitate si se lasa o bula din primul lichid sa pluteasca in echilibru in inte-
riorul celuilalt. Se constata ca lichidul plutitor ia forma unei sfere. Astfel, o suprafata
cu curbura medie constanta ar trebui sa fie o sferd. Rezultatul precis este cel al lui H.
Hopf: O suprafatd compactd, cu curbura medie constantd, homeomorfd cu o sferd este o
sferd. Demonstratia este mai complicata, necesitda cunostinte de functii complexe (vezi
problema 2.3.6 in [Or]).

Din cele spuse pind acum se vede ca suprafetele cu curburd medie nuld sint un
obiect interesant de studiu. Asemenea suprafete se numesc minimale.

Exemplul 3.5.30. Prin calcul direct se aratd ca urmatoarele suprafete sint minimale:
elicoidul, catenoidul (vezi Exemplul 3.2.22), suprafata lui Enneper data prin:

(! = @313+ u (W??, u® - W13+ (WhH?u?, (wh? - W),
suprafata lui Scherk, data prin:

2
3 COsSX
sxl’

a2 e 0,2 x 0, 5).
) ,2 72

Suprafetele lui Enneper (stinga) si Scherk.

Dam in continuare motivatia denumirii.

Fie (U, h) o parametrizare locald a unei portiuni de suprafata si D < U o regiune
marginitd. Fie f: D — R o functie diferentiabila. O functie

@:Dx(~g6)—R
datd prin:
o', u?,0)=h',u) + tf W', u’)Nw', u’)

se numeste variatie normaldalui h(D). In general, pentru un ¢ fixat arbitrar, ¢’ (u!,u?) =
<p(u1, u%, 1) nu mai este o parametrizare. In schimb, pentru ¢ suficient de mic, este

parametrizare (de aceea spunem ca reprezinta o variatie a suprafetei initiale ¢° prin
suprafetele ¢?).
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fN
h+tfN O variatie normald a
N un?l portiuni de supra-
fata.

t=0

Intr-adevir, prin calcul direct obtinem:
@l =hi+tf N1+ tfiN,
@y =hy+tfN2+tfoN,
gl =g +2tf(hy, Ny) + 2 f2(Ny, Ny) + £ 2,
812 = g1z + 1f ((h1, No) + (ha, N) + 22 F2(NL, No) + 2 fi fo,
83> = §o2 +21f (hp, No) + £ f2(Np, No) + 12 7.
Inlocuind aici, din formula lui Weingarten, N; = —L{ hj, obtinem {h;, Nj) = —b;j. Re-

zulta cd, neglijind termenii in ¢ de grad mai mare sau egal cu 2, ultimele trei formule
de mai sus devin:

gh = 8u —2tfb + 01,
gl = g2 —2tfbi + O£,
852 = 822 — 21 [ by + O(17).
@' e parametrizare numai dacé ¢! x ¢} # 0. Echivalent, daca det(gl.tj) #0. Calculele de
mai sus impreuna cu formula 3.13 conduc la:
det(g;;) = det(g;;)(1 ~41f H) + o(t?),
unde in O(#?) am grupat toti termenii care contin puteri ale lui ¢ mai mari sau egale

cu 2. In concluzie, daci € e suficient de mic, (1 —4¢f H) # 0 si ¢ e inca parametrizare.
Aria portiunii de suprafata ¢’ (D) va fi:

A(t):/B,/det(gl?j)dulduz:fﬁ\/l—4tfH+O’(tz)\/det(g,-j)dulduz,

unde O'(#%) = (det(g;;) "' O(+?). Rezultd cd pentru ¢ mic A(?) e diferentiabila si
A0) = _fﬁsz‘ /det(g; ) dutdu?.

Propozitia 3.5.31. O suprafatd este minimald dacd si numai dacd A’ (0) =0 pentru orice
domeniu D si orice variatie normald ca mai sus.

Acum putem demonstra:
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Demonstratie. Daca H = 0 pe S lucrurile sint clare. Reciproc: dacd, prin absurd, exista
p cu H(p) # 0, alegem un domeniu mic D in jurul lui ™! (p) (astfel incit H sd nu se anu-
leze pe h(D)) si construim o functie f care se anuleaza in afara unei vecindtdti mici a
lui h‘l(p) si f(h‘l(p)) = H(p) (o asemenea f se numeste functie test; existenta ei va
fi demonstrata in capitolul de varietati diferentiabile). Atunci A’(0) < 0 pentru variatia
asociatad lui f, contradictie. [ ]

Propozitia aceasta motiveaza doar partial denumirea de suprafatda minimala: ea
aratd numai cd suprafetele cu curburda medie nuld sint puncte critice ale functionalei
arie, nu neapdrat minime. Dar denumirea a fost propusa de Lagrange (care a determi-
nat la 1760, primul, o asemenea suprafatd, anume catenoidul) si traditia o pastreaza
(conform [Ca]).

Exercitiul 3.5.32. Sd se demonstreze ca singura suprafatad de rotatie minimala este catenoidul.

Indicatie: Fie (¢, ) curba generatoare, parametrizata canonic. Conform Exemplului 3.13,

!/

ki=—"— ko =¢" "y —¢'v". Deciavem de rezolvat sistemul de ecuatii diferentiale:
%

!

(P,’W,_‘P’WN_ % -0,

((p/)z + (wr)z -1

cu conditia ¢ > 0. Dacd ¢’ = 0 peste tot, atunci din prima ecuatie ¢’ = 0, iar din a doua y' = +1,
contradictie. Deci existd puncte in care ¢’ # 0. Lucrdm pe un interval deschis I ce contine un
asemenea punct. Aici ¢’ # 0. Inmultim prima ecuatie cu ¢’, tinem seama ca din derivarea celei
de-a doua avem ¢'¢" +y'y" = 0 si obtinem ecuatia ¢’y + @y = 0. Daca v’ = 0 pe I, atunci
k1 =ky =0si ¢’ =+1; deci ¢ e liniara si suprafata e un plan, un con sau un cilindru. Dar numai
planul are ambele curburi principale nule. Retinem deci planul ca exemplu (trivial) de suprafata

derotatie minimald. Putem presupunem cd vy’ > 0 pe I (micsorind, eventual, intervalul). Rezulta
/ "

% = —7, de unde logg +logy’ = C = const. De aici gy’ = €. Ridicam la patrat, folosim

[ 2
(l//')2 =1-(¢ )2 si gdsim ¢’ =1/1- —- E o ecuatie cu variabile separabile care, prin integrare,
¢

da:
@) =1\/(t+C)?+C1, Ci=const.
Atunci pentru ¥ se obtine:
w() = +VkIn(t+ C+1/(t+C)2+C1)+Co, Ca = const.

Punem u = t+ C, adicd putem lua C = 0 in formulele pentru ¢ si w. Acum se vede usor ca
schimbarea de variabild u? = arccos v/12 + C; conduce la ecuatiile catenarei.
Exercitiul 3.5.33. Nu existd suprafete minimale compacte.

6. Curbe pe suprafete. Geodezice

Vom studia acum proprietatile curbelor de pe o suprafatd. Vom construi in fiecare
punct al curbei un triedru ortonormat (altul decit cel al lui Frenet), variatiile axelor
cdruia vor reflecta comportarea curbei pe suprafata. Discutia fiind locala, se poate
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presupune, fara a restringe generalitatea, ci avem de-a face cu o curba y : I — R3 pa-
rametrizatd canonic cu parametrul s si cu Im(y) < h(U) unde (U, h) e o parametrizare.
Atunci avem y(s) = h(u!(s), u?(s)).

Fie T(s) = dy/ds vectorul tangent (unitar) la y®. Vectorul acceleratie, d’y/ds?, e
normal pe T dar nu neapdrat orientat dupa normala la suprafata (conform discutiei
privind curbura normald). 1l descompunem intr-o componenta tangenta la suprafata
si una normala la suprafata:

da? da?

ds® ds?

azy
+ nor (d_)

Observam ca:
2

azy _ A%y _
<tg(W) T(s)) = <d 5, T'(8)) =0.

Atunci

Ng(s) = N(s) x T(s)

e un vector unitar coliniar cu rg(d?y/ds?). Triedrul {T(s), Ng(s), N(s)} astfel introdus
poarta numele lui Darboux. Cimpul vectorial Ng se numeste normala geodezicd. La fel
cain cazul triedrului Frenet, derivind cele sase relatii de ortonormalitate dintre vectorii
triedrului, se demonstreazi urmatoarele formule de derivare:

aT
o = kg (s)Ng(s) + kp(s)N(s)
dNg
— = —kg(S)T () +Tg(s)N(s)
dN
o = —kp ()T (s) —Tg(s)Ng(s)

Aici kj,, este curbura normald, iar kg, T¢ sint functii nou introduse, numite respectiv
curbura geodezicd si torsiunea geodezicd.

Pentru a gasi interpretarea geometricd a curburii geodezice facem intii un calcul
explicit al ei. Cu formula lui Gauss rezulta:

d*y a*ut _, dul du* du! duF
ko9 = (S Ngoh = (| S5 4T3 S5 S b by 25 S NG, Ny (o
d’u’_, dul du*
= (o T S NG < Ty

= det| T(s), N(s), dul oduldut)
- ds?2  ikds das |

Atunci, cum N e ortogonal si pe T si pe h;,

(dzui - du! du*

1

kg(S) =0< W + ]kxﬁ) hl' = A,(S)T(S)

6preferam aici notatia cu majusculd pentru vectorul tangent, si nu cu minusculd ingrosata ca in capi-
tolul despre curbe, din motive de coerenta a notatiilor.
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pentru o anumita functie diferentiabila A. Rezulta ca

d*y

AS) =(T (), AT () =(T(s), 7 =
ds

0

pentru ca parametrizarea e canonica.
Calculul anterior, laolaltd cu prima formuld de derivare pentru triedrul Darboux
demonstreaza:

Propozitia 3.6.1. Fie sy € 1. Urmadtoarele afirmatii sint echivalente:

1) kg(s9) =0;
2) Vectorul normal principal al curbei in sy e coliniar cu vectorul normal la supra-
fatd iny(so);
3) Coordonatele locale ale curbei verificd ecuatiile:
d’u . adu  duF _
(3.14) Uz Is0 +ij(80)$ 5o s l[,=0, 1=1,2

Curbele de-a lungul carora vectorul normal principal este coliniar cu vectorul nor-
mal la suprafata se numesc (linii) geodezice si joaca un rol central in geometria diferen-
tiala si in teoria relativitatii. Propozitia anterioara spune ca o geodezica e caracterizata
de anularea, de-alungul ei, a curburii geodezice. Echivalent, geodezicele sint solutii ale
sistemului de (doud) ecuatii diferentiale ordinare de ordinul 2 (3.14) in care punctul sy
nu mai este fixat. Aplicind Teorema de existenta si unicitate pentru ecuatii diferentiale
rezulta:

Propozitia 3.6.2. Fiep € S si v € T),S. Atunci existd o unicd geodezicdy : I — S astfel
incity(0)=p siy'(0) = v.

Observatia 3.6.3. 1) Deoarece coeficientii sistemului (3.14) depind doar de prima
forma fundamentala, geodezicele sint intrinsec asociate unei suprafete. In consecint,
geodezicele a doud suprafete local izometrice se corespund prin respectiva izometrie
locala.

2) Sistemul (3.14) nu e invariantla schimbari de parametru. E usor de vazut ca doar
schimbarile afine de parametru ii conserva forma. Deci o geodezica poate fi intotdea-
una considerata ca fiind parametrizata proportional cu lungimea arcului. In particular,
vectorul tangent al unei geodezice are intotdeauna lungime constantd.

20 .
dd = = 0: geodezicele

Exemplul 3.6.4. In cazul planului, sistemul (3.14) se reduce la
planului sint dreptele.

Deoarece un cilindru e local izometric cu planul, izometria locala fiind desfasura-
rea cilindrului pe plan, conform observatiei anterioare 1), geodezicele cilindrului sint
de trei feluri: generatoare, cercuri paralele si elice. Similar se determind geodezicele
conului (fara virf).

Meridianele unei suprafete de rotatie sint geodezice deoarece satisfac proprietatea
2) din Propozitia 3.6.1 (dar nu toate cercurile paralele sint geodezice, ci numai cele
generate de punctele de extrem local ale curbei generatoare; in general, geodezicele
unei suprafetie de rotatie se determina cu metoda lui Clairaut, cf. [Ca]), In particular,
meridianele sferei sint geodezice. Iar cum prin orice punct al sferei exista meridiane
orientate dupa orice directie tangenta, acestea sint singurele geodezice ale sferei.
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Cele trei tipuri de geodezice ale cilindrului.

Exercitiul 3.6.5. Ardtati cd intr-o parametrizare ortogonala, sistemul geodezicelor se reduce la:

dul 1 @gu(du )2+2@ﬂﬂ_agﬁ(”’“) o
dr>  2gi1 | oul | dt ou? dt dt oul | dt

(3.15)
1 dgu(du )2+26g£d_uld_uz+0ggg(du) L
dr2  2gxn | ou? | dt oul dt dr ou? |\ dt

Pentru a demonstra incd o proprietate geometricd importantd a geodezicelor avem
nevoie de un rezultat mai tehnic.

Lema 3.6.6. Fiep € S i C o geodezicd prin p. Atunci existd o parametrizare in jurul lui
p in care coeficientii primei forme fundamentale satisfac g1 =1, g12 =0, g22(0, u?) = 1.
In plus, C 0 h(U) face parte din familia de curbe u®> = const. O parametrizare de acest
fel se numeste semigeodezica.

Demonstratie. Fie I' geodezica (unicd) prin p parametrizatd canonic si ortogonala la
C. Notam v!, v? parametrul canonic pe C, respectiv I'. Putem presupune I'(0) = C(0) =
p. Prin fiecare punct I'(v?) trece o unicé geodezica C(v!, v?) ortogonala la T'. Evident
C = C(v',0). Fie acum X cimpul vectorial tangent la C si Y cimpul vectorial ortogonal
lui X. Din Teorema 3.3.9 exista o parametrizare ale cdrei linii de coordonate sint tan-
gente acestor cimpuri. Parametrizarea e ortogonald pentru cd X si Y sint ortogonale.
Pe de alta parte, curbele v> = const. sint geodezice prin constructie si satisfac sistemul
(3.14). Pentru i = 2 rezulta de aici 1"%1 = 0. Atunci din formula coeficientilor Christo-
ffel (3.7) avem dg;1/0v? = 0. Pentru a obtine g1; = 1 nu avem decit si reparametrizim
punind

ut :f,/gudul, u? =1
Pe de alta parte si curba I', de ecuatie u' = 0 satisface (3.14) de unde
(0g22/0uM) [,19=0

silema e complet demonstrata. [ |

Acum putem demonstra:
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Propozitia 3.6.7. Lungimea unui arc de geodezicd cuprins in imaginea unei parametri-
zdri semigeodezice e mai micd decit lungimea oricdrei alte curbe care-i uneste capetele.
Demonstratie. Fie y:[0,1] — S o geodezica cu y(0) = p, y(1) = g si (U, h) parametri-
zare semigeodezica furnizata in lema (asfel ca y sa fie data de u?=0). Fieo:1[0,1] —
h(U) avind aceleasi capete cu y. Atunci, deoarece g1; = 1, g12 = 0 avem:

1 dul\?
L(a)—f0 (W) + 822

Deoarece y e data de u? = 0 lungimea sa va fi:

duZ)z 1
- dtzf du' =u' ) - ul0).
dt 0

1
L(y):f du' = u' (1) - 1 (0),
0

ceea ce incheie demonstratia. [ |

Conform acestui rezultat, geodezicele joacd in geometria unei suprafete rolul drep-
telor din geometria euclidiana. Vom vorbi, astfel, despre triunghiuri geodezice etc.
Pentru a construi o geometrie coerenta ar trebui, insd, demonstrat ca prin orice doua
puncte trece o geodezicd. Incd nu ar fi de ajuns, pentru ca nu am avea unicitate: intre
douad puncte antipodale pe sferd exista o infinitate de meridiane. Vom reveni asupra
acestor chestiuni in capitolul de varietati riemanniene.

In fine, putem acum da:

Demonstratie. (pentru Teorema 3.5.26) . Vom ardta cd, in vecindtatea oricdrui punct,
curbura gaussiana determina univoc coeficientii primei forme fundamentale.

Fie p € S. Consideram in jurul sdu o parametrizare semigeodezica (ortogonald, in
particular). Din Exercitiul 3.5.18, in aceastd parametrizare curbura gaussiana se exprima

astfel:
oL 0 JEn
T Vgm owhz V8

Atunci, pentru K = const., g»» e solutia ecuatiei diferentiale cu coeficienti constanti:
2
15 V82t K\/g2=0.
o(ul)
Pentru K > 0 aceasta are solutia generala:
V82 =101 (uz) cos(\/I_('ul) + cz(uz) sin(\/ful)
care, laolalta cu conditiile initiale impuse, furnizeaza:
g = cosz(\/ful).
Pentru K < 0 se obtine
822 = ch?(V-Ku"),
iar pentru K =0 gasim gop = 1. |

In ce priveste interpretarea geometrica a torsiunii geodezice, din a treia formula
de derivare pentru triedrul Darboux rezultd usor:

Propozitia 3.6.8. 74(sy) = 0 dacd si numai dacdy’'(so) e vector principal al operatorului
Weingarten.
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Curbele de-a lungul cédrora torsiunea geodezica este nuld se numesc linii de cur-
burd. Ele sint caracterizate de ecuatia L(y’(s)) = k(s)y'(s) sau, local:
(3.16) g
I dt dt
Deci directia tangentd intr-un punct la o linie de curbura e principala.
Exercitiul 3.6.9. Determinati liniile de curburd ale unei suprafete de rotatie. Aplicatie pentru
sfera si tor.

Aratati ca pe suprafata lui Enneper (Exemplul 3.5.30), liniile de coordonate sint linii de cur-
bura.

Liniile de curbura ale elipsoidului.

Exercitiul 3.6.10. ([OP].) Aratati ca, pentru o geodezica y, operatorul Weingarten are proprieta-
tea: L(y') = ky' —7hb, unde k este curburalui y, T e torsiunea ei si b e vectorul binormal. Deduceti
cd o geodezica plana este linie de curbura. Folositi acest fapt pentru a demonstra ca daca toate
geodezicele unei suprafete sint plane, atunci toate punctele suprafetei sint ombilicale, deci su-
prafata e o portiune de sfera sau de plan.

Urmatorul rezultat deriva direct din Teorema 3.3.9. Va fi, de asemenea, util mai
departe.

Propozitia 3.6.11. In vecindtatea unui punct neombilical existd o parametrizare ale cd-
rei linii de coordonate sint linii de curburd.

Demonstratie. Fie p un punct neombilical pe S si (U, h) o parametrizare oarecare in
jurul sau. O curba h(u'(£), u? (1)) e linie de curbura daci si numai daca satisface (3.16)
care, scris desfasurat produce urmatoarele douad ecuatii:

du! du? du!
Ry} Sy Ykl
Vdr 7% dr

dt
du! du>  du?
P— 42— = k—.
Vdr T dt dt
Elimindm k intre aceste ecuatii si obtinem ecuatia liniilor de curbura sub forma:
(3.17) Lz(dul)z Ll(duz)z @ -pdlde
' " dt 2\ dt e A T

Daca reusim sa factorizam aceastd ecuatie sub forma

1 2 1 2

1
5.18) dat at dat dt

cu a, b, c,d functii diferentiabile de u', u?, atunci fiecare dintre cei doi factori deter-
mina cite un cimp vectorial X, respectiv X» (vezi Exercitiul 3.3.4) ale cdrui traiectorii
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sint linii de curburd. Daca aceste cimpuri sint independente in p (ceea ce revine la
ad —bc #0in p, atunci putem aplica Teorema 3.3.9 si demonstratia e incheiata.

Pentru a gasi functiile necunoscute a, b, ¢, d, identificam coeficientii in ecuatiile
(3.17) si (3.18). Rezulta sistemul

ac= —LZ,
ad+bc=L%—L‘2,
bd=L}.

Daca exista, solutia nu e unica. Exprimind a (respectiv b) in functie de ¢ (respectiv d)
si punind x = c¢/d, obtinem ecuatia de gradul al 2-lea

Lyx*— ([~ L3)x—-13=0
care are raddcini reale distincte daca si numai daca
(3.19) (L} —13)%+4I5L} > 0.

Pe de alta parte, cum p e neombilical, L are valori proprii distincte in p, deci det(L? —

/15?) are raddcini (reale) distincte in p. Facind calculul, vedem ca (3.19) este exact
discriminantul acestei din urma ecuatii.

Daca ac— bd = 0, atunci L% + L; = 0, situatie care conduce usor la contradictie cu
simetria lui L. [ ]

Incheiem acest paragraf cu definitia curbelor asimpiotice: acestea sint caracteri-
zate de anularea curburii normale de-a lungul lor. y(#) e asimptoticd daca si numai
dacd b(y'(1),y'(£)) = 0 sau, local:

bii(0) du’ dul —0
Y dr dr
1x2, ale

Exercitiul 3.6.12. Determinati liniile asimptotice ale paraboloidului hiperbolic B=x
hiperboloidului cu o pinza (x1)2 + (x2)2 — (x%)2 — 1 = 0 si ale suprafetei lui Enneper.
Se poate arata cd in vecinatatea unui punct hiperbolic exista parametrizari cu linii

asimptotice (conform, pentru detalii si alte proprietati, [Or]).

7. Derivata covarianta

Revenim acum la notiunea de cimp vectorial (definita in paragraful Parametrizdri
speciale). Fie y: I — S e o curba diferentiabila si X un cimp vectorial de-a lungul lui
Y, i.e. X(y(2)) € TynS (vezi (Observatia 3.3.2)). Elementele triedrului Darboux sint
exemple de cimpuri vectoriale de-a lungul unei curbe. Putem privi un asemenea X ca
o functie definita pe I, depinzind de argumentul #. Dacd imaginea curbei e cuprinsa in
imaginea unei parametrizari (U, h) atunci avem:

X(0) = X (Ohi(u (), u? (1)

cu X' functii diferentiabile.
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In general, derivata in raport cu ¢ a unui cimp vectorial nu mai este un vector tan-
gentla S. Intr-adevir, local avem:

dx dx'

du ax’ cdul
dt  dt

dul
I’li+Xl—hij=—hi+X dr

dt dr (Fﬁ.‘jhk+bl-jN).

ax
Definitia 3.7.1. Partea tangenta a lui ar se numeste derivata covariantd a lui X de-a

VX
lungul lui y si se noteaza ar Este un cimp vectorial de-a lungul lui y.

Avem:

(3.20) VX [(dx*  _dul_, L
' dt )

Definitia 3.7.2. Un cimp vectorial se numeste paralel de-a lungul (pe) y daca derivata
sa covarianta e identic nula.

Sa observam cd, deoarece vectorii /. sint liniar independenti, un cimp vectorial e
paralel de-a lungul lui y daca si numai daca
axk _.du

+X

P Fffj =0 pentruorice k=1,2.

Daca in formula (3.20) luam X =y'(#), cimpul vectorial tangent la curba, gasim:

(3.21)

v (i a
dr ~\ de2  dr dr U

k

Comparind cu forma sistemului (3.14) obtinem imediat:

Propozitia 3.7.3. y e geodezicd dacd i numai dacdy’ e paralel pey.
E motivul pentru care geodezicele se mai numesc si curbe autoparalele.
In particular, daca X e paralel pe geodezica y, atunci

i(X(l‘) '(ﬂ)‘(E "1)=0
dt V=g =0

deci produsul scalar dintre el si vectorul tangent la curba este constant in fiecare punct
la curbei. Asadar, paralelismul de-a lungul unei curbe generalizeaza notiunea de para-
lelism din planul euclidian.

Aplicind sistemului (3.21) teorema de existenta si unicitate pentru ecuatii diferen-
tiale rezulta:

Propozitia 3.7.4. Dart v € Ty (S, existd un unic cimp vectorial paralel pe’y cu X(0) = v.
Vom reveni asupra notiunii de paralelism in capitolele dedicate fibrarilor vectori-
ale si spatiilor riemanniene.

. . . . adX VX
Daca X e un cimp unitar, | X(#)| = 1, atunci <E,X(t)) =0, deci ar e ortogonal

atit pe X citsi pe N. In acest caz

E = A (N(1) x X(1))
dr ‘
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Vom nota (in cele ce urmeaza, urmam prezentarea din cartea lui do Carmo) functia
A(t) cu simbolul [%] si 0 vom numi modulul derivatei covariante’. In particular, pen-
tru o curba parametrizata canonic,

V /
d—z = kg(s)Ng(s) = kg()(N(s) x y'(5)).
Am obtinut o interpretare geometricd a modulului derivatei covariante:
vy
E = kg (S)

Pentru o curbd pland, curbura reprezenta variatia unghiului facut de vectorul ei
tangent cu o directie fixa. Dreptele erau caracterizate de anularea curburii. Pe o supra-
fatd, rolul dreptelor e jucat de geodezice. Acestea sint caracterizate de anularea cur-
burii geodezice. Astfel apare natural sa incercam sa exprimam curbura geodezica cu
ajutorul variatiei unghiului facut de cimpul vectorial tangent cu o directie fixa. Dar mai
intii trebuie sa definim acest unghi. Cu asta ne vom ocupa in finalul acestui paragraf.

Fie y o curba simpla, inchisd cu imaginea cuprinsd in imaginea unei parametrizari
si X (1), Y () doud cimpuri vectoriale unitare pe y. Vrem sd definim unghiul dintre ele
ca functie diferentiabild. Avem nevoie de:

Lema 3.7.5. Fie a,b : I — R derivabile, astfel incit a(t)> + b(t)*> = 1. Fie ¢y € R cu
proprietatea a(ty) = cos g, b(ty) = singg. Atunci functia

(1) = o +ftt(ab’ —-d'b)(n)dr
0
e derivabild sicos@(t) = a(t), sing(t) = b(1), (p(t‘]) = o.
Demonstratie. Derivabilitatea lui ¢ e imediata. In continuare e suficient sa aratam ca
f=(a-cosp)?+(b—sing)* =0,
sau, dupa dezvoltarea patratelor:
acosgp+bsing = 1.

Pentru aceasta, aratdm cd derivata lui acos¢ + bsin¢ e identic nula si folosim faptul
cd, in fo, valoarea functiei este 1. Tinind cont cd ¢’ = ab’ — a'b si aa’ + bb’' = 0 avem:

(acosg + bsing) = a' cosg — ap’sing + b’ sing + by’ cos ¢
=a' cosg+b'sing + (ab' — a'b)(bcosp — asing)
= (ad’ +bb')(acosg + bsing) = 0.
|
Fie acum X un cimp vectorial pe y astfel incit {X (?), X (1)} si fie baza ortonormati

in Ty (1S, la fel orientata cu {hy, hp}. Atunci Y se poate exprima ca:

Y0 =a®X(®)+b)X (1)

7Func§ia Y () poate fi negativa: denumirea de modul are, aici, semnificatia de cantitate (scalara).
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cu a, b derivabile si a® + b?> = 1. Daca fixam o determinare ¢, pentru unghiul dintre
X(tp) sl Y (1y), aceasta se extinde la o functie derivabila ¢ conform lemei. Demonstram
acum:

Lema 3.7.6.

de

[VY ~
T

dt

[VX
dt

Demonstratie. Fie X = N x X, ¥ = N x Y. Atunci:
Y = Xcosg + Xsing,
=(Nx X)cose + (N x X) sing = Xcosq)—Xsin(p.

Cum X, X sint ortogonali prin constructie, iar (X,dX/dt) = (X,dX/dt) = 0 deoarece
X, X sint unitari, avem succesiv:

VY <V Y Nx V)= ( Y 7
—_— = X = =
at dt
de dx dXx
=£ 4 cos? (p(— Xy - sin® (p(— X).
dt
Derivind egalitatea (X, X) = 0 gdsim
ax ax
(—, X0+ ( Xy =
dt
Inlocuim in formula anterioara si demonstra‘;ia e completa. |

Corolarul 3.7.7. Fie X un cimp unitar paralel pey siY =y'. Atunci

VY
ds

_de

kg = T ds

Derivata covarianta va interveni in demonstratia celui mai important rezultat glo-
bal despre suprafete, teorema Gauss-Bonnet. Rezultatul de care vom avea nevoie este
cuprins in:

Lema 3.7.8. Fie (U, h) o parametrizare ortogonald, X un cimp unitar pey §i ¢ unghiul
dintre hy si X. Atunci:

vx _;{@d_fﬁggd_ﬁ}ﬂ_w
dt 2./811822 dt

oul dr ou® dt

Demonstratie. Normam cimpurile hy, hy:
h hy
= , 92 = .
V811 V822
Atunci e} x ey = N si, conform lemei anterioare,
VX Ve,
dt dt

L de
dr
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Pe de alta parte:

V61 <d NX >_< auw_ |
dr dac’ VT 5wt ar T a2 dr
B 0ey du! ey du?

- <6 1)62> +<a 2)ez>

dt
hn\/gn— h g
= o ,€2) —— a7
0./
hi2\/811 — g211h1 d
+ ¢ o )4
gu T dr
1 du1 1 du?
e \/gngz ar e \/gugzz dt

Dar, (hi1, hy) = 11 g2, datoritd faptului ca (hy, hy) = 0. Pe de alta parte, cu formula
(3.7) gasimI'}, = § g22 98U Cum g% =1/gy,, avem in final

(hi, ho) = ; Zglzl
La fel gasim
(h12, ho) = (ha1, he) = 1@
2 oul
ceea ce incheie demonstratia. |

8. Teorema fundamentala a teoriei suprafetelor

Vom incheia discutia proprietdtilor locale ale unei suprafete diferentiabile cu un
rezultat de existenta si unicitate locala pentru suprafete datorat lui Bonnet®.

Teorema 3.8.1. Fie U c R? un deschis conex si simplu conex. Fie gij»bij: U — R functii
diferentiabile care satisfac conditiile:

1) Matricea (g; j (ut, u?)) e simetricd si pozitiv definitd pe U.

2) Matricea (b;j(u', u?)) e simetricd pe U.

3) Sint verificate ecuatiile Gauss (3.11) §i Codazzi (3.10) in care func,tiileffj sintdate
de formulele (3.7).

Atunci existd o parametrizare h : U — R® care defineste o suprafatd avind prima si a
doua formd fundamentald g; j, respectiv b; ;. Aceastd suprafatd e unic determinatd pind
la o izometrie liniard a lui R.

Demonstratie. Orice suprafata care satisface conditiile enuntului trebuie, de aseme-
nea, sa satisfaca formulele Gauss si Weingarten:

8pierre Ossian Bonnet, 1812-1892, matematician francez cu contributii importante in geometria dife-
rentiala a suprafetelor.
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k
(3.22) hij = rl-j]’lk-i-b,‘jN
i
-8/ bjihy
Vom ardta cd, daca interpretam ecuatiile de mai sus ca un sistem de ecuatii cu

derivate partiale de ordinul 1 cu necunoscutele k; si N, acesta e integrabil. Intr-adevar,
sistemul este echivalent cu cel pfaffian

(3.23) N;

a1=0, (1220

unde

@ dh; = (T b+ b N) du?

o dN+(gkjbj,‘hk)dui

Conform Teoremei lui Frobenius (vezi [Mir]), conditiile necesare si suficiente de inte-
grabilitate sint:

day=day=0 (mod a;, ay)
sau, intr-o forma mai familiara:

% (Ffjhk + bijN) = % (Fflhk + bilN) ,
% (gk]bjihk) = % (gk]bjlhk)

care, explicitate (a doua ecuatie se dovedeste chiar redundantd), conduc la ecuatiile
Gauss si Codazzi (vezi demonstratia Teorema egregium). Cum, prin ipotezd, aceste
ecuatii sint satisfacute, sistemul e complet integrabil.

Din teorema de existenta si unicitate (vezi, din nou, [Mir]) fixind conditia initiala
h?, NO asociata unui punct (ué) € U, exista o unica solutie h;, N care satisface (3.22),
(3.23) si

hi(u})=h), N(ul)=N°.

Sa ardtam acum ca solutia gasita are si proprietdtile geometrice necesare. Mai precis:
daca

(3.24) (h?, h‘}) = gij(ud), (N, W) =0, IN°I =1, 7,j,k=1,2
atunci sint verificate relatiile analoage pentru h;, N. Pentru aceasta introducem func-
tiile

@ij = (hi,hj), wi=(N,h;), v=IN|* -1
despre care ardtam ca sint constante (atentie: indicii lui ¢, ¥ nu reprezinta derivate
partiale !) Avem (folosind formulele Gauss si Weingarten):

0pij ; ; 08ij
Suk rik(l’lj+rjk(l’li+bik1//j+bjku/i_W)
oy ;

0—15,2 = —g!'bigij+bixv+Thyy,

ov

P —2g" b
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Am obtinut un nou sistem de ecuatii cu derivate partiale de ordinul 1. Se verifica direct
cd acesta admite solutia
$ij=8ij, Yi=0 v=1
care satisface conditia initiala (3.24). Din unicitate rezulta cd aceasta este solutia cau-
tata (remarcati similitudinea cu demonstratia teoremei fundamentale a teoriei curbe-
lor).
Cu h; gasite anterior, definim acum parametrizarea / prin:

(u',u?) ,
h(ul,u2)=f hidu' + hy
(ug,u)
unde integrala curbilinie nu depinde de drumul din U intre (1, u3) si (u', u®) pe care
este calculatd deoarece U e simplu conex. Ca h e o parametrizare rezulta din faptul ca
derivatele sale partiale sint exact h;, solutiile sistemului (3.22), (3.23), satisfac (h;, h;) =
gij iar g;; e pozitiv definitd prin ipoteza. E, de asemenea, evident, ca prima si a doua
forma fundamentala a parametrizérii (U, h) sint g;;, b;;.

Fie acum o alta suprafata i: U — R® cu aceleasi prima si a doua forme fundamen-
tale. Atunci, urmatoarele doua repere carteziene ale lui R3: {h(ué); h (u(’;), ho (u(")), N(ué)}
si {h(ui; (i), o (ui), N(ul)} difera printr-o izometrie afina. Fie F partea liniard a
acestei izometrii. Atunci ; si Fo h; sint solutii ale aceluiasi sistem cu aceleasi con-
ditii initiale. Deci h; = Fo h; pe U. Rezultd ca dh = dF o h (pentru ca F e liniara) sau,
echivalent, i = Fo h + const. ceea ce incheie demonstratia. [ |

Cititorul poate observa similitudinea dintre acest rezultat si analogul sdu referitor
la curbe. Nu doar enunturile, dar si metodele de demonstratie sint asemanatoare, cu
mentiunea ca aici am avut de-a face cu un sistem de ecuatii cu derivate partiale. De
altfel, in unele texte, de exemplu in [Ca], cele douad sint demonstrate simultan.

Incheiem capitolul cu citeva exercitii care introduc o clasi particulara de suprafe-
te:

Exercitiul 3.8.2. O suprafata parametrizata prin: h(ul, u?) = y(ul) +ulwh), cuut eIsiv® eR,
se numeste suprafatd riglatd. E definita de curba generatoare y(u!) prin punctele cireia trec
drepte L paralele cu vectorul w(ul).

1. Aratati cd toate cuadricele riglate sint suprafete riglate. In particular, suprafetele riglate
pot avea singularitdti (puncte in care h; si hp nu sint independenti).

2. Presupunind |w(ul)| =1si w' # 0 pe I, aratati ca punctele singulare ale unei suprafete
&, w'

w2

riglate se afla pe o curba (numita de stringere) a cdrei ecuatie este f =y + uw, cu u = —

Determinati aceasta curbd pentru cuadricele riglate.
3. Aratati cd, in punctele regulate, curbura gaussiand a unei suprafete riglate este data de
/ !/
formula K = ——2, unde A = detly’, w, w))
(A2 +u?)? [
4. Aritati ci elicoidul este suprafata riglat cu linia de stringere axa Ox®. Aritati ca elicoidul
este singura suprafatd riglata minimala, in afara planului.

. Caracterizati punctele pentru care K = 0.

5. Daca o suprafata contine o familie de linii asimptotice care sint si geodezice, atunci e
riglata.
Exercitiul 3.8.3. O suprafata riglati (cu || w(u')|| = 1) care satisface det(w, w’,y") = 0 se numeste
desfdasurabild.
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1. Ardtati ca suprafetele desfasurabile au curbura gaussiand identic nuld. Care dintre cua-
drice sint desfasurabile?

2. Fiey o curba pe suprafata regulati S. Fie S’ suprafata riglata y(u')+ w?N(u!), unde N(u')
este restrictia normalei unitare ale lui S la Imvy. Sa se arate ca y e linie de curbura pe S daca si
numai daci S’ e suprafati desfasurabila.

3. Considerati suprafetele riglate definite de o curba spatiala y si de vectorul sau normal,
respectiv binormal. Ce conditii trebuie sd satisfaca y pentru ca aceste suprafete sa fie desfasura-
bile?

Suprafatd riglatd cu curba genera-
toare y(w?) = (-ul,@hH?@hH®) si
wuh) = (=@hH?1,uh).

Un exemplu de suprafata desfdsurabila.



CAPITOLUL 4

Proprietati globale ale suprafetelor

1. Delalocalla global. O caracterizare a sferei

Printre cele mai spectaculoase rezultate de geometrie diferentiala sint cele care
trag concluzii de naturd globala din ipoteze locale. Un prim exemplu I-am avut in Te-
orema 3.5.9. Scopul acestui paragraf este sa exploateze mai departe acel rezultat. Vom
demonstra, urmind linia din [Ca], o teorema de caracterizare a sferei:

Teorema 4.1.1. O suprafatd compactd, conexd S cu curbura gaussiand constantd este o
sferd.

Demonstratie. Demonstratia care urmeaza e datorata lui S.S. Chern. Prima demon-
stratie a fost data de H. Liebmann in 1899.

Observam intii ca S, fiind compacta, are cel putin un punct eliptic; in acest punct
K >0, deci K, fiind constanti, e strict pozitiva.

Fie acum ki, k> curburile principale ale Iui S. Cu conventia k; = k», acestea sint
functii diferentiabile pe S. Datoritd compacitdtii, existd un punct p in care k isi atinge
un maxim local. Cum kj k» = K = const. >0, kp are in p un minim local. Vom arata ca
p e un punct ombilical. In caz contrar, existd in jurul siu o parametrizare cu linii de
curbura (vezi Propozitia 3.6.11). Intr-o asemenea parametrizare g1o = 0, bz = 0 si prin
calcul direct, curburile principale sint:

b b
(4.1) ki=—2, k=-2,
811 822
iar ecuatiile lui Codazzi devin:
0biy _ 10gu
4.2 — = =——— (k1 + ko),
(4.2) 912 20”2(1+ 2)
Oby; 1082
4.3 — =——=(k1 + ko).
(4.3) oul 2 Oul( 1+ k2)

0k; _10gn
I _ 2081 b k),
sugz5=3 6142( 2— ki)
ok 10
822 2=—&(k1—k2)-

ou' 2 ou!
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Inlocuim aceste expresii in formula curburii gaussiene din (Exercitiul 3.5.18); rezultatul
se poate pune sub forma:

0°gn  0°gxn 0gn 08

32?2 T a(ul)? A ou! *B oul’

unde A, B sint functii diferentiabile ale caror forme exacte nu au importantd pentru
discutia noastra. Calculind si derivatele partiale de ordinul doi ale curburilor princi-
pale in functie de cele ale coeficientilor primei forme fundamentale, formula de mai
sus devine:

-2Kgi1822 =

2 2
281 0%ki  2g» 0%k +a%+ﬁ%,
kl - kg 6(u2)2 ]Cl - kg a(ul)z 6u2 6u1
unde, ca si pentru A, B, expresiile exacte ale lui a, § sint irelevante. Evaludm egalitatea
de mai sus in p. Derivatele partiale ale curburilor principale se anuleaza in p deoarece
acesta e punct de extrem local pentru amindoui. 6%k;/0(u?)?(p) < 0 pentru ci p e
maxim local al lui k; si 9% kz/a(ul)z(p) > 0 pentru ca p e minim local al lui k,. Atunci
membrul drept al ultimei egalitdti e strict pozitiv, in timp ce membrul sting e negativ.
Am ajuns la o contradictie care aratd ca p e ombilical.
Fie, acum, g # p. Avem sirul de inegalitati:

—2Kgi182 =

kl (p) = kl(LI) = kg(q) = kg(p)

Cum k;(p) = k2(p), rezulta k;(q) = k2(q), deci si g e ombilical. Atunci suprafata este
o portiune de sfera. Fiind deschisa (ca reuniune de imagini de parametrizare) in R3 e
deschisa si in topologia relativd a sferei. Datorita compacitatii e si inchisa in topologia
sferei. Cum sfera e conexd, singurele ei submultimi simultan deschise si inchise sint @
si sfera insasi. Cum suprafata noastrad e nevidd, demonstratia e completa. |

Corolarul 4.1.2. O suprafatd compactd, conexd cu curbura gaussiand strict pozitivd §i
curburd medie constantd este o sferd.

Demonstratie. E suficient sa observam ca in demonstratia anterioara constanta lui K
a intervenit numai prin aceea ca a fortat functia k» (k;) sa fie descrescatoare. Or, acest
lucru e implicat si de ipotezele K >0, H = const. |

Alte caracterizari ale sferei se gasesc in [Or].

2. Suprafete orientabile

Urmarim in paragraful de fatd sa dam un sens precis notiunilor de ,,sus” si ,,jos”
(respectiv interior si exterior) pentru o suprafatd inchisa. Suprafetele pentru care acest
lucru va fi posibil se vor numi orientabile.

Fie, pentru inceput, V un spatiu vectorial real de dimensiune finitd n. Prin baza
vom intelege acum baza ordonata (sau reper). Spunem ca doud baze sint la fel orientate
daca matricea de trecere dintre ele are determinant pozitiv. E clar ca relatia a fi la
fel orientate e una de echivalentd pe multimea bazelor din V. Alegem arbitrar o baza
din V. Numim clasa ei de echivalentd orientare pozitivd. Odata facuta o asemenea
alegere, V se zice orientat. De obicei, in R” orientarea pozitiva e data de baza canonica
{er,...,ent.



88 Proprietiti globale ale suprafetelor

O orientare a lui R? induce o orientare (un sens de parcurgere) pe curbele plane
inchise. Iata cum: fie y o curba inchisa. Conform teoremei lui Jordan sint bine definite
interiorul si exteriorul ei. Atunci in fiecare punct putem vorbi despre normala exteri-
oard. Pe directia tangenta la curba in fiecare punct alegem sensul vectorului tangent
astfel incit baza {T, N} sa fie pozitiv orientata.

Aplicdm cele de mai sus pentru spatiul vectorial T}, S. O orientare a lui T, S induce
un sens de parcurs pe curbele inchise infinitezimale dintr-o vecindtate mica a lui p
(deoarece acestea pot fi aproximate de curbe din 7}, S). E posibil ca pe intersectia a
doua astfel de vecinatdti orientdrile sa concida?

Fixdm (U, h) o parametrizare in jurul lui p si orientam T}, S conform bazei {hy, ho}.
Daci (U, h) e o altd parametrizare in jurul lui p, atunci

_ ouk

hi = YT hi,
astfel ca cele doua baze sint la fel orientate daca si numai daca iacobianul schimbarii
de coordonate e pozitiv. In consecinti vom da:

Definitia 4.2.1. O suprafatd e orientabild daca existd o acoperire a sa (un atlas) cu pa-
rametrizari cu toti iacobienii schimbarilor de coordonate pozitivi. Alegerea unui astfel
de atlas se numeste orientare.

Observatia 4.2.2. Din formula de schimbare de variabila, se vede ca orientabilitatea e
invariantd la difeomorfisme. Pe de alta parte, un difeomorfism poate pastra sau nu o
orientare fixata.

Exemplul 4.2.3. Suprafetele acoperite cu o singurd parametrizare (in particular supra-
fetele descrise ca grafice) sint orientabile.

Orice suprafata care se acoperd cu numai doud parametriziri e orientabild. Intr-
adevar, daca schimbarea de coordonate se face cu iacobian negativ, nu avem decit sa
permutim !, u? in una dintre parametrizari. In particular sfera e orientabila.

Reamintim ca fiecarei parametrizari i se asociaza vectorul normal unitar:

_ ]’ll X hg
Ay x ol
Sa observam ca deoarece pe intersectia a doud parametrizari
- - ouk
hy x hy =det| — | h1 x hy,
ot

vectorul normal unitar e bine definit numai daca iacobianul schimbarii de coordonate
e pozitiv (altfel N schimba semnul, deci se anuleazd, o contradictie). Mai mult:

Teorema 4.2.4. O suprafatd e orientabild dacd §i numai dacd admite un cimp de vectori
normali unitari continuu, global definit.
Demonstratie. Necesitatea conditiei rezulta din observatia anterioara: daca S e orien-
tabild, atunci alegind un atlas cu schimbari de coordonate cu iacobian pozitiv, vectorii
normali unitari asociati la parametrizari diferite coincid pe intersectii si se lipesc dind
nastere unui cimp de vectori global.

Pentru suficientd, fie N cimpul global dat de enunt si </ un atlas cu domeniile de
parametrizare conexe. Daca (U, h) € « si p € h(U), putem presupune N(p) = hy x
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ho!llhy x hyll. Intr-adevar,
hl X hg
" hy % holl

si f e continud pentru ca N e continuu. Cum U e conex, f =1sau f = —1 pe U si afir-

matia noastrd rezulta (permutind, eventual, ul, u?). Daca, prin absurd, pe o intersectie
k

- ou .
UnU avem det(F) <0, atunci
17

(N Yq) =flg)=+1

mxhy oy e - )
<kl P P T T Xl P
Rezulta N(p) =0, contradictie. [ |

Definitia 4.2.5. Pe o suprafata orientatd, o parametrizare (U, h) se numeste compati-
bild cu orientarea daca
_ hl X hg
By x hall”

Exemplul 4.2.6. Banda lui Mobius e un exemplu de suprafatd neorientabila. Se obtine
prin identificarea laturilor opuse ale unui dreptunghi dupa ce, in prealabil, una dintre
ele a fost simetrizatd fata de mijlocul ei. Pentru a o parametriza consideram cercul
x%+y? = 4 si segmentul deschis AB in planul x?Ox® descris de ecuatiile x* = 2,| x> |< 1.
Rotim mijlocul C al lui AB in jurul lui Ox3 si, in acelasi timp, rotim segmentul AB in
jurul lui C in planul x> OC. Miscarea trebuie astfel facuta incit atunci cind C a acoperit
un unghi u!, AB si se fi rotit cu u!/2. Drept rezultat, cind C revine in pozitia initiala,
AB s-arotit cu 180°.

A Banda lui M6bius construita prin rotirea seg-
‘c mentului AB in jurul unei axe si a propriului
‘B centru.

ulyp
Parametrii directori ai dreptei AB atunci cind C are coordonatele (2sinu',2cos u!,0)

. ol Ll 1 L .
sint (sin u! sin -, cos ul sin -, cos 5-), astfel ca obtinem parametrizarea:
1 1 1
Cou u u
h(ul,uz) =(2- uzsm7)smu1, 2- uzsm7)cos ul, 1 cos ?)

cu (u', u?) € (0,27) x (—1,1) si u' masurat dinspre axa Ox?. Se acopera asfel toata su-
prafata in afara punctelor corespunzaitoare lui ' = 0. Pentru a o acoperi complet con-
sideram si parametrizarea:
51
- T
h(@', 7 = (2 - @ sin( + =) cos i,
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@—i?sin(Z + al))s'n ', @ cos(Z + ”1))
_ T nal, T u
12 12

unde, acum, 7' e masurat dinspre axa Ox' si i#? = u?. A doua parametrizare nu acopera

punctele cu u! = /2, dar acestea se afla in imaginea primeia.
Intersectia celor doua harti este reuniunea multimilor S;, Sz, unde

S1

th(u,ud); g <ul<2m

S, = {h(ul,uz);0u1<g}

Schimbdrile de coordonate sint, respectiv, (i, 7i%) = (u' — 7/2,u?) in S si (@i, #%) =
(Bn/2+u',—u?) in S,. Schimbarea de coordonate se face cu determinant pozitiv in
S1 si cu determinant negativ in Sy. Aceasta nu este, insd, suficient pentru a conchide
cd Banda lui M6bius nu e orientabila: nimic nu ne asigura a priori (vezi exercitiul ur-
mator) cd nu exista un alt atlas cu schimbari de coordonate cu determinant pozitiv.
Sa presupunem ci exista un cimp diferentiabil de vectori normali unitari N : S — R3.
Putem presupune cd (U, h) si (U, k) sint compatibile cu orientarea. Cum iacobianul
schimbarii de coordonate va fi —1 in S sau S, rezulta cd N(p) = —N(p) daca p e din
acea componentd a intersectiei. Dar normala unitard nu se poate anula pentru ca su-
prafatd e regulata. La fel se rationeaza dacd una dintre parametrizari e compatibila cu
orientarea si cealalta nu, etc. Deci Banda lui M6bius nu e orientabila.

Banda lui Mobius.

Exemplul 4.2.7. Dacd, in exemplul anterior, in loc sa rotim un segment, rotim o figura
opt, obtinem o suprafata neorientabila numita Sticla lui Klein. O parametrizare a ei
este:

1 1 1 1

u . o .u 2 1 u . 2 1
(a+cos7smu —sm?sm2u )Jcosu ,(a+cos?smu

Lou, 2y .
—sm;stu )sinu-,
. u! .2 u! . 2
sm?smu +cos?sm2u.

Imaginea care se obtine este o suprafata cu autointersectie:
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—

A Y

—m e
SSSSSUN

===\

Sticla lui Klein.

Se poate vedea cd suprafata anterioara e echivalenta topologic (adica in urma unei
deformari continue) cu urmatoarea (acum se justificd si denumirea):

Sticla lui Klein imersat3 in R3.

De fapt, din punct de vedere topologic, sticla lui Klein se obtine dintr-un patrat cu
laturile opuse identificate conform sdgetilor de pe desenul de mai jos (e ca si cum am
face intii un tor caruia apoi i-am identifica cele doua acpete dupa o rotatie de 180 de
grade):

Sticla lui Klein ca obiect topologic.

Exemplul benzii lui M6bius sugereaza:
Exercitiul 4.2.8. Daca o suprafata se acoperd cu doud parametrizari a caror intersectie are doua
componente conexe, cu iacobianul schimbarii de coordonate pozitiv pe o componenta, negativ
pe cealalta, atunci suprafata e neorientabila.
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3. Teorema Gauss-Bonnet

Rezultatul pe care il demonstram in acest paragraf este, fara indoiala, cel mai pro-
fund din teoria suprafetelor. El face evidenta legatura dintre geometrie si topologie.
Pentru a-1 enunta in toatd generalitatea va trebui sa acceptam fara demonstratie citeva
fapte de topologie algebrica.

Prima versiune apare in memoriul lui Gauss de la 1823-1827 si se refera la triun-
ghiuri cu laturile arce de geodezicd de pe o suprafata:

Teorema 4.3.1. Pentru un triunghi geodezic T cu unghiuri interioare @1, @2, 3 excesul
Z?zl @i — 7 este egal cu aria imaginii triunghiului prin aplicatia lui Gauss:

3
Z(pi—nsz Kdo
i=1 T

In consecintd, in geometria euclidiana plana suma unghiurilor unui triunghi este
7. In schimb, pe suprafete de curbura gaussiana nenula se pot modela geometrii neeu-
clidiene. De exemplu, pseudosfera (cu K = —1) e un model pentru geometria hiperbo-
licd a lui Lobacevski. In general, dacd K = const., excesul (-defectul triunghiului) este
proportional cu aria triunghiului. (Sa ne reamintim ca in geometria hiperbolica aria
unui triunghi este, prin definitie, defectul sau).

Triunghi geodezic pe sfera (3 ¢; > m) si pe pseudosfera (3_¢; < 7).

Pe de alta parte, dacd fixdm un punct p € S si consideram un triunghi geodezic
infinitezimal in jurul sdu, atunci K (p) este limita raportului dintre excesul triunghiului
si aria sa. Cum unghiurile si aria se calculeaza folosind numai prima prima fundamen-
tala, se obtine astfel o noua demonstratie pentru Teorema egregium. De fapt, aceasta
a fost demonstratia initiald a lui Gauss; ulterior a cautat si o demonstratie directa.

Pasul urmator a fost facut de O. Bonnet. El a extins formula la regiuni marginite de
curbe simple inchise, nu neapdrat geodezice. Dar, pentru inceput, citeva pregatiri.

Fie S o suprafata diferentiabild, orientatd, fixata.

Definitia 4.3.2. O aplicatie continud vy : [0,/] — S se numeste curbd simpld, inchisd,
netedd pe portiuni daca:

D y(0)=y();

2) vy e injectiva;

3) exista o diviziune 0 = #p < f] < ... < tx4+ = [ astfel incit restrictia lui y la orice
subinterval [#;, t;+1] e curba diferentiabila.

Punctele y(¢;) se numesc virfuri.
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In aceasta sectiune, daci nu se specifica altceva, Y va fi o curba simpla, inchisa,
neteda pe portiuni. Conditia 3) implica existenta limitelor laterale

. ! A L
th/rrtliy(t)—y(tz 0)#0,

limy' (1) =y'(t; :
tl\ntliy(t) Yt +0)#0

Aceasta permite definirea unghiurilor exterioare in virfuri. Fie | 6; |, 0 <| 8; |< 7 cea
mai mica determinare a unghiului dintre y'(¢; — 0) si y'(¢; + 0). Daca y(¢;) nu e punct
de intoarcere (cusp), semnul lui 0; e dat de orientarea lui S: sgn; = sgndet(y’(; —
0),7'(t; +0), N). Numarul §; € (-, ) se numeste unghi exterior. Daca y(t;) e punct de
intoarcere, atunci | 0; |= 7 si semnul nu mai poate fi determinat ca mai sus deoarece
determinantul in chestiune e nul. In schimb exista ¢’ > 0 astfel incit pentru orice € < €/,
sgndet(y'(t; — €),7'(t; + €), N) = const. Acest semn se atribuie unghiului.

Determinarea unghiului exterior in puncte unghiulare si a semnului in punctele de
intoarcere.

Fie acum (U, h) o parametrizare compatibila cu orientarea. Presupunem U home-
omorf cu discul unitar deschis din plan. Fie y : [0, /] — h(U) neteda pe portiuni, 8; un-
ghiurile ei exterioare si ¢; : [t;, ti+1] — R, o funtie diferentiabild care masoara unghiul
pozitiv orientat intre h; si y'(#). Urmétorul rezultat, generalizare a teoremei indicelui
pentru curbe plane, e esential in demonstratia formulei Gauss-Bonnet:

Teorema 4.3.3. (aindicelui) DacdImy e situatd in imaginea unei parametrizdari semi-
geodezice, atunci are loc relatia

k k
Y @iltiv) —@i(t)] + ) 0; = £2m,
i=0 i=0
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semnul depinzind de orientarea luiy.

Demonstratie. Sa observam intii ca dacd k(U) e un deschis din plan si curba e dife-
rentiabild, (fara virfuri), atunci enuntul se reduce la Teorema 2.2.2 (a indicelui). E usor
de vazut, urmadrind demonstratia, ca rezultatul e valabil si pentru curbe plane netede
pe portiuni. Putem admite ca am demonstrat teorema noastra in cazul in care S e plan.

Fie acum
g11=1 8120, 8p=1t+1-1g2,

o familie continua de prime forme fundamentale corespunzadtoare unei familii de pa-
rametrizari semigeodezice definite pe U. Expresia exactd a parametrizarilor nu inte-
reseazd; la drept vorbind, parametrizarile nu intra in discutie, ci doar prima forma
fundamentala asociata lor. Deoarece g?j = gij, lar gilj = §;; este prima forma fun-
damentald a planului, am realizat in felul acesta o trecere continua intre felul in care
se masoara pe S si pe plan: obiectul masurat nu se schimb4, ci doar felul in care e ma-
surat. Cum unghiurile se masoara numai cu prima forma fundamentala, obtinem o
functie continua

k k
F@ =3 [@itic) - i)+ ) 0; =2n(n)m,
i=0 i=0
indicele superior ¢t desemnind valoarea unghiului masurata cu forma patratica (gl.tj).
Aici n(t) este, ca si In cazul planului, un numar intreg, deoarece, dupa o rotatie com-
pletd, tangenta geometrica se suprapune pe cea de plecare. Cum functia n este conti-
nua si are valori intregi, ea trebuie sa fie constanta. Dar n(1) = £1, functie de orientare,
conform teoremei indicelui in plan. Astfel, teorema e demonstrata. |

Observatia 4.3.4. Teorema indicelui este adevarata indiferent de parametrizare, dar
demonstratia nu mai este elementara. Vezi, de exemplu, [Ca] sau [Ma].

In fine, sa dam:
Definitia 4.3.5. O regiune (deschis conex, reunit cu frontiera sa) R se numeste sim-
pld daca e homeomorfa cu un disc si 0R e o curba simpla, inchisa, diferentiabila pe
portiuni.

O regiune simpld cu numai trei virfuri se numeste triunghi. Reamintim cd in para-
graful ,,Prima forma fundamentala“ am definit elementul de suprafata si integrala unei
functii diferentiabile pe o regiune. Cu aceste pregatiri putem formula:

Teorema 4.3.6. (Gauss-Bonnet, forma locald) Fie (U, h) o parametrizare semigeode-
zicd, cu U homeomorfd cu un disc plan deschis, compatibild cu orientarea suprafetei
orientate S. Fie R c h(U) o regiune simpld siy : [0,1] — S parametrizatd canonic, po-
zitiv orientatd astfel incit OR = Imy. Fie y(s;) virfurile luiy, 0; unghiurile exterioare
corespunzdtoare, i =0, k + 1. Atunci are loc formula:

k
>
i=0Vs

Si+1 k
kg(s)ds+f Kdo+) 0;=2n
! i=0

i

unde kg e curbura geodezicd a arcelor diferengiabile ale luiy, K e curbura gaussiand si
do e elementul de suprafatd.
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Demonstratie. Fie X =7'(s) (pe portiunile diferentiabile ale curbei). Avem
VX] [V
ds ds
Atunci Lema 3.7.8 furnizeaza formula:

1 {ngzd_uz_agnd_ul}er(pi
281182 | 0ul ds ou? ds ds

unde ¢; este unghiul pozitiv orientat dintre h; si y'(s) pe [s; , si+1]. Deoarece lucram
intr-o parametrizare semigeodezica, g;; = 1 si formula anterioara se reduce la:

= kg (s).

kg(s) |[5iv5i+l] =

1 0gp du®  dy,
k Sl = 5 = T T
g(S) |[S,,Sz+1] 2\/@ aul ds " ds

Integrdm si sumam dupa i:
Si+1 1 6g22 du?

k k v

kg () = ——ds+) (@i(siv1) — @(si).
;) S g ;} 5 2@ ou! ds 20: Pi(Si+1) —@(S;
Transformdm integrala din membrul drept cu formula lui Green si obtinem:

ko psiv 0 1 aggg k
> f kg(s) = ff —( —)duldu2+§ (@i(si41) = P(5)).
~ | oul \2,/g5; oul!

i=0si iR 822 0

Pe de alta parte, intr-o parametrizare semigeodezicd, ortogonala in particular, curbura
gaussiana are expresia (vezi Exercitiul 3.5.18):

Si+1

0820
_ 1 0 oul

- _2\/8’22 oul V811822

pe care o folosim pentru calculul integralei duble. Rezulta (pentru ca det(g) = g22):

k
>
i=0v$

Si+1 k
kg(s) =~ ff K\/gzzdulduz+Z(<pi(sz-+1)—<p(si))
0
h=1(R)

k
= —//Kd0+ Z((Pi(si+1) —i(s).
R =

i

0

Acum Teorema tangentelor incheie demonstratia. |

Observatia 4.3.7. Dacad in formula Gauss-Bonnet ludm y cu numai trei virfuri si cu
portiunile regulate geodezice, curbura geodezica e nuléd de-a lungul acestor portiuni si
obtinem demonstratia pentru Teorema 4.3.1.

Exercitiul 4.3.8. Daca S e difeomorfa cu o sfera (resp. cu un tor), atunci [[s Kdo = 4x (resp. 0).
Indicatie pentru sferd: Daca S e difeomorfa cu sfera prin difeomorfismul ¢, ludm y imaginea
ecuatorului prin ¢ si S1, S imaginile emisferelor nordica si sudica. Consideram vy drept fronti-
erd a lui Sj si aplica formula Gauss-Bonnet; obtinem fImY kg =2m— IS s, K, deoarece imaginea
ecuatorului e neteda. Ludm acum y drept frontiera a lui S, si tinem seama cd, datorita orientdrii,
va fi parcurs invers. Obtinem — fImy kg=2m— [, s, K, de unde, prin adunare, rezultatul.
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Trecem acum la globalizarea teoremei. Vom avea nevoie de unele fapte de topo-
logie algebrica a caror demonstratie depdseste cadrul acestui curs. Cititorul interesat
poate consulta, de exemplu, cartea [Mas].
Definitia 4.3.9. O regiune se numeste regulatd daca e compacta si frontiera sa e o
reuniune finitd, disjunctda de curbe simple, inchise, netede pe portiuni. O suprafata
compacta e asimilatd cu o regiune regulata cu frontiera vida.
Definitia 4.3.10. Se numeste triangulare a unei regiuni regulate R e o familie finita
{Ti};_1; de triunghiuri cu proprietatile:

DU Ti=k

2) doua triunghiuri se pot intersecta cel mult intr-un virf sau dupa o latura.

=1 AT P

Intersectii nepermise intr—o triangulare.

Frontiera fiecarui triunghi al triangularii are o orientare (sens de parcurgere) in-
dus de orientarea suprafetei. Doud triunghiuri care au in comun o laturd au orientari
compatibile: latura comuna este parcursa in sensuri opuse pe cele doud triunghiuri.

Triangulari pe sfera si pe tor.

Pentru o triangulare 9~ vom nota:

e F =numarul de triunghiuri (fete),
e E =numarul de laturi (de la englezescul ,,edge®),
¢ V =numarul de virfuri.

Definitia 4.3.11. Numarul
XI)=F-E+V
se numeste caracteristica Euler-Poincaré a triangularii.
Sint adevarate urmatoarele afirmatii (conform [Mas]):

Propozitia 4.3.12. Orice regiune regulatd a unei suprafete diferentiabile admite o tri-
angulare (nu unica).
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Propozitia 4.3.13. Considerdm un atlas al lui S compatibil cu orientarea. Fie R o re-
giune regulatd. Existd o triangulare I a lui R astfel incit fiecare triunghi sd fie inclus
intr-un domeniu de hartd a atlasului. Numim o astfel de triangulare subordonata atla-
sului.

Propozitia 4.3.14. Orice doud trianguldri ale aceleiagi regiuni au aceeagi caracteris-
ticd Euler-Poincaré. Deci e bine definitd y(R), calculabild cu ajutorul indiferent cdrei
trianguldri.

Observatia 4.3.15. Trianguldrile pot fi folosite pentru a aproxima suprafete prin poli-
edre, caz in care sint interesante cele cu numar cit mai mare de virfuri. Dimpotriva,
atunci cind vrem sa facem anumite calcule, in praticular sa calculam caracteristica
Euler-Poincaré, devin utile trianculdrile cu numar cit mai mic de virfuri. Dar e o pro-
blema complet netriviald (de combinatoricd, in ultima instantd) determinarea numa-
rului minim de virfuri necesar pentru triangularea unei regiuni (suprafete) date. Iata
o triangulare care nu e minimala a trului (vazut ca un patrat cu laturile opuse identifi-
cate):

Cite fete are? Numadrul minim de fete are legatura cu numarul Heawood si cu nu-
marul cromatic al suprafetei. Pe tor, numarul minim de fete e 14 (vezi [Mas]). Puteti
construi o astfel de triangulare a torului?

In particular, e bine definitd caracteristica Euler-Poincaré a unei suprafete com-
pacte (regiune regulati cu frontiera vida). De exemplu, y(S?) =2, y(T?) =0. DaciReo
regiune simpla, atunci y(R) = 1.

Mai mult, suprafetele compacte, orientabile sint complet clasificate din punct de
vedere topologic de caracteristica Euler-Poincaré. Mai precis:

Teorema 4.3.16. Fie S o suprafatd compactd, conexd, orientabild. Atunci y(S) e un in-
treg par mai mic decit 2: x(S) € {2,0,-2,-4,...}. Dacd x(S) = x(S") atunci S e homeo-
morfacuS'.
Observatia 4.3.17. Cum orice poliedru convex este homeomorf cu sfera §2, caracte-
ristica Euler-Poincaré a lui este 2. Rezultatul, care se poate demonstra elementar, ii era
cunoscut lui Euler (de aici denumirea), cu deosebirea ca virfurile, laturile si fetele luate
in considerare erau chiar cele ale poliedrului. Dar e usor de vazut ca rezultatul nu se
schimba daca triangulam.

Pentru poliedre, demonstratia se poate face in felul urmator. Se demonstreaza in-
tii, prin inductie, ca numarul Euler al unui figuri plane, inchise, convexe este 1 (ceea
ce corespunde faptului, mai general, amintit deja: caracteristica Euler-Poincaré a unei
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regiuni simple si inchise e 1). Apoi se aratd ca existd un plan si punct exterior polie-
drului din care poliedrul se poate proiecta pe plan intr-o figura inchisa convexa. Acum
se aplicd pasul anterior si se tine seama de felul cum se schimbd numerele implicate
dupa proiectie.

In fine, inainte de a enunta teorema centrald, sd mai observam ca daca f e o func-
tie diferentiabila pe o regiune R triangulatd de triangularea {T,}, a = 1, k, subordonati
atlasului {(U;, hy)}, T4 < h;,(U;,), atunci, datoritd proprietatii de aditivitate a integralei
duble, avem:

f fdo = Z f ), u)y/detgidu;du?
h; 1 (Ta)
Acum sintem in masura sa demonstram:

Teorema 4.3.18. (Gauss-Bonnet, forma globald) Fie S o suprafatd orientatd si R o re-
giune regulatd a sa avind frontiera0R = U} C;, cu C; curbe inchise, simple, diferentiabile
pe portiuni. Consideram pe fiecare C; orientarea pozitiva i fie 6., ...,0) toate unghiu-
rile exterioare pozitiv orientate ale frontierei. Atunci are loc formula:

n p
> kg(s)ds+f Kdo+) 6;=2my(R),
i=1YCi R =1

unde fc,- noteazd suma integralelor pe fiecare arc diferentiabil al lui C;.

Demonstratie. Consideram un atlas format din parametrizari semigeodezice si o tri-
angulare a lui R subordonata lui. Aplicam Teorema Gauss-Bonnet, forma locala, pe
fiecare triunghi si sumam. Fiecare laturd interioard a trianguldrii (comuna la doua tri-
unghiuri) e parcursa de doud ori, in sensuri opuse. Astfel ca cele doud integrale ale
curburii geodezice pe o latura interioara se anuleaza reciproc (kg nu depinde de sen-
sul de parcurs!). Ramine

3 F
(4.4) Z kg(s)ds+f Kdo+) Y 0j =2nF
Ci k=1j=1
R
unde 6, sint unghiurile exterioare ale triunghiului T;. Mai trebuie sd calculam suma
unghiurilor exterioare. Pentru aceasta introducem ¢j, = 7 — 6}, unghiurile interioare
ale triunghiurilor. Atunci:

3
(4.5) Z

Putem imparti laturile triangularu in doua categorii: cele exterioare (acestea se afla pe
curbele C; si sint parcurse o singura data), in numar de E, si cele interioare (nu fac
parte din frontiera, sint parcurse de cite doud ori) in numar de E;. Corespunzator, vor-
bim despre virfuri exterioare (pe frontierd), in numar de V, si despre virfuri interioare,
in numar de V;. Avem

3 F
0j,=31F-)_ ) ¢j.

k=1j=1

||[\/]"n

V=V,+V;, E=E.+E;, E,=V,,
ultima egalitate avind loc deoarece fiecare C; e inchisa. In plus, se arata usor, prin
inductie, ca:
3F =2E; +E,
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Acum (4.5) devine:
3 F 3 F
(4.6) Y > 0j,=2nEi+nE.~ Y ) ¢j,.
k=1j=1 k=1j=1
De asemenea, intre virfurile exterioare distingem doua feluri: cele care sint puncte de

nediferentiabilitate ale frontierei (am notat cu p numarul lor) si cele , false“, introduse
de triangulare (conform figurii de mai jos); notam numarul lor cu V,;:

Ve=p+ Ve
vf. interior

vf. exterioare
In jurul fiecérui virf interior suma unghiurilor e 27, iar in jurul fiecarui virf exterior
introdus de triangulare suma unghiurilor este 7. Atunci (4.6) se scrie:

3 F p
Y 3 0j, = 2nEi+nE.—-2nVi-nVe— ) (m—6))
k=1j=1 =1

|4
= 2nE;+2nE,-2nV;—nE,—nVe —np+ Z 0,
=1

p
= 27E;j+2nE, =21V —nVe— (Ve +tp) + )_ 0,
=1

p
= 2nE-27V+). 0,
=1

inlocuind in (4.4), teorema e complet demonstrata. [ |

Corolarul 4.3.19. Dacd R e o regiune simpld, atunci:
k  rsiv P
Z/ kg(s)ds+ffl<da+201=2n.
0 Jsi : I=1

Cum orice suprafatd compacta e o regiune regulata cu frontiera vida, avem si

Corolarul 4.3.20. Fie S o suprafafd compactd, orientatd. Atunci:

f Kdo =2my(S)
R
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De aici, folosind teorema de clasificare Teorema 4.3.16 urmeaza:

Corolarul 4.3.21. O suprafatd compactd orientatd cu curburd gaussiand strict pozitivd
e homeomorfid cu sfera.
Exercitiul 4.3.22. (i) Aratati ca pe sferd nu existd 5 puncte care sa poata fi unite prin curbe care
se taie numai in acele 5 puncte.

(ii) Fie punctele Py, P2, P3, Q1, Q2, Q3 pe sferd. Aratati ca nu e posibil sa unim fiecare P;
cu fiecare Q; prin 9 curbe care sa nu se taie decit in punctele date.

Propunem, in incheiere, urmatoarele rezultate sub forma de exercitii (solutiile se
gasesc, de exemplu, in [Or]):
Exercitiul 4.3.23. Fie S o suprafata orientatabild cu curbura gaussiana nepozitivd si y1,y2 doua
geodezice care izvorasc din acelasi punct p. Atunci ele nu se pot intilni din nou intr-un punct
q astfel incit si margineasca o regiune simpld. In particular, pe o astfel de suprafatd nu exista
geodezice simple, inchise care sa margineasca regiuni simple.
Exercitiul 4.3.24. Fie S o suprafatd cu curburd gaussiana strict negativa, homeomorfa cu un
cilindru. Atunci ea contine cel mult o geodezica inchisd simpla.
Exercitiul 4.3.25. (Jacobi) Fiey: I — R3 o curba regulata, simpla, inchisa cu curbura nenula. Fie
n(I) imaginea curbei descrise pe sfera $ de vectorul normal unitar al lui y Daci n(I) e simpla,
atunci imparte S in doua regiuni de arii egale.
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CAPITOLUL 5
Varietati diferentiabile

Planul proiectiv real e un mediu excelent pentru geometrie. Totusi el nu este o su-
prafatd a lui R3. Nu e singurul exemplu de obiect geometric ,bun“ care nu e scufundat
intr-un mediu ambiant cu o dimensiune in plus.

Generalizarea teoriei suprafetelor se poate face pe mai multe nivele. In primul
rind, se poate renunta la dimensiunea doi: vorbim atunci de hipersuprafetein R". E o
generalizare imediatd care nu aduce nimic nou din punct de vedere conceptual. Ur-
matorul pas este sd refacem intreaga teorie metrica a suprafetelor pornind de la un alt
produs scalar decit cel indus din spatiul euclidian, un produs scalar pe care ni-1 alegem
noi. Iar al treilea pas este sd renuntam si la mediul ambiant, s considerdm spatii topo-
logice abstracte pe care sd le inzestram cu o structurd diferentiabila si cu o metrica: este
ceea ce ne-a invatat Riemann cd e suficient pentru a face geometrie. Acest program, pe
care il vom dezvolta de aici inainte, este destul de lung si necesita introducerea multor
notiuni noi. In acest capitol punem bazele teoriei.

1. Definitii. Exemple

Spatii local euclidiene.

Incepem prin a reaminti citeva fapte de topologie generald pe care le vom folosi
repetat. Pentru chestiuni de topologie generala se poate consulta [Ke].

Fie (M, ) un spatiu topologic. Aici 9 este o familie de submultimi ale lui M,
numite deschise si care satisface urmatoarele conditii:

(1) 9 contine M si @.

(2) Pentru orice subfamilie {Uy}qea alui I, reuniunea Uqye 4 Uy € continuta in
g.

(3) Intersectia a doud multimi din 9 e continutd in .

Complementarele multimilor deschise se numesc inchise.

O multime U se numeste vecindtatealui x daca x € Usiexista VeI cuxeV cU.
Vecinatatile pot sa nu fie ele insele deschise, dar orice deschis e o vecinatate a oricai
punct al sau.

O subfamilie 28 alui 9 cu proprietatea ca orice deschis din J e reuniune de ele-
mente din 98, se numeste bazd pentru topologia 9 . E clar ca elementele unei baze
acopera M. O caracterizare utila este:

Propozitia 5.1.1. 98 e bazd pentru 9 dacd si numai dacd pentru orice U,V € 98 i orice
xeUnV existaW e B astfelincitxe WsiwcUnV.
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Evident, multimea tuturor vecinatatilor punctelor lui M formeaza o baza. De exem-
plu, multimea bilelor deschise (a intervalelor deschise) e bazd pentru topologia natu-
rala a lui R” (alui R).

O subfamilie a lui J~ se numeste subbazd daca familia intersectiilor finite de ele-
mente ale sale formeaza o bazd alui 9. De exemplu, pentru topologia naturala a lui R,
intervalele de tipul (a,o0) si (—oo, a) formeaza o subbaza.

Definitia 5.1.2. Un spatiu topologic se numeste:

e Separat sau Hausdorff daca orice doud puncte diferite admit vecinatati des-
chise disjuncte.

o Paracompact dacd orice acoperire a sa cu deschisi admite o rafinare (suba-
coperire) local finita: orice punct std doar intr-un numar finit de multimi din
subacoperire;

o Compact daca orice acoperire cu deschisi admite o rafinare finita.

e Local compact daca fiecare punct are o vecinatate compactd. Orice spatiu
compact e local compact.

o Conex daca nu poate fi acoperit cu doi deschisi netriviali (diferiti de spatiul
total si de @) disjuncti. Echivalent, singurele submultimi simultan inchise si
deschise sint @ si spatiul total. Multimile conexe maximale se numesc comn-
ponente (conexe). Un spatiu conex are o singura componentd. Orice funtie
continua transforma multimi conexe in multimi conexe.

o Local conex dacd are o baza de topologie formata din mult{imi conexe. Cone-
xiunea nu implica conexiunea locala.

o Conex prin arce dacd orice doud puncte pot fi unite printr-o curba continua
(a cdrei imagine se va numi drum).

e Cu bazd numdrabild dacd topologia sa admite o bazd numaérabild. Intr-un
spatiu separat, local compact si cu baza numarabilad {U;}, familia acelor U;
care au inchiderea compactd e, de asemenea, o baza (numarabild) de topo-
logie.

Vom avea nevoie de:

Propozitia 5.1.3. Un spatiu topologic M local compact, separat, cu bazd numdrabild
e paracompact. Mai precis: fiecare acoperire cu deschisi admite o rafinare local finitd,
numdrabild, formatd din mulgimi deschise cu inchiderea compactd.

Demonstratie. Fie {U;}, i =1,2..., 0 baza numarabild pentru topologia lui M, fiecare
U; avind inchiderea compacta (vezi mai sus). Construim inductiv un sir de multimi
deschise G; cu proprietatile:

Ei e compacta, Ei cGiy1, M= UGi.
i

Fie G; = U;. Presupunem definit
Gr=UU---uUj,.
Ludm apoi ji,; cel mai mic numar natural mai mare ca j astfel incit:
Jk+1

Ek c U U;.
i=1
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Definim apoi:

jk+1
Gr+1 = U Ui.
i=1

Se verifica usor ca sirul astfel definit satisface proprietétile cerute.

Pornim acum cu o acoperire arbitrara cu deschisi 2 = {U,} 4e 4. Observam ca, de-
oarece G; — G;_; e compacta si continuta in deschisul Gj;1 — Gi_a, pentru fiecare i = 3
exista o subacoperire finita a acoperirii deschise {U, N (G;1 —Gi_o)taluiG;—Gj_;. De
asemenea, din acoperirea deschisa {U, N G3} a compactului G, se poate extrage o su-
bacoperire finita. La un loc, aceste familii finite furnizeaza subacoperirea local finit3,

numirabild a lui %. In plus, toate elementele sale au inchidere compacta. |

Cit priveste proprietatile de conexiune avem:

Propozitia 5.1.4. Un spatiu topologic conex prin arce e conex.
Demonstratie. Rezultd din urmatoarele observatii simple:

1) O reuniune de multimi conexe nedisjuncte e conexa.

2) Orice drum e conex ca imagine continua a unui interval real.

3) Dacd M e conex prin arce si x € M arbitrar, atunci orice y € M e unit de x prin
drumul C(x, y), deci M = UyepC(x, y), adicd M e reuniune de mul{imi conexe nedis-
juncte. ]

Reciproca nu e, in general, adevarata:

Exemplul 5.1.5. Fie M = {(x,y) e R? |y = sin%, x> 0} U {(0,0)} inzestrat cu topologia
indusa de pe plan. Acest spatiu topologic se numeste sinusoida topologului. E clar ca
M e conex, dar nu conex prin arce.
Exercitiul 5.1.6. Sa se studieze din punct de vedere topologic (conexiune, conexiune prin arce,
separare, compacitate) cuadricele din R3.

Acum putem da:

Definitia 5.1.7. Un spatiu topologic Hausdorff si cu baza numarabila se numeste local
euclidian (sau varietate topologicd) de dimensiune m daca orice punct al sdu admite o
vecindtate homeomorfa cu un deschis din R".

Pentru a preciza dimensiunea, vom scrie uneori M™. In lipsa unei alte precizri,
dimensiunea va fi m.

Observatia 5.1.8. La prima vedere, definitia aceasta pare prea restrictiva: de ce nu
am lasat numarul m, dimensiunea, sa varieze cu punctul? E doar o generalizare apa-
renta pentru ca teorema de invariantd a domeniului a lui Brouwer ne spune ca R” e
homeomorfcuR" dacd §i numai dacd m = n; cf. [Gr].

Un spatiu local euclidian M admite o acoperire cu deschisi homeomorfi cu des-
chisi din R™. O pereche (U, @) cu U < M deschis si ¢ : U — R™ homeomorfism pe
imagine se numeste hartd (locald). U se numeste domeniu de hartd.

E clar ca orice curba e un spatiu local euclidian 1-dimensional, orice suprafata e
un spatiu local euclidian 2-dimensional. Alte exemple, netriviale, vor apdrea ulterior.

Definitia aceasta are implicatii topologice puternice:
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Lema 5.1.9. Fie M un spatiu local euclidian si x € M. Atunci orice vecindtate a sa
contine o vecindtate homeomorfd cu bila unitate deschisd din R™.

Demonstratie. Fie W o vecinitate a lui x, (U, ¢) o harta in jurul lui x. Fie U’ = int(U) n
W. Atunci ¢ (U") e o vecinatate deschisa a lui y = ¢(x). Asta implica existenta unei bile
deschise B(y,6) < p(U’). Luam W' = (p’1 (B(y,0)). Cum B(y,0) e homeomorfcu B(y,1),
demonstratia e incheiata. [ |

Corolarul 5.1.10. Un spatiu local euclidian e local compact, local conex §i paracom-
pact.

Observatia 5.1.11. Cum orice bila deschisa din R” e homeomorfa cu R” (demon-
strati!), definitia spatiului local euclidian se poate reformula cerind ca fiecare punct sa
aiba o vecinatate homeomorfa cu R™.

Pentru spatii local euclidiene distinctia dintre conexiune si conexiune prin arce nu
are loc:

Propozitia 5.1.12. Un spatiu local euclidian e conex dacd si numai dacd e conex prin
arce.

Demonstratie. Din Propozitia 5.1.4 mai avem de dovedit necesitatea. Presupunem M
conex. Fie x € M fixat si A multimea punctelor care pot fi unite cu x printr-un arc con-
tinuu. x € Adeci A # @. Vom ardta ca A e inchisa si deschisd, ceea ce implica A= M.

1) Aeinchisa: Fiey € A si (U, @) harta in jurul lui y. Exista § > 0 astfel incit B(¢(y),d)
@(U). Atunci, cum ¢ e homeomorfism, (p‘1 (Blo(y),0)NA#¢@.Fiey € (p‘1 (Blp(y),0)n
A. Deoarece ¢(y') € B(g(y),6) existd un drum continuu ¢’ in B(¢(y),8) care uneste
@(y) cu @(y"). Atunci c = ¢ ! oc’ uneste y' cu y. Pe de alta parte, y' € A; rezultd ca
existd drumul ¢” care uneste y cu x. Juxtapunind c si ¢” obtinem un drum care leaga y
de x. Asta arati ca y € A, adicd A c Asi A e inchisa.

2) Aedeschisa: Fie ye€ Asi (U, ) hartd in jurul lui y. Cu acelasi 6 ca mai sus se arata
ca ¢ ' (B(¢(y),6)) e deschisi si continuta in A. [ |

Exercitiul 5.1.13. Orice componentd conexa a unui spatiu local euclidian e submultime des-
chisa.

Nu este scopul nostru sa dezvoltam o teorie a spatiilor local euclidiene. Cele pre-
zentate pina aici ajung pentru intelegerea notiunii de varietate diferentiabila.

2. Structuri diferentiabile

Fie, in continuare, M"" un spatiu local euclidian. Pentru o harta (U, ¢) notam
x! = p; o, p; fiind proiectia canonica a lui R”™ pe componenta i a produsului direct.
Astfel, fiecarui punct din U i se asociaza m numere reale {xi(p)}. Functiile X U->R
se numesc coordonate locale si sint continue pe U. Ansamblul lor se numeste sistem de
coordonate locale.

Ce se intimpla daca un punct poate fi exprimat cu ajutorul a doua sisteme de coor-
donate locale? Ajungem astfel la problema compatibilitatii sistemelor de coordonate.

Definitia 5.2.1. Spunem ci hartile (U, ), (V,y) sint €*-corelate (compatibile) daca
UNnV =@ sau,daci UnV # @, atunci poy ™' : p(UNV) — w(UnV) e difeomorfism de
clasa €¢*.
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Semnificatia compatibilitatii hartilor este urmatoarea: eventualele proprietati de
diferentiabilitate ale unui obiect local definite cu ajutorul coordonatelor locale nu vor
depinde de alegerea sistemului de coordonate.

Definitia 5.2.2. Un atlas de clasd € k pe M e o familie de harti € k_corelate (U, Pa)ach,
(cu A o multime arbitrara de indici), ale caror domenii acoperd M: Ugep Uy = M.

Fie o/ (M) multimea atlaselor de clasd €*. Pentru a, b € o/ (M), aU b e o multime
de harti care nu sint neapadrat corelate. Daca au b € «/ (M), atunci spunem ca a si b
sint echivalente si scriem a ~ b. Este imediat:
Exercitiul 5.2.3. Echivalenta atlaselor e o relatie de echivalenta pe </ (M).

Definitia 5.2.4. O clasi de echivalenti de atlase de clasd €~ se numeste structurd
diferentiabild de clasi 6* pe M.

Un spatiu local euclidian impreuna cu o structura diferentiabila de clasa €* se
numeste varietate diferentiabild de clasi 6 *, pe scurt varietate.!

Observatia 5.2.5. Orice varietate diferentiabild e paracompacta.

Fie acum o c o/ (M) o structura diferentiabila (de clasi €¥, cu k fixat, dar nu vom
mai specifica) si fie Ay = Ugeqa.
Lema5.2.6. A, €0.
Demonstratie. E clar cd reuniunea domeniilor hartilor din A, acoperda M. Apoi, de-
oarece hartile lui o sint corelate, hartile lui A, sint corelate. Deci A, e un atlas. Pe de
altd parte, Ay U a = A, pentru orice a € o ceea ce incheie demonstratia. |

Un element maximal (fata de relatia de incluziune) al unei clase de echivalentad de
atlase se numeste atlas maximal. Fiecare clasa de echivalenta poate contine un singur
atlas maximal: daca a # b ar fi ambele maximale in clasa o, atunci au b ar fi inca un
atlas care ar contine strict a si b, contradictie. Pe de alta parte A, e un atlas maximal in
clasa 0. Deciin orice clasa de echivalenta de atlase pe M, A, este unicul atlas maximal.

Reciproc, fie A un atlas maximal din </ (M) si o clasa sa de echivalenta. Atunci el
este maximal si in clasa o, deci coincide cu atlasul maximal A, construit anterior. Am
demonstrat:

Propozitia 5.2.7. O structurd diferentiabild este definitd de un atlas maximal.

1No;iunea este implicitd in memoriul lui Riemann din 1854 Uber die Hypothesen, welche der Geometrie
zu Grunde liegen; o prima formalizare a ei apare la H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fldche, Teubner,
Leipzig, 1913, iar prima definitie riguroasa pare sa fi fost data in cartea lui Veblen si Whitehead din 1932: The
foundations of differential geometry.
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In practicd, pentru a construi o structuri diferentiabild pe un spatiu local eucli-
dian, se pune in evidenta un atlas (preferabil cu cit mai putine harti) si se considera
clasa sa de echivalenta.

Exercitiul 5.2.8. Fie {Uy, o)} un atlas pe varietatea diferentiabild M. Atunci {Uy} e o baza pen-
tru topologia lui M.

De acum inainte vom lucra numai cu atlase de clasa €°

Exemplul 5.2.9. R are structura canonica de varietate diferentiabild data de un atlas
cu o singurd harta: (R, 1gm). La fel orice spatiu vectorial finit dimensional, in particu-
lar multimea .# (m, n) a tuturor matricilor de tip m x n, identificata cu R"”.
Exemplul 5.2.10. Orice deschis al lui R” e varietate diferentiabila n-dimensionala aco-
peritd cu o singura harta. in particular, GL(R) care e un deschis in [R?”Z, e varietate
diferentiabila.

Mai general, fie M(k, n) multimea matricelor de tip k x n de rang k. Multimea
minorilor unei matrice de tip k x n e finitd si poate fi ordonata. Consideram de aici
inainte o asemenea ordonare Ay,..., A}, [ = C’,§ a minorilor de ordin k fixata. Atunci

1
M(k,n) = | J{A€ 4 (k,n)|detA; # 0}
i=1

e deschisd in .# (k, n), deoarece determinantul e o functie continua.

Identificind o matrice de rank k cu un sistem de k vectori independenti din R” (li-
niile sale), putem privi M(k, n) ca varietatea k-reperelor (ordonate ) din R”. In aceasta
acceptiune ea se noteaza V (k, n) si se numeste varietatea Stiefel.

Exemplul 5.2.11. Din Propozitia 3.1.8, orice suprafata diferentiabila e o varietate dife-
rentiabild 2-dimensionala.

Exemplul 5.2.12. Vom acoperi sfera
Sn = {(xly'“’xn+1) | (xl)z +eee gt (xn+1)2 — 1}

pe care considerdm topologia indusa de cea canonica a lui R"*!, cu un atlas format
cu doa harti date de proiectia stereograficd (vezi si Exemplul 3.1.3). Identificam R” cu
hiperplanul orizontal (x"*1 = 0). Fie P un punct de coordonate (xh) si N(0,...,1) polul
nord al sferei. Fie Uy = S" — {N}. Definim ¢y : Uy — R" prin ¢n(P) = Q unde {Q} =
RN PN. Un calcul simplu conduce la urmatoarele ecuatii pentru ¢ si pentru inversa
sa:

1 n
1 nly_ X X
(pN(x,...,x )—(l_xn+1)--"1_xn+1)’
2u! 2u™ r-1

-1,.,1 n
u,..,u")= eeer ) ,
on ) (1+r 1+r l+r)
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unde r = (u!)?+---+ (u"*)2. Similar definim Usg = S —{S} si ¢ : Us — R" prin ¢s(P) = Q
unde {Q} =R N PS. De data aceasta avem ecuatiile:

1 n

X X
14X+ ] 4 xntl
2ul 2u” 1-r
1+7 714+ 14717

)

Ps(xt, .., x") = (

ot um = (

Rezulta imediat ca: .
n

1,1 ny_ W u-
(pSO(PN (u y'“)u )_( r IERRE] r )7

deci cele doua harti sint (analitic) corelate si determina o structura diferentiabila pe
sfera.

Un alt atlas pe sfera se obtine prin proiectii ortogonale pe planele de coordonate.
Vor fi necesare 2(n + 1) harti, fie ele (U;+,;+), i =1,...,n+ 1 definite astfel:

Ui =S"n{x! >0}, @il x™ ) = (. 2 L x D,
U =S"n{x' <0}, @i_(x'.., 2™ = 1 xit L x .

E clar ca Im(¢;+) = D" (discul unitate deschis din R” si
et u =@ u T eI u, W, u™) e D

Schimbarile de coordonate sint, si in acest caz, analitice (verificati!).

Cele doua atlase definite sint echivalente si genereaza aceeasi structura diferen-
tiabila pe sfera. Intr-adevar, avem:
2u! 2y~ 2yt r—1

14777 147 147" 1471

Pizopy .. uM =( ),

dacd i < n etc.
Nu inseamna ca nu exista si alte structuri diferentiabile pe S”, neechivalente cu
aceasta (numita canonica), vezi Exemplul 5.6.3.

Exemplul 5.2.13. Spatiul proiectiv. Pe R”*! —{0} consideram urmitoarea relatie: x ~ y
dacd si numai daca existd a € R — {0} astfel incit y = ax (i.e. daca x si y sint vectori
colineari nenuli). E usor de vazut cd ~ e o relatie de echivalenta. Notam

P"R=R""' - {0}/ ~

si-l numim spatiul proiectiv real n-dimensional. Fie m proiectia canonicd. Un punct
din P"R reprezinta o dreapta din R”*! — {0} care trece prin origine. Daci x € R — {0},
vom nota clasa sa cu [x].

Introducem pe P"R topologia factor: aceasta e cea mai fina care face proiectia
canonica continud. O multime din P"R e deschisa daca si numai daca preimaginea sa
e deschisa in R"*! — {0} (acesta din urma avind topologia indusa de pe R"*1).

In general, proprietatea unei topologii de a fi Hausdorff nu se transmite prin facto-
rizare. Totusi, in cazul spatiului proiectiv topologia factor e Hausdorff. Intr-adevar, fie
[x1] # [x2]. Rezulta ca dreptele d;, dy cu directiile x; si x» sint distincte. Atunci exista
€ astfel incit conurile deschise C; = {x € R"*1 — {0} | (X,/J?) <e¢}, 1 =1,2, sd fie disjuncte
(de exemplu, € se poate lua o treime din unghiul dintre x;, x»). E evident ca C; sint
multimi deschise in R”*! —{0}. In plus, ele sint saturate relativ la relatia de echivalenta:
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un punct sta in C; odata cu toata clasa sa de echivalentda. Atunci 7(C;) sint deschise,
disjuncte si contin x;, ceea ce trebuia demonstrat.

Spatiul proiectiv e conex ca imagine continua de spatiu conex. Cititorul poate
ardta, ca exercitiu, cd este si conex prin arce, desi aceasta va rezulta in urma existentei
structurii de varietate.

O altd proprietate topologicd importanta este compacitatea. Pentru a o justifica, e
utild o altd constructie a spatiului proiectiv. Consideram sfera unitate S” c R”*!—{0} cu
topologia indusad. Pe ea introducem relatia de echivalentd x = y dacd si numaidaca y =
+x. Fiecare clasd de echivalenta contine doar doua puncte (antipodale). Orice dreapta
prin origine taie sfera in doud puncte antipodale si, reciproc, doua puncte antipodale
de pe sfera determina o unica dreapta prin origine. Atunci, ca multimi, P"R = §"/ =.
Pe de alti parte, deoarece S” are topologia indusa de pe R"*! — {0} ea induce pe S"/ =
aceeasi topologie ca cea descrisa anterior. Deci egalitatea dinainte e adevarata la nivel
de spatii topologice. Acum e clar cd spatiul proiectiv e compact ca imagine continud a
unui spatiu compact: sfera.

Putem descrie acum structura de spatiu local euclidian. Fie multimile

Ui ={l(x},..., x| x* # 0}

771 (U;) este hiperplanul deschis x? # 0 astfel cd U; e o multime deschisa in topologia
factor. Definim acum aplicatiile de harta ¢; : U; — R" prin
1 i-1

i+1 n+1

X X X X
(pi([(xly-'-)xn+l)]:(;’---) xl- ’ xi Yooy xi )
Acestea sint bijective, cu inversele:
oML = 1T LA L X))

Daci B = {Y.(x/)? < 8} e un disc deschis din R”, atunci n‘1(<pl.‘1(B)) e conul deschis
peste acelasi disc translatat in x’ = 1. Rezulta ca ¢; e continua. Analog se arati ca (pl.‘l
e continud. In consecinta (U;, ;) e o harta pe P"R.
Evident P"R = u; U;. Pentru a arata ca cele n+ 1 harti definesc o structura diferen-
tiabild, mai trebuie ardtat ca sint corelate. Avem, dacd i < j:
1 ximi yitl w1 %) x

(piO(p_.l(xl,...,x”)=(x—.,..., —, - ,...,—‘,—.,—‘,...,—‘).
J xi xl xl xi T xl oyt xt

n

Formule analoage se obtin pentru i > j. In concluzie ¢; o (p]’.l sint difeomorfisme ana-
litice, ceea ce arata ca P"R e o varietate analitica.

Atlasul construit reprezintd acoperirea spatiului proiectiv cu spatii afine.
Exercitiul 5.2.14. Arétati ca P3R este homeomorf cu SO(3), deci are si o structura naturala de
grup. Sint cele doua varietati si difeomorfe?

Un al doilea exemplu de varietate diferentiabild care nu e o submultime a unui
spatiu euclidian este Varietatea lui Grassmann, generalizare a spatiului proiectiv:

Exemplul 5.2.15. Varietatea Grassmann. Fie G(k, n) (k < n) mul{imea subspatiilor k-
dimensionale din R” (evident P"R = G(1,n+ 1)). Vom construi structura de varietate
pe grassmanniana prin analogie cu cea construita pe spatiul proiectiv.

Fie M(k, n) varietatea tuturor matricelor de tip k x n de rang k (cf. Exemplul 5.2.10
pentru notatii). Consideram urmatoarea relatie pe varietatea M(k,n): A ~ B daca si
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numai daca existd g € GL(k,R) astfel incit B = gA. E imediat cd ~ e o relatie de echi-
valentd. Deoarece o matrice A € M(k,n) are rangul k, liniile sale a;,..., aj reprezinta
vectori linear independenti din R” si genereaza un subspatiu k-dimensional, adicd un
element al lui G(k, n). Atunci liniile lui gA genereaza acelasi subspatiu: inmultirea cu
g nu face decit si schimbe baza subspatiului. In concluzie

G(k,n)=M(k,n)/ ~
cu proiectia canonica  : M(k, n) — G(k, n)
7(A) = subspatiul vectorial generat de{ay, ..., a;}

Punem pe G(k, n) topologia factor. Ca si in cazul spatiului proiectiv, se aratd ca ea e
Hausdorff, compacta si conexa.

Fie acum 7 (A) € G(k, n). Existda un minor A; nenul, i € {1,...,[}. Fie P; o matrice de
permutare care, inmultind A la dreapta aduce minorul A; pe pozitia k x k:

AP; = [Ai4y),
unde A; e o matrice de tip k x (n— k). Fie
U; ={Se€G(k,n) | S=n(A) cu A; nesingular}.

U; e bine definita deoarece in matricea gA, minorul de pe pozitia i, (gA); este chiar
gA,. Pe de alta parte, U; e deschisa fiind definita printr-o conditie de neanulare a unei
functii continue (determinantul). Definim acum aplicatiile de harta: ¢, : U; — RF*=0
prin:

@i(m(A) = A7 ' A;.

Ca mai sus, se vede ci ¢; e bine definita. Daca B € R¥""=%) (privit ca spatiu de matrice)
si g € GL(k,R) atunci B = g~' (gB) astfel ca putemlua g = A;, gB = A; si A= [g gBIP; .
Deci ¢! (B) = w(A). Toate operatiile pe care le-am facut se exprima cu ajutorul fracti-
ilor rationale. Rezultd ca ¢; sint homeomorfisme, astfel ca (U;, ¢;) dau o structura de
spatiu local euclidian pe G(k, n).

E clar ca U; acoperd grassmanniana pentru ca orice matrice de rang k are un minor
de ordin k nenul. Daca n(A) € U; nU; atunci A = [A,-Ai]Pi’1 = [AjAj]P]TI. Asadar,
pentru B € ¢ ;(U; nUj), <pjTl(B) = n([ggB]P]TI). Prin inmultire cu P; aceastd matrice
devine [g gB]PjTlPi =[A; A;]. Rezulta schimbarea de coordonate @io (pj’.l(B) = Ai’lAj
cu A; definitd mai sus. Din nou operatiile facute sint fractii rationale: grassmanniana
are structura analitica.

Prezentam in continuare o constructie alternativa (cf. [GO]) a structurii diferen-
tiabile a grassmannienei. Cititorul se va convinge singur de echivalenta celor doua.
Fixdm {e, ..., e,}, baza standard a lui R". Fie S;, ;. subspatiul k-dimensional generat
de vectorii e;,, ..., e;, . Fie

Ui,...i, = {S€ G(k, n) | S se proiecteazd ortogonal surjectiv pe S, . ;. }-
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Orice k-plan S € U;,_;, e izomorf prin proiectie ortogonala cu S;, ;.. Sa notdm cu
{fi\».-., fi,} bazalui S care se proiecteaza ortogonal pe {e;, ..., e;,}. Avem:

n
_ !
fi=ei+ ) ajer
=1

si putem defini ¢;, i, : U, i
P (=@ 1sj<k 1<l<nl#i,.., i

E clar ca ¢, ;, sint bijectii. Acestea vor fi viitoarele harti. Dar pentru a vorbi despre
harti trebuie sa avem o topologie pe grassmanniand. O vom introduce decretind mul-
timile Uj, . ;,, inzestrate cu topologia lui RX("=K) prin (pl‘ll i baza de topologie. Pen-
tru aceasta e necesar sa dovedim ca ele acopera G(k, n). intr-adevir, fie S € G(k, n) si
{g1,...,8x} 0 bazd a sa. Pornind de la ea, construim una care se proiecteaza ortogonal

pe o subbazi {e;,...,e; } ceeacevaaratacd Se U;,_;, . Fie

n .
8a= Phej, 1sa<k.
=1

Matricea (8) are rangul k: fie (8;?) un minor (format pe liniile iy, ..., ix) nenul. Notim
(,B?b) matricea inversa. Atunci vectorii f, = ¥} ,Bf gp sint cei cautati deoarece:

fa

Il
M=
=]
S
——
M=
=
o~
\N
D
Il
M=
=]
N
M=
=]
G
2
+
g/
=
=
2

unde afl =Yb= 1”ﬁ$’aﬁé, 1#iy,...,ir. In aceasta topologie doud k-plane sint vecine
daca stau in aceeasi U, . ;. si daca numerele (aé) sint, respectiv, apropiate in sensul
distantei euclidiene. Topologia astfel definita e Hausdorff pentru ca asa este cea eucli-
diana. Compacitatea, insa, nu mai e usor de vazut.

Ca mai sus, se observa ca aplicatiile de harta si inversele lor sint exprimabile prin
functii rationale rezultind homeomorfisme.

Daca Se U;,..;, nUj, . j,, atunci exista bazele {f,}, {fb} astfel incit

n
fa=ei, + Z aflel
=1
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n
o= ej, + Z déel.
=1

Schimbarea de coordonate ¢;, . ;, © (p]‘.ll it revine la exprimarea matricei (afl) in functie

de matricea (di]). Acest lucru se poate face cu functii rationale, asemanator calculului
facut mai sus cind am aratat cd Uj,.;, acoperd grassmanniana. Rezultd si pe aceasta
cale structura analiticd si nu e greu de vazut cd aceasta coincide cu cea anterioara.

Un pic mai conceptual, constructia anterioara se poate descrie asa ([Na]). Fie V un
spatiu vectorial real de dimensiune 7 si fie G(k, V) grassmanniana tuturor subspatiilor
k-dimensionale din V. Fie acum V' un subspatiu de dimensiune n — k si

U(V"):={W c V; Wsubspatiusiwe V' = V}.

E clar ca

Gk,V)= | Uw).
VicVv
Ca sa aratam cd U(V’) pot juca rolul domeniilor de harta, observatia cheie e ca U(V")
este un spatiu afin. Mai precis, dacd notam p’: V — V/V’ proiectia canonica, atunci
avem

UV)=LV):={A: VIV - V; p'oA=1d}.

latd cum. Fie A € L(V’). Atunci dimIm(A) = k si Im(1) n V' = {0}. Invers, dat W cu
W e V' =V sinotind my : V — W proiectia lui V pe sumandul W, avem 7y, (V') =0,
deci myy se factorizeaza la o aplicatie lineara A’ : V/V' — W care se poate extinde la o
aplicatie lineard A: V/V' — V. Se vede imediat ci p'o A = 1d.

Pentru a arata ca L(V') e spatiu afin, trebuie s ardtam cd, pentru orice A € L(V')
fixat, multimea

{A=Ao; Ae L(V")}
e spatiu vectorial. Or, nu e greu de vdzut ca

A=Ag; Ae LV =L(V/IV, V],

multimea endomorfismelor lineare dela V/V' = Wla V'.

Fixind acum o baza pentru V' si completind-o launaalui V, identificam L(V/ V', V')
cu L([Rk , [R”’k) iar pe aceasta din urma cu multimea matricelor de tip (k(n — k) deci cu
RX("=K) Daca notam aceasti identificare cu ¢q (pentru ca depinde si de alegerea lui
Ao), atunci (U(V'), o) este o hartd. Compatibilitatea oriciror astfel de doud harti re-
zultd usor, la fel faptul ca topologia rezultata e separata.

Pentru a construi alte exemple avem nevoie de citeva pregatiri.

3. Aplicatii si functii diferentiabile
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Definitii. Exemple. Ca de obicei cind se introduce o noua categorie, dupa de-
finirea obiectelor (in cazul nostru varietatile), se definesc morfismele. Vom proceda
urmdrind definitiile analoage de la suprafete.

Definitia 5.3.1. Fie M, N varietati diferentiabile. f: M — N e diferentiabild in x € M
daca existd o harta (U, ¢) in jurul lui x si o harta (V,v) pe N astfel incit f |y (U) c V si
wo f |y op~! e diferentiabild (de clasd €>) in ¢(x).

-1
Wofo@

)

Daca f e diferentiabild in fiecare punct al unui deschis W din M se spune cd e
diferentiabild pe W.

f e diferentiabila pe o multime inchisa A ¢ M daca e restrictia unei functii dife-
rentiabile pe un deschis W o A.

Fie acum (U, @), (V,w) harti pe M in jurul lui x, respectiv pe N. Atunci ¥ o f |5~
oL =@oy oo flyngop Holpod™) e diferentiabild in @(x) pentru cd schim-
barile de coordonate sint difeomorfisme. Am demonstrat, deci, ca proprietatea de di-
ferentiabilitate nu depinde de hartile cu ajutorul carora este definita.

Cum suprafetele sint varietati, exemplele de aplicatii diferentiabile din Capitolul 2
sint exemple si in contextul de acum.

Exercitiul 5.3.2. Sa se arate cd proiectiile canonice ale unui produs de varietati pe factori sint
aplicatii diferentiabile.

Definitia 5.3.3. O aplicatie diferentiabila f : M — N bijectivd, cu inversa diferentiabild
se numeste difeomorfism.

Exercitiul 5.3.4. Sa se arate cd G(k, n) e difeomorfa cu G(n -k, n).

Daca pentru orice p € M exista o vecinatate deschisa V astfel incit f(V) e deschisa
in Nsi f |y e difeomorfism, atunci f se numeste difeomorfism local.

Am vazut deja exemple de difeomorfisme si difeomorfisme locale in sectiunea 2
Exercitiul 5.3.5. Orice homeomorfism local (in particular orice difeomorfism local) e aplicatie
deschisa: adica f~1(f(U)) e deschisa pentru orice U deschis.

Observatia 5.3.6. Sa notdam M;, M, doua copii ale aceleiasi multimi M inzestrate cu

doua structuri diferentiabile diferite. Atunci existd un difeomorfism intre M; si M>

daca si numai daca cele doua structuri diferentiabile (atlase) sint compatibile.
Urmatorul rezultat e imediat:
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Lema 5.3.7. Multimea Diff(M) a tuturor difeomorfismelor lui M este grup fatd de ope-
ratia de compunere.
Exercitiul 5.3.8. Ardtati cd multimea difeomorfismelor cu suport compact (vezi Definitia 5.5.1)
ale lui M formeaza un subgrup normal al lui Diff(M).

Am intilnit deja exemple: aplicatiile de harta sint difeomorfisme ale domeniilor
lor pe imagine. Un alt exemplu e cuprins in :

Propozitia 5.3.9. Dreapta proiectivd e difeomorfd cu S'.

Demonstratie. Fie S' = {z€ C| |z|=1}si f:S' — S, f(2) = Zz°. f e continui, surjec-
tiva, dar nu injectiva: punctele antipodale au aceeasi imagine. Atunci f se factorizeaza
la f:S' — PR, f(z) = [2%], care este difeomorfismul cautat.

Se vede de aici ca P"R este compactificarea cu un punct (Alexandrov) a dreptei
reale. |
Exercitiul 5.3.10. PR nu e homeomorf cu §2.

Exercitiul 5.3.11. Sa se arate ca proiectia canonica a sferei pe spatiul proiectiv este diferentiabila.
La fel pentru proiectia canonica a varietatii M (k, n) pe grassmanniana G(k, n).

Exercitiul 5.3.12. Fie f:R"*1\ {0} — RK*1\{0} o aplicatie diferentiabila cu proprietatea ca exista
deZcu f(Ax) = )Ldf(x) pentru orice A € R* (f e omogen de grad d). Sa se arate ci f : PR —
PKR prin f[x] = [f(x)] e bine definita si diferentiabila.

In cazul in care N = R obtinem:

Definitia 5.3.13. f: M — R e diferentiabila in x € M dacd existd harta (U, ¢) in jurul lui
x astfel incit f | o ~! sa fie diferentiabila in ¢ (x).

Analog se definesc functiile diferentiabile pe deschisi respectiv inchisi din M. Ca
mai sus, definitia nu depinde de harta cu care este data.

Vom pastra denumirea de functii diferentiabile pentru cele cu valori reale si vom
numi morfisme sau aplicatii diferentiabile pe cele cu valori intr-o varietate oarecare.

Fie €¢°° (W) multimea tuturor functiilor diferentiabile pe deschisul W < M. Lasam
pe seama cititorului demonstrarea urmatoarei propozitii:

Propozitia 5.3.14. Cu adunarea si inmultirea functiilor, €°° (W) devine inel. € (W) e
algebrd reald fatd de operatiile de inel si fatd de inmultirea cu scalari reali.
Exercitiul 5.3.15. Si se arate ca orice izomorfism al lui R”*! induce, prin trecere la cit, un difeo-
morfism al lui PR”. Grupul astfel obtinut se noteazd PGL(n+1,R) si e izomorf cu GL(n+1,R)/R*.
Exercitiul 5.3.16. Fie M, N spatii local euclidiene (in particular, varietdti) conexe si de aceeasi
dimensiune. Atunci o bijectie continua f : M — N e homeomorfism.

Intr-un anume sens, algebra tuturor functiilor diferentiabile pe o varietate identi-
fica unic structura diferentiabila:
Exercitiul 5.3.17. Fie M, N doud varietati diferentiabile si f : M — N continua. Fie f* : €°°(N) —
€°° (M) definita prin f* (¢) = go f. Aratati ca f e diferentiabila daca si numai daca f* (€°°(N)) <
€°°(M). Daca f e homeomorfism, atunci e difeomorfism daca si numai daca f* se restringe la
un izomorfism.
Exercitiul 5.3.18. (Milnor) Fie S multimea matricelor simetrice de tip (n+ 1) x (n+ 1), cu urma
1 si cu proprietatea A2 = A.

(i) Aratati ca S e varietate diferentiabila.

(ii) Fie f: P"R — S, data prin P"R 3 [x!,..., x"*1] — (fij) = [Zx(;’ij)z) €S. Sdsearatecd [ e

difeomorfism.
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4. Grupuri Lie

Odatd ce avem la dispozitie notiunea de diferentiabilitate a functiilor, putem in-
troduce o clasd foarte importanta de varietati:

Definitia 5.4.1. Un grup Lie este o varietate G care are si o structura de grup compa-
tibild cu cea de varietate in sensul ca multiplicarea din grup, ca aplicatie G x G — G, si
luarea inversului, ca aplicatie G — G, sint diferentiabile.

Un grup Lie are doua clase distincte de aplicatii diferentiabile, translatiile stingi
si translatiile drepte, definite, respectiv, prin: L, : G — G, L4(b) =absiR,: G —
G, R4(b)=ba.Eevidentca L,oLj = Ly, si R,0 Ry = Ry, sidacd e noteaza elementul
neutru al grupului, avem L, = 16 = R,. Inplus: L,1 = L', R,-1 = R,'. Asadar:
Propozitia 5.4.2. Translatiile stingi (respectiv drepte) formeazd un subgrup al lui Diff(G).

Sa mai observam si ca translatiile stingi comuta cu cele drepte.

Exemplul 5.4.3. 1) (R",+). Adunarea vectorilor e data de formule polinomiale de gra-
dul 1, deci e diferentiabila. In particular, (R, +) e grup Lie.
2) Mai general, orice spatiu vectorial e grup Lie fatd de adunarea vectorilor.
3) Multimea vectorilor nenuli din plan (se poate identifica cu C*) este grup Lie fata de
inmultirea indusa din C (din nou, formule polinomiale, aici de gradul al II-lea).
4) S' cu structura de grup indusa din C*.
5) §3 vazut ca grup al cuaternionilor de norma 1.
6) Produsul a orice doud grupuri Lie este un grup Lie fatd de structura de grup produs.
La fel pentru un numar finit de grupuri. In particular, torul 7" = (S")" este un grup Lie.
7) GL(n) := GL(n,R). Operatia de grup este multiplicarea matricelor care e data, in
coordonate, prin formule polinomiale. in particular, (R*,-) = GL(1,R), multimea nu-
merelor reale nenule, e grup Lie, de asemenea R, care e deschis in R*. GL(n,R) e un
grup necompact, de dimensiune n?, neconex: aplicatia det : GL(n) — R e neteda si
aplica GL(n) pe cele doua componente conexe ale lui R\ {0}. Matricele din GL(n) care
au determinant pozitiv constituie componenta conexa a identitdtii. Folosind teorema
de descompunere polard (pentru orice matrice nedegenerata A existd o unica matrice
ortogonald R si matricea pozitiv definita S astfel incit A = RS, cf. [OT]), se poate arata
ca GL(n) are exact doud componente conexe, cele descrise mai sus.

Vom reveni mereu asupra grupurilor Lie in sectiunile urmatoare.

5. Partitia unitatii

Am introdus structura diferentiabild numai pe spatii topologice cu baza numara-
bild de topologie. Reamintim, de asemenea, ca spatiile local euclidiene si, in particular,
varietatile sint paracompacte. E momentul sa vedem care sint implicatiile acestei pro-
prietati. Dam intii:

Definitia 5.5.1. O partitie (diferentiabild) a unitdtii e o familie de functii diferentiabile
pe M {fa}aca (A o multime arbitrara de indici), cu proprietatile:

1) fa(x)€10,1] pentru orice a € A.

2) Familia suporturilor supp(f,) def. {xe M; f,(x) # 0} elocal finita.
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3) Laeafa(x)=1.

O partitie a unitatii e subordonata acoperirii {Uy}qep daca pentru orice a € A exista
a € A astfel incit supp f; < U,.

Aici A este inchiderea topologicd a multimii A. Si observam ca suma din 3) are
sens deoarece pentru orice x € M, f;(x) # 0 pentru cel mult un numar finit de indici i,
astfel cd suma e, de fapt, finita.

Scopul acestui paragraf este demonstrarea existentei partitiei unitatii si schitarea

unor aplicatii. Rezultatul principal este:
Teorema 5.5.2. Fie M o varietate diferentiabild si {U,}qcp 0 acoperire deschisd arbi-
trard a sa. Existd o partitie numdrabild a unitatii {f; | i = 1,2...} subordonatd acoperirii
{Uq} cu suportul fiecdrei f; compact. Dacd nu se impune compacitatea suporturilor,
atunci existd o partitie a unitdtii {fo} (adicd supp(fy) € Uy, aceeasi mulfime de indici)
cu doar cel mult o familie numdrabild dintre f, neidentic nule.

Pentru demonstratie avem nevoie de urmatoarea lema:

Lema 5.5.3. (Existenta functiilor test). Fie M o varietate diferentiabild si W o vecindtate
deschisd a unui punct x. Existd o vecindtate deschisd V a lui x, V c W si existd o functie
diferentiabila f : M — [0,1] astfel incit f l7=1 i f [anw=0

Demonstratie. Aratam intii cum se poate rezolva problema pe dreapta reala. Date
0 < a < b, exista o functie indefinit derivabila care ia valoarea 1 pentru ¢ <| a | si se
anuleazi identic pe ¢ >| b|. Intr-adevar, plecind cu

1
h=4 € 2 >0
0 t<0
despre care se stie ca e indefinit derivabild, construim succesiv
h(t)

80 = T ha-0o’

apoi, in fine
Wi =gty 2oL
a8 h—a
Se verificd usor cd ¥ are proprietétile cerute. Cu ajutorul lui ¥ construim acum o func-
tie € ® pe R™ care ia valoarea 1 pe cubul inchis de latura 2a centrat in origine:
Dg={,...,.u™eR™ |u'|<a}
si se anuleaza in afara cubului deschis D;,. Nu avem decit sd punem
O=Wopry)---(Yopry)

unde pr; sint proiectiile canonice ale lui R™ pe factori.

Revenind pe varietate, fie (U, ¢) o harta in jurul lui x, U ¢ W. Dupa un eventual
difeomorfism in R” putem presupune ¢(x) = 0. Alegem 0 < a < b astfel ca D, c D},
@(U) sidefinim V = ¢~ 1(D,),

_ | ®oh  peU
f= 0 peM-U

Aceasta e funtia test cautata. ]
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Corolarul 5.5.4. Fie W o vecindtate deschisd a lui x € M si fie f € €°°(W). Atunci existd
o vecindtate deschisd V a luix, V c W si f € €% (M) astfel incit f |y= f |v.
Demonstratie. Luam V o vecindtate deschisa a lui x care intrd in W impreuna cu in-
chiderea sa si pentru care exista f*, functie test care ia valoarea 1 pe V si se anuleaza
in afara lui W. Atunci

z_| [f pew

= { 0 peM-W

rezolva problema. n

Acum putem da demonstratia teoremei:

Demonstratie. Consideram o acoperire numarabila cu deschisi {G;} ca cea construita
in Propozitia 5.1.3. Convenim ca Gy = @. Pentru x € M fie i, cel mai mare numar
natural pentru care x € M —G_ix. Alegem un a, pentru care x € Uy, si (U,¢) o hartd in
jurul lui x cu U < Uy, N (Gj,+2 — G;,) 5 astfel incit ¢(U) sa contina o vecinatate Dj,. Fie
¥ o functie test cu suportul in U; aceasta ia valoarea 1 pe un deschis V. Pentru fiecare
i = 1 alegem o multime finitd de puncte x ale caror vecinatati W, corespunzatoare
acopera compactul G; — G;_;. Obtinem o multime numarabila de funtii w;, i = 1,2...
ale cdror suporturi formeaza o familie local finitd. Rezultd ca e bine definita funtia

1l/=ZWi-
l

Avem v (y) > 0 pe M deci putem pune

_Yi
v

Functiile {f;} formeaza o partitie a unitatii cu suporturi compacte, subordonata acope-
ririi {U,}. Pe de alta parte, putem sa adaugam acestor funtii altele astfel incit sa avem
cite una asociata fiecarei Uy,: daca pentru un indice « nici o f; nu are suportul in Uy,
punem f, = 0; altfel, f;; e suma tuturor f;-urilor cu suportul in U,. Acum suporturile
lui f, nu mai sint compacte. Dar am cistigat aceeasi multime de indici. |

fi

Partitia unitatii se foloseste de obicei pentru globalizarea unor obiecte locale prin
lipire. O aplicatie tipica este:
Corolarul 5.5.5. Fie F o multime inchisd in varietatea M. Orice functie diferentiabild pe
F se poate prelungi la una diferentiabild pe M. In particular, existd functii cu valoarea
prescisd intr-un punct.
Demonstratie. Fie f o functie diferentiabila pe F. Din definitia diferentiabilitatii unei
functii pe o multime inchisa, pentru fiecare x € F exista o vecinatate deschisa Vy si o
functie fx € €>°(Vy) astfel incit f; = f pe V,n F. Consideram acoperirea deschisa a
lui M {Vy; x € F}u (M — F) si alegem o rafinare local finita a sa {U;}. Acum definim
gi € €*°(U;) dupa cum urmeaza: daca Uj; e continut in vreun Vy, alegem arbitrar un
asemenea V, si punem g; = fy |y,; dacd U; € M — U, Vy, ldsam g; = 0. Fie {f;} o partitie
a unitatii subordonata acoperirii {U;}. Definim f = Y'; f; g;. Aceasta e extensia cautata.
|
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6. Constructii: actiuni de grupuri, spatii de acoperire

Existd citeva moduri prin care se pot fabrica varietati noi.

Data o varietate M si o bijectie F : N — M, existd o unica structura diferentia-
bild pe N astfel incit F sd devina difeomorfism. Intr-adevir, N se topologizeaza cu
ajutorul lui F: V e deschis in N daca si numai dacd F(V) e deschis in M. Acum F
e homeomorfism. Apoi, daca (U;,¢;) e un atlas pe M, (F’I(Ui),(pi o F) se dovedeste
usor a fi un atlas pe N. Fata de aceasta structura diferentiabila F devine difeomorfism.
Partea de unicitate a enuntului rezulta din Observatia 5.3.6.

Fie Mj, j = 1,2 varietati cu atlasele {(U1;, ¢1:)}ie A, {(U1k, 911)} ke B TESPECTiV. Atunci

produsul direct M; x M, are structura unica de varietate in asa fel incit proiectiile ca-
nonice pr; pe cei doi factori s fie diferentiabile. Topologia lui M; x M> este cea pro-
dus. Atlasul este, de asemenea, cel produs: (Uyj x Uz, @1 % o). Ldsdm verificarile
pe seama cititorului. Evident, procedeul se poate generaliza pentru un produs finit de
varietati.
Exemplul 5.6.1. Torul n-dimensional T" este produsul direct S! x --- x S' (n copii).
Cititorul va arita ca T? coincide cu torul 2-dimensional construit in capitolul al doilea.
Exercitiul 5.6.2. Proiectiile canonice ale unei varietdti produs pe fiecare factor sint aplicatii di-
ferentiabile

Exemplul 5.6.3. Acelasi spatiu local euclidian poate suporta structuri diferentiabile di-
ferite, neechivalente, ceea ce inseamna ca exista functii care sint diferentiabile fata
de o structura, dar nu sint diferentiabile fata de cealaltad structura. Asemenea struc-
turi diferentiabile neechivalente pe un acelasi spatiu local euclidian se numesc exotice.
Exemplele nu sint deloc usor de construit, iar demonstratiile folosesc tehnici avansate
de topologie. Prezint doar (dupa [CCL, p.6]) descrierea multimilor pe care J. Milnor
(On manifolds homeomorphic to the 7-sphere, Ann. of Math. 64 (1956), 399-405), a
construit sferele exotice de dimensiune 7 (28 la numar).

Fie sfera S* si Uy, Us multimile din Exemplul 5.2.12. Fie varietitile produs (de
dimensiune 7) Uy x 3 si Us x S3. Vom defini o aplicatie diferentiabila intre cel doua
cu ajutorul caruia le vom ,lipi” (adica vom identifica punctele uneia cu imaginile lor
pe cealaltd).

Observam inti ca UynUs = R*\ {0}, deci elementele intersectiei pot fi gindite drept
cuaternioni. De asemenea, gindim elementele lui S3 drept cuaternioni unitari. Fixam
un intreg impar k astfel incit k? si nu fie de forma 7p + 1. Acum definim 7 : (Uy N Us) x
$3 —1:(UnnUs) x S® prin

(w0 = ( u uhvuj) _k+1 . 1-k
N PTER PTI 2 ! ’
unde multiplicarea si norma sint in sensul cuaternionilor. Cum norma, multiplicarea
si fractiile respective conduc la formule rationale, 7 e diferentiabila. Pe produsul (Uy x
§3)x (Usx §%) definim o relatie de echivalent astfel (u, v) ~ (1'v') daca (v, v') = T(u, v).
Spatiul cit rezultat se noteaza X’ si se poate arita ci e homeomorf cu S7, dar structura
diferentiabild construita nu este echivalenta cu cea standard a sferei.
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Mai mentionam c4, ulterior lui Milnor, s-au descoperit structuri exotice si pe R*
(M. Friedmann).

Spatii de acoperire.
Definitia 5.6.4. Fie M, B varietdti diferentiabile si 7 : M — B o surjectie diferentiabila.
7 se numeste aplicatie de acoperire (si M spatiu de acoperire al lui B) daca orice b € B
are o vecinatate deschisa U (zisa, de obicei, ,,buna”) astfel incit:

D) 77N U) =Uie; Us, cu U; deschisi disjuncti. Aici I e o multime arbitrara de indici.

2) mly,;: Ui — U e difeomorfism.

M se numeste spatiu total, B se numeste bazd.

S

Ty o,
< U Spatiu de acoperire: o vecinatate buna.

T

v >

Observatia 5.6.5. Definitia se poate da si in categoria spatiilor topologice. In acest caz
7 e doar continua si restrictia sa la U; e homeomorfism.
Exercitiul 5.6.6. O aplicatie de acoperire e difeomorfism local. In particular, o aplicatie de aco-
perire e aplicatie deschisa. Reciproc, un difeomorfism local cu domeniul compact intre varietati
conexe e aplicatie de acoperire (aici intervine esential faptul ca varietdtile sint separate si con-
exe). Dati exemple de difeomorfisme locale care nu sint aplicatii de acoperire. (O posibilitate
este restrictia aplicatiei de acoperire a sferei peste proiectiv la sfera din care s-a scos un punct).
Exercitiul 5.6.7. Folositi faptul cd varietatile diferentiabile sint spatii topologice separate, local
compacte si local conexe pentru a demonstra ca un difeomorfism local intre doua varietati con-
exe e aplicatie de acoperire finitd dacd si numai dacd intoarce compacti in compacti.

Rezultatul din exercitiul anterior poate fi folosit pentru a demonstra un criteriu
foarte util dat de R. Palais (cf. [Ba]) pentru a decide dacad o aplicatie este sau nu difeo-
morfism:
Exercitiul 5.6.8. Fie f = (f1,..., fn) : R" — R", cu f; diferentiabile. Atunci f e difeomorfism daca
si numai daca:

(i) det (%] nu se anuleaza in nici un punct.

(i) lim|| || —co |1 f (X = 00.
Exemplul 5.6.9. Identitatea oricdrei varietati e aplicatie de acoperire.

Dreapta reali este spatiu de acoperire a cercului prin proiectia ¢t — exp2myv/—1t.
Facind produsul, R" e spatiu de acoperire a torului n-dimensional.

Un exemplu de alt tip: sfera e spatiu de acoperire a spatiului proiectiv. Proiectia
este aici chiar cea canonica x — [x].

Exemplele prezentate sint diferite calitativ: in primele doud, deasupra unui punct
din bazi sti o infinitate de puncte din spatiul total. In ultimul, numai doud puncte din
spatiul total se proiecteaza peste unul din baza. Putem demonstra:
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Propozitia 5.6.10. Dacd B e varietate diferentiabild conexd, atunci cardinalul luin =1 (b)
e constant.
Demonstratie. Fie b € B si V o vecinatate bund a sa ca in definitie. Atunci 77!(b) c
7 1(V) deci, pentru orice i, 7 1(b)n U; contine un singur punct pentru ca V si U; sint
homeomorfe. Asadar, card a1 (b)=card I pe V.

Fie acum b’ # b. Cum B e conex4, e si conexa prin arce. Fie ¢ un arc care uneste
b cu b'. Fiind compact el poate fi acoperit cu un numar finit de vecinitati nedisjuncte
de tipul celei de mai sus. Din aproape in aproape rezulta ca 7~ ! (b) si 7~ (b') au acelasi
cardinal. [ |

Multimea 7! (b) se numeste fibrd deasupra lui b iar cardinalul sau numdir de foi
al acoperirii. De exemplu dreapta acopera cercul cu o infinitate de foi, sfera acopera
spatiul proiectiv cu doua foi. In legétura cu acest enunt se poate demonstra:

Exercitiul 5.6.11. Fie f : M — B un homeomorfism local. Dacd M e compact si B separat (sau,
mai general, regulat), atunci f~1(b) e o multime finita. in particular, o varietate compacti nu
poate fi spatiul total decit pentru acoperiri cu un numar finit de foi.

Vom avea nevoie in continuare de:

Definitia 5.6.12. Fie G un grup cu element neutru e si M o varietate diferentiabila.
Se spune ca G actioneazd pe M prin difeomorfisme daca existd un morfism de grupuri
p : G — Diff(M).

De obicei, pentru g € G, difeomorfismul p(g) se noteaza simplu prin juxtapunere:
p(g)(x) not gx. Dat x € M, multimea Gx = {gx | g € G} se numeste orbita lui x. Orice
actiune de grup pe o varietate induce o relatie de echivalenta: doua puncte sint echiva-
lente daca stau intr-o aceeasi orbita. De aceea e interesant de studiat spatiul orbitelor
(multimea factor a lui M prin relatia de echivalenta descrisd) notat M/G. Pentru a ob-
tine un obiect geometric bun, vom avea nevoie de unele presupuneri aditionale asupra
actiunii. Ele sint cuprinse in definitiile:

Definitia 5.6.13. (1) G actioneazd fdard puncte fixe (sau liber) dacd, pentru orice g # e,
p(g) nu are puncte fixe.

(2) G actioneazd total discontinuu daca orice x € M are o vecinatate deschisda U
astfel incit gyU N g U = @ oricare ar fi g; # g». Echivalent, gU n U = @ pentru orice
g#e.

(3) G actioneazd separabil daca pentru orice x, X' neechivalente (nesituate in ace-
easi orbitd) exista vecinatatile deschise U 3 x, U’ 3 x’ astfel incit gU n g'U’ = @ pentru
orice g, g’ € G. Echivalent, gU n U’ = @ pentru orice g # e.

Exercitiul 5.6.14. 1) O actiune total discontinua e fara puncte fixe.

2) Orbitele unei actiuni total discontinue sint discrete.

Exemplul 5.6.15. Urmatoarele actiuni sint separabile si total discontinue:

1) Z pe R? prin n(x, y) = (x+ n, y). Spatiul orbitelor se identifica cu un cilindru.

2) 72 pe R? prin (m, n)(x, y) = (x+m, y+ n). Spatiul orbitelor se identifica cu un tor
2-dimensional.

3) Z, pe §" prin 1x = x, (—1)x = —x. Spatiul factor este spatiul proiectiv.

4) Z pe R? prin n(x, y) = (x+n, (=1)"y). Spatiul factor este o banda Mobius infinita
care se autointersecteaza daci e parametrizata ca suprafata in R3. Ea se poate scufunda
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doar in R*. Pentru a regisi banda lui Mébius familiara trebuie si actionam in acelasi
mod cu Z pe o banda orizontala deschisa, de exemplu R x (-2,2).

Lasam verificarile in sarcina cititorului.
Exercitiul 5.6.16. Fie (dy,...,dy) € Z". Definim actiunea lui (R, +) pe C” prin

(1, (2L, ..., 2M) — (11 ... eldnty,

Gasiti cazuri particulare in care aceastd actiune nu e liberd. Ardtati cd dacd d; sint prime intre
ele, atunci actiunea e liberd. Descrieti, in acest caz, orbitele ei.
Exercitiul 5.6.17. Sa se arate cd urmatoarea actiune alui (R, +) pe R? nu e separabila:

t- (xl,xz) = (x1 + txz,xz).

Teorema 5.6.18. Fie G un grup care actioneazd total discontinuu §i separabil pe varie-
tatea diferentiabild M. Atunci:

(i) Spatiul orbitelor e varietate diferentiabild.

(i) Surjectia canonicdn: M — MG e aplicatie de acoperire.

Demonstratie. Vom nota, pentru simplitate, M* = M/G spatiul orbitelor si x* = Gx
elementele sale. Inzestram M* cu topologia factor. Acum 7 e continud.

Sa vedem intii ca topologia factor e Hausdorff. Fie x* # y*. Exista reprezentanti
ai lor neechivalenti x # y. Cum G actioneaza separabil, existd vecindtdtile Uy 3 x, Uy, 3
y astfel incit gUx n g'U, = ¢ pentru orice g, g’ € G. Atunci orice element din U, e
neechivalent cu orice element din Uy,. in consecintd Uy = n(Uy) si U; = n(Uy) sint
vecinatati disjuncte pentru x*, y*.

Introducem acum harti pe M*. Vom construi, de fapt, un atlas special pe M care
se proiecteaza intr-un atlas pe M*. Cum G actioneaza total discontinuu, fiecare punct
x are o vecinatate U cu proprietatea gUNU = @, g € G—{e}. Fie U* = n(U). Atunci
7 |y: U — U* e bijectie. In plus:

(5.1) »'wuhH=UgUu
geG

Intr-adevar, dacd x € 7~ (U*), atunci 7(x) € U* si cum 7 e bijectie intre U si U* exista
x' € U astfel incit 7(x') = 7(x). Rezultd ca x ~ x’ adicd x = gx’ si x € gU. Analog se
demonstreaza incluziunea inversa. Deoarece U e deschisd, toate translatatele gU sint
deschise; conform egalitatii (5.1), U* e deschisa. Vom numi U un deschis (vecinatate)
bun(a).

Fie acum (V, ¢) o harta oarecare in jurul lui x. Atunci, pentru o vecindtate buna U
alui x, (UNV,¢ |yny) e 0o noud harta cu domeniul bun. In acest fel, pornind de la un
atlas arbitrar, construim unul, notat tot </, cu domenii de hartd bune. Pentru fiecare
astfel de harta (U, ¢), fie

f*U*_)f(U)’ f*:(P°ﬂ|_Ul

Vom arata ca «/* = {(U",¢*)} e un atlas pe M*. E clar cd ¢* sint homeomorfisme pe
imagine. De asemenea, e imediat ca multimile deschise U* acopera M*. Ramine de
verificat compatibilitatea hartilor. Fie (U™, f*) si (V*,y*) astfel incit U* nV* # @. Daca
U si V corespunzatori se taie, U NV # @, atunci, cum se vede si pe figura
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e imediat ca

1

* * — — — _1 — — —
Yo = (yorlyny)o(@onlyny) =wenlyny onluay op T =y

care e difeomorfism. Dar e posibil ca UnV = @. In acest caz, cum U* N V* # @, trebuie

sa existe elemente din U echivalente cu elemente din V. Deci exista g € G pentru care
UngV # ¢. Difeomorfismul p(g™!) : gU — U uneste cele doua parti ale diagramei de

mai jos

si, la fel ca inainte, e usor de vazut ca:

yrop T =yop(g g™

si deci e difeomorfism (pentru cd, a posteriori, aplicatiile de harta sint difeomorfisme.
Astfel, demonstratia e completa. |

Daca grupul care actioneaza e finit verificarile se simplifica:

Propozitia 5.6.19. Un grup G finit care actioneazd fdrd puncte fixe pe o varietate dife-
rentiabild actioneazd total discontinuu §i separabil.

Demonstratie. Fie G = {e = gy, &1,...,8k}. Fixam x € M. Cum M e separatd si g;x
distincte, exista vecinatdtile deschise U;; > g;x, Uj; 3 gjx astfel incit pentru orice i,
j=0,...,ksdavem U;;nUj; = ¢. Fie acum U = n#jgi‘lU,-j; e o vecinatate deschisa
a lui x. Deoarece p(g;) sint difeomorfisme, rezulta ca g;U < U;;, g;U < Uj; asadar
giUng;U = ¢ siactiunea e total discontinua.

Fie acum x # x: nu existd g; € G astfel ca g;x = x'. Atunci g;x # g;x’ si, ca mai
sus, existda W;; 3 g;x, W]fl. > g;jx/, vecinatati deschise disjuncte: W;; N W]{l. = @. Defi-
nim W = njyzg; ' Wij, W' = ﬂ#jnglei. Evident g;W < W;j, giW' c W]fl. astfel ca
giWng;W'= g siactiunea e separabila. |
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Exercitiul 5.6.20. Privim S' ca multimea numerelor complexe de modul 1 si fie 8 difeomorfismul
torului S! x S! dat prin (z1,22) — (—z1,%). Ardtati cd G := {Id,0} e un grup izomorf cu Z5 si
demonstrati ci (S! x $1)/G e varietate 2-dimensionala.
Exercitiul 5.6.21. 1) Sa se arate ca singurul subgrup netrivial al lui O(2n+1) care actioneaza liber
pe $2" (actiunea indusa de cea naturald pe R2"*1) e cel cu dou elemente {Id, —Id}. (Indicatie:
Folositi faptul ca orice aplicatie ortogonald in dimensiune impara are macar o valoare proprie
reala.)
2) Consideram S3 ca
(z,2)eC?|lzP+]2 P=1}.
Fie p un numar natural si © o radacind complexa primitiva de ordinul p a unitatii. Sa se arate ca
formula
(k, (z,2)) — (uFz,uF2)
defineste o actiune total discontinua si separabild a lui Z, pe $3. Spatiul factor S3/Z p se nu-
meste spatiu lenticular. Mai general, se poate considera actiunea

(k, (z,2") — (u¥ 2, u*" 2

unde r este un numadr natural prim cu p. Spatiul factor se noteaza L. Se poate ardta (dar
acesta e un exercitiu mai greu) cd L1,5 nu e homeomorf cu Ly 5 si ca Ly 1 este P3R. Pentru detalii
se poate consulta [Wo].

Exercitiul 5.6.22. (Suspensia unui difeomorfism.) Fie M o varietate si f € Diff(M). Definim o
actiune a lui Z pe R x M prin formula:

(n,(t,x)) — (t+n, f*(x).

Sd se arate cd aceastd actiune e separabila si farda puncte fixe. Sa se arate cd exista o surjectie
diferentiabild 7 : (R x M)/Z — S cu fibra 71 (2) difeomorfa cu M.

7. Orientare

In cazul suprafetelor, notiunea de orientare fusese necesard pentru a le putea dis-
tinge pe cele pe care distinctia deasupra—dedesubt are sens. Cum suprafetele erau
scufundate in R3, orientarea era echivalenta cu existenta unui cimp vectorial normal
unitar nicaieri nul. Dar Definitia 4.2.1 se poate extinde la cazul varietatilor fard nici o
problema:

Definitia 5.7.1. O varietate diferentiabila este orientabild daca exista un atlas cu pro-
prietatea ca toate schimbarile de coordonate se fac cu determinant de acelasi semn.
Alegerea unui asemenea atlas, atunci cind existd, echivaleaza cu darea unei orien-
tari pe varietate; atunci varietatea se numeste orientatd. E clar ca o varietate admite
numai doua orientari. Pe de altd parte, orice varietate care se poate acoperi cu doar
douad harti (sfera, de exemplu) e orientabila.
Exercitiul 5.7.2. Fie M, N doua varietdti conexe orientate si f un difeomorfism intre ele. Expli-
cati ce Inseamna ca f pastreaza (schimba) orientarea si aratati ca nu exista o a treia posibilitate.
Cum intervine aici ipoteza de conexiune?
Exercitiul 5.7.3. Ardtati ca spatiul proiectiv n-dimensional e orientabil daca si numai daca n e
impar.
Indicatie: Priviti P"R ca un cit al sferei S” prin actiunea lui Z,. Pe de alta parte, aplicatia f :
S§" — S§" f(p) = —p schimbd sau pastreaza orientarea sferei dupd cum p e par sau impar si e
compatibild cu actiunea lui Z5.
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Exercitiul 5.7.4. Aritati direct cd P2R contine o bandi Mébius, deci e neorientabil.

Putem folosi acest rezultat pentru a dovedi cd P?R nu se poate scufunda (notiunea
se va preciza ulterior) ca suprafata in R%, deci reprezinta un prim exemplu de varie-
tate doi-dimensionala abstracta (dar se va putea scufunda in R*). Intr-adevar, aceasta
rezulta din:

Teorema 5.7.5. ([Sa]) O suprafatd regulatd compactd inR® e orientabild.

Vom reveni asupra notiunii de orientare in sectiunea dedicata formelor diferenti-

ale.



CAPITOLUL 6
Vectori tangenti si cotangenti

1. Spatiul tangent

Diferentiala intr-un punct a unei aplicatii intre doua suprafete era o aplicatie li-
neara intre spatiile tangente respective. Ca sd putem extinde aceasta constructie la
aplicatiile intre varietdti, trebuie intii sa definim vectorii tangenti in asa fel incit spa-
tiul tangent intr-un punct sa fie linear, de aceeasi dimensiune cu varietatea si, daca
varietatea e o suprafata in R®, si regdsim vectorii tangenti cunoscuti.

Reamintim cd pentru o suprafa(d S spatiul tangent 7, S era dyh(R*) unde h: U — S
era o parametrizare oarecare in jurul lui p si h(u) = p. Nu putem generaliza aceasta
definitie pentru ca diferentialele parametrizarilor noastre (ale inverselor hartilor), ar
trebui sd ia valori chiar in spatiul tangent pe care vrem sa-1 definim. Pe de alta parte,
ardtasem cd elementele lui T),S nu sint altceva decit vectori tangenti la curbe din R3
care stau pe S. Nici aceastd definitie nu se poate generaliza direct: nu stim ce este
un vector tangent la o curbd pe o varietate! Dar stim ca pe o suprafata puteau exista
o infinitate de curbe cu acelasi vector viteza in p. E usor de vazut ca relatia ,a avea
acelasi vector tangent in p“ e de echivalenta pe multimea curbelor care trec prin p.
Astfel, un element al lui T, S poate fi privit ca o clasa de echivalentd de curbe prin p.
Aceasta va fi definitia potrivita.

Definitia 6.1.1. Se numeste curbd (diferentiabild) prin x € M o aplicatie v : (—¢,€) —
M, y(0) = x, diferentiabila in sensul diferentiabilitatii aplicatiilor intre varietati.

Astfel, deoarece (—¢, ¢) e varietate acoperitd cu o singurd harta ((—¢, ¢),id), pentru
orice harta (U, ¢) in jurul lui x, functia ¢ oy e diferentiabila. Echivalent, componentele
eilocale

Yi ngt. xi oy
sint functii diferentiabile de ¢, cu valori reale.

Notam % (x) multimea curbelor diferentiabile prin x.

Discutia care urmeaza e strict locala. De aceea introducem o multime de functii
diferentiabile pentru care ne intereseaza doar comportarea in vecinatatea lui x. Fie &
multimea functiilor diferentiabile pe vecinatdti deschise ale lui x. Daca f; : U; — R,
i =1,2, sint din %, atunci putem defini

def.
i+ = Aluag 2 luint,

def.
h-fB = Alunw fluno, -
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Cu aceste operatii si cu inmultirea naturala cu scalari reali, &, devine aproape o alge-
bra reala: lipseste doar unicitatea elementului neutru fatd de adunare. Acum putem
da:

Definitia 6.1.2. Vom spune cd doua curbe ¥, y; sint echivalente si vom scrie y ~ y;

daca
d(foy) o= d(foy1)
ar T dr

lt=0

pentru orice functie f € Z,.
Exercitiul 6.1.3. ~ e o relatie de echivalenta pe € (x).
Vom nota clasa de echivalenta a curbei y cu y’(0).

Propozitia 6.1.4. Fiecare hartd in jurul lui x produce o identificare a multimii factor
Ex)] - cuR™, m=dimM. In particular, € (x)/ . are structurd (necanonicd) de spatiu
vectorial real m-dimensional. Orice doud asemenea structuri sint izomorfe.
Demonstratie. Fie (U, ) o harta fixata in jurul lui x. Pentru y € € (x) avem:
difey), _dfep”lopey) 0o dy’
= r=0=

|: = - | '_|:r
dr dt oui W gr 10

unde (1) sint coordonatele pe ¢ (U) c R”. De aici si din definitia relatiei de echivalenta
rezulta ca

i i
Y ~ y1atrage dupa sine LZ—YI lt=0= % [t=0

deci unei clase y'(0) i se asociaza unic m numere reale (dy’/dt) | ;=o.

Reciproc, date (vh,..., v"™) € R™, consideram in @(U) curba (1) = (le+ ué, S L =R
u)") unde ué = x'(x) sint coordonatele lui x in harta fixata. Atunciy = ¢ ~'o B e o curba
diferentiabila prin x si (dy’/dt) |;=o= v'.

E clar ca cele doud asocieri sint inverse una alteia. Am obtinut o bijectie O, :
% (x)/ . — R™ indusa de harta (U, ¢). Prin @;,1 structura lineard a lui R™ se transporta
pe € (x)/.. Fie acum (V,v) o alta harti in jurul lui x. Atunci @ oy ™! e un difeomor-
fismalluiy(UnV)pepUNV)siF=dyy ((poz//‘l) e un izomorfism linear al lui R™.
Atunci @;,1 o F 0Oy e un izomorfism intre structurile lineare induse pe €' (x)/ - de cele
doud harti. |

Daca (U, ¢), (ﬁ,@ sint doud harti in jurul lui x, relatia dintre coordonatele (d)/i 1d1) =0
si (d?i /d?t) | 4= rezultd din urmatorul sir de egalitati:
dy’ d(x'oy) d(@oy)’
ar li=o = rTE lt=0= —ar
_ dgp 'goy)’ loom dpp H'  d@oy)
T P 50 dt
opp Hi  ay’
7 l500) ar lt=0,

lt=0

lt=0

adica

dy! ou' dy’
6.1) il A r

dt awl 7w g =0
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Vom arata in continuare cd pe 4 (x)/ .~ se poate da si o structura vectoriald invari-
antd, care nu depinde de fixarea vreunei harti, dar izomorfa cu cele dinainte. Pentru
aceasta introducem niste obiecte noi:

Definitia 6.1.5. O derivarein x e o aplicatie v : %, — R cu proprietatile:

D v(f+ag) =v(f)+av(g), acR;

2)v(fg) =fxv(g)+gxv(f).

Multimea derivdrilor in x se noteaza Z(x).
O consecinta imediatd a proprietatii 2) este:

v()=v(l-)=1-v1)+1-v(1)=2v()
deci v(1) = 0. De aici rezultd ca pentru orice scalar real a avem:
via)=v(l-a)=av(l)=0,
adica orice derivare se anuleaza pe constantele reale.

Exemplul 6.1.6. Fiecarei harti (U, ¢) i se asociaza m derivari (sd le spunem elemen-
tare)
0
ﬁ lv: Fx—R
prin formulele:

0 6(fo(p_1)
ﬁbc(f):Thp(x)-

Vom nota, uneori, mai simplu

af not. 0
@bc = @bc(f)-

Subliniem ca aceasta e doar o notatie: nu este o derivare partiala a lui f in raport cu x*.
Sa verificam proprietatile din definitia derivarii:

0 A(f+gop™
FY lx (f+8) = fagT(p lop(x)
_ 0(foe™) ogop™")
= Ul lpo) + oul lpex
a 0
= axi |x (f)+ﬁ Ix (g),
] 0(fg)op! A(fop~H(gop™)
oxi lx(fg) = oul lpn= oul lp o
(fop™h a(gop™)
= fOqu) |(p(x) -g(x) + % |<p(x) f(JC)

0 0
= _|x(f)g(x)+_|x(g)f(x)
ox? ox?

Putem acum demonstra:
Teorema 6.1.7. Operatiile naturale:
w+w)(f)=v(f) +w(f)
Av)(f) =Av(f)
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definesc pe 2 (x) o structurd de spatiu vectorial real m-dimensional pentru care mulfi-
mea derivdrilor elementare (8/8x") |, asociate oricdrei hdrti constituie o bazd.
Demonstratie. Se verifica usor ca suma derivarilor si produsul lor cu scalari reali sint
tot derivari. De asemenea, ldsam pe seama cititorului verificarea axiomelor spatiului
vectorial.

Fie (U, ¢) o harta fixata si (0/ 0x') |, derivarile elementare asociate. Aratam ci sint
linear independente peste R. Intr-adevir, daca:

i _ i
a pp |x=0, a €eR,

atunci
i 6
a2 (H=0, VfeF,.
o0x!
In particular:

. . Ol 0! oul . .

0= a’% Iy (x7) = a’% lpn= a’a—zi lpn= a’6{ =al.
Pentru a ardta ca orice derivare se scrie ca o combinatie lineard de derivari elemen-
tare, avem nevoie de un rezultat de analizd (asemanator formulei lui Taylor) pe care il
formuldm in:
Lema 6.1.8. Pentru orice vecindtate V alui x, orice f : V — R si orice hartd (U, ) in jurul
lui x existd o vecindtate deschisd W c UNV a lui x §i functiile diferentiabile f; : W — R,
i=1,...n,astfel incit :

D fi(x) = (0/0x") |5 () si

2) f=f0)+[x"—x"(X)]f; peW.

Presupunind, pentru moment, lema demonstrata putem scrie:

v(f) = v(f(x) + v(x’' — x' () f; (0 + [x" = x' ()] v(f).

Cum f(x) € R, v(f(x)) = 0. La fel, v(x’ - x'(x)) = v(x) - v(x' (x)) = v(x"). Apoi [x -
xH(0)](x) = x*(x) = x*(x) = 0 de unde:

i ;0
v(f) = v fi(0) =v(x")— | ().
o0x?
Adica, renuntind la argument:
— iy 2

v=v(x )6xi s
ceea ce aratd ca derivarile elementare genereaza 2(x). Sa ddm acum demonstratia
lemei.

Fie g = f lynv o9}, up = ¢(x), § > 0 astfel incit B(uo,5) < ¢(U N V). Vom demon-
stra, de fapt, lema pentru functia g. Fie g; : B(u9,0) — R,

1o
g,-(u)zf —g.(u0+t(u—uo))dt.
o ou!
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Atunci:

(ui—ué)gi(u) f = (uo + t(u— up)) (ut’ —uo)dt

f glup+ t(u—up))dt = g(u) — glup).

' og g ! g
gi(uo)=f0 0_ui|u0 dt:a_Lti|M0f() dl‘:a—uihto

Nu mai avem decit si punem f; = gjop, W = ¢~ (B(u,d)) si demonstratia e completa.
]

Pe de alta parte:

Observatia 6.1.9. In demonstratia lemei anterioare, in locul bilei B(ug,8) se putea fo-
losi orice submultime convexd a lui (U N V).
Numerele reale
i not. i
v ="v(x)
se numesc componentele derivarii v in harta (U, ¢). Daca (ﬁ,@ e o altd hartd in jurul
lui x, cu coordonate (X'), atunci pentru orice f € &, avem formulele:

0 B a(foq)
O(fop ooy a(fop ™ o’
] A T
De aici rezultd cd cele doua baze sint legate prin relatiile:
o ow 0

(6.2)

— |x.

— = — | .
axi 7 oul a2 o)
Atunci relatia dintre componentele derivarii v in cele doud baze este:

—i_ o' j
(6.3) v = oui lpex) -V
Observam, de asemenea, ca
(6.4) (v+ w)izvi+wi, (av)izavi.

Mai avem de facut un pas: sa identificam spatiile vectoriale € (x)/~ si 2(x). La
nivel de multimi lucrurile sint clare: data o derivare v, consideram componentele sale
(v) intr-o harta. Lor le asociem clasa de curbe y’(0) cu componente (dy’/dt)(0) = v'.
Formulele (6.1) si (6.3) arata ca y’'(0) nu depinde de harta cu ajutorul careia e definita.
Reciproc, data o clasd y'(0), definim vectorul tangent vy prin

d(feoy)
Vy(f) = dr
E imediat cd intr-o harta (U, ¢) componentele lui v, sint (d)/i /d1)(0). Am definit astfel
o bijectie ®: 2(x) — € (x)/~.

Fixam acum o hartd in jurul lui x. Aceasta induce o structurd de spatiu vecto-

rial m dimensional pe € (x)/~. Pentru orice derivari v, w, ®(v+ w) = ®(v) + ®(w) si

lt=0 -
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®(av) = a®(v) conform formulelor (6.4). Asadar ® e izomorfism fata de oricare din-
tre structurile lineare definite pe 6 (x)/. in Propozitia 6.1.4. Cu aceasta interpretare
geometrica in minte putem in sfirsit da:

Definitia6.1.10. Spatiul tangent in x lavarietatea M este spatiul vectorial m-dimensional
2(x). Il notdm T, M. Elementele sale se numesc vectori tangenti in x la M.

Cele de mai sus arata ca fiecare harta furnizeaza o baza (zisa canonica) a lui T, M
formata din derivari elementare.
Exercitiul 6.1.11. S& se arate ca dacd M e o suprafatd in R3, T M coincide cu cel definit in capi-
tolul al doilea.
Exercitiul 6.1.12. Aratati ca spatiul tangent la P"R intr-un punct [x] se identifica cu mulfimea
aplicatiilor lineare de la dreapta (x) la subspatiul x1. Generalizare pentru varietatea Grass-
mann.

Observatia 6.1.13. Deoarece R” se acopera cu o singura harta care produce coordona-
tele globale (u',...,u"), spatiul tangent T,R" se identifica natural cu R” prin aplicatia:

n

1
aun |.Z'_> (a )--wan)-

lz+--+a

1
a —
ou!

Exercitiul 6.1.14. Fie curba y : (0,7) — R?, y(f) = (cos t,sint), si fie f : R? — R data prin f(x,y) =
2x+ y?. Calculati y' (7n/4) (f).

In incheiere, revenim un pic la multimea notata %, a functiilor diferentiabile de-
finite pe deschisi care contin punctul x. Putem scdpa de neplacerea de a nu avea uni-
citatea zeroului identificind (f,U) cu (f',U’) de indata ce f = f' pe UnU’. Clasele
de echivalenta obtinute se numesc germeni de functii diferentiabile in x. Notam, pen-
tru simplitate, tot cu %, aceastd algebra (acum chiar este!). Fie m, idealul germenilor
care se anuleaza in x. E clar cd m2 c m,. Urmaitoarea definitie echivalenta a spatiului
tangent e extrem de utila pentru ca se poate da (ca definitie) pe alte feluri de varietati

(algebrice, analitice...):

Propozitia 6.1.15. T, M se identificd natural cu (m,/m?2)*, unde dualitatea se referd la
structura de spatiu vectorial real.

Pentru demonstratie, un vector tangent v e vazut ca o aplicatie lineara pe .
Atunci, pentru orice germene f € my, v(f?) = 2f(x)v(f) =0, deci v se anuleaza pe m>.
Reciproc, un element 7 € (m,/m?2)* defineste un vector tangent v, in x prin formula
vn(f) =n((f — f(0)]), unde [g] reprezintd clasa in m% < m, a lui g din m,. Verificarile
sint imediate.

2. Diferentiala unei aplicatii intr-un punct
Consideram acum o aplicatie diferentiabild f: M — N.
Definitia 6.2.1. Diferentiala lui f in x este aplicatia lineara
dxfl TxM—> Tf(x)N

definita prin:
dxf(v)(g) =v(gof), VveE T M, Vg e Fyy.
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Ca definitia e buna se verifica imediat:
1) d, f(v) e intr-adevar un vector tangent: aditivitatea nu pune probleme, iar pentru
proprietatea de derivare,

dyf(v)(gh)

v((gh)o f)=v((go f)(hof))
g(f)vho fl+h(f(x)v(go f)
g(f))dyf)(h) +h(f(x)dxf(v)(g).

2) dy f elineara:

drfv+w)(g)

(v+w)(gof)=v(gofHl+w(gof)
= dif(v)(g)+dyxf(w)(g),

dy f(av)(g) = (av)(go f) = av(go f) = adx f(v)(g).
Daca privim vectorii tangenti ca fiind clase de echivalenta de curbe, atunci dy f
aplica vectorul y'(0) in vectorul (f oy)'(0) (vezi, de asemenea, si discutia locala care
urmeazd). Regasim astfel actiunea diferentialei unei aplicatii de suprafete.

Local, dacd consideram o harta (U, ¢) in jurul lui x si o harta (V, ) in jurul lui f(x)
cu coordonate locale (x1,..., x™), respectiv (yl, ...,¥™ vom avea:

d j 0
dxf(ﬁ |x) = Ai W |f(x);

unde scalarii )Lf se determina astfel:

i 0 0 . o foep™h
A= dxf(ﬁ|x)(yf)=@|x(yfof)%|wm
O(Wofo(pfl)f
= T

Matricea (d(yo f O(p’l)j )/ 6ui) se numeste matricea iacobiand sau, pe scurt, iacobianul
lui f in punctul x relativ la sistemele de coordonate considerate. Daca (U,9), (V,v)
sint alte harti in jurul lui x, respectiv f(x), vom avea:

Oyefop™ ooy h a@efogh
oul px) = vl P(f(x) ouk P
a(ao(p—l)k’
T ol

Deoarece matricele derivatelor partiale ale schimbarilor de coordonate sint nedegene-
rate, putem defini rangul aplicatiei f in x prin formula:

Ao foph! J
—|(p(x) .

8 (f)x =rg( Sk

Exercitiul 6.2.2. Fie f: R — R3, f(x!,x2,x%) = (x' x2,x2, x%). Aratati ca f se restringe la o apli-
catie ¢ : $%2 — R3 al carei rang calculati-1in fiecare punct al lui s2.

O functie reala de variabila reald cu derivatd identic nula e constanta. Rezultatul
se generalizeaza in:
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Propozitia 6.2.3. Dacd M e conexd si f : M — N are diferentiala nuld in orice punct,
atunci f = const.
Demonstratie. Fie y € N arbitrar. Deoarece N e Hausdorff, {y} e o multime inchisa
deciA=f -1 (y) e inchisd in M. Vom arata ca A e si deschisa ceea ce, data fiind cone-
xiunea lui M, va dovedi ca A= M.

Fie x € A. Alegem harti (U, ¢), (V,¥) in jurul lui x, respectiv y, (cu aceleasi notatii
de mai sus), astfel incit f(U) c V. Atunci in orice punct z € U avem (pentru ca (U, ¢) e
harta si in jurul lui z):
Ao fop™hyi 0

0
0= de(a_xl |z) = 6u" |(p(z) W |f(z);

de unde rezulta

0 —h/
Ml(p(z):()’ i:l,...,m;jZl,---;n-

oul
Asadar, functiile (wo fo¢@~!)/ sint constante pe ¢(U) si cum ¢, ¥ sint homeomorfisme
obtinem f = const. pe U adica U c A. |

Exercitiul 6.2.4. Fie f : M — N, g : N — P diferentiabile. Sa se arate ca este adevarata regula
langului pentru derivarea funtiilor compuse:

dx(ge f) = df(x)godxf-
Scrieti si forma locald a acestei egalitati.
In cazul unei functii reale f : M — R diferentiala d, f va actiona intre T, M si R (vezi

Observatia 6.1.13). Local, daca (U, ¢) e o harta in jurul lui x si daca pe R consideram
coordonata globala ¢ care produce baza canonica d/dt, avem:

0 d(ido fop™)
dxf(a [x) = oui
(fop™h d d(ido fop™h) d 0 d
o lop(x) o lr = o lp(x) o I = FY | (f)a L -

Folosind din nou Observatia 6.1.13, identificim rezultatul cu numarul real %I ().
Astfel, in general:

dx f(v) =v(f).
Exercitiul 6.2.5. ([Ta])Fie f : R” — R” diferentiabila, cu f(rv) = r f(v), pentru orice r € R si
v eR™. Sa se arate ca f e linearad. (Indicatie: E suficient de vazut cd f coincide cu diferentiala
ei intr-un punct. verificati ca pentru orice f € R, %f(tv) =dif(v) = f(v), deci dry f(v) nu
depinde de ¢, adicd e egal cu dy f (v).)
Exercitiul 6.2.6. Fie n; proiectia canonicd a produsului de varietdti M; x M» pe factorul M;,
i = 1,2 (vezi Exercitiul 5.3.2). Sa se arate cd, pentru orice x; € M;, aplicatia a : T(y, x,) (M1 x M2) =
Ty, My & Ty, Mp, datd prin a(X) = (dx, 71 X, dx,m2X) e un izomorfism. Astfel, spatiile tangente
Tx; M; pot fi vazute ca subspatii in Ty, y,) (M) x Mp). Generalizare pentru un produs de m vari-
etati.
Exercitiul 6.2.7. Fie G un grup Lie, u: G x G — G inmultirea de grup si i : G — G luarea inversului
in G (ambele sint aplicatii diferentiabile). Ca mai sus, identificdm T, ) (G x G) cu T,G & T.G.
Arataticd d o u(X,Y) =X+ Y sideiX = -X.
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Observatia 6.2.8. Folosind notiunea de diferentiald, putem arata cd una dintre condi-
tiile din definitia grupului Lie e superflua. Mai precis, putem arata ca luarea inversului
in G este o aplicatie diferentiabila. Intr-adevar fie ecuatia ab = e. A o rezolva pentru
necunoscuta b revine la a considera b ca functie de a. Dar derivata partiald a functiei
ab in raport cu b este d,L, care e un izomorfism (am vazut ca L, e difeomorfism).
Atunci, conform teoremei functiilor implicite, b = a~! este diferentiabila.

3. Spatiul cotangent

Definitia 6.3.1. Dualul algebric al spatiului tangent se numeste spatiu cotangent si se
noteazd T M. Elementele sale se numesc vectori cotangenti sau covectori.

Dupa cum se stie orice spatiu vectorial finit dimensional este izomorf (dar neca-
nonic, e extrem de important!) cu dualul sau. Deci T; M este un spatiu vectorial de
dimensiune m=dimM. Elementele sale sint aplicatii lineare w : T, M — R. Asadar, pen-
tru orice aplicatie diferentiabild f : M — R si orice x € M, d, f e un vector cotangent.
In particular, pentru functiile coordonate x’ asociate unei harti locale (U, ¢) avem:

;0 0 i ou ;
dxx’ (55 1) = 55 1 () = =5 o = 0
ceea ce dovedeste:

Propozitia 6.3.2. Pentru orice sistem de coordonate locale xt diferentialele {dyx'} for-
meazd baza duald bazei {(0/0x7) |}
Rezulta c4, local, orice vector cotangent se scrie:

w=widx",

numerele reale w; reprezentind componentele covectorului in harta respectiva. (Aten-
tie: e important sa notdm componentele vectorilor cu indici ,,sus“ si cele ale covecto-
rilor cu indici ,,jos“; aceasta usureaza calculele cu conventia de sumare a lui Einstein).
Exercitiul 6.3.3. Sa se arate ca la o schimbare de coordonate, componentele unui vector cotan-
gent se schimba dupa formula:

__dgog N/ e,

w; = 6ﬁl (,O(x) (,()] .

Fie, din nou, f: M — N cu diferentiala d, f : TxM — TrxN. Fiind linear3a, aceasta

din urma produce o aplicatie duala

dif:TjyN—TiM
care actioneaza dupa formula:
d; f() =wodyf.
In particular, pentru g : N — R rezulta: dy f(dpx8) = dx(go f).
Observatia 6.3.4. Se folosesc uneori notatiile: f x, F; pentru d, f, respectiv d; f.

Observatia 6.3.5. Insistam asupra faptului ca spatiile tangent si cotangent intr-un
punct sint izomorfe necanonic, fiecare sistem de coordonat fixat in jurul punctului
respectiv dind nastere unui izomorfism, via bazele de vectori tangenti, respectiv co-
tangenti induse. Reamintim insa ca in spatiile vectoriale euclidiene se poate lucra cu
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baze ortogonale, fiecare asemenea bazd inducind acelasi izomorfism in spatiul respec-
tiv si dualul sau. Vom reveni asupra acestei observatii pe varietdti riemaniene.

4. Fibratul tangent si fibratul cotangent

Vom atasa acum fiecarei varietati o noua varietate, de dimensiune dubl4, formata
prin punerea laolalta (intr-un fel care se va preciza) a tuturor vectorilor tangenti. In
afara faptului cd se obtin astfel noi exemple de varietati constructia pe care o vom pre-
zenta e tipicd in geometria diferentiala si va fi dezvoltata in capitolul dedicat fibrarilor
vectoriale.

Fie M o varietate diferentiabila. Notam

T™M=J T:M
xXeM
si-l numim fibratul tangent sau fibrarea tangentd. T M reuneste toti vectorii tangenti,
dar ,tine minte“ pentru fiecare punctul de tangenta astfel ca este definitd o proiectie
canonica
n:TM—-M, TiM>3v— Xx.

Propozitia 6.4.1. T M e varietate diferentiabild 2m-dimensionald si n e aplicatie dife-
rentiabild.
Demonstratie. Construim intii topologia pe T M. Fixam pentru aceasta un atlas {(Uy, ©q)}aca
pe M. Fiecare harta de pe M furnizeaza coordonate locale pe domeniul sau. Cores-
punzator, orice vector tangent intr-un punct din domeniul hartii se identifica unic prin
componentele sale in acea harta. Astfel, hartii (Uy, @) ii atasam perechea (7~ (Uy), )
(viitoare hartd pe TM):
Oy 1 N (Uy) = Uy xR™,

Do (V) = (%, (1), ta(v)=),...,v™), vETM,

vt fiind componentele lui v in harta (Ug,@q): v = pi o |x. Cu observatia de mai

ox!
sus vedem ci @, sint bijectii. Atunci, prin ®,!, topologia lui U, x R™ se transporta
pe 77 1(U,) si @, devin homeomorfisme. Deoarece multimile 7! (U,) acoperd TM
(pentru ca U, acoperda M) putem topologiza T M astfel (procedeul e tipic in topolo-
gia generald): W e deschisa in TM daca si numai daca W nz~!(U,) e deschisa pentru
orice a € A. Cititorul va verifica singur ca aceasta este o topologie. Faptul ca ea are
bazd numarabila e evident.

Din Exercitiul 5.2.8, stim ca {U,} e o baza pentru topologia lui M. Atunci faptul ca
n~1(U,) sint deschise e suficient pentru a trage concluzia ci 7 e continua.

Ardtam acum ca topologia construita e Hausdorff. Fie v # w in T M. Sint posibile doua
situatii:

a) x=n) #nx(w) =y. In acest caz exista hartile Ua, ¢a), U, pp) in jurul lui x,
respectiv y astfel incit Uy N Ug = @ (pentru cd M e Hausdorff). Rezultd v € a1 N (Uy),
wen t(Up) sinH(Uag) Nt (Up) = 2.

b) Daca v, w € T M, atunci componentele lor (v*), (w?) sint diferite. Deoarece R™
e Hausdorff, exista D,, D,,, vecinatati deschise disjuncte pentru (), (wh). Rezulti ca
pentru orice hartd (Ug, 4) in x, @, (Uy x D), ®,1 (U, x Dy,), sint vecinatati deschise
si disjuncte pentru v, w.
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Pina acum TM e spatiu local euclidian. Demonstram in continuare ca orice doua
hirti (77 (Ua), ®a), (171 (Up), Pp) cun™! (Uy) N~ (Up) # @ sint corelate. Evident har-
tile in cauza provin din doud harti corelate pe M. Avem

Dgo®5" 1 (Ug N Up) xR™ — (Ug N Up) xR,

(Daoq)El(x,(vl,..., ™) = (x, ty 0 tgl(vl,..., ™).

Cum f, 0 tgl(vl,..., v™) reprezinta componentele vectorului ;' (v',...,v™) in harta
(Uq,@q), corelarea pe TM revine la dependenta diferentiabila a componentelor unui
vector tangent intr-o harta de cele in alta hartd. Or, acest lucru e asigurat de formulele
(6.3) pe care le putem scrie:

) ,6((Pa°(»0_l)j
(a5 0o 0" =0 2 200,

Pentru diferentiabilitatea lui 7 in v € Ty M consideram o harta arbitrara (Uy, ¢q)
in jurul lui x si harta corespunzatoare (71! (Uy,), ®,) in jurul lui v; trebuie s aratam ca
@omod~! e diferentiabild in ®(v). Acest lucru e evident deoarece @omo®~! este com-
punerea dintre ¢ si proiectia pe primul factor al produsului U, x R, ambele aplicatii
diferentiabile (vezi Exercitiul 5.6.2). Cu aceasta demonstratia e completa. [ |

In acest context, fiecare spatiu tangent T, M se numeste fibra fibrarii tangente dea-
supra punctului x.

Exemplul 6.4.2. Atunci cind are sens, de exemplu pentru varietdti care sint subvari-
etdti ale lui R”, putem vorbi despre lungimea vectorilor tangenti. Astfel, pentru sfere,
putem considera fibratul tangent al vectorilor unitari, notat T;S". in particular, T} S?
admite o descriere foarte simpla. Fie v un vector tangent unitar la S in punctul x. Cum
§i x este un vector din R3, putem considera vectorul w = x x v (ordinea e importanta).
Acest w e perpendicular pe x, deci e si el tangent la S? in x. In plus, e perpendicular
pe v, astfel ca {x, v, w} formeaza un reper ortonormat pozitiv orientat in R3. Ascierea
dintre v si reper este, in mod evident, bijectivd. Pe de alta parte, exista o unica matrice
A € SO(3) care aplica reperul canonic din R® peste reperul {x, v, w}. Astfel ca avem o
identificare F intre T} S? si SO(3), F(v) = A. Se poate vedea cd aceasta aplicatie e un
difeomorfism: expresia in coordonate a lui F este datd de functii rationale. In con-
cluzie, T, S? e difeomorf cu SO(3) (care, la rindul lui, e difeomorf cu spatiul proiectiv
3-dimensional).
Exercitiul 6.4.3. Aratati ca TR" = R?",
Exercitiul 6.4.4. Aratati ca TS! = S! x R, dar TS? Z $? x R?.
Exercitiul 6.4.5. Aritati ci fibratele tangente ale unui inel circular deschis (S! x (0,1)) si al benzii
lui Mobius deschise sint difeomorfe cu S* x R3. Deci exista varietiti nedifeomorfe cu fibratele
tangente difeomorfe.
Exercitiul 6.4.6. Organizati, dupd modelul de mai sus, T*M = Uyep Ty M (fibratul cotangent)
ca varietate diferentiabila 2m-dimensionala cu proiectie naturala n* peste M diferentiabila.
Pentru o aplicatie diferentiabila f : M — N, putem acum defini diferentiala ei
(obiect global, nu mai e legat de un punct) prin:

df:TM— TN, dfw)=dyf(v)dacave T,M.
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Similar vom pune:
dA*f:T*"N—-T"M, d*f(w)=d;f(w)dacaweT;N

Accentuam ca d f, d* f nu sint lineare: numai restrictiile lor la fibrele celor doua fibrari
sint. Mai precis, cititorul poate demonstra singur urmatoarea proprietate:

Propozitia 6.4.7. Fie M;, i = 1,2 varietdti diferentiabile, m; : TM; — M, fibrdrile lor
tangente, f : My — M, diferentiabild. Atunci:

1) df sid* f sint diferentiabile;

2)myodf = fom,njod"f=fon; (adicadf sid" f pdstreazd fibrele celor doud
fibrari);

3)rgdf =rgd* f=2rgf.
Observatia 6.4.8. Mentionam ca se folosesc si notatiile

not. def.

Lo=rdf, fex = dfx

Le vom folosi i noi atunci cind va fi cazul.

Incheiem paragraful cu urmatorul rezultat foarte util:
Exercitiul 6.4.9. Fie M;, i = 1,2 varietédti diferentiabile, p; proiectiile canonice ale varietatii pro-
dus M7 x M» pe factori (vezi Exercitiul 5.3.2).

1) Sasearateca f: N — Mj x M> e diferentiabila daca si numai daca p;o f sint diferentiabile.

2) Sd se arate cd se arate cd Ty, x,) M1 x M> si Ty, My ® Ty, M sint izomorfe prin aplicatia
v — (dx, p1(V), dx, p2(v)). In particular, pentru un grup Lie G cu multiplicarea notata y gi luarea
inversului notata i, identificati T(¢,¢)G x G cu ToG & TG si aratati ca dacd de e u(v, w) = v+ w
(acest lucuru va rezulta mai tirziu) atunci dei(v) = —v.

3) Fie xo; € M; fixate arbitrar. Consideram incluziunile iy, : My — My x Mp, iy, (x2) =
(x01, X2), respectiv iy, : My — M1 x Ma, ixy, (x1) = (x1,%02). Fie v € Ty xp) M1 * M2, v1 =
dyxy, P1(V) € Ty, M1, V2 = dyy, p1 (V) € Ty, Mo. Sa se arate ca pentru orice f € ‘€°° (M) x Mp),

U(f) =0 (foixoz) + U2(f°iJC01)-

Exercitiul 6.4.10. Aratati ca fibratele tangent si cotangent ale oricdrei varietdti sint orientabile.

Observatia 6.4.11. Din punctul de vedere al mecanicii, dacd punctele unei varietati
reprezinta multimea pozitiilor posibile ale unui sistem de particule, fibratul tangent
reprezinta spatiul stdrilor (un element al sau descrie pozitia si viteza sistemului la un
moment dat), iar fibratul cotangent reprezinta spatiul fazelor (un element al sdau des-
crie pozitia si momentul la un moment dat).



CAPITOLUL 7

Imersii. Submersii. Subvarietati

In acest paragraf definim subvarietitile unei varietiti diferentiabile. Acestea vor fi
submultimi-imagine ale unor varietati prin aplicatii diferentiabile cu proprietdti spe-
ciale. Incepem cu:

1. Definitii. Exemple

Definitia 7.1.1.

1) O aplicatie diferentiabild f: M — N, m =dim M < n = dim N, se numeste imer-
siedacargdy f = minfiecare x € M (d. f e injectiva).

2) O imersie injectivad care e homeomorfism pe imagine se numeste scufundare .

3) Daca M e submultime a lui N, are structura de varietate diferentiabila si inclu-
ziunea canonica in N e scufundare, atunci M se numeste subvarietate a lui N. Dife-
renta codim (M) = dim(N) — dim(M) se numeste codimensiunealui M.

L e

Figura oo ca imersie injectivd, dar nu scu-
O imersie neinjectiva a fundare, a cercului in plan. Imersia este:
cercului in plan. (2cos(f (1) = %),sin2(f () = 7)) culim_o, f(£) =
0, lims, f(t) =2m, f(0) =7 si f crescdtoare.

Propozitia 7.1.2. Orice imersie injectivd a unei varietdti compacte e o scufundare.

Demonstratie. Fie f: M — N, cu M compacta si f(M) considerata cu topologia de
subspatiu al lui N, deci separatd. Cum f e continud, e suficient sa mai aratam ca e apli-
catie deschisa pe f(M). Ar trebui aratat ca f duce deschisi din M in deschisi din f(M).
Dar, cum f e injectiva, e suficient sd vedem ca aplica inchisi in inchisi. Deoarece M e
compacta, orice inchis e compact si e aplicat prin f (care e continud) intr-un compact
din f(M). Pe de alta parte, orice compact dintr-un spatiu Hausdorff e inchis. [ |

Propozitia anterioard furnizeaza numeroase exemple de subvarietdti. Anume:
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Corolarul 7.1.3. Imaginea oricdrei scufunddri e o subvarietate.
Exercitiul 7.1.4. Fie f : M — N diferentiabild. Sa se arate ca graficul lui f e subvarietate inchisa
in M x NsiM>x— (x, f(x)) e oscufundare.
Exercitiul 7.1.5. Ardtatica f : 2 - [RS, fx,y2)=(xy2z2- 223) e 0 imersie.
Exercitiul 7.1.6. Si se scufunde T3 in R* si $2 x $2 in R®.

Indlca[le Consideram scufundarea standard a lui 72 in C% =~ R?* (0, @) — (el el9) pe care
o ,ingrosam*:

Sy ip( cosy
2

@@wwwWhg%we ).

Produsul scufundarii standard a lui $? in R3 cu el insusi furnizeaza o scufundare a lui §? x $?
in RS. E suficient si observam ca imaginea acesteia e cuprinsa in R® si si facem o proiectie
stereografica convenabila.

Exercitiul 7.1.7. Sa se arate cd aplicatia R2 — {0} —

utkyk oM

Rn+1,

(u,v) — (",

defineste o imersie a lui PR in P"R. Este aceasta o scufundare?
Exercitiul 7.1.8. 1) Si se arate ca aplicatia v: R3 — RS,

v(x,y,2) = ,y 2,22, V2xy,V2yz,V22x),

defineste o imersie a lui $2 in R®. Cum formulele sint omogene, v induce si o scufundare a lui
P2Rin PR.

Indicatie: Se va arita intii ci v e o imersie a lui R3 — {0} in RS.

2) Siase arate ci v defineste un homeomorfism v al lui PR pe v(S2).

3) Sise arate ci v(S2) e o subvarietate in R® si v e o scufundare a lui P2Rin RS,

4) Sa se arate cd v(S2) = v(P?R) e inclus in Hn S, unde H e un hiperplan afin al lui RS.
Deduceti de aici ci exista o scufundare a lui P2R in R® si chiar in R*. Aceasta din urma poarta
numele de scufundarea Veronese.

Indicatie: Se observa ca v(P2R) e inclus in S* si se face proiectia stereograficd dintr-un
punct care nu e in imagine. Motivatia formulelor de pornire este urmatoarea: fiecarei drepte
v i se asociaza operatorul p, de proiectie ortogonald pe v. Intr-o bazi ortonormata in care un
versor al lui v are coordonatele (x, y, z), matricea lui p, este

x* xy xz
xy ¥ yz
Xz yz z

Asemadnator, asociind fiecdrui k-plan al lui R”, considerat ca spatiu euclidian, operatorul de
proiectie ortogonala pe el insusi, se obtine o scufundare a grassmannienei k-planelor din R”
intr-un spatiu euclidian.
Exercitiul 7.1.9. Si se arate cd S” nu se poate imersa in R”.

Indicatie: Dacd exista o imersie ¢, ea e si submersie, deci aplicatie deschisa. Cum S" e
compactd, rezulta ci ¢(S") e deschisa si inchisd in R care e conex, deci ¢(S™) = R", contradictie
cu faptul cd R" nu e compact.

2. Teorema rangului

Intuitiv, o subvarietate ar trebui sa fie o submultime a cdrei structura de varietate
sa coincida local cu cea a varietatii ambiante. Ca asa stau lucrurile, vedem din urma-
toarea teorema:
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Teorema 7.2.1. (arangului) Fie M, N varietdti diferentiabile de dimensiune m, respec-
tivn i f: M — N o aplicatie diferentiabild cu rangul r in fiecare punct al lui M. Atunci,
pentru orice x € M existd hdrtile (U, ) in x (V,y) in f(x), cu @(U) (respectivy(V)) cub
centrat in ¢(x) = 0 € R™ (respectiv y(f(x)) = 0 € R") si in care aplicatia f = yo fop™"
se exprimd prin formulele locale:

za, 1 my_ | x4 dacd a=1,...,r
7.1 R x )_{ 0, dacia=r+1,...,n

Demonstratie. E clar ci daca gisim hartilocale in care f satisface relatiile (7.1), atunci
micsorind convenabil domeniile de hartad si compunind cu translatii oportune in R
si R putem usor realiza si celelalte conditii impuse in enunt.

Fie, atunci, (U, ¢1), (V1,1) harti arbitrare in x, f(x) supuse doar conditiei f(U;)
V1, care induc coordonatele locale (x{), i=1,...,m, respectiv (y{), a = 1,...,n. Deci,
dacd punem fi =y, ofogpy!, avem y = fla(x},...,x{”). Deoarece rangul luif este r,
renumerotind, eventual, coordonatele, putem presupune ca iacobianul lui f; in x are
minorul r-dimensional din stinga sus nenul:

i

aff .
(7.2) det p (x)#£0, 1<i,a<r.
1

Cautam intii o harta (U, ) in x, cu coordonate x!,...,x" in care iacobianul lui fl' =
w10 fog~! sdaiba forma:

I 0
(7.3) (A 0).

cu A matrice de tip (m — r, r) oarecare. Nu avem decit sd punem

i, x™, dacd i=1,...,r
xi, daca i=r+1,....m

(7.4) xi= {

Conditia (7.2) ne asigura ca

k
X1

4
det(gi) x)#0, 1<i,k<m.

Atunci, conform teoremei functiei inverse, exista un difeomorfism local ® al unei ve-
cinatiti a punctului ¢;(x) pe o vecinitate U a punctului (x'(x),...,x™(x)). Punem
@=Dopy, U= (p’l(U) si obtinem harta (U, ¢) cu coordonate locale (x1,...,x™). Pen-
tru a dovedi ca in hartile (U, ¢), (V4,v), iacobianul lui fl’ are forma (7.3) mai trebuie
verificat doar ca Of{’”/axr” =0pentruoricel<s<n-r,1<t<m-r. Or, acest
lucru rezultd imediat din presupunerea facutd asupra rangului lui f.

Pentru a ajunge la ecuatiile (7.1) facem si o schimbare de coordonate in jurul lui
f(x). Anume, punem:

i .
i_ ) Y daca i=1,...,r
(75 Y _{ }’i—fll(y%,...,y{), daca i=r+1,...,n



140 Imersii. Submersii. Subvarietati

Se verificd imediat ca (7.5) e o schimbare de coordonate (iacobianul in f(x) e nenul).
Ca mai sus, gasim harta (V,y) ceea ce incheie demonstratia. |

Ca o consecinta imediatd deducem urmatoarea teorema de caracterizare locala a
imersiilor:
Corolarul 7.2.2. Fie f : M — N o imersie §i x € M. Atunci existd hdrtile (U, ) in x,
(V,y) in f(x), cu f(U) c V astfel incit f are expresia locald:

wofop tl,...,u™=!,...,u™0,...,0).

Cu alte cuvinte, local, o imersie se comporta ca si incluziunea canonica a lui R in
R™*S, In ce priveste subvarietitile, deducem imediat urmatorul rezultat:

Corolarul 7.2.3. Fie M o subvarietate a lui N. Atunci orice punct x € M are o hartd
(V,y) cu coordonate (yl, v ¥, cuy(x) =0 siw (V) = C(0,€) (cub de laturd e centrat in
origine) astfel cd

Y(VNM) ={y@)eC0,e|y"(z)=-=y"(2) =0}.

Exercitiul 7.2.4. 1) Sa se arate ca o suprafata diferentiabila e subvarietate 2-dimensionald a lui
R3.

2) Sise arate ca S” e subvarietate n-dimensionala a lui R *1.
Exercitiul 7.2.5. 1) Sa se arate cd multimea punctelor lui P"R cu prima coordonatid omogena
nuli e o subvarietate difeomorfa cu P" 1 R.

2) Fie f:R"1 — {0} - R+

2tx! 2ex" =24 | x |2
2+ x 27 2 x )20 2+ ] x|

fle,xt.. xh =

Sa se arate cd, prin trecere la cit, f defineste o aplicatie neteda p a lui P"R in S”. Care e preima-
ginea prin p a polului nord (resp. sud)?

3) Folosind proiectia stereografica, sa se arate ca p induce un difeomorfism al lui P"R —
p_l (N) pe S —{N}. Cese poate spune in cazul n = 1?
Exercitiul 7.2.6. Sa se arate ca multimea

1
{(x,y,z,t)e[R4 ; x2+y2=zz+t2=§}

e o subvarietate a lui $3, difeomorfa cu varietatea produs S' x $!. Dati exemple de subvarietiti
ale lui §” difeomorfe cu (S')".

3. Teorema valorii regulate. Noi exemple

Notiunea care urmeaza e generalizarea celei date in capitolul despre suprafete. Cu
ajutorul ei vom putea produce noi exemple de varietati.

Definitia 7.3.1. Pentru o aplicatie diferentiabila de varietati f : M — N, vom spune
cd y € N e valoare regulatd a lui f daca dy f e surjectie pentru orice x din preimagi-
nea f~!(y) alui y. O valoare care nu e regulati se numeste criticd (se poate vedea si
Definitia 2.2, caz particular al acesteia).
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Daca N =R, o valoare a e regulata daca si numai daca rangul lui d, f = 1 pe prei-
maginea lui a, deci dacd, local, existd cel putin o derivatd partiald care nu se anuleaza.
Pe de altd parte, daca dim M < dim N, toate punctele lui N sint valori critice.

E clar c4, in conditiile de mai sus, rangul lui f e constant pe f~!(y). Acum putem
deduce din Teorema rangului un rezultat care produce noi exemple de subvarietati
(conform, de asemenea, si Propozitia 2.3 pentru care am dat o demonstratie directa):

Teorema 7.3.2. Fie y o valoare regulatd a lui f : M — N. Atunci f~'(y) e subvarietate
a lui M, de dimensiune m — n. In plus, T(f~'(y) = Kerd, f pentru orice x € f~1(y).
Demonstratie. Ca P:= f~!(y) e subvarietate rezulta din Teorema rangului.

Pentru a determin apsatiul tangent, observam cd, deoarece f e constanta pe P,
T, P e cuprins in nucleul diferentialei. Pe de alta parte, d, f e surjectiva, deci

dimKer(d, f) =dim TxM — dim TrN= dimM -dim N =dimP.

Rezulta ca T, P e un subspatiu al nucleului de aceeasi dimensiune cu acesta; trebuie sa
coincida. |

Observatia 7.3.3. Teorema lui Sard (vezi [Mi]; demonstratia depaseste cadrul si scopul
acestui carti) spune ca multimea valorilor critice e de mdsurd Lebesgue nuld in N, astfel
cd enuntul anterior e justificat: existd intotdeauna suficiente valori regulate.

Exemplul 7.3.4. Aratam ca SL(n) = SL(n,R) e subvarietate a lui GL(n) = GL(n,R). Vom
ardta ca functia det : GL(n) — R are rang constant 1. Atunci va rezulta ca SL(n) =
det (1) e subvarietate de dimensiune n? — 1. Trebuie verificat ca pentru orice matrice
nedegeneratd A, forma lineara

dadet: TAGL(n) — TgeyaR

are rangul 1. E suficient sd gasim o curba s(¢) in GL(n) cu s(0) = A si det(s(£))" # 0.
Definim s(#) ca fiind matricea obtinuta inmult{ind prima linie a lui A cu 1 + ¢, cele-
lalte elemente raminind neschimbate. Evident s(0) = A si det(s(t)) = (1+ ¢) det(A), deci
s(#) € GL(n) pentru ¢ suficient de mic. in plus, det(s(#))" = det(A) # 0 ceea ce incheie
demonstratia.
Exercitiul 7.3.5. Sa se arate cd grupul O(n) al matricelor ortogonale e subvarietate compacta de
dimensiune n(n —1)/2 a varietatii tuturor matricelor.

Cu cele de mai sus, vedem cd SL(n) si O(n) sint grupuri Lie, chiar subgrupuri Lie ale
lui GL(n). In general, este o problema dificild de decis dacd un grup Lie este subgrup Lie
al altuia (adica structura de varietate e cea indusa). Functioneaza urmatoarea teorema:

Teorema 7.3.6. (Cartan). Un subgrup care e multime inchisd intr-un grup Lie are o
unicd structurd de subgrup Lie.
Exercitiul 7.3.7. Dati exemplu de aplicatii diferentiabile f : M — N si valori critice y € N ale
cdror preimagini sint, totusi, subvarietati.
Exercitiul 7.3.8. Fie f :RZ - R, f(x, ) = x3+xy+ y3 +1. Sa se determine punctele A € R? pentru
care f1(f(A)) e subvarietate a lui R?.
Exercitiul 7.3.9. 1) Fie g o forma pdtratica de rang maxim pe R* si p : R* - {0} proiectia canonica.
Sa se arate ca p(q_1 (0)) e o subvarietate a lui p3 R, eventual vida.

2) Daci q are signatura (1,3) sau (3,1) atunci aceasti subvarietate e difeomorfa cu $2; iar
daci q are signatura (2,2), subvarietatea e difeomorfa cu P!R x PIR, i.e. cu S! x S1.
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Indicatie: 2) Alegind convenabil baza lui R%, cuadrica Q de signaturi (1,3) sau (3,1) este
multimea punctelor ale caror coordonate omogene verifica

x2+y2+zz—t2=0.
Deci ultima coordonati a oricdrui punct al cuadricei trebuie sa fie nenuld. Inseamnd cia Q e
inclusa in deschisul de coordonate Uy, difeomorf cu R? prin aplicatia
7y
ttt
E clar ca prin aceasta aplicatie imaginea cuadricei este S2. In al doilea caz ecuatia cuadricei in
coordonate omogene devine

[x,,2,t] — (

x2+y2—zz—t2:O
care, dupd o schimbare de coordonate, se mai poate scrie
XY-ZT=0.
Acum putem defini aplicatia f = (f1, o) : Q — P!R x PR prin

(X:Z2), pentru (X,Z2)#(0,0)

fl((X:Y:Z’TD:{ (T:Y), pentru (T,Y) # (0,0)

X:T), entru (X, 7T) # (0,0

f(X:Y:Z:T) :{ EZ: Y;, gentru EZ, Y; z E0,0?
Aplicatia e bine definita deoarece X/ Z=T/Y siX/T=Z/Y.
Exercitiul 7.3.10. Fie PC[Z] un polinom cu coeficienti complecsildentificind € cu R2, putem
vedea P ca o aplicatie diferentiabild de la R? la R%. Si se arate ci z € C e punct critic pentru P
dacd si numai daca P'(z) = 0.
Exercitiul 7.3.11. Fie N ¢ M o subvarietate si c : (a, b) — N o curba diferentiabild. Sa se arate ca
' (1) poate si nu fie tangent in fiecare punct la subvarietate.

In cazul in care m = dim M = dim N = n, o aplicatie f: M — N curg f = dim M se
numeste submersie. Tot din teorema rangului se obtine:

Corolarul 7.3.12. Fie f : M — N o submersie. Pentru orice x € M existd o hartd (U, ¢) in
Jurul lui x sio hartda (V,y) injurul lui f(x) astfel cd expresia locald a lui f este:

wofop l(xh,.. x™ =), x.

Altfel spus: local, o submersie se comporta ca proiectia canonica a lui R pe pri-
mele n coordonate.
Exercitiul 7.3.13. 1) Folosind forma locald a unei submersii deduceti ca o submersie e aplicatie
deschisd.

2) Daci m = n, atunci multimea f~1(y), y € N (numita fibrg) e discreti.

3) Sint aplicatiile de acoperire studiate in paragraful 3.3 submersii?

4. Teorema de scufundare a lui Whitney

Incheiem acest paragraf cu prezentarea unor rezultate generale de scufundare a
varietdtilor compacte in spatii euclidiene. Cu precizarea ca acestea se pot extinde (nu
usor!) sila cazul necompact, rezulta cd, principial, ar fi de ajuns studiul subvarietati-
lor spatiilor euclidiene. Din pacate, asa cum vom vedea, codimensiunea scufundarii
poate fi foarte mare, ceea ce reduce drastic aplicabilitatea practica a unor asemenea
rezultate. Importanta lor conceptuala este, insd, considerabila.
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Teorema 7.4.1. Orice varietate compactd se scufundd intr-un spatiu vectorial.
Demonstratie. Vom folosi aici rezultatele demonstrate in paragraful 3.2.2 consacrat
partitiei unitatii. Fie {(U;,¢;)}, 1 <i < N un atlas finit pe varietatea compactd M. Fie
V; o acoperire a lui M cu V; c U;, fie f; o functie test cu suportul in U; si f; lv,=1
pentru orice i. Atunci functia f;¢;, prelungita cu 0 in afara lui U; furnizeaza o functie
diferentiabila M — R™, m = dim M. Punem acum

F=(fl(plr---ny(erfly---JfN)-

E clar ca F: M — RN"*D ¢ netedi. Este, de asemenea, imersie: cum fiecare x € M
sta intr-un V;, al i-lea bloc al lui d, F este egal cu d,¢; care e bijectie deoarece aplica-
tiile de harta sint difeomorfisme locale. Pentru a vedea ca F e injectiva, presupunem
F(x) = F(y). Atunci, pentru orice i, f;(x) = fi(y). Exista un iy astfel incit f;,(x) # 0
(pentru ca V;-urile acopera M). Atunci x, y € Uj, si fi, (X))@, (x) = fi, (¥) i, () de unde
@i, (x) = @;,(y), deci x = y. Propozitia 7.1.2 incheie demonstratia. |

Schitam acum demonstratia pentru:

Corolarul 7.4.2. (Whitney, forma ,,usoard“) Orice varietate compactd n-dimensionald
se imerseazd in R*" si se scufundd in R*"*!,
Demonstratie. (dupa [GP].) Plecam cu scufundarea F a lui M in RN gasitd in Propo-
zitia anterioara. Pe aceasta o vom compune cu o proiectie ortogonala p, de-a lungul
unei directii convenabile v din R" astfel incit proiectia compusa cu F si fie inci imer-
sie (chiar injectivd daca vrem si obtinem o scufundare). In cazul favorabil, am gisit o
imersie (sau scufundare) in v+ = RN~1. Apoi iteram procedeul atita vreme cit putem
gasi proiectia necesara.

Consideram un produs scalar euclidian oarecare pe R". Pentru orice vector unitar
ve SV-1, fie p, proiectia ortogonala pe v*. Restrictia lui p, la F(M) e injectiva daca si
numai daca pentru orice x # y din F(M)

x—y#tv, oricarear fi reR (verificati!).

Cum alegem v? Sa presupunem ca p, o F nu e imersie. Atunci existd x € M si
w € TyM astfel incit dy(p, o F)(w) = 0. Cum p, e aplicatie lineara, aplicind regula
lantului rezulta p, o d,F(w) = 0. Cu cele de mai sus, rezulta ca d, F(w) = tv, pentru un
t € R. Dar F e imersie, deci dyF(w) # 0, asa ca t # 0. Ca acest lucru sa nu se intimple,
v trebuie ales in asa fel ca ecuatia dyF(w) = tv sa nu aiba o solutie (x, w) cu w # 0.
Altfel spus, trebuie ca aplicatia g : TM — RY prin g(x, w) = dF(w) sa nu il aiba pe
v in imagine (in caz contrar, g(x, Ly = dxF(% V) = ltdxF(v) = v). Dar, atita timp cit
dimRN = N = 2n = dim TM, Teorema lui Sard ne asigura ca multimea valorilor care
nu sint regulate pentru g e de masura nuli, deci exista v € RY valoare regulata pentru
g. Cum f e imersie, singura posibilitate ca v sa fie valoare regulata e sd nu se afle in
imaginea lui g.

In concluzie, daci alegem v valoare regulatd a lui g, atunci p, o F e incd imersie si
acest lucru e posibil dacda 2n < N.

La fel, ca p, o F sa fie injectiva, trebuie ca din p, o F(x) = p, o F(y) sa rezulte x = y.
Dar

pvoF(x)=pyoF(y)=>F(x)-F(y)=tv,teR.
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Cum F e injectiva, daca ¢ # 0, rezulta x # y. Din nou, ca acest lucru sa nu fie posibil, e
suficient ca aplicatia diferentiabild i1 : M x M xR — RY prin h(x, y, ) = t(F(x) - F(y)) sa
nu-l aibd pe v in imagine (altfel, h(x, y, lt) = v. Camai sus, deoarece dim(M x M x R) =
2n+1< N =dimR", Teorema lui Sard ne asigura ca putem gasi un astfel de v e RV. B



CAPITOLUL 8

Cimpuri vectoriale si tensoriale

1. Cimpuri vectoriale. Crosetul a doua cimpuri

Generalizam acum Definitia 2.7 la cazul varietatilor diferentiabile.

Definitia 8.1.1. i) Un cimp vectorial diferentiabil pe deschisul U < M este o aplicatie
diferentiabild X : U — T M astfel incit 7o X = Idyy. Vom nota X vectorul tangent valoare
a cimpului X in punctul x.

ii) Un cimp vectorial de-a lungul curbei c : [a, b] — M este o aplicatie diferentiabila
X :la,b] — TM astfel incit mo X = c.

Exemplul 8.1.2. Schitdm doua cimpuri vectoriale pe R?:

Sl NN LS
;] | L

. e - .
—y2 0 _ 4,10 =yl 0 4,20
X=x o X a2 X=x 6x1+x 0x?

Deocamdata vom lucra mai mult cu cimpuri vectoriale definite pe deschisi sau
chiar pe intreg M. E de remarcat ca se pot defini si cimpuri vectoriale pe multimi
inchise din M (un asemenea caz avem in punctul ii) al definitiei). Folosind partitia
unitatii se poate arata:

Propozitia 8.1.3. Orice cimp definit pe un inchis se poate prelungi (nu unic!) la un cimp
pe M. In particular, fixat v € T, M, existd un cimp X astfel ca Xy = v.

Nu vom da aici demonstratia propozitiei pentru ca ea nu e decit un caz particular
al unui enunt mai general despre sectiunile fibrarilor vectoriale; acesta va aparea in ca-
pitolul urmator. Vom nota & (U), respectiv & (M) multimea cimpurilor diferentiabile
pe U, respectiv M. Tinind seama de felul cum am construit structura diferentiabila a
fibratului tangent, deducem ca un cimp vectorial e diferentiabil pe U daca si numai
daca pentru orice x € U existd o harta (V,¢) in jurul lui x si functiile diferentiabile
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X1, ..., X™ e €°(V) astfel incit

i
Xluav=X"luav - —-
0x

Cum, pe de alta parte, vectorii tangenti actioneaza in mod natural asupra functiilor
€, obtinem urmadtoarea actiune a cimpurilor vectoriale asupra functiilor: pentru f €
E°WU)siXeX(U):

X(f) € €%°(U), datiprin X(f)(x) = X.(f).

Cititorul va verifica singur ca aceasta ultima proprietate poate fi luata, la rindul ei,
drept definitie a unui cimp vectorial.

Exercitiul 8.1.4. Consideram o varietate M descrisd ca f‘l(O) pentru o functie diferentiabila
f:R™ — R. Aratati cd un cimp vectorial X pe R" e tangent in x la M daca i numai daca Xx(f) = 0.
Aplicatie pentru f(x,y,2) = X2+ y2 -1siX=(x—- 1)% + xya% + xza%.

Propozitia 8.1.5. Inzestratd cu operatiile naturale (adunare si inmulgire cu functii di-
ferentiabile), & (U) are structurd de €°°(U) - modul.

Demonstratia, imediata, rezulta din definitie si din proprietatile vectorilor tan-
genti. De exemplu, suma X + Y se defineste prin actiunea sa asupra functiilor ca
(X+Y)(f) = X(f) + X(f) etc.

Pe modulul & (U) se defineste o inmultire specificd, numita croset (unele texte
adoptd denumirea de parantezd Poisson sau parantezd Lie — a doua este cea corectd).
Crosetul se noteaza [X, Y] si se defineste prin:

8.1 (X, Y1x(f) = Xx(Y(f) = Yx(X(f), xeU, fe€™W).
Cititorul se va convinge singur ca formula anterioara defineste un cimp vectorial.

Observatia 8.1.6. Crosetul are un caracter local: daca V < U e un deschis, atunci
(XIv,YIvI=I[X,Y]lv.

Vom vedea deocamdata proprietatile formale ale crosetului, aminind pentru mai
tirziu interpretarea geometrica.

E usor de vazut ca, inzestrat cu adunarea si cu crosetul pe post de inmultire, Z (U)
capata structura de algebra anticomutativa, deoarece, conform definitiei, areloc: [X, Y]+
[Y, X] = 0. Mai mult, algebra nu e nici asociativa, proprietate inlocuita de urmatoarea
identitate care se demonstreaza prin calcul direct, (simplu, dar trebuie facut macar o
datal):

Propozitia 8.1.7. Crosetul satisfaceidentitatea lui Jacobi:

(8.2) (X, Y], Z]+[[Z,X], Y] +[[Y, Z], X] = 0.

Definitia 8.1.8. O algebra reala a carei inmultire este anticomutativa si satisface iden-
titatea lui Jacobi se numeste algebrd Lie. Inmultirea unei algebre Lie se mai numeste
croget.
Exercitiul 8.1.9. Verificati ca urmatoarele multimi, cu operatiile indicate, sint algebre Lie:

1) Orice spatiu vectorial cu inmultirea banala: [v, w] = 0. O asemenea algebra Lie se nu-
meste abeliana.

2) Spatiul vectorial gl(n) al tuturor matricelor reale n x n cu crosetul (se mai numeste co-
mutator) [A,B] = AB—BA.
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3) R3 cu produsul vectorial pe post de inmultire.

Expresia locala a crosetului. Sa vedem acum care este expresia locald a crosetu-
lui. Fie X = X'd/0x', Y = Y/0/0x’. Atunci pentru orice f diferentiabild pe respectivul
domeniu de coordonate avem:

0
(X, Y] () = X! (x) |x(Y]6f]) Y](x)— |x(X’—f)—
oY/’ of i 2f
X()( |x6 j|x+Y (x)axiaxf |x)_
0X of : o’ f
Y]( )(_ Iy = O [x +Xl(x)axiaxj |x)
Punind aici, in locul lui f, functia coordonata xk gdsim:
vk
[X,Y] = X' (x )_|x_Y](x)_|xr

deci avem:

(X, Y] =

;ovk axk) 4
— Y] - = | -
ox! ox/ | oxk
Particularizind aici X = 4/dx’, Y = 8/0x/, obtinem imediat:
Corolarul 8.1.10. Orice doud cimpuri din baza canonicd au crosetul nul:
o o0
dxi’ 0x/

Observatia 8.1.11. Se vede astfel ca orice doud cimpuri elementare satisfac regula de
comutare a derivatelor partiale prezisa de Teorema lui Hermann Schwarz, iar crosetul
adoud cimppuri arbitrare masoard abaterea lor, privite ca , derivari partiale”, pe directii
diferite, de la aceasta Teorema.

in fine, urmitoarea relatie va fi utila:
Exercitiul 8.1.12. Pentru orice f,g € €°°(U) si X,Y € Z (U) avem:

(8.3) [fX,gY]=[glX,Y]+[X(Y -gY(f)X.

Exercitiul 8.1.13. Pe R? se dau cimpurile vectoriale:
X=z 0 9 Y—xa—za Z= a—xa
Ty Ve T T8z fax Yox Yoy

1) Sd se arate ca cele trei cimpuri sint linear independente peste R. Fie E spatiul vectorial
real generat de ele. Sa se arate cd E e inchis la croset.
2) Fie ¢ : E — R3 data prin:

p@aX+bY +cZ)=(a,b,c).
Sd se arate cd ¢ e izomorfism si
e[V, W]) = (V) xp(W),

unde x noteaza produsul vectorial din R3.
Exercitiul 8.1.14. Sd se arate cd [X, Y] = 0 pentru orice Y dacd si numai dacd X =0.
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Exercitiul 8.1.15. Fie A o matrice patrata n x n, cu elemente reale. Ea determina cimpul vectorial
(linear) o pe R” prin «/x = A-x, pentru orice x € R”. Aratati ca [«/, ]y = —(AB—BA)-x (crosetul
a doua cimpuri lineare e opusul comutatorului matricelor care definesc cimpurile).

Exercitiul 8.1.16. Determinati X € %(R3) care satisface ecuatiile: [%,X] =Xsi [%,X] =X.

O interpretare geometrica a crosetului. Fie P un punct dintr-o vecinatate U cu
a a

coordonate (x’) si cimpurile X = ai(x)ﬁ siY = b"(x)ﬁ pe U. Fie t — x!(t) curba
integrala a lui X prin P, astfel incit P corespunde lui x*(0). Orice alt punct Q de pe
curba integrald consideratd, suficient de aproape de P, va avea coordonatele legate de
cele ale lui P in felul urmator:
yi :xi(t) =xi(0) + mi(x)+ t—za—al.aj +--
2! 0xJ
unde am neglijat termenii de ordin superior lui 2. Pentru simplitate, vom scrie formula

de mai sus sub forma:
!

aa
y=x+ m(x)+t27.

Imaginam trecerea de la P la Q ca o deplasare de-a lungul curbei integrale a lui X prin
P (altfel spus, in directia cimpului X). Din Q, ne deplasam intr-un alt punct apropiat,
R, dar pe directia lui Y, adica pe curba integrala a lui Y prin Q, parametrizata cu para-
metrul s (nu e nici un motiv ca cele douad curbe integrale sa fie parametrizate la fel). Ca
mai sus, coordonatele lui R vor fi:

b'b
z=y+ sb(y)+s27.

Acum ne intoarcem: mergem din R pe curba integrala a lui —X prin R (care e aceeasi
cu cea alui X, dar parcursa invers), parametrizata tot cu ¢, pind in S care va avea coor-

donatele:
!

aa
w=z—ta(z)+t27.

De aici ne deplasam pe curba integrala a lui —Y prin S pind in T care va avea coordo-

natele:
!

b'b
u= w—sb(y)+527.

intrebarea e daca T coincide cu P, punctul de
plecare, adica daca paralelogramul infinitezimal
se inchide sau nu. Pentru a raspunde, trebuie sa
calculam coordonatele u in functie de cele ale
lui P. Avem (atentie: cind vom scrie, de exem- T
plu, b(w) vom considera doar cantitatile pina la

ordinul al doilea, adicd vom scrie b(z — ta(z))):

b'b ! b'b
u=w-sb(y) +527 =z—-ta(z)+ tZ% —sb(z—ta(z)) +527.



1 CIMPURI VECTORIALE. CROSETUL A DOUA CIMPURI 149

Dezvoltam in serie Taylor (ca functie de 1) b(z — ta(z)) si ludm numai termenii de pina
la ordinul intii:

b(z—ta(z)) =b(z)—tb' (z)a(z) +---

Inlocuim mai sus si, reluind de inca doua ori procedeul, gasim:
,aa ., Lbb
u=z-taz)+t T—Sb(z)+stb a+s >
b'b ! b'b
=y+sb(y) +327 —ta(y+sb)+ IZ% —sb(y+sb) +stb’a+s27
!
=y—ta(y)—tsa'b+ tzg +stb'a

! aa

ada
=x+ta+ IZT —ta(x+ta)—tsa' b+ tzT +stha
=x—tsa'b+sth a.

Revenind la notatiile complete, am aratat ca punctul T are coordonatele:

Recunoastem in coeficientul lui st componentele locale ale crosetului [X, Y], deci T se
afld pe curba integrala a cimpului [X, Y] prin P. Altfel spus, crosetul [X, Y] reprezinta
obstructia la inchiderea paralelogramului infinitezimal PQRT.

Actiunea unei aplicatii diferentiabile asupra unui cimp vectorial. Fie acum f :
M — N o aplicatie diferentiabila. La sfirsitul paragrafului trecut am definit diferentiala
f«=df:TM — TN. Este normal sa ne intrebam daca d f nu induce si o actiune intre
algebrele Lie ale cimpurilor de vectori pe M, respectiv N. Cum am putea proceda?
Dacda X € Z'(M) si y € N, ar fi natural sa punem

(84) df(X)y = dffl(y)fofl (J’)

Dar o asemenea definitie are sens numai daca f e difeomorfism. Deci, un difeomor-
fism induce, intr-adevar o actiune asupra cimpurilor de vectori prin formula (8.4). Ti-
nind seama ca un cimp vectorial actioneaza asupra functiilor, din (8.4) obtinem:

dfX) (@) (y) = Xp-1( (o f) = X(@o N ),
sau inca, renuntind la argumentul y:
8.5) dfX)(@)o f=X(po f).

In general, atunci cind f nu e un difeomorfism, avem urmitoarea notiune:

Definitia 8.1.17. Fie f: M — N o aplicatie diferentiabila. Cimpurile X € Z' (M), Y €
Z (N) se numesc f -corelate daca diagrama
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af

™ TN

f

M N

e comutativa.

Observatia 8.1.18. Daca f e difeomorfism, atunci X si d f(X) sint f-corelate.
Exercitiul 8.1.19. (i) Fie f : R — R2, f(f) = (cost,sinf). Aratati cd d/dt € Z (R) e f-corelat cu
x% —yL ex®?).

(ii) Fie f:R— SY, f(1) = (cost,sin ). Aratati ca t% nu e f-corelat cu nici un cimp pe S*.
Propozitia 8.1.20. f : M — M’ o aplicatie diferentiabild, X,Y € Z (M), X', Y' € Z (M').
Dacd X e f-corelat cu X' si Y e f-corelat cu Y’ atunci[X, Y] e f-corelat cu [X', Y'].
Demonstratie. Vom aritaca dfo[X,Y]=[X',Y']o f. Este o egalitate de cimpuri vec-
toriale pe M’, deci, pentru a o proba trebuie vazut ca cei doi membri actioneazi la fel
pe functii din €°°(M’). Fie, deci, x € M si ¢ € €°°(M’). Trebuie demonstrat ca

af(x, YD) =X, Y'l()
adicd, pentru orice x € M:
A f(X, Y1) = X, Y] 5o ().
Nu trebuie decit sd aplicam definitiile:
dyf(X, Y])(@) = [X,YIx(pof)

= Xx(Y(pof)) - Yx(X(po[f))
= Xe((dfoY)()— Yx((dfoX)(p))
= X (Y'(@of)-Ye(X'(¢)of)
= df(X)Y' (@) —df (V)X ()
= Xy (Y (@) = Yy (X (@)
= [X/, Y’]f(x) ().

2. Cimpuri invariante pe grupuri Lie. Algebra Lie a unui grup Lie.

Date un difeomorfism f si un cimp vectorial X pe o varietate M, putem fabrica
imediat cimpul d f X, definit prin d f X (x) = dg-1(,) fXf-1(,). Daca acesta coincide cu
X, adicd d fX = X, atunci spunem ca X este invariant fatd de f. Nu e obligatoriu ca
asemenea cimpuri sa existe pe orice varietate. Dar pe grupuri Lie ele exista din belsug
si pot fi construite cu ajutorul translatiilor stingi sau drepte.

Definitia 8.2.1. Un cimp vectorial pe grupul Lie G se numeste sting invariant daca
pentru orice a, b € G are loc egalitatea

daLpXa = Xpa-
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Asemanator se definesc cimpurile drept invariante.

Se vede din definitie ca orice cimp sting invariant e Lj-corelat cu el insusi, pentru
orice b € G. Atunci, din Propozitia 8.1.20, crosetul [X, Y] a doud cimpuri sting invari-
ante e Lj, corelat cu el insusi:

Propozitia 8.2.2. Crosetul a doud cimpuri sting (respectiv drept) invariante este un

cimp sting (respectiv drept) invariant.

Corolarul 8.2.3. Multimea L(G) (respectiv R(G)) a cimpurilor sting (respectiv drept)

invariante pe un grup Lie G este o subalgebrd Lie reald a lui Z (G).

Exercitiul 8.2.4. Ardtati cd L(G) si R(G) sint izomorfe ca algebre Lie.

Definitia 8.2.5. L(G) se numeste algebra Lie a grupului G si se mai noteaza cu g.
Aceastd structura de algebra Lie poate fi transportata pe spatiul tangent in origine

TeG. Iata cum: plecind cu un vector ¢ € T, G, putem defini un cimp sting invariant prin

formula Xg =d.L,(¢). Reciproc, daca X € L(G), atunci 1i asociem vectorul X, € T,G. E

usor de vazut ca cele doud asocieri sint reciproce, deci T, G si L(G) sint in bijectie. Co-

respondenta aceasta e clar izomorfism de spatii vectoriale reale. Cu ajutorul ei definim

acum o multiplicare de algeba Lie pe TG prin

(Em =X, X", &neT.G.

De acum incolo, cind vorbim de algebra Lie a unui grup Lie, ne referim, fara distinctie,
la L(G) saula T,G cu structura tocmai descrisa.

Exercitiul 8.2.6. Constructia anterioara se poate reface pentru translatiile drepte, obtinindu-se
un alt croset pe TG, notat [f,n]R. Aratati ca [{,n]R =-[&nl.

Exemplul 8.2.7. Algebra Lie a lui GL(n) este gl(n), algebra tuturor matricelor patrate
n x n cu crosetul [¢,n] = én—né. Intr-adevir, ca spatiu vectorial, gl(n) este izomorf cu
[R”z; cum GL(n) este deschis in gl(n), este clar ca L(GL(n)) = T.GL(n) = gl(n) ca spatii
vectoriale. Rimine si identificim crosetul de algebra Lie. Fie ¢ € L(GL(n)). fi atasdm un
cimp pe GL(n) prin Xf‘ = A¢ (simpla inmultire de matrice). Tinind seama ca translatiile
stingi pe GL(n) actioneaza tot prin inmultire de matrice, L4 B = AB si sint, in particular,
lineare (deci coincid cu diferentialele lor), avem

(daLp) Xy =BX{=BAS=X},.
deci X¢ e sting invariant.
Acum vom face un calcul local. Fie x; j coordonatele pe GL(n,R), adica x;;(A) =
a;j, unde A = (a;;). In plus, datorita identificarii gl(n) = R"™, componentele locale ale

unui vector tangent ¢ € Ty, GL(n) sint chiar componentele matricei (¢;;), adica ¢ (x;;) =
¢;j. Atunci

(X6, XM ) (A) = X5 (X7 (x)) = XX ().
Pe de altd parte,
X6 ) (A) = X (xi) = di, La(©) (xij) = E(xijo La)

si
XijoLa(B)=x;j(AB) = Zx,-k(A)xkj (B), pentruorice B € GL(n,R),
k
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deci
xijoLa=Y) Xi(A)xg,
k
astfel ca
X4 ) (A) = Y xie(AE(xij) = Y xic(A)égj dec X6 (xij) = Y xid.
k k k
Rezulta

(X5, XM (xi ) (A) = X, (inknkj) - X (Z xikfk,-) =) (Xf,(ximk,- —XZ(xik)fk,-),
k k k
deci, in A = I,,, obtinem
(X4, XM, (xi)) = Y Eixnej —Nikde) = Xi5En—n0é) = [,
k

si crosetul de algebra Lie pe L(GL(%,R)) coincide cu comutatorul obisnuit de matrice.

Observatia 8.2.8. Dacd G e grupul aditiv subiacent unui spatiu vectorial real V, atunci
T,V se identifica cu V si orice cimp sting invariant X", v € V = T,V e constant, adica
X} = v. Atunci crosetul de algebréa Lie devine trivial (cimpurile constante au derivata
nuld): [u,v] = 0 pentru orice u,v € V. in particular, acest lucru e adevarat pentru
(R",+).

Exercitiul 8.2.9. O algebra Lie in care crosetul oricaror doua elemente e nul se numeste abe-
liand. Am vazut ca algebra Lie a grupului abelian (V,+) e abeliand. E adevarat, in general, ca
algebra Lie a unui grup Lie abelian e abeliana?

3. Grupul local cu un parametru asociat unui cimp vectorial

In capitolul al II-lea, dupa Definitia 2.7, am explicat care e legdtura dintre cimpuri
vectoriale (in R?) si ecuatii diferentiale, prin intermediul notiunii de curba integrala.
Reluam acum aceasta discutie, intregind-o.

Definitia 8.3.1. Fie X un cimp vectorial pe M. Curbanetedd o : I — M e curbd integrald
pentru X daca

(8.6) o' (t) = X, teL
Ne aducem aminte c4, prin definitie,

d
! —
o(t) = da(—ds [£).

Astfel c4, fixind un sistem de coordonate (U; x!,..., x™) in jurul lui x € M, presupunind
il

cdlelsio0)=x,caX|y= Xiﬁ' conditia (8.6) devine:
d(xlo0) 0 i 0
“ds l¢ ﬁ loy=X (U(t))ﬁ lo(z) -

Deci o e curba integrald a lui X daca si numai daca e satisfacut sistemul de ecuatii
diferentiale ordinare:

dot ; . 1
8.7) W:X (o), i=1,...mteoc (U),
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unde o = x’ 0 0. Pentru a merge mai departe avem nevoie de transcrierea in limbajul
varietatilor a unor rezultate de ecuatii diferentiale, aplicabile sistemului de mai sus. Le
vom grupa in doud teoreme ale caror demonstratii le vom schita numai (cf. [Wal).

Teorema 8.3.2. Fie X cimp diferentiabil pe varietatea M. Pentru orice x € M existd
a(x),b(x) e RU{+oo} §i curba netedd

ox:(a(x),bx) —M

astfel incit :

1) 0 € (a(x), b(x)) §io(0) = x.

2) 0 ecurbd integrald a lui X.

3) Dacdy : (c,d) — M e o altd curbd care satisface proprietdtile 1), 2), atunci (c,d)
(a(x),b(x)) siy =0 la)-

Demonstratia este doar o aplicatie directd a teoremei de existenta si unicitate pen-
tru sistemul de ecuatii (8.7) (0(0) = x reprezinta conditia initiala care transforma sis-
temul intr-o problema Cauchy), a existentei intervalului maximal de definitie etc. (cf
[Mi]). Inainte de a continua, avem nevoie de urméitoarea notiune fundamentala

Definitia 8.3.3. Pentru orice 7 € R fie
2:={xe M| € (a(x), b(x)}
si aplicatia X; definita pe &, prin:
Xi(x) = 0x(0).

X, se numeste curentul local sau fluxullui X 1.

w traiectoria prin X;(X)

T
\
\

m traiectoria prin x

1
!
7

Exercitiul 8.3.4. 1) S se calculeze fluxul cimpului aX + bY + cZ din Exercitiul 8.1.13.
2) Sa se calculeze fluxul unui cimp fundamental local 6/ oxt.
3) Calculati fluxul cimpurilor din Exemplul 8.1.2.
4) Calculati fluxul cimpului X = x? a%l pe RZ.

Proprietdtile curentului local sint cuprinse in :

Teorema 8.3.5.

1) Pentru orice x € M existd o vecindtate deschisda V si un € > 0 astfel incit aplicatia
(t,y) — X;(y) edefinitd si de clasd € pe (—¢€,€) x V cu valoriin M.

2) 9; e multime deschisd pentru orice t.

U092 =M.

4) X;: Dt — D_; edifeomorfism, cu inversa X_;.

lintotdeauna ¢, s vor fi parametri reali, iar x, y, z puncte de pe varietate; deci nu este pericol de confuzie
intre Xy, valoarea cimpului X in punctul x € M si X, curentul local al lui X.
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5) Pentru orice numere reale s, t, domeniul lui X;o X, e cuprins (in general strict)
in Ds:. Domeniul lui X o X; este exact D, dacd s §i t au acelasi semn. Mai mult, pe
domeniul lui X;o X; are loc relatia:

(88) Xszt:X5+t-

Demonstratie. 1) e consecinta a teoremei de dependenta diferentiabila a solutiei in
raport cu conditia initiald. Demonstram acum 5). Fie € (a(x), b(x)). Atunci s — o (t+
s) e tot o curba integrald a lui X, dar cu conditia initiala o, (?) si cu interval maximal de
definitie (a(x) — t, b(x) — t). Teorema 8.3.2, 3) implica egalitatea

(a(x) —t,b(x) — 1) = (alox (1), b(ox(1)))
si, pentru orice s in acest interval:
(8.9) O, (n(8) =0x(t+59).

Daca x e in domeniul lui X; o Xy, atunci ¢ € (a(x), b(x)) si s € (a(ox(1)), b(ox(1))), astfel
cd s+t € (a(x),b(x). In concluzie x € @, , si (8.8) rezulta din (8.9).

Pe de alta parte, pentru cimpul X = 8/0x' pe R?\ {(0,0)}, se vede usor (verificati!)
cd domeniul lui X_;0X e strictinclus in 9. Daca, totusi, st > 0si x € D4, adicd s+t €
(a(x), b(x)), atunci t € (a(x), b(x)) ceea ce implica s € (a(ox(1)), b(o(1))). Urmeaza ca
x sta in domeniul lui X o X;.

Proprietatile 2) si 4) sint triviale dacd t = 0. Vom presupune ¢ > 0, demonstratia
fiind identica in cazul f < 0. Fie x € &;. Din 1) si din compacitatea intervalului [0, ]
rezulta existenta unei vecindtati W a lui o,([0, ¢]) si a unui € > 0 astfel incit aplicatia
(t,y) — X;(y) e definita si de clasa € pe (—¢,¢€) x W. Acum alegem un n € N destul de
mare ca t/ne (—¢,¢). Fiea; = Xyn lw, Wi = al’l(W) si, inductiv,

-1 .
ai:Xt/nh/Vi_]r Wi:ai (Wi—l)) [=2,...,n.

E clar ca a; e de clasa €*° pe W;_; ¢ W. Rezulta ca Wj, e un deschis care il contine pe
x deoarece
Xeino-oXpyn(x)=0x(t) eW
nori

Mai mult, conform punctului 5),
(8.10) aro--oanlw,=Xilw,,

astfel cid W, € 2. In concluzie 2; e deschisi, adici 2).
Cit priveste 4), X; e bijectie intre 2, si 2_;, cuinversa X_; si e €*° conform relatiei
(8.10). [ ]

Definitia 8.3.6. Un cimp vectorial X se numeste complet dacda 9; = M pentru orice
t € R, i.e. domeniul oricdrei curbe integrale o este R.

Pentru un cimp complet, transformarile {X;} care determina curentul local for-
meaza un grup (Teorema 8.3.5) parametrizat dupd R. De aceea X; se mai numeste, in
acest caz, grupul local uniparametric generat de X. Daca X nu e complet, X; formeaza
un pseudogrup local uniparametric. In general avem:
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Definitia 8.3.7. O aplicatie @ : R x M — M diferentiabila se numeste grup local unipa-
rametric pe M daca:

i) pentru orice t € R, aplicatia a;: M — M, a;(x) = a(t, x) este difeomorfism;

ii) Pentru orice x € M, aplicatia ay : R — M, a,(t) = a(t, x) este de clasa € si
ax(0) = x;

iii) Pentru orice s, € R, asoa; = Agys.

Am vazut cd orice cimp genereazd un pseudogrup de transformari cu un parame-
tru. O reciproca partiald este, de asemenea, adevarata:

Propozitia 8.3.8. Orice grup uniparametric de transformdri ale lui M determind un
cimp vectorial pe M. Transformdrile din pseudogrupul de transformdri generate de
acesta sint restrictii ale celor din grupul uniparametric de plecare. In particular, existd
o bijectie intre multimea grupurilor locale uniparametrice si multimea cimpurilor vec-
toriale complete.

Demonstratia este simpld. Nu avem decit sa definim X, = aS,(O) si sd aplicam, din
nou, teorema de dependenta diferentiabild a solutiei in raport cu conditiile initiale.

In cazul generic, un cimp vectorial nu e complet. Pentru a ne convinge e suficient
s consideram X = 4/0x! pe R2 — {(0,0)}: intervalul maximal de definitie al unei curbe
integrale prin (a,0) este (—a,o0). in schimb:
Teorema 8.3.9. Un cimp vectorial cu suport compact e complet.
Demonstratie. Acoperim supp X cu deschisii Uy, ..., U, astfel incit curentul local X;
sa contina transformarile

X! (g e)xUi—=M, i=1,...,r
Fie Uy = M—suppX. Uy e deschisd si X |7,= 0. fi asociem
XV:RxUy—M, X(x)=x.

Cum {U;} acopera M si X ; concorda pe intersectiile U; n U; am obtinut un curent local
generat de X. Punind € = min; <;<, €; putem obtine aplicatia

(8.11) Q:(-g,e) xM—-M

care face parte din curentul local. Acum demonstratia va rezulta din:

Lema 8.3.10. Dacd curentul local contine un element de forma (8.11) cu € > 0 atunci X
e complet.
Fie r e R. Alegem k € Z si r € (—¢/2,€/2) astfel incit t = r + ke/2. Pentru x € M
definim
D_gpo---0oD_gp0d,(x), pentruk <0
—

kori
®,x)={ Pr0), pentru k=0
Dejpo-+ 0Dy 0@, (X), pentru k>0

Sa ardtdm cd ¢, e bine definita. Presupunem ¢ > 0 (cazul ¢ < 0 se trateaza similar) si

r+kel2=t=s+qel2,
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cur,se(—€/2,e/2). Rezulta r—s e (—¢,¢),deci g—k = —1,0sau 1. Daca g—k = 0, atunci
r = s i totul e in regula. Fie g — k = 1 (cazul celdlalt e asemdnator). Atuncir —s = €/2,
O =0 p0D; si
Dgp0--0Pgrp 0D (X) = Dgjp0---0Dgyp 0D (x).
kori k+1=q ori

Acum, dupa ce am vazut cd e bine definitd, e imediat ca ®,(x) e o curbd integrald prin
X pentru orice x € M. Aceasta incheie demonstratia. |

Corolarul 8.3.11. Pe o varietate compactd orice cimp vectorial e complet.

Propozitia 8.3.12. Fie f un difeomorfism al lui M si X € X (M), X; curentul sdu local.
Atunci curentul local al lui d f (X) este fo X;o f~1.

Demonstratie. Se verifica intii cd fo X, o f~! este un grup local cu un parametru, deci
genereazd un cimp vectorial. {i cercetam curbele integrale. Fie x € M. Deoarece X )

e tangent la curba Xt(f‘1 (x) in f‘1 (x), vectorul
(@fX)x = dfp19Xf100
va fi tangent la curba
c®)=foX,(f'(x)=foXof (%)

ceea ce trebuia demonstrat. [ ]

Corolarul 8.3.13. Pentru orice t pentru care e definit, dX;(X) = X (pentru cd X; =
Xe X X7H).
Exemplul 8.3.14. Aplicatia

2

D(t, (xl, xz)) = (x1 cost—x“sint, x'sinr+ x%cos 1)

defineste un curent global pe R?: orbita unui punct (x!, x?) este cercul de raza v/ (x1)2 + (x2)2;
altfel spus, acest curent e asociat grupului rotatiilor planului. Cimpul vectorial asociat
se obtine derivind coordonatele cimpului:

d .
X! = —Io(x1 cosf— x?sin 1) = —x2,

dt
. d 1. 2 1
X°——Jo(x sint+x“cost) =x".
dt
Avem deci X = —x22%; + x1 2%,
R 0x 0x
In schimb, cimpul vectorial X = (xH? 6%1 + x!x? & produce curentul local
x! x?

d(t, (x*, x%) = (

1—txt’ l—txl)’

deci X nu este complet.

Exercitiul 8.3.15. Cum GL(n) e deschis in .4 (n, n), avem TGL(n) = GL(n) x .4 (n,n). Definim
cimpul vectorial pe GL(n) prin A— (A, A%). Determinati curentul sau local.

Exercitiul 8.3.16. Folositi curentul local al unui cimp vectorial (pe care trebuie sa il alegeti) ca
sa demonstrati cd pentru orice r,r’ > 0 si x,y € B(0,r) ¢ R", existd un difeomorfism ¢ al lui R"
cu proprietitile: f(x) =y si f(z) = z pentru orice z cu || z| = r'.
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Trecind pe varietdti, ardtati cd orice x € M admite o vecindtate V cu proprietatea cd pentru
orice y € V, exista un difeomorfism ¢ al lui M astfel incit ¢(x) = y.

In particular, dacd M e conexa, deduceti ca grupul difeomorfismelor lui M actioneaza tranzi-
tivpe M.

Mai mult: dacad dim M > 1, atunci pentru orice k si orice (x1,...,Xg), (¥1,..., Yx), puncte din
M cu x; # y;, existd un difeomorfism v al lui M astfel incit w(x;) = y;, pentruoricei = 1,2,..., k.

4. Subgrupuri cu un parametru ale unui grup Lie. Aplicatia exponentiala

Am vazut ca oricdrui cimp vectorial pe o varietate i se asociaza, cel putin local, un
grup cu 1 parametru. Atunci cind varietatea e un grup Lie si cimpul e sting invariant,
obtinem informatii mult mai precise.

Fie, deci, G un grup Lie. Numim subgrup cu 1 parametru al lui G orice omomor-
fism €°° de grupuri ¢ : R — G. Iatd, in continuare, legatura dintre aceastd defini-
tie si cimpurile sting invariante. Fie ¢ € g si X° cimpul sting invariant asociat (prin
Xé = d.L,(&)). Fie y'f : R — G curba integrala (unica!) a lui Xx¢ prin e: y‘t(O) = e,

EVirey — v
00 =X,

Propozitia 8.4.1. y° e un subgrup cu un parametru, adicd
Y+ 0 =17 .

Intr-adevir, ambii membri ai egalititii de demonstrat sint egali cu ¥ (s) in ¢ = 0 i,

deoarece X¢ e sting invariant, ambii satisfac aceeasi ecuatie diferentiala: o’ (f) = X(‘;( .

Tot datorita invariantei la translatii stingi rezulta si ca domeniul lui y* e R, in particular:
cimpurile sting invariante sint complete.

Definitia 8.4.2. Aplicatia exponentiald exp: g — G e definitd prin
exp(§) =1* (1).

Urmatoarea propozitie rezuma proprietatile aplicatiei exponentiale:
Propozitia 8.4.3.

1) exp(t&) = Y4 (t) pentru orice t € R.

2) exp(t; + )¢ = exp(t1&) exp(t2€) pentru orice ty, tr € R.

3) exp(—t&) = (exp(té))‘1 pentru orice t € R.

4) Grupul cu un parametru al lui X¢ se exprimd cu ajutorul translatiilor drepte
prin formula Xf = Rexp(1¢)-

5) Aplicatia exponentiald e € si diferentiala ei in 0 € g este identitatea. In parti-
cular, exp aplicd difeomorf o vecindtate a lui0 € g pe o vecindtate a luie € G.
Demonstratie. Aratam intii ca

(8.12) Yo (ts) =y (s).

Punind aici s = 1 rezulta 1). Pentru a dovedi (8.12), vom arata ca ambii membri ai
egalitatii, vazuti ca functii de s, sint curbe integrale ale lui X* prin e, deci, datorita
unicitatii curbei integrale, trebuie sa coincida. Pentru membrul drept nu e nimic de
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demonstrat, pentru cel sting calculam derivata:

d
dy* (t—ls) = X,

_ _ o
Fisn = el =deLye(on (1) = X

yosn”
Acum 2) si 3) rezulta din 1) si din Propozitia 8.4.1. Pentru fluxul lui X¢ avem:
Xf(a) = aXf(e) (din invarianta la stinga) = ay‘f(t).

Formula doritd rezulta acum din 1). Pentru 5), identificam g cu T, G, deci Typg se poate
identifica cu g (spatiul tangent in orice punct la un spatiu vectorial se identifica cu
spatiul vectorial respectiv). Atunci dexp : g — g. Definim acum cimpul vectorial V pe
Gxgprin V¢ = (X,‘;,O) € T,G x T¢g. V e diferentiabil si, conform lui 5), curentul sau
local e V;(a, &) = (aexp(tf),&). Rezulta ca V e complet si V7 e definit si diferentiabil pe
G x g. Acum, dacd notam cu = proiectia (diferentiabild!) a lui G x g pe G, putem scrie
expé =moV(e,¢), deciexp e diferentiabild. Calculam acum dyexp(¢) = % ls=0 €xp(sé) =

(Yf)'(O)Zngf, deci dyexp =1g. -

Am vazut ca exp(z¢) e un subgrup uniparametric pe G. Mai mult: putem arata ca,
reciproc, orice subgrup uniparametric e de aceasta forma:

Propozitia 8.4.4. Fie y(t) un subgrup cu un parametru al lui G. Atunci exista € g
astfel incity =y*.

Demonstratie. Avem y(0) = epentrucay: R — G e homomorfism. Vom ardtacay = y‘f
cu ¢ = y/(0). Pornim cu relatia y(t + s) = y(t)y(s) pe care o derivam in raport cu s, in
s=0:

'(t)—iL (8)ls=0 = deLy(1yY'(0) = X°
Y = Is y(0)Y(S)s=0 = deLyr)Y = Ay

deciy = y*, ambele fiind egale cu ela ¢ = 0. |

Exercitiul 8.4.5. Fie G, G2 doua grupuri Lie. Aratati ca L(Gy x G2) = g1 x g2 si aplicatia exponen-
tiald a produsului este ({1,¢2) — (exp; ({1), expy (£2)).

Exemplul 8.4.6. Aratam ca exponentiala lui GL(7) coincide cu exponentiala obisnuita
a matricelor, ceea ce si justificd denumirea. Pentru orice A € L(GL(n)) = gl(n), aplicatia
)/A :R — GL(n) data prin

o) ti .
YA(t) — Z ._'Al
=0 L

satisface relatiile

e} i-1 .
YAo =1, oNw= ;omAl =yA(A,

deci y# e un subgrup cu un parametru. Atunci, conform celor demonstrate anterior,
exp(A) = yA(1) = X2, 4- = .

Exemplul 8.4.7. Determiniam acum algebrele Lie ale grupurilor SL(n) si O(n). In pri-
mul caz, am vizut ci det : GL(n) — R e o submersie (Exemplul 7.3.4) si SL(n) = det ™! (1).
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Rezultd de aici ca T7,SL(n) = Ker dj, det. Pentru calculul derivatei lui det avem de cal-
culat

% det(I,, + AC)|1-o.
Folosind identitatea pentru polinomul caracteristic
det(I, +AC) =1+ AtrC+---+ A" detC,
rezulta % det(I, + AC)|j=¢ = trC. Am obtinut:
sl(n) := T7,SL(n) = {C € gl(n) | trC = 0},

cu crosetul uzual pe gl(n). Sd mai observam ca o matrice n x n de urma nula e descrisa
den®-1 parametri, deci dimSL(n) = nz-1.

Grupul ortogonal poate fi si el descris ca preimagine de valoare regulatd, anume
pentru aplicatia ¢ : GL(n) — S(n) = {A € gl(n) | A= A"}, p(A) = AA’. E clar cd O(n) =
@~ 1(I,,). Aratam ca I, e valoare regulata a lui ¢. Pentru A € O(n), avem

(dap)B=AB'+BA'

care e surjectie: pentru orice C dat, B = %CA satisface (da@)B = C. Ca mai sus, pentru
adetermina algebra Lie a lui O(n) determindm spatiul tangent in I, iar acesta este egal
cu nucleul diferentialei lui ¢: obtinem multimea matricelor antisimetrice:

o(n):=T;,0(n)={Cegl(n)| C+C"=0}.

In particular, rezulti de aici cad dimO(n) = %n(n -1).

Exercitiul 8.4.8. Aratati cd grupul special ortogonal SO(n) := O(n) NSL(n) este un grup Lie conex,
de dimensiune %n(n —1), care are aceeasi algebra Lie ca si O(n).

Exercitiul 8.4.9. Ardtati ca SL(2) e difeomorf cu S 1y R2. (Indicatie: Notati aj1 = x—u, ajp =
v—-y, az1 = V+Y, axp = X+ u; aratati ca e vorba despre o schimbare de variabild pe multimea
matricelor (2,2). Definiti apoi aplicatia S! x R2 — SL(2) prin (0, a, b) — (x = Va2 + b2 cos0, y =
V' a? + b?sin0, u = a,v = b) e un difeomorfism.)

Exercitiul 8.4.10. Fie ¢ : G — H un morfism (diferentiabil) de grupuri Lie. Ardtati cd ¢ oexp =
exp od.Aplicati acest rezultat pentru G = GL(n), H = {—1,1} si f = det pentru a obtine formula

dete? =e™,  Acgl(n).

Exercitiul 8.4.11. Aratati direct ca daca A e o matrice antisimetricd, atunci e’ e ortogonala.
Exercitiul 8.4.12. Aratati ca, date matricele A, B, exista matricele C si D astfel incit:

A

eAeB = eA*B 1 ClA, BID,

unde [A, B] = AB - BA.
Observatia 8.4.13. Descriem acum o metoda generala de lucru pe grupuri Lie. Dife-
rentiala in a € G unei functii sau aplicatii f definite pe G se calculeaza luind o curba
arbitrard o (t) pe G, cu g(0) = a, si evaluind (f o ¢)'(0). Existenta subgrupurilor cu un
parametru permite folosirea curbelor particulare exp(¢¢), ceea ce usureaza mult calcu-
lele.

Cu ajutorul aplicatiei exponentiale putem demonstra un rezultat foarte important:

Teorema 8.4.14. Un homomorfism continuu de grupuri Liep : H— G ¢ este €°.
Demonstratie. Vom descrie doar pasii demonstratiei, fara toate detaliile.
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Aratam intii ca enuntul este adevarat pentru subgrupuri continue cu 1 parametru,
adicd pentru H = R. Deoarece pe un grup Lie avem la dispozitie translatiile (drepte
sau stingi), care sint difeomorfisme, e suficient sa demonstram enuntul local, pe o ve-
cindtate I a lui 0 € R. Vom incerca sa exprimam valorile ¢(t), pentru ¢ mic, ca niste
exp-uri despre care stim ca sint diferentiabile. Alegem o vecinatate V alui e € G difeo-
morfa prin exp cu o vecinatate U alui 0 din g = T,G. Fie f; indeajuns de mic pentru ca
@(t) € exp(U) pentru | t |< ty. Atunci ¢(ty) = exp(Y), pentru un unic Y € U si, pentru
orice n € N, ¢(tp/n) = exp(X) (X unic). Cum exp(nX) = ¢(ty) = exp(Y), daca nX € U,
atunci rezultd nX = Y Pentru nX € U, se aratd ca daca jX € U, atuncisi (j+ 1) X e U.
Acum, pentru orice ¢ ca mai sus, avem ¢(f) = exp(tY/ty) (aici vedem caavem nevoie
sd alegem U stelatd etc.): intr-adevar, putem aproxima (/)Y /0 cu un sir (m/n)Y si
folosim continuitatea lui ¢.

Pentru un H arbitrar, h-dimensional, fie Xi,..., X}, o baza in h = T, H. Pentru fie-
care i, aplicatia exp(zX;) e un morfism continuu de la R la H; atunci, conform pasului
anterior, este de clasd €. Mai mult, este difeomorfism local. In consecinta, aplicatia
a:R"— H, a(t,..., tp) = (exp(tXy),...,exp(tXy)) e difeomorfism local intre o vecina-
tate cubica din R” i o vecinitate U a lui e € H. Acum @oa e € si, cum a e local
inversabila, rezultd cd ¢|y = (poa)oa™! este €. In fine, argumentul deja invocat,
compunerea cu translatiile, arata ca ¢ e ¢ in orice punct. |

Reprezentarea adjuncta a unui grup Lie. Fie I, : G — G automorfismul interior
care lucreaza dupad formula 1,(b) = aba™t.
Definitia 8.4.15. Reprezentarea adjunctd a lui G pe algebra sa Lie este homomorfismul
Ad : G — GL(g), dat prin:
Adgé =de1,¢.

E usor de verificat cd, intr-adevar, pentru orice a € G, Ad, este un izomorfism
linear al lui g. Se poate vedea si ca:

8.13) Adgé =dy1LgodR,1E.

Notam diferentiala reprezentarii adjuncte cu ad, adica d(Ad) = ad. Cum, pentru orice
spatiu vectorial V, GL(V) se identificd cu un deschis al lui IR{"Z, spatiul tangent in orice
punct la GL(V) se identifica cu [R”Z, vazut ca multimea tuturor matricelor n x n, adica,
pentru orice A € GL(V), avem T4oGL(V) = End(V). Astfel, ad : ¢ — End(g). Aplicind
Exercitiul 8.4.10, obtinem diagrama comutativa:

g ad End(g)
expl l exp
G -2, GL(g).

Deoarece am notat Ad, (in loc de Ad(a)), vom nota si ad; (in loc de ad(¢)). Demon-
stram acum:

Propozitia 8.4.16. ad:n = [¢,n].
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Demonstratie. Cu observatia anterioara si cu formula (8.13), folosind interpretarea
geometrica a crosetului, avem egalitatile:

T d
(& m = X%, X" = —liod (Xfrlx("

X (o) x9)e
d n
= E'tzodexp(tE)Rexp(—tf)X exp(¢)
d
= E't:Odexp(tcf)Rexp(—tf) deLexp(tg‘)n
d
= a't:Ode(Lexp(tQ‘) © Rexp(-1&))1
d
= ah:oAdexp(tE)n = ad-fn-

Observatia 8.4.17. Formula de mai sus e echivalentd cu urmatoarea: pentru orice
doud curbe in G, a(t), b(s), cu a(0) = b(0) = e si a’(0) =&, b'(0) = n, are loc:

d d _
§m = —li=o—~ls=0a(d)b(9)a() L

Exercitiul 8.4.18. Aritati ci pe GL(n), reprezentarea adjuncti este AdgC = BCB™!
Exercitiul 8.4.19. Aratati ca dacd G e comutativ, atunci si algebra sa Lie e comutativa.

1 x
Exemplul 8.4.20. Grupul lui Heisenberg H3 (R) este grupul format de matricele: |0 1
0 0

cu x, y, z € R. Ardtati ca este un grup Lie conex, simplu conex, nilpotent, 3-dimensional.
Grupul Heisenberg compact este H3(R)/ H3(Z), unde H3(Z) este laticea intreaga, adica
subgrupul lui H3(R) format cu matrice cu elemente intregi.
0 x y
Aratati ca algebra sa Lie e formata din matrice de forma: [0 0 z|,cux,y,zeR
0 0 O
si 0 bazd de cimpuri sting invariante este data de:

0 0 0
X ox Z = &, V= 5 + X&

Analog se defineste grupul lui Heisenberg 27 + 1-dimensional, cu aceleasi propri-

1 X z
etati, format cu matrice patrate n + 2 dimensionale de forma |0 I, Y|, cuzeR,

0 0 1
X =i, xMt siYy = (yl,...,y"). Varianta sa compacta se obtine factorizind la lati-

0 X =z

cea intreagd. Algebra sa Lie by, (R) e formata din matrice de forma: ([0 0, Y |.O
0 O 1

y

Z,
1
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baza de cimpuri sting invariante este, ca mai sus:

o 9 a4 ;0

32 o oy Yz

Calculati, pentru cazul general, aplicatia exponentiald a exp : h2,4+1 (R) — Hap11 (R)
si verificati cd e difeomorfism (este un rezultat mai general, adevarat pentru aplicatia
exponentiald a oricarei algebre Lie nilpotente pe unicul grup Lie conex si simplu conex
asociat ei).

Grupul lui Heisenberg este un obiect foarte important in geometria simplectica
si de contact, in geometria sub-riemanniana si in fizica matematica. Vom continua
discutia lui, din punctul de vedere al geometriei riemanniene, in Exemplul 12.4.13.

5. Derivata Lie pe directia unui cimp vectorial

Un cimp vectorial X actioneazd, prin intermediul curentului sau local, asupra
functiilor reale definite pe M si asupra cimpurilor vectoriale: prin compunere la dreapta,
respectiv prin actiunea lui d X; (discutia e locala, nu are importanta ca se lucreaza, de
fapt, cu un pseudogrup). Facind diferenta dintre valoarea functiei (respectiv cimpului)
si valoarea functiei (respectiv cimpului) in urma actiunii curentului local si trecind cu
parametrul ¢ la 0 se obtine o noua functie (respectiv un nou cimp). Rezultatul acestei
operatii se numeste derivatd Lie in raport cu (pe directia) cimpul(ui) X si se noteaza
Zx. Avem deci:

1
Zxf=lim-(foX,—f).
t—0 ¢
Exercitiul 8.5.1. Sa se arate ca pentru orice f: M — R avem:

Lxf=X()=df(X)

Exercitiul 8.5.2. Sa se arate ca Lx f = 0 daca si numai dacd fo X; = f.
Cit priveste derivarea Lie a cimpurilor de vectori, conform celor spuse mai sus,
definim:

1
(xXY)x = %1_1}(1) ; (dX,t(Y) - Yx) .

dyX—t(Yy)
Sa precizdm cd dX_;Y e Y
doar scrierea prescurtata
pentru (dX,(x)X—t)(YX,(x))-
Figura aldturatd arata sche- Xy

) A 5. X
matic ce se intimpla: Y=X,(x)

Acum putem da
Teorema 8.5.3. ZxY =1[X,Y].
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Demonstratie. Vom aplica ZxY pe o functie oarecare f € ¥°°(M) si vom calcula va-
loarea rezultatului in x € M. Avem:

1
(ZxYV)(Hx) = (&LxY)«(f) = ltli% P (dX_: (V) (f) = Yx(f)
(8.14)

1
= 11_{1(1) p (Yx,0 (f o X—1) = Ya(f)).

Pentru exprimarea lui Yx, ) (f o X_;), avem nevoie de urmatorul rezultat (foarte ase-
madnator cu Lema 6.1.8: pentru orice f : U — R, existd g : [—¢€,¢] x U — R netedd, cu
urmdtoarele proprietdti:

ft,x)=f(x)+1tg(t,x) unde f[f(t,x)=foX,,
g(0,x) = -X(NH(x).
Intr-adevir, f(0,x) = f(x), deci

t
f(t,x)—f(x):f IO
0 0s

sau, dupa schimbarea de variabild s — tu,

1
flt,x)—f(x) = tf Mds.
0

0s
Asadar punem

_[tof(st,x)
g(tyx)_\[0 65‘ _ds.

Pentru calculul lui g(0, x) observam ca

1 1 1
g(t,x)= ;(f(t,X) - fl0)= ;(fOX—t(X) -fl= ;(f_foXt)(X—t(x))y

deci, trecind la limita cu ¢ — 0, obtinem g(0, x) = — X, (f). Acum putem continua sirul
de egalitati din ecuatia (8.14) (scriind, pentru simplitate, g;(x) = g(¢, x)):

1
(LxYV)(N) =lim (Yx, 0 (f +180) = Ya()
! .
= ltl—l»% - (Yx,0 () = Yx()) + %‘1_1}6 Yx,0(80)

1
= ltigé; (Yx, 0 () = Yx()) = Y (X()
= X (Y() - Ye(X() = [X, YI(f) (),

ceea ce trebuia demonstrat. [ ]
Exercitiul 8.5.4. 1) Sa se arate ca
1
dXs(X,Y]) = liH}) 7 (dXs(Y)—dXs+¢Y).
—
2) Punind in formula anterioard s = —t, ardtati ca

d
T lt=0 dX—1(Yx,(x))-

3) Folosind punctul 1) aratati cd [X, Y] = 0 daca si numai dacd X;o Ys = Yso X;.
4) Daca [X, Y] =0, atunci curentul local al lui X + Y este X;o Y;.
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Exercitiul 8.5.5. Derivind in raport cu ¢ identitatea:
dZi([X,Y))=dZ:X,dZ: Y],

regasiti identitatea lui Jacobi.

Exercitiul 8.5.6. (Interpretarea geometrica a crogetului) Fie curba
() =Y_ X_ ;Y X (%)

prin x € M, pentru ¢ € [0, €). Sa se arate ca:
1
(X, Y1x(f) = lim = (f(c(5) = f(cO)).

Deci: daca c e neteda in 0, in membrul drept avem ,,¢’(0)(f)“. Dar ¢ nu e derivabild in 0 (de
ce?). In consecintd, trebuie intii aratat ca existd limita din dreapta. Revedeti si sectiunea ,,0
interpretare geometrica a crosetului”.

6. Teoreme de indreptare a cimpurilor de vectori

Teorema care urmeaza este una de ecuatii diferentiale. Importanta ei teoretica este
foarte mare. Noi o vom folosi in demonstratia Teoremei lui Frobenius, din paragraful
urmator.

Teorema 8.6.1. Fiex € M si X € Z (M) cu Xy # 0. Atunci existd un sistem de coordonate
(U, @) cu coordonate locale (x!,...,x™ pe o vecindtate a lui x astfel incit

0
@ .
Demonstratie. Pornind cu un sistem arbitrar de coordonate in jurul lui x, putem face
translatii si rotatii in R” astfel incit, in harta (V, ) rezultata, cu coordonate ( yl, e y™
, sd avem

Xly=

. 0
v(z)=0 si Xx:a—ylbc-

PeV, X=X i@iyi si, cum X' (x) = 1, din continuitate, X! > 0 pe o vecinitate U’ a lui
x inclusa in V. Asta inseamna ca fluxul lui X prin orice punct din U’ taie transvers
hipersuprafata ¥ ~1(0,42,...,u™) pentru orice (#?,...,u™) € R™"! cu proprietatea ca
w~10,u?,...,u™) € U'. Atunci, din Teorema 8.3.5, punctul 1), existi un £ > 0 si o veci-
natate a originii din R™-1 W, astfel incit

ety u™ L X0, a, ., am))

e bine definita si neteda pe (—¢,¢) x W. Observdm ca c are diferentiala nenuld in ori-
gine:
(i )_ 9 (i )_i 2
de{o 7o =Xy = 3y e side| =7 lof = 5y lx ((=2).
Atunci, conform Teoremei functiei inverse, ¢ = ¢! e o aplicatie de harti pe o vecina-
tate convenabild U a lui x. Daci x7,..., x™ sint coordonatele locale induse de ¢, avem:

0
dc(m |(t,u2,...,u’")) = Xettu2,....umy

de unde concluzia. [ ]
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/\ L
Rezultatul anterior spune \J\ A
= A . -~ . /_\ [
cd, in vecindtatea unui &/\ -
punct nesingular, pinna ﬁ I
la un difeomorfism local, —
toate cimpurile vectoriale —t —
arata la fel. <§ —

In general, doud cimpuri vectoriale nu se pot indrepta simultan, chiar cind sint in-
dependente intr-un punct. Dar comutativitatea lor e o conditie suficienta (aici cititorul
si-ar putea aduce aminte de diagonalizarea simultand a endomorfismelor diagonaliza-
bile care comuta):

Teorema 8.6.2. Fie x € M, V o vecindtate deschisd a sa si X1, ..., X € Z (V). Dacd aceste
cimpuri comutd (1X;, Xj| = 0) si dacd X1(x),..., Xy(x) sint linear independenti in Ty M,
atunci existd o hartd locald (U, @) in jurul lui x astfel incit
X 1o 0
i |U— axl- .

Demonstratie. Va fi suficient sa facem demonstratia in R” (adica vom gasi harta con-
venabild in aceasta situatie, apoi vom compune cu inversa aplicatiei care ne-a dus de
pe varietate in R"). Consideram deci ca x = 0 etc. Putem presupune ca V e suficient de
mica pentru ca pseudogrupurile cu un parametru X;; sa fie definite, toate, pe V. Fie
acum W o vecindtate suficient de micaalui0 e R" si¢: W — V prin

@t ") = Xy g0 Xk (0,0, 51 e,

Rezulta ca ¢ e diferentiabila si, deoarece fluxurile X;, comutd, diferentiala ei in 0 are
proprietatea:

0. d .
dotp(ﬁ) = Tl Xi (X0 Xy X0, 0) = Xi, 1=k,

. d ,
do(p(ﬁ)zﬁ, k+l<i<n.

Harta cautata este ¢! [ |

7. Distributii. Teorema lui Frobenius

Am vazut ca, dat un cimp vectorial, el se poate integra: prin orice punct al vari-
etatii trece o curbd integrala a sa. Dar dacd ne ddm doud cimpuri vectoriale, existd o
subvarietate 2-dimensionala tangenta lor in fiecare punct in care sint independente?
Are vreo importanta dimensiunea 2? Pentru a raspunde, avem nevoie de citeva notiuni
noi.

Ne vor interesa acum familii de subspatii vectoriale ale spatiilor tangente la o va-
rietate data. Sa presupunem ca asociem fiecdrui punct x € M un subspatiu vectorial
k-dimensional Dy € TyM (pentru k = 1 avem un cimp vectorial). O asemenea asoci-
ere se numeste distributie k-dimensionald. Diferentiabilitatea cimpurilor vectoriale se
generalizeaza usor:
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Definitia 8.7.1. O distributie e diferentiabild in x daca exista cimpurile vectoriale dife-
rentiabile X1, ..., Xj definite pe o vecindtate U a lui x care reprezintd o baza a lui Dy, in
orice y € U. O distributie e diferentiabild pe M atunci cind e diferentiabila in fiecare
punct din M.

Cititorul atent a observat, desigur, cd, in termeni mai conceptuali, o distributie
diferentiabila e o aplicatie diferentiabild de la M in grassmanniana k-planelor spatiului
tangent la M.

Nu vom lucra decit cu distributii diferentiabile, asa ca vom spune simplu distribu-
tie.

Notiunea de curbd integrald capatd acum urmatoarea extindere:

Definitia 8.7.2. O subvarietate N alui M se numeste varietate integrald a distributiei D
dacd TxN < Dy, pentru orice x € N. O varietate integrala de dimensiune k (deci pentru
care Ty N = Dy) se numeste varietate integrald maximald. Dacad prin fiecare punct al lui
M existd o varietate integrala maximala, distributia se numeste complet integrabild.

In acest limbayj, distributiile 1-dimensionale (cimpurile vectoriale) sint complet in-
tegrabile. Dar dacd dimensiunea creste, proprietatea nu mai e adevarata automat. O
prima obstructie avem in:

Propozitia 8.7.3. O distributie complet integrabild D este inchisd la croset: daca X,Y €
D, atunci [X,Y] € D.

Demonstratie. Chestiunea fiind locala, fixam x € M si fie N varietatea integrala maxi-
mala prin x. Putem alege o hartd locala (U, ¢) in x astfel incit ¢(x) =0si Un N sa fie
descris de ecuatiile x**! = = 0. Atunci, pentru orice y € Un N, D, e generat de

%, 3y k Asadar, dacd X, Y € D, expresiile lor in coordonate locale (pe U n N) sint:
Z i 0 i
X=) X'—, Y=) YV'—
LXe YL

unde coeficientii X’, Y verifica:
Xi(xl,...,xk,o,...,O) = Yi(xl,...,xk,O,...,O) =0 pentru i > k.

Rezulta de aici ca
6X

_F(O)zo pentru i < k,j > k.
X

Cum [X,Y] = ZZJ— cu ZJ = Zl'.’:l(X’ %ﬁf - Y’aX]), e clar ca Z/ (x) = 0 pentru j > k,

deci [X, Y](x) € Dy. ]

Deoarece vom mai folosi aceasta proprietate, e util s-o numim:

Definitia 8.7.4. O distributie inchisa la croset se numeste involutivd.

Teorema care urmeaza arata ca involutivitatea este, de fapt, echivalenta cu com-
pleta integrabilitate. Prezentdm aici teorema lui Frobenius in varianta cu cimpuri vec-
toriale, urmind ca, mai incolo, sa o exprimam si cu forme diferentiale, asa cum apare
ea, de obicei, in cursurile de ecuatii.

Teorema 8.7.5. (Frobenius) O distributie involutivd este complet integrabild.
Demonstratie. Fie D o distributie k-dimensionald involutiva. E suficient sa fixam
X € M si sd construim o varietate integrald maximala prin x. Ideea demonstratiei este
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sd aratam cd involutivitatea asigura existenta (locald) a unui sistem de k cimpuri co-
mutative doua cite doua si care genereaza D in fiecare punct in care sint definite. Pe
acestea le vom putea indrepta simultan obtinind usor varietdtile integrale cautate.

Fie U vecindtate de coordonate in jurul lui x si Y3,..., Y} generatori ai lui D in fi-
ecare punct din U (in particular, pentru ca sint in numar de k, Y; sint independenti

in fiecare punct din U). Fie Y; = YJ 7 expresiile lor locale. Datoritd linear inde-

pendentei, rezulta ca matricea (Yl. ) i=1,..,m;j=1,..k are rangul k. Deci putem presupune,

modulo o renumerotare a coordonatelor, ca matricea (Yl.] )i j=1,.,k € inversabila in orice
y € U. Fie atunci ¥ componentele matricei inverse lui (Y;') si fie X; = Zj?:l Y/Y;. In-
troducind aici expresiile locale ale lui Yj, gdsim

n . 0
8.15 . _
(8.15) Xi ax % I 9xi

cuz l] functii diferentiabile pe U. E clar cd si X; sint independente in fiecare punct y
din U, deci formeazd o bazd a lui D,,. Atunci ipoteza de involutivitate spune cd trebuie
s existe functiile f! pe U astfel incit s avem

Xer] Zf Xl pe U.
o

Dar cum [-2- 3 37 =0 din (8.15) deducem cé [X;, X;] e combinatie lineard numai de
ToET 6x,,.A§adarf1 = fk =0, adica [X;, X;] = 0 pe U.

Ca in demonstratia la Teorema 8.6.2, construim acum o vecinatate W alui 0 € RF
siaplicatia ¢ : W — U cu proprietatea ca

0
do(p(ﬁ) = X; (x).

Liniar independenta vectorilor {X;(x)} atrage dupa sine injectivitatea lui do¢ : TyR* —
TyM. Conform Teoremei rangului, micsorind, eventual, W, putem presupune cd ¢ e
o scufundare, astfel cd imaginea sa N = ¢ (W) e o subvarietate k-dimensionala a lui
M (care trece prin x). Ramine sa dovedim cd N e varietate integrald a lui D, adica sa
vedem ca TyN = Dy, pentru orice y € U. Prin constructie Ty N = Dy. Pentru y € N\ {x},
putem scrie (vezi Teorema 8.6.2)

y=ot',.. =X} 0.0 XK (x),

Cum comutativitatea cimpurilor X; revine la comutativitatea curentilor lor locali fata
de compunere, relatia de mai sus se poate rescrie, aducind curentul lui X; pe prima
pozitie, sub forma

y=XioX} oo X o Xt omr 0 XK (x).

ti- pi+l

In ecuatia de mai sus variaza toti parametrii #/. Dar putem presupune ci i-am fixat pe
toti, cu exceptia lui ¢/, cel de pe prima pozitie. Atunci y descrie o curba (parametrizata
dupa t%) care trece prin x si, pentru valori mici ale parametrului, rimine pe N. Aceasta
curba e, prin definitie, o curba integrald a lui X;, astfel ca X;(y) e tangentla N (ca vec-
tor viteza al curbei). Cum i a fost ales arbitrar, rezulta ca T, N = D, si demonstratia e
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completa. [ |
Exercitiul 8.7.6. Aratati ca distributia pe R* generata de cimpurile X = a% + xaa—z siY = % + y%

nu are varietati integrale in nici o dimensiune.
Exercitiul 8.7.7. Prin fiecare punct al unei varietati trece o singura varietate integrala maximala
conexa a unei distributii integrabile.

Vedem, deci, ca existenta unei distributii complet integrabile confera varietdtii o
anume structurd, ne-am putea-o reprezenta cam ca pe o varza. Nu intimplator varie-
tatile integrale maximale se numesc foi, iar familia tuturor foilor se numeste foliatie.
Exemplul 8.7.8. (Structura de contact canonica a lui R2"+1) Fie R2"*! cu coordonatele
(x!,..., x", yl,..., ", 2). Definim o distributie D de hiperplane (deci 2rn-dimensionala)
generatd in fiecare punct de cimpurile:

BT 0
Xi_axi+y &, Xn_H'—a—yi, l—l,...,n.
Observam ca
XX = ;0 0 _ s 0
(X, Xn+jl =y a—z,a—yi]—— iz’

deci [X;, Xj4i] = —a% # 0, astfel ca D nu e involutiva, deci nu e nici complet integrabila.
Pe de alta parte, e clar ca subvarietatile n-dimensionale definite de x; = ct.,...,x" =
ct.,y1 = ct.,...,yl = ct.,z = ct. sint tangente cimpurilor X;.;, i =[+1,...,n, deci sint
varietdti integrale de dimensiune n — [.

Pe acest exemplu putem verifica si ca unicitatea nu functioneaza pentru varietati
integrale de dimensiune mai mica decit a distributiei (vezi Exercitiul 8.7.7). Intr-adevir,
pentru n = 1 (numim coordonatele x, y, z), distributia de contact este generata de X; =
aa_x + ya‘a—z si Xp = %, iar subvarietdtile C;, C» descrise, respectiv, de ecuatiile:

Cr: y:3x2, z=-2x°,
Cy: y=4x2, z=-3x%

sint varietiti integrale (1-dimensionale), ambele continind originea lui R®. E clar ca
ambele curbe au aceeasi directie tangenta in origine, anume dreapta de ecuatii y =
z = 0. Denumirea de structurd de contact este motivatd de o anume interpretare a
principiului lui Huygens. Vom reveni asupra acestui exemplu cind vom vorbi despre
forme diferentiale.

Exercitiul 8.7.9. Identificim R cu H prin corespondenta (x,y,z,u) — q = X+ yi + zj + uk),
apoi R*" = (®*)" cu H", spatiul vectorial cuaternionic n-dimensional. Astfel $*"+3 = {g € H"
mod | gll = 1}. Fie N cimpul vectorial normal unitar (exterior) la sferd: N(x,y,z, u) = (& x % +
yi 6in +2 6%’ +ul %). Fie X1 = Ni, Xo = Nj, X3 = Nk (fata de structura de H-spatiu vectorial a

lui H™). Aratati cd X; sint tangente la sfera si genereaza o distributie involutiva.

Cimpuri vectoriale pe sfere. Varietiti paralelizabile. Sa observam ca pentru n =
3, exercitiul de mai sus spune ci pe sfera $° existd 3 cimpuri vectoriale care sint inde-
pendente in fiecare punct. E clar cd acesta e numdrul maxim de cimpuri cu aceastd
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proprietate pe S® (in general, pe o varietate de dimensiune 7 pot exista cel mult 7 cim-
puri independente in fiecare punct). Cu o constructie similara, utilizind octonionii lui
Cayley in locul cuaternionilor, se pot construi (incercati!) 7 cimpuri independente in
fiecare punct al lui S”. Cit despre S!, va las sa trageti singuri concluzia...

In general, o varietate diferentiabild de dimensiune 7 care admite exact n cimpuri
independente in fiecare punct se numeste paralelizabild. Cititorul va demonstra fara
dificultate:

Propozitia 8.7.10. Varietatea M e paralelizabild dacd si numai dacd T M e difeomeorf
cu produsul M x R™.

Surprinzédtor, se poate demonstra (dar cu metode care depasesc nivelul acestui
text):

Teorema 8.7.11. Sferele S', $3, S7 sint singurele sfere paralelizabile.

Nu e intimplator, pentru acest rezultat, ca S' si $* au structura de grup (al unita-
tilor din grupurile multiplicative C \ {0}, respectiv H \ {0} (S” e grup?). De fapt, are loc
urmatorul rezultat mai general:

Propozitia 8.7.12. Orice grup Lie e o varietate paralelizabild.

Demonstratia este simpld: se porneste cu o baza de vectori tangenti in origine.
Fiecare vector din baza genereazd, prin translatii la stinga, un cimp sting invariant.
Cum translatiile stingi sint difeomorfisme, diferentialele lor sint izomorfisme lineare,
deci pastreaza linear independenta.

Nu numai cd, in general, nu exista foarte multe cimpuri care sa fie independente
peste tot (cu cit sint mai multe, cu atit este fibratul tangent mai aproape de a fi un
produs), dar se poate sd nu existe nici unul care sa nu se anuleze nicdieri: cu mijloace
de topologie algebrica se poate dovedi:

Teorema 8.7.13. S" admite un cimp vectorial nicdieri nul dacd si numai dacd n =
2k+1.

Ceea ce, pentru n = 2, spune cd oricum ne-am pieptdna, tot ne alegem cu un virtej.
Exercitiul 8.7.14. Pe sfera $2"~! = {(z/ = xJ +iy/) | ¥ 2/ 2/ = 1} = C", fie cimpul vectorial & =
Y(xio yj - yj ax)). Aratati cd ¢ nu se anuleaza nicdieri si distributia ortogonala lui ¢ (pe sfera) e
neintegrabila.

8. Tensori si cimpuri de tensori

Tensorii sint obiectele specifice geometriei diferentiale clasice si mecanicii. Nu cu
multd vreme in urma, erau definiti ca ,,obiecte care la o schimbare de reper se schimba
dupa legea...“. Astazi i-am putea defini rapid ca elemente ale unui produs tensorial
de r spatii tangente si s spatii cotangente intr-un acelasi punct. Dar ar fi sd ne bazam
prea mult pe cunostintele de algebra (multi)lineard ale cititorului... Preferam o cale
mediana.

Putina algebra multilineara. Fie V1,...,V}, W spatii vectoriale. O aplicatie f :
Vi x -+ x Vi = W se numeste multilineard daca e lineara in fiecare variabila: pentru
orice i =1,2..., k are loc relatia

[N / !
f,..aivi+a;v;,...,vp)=a; f(vy,..., i, ..., vR) +a; f(v1,..., 0}, ..., Ug).
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Ati intilnit exemple de aplicatii bilineare — produsul scalar (V7 = V5, W = R), pro-
dusul vectorial in R® (V; = V, = R3, W = R3) — atunci cind ati studiat spatiile vectoriale
euclidiene. De asemenea, determinantul este un exemplu tipic de aplicatie multili-
neara.

Fie acum V un spatiu vectorial real finit-dimensional®.

Definitia 8.8.1. Se numeste tensor covariant de ordinul k (sau k-tensor covariant) pe
V o aplicatie k-lineara 7: V x---V — R.
k
Prin conventie, un 0-tensor e un numar real.
Notam 7%*(V) multimea k-tensorilor covarianti pe V (deci T%°(V) = R) si definim
pe ea o structura de spatiu vectorial cu operatiile naturale:

(T+THy,...,v) =T, ..., v) + T (1, ..., vp),
(ah)(vy,...,ve)=aT(v,...,vp), ack.

E clar, conform definitiei de mai sus, cd aplicatiile lineare sint 1-tensori covarianti (deci
T%1(V) se identifica natural cu dualul V*), formele bilineare, in particular produsele
scalare (nu neapadrat pozitiv definite), sint 2-tensori covarianti. Forma a doua fun-
damentald unei suprafete defineste, pe fiecare plan tangent, un tensor covariant de
ordinul al 2-lea.

Sa observam ca e intotdeauna posibil sa obtinem k-tensori covarianti plecind cu
aplicatii lineare. Iata cum: fie a,f € V*. Sa definim a® f:V x V — R (Simbolul ® se
citeste produs tensorial) prin

a® f(vr, v2) = a(vy) f(v).

E usor de verificat cd a ® f € T%?(V). La fel, facind produsul tensorial al k aplica-
tii lineare (1-tensori covarianti) vom obtine un k-tensor covariant. Dar, atentie!, nu
este defel adevarat ca orice k-tensor covariant e de acest tip: verificati, de exemplu,
cd 2-tensorul covariant pe R f dat prin f(v1, v2) = v + v nu se poate scrie ca produs
a(vy)B(vo).

Constructia anterioari se generalizeazi usor. Fie T € T®%(V) si S € T (V). Defi-
nim 7® S e T%%*™(V) prin

T®S(Ulv--~r Vi V41 -+ +» Vk+m) = T(Ulr---» l/k)S(l/k+1,---, Vk+m)-

Verificarea faptului ca S® T e, intr-adevar, multilineard e triviald. La fel ca mai sus,
nu este adevarat cd orice k-tensor e produs tensorial de doi (nici mai multi) tensori de
ordine mai mici.

Cititorul (constiincios) va proba singur urmatoarele proprietati elementare ale pro-
dusului tensorial:

(1) Bilinearitate: (a;S1+a282)® T =a;1S$19T+ax ST, S (a1 T +a»T») = a1 S®
Th+axS®T,.
(2) Asociativitate: (S® T)® R=S® (T ® R).

2Dar multe dintre notiunile pe care le definim functioneaza si in dimensiune infinitd. De asemenea, se
poate lucra si peste C sau peste un alt corp.
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Asa cum ne-am obignuit cind lucram pe spatii finit dimensionale, exprimam acum
totul intr-o baza {e;,..., e} alui V. Sa numim scalarii

T ..ip = T(ejy,...,e5)

componentele lui T € T¥¥(V) in baza fixatd 8. Dacid &' = {e],...,ey} e altd baza si
e;. = al]. e; (folosim conventia de sumare a lui Einstein, de aici incolo se va vedea cit de

utild e), atunci pentru componentele tensorului avem imediat

(8.16) (. =afl.--a{kkT,-

g i1 1~~-jk'

In relatia de mai sus, facem k sumiri, dupa indicii ji,..., ji. Proprietatea aceasta era
luata, de multe ori, drept definitie a tensorilor.
Si notam cu B* = {e, ..., e"} baza duala lui 8. Avem

i i i i
T(y,...,v0) =T es,..., v er) = v)' v Tiy iy

Pe de alta parte, folosind baza duald, putem scrie v{‘ = el (vy),..., vllc’C = eik(vk), astfel
carelatia anterioard ne da

T(v1,...,vp) = Ty i, (V1) - €% (vg).

Recunoastem in partea dreaptd a egalitdtii produsul tensorial al unor elemente din
baza duala (de fapt, e vorba de o suma de produse tensoriale). Asa ca, renuntind la
argumentele v;, putem scrie

T= Til_._,-kei‘ ®---® ek,

Am dovedit, asadar, ca produsele tensoriale e’ ® --- ® e’k genereazd T¥(V). Tentatia
e mare si dovedim si ci sint linear independente, pentru a forma o baza. Intr-adevar,
daca

ai, i€ ®--®e’ =0,

aplicam ambii membri ai egalitatii de mai sus pe (e;,,...,e;,) §i obtinem aj,__j = 0.
Cum indicii jy, ..., jx sint arbitrari, linear independenta e dovedita. Am demonstrat:
Propozitia 8.8.2. Fie V un spatiu vectorial n-dimensional si B* = {e',...,e"} o bazdi in
V*. Atunci multimea k-tensorilor covarianti feh®---®ek|1<ip,..., ir < n} formeazd
o0 bazd in TO* (V) care are, deci, dimensiunea n*.

Repetind constructiile anterioare pentru spatiul dual V* (unde tinem seama ca
orice spatiu vectorial finit dimensional e reflexiv, adica (V*)* = V), obtinem p- tensorii
contravarianti, aplicatii multilineare V* x --- x V* — R. Notam multimea lor cu T”°(V).

p
Exact ca mai sus se demonstreaza:
Propozitia 8.8.3. Fie V un spatiu vectorial n-dimensional si # = {e;,...,e,} 0 bazd
in V. Atunci mulfimea p-tensorilor contravariangi {e; ® ---®e;, | 1 < iy,...,ip, < n}
formeazd o bazd in TP°(V) care are, deci, dimensiunea n”.

Mai avem de facut un pas. Putem combina cele doua tipuri de tensori, contrava-
rianti si covarianti. Vom numi tensor de p ori contravariant si de k ori covariant, pe
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scurt (p, k)-tensor (adoptam conventia din [KO]: scriem intii indicele de contravari-
antd), o aplicatie multilineara:

T:V x---xV*xVx--xV—-R.
p k

Vom nota T?”F(V) multimea tuturor (p, k)-tensorilor pe V. Am intilnit deja tensori
de tip (1,1) in partea dedicatd suprafetelor: operatorul lui Weingarten defineste un
astfel de tensor pe fiecare spatiu tangent. Combinind cele doua propozitii de mai sus,
ajungem la urmatoarea descriere locald a (p, k)-tensorilor:
Propozitia 8.8.4. Fie V un spatiu vectorial n-dimensional si % = {ey, ..., ey} 0 bazd in
V,{el,...,e" baza ei duald. Atunci multimea (p, k)-tensorilor contravarianti {e;, ® - ®
ej,®el'®---®@elr|1=<iy,...,ig<n,1=<j1,..., jp < n} formeazd o bazd in TPk (V).
Componentele unui tensor T € TPk (V) in aceasta baza se noteazi Tl.]1 ml.]k” , deci
avem
e ]p ) i i
r=T, ; e)®®ej®el® -@eck

Daca {é;} este o alta bazé inVsie = ag.‘ek, atunci, pentru baza duala {&/} avem

el = d{cek, unde (di) noteaza matricea inversa a lui (a;'.). Obtinem imediat

Jieedp _ sip 5 or _Jp rp 81 Sk
Tl1 i T(eh . .,eln,eil, ,elk)—T(a e .. ,a,pe ' esl,...,aikesk)
(8.17) N
_ =N P St 5k
=day, - "y, a; TS1 s,,

Este clar din cele de mai sus ca putem considera si suma directda

[e.e]

T= @ 1w,
p=0,k=0

obtinind astfel o algebra asociativa.

Exemplul 8.8.5. Exista un izomorfism canonic intre T%! (V) si End(V). Intr-adevar, lui
T:VxV* —Riseasociazd endomorfismul f: V — V dat prin ¢(f(v)) = T(v, ¢) pentru
orice v € V, ¢ € V*. Se verifica usor ca asocierea aceasta e un izomorfism. Mai general,
la fel se arata ca T"” (V) e canonic izomorf cu spatiul aplicatiilor p-lineare de la V in
V.

Contractia tensoriald. Urmadtoarea operatie este specifica algebrei tensorilor. Fie
p=1lsik=1,fieisijdoiindicicare satisfac 1 <i < p, 1 < j < k. Definim intii contrac-
tia C{ pe elemente omogene:

clTPRW) — TPy,
prin:

Ci (N ® - ®Ur®Y ®"'®(Pp)—(P](Ui)l/1®"'®Vi®"'®Vk®(P ®"'®(,0]®"’®(,0p,

apoi extindem prin linearitate.
Pentru a vedea care sint componentele tensorului contractat, observam ca

Cllej,®--®e;,8el'®--8elr)=6le; @868 8¢, 0e'0 - --0el0- e,
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deci:
J Ji-Jp-1 _ J1.SeJp-1
Gy =L T

k-1 =

unde indicele s se afla: sus — pe pozitia j, iar jos — pe pozitia i. Altfel spus, pentru a
gdsi componentele tensorului contractat, se egaleaza indicii de covarianta si contrava-
riantd de pe pozitiile indicate si se sumeaza.

De exemplu, pentru un tensor de tip (1,1), avem o singura contractie posibild, Cll,
al carei rezultat este un scalar de componente T} +---+ T

Tensori si cimpuri de tensori pe varietdti. Fie acum M o varietate diferentiabila
si x € M. Aplicind constructiile de mai sus pentru V = Ty M, deci V* = T; M, obtinem
spatiul vectorial T * M al tensorilor de tip (p, k) in punctul x. Fiecare harta in jurul lui
x furnizeaza un sistem de coordonate (x!,...,x") si baza canonica corespunzatoare a
lui TP* M.

In rezumat, un ( p, k)-tensor in x este o aplicatie multilineara

£:TeMx--TeMx TyMx---TyM — R

v g

p k
care se descompune in baza canonica asociata unei harti de coordonate dupa cum
urmeaza:

iy O 0 . .
=t g —— | @dx @ ® dx'k]y.
"tk gy Ox/p

E clar acum ca un tensor de tip (0, 1) este un vector cotangent, iar un tensor de tip
(1,0) este un vector tangent.

Fie (U, ¢), (g, ¢) doua harti in x. Folosind formulele de schimbare pentru bazele
canonice din T, M, T; M,

o, _ ka| 0
oxi * axi "oxk
si formula (8.17), obtinem formula de schimbare a componentelor unui tensor de tip
(p, k):

. ox/
[x dlex = ﬁbcdxrlxy

i,]l]p _ 1 Tp ax]l | R ® _6)2‘]17 | ® _OXSI | R ® axSk
iy USLeSE g X oxr* " gxi ¥ oxix
Pe modelul fibrarilor tangenta si cotangentd, definim acum fibrarea tensorilor de

tip (p, k). Punem deci

™M= | TYPM
xXeM

si notam cu 7 proiectia naturala a lui T7*M pe M. Astfel, fibrarea tangents, respec-
tiv cotangenta, devin cazuri particulare ale fibrarii tensoriale, respectiv TM = T M,
T*M =T%'M. Ca si in aceste cazuri particulare, TPk M are structura natural de va-
rietate diferentiabild in asa fel incit 7 sa devina submersie. Anume, fiecare atlas pe M
induce unul pe 77’k M: pentru o harti (U, ¢) in x, definim ®: 771 (U) — U x R prin
(1) =(y, t]li;’; ),unde te TP*M, y e U si T;;]’I’; sint componentele lui ¢ in baza cano-
nicd asociatd hartii (U, ¢). In continuare, demonstratia e doar o rescriere a celei de la
fibrarea tangenta.
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Generalizarea cimpurilor vectoriale este acum naturala:

Definitia 8.8.6. Un cimp tensorial de tip (p, k) pe deschisul U € M este o aplicatie
diferentiabila T: U — TP*M cu proprietatea cimo T = 1y.

Vom nota cu I ”*M multimea cimpurilor tensoriale de tip (p, k) pe M. Astfel,
cimpurile vectoriale sint cimpuri tensoriale de tip (1,0) si 2 (M) = M.

Cipurile tensoriale de tip (0,1) se vor numi I-forme si multimea lor se va nota
QY (M). Casi Z (M), si Q' (M) este un €°°(M)-modul.

Pentru simplificarea notatiilor, valoarea in x a cimpului tensorial T se noteaza Ty
(inloc de T'(x)).

Urmatorul rezultat, fundamental, furnizeaza o caracterizare a cimpurilor tensori-
ale (prezint demonstratia dupa [KO]):

Propozitia 8.8.7. Un cimp tensorial de tip (p, k) poate fi vdzut ca o aplicatie
T: QN M) x - x QM) x X (M) x - x X (M) — (M),

P k
€°° (M) -multilineard. In particular, 7 P* M este un €°°(M)-modul.
Demonstratie. Fie T € 9 Pk, Ti asociem aplicatia

T:Ql(M)x--.le(M)x,%(M)x~--x3ef(M1~<g°°(M)

~~

p k
datd prin
(8.18) T(m,...,np,Xl,...,Xk)(x) = TeM1xs- s Mpaor X1z or Xie)-
Avem:

T(T]l,...,fﬂ],‘ +gi0,‘,...,np,X1,...,ijj+ngj,...,Xk) =
(datoritd R-linearitatii lui TY)

Te(Mixs-o o [1 (N ix + 81 (X)Tixy o s My X1+ s [1 () Xjx + 81 (X) Yy ooy X =
[iG) fi ) TxMixs - Nixr s Npxes X1y o+ s Xy ooy Xpex) +
fi(x)gj(x)Tx(nlxv--’nix’-'-»npx»Xlx»---; Yiyooor Xp)+
&) i) TxM1xs- s Tixsee s Npr> X1xsovor Xjry oo oy X)) +
&g () Tx(Mixy-»Tixse- s Npx> Xixsooos Yy ooy Xiex)s

ceea ce dovedeste ca T e €°°(M)-multilineara.

Reciproc, dati o astfel de T, vrem si definim cimpul tensorial din care provine. Ca
sd citim (8.18) de la dreapta la stinga, avem nevoie ca, date valorile 11y, ...,1px € Ty M
si Xix,..., Xkx € TxM, sd le putem extinde la niste cimpuri vectoriale pe M cu exact
aceste valori in punctul x. Acest lucru e posibil (am vazut ca exista functii cu valori
prestabilite intr-un punct), dar extensiile nu sint unice. E deci nevoie sd aratam ca:

() valoarea T(m1,...,1p, X1,..., Xi) (%) = Te M1, N pxs X1xr - +» Xiex)

depinde numai de valorile argumentelor 7;, X; in x.

Dovedim in continuare afirmatia (x). Va fi suficient sa consideram ca T are un singur
argument, de exemplu T : V* — € (M). Fie deci n € Q! (M). Datorita linearitatii, va fi
de ajuns sa demonstram ca dacd n, = 0, atuncisi 7(n)(x) = 0. Cum chestiunea e locala,
alegem o harti (U, ¢) in jurul lui x, astfel incit pe U avem 1 = a;dx’ pentru niste functii
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a; diferentiabile pe U si cu a;(x) = 0. Alegem acum o functie test f care ia valoarea 1
pe o vecindtate V < U si se anuleaza pe complementara lui U (cf. Lema 5.5.3). Cu ea
prelungim 1-formele dx' din baza canonicd, definite doar pe U, la niste 1-forme 7);
definite pe intreg M: punem n; = fdx' pe U sin; = 0 in rest. La fel prelungim functiile
locale a; la functiile diferentiabile a; egale cu fa; pe U si nule in rest. Acum avem:
n=am;+1-fm.
Rezulta, din €°°-linearitate:
T (x) = a;(x)Tm)(x) + (1 - FH(T ) =0,

si demonstratia e completa. u

Actiunea unui difeomorfism asupra unui cimp tensorial. Stiind cum actioneaza
un difeomorfism asupra sectiunilor fibratului tangent si asupra sectiunilor fibratului
cotangent, putem combina cele doua actiuni Astfel, vom avea, pe rind:

¢ Pentru un cimp tensorial T de tip (0, k):

(8.19) (df(T) (X1, o, XiD) foo = T (o f X150 A [ Xgex).
e Pentru un cimp tensorial S de tip (p, 0):
(820) (f*s)((ﬂl;;(Pp))x = Sx((f*(Pl)x»»(f*(Pp)x)

¢ Pentru un cimp tensorial R de tip (p, k), notdam f R cimpul tensorial:
(FRY(X1, ., Xpy 01,0, Pp)x
= R(doo [ Xifr- o dpeo f ™ Xipeo @D (FF@p)a).-
Definitia de mai sus e echivalenta cu urmaétoarea: Pe elemente decompozabile punem:
fX1 8 8X,0018 - 0¢r)=(dfX1) e & dfX,) e ([ p1) & (f i),

apoi extindem prin linearitate.
Exercitiul 8.8.8. Fie f: R? — R?, f(x,y) = (x+2y,7), si cimpul tensorial R = xaa—x ®dy+ 6%/ ®dy.
Calculati fr.

(8.21)

Observatia 8.8.9. Contractia tensoriala se extinde in mod natural de la tensori pe va-
rietati la cimpuri tensoriale. Astfel, pentru un cimp tensorial T de tip (p, k), vom pune

(C]T)x = C(T).



CAPITOLUL 9

Forme diferentiale. Integrare

1. Tensori alternati

Dintre (cimpurile de) tensori, cei covarianti (de tip (0,r)) alternati joaca un rol
aparte. Constructia care urmeaza furnizeaza cadrul necesar pentru generalizarea pe
varietdti a obiectelor clasice din calculul vectorial, anume gradient, divergentd, rotor si
a teoremelor de integrare de tip Green, Gauss, Stokes.

Definitia 9.1.1. Un tensor a de tip (0,7) se numeste alfernat, sau total antisimetric,
daca pentru orice permutare o € S; are loc:

a(Vg1),-++» Vo(r)) = sgn(o)a(vy,..., vy).

Se verifica usor ca multimea tensorilor alternati din 7% (V) este un subspatiu vec-
torial. Il vom nota A" (V*). In acest context, r se mai numeste gradul tensorului alter-
nat.

Exercitiul 9.1.2. Daca T e un r—tensor alternatsi vy, ..., v sint dependenti, atunci T'(vy,...,vy) =
0.

Pe de altd parte, se vede imediat ca produsul tensorial nu pastreaza alternarea:
daca a; € A"i(V*), i = 1,2, atunci a; ® @y nu e neapdrat alternat. Dar oricirui ten-
sor covariant putem sa-i atasam unul alternat prin procedeul numit de alternare, sau
antisimetrizare. Fie of : TO" (V) — A" (V*), dati prin:

9.1) oA (a)(vy,..., ;) :l' Z sgn(o)a(ve(y,.--» Vo(r))-
*oeSy
Exercitiul 9.1.3. Verificati ca </ (a) este, intr-adevar, alternat si cd, daca a e alternat, atunci
o (a)=a.
Alternarea produsului tensorial se numeste produs exterior si se noteaza a; A @».
Avem deci:
apANas =< (o) ® as).

Observatia 9.1.4. Unii autori (de exemplu Abraham, Marsden & Ratiu, vezi [MR]) de-

175! . - -
72 Conventia cu care lucrdm respecta cartea

finesc produsul exterior cu un factor T

lui Kobayashi & Nomizu.
De exemplu:

e Daca a si B sint unu-forme, avem:

1
(anpP)(vr,v2) = E(a(vl)ﬁ(vz) —a(v2)B(11)).



1 TENSORI ALTERNATI 177

o Dacd a € A*(V*)si e AL(V*), atunci:
1
(aAP)(vr,vz,v3) = g(a(vl, v2) B(v3) + (v, v1) B(v2) + a(va, v3) B(V1)).

Propozitia 9.1.5. Produsul exterior are urmdtoarele proprietati:
1) Asociativitate: a A (BAY) = (a A B) Ay. Nuvom mai tine deci seama de paranteze
sivomscriea A BAY.
2) Bilinearitate:
(ara1+ aa2) AP =alar AP)+ax(az A P),
a A (b1f1+Db2f2) = bi(a A 1) + ba(a A Ba).
3) Anticomutativitate: dacd a; € A" (V*), i =1,2, atunci

aiAar==D""2a5 A .

Cititorul va face singur demonstratia care constd in calcule elementare de algebra
lineara.

Observatia 9.1.6. 1) Din proprietatea de anticomutativitate rezulta cd pentru orice
vector covariant @ € V*, avem a A a = 0.
2) De indata ce unul dintre factori e de grad par, produsul exterior e comutativ.
Punctul 1) al observatiei anterioare demonstreaza:

Propozitia 9.1.7. Dacd {el,...,e" este o bazd in V*, atunci
" A neT i <ip <<y}

formeazd o bazd in A" (V*), asadar dim A" (V*) = C],.
Astfel, orice @ € A" (V*) se scrie a = Z @i, A ne.
i1<ip<-<ir
Din proprietatea de alternare rezultd, in particular, antisimetria in orice pereche
de indici a componentelor lui a: @_;._j..= - j. ...

Exemplul 9.1.8. Din Propozitia 9.1.7 rezulta:
dimA"(V*)=1 dacidimV =n.

Dar un exemplu de n-tensor alternat pe V = R” este determinantul: det(vy,..., v,)
este chiar determinantul matricei care are pe coloane componentele vectorilor v; in
baza canonica. Rezultd acum ca, pe R”, orice n—tensor alternat este un multiplu al
determinantului.

Vom nota, de asemenea, A(V*) = A" (V*). O vom numi algebra exterioard a lui
V (este o algebra reala graduatd (inmultirea este produsul exterior), dar in acest curs
incerc sa evit notiuni mai avansate de algebra).

Actiunea unei aplicatii lineare asupra tensorilor alternati. Constructia care ur-
meaza e deosebit de importanta. Fie A: V — W o aplicatie lineara. 1 se asociaza
transpusa, aici notata A*, intre spatiile duale, actionind prin: A* : W* — V*, A*(p) =
@o A. Aceastd actiune se extinde in mod natural asupra algebrei exterioare: e de ajuns
sa definim A* : AK(W*) — AK(V*) prin:

(A*a)(v1,..., vk) = a(Avy,..., Avg).
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Linearitatea lui A* e imediata, de asemenea, proprietatea:
A*(@nf)=A"anA*B.

Pe de alta parte, e clar ca, daca dim V = n, atunci dim A" (V*) = 1. Atunci, daca Ae
izomorfism, ea intoarce orice element a € A" (V*) intr-un multiplu al sau: A*a =a-a.
Putem determina constanta a? Raspunsul e dat de:

Teorema 9.1.9. (a determinantului.) Fie A€ GL(V). Atunci A*a = det(A)a. In parti-
cular, pentru orice 1-tensori covarianfi @y, ..., &, avem:

A*ai A NATa, =det(A)a A Aay,.

Demonstratie. Conform exemplului anterior, determinantul este un n—tensor alternat
pe R". Cum V e izomorf (necanonic) cu R", alegem un asemenea izomorfism B: V —
R”" si intoarcem determinantul de pe R” pe V. Obtinem B* det € A*(V*). Acestuia ii
aplicam A* si avem:

A*(B* det) = AB* det.
Acum, prin B~!, ne intoarcem pe R” (unde stim ci trebuie s obtinem un multiplu al
determinantului). Deoarece (B~!)* = (B*)™!, gasim:

(B*)"'A*B*det = A(B*)"'B* det = A(BB™!)* det = Adet.

Dar (B*)"1A*B* = (BAB™1)*, deci avem:

(BAB™1)*det = Adet.
Evaludm egalitatea aceasta pe baza canonica a lui R™:

Adet(ey,...,en) = A,
(BAB™Y)*det(ey,...,e,) =det(BAB 'ei,...,BAB 'e,)
=det(BAB™') = det(A),

ceea ce incheie demonstratia. |

Exercitiul 9.1.10. Fie ¢1,...,¢, € V*sivy,..., v, € V. Atunci:

1
(@1 AN (V1,...,vp) = Fdet[(Pi(Vj)]-

Cum dim A"(V*) =1, eimediat ca A" (V*)\{0} are exact doud componente conexe.
Conform Teoremei determinantului, alegerea uneia dintre ele echivaleaza cu alegerea
unei familii de baze ordonate intre care orice schimbare se face cu determinant pozitiv.
Am obtinut:

Corolarul 9.1.11. Fiecare dintre cele doud componente conexe ale lui A (V*)\{0} induce
o orientare pe V. A orienta V revine la a alege un n—tensor alternat nenul (situat in una
dintre cele doud componente conexe).

Exemplul 9.1.12. Asa cum am discutat despre A¥(V*) (care ne intereseaza pentru ci
ne conduce citre formele diferentiale), putem discuta AX(V) care este tot o algebra
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exterioard. Ca mai sus, e usor de vazut cd daca {w;} sint combinatii lineare de {v;},

w; = tl! vj, atunci are loc formula:
wy A+ Awge=det(t)) vy A A v

Algebra A¥(V) e legata de varietatea G(k, n) in mod foarte natural: pentru orice S €
G(k, n), alegerea unei baze {v;} conduce la multivectorul  := vy A--- A Vg € A¥(V). For-
mula (determinantului) de mai sus arata ca schimbarea bazei modificd multivectorul
¢ prin inmultire cu un scalar nenul. Deci lui S i se pot asocia coordonatele lui ¢ defi-
nite pind la multiplicare (e o generalizare clard a coordonatelor omogene din spatiul
proiectiv). Acestea se numesc coordonate pliickeriene ale lui S.

Iata o exemplificare pentru G(2,4) (cf. [CCL]). Fixdm baza {e, e», e3, e4} in R*. Pen-
tru un S 2-dimensional din R?, fixam, de asemenea, o baza {v, w} si avem descompu-

nerile: . ‘
v=y v'e, w=) w'e.

E=vAw= ZpikeiAek.
i<k

Acum

Coordonatele p'* se determini usor, folosind linearitatea si proprietatile produsului
exterior (e; Ae; =0, e; Aej = —ej Ae;) sirezultd
pik S S S -
Scalarii { pi k i <k}, unici pind la un factor nenul, sint coordonatele pliickeriene ale lui
S.
Dar, deoarece ¢ A ¢ =0, trebuie sa avem

(p12p34_{_p13p42_{_pl4p23)e1 AeyAes ey =0,

deci
9.2) p12p34 + p13p42 + p14p23 —o.

Ecuatia aceasta fiind de gradul al doilea, rezulta ca intre cele 6 coordonate, numai 4
sint independente. Regasim faptul cunoscut ca dim G(2,4) = 4.
Reciproc, daca ne dam 6 scalari, nu toti nuli, care satisfac (9.2) putem recompune
multivectorul ¢, deci elementul S € G(2,4). Astfel, G(2,4) apare ca o cuadrica a lui P3R.
Observam acum ca sistemul

12 34
X1tyn=p°, Xx1—-y1=p

13 42

Xot+)y2=p", X2—)Y2=Pp
14 23

X3+Yy3=p , X3—)Y3=p—,

are solutii deoarece, in necunoscutele {x;, y;}, i = 1,2,3, are determinantul (=2)3. In
plus, ecuatia (9.2) ne spune ca solutiile satisfac relatia

2,2, .2_ .2, 2 2
Xy TXp+X3=y1+t)2 V3.
Cum p'¥ sint determinate pini la un factor nenul, putem presupune ci avem chiar

2, .2, .2 2, 2 2
X{+x5+x3=y7+y,+y3 =1,
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astfel ca tripletele (x;) si (y;) reprezinta puncte pe sfera S?. In consecinta, am definit o
surjectie

m: 8% x 8% — G(2,4).
Mai mult, cum 7 (x, y) = m(—x,—y), surjectia aceasta e o aplicatie de acoperire cu 2 foi
alui G(2,4). Dar $2x S e simplu conexa, astfel ca e chiar acoperirea universala a lui
G(2,4). De unde deducem ca grupul fundamental m,(G(2,4)) este Z».

2. Forme diferentiale

Trecind acum pe varietati, V = Tx M si consideram A" (T} M).

Formele diferentiale de grad r sint cimpuri tensoriale pe M ale caror valori in fie-
care punct sint (0, r)-tensori alternati. Din Propozitia 8.8.7, o r—forma diferentiala este
o aplicatie multilineara si alternata

a: X (M) x - x X (M) — € (M).
Evident, Q°(M) = € (M). Propozitia 9.1.7 ne spune c4, local, o r-forma se scrie:
a= Y aj.;dx" A adx’,
i1<ip<-<iy
cu a;, . ;, functii antisimetrice in fiecare pereche de indici.

Multimea tuturor r—formelor diferentiale pe M se noteaza Q' (T* M) si este un
€¢>°(M)-modul. La fel ca pentru tensorii alternati, putem forma si modulul graduat
QM) =eQ"(T* M).

Observatia 9.2.1. Pe o varietate n—dimensionala orice n + i—forma diferentiala este
nuld, deci suma directa anterioara e finita.

Actiunea unei aplicatii diferentiale asupra formelor diferentiale. Fie acum f :
M — N. Am vazut cum actioneaza f, prin diferentiala ei, a asupra cimpurilor de vec-
tori. Actiunea era bine definita numai pentru difeomorfisme. In schimb, asupra forme-
lor diferentiale, f actioneaza natural prin imagine inversd (pull-back in textele engle-
zesti), asociind unei r—forme pe N una pe M. Pentru a € Q" (N), definim f*a € Q" (M)
prin:

(ffa)x(v1,...,vp) = Qg (de f(V1),...,dx f (V).

Putem scrie, formal, (f*a)(Xy,...,X;) = a(df(X1),...,df(X;)), dar numai daci inte-
legem ca, de fapt, egalitatea e punctuald, d f neactionind bine pe cimpuri vectoriale
dacd f nu e difeomorfism.

Prin calcul direct se verifica:

Propozitia 9.2.2. f*:Q(N) — Q(M) este morfism de algebre:
fflaa+bB)=af*a+bf*p,
fflanp)=f anf*p.
Exercitiul 9.2.3. Fie f : R3 — R? dat prin f(x, ,2) = (x + y, xz). Fie formele diferentiale pe R?:
a=e’du+udv, P=vdundv.

Calculati a A B, f*a, f* B siverificatica f*(@AnB)=f*an f*B.



2 FORME DIFERENTIALE 181

Exemplul 9.2.4. (1-forma canonica pe 7" M.) Fibratul cotangent al oricarei varietati e
inzestrat cu o 1-forma global definitd, canonica (depinde, asadar, nu mai de structura
diferentiabila a varietatii). Definitia a fost data de Poincaré si este esentiala pentru
formalizarea mecanicii analitice si a geometriei simplectice.

Fie m: TM — M proiectia canonica. Asadar, 7 asociaza unei 1-forme a pe M, care
e un element al lui 7* M, punctul in care e considerata acea 1-forma. Imaginea inversa
alui 7 actioneazi asa: n* : T*M — T*(T*M). Definim A € Q' (T* M) prin A(a) := n*a.
Punctual, forma canonicd lucreaza astfel:

Ao, (V) =ax(dg, m(v), xeM,ayxe Ty M, ve Ty (T*M).

Exercitiul 9.2.5. Aritati ca daca f: M — N, atunci f* A = Ap7, unde Az, Ay sint formele cano-
nice din exemplul precedent.

O forma diferentiald de grad maxim pe M si nicaieri nula se numeste formd volum.
Din Corolarul 9.1.11 obtinem direct:

Propozitia 9.2.6. O varietate e orientabild (vezi Sectiunea 7) dacd si numai dacd admite
o formd volum.

Aplicatie. Forme sting invariante pe grupuri Lie. O r—forma diferentiala a pe un grup
Lie G se numeste sting invariantd daca L}« = a pentru orice a € G. Explicit, avem
(L} a)p = ap, adica:

ap(dy1p X1,y dg1pXr) = ap(Xy,.., X).

Vom nota mulfimea formelor sting invariante de grad r cu Q  (G) (se mai numesc
forme Maurer-Cartan; definitia a fost introdusa de Elie Cartan). Proprietatea a doua
din Propozitia anterioara demonstreazd cd 7, (G) e inchisd la produs exterior, deci e
o subalgebra a lui Q* (M).

Ca si cimpurile sting invariante, formele sting invariante pot fi generate pornind de
la 0 baza in spatiul tensorilor alternati pe T, G pe care o transportam in orice punct prin
translatii paralele. In particular, pentru 1-forme sting invariante are loc: Q}n ,(G) =
T;G = g* (dual de spatiu vectorial real). Rezulta atunci ca pentru orice X € L(G) si
orice a € Qll.,w(G), avem a(X) = a.(X,) = const. Acum putem demonstra un rezultat

foarte important despre grupuri Lie:

Propozitia 9.2.7. Fie {Xy,..., Xy} 0 bazd de cimpuri sting invariante. Atunci [ X;, X;] =
Ci jk Xk cu c;j = const. si care verificd urmdtoarele proprietafi:

Cijk+Cjki =0,

> (CijsCske+ CjksCsit + CkisCsjt) = 0.
N

intr-adevir, cum L(G) e subalgebra Lie, e clar ca [X;, X;] = ¢; jkXk, pentru niste
functii c;j. Faptul ca ele sint, de fapt, constante rezulta prin aplicarea 1-formelor
sting invariante duale lui {X;}. Prima relatie de mai sus exprima anticomutativitatea
crosetului, a doua nu e altceva decit identitatea lui Jacobi.

{cijk} se numesc constantele de structurd ale grupului G fata de baza {X;}. Cunoas-
terea lor echivaleaza cu cunoasterea intregii algebre Lie a grupului.
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Diferentiala exterioara. Caracteristica principald a formelor diferentiale este ca
pot fi derivate, operatorul linear pe care-1 vom defini fiind de patrat nul si reducindu-se
la diferentiala obisnuita pe functii. Vom defini acest operator local, folosind expresia
in coordonate a unei forme diferentiale, apoi vom arata ca definitia nu depinde de
alegerea coordonatelor si ca operatorul astfel definit verifica niste proprietati care-1
identifica.

Fie a o r-forma diferentiald care, in harta locala (U, ¢) se scrie a = ailmirdx"l A
-~ Adx'r. Pentru simplitate, vom nota [ = (iy...i,) si dx! = dx" A--- Adxir. Astfel,
a = aydx’. Prin definitie, punem:

9.3) d(ardx’y = (day ndx’.

Asadar, d : Q" (U) — Q" +1(U). Inainte de a dovedi independenta definitiei de coordo-
nate, demonstram trei proprietati esentiale, cuprinse in:

Propozitia 9.2.8. Operatorul definit de (9.3) satisface egalitdtile:
(i) d(a1 +as) = dal + dag.
(ii) dlainaz)=dajAax+(-1)"a; Aday, under, =dega;.
(ii1) d(da) =0.
Demonstratie. Prima egalitate, linearitatea, este evidenta, pentru ca se reduce la li-
nearitatea diferentialei functilor.
Acum, pentru a demonstra a doua egalitate, o folosim pe prima: putem presupune

ciay = a1dx', ay = apdx’ (aici ay, a, sint functii). Atunci a; A ay = ajaxdx’ Adx’.
Urmeaza:

da; Aay) =d(ayaz) A dx"ndx’

= (arxday + ardax) N dx'ndx’

=arda; A dx' ndx’ + aday A dx'ndx’

=(day Andx) A (adx) + (~D " aydx Aday A dx”

=dai Nay+ (—1)r1a1 ANday.
Pentru a treia egalitate, o folosim din nou pe prima si ludim a = adx’. E clar in primul
rind ca:

ddx"y=ddx" n--AdxT) =) (=17 dx" Ao Ad(dxT) A AdxT=0.
J

Atunci, din nou din a doua egalitate, rezulta:
dda)=d(dandx")=dda)rndx'—danddx")=d(da) ndx".

Deci e suficient sa aratam ca d are patrat nul pe functii. Aici folosim expresia locala a
diferentialei functiilor:

da d o
dda) = d(>=dx') =Y — = dxi pdxl =0,
ox! i 0x'0xJ
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pentru ca derivatele partiale de ordinul al doilea sint simetrice in i, j, pe cind dx’ Adx/
sint antisimetrice. u

Acum putem demonstra ca cele trei egalitdti din propozitie identifica operatorul
de derivare:

Propozitia 9.2.9. Doi operatori care satisfac egalitdtile din Propozitia 9.2.8 si coincid
pe functii sint egali.

Demonstratie. Fie d’ un alt operator care satisface egalitétile din Propozitia 9.2.8 si
astfel incit d f = d' f pentru orice f € 6°°(U). Va fi suficient si demonstram cid da =
d'a pentru a = fdx!. Avem:

d(fdxhy=@d fyndx"+ fd'dx")  din(ii)
=dfindx'+ fd'dx") pentrucidf=d'f
=da+ fd'(dx)).
Ramine sa aritam ca d’(dx") = 0. Dar, datorita egalititii pe functii, dx’ = d’x’ si avem:
d'dxhy=d' (dx" A---ndxT)=d'(d x" A Ad'xT)
=Y =D/ d X A A d (@ XY A A dxT =0,
J
[

Datoritd unicitatii operatorilor locali cu proprietdtile de mai sus, rezulta ca defini-
tia nu depinde de harta in care a fost datd. Putem deci formula:

Teorema 9.2.10. Existd un unic operator d : Q" (M) — Q"1 (M) care satisface (i), (ii),
(iii) din Propozitia 9.2.8 si coincide cu d f pe Q°(M).

Observatia 9.2.11. In analiza clasicd in R® se definesc operatorii gradient, divergentdi
si rotor care au semnificatie fizici. Astfel, daca f e o functie diferentiabild pe R® si
X = (X', X2, X3) e un cimp vectorial, atunci:

not. def. 0f of Of
VI = gradf = (6x1’6x2’6x3

. def.0X! 8X%> ox3
divX = —+—+—%,
v ox!  o0x2  0x3
0x3 o0x% ax' o4x® o0x% ox!

2 o Ce T Ga T

),

rotX = |( ).

Formal, folosind produsele scalar si vectorial din R®, se poate scrie divX = V- X sirot =
V x X. Se verifica usor formulele
9.4) divorot=0, rotograd=0.
Sd consideram acum urmadtoarele izomorfisme:
(1) ¥R — Q'R3, prin % — dx'. Deci lui X ii corespunde 1-forma X'dx! +
X2dx?+ X3dx®.
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2) y[R3) — Q?R3, prin X — wy, unde wx (Y, Z) = X-(X x Z) (altfel spus, w(Y, Z) =
det(X,Y, 2)).

(3) X R3) — Q3(R3), prin f — fvol, unde 3-forma vol e definita prin vol(X, Y, Z) =
det(X,Y, 2).

Cu aceste identificari, se poate verifica imediat ca formulele (9.4) se reduc la una sin-
gurd, si anume la d o d = 0. Nu e un fapt banal: formulele clasice péareau sa depinda de
proprietati specifice lui R3, cum ar fi existenta produsului vectorial, in timp ce dod = 0
e o proprietate a structurii diferentiabile.

Observatia 9.2.12. Cum d: Q" (M) — Q"1 (M) este operator linear, studiul nucleului
si al imaginii sale este foarte important.

Formele din nucleul lui d se numesc inchise. Deci « e inchisa daca si numai daca
da=0.

Formele din imaginea lui d se numesc exacte. Astfel a e exacta daca si numai daca
existd fcua=dp.

Cum dd = 0, e clar ca orice forma exacta e inchisa, astfel ca se pot considera R—
modulele
Ker(d : Q" (M) — Q"1 (M)
Im(d : Q"1 (M) — Q" (M)’
numite module de coomologie de Rham. Cum pe o varietate n-dimensionala orice
forma de grad strict mai mare ca n e nuld, rezultd ca H nH (VY =0 pentru orice i.

Se poate arita ca modulele acestea sint libere. Dimensiunea reala a lui H*(M) se
numeste numdrul Betti de ordinul k al lui M. Cu ajutorul numerelor Betti se poate
introduce suma lor alternata, notata y(M): deci:

H' (M) =

X (M) = bo(M) = by (M) + ba(M) + -+ + (=1)" by (M).

Este generalizarea caracteristicii Euler a poliedrelor si suprafetelor (vezi paragraful de-
dicat Teoremei Gauss—Bonnet) si se numeste caracteristica Euler—Poincaré. Legatura ei
cu invariantul definit anterior, cu ajutorul trianguldrilor, nu poate fi explicata in cadrul
acestui curs; se poate consulta [Gr].

Teorema lui de Rham, care se demonstreaza in cadrul topologiei algebrice, afirma
cd modulele de coomologie (deci si y(M)) sint invarianti topologici: altfel spus, doua
varietdti care nu au aceleasi module de coomologie nu pot fi homeomorfe (cititorul
interesat poate consulta, de exemplu, monografia [BT]). Este remarcabil cd niste inva-
rianti topologici pot fi calculati cu ajutorul unor obiecte diferentiabile!

Ca modulele de coomologie nu sint, in general, triviale rezulta din faptul ca nu
orice forma inchisa e exacta. De exemplu, pe R2\ {0}, 1-forma a = %erﬁdy
dar nu e exactd (demonstrati).

Vom vedea, insd, ca toate modulele de coomologie ale lui R” sint triviale, ceea ce
revine la a demonstra ca orice forma inchisa pe R” este exacta (lema lui Poincaré). In
consecintd, vedem ca, pe orice varietate, orice forma inchisa este local exacta.

Revenind, observam ca diferentiala functiilor are o expresie foarte simpla: pentru
feEEPM) si X € Z (M), avem d f(X) = X(f). Cum formele diferentiale sint aplica-
tii multilineare alternate pe & (M), e util sa avem si o formula asemandatoare pentru
diferentiala exterioara a functiilor de orice grad.

e inchisa,
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Propozitia 9.2.13. Pentru orice r-formd « are loc formula:
(r+Dda(Xo,..., Xr) =Y (-D' X;(@(Xo,..., Xir.... X))
i

9.5) " N N
+) D" alX;, X, Xo, .., Xy, Xy, X)),

i<j
unde” marcheazd lipsa argumentului respectiv.

Demonstratia este un simplu exercitiu: datorita linearitatii, este suficient sa verifi-
cam formula luind X; = %. Acum formula se simplifica deoarece crosetele cimpurilor
din baza canonica se anuleaza. Apoi, datorita proprietatilor lui d, e suficient sa luam
a = adx!. Cu aceste alegeri, verificdrile sint imediate.

De exemplu, pentru a € Q' (M) avem:

2da(X,Y) = X(a(Y) - Y(a(X)) —a(X, YD.

Corolarul 9.2.14. Fie a o I-formd care nu se anuleazd in nici un punct al varietdtii §i
satisface da = 0. Atunci nucleul ei, 2 = {X € Z (M) | a(X) = 0}, e o foliatie.

Intr-adevir, se vede usor cd 9 e distributie, iar formula dinainte asigura involuti-
vitatea ei.
Exercitiul 9.2.15. Aratati ca, mai general, nucleul unei 1-forme « e o foliatie daca si numai daca
anda=0.

O proprietate extrem de importanta, care se demonstreaza cel mai usor tot local,
ca si cea dinainte, este urmatoarea:

Propozitia 9.2.16. Diferentiala exterioard comutd cu imaginea inversd:
d(f*a)=f*(da).

Demonstratie. Datoritd linearitatii, e suficient sa facem demonstratia pentru monoame

de felul @ = adx" A--- A dx'*. Avem

fra=(ao H(f*dx™) A+ A (f*dx™).

Dar, pentru orice g € €°(M), dg € QY (M) si f*(dg) = d(go f) (vezi § Spatiul cotan-
gent). Asadar, f*(dx') = d(x' o f). Rezulta, folosind si f*(wAnN) = f*wA f*n:

d(f*a) = di(ac f)d(x" o fYA--- Ad(x'* o f)}
=d(aof) /\d(xil of) /\~--Ad(xikof),

termenii de tipul d(d(x" o f)) fiind nuli datorita proprietatii d> = 0. Pe de alta parte,
din aceleasi motive ca mai sus:

flda) = f*(dandx A Adx = (F*da) A f*(dx) Ao A F* (dac®)
=d((ac f)Ad(x" o fYA---Ad(x" o f),

ceea ce incheie demonstratia. |

Exercitiul 9.2.17. Daci a, f sint inchise, atunci si @ A 8 e inchisa. Daca a e inchisa si 8 exactad,
atunci a A 8 e exacta.

Exercitiul 9.2.18. Am vazut in Exemplul 9.2.4 ca pe T* M existd o 1-forma canonica A. Aratati
ca dA este o 2-forma nedegenerata (ceea ce inseamna ca T* M are, in mod canonic, o structura
simplecticd).
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Aplicatie. Forme sting invariante pe grupuri Lie. (Continuare). Fie acum «a € Qll.yw(G)
si X,Y € L(G). Atunci, deoarece a(X) = const., a(Y) = const., obtinem da(X,Y) =
—za(X, Y.

Ca urmare, daca {Xj,..., X} e o baza de cimpuri sting invariante, cu constantele
de structura asociate {c; jkh lar {ag,...,a} e baza duala de 1-forme sting invariante,
atunci avem:

da,- = % Z cjkiakAaj.
j<k

Produsul interior. Produsul exterior este o operatie interna pe multimea formelor
diferentiale. Existd insa si o operatie externa, intre cimpuri vectoriale si forme.

Definitia 9.2.19. Fie X € 2 (M) si a € Q" (M). Forma diferentiala ixa € Q"' (M), defi-
nita prin:

iXa(Xlr-- -»Xl’—l) = a(X’ Xl) . ~-7XT—1)r
se numeste produsul interior al lui X cu a.

Asadar, produsul interior fixeaza primul argument al formei diferentiale. Actiunea
sa asupra produsului exterior este urmatoarea:

(9.6) iX(a1/\ag):ixall\a2+(—1)”a1/\ixa2.
Pentru demonstratie, observam intii cd, deoarece produsul interior este ¢°°(M)-
linear (ix(aa+bp) = aixa+bixp)siirxigya = fixa+giya), e suficient sa verificim

(9.6) pe forme decompozabile de forma a; = dx™ A---Adx' sias =dx/' A---Adxir.
Pe de alta parte, e usor de vazut ca:

ix(dx" Ao ndx) =Y (DR dxt A NixdxF A A dx
k

Verificarea se face luind X = %, cu s € {iy,...,i;}. Restul verificarilor sint acum ime-
diate. Direct din definitie rezultd comutarea actiunii unui difeomorfism (prin imagine
inversd) cu produsul interior:

Propozitia 9.2.20. Fie f un difeomorfism si a o r—formd. Atunci are loc relatia:

ix(ffa)=f"liarxa).

Local, daca X = X"% sia=a;, dx A--- Adxr, avem:
ixa=X'aj, ;dx?n---ndx'.

Observatia 9.2.21. Alte notatii foarte folosite pentru produsul interior sint: X|a (cim-
pul intrd in forma) si i (X)a. De asemenea, de multe ori, in loc de ix apare (.
Exercitiul 9.2.22. Pentru X = aa—x+(sinz—cosx) %—xzy% e X®R3) sia = y?>dxndz+log(xy)dxA
dy+tgxdy ndze Q2®R), calculati da si ixa.

Exercitiul 9.2.23. Fie u o forma volum pe M. Aratati ca aplicatia Z (M) 3 X — ixu € Q" me
izomorfism de module.
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3. Derivata Lie a formelor diferentiale.

In sectiunea 5 am definit derivata Lie a functiilor si a cimpurilor vectoriale pe di-
rectia unui cimpX. Ea mdsura variatia functiei, respectiv, cimpului, sub actiunea flu-
xului X;. Reamintim ca aveam formulele:

1
9.7) Zxf =lim=(fo X~ f) = X(D.

9.8) (LxY)e = lim - (@X_ (1)~ V).

Similar, folosind actiunea fluxului prin imagine inversd, pentru o r—forma «, definim:
(9.9) (ZLxa)y = ltlj}(l) % (X[ ax,m— ax).

Dupa cum se vede, ZLx a este o r—forma care verificd relatia:

d .
(Zxa)x = %h‘:o(Xt ax,(x)-

Urmatoarea propozitie listeaza proprietatile derivatei Lie a formelor diferentiale:

Propozitia 9.3.1. Pentru orice cimp vectorial X :

(1) ZLx:Q7 (M) — Q" (M) eo derivare:
Lx(anp)=ZLranB+anZLxp.

(2) Derivata Lie comutd cu diferentiala exterioard: d £x = Lxd.
(3) Formula lui Cartan': £x = dix + ixd.
(4)

(Zxa)(Xy,..., Xy) = Lx(a(Xy,..., Xy))
_Za(Xlw--er'—l)$XXl'le'+l)uwXr)r
i

sau, echivalent:

(gXa)(XI»---;Xr) :X((x(le---;Xr))
_Za(xlr---yxiflr[X)Xi])Xi+lv-~-er)-
i

6) ixyv) = [ZLx, iv].

©6) [Zx, Zy]=Zxv)-

Formula magicd, dupd cum o numesc multi autori. Intr-adevir, formula aceasta este esentiald pentru
intreaga geometrie simplectica, anume geometria unei 2—forme inchise si de rang maxim.
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Demonstratie. Pentru prima proprietate, folosim f*(a A f) = f*a A f* B si definitia.
Pentru simplitate, nu mai indicam punctul in care calculdm derivatele:

$X(aAﬁ)_llm1(X (@anp)—anp)
—hml(X an X[ B+X;anB-X;anB—axnp)

= lim — (Xa a)/\,B+11mX @ Alim— (Xﬁ B)
—Exa/\ﬁ+a/\§£Xﬁ,

unde, pentru ultima egalitate, am tinut seama cad X, = Id.
Pentru comutarea lui £ cu d, demonstram intii ca relatia are loc pe functii. Avem,
folosind definitia si comutarea lui d cu imaginea inversa (Propozitia 9.2.16):

i . a . d, .
Lxdf) = S 10X; (@) = S1od(G =d (%m(x, f)) = dLyf.

Fie acum a € Q" (M). Derivata Lie si diferentiala exterioara sint operatori locali, deci e
suficient sd lucram pe un sistem de coordonate locale in care putemlua a = a;,_; dx"' A
< Adx'" = ardx' sida=dar A dx". Asadar:

Px(da) = Lx(dar ndx’) = Lx(dap) ndx" +da; A Lx(dx))
r . . .
=d(&xapndx'+darn Y dx A+ A Lx(dxF) A A dxT
k=1

r . . . . .
=d(&xapndx'+darn Y dx" A Ad(LxxTF) A AdXT. LxxE A A dxT)
k=1

dx'+a;£x(dx")
Pe de alta parte:
d(&xa) = d(Lxapdx’ + a;Lx(dx") =
=d(&xajp) A dx' + dar A =,%X(dxl) + ald(ffxdxl),
ceea ce incheie demonstratia deoarece d(ZLx dx’) =0, conform calculului anterior.

Pentru formula lui Cartan, observam c4, la fel ca si Zx, membrul drept e o deri-
vare:

(dix+ixd)(a) Aaz)
=d(ixaiAas+(=D"a; Nixar) +ix(dai Aas+ (=D ag Adas)
=dlixap)Aay+(D"VixagAdas + (~D) " (day Aixaz+ (D" ay Ad(ixas))
+ix(da) Aas+ (D" day Nixas+ (D) (ixay Adas+ (-1)"ay Aix(das))
=(dix+ixd)(a)) Aaz+ a1 A(dix +ixd)(az).

in plus, e evident c4, deoarece dd = 0, membrul drept comuta cu d:

ddix +ixd)=ddix+dixd=dixd+ixdd=(dix+ixd)d.
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Observam apoi ca, pe functii, egalitatea se verifica:
(dix+ixd) f=ixdf)=df(X)=2Lx(f).

Acum demonstratia continua ca si cea dinainte, folosind expresia locald a unei r—forme.
Expresia (4) pentru derivata Lie se obtine in felul urmator, folosind definitia:

(Zxa)xXix, ..., Xrx)

N P
=lt1£%;((Xta’)x(Xlx;---rer)_ax(Xlx;---;er))
1
= ltl_I}(l) p (@x, 0 (X (X1x), ., dXt (Xrx) = Ox,00 X1x, 00+ 0 Xr Xo ()

1
+ %}_r’% ; (aXt(x) (X1X: (2 Xr Xp(0) — Ax (X, .- »er))

=%x(a(Xi,...,X;)y (eadoualimitd dinainte)
1
- thma p (ax,0@dXe(Xix,00) - Xt Xi—1)x,(0))»
— i~

Xix, (0 — Xt (Xix,(0), X+ DX+ 00 Xr X, (0)
=Zxa(Xy,...,Xp)x— thl_{% (@x, 0 (dXe(Xix,0)» - AXe (Xii-1) X, ()
k

1
;(XiX,(x) —dXi(Xix, ) Xii+1) X 0>+ Xr X, ()
= EX(a(Xl;---’Xr)x _Z(Q(Xl,---,Xi—beXi»XHl»---»Xr))x-

i
Acum, folosind aceasta formula, relatia (5) e aproape imediata:
(Zxiyv)(@)(Xy,..., Xr-1) = (Lx(iya)(Xy,..., Xr-1)
=X(a(Y, X1,.... X)) =Y alY,Xy,...,[X, Xil,..., Xp1).
((ly Zx) (@) (Xy,..., Xr-1) = (Lxa) (Y, X, ..., Xp-1)
=XV, Xy,.... X)) —a(X, Y], Xy,..., Xr-1)
=Y aY,Xy,...,[X,Xi),..., Xr—1), deci:
(&Zxiy)(@) - ((iy £Lx)(@) = ix,v)a.

In fine, relatia (6) rezulti usor folosind formula lui Cartan si relatia (5). [ |

Observatia 9.3.2. Aplicata pe cimpuri vectoriale, relatia (6) nu e altceva decit identita-

tea lui Jacobi.
Exercitiul 9.3.3. Ardtati cd, local, expresia derivatei Lie este:

oaj, i . . X . . .
EZXCI:XI%dx“/\mdx” o dx A dxR A dxT

X

Exercitiul 9.3.4. Folositi formula invariantd a derivatei Lie ca sa demonstrati cd, pentru orice
difeomorfism f: M — M’ si orice a € Q" (M), are loc formula:

fdf(f)xf*a:f*fx(l.
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Exercitiul 9.3.5. (Lema lui Cartan) Fie k < n = dim M si wy,...,w; 1-forme independente in
fiecare punct. Fie 01, ...,0) 1-forme care satisfac Z{.‘Zl 6; Aw; = 0. Atunci exista funtiile diferen-

tiabile A;j, cu A;;=Aj;, i,j=1,...,k, astfel incit 6; = Z?:l

Exercitiul 9.3.6. (Forme de contact) O 1-forma « pe o varietate 2n+ 1-dimensionala se numeste

de contact daca a A (da)™ e forma volum. Arétati ca nucleul unei forme de contact e o distribu-

tie neintegrabild ale carei varietati integrale au dimensiune maxima n + 1. Aratati ca exista un

unic cimp vectorial R (numit cimp Reeb sau caracteristic) cu proprietdtile ira =1 si igda = 0.

Deduceti de aici si formulele: Lra =0, Lrda =0, ffRa =df, =fﬂqdoc =0, fe €°(M).
Aratati, prin inductie, ca exista un sistem local de coordonate in care a se scrie

A,-jwj.

a=dx'+x2dx® +-- + x2S dx*H,

Reciproc, orice forma care admite astfel de exprimari locale e de contact.
Aritati cd, pe sfera $2"+1 c R2*+2  restrictia formei

@= 2dxl — 2 da? 4 e g 2NH2 20+l _ 201 g 2042

e de contact.
Mai general, fie S”~! ¢ R” si N o varietate paralelizabila de dimensiune 7 si w1,...,w, 0
bazi de 1-forme globale pe N. Atunci varietatea produs $’*~! x N admite forma de contact

a=x'w+-x"wp.

Exercitiul 9.3.7. Fie M; varietati diferentiabile, M; conexa, sifie mo : M1 x Mo — M> proiectiana-
turald. Aratati ca o r—forma a pe M] x M> e imaginea inversa a unei r—forme de pe M, a = n; a2,
daca i numai dacd ixa =0 si Lya =0 pentru X € Z (M7 x Mp) pentru care d(y,  x,) 72 X(x;,x,) =
0.

Observatia 9.3.8. Deoarece avem definita derivata Lie pentru cimpuri si pentru 1-
forme, putem sa ii extindem actiunea asupra cimpurilor tensoriale de tip (p, k) in felul
urmitor. Incepem prin a defini actiunea lui X asupra unui cimp decompozabil T =
X1®--®Xp®a1;®---®a, (vezi subsectiunea 8) prin:

d
(9.10) %xT = altzodX_t(Xl ® - 0X)eX; (18- ®ap),

apoi extindem prin linearitate.

Rezulta ca si derivata Lie a cimpurilor tensoriale e o derivare. In plus, ea comuta
cu contractia tensoriala (demonstrati!). De asemenea, toate formulele demonstrate
anterior (care nu implica derivata exterioara) se extind la cimpuri tensoriale.

Ce semnificatie are anularea derivatei Lie pe directia unui cimp vectorial? Avem
raspunsul in:

Propozitia 9.3.9. Fie T un cimp tensorial si X € & (M). Atunci Lx T =0 dacd si numai
dacd T e invariant in raport cu grupul local uniparametric generat de X.
Demonstratie. Dacd, pentru orice t, avem X; T = T (notdm, formal, cu X; actiunea
lui X; asupra lui T, dar stim ca ea are loc diferit pe componentele covariante si pe cele
contravariante), atunci din (9.10) rezultda £Lx T = 0.

Pentru reciprocd, observam intii ca:

* d *
Xi (&xD) = XS T).
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intr-adevir, avem:
X/ (&xT) =X (ZLax,xT)  fluxullui X invariaza X
=ZLx(X;T) din Exercitiul 9.3.4

1 1
=lim - (X} (X; T) - X; T) =lim - (X}, ,T - X; T)
s—0 S s—0 s
_4 [/(XST)
Tds T

Asadar, dacd Zx T =0, rezultd cd X; T e constantd in raportcu ¢. Deci X; T = X; T =T.
[ ]

Divergenta unui cimp vectorial. Fie M o varietate orientatd de o forma volum p.
Cum derivata Lie nu schimba gradul formelor, £y trebuie sa fie tot o forma de grad
maxim, deci un multiplu al lui p. Definim divergenta lui X fatd de p prin egalitatea:

Lxp=div, (X)p.

Atunci cind forma volum e fixatd, scriem, de obicei, doar div(X).
Exercitiul 9.3.10. Verificati ¢, pentru M = R” si u = dx' A--- A dx", definitia divergentei se

ox!
reduce la cea clasica, anume divX = Z e
a 1

Din propozitia anterioard, aplicata pentru T = u, obtinem:

Corolarul 9.3.11. div(X) = 0 dacd si numai dacd forma volum e invariantd la acfiunea
fluxului lui X.

In general, despre un difeomorfism care invariaza o forma volum se spune ca pas-
treazd volumul; aceeasi terminologie e folositd pentru un cimp vectorial cu divergenta
nula.

Exercitiul 9.3.12. Demonstrati urmatoarele proprietati ale divergentei:

(1) divy, (X) = div(X) + FX(f), f € 6 (M)\ {0}.

(i) divy(gX) = gdiv,(X) + X(g), g€ €°(M).

(i1i) divy (X, Y1) = X(divu(Y) - Y (divy (X)).

Aplicatie: Distributii si forme diferentiale; Teorema lui Frobenius, varianta cu forme.
Schitam aici (cf. [Le, §11.3]) interpretarea teoremei lui Frobenius (vezi sectiunea 7) in
limbaj de forme diferentiale. Cititorul interesat va completa singur detaliile.

1. Orice distributie se poate descrie cu ajutorul unor 1-forme. Mai precis: Fie D
o distributie r-dimensionald; atunci pentru fiecare punct x € M" existd o vecindtate
deschisa U si 1-formele ay,...,a,—, linear independente pe U astfel incit

Dy=Kera;n---nKera,-,, pentruoriceyeU.

Se spune ca formele cu aceasta proprietate definesc local D. Pentru demonstratie, se
alege un sistem de cimpuri independente X3, ..., X, care genereaza D intr-o vecinatate
alui x, se completeaza la o baza de cimpuri Xj, ..., X;; independente, eventual pe o ve-
cindtate mai mica a lui x (cum anume? acesta e pasul netrivial), apoi se considera re-
perul dual 0y, ...,0,. Se vede usor cd v € D, dacd sinumaidacd 0;(v) =0, i =r+1,...,n.
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Luam deci a; = 0,;. Observati ca enuntul acesta nu e altceva decit versiunea diferen-
tiala a faptului cd orice subspatiu linear r-dimensional e intersectia a n— r hiperplane,
fiecare dintre ele fiind nucleul unei functionale.

2. Spunem cd o p-forma w definitd pe un deschis U anihileazd distributia D pe
U dacd wy(vy,...,vp) = 0 pentru orice y € U si vy,...,Vp € D). E usgor de verificat ca
multimea formelor din Q(U) care anihileaza D pe U formeaza un ideal .#p(U). E clar
ca daca a; definesc local D, atunci da; € .%p(U).

3. Se poate ardta acum, folosind formula dw(X,Y) = X (w(Y))-w(Y (X)) -w([X, Y1),
ci D e involutivd dacd si numai dacd pentru orice deschis U, dacd w € %p(U) N QN (U)
atunci §idw € Ip(U).

Anihilatorul .#p (U) poate fi descris in termeni de forme care definesc local distri-
butia: w € #p(U) N QP (M) dacd si numai dacd pentru orice ay,...a,—, care definesc

local D avem
n—-r

wly=Y a;Af;, pentruniste f; € QP71 ().
1

Suficienta conditiei e clara. Mai greu de demonstrat e necesitatea, adica identificarea
formelor ;. Iata pasii care trebuie urmati:

(1) Alegem formele ay,...,a,_ care definesc local D, le prelungim la un reper
de forme a;,..., @, pe o vecinatate V < U. Considera reperul dual Xi,..., X,
astfel incit X, ,41,..., X, sd genereze D pe V.

(2) Ardtam ca w € £p(V)NnQP(V) daca si numai daca o(Xiy,...,Xi,) =0, cun—
r+l1< ij =n.

(3) Putem deci scrie:

(U|V: Z wi]...ij'V“i]lV/\"'/\aijlv
i1<~~~<ij

= ) Oi.iphsn-rlvanlv A Aagly
i1<'~~<ij

(pt. cd macar un indice tebuie sda fie <n-—r)

n-r
= Z ailv A _ > _ Wiiy...ijlv @iy lv A Aagly
i=1 Ip<--<ij
sipunem fily =Yy c.ci; Wity..ij [V @i [V A Aty
Acoperim U cu multimi V pe care am definit formele f si globalizam
folosind o partitie a unitatii.
Acum rezulta imediat:
4. Distributia D e involutiva daca si numai daca pentru orice multime de 1-forme
ay,...,a,_, care o definesc local are loc

n—r
daj=) i Yik
k=1
pentru niste 1-forme y;, cul < i, k < n—r. In fine, putem demonstra varianta cu forme
a teoremei lui Frobenius:
5. Distributia D e involutivd dacd si numai dacd .% (D) e un ideal diferential, adicd
d.¥(D)c.# (D).
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Necesitatea: Fie w o 1-forma care anihileaza D pe U. Alegem x € U si o functie test
¢ cu suport in U si care ia valoarea 1 intr-o vecindtate a lui x. Avem d(pw) =df Aw+
@dw e # (D) pentru cad dw € # (D). Cum d(¢pw)y = (dw)y, rezultd cd si dw anihileaza D
pe U. Acum aplicam 3.

Suficienta: Alegem 7 € .# (D). Ca de obicei, putem presupune 77 omogena de grad
mai mare ca 2 (gradul 1 e continutul punctului 3.). Fie ay,...,a,—, 1-forme care defi-
nesc local D pe U. Un calcul direct, folosind rezultatele anterioare conduce la

n—-r n—-r n-r
dnluy=d ) ainfi=). > aiAyicAPBi— Y aiAdfi,
i=1 i=1 k i=1

de unde rezulta ca dn anihileaza si ea D.
Aplicatie: Coomologia lui R". Prezentam in incheiere demonstratia faptului ca toate
grupurile de coomologie ale lui R” sint nule. Motivul includerii acestei demonstratii
aici (desi nu vom merge mai departe cu studiul coomologiei de Rham) este ca ea poate
fi vazuta ca o aplicatie a formulei lui Cartan pentru derivata Lie.
Teorema 9.3.13. (Lema lui Poincaré). Orice formd inchisd pe un deschis homeomorf cu
o bild deschisd dinR" e exactd.

In particular, orice formd diferentiald inchisd pe o varietate diferentiabild este local
exactd (adicd existd un deschis pe care restrictia formei este exactd).
Demonstratie. E clar ca e suficient sa demonstram enuntul pentru forme definite pe
bila deschisa B := B". Fie a o astfel de k—forma inchisa.

Cheia demonstratiei constd in definirea unui asa—numit operator de omotopie (vezi
[Wal, [BT]) K : Q¥(B) — QF~1(B) care satisface relatia:

Kd+dK = Lokp)-
E clar cd, dacd am construit K, atunci da = 0 atrage dupa sine:
a=d(Ka),
adica « e exacta.
Pentru constructia lui K, va fi suficient sd gasim un cimp vectorial X si un operator

h: Q% (B) — Q%(B) cu proprietatile:

e hod=doh.

o ho%x= Lok(p)-
Intr-adevir, formula lui Cartan impreuni cu relatia a doua produce:

h(ixd+dix) =1k,
iar comutarea lui & cu d conduce, mai departe, la:
(hix)d +d(hix) = 1ok

Vom pune, asadar, K := hoiy. ;

Pe postul lui X se ia cimpul radial X = ! 5.7 Operatorul h e definit cu ajutorul

integrarii (nu ar trebui sa surprinda: formal, integrarea e ,,inversa“ derivarii, deci scade
gradul formelor). Ca de obicei, dim intii definitia pe forme monomiale:

1
h(ardu’)(u) = U tk‘lf(ru)dr)du’(u),
0
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apoi extindem prin linearitate.
Demonstram acum cele doua proprietdti ale lui A.
Pentru prima dintre ele, facem un calcul direct:

. 1 .
h(d(aru®))(w) = h(a—a’.duf A duI) (w) = U t"‘la—al.lmdt) du’ A du'(u)
oul 0 oul

=d UDI tk_zf(tu)dt) du'(u) = d(h(a;du’)) ().
Pentru a doua, din forma speciald a lui X rezulta ca
,?ix(a[dul) = uj%dul + alujxx(dul).
Pentru calculul ultimului termen, tinem seama c4, in general:

ZLy(du) =iy(ddu)+d(iy(du) = d(iy (duw)).

Pentru Y = X, vom avea:
) .98 . )
fufﬁ(dul) = d(du’(ufﬁ)) = d(uf(‘)‘;.) =du'.
Astfel, cum Zx e derivare, avem:

$uji(dui1 A Adut*) =
oul

0
ka1+ufi1.)dul.
ou’

Avem deci:

h(Zx(ardu")(w) = h ((ka; +ul %) du’) ()
u
l .
= (f k1 (kal(tu) + uf(tu)a—al.lm) dt)dul(u)
0 oul

1
= (f (tka,(tu))’dr)dufz arwdu’ ().
0

Acum demonstratia e completa. |

Corolarul 9.3.14. Coomologia de Rham a oricdrei bile deschise din R" (in particular, a
luiR™) e nuld in orice dimensiune k = 1.

4. Integrare pe varietati. Formula lui Stokes

Definitia integralei unei forme de grad maxim cu suport compact. Vom extinde
acum integrarea de la R" la varietati (orientate). Dar nu vom mai integra functii, ci
forme diferentiale (de fapt, si pe R tot forme se integreaza, aceasta e semnificatia acelui
dx din scrierea [, f f(x)dx a carui prezenta nu se motiveaza niciodata in liceu...) Mai
mult, deoarece varietatea pe care integram nu e neaparat compactd, ne vom limita la
forme cu suport compact.

Fie, deci, M o varietate de dimensiune n, orientabila, pe care am ales o orientare.
Reaminim ca suportul unei forme w este multimea supw = {x € M|w, # 0}, deci, daca
M e compactd, atunci sup w, care e inchisa, e automat compactd. Vom nota cu Qg (M)
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p-formele cu suport compact pe M. E evident ca avem de-a face cu un subspatiu vec-
torial real al lui Q” (M).
Exercitiul 9.4.1. Daca f: M — N e un difeomorfism si w € Qg(N), atunci ffwe Qg(M).

In cazul cel mai simplu, M = R”, avem un sistem global de coordonate si orice
n-forma w se scrie w = a(x!,...,x)dx" A--- A dx". Putem deci defini

fw::fa(xl,...,x")dxl...dx",

integrarea din dreapta avind sens deoarece w are suport compact.

In cazul general, fixdm un atlas {(U;,¢;)} compatibil cu orientarea (adica toate
schimbdrile de coordonate se fac cu determinant pozitiv) si o partitie a unitatii {f,}
subordonata acoperirii {U;} (vezi Capitolul 5, §5).

Daca w; e o n-forma cu supw; < U; compact, putem ,, muta“ forma w; pe R"” cu
ajutorul lui ¢! (vom obtine o forma cu suport compact in ¢;(U;)). Definim, ca mai
sus:

f w; :=f @) wi= | (@ eandu...du",
U; @i (U;) @i (U;)

unde (u},..., u") sint coordonatele de pe ¢; (U;).
Acum folosim partitia unitatii ca sa ,spargem“ forma w intr-o suma de forme cu
suportul in U;: scriem

0= faw=)_(faw).

Cum, din definitia partitiei unitatii, fiecare f, are suportul continut intr-un Uj;, rezultd
ca fiecare forma f,w va avea suportul in acel U;. Deci, conform celor de mai sus, stim
ce inseamna fU,- faw siputem defini:

/Mfaw = fu,- Jaw.

Dar, ca egalitatea de mai sus sd aibad sens, trebuie sa ne asigurdm ca nu depinde de mul-
timea U; in care se afla suportul lui f, (si nici de aplicatia de harta corespunzatoare).
Or, dacé sup(fpw) < U;NUj sinotdm ..., u™), respectiv (v},...,v™ coordonatele pe
@;(U;), respectiv ¢ (Uj), atunci avem

(@7 (fow) = aiwydu' ...du", (97 (fow) = d;(@W)dv'...dv"
si functiile a;, a} sint legate prin relatia
a=d -],
unde J eiacobianul schimbadrii de coordonate (pozitiv, conform alegerii acoperirii com-

patibile cu orientarea):

_ owt,...,v"

_ i 1 _ ) )

J=detd(pjop; )= det—aul,..., R

Atunci formula de schimbare de variabild pentru integrala Riemann ne spune ca:

f a}(v)dvl...dvnzf a}l]ldul...dunzf a;du'...du",
U,'ﬂUj U,'ﬂUj Ul'ﬂUj
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fU,- faw=ij faw.

Cu aceasta verificare, putem, in fine, sa definim:

9.11 = )
o1 W= T

asadar

cu observatia ca suma din dreapta are sens: supw fiind compact, va fi acoperit de un
numar finit de U; si va intersecta numai un numar finit de sup fg.

Pentru ca definitia sa fie corectd, mai raimine sd demonstram cd e independenta
de partitia unitatii aleasd, ceea ce rezulta din urmatorul calcul ({gg} e o altd partitie a
unitatii, subordonata aceleiasi acoperiri):

Y], o= 3] o3 | Tentew=1 [ foo

Definitia 9.4.2. Integrala n-formei cu suport compact w pe o varietate diferentiabild
M de dimensiune 7 este scalarul din membrul drept al formulei (9.11).

Observati ca nu existd, in acest context, decit notiunea de integrala definita. Pe de
alta parte, dacd sup w e cuprins intr-o singura vecinatate de coordonate, atunci [, w se
reduce la obignuita integrala Riemann; notiunea pe care am introdus-o e deci naturala.
Exercitiul 9.4.3. Aratati ca dacd supw; e compact, i = 1,2, atunci si sup(w; + w2) e compact. La
fel, sup(cw) e compact pentru orice ¢ € R. Deducetica [;: Q(')’(M) — R e o functionald lineara.

Atragem incd o datd atentia ca pe o varietate n-dimensionald putem integra numai
n-forme (cu suport compact). La rindul lor, p-formele, cu p < n, se pot integra pe orice
subvarietate p-dimensionald. Iatd cum. Fie h: N — M o subvarietate p-dimensionald
alui M (h poate fi si incluziunea canonica, dar poate fi, mai general, orice scufundare)
si fie n € Q) (M). Atunci h*n € Q) (N) (demonstrati!). Punem, prin definifie:

f n::f h*n.
h(N) N

Vom avea nevoie de aceasta definitie in sectiunea urmatoare.
Exercitiul 9.4.4. Fie f: S — S!, prin f(2) = z°. Fie dt elementul de lungime pe cerc. Aritati ci
Jo frdn=2fqdt.

Mai general, daca f : M — N e o acoperire cu k foi si w o forma de grad maxim pe N, cu
suport compact, atunci [, f*w =k [y w.
Exercitiul 9.4.5. (Teorema lui Fubini) Fie «,f forme de grad maxim cu suport compact pe

. . . Lo . Mpor o *
M, respectiv M. Fie m; : My x M — M; proiectiile canonice. Aratati cd 7y a A 7, § are suport

compact in M x My si
=, o)
M7 x M M M,

Formula schimbarii de variabila capata, in acest context, urmatoarea infatisare:

Teorema 9.4.6. (Schimbarea de variabild.) Fie M §i N varietdti n-dimensionale,
orientate si h : M — N un difeomorfism care pdstreazd orientdrile respective. Fie w 0
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n-formd cu suport compact pe N. Atunci

f h*wzf w.
M N

Demonstratie. Conform exercitiului Exercitiul 9.4.1, suportul lui &*w e compact, deci
integrala din membrul sting are sens. Alegem un atlas {(U;, ¢;)} compatibil cu orienta-
realui M si {f,} o partitie a unitatii subordonata lui {U;}, ca mai sus. Atunci {(h(U;), ;o
h~ 1)} eun atlas pe N, compatibil cu orientarea lui N, iar {fy o hHteo partitie a unitatii
subordonata acoperirii {7 (U;)} (demonstrati!). Acum putem scrie:

* = * = —1 * - *
[ ro=Xf fefo=SX [ @ Gaf o
:ZZ[W[((Pi°h_l)OhO(Pi_l]*((P,-_l)*(faf*w) (s.v. in R")
XX [ o fuf ")
= hogi)* (faoh ™o = f woh™! =f .
;;fm( ¢ ) ([ ) ; U o= | o

Exemplul 9.4.7. (1) Odata ce stim sd integram, putem asocia oricarei forme volum fi-
xate w o mdsurd pozitivd p prin formula u(f) := [, fw, pentru orice f diferentiabila
(chiar continud), cu suport compact.

(2) Dacd M e un grup Lie G, se poate ardta mai mult: existd o masura sting inva-
riantd, adicd una cu proprietatea p(f o L,) = pu(f), pentru orice a € G. Intr-adevir, e
suficient sa construim o forma volum sting invarianta. Presupunind cé o avem, fie ea
w, atunci:

p(f) =[ (fOLa)LZLFf (foLap.
G G

Ramine sd explicam constructia lui g. Nu avem decit sd plecam cu un tensor alternat
(0, n), fie el ', pe T,G si il prelungim la o forma diferentiald sting invariantd punind:

Wa(X1,.. 0, Xp) =0 (dgLy1 X1,..., dg L1 Xp).

O masura sting invariantd pe un grup Lie se numeste mdsurd Haar. Se poate arata
si ca este unicd, dar nu o vom face aici. De asemenea, existenta ei se poate arata si mai
general, pe grupuri topologice local compacte.

Formula lui Stokes. In analiza clasicd, Teorema fundamentala a lui Leibniz-Newton:

b
f f/xdx=fb) - f(a),

are citeva generalizari importante in douad si trei dimensiuni, care se studiaza in cadrul
teoriei integrarii de suprafata si volum.
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Anume, dacda D e un domeniu marginit din R? si 0D e frontiera sa (cu orientarea
indusa) si P, Q sint functii diferentiabile pe D, avem formula lui Green:

_ 0Q oOP
j(;D(de+Qdy)—[D(ax ay)dxdy.

Daci acum, D e un domeniu orientat in R3 si P, Q,R sint diferentiabile pe D, avem
formula lui Gauss:

p R
f (dedz+dedx+Rdxdy):f (6 Q.9
oD D

—+ +—|dxdydz.

0x 0dy 0z ) y

De asemenea, pentru o suprafati S c R? cu frontiera o curba neteda si P, Q, R diferen-
tiabile pe un domeniu care contine S, avem formula lui Stokes clasica:

3 OR 0Q oP OR 0Q OP)
fas(deJererRdZ)_ffs (0y 6z)dydz+(az ax)dde+(6x 3y

Nu e greu de vazut ca toate aceste formule pot fi exprimate unitar, cu ajutorul formelor
diferentiale. Pentru formula lui Green (respectiv Stokes clasicd), lucrul e transparent:
punem w = Pdx + Qdy (respectivw = Pdx+ Qdy + Rdz) si formula devine

f w:f dw.
oD D

Aceeasi formuld produce si formula lui Gauss, luind w = PdyAdz+ Qdz Adx+ Rdx A
dy.

Trecem acum la generalizarea acestor formule pe varietdti de dimensiune arbi-
trard. Avem nevoie de notiunea de subvarietate cu bord. Dar, ca sa nu complicdim
expunerea (nu vom folosi aceastd notiune decit aici), vom da o definitie ad-hoc.

dxdy.

Definitia 9.4.8. O regiune cu bord D a varietdtii n-dimensionale M e o submultime cu
doua tipuri de puncte:

(i) puncte interioare: fiecare are o vecinatate din M continuta in D;

(i7) puncte frontierd: un asemenea punct x are o vecinatate de coordonate (U, ¢)
cupx)=0siUnD={ye Ulp"(y) =0}. Vedem ca punctele frontiera sint caracteri-
zate de sisteme de coordonate modelate pe ,,semispatiul“ superior, ele corespunzind
punctelor de pe frontiera semispatiului. Notam cu 0D multimea punctelor frontiera.
Demonstram acum:

Propozitia 9.4.9. Frontiera unei regiuni cu frontierd D e o subvarietate inchisd (n—1)-
dimensionald. Dacd M e orientabild, atunci §i 0D e orientabild.

Demonstratie. Intr-adevir, 4D e o subvarietate inchisi in D, punctele ei fiind definite
de egalititi: daca U e o vecinitate cu coordonate (x') a lui D, atunci UndD = {y €
Ulx"(y) = 0}.

Sa presupunem acum ca M e orientatd si fie x € 0D. Fie U un deschis de coordo-
nate compatibil cu orientarea lui M, si compatibil cu structura de subvarietate alui 0D,
in jurul lui x. Stim deci ca, daca (x!,...,x™) sint coordonate pe U, atunci (xd,..., x" 1
sint coordonate pe deschisul UNdD (corespunzator subvarietatii 0D). Alegem pe acest
deschis forma volum

(-D"dx"A---Adx" L
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Vom ardta ca aceastd alegere e consistentd, adicd, la o schimbare de (astfel de) coor-
donate, iacobianul este pozitiv, ceea ce va insemna cd dD e orientatd de aceasta forma
volum.

Daca V e un alt deschis de coordonate in jurul lui x, cu coordonate (yi ), avem
det(g—Zi) > 0 pentru cd M e orientatd. Pe de alta parte, prin schimbarea de coordonate
considerata, putem scrie v" = v™(ut,..., u™). Cind u” = 0 (adici ne aflim pe frontiera),

si v™ = 0; iar cind u” > 0 (adica sintem in interiorul lui D), atunci si v" > 0, indiferent de
n

valorile variabilelor u!, ..., u""!. Rezulti de aici ca > 0. Atunci, facind o schimbare

R ou”
de variabild, putem presupune cd v" = u”. In acest caz, iacobianul anterior devine

. vl
0<det(0v1): Guli =1 0
out 0 1
. ov’ . .. .
deci det(F)I i j=Tn=1 > 0, si demonstratia e incheiata. [ |
yi =1,

Observatia 9.4.10. Orientarea descrisa in propozitia anterioara se numeste orientarea
indusd pe bord (de orientarea interiorului). Ea mai poate fi descris si astfel. In orice
punct x al bordului, Ty(6D) e un hiperplan al lui T,.D. Orice vector transvers la acest
hiperplan, depinde si de x”, deci are o componenta pe %. Numim vector transvers
exterior, unul pentru care aceastd componenta e pozitiva. De exemplu, daca D este in-
teriorul bilei din R?, atunci bordul siu este S? si normala exterioari obisnuita e un vec-
tor transvers exterior in sensul acestei definitii. Acum spunem ca o baza {vy, ..., V;—1}
din T, (0D) e pozitiv orientata daca baza {vy,..., v,_1, t} e pozitiv orientata (pe D) pen-
tru orice vector transvers exterior f.

‘
|

Harti pe o regiune cu bord

Acum putem demonstra:
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Teorema 9.4.11. (Formula lui Stokes). Fie D o regiune cu frontierd in varietatea n-
dimensionald M si fie w o (n— 1) formd diferentiald cu suport compact pe M. Are loc
formula:

9.12) fdwzf w.
D oD

Dacd 0D = @, atunci formula devine [, dw = 0.

Demonstratie. Ca si la definirea integralei, fixdim un atlas de coordonate compatibil
cu orientarea, fie el {(U;, ®;)}, si partitie a unitatii {f,} subordonata acoperirii (U;) cu
care descompunem forma w ca Y. fpw. Cum operatorii d si [ sint lineari, avem si:

Jpto= fyseer 0= [, e

Reducem astfel problema la una locala: e suficient sd demonstram ca

fd(faw):f (faw), pentruorice a.
D aD

Cu alte cuvinte, e suficient sa demonstram (9.12) pentru o forma diferentiala n de grad
n—1, cu suport compact continut intr-un deschis de coordonate U (cu coordonate
x',...,x™), compatibil cu orientarea lui M. Dar atunci e ca si cum am lucra direct in
R", adica e suficient sa consideram U deschis in R” si 7 forma cu suport compact in
U (deci functiile a; depind acum de (u = (u')), iar D va fi un domeniu cu frontiera din
R”. Putem scrie
n :Z(—l)jflaj(ul,...,u")du1 A--ANdul A---Andu”
J
oa;
dn= Z—] du' n---ndu”.
Avem de discutat doua cazuri: 0D intersecteaza sau nu deschisul U.
Daca 0D N U # @, avem, dupa definitia bordului:

UnD={ueUlu"=0}, UndD={uecUlu" =0}

Cum functiile a; au suportul in U, le putem prelungi cu 0 in afara lui U. Alegem acum
un cub C in semispatiul superior al lui R”, plasat cu o fata pe frontiera semispatiului si
cu 0 in centrul acestei fete: {u € R"|| u’ |<r,1<i<n-1,0<u”<2r}, in asa fel incit
U n D sé fie continut in intregime in interiorul cubului (revine la a alege r suficient de
mare). In particular, functiile a ; se anuleaza pentru orice argument u’ > r. Atunci:

f n:f n:Z(—l)j‘lf aj(ul,...,u”)dul/\---/\d/u\f/\---/\du”
0D UnoD | UnoD
=(—1)"_1f apdu' A A du”
UndéD

=—f _ apt, .. u" Yo dut ... du !,
lut|<r,i=1,...,n—1

unde semnul — din ultima egalitate apare datorita felului cum e indusa orientarea pe
frontiera.
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Similar:

oa;
d :f dn= f —Ldu' A---ndu”.
fD K unD K %" unD 0u’

Cum, pentru i < n — 1, folosind formula lui Fubini, avem:

oa;
f —dut A Adu”
unD 0w/

roaj . —
:fi . —Lauad'...dui...du" =0,
lu'lsnizjn\J_, dul
0<u"<2r

astfel cd singurul sumand eventual nenul este ultimul:

0
andul/\-u/\du”
UnpOu™

=f ' (@p@t, ..., u™ ) —a,wt,..., ™ ondu...du" "
\ut|<r;i#n

:—f . a,(ut, .. W oydut .. du™ !
|ut|=r;i#n

si egalitatea e demonstrata.

Daca, in schimb, 0D N U = @, atunci U < (M \ D) sau U < IntD. Consideram acum
un cub C ca mai inainte (dar de data aceasta el va contine intreg U) si prelungim la fel,
cu 0, functiile a;. Vom avea:

oa; oa;
f—].dul...dur‘:f—].dul...du”
U c

ou’ oul
" da; . —
:f. ( —].duf)dul...duf...dunzo,
luil<rizj \J-r Ou’
pentru ca
oa;
—Law
_roul
=a;jW',... . w . u —a;w . W L u) = 0.
Cu aceasta, formula lui Stokes este complet demonstrata. [ |

Corolarul 9.4.12. Fie M o varietate compactd n-dimensionald orientatd siw o (n—1)-
forma diferentiald. Atunci f,,;dw = 0.
Exercitiul 9.4.13. Sa se arate ca pe o varietate compactd, orientabild, n-dimensionald, nu exista(n—
1) forme cu derivata exterioard nenuld in fiecare punct.
Exercitiul 9.4.14. Pe o varietate compactd de dimensiune 2n nu exista 2-forme diferentiale
exacte si de rang maxim.

Indicatie: Dacd w = da e o astfel de forma, atunci w” e forma volum, deci [j;w” # 0. Dar,
din Stokes, [y, 0" = [j;darw" ! = [, d(a A1) =0, contradictie.
Exercitiul 9.4.15. Fie M o varietate orientatd, compactd, cu bord. Sa se arate cd nu existd f :
M — 0M astfel incit f|5), sd fie identitatea. Folositi acest fapt pentru a demonstra ca orice
aplicatie diferentiabild f : B — B", B" = {x € R"; || x|| < 1}, are un punct fix (este o forma slaba
a teoremei lui Brouwer).
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Indicatie: Punem pe 0M orientarea indusa si alegem o forma volum 7 (de grad n—1 pe
OM. Atunci dn = 0. Daca prin absurd, existd f ca in enunt, atunci f*n e o n— 1 forma pe M si
d(f*n) = f*dn=0. Acum formula lui Stokes conduce la contradictie. Pentru partea a doua, daca
exista f fard puncte fixe, deci f(p) # p pentru orice p € B”, putem face sd corespunda oricarui
punct p € B” punctul de pe $"*~! = 9B" in care semidreapta [ f(p) p) taie frontiera bilei. Se arata
cd se obtine o functie diferentiabila care se restringe la identitate pe frontierd, contradictie.



CAPITOLUL 10

Fibrari vectoriale

In capitolul acesta generalizim fibrarile tensoriale cu care am lucrat pina acum.
Vom da definitia abstracta pentru care cele dinainte reprezinta cazuri particulare.

1. Definitii. Exemple
Definitia 10.1.1. O fibrare! vectoriala (real) de rang r este este o surjectie diferentia-
bild 7 : E — M cu proprietatile:
(1) Ey:=n"'(x) este spatiu vectorial (real) r—-dimensional.

(2) Pentru orice x € M, existd o vecindtate deschisa U a sa si un difeomorfism
®:7171(U) — U x R" astfel incit urmitoarea diagrama sa fie comutativa:

1 Pa r
T (Uy) —=> Uy xR

N

Ua

unde pr, este proiectia pe primul factor. In plus, restrictia ®, : Ex — {x} x R
este izomorfism linear.

Ex q:q
X/ M
U
U XR'
[of

a

Trivializare locala. Aici E, = R’.

In acest context, E, respectiv M, se numesc spatiul total, respectiv bazd fibrarii.
Spatiul vectorial Ex se numeste fibrd. Perechea (U, ®) se numeste hartd fibratd. E clar
cd M admite o acoperire deschisd cu domenii de harti fibrate. ca si in cazul varietdtilor,
vorbim despre un atlas de trivializare {(Uy, ®g)}.

Analog se definesc fibrarile vectoriale complexe.

De cele mai multe ori, in loc de , fibrare vectoriala“, vom spune doar , fibrare*.

Ige foloseste si termenul fibrat, cain ,fibratul tangent*.
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O fibrare pentru care U poate fi luat intreg M este un produs M x R”, de aceea se
numeste fibrare triviald. Astfel, orice harta fibratd produce o trivializare locald alui E.

Exemplul 10.1.2. Fibrarile tensoriale, in particular fibrarea tangenta si cea cotangentd,
sint exemple particulare. De asemenea, fibrarea formelor diferentiale.

Daca M e paralelizabila (grup Lie, de exemplu), atunci TM si T* M sint fibrari
triviale.

Banda lui Mébius infinita este o fibrare vectoriala peste S!, cu fibra R. Cilindrii, in
schimb, sint fibriri vectoriale triviale peste S', cu fibra R.

Pentru doua trivializari locale ale caror domenii se intersecteaza, U, N Up # @,
putem considera aplicatiile:

D, o@,}l : (Ua N Up) xR" — (Uy N Up) xR
Cum fiecare @, e izomorfism pe fibré, e clar ca:
D, oCDBl(x) €GL(,R), x€UqynUp.
Putem deci defini aplicatiile (numite functii de tranzitie):
8ap:UaNUp— GL(,R), gap(x) = Dq oq>1;1|{x}xw.
Se verifica usor ca func ctiile de tranzitie satisfac conditiile (zise de cociclu):
(10.1) 8aa(X)=1d; guap8py = 8ay Pe UanUpnUy # @.

Exercitiul 10.1.3. Verificati cd g,g(x) = d(Pﬁ( 0P atpgl sint functiile de tranzitie pentru T M (aici
(Uq,@q) e un atlas pe M).

Gasiti functiile de tranzitie pe T* M si pe TP9 M.

Pentru a continua, avem nevoie de notiunea de morfism de fibrari (peste aceeasi
baza):
Definitia 10.1.4.Fien: E — M sin’: E' — M’ fibrari vectoriale de rang r, r’. O aplicatie
diferentiabila f : E — E’ se numeste morfism de fibrdari daca pastreaza fibrele (adica
n'o f =) si e lineara pe fibre (adica flg, : Ex — E}(x) e lineara).

Daca f e difeomorfism si restrictia ei la orice fibra e izomorfism linear, atunci f se
numeste izomorfism de fibrdri.
Exercitiul 10.1.5. Ardtati ca izomorfismul de fibrari defineste o relatie de echivaleng pe multi-
mea fibrdrilor peste o aceeasi baza.

Sa presupunem acum ca pentru aceeasi acoperire avem doud trivializari: @, si
@Zx. Atunci exista aplicatiile A, : U, — GL(r,R), date prin 1, = @40 ((Dﬁx)‘l. Asadar:
@y = Ag 0 @, iar functiile de tranzitie asociate sint legate prin relatia:

8ap = Aag;p/lﬁl-

In aceasta situatie, spunem cé cele doud pachete de functii de tranzitie sint echiva-
lente.

Pe de alta parte, e clar ca relatia aceasta intre functiile de tranzitie se poate scrie

si pentru fibrari diferite, dar de acelasi rang: nu intervin in ea decit date de pe baza.
Cititorul va demonstra singur:

Lema 10.1.6. Doud fibrdri vectoriale sint echivalente dacd si numai dacd existd o aco-
perire de trivializare cu pachete de functii de tranzitie echivalente.
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E limpede acum ca functiile de tranzitie identifica o fibrare pina la izomorfism.
Mai precis, data varietatea M laolalta cu o acoperire deschisa {U,} si cu un pachet de
aplicatii gop care satisfac conditiile de cociclu (10.1), construim fibrarea in felul urma-
tor. Consideram pentru inceput reuniunea disjuncta [[(U, x R") pe care o factorizdm
la relatia de echivalenta:

(x,v) ~ (V) e x' =x, V' = gap(x)(v).

Definim E := [[(Uy x R")/ ~ si n([x, v]) = x. Se verifica imediat ca fibrarea 7 : E — M
astfel definitd are functiile de tranzitie {g,g}.

E important de notat cd aceastd constructie aratd cum o fibrare vectoriala e perfect
de terminata de baza ei, de o acoperire a bazei si de un pachet de functii care iau valori
in grupul de izomorfisme al fibrei; dar fibra insdsi nu e data, ci se construieste.

Incheiem paragraful cu un exemplu foarte important:

Exemplul 10.1.7. Fibratul tautologic. Fie M = P"R si U,+1 = {(d, v)|v € d} < P"R x
R"*!. Deci Uy, contine acele perechi de drepte si vectori din R"*! cu proprietatea
ca dreapta are directia vectorului. Altfel spus, U+ este reuniunea disjuncta a drepte-
lor din R”*!. Putem organiza acest spatiu ca fibrare de rang 1 peste spatiul proiectiv,
7 : Upy1 — P'R, fibra deasupra unui punct din spatiul proiectiv fiind chiar dreapta
reprezentatd de acel punct (de aici denumirea de fibrat tautologic).

Orice v € Uy se reprezinta sub forma v = #(xy,...,x,) € R™1 cuteR. Proiectia
7 lucreaza dupa formula

w(t(xo,...,Xn)) = [X0,..., Xpnl.

Pentru a construi trivializarile locale, folosim atlasul canonic al lui P"R (vezi Exemplul
5.2.13). Cum Uy = {[x0, ..., Xn]|Xg # O}, un element din 7! (U,) e de forma (xo, ..., X))
si se poate scrie unic sub forma f, f—g,..., x;—;‘, 1, X;—;l,..., ﬁ—(’:). Putem ceci defini @, :

7N (Uy) — Uy x R prin

q)(x(t(x(]y . --’xn)) = ([X(], . --’xn]» ta)

Se vede imediat ca daca x4 # 0 si xp #0, atunci ty = xz 1g, deci functiile de tranzitie sint

X,
8ap = fc—;’; e GL(1,R) = R*.

Analog se defineste fibratul tautologic peste varietatea Grassmann G(k,n). Aici
vom defini spatiul total Uy, ca fiind reuniunea disjuncta a tuturor k—planelor din R".
Proiectia va fi 7w : Uy, 41 — G(k,n), n(v) = V dacd v e V (dim V = k). Evident, Uy ;41 =
Un+1-

Fibrarile tautologice se mai numesc universale pentru cd, asa cum vom vedea,
orice fibrat vectorial peste o varietate compacta se poate obtine dintr-o fibrare uni-
versala printr-o constructie specifica.

2. Sectiuni

Cum baza si spatiul total al unei fibrari sint varietati diferentiabile, e legitima con-
siderarea aplicatiilor de la baza la spatiul total. Dintre acestea, unele au o importanta
deosebita:

Definitia 10.2.1. Se numeste sectiune (globald) a fibrarii o aplicatie diferentiabild s :
M — E cu proprietatea wo s = 1y,.



206 Fibrari vectoriale

Daca s e definita doar pe un deschis U, atunci vorbim despre o sectiune locald.

De exemplu, cimpurile vectoriale tangente sint sectiuni ale lui TM. La fel, orice
cimp tensorial de tip (1, s) este o sectiune in fibrarea tensoriald respectiva, orice forma
diferentiabila e o sectiune a lui A(T* M).

Este clar ca multimea sectiunilor pe U are o structura de ¢°°(U)-modul (demons-
trati!). Vom nota acest modul cu I'(U, E) sau cu €*°(U, E). In particular, vedem acum
de ce am folosit doua notatii pentru forme: A(T*(M) este spatiul total al fibratului,
QM) este modulul sectiunilor.

Sectiuni locale, definite pe deschisi suficient de mici, existd intodeauna; pentru un
deschis U inclus in unul de trivializare Uy, folosind difeomorfismul dintre 7~ (Uy) si
Uy xR", putem defini sectiunile s;, i = 1,...,r, prin s;(x) = <I>(;1(x, e;),unde {e1,...,e;} e
baza canonica a lui R”. E imediat faptul ca {sy,..., s;} sint independente peste €°(U).
Am demonstrat:

Propozitia 10.2.2. Modulul €¢*° (U, E) este liber, de rang r peste €*°(U).

Pe de alta parte, desi sectiunile locale s; se pot prelungi la M, nimic nu ne asigura
ca prelungirile vor mai fi independente (in general, vor avea zerouri). Deci €°°(M, E)
poate fi infinit dimensional.

Observatia 10.2.3. Dacd U, N Ug # @ si {s7, ..., s7'}, respectiv si {5'16, e sf} sint reperele
de sectiuni locale asociate, atunci avem

sf(x) =Dg—10Qqy(x,e;) = g;é(x)s,-(x), x € UqgnUg.

in consecintd, daca o sectiune s € €*°(Uan Up) se scrie s = Zfl.“ s;" = Zfl.ﬁs?, atunci

vectorii din R" f% := ( fl.“) si fﬁ = ( fiﬁ ) (componentele lui s in cele doui repere) sint
legati prin relatia:

(10.2) fo=g.pf"
Atentie: aici, indicii @, f nu sint de sumare.

Reciproc, dacd plecam cu o sectiune globala s, ea se poate localiza: pe orice des-
chis de trivializare U, vom avea s|y, = ¥.}_, fsf, cu [ € €°(Ug). Din cele de mai
sus, e clar cd, data o acoperire de trivializare, o familie de vectori (f%) din R" deter-
mina o sectiune globald daca si numai dacad are loc (10.2).

Sectiuni globale, asadar, exista de asemenea: acest lucru rezultd folosind teore-
mele de prelungire cu ajutorul partitiei unitatii. Dar nu stim daca exista sectiuni glo-
bale nenule peste tot. De ce ne intereseaza existenta lor? Deoarece, cu cit existd mai
multe sectiuni globale independente in fiecare punct (in particular, nenule peste tot),
fibrarea e mai aproape de una triviala.

Exercitiul 10.2.4. Aratati ca M poate fi privita ca o subvarietate a lui E prin intermediul sectiunii
nule s(x) =0 € Ey, pentru orice x € M.

3. Reducerea grupului structural

Se poate intimpla ca, pentru o anume acoperire de trivializare, functiile de tranzi-
tie sd ia valori Intr-un subgrup strict H al lui GL(r,R): g,5(x) € H, pentru orice x €
Uq N Ug. In acest caz, spunem ca grupul structural al fibrarii a fost redus la H (ter-
minologia e motivata de teoria fibrarilor cu grup structural, in particular a fibrarilor
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principale, si de faptul ca orice fibrare vectorialad e asociata intr-un mod care se poate
preciza unei fibrdri principale. Nu vom aborda fibrarile principale; cititorul poate con-
sulta cartea [KN]).

Cazul tipic pentru o asemenea situatie este prezentat in:

Teorema 10.3.1. Grupul structural al oricdrui fibrat vectorial real de rang r se poate
reduce la O(y).

Demonstratie. Vom vedea c4, de fapt, enuntul e echivalent cu existenta unui produs
scalar global pe €*°(M, E). Iata cum il construim.

Fie {(Uy,®4)} 0 acoperire de trivializare fixata. Pe fiecare deschis U, conside-
rdm reperul de sectiuni locale {s{,...,s¥}. Cu ajutorul lui, definim un produs scalar
pe €°°(U, E): nu avem decit sa decretam ca reperul respectiv e ortonormat. Punem,
asadar,

(si57)a=0ij.

Consideram acum o partitie a unitatii {p,} subordonata acoperirii {U,} si definim un
produs scalar global prin

<r> =Zpa<;>a'

Simetria si bilinearitatea sint evidente, pozitiv definirea rezulta din faptul ca p, sint
pozitive.

Din Observatia 10.2.3 stim ca functiile de tranzitie reprezinta matricele de trecere
intre reperele de sectiuni {s7}, {siﬁ }. Or, acestea fiind ortonormate, matricea de trecere
este ortogonald. Obtinem g,5 € O(r). |

Definitia 10.3.2. O fibrare se numeste orientabild daca exista o acoperire de trivializare
cu functii de tranzitie cu determinant pozitiv.

Corolarul 10.3.3. O fibrare este orientabild dacd si numai dacd grupul ei structural se
poate reduce la SO(r).
Exercitiul 10.3.4. Dacd M este orientabild, atunci TM — M este orientabild.

Definitia 10.3.5. Un produs scalar pe fibrarea TM — M se numeste metricd Riemann.
O varietate impreuna cu o metrica Riemann fixata se numeste spatiu Riemann.
Teorema anterioara implica:

Propozitia 10.3.6. Orice varietate diferentiabild admite metrici Riemann.

Mai mult, pe o varietate data existd o infinitate de metrici Riemann. Spatiul acestor
metrici fiind atit de bogat, este utild, pe de o parte, cautarea de structuri pe el si, pe de
alta parte, cautarea unor metrici Riemann cu proprietdti speciale. Vom reveni asupra
acestor chestiuni in capitolele urmatoare.

Exemplul 10.3.7. Structuri aproape complexe O structurd aproape complexa pe un
spatiu vectorial V de dimensiune n este un endomorfism J de patrat —1y (deci J' =
—1y). Aplicind aici determinantul, rezulta det()2 = (-1)", deci n = 2m. E usor de
vazut cd daca {vy, ..., vs} e linear independent, atunci si {vy, Juy,..., s, JUg} € linear in-
dependent. Rezulta cd pe un spatiu vectorial aproape complex se pot considera repere
adaptate structurii aproape complexe, de tipul {ey, Jei,...,em, Jen}. Matricea de tre-
cere intre doud astfel de repere are pe diagonala blocuri patratice 2-dimensionale de
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b
a+ bi se reprezintd matriceal ca o matrice 2-dimensionald ca mai sus, intelegem ca
matricea de trecere sta in GL(m, C) vazut ca subgrup al lui GL2m,R).

O structurd aproape complexa pe o varietate este un cimp tensorial de tip (1,1)
cu proprietatea ca, in fiecare punct, J2 = —17,m (compunerea J? are sens pentru ci
TH!' M e izomorf cu End(T'M)). Fiecare spatiu tangent are, asadar o structurd aproape
complexa J, si asocierea x — J e diferentiabila. In particular, dim M = 2m.

O varietate diferentiabild impreuna cu o structurd aproape complexa se numeste
varietate aproape complexa.

Daca M admite o structurd aproape complexd, atunci putem considera repere lo-
cale de cimpuri tangente de forma {Xj,/Xj,..., X, JX;}. Acestea induc trivializari
corespunzatoare ale fibrarii tangente. Conform observatiilor anterioare, functiile de
tranzitie asociate, care sint exact schimbadrile de reper, vor sta in GL(m,C) € GL(2m, R).

Reciproc, daca functiile de tranzitie ale lui M stau in GL(m, C), atunci se trece la
o reprezentare reald a cestui grup (adica se alege o scufundare a sa in GL(2m,R)). De
exemplu, daca A+iB € GL(m,C), putem lua reprezentarea sa reala (_f; ﬁ) Conside-
ram acum reperele locale de cimp {Xj, ..., X2} care se schimba cu asemenea matrice
si definim J X1 = Xp+1,.. 4, J Xim = Xomy J Xom+1 = —X1,..., J Xom = —Xm. (Remarcati de-
osebirea fata de reperele dinainte; de unde provine diferenta?)

In concluzie: O varietate admite o structurd aproape complexd dacd si numai dacd
grupul structural al fibrarii sale tangente se reduce la GL(m, C).

Exercitiul 10.3.8. O varietate aproape complexa e orientabila.
Exercitiul 10.3.9. Folosind expresia locala a unei forme de contact (cf. Exercitiul 9.3.6), aratati
cd existenta unei forme de contact pe o varietate diferentiabild este echivalentd cu reducerea

a b . . .. . o
forma al restul elementelor fiind nule. Daca ne amintim ca un numar complex

grupului structural al fibratului tangent la {1} x U(n).

4. Operatii cu fibrari

Cum fibrele unei fibrari au structura de spatii vectoriale, operatiile algebrice care
se pot face pe fibre (suma directa, produs tensorial, dualizare) produc noi fibrari vec-
toriale, cu fibrele rezultate in urma operatiilor amintite. Vom descrie aceste noi fibrari,
peste aceeasi baza initiala, identificind fibrele lor si functiile de tranzitie. In afara de
aceste operatii algebrice, vom mai prezenta preimaginea unui fibrat.

Fie fibrarile ; : E; — M, (peste aceeasi bazd), i = 1,2. E clar cd putem considera o
aceeasi acoperire de trivializare pentru amindoua fibrarile (plecam cu doua acoperiri
distincte si facem toate intersectiile posibile), astfel cd vom avea functii de tranzitie
indexate cu aceiasi indici g(i pi=l2
Suma Whitney. Se noteaza E; @ E,. Fibrele sint sumele directe (E; ® E2) x = (E1) x®(E2) x.
ap
0o g p
Produsul tensorial. Se noteaza E; ® E». Fibrele sint sumele directe (E; ® E2)x = (E})x ®
(E2) x. Functiile de tranzitie vor fi géﬁ ® giﬂ. Avem rg(E ® Ep) =18 E] - 18 E>.

Functiile de tranzitie vor fi . Decirg(E) @ E») =1gE; + 18 E>.
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Duala unei fibriri se noteaza E* sau EV (vom prefera prima notatie). Fibrele sint
dualele fibrelor. Functiile de tranzitie sint mai putin evidente. Pentru a le gasi, fie
Dy Ely, — Ug x R o trivializare locald a lui E. Restrinsd la fibra Ey, ® este un izomor-
fism intre E, si R*. Acesta induce, prin transpunere (deci actionind in sens invers), un
izomorfism intre spatiile duale ® : (R")* — E%. Acum putem defini pe E* trivializarea
Wo:E*y, = Ugx(R)*, unde ¥, = ((D;)‘l. Vom avea deci aceleasi harti de trivializare.
Dacd notam cu g, 5 functiile de tranzitie ale lui E*, vom avea:

8ap= (@) o ®@h = (@ao®;))™ = (gpp) "

Evident rg E =rgE*.
Mai general, se poate considera Hom(E1, E»). Functiile lui de tranzitie vor fi

8apO () = gos(W o folges(0) ™!, feHom®R",R™).

Sa observam si ca spatiul sectiunilor lui Hom(E;, Ey) este format din toate morfismele
de fibrari de la E; la E.
E clar ca E* = Hom(E, R) unde R e vazut ca fibrat trivial de rang 1 peste M.

Exemplul 10.4.1. T* M este dualul (TM)*.
Fibrarea tensorilor de tip (p,q) este T"M®---T*"M® TM®---® TM.
q p
Preimaginea unei fibriri’. Aceasta e o constructie specifica, nu intra in categoria an-
terioard, a operatiilor algebrice.
Fie n: E — N o fibrare de rang r si f : M — N o aplicatie diferentiabild. Definim
multimea

fH(E):={(x,e) e M x E|f(x) =n(e)},

si proiectia naturald 7 (x,e) = x. Cu acestea, f*E — M devine fibrare vectoriala cu
fibra (f*E)x = Ey(y), deci de acelasi rang cu E. Este un fel de schimbare a bazei: prin
intermediul lui f, fibrele lui E sint asezate peste M. Daca {(Uy, D)} e un atlas de trivi-
alizare pe E — N, atunci {(f ! (Ua),qJ{;)}, cu @f; (x,e) = (x,Pq(e)), e un atlas de triviali-
zare pe f*E — M, cu functii de tranzitii g(]; p= " 8ap-

Sectiunile lui f* E sint aplicatii diferentiabile s : M — f* E cu proprietatea ca s(x) €
Ef .

E usor de vazut ca proiectia naturala f : f*E — E, fi(x,e) = e, este un morfism de
fibrari asociat lui f (vezi Definitia 10.1.4).
Exercitiul 10.4.2. Daca P A MEN si E— N, atunci (go f)*E= f*(g*E).
Exemplul 10.4.3. Dacd y: I — M e o curba diferentiabila, atunci putem considera
fibratul y*(TM) — I. Sectiunile sale sint aplicatii X : I — y*(TM) cu proprietatea
X (1) € Ty(x) M. Acestea se numesc cimpuri tangente de-a lungul curbei'y, le-am Intilnit
in discutia despre suprafete. Problema era, acolo, ca ele nu puteau fi definite corect
doar pe imaginea y(I) care nu e deschisd in M. De aici necesitatea prelungirii lor la
un deschis (tub) in jurul lui y (/) etc. Considerarea lor ca sectiuni in imaginea inversa
rezolvd problema.

2puli-backin engleza: termenul e preluat ca atare si in unele texte romanesti
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Daca f este incluziunea unei subvarietati, i : M — N, atunci i* E se numeste res-
trictia lui E la M si se noteaza simplu E| ). In acest caz, spatiul total este o subvarietate
alui E. Acesta este doar un exemplu particular al urmatoarei definitii:

Definitia 10.4.4. Fie E — M o fibrare vectoriala. O subvarietate E’ L Eesteo subfibrare
alui E daca:

(i) E' n Ey este subspatiu vectorial al lui E, pentru orice x € M.

(ii) m|p : E' — M are structura de fibrare vectoriald indusa de aceea a lui E. Mai
precis, exista trivializari (Uy, @q), respectiv (Uy, @},) pentru E si E' care fac diagrama
urmatoare comutativa:

(U, Pa_, 1, xR"

| -

!

-1 ! @ r'
n  (Ug)NE Uy xR

1 . . .
unde R” = R" e incluziunea canonica.

Exemplul 10.4.5. Multimea tensorilor simetrici de tip (0, g) pe o varietate formeaza o
subfibrare $*9M alui T%9 M. In particular, o metrica riemanniana e o sectiune pozitiv
definita a lui $*? M.

La fel, A9(T* M) e o subfibrare a lui T%7 M.

Exemplul 10.4.6. Fie f: E — F un morfism de fibrari vectoriale peste aceeasi baza M.
Definim:

Ker f = |J Ker flg,,

xeM
Imf=J Imflg,.
xeM
Daca f arerang constant (vezi Definitia 6.2.1 si explicatiile care urmeaza), de exem-
plu, dacd e imersie sau submersie, atunci se vede usor ca Ker f devine o subfibrare a
lui E, iar Im f o subfibrare a lui F.
Exercitiul 10.4.7. In conditiile de mai sus, si se arate cd existd izomorfismul de fibrari E = Ker f &
Imf.
In particular, acum putem defini siruri exacte de fibrari. Anume, sirul de morfisme
de fibrari (peste aceeasi baza)
fi fix1
-+ = E; = Ejy1 = Ejpp —
e exact dacd, pentru fiecare 7, Ker f;1; =Im f;.
Pentru un sir exact scurt

0—E L E LB —o,
rezultd cd fi e injectiva si f, surjectiva, deci Ker f, = Im f; e subfibrare a lui E>.
Exemplul 10.4.8. Fie S c R® o suprafata diferentiabild. Fibratul tangent al lui R® se
poate restringe la S; notam restrictia cu TR®|s (e un fibrat trivial). in fiecare punct x € S,
putem considera spatiul tangent Ty M si vectorul normal unitar Ny. E clar ca T, M &
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(Ny) = (TR3|g)y, deci, daca notam cu T+ M fibratul de rang 1 a cdrui fibrd in fiecare
punct este directia normala la S in acel punct, avem un exemplu de sumd Whitney:

TR}g=TMe T+ M.

Sa mai observam ca N este o sectiune alui T+ M, deci acest fibrat e trivial daca si numai
daca S e orientabila.

In exemplul anterior am vazut cd pentru un anume fibrat, TM, am putut gasi un
sumand direct astfel incit suma sa fie un fibrat trivial. E aproape clar ca rezultatul se
poate generaliza pentru subvarietati de codimensiune oarecare ale lui R” (vom face
acest lucru in capitolul dedicat subvarietdtilor riemanniene). Pe de alta parte, exista si
o proprietate mult mai generald, adevarata pentru fibra ri cu baza compacta:

Teorema 10.4.9. Pentru orice fibrat vectorial E — M, cu M compact, existd un fibrat
vectorial F — M astfel incit suma directd E ® M sd fie fibrat trivial.

Demonstratie. Datorita compacitatii lui M, putem considera de la inceput un atlas
finit de trivializare al lui E, {(Uy, ®q)}, @ = 1,..., N. Fie Ny fibratul trivial U, x R’, izo-
morf cu Ely, prin ®,'. Cum o suma directa de fibrari triviale e, in continuare, triviala,
punem N := & N,.

Fie acum {p,} o partitie a unitatii subordonata acoperirii "YU} alui E. Cu
ajutorul ei prelungim diferentiabil aplicatiile @, la E; fie ¥,, : E — N, aceste prelungiri
(avem W (e) = pa®q(e) pe Ely, si W4 = 0 pe complementara lui deschisului pe care
Pa =1). Definim

Y:E—N, W)=l Vie):=W(e),..., Vye).

Evident, rg¥ = rg¥,. Cum in orice punct e € E in care Wy (e) #0, rig¥, =rgE, vedem
carg¥ <rgE. Pe de altd parte, cum orice e € E sta in cel putin un 77(Uy), si deci
D, (e) #0, deducem rg¥ = rgE, in particular rangul lui ¥ e constant si are sens sa
consideram nucleul si imaginea lui (ca fibrari). In consecintd, Ker¥ = 0 si deci E =
ImVY.

Pinnd acum am scufundat E ca un subfibrat intr-un fibrat trivial N (care nu e unic:
el depinde de alegerea initiala a atlasului finit de trivializare). Constructia unui com-
plement F e un pic mai delicata. Punctual, fiecare fibra E; are un complement direct
in Ny, dar, cum acesta nu e unic, nu avem o alegere canonica, in asa fel incit sa fim asi-
gurati cd vom obtine un fibrat. Putem insa sa dotam N cu un produs scalar (conform
cu Teorema 10.3.1). Acum alegem in fiecare fibra N, complementul ortogonal F; = E-.
Cu aceastd alegere, F este fibrat vectorial si teorema e complet demonstrata. |

Incheiem capitolul cu un rezultat teoretic foarte important care arati cum se poate
obtine orice fibrat ca preimagine a fibratului universal peste o grassmanniana:

Teorema 10.4.10. Fie fibratul vectorial E — M, de rang r, cu baza M compactd. Existd
un numdr intreg N > 0 care depinde numai de M, §i o aplicatie diferentiabild f : M —
G(r,N) astfel incit E= f* U, n.

Demonstratie. Fie {(U,, ®,)} un atlas finit de trivializare a lui E (@ = 1,..., k) si, pen-
tru fiecare a, un reper de sectiuni {s%,1,...,s%} pe U,. Ca in demonstratia anterioara,
cu o partitie a unitatii {p,} prelungim sectiunile s la niste sectiuni globale ale lui E
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(cu zerouri). Obtinem astfel multimea de sectiuni {pgsy,..., pa St a=1,.. k- Fie N =rk
numarul total de sectiuni din multime. Cele N sectiuni genereaza E, in fiecare x € M.

Fie acum V spatiul vectorial real generat de aceste sectiuni, renumerotate sy, ..., Sy.
Grassmanniana pe care o cautam este cea a r—planelor din V, izomorfa (necanonic) cu
G(r, N). Evident, pentru fiecare x € M, avem o surjectie lineara py : V — Ey, data prin
px(Xajsj) = Y ajs;j(x) (aplicatie de evaluare in x). Nucleul sdu are codimensiune r.
Alegem un produs scalar arbitrar pe V, astfel ca pentru fiecare subspatiu sa putem
considera complementul ortogonal.

Definim f: M — G(N~—r, N) prin f(x) = (Ker p,)* = E,. Acumeclarca f*Uy_,ny =
E. Pe de alta parte, G(r, N) = G(N —r, N), ceea ce incheie demonstratie. [ |



CAPITOLUL 11

Conexiuni lineare in fibrari vectoriale

E nevoie, uneori, s comparam vectori tangenti in puncte diferite ale unei varie-
tati. Cum ei nu sint elemente ale unui acelasi spatiu vectorial, trebuie gésita o modali-
tate de a-1 aduce pe unul in punctul de aplicatie al celuilalt. In R”, acest lucru se face
foarte simplu: cele doud puncte se unesc cu o dreaptd si unul dintre vectori e trans-
portat prin paralelism de-a lungul ei pind in punctul dorit. Dar pe o varietate arbitrara
procedeul nu mai e asa de lesnicios. Problema este definirea transportului prin pa-
ralelism de-a lungul unei curbe. Apoi trebuie sda vedem in ce masura depinde acest
transport de curba pe care se face. Notiunea care rezolva aceste chestiuni este cone-
xiunea lineard. O vom defini in general, intr-o fibrare vectoriala arbitrara’, apoi o vom
specializa la fibratul tangent si la cele tensoriale.

1. Definitie. Existenta. Formule locale

Pentru a putea da definitia care ne intereseazd, avem nevoie sa introducem for-
mele diferentiale cu valori intr-un fibrat. Fie, deci, E — M un fibrat vectorial.

Definitia 11.1.1. O formad diferentiald cu valoriin E este o sectiune a fibratului A* (T* M)®
E. Vom nota Q* (M, E) modulul acestor sectiuni.
O p-forma cu valori in E este, deci, o aplicatie multilineara alternata pe ¢{(M) cu
valoriin E:
w(Xy,..., Xp)(x) € Ey.
Local, daca (Uy,®,) e o trivializare locala a lui E, cu reper de sectiuni asociate
{s1,...,5r}, 0 p—forma w cu valori in E se scrie, local:

wly, :Zw,- ®s;, w;eQP(U,).
i

in particular, Q%M, E) = ['(E), adica 0-formele cu valori in E sint simple sectiuni
ale lui E.
Acum putem da:
Definitia 11.1.2. O conexiune lineard® in fibrarea E — M este un operator diferential
R-linear de ordinul 1
V:Q°(M,E) — Q' (M, B),
cu proprietatea

(11.1) V(fs)=df®s+ fVs, pentruoricef €€ (M).

IDenumirea provine tocmai din faptul cd ea pune in legatura, conecteaza, fibre peste puncte diferite.
2De obicei spunem simplu: conexiune.
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E clar cd (11.1) este, in acest context, regula lui Leibniz. Astfel, o conexiune lineara
se comportd ca o derivare.
Cum Vs este o 1-forma cu valori in E, valoarea ei se calculeaza aplicind-o pe un
cimp vectorial tangent X € {(M). Vom nota
Vxs pentru(Vs)(X).

Vxs se numeste derivata covariantd a sectiunii s pe directia lui X. Vom vedea mai
tirziu ca este o generalizare a derivatei covariante de-a lungul unei curbe introduse pe
suprafete. Evident avem

(11.2) VhX+yS=hVXS+VyS, ]’lE%OO(M)

Formula (11.1) devine, pentru derivata covarianta:

(11.3) Vx(fs)=X(f)s+ fVxs.

Observatia 11.1.3. Obtinem astfel o definitie echivalenta a conexiunii (de fapt, a deri-
vatei covariante): este un operator V: {(M) x I'(E) — I'(E), cu proprietdtile:

(i) Este €°°(M)-lineara in raport cu primul argument (cf. (11.2)).

(ii) Verifica formula lui Leibniz (11.3) (in particular, este R-lineara) in raport cu al
doilea argument.

Exemplul 11.1.4. Fie E un fibrat trivial si {s1,..., s} 0 baza globald de sectiuni. Putem
defini
Vs;i =0,
folosind regula lui Leibniz: daca s =} f;s;, avem
Vs=df;®s;.
Deci orice fibrat trivial admite conexiuni.
Acum putem demonstra:

Teorema 11.1.5. Orice fibrat vectorial E — M admite conexiuni lineare.

Multimea tuturor acestor conexiunilor formeazd un spatiu afin infinit dimensional
modelat peT(T* M ® Hom(E, E)).
Demonstratie. Fie {(Uy, ®4)} un atlas de trivializare al lui E. Cum fiecare E|y, — Uy €
fibrat trivial, el admite o conexiune V* (conform cu Exemplul 11.1.4). Alegem acum o
partitie a unitatii {p,} subordonata acoperirii {Uy} si definim

V=) paV~
Avem de verificat cd V satisface regula lui Leibniz. Intr-adevar:
V() =) 0aVi(f9)=) padf®s+) pafVis=
=Q_padfes+fY paVis=dfes+fVs.
Daca V, V' sint doud conexiuni in E, atunci
(V=-V)fs)=dfes+fVs—(dfes+fV's)= f(V-V)(s),

deci V-V’ e €°°(M)-lineara in raport cu I'(E), ceea ce trebuia demonstrat. |
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Observatia 11.1.6. Din a doua afirmatie a teoremei rezultd cd, daca se fixeaza o cone-
xiune V in E, atunci orice altd conexiune V' e de forma V' = V + A, unde A e o 1-forma
pe M cu valori in Hom(E, E).

Fie acum V o conexiune in fibrarea E — M. Ca si pentru celelalte obiecte cu care
am lucrat, vrem sa gasim exprimarea locala a conexiunii. Fie, deci o harta de triviali-
zare (Ug, ®g), cu reperul local de sectiuni s* := (s¥,..., s¥). Aplicind conexiunea unei
sectiuni din reper vom gasi:

Vsit = ZH“; ® ;.
J
Aici 9% sint 1-forme pe U, (indicele a nu e de sumare: el marcheaza dependenta de
harta de trivializare). Asadar, local, conexiunea produce o matrice de 1-forme.
Dacd s =}, fis{ e o sectiune arbitrara pe Uy, din proprietétile conexiunii obtinem:

Vs=V(_ fish) =) (dfi®sy+ fiVs])

1

:Z(df,-@sf‘+fi20“{®s;?‘)
! J

=Y (dfi+Y.0% fyese.
j i

Asadar, daca notdam cu 6% matricea de 1-forme (0“? expresia locald a conexiunii este:
V| Uy = a+o0%..

Definitia 11.1.7. Matricea de 1-forme 0% se numeste 1-forma de conexiune asociata
conexiunii in trivializarea data.

Astfel, local, conexiunea e unic determinata de forma de conexiune. Sigur ca ne
putem intreba cind anume niste forme de conexiune asociate unor deschisi de trivia-
lizare produc o conexiune globald. Cautam, deci, o conditie de compatibilitate. Con-
siderdm si o a doua trivializare locala (Uﬁ,Phiﬁ), culynUp#0,si supraindexam ele-
mentele corespunzatoare cu . Trecerea intre cele doua repere de sectiuni se face cu
matricea functiilor de tranzitie g = g, dupd formulele (vezi Observatia 10.2.3:

-1 .« -1
sﬁ:g s%, fﬁ:g fﬁ,
unde f% € R” noteaza vectorul componentelor unei sectiuni in reperul s*. Scriem intii
descompunerea lui V in reperul sP. Vom avea:

V), =dff+0%e fF=dg™ f+0P- (g7 f =
=dg ' f +gldfr+0P (g7l f.
Cum componentele lui (Vs)| Up si (Vs)|y, sintlegate tot de matricea functiilor de tranzi-
tie, (V9)ly, = g~ (V9)ly,, gasim:
dg ' e+ g ldf + 0P - (g fN = gL df 0% f),
de unde, dupa simplificare,
(11.4) 0F =g ldg+gl0%g.

Am demonstrat:
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Propozitia 11.1.8. Dat un atlas de trivializare {(Uy, ®4)} cu functii de tranzifie gqp,
1—formele locale 0% definesc o conexiune pe E — M dacd §i numai dacd satisfac relatiile
de compatibilitate (11.4) (numite transformdri gauge).

2. Tensorul de curbura

Actiunea unei conexiuni se poate extinde la p—forme cu valori in E. Astfel, putem
defini
V:QP(M,E) — QP*Y(M,E), pell,n-1nZ
prin
Viwes)=dw®s+(-1)PwAVs.

In aceastd formuld, produsul exterior din ultimul termen se face intre o forma uzu-
ald (w) si una cu valori in E. in general, daca w € QP (M) sin® s € Q" (M, E), avem
wA(eta®s)=(wAn) ®s.

E clar ca, pentru p = 0, punind w = f, definitia anterioara se reduce la regula lui
Leibniz.

Obtinem acum un sir de module si morfisme R-lineare:

Q" (M, E) > Q' (M, E) > Q*(M,E) > --
Obstructia ca acest sir sa fie un complex este V2:=VoV. Desi V nu este €°°(M)-lineard,
V2 este, dupa cum se vede dintr-un calcul elementar:
V2(fs)=V(df®s+ fVs)=V(df®s)+V(fVs)
=ddf)®s+(DYdf)AVs+ fVis+(df) As= fVs.
Acsadar V2 € A?(T* M) ® Hom(E, E), adica este o 2-forma pe M cu valori in Hom(E, E).

Definitia 11.2.1. V? se numeste tensorul de curburd al conexiunii V.

Denumirea va fi motivata in sectiunea urmaétoare, in care vom vedea cum arata
conexiunea si curbura ei in fibrarea tangenta si ne vom convinge ca tensorul de cur-
burd generalizeaza curbura gausiand a suprafetelor. Deocamdatd, sa observam c4, fi-
ind o 2-forma, Vs se aplica pe doui cimpuri tangente. Vom nota

1
(VZ9)(X,Y) = 5 Rxys.

Pentru Ryy se mai foloseste si notatia R(X, Y). Factorul % apare datorita conventiei pe
care am adoptat-o in definitia produsului exterior.
Local, intr-un reper de sectiuni, avem:
a_ aj o
Vsi=) 0% ®s9,

J
Vise =Y do* es;-Y 0% A 0% K@ st =Y (@6 + Y 07K n0*) @ L.
j i k ]

Daca renuntam la indici, putem scrie, formal V2=dO+0Ar03

3Aten1;ie: aici, 0 reprezinta matrice de 1-forme: produsul exterior dintre ele nu e nul, ci inseamna
produs de matrice in care produsul obisnuit al elementelor se inlocuieste cu cel exterior.
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Definitia 11.2.2. 2-forma locala © := d6 + 0 A 0 se numeste 2-forma de curbura a
conexiunii V.

Astfel, o conexiune defineste, local, 1-forme de conexiune si 2-forme de curbura.
Observatia 11.2.3. Fiind ¢°°(M)-lineara, e clar c3, la o schimbare de reper cu functii
de tranzitie g, forma de curburi se transforma dupa formula ©° = g~10%g.

Definitia 11.2.4. O conexiune cu curbura nula se numeste platd.

Denumirea este motivata de exemplul conexiunii Vs = 0 pe fibrari triviale, asa
cum, in particular e fibrarea tangenta a lui R” care e prototipul de spatiu plat (vom
reveni In sectiunea urmatoare).

Explicitam acum actiunea tensorului de curbura vazut ca 2-forma. Facem un cal-
cul local (consideram fixate trivializarea si reperul de sectiuni locale si nu mai scriem
indicele superior):

OX,Y)=d0(X,Y)+OAO)(X,Y)

1 1
= E(X(G(Y)) -YOX)-0(X,Y])+ E(Q(X)H(Y) -0(V)0(X))

1
= E{(X(G(Y)) -0(V)0(X) - (Y(0(X) -0(X)0(Y)) - 01X, Y]}

Pe de alta parte (renuntind si aici la indici), Vys =0(Y)s si
Vx(Vys)=X0(Y))s+0(Y)0(X)s,
deci X(0(Y))—0(Y)0(X) = VxVy.Am obtinut formula

(11.5) 20(X,Y) =VxVy —VyVyx—Vix.y,
adica
(11.6) Rxy=VxVy-VyVx-Vixv=[Vx,Vyl-Vixy].

Observatia 11.2.5. In unele texte, formula anterioara se ia cu semn schimbat.

Incheiem sectiunea cu o identitate foarte importanta, a cirei demonstratie e aproape
banald. Dar pentru a o formula trebuie sd extindem comutatorul dintre endomorfisme
ale lui E la forme cu valori in Hom(E, E).

Dacan; € QPi(M,Hom(E,E)), i = 1,2, si 11‘1?‘ reprezintd expresiile lor locale, punem

(Y,n21=nY Ans = (=DPP2n5 Anf.
Se verificd usor c4, la o schimbare de reper cu matrice de tranzitie g, comutatorul se
schimbéa dupa formula
) = g s lg,
Deci comutatorul e bine definit global. De asemenea, e usor de verificat ca el verifica
identitatea lui Jacobi. Acum putem formula:

Teorema 11.2.6. Identitatea lui Bianchi. Forma de curburd a unei conexiuni satisface
ecuatia d® = [0,0].
Demonstratie. Avem, pe de o parte,

dO=d(d0+0n0)=dONO-0NdO,
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si, pe de alta parte,
[0,0]=[d0+610,0]

=dONO+ONONO—(-D)"2OANdO+ONONO)
=dOnO—0ndo,

ceea ce incheie demonstratia. |

Exemplul 11.2.7. ([Tal]) Fie M = R* si E = R* x R*, deci fibrarea triviald cu fibra R*
(care se poate identifica si cu C?). O sectiune in E e o functie s: R* — R*.

Fie matricele Pauli: P; = 0 -1 , Py = O ! , P3 = ! 0. , P, =1, din ./ (2,C).

1 0 i 0 0 —i
Cu ele, construim aplicatia x : R* — End(C?), x = ¥}_, x'P;. Cum P? = I, §i P;P; =
i€k Pr, unde (i, j, k) este o permutare a lui (1,2,3), de signatura Eijk observam ca
2_ 2

X =—|x|*- Py.

Sa notam dx = ¥.}_, dx'P; si dx' = ¥}_, dx'P! (" noteaza adjuncta complexa,
adica transpusa conjugata).

De asemenea, fie im(P;) = P; pentru i = 1,2,3 siim(Py) = 0.

Acum putem defini derivata covarianta V in E prin:

im(xdx?")

Vs=ds+
1+ |x|?

Prin calcul direct se arata ca
v _ im(dxAdx")
O 1+]x)?

3. Conexiuni induse in fibrari vectoriale

Am vazut, in capitolul precedent, ca putem face operatii cu fibrari vectoriale (suma
directd, produs tensorial, dual, preimagine etc.). Daca fibrdrile care intervin in astfel
de operatii sint dotate cu conexiuni, atunci si fibrarea rezultata capdta o conexiune
definita in mod natural. O vom descrie in fiecare caz, punind in evidentd forma de
conexiune si forma de curbura.

Fie E — M, E' — M cu conexiunile V, V'. Putem considera atlase de trivializare pe
E, E' cu aceleasi domenii de hartd, astfel astfel incit si sectiunile din repere au aceleasi
domenii.

Pe suma directd E ® E’ definim conexiunea V® corespunzitoare formei de cone-
xiune 6 + 6'. Evident, pentru curbura vom avea ©® =0 +0'.

Pe produsul tensorial E ® E’ definitia pe care o dam trebuie sa respecte regula de
derivare a produsului (conexiunea inducind o derivare covarianta). Va fi suficient sa
definim conexiunea pe monoame s® s, apoi definitia se extinde folosind proprietatile
conexiunii. Punem:

Ve (s®s)=Vsas +saV's.
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Rezulta c3, local, formele de conexiune si de curbura corespunzatoare vor fi:
0°=00Id+I1de6

11.7
(LD 0®°=00I1d+1d20’

Un caz particular este acela in care E si E’ sint fibrari de forme diferentiale cu valori
intr-un fibrat F. Anume, daca E = A*(T*M)® F si E' = A*(T*M) ® F, atunci intre
sectiunile lor se poate defini si un produs exterior. Local, pe monoame de forma o =
w®s, 0 =w ®s', punem

(11.8) oA =(wAW)®(s®S).

Se vede astfel cd, de fapt, sintem interesati de sectiuni din Q* (M, F ® F'). Conexiunea
V® actioneazd pe astfel de sectiuni prin formula:
Ve Ad)=Vono + (=180 AVa'.

E clar ca daca o si ¢’ sint sectiuni de grad 0, produsul lor exterior coincide cu cel ten-
sorial si formula aceasta se reduce la cea dinainte.

Se verifica usor ci formula locala dinainte defineste o conexiune globala (adica 6%
satisface formulele de transformare (11.4).

Pe fibratul dual E*, consideram un reper de sectiuni locale {(s*){}, dual reperului
local de pe E {s7}. Definim

(11.9) 6% =-09".
Sa verificam ca 0* satisface formulele de schimbare (11.4). Dacad g:= g, p sint functiile
de tranzitie pe E astfel incit s = g7 5%, atunci g* := (g/)~! sint functiile de tranzitie pe
E* siavem (s*)P = g!(s*)®. Vrem sa verificim relatia

©9F =(g"'dg" + (g 0")g",
care e echivalentd, conform definitiei noastre, cu

_(gﬁ)t - gtd(gt)—l _ gt(ea)t(gt)—l'
O transpunem si obtinem

-0F=dg'g-g7'0%.
Dar derivind gg™! = Id, avem dg-g ' +g-dg ! =0, deunde dg™! = -g~'dg- g7,
relatie cu care formula anterioara se reduce la transformarea gauge pentru 6.
Sd observam ca aparitia semnului minus in formula lui dg~! motiveaza, a posteri-

ori, definirea formei de conexiune duale ca minus transpusa celei directe: daca renun-

tdm la semn, asa cum am fi tentati initial, nu mai obtinem o conexiune.
Scrierea globala a conexiunii duale, actionind pe Q* (M, E*) va fi:

(V*u)(s) =du(s) — (-1D8“u(Vs), ueQ*(M,E*),se Q" (M,E).
Pentru forma de curburd, obtinem imediat:
0" =-0"
Asemanator vom defini conexiunea V™ in Hom(E, E') prin:

(11.10) (VIO 1) (5) = V' (u(s) - (D) u(Vs),
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astfel ca pentru E' = M x R, cind Hom(E, E') = E*, definitia sa se reduca la cea a lui
V*. Ca sa gasim formele locale de conexiune, respectiv de curbura, tinem seama de
izomorfismul Hom(E, E') = E* ® E’ si de definitiile conexiunii din dual si din produsul
tensorial. Rezulta:

oM = _g'e 1d+Id o0/,
oMM = 14,. 0 -0 & Idp

Exercitiul 11.3.1. Aratati c4 identitatea lui Bianchi, d® = [0, 0], este echivalenta cu VoM@ = 0.

In fine, daca f: M — N si V e o conexiune in E — N, definim in fibrarea imagine
inversa f*E — M o conexiune f*V care, local, sa fie data de forma de conexiune f*6.
Deci

(f*V)(s)=ds+ f*Ons, seQ"(M,f"E).

Sa observam cd, pentru orice sectiune o = w®u € I'(N, E), exista sectiunea f° e ' (N, f*E),
data prin f*o = (f*w) ® (uo f). Atunci rezulta usor formulele:

(f*V)(f*o) = f*(Vo),
@f*v :f*®,

unde in membrul sting f*V e notatie, dar in membrul drept f* (Vo) are semnificatia
preimaginii sectiunii, asa cum am explicat mai sus.
Vom aplica aceste constructii in sectiunile urmatoare.

4. Transport paralel de-a lungul curbelor

Avem acum totul pregdtit pentru a explica felul in care o conexiune pune in lega-
tura fibrele unei fibrari.

Fie x, y doua puncte distincte pe M. Presupunem, pentru inceput, ca ele se afla
in domeniul Uy, ale unei trivializari. Cum M e conexd, fie y;I = [0,1] — M o curba
diferentiabild care le uneste: y(0) = x, y(1) = y. Fie s € €*°(y*E) o sectiune a lui E
de-a lungul lui y. Deci s poate fi vazuta ca o functie definita pe I cu valori in E si cu
proprietatea s(1) € & (). Daca E — M e dotatd cu o conexiune V, atunci putem defini
derivata covariantd a lui s de-a lungul luiy prin formula

Vs g d
T (ty )S)(dt)'
E clar ca %(to) € Ey (1)

De fapt, ca sd fim foarte rigurosi, ar trebui sd marcam si curba y in notatia pentru
derivata covariantd; nu o facem ca sa nu mai incarcam notatia. Vom preciza intotdea-
una curba inainte de a deriva covariant.

Daca X e un cimp vectorial pe M, fie y curba sa integrald prin x € M. Atunci e clar

deci derivata covarianta determina, la rindul ei, conexiunea.
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Local, dacd s = }_ fis;, cu formulele din sectiunea anterioara obtinem (omitem
indicele superior a):

Vs * d d
— =2 dfe+ "0 (s :Z(d_]}-"ey(r)(?”(t))‘fk)sk‘

Definitia 11.4.1. O sectiune s € T'(y* E) se numeste paraleld de-a lungul lui y daca
% =0 pentru orice f € I.

O sectiune se numeste paraleld in raport cu cimp X daca daca este paralela in
raport cu orice curba integrala a lui X.

O sectiune se numeste paralelad daca este paralela in raport cu orice cimp X €
X (M).

Observatia 11.4.2. (i) Definitia de mai sus nu e locald, ea are sens chiar daca y nu e
cuprinsad intr-o harta de trivializare.

(i7) Motivatia denumirii este urméatoarea. Daca M =R", E=TM =R"xR",yeo
dreapta din R” si s = X = Y. X¥ey, un cimp vectorial definit de-a lungul dreptei, atunci
paralelismul lui X fata de conexiunea canonica a lui R”, pentru care 6 = 0, se traduce
prin:

ax* 0

ar
de unde X* = const., astfel ci vectorul X e constant, deci Xy(1)) € paralel cu Xy (s,).
Paralelismul definit de o conexiune, generalizeaza deci paralelismul uzual euclidian®.

Revenind la contextul general, vedem ca, local, o sectiune s e paralela pe y atunci
si numai atunci cind coordonatele sale f} satisfac ecuatiile

d
(11.11) d—fZC+9y(t)(Y'(t)).fk:0, k=1,...,r.

Acestea se numesc ecuatiile paralelismului in fibrarea E. Ele se constituie intr-un
sistem de r ecuatii diferentiale ordinare de ordinul 1. Asadar, prin fixarea conditiei
initiale, (11.11) devine o problema Cauchy. Putem enunta

Teorema 11.4.3. Pentru fiecare e € E, ) existd o unicd sectiune locald s paraleld (% =0)
si care verificd s(0) = e.

Cu ajutorul notiunii de paralelism, putem defini acum o aplicatie

TY . Ey(()) — Ey(t]»
prin
77(e) = s(y()), cu ssolutie alui (11.11).

7V se numeste transport paralel de-a lungul luiy. Ca transportul paralel e bine definit,
rezulta din existenta si unicitatea din Teorema 11.4.3. Mai mult, din forma sistemului
(11.11), rezulta ca 77 e aplicatie lineara.

in plus, daci definim inversa curbei y prin y~!(£) := y(1 — ) (parcurgerea lui y in
sens invers), se vede imediat ca 77 e bijectiva, si anume @ t=1r .

s

4A§adar, o sectiune paraleld nu e ,paralela“ cu o alta, ci valorile ei in puncte diferite ale curbei sint
,paralele” intre ele.
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Daca imaginea curbei Imy nu este cuprins intr-un singur domeniu de harta de
trivializare, atunci acoperim Imy (care e compacta) cu un numar finit de astfel de do-
menii de harta si transportam prin paralelism pe portiuni, valoarea s(t;) rezultata in
Y(#;) € Ug; N Uq,;+1 devenind conditie initiald pentru transportul paralel pe portiunea
urmatoare etc.

Asadar am demonstrat rezultatul anuntat in introducerea sectiunii:

Teorema 11.4.4. Transportul paralel este un izomorfism linear intre fibre.
Reciproc, se poate ardta:

Propozitia 11.4.5. Transportul paralel determind unic derivata covariantd, deci cone-
Xiunea.
Demonstratie. Fie 77 transportul paralel de-a lungul curbei y, unde y(0) = x, y(1) = y.
Notam, pentru simplitate, T (s)(¢) = 77 (s(0)) valoarea sectiunii transportate in punctul
v(f). Acum ardtam ca
Vs .7V (s(0) - s(0)
ar 1= =1 t '
Lucram local. Fie

=Y ff0si0), s0)=) fi(0)s(0).

Din formula de medie, avem

dafy
fiy(t)=ﬁy(0)+d—]2|tof’ fhelot], t<1.

Cum 78(s) e paralela pe y, componentele ei satisfac ecuatiile de paralelism:
d Y

f
d—; + Hy(t)fiy(t) =0.

Acestea, introduse in relatia anterioara, folosind si faptul ca 77 (s)(0) = s(0), furnizeaza
I @ = 10 =0y f] ()t = £;0) = Oy 1) f] (20) 2.

Acum avem
V() (1) — 5(0) si (1) —s;(0)

; =Z{ﬁ-(0) -

Trecem aicila limitd cu ¢ — 0, tinem seama ca atunci si ty — 0, si obtinem relatia dorita.
]

_GY(to)fiy(tO)Si(t)},

Desigur, problema care se pune este: cit de mult depinde transportul paralel de
curba de-a lungul cdreia se face? E clar ca in R" el nu depinde de curba. Dar pe alte
varietati?

Sa presupunem cad avem doud curbe, vy siy;, cu aceleasi capete x, y, care se pot
deforma diferentiabil una in cealaltd. Mai precis, presupunem ca exista o aplicatie
h:IxI— M,diferentiabild in ambele argumente si astfel incit, pentru orice (u, £) € I x I
sa avem

h(u,00=x, h(u,)=y, h©,10)=y0(t), h{d,t=y10.
O asemenea aplicatie se numeste o omotopie diferentiabild intre cele doud curbe (care
se zic omotope). Studiul omotopiei este parte a topologiei algebrice si diferentiale, dar
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noi nu avem nevoie decit de definitie aici. De obicei, h(f, u) se noteaza y,, pentru ca e
o deformare, la timpul u, a curbei yy.
curbe

transverse

Omotopie diferen-
tiabila intre doua
curbe

Exercitiul 11.4.6. Ardtati ca omotopia (diferentiabild) e o relatie de echivalenta pe multimea
curbelor care unesc doua puncte date.
Putem privi imaginea lui & ca pe o pinza (suprafata 2-dimensionala) acoperita cu

o retea de curbe: unele longitudinale, anume cele date de h(ct., 1), celelalte transverse,
h(u,ct.). Curbele din fiecare familie, longitudinale si transverse, sint diferentiabile si
au, fiecare, un cimp de vectori tangenti, anume d h(%), respectiv d h(%). Astfel, pen-
tru o sectiune s € I'(h* E) putem considera derivata covarianta a lui s pe directia 65—”,
respectiv pe directia %. Mai precis:

Vs " Vs Vs y Vs

T ((h V)S)(a—t)y P ((h V)S)(a).
Spre deosebire de derivatele partiale obisnuite, derivatele partiale covariante nu mai

comuta. Abaterea de la comutare este datd, conform, (11.5), de curburd. Sa notam,
pentru simplitate, V= h*V si ® = ©"" V. Cum O = h*©, avem, conform formulei citate:

0h Oh -0
2 —,—)s=20(—, —
Onan (G 505= 200G 500
- - - 5 0
—V%V%S—V%V%& pentruca[a,%]—o

Acum, daca fixam un ey € E, exista o unica sectiune s(u, 1), cu s(u,0) = e si pa-
raleld de-a lungul curbelor longitudinale, deci % = 0 pentru orice u € I. Existenta si
diferentiabilitatea lui s(u, f) se obtin considerind acum ecuatiile transportului paralel
ca ecuatii diferentiale ordinare cu parametrul u. Din calculul de mai sus rezulta c4,
daca © = 0, atunci derivatele covariante ale oricdrei sectiuni pe directiile %, % co-
muta: [$Z, 3] =0.

N . s .

In particular, fie o = 3. Atunci

Vo &

or &
deci o e paralela si e unica daca punem conditia initiala o («,0) = 0 (pentru ca s(u,0) =
e care e constanta in raport cu u). Cum si sectiunea nuld satisface ecuatia, avem o =0
pe I x I. Rezulté de aici ca 77« (ep) = s(u, 1), transportul paralel al lui ey de-a lungul unei

Wis:?i?is:o,
ou ou Ot
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curbe longitudinale, nu depinde de u, deci nu depinde de curba longitudinald pe care
ne deplasam. Am demonstrat:

Teorema 11.4.7. Transportul paralel asociat unei conexiuni plate depinde numai de
clasa de omotopie a curbei de-a lungul cdreia se efectueazd.

In particular, dacd U < M e simplu conex’, atunci transportul paralel de-a lungul
curbelor din U nu depinde de curbd.

Corolarul 11.4.8. O conexiune e platd dacd si numai dacd pe orice deschis simplu conex
existd repere de sectiuni paralele.
Demonstratie. Sa presupunem ca avem o conexiune plata si fie U un deschis simplu
conex. Fixdm arbitrar un punct x € U si un reper {vyy,..., Vyx} In Ex. Fie acum y #
x. Transportam prin paralelism v;, in punctul y (transportul nu depinde de drum) si
obtinem valorile v;y, € Ey. Acestea sint linear independente: in caz contrar, ar exista
0 combinatie lineard netriviala )’ a;v;, = 0 pe care am putea-o transporta inapoi in
x; cum transportul paralel e izomorfism linear, am obtine }_ a;v;, = 0, contradictie.
Asadar, aplicatiile s;(y) = v;, formeaza un reper de sectiuni paralele.

Reciproca e imediatd, din formula (11.5). |

Urmare a acestui corolar in prezenta unei conexiuni plate (caz in care fibrarea se
numeste platd), restrictia fibrarii la U simplu conex este triviala: deoarece exista o
baza de sectiuni pe U (nu are importanta ca sectiunile sint paralele), fibrarea E|y =
71 (U) — U e triviala. In particular,

Corolarul 11.4.9. O fibrare vectoriald platd peste o bazd simplu conexd este triviald.

Paralelismul unei sectiuni poate fi extins la un subfibrat. Astfel:

Definitia 11.4.10. Subfibratul E’ c E este paralel in raport cu V daca E' admite, pe
orice deschis de trivializare, un reper de sectiuni paralele.

Fie E' paralel si {s;} reper de sectiuni paralele pe U. Atunci orice sectiune pe U se
scrie s =) fis; si

Vs= de, ® S; +Zf,~Vs,~ = dez ®s; € €°E ).
Reciproc, daca stim cd pentru orice sectiune locala s, Vs € € (E'|y), atunci putem gasi

un reper de sectiuni paralele. Intr-adevir, fie {s;} un reper arbitrar de sectiuni locale ale
lui E'. Catam o schimbare de reper s; = ¥ g;j;s; astfel incit Vs’ = 0. Avem

0= VSZ- = ngj,-sj +Zgj,‘VSj = ngjisj +Zgjihkj5k-
J J J ik

Deci conditia noastra e echivalentd cu sistemul de ecuatii

dgri+Y_ hijgji=0, i,k=1,..,18EF,
J

care are, evident, solutie. Am demonstrat

Propozitia 11.4.11. Un subfibrat E' este paralel in raport cu o conexiune dacd §i numai
dacd Vs e € (E") pentru orice s € €°(E').

S5Reamintim c o multime se numeste simplu conexa daca orice curba pe ea este omotopa cu un punct.
De exemplu, R”, $” (pt. n = 2) sint simplu conexe, dar R” \ {pt.}, sau torul, nu sint simplu conexe.
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5. Conexiuni lineare in fibratul tangent

Vom particulariza acum notiunile si rezultatele din sectiunile anterioare in cazul
fibratului tangent. Vom lua deci E = TM®. In acest caz, o conexiune V este definita pe
% (M) cu valori in Q' (M) sau, asa cum apare de obicei (este, de fapt, derivata covari-
anta asociata conexiunii):

V¥ (M) x X (M) — M),
cu proprietatile (notam Vx Y pentru VY (X))

VixryZ=fVxZ+VxZ,

Vx(f2)=X(NHZ+fVxZ.

Local, dacd {x!,..., x"} e un sistem de coordonate pe un domeniu de harta pe M, con-

siderdm reperul natural de cimpuri vectoriale {%, e %} (reper de sectiuni locale in

T M) si punem

o 2ok 2

o Ox Y oxk

unde (aici si mai departe) folosim conventia de sumare a lui Einstein. Functiile I“fj

se numesc coeficienti de conexiune in reperul considerat si coincidenta notatiei cu cea

pentru simbolurile lui Christoffel, de la supreafete, nu e deloc intimplatoare: vom ve-

dea, in capitolul dedicat subvarietétilor riemanniene, cd acele simboluri definesc o

anume conexiune pe suprafa;é
Astfel, daca X = Xl TSy = Y/ 9%

\%

3T’ aplicind proprietdtile conexiunii vom avea

) vk 0
) i L yyirky—
VXlait Y oxJ =X (Oxi ”)6 '

in particular, luind Y = %, pentru forma de conexiune avem
0 oi 0

Vx— = e
X oxi Zl: T oxt

deci legédtura dintre forma de conexiune si coeficientii de conexiune este
0
k _pk
Ii=0; (- ox ).

Formula de schimbare a coeﬁcien‘;ilor de conexiune la o schimbare de reper rezulta
acum imediat din formula (11.4). Astfel, daca Ffj si Ffj sint coeficientii de conexiune

asociati reperelor{ }§1{ -}, avem:

(11.12) ric.a—xizfi E@—ﬂ.

Joxs " oxJoxk  oxioxk
In particular, coeficientii de conexiune nu definesc un cimp tensorial de tip (1,2) asa
cum s-ar putea crede dupa faptul ca i scriem cu 2 indici jos si unul sus.

6Conexiunile in TM se mai numesc conexiuni pe M.

"Unii autori (de exemplu, Ianus in [Ia2], pe urmele lui Vranceanu, [Vr]) scriu indicii de jos in ordine
inversa si iau coeficientii de conexiune cu semn schimbat. Cititorul trebuie sd aiba mare grija la conventiile
adoptate in fieare text.
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Exercitiul 11.5.1. Demonstrati (11.12) direct, fard a recurge la (11.4).
Exercitiul 11.5.2. Dati o conexiune lineard V, definim V prin Vx Y = Vy X + [X, Y]. Arétati ca V
e conexiune lineara si determinati simbolurile ei Christoffel.

Cum coeficientii de conexiune depind de doi indici jos, se poate pune problema
comutativitatii lor (cu atit mai mult cu cit am vazut ca simbolurile lui Christoffel se
bucura de aceasta proprietate). Pentru a studia comutativitatea, introducem acum un
cimp tensorial specific conexiunilor din fibrarea tangenta:

Definitia 11.5.3. Cimpul tensorial de tip (0,2) definit prin
T(X,Y)=VxY-VyX—-[X,Y]

se numeste forsiunea conexiunii V.
Observatia11.5.4. E clar cd tensorul de torsiune este antisimetric: T'(X,Y) = -T(Y, X).

Deoarece crosetul a doua cimpuri din reperul natural este nul, obtinem imediat:

72, 9ok k) O
deci

k _yk

Iy =15

Din acest motiv, o conexiune cu torsiune nula (,fara torsiune“, se mai spune) se

numeste simetricd. Vom vedea ca geometria riemanniana este descrisd de o conexiune

fara torsiune. pe de alta parte, teorii mai noi din fizica teoretica au (re)impus recent

studiul conexiunilor cu torsiune.

dacéd si numai daca T = 0.

Exemplul 11.5.5. Fie M o varietate paralelizabila(in particular, un grup Lie) si{Ej, ..., Ej}
o paralelizare fixata. Putem defini conexiunea V prin relatiile

Vg, Ej =0,

adicd cerem anularea coeficientilor de conexiune in reperul dat. Cum, in general,
[E;, Ej] # 0 (pe un grup Lie, daca considerdm paralelizarea data de un reper de cim-
puri sting invariante, crosetele acestea sint combinatii lineare cu coeficienti constati
de cimpurile din paralelizare: [E;, E;] = cll‘j E}), V e o conexiune cu torsiune.

Pe grupuri Lie, daca luam {E;} paralelizarea data de cimpuri sting invariante, se
verificd usor ca urmatoarele formule definesc conexiuni:

+ 0 1
Vi, Ej=[Ei, Ejl, Vg Ej= E[E,‘,Ej].

Torsiunile lor sint, respectiv, T* (X, Y) = [X, Y] si 7% =0.
Din Observatia 11.1.6 rezulta ca diferenta a doud conexiuni lineare e un cimp ten-
sorial de tip (1,2). Cum si torsiunea e de acest tip, obtinem:

Propozitia 11.5.6. (i) Pe orice varietate existd conexiuni simetrice.
(ii) Dat un cimp tensorial A de tip (1,2), existd o conexiune lineard cu torsiunea A.
Demonstratie. Fixam o conexiune V pe M (stim ca existd conexiuni), cu torsiune T, si

punem
1

Vi=v--T1°

2
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Din antisimetria lui V° rezulta imediat ci torsiunea lui V° este nula.
Acum definim

V’:V0+1A
2

si verificim usor ci torsiunea lui V' este A. |

In ce priveste curbura unei conexiuni pe M, e convenabil si lucram nu cu forma
de curburd, ci cu tensorul de curbura. Aici, deorece toate argumentele sint de acelasi
tip (cimpuri vectoriale) e mai comod sa scriem R(X, Y)Z inloc de Rxy Z. Avem deci

RX,YN)Z=VxVyZ-VyVxZ-Vix v Z,
astfel cd R e un cimp tensorial de tip (1, 3), antisimetric in primele doud argumente:
R(X,Y)Z=-R(Y,X)Z.

Local, in reperul natural, punem

0 a4 _ 0 ;0
RO 557 3k~ Rijk g0

O0x' 0x/ 0x 0x

si rezultd imediat
ort L
1 0 Tk or +rmrl _pmrl
ijkaxl ox! 6xf Jjk*is ik™ js*

Observam ca e aceeasi formuld care a aparut in demonstratia Teoremei Egregium, la
suprafete, mai precis, in expresia ecuatiei lui Gauss. Lucrurile se vor lamuri in capitolul
dedicat subvarietdtilor riemanniene.

Prin calcul direct se arata:
Propozitia 11.5.7. (Prima identitate Bianchi.) Tensorul de curburd al unei conexiuni
simetrice satisface identitatea:
Y RX,Y)Z:=R(X,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X =0.

cicl.

Am vazut deja ca anularea curburii are consecinte asupra transportului paralel
(vom reveni). In cazul conexiunilor pe M, existi si alte consecinte. Mai precis, putem
demonstra:

Propozitia 11.5.8. Varietatea M admite un atlas cu schimbdri de coordonate afine dacd
si numai dacd admite o conexiune cu curburd §i torsiune nule.
Demonstratie. Dacd M admite un atlas cu schimbdri afine de coordonate, xl= aj. x4

bix’, atunci definim l"k = 0 si formula (11.12) ne asigura ca definitia e coerenta: la o
schimbare de coordonate, Fk depinde linear de I'},, deci si in coordonatele %! coefi-
cientii sint nuli. Evident ca o asemenea conexiune are curbura si torsiune nuld.

Reciproc, presupunem ca torsiunea si curbura sint nule. Ardatdm ca putem gasi
un atlas in care tol;1 coeﬁ(:len';u de conexiune si fie nuli. Intr-un asemenea atlas, din

(11.12) varezulta i ]6 3

Ca sa gasim atlasul acesta, fixdim un atlas initial cu coordonate x’ si cautam noile
functii coordonate x' = x*(x/) cu proprietatea Ffj = 0. Din nou din (11.12) rezulta ca

=0, deci &’ depinde afin de x/.
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trebuie sa avem
*xt X
dxioxk " kigxs
Tratdm ecuatiile de mai sus ca pe un sistem de ecuatii cu derivate partiale in necu-
noscutele x*, pe care il transformam intr-un sistem de ecuatii cu derivate partiale de
. PP e i_ oxt . . .
ordinul intii prin substitutia y; = 5i5. Obtinem sistemul:
i i

ox' i 0y i

oxs T oxi ISR
Nu ne intereseaza sa rezolvam sistemul; vrem doar sa vedem daca are solutii. Pentru
aceasta, il transformam intr-unul pfaffian. Cum

i

.8 .
dxz' = a—;csdxs = yydx®

si

dy: = def =y Ly ax!,
daci introducem 1-formele locale a; = dx’ — yédxs siay = dyé' - yﬁl“ij dx/, sistemul
nostru este echivalent cu cel pfaffian:

CIC1=0, 05220.

Din Teorema lui Frobenius (vezi [Mir]), rezulta ca sistemul e integrabil daca si numai
daca

da; =0, dar;=0 mod (az,as).

Cu alte cuvinte, ca sd obtinem conditia de integrabilitate, scriem diferentialele exteri-
oare ale formelor a;, a in care folosim ecuatiile @7 = 0, a2 = 0 (remarcati similitudi-
nea cu metoda folositd in demonstratia Teoremei fundamentale a teoriei suprafetelor).
Obtinem:

day =—-dyl ndx® = —y,iffjdxj Adx®,
m
_ ik pm iy 5.1 j
d(lz = —ym(FjSFkl + W)dx Adx’.
Tinind seama de faptul ca y e matrice nedegenerata pe un deschis (fiind matricea unei
schimbari de coordonate) si de anticomutativitatea produsului exterior de 1-forme,
conditiile de integrabilitate corespunzdtoare sint:
e orm
k _1k _ k +m S| ykym _ sl
I =T5=0, T5 g+ Py I T o 0,

adica tocmai anularea tensorilor de torsiune si curbura ale conexiunii date. |

Daca nu impunem anularea curburii, ci doar a torsiunii, nu mai putem obtine un
atlas in care coeficientii de conexiune sa fie nuli. Dar putem obtine un rezultat mai
slab, inca foarte util in calcule:



5 CONEXIUNI LINEARE IN FIBRATUL TANGENT 229

Propozitia 11.5.9. FieV o conexiune lineard simetricd pe M. Atunci, in jurul oricdrui
punct x din M, existu a o hartd de coordonate in care tofi coeficientii de conexiune se
anuleazdin punctul x.

Demonstratie. Fie U un deschis de coordonate arbitrar in jurul lui x, cu coordonate
x'. Facem schimbarea de coordonate (sugerata de forma ecuatiilor (11.12)):

=x'+ lF;'-k(x) (cf = x () (¥ = xF ().

2
E clar ca 27’_‘; =0 ;, deci formula anterioara chiar e o schimbare de coordonate. Apoi,
din (11.12) rezulta imediat ca I';  (x) = 0. u

Observatia 11.5.10. Teorema Gauss—Bonnet ardta ca aspectul metric al unei suprafete
compacte este influentat de topologia ei. Mai precis, cum integrala curburii e un mul-
tiplu al caracteristicii Euler-Poincaré, nu orice suprafatd compactd poate avea orice
fel de curbura. La fel, se poate demonstra cd anumite clase de coomologie de Rham
(numite clase Pontreaghin) se pot exprima in termeni de de curbura a unei conexiuni
in TM. Daca aceste clase sint nenule, curbura conexiunii nu poate fi nula. Morala
este ca topologia unei varietdti poate obstructiona existenta unor conexiuni cu anu-
mite proprietati, in speta cu curbura nula. E clar, insd, ca pe o varietate paralelizabilg,
conexiunea definitd de Vg, E; = 0 are curburd nula.

Cum am vdzut, o conexiune intr-un fibrat induce in mod natural conexiuni in fi-
brérile tensoriale asociate. Astfel, o conexiune in fibrarea tangenta va da posibilitatea
derivarii covariante a cimpurilor tensoriale, in particular a formelor diferentiale. Pen-
tru simplitate, vom nota la fel, V, conexiunea indusa in orice fibrare tensoriala (la unii
autori apare V).

Folosind formula (11.9), deducem ca, pe 1-forme, conexiunea actioneaza prin:

(Vxa)(Y) = X(a(Y)) —a(VxY).
Acum, cu prima formula (11.7), gdsim modul cum actioneaza conexiunea asupra cim-
purilor tensoriale. De exemplu, pentru cimpuri tensoriale de tip (0, k) si (1, k) avem:
(VxS (Xy,..., Xk)
(11.13) = X(S(X1, 0, X)) = X S(X1, s Ximt, Ve Xiy Koty X
1

Verificarea se face pe cimpuri tensoriale locale de tip monom, apoi se extinde folosind
proprietdtile conexiunii.

In particular, formula este valabila pentru k-forme diferentiale.
Exercitiul 11.5.11. Fie V o conexiune simetricd. Atunci diferentiala exterioard unei k-forme di-
ferentiale ste alternarea derivatei sale covariante: dw = o (Vw).

Exemplul 11.5.12. Tensorul de curbura se deriveaza dupa formula:

(VxR)(Y,2)U=XR(Y,Z2)U)-R(VxY,Z)U-R(Y,VxZ)U—-R(Y,Z)VxU.

Exercitiul 11.5.13. Gasiti prima identitate a lui Bianchi (suma ciclica a tensorului de curbura)
pentru conexiuni cu torsiune.
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Propozitia 11.5.14. (A doua identitate Bianchi). Tensorul de curburd al unei cone-
xiuni simetrice satisface identitatea:

Z (VxR)(Y,Z) =0,

cicl.
sau, explicit:

(VxR)(Y,2) U+ (VZzR)(X,Y)U+ (VyR)(Z,X)U =0.

Demonstratia, pe care o lasam cititorului, se poate face ori direct, aplicind formula
din exemplu si identitatea lui Jacobi, ori traducind identitatea generala a lui Bianchi
din Teorema 11.2.6.

Curbe autoparalele. Am vazut ca pentru orice conexiune si orice curba pe vari-
etate, se poate defini notiunea de sectiune paraleld de-a lungul acelei curbe. In cazul
particular al unei conexiuni in fibratul tangent, aceasta notiune se poate rafina.

Definitia 11.5.15. Curba o (#) se numeste autoparaleld fata de conexiunea V daca vec-
torul sau tangent e paralel de-a lungul lui o (adica V4,0’ (1) = 0).

Observatia 11.5.16. E clar ca V,/(y0'(f) e o generalizare a derivatei a doua pentru
functii reale de o variabila. Deci autoparalelele unei conexiuni sint generalizarea cur-
belor cu acceleratie nula din R3, adicd a geodezicelor.

Ecuatia curbelor autoparalele se gaseste simplu, particularizind ecuatiile (11.11):
daci, local, o (1) = (x' (1)), atunci ¢’ = (dd—xtk ﬁ) sify din formula mentionata va fi dd—xtk,
astfel ca obtinem:

d’xk dxdx] B
ar + ijﬁﬁ—o, k—l,...,I’L.

Similitudinea cu ecuatiile geodezicelor pe suprafete este evidentd. De aceea, curbele
autoparalele se mai numesc geodezice. Dar preferam sd pastram aceasta denumire
pentru autoparalelele unei anumite conexiuni (Levi-Civita) pe varietati riemanniene.
Exercitiul 11.5.17. Pe R?, consideram conexiunea definita de coeficientii de conexiune: I‘%z =

(11.14)

F%l =1, toti ceilalti fiind nuli. Gasiti curbele ei autoparalele printr-un punct oarecare (xé,xé).
Daci y si o sint doud autoparalele care pleaca din 0 (y(0) = ¢(0)) si daca y'(0) = ro’(0), pentru
un r € R, ardtati ca y(¢) = o(rt) pentru orice .

Teorema 11.4.3, impreund cu rezultate clasice din teoria ecuatiilor diferentiale or-
dinare referitoare la dependenta diferentiabild a solutiei de conditiile initiale si de pa-
rametri, se specializeaza acum la urmatoarea:

Teorema 11.5.18. Fie V o conexiune lineard pe M, x € M si v € TyM fixati. Atunci,
pentru orice a € R, existd € > 0 §i o curbd autoparaleld unicd o : [a—¢,a+¢€] — M, cu
0(0)=x sic’(0) = v. Curbao = o(t; x,a, v) depinde diferentiabil de x, a, v pentru valori
suficient de mici ale acestora.

In ce masurd determind autoparalele unei conexiuni conexiunea insasi? Altfel

spus, este adevarat cd daca doud conexiuni lineare au aceleasi autoparalele, atunci sint
egale? Formuldm raspunsul in urmatorul exercitiu:
Exercitiul 11.5.19. Conexiunile V si V au aceleasi autoparalele daca si numai daca A(X, X) =0,
unde A(X,Y):=VxY-VxY. (Indicatie: Fie v € Tx M si o autoparalela (fatd de ambele conexiuni)
prin x cu viteza initiala v. Atunci A(v,v) = 0 prin definitie. Cum x si v au fost arbitrari, am
demonstrat o implicatie. Cealaltd se demonstreaza asemanator).
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Folositi acest rezultat pentru a ardta ca: datd o conexiune lineard V, existd o conexiune
lineara simetricd unici V cu aceleasi autoparalele.

Exemplul 11.5.20. Pe R?, notim X; cimpurile vectoriale globale dx’. Definim cone-
xiunea V prin formulele:

Vx, Xj=sgn(ijk) Xy, Vx,X;=0.

Cum singurii coeficienti de conexiune vor fi Ff ;= —1“;? ;=1 (pentru i, ], k diferiti), ecu-

)
atiile autoparalelelor se reduc la dd ;g’ = 0, deci autoparalele sint drepte euclidiene, la

fel ca pentru conexiunea plati V°, dati prin V()’(i X;j = 0. Dar, spre deosebire de V°,
conexiunea V nu e simetrica: T(X;, X;) = 2Xk.

Am vazut in Exemplul 11.5.5 ca pe orice grup Lie existd o conexiune, notatd V*,
care satisface Vgi E; = 0 pentru orice cimpuri sting invariante E;. In particular, toate
cimpurile sting invariante sint V*-paralele pe orice curba, astfel ci orice curba inte-
grald a lor e V' -autoparalela. Se poate ardta mai mult:

Exercitiul 11.5.21. Orice V' -autoparaleld pe un grup Lie G e translatata la stinga a unui subgrup
cu un parametru ¢(#): o(f) = Ly )< (1).

Urmatorul exercitiu introduce o notiune extrem de importantda: olonomia unei

conexiuni lineare:
Exercitiul 11.5.22. Fie M o varietate inzestratd cu o conexiune fixatd V. Pentru fiecare x € M,
consideram toate buclele in x, diferentiabile pe portiuni, si pentru fiecare asemenea bucla y,
transportul prin paralelism asociat (care e un izomorfism linear 1V : TyM — Ty M). Aritatti ca
{r¥]y = bucld in x} este un subgrup, notat Hy, al lui GL(TxM). Hy, se numeste grupul de olono-
miein x.

Aratati ca dacd M e conexd, atunci Hy = Hy pentru orice x # y, caz in care putem vorbi
despre subgrupul de olonomie, fara a mai preciza punctul in care e calculat. (Indicatie: daca M
e conexd, atunci e conexa prin arce, fie, deci, o o curbd care uneste x cu y; asociati unei bucle
74 in x bucla 070! in y, unde 0! noteazi curba parcursa invers, iar aliturarea reprezinta
concatenare, nu compunere.)

Ardtati ca daca V e plata, atunci Hy = 0, pentru orice x.

Problema care se pune, in mod natural, este care anume subgrupuri ale lui GL(n)
pot apdrea ca grupuri de olonomie. Problema este extrem de complicata si nu i se
cunoaste raspunsul in general, ci numai pentru anumite conexiuni. Pentru conexiuni
riemanniene (cf. capitolului urmator), rezolvarea completa a venit la inceputul anilor
’60, prin lucrari ale lui M. Berger siJ. Simons. Pentru cazul mai general, al conexiunilor
lineare simetrice, clasificarea a fost datd in 1999, intr-un articol al lui S. Merkulov si L.
Schwachhdofer, Ann. Math. vol. 150, 77-149.



CAPITOLUL 12
Spatii Riemann

Am ajuns acum la subiectul central al acestui curs. Dupa ce am introdus varietatile
abstracte si le-am asociat varii constructii (tensori, fibrari, conexiuni) si operatii geo-
metrice pe ele (derivare, integrare), putem acum sa studiem operatia fundamentala in
geometrie, anume mdsurarea. Revenim, astfel, la punctul de vedere din Partea I a car-
tii, unde am discutat proprietdtile metrice, locale si globale, ale curbelor si suprafetelor
din R3, nimic altceva decit cazuri particulare de (sub)varietdti riemanniene. Ceea ce
ne va interesa in primul rind va fi definirea si studiul unei notiuni de curbura. Vom
face acest lucru cu ajutorul unei conexiuni speciale, a lui Levi-Civita. Din pacate, nu
ne putem permite o prezentare istorica, euristicd; sintem nevoiti sa ne marginim la o
expunere in linia obisnuitd a manualelor moderne. Dar cititorul ar avea numai de cisti-
gat dacd ar citi memoriul lui Riemann din 1854 [Ri] (publicat postum, de Dedekind) in
care sint introduse si explicate, motivate matematic si fizic, ideile fundamentale si arti-
colul [Lc] din 1917 al lui Levi-Civita (traduceri ale lor in romana se gasesc, de exemplu,
pe pagina: gta.math.unibuc.ro/pages/teachlee.html)

1. Definitii. Exemple.

Reamintim, cf. Definitia 10.3.5:

Definitia 12.1.1. O metrica riemanniana pe o varietate diferentiabila M este un cimp
tensorial de tip (0,2), simetric si pozitiv definit (in particular, nedegenerat)®.

Altfel spus, a da o metrica riemanniana este echivalent cu a dota fiecare spatiu tan-
gent TxM cu un produs scalar g, in asa fel incit asocierea x — g e diferentiabild. Am
vazut in Capitolul 10 cd orice varietate diferentiabila admite metrici riemanniene (aici
intervenea in mod esential paracompacitatea, prin existenta partitiei unitatii). O exa-
minare atentd ademonstratiei, aratd ca proprietatea esentiala pe care se bazeaza este
aceea ca o combinatie convexd de matrice pozitiv definite e pozitiv definitd. Existenta
metricilor riemanniene pe orice varietate diferentiabild e un fapt absolut remarcabil.
Daca se renunta la pozitiv definire, adica se cauta metrici semi-riemanniene nedege-
nerate, o teorema de existentd de asemenea generalitate nu mai e posibild (de exem-
plu, existenta unei metrici Lorentz, adica de signatura (n—1,1, e echivalenta cu exis-
tenta unui cimp vectorial nicaieri nul, ceea ce, pe varietati compacte, implica anularea
caracteristicii Euler-Poincaré).

IDaci se renunta la pozitiv definire si se impune doar nedegenerarea, se ajunge la notiune de metrica
semi-riemanniand, obiect central in teoria relativitatii lui Einstein.
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De obicei, vom nota metricile riemanniene cu g, & sau, cind nu e pericol de con-
fuzie, cu (,).

De aici inainte, (M, g) va nota o varietate riemanniana (se mai numeste spatiu Ri-
emann).

in coordonate locale (x'), o metrici g produce coeficientii g;; = g(%, %), care
sint functii diferentiabile de x. Matricea de functii (g;;) este simetrica si pozitiv defi-
nitd. Fiind vorba despre un tensor de tip (0,2), la o schimbare de coordonate, coefi-
cientii g;; se schimba dupa formula:

_ axk ax!

(12.1) 8ij = ﬁ Egkl-
Matricea (g;;) e nedegeneratd, astfel ca existd inversa ei, pe care o vom nota (g"). E
usor de vazut, folosind formulele anterioare, cd, la o schimbare de coordonate, coefi-
cientii g;; se schimba dupa formula:
_ 6_’-51 @ kI
T oxk oxl®
ceea ce ne spune ca (gij ) sint componentele locale ale unui tensor contravariant de tip
(2,0), pe care o sal notam g~ .

Cu ajutorul formulelor (12.1) se aratd usor ca, pe varietati riemanniene, exista o
forma volum globald, asociata metricii, pe care o vom nota volg. Ea se defineste prin:

(12.2) volg = \/det(g;;) dx" A--- A dx".

O vom folosi la integrarea pe varietdti riemanniene.
Cu ajutorul metricii se calculeaza lungimi de cimpuri vectoriale, dupa formula:

IXI* = g(X,X),

—l]

care, local, se scrie:
) -
1X1" =g X" X
Apoi se calculeaza lungimi de curbe:

3
(12.3) Ly = f ly'(ndt,
fo
deci pe varietati riemanniene se poate vorbi despre curbe? parametrizate canonic (de-
monstratia existentei acestei parametrizari nu difera cu nimic de cea pe care am dat-o
in Capitolul 1) etc.

Pe de alta parte, folosind si g~!, putem defini si calcula lungimea oricarui tensor
de tip (r,s). Cel mai comod este sa indicdm formula locald. Daca T = T]lll]l:, atunci
punem:

TP = gty - &ipl, 81 - g T T
E usor de vazut ca nu am facut altceva decit sa inducem produsul scalar la toate fibra-
rile tensoriale asociate (operatie de algebra lineard, nimic mai mult).

2Vom considera intotdeauna curbele netede pe portiuni, toate constructiile pe care le vom face, chiar
daca definite pentru curbe netede, putind fi extinse la acest caz.



234 Spatii Riemann

De fapt, g poate fi interpretat ca un izomorfism g: TM — T* M care lucreaza prin
g(X)(Y) = g(X,Y). Atunci g~ este inversul acestuia®.

Mai precis, oricarui cimp vectorial tangent X 1i asociem 1-forma X’ prin X*(Y) =
g(X,Y). Local, daca X = X"%, atunci X = dexf, unde X; = gj,-Xi. Se spune cd
trecerea de la X la Xb s-a facut prin coborirea indicilor, ceea ce motiveaza notatia b,
deoarece, in muzicd, bemolul coboara nota la care se referd cu un semiton. Invers,
unei 1-forme w i se asociaza un cimp w* prin g(w*, Y) = w(Y). Daca, local, w = w;dx’,
atunci of = Xj%, cu X/ = gjiwi, deci acum am ridicat indicii (diezul ridica nota cu
un semiton). Aplicatiile notate diez si bemol se mai numesc izomorfisme muzicale.

De exemplu, unei functii diferentiabile f, i se asociaza 1-forma df, iar (df)" se
noteaza grad f, sau Vf si e definit prin

glgrad f,Y)=df(Y).

Exemplul 12.1.2. Cel mai simplu exemplu este R" cu metrica (globald) g;; = §;;. O
vom numi metrica platd, pentru ca va avea curbura nula.

Toate suprafetele studiate in Partea I sint varietati riemanniene, pe post de metrica
avind prima forma fundamentala (acest lucru va fi si mai vizibil in capitolul urmator,
cind vom vorbi despre subvarietdti riemanniene).

Pe GL(n) se poate defini metrica < A, B >= tr(*AB).

Semispatiul superior, H" := {(xH)]x™ > 0} este un deschis in R”, deci e o varietate
n-dimensionald, acoperitd cu o singurd harta. Putem pune pe el metrica g;; = ﬁé ije
Aceasta nu este indusa de metrica plata a lui R”, deci avem inca un exemplu de varie-
tate riemanniana abstracta.

Daca (M;, g;) sint varietati riemanniene si 7; : M1 x Mo, — M;, i = 1,2, surjectiile
canonice ale produsului pe factori. Atunci (M x M, 7} g1 + 7} g2) e o varietate rieman-
niana (metrica 7} g1 + 71 g2 se mai noteaza si g1 + g» $i se numeste metrica produs).

Izometrii. Pe varietdti riemanniene, e normal sa ne uitam la aplicatii diferentia-
bile care sint compatibile cu metricile. Astfel:
Definitia 12.1.3. Fie f: (M;,81) — (M>, g2) o aplicatie diferentiabild. f se numeste
izometrie daca dy f : TxMy — Tgx)M> e izometrie pentru orice x € M.

Explicit, f e izometrie dacd pentru orice x € M si orice v, w € TxyM; avem

S dif(),dyf(w) = g1(v,w).

E clar cd orice izometrie e imersie (adica d, f e injectiva).

Corespunzdtor, pe varietdti riemanniene sintem interesati nu de toate difeomor-
fismele, ci de subgrupul izometriilor (e usor de vdzut ca o compunere de izometrii e tot
izometrie si ca identitatea e o izometrie, asadar izometriile formeaza un subgrup). Se
poate demonstra, cf. [MS], dar depaseste cadrul acestui text:

Teorema 12.1.4. Grupul izometriilor unei varietdti riemanniene conexe este un grup
Lie, compact atunci cind M e compactd.

3in general, nu existd izomorfisme canonice intre spatiile tangent si cotangent. Abia in prezenta unei
metrici sau alte forme patratice nedegenerate se pot face asemenea identificari.
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Exemplul 12.1.5. (Metrici invariante.) Fie M o varietate si H un subgrup Lie al gru-
pului difeomorfismelor lui M. Spunem cd o metrica g e invariantd la actiunea lui H
daca fiecare element al grupului e o izometrie a lui g. Dacd H e compact, atunci exista
intotdeauna metrici invariante fatd de el. Procedeul de obtinere a unei asemenea me-
trici pornind cu una arbitrara (fie ea gy) se numeste mediere si utilizeaza integrarea pe
grup si pe varietate. Pe H exista o formad volum invarianta la stinga, cf. Exemplul 9.4.7
(2), fie ea w, fata de care se poate integra. Pe de alta parte, M are un element de volum
dat de metrica gy, fie el voly. Definim acum

Sy a*gvoly
 Jyo
Observam cd, H fiind compact, [}, w este finit si nenul - e chiar volumul lui H. g este
media tuturor metricilor care se pot obtine prin actiunea elementelor lui H asupra lui
go. Daca H e finit, atunci la numitor apare cardinalul sau si g e chiar o medie aritme-
tica. Daca b € H arbitrar, avem

Jyb*a*gvoly [;(aob)* gvoly
= = = g y
Juw Juw
pentru cd ao b parcurge toate elementele lui H. Deci g e o metrica H-invarianta.
De exemplu, dacda M e un grup Lie G si H e subgrupul translatiilor stingi {L,},

atunci o metricd H-invariantd se numeste sting invariantd. Metrici sting invariante se
construiesc foarte usor. Fie g, un produs scalar pe algebra Lie g = T,G. Punem

8a(Xa,Yg) = ge(dL 1 Xq,dL,1Yy).

b*g

Atunci
(ng)a(Xav Ya) = 8padLpXa, dLpYe) = ge(dL(ba)—l (dLpXa), dL(ba)—l (dLpYa)
= ge‘(dLa_lX[l! dLu—l Yu) = gu(Xa) Ya)y

deci g e sting invariantda. Reciproc, se vede ca orice metrica sting invariantd induce,
prin restrictie, un produs scalar pe T,G.

Ce nu mai e atit de simplu e de produs metrici biinvariante pe grupuri Lie, adica
invariante si la translatiile drepte (vezi, mai jos, Exemplul 12.3.25).
Exercitiul 12.1.6. Fie f: M — (N, g) o imersie. Ardtati cd f* g este o metricd riemanniana pe M.
Spunem ci (M, f*g) e o imersie izometrica a lui (N, g). In particular, luind pentru f incluziunea
canonicd i, se obtin exemple de subvarietiti izometrice. In acest caz, i*g este pur si simplu
restrictia lui g la M. Toate suprafetele studiate in Partea 1 sint de acest tip, pentru (IV, g) avind
R3, g7 =064
Exemplul 12.1.7. Si calculim coeficientii metricii g induse de pe R**! pe sfera S” fo-
losind parametrizarea prin proiectie stereografica din polul nord (x"*! # 1):

x! x"

1 n+ly _
px,...,x" )= s g b

Daci (u') sint coordonatele pe R”, atunci inversa lui ¢ este:

-1

i
i 2u -1 . n+1
) =—.
lul?+1

X' =—-7,i= . n
1+ (ul?’ Y
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Atunci:
dx! Oij utul .
—_—= 5~ VL ,j=1,...,m
oul T+ ul 1+ [lul?)
axn+1 u]

=4 )
oul 1+ lul®)?

Fie acum V un vector tangent la S” care, in harta consideratd are componentele Vi,
adicaV =V! %. Trebuie sa avem g(V, V) = (dg~ ' (V),dp~ (V)), unde (,) noteaza pro-
dusul scalar uzual din R”. Asadar:

; 2,2 2 2 iio
TRDBE {4(1+||u|| 2y (vhHE 1601+ ulH O u' v

#1681l u' v + 1603 u'vH2}

_ 4 in2
B (1+||u||2)ZZ(V) ’

in concluzie, coeficientii metricii in harta considerata sint:

g, V)=

(12.4) gij(u) = W(sij-

Exercitiul 12.1.8. Aritati ca R" \ {0} e difeomorf cu R x $”~!. Aratati ca R x $”1 cu metrica
dr? + r? g, unde g e metrica standard a sferei, e izometric cu R” \ {0} cu metrica indusa de pe R”.
Gasiti relatia dintre metrica aceasta si metrica produs naturald a lui R x "1,
Exercitiul 12.1.9. (i) Aritati ca izometriile lui $” cu metrica indusi de pe R”**!
transformadrilor din O(n + 1).

sint restrictiile

az+b

(ii) Ardtati cd izometriile semiplanului Poincaré sint omografii de forma z — 7’ cu
+

14 ix2.

ad — bc # 0, unde am notat z = x

Spatii de acoperire. Fie 7 : M — B un spatiu de acoperire, cf. 6. Dacd g% e o
metrica riemanniana pe B, atunci M poate fi inzestrat cu o metric3, fie ea gM , astfel
incit 7 sa devina izometrie locala. Vrem, deci:

(12.5) giw(v, w) = gf(x) (dym(v),dym(w)), pentruoricexe M, v, we TyM.

Dar putem citi aceasta formula si ca pe o definitie a lui g™. Explicatia e ca d7 e izo-
morfism linear intre spatiile tangente intre care actioneazd, asa ca produsul scalar gf( 0
se transporta prin (d,m)~! pe Ty M. In acest mod, coeficientii locali ai lui g si g?, in
harti adaptate acoperirii, vor fi legati prin relatia:

M _ B
8ij =&ij°m

si cum 7 e difeomorfism local, gl?‘]/.[ sint functii diferentiabile.

In particular, acoperirea universala a oricarei varietati riemanniene se poate inzes-
tra cu o unica metrica riemanniana fata de care aplicatia de acoperire devine izometrie
locala.

Exercitiul 12.1.10. Transformarile de acoperire ale spatiului total al unei acoperiri riemanniene
sint izometrii.
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Dar constructia inversa nu mai poate fi ficuta: o metrica de pe M nu se poate
,impinge“ intotdeauna pe B. (12.5) nu poate filuata ca definitie pentru membrul drept
pentru cad 7 nu e bijectiva. Exista, insa, situatii cind acest lucru e posibil:

Propozitia 12.1.11. Fie (M, g™) un spatiu Riemann si G un grup care actioneazd total
discontinuu §i separabil prin izometrii fata de g™ pe M. Atunci B := M/G are o unicd
metricd g8 fatd de care proiectia canonicd devine izometrie locald.

Demonstratie. $tim din Teorema 5.6.18 cd w : M — B e aplicatie de acoperire. Vrem sa
folosim (12.5) ca s definim gZ. Trebuie sa plecim cu b € B si si punem:

gf(v, w) = gﬁ/l((dxﬂ)_l(v), (dym) Y(w)), pentruorice be B, v,w e TyB.

Evident, rezultatul nu trebuie sa depinda de alegerea lui x in fibra 7—1(b). Adica, daca
X # y sintin 77 1(b), trebuie si avem

&Y (dem) ™ ), (dem) " (w)) = g} (dym) ! (), (dym) ™ (w)).

Dar, cum x si y sint in aceeasi fibra, exista un element a € G care aplica x pe y: a(x) =
y. Acest a e o izometrie, deci dya: TyM — Ty M e izometrie lineara. Mai mult, cum
moa =, derivind si inversind relatia, avem (dym) ™! = dyao (d,7m) ™!, ceea ce arata ca
definitia lui g e consistenta.

Unicitatea rezulta usor pentru c4, la fel ca mai inainte, componentele locale ale lui
gM si g8 trebuie sa coincida (in harti adaptate acoperirii). |

Exemplul 12.1.12. 1) Z, actioneaza prin izometrii fatd de metrica plata a lui R
identitatea e izometrie, x — —x e simetria fatd de origine. Atunci actiunea indusa a
lui Z, pe S" va fi prin izometrii fatd de metrica indusi pe S”. In consecinti, aceasta
metrica se proiecteaza pe P"R = S"/7Z,.

2) Toruri plate. Stim ca actiunea lui Z? pe R? prin (m, n) (x, y) = (x+m, y+n) e total
discontinua si separabild, spatiul orbitelor fiind un tor 2-dimensional. Vrem acum sa
vedem daci putem induce metrica plati a lui R? pe tor.

E util sa ne plasam intr-un context mai general. Actiondm cu Z”" pe R” prin transla-
tii si obtinem un tor T". Dar translatiile pot fi foarte multe. Alegem deci o baza % =
{v1,..., v} (nu e neaparat cea canonicd). Acum Z" se identificd cu multimea vecto-
rilor T := {}; m;v;|(m;) € Z"} (evident T e o latice in R” asa ca are sens citul R"/T
care e compact). Actiunea lui Z" se face in felul urmator. Dacd P € R” are coordo-
natele (X',...,x") in %, atunci ((my,...,my),P) — (x' + my,...,x" + m,). Exemplul
2-dimensional cu care am pornit corespunde bazei canonice a lui R?.

Ca si ne convingem cAR"/T eun T":= S' x --- x S!, definim ¢’ : R” — T" prin:

@O xvj= (') modT.

Daca x/ € Z, atunci ¢’ (¥ x/ vj) = (1,...,1), deci ¢ e constant pe I' si se factorizeaza
la o aplicatie bijectivd ¢ : R"/T — T". Folosind compacitatea lui R”/T" se arata ca ¢
e homeomorfism. Acum hartile se pun pe R”/T ca in Teorema 5.6.18 si se transporta
prin ¢ pe T".

Cum orice translatie e o izometrie a metricii plate a lui R", e clar ca R"/T, deci T",
primeste metrica plata indusa. Toate torurile plate sint local izometrice. Dar nu sint si
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izometrice (global). Problema clasificdrii pina la izometrii se reduce la o problema de
clasificare a laticelor.

E clar ca in hartile date de acoperire, componentele metricii induse pe T" vor fi
gl.rj = (e;, e;), unde (,) e produsul scalar standard pe R”. Atunci metricile asociate la-
ticelor T si T’ vor fi izometrice daca si numai daca (e;, e i), adica dacd si numai daca
exista o izometrie a lui R” care aplica I’ peste I''.

2. Conexiunea Levi-Civita

Teorema fundamentalid geometriei riemanniene. Am vazut in capitolul anterior
cd orice conexiune produce un transport prin paralelism care depinde de curba céreia
ii e asociat si este izomorfism linear intre spatiile tangente de la capetele curbei. In
contex riemannian, ne intereseaza acele conexiuni al caror transport paralel e izome-
trie.

Pentru a gasi o formulare echivalentd a cestei proprietdti, reamintim ca orice con-
exiune lineara V induce conexiuni, notate la fel, in toate fibrarile tensoriale asociate
fibrdrii tangente, in particular in fibrarea tensorilor de tip (0,2). Astfel, derivata cova-
riantd a metricii este tot un cimp tensorial de tip (0,2) si lucreaza dupa formula, cf.
(11.13):

(12.6) (Vzg)(X,Y)=Z(8(X,Y) -g(VzX,Y)-g(X,V,Y).

Propozitia 12.2.1. O conexiune este metricd dacd i numai dacaV zg = 0 pentru orice
Z € X (M), altfel spus, conform formulei anterioare, dacd §i numai dacd

(12.7) Z(gX,Y)=g(VzX,Y)+g(X,V2Y), pentruoriceX,Y,Z e X (M).
Demonstratie. E suficient sa demonstram ca Vg = 0 pentru orice Z € T, M si orice
x€eM.

Sa observam intii ca daca transportul prin paralelism asociat lui V este izometrie,
atunci produsul scalar a orice doi vectori paraleli de-a lungul unei curbe este constant
si reciproc. Intr-adevir, fie y o curba si fie 77 transportul paralel asociat de-a lungul ei,
intre y(0) si y(#). Daca X e un cimp paralel pe y, atunci, prin definitie, Xy (5 = TY(Xy(()))
(la fel pentru Y paralel pe y). Atunci

g Xy, Yyn) = 80" (Xy(0), T Yy () = 8(Xy0)» Yy(0))s
pentru ca 77 e izometrie. La fel se rationeaza pentru reciproca.

Fie acum x € M arbitrar si y arbitrard, cu y(0) = x. Fie Xy, Yy € Tx M arbitrarisi X =
V(Xp), Y = 77 (Yp) transportatii lor prin paralelism de-a lungul lui y. Atunci, conform
observatiei anterioare:

d
—gX,Y)=0.
P tg( )

Pe de alta parte,

d

Eg(X, V)=Vyn(@EX,Y)=Vyp8X,Y)+8VynX, V) +8X,Vy(nY),
conform (12.6). Cum X, Y sint paraleli pe y, avem V(s X =V, Y = 0, deci obtinem:

d
Vyn8 X, Y) = Eg(x, Y)=0.
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Egalitatea are loc in x. Dar cum X, Yp au fost arbitrari, avem Vg = 0 in x. Dar si y
a fost aleasa arbitrar, deci, de fapt, avem Vg = 0 in x pentru orice Z € TxM, ceea ce
incheie demonstratia. Reciproca este imediata. |

Dar exista oare conexiuni metrice? Daca da, cite? Inca nu stim sd raspundem. Dar,

dac3, local, punemV 5, 0 _rk i, atunci V e conexiune metrica daca si numai daca
- 9xJ ij axk
axt

%gjk - rﬁ'iglk - ch,-glj =0.
Existenta unei conexiuni metrice V revine la rezolvarea sistemului (12.8) in necunos-
cutele Ff f si la verificarea faptului ca eventualele solutii reprezintd coeficienti de con-
exiune, adicd se schimba dupa formulele (11.12) la o schimbare de coordonate. Daca
impunem si conditia ca V sa fie simetrica (fara torsiune), ceea ce revine la Ffj = l";?l.,
atunci facind permutari circulare in (12.8) mai obtinem relatiile:

(12.8) Vigij
oxt

0 ! !
Vaxikgij = @gij—ﬂkglj 181 =0,

Vﬁgki = %gki _F;ngli - Ffjglk =0.
Avem acum trei relatii. Adunam doua dintre ele si 0 scddem pe a treia, folosim simetria
functiilor I in indicii de jos si simetria functiilor g;; ca sd reducem termeni i, in final,
obtinem:

12.9 ork gy = 2 o 9 o
(12.9) ijgkl—ﬁgjl+@gil_@gz]-
Inmultim aceasta relatie cu matricea g~ ! si gasim:

1 ks )08is  08js 0gij}
12.10 rk -2 ks{_, o5y zeu
(1210 1728 \oxi Toxi  ox

formula care ne spune ca (12.8) se poate rezolva in cazul simetric. Apoi, folosind for-
mulele (12.1), se aratd direct ca r;c]_ se schimba dupa relatiile (11.12). Am demonstrat:

Teorema 12.2.2. Fie (M, g) o varietate riemanniand. Existd o unicd conexiune metricd
§i fard torsiune.

Conexiunea gdsitd poartd numele lui Levi-Civita. Dupa cum se vede, ea e unic
determinata de metricd. Formula pe care am gasit-o ne mai spune si cd nu am facut
altceva decit sa generalizam derivata covariantd data de coeficientii Christoffel ai unei
suprafete. In plus, cum curbura gaussiani se exprima numai cu coeficientii Christo-
ffel (Teorema Egregium), avem o indicatie cd ca vom putea, cu ajutorul tensorului de
curbura al conexiunii Levi-Civita, sa formalizam o notiune intuitiva de curbura pentru
varietati riemanniene. Aceasta va fi, prin constructie, intrinseca.

Rezultatul acesta este fundamental pentru toate constructiile care vor urma. Im-
portanta lui este atit de mare, incit Spivak, de exemplu, in [Sp], 1i dd nu mai putin de
sase demonstratii.

Sa exprimam acum si invariant conexiunea Levi-Civita. Va fi un exercitiu util si ca
sd invatam sa facem trecerea de la o formuld in coordonate (cu indici...) la una scrisa
invariant.
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Deoarece e mai greu sa scriem invariant formule in care apar coeficientii contra-

varianti g/, ne vom ocupa de formula (2). Sa punem X = X? %~ Y= yi an ,Z = Zlail
Inmultim ambii membri ai (2) cu X' Y/ Z! i sumam dupa i, j, I. In membrul sting, ti-
nind seama de proprietatile conexiunii (care nu e lineara decit in raport cu argumentul

»de jos“), obtinem:

2X'yiz! F,]gkl 2X! Yfzr”g( —)=2g(X'YiTk  2) =

akal ij’

. 0Y
:2g(VXY,Z)—2X’Zleﬂ.

Trecem la membrul drept si calculam, pe rind, cele trei sume:

X'yiz

izlg. j I
19851 _ i J O Z ) (07 502
oxt ox? ox? ox?

B i(ov? ;07!
Analog, vom obtine:

0gl X! VA
Xiyizl =28l —y(g(Z, X)) - VI | == Z' + X' == | g1,
oxi 8K ox) oxi | &1

0gi X! ay/
Jjl l] _ 7l i .
Xlylz! =24 o = 2@XY) Z(axly Xal)g,]

Acum (2) devine:

2g(VxY,2)=X(g(Y,2)+Y(g(Z, X)) - Z(g(X,Y))
+ X! ZlaY]gl—X Y]a—Zlgl—YjZlalgl
axi axi ©! ax/ ©!
_Yina_Zlgil+Zlyfaig..+ZlXiaig...
axJ axt °Y axt °Y

Ca sa scriem invariant cei sase termeni ,,cu indici“ din membrul drept, observam ca
apar expresii care amintesc de formula locald a crosetului a doua cimpuri:

(X, Y]=

oxi oxJ | axk’

vk .axk) a
Y/ —

Grupdam, deci, termeni de felul urmator:
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Cum indicii 7, j sint de sumare, putem sa-i schimbam intre ei in termenul al doilea, cel
negativ, si obtinem:
0X! oY!
8il

Z’(Yf—. - X —
ox/ gl o0xJ

(o 0X0 eyl
=7 Yj -— = X] — | 8il
ox/ 0x/
=Z'1Y, X)'gu = g(1Y, X1, 2).
Procedind la fel si cu ceilalti patru termeni, obtinem in final formula:
28(VxY, 2) =X, Z)+Y(gX,2) - Z(gX,Y))

12.11
( . +8(X, Y], Z2) +g([Z,X],Y) - g(lY, Z], X).

Aceasta poarta numele de formula lui Koszul * sau formula cu sase termeni. Evident
ca ar fi fost posibil sd o demonstrdam intii pe aceasta si sd ajungem de la ea la forma
locala (crosetele dispar cind lucram cu cimpuri din baza canonica, dar tocmai in asta
sta dificultatea trecerii de la formule locale la formule invariante).

Observatia 12.2.3. Uneori, e mai util sa folosim un reper arbitrar, in locul celui natural
({%}) sau a scrierii invariante. Mare parte din articolele de geometrie scrise inainte de

xl
anii saptezeci sint scrise astfel (dar metoda e folositd si acum). Iatd cum apare cone-
xiunea Levi-Civita in acest limbaj.
Fie {e;} un reper local de cimpuri tangente si fie 8* coreperul dual de 1-forme. Con-
exiunea Levi-Civita va avea formele locale de conexiune 0 ; date prin
—0lge;
Ve; = 91. ®ej.

Am vazut, Exercitiul 11.5.11, ca pentru o conexiune simetricd, da este antisimetrizata
lui Va, pentru orice forma diferentialda. In particular:

de'(X,Y) = (Vx0)(Y) - (Vy8)(X).

Cum formele de conexiune induse in fibrarea duala sint —9; (cf. (11.9) si comentariilor
de dupa), avem:

do' (X, Y) = -01(X)07 (V) + 0L (V)07 () =07 A 01(X, V),

deci conditia de simetrie este:
(12.12) do’ =07 n0).
Notdm coeficientii metricii cu g;; := g(e;, ¢;), astfel ca putem scrie

g= gijBi ®0/.
Cu aceste doud formule, Vg devine:

Vg=dg;j0'®0’ +g;;(d0' ®0’ +0" ® do’)
= (dgij— g0 — g0} ©6' 0/

4Dupé numele matematicianului francez Jean-Louis Koszul, nascut in 1921.
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Conditia de compatibilitate cu metrica, Vg = 0, se scrie:
(12.13) dgij = gix0} + gx,0F.

Teorema Teorema 12.2.2 devine, in acest limbaj: Fie {0’} un coreper pe varietatea rie-
manniand (M, g), fatd de care componentele locale ale lui g sint g; ;. Existd §i sint unice
formele de conexiune 0;. care satisfac (12.12) si (12.13).

Observatia 12.2.4. (Existenta reperelor ortonormate locale.) In orice punct x € M
putem considera un reper ortonormat de vectori tangenti {ej,...,e,} in T, M. Casa il
prelungim la un reper ortonormat de cimpuri locale, alegem o vecindtate V suficient
de mica stelatd in raport cu x (adica orice punct al ei se poate uni cu x printr-o curba
in V). Acum transportam prin paralelism vectorii e; in fiecare punct al lui V. Cum
transportul paralel e izometrie, cimpurile obtinute sint ortonormate.

Nu vom mai preciza de acum vecindtatea: cind vom avea nevoie, vom considera
repere ortonormate locale.
Exercitiul 12.2.5. (Metrici conforme.) Fie g o metrica riemannianad pe M. Aratati ca, pentru
orice functie f € €*° (M), g’ := e2f g este tot o metricd riemanniand. Metricile g si g’ se numesc
conforme (daca f = ct., atunci metricile se numesc omotetice).

Aratati cd unghiurile masurate de doua metrici conforme sint aceleasi.

Daca V si V’ sint conexiunile Levi-Civita ale lui g si g/, aratati ca:

VY =VxY-df(X)Y -df(Y)X +g(X,Y)gradf,

unde gradientul este calculat fatd de metrica g.

Un difeomorfism ¢ al lui M se numeste conform daca ¢* g e conforma cu g. Aréatati ca
multimea difeomorfismelor conforme ale lui (M, g) formeaza un grup care il contine pe cel al
izometriilor.

Exercitiul 12.2.6. (Cimpuri conforme siKilling.) Un cimp vectorial X se numeste conform (resp.
Killing daca fluxul sdu contine numai transformari conforme (resp. izometrii).

(i) Un cimp X e Killing dacd si numai daca £xg = 0 daca si numai dacd g(Vy X, Z) +
g(Y,VzX) =0 (adicd daca si numai daca endomorfismul VX : TM — TM prin VX(Y) = Vy X
e antisimetric).

(i7) Un cimp X e conform daca si numai dacd £x g = ¢g, pentru o ¢ € €°°(M). Exprimati
aceasta ecuatie si cu ajutorul conexiunii Levi-Civita.

(iii) Multimea cimpurilor Killing (resp. a cimpurilor conforme) formeaza o subalgebra Lie
alui X' (M).

(iv) Doua varietati Riemann care au algebre ale cimpurilor Killing diferite nu pot fi local
izometrice.

(v) Determinati cimpurile Killing pe R", can), S”, can) si pe semiplanul Poincaré.
Exercitiul 12.2.7. Pe R3 introducem urmitoarea lege de compozitie:

2 x (Y, 2= (x+e?x, y+ey, z+2).
Ardtati ca ([R3, *) e grup Lie (rezolubil). El se noteaza Solz. Aratati ca
ds® = e?*dx? + e 2% dy? + d2?
e 0 metricd riemanniana sting invarianta pe Sols si ca

0 0 0

22,2 2

ox’ oy’ oz
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e un reper ortonormat de cimpuri sting invariante. Aratati ca urmatoarele cimpuri vectoriale:
0 0 0 o 0
ax' oy’ Yox Yoy 'ox
sint cimpuri Kllling pe Sols si determinati curentele lor locale.

Exercitiul 12.2.8. (Coordonate cilindrice.) Fie r, ¢, x3 date prin x!

=rcoseg, %% = rsine. Aratati

cd avem
o .
E :COS(/)@ +sm(pﬁ,
0 . 0
E =r —sm(pﬁ +COS(/)@ .

Notati y' = 1,2 = ¢, y3 = x3 si aratati cd in aceste coordonate, metrica plati are componentele

g11 = g33 = 1, go2 = 1%, restul 0. Calculati coeficientii Christoffel asociati.

Divergenta unui cimp tensorial simetric de tip (0, p). . Fie A un astfel de cimp
tensorial. Fixdm un reper ortonormat local si definim cimp div A de tip (0, p — 1) prin:

divAX1, ..., Xp-1) = 3 (Ve A (Ei, X1, .., Xpo1).
i

Se vede ca divergenta este o contractie a derivatei covariante a lui A.

in particular, daca A e de tip (0,2), atunci div A e o 1-forma.

Pe de alta parte, am defint in 3 o notiune de divergenta pentru un cimp vectorial
cu ajutorul unei forme volum. Definisem div X prin £Lx p = div Xy, unde p era o forma
volum. Pe varietdti Riemann, e normal sd lucram cu forma volum volg indusé de me-
tricd (cf. 12.2). Notam aceasta divergenta cu divg, sau, cind metrica e fixata si nu e
pericol de confuzie, simplu div.

Exercitiul 12.2.9. 1. Ardtati ca divg X = tr(VX) = }; g(Vg, X, E;), unde {E;} e un reper local orto-
normat.

2. Aratati cadivg = 0sidiv(Ag) = dA.

3. Curbura riemanniana

Datorita legaturii cu metrica, tensorul de curbura al conexiunii Levi-Civita are pro-
prietati suplimentare fatd de tensorul de curburd al unei conexiuni lineare arbitrare.
Acestea sint de doua tipuri: algebrice si diferentiale. Pentru comoditate, le vom lista
acum si pe cele care nu sint specifice conexiunii Levi-Civita si au fost deja demonstrate
in capitolul anterior.

Propozitia 12.3.1. Pentru orice X,Y,Z, W € Z (M) au loc egalitdtile:

(1) RIX,Y)Z=-R(Y,X)Z.

(2) g(RX, Y)Z,W)=—-g(Z,R(X,Y)W).

3) RIX,Y)Z+R(Z,X)Y+R(Y,Z)X =0.

4) g RX,Y)Z,W)=gR(Z,W)X,Y).

B) Xeia(VxRI(Y,Z2)=0.
Demonstratie. Identitatea (1) este o consecinta directd a definitiei tensorului de cur-
burd, (3) este Bianchi I, (5) este Bianchi II (adevarate pentru orice conexiune lineara
fara torsiune, deci si pentru cea Levi-Civita). Raimin de demonstrat (2) si (4).
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Pentru (2), sa observam ca pentru orice X, Y fixati putem defini endomorfismul
de curburd R(X,Y) al fibratului tangent prin R(X,Y)(Z) := R(X,Y)Z. Atunci (2) ex-
prima antisimetria acestui endomorfism in raport cu produsul scalar, deci e suficient
sa demonstram ca g(R(X,Y)U,U) = 0 (conform identitdtii de polarizare: dacad pu-
nem aici U = Z + W regasim (2)). Calculam pe rind termenii care apar in expresia
lui g(R(X,Y)U,U):

g(VxVyU,U)=X(g(VyU,U)) - g(VyU,VxU) (V e conexiune metricd)
= %X(Y(g(U, U)))—g(VyU,VxU) (lafel, pentru 1-ul termen).
Schimbind intre ei X, Y, gdasim:
gy VXU,U) = SV (X(@WU, U - gVxU, Yy ),
deci, folosind din nou compatibilitatea lui V cu g:
gR(X,Y)U,U) = %[X, Y](gU,U))-g(Vix,y,U,U) =0.

Acum (4) e o consecintd a primelor trei identitdti. Folosind Bianchi 1 (adica (3)), avem:

g(Y R(Y,2)X,W)=0.

cicl.

Acum permutam aici circular (Y, Z, X, W) si obtinem inca trei asemenea ecuatii:

g() RW,Y)Z,X)=0, g() RX,W)Y,Z2)=0, g(>_ R(ZX)W,Y)=0.
cicl. cicl. cicl.
Desfasuram sumele ciclice (avem doisprezece termeni) si reducem, folosind (1) si (2),
opt dintre ei. Raminem cu:

28(RIX,Y)Z,W)+2g(R(W,2)X,Y) =0,

care, folosind inca o data (2), este exact relatia (4). [ ]

Exercitiul 12.3.2. Puneti R(%, % 667 = Rfj k% si exprimati local identitatile de mai sus.
Observatia 12.3.3. (Curbura in termeni de suprafete parametrizate.) Schitam acum
o constructie care arunca o noud lumind asupra tensorului de curburd si pe care o vom
folosi mai departe.

Fie f : D = [0,1] x [0,1] — M diferentiabila. Putem asimila f cu o suprafatd pa-
rametrizatd in M. Dacd parametrii lui D sint (t,s), ea e descrisa de doud familii de
linii de coordonate, s = ct. si t = ct., avind vectorii tangenti respectiv f; = d f(0¢) si
fs=df(0s).

Cimpurile vectoriale tangente la Im(f), cum sint f; si f;, nu sint chiar cimpuri de
vectori tangentila M, cide-alungullui f. De fapt, sint sectiuni ale fibratului f* (T M) —
D, dar o sd-i derivam covariant in rapoet cu coenxiunea Levi-Civita, nemaifacind dife-
renta intre aceasta si cea indusa in fibratul amintit. Pentru un astfel de cimp Z, vom
nota Z;, respectiv Z, derivata covarianta V [ respectiv V f.Z. Daca Z = [t respectiv
Z = fs, atunci Z; = fy;, respectiv Z; = fi, reprezintd acceleratiile curbelor de coordo-
nate.
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Local, daca Im(f) e cuprinsa intr-o vecinatate de coordonate (x)), avem

_o9f" o _oft a
fi= ot oxt’ fs= ds oxi’
In particular:
_ _ _o2f k afi afj
Jis= U= Vidi=5i5s+ Vi a5 o

Cum Ff = yk ji, formula anterioara demosntreaza ca

(12.14) fre = fss-
Acum, daca Z e un vector arbitrar, ca mai sus,

Zis = vfsvftz’

deci
Zys—Zst = R(fs, [0Z+V(f, 11 Z.
Dar
(fs, fs] = [df@D),df(0s)] = df[dt,0s] = df(0) = 0.
Am demonstrat:
(12.15) Zis—Zst = R(fs, f) Z.

Sa definim acum cimpul tensorial de tip (0,4)
R(X,Y,Z,W)=gR(X,Y)Z,W).
Acesta se numeste tensorul lui Riemann si are expresia localca:
Rijki = gmiR}jy-

Vedem ca el este echivalent cu tensorul de curbura prin metrica, fiind obtinut din acela
prin cobirirea unui indice. Functiile R; ji; sint cele care apar in lucrarea originald a lui
Riemann, nu cele legate de coeficientii Christoffel (care nici nu existau inca).
Uneori, se mai foloseste notatia R(X, Y; Z, W), pentru a pune in evidentd gruparea
pe perechi a argumentelor. Nu o vom folosi, dar ne vom referi la aceasta grupare.
Propozitia 12.3.1 se poate acum reformula:

Propozitia 12.3.4. Tensorul de curburd al lui Riemann are urmdtoarele proprietdti:

(1) RX,Y,Z,W)=-R(Y,X,Z,W), RX,Y,Z, W) =—-R(X,Y, W, Z) (antisimetrie
in fiecare pereche).

(2) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y) (simetrie in perechi).

3) RX,Y,Z,W)+R(Z,X,Y,W)+R(Y,Z,X,W) =0 (Bianchi D).

4) (VyR(X,Y,Z,W)+(VyR)(U,X,Z, W)+ (VxR)(Y,U, Z,W) =0 (Bianchi II).

Demonstratie. Tot ce mai avem de demonstrat este (4). Aceasta e o consecinta a lui
Vg = 0si a lui Bianchi II pentru tensorul de curbura de tip (1,3). Anume, cum Vg =0,
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Vy va ,trece prin“ g(R(X, Y, Z), W) si se va reduce la g(VyR(X,Y)Z,W). Sa detaliem
calculul:

(VuR)(X,Y,Z,W)=URX,Y,Z,W))-R(VyX,Y,Z,W)-R(X,VyY,Z, W)
-R(X,Y,VyZ,W)-R(X,Y,Z,VyW)
=U@ERKX,Y)Z,W))-gR(VyX,Y)Z,W)
-8(R(X,VuyY)Z,W)-g(R(X,Y)VyZ,W)-gR(X,Y)Z,VyW)
=g(Vu(R(X,Y)2),W)+gR(X,Y)Z,VyW))-gR(VyX,Y)Z, W)
-8(RX,VyY)Z,W)-g(R(X,Y)VyZ, W)-gR(X,Y)Z,VyW)
=g(VyR)(X, ) Z, W)+ g(R(VyX,Y)Z, W)+ gR(X,VyY)Z, W)
+8(R(X,Y)VyZ, W)-g(R(VyX,Y)Z,W)-gR(X,VyY)Z, W)
-gRX,Y)VyZ, W)=g(VyR)(X,Y)Z,W).

Mai ramine sd sumam ciclic dupa U, X, Y si sa aplicam Bianchi II. |

Exemplul 12.3.5. Conuri riemanniene (deschise). Un exemplu important sint conu-
rile peste o varietate Riemann. Fie (N, g) o varietate Riemann. Conul deschis peste ea
este varietatea € (N) := N x R* cu metrica g = t>g + dt?, unde t este coordonata pe
R* = (0,00). Local, fie x',..., x" coordonate pe N si fie x° := ¢, deci pe € (V) avem co-
ordonatele x°, ..., x". Fie Fi.“j coeficientii Christoffel pe N si ffj, 0<i,j,k<nceidepe
% (N). Prin calcul direct gasim formulele:

Tf =T},

=0 ..
l“l.jz—tg,-j, 1<i,j<n

1<i,j,ksn

_ _ 1

k _tk _ Lk ;
rio_rol._;él., 1<i,k<n
f?ozféozo, 0<i<n.

Formulele acestea conduc la formulele corespunzatoare pentru curbura:

I R
oxi’oxi 0x0 o ohI=
R(i i)i_R(i i)i_,_ ‘.i_ i 1<i,j<n
oxi' Oxi oxi  oxi' oxi oxi  Sligxi  SUgi =hj=n.
5

Curbura sectionald. Consideram acum” cimpul tensorial de tip (0,4)

GX,Y,Z,W)=g(X,2)g(Y,W)-g(X,W)g(Y, 2).

Ci G e intr-adevar un cimp tensorial se verifica imediat. In plus, el are exact aceleasi
proprietati algebrice ca si R, adica proprietatile (1)-(3) din Propozitia 12.3.4.

5Defini;ia care urmeaza se va justifica abia post factum, prin proprietatile si semnificatia geometrica
pe care le va avea. Deocamdata, sa spunem doar ca ea corecpunde unei operatii de algebra lineara numite
produs Kulkarni-Nomizu.
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Fixam un punct x € M si consideram vectorii care apar ca fiind tangenti in acest

punct. Observam cd, dacd ludam X = Z, Y = W, obtinem

G(X,Y, X, V)= XI*IYI* - g(X,Y)? = I XY |*sin® (X, V).
Astfel, G este generalizarea normei produsului vectorial din R3: cind X, Y sint linear in-
dependenti, G(X, Y, X, Y) reprezintd aria paralelogramului construit pe cei doi vectori
si e o cantitate nenula.

Sa vedem cum se schimba valoarea G(X, Y, X, Y) la o schimbare de baza. Fie, deci
X'=aX+bY,Y' =cX+dY, cuad-bc#0. Un calcul simplu, care foloseste proprie-
tatile lui G, conduce la:

GX', Y, X', Y) = (ad - bc)*G(X, Y, X,Y).
Dar, cum R are aceleasi proprietati, avem si
R(X'Y',X',Y') = (ad - bc)*R(X, Y, X, Y).
R(X,Y,X,Y)

GX,Y,X,Y)
punctul x si de planul tangent 2-dimensional IT < T, M subintins de X, Y, nu si de baza

pe care e calculat. Avem asadar, o functie
R(X,Y,X,Y)
GIX,Y,X,Y)’

in concluzie, raportul este constant, in sensul ca nu depinde decit de

K(x,II) :=

Definitia 12.3.6. Functia K(x,II) se numeste curbura sectionald a 2-planuluiI1.
a

oxl’
g?Agz' Exprimind aici R;212 cu ajutorul simbolurilor lui Christo-
11822— 81,

ffel, regasim expresia curburii gaussiene din demonstratia Teoremei Egregium. Ceea ce
arata cd, intr-adevdr, curbura sectionala ca fiind curbura unei anumite suprafete care
trece prin x si are planul tangent IT in x. Chiar dacd nu avem, deocamdata, suprafata,
calculele se fac in planul tangent.

Observatia 12.3.7. Daca ludm e; = %, ey = IT = L(e;, e2), gasim, dupa calcule

simple, K(x,II) =

Observatia 12.3.8. Cum curbura sectionald e definita cu ajutorul tensorului de cur-
buré care, la rindul lui, e definit numai cu ajutorul metricii, vedem ca orice izometrie
locald pdstreazd curbura sectionald.

Urmatorul rezultat spune cd, pentru a cunoaste tensorul de curbura, e suficient sa
cunoastem toate curburile sectionale:

Propozitia 12.3.9. Curbura sectionald determind univoc tensorul de curburd.
Demonstratie. Este un rezultat de algebra lineara, nu face apel la proprietati diferen-
tiale. Datorita linearitatii si a tensorialitatii, e suficient sd aratdm cd daca K(x,II) =0
atunci si Ry(XY)Z =0, oricare ar fi x € M, Il plan 2-dimensional in TyM, X,Y,Z €
Ty M.

Altfel spus, vrem sd aratam cd daca R(X, Y, X,Y) =0, atunci si R(X,Y,Z, W) =0.
Evident, va fi vorba despre polarizare.

Prin ipoteza, avem

RX+Z,Y,X+Z,Y)=0.

Dezvoltam folosind proprietatile lui R si obtinem:

R(X,Y,Z,Y)=0.
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Atunci avem si
RX, Y+W,Z, Y+ W)=0,

care, dupa dezvoltare, produce:
RX,Y,Z,W)+R(X,W,Z,Y)=0.
Dar, cu proprietatea (1):
RX,Y,Z,W)==R(X,W,Z,Y)=R(X,W,Y, 7)
=-R(X,Z,Y,W)=R(X,Z,W,Y).

Aceasta, combinata Bianchi I, duce la
3R(X,Y,Z,W)=0.
[ ]

Observatia 12.3.10. Mai rezulta ceva din demonstratia de mai sus. Deoarece am fo-
losit numai proprietatile algebrice ale tensorului de curburd, nu definitia lui specifica,
rezulta ca exact acelasi rezultat se obtine pentru orice cimp tensorial (0,4) F care satis-
face proprietatile (1)-(3) din Propozitia 12.3.4. Adica: daca F(X,Y, X,Y) =0, atunci si
F(X,Y,Z,W)=0.

In particular, curbura sectionald se poate defini numai cu ajutorul lui R, nu si cu
vreun alt cimp tensorial cu proprietdtile (1) — (3). Pentru ca dacad s-ar putea defini si cu,
sa zicem, F, atunci R — F ar avea si el (1)-(3) si ar fi nul pe (X, Y, X, Y), deci ar fi identic
nul.

Daca functia K (x, IT) e constantd pe M (adica nu depinde nici de x nici de 2-planul
1), (M, g) se numeste cu curburd (sectionald) constantd (sau formd spatiald). In acest
caz, avem:

R(X,Y,X,Y)=KG(X,Y,X,Y) =K{g(X,X)g(Y,Y) - g(X,V)?}.

Propozitia 12.3.11. Tensorul de curburd al unei varietdti Riemann cu curburd con-
stantd K e dat de formula:

R(X,Y)Z= K{gl(X, 2)Y -g(Y,2)X}.
Demonstratie. Sa observam ca tensoru

F(X,Y,Z,W):=K{g(X,Z)g(Y,W)-g(Y,Z)g(X,W)}

are proprietdtile (1)-(3) si, conform ipotezei, F(X,Y,X,Y) = KG(X,Y, X,Y). Atunci,
conform discutiei dinainte, R = F, de unde concluzia. |

Componentele locale ale tensorului de curbura in cazul curburii constante sint:
Rijri =K(gix&gj1 — &jk&i1» sauy, echivalent

Riji = K(gikd} — gjk07).

4
Exercitiul 12.3.12. Aratati cd sfera S” cu metrica gasitd in Exemplul 12.1.7, g; ju) = mfs ij
+llu
are curbura constanta pozitiva, iar semispatiul Poincaré din Exemplul 12.1.2, cu metrica g;; =
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#6 ij» are curbura constanta strict negativd. Indicatie: Se folosesc formulele locale: trebuie

calculati intii coeficientii Christoffel, apoi componentele Rfj & ale curburii.

Observatia 12.3.13. Calculele sugerate in exercitiul anterior trebuie facute, pentru a
cdpdta experienta in manipularea tensorilor in scriere locald. Uneori, insa (sigur nu
intotdeauna) ele pot fi evitate. Iatd un alt mod de a determina curbura sectionald ame-
tricii induse de pe R"™! pe S$”. Observam cé grupul izometriilor lui S” care pastreaza
orientarea, anume SO(n+1) actioneaza tranzitiv pe 2-planele lui TS” (adica pe varieta-
tea Grassmann a acestor plane). In primul rind, cum T,S" e perpendicular pe vectorul
p si SO(n + 1) actioneaza prin izometrii ale metricii euclidiene, dacd A € SO(n + 1),
Ap =p', atunci A(T,S") = T}y S". Cum A are rang maxim, pdstreazd dimensiunea sub-
spatiilor, deci duce un 2-plan in alt 2-plan. Apoi, daca IT si [T’ sint 2-plane tangente la
S$"1in p, p’, alegem in primul rind o matrice A € SO(n + 1) care aplica p peste p’ (exis-
tenta ei e evidentd). Daca {ej, e2} e o bazd ortonormata in II, actiunea lui A produce
o bazd ortonormata {fi, f>} a unui 2-plan A(Il) TprS”. Acum determinam o matrice
A" €SO(n+1) care: (1) fixeaza p' si (2) aplica {fi, >} peste o baza ortonormata {e}, e}}
alui IT. E un exercitiu elementar de algebra lineard. Odata inteles acest lucru, con-
cluzia e clara: cum SO(n + 1) actioneaza prin izometrii, curbura tuturor 2-planelor va
fi aceeasi.

Observatia 12.3.14. Cum si R” cu metrica plata are, evident, curburd constanta 0,
avem acum exemple pentru cele trei situatii posibile (K constant negativ, nul, sau po-
zitiv). Exemplele date sint toate conexe, simplu conexe si complete (topologic). O te-
orema celebrad aratd ca acestea sint singurele forme spatiale cu aceste proprietati. Re-
zulta cd orice alta forma spatiala este acoperit de unul dintre aceste modele, adica e
un cit ale unuia dintre ele printr-un grup discret. Astfel, problema clasificarii spatii-
lor cu curbura constanta revine la una de clasificare a grupurilor care pot actiona prin
izometrii pe cele trei modele, cf. [Wo].

De exemplu, toate torurile plate au curbura sectionala nula (de aici denumirea),
dar nu sint simplu conexe si am vazut cd nu sint izometrice.

In dimensiune 2, am mai intilnit pseudosfera, cu curbura gaussiana (deci sectio-
nald, cind o privim ca varietate Riemann) constanta —1. Rezulta ca si pseudosfera (care
nu e simplu conexad) trebuie sd fie un cit al semiplanului Poincaré.

O conditie mai slaba decit constanta curburii sectionale este independenta ei de
2-plan. Conditia e doar aparent mai slaba:

Propozitia 12.3.15. (E Schur.) Fie (M, g) un spatiu Riemann conex de dimensiune cel
putin3. Dacd in orice x € M, functia K (x,11) nu depinde dell, atunci (M, g) are curburd
sectionald constantd.

Demonstratie. Daca curbura sectionala e functie doar de punct, avem

RX,Y)Z=Kx){gX,2)Y —g(Y,Z)X}.

Vrem sd ardtam ca avem K = ctz. Nu putem face altceva decit sd derivam egalitatea de
mai sus in raport cu un cimp arbitrar U si sd incercam sa obtinem U (K) = 0. Scriem,
deci:

VuRX,Y)2)=UK){g(X,2)Y —g(Y,2) X} + KVy {g(X,2)Y — g(Y, 2) X}.
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Membrul sting se dezvoltd la:
(VuR(X,Y)Z+R(VyX,Y)Z+R(X,VyY)Z+R(X,Y)Vy Z,
si, folosind din nou ipoteza, devine:
VuR(X, Y)Z+K{g(VyX,2)Y - g(Y,X)Vy X}
+K{gX, 2)VyY -g(VyY, )X} +K{g(X,Vy2)Y - g(Y,Vy Z2) X}
Folosind Vg =0, al doilea termen din membrul drept devine:

K{gVuX,2)Y +8(X,Vy2)Y +8(X,Z2)VyY
-gVyY, 2)X -g(Y,VyZ)X - g(Y, Z)Vy X}.

Permutam circular (U, X,Y), aplicim Bianchi II in membrul sting, reducem termenii
asemenea in cei doi membri si raminem cu:

0=UK){gX,2)Y -g(Y,2)X}
(12.16) +Y(K){gWU,2)X-g(X,2Z)U}
+X(K) {g(Y,2)U-gWU,2)Y}.

Cum dim M = 3, putem presupune ca U, X, Y sint mutual ortogonali (in particular in-
dependenti). Rezulta:

Ugly,2)-Y(K)gWU,2) =0,
UKIgX, 2)-X(K)gWU, Z) =0,
X(K)gY,Z)-Y(K)g(X,Z)=0.

E suficient acum sd alegem Z = Y ca sa obtinem, din prima egalitate, U(K) = 0, ceea ce
doream. Cum M e conexa si U arbitrar, rezulta ca functia K e constanta. |

Tensorul lui Ricci. Cum tensorul de curbura este linear in toate cele trei argu-
mente, putem fixa doud dintre ele si obtinem un endomorfism al spatiului tangent
cdruia ii putem calcula urma, obtinind astfel un tensor de tip (0,2), sau (1,2), in func-
tie de argumentele pe care le fixdm. Reamintim ca urma unui endomorfism f pe un
spatiu euclidean se calculeaza cu formula ) (f(v;), v;), unde {v;} e o bazd ortonormata
arbitrara (iar rezultatul e un scalar care nu depinde de baza aleasd). Sa vedem ce posi-
bilitati avem.

Fixam un reper ortonormat local {E;}. O prima varianta este sa fixam primele doua
argumente. Am avea de calculat ) ; g(R(X, Y)E;, E;). Dar, datoritd proprietatiilor (1)-
(2) avem g(R(X, Y)E;, E;) = g(R(E;, E;{) X, Y) = 0. Deci nu obtinem nimic interesant.

Putem fixa primul si al treilea argument, obtinind }_; g(R(X, E;)Y, E;) care nu mai
e identic nul.

Putem fixa al doilea si al treilea argument: }_; g(R(E;, X)Y, E;), dar acesta e egal cu
cel dinainte cu semn schimbat.

Madcar pentru cd e singura urma nenuld a tensorului de curburd, meritd sa studiem
tensorul obtinut. Dar el se va dovedi extrem de important. Asadar:
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Definitia 12.3.16. Tensorul lui Ricci® de tip (0,2), este
Ric(X,Y):=) g(R(X,E))Y,E;) =) R(X,E;,Y,Ep),
i i

unde {E;} e orice reper ortonormat local.
Local, componentele sale sint:
R N
Rij =R
adica tensorul Ricci este contractia Cz1 a tensorului de curbura.
Simetria in perechi a tensorului lui Riemann (de fapt, simetria conexiunii Levi-
Civita) demonstreaza:

Lema 12.3.17. Tensorul lui Ricci este simetric.
Ca atare, ii putem asocia si un endomorfism, notat tot Ric, prin

g(Ric(X),Y)=Ric(X,Y).

Fiind simetric, Ric(X) are toate valorile proprii reale. De fapt, Ricci a introdus tensorul
care-i poarta numele ca un fel de analog abstract al celei de-a doua forme fundamen-
tale a suprafetelor, valorile proprii ale careia reprezintd curburile sectionale. Dar va-
lorile proprii ale lui Ric nu au semnificatie geometrica (de aceea Ricci nu si-a folosit
tensorul). In schimb, Ric s-a dovedit ulterior legat de volumul varietitii si de topologia
ei. Intr-un mod foarte informal, explicatia e cd Ric e o urm4, iar urma e derivata unui
determinant (formula lui Liouville), in timp ce determinantul trimite la volum; astfel,
Ric, fiind obiect tensorial, deci local, ar trebui sa spuna ceva despre rata de crestere
a volumului sferelor mici centrate intr-un punct al varietdtii: inegalitatea lui Bishop
exact asta exprima (cf. [Be].)

Pe de alta parte, e bine definita si urma acestui operator. Este o functie diferentia-
bild care se numeste curburd scalard si se calculeaza cu formula:

Scal =) g(Ric(E;),E;) =) Ric(E;, E).
i i

Sa fixdm acum un vector X unitar si sa-1 includem intr-un reper ortonormat {E;} cu
X =E,. Avem:

Ric(X,X) =) g(R(X,E)X,E;) =) K(I,),
i 2

unde IT; e planul subintins de X si de E;. Asadar, Ric(X, X) e suma curburilor sectio-
nale ale planelor ortogonale care trec prin X.

Observatia 12.3.18. In teoria relativititii generalizate, Einstein a folosit tensorul lui
Ricci pentru a modela matematic gravitatia. De aici importanta considerabild a aces-
tui obiect geometric si, in general, a geometriei riemanniene, pentru fizica teoretica.
Formula urmatoare, de exemplu, este fundamentala pentru teoria relativitatii (cf. 2
pentru definitia lui divRic):
Exercitiul 12.3.19. dScal = 2divRic.

Cum Ric e simetric, el poate fi, in principiu, proportional cu g. Are deci sens:

6Dupe‘l numele lui Gregorio Ricci-Curbastro, 1853-1925, unul dintre fondatorii calculului tensorial pe
varietati.
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Definitia 12.3.20. (M, g) se numeste spatiu Einstein daca existd o functie A € €*° (M)
astfel incit Ric = 1g.

Denumirea a fost data pentru cd aceste spatii s-au dovedit cele mai potrivite in tra-
tarea matematica a teorei relativitatii. E usor de vazut, aplicind egalitatea din definitie
pe un reper ortonormat si sumind, ca A = Scal/n. Si pentru spatii Einstein, are loc un
rezultat de tip Schur:

Propozitia 12.3.21. Fie (M, g) un spatiu Einstein conex, de dimensiune cel putin 3.
Atunci A = ct.

Demonstratie. Se poate proceda exact la fel ca in demonstratia lui Schur. Dar iata si o
alta demonstratie. Derivam relatia Ric = Ag, folosind Exercitiul 12.3.19 si Exercitiul 12.2.9
(2). Obtinem %dScal =div(1g) = dA. Rezultd ca Scal — 21 = ct. Cum Scal = nA, avem
(n—2)A =ct., ceea ce implicd, pentru cad M e conex, A = c¢t. dacd n = 3. |

Astfel, spatiile Einstein (care nu sint suprafete) au, in particular, curbura scalara
constanta. Toate spatiile cu curbura constanta sint Einstein, dar nu reciproc. De exem-
plu, pe s-au construit metrici Einstein fara curbura sectionala constanta pe multe spa-
tii omogene, in particular pe sferele S**1 si §*"*3. Spatiile Einstein sint extrem de
importante pentru geometria diferentiald si pentru fizica teoretica. Le sint dedicate
enorm de multe articole si mai multe monografii, fundamentald raminind deocam-
data [Be].

Observatia 12.3.22. (Olonomie riemanniana.) Notiunea de olonomie a unei cone-
xiuni a fost introdusa in Exercitiul 11.5.22. Pentru conexiunea Levi-Civita, notiunea co-
respunzdtoare este olonomie riemanniand. Aici, grupurile care pot aparea trebuie sa
fie subgrupuri ale lui O(n), pentru cd acesta este grupul structural al fibratului tangent.
Clasificarea a fost obtinutd de M. Berger (Sur les groupes d’holonomie des variétés a
connexion affine et des variétés riemanniennes, Bull. Soc. Math. France 83 (1953), 279-
330) si cuprinde surprinzator de putine grupuri (pentru fiecare, alturam tipul de geo-
metrie pe care o genereazad): SO(n) (varietati orientabile), U(n) (varietdti Kdhler), SU(n)
(varietdti Kdhler-Einstein cu curbura scalara nuld), Sp(n)-Sp(1) (varietati cuaternionic-
Kahler), Sp(n) (varietdti hiperkdhler), Go, Spin,. E remarcabil ca, exceptie facind SO(n)
si U(n), toate celelalte olonomii corespund unor metrici Einstein. Exista acum exem-
ple compacte pentru fiecare caz. Pentru detalii, cf. [Be].

Exercitiul 12.3.23. Ardtati ca o varietate riemanniand de dimensiune 2 sau 3 e spatiu Einstein
daca si numai daca are curbura sectionald constanta.

Exercitiul 12.3.24. Determinati conexiunea Levi-Civita a unei metrici produs in functie de con-
exiunile Levi-Civita ale factorilor. Determinati tensorul de curbura al metricii produs si demon-
strati cd planele generate de vectori tangenti la factori au curbura sectionald nuld. Ardtati ca un
produs riemannian de spatii Einstein cu aceeasi curbura scalard e spatiu Einstein.

Exemplul 12.3.25. (Metrici riemanniene biinvariante pe grupuri Lie.) Fie G un grup
Lie conex si fie g 0 metrica sting invarianta (am vazut in Exemplul 12.1.5 cum se con-
struieste). Ca de obicei, identificam cimpurile sting invariante cu elemente ale algebrei
Lie g = T.G. Avem urmatoarele echivalente:

(1) g edrept-invarianta (deci biinvarianta).
(2) ge Adg-invariantd, pentru orice a € G (vezi 4 pentru definitia lui Ad).
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(3) Aplicatia a— a~! e izometrie a lui g.

(4) g(1Z,X1,Y)+g(X,[Z,Y]) =0 pentru orice X, Y, Z € g.

(5) Conexiunea Levi-Civita a lui g e datd de formula: VyY = —[X, Y], pentru

1
2
orice X, Y eg.

Echivalenta dintre (1) si (2) rezulta din definitia lui Ad, = dels = de(Lgo Ry-1). Ast-
fel, Ad, este un endomorfism al lui g. Diferentiala sa, d,Ad,, se identifica, deci, cu
Adg. In consecintd, Ad}g = (de(Lgo R;-1))*g = (deRy1)*((deLg)*g). Dar cum g e
Lg-invariantd, rezulta Ad) g = (d.R,-1)* g, deci Ad,-invarianta e echivalenta cu R,-
invarianta.

Pentru echivalenta dintre (1) si (3), daca i : G — G noteaza aplicatia de inversare,
atunci d,i = —Id (vezi Exercitiul 6.2.7). Cum avem nevoie de d,i pentru orice a € G,
scriem i = R;oio L, si derivim in a, aplicind regula lantului: d,i = (dgRg) o (dei) o
(dgLy) = —(dgaRg) o (dyLg). Daca g e biinvariantd, atunci d, R, si d, L, sint izometrii si
rezultd d,i izometrie. Reciproc, scriem R, =io L,-1i: dacd i e izometrie, cumsi L, e
izometrie, rezultda R, izometrie.

Demonstram acum ca (2) e echivalent cu (4). Cum in (4) apare crosetul, ne adu-
cem aminte ca (d,Ad)(X) = adx sica adxY = [X,Y], pentru X,Y € g (vezi 4). Asadar,
pornim cu g(AdqX, Ad,Y) = g(X,Y) si derivam. Scriem g(Adexp2) X, Adexpt2)Y) =
g(X,Y), derivdm in raport cu ¢ sicalculam in ¢ = 0. Cum Ad, = Id si membrul drept
nu depinde de ¢, obtinem g([Z, X],Y) + g((X, [Z, Y]) = 0 (relatie care spune, de fapt, ca
adz e un endomorfism antisimetric in raport cu g). Reciproca e un pic mai delicata
si necesitd cunostinte mai multe de grupuri Lie (aici se foloseste conexiunea); demon-
stratia se gdseste in orice carte de grupuri Lie.

Demonstram echivalenta (4) cu (5). Forma identitatii (4) sugereaza sa folosim for-
mula lui Koszul pentru conexiunea Levi-Civita. In ea, primii trei termeni se anuleaz,
deoarece produsul scalar a doud cimpuri sting-invariante e invariant:

8a(Xa,Yy) = ga(dLyXe,dLyXe), datoritd invariantei cimpurilor
= (L, 8)(Xe, Xe) = g(Xe, X,), din invarianta lui g.

In consecintd, primii trei termeni ai formulei lui Koszul (care contin derivate ale pro-
duselor scalare constante) se anuleaza. Ramin trei termeni care, folosind (4) conduc la
(5). Pentru reciproca, folosim Vg = 0:

g(Z£,X],Y)=2g(VzX,Y)=2Z(g(X,Y))-2g(X,VzY)
=-g(X,VzY) pentruca g(X,Y)=ct.
=-g(X,[Z,Y]) conform (4).
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Tensorul de curbura al unei metrici biinvariante se poate calcula foarte usor folosind
(5) siidentitatea Jacobi. Avem, pentru X,Y, Z € g:

RX,Y)Z=VxVyZ-VyVxZ-Vixy Z

1 1 1

= Z[X’ v, Z]] - Z[Y, (X, Z]] - 5[[X’ Y], Z]
1 1

= Z[[X' Y], Z]- 5[[X, Y], Z]

1
:_Z[[X’Y]’Z]'

Rezultd si o formula simpla pentru curbura sectionald a oricdrui plan generat de vectori
sting invarianti. Cum

1 1
gRX,YV)X,Y) = —Zg([[X, Y], X],Y)= Zg([X, Y] [X,Y]), cf. (4),

obtinem (notam X A Y planul generat de X, Y):

]' ) ) )
Kxny)=+— SWXILELYD
4g(X,X)g(Y,Y)-g(X,Y)

Aplicat pe vectori din g, tensorul lui Ricci se poate exprima ca:

1
Ric(X,Y) = —Ztr(adx oady).

In particular, vedem ci un grup Lie cu metricd biinvariantd are curburd sectionald po-
zitivd, iar daca G e abelian, atunci orice metricad biinvarianta e plata.
Un exemplu de metrica biinvarianta se obtine considerind forma Killing a unui
grup Lie:
B(X,Y) =tr(adxcady), X,Yeg.

Cum tr(AB) = tr(BA), B e simetrici. Cum adyx e linear in X, B e bilineara. In general,
B nu e pozitiv definita. Grupurile Lie pentru care B e nedegenerata se numesc semi-
simple si sint clasificate (vezi [He]). Se stie ca un grup semisimplu e compact daca si
numai daca forma Killing e negativ definita, deci —B poate fi luatd drept metrica. Asa
sint, de exemplu, grupurile O(n) si U(n).

Pe de alta parte, se aratd usor ca B([X, Y1, Z) = B(X,[Y, Z]) si ca B e sting invari-
antd. Astfel, pe un grup G semisimplu si compact, —B e o metrica biinvarianta, cu cur-
buri sectionala pozitivd (nu neapirat constantd). In plus, formula pe care am gisit-o
pentru Ric arata (G, —B) e spatiu Einstein cu curbura scalara pozitiva.

4. Geodezice

Definitia 12.4.1. Autoparalelele conexiunii Levi-Civita se numesc geodezice.

Toate rezultatele obtinute in paragraful 5 din capitolul anterior rdmin valabile,
cu formulele aferente, numai cd acum simbolurile lui Christoffel care apar se refera
la conexiunea Levi-Civita. Pentru comoditate, reformulam aici principalele rezultate,
adagind fapte specifice contextului riemannian.

Ecuatia locala geodezicelor este:
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d’x* . dx'dx
dtz + ijﬁﬁzo, k=l,...,n.

Exercitiul 12.4.2. Daca y e geodezica, atunci o reparametrizare a ei y o h e tot geodezica daca si

numai daca h e functie afina.

(12.17)

Observatia 12.4.3. Geodezicele, ca orice alte curbe pe varietate, pot fi reparametrizate
prin lungime de arc, exact ca si curbele din R3. Cum lungimea vectorului tangent la o
geodezicd e constanta:

d
Eg()/l(t),yl(t)) =dg(Vy Y (1,Y' (1) =0,

reparametrizarea prin lungime de arc e afina, deci, cu exercitiul anterior, se obtine tot
o geodezica. Asadar, cind va fi nevoie, vom putea presupune cd geodezicele au vector
tangent de lungime 1.

Teorema 12.4.4. Fie v € T,M. Existd € > 0 i 0 unicd geodezicd y, : [0,e] — M cu
¥(0) = x §iy’,(0) = v. In plus, v, depinde diferentiabil de x si de v.

Observatia 12.4.5. Cum ¢t — at e o schimbare afind de parametru, dacd y, e geodezica
cu conditiile initiale (x, v), atunci y(at) e geodezica cu conditiile initiale (x, 7):

3
(12.18) Yu(t)=7av(2), a>0,re[0,¢].

in particular, y,, e definita pe [0, %]. Astfel, cu cit este mai lung vectorul viteza, cu atit
mai scurt va fi intervalul maximal de definitie al lui y (atunci cind nu e intreg R).

Pe de altd parte, cum y, depinde diferentiabil de v si multimea T; M:={ve T Ml|v| =
1}, sfera unitate din T,,M, e compactd, y,, exista un £y > 0 cu proprietatea ca pentru
orice v € TEM, y, e definita pe [0,£9]. Cu cele de mai sus, rezultd ca pentru orice
we TyMcu ||w| < g, yw € definita pe [0, 1].

Definitia 12.4.6. O varietate riemanniand (M, g) pe care orice geodezica e definita pe
R se numeste completd geodezic.

Metrica plata a lui R” e geodezic completd, pentru ca geodezicele ei sint drepte
obisnuite. Dar vom vedea si alte exemple nebanale.
Exercitiul 12.4.7. Aratati ca o curba pe o varietate produs e geodezica daca si numai daca pro-
iectiile sale pe factori sint geodezice. Aratati ca varietatea produs e completa geodezic daca si
numai dacd ambii factori sint completi geodezic.
Exercitiul 12.4.8. Scrieti si rezolvati ecuatia geodezicelor pe semiplanul Poincaré (n = 2). Tre-
buie si obtineti drepte euclidiene verticale si semicercuri euclidiene centrate pe frontiera {x? =
0}. Observati ca si aceasta varietate e completa geodezic. Avind curbura strict negativa, ea con-
stituie un model pentru geometria hiperbolica, rolul dreptelor fiind jucat de geodezice.

Observatia 12.4.9. In general, ecuatia geodezicelor este greu de rezolvat direct. De
aceea, vom cauta alte metode, indirecte, pentru a gasi geodezicele unor varietati.

Aplicatia exponentiald. Urmadtoarea constructie este esentiald pentru tot ce ur-
meaza. Fie Vy ¢ T, M multimea vectorilor v pentru care y, e definitd cel putin pe
intervalul [0, 1]. Cum y( e geodezica constanta x, rezultd ca V contine vectorul nul din
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T M. Definim aplicatia exponentiald in x drept
exp,:V,— M, exp,(v)=7y,1).

Astfel, exponentiala asociaza unui vector tangent in x punctul corespunzator lui ¢ =
1 de pe unica geodezica prin x pe directia v. Cu observatiile dinainte, domeniul de
definitie al exponentialei contine micar o vecinatate’ in jurul lui 0 din T, M. Daca
varietatea nu e completa, sigur aceasta vecindtate nu coincide cu Tx M.

Relatia (12.18) ne lamureste asupra comportdrii exponentialei:

(12.19) exp, LtV =7yy(1) =y, (0).

Asadar, orice punct de pe geodezica de directie initiald v poate fi descris ca imagine a
exponentialei din x. In altd formulare, unei raze t — tv prin o in T, M ii corespunde o
geodezicd radiald exp . (tv). Rezultatul precis e urmatorul:

Teorema 12.4.10. Aplicatia exponentiald in x aplicd difeomorf o vecindtate a vectoru-
lui nul din T, M pe o vecindrtate a lui x in M.

Demonstratie. Ideea e sa calculdm diferentiala lui exp, in 0 € T, M, sd vedem ca e
izomorfism si sa aplicam teorema functiei inverse.

Avem de calculat dyexp : To(TxM) — TyM. Dar T M e un spatiu vectorial si spatiul
sdau tangent in orice punct se identifica de fapt cu el insusi (e aceeasi identificare ca si
cea din R® dintre punctul P, vectorul de pozitie op sivectorul OP translatat cu originea
in P). Astfel, putem considera cd dyexp, : TxM — TxM. Pentruun v € Ty M avem:

d d
doexp,(v) = Eh:o}’w(l) = Eh:o}’u(t) =y,0) =y,

adica dyexp, = Idr, m, ceea ce incheie demonstratia. [ ]

Sa notdm cu W € T M multimea vectorilor tangenti v pentru care e definita y, (1).
E clar cd W e deschisa si contine toti vectorii nuli 0 € T, M, x € M. Din dependenta
diferentiabild a solutiilor ecuatiilor diferentiale de conditiile initiale, rezultd ca exp :
W — M e diferentiabila.

Definim acum @ : W — M x M prin ®(x, v) = (x,exp,(v)).
Corolarul 12.4.11. Fie xo un punct fixat in M. Atunci ® e difeomorfism local al unei
vecindtdti V a lui0y, € TM pe o vecindtate a lui (xy, xo) € M x M.
Demonstratie. E suficient sd aratam ca dix,,0,,)® are rang maxim. Local, matricea ia-

VN _(Id 0
cobiana alui ®in (xp,0y,) este de forma J(x,,0) (D) = v Jolexp (1) , unde Jo (exp,(v))
noteaza matricea iacobiana a lui dy exp . Dar am vazut ca dpexp, = Id. ]

Exemplul 12.4.12. Fie G un grup Lie cu o metrica biinvariantd g. In Exemplul 12.3.25
(5) am gasit pentru conexiunea Levi-Civita formula VxYV = %[X , Y] pe cimpuri sting
invariante. In particular, orice cimp sting invariant satisface Vx X = 0, deci orbitele sale
sint geodezice ale metricii biinvariante (oricare ar fi aceasta!). Pe de altd parte, pentru
orice a € G si v € T,G, v face parte dintr-un cimp sting invariant: il transportam pe

“Consideram pe Tx M topologia naturald indusa de produsul scalar gy.
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v in e punind ¢ = d,L,1v, apoi atasdm cimpul sting invariant X¢ si rezulta Xfl =v.
Astfel, geodezica y,(f) este orbita lui x¢ prin a. In concluzie, geodezicele lui (G, g)
sint de forma exp(z¢), cu ¢ € g. Altfel spus, aplicatia exponentiald de grup coincide cu
exponentiala riemanniand unei metrici biinvariante In particular, exponentiala unei
metrici biinvariante e surjectiva.

Exemplul 12.4.13. (Grupul lui Heisenberg. Continuare.) (cf. [GHL]) Fie H grupul
descris in Exemplul 8.4.20. Il inzestram cu metrica g pentru care cimp X,Y,V care
genereaza h) sint ortonormale in fiecare punct. Metrica g e automat sting invarianta.
Sa vedem dacad e si drept invarianta. Vom nota, pentru comoditate, a € H cu a = (x, y, 2)
si vom scrie legea de inmultire ca

oy x X,y =x+x,y+y,z+2 +xy).
Un calcul simplu arata ca, de exemplu, dR,(V) = V — xZ. Dar atunci
g(dR,(V),dRa(V)) =1+ x* #1=g(V, V),

deci R, nu e izometrie §i g nu e biinvarianta.
Folosind formula lui Koszul, calculul conexiunii Levi-Civita se reduce la calculul
crosetelor generatorilor X, Z, V. Obtinem:
(X,Vi=Z2, [X,Z1=1Z,V]=0,
de unde
1 1 1
VxV=-VyX= EZ, VyZ=-VzV= EX’ VzX=-VxZ= _EV’
VxX=VzZ=VyV=0.
Rezultd cd orbitele generatorilor X, Z, V sint geodezice. Ca sad gasim forma generala a
geodezicelor (care pleacd din identitate) pe grupul Heisenberg, fie y (1) = (x(1), y(£), z(?).
Cum vectorul ei tangent este
Y =xXX+yV+(E-xy)Z,
gasim
VY ="+ Y (@ —xyNX+ (@ —xy)V Z+ 1y - x' (2 = xy"NV.

Sistemul de ecuatii diferentiale ale geodezicelor este:

" +y'(Z-xy) =0

(Z' —xy" =0

y//_x/(zf_xy/) =0
Pentru simplitate, presupunem geodezica parametrizata canonic: g(y’,y’) = 1, ceea ce
implica

(x/)z + (y/)z + (Z’ _xy/)z =1.

Relatia aceasta sugereazd sa trecem la coordonate sferice, adica sa consideram y'(¢) de
forma (cos 6 cos ¢, sinf cos ¢, sinf). Acum sistemul devine:

X"+ (sing)y’ =0

Z—xy =sing

y'—(sinp)x’ =0
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Cu conditiald x(0) = y(0) = z(0) = 0, x'(0) = cosf cos ¢, y'(0) = sin6 cos ¢, gisim solutia:

x(t) = ctge{sin(tsing + 0) —sin 06},
y(t) = ctgp{cos —cos(tsing + 6)},

z(t)—z(sin +L)—1{sin2(tsin +0) —sin260)}
2 ¢ singp) 4 ¢

+sinf ctgz(p{cos(tsinsimp +0)—cos6}, pentrusing #0.

Pe planul orizontal, aceste curbe se proiecteaza in cercuri (de raza ctg) prin origine.
Dacs, 154, ctgp = 0, obtinem x(t) = y(¢) =0,z = *t.
Daca sing = 0, rezulta:

1
y(t) = (tcosl, tsinb, 3 1% cosBsinf).

In fine, calculind aplicatia exponentiala de grup, gasim ca subgrupul cu un para-
metru corespunzator unui cimp sting invariant oarecare a X + fZ + 6V este

1
t— (ta,tp, 5+ 5tzaﬁ),

sinu e intotdeauna geodezicd. Deci exponentiala de grup nu coincide cu exponentiala
riemanniana.

Cu exact aceleasi metode se determind conexiunea Levi-Civita, curbura si geo-
dezicele grupului Heisenberg generalizat (vezi, de exemplu, V. Marenich, Geodesics in
Heisenberg Groups, Geom. Dedicata 66 (1997), 175-185.)

Coordonate normale. Conform teoremei anterioare, in jurul oricdrui punct x € M
existd o vecindtate U al carei fiecare punct y e de forma exp (v), cu v dintr-o vecinatate
V (posibil foarte mica) a lui 0 din 7M. Asta inseamna ca orice y este de forma y, (1),
adica poate fi unit cu x printr-o geodezica. Mai mult, cum exp, e difeomorfism intre V
si U, geodezica dintre x si y e unica.

Daca inversam exp,, obtinem un difeomorfism de la U la V notat, cum altfel?,
log,. Deci log,(y) = v, cuexp, v =y. Pe TyM putem fixa un reper ortonormat fatd
de produsul scalar g,. In acest reper, orice v are niste coordonate (v',...,v") € R".
Compunind aplicatia V' — R”" care vede v prin coordonatele sale cu log,, obtinem o
aplicatie diferentiabila

O:U—R", &) =('...,v"), unde y=exp,v.

Am obtinut un sistem de coordonate (U, ®) in jurul lui x, in care x are coordonatele
(0,...,0). Un punct e identificat de componentele vectorului care-i corespunde prin
exp,. Coordonatele acestea se numesc normale sau geodezicé®. Utilitatea lor consta
in forma extrem de simpld pe care o iau tensorul metric si coeficientii Christoffel in
punctul x atunci cind sint exprimati in coordonate normale:

8Erau folosite inca de Gauss. E un exercitiu util sa le identificati in articolul sau din 1827.



4 GEODEZICE 259

€XPy

X y=exp«(v)= (v, ... V")

Propozitia 12.4.14. In coordonate normale centrate in x, avem

08ij
axk
Demonstratie. Daca notdm cu x* coordonatele normale, atunci avem

gij(x)=5;j, Tj;(x)=0, lx =0.

(12.20) xi(expx(tv)) = xi(ytv(l)) = tvi, unde v = viei.
Calculam acum coeficientii g; j(x) = g(%l x, %I ») (dar acum % sint diferiti de cei

din baza naturala). Avem nevoie de legatura dintre % |x si ej. Din formula anterioara
rezulta:

/ i 0 J
v=y,0)=v ﬁlx:v ej,

deci
0

=8
axl'lx_aie]r

de unde
8ij(x) =5f5§~5k1 =6ij.

Pentru a douarelatie, scriem ecuatia geodezicelor in coordonate normalefolosind (12.20).
. dyxl j < . .
Avem deci % = v', astfel ca ecuatia devine:

Tf v vy, (1) = 0.

Asadar, in x = y,(0) avem Ffj v'v/(x) = 0 pentru orice v'. Punem v’ =&}, v/ = sl
(adica luam v = e; + ey,) si gasim I';j(x) = 0.
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Ultima egalitate e o consecintd a celei de-a doua. Cu formula pentru coeficienti
Christoffel avem:

0gis,  08sj 0gij)

|x

_T1k _1 ks
O=T00 = 58 OG5 e Gt b G

_1(0gix,  08kj, 08ij
—5 |x+ x axk |x .

ax/ oxt
Permutdm indicii (i j k), adundm ({inem seama de simetria g;; = g;;) $i obtinem relatia
dorita. |

Observatia 12.4.15. Coordonatele normale sint foarte utile in demonstrarea unor
identitati tensoriale. Iatd, spre exemplu, cum ar decurge o demonstratie locala a Te-
oremei lui Schur. Avem de demonstrat cd ecuatia

Rijki = f(8i18jk — &ik&j1)
implica f = ct. Derivim in raport cu x”* in x (notam derivata unei functii F in raport
cu x" cu Fp,) tinind seama ca g;;(x) = §;; iar g;;,,(x) = 0 si gdsim (pentru comoditate
omitem argumentul x):

Rijkin=fn016jr—0ik0;0).
Permutam circular (i j 1), folosim Bianchi II. Rezulta:

0=frGi10jx—0ik0;) + fi(j16nk —6jk0n) + [ G ni0ik — 6 ndin)-

Cum dim M = 3, odata fixat h, putem gasii # h, j#h, i # j, I =i, k= j. Ramine f;, =0
in x de unde concluzia.
Exercitiul 12.4.16. (Spatii local simetrice.) Aratati ca urmatoarele trei conditii sint echivalente:

(i) VR=0.

(ii) Daca X, Y, Z sint cimpuri paralele de-a lungul curbei y, atunci si R(X,Y)Z e paralel
de-a lungul lui y.

(iii) Curbura sectionala e invarianta la transportul paralel de-a lungul oricérei curbe.

Un spatiu care satisface oricare dintre aceste conditii se numeste local simetric. Motivatia
denumirii este urmdtoarea. Pentru fircare x € M fixat, consideram o vecindtate normala de co-
ordonate U sidefinim aplicatiaoy : U — U prin ox(y) = z, unde z e unicul punct de pe geodezica
prin x care ajunge in y, la aceeasi distanta de x ca si y. E vorba despre simetria geodezica. Dife-
rentiala ei este v — —v € Ty M. Se aratd ca local simetria este echivalentd cu proprietatea lui o x
de a fi izometrie. Pentru o introducere accesibild in teoria spatiilor simetrice, cf. [ON]; pentru o
tratare aplicatd, cf. [KN], [He].

Proprietati metrice. Teorema Hopf-Rinow. Am vazut, (12.3), cum se pot calcula
lungimi de curbe cu ajutorul metricii riemanniene. Dacd orice doud puncte pot fi unite
cu o curbd diferentiabila (chiar numai pe portiuni), atunci e tentant sa definim distanta
dintre puncte ca fiind infimul acestor lungimi (sau minimul, daca am sti cd el se atinge
pe una dintre curbe). Am obtine astfel un spatiu metric atasat varietatii riemanniene.
Vom demonstra ca acest lucru e posibil.

in acest paragraf, M este o varietate conexa (cum, pe variettd(i, conexiunea im-
plica conexiunea prin arce, rezultd ca orice doud puncte sint unite de o curba ca mai
sus).
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Definim functia d : M x M — [0,00) prin
(12.21) dx,y) = igflf{L()/) | v:la, bl — M,neteda pe portiuni,y(a) = x,y(b) = y}

Propozitia 12.4.17. d definitd in (12.21) este o distantd, adicd satisface:

(1) dx,y)=d(y,x),
2) d(x,y)+d(y,2) = d(y,2),
(3) d(x,y)=0sid(x,y) =0 dacd si numai dacdx=y.
Demonstratie. Simetria lui d rezulta din posibilitatea parcurgerii invers, dela yla x, a
oricdrei curbe, prin reparametrizare, lungimea raminind aceeasi.
Inegalitatea triunghiului rezulta din posibilitatea juxtapunerii curbelor.
Pentru (3), trebuie demonstrat doar ca d(x, y) = 0 implica x = y. Prin absurd, daca
x # ¥, fie o vecindtate V' 3 x cu y ¢ V. Considerdam si o vecinatate de coordonate nor-
male U in jurul lui x corespunzatoare unei bile deschise de raza r din TxM. Atunci
orice geodezicd y(t) = exp,(fv) care pleaca din x si are imaginea cuprinsa in U are
lungimea

b b
L(y)=f ||y’(t)||dt=f lvlide=r(b-a).

Facem acum intersectia U N V. Atunci orice curba care uneste x cu y are intii de stra-
batut UnV, deci are lungimea cel putin r(b— a). Astfel, d(x, y) = r(b— a), contradictie.
[ ]

Cum stim, o distantd induce in mod natural o topologie a carei baza e datd de bile
deschise: B(x,r):={y e M | d(y,x) < r}. Poate in mod neasteptat, nu obtinem astfel
nimic nou:

Propozitia 12.4.18. Pe o varietate riemanniand conexd, topologia indusd de distantd
coincide cu topologia de varietate.

Demonstratie. E suficient sd aratdm ca in fiecare bilda deschisa B(x, r) se poate include
un deschis din topologia de varietate si reciproc.

Cum o domeniile hartilor unui atlas pe M constituie o baza pentru topologia lui
M, vom arata ca in orice domeniu de harta intra o bila deschisa si reciproc.

Fie (U, ) o hartd in jurul lui x. Cum ¢ e homeomorfism intre U si R”, topologia
lui U coincide cu cea data de distanta euclideana dy de pe R” (transportata prin ¢!
pe U).

E mai comod sa ne situdm in R”. Avem de comparat topologia lui ¢(U) indusa
de metrica standard a lui R” cu cea indusa de distanta transportata de pe U. Dar si

aceasta a doua topologie e indusa tot de o normd, anume |[ull = /gi; vivi, unde g; j

sint componentele metricii riemanniene in harta (U, ¢). Cum orice doua norme pe R”
sint echivalente, totul e demonstrat. |

Observatia 12.4.19. Nu e un rezultat chiar banal: exista o infinitate de metrici rieman-
niene si toate induc aceeasi topologie.

Vrem acum sd vedem daca infimumul care defineste distanta e, de fapt, un minim.
Vom vedea cd acest lucru e adevarat cd, cel putin pentru puncte suficient de apropiate.
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Toata discutia ne va duce inspre notiunea de vecinatate convexd a unui punct, rolul
segmentelor din definitia euclideana a convexitatii fiind jucat de geodezice.

Rezultatul urmator, de care vom avea nevoie, este oricum foarte important in sine.
El arata cd aplicatia exponentiald nu e doar izometrie locala in 0 € T M, ci ramine izo-
metrie de-a lungul oricarei geodezice care pleacd din x, atita vreme cit geodezica e
definita. Pentru a-1 formula, sd reamintim ca pentru orice v € Ty M, T, (TxM) se iden-
tifica natural cu T, M. In consecinta, un vector V, € T, (T M) se va numi radial daci e
colinear cu v.

Propozitia 12.4.20. (Lemalui Gauss.) Fiexe M sive T,M\{0}. FieV,,, W, € T,(TxM),
cu 'V, radial. Atunci:

g(dy epr(Vy)y dv expx(Wy)) = g(Vy; Wv)

/3

M

Demonstratie. Cum, prin ipotezd, V, = av, vom presupune V, = v.

Consideram acum o suprafati parametrizata (vezi Observatia 12.3.3) f: D — T M,
f(t,s) = t(V, + sW,). Avem f;(1,0) = V,, fs(1,0) = W,. Lui f i corespunde suprafata
parametrizatd f: D — M, f(t,s) = expx(f(t, s)), pentru care avem

ft(lyo)zdl/expx(vv)r fs(l;o)zduexpx(wv)-
Trebuie deci sa aratam ca
g(f:(1,0), fs(1,0) = g(V), Wy).

Prin constructie, suprafata parametrizatd f in M e una speciala: una dintre familiile
de curbe de coordonate e formatd din geodezice, anume {s = ct.}. Viteza lor initialad e
Vy+ sW,. Atunci f;; =0si

gft,fo)=ct.=g(Vy, + sW,, V, + sW,).
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Derivam (covariant) in raport cu ¢ si folosim f;s = fs; (cf. (12.14)). Rezulta

0 10
a(g(ft,fs) =g(ft, fst) =8(fr, frs) = Egg(ftrft) =g(Vy+sW,,V, + sW,),
de unde
0 .
5|(1,0) g(fr, fs) = g(V,, W), pentru orice .

Pe de alta parte, g(f;, f5)(0,0) = 0 pentru c4, indiferent de s, f(0,s) = exp,.(0) = x. in
concluzie,

g(ft, f5)(t,0) = tg(V,,W,), pentru orice ¢
si pentru t = 1 se obtine concluzia. |

Corolarul 12.4.21. (i) Exponentiala e izometrie pe directii radiale. In particular, razele
t — exp, (tv) sint perpendiculare pe hipersuprafetele v — exp . (tv).

Sa observam ca, in notatiile din Corolarul 12.4.11, cu x in loc de xp, daca ludam
U=WnT.M, vedem ca exp, | = @l e difeomorfism local in jurul lui 0. Astfel,
pentru x dat, exista o vecindtate U si un € > 0 cu proprietatea ca orice y, z € U sint de
forma z = exp, v, cu lvll < e. Altfel spus, y si z sint unite de o unicéd geodezica y de
lungime strict mai mica decit ¢.

Fie B(0,¢) c Ty M si fie B’ = exp,(B(0,¢)) bila geodezica corespunzatoare centrata
in x. Pe B\ {x} putem introduce un analog al coordonatelor polare. Anume, B\ {x} e
difeomorfa cu (0, &) x S~ ! prin f(t, v) = exp, (tv). Se verificd usor ca f e difeomorfism.
Atunci, pentru cd razele sint perpendiculare pe sferele {£} x $"1 avem:

Corolarul 12.4.22. [n coordonate polare, metrica g se scrie g = dt> + h; ), unde hy,y)
e metrica indusd pe f (it} x S*71) in punctul f(t,v).

Expresia lui h nu intereseaza. Important e ca avem o directie (radiald) pe care
metrica nu depinde de v. Acum putem demonstra:

Teorema 12.4.23. Pentru orice x € M, existd o vecindtate U §i un € > 0 astfel incit orice
¥,z € U sint unite de o unicd geodezicd y de lungime mai micd decit € §i cu L(y) =
d(y, 2).
Demonstratie. Existenta lui U, ¢ si y au fost deja demonstrate.

Ramine sd ardtdm ca y e minimala. Fie c o altd curba care uneste y cu z. Dupd o
reparametrizare, putem presupune ca c si y sint definite pe [0, 1].

In jurul lui y, consideram o bila geodezica B ca mai sus, de raza ¢. In coordonate
polare, curba c se scrie c(s)) = f(£(s), v(s)). Sd presupunem ca c iese din B inainte de a
atinge z si fie c(sp) primul punct in care c atinge frontiera lui B. Atunci:

1 S0 S0
L(c)=f0 \/gc(s)(C’(s),C’(s))deO \/gc(s)(C’(s),C’(s))dSSfo £ ()lds=e.

Pe de alta parte, daca Im(c) c B, atunci:

1 1
L(C)=f0 \/gcm(C’(S),C’(S))dszfo \/t’(5)2+ht(s),y(s)(C’(S),C’(S))ds

= t(1) — £(0) = L(y).

Evident, egalitatea se atinge daca si numai daca #(s) e monotona si v(s) = ct., ceea
ce revine la faptul cd c are viteza constanta, fie ea vy. Astfel, din L(y) = L(c) deducem
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c(s) = f(vps,v), decic=7. |

Observatia 12.4.24. Nurezulta din demonstratie ca geodezica minimala ar fiinclusd in
U. Se poate construi si o astfel de vecinatate (convexa din punctul de vedere al geode-
zicelor). Intr-adevir, H.C Whitehead a demonstrat cd orice punct admite o vecinitate
care e normala pentru fiecare punct al ei. Mai mult, rezultatul e adevarat pentru con-
exiuni lineare arbitrare: si pentru acestea existind o notiune de aplicatie exponentiala
asociata curbelor autoparalele etc. O demonstratie se poate gasi, de exemplu, in [Ia2].

Completitudine. (dupa [Mi2]). Pe un spatiu Riemann, topologia de varietate fi-
ind, a posteriori, una metrica, se poate pune problema completitudinii (orice sir Cau-
chy e convergent). Pe de altd parte, am introdus si notiunea, specific riemanniana,
de completitudine geodezicd: orice geodezica e definita pe intreg R, adicd, echivalent,
pentru orice x, aplicatia exponentiald exp, e definitd pe tot 7M. Teorema urmatoare
lamureste relatia dintre cele doud notiuni de completitudine.

Exemplul 12.4.25. R" cu metrica plata e complet geodezic: geodezicele sint drepte,
definite pe tot R. In schimb R” fird un punct, cu aceeasi metricd, nu mai e complet
geodezic (vezi figura aldturatd). Semispatiul superior deschis, cu metrica plata indusa,
nu e complet geodezic, pentru ca geodezicele sale sint segmente deschise de dreapta.
Dar cu metrica Poincaré, el este complet geodezic. Sfera, cu orice metricd am dota-o,
e completa geodezic (pentru ca e compacta, vezi mai jos).

h

R?’!

Geodezica prin x si y nu
se poate prelungi indefinit
pentru ca ar trece prin ori-
ginea care lipseste.

Demonstram intii o consecintad extrem de importantd a completitudinii geodezice:

Propozitia 12.4.26. Dacd existd un punct x € M astfel incit exp, e definitd pe tot Ty M,
atunci pentru orice y € M existd o unicd geodezicd minimald care uneste x cu y.
Demonstratie. Cum exp, e definit pe tot R, e clar cd orice geodezicad din x e definita
pe R. Dar nu e evident ca plecind din x putem ajunge (pe geodezice) in orice alt punct
din M.

Fie S := S./(x), €' < ¢, o sferd (fata de distanta d) mica centratd in x, unde ¢ este
cel prescris de Teorema 12.4.23. Cum S e compacta, existd x’ € S care minimizeaza
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distanta dela yla S (x’ e un cel mai apropiat punct de y pe S). Atunci:
dx,y)=d',y)+¢€.

Fie y geodezica de viteza 1 care uneste x cu x’ (existenta ei e asiguratd de Teorema
12.4.23). In particular, avem:

diy(n),y)=dx,y)—r.

Cum vy e definita pe tot R, incercam sa aratdm ca ea ajunge in y si e minimald pe toata
lungimea ei.

Fie A:={teR | d(y(1),y) = d(x,y) — t}. Conform relatiei anterioare, r € A, deci
A # @. Daca aratam cd [ := d(x,y) € A, atunci d(y(]),y) =[—1=0, deci y(]) = y si
demonstratia e incheiata.

Cum A e, prin definitie, inchisg, la fel este intersectia AN [0,[]. Fie fp = (maxAnN
[0,1]) si fie z = y(fp). Alegem o vecinatate B, (z), cu €” < € (de data asta aplicam Te-
orema 12.4.23 pentru z). Ca mai sus, alegem z' pe frontiera S.»(z), punctul cel mai
apropiat de y, si avem:

diz,y)=dz,y) - =dx,y)—to—¢".

Daca ardtdm cid z’ = y(1p+€"), atunci to+¢&” € A, contradictie cu alegerea lui #y, de unde
l € A. Or, pe de o parte avem

dx,z2)=zd(x,y)—d(Z,y)=d(x,y)—to+";

si, pe de alta parte, curba obtinuta prin concatenarea lui y|[y,; cu geodezica intre z si
Z' are exact aceeasi lungime d(x, y) — to + €”, astfel ca e o geodezica neteda. Este ceea
ce voiam sd obtinem. [ |

Acum putem demonstra:

Teorema 12.4.27. (Hopf-Rinow). Fie (M, g) o varietate Riemann §i fie d distanta in-
dusd de g . Urmdtoarele afirmatii sint echivalente:

(i) (M, g) e completd geodezicd.

(ii) (M, d) e spatiu metric complet.
Demonstratie. (i) = (ii). Cum (M, g) e completd, exponentiala din orice punct e de-
finita pe tot M. Fie {x,} un sir Cauchy si fie y,, geodezicele minimale unice care unesc
X cu xp. Notind [, = d(x, x;) avem:

Yn(0) =x, yn(p)=x,=exp,lavn,

cu v, € T, M vectori unitari. Se vede usor ca sirul {/,,v,} e marginitin 7, M (cu distanta
indusd de metrica lui M). Atunci admite un subsir convergent. Deci sirul Cauchy {x,}
admite un subsir convergent, asadar e convergent.

(ii) = (i). Fiey: 1 — M, cu I = (a,b), o geodezica. Vrem sa ardtam ca putem
extinde y dincolo de b (analog se va demonstra ca y se prelungeste dincolo de a). Fie
atunci un sir b, — b. Atunci

dy(bn), Yy bm)) < L(Ylip,,b,1) < |bn— b, (ye param. canonic),

deci {y(b,)} e sir Cauchy, asadar are o limita x € M. Dar limita x nu depinde sirul con-
siderat. Intr-adevar, daca b}, — b, atunci d(y(by),y (b)) < |b, — b},]. Asta inseamna cd y
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se poate prelungi prin continuitate in punctul b. Fie y : (a, b] — M prelungirea conti-
nud. Alegem o vecinatate U a lui x = y(b) ca in Teorema 12.4.23: orice geodezica prin
x e definita cel putin pina la ¢ = £. Alegem acum b}, cu |b;, — bl < § si y(b},) € U. Atunci
y e definita pina la b + § si demonstratia e incheiata. |

De acum inainte, pentru spatii Riemann nu mai trebuie precizat despre ce fel de
completitudine e vorba.

Cum completitudinea de spatiu metrica e echivalenta cu proprietatea lui Heine-
Borel (orice multime inchisa si marginita e compactad), obtinem:
Corolarul 12.4.28. O varietate Riemann compactd e completd.
Exercitiul 12.4.29. Fie M — B o acoperire riemanniand. Atunci M e completd dacd si numai
dacd B e completi. In particular, acoperirea universala a unei varietiti riemanniene complete e
completa.
Exercitiul 12.4.30. Un con riemannian (vezi Exemplul 12.3.5) e complet daca si numai daca
(N, g) = (S8", can).

Observatia 12.4.31. E clar cd o izometrie (aplicatie diferentiabild, cu diferentiala in
orice punct aplicatie ortogonald) pastreazad distantele induse de metrici. Nu e, insd,
deloc evident cd o aplicatie care pastreazi distantele e o izometrie. In primul rind, nu
e clar ca ar trebui sa fie diferentiabila. Si totusi, cu ipoteze foarte blinde, asa stau lucru-
rile: o aplicatie surjectivd intre doud spatii Riemann care pdstreazd distantele induse
de metricile respective este izometrie. In particulare diferentiabild. Ceea ce inseamna
ca distanta determina tensorul metric. Este o teorema farte profunda a lui Meyers si
Steenrod. Cititorul interesat poate gasi demonstratii, de exemplu, in [KN], vol. 1, sau
in [He].
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